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Of course every theory is true provided that you suitably associate its

symbols with observed quantities.

A. Einstein

If we have to go on with these damned quantum jumps, then I'm sorry that I
ever got involved.

E. Schrodinger

i
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Resumo

Um século apés a sua descoberta, o elétron continua a ser um estranho dentro do
eletromagnetismo cldssico. Vérios foram os modelos propostos para descrevé-lo. Pode-se
dizer que a teoria mais bem sucedida foi formulada por Dirac em 1938, muito embora
apresentando problemas tais como as pré-aceleragdes e solucles auto-acelerantes. Uma
alternativa a esta teoria foi proposta na década de 50 pelo fisico italiano P. Caldirola, tendo
por hipétese bdsica a existéncia de um intervalo fundamental de tempo, o crénon. Com
base nesta hipétese Caldirola propds uma descrigio baseada em equagBes a diferengas
finitas equivalentes & de Dirac mas livre dos problemas por ela apresentados. A extensdo
da hipétese do crénon A mecéinica quintica ndo-relativistica, resultando em formulagdes
discretizadas da equacdo de Schrodinger, produziu resultados relevantes como a derivagio

da massa do miion e do tau 2 partir da massa do elétron.

Neste trabalho, analisamos as equagdes discretas com base no formalismo de
Feymﬁan e estndamos algumas de suas solugdes. Partindo dos operadores de evolugio
associados 3s equagdes discretas, esteridemos o procedimento a representagdo de
Heisenberg e encontramos uma representagio que, como no caso continuo, € equivalente a

de Schrodinger.

Fazemos uma andlise de compatibilidade entre as vdrias representagdes:
Schrodinger, Heisenberg e operadores de densidade. S&o estudados alguns exemplos
tipicos como, por exemplo, o oscilador harménico simples. O formalismo de operadores de
densidade é utilizado para analisar o problema da medida na mecénica quéntica.

Finalmente, fazemos uma abordagem da equivaléncia entre o formalismo discreto e
a introdugdo de operadores ndo-hermitianos na equagdo de Schrédinger continua.
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Abstract

Discovered nearly a century ago, the electron is still a stranger in the context of
classical electromagnetism. Many models have been proposed in order to describe it. In
this sense, the most successful theory is the one proposed by Dirac in 1938,
notwithstanding some drawbacks such as the existence of pre-accelerating and self-
accelerating solutions. An alternative theory was proposed in the fifties by P. Caldirola,
based on the hypothesis of the existence of a fundamental interval of time: the chronon.
Based on that hypothesis, Caldirola proposed a new framework based on finite difference
equations equivalent to Dirac’s but without the same inconsistencies. The extension of the
chronon to non-relativistic quantum mechanics resulting in finite difference versions of the
Schrédinger equation has produced relevant results such as the derivation of the masses of

muon and tau starting from the electron mass.

In this monograph we analyze the discrete equations in the scope of Feynman path
integral formalism and study some of its solutions. We derive the time evolution operators
for the discrete theory and use these operators to get the discrete Heisenberg equations.

We perform a compatibility analysis of the various pictures: Schrodinger,
Heisenberg and density operator. As in the continuous representation, the pictures are
found to be equivalent. Some typical examples are studied as, for example, the simple
harmonic oscillator. The density operatdr formalism is applied to the measurement

problem of quantum mechanics.

Finally, we study the equivalence between the discrete formalism and the

introduction of non-hermitian operators in the continuous quantum mechanics.
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1 - Introduciao

A idéia de evolugiio temporal discretizada, da continuidade ou néo do tempo e do
espago, ndo é uma consideragio nova e, como boa parte das hipéteses fisicas, € de tempos
em tempos resgatada do esquecimento. Uma das primeiras vezes em que esta questio foi
trazida & tona como parte de uma concepgfo mais global de mundo foi na antiga Grécia,
como parte do pensamento atomistico, ainda que dentro de um contexto bastante diverso
do que se considera atualmente. Na Idade Média, o caréter descontinuo do movimento
fisico estava no cerne do "atomismo teista” proposto pelos pensadores drabes da escola
kalamica (Jammer, 1954). Na Europa, as consideracdes acerca da natureza discreta do
espaco e do tempo podem ser encontrada nos escritos, por exemplo, de Isidoro de Sevilha,
Nicolaus Boneti ¢ Henry of Harclay, em tratados acerca da natureza do continuum. Ja nos
tempos modernos, a hipétese da existéncia de um intervalo de tempo fundamental foi
rejeitada por Leibniz por ser inadmissivel dentro de sua filosofia racionalista. No que tange
a fisica moderna, as consideragdes acerca da continuidade do espago e do tempo surgiram
como conseqiiéncia do famoso trabalho de Planck sobre a radiagdio de corpo negro, um dos
marcos iniciais da teoria quiintica.! A introdugio do conceito de guantum abriu um leque
de novas possibilidades no que se refere ao modo como é pensado o mundo fisico,
inclusive levando a consideragbes como as que s#o feitas neste trabalho, acerca da

discretizagfio do tempo no formalismo da mecénica quéntica.

Nos primérdios do nosso século, Mach considerou a possibilidade de que o
continuum fosse apenas aparente, fundamentalmente em decorréncia de nossas limitagdes
fisiol6gicas: "... o espago e o tempo, do ponto de vista fisiolégico, representam apenas um
continuo aparente, sendo provavelmente compostos por elementos descontinuos, ainda que
nio os possamos nitidamente distinguir" (Arzeli¢s, 1966). Poincaré também tragou
comentdrios acerca da existéncia do que chamoun de "4dtomo de tempo™: o limiar de
~ distingiiibilidade entre dois estados distintos de um sistema. ‘

! Aspectos histéricos relacionados a introdugdo de um intervalo de tempo fundamental na fisica podem ser
encontrados em Casagrande (1977).



J4 na década de 20, J. J. Thomson considerou a possibilidade de que a forga elétrica
fosse intermitente em sua agdo, atuando sobre uma particuia ndo de forma continua, mas
por impulsos, o que desencadeou o aparecimento de diversos trabalhos em que se
considerava a existéncia de um intervalo fundamental de tempo, a que se denominou
crénon. Nio obstante o interesse que tenha despertado, ndo foram entretanto obtidos
resultados que justificassem qualquer restrigiio 4 descrigdo do tempo como uma variavel
continua. Um trabalho de Ambarzumian e Ivanenko (1930), em que se considerava um
espago-tempo discreto, estimulou o aparecimento de um grande nimero de publicagoes
tomando como base esse tipo de concepgao.

Mais recentemente a hipétese de um possivel cardter discreto do tempo tem sido
reconsiderada. Lee (1983), por exemplo, sugere uma discretizagdo baseada no nuimero
finito de medidas experimentais que sio permitidas em qualquer intervalo de tempo que se
considere. Do mesmo modo, formalizacdes em bases matemdticas de uma fisica discreta
também tem sido propostas (McGoveran e Noyes, 1989).

De um modo geral, a discretizagdio do tempo tem sido introduzida seguindo dois
procedimentos distintos:

(1) atribuindo-se ao tempo uma estrutura discreta. Deste modo, o tempo néo seria continuo
mas sim intrinsecamente discreto ou quantizado (reticulado);

(2) considerando-se o tempo como um continuo no qual os eventos se ddo de modo
descontinuo.

A grande maioria dos trabalhos em que o tempo € tratado, de algum modo, como
sendo discreto, seguem a primeira linha de discretizagdo. Geralmente como parte de um
procedimento mais geral em que o espago-tempo como um todo € tomado por discreto.

A segunda linha foi iniciada nos anos 20 (Levi, Pokrowski, ...), influenciada pelo
trabalho de Thomson, e resultou no primeiro exemplo real de uma teoria baseada na
discretizacio do tempo, formulada nos anos 50 pelo fisico italiano P. Caldirola.

E bem sabido que a teoria cldssica do movimento de um elétron em um campo
eletromagnético, nfo obstante os esforgcos de Abraham, Lorentz, Poincaré e Dirac, entre
outros, ainda apresenta graves problemas (exceto no caso em que o campo eletromagnético
préprio da particula é negligenciado). Caldirola desenvolveu sua teoria na tentativa de criar
uma formulagdio que descrevesse classicamente o elétron sem apresentar 0s inconvenientes

da teoria de Dirac: as pré-aceleracdes e as solugdes auto-acelerantes ("runaway solutions”).



Isso foi conseguido, ao nivel cldssico relativistico, com a introdug¢do de um intervalo
fundamental de tempo na descri¢éo do elétron, o crdnon, com a conseqilente substitui¢ao
da equagdo diferencial continua de Dirac por duas equagGes a diferengas finitas. Caldirola
propds um formalismo relativisticamente invariante em que o crénon tem a fungio de
caracterizar a variagio do estado dinamico do elétron quando este € submetido a uma forga
externa. Um dos aspectos interessantes da teoria € o fato de que uma dessas equagdes pode
ser relacionada a aspectos estruturais do elétron (de fato, Caldirola chegou a propor uma
teoria em que o elétron € descrito como possuindo uma estrutura de um "micro-universo").
No capitulo 2 € apresentado, ainda que bastante brevemente, o cerne da teoria do elétron de
Caldirola. |

E importante examinar a extensdo de tal teoria para o caso quantico. Um dos
aspectos interessantes das novas equagbes de movimento (equagdes de Schrodinger a
diferencas finitas) foi a descoberta de que, nesse formalismo, o mion (W) resulta ser um
estado excitado do elétron. Na realidade, consegue-se determinar a massa de todos os
léptons, inclusive o fau (T), e propor uma massa também para os neutrinos associados.
Uma vez que o problema fundamental da atual fisica das Particulas Elementares € aquele
da natureza dos léptons e dos quarks, tais resultados sio, em principio, dignos de serem
estudados.

Considerando-se as equagdes de Schrodinger discretizadas, alguns sistemas fisicos
simples sdo aqui estudados. Na mec#nica quéntica convencional existe uma perfeita
equivaléncia entre os formalismos de Schrodinger, de Heisenberg e da matriz de
densidade. Quando as equagdes de evolugho sdo discretizadas observa-se que esses
formalismos sfio também equivalentes. Apenas que — como iremos mostrar —, para que
haja uma compatibilidade com a descrigdio de Schrodinger, as equacdes de Heisenberg ndo
podem, em geral, ser obtidas pela discretizacdo direta da equacgio continua. Além disso,
considerou-se também a discretizagfo da equag@io de Klein-Gordon, estudando-se as
solugdes para o caso simples de uma particula livre.

No capitulo 2 deste trabalho ¢ apresentada uma breve revisdio das teorias classicas
do elétron mais divulgadas — Abraham-Lorentz ¢ Dirac — ¢ da teoria cldssica com tempo
discreto proposta por Caldirola. No capitulo 3 sdo apresentadas as equagbes de
Schridinger em forma discretizada, assim como um estudo das caracteristicas dessas
equagdes. Em particular, apresenta-se a derivagio do espectro de massa dos léptons. No
capitulo 4 as equagdes de Schrodinger discretas sdo derivadas a partir do formalismo das
integrais de trajetéria de Feyhman. No capitulo 5 fazemos algumas aplicagbes do



formalismo discretizado na descrigdo de alguns sistemas quénticos simples. No capitulo 6
é apresentada uma derivagio da equagdo de Liouville-von Neumann discretizada, que
descreve a evolucdo dos operadores de densidade, partindo-se da hipdtese “coarse
grained”. Fazemos em seguida uma abordagem do problema da medida utilizando esse
formalismo discreto. No capitulo 7 sfo apresentadas as possiveis interpretacdes das
equagdes discretizadas. No apéndice A é feita uma discuss@o acerca da compatibilidade
entre os formalismos de Heisenberg, Schridinger e de operadores de densidade na
mecénica quéntica discreta. Finalmente, no apéndice B, discutimos a equivaléncia entre a
formulag@o discreta e a introdug@o de operadores ndo-hermitianos na formulagdo continua.

Devemos salientar que um dos problemas fundamentais da descri¢do provida pela
teoria quéntica —— seja ela relativistica ou nfio — para as particulas elementares, estd
relacionado com o fato destas serem tratadas como sendo pontuais. Isso acarreta problemas
de divergéncia, levando a necessidade de se formular teorias de renormalizacdo. Por sua
vez, a introducdo de modelos de particula extensa apresenta problemas com a covariéncia
relativistica das equacdes resultantes. Caldirola propds um modo simples de contornar
esses problemas com a introdugdo de uma discretizago no tempo. O que nos propomos
neste trabalho de tese é investigar o significado dessa discretizac@io para o caso quéntico

no-relativistico, tentando obter um interpretacio para as virias equagdes obtidas.

Assim, centramos © NOSSO trabalho em alguns pontos. Primeiramente,
determinamos os operadores de evolugfo temporal associados as equagdes de Schrodinger
discretizadas. Utilizamos esses operadores para introduzir a representacdo de Heisenberg e
derivar as equacgdes de evolucdo de operadores nesse formalismo. E feita uma andlise da
compatibilidade entre as vérias formulages: Schrodinger, Heisenberg e operadores de
densidade. Introduzimos também a representagdo de interacfio em forma discretizada como
ferramenta para a resolug@o de problemas com hamiltonianos dependentes do tempo. Em
seguida, obtemos as equagbes de Schrodinger discretizadas utilizando as integrais de
trajetéria de Feynman. Essas equagdes sdo utilizadas para estudar alguns casos simples
como o oscilador harménico e a particula livre. E utilizada também uma forma discretizada
da equagdo de Klein-Gordon. Finalmente, utilizamos o formalismo de operadores de
densidade para abordar o problema da medida na mecénica quéntica.



2 - Teoria do Elétron com Tempo Discreto

Apesar de ter sido descoberto ainda no século passado, o elétron continua sendo
uma grande incégnita no que tange & sua estrutura. A familiaridade com que lidamos com
ele contrasta com o fato de ser ele um corpo estranho dentro do eletromagnetismo classico.
A teoria de Maxwell é uma teoria de campos em que nenhuma referéncia é feita a
existéncia de corpisculos materiais. Assim, pode-se dizer que uma das questdes mais
polémicas da fisica do nosso século, o paradoxo onda-particula, ndo € exclusivo da teoria
quintica. Na teoria cldssica do elétron, compatibilizar a descricdo dos campos
eletromagnéticos, apropriadamente descritos pelas equagdes de Maxwell, com a existéncia

de portadores de cargas como o elétron, tem sido um grande desatfio.

A sugestdo de que as correntes elétricas pudessem ser devidas a existéncia de
particulas portadoras de carga parece ter sido primeiramente proposta por Fechner ¢ por
Weber, o qual formulou a primeira eletrodindmica de particula (1846). No entanio, a idéia
da existéncia de portadores de carga eletromagnética s6 veio a ser revivida por Helmholtz,
em 1881. O grande desenvolvimento da eletrodindmica até entdo fora feito tendo como
pano de fundo, principalmente, os conceitos de um continuum eletromagnético e de éter.
Naquele mesmo ano, J. J. Thomson escreveu acerca da massa eletromagnética de uma
particula carregada, abrindo caminho para as futuras consideragGes acerca da natureza
puramente eletromagnética da massa do elétron. Como o elétron em movimento produz
campos eletromagnéticos, a energia e o momento associados a esses campos responderiam
pela energia e momento do préprio elétron, nao havendo, portanto, qualquer componente

de origem mecénica.

A eletrodindmica de Lorentz, descrevendo a interagdo particula-particula via
campos eletromagnéticos, através da famosa expressdo de forga

f=p(E+lva] @.1)
[

data do inicio da década de 1890, sendo p a densidade de carga da particula sobre a qual
atnam os campos. O elétron foi definitivamente descoberto apenas em 1897 por Thomson
e, NOS anos seguintes, vérias teorias foram propostas para descrevé-lo. As famosas teorias
pré-relativisticas de Abraham, Lorentz ¢ Poincaré consideravam-no como uma particula

extensa, com massa de natureza puramente eletromagnética. Abraham sugeriu, em 1903,



que o elétron pudesse ser tratado como uma esfera rigida uniformemente eletrificada em
sua superficie. Lorentz (1904) considerou um modelo semelhante que incluia os efeitos da
contracdo de Lorentz-FitzGerald.

2.1 - Teoria do Elétron de Abraham - Lorentz

Uma dificuldade na descri¢do rigorosa do movimento do elétron € a inclusdo do
termo de reagdo radiativa, isto €, do efeito sobre 0 movimento da particula dos campos por
ela radiados quando sob agdo de campos externos. No modelo de Abraham - Lorentz, a

estrutura puramente eletromagnética do elétron requer que seu movimento seja tal que

p Ext

F +F._ =0 (2.2)

onde F, ¢ a forga propria devida aos campos proprios associados & particula, ¢ Fy, resulta

de campos eletromagnéticos externos. De acordo com a lei de forca de Lorentz, a forca
prépria é dada por

A4
F,=Jo( E,+2xB, ] &r (2:3)

onde E_ e B, sdo os campos produzidos pela prdpria densidade de carga p, de acordo com

as equacdes de Maxwell - Lorentz. Lorentz obteve para a forga de reagfio radiativa a
seguinte expressio:

4 2¢8. 288 & ()" 1 da
F = - —W,a+ ——a — — 8¢ R 2.4
P 32 e T 3 Z;‘ n! ¢" dt" (R
onde
u]e] = J“[ p(r) p(r d3r d3r| (2.5)

r-r]

é a auto-energia eletrostatica da distribuicdo de carga e o simbolo §(R™/) indica uma
expressdo da ordem de grandeza de R™/, sendo R o raio do elétron. Os termos na somatéria
sdo todos eles dependentes da estrutura da particula, ou seja, dependem do raio e da



distribuigdo de cargas. Se identificamos a massa eletromagnética da particula com a sua
auto-energia eletrostitica

my = S 2.6)
¢
podemos reescrever (2.2) como
m,v-T =F, 2.7
onde
2
r:%“%&(w@(m) (2.8)
I

que é a equagio de movimento para ¢ modelo de Abraham - Lorentz, sendo I" a forga de
teagdo atuante sobre o préprio elétron ou forga de reago radiativa. Um grande problema
com essa equagio de movimento estd no fator ¥ que multiplica a massa eletromagnética.
Como a massa é de origem puramente eletromagnética, o momento total do elétron, dado
por

p= 2P, 29

ndo é invariante sob as transformacdes de Lorentz. Além do fato de ser ndo-relativistico,
esse modelo do elétron apresenta uma séria dificuldade decorrente de sua natureza
puramente eletromagnética. Uma vez que as dnicas forgas envolvidas sdo as forgas
coulombianas repulsivas, tal elétron seria instivel por patureza. Finalmente, podemos
observar, da equagfo (2.4), que os termos estruturais dependem de derivadas de todas as
ordens da aceleragiio e que, mesmo se desconsideramos esses termos, a equaglo resuitante
¢ uma equagio de terceira ordem em r, de modo gue a posigio ¢ a velocidade iniciais néo
sdo mais suficientes para determinar ¢ movimento. O problema € que, para eliminarmos 0s
termos estruturais temos que considerar o elétron como sendo pontual (R —= 0) e, nesse

caso W, e conseqilentemente a massa m,, divergem.

Com o advento da teoria da relatividade especial, ou mais precisamente com a
publicaciio por Lorentz de suas famosas relagbes de transformagéio em 1904, foram feitas
tentativas no sentido de adequar o modelo aos novos requisitos. O préprio Abraham (1905)
teve sucesso em obter a generalizagdo relativistica do termo de reagio radiativa (2.8), que
em notagio covariante é dado por



2 62 dzu uaup dzuﬁ '
T, = 5?[ PR (2.10)

onde u é o quadrivetor velocidade e s o tempo préprio.

A solugdio para os problemas da ndo covaridncia do momento e da instabilidade do
elétron foi proposta por Poincaré (1905). A fim de dotar o elétron de estabilidade, Poincaré
introduziu forcas coesivas de natureza ndo-eletromagnética, compensando a repuisdo
coulombiana e, a0 mesmo tempo, alterando 0 momento total da particula de um modo tal a
tornd-lo coerente com as transformagdes de Lorentz. Desse modo, foi possivel adequar o
modelo ¢ reformular as equagdes de modo a tornd-los compativeis com a relatividade

especial.

Como assinala Rohrlich (1965), a adicdo dessas forgas coesivas asseguram a
estabilidade do elétron nio-pontual mas coloca por terra a idéia do elétron puramente
eletromagnético. Por outro lado, os elétrons ndo podem ser considerados pontuais em
funciio de sua massa divergir quando fazemos R — 0. Ou seja, uma descrigdo rigorosa do
movimento do elétron ndo poderia desconsiderar os termos estruturais presentes em (2.4).
Fermi mostrou posteriormente que uma relagio correta para o momento do elétron
puramente eletromagnético podia ser obtida sem a necessidade das forgas coesivas de
Poincaré.

Nio obstante os problemas que apresenta, a teoria de Abraham - Lorentz foi a
teoria do elétron mais divulgada até o aparecimento da teoria de Dirac em 1938. Durante o
periodo que se estende entre a formulagio das duas teorias, vérias foram as tentativas de
solucionar o problema, tanto considerando-se modelos de particula extensa (Mie, Page,
Schott) quanto de particula pontual (Fokker, Wentzel).

2.2 - Teoria do Elétron de Dirac

Em um célebre trabalho de 1938, Dirac procurou elaborar um modelo do elétron
como particula pontual que contornasse o problema da divergéncia de sua energia
eletrostdtica intrinseca. Utilizando as leis de conservacgdo de energia € momento e as
equactes de Maxwell, calculou o fluxo do quadrivetor energia-momento através de um



tubo de raio £ << R { R sendo o raio do elétron em repousc ) envolvendoe a linha de

mundo da particula, obtendo a seguinte equagio de movimento

du
m o

7 - fatla {2.11)

onde I, é o quadrivetor de Abraham (2.10) e F, € o quadrivetor que representa o campo
exterior atuando sobre a particula:

=4
. B
F, = CFLu“’ (2.12)

onde F; & o tensor campo eletromagnético. Segundo esse modelo, a massa de repouso do
elétron é uma grandeza finita obtida da .diferenca entre duas grandezas que divergem
quando R = 0

L f1é

Em sua aproximagio ndo-relativistica, a equagfio dindmica de Dirac recai
exatamente na anteriormente obtida com ¢ modelo de Abraham-Lorentz para o elétron
puntiforme:

my 3 -Ee—iwe(m ~VxB). (2.14)
dr 32 dr :

A equagio dinimica de Dirac foi posteriormente obtida tomando-se modelos
diferentes?, o que certamente reforga a pertinéncia da teoria. Entretanto, ressalvas podem
ser feitas. O primeiro ponto é o inconveniente de ser uma equacio dindmica de terceira
ordem, requerendo trés condigdes iniciais para uma completa determinagdo de suas
solugdes. Para certos problemas particulares, as equagdes fornecem solugbes em completo
desacordo com as evidéncias. Na descrigiio de um elétron livre, por exemplo, aparecem
solugdes auto-acelerantes {"runaway solutions") de modo que, ao invés de um movimento
retilineo e uniforme, tem-se sua velocidade ¢ aceleragfio aumentando espontinea e
indefinidamente (Rohrlich, 1965). Muitos trabalhos foram feitos no sentido de formular
regras de selegio em que se pudesse distinguir as solugfes fisicas daquelas ndo-fisicas
(Schonberg, 1946; Bhabha, 1946}, No caso de um elétron submetido a vm pulso

? Wheeler ¢ Feynman (1945), por exemplo, reobtiveram a equagio de Dirac fundamentando o

eleromagnetismo sobre um postulade de agdo entre particulas {¢ ndo sobre uma hipdtese de campo) e
considerando a hipétese do abeorvedor.



eletromagnético as solugdes ndo fisicas aparecem sob a forma de pré-aceleractes. Se um
elétron vem do infinito com velocidade uniforme v, ¢, num determinado instante f, €
submetido a um pulso eletromagnético, ele comegard a se acelerar antes de £, prosseguindo
com um velocidade uniforme v, apds cessado o pulso. Ou seja, a particula experimenta
uma aceleracio antes da agdo da forca, como se soubesse de antemdo da futura presenga
desta. Esses inconvenientes da teoria fizeram com que muitos procurassem alternativas a
ela, como € o caso da teoria de Caldirola apresentada a seguir.

2.3 - Teoria do Elétron Classico com Tempo Discreto

Na década de 1950, Caldirola desenvolveu uma teoria para o elétron clissico em
que considerava, como ponto fundamental, a nfo instantaneidade da resposta
"macroscépica” da particula quando submetida 2 acdo de uma for¢a. Na concepgao de
Caldirola o tempo flui continuamente, como nas teorias convencionais mas, quando se tem
uma for¢a atuando sobre um elétron, a reacfio deste nfo € mais continua. Essa
descontinuidade se verifica ao longo da linha de universo da particula, seu estado mudando
bruscamente em intervalos correspondentes a um intervalo de tempo fundamental
denominado crénon.

O cronon seria uma constante determinada pelas propriedades internas da particula,
representadas por sua massa e sua carga elétrica. Este € um ponto importante uma vez que,
em principio, a teoria considera o elétron ndo como pontual mas como uma particula
extensa dotada de uma estrutura interna. Como tal, pode-se conceber que a particula nédo
possa reagir instantaneamente a agdo de um campo externo uma vez que ela, como um
todo, ndio "sente” o campo instantaneamente. Por outro lado, a introdugdo do crénon tem
na préitica o caréter de uma discretizagfio, uma vez que introduz um intervalo minimo de
tempo préprio que limita a possibilidade de se distinguir entre dois estados distintos da
particula.

Postulando pois a existéncia do crdnon, € que uma forga atuando sobre um elétron
num instante T de seu tempo préprio induza uma transicdo repentina do estado de
movimento entre os instantes T-T1, € T, Caldirola propds a seguinte lei dindmica
relativistica a diferencas finitas:
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0

(D (T)
fl‘*“")?s—([ua(‘f)—up('f—'co)]} =§Fﬂﬁ(1)uﬁ(ﬂ’ (2.15)

com u,(t)u,(t1)=~c’, que se reduz 3 equagio de Dirac quando T,— 0, com a

peculiaridade de n@o ser derivdvel daquela equagdo. Ela ndo resulta de uma simples
discretizagdio das derivadas temporais que aparecem na equagdo originai de Dirac.

Essa equagio pressupde uma estrutura “pulsante” para a particula extensa e
descreve o movimento de um elétron que seja pontual apenas em posi¢des discretas ao
longo de sua trajetéria. Em sua evolugfo, o elétron leva um crénon de tempo para passar de
um ponto ao sucessivo da trajetoria.

No entanto. a lei dinimica acima ndo é por si sd capaz de especificar
inequivocamente as varidveis u,(7) e x,(T) que determinam o movimento da pafticula. Para
que se possa ter uma descrigdio completa do movimento, € necessdria uma segunda equagio
conectando os pontos discretos sobre a linha de universo da particula. Caldirola introduziu
assim uma lei de transmissdo vélida no interior de cada intervalo fundamental T, , dada por

2 150 = o [(n= Do) = 2y (1) + [ - D 1 2.16)

e que descreve o movimento interno ou microscopico do elétron.

No limite ndo-relativistico, as equagdes se reduzem a forma

-’:—n[v<r)-v(z-ro)]= e(ﬁ<r)+lv(r)xﬁ(r)], 2.17)
0 c

F()— F(t—T,) = 52&[?(:) +9(t~19)], (2.18)

onde r = nt, . Essas equacdes ndo sio invariantes sob Lorentz e podem ser obtidas por uma
substituicdo direta das derivadas temporais pelas suas defini¢des usando diferengas finitas.
A equagdo (2.17), particularmente, ndo é uma equagio nova, tendo sido obtida por teorias
considérando um modelo estendido para o elétron (Page, 1918; Bohm & Weinstein, 1956).

O intervalo fundamental de tempo, o crénon 6, , é introduzido através da grandeza
1, definida por

2

T e

8, =22

2 _ ‘ 24
~3— =6.266%107"s. (2.19)

3
myc
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Essa definigdo ndo é casual, mas escolhida de tal modo a correlacionar a equagéo
dinamica niio-relativistica (2.17) com a equivalente equacio de Lorentz - Dirac. Esse valor
¢ da mesma ordem de grandeza que o tempo que uma onda eletromagnética leva para
percorrer, no vécuo, uma distincia da ordem do raio cldssico do elétron. E interessante
notar que esse valor é também aproximadamente igual ao obtido por Pokrowski em 1928,
analisando os comprimentos de onda mais curtos da radiagdo césmica detectada até entdo,
como um provavel valor para o crénon. Ele é também particularmente interessante quando
se considera o movimento de um elétron submetido a potenciais que variam muito
rapidamente. Quando o potencial varia significativamente dentro de um intervalo de tempo
correspondente ao cronon, entdo os efeitos de reagdo radiativa ao campo eletromagnético

préprio do elétron podem ser decisivos e devem ser levados em conta (Jackson, 1975).

As equagbes (2.15) e (2.16) determinam compietamente o movimento
macroscdpico do elétron, ou seja, pode-se com elas obter a posi¢do e a velocidade do
elétron em cada instante nt,. Um aspecto que deve ser ressaltado € o fato do movimento
macroscépico ndo ser alterado se se sobrepde a ele um movimento interno (microscdpico)
satisfazendo (2.16) num intervalo (n-1)1,4> n7,, com a condi¢io de que tenha uma
velocidade média nula sobre o intervalo elementar T, e se anuie nos instantes nT,. A
radiacio e o comportamento do elétron sob a agdo de campos eletromagnéticos externos
sdo completamente descritos por seu movimento macroscépico. Caldirola relacionou o
movimento microscépico i reagdo da estrutura interna da particula 2 agdo do campo. A lei
de transmissdo implica na existéncia de uma estrutura interna, compativel com um modelo

do elétron como particula extensa.

Assim como ocorre com a equacgio de Dirac, as equagdes acima também s#o
invariantes sob transformagdes de Lorentz. Como mostrou Snyder (1947), continuidade
nio é uma condi¢io necessdria para que se tenha a invaridncia de Lorentz. Em
concorddncia com as motivagdes que levaram a sua elaboracdo, esta teoria ndo apresenta
os problemas de pré-aceleracdo e de existéncia de solu¢des auto-acelerantes presentes na
teoria de Dirac. Caldirola e colaboradores aplicaram a teoria a vérias situagbes mostrando
que, embora de manipulacio consideravelmente mais complicada, as equacdes
discretizadas fornecem resultados compativeis com os obtidos utilizando-se a teoria
convencional.

As equagdes (2.15), (2.16) e (2.17-18) descrevem uma particula intrinsecamente
irradiante. Expandindo-se a equacgdo (2.15) em termos de T, obtém-se o termo de reagio
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radiativa. Essas equagdes foram tomadas por Caldirola como sendo a forma "retardada”

das equagdes de movimento do elétron.

Caldirola propds também uma forma “simétrica” para essas equacoes:

t, (Duy (T) e
%{uu(r+90)—ua(‘t—60)+—-——czﬁ [ug(t+90)-—uﬂ(‘5"90)]}=ZF;5(T)ug(T) (2.20)
X [(n+ 18, ] x, [(n—1)8,] = 20,41, (18,), 2D
"g’ [9(1+08,)-¥(1—8,)]=e (E(r)+1V(r)xB(r)), (2.22)
L] [5
F[(n+1)8,]-T[(n—1)8,] = 20,9(n6,). (2.23)

Essas equagdes descrevem um elétron que ndo irradia e, portanto, néo incluem o termo de

reacdo radiativa.

-

Encerrando esta apresentagio da teoria de Caldirola € interessante citar um
resultado muito interessante obtido estudando as "solugbes internas" ligadas a lei de
transmiss&o. Seja uma particula livre. Quando se considera para a equagio (2.18) uma

x=—P,¢ sen{m]
10

y=-B,c COS[QE)
TO

z=0

solug@o periddica dada por

que descreve um movimento circular uniforme, obtém-se, uma vez impondo que a energia

cinética desse movimento rotacional interno seja igual a energia intrinseca da particula,
myc®, que a amplitude das oscilagdes é dada por §; =3/4. Isso faz com que o momento

magnético correspondente a esse movimento seja exatamente o momento magnético

anémalo do elétron, obtido de modo inteiramente cldssico:
1 &

B, =——

ARt myc®

Isso mostra que o momentoc magnético anémalo tem origem classica, € ndo

quéntica, uma vez que se pode observar a auséncia do quantum de agdo 7 na expressio.
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2.4 - Aplicacdo ao Caso do Movimento Hiperbdlico

Em um artigo de revisdo sobre as teorias j4 formuladas acerca da reacio do elétron
a0 seu préprio campo, Erber (1961) faz uma critica a teoria formulada por Caldirola com
relagiio s previsdes da teoria para o caso do elétron em movimento hiperbdlico. Em seu
artigo de 1956, Caldirola, em uma répida mengo, avaliza as opinides de Born, Pauli € von
Laue (entre outros) de que uma carga em movimento uniformemente acelerado (e.g., um
elétron em queda livre) ndo poderia emitir radiagdo. Essa opinido ficou fortalecida quando
se descobriu que as equacdes de Maxwell sio covariantes sob o grupo das transformagdes
conformes (do qual as transformagdes de Lorentz sdo um subgrupo), que inclui em
particular a transformagfio do repouso para o movimento uniformemente acelerado
(Cunningham, 1909; Bateman, 1910; Hill, 1945). Desde o inicio do século essa questdo
ficou em aberto, uma vez que trabalhos de Schott e Milner pareciam sugerir a emissao de
radiacdo pela particula. No entanto, em 1960, Fulton e Rohrlich, utilizando a equacéo de
Dirac para o elétron cldssico, confirmaram a existéncia de radiagio emitida no movimento
hiperbélico. Dai a procedéncia da critica de Erber.

A solugio do problema, dentro do escopo da teoria de Caldirola foi apresentada por
Lanz (1962). Analisando-se a lei de conservagdo de energia para o caso de um elétron
submetido a uma forca externa, seguindo-se um procedimento semelhante ao de Fuiton e
Rohrlich, pode-se obter uma expresséo geral dada pdr (t é o tempo préprio da particula)

ro-T(t-1,

To

d .
L4 Ry(1)+5,(1) = =7 W 2:24)

onde o primeiro termo € o andlogo da derivada da energia cinética com relagdo ao tempo
préprio da particula; o segundo termo

R (%)= - ’:02 {uo('c)uﬂ('t)[uﬁ(‘c+‘to)+uB('t-‘l:o)—Zuﬂ(’l:)]} , (1.25)

2T¢

tem um caréter dissipativo e representa a energia radiada pela particula na unidade de
‘tempo proprio; o terceiro termo
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So(T)=— e {uo (T, (T)[uB (T+T)~uy (T T, )]} - (2.26)

é conservativo e representa a taxa de variagio da energia prépria da particula, enquanto que
dW,, /dt representa a taxa de trabalho realizado pelas forgas externas no tempo préprio da

partfcula.

Expandindo-se a expressdo (2.24) em termos de T e mantendo-se apenas os termos
de primeira ordemn, obtém-se uma expressdo idéntica & de Fulton e Rohrlich:

(2.27)

onde W,y € o trabalho efetuado pelas forgas externas, a,, € o quadrivetor aceleragio
o dut du*
= ——— ‘Y —
dt dt

e T aenergia cinética da particula.

O termo 2 e’a, é conhecido como energia de Schott ou energia de aceleracio e, na

derivacio de Fulton e Rohrlich, aparece como sende uma energia de cardter reversivel que
aumenta ou decresce em fungio direta da variagdo de velocidade. Eles a interpretam como
sendo, provavelmente, parte da energia interna da particula carregada, e a obtém a partir da
expressio de Dirac para a reagdo radiativa. Para o caso especifico do movimento
hiperbélico verifica-se que '

No entanto, nem a energia de acelera¢dio, nem a energia irradiada pela carga por unidade de
tempo préprio, % e’a,a" , sdo nulas.

A diferenga no caso discreto € que essa energia de aceleragdo ndo existe como tal,
sendo um termo proveniente da expressdo discretizada da variagdo da energia cinética da
carga. Ou seja, o termo de energia de Schott aparece quando expandimos, em poténcias de
T, ,  variagdo da energia cinética durante o intervalo fundamental de tempo préprio:

T(t)-T(t-1,) _ d , d

= LT 2

To drt &t

ay

(2.28)

#

Este resultado ¢ interessante uma vez que hd uma certa dificuldade em se
compreender o significado fisico dessa energia de aceleragdo, o que é visivel no artigo de
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Fulton e Rohrlich. Quando se introduz o intervalo fundamental de tempo e a variagdo da
energia cinética nio mais se d4 de modo continuo, o termo correspondente a energia de
Schott d4, em primeira aproximagfo, a variagio da energia cinética de um instante a outro.
A derivada dT/dt é uma fungdo de ponto e descreve a tendéncia de variagdo da energia
cinética no instante T. O termo dissipativo 3 ezapa" nada mais € que uma generalizacdo
relativistica da lei de radiacdo de Larmor, de modo que, existindo aceleragdo, ha emissdo

de radiagdo.

Para o movimento hiperbélico, calha de termos a energia dissipada em funcio da
aceleragdio igual A energia absorvida no acréscimo da energia cinética, ndo havendo a
necessidade de se recorrer A pré-aceleragfio para justificar a proveniéncia dessas energias
(ver, e.g., Plass (1961), p.48).

Assim, a teoria de Caldirola nfo s6 prevé a emissdo de radiacdo, como permite uma
visio de certo modo mais clara da fisica envolvida no movimento uniformemente
acelerado da particula carregada. Aqui, como para o caso continuo (equago de Dirac), a

reagio da particula ao seu campo préprio € nula, ndo havendo termos de primeira ordem
em T para a expansdo de 5,(T).
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3 - As Equacdes Quéanticas a Diferencas Finitas

Um problema fundamental da fisica das particulas elementares € a atribui¢do de
uma cardter pontual a essas particulas, o que causa grandes dificuldades como € o caso da
divergéncia de suas auto-energias. Caldirola encontrou uma maneira muito simples de
contornar tais dificuldades, propondo a introdug@io de uma discretizagdo do tempo no
formalismo quéntico.

As consideragdes acerca de uma possivel natureza discreta do tempo, com base em
indicios fisicos, nio sio recentes e remontam as primeiras décadas deste século. Na década
de 1920, por exemplo, Pokrowski (1928) sugeriu a introdugdo de um intervalo de tempo
fundamental com base numa andlise dos comprimentos de onda mais curtos da radiagéo
césmica medidos até entio. Em sua andlise, Pokrowski guiou-se pelo intervalo
fundamental introduzido anteriormente por-Levi (1926), que propds para o dtomo de tempo
o valor T=e*/me’ =9.4x107*s. Mais recentemente, Ehrlich (1976), aventou a hipétese
de uma possivel quantizagdo dos tempos de vida das particulas. Analisando a largura dos
estados ressonantes das particulas utilizando o principio de incerteza de Heisenberg,
propds que os tempos de vida fossem quantizados em unidades de 4+ ou 4 do tempo de
vida do méson p: ~ 4.40x10% s.

Um outro aspecto que pode sugerir a relevincia de uma discretizagio do tempo
relaciona-se com a prépria fundamentagio da mecénica quantica. Existe um limite fisico
até onde se pode determinar, na evolugio de um sistema quéntico, dois estados
temporalmente distintos, limitagio essa que decorre basicamente das rélagées de
Heisenberg. Do mesmo modo, quando se pensa em termos das relagbes de Heisenberg,
tem-se que a discretizacdio, se incluida, ndo pode ser absoluta. Ou seja, as limitagOes
impostas dependem de caracteristicas do sistema que se estd considerando. Neste ponto,
pode-se entdo justificar a extensdo para a mecinica quéntica, da discretizagdo efetuada por
Caldirola em sua teoria cldssica do elétron. Assim, no formalismo que se apresenta a
seguir, o tempo continua sendo um continuo mas as reagbes do sistema ao longo se sua
linha de universo sdo descontinuas.
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Nas segbes que seguem serdo apresentadas as equagOes da mecanica quéntica
discretizada introduzidas por Caldirola, assim como alguns aspectos a elas relacionadas.

3.1 - Equacdes de Schriédinger a Diferencas Finitas e sua Interpretacio
Fisica

A extensdio do procedimento utilizado na descrigdo do elétron cldssico para a
mecanica quéntica foi iniciada por Caldirola nos anos 70, centrada basicamente na
formulagdo ndo-relativistica de Schriodinger. Como se pode verificar observando a equagdo
ndo-relativista para o elétron, pode-se obté-la pela simples substituicdo da derivada

temporal por uma expressio equivalente a diferengas finitas:

df () o f@) = f(t—-Ar) 3.1
dt At '

Assim, de modo a introduzir a discretiza¢io no caso quéntico nfo-relativistico, um
procedimento equivalente € utilizado. Esse procedimento é particularmente viélido porque,
no caso nio-relativistico, o tempo local ¢ coincide com o tempo préprio T. No entanto,
assim como ocorre para o elétron classico, tem-se que para se discretizar a equacdo de
Schridinger continua

"ih—-—alygf’t) = ﬁ‘P(f,t) (3.2)
depara-se com trés possibilidades distintas de fazé-lo. Justamente porque no caso continuo,
uma vez que se considerem fungdes fisicamente bem comportadas, existem formas
equivalentes de se definir uma derivada. Tem-se entdo as seguintes equagdes de
Schrédinger a diferencas finitas (Caldirola e Montaldi, 1979):

j i:. [W(E.)—¥(F,1-1)] = HP(Er) (33)
i Py [Pz, t+1)-W(Zr-1)] = H ¥(%,1) (3.4)
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[W(z t+7)—W(%.0)] = HW¥(Z,1) (3.5)

alm

“onde ¢ = nt, que sdo denominadas respectivamente equagdes de Schrodinger retardada,
simétrica e avangada, todas tendendo a equagdo continua quando T — 0. Isto se deve a0
fato de que, quando ndo se faz o limite tendendo a zero, as diferencas finitas envolvidas em
cada uma das equagdes sdo diferentes. Pode-se claramente ver que a equacdo simétrica €
uma equagdio a diferencgas finitas de segunda ordem, enquanto que as demais sio de
primeira ordem. Quando se tem uma equago a diferengas finitas de ordem n tem-se que,
para uma determinagio completa e univoca da solucdo dessa equagdo, deve-se ter n
condi¢des iniciais, como s4i acontecer no caso continuo. Assim, para que se possa
determinar univocamente a solucio ‘P(X,f=nT) da equacio simétrica, deve-se ter duas

condicdes iniciais, enquanto que para as demais equagdes basta uma tinica condi¢éo.

Devido ao fato de serem diferentes, existem diferencas fundamentais no
comportamento das solugdes dessas trés equagdes. Para estudar suas propriedades tem-se
dois procedimentos nem sempre aplicdveis. Primeiramente, pode-se tentar resolver as
equacdes utilizando uma solugo tentativa ou um dos vérios métodos de resolugio direta
existentes. Por outro lado, pode-se tentar encontrar um novo hamiltoniano H de tal modo

gue uma nova equagio continua

" 9P (%,1)

E -H ¥(%,1) (3.6)

reproduza, para os instantes t = nt, os valores previstos pelas equagdes discretizadas. Para
qualquer equacdo a diferencas finitas € sempre possivel encontrar uma funcfio geradora
continua que permita obter uma equagdo- diferencial equivalente a equagdo original, de
modo que em cada ponto de interesse as solugSes sejam idénticas (Casagrande ¢ Montaldi,
1977).

O que deve ser salientado ¢ o fato de que € extremamente dificil, para a grande
maioria dos casos, trabaihar qualitativamente com as equagdes a diferencas finitas, visando
perceber a fisica dos processos envolvidos. Salvo certas classes de casos especiais
(equagdes lineares, e.g.), elas sio solucionaveis apenas através de métodos numéricos.
Mesmo com relacfio ao hamiltoniano equivalente, ¢ quase sempre muito dificil encontra-lo.
Um caso simples é o da equagfio simétrica acima, desde que se tenha o hamiltoniano
original H explicitamente independente do tempo. Para essa equacio tem-se, entdo, a
seguinte equacdo correspondente:

19



ih M = [Esen"l(zﬁ)] ‘P(f,t) s (3-7)
dt T h

sendo

= leenCH) (3.8)
T h

Naturalmente, A — H quandot — 0.

Caldiroia (1976) utilizou a equagfio simétrica para descrever um elétron ndo
radiante (elétron ligado) uma vez que essa equagdo possui, para operadores hamiltonianos
H sem dependéncia temporal explicita, solugdes dotadas de carter oscilatorio:

- b T oA -
W(%,t) = exp(—t - sen ‘(-h- H))f(x)_ (3.9)

No caso cldssico, como mencionado anteriormente, a equagfo simétrica também
representa um movimento ndo irradiante. No entanto, 0 que na teoria cldssica é apenas uma
aproximagdo em que ndo se considera os efeitos de reagéo radiativa sobre o movimento do
elétron, tem na teoria quéntica um cardter fundamental. Ou seja, o Gnico meio de se
descrever uma particula ligada ndo irradiante dentro do formalismo discreto € utilizando-se
a equacéo simétrica.

Por sua vez, as equagdes avancada e retardada apresentam solugdes bastante
diferentes. O préprio hamiltoniano H assume uma forma bastante diferente daquela que se
obtém no caso simétrico. Para a equagdo retardada, por exemplo, tem-se a seguinte
equagdo de Schrodinger equivalente

in F(X,0) _ h

TA
~i=Inll +i-H|¥Xn ,
G X ( 2 ) 1) (3.10)

de onde tem-se que o hamiltoniano equivalente €

~ h ‘t A
H=-i—-In|1l+i—H|.
i3]

O que caracteriza a equagdo retardada ¢ o fato de suas solugGes serem de natureza
intrinsecamente dissipativa. Ou seja, se se considera o ansatz W(x,0) = f(X)exp(—ot),

sendo H independente do tempo, tem-se que
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. -t :
‘P(f,t)=[1+i%ﬂ] F(F) | (3.12)

e, expandin_do f(3) em termos das autofungdes de H,

Hu (x)=W, u,(x) (3.13)
Fx) = Y, ¢ u, (%), com Ylef =1,
temos
‘P(f,t)=;c,, [Hi%Wnrun(f) : (3.14)

~ Ou seja, diferentemente do que ocorre com a solugdo estaciondria da equagdo simétrica, a
norma associada a soluco acima € dada por

(x| =Y,

n

C

n

* exp[~v,1] (3.15)

e tem agora um fator de amortecimento dado por

1 7,
.’Y,,=;1ﬂ 1+*£5W, ; (3.16)

que é uma consequéncia direta do caréter retardado da equagéo.

Para a equagiio avangada o termo acima €, ao contrdrio, um fator de amplificagéo, e
o novo hamiltoniano H & obtido pela troca de i por (--i ) na expressdo (3.11):

ﬁ:aﬁm(l-:iﬁ] 3.17)
T i

Fisicamente, a equagdo dissipativa (3.3) representa um sistemna radiante. A
hipétese de um intervalo de tempo fundamental pode decorrer, numa verséo
fundamentaimente causal, da hipétese de que a reagfio do sistema a emissdo de radiagio
ndo & instantinea. Para o elétron, por exemplo, essa grandeza € estimada como sendo da
ordem de /0*s. Desse modo, T seria o intervalo de tempo decorrido entre o ato de emiss@o

e a reagiio macroscdpica do sistema. Naturalmente, um tal ponto de vista, como ja se
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salientou, subentende uma estrutura interna para o sistema. Para a equacdo avangada (3.5),
que é a equagdo representando um sistema absorvendo radiagdo, pode-se propor uma

interpretagéo similar.

3.1 - Derivacdo da Massa do Mion

Um resultado bastante interessante que se obtém utilizando 2 equacdo simétrica €
um limite no valor maximo permitido aos autovalores do hamiltoniano H inicial. Seja a
equagdo simétrica (3.4) em que se considera um hamiltoniano H que satisfaca a condi¢io

de nio depender explicitamente do tempo. Considera-se tal equagdo como descrevendo um
elétron ligado, visto o carter ndo radiante da equacdio simétrica. Tem-se entdo que 1T

corresponde ao cronon associado ao elétron, sendo dado por

2

2 e
T=0,=— .
° 3my’
Procura-se uma solucio do tipo
W(Z,1) = ) u,(¥)exp(—iat,t) (3.18)

em que I:Iun(f)=Enun(5c’) fornece o espectro de autovalores do hamiltoniano. Por

substituicdo direta obtém-se que
1 (EB,Y - |
Q, =—35en . _ : (3.19)

Assim sendo, tem-se a condigdo

’ (3.20)

que, uma vez sendo 8, finito, imp&e aos autovalores £, um valor mdximo dado por
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2 hmy,c’

Epp == =1
8, 3 e

~105.04MeV 3.21)

Se se adiciona a essa energia critica a energia de repouso do elétron, tem-se que
E=E_ +E*™ =105.55MeV (3.22)

que é muito proximo (erro de 0.1%) do valor medido para a massa do mion:
105.658 MeV. Sendo entdo a massa de repouso do muon igual & mdxima energia
correspondente a um estado ligado do elétron (qualquer que seja o hamiltoniano, desde que
independente do tempo), pode-se pensar na sua interpretacdo como um estado excitado do

elétron.

Pode-se facilmente ver que, para autovalores de energia superiores a esse limite,

nio se tem mais estados estaciondrios. Os estados s3o instdveis e dados por solugbes do

tipo
- - -k
YED= X ocu e e (3.23)
Termo Termo de
Oscilatdrio Amortecimento

de modo que além da probabilidade de encontrarmos a particula em um dado autoestado u,
decair no tempo, a prépria norma também decai. Uma interpretacéo fisica pode ser dada
relacionando o decaimento da morma com a medida da jnstabilidade da particuia, que
tenderia rapidamente a "desaparecer de seu espaco de Hilbert original para se transformar

em algo diferente”: o mdon.

As considerages acerca de ser o mion um estado excitado do elétron sdo ji
conhecidas. Particularmente, ja se observara hd muito que a razdo das massas das duas
particulas é quase exatamente 3/(20.), onde o € a constante de estrutura fina (Nambu,
1952). J4 fora também notado que 4o é justamente o coeficiente do termo de reagdo
radiativa que se tem na equacdo cldssica de Dirac para o elétron (Rosen, 1964). Bohm e
Weinstein (1948) levantaram a possibilidade de que vérios tipos de "mésons" fossem
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estados excitados do elétron. Dirac (1962) chegou a propor um modelo estendido para o
elétron com o objetivo final de interpretar o mion como um estado excitado do mesmo.

Caldirola (1978) observou que, utilizando-se as relagdes de Heisenberg, € possivel
associar a existéncia do muon como um estado excitado do elétron com a introdugdo do
crénon na teoria do elétron. A relacédo

AT AE 2 12 (3.24)

impde uma limitagio na determinagdo, em um dado instante T, da energia E associada ao
movimento interno da um elétron. Se existem estados excitados da partfcula
correspondentes a valores de massa maiores, tem-se que s6 € possivel falar-se em "elétron
com massa de repouso m," quando AE <(u, —m,) c*, onde W, é a massa de repouso do
estado excitado interno. Esses estados internos sé poderiam ser excitados na presenca de

interacdes suficientemente fortes. Da relag@o de incerteza tem-se que

h

Mz2—-o0—
2(u, _mo) c?

?

(3.25)

de modo que, se se supde que o miion seja um estado excitado do elétron, tem-se que

(“o _mo)c2 E_:";?'gmoc2 . (3.26)
e
Assim, obtem-se finalmente que
2
mz% ¢ 2:%@ , (3.27)
myC

ou seja, que o valor da massa de repouso de um elétron interagente sé pode ser tomado
dentro de um intervalo de tempo préprio maior que meio crénon. Desse modo, quando se
considera dois estados sucessivos, cada um tendo a mesma incerteza AT, tem-se que eles
deverio estar separados um do outro por no mfnimo 2 At, que € exatamente 0 crénon T,
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3.2 - Derivacio do Espectro de Massa dos Léptons

Uma possibilidade que se poderia considerar seria tomar a equagio simétrica como
descrevendo ndo o elétron, mas o mdon. Segundo essa argumentacio naive tem-se que a
equagdo também preveria um limite méximo para a energia dos autoestados do muon.
Assim, tomando sucessivamente a equagio como descrevendo agora as particulas
correspondentes a esses limites méximos, poderia-se obter uma expressdo para os varios
limites dada por

E" = myc? [%-z—f-+ ljl'I = mocz[%c—lx--y- 1]" (3.28)
de modo que, para
n=0 - E9=0511 MeV (elétron),
n=1 - EV = 105.55 MeV (muon),
n=2 - E® =21801.54 MeV (elétron pesado),

obteriam-se as massas dos primeiros estados excitados, incluindo-se af um possivel lépton
pesado que, em fungdo dos resultados experimentais, parece ndo existir.

Seguindo uma sugestdo de Barut (1978), segundo o qual se poderia derivar estados
excitados do elétron i partir do acoplamento de seu momento magnético intrinseco com o
seu campd proprio, Caldirola (1980) obteve para seu modelo estendido do elétron a massa
do tau.

Caldirola considera para o elétron o modelo de um ponto-objeto movendo-se em
um microuniverso 4-dimensional de de Sitter caracterizado por

e — x? __yz —zt= Cztg : : (3.29)

onde T, é o cronon associado ao elétron, sendo o raio do microuniverso dado por a = c¢t,,.

Se se considera o espectro de estados excitados obtidos acima, tem-se que cada estado
determina um raio caracteristico para o microuniverso. Assim, para cada estado, a trajetéria
da particula se restringe a uma casca esférica definida por esses raios. Por exemplo, para o
elétron o ponto objeto move-se dentro de uma casca esférica definida pelo raio a ele
correspondente e pelo raio de seu estado excitado: o mion. Esses raios sdo dados por
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A =1 c [gl n 1} ‘ (3.30)
20

Segundo o modelo, supondo que a energia intrinseca do 1épton e™ seja dada por
m™¢?, tem-se que o lépton se move no microuniverso associado ao longo de uma trajetéria
circular com velocidade v=Bc¢, com B= A3 /2, a qual corresponde um momento

magnético intrinseco

(n} _ 1 62

e = ammic G-3D
Partindo da sugestdo de Barut, Caldirola obtem que para o lépton ¢™ uma auto-
energia extra dada por '
E®? = (2p)' m"c?. (3.32)

A condicdio para que a trajetSria da particula se restrinja a4 casca esférica do

microuniverso a ela correspondente € dada por

E™ < [Zl+1] myc? (3.33)
20

podendo-se verificar que os valores possiveis para p sdo: p=0 quando n=0, ¢ p=0, 1
quando n # 0. Tem-se finalmente que o espectro de massa é agora dado por

m("‘")=[1+(2p)4] m™ = m, [1+(2p)“][—3-&+ ] . (3.34)

Assim, tem-se que, para os diferentes valores de n e p:

n p m™

0o | o 0.511 MeV (elétron)

1 | oo 10555 MeV | . (miion)
| 1794.33 MeV (tau)

Pode-se observar que o tau aparece como um estado excitado interno do mion e
sua massa esta razoavelmente préxima dos valores que se tem obtido experimentalmente:
m,_ ~1784 MeV (Hikasa et al, 1992). A diferenca entre os valores ¢ de menos de 1%, o que
é surpreendente se se considera a simplicidade do modelo. O modelo prevé a existéncia de
outros estados excitados mas tais estados parecem n3o existir. Isso é de certo modo
justificdvel uma vez que o muon é obtido como um elétron excitado e a descrigdo do
elétron ndo prevé a presenga de outros estados. Para a obtengio do tau, por exemplo, foi
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necessario introduzir o acoplamento do momento magnético intrinseco com o campo
préprio.

3.4 - Os Formalismos de Schriodinger e Heisenberg

Na mecinica quintica discreta, assim como no caso continuo, espera-se que
existam situagGes em que os problemas sejam mais facilmente soluciondveis utilizando-se
o equivalente discreto das equacdes de Heisenberg. No capitulo 6 apresentamos a
utilizagio desse formalismo para o oscilador harménico simples. No caso discreto as
formulagdes de Schrodinger e de Heisenberg também sio equivalentes. No entanto,
mostramos que as equagdes de Heisenberg ndo podem ser obtidas da discretizagdo direta
das equagdes continuas para todos os casos. Sejam os operadores de evolugdo temporal
(Apéndice A) das equagdes simétrica

U(t,t) = cm[—-@ Se“"[T—;I“)] . (3.35)

e retardada

i . ~(e-1,)/x
] _ (3.36)

U@,z,) = [1 + —tH

A fim de simplificar a notagdo serd utilizada, nas segdes que seguem, a seguinte

convengao:
M) o e+t~ f(e-1) ’ (3.37)
2T
A & LOZSE=D (3.38)
ST

Para ambos o0s operadores de evolugéo acima pode-se facilmente mostrar que, uma
vez sendo o hamiltoniano H hermitiano, as seguintes equagdes de evolugio sdo satisfeitas:

A | QPP
a0(r,5,)=—HU(tL) (3.39)
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AU (1,1,) =—%ﬁ'(r,to) i (3.40)
i

Lembrando que na representagido de Heisenberg a evolugdo temporal € transferida
do estado vetor para o operador representando o observével através da definigio

A® = ﬁ'(t,t(, =O) A® ﬁ(r,to =0) , (3.41)

onde ® indica o elemento na representagio de Schrodinger e ® seu correspondente na
representacio de Heisenbrg.

Para o caso simétrico, considerando-se um operador A®, tem-se que a evolugéo
temporal do operador A™(7) é dada por

AW (1) = A(0 (1,1, = 0) A D1, = 0))

in AA® () =[A“”(r), ﬁ]+ih(AA)(") : (3.42)

que tem exatamente a mesma forma da expressdo do caso continuo. Na obtengio dessa
expressio uma caracteristica importante do operador evolugio que se utiliza € o fato dele
ser um operador unitdrio, o que é verdadeiro para o caso simétrico. No caso retardado,
tem-se que essa propriedade ndo é mais obedecida. Ao contrdrio do que ocotre nios casos
simétrico e continuo, o estado do sistema também varia com o tempo na representacdo de
Heisenberg: '

2gyz -l
=) TH ®
[F0) =1+ | (1)) - (3.43)
Ou seja, existe uma diferenga sensivel com o caso continuo mas que, no entanto, €

consistente com o que se verifica para a formulag¢io de Schrodinger retardada.

Utilizando-se a propriedade [A,f(A)] =0, pode-se mostrar que para o caso
retardado vale a expressao

(H)
ARAP (1) = {%[A(S)(:), ()] + ARA(S’(r)} : (3.44)
1

Dos resultados acima pode-se concluir que existe muita similaridade entre a
formulacdo discreta simétrica € o caso continuo, podendo-se chegar & equagdo de
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Heisenberg pela discretizagdo direta da equagdo do caso continuo. Isso, no entanto, néo se
aplica aos casos avancado e retardado. No apéndice A faz-se uma abordagem da
compatibilidade entre as duas formulagdes por meio do formalismo de operadores de
densidade.

3.5 - Hamiltonianos Dependentes do Tempo

Quando se restringiu a analise das equacdes discretizadas aos casos em que se
considera apenas operadores hamiltonianos independentes do tempo, fez-se por motivo de
simplicidade. Quando o hamiltoniano depende explicitamente do tempo, a sitnacdo €
semelhante & que se tem no caso continuo. E sempre dificil trabalhar com esse tipo de
hamiltoniano mas, como no caso continuo, pode-se também utilizar uma teoria de
pequenas perturbagdes. Efetuamos alguns cdlculos com o intuito de explorar essa situagéo
e, para o caso da equagdio simétrica, pelo menos no caso simples em que o hamiltoniano

tem a forma

H=H,+V({), (3.45)

sendo V uma pequena perturbagdo com relagdo a I:IO, o método "discreto” de resolucio
resulta muito parecido com o que se faz na mecinica quéntica usual. Também aqui sdo
obtidas solugdes equivalentes ao caso continuo acompanhadas por um termo de
decaimento exponencial. Foi sempre possivel resolver os problemas utilizando um ansatz
conveniente.

Aqui, entretanto, um outro fator deve ser considerado e que esti relacionado com o
fato de que existe um limite a partir do qual H deixa de ter autoestados estaveis. Tomando
a equagdo simétrica tem-se que o hamiltoniano equivalente € dado por

. h T~
H="sen™ (—HJ (3.46)
T 3
Assim, como ji se salientou anteriormente, & partir do valor limite os autoestados

deixam de ser reais de modo que o operador H deixa de ser hermitiano. Abaixo do limite,
H & um operador densamente definido e auto-adjunto no subspago £ C I? definido pelas
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autofuncdes de H. Como se viu, quando o limite é ultrapassado o sistema passa a um
estado excitado de modo que o estado anterior perde significado fisico. Assim, achamos
conveniente que os observdveis sejam restritos a operadores auto-adjuntos que mantenham
invariante o subspago £. Assim, qualquer observdvel que na mecénica quéntica

convencional é representado por um dado operador, no caso discreto serd representado pela
proje¢do ortogonal deste sobre o subspago Z. Desse modo, uma restricio que se faz a

perturbagio Vé que satisfaga esse requisito.

-

Na mecanica quéntica usual € conveniente, ao se tratar com perturbagoes
dependentes do tempo, trabalhar na representagio de interagdo (representacdo de Dirac).
Nessa representagio, a evolugdo do estado vetor é determinada pelo potencial dependente
do tempo V(f), enquanto que a evolugio do observdvel ¢ determinada pela parte
estacionaria I:IO do hamiltoniano. Na mecinica quintica discreta, encontramos que o
operador de evolugdio temporal para o caso simétrico (vide Apéndice A) definido para flo

seja dado por

. i(t—t NE::
U, (t.1,) = exp —% sen [ h”} : (3.47)

O estado vetor na representagio de interacfio € entdo definido, a partir do estado na
representagdo de Schrédinger, como '

|20 =00 |#90) (3.48)
onde fJ;(t) = fI:,(t,IO = (). Por sua vez, os operadores sao definidos como
AY =T () A® Uy (o). (3.49)

Assim, podemos mostrar que, na represeniagio de interagfo, a evolugdio do estado €

regida justamente pela equagdo
iR APW(%,1) = ;—h [‘P(”(i,t +1)-¥O(z,1- 1)] = VO w(z 1) (3.50)
T

que equivale a uma discretizagio direta do caso continuo. Para os operadores, obtem-se

que

) A _A®M A
AAD(r) = A (t+T)21A (¢ T_)—_——i%[A(”,HO] , (3.51)
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que também € equivalente ao caso continuo,

Pode-se entdo observar que, com a discretizacio temporal, a representacdo de

~

a evolugdo dos
operadores e dos estados. Isso enquanto os autoestados de H estiverem abaixo do limite

interagio mantém as caracteristicas do caso continuo no que se refere

de estabilidade. Neste ponto, para o caso discreto, adotamos um procedimento semelhante
ao que se utiliza na mecinica quéntica usual para tratar pequenas perturbacdes dependentes
do tempo.

Seja, na representacio de interagdo, a mesma base de autoestados associada ao
hamiltoniano estaciondrio H na representaciio de Schrédinger, dada por |n). Desse modo,

()" = Z<nl‘v(r)>‘” ny=3 ¢, (0)|n) (3.52)

¢ a expansdo, nessa base, do estado do sistema num instante ¢. Pode-se observar que a
evolugio do estado do sistema estard determinada uma vez conhecidos os coeficientes
c,(9). Utilizando-se a equagio de evolugdo (3.50) tem-se que

i3 A PO = T (VO m(m] (0" (3:53)

Utilizando-se o operador evolugdo para reescrever a perturbagdo V(r) na

representagdo de Schrddinger tem-se que

ihAc,(t)= 3. ¢, (D) V,, (1) explios, 1) , (3.54)

sendo

® =1 sen"'(ﬂ"-]—sen"(TE’")] | 3.55
oo h h ’ (3.55)

obtendo-se assim a equagdio de evolugdo dos coeficientes c,(f), cuja solugdo fornece a
evolugdo temporal do sistema estudado.

Assim como na mecénica quantica usual, pode-se também trabalhar com o
operador evolugio na representagdo de interagio, UV (z, #,), que € definido como

()" = 001, ) 2 ()" (3.56)

de modo que (3.50) pode ser reescrita como
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inaAU(1,1,) = VO () 0C1,1,) . (3.57)

Deve-se entdo calcular o operador U%(¢,¢,) satisfazendo a condigdo inicial
0% (¢,4,) = 1. Dada essa condigdo inicial, obtem-se da equagio a diferengas finitas (3.57) a

Ul (e,,) = exp[:i(%tu—)sen - (T—V(-I)-(i)]] :

solugdo
h

Ao contrério do que ocorre no caso usual, em que o operador evolugdo aproximado
é obtido na forma de uma série infinita de Dyson, obtivemos aqui uma expressdo bem
determinada, o que ndo implica em facilidade de solugdo. A solugiio do problema obtem-se
relacionando os elementos da matriz do operador assim obtido com os coeficientes de
evolugéo c (7).

Como quase sempre ocorre, as equagdes a diferengas finitas sdo bem mais dificeis
de serem resolvidas analiticamente que as equagdes diferenciais a elas equivalentes. No
caso particular do sistema de equacdes que se obtemn do formalismo acima essa dificuldade
¢ ainda mais real¢ada.

Lembramos que uma maneira alternativa de se trabalhar com perturbacbes
dependentes do tempo é fazendo uso dos hamiltonianos equivalentes (Caldirola, 1978).
Nesse caso, utiliza-se o formalismo continuo convencional. Supondo-se que o termo de
perturbagéo \Af(t) seja pequeno, o hamiltoniano equivalente pode ser escrito como

H =;:- sen"'(%ﬁo)+f7(t) =H,+ V() .

Utilizando a representacdo de interacdo, tem-se que o estado do sistema € agora
definido como

| ¥ () = expli, ¢/n) [#92)) (3.58)
enquanto que os operadores 5o dados por
AY = explifl, 1/n) A® exp(-if, t/n) - (3.59)

Os estados (3.58) evoluem segundo a equagio

d Iq,u)(t)) -v® |‘P“)(t)) , | (3.60)

39
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onde V® & obtido da definigdo (3.59).

Um dos procedimentos para se tratar de pequenas perturbacdes dependentes do
tempo € considerando-se o operador de evolugdo temporal que, na representacio de
intera¢do, € definido por

|¥0(0) = 0V 10) [ #(s,), (36D

de modo que, aplicando-se (3.60), obtem-se
ihifj“’(t 1,)=VO() 00(s,z,)
o o) = slo /- (3.62)

Assim, considerando-se que U®{tyt) =1, tem-se que o operador evolugio
procurado € dado por

09(z,,) =1 —%j: VOE)YTO(r 1) de’ | (3.63)

on

ﬁm(t,to)=1+z(
n=l

) [a o [ e 906 99(2)..90() . s

onde obtemos o operador evolugdo em termos de uma série de Dyson.

Para se fazer a correlagiio entre os elementos da matriz do operador de evolugio e

os coeficientes de evolugdo c,(¢), obtidos do andlogo continuo da equacio (3.54), deve-se
tomar a base de autovetores do hamiltoniano H,. Se o estado inicial do sistema é um

autoestado | m) desse operador, tem-se que, num instante posterior,
¢, (1) =(n[U" (1.1, )l m) , (3.65)
procedimento este que € igualmente aplicdvel para o caso discreto.

»

Para fins de célculo ¢ consideravelmente mais simples trabalhar com o
hamiltoniano equivalente, utilizando o formalismo continuo.
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4 - As Integrais de Trajetoria e as Equacoes de
Schrodinger Discretizadas

As equagdes de Schridinger discretizadas podem ser obtidas, de maneira bastante
simples, utilizando-se o formalismo de Fejmrnaﬁ das integrais de trajetSria. A derivagéo
seguindo-se esse formalismo é particularmente interessante uma vez que permite que se
tenha uma idéia mais clara do significado dessas equacdes. Consideragdes acerca de uma
possivel discretizagdo da mecinica qudntica utilizando-se o formalismo de Feynman j4
foram efetuadas, ainda que num dmbito mais geral de discretizagdo do espago-tempo, por
Friedberg e Lee (1983). No entanto, seguindo a hipétese utilizada por Caldirola em sua
teoria classica do elétron, também no caso quintico o que se considera € apenas uma
discretizagdo do tempo de resposta de uma particula. Ou seja, o tempo permanece uma

. varidvel intrinsecamente continua.

E conveniente restringir o problema ao caso unidimensional, em que se tem uma
particula em movimento sob a acdo de um potencial V{(x,z). Toma-se a coordenada
temporal inicialmente continua e considera-se uma discretizagio em instantes separados

por intervalos de medida 1.

X r -t =T
n

- — —X
— — — X

—— — — X
—— — — X

L ex

o
4

IO tr:-l n+f

A amplitude de transi¢io para a particula ir de um ponto inicial (x,¢,) do espago-
tempo a um ponto final (x,,t,) € dada pelo propagador

Xot). @D

K(x,,t,;x,4)=(x,,1,
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Na formulagio de Feynman essa amplitude de transicdo estd associada a uma

integrai de caminho, na qual a ac¢do cldssica desempenha um papel fundamental. E

conveniente introduzir a notagao

S(n,n—-1)= jdt L(x, %), (4.2)

fam1

onde Z(x,x) é a lagrangiana classica e S(n,n-1) a agéo cldssica. Desse modo, para dois

instantes consecutivos, tem-se o seguinte propagador

K(xn ’tn 1 X e ’tn—l ) = _i” exp{ % S(xn’tn;xn—l ’rn-l) } (43)

A integral de trajetéria de Feynman tem o significado de um somatério sobre todos

os caminhos possiveis para a particula e pode ser escrita como

. . |
(oot xiot) = fim A" fdey f s oo e [ exp( +Snn=1) ) (4.4)
n-2

onde A é um fator de normalizaciio. Para obter-se as equag¢des de Schrédinger
discretizadas, toma-se a evoluc@o do estado quéntico da particula entre duas configuragdes
consecutivas (x, ;,f, ;) € (x,.1,). Tem-se assim a seguinte expressdo para o estado do sistema

no instante z,:
+

‘P(xn’tn) = j K(xn’tn 1 X ’tn—l) \P(x-ﬂ—l ’tﬂ—l ) dx"‘l ) (4'5)

Para a agdo classica, por sua vez, tem-se a seguinte expressdo, que decorre
diretamente da defini¢do (4.2):

: L S L .
S(xn’tn’xn-l![n—l) - o7 (xn xn—l) T V( 2 ’["!—1]' (46)

Assim, o estado em 7, serd dado por

N im r X, +x,_
‘P(xn ’[n) = '[exp{Z_h; (xn = Xy ) =i V(—z—"tn—l )} ‘P(xn-—l b ) dxn—l' (47)
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Para T = 0, quando x, € apreciavelmente diferente de x, |, a integral com o termo
quadriético fornece um valor muito pequeno. Sé se tem contribuicdes aprecidveis & integral
guando x,= x, ,. Pode-se entdo fazer a aproximagdo

X,, = x,+1 - dx,_, = dn, (4.8)
de tal modo que
a¥(x,,t,_,) 1{3*¥F) ,
‘P(xn_l,rn_l)s‘{’(x,,,rﬂ_l)+(T'~)T\+E( rwel LI 4.9)

Substituindo esta expressdo em (4.7), fazendo a aproximagdo

Supde-se que o potencial varie

== #‘———\"
Vix+ M/2) Vix) lentamente com x

resolvendo algumas integrais e tomando apenas os termos até primeira ordem em T, chega-

se a expressdo

. . 12 . 2
‘P(xn,tn)zlexp(—l’t V(xn,tn_l))(zlhmj ‘I’(xn,tn_[)+m—’ca \? . (4.10)
A h m 2m ox” |

Ndo obstante ser exp(—i TV(x,.t)/ h) uma fungdo definida apenas para certos valores

bem determinados, pode-se expandi-la em poténcias de T, numa posi¢do arbitraria (x,,t,).
Assim, com tal substituicdo e escolhendo A=(2innt/m)™"?, de modo que no limite

continuo T — 0 (de modo tal que a integragdo efetuada permita que se obtenha a igualdade

entre os dois lados da equagdo acima), chega-se a

ihT 0°W

W(x,, 1 +T) = P(x,.t ) = == T V(X1 ) Bt ) bt 8(8) (411)
h 2m ox
que, por um simples reordenamento de termos resulta em
- 2 92
i "I"(xn’tn—l +T) LI"(xn’tn—l) =J_ h a - +V(x",[n_l) \Il(xn,t”_l) (4.12)
T 2m ox

Assim, chega-se 2 equacdo de Schrodinger a diferengas finitas avancada,
descrevendo uma particula em movimento unidimensional submetida a um potencial
Vix,t).
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As solucdes das equagOes avancgadas apresentam um fator de amplificacdo que
pode indicar, aqui, que a particula absorve energia do campo descrito pelo hamiltoniano
em questdo para evoluir temporalmente. No caso cldssico a equagdo avangada € utilizada
para descrever o pésitron mas aqui, na mecinica quantica ndo-relativistica, parece indicar
apenas um sistema que absorve energia do meio (ao invés de ceder-the energia).

Deve-se lembrar que, para que esta equacdo fosse obtida, teve-se que levar em
conta apenas termos de primeira ordem em t. Como o limite T— 0 néo foi efetuado,
tem-se que a expressdo acima é apenas uma aproximacdo. O significado deste fato pode
estar relacionado a um outro com o qual se deparard quando se tratar do problerha da teoria
da medida.

-

E interessante notar que a Unica maneira de se obter a equaclo retardada €
considerando o propagador atuando no sentido inverso do tempo. Seguindo o
procedimento convencional do caso continuo obtem-se sempre a equacdo avangada.
Assim, o potencial descreve um mecanismo de transferéncia de energia de um campo para
o sistema. Quanto 2 equagio retardada, e também 2 simétrica, s6 podem ser obtidas com

uma inversio da ordem temporal. Isso é, considerando-se a expressio

\P(xn—litn—l) = % exp% Zit %‘(xtﬂtn) dxn 3 (4.].3)

que pode ser rigorosamente obtida utilizando-se somente a relagdo de fechamento
obedecida pelos autoestados do operador posi¢io, e em seguida redefinindo-se o
propagador no sentido inverso do tempo. Com essa expressdo, seguindo um procedimento
paralelo ao apresentado acima, pode-se obter a equacdo de Schrodinger retardada.

A equagdo simétrica pode ser facilmente obtida como uma média das duas
situagdes. Considerando-se que a equagio simétrica possui solugdes ndo-radiantes, t€m-se
o paralelo quintico da antiga hipétese de Fokker segundo a qual o movimento de uma
particula cldssica carregada € ndo-radiante quando a forga atuando sobre ela € meio
retardada e meio avancada, referindo-se aos potenciais avangados e retardados da
eletrodindmica cldssica.

Um aspecto interessante dessas equagdes aparentemente opostas € o fato de nio
poderem ser obtidas uma da outra por simples inversao temporal. A ordem temporal

nos propagadores deve estar relacionada com a inclusdo, nos mesmos, de algo como
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potenciais avangados e retardados, de modo que, para se obter as equagles retardadas tem-
se que levar em conta efeitos que retroagem no tempo.

Nio obstante ter sido uma derivacdo em que se seguiu muito de perto o
procedimento usual (Sakurai, 1985), as consideragdes necessdrias para a obtengdo das trés
equagdes discretas podem ser titeis na compreensdo do status dessas equagdes. Ou seja,
podem servir de auxilio no estabelecimento do significado que se pode associar a cada uma
delas.
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5 - Aplicacoes das Equacdes Quanticas Discretizadas

Voltando a questdes mais gerais, € interessante a andlise das consequéncias fisicas
da introdugio do intervalo fundamental de tempo na fisica quéntica. Assim, procurou-se
aplicar as equagdes discretizadas a algumas situagdes fisicas bem conhecidas. Dentre as
vérias aplicagdes que se fez das equagbes de Schrodinger discretizadas, especialmente das
simétrica e retardada, apresenta-se aqui o tratamento, nessas formalizacdes, do oscilador
harménico simples.

5.1 - Oscilador Harmoénico Simples

Quando se toma o oscilador harménico simples, em que o hamiltoniano ndo
depende explicitamente do tempo, o fato de se efetuar a discretizagiio da coordenada
temporal ndo afeta os resultados obtidos no caso continuo para a parte espacial. Isto
sempre ocorre quando o potencial envolvido ndo tem dependéncia temporal expiicita: as
diferencas que se obtém sio sempre formalmente idénticas, mudando apenas os valores
numéricos relativos aos autovalores de energia do hamiltoniano em questdo, assim como 0
crénon correspondente a cada situagio. Assim, tem-se a mesma base de autoestados e o
mesmo espectro de autovalores, muito embora a evolugio temporal do estado do sistema
seja dada por uma expressio diferente.

Seja o Hamiltoniano para o oscilador harménico simples

- 1 me’ 4
H=s—pP'+—X* |
2m 2 (5.1)
cuja equaco de autovalores € dada por
Hlu)=E|u,) , (5.2)
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onde E,, di o espectro dos autovalores de energia do oscilador.

Conforme ja se mencionou anteriormente, o fato desse hamiltoniano ser
explicitamente independente do tempo implica em que, para a equagdo simétrica, sempre
se terd um limite superior para os valores possiveis para os autovalores de energia do
hamiltoniano, limite este que, para o elétron, como se viu, corresponde & massa de repouso
do mion. Na base de autofungdes de H, pode-se escrever um estado geral do oscilador
como

| ¥(2)) Zc (0)|u )exp|:—:—sen ( ;z )} (5.3)

sendo c,(0)=(u,|¥(t=0)). Naturalmente, quando T — 0, a solugiio acima recai na
expressio continua em que a dependéncia temporal é dada por exp(—i E t/ 1). Portanto

tem-se apenas uma pequena diferenga de fase entre ambas as expressdes. Quando se
calcula o valor médio de um observdvel A qualquer,

(‘P(t)|/i|‘1‘(t)) = Z Z c. (0, (0 A, exp[ (E,-E )t] e:prit(E3 E})

m=0 n=0

3,#}0@ ) (5.4)

onde A, ={(u

desvio das frequéncias resultantes com relagio &s frequéncias de Bohr do oscilador

un), obtem-se um termo de fase adicional que implica em um pequeno

harmdnico. Em primeira aproximagio, esse desvio ¢ dado pelo termo em 12 que aparece na

expressdo acima.

Deve-se salientar que a restricdo imposta ao espectro de autovalores de H provoca
um corte na base de autovetores, de modo que passa-se a ter um nimero finito de
autovetores que ndo mais compdem um conjunto completo e, portanto, ndo formam uma
base. Para autoestados superiores ao valor maximo, os estados sdo instdveis ¢ decaem
exponencialmente com o tempo. Assim, uma vez satisfeitas as solugdes adequadas com
relagéo ao fator de decaimento correspondente a esses estados, pode-se considerar para fim
de cédlculo a base completa de autovetores, j4 que com o tempo as contribuigdes a eles
correspondentes tendem rapidamente a zero. Uma maneira mais rigorosa de se estender o
conjunto de autovetores a fim de se ter uma base do espaco dos estados € substituir o
operador H por um operador ndo hermitiano obtido & partir da equagdo discreta, o mesmo
que foi mencionado no capitulo 3.
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Também no caso da equagfio retardada, sempre se tem uma solucdo amortecida
quando o potencial é independente do tempo. Essa equaco representa um sistema radiante,
de modo que ndo aparecem solucSes estaciondrias nem um limite maximo para os
autovalores de energia, muito embora quanto maiores os autovalores, maior o fator de
amortecimento radiativo, e mais rapidamente as contribui¢des correspondentes a eles se
anulam. Escrevendo-se o estado do oscilador como

. -1
@)=Y ¢, (0)%,) [1+%1£,‘] : (5.5)

cuja norma decai segundo

(FO¥W)=Y,

H

2 2t
vE ] , (5.6)

2 e}
¢, (0)| [1 —
tem-se para um observdve!l qualquer que

2 .
(A= c,(0)c, (DA, exp[—%lnl:l +%E,,Em —%(Em -E, )ﬂ (5.7

m=0 n=0

ou, em primeira aproximagao em T,

(AD =2, Y ,0),(0)4,, exp[%(Em -E, )t} eXP[—;—;(Ei +E; )] , (5.8)

de modo que, ao lado das frequéncias de Bohr que definem as frequéncias de emissdo e
absor¢iio do oscilador, obtem-se um termo de amortecimento que faz com que, com ©
passar do tempo, o valor médio de um observavel (independente explicitamente do tempo)
tenda a zero. Uma andlise superficial nos revela que mesmo para autovalores de energia
muito baixos, menores que 1 eV, o fator de amortecimento € grande, de modo que o
decaimento dos valores médios € muito rdpido. O fator de decaimento da norma que se
verifica na equagiio (5.6) seré reobtido mais adiante e seu comportamento € visto na figura
(5.1).
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Figura 5.1 - Comportamento tipico do fator de decaimento associado a diferentes autovalores de
energia do oscilador, para o caso retardado.

Para se chegar a resultados como esses, o procedimento utilizado foi tomar as
equagdes discretizadas e assumir um certo ansafz que permitisse, através de simples
substitui¢do nas equagGes, obter o resultado correto. No entanto, tentou-se por algum
tempo obter os resultados utilizando também os métodos padrdes de resolucdo de equagdes
a diferengas finitas. As solucOes gerais sio facilmente determinadas mas, no caso da
equagio simétrica, tem-se um problema na avaliagdo das constantes, jd que uma equagio
diferencial de 1* ordem em 7t é transformada numa equagdo a diferencas finitas de 2°
ordem. Para se obter uma solugdo do tipo da utilizada no ansatz, é necessario fazer
consideracbes acerca dos termos que estariam ligados A existéncia de antipai'ticulas, ou
seja, fazendo restri¢gdes sobre as fases da solugéo.
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5.2 - Movimento de uma Particula Livre

No caso de uma particula livre, um elétron por exemplo, a solugio geral da equagio
simétrica (3.4) pode ser obtida, na representagio de coordenadas, utilizando-se como
ansatz a solugdo conhecida para o caso continuo. Assim, obtem-se um espectro de
autofungdes (ondas planas) dadas por

¥, (x,0) = (2rh)™*? exp(—io&(p)t + zp—;-)
Substituindo essa expressdo na equagdo simétrica obtem-se que a freqiiéncia o p ) € dada
por

__l_ Al T P
oa(p)—Tsen [thJ . (5.9)

Quando se faz T — 0, tem-se que 0(p) & coincide com a energia da particula. Assim
como se verificou para o caso da particula ligada, também aqui aparece um limitante sobre
o espectro de autoestados. Pode-se observar que existe um limite maximo nos valores
possiveis do momento, dado por

PSPy =A+2mfT =10MeV/c (5.10)

para o elétron. Ou seja, existe um limite a partir do qual as fregiiéncias o(p ) deixam de
ser reais.

A particula, como no caso continuo, é descrita por uma superposi¢do das
autofung¢des e seu estado pode ser escrito como

_ 1 3 , px
‘P(x,t)—Wjd pc(p)exxv{-t[a(p)——h-}} ; (5.11)

Os coeficientes c(p) séo determinados & partir da condigdo inicial ¥(x,0) =¥, (x).
Da expressdo de ¢, pode-se observar que a partir de um certo valor de p, a expressao perde

o significado, de modo que a solugio completa estard definida apenas se c(p) = 0 quando
p = ./2m,h/T. Pela condigdo de fase estaciondria, encontra-se que
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Figura 5.2 - Componentes real ¢ imagindria da fungio O P ) do caso simétrico comparadas ao resultado
obtido para o caso continuo,
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de modo que, se se supde que c(p) corresponda a uma distribui¢io de probabilidades com

um pico em p = p,, entdo o pacote de ondas se moverd na direglio de p, com velocidade

uniforme
-1/2

v=L2[1—(yn) (p' am3)] (5.13)

my,

que coincide com a velocidade de grupo do pacote. Pode-se observar facilmente que,
quando p atinge o seu valor médximo permitido, a velocidade diverge: v — e . Ou seja, a
introdugio do intervalo fundamental de tempo nfo resulta em nenrhuma restricdo com
relacio & velocidade da particula, muito embora haja um limite sobre 0 momento candnico
das autofungdes. A partir da condigdo de fase estaciondria € possivel redefinir o momento
associado a particula, de modo que este novo momento também serd ilimitado. Assim,

pode-se concluir que é possivel ter elétrons livres com qualquer energia cinética,
diferentemente do que ocorre com elétrons ligados.

Para valores de p> p,, a freqiéncia o( p ) deixa de ser real e sua variagdo com p

pode ser vista na figura (5.2). Analisando-se a expressdo (5.9) pode-se observar que, em se



considerando o p ) complexo tem-se que, para p < p,,, a componente imagindria se anula
enquanto que a parte real € dada pela prépria expressdo (5.9). Quando p > p,,, tem-se que

(5.14)

Im(a(p)) =

(5.15)

P

onde a parte real é uma constante e a parte imagindria tende logaritmicamente a -ee.
Utilizando as expressdes acima pode-se observar que, para p> p,,, 0s autoestados passam
a ser instdveis, aparecendo um termo de decaimento dependente do tempo. Ao se procurar
um hamiltoniano equivalente H que, para a equagdo de Schrodinger continua, forneca
resuitados equivalentes tem-se que isso sé serd possivel se H for um operador ndo-
hermitiano. Pode-se facilmente verificar que isso ocorre para H = H, +iH,, sendo K, ¢ H,
hermitianos e tais que H,| p) = ARe(o( p))| p) e H,| p) = AIm(a(p))| p)-

Quando se considera a equaciio retardada, utilizando o mesmo ansatz que no caso
simétrico, o fator de amortecimento aparece para qualquer valor de p. Nio existe mais a
limitagdo sobre os valores de p mas, quando p — oo, a parte real de o p ) tende para o
mesmo valor limite observado para o caso simétrico. A figura (5.3) ilustra o
comportamento das componentes de o p ). A expressdo encontrada para uma autofungfo

qualquer € dada por

23
6.0x10 ~ )
h ’,/
40x10° - v
2.0x10 . o .
4” /’/
o (s ! ) 00 A .....-...---—/ -~ Re(a)
. Im{ &)
# - Continuo
-2.0x10 A
23 1
-4.0x10 A
- . T T T T T v r . :

p(MeVic)

Figura 5.3 - Componentes real ¢ imaginaria da fungo 0/( P ) da equagio retardada comparadas ao
' resultado obtido para o caso continuo.
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2
ipx it . p*t t p't
¥, (x,1) o< exp| ——~~—tan™'| S -—In{ 1+ ,
,(x,1) o< exp P an ( ] exp 2Tn ( ) (5.16)

Expandindo essa expressdo mantendo-se apenas termos até primeira ordem em 1 o

que se obtem € a solugdo continua multiplicada por um fator de amortecimento:

W, (x,1) = exp(%— iwt] exp(_%u)z*rt) (5.17)
onde @ = p*/2mh é a freqiiéncia obtida para o caso continuo.

Como se pode observar, o termo de amortecimento depende apenas do
hamiitoniano, através da frequéncia ®, ¢ do crénon associado a particula. Sendo T
constante para uma determinada particula, o termo de decaimento indica que para
frequéncias muito elevadas as solugdes decaem muito rapidamente e, a2 medida que o

sistema evolui, pode-se perceber o decaimento também para frequéncias menores.

Na figura (5.4) pode-se observar que o ponto de inflex3o, que delimita a regifio do
espectro de frequéncias para a qual o amortecimento € mais intenso, se move em dire¢do s
frequéncias menores, & medida que o tempo passa.

A consequéncia desse amortecimento € o estreitamento da banda de frequéncias
relevantes na formagfio do pacote de ondas que descreve a particula livre, reflexo de um
decréscimo continuo da energia da mesma. Como jd foi salientado, este amortecimento
decorre intrinsecamente da equacdo estudada, que aparentemente representa um sistema
em contato "térmico” com o meio que o circunda.

Como no caso simétrico, a obtengdo de um hamiltoniano equivalente s6 é possivel
se se considera operadores ndo-hermitianos. Considerando-se um operador como o descrito
para o caso simétrico € possivel propor um hamiltoniano equivalente.

Vale a pena aqui reconsiderar a questio de qual seja significado fisico das trés
equagdes discretizadas de Schrodinger. Aparentemente, o que define a escoiha da equagéo
a ser utilizada em uma determinada situagfo sdo as condi¢des de contorno do problema, os
tipos de restricdes que se impde ao sistema. A equagdo simétrica € utilizada em casos
bastante especiais em que o sistema nem emite, nem absorve radia¢io, ou o faz'de maneira
perfeitamente equilibrada. Seria o caso dos elétrons em suas 6rbitas num 4tomo. Tem-se
entdo a estabilidade da particula até um determinado limite de energia, a partir do qual o

comportamento dos estados € semelhante ao que se verifica no caso retardado (desde que
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Figura 5.4 - Movimento do ponto de inflexdo com a passagem do tempo.

seja coerente tomar-se os autovalores que ultrapassam esse limite, o que ndo foi o caso da
particula livre). Assim, para energias abaixo daquele limite, a particula se comporta de
maneira quase idéntica & prevista no caso continuo, apenas que as novas frequéncias
associadas a cada funcgio de onda diferem das frequéncias continuas por um fator da ordem
de 2. A probabilidade de que seja encontrada uma particula com energia acima daquele

limite decresce exponencialmente com o tempo.

No caso do elétron ligado, esse limite é aquele equivalente a energia de repouso do
miion. Se um paralelo com o caso classico é viélido, tal equac@o represenia um sistema
isolado, nfio havendo nem dissipagio nem absorgdo de energia com relagdo a um
"reservatério térmico”, que seria 0 meio circundante, ou entdo uma situagio de perfeito
equilibrio termodinamico, em que hd um perfeito balanceamento entre a energia absorvida
e a energia dissipada.

No caso da teoria cldssica do elétron, a equacdo simétrica € apenas uma
aproximacdo em que os efeitos de reagio radiativa ndo estdo incluidos. No caso quéntico, a

situacdo € mais delicada, jd que estados ndo radiantes estdo ligados & propria esséncia da
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teoria. A equacdio simétrica mostra que, para energias abaixo do limite critico, os estados
obtidos sdo fisicamente idénticos aos obtidos no caso continuo: sdo estados nao radiantes.

A equagio retardada representa um sistema sobre o qual uma restri¢do de tal tipo
ndo se impde, ¢ descreve um sistema que, de algum modo, perde energia para o meio. O
mecanismo dessa dissipago de energia est4 relacionado com o hamiltoniano do sistema,
mas também com alguma propriedade do meio circundante (ou do vicuo), como se pode
depreender do caso da particula livre. Neste caso, o meio seria o préprio espago-tempo
plano em que ela estd imersa, como se ela sofresse os efeitos da curvatura que‘ela prépria
causa (isto é apenas uma especulagdo, sugerida pelo que se verifica no caso cléssico).

Além disso, decorre das solugdes obtidas que o tempo tem agora um sentido bem
definido de fluxo, e que a composigdo de frequéncias do pacote de ondas associado a
particula depende do instante de tempo considerado. E claro que sempre se pode
normalizar o estado num determinado instante e consideri-lo como sendo o estado inicial,
o que é uma liberdade permitida pelo formalismo, mas, numa descricdo estritamente
rigorosa, a forma do espectro de frequéncias responde a um instante especifico decorrido
desde a emissiio. Este é um aspecto que pode ser interessante também do ponto de vista de

possiveis verificagdes experimentais.

Quanto 2 equagio avangada, suas caracteristicas sdo sempre inversas as da equagio
retardada.

5.3 - Equacio de Klein-Gordon a Diferencas Finitas

Uma outra aplicacio que se fez foi com relagfio ao tratamento de uma particula
escalar livre ("fdton" escalar, isto €, de spin zero), descrita utilizando-se a equagao de Klein
- Gordon a diferengas finitas para particulas sem massa.

Na forma simétrica, a equagio € escrita como

W(t+21)-2W(t)+ ¥ (t-21)
4cit? '

(?A, =0 -V¥(1)=0. (5.18)
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Para tal equagcio, utilizando-se um ansatz conveniente, obtem-se, na representagio
de coordenadas, solugdes do tipo

¥, (1) = A exp(—iécos"(l-%zf"kz)) exp(ikx) (5.19)

que podem ser reescritas como

¥, (x.1) = A exp(—i —2% cos(1 -2 E*/#*) J expli p x/h) , (5.20)

uma vez que E* = p°c® e p= h k. Expandindo-se a exponencial temporal em poténcias de
1, chega-se que, em segunda ordem em T, a solugdo é muito semelhante 4 expressdo

continua:

. 2.2
\}'P(x,;) = A exp(—%(ﬁ't—px)) com E,"zE(1+E6‘}‘:2 ) . (5.21)

Pode-se observar uma diferenga entre os valores da energia do féton nos casos
continuo e discreto da ordem de 12. A solugdo geral é dada por uma combinagdo linear das
autofungdes encontradas O valor do crénon para a particula, a priori, ndo € conhecido.
Pode-se observar que o termo exponencial temporal das expressdes acima leva a uma
limitagdio para a energia méxima permitida, que & dada por E < A/t. Poder-se-ia supor que
o cronon do "féton" fosse da ordem do intervalo fundamental das interagGes
eletromagnéticas, aproximadamente 10™”s, o que levaria a um mdximo de
aproximadamente 6.6 KeV, o que é um limite bastante baixo. Um crénon menor elevaria
este limite. Se existe alguma generalidade na expressio cldssica obtida para o elétron, o
que se esperaria seria um crénon maior para o féton.

Se ao invés de um féton considera-se um "neutrino” escalar, tomando-se para valor
do crénon T = 10™ s ( duragfio tipica dos decaimentos fracos), obtem-se que o limitante
para a energia associada as autofuncbes & aproximadamente 0.007 eV. Ou seja, na
composigdo do pacote de ondas que descreve essa particula apareceriam apenas as

autofuncgées cujas energias estivessem abaixo desse limite.

As autofungbes obtidas para o hamiltoniano considerado sdo solucdes do tipo
"ondas planas” e sua dependéncia com a energia e o tempo € mostrada nas figuras (5.5) e
(5.6). Para valores menores de T 0 amortecimento dos modos com energia acima do limite

madximo € mais rapido.
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Figura 5.5 - Comportamento de uma solugio da equagio de Klein-Gordon discretizada para
diferentes. valores de cnergia e tempo, para o caso em que a energia é menor que a energia

crftica.

Aparentemente, pode ser possivel que se possa determinar um limitante para o
cronon a partir das relagdes de incerteza de energia-momento, o que poderia ser feito, no

caso de particulas, utilizando-se a expressdo

o que fornece para o elétron um limite méximo de 6.4x10*s. No entanto, pode-se
observar que este valor é duas ordens de grandeza maior que o valor clissico, o que € uma

diferenca consideridvel. Quando se toma um sistema complexo, pode-se utilizar essa

T<——3%
2myc

(5.22)

relagdo, no dmbito da descri¢do coarse grained, utilizando a equagio de Liouville.
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Tem-se que considerar também que condi¢es um féton deveria satisfazer para ser
descrito por uma equagdo simétrica. No caso do elétron parece ser claro que ndo irradiar
estando ligado, sendo esta uma imposigdo da teoria quintica, implica na utilizagdo da
equagdo simétrica. No caso do féton, como no da particula livre, mas usando uma forma
retardada da equagdio de Klein - Gordon, também se obtem uma solugdo em que as
frequéncias maiores tendem a decair mais rapidamente que as menores, havendo sempre a
tendéncia de que as frequéncias mais baixas se sobressaiam. Ou seja, pode-se -até mesmo
pensar que, quanto mais distante uma fonte de luz, mais deslocade para comprimentos de
ondas maiores serd o seu espectro, mesmo que a fonte esteja parada com relagdo ao
observador. Desse modo, pode-se obter um efeito de “red shift" como consequéncia da
introdugiio do crénon. Ou seja, esta caracteristica poderia ser utilizada na formulago de
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Note-se que neste caso o amortecimento da amplitude € muito rapido.
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uma teoria do "cansago da luz".

Finalmente, deve-se considerar que a discretizagio considerada para a equagdo de
Klein-Gordon ndo segue exatamente o mesmo espirito que levou as equagdes de
Schrodinger discretas. Isto porque trata-se de uma equagdo relativisticamente invariante
sobre a qual nfio se procedeu a discretizagdo do tempo préprio, mas sim da coordenada
temporal pura e simplesmente.

54 - Evolucio Temporal dos Operadores de Posicio e Momento:
Oscilador Harménico

Aplicou-se também as equagOes discretizadas na determinagio da evolugio
temporal dos operadores posigio ¢ momento, especificamente no caso da descrigdo do
oscilador harménico simples. Utilizou-se para isto as formas discretizadas das equagGes de
Heisenberg que, para o caso simétrico, podem ser obtidas pela discretizagdo direta da
equagio contfnua. A partir dessa equagio pdde-se determinar as equagGes de Heisenberg
acopladas dos dois operadores: '

BO+D-BE=D __ 7% (5.23)
27
Re+n)—%¢-0 _ 15, (5.24)
21 m

ou utilizando as equagdes de Heisenberg para os operadores de criagdo e destruigio.

As equagdes acopladas nos fornecem duas equagbes a diferencas finitas de
22 ordem, cujas solugdes gerais sio facilmente obtidas.

A maneira mais imediata de se. determinar a evolu¢do desses operadores é
utilizando os operadores de criagio e destruicio. Tomando a equagdo de Heisenberg,
lembrando que para o oscilador harménico temos H = hw (2'a+1), tem-se para o caso

simétrico:
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a(t+1t)-a(t-1) =

- imace) , - - (5.25)
27 _ _ _ o
a'(r+1)-a'(t-1) =i0a'() B (5.26)
21
de modo que

a(r) = a(0) exp(—i —Esen"((m:)) , (5.27)

Aliry= al o
a(t)=a(0) exp(: Tsen ((m:)) , (5.28)

onde foi utilizado o fato de que, para ¢ = 0, as representagdes de Heisenberg e Schrodinger
sdo equivalentes (portanto a(r=0)=a=2a(0) e a'¢z=0)=a'=a’'(0), sendo 4 e &'
independentes do tempo). Para obter essas expressdes foi considerado que, por se estar
tratando de casos ndo-relativisticos, ndo hd criagdo nem destruicdo de antiparticulas, de
modo que se pode impor restrigdes sobre as frequéncias, no termo de fase dos operadores.
Para os operadores de criagdo, por exemplo, sdo descartados os termos de frequéncia
negativa, associados a antiparticulas. '

Pode-se observar que o operador Nimero, assim como o hamiltoniano, ndo se
modificam:

N =a'(nar) =a'(0)a(0) , (5.29)

A= no(N+1)=n0(a'©0a0)+1) . (5.30)

Assim, partindo desses operadores, obtem-se que para o caso simétrico

SOy % i -1 w __t__ -1 ] X
x(1)=x(0) cos [‘l: sen ((m:)]+ o senlit sen” (@T) (5.31)
P(t) = p(0) cos [;tt- sen” ((M)] —mmX(0)sen [i'sen” (ﬁ)‘f)} (5.32)
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que s se diferencia do caso continuo pelo fato da frequéncia @ ser agora substituida pela
nova frequéncia sen” (@t)/T que, para T — O, tende para o caso continuo, e pelo fato de
que aparece, agora, um limite superior para as freqiiéncias de oscilagfo possiveis dado por
® < 1/t. Acima dessa freqii€éncia o movimento se torna instdvel, como se pode observar na
figura (5.6).

A presenc¢a de um limite maximo para a freqiiéncia equivale a um limite maximo
para a energia dos autovalores dada por E, =(n++)Am < #/t, igual ao limite obtido

utilizando-se o formalismo de Schrédinger. Uma vez que
t
—sen”' (7)) = @ + Hw't? +6(th) , (5.33)
T
a diferenca que se espera no comportamento do oscilador com relacéo a solugdo para o
caso continuo é muito pequena. Tomando como exemplo a frequéncia vibracional da

molécula de hidrogénio ( H,), tem-se @ da ordem de 10" Hz, enquanto que o termo de

ordem 12 é menor que 10” Hz (se for vilida a analogia com o caso cléssico, o crénon deve

n
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Figura 5.6 - Espago de fases do oscilador harménico quando @ > 1/1: no caso discreto para
intervalos de tempo muiltiplos de T (a), ou seja, tomando-se 0 tempo come intrinsecamente
discreto -— no grifico, portanto, apenas os pontos de contacto entre as linhas tem significado
fisico —, e para tempo continuo (b). No caso continuo nio se espera qualguer modificagéo (c).
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ser menor para sistemas mais massivos). Em termos dos valores médios, tem-se para o
operador de posi¢ao:

® 2

it
I'm

(RYE) = (R) g (O + 51 (B (5.34)
em que se espera que o termo de ordem 12 seja muito menor que o valor médio para o caso
continuo. Aqui, naturalmente, os valores médios sdo determinados tomando-se para o

sistema um estado dado por uma superposi¢do de estados estacionérios. Para os estados
estaciondrios li,), os valores médios de X e p se anulam.

Para o caso retardado, também aparecem diferengas com relagdo ao resultado
continuo. A solucfio neste caso € mais trabalhosa e pode ser obtida utilizando-se os
operadores de evolugdo temporal para a equacido de Heisenberg (apéndice A). Como
esperado, surgem termos de decaimento nas expressdes, sendo os operadores de criagio e
destruicio obtidos para esse caso dados por

i =40)[1+ia+ 0] = a(0)exp(—iwr)exp[-(§ + o't ], (5.35)

ateny _ At . 22T _ at : _ Dol
a'(n) = a'(0)[1-imt+ %] =a'(0)exp(int)exp[~(§+Hw’t1], (5.36)
sendo & um fator real positivo, onde continua a ser vilida a relagdio (&)’ =a mas o

operador Nimero e, conseqiientemente, o hamiltoniano ndo sdo mais constantes no tempo:

N(t) = a'(0) ﬁ(o)[(1+m21:2§)2+o)21:2]‘rh = N(0)exp[-2(E +4)w’t1] (5.37)

H(1) = ho [ﬁ’(O) a(0) [(1+co-’- 7E) +@? Tz]—er%] (5.38)

Se forem considerados termos até segunda ordem em 7, tem-se que a frequéncia de .
oscilagdo também decresce com o tempo. Esses resultados sdo consistentes com o fato do
sistema estar emitindo radiagdo, com a conseqiiente diminui¢do da energia total do mesmo,
mas ¢ interessante notar que a energia dos quanta associados aos operadores de criagio e
destrui¢do ndo seja constante, ainda que a taxa de variag@o seja muito pequena. Do mesmo
modo, quando se calcula os operadores de posi¢do ¢ momento, obtem-se um fator de
amortecimento. Na figura (5.7a) mostra-se o estranho fator de amortecimento associado ao

operador nimero. Pode-se verificar que esse amortecimento ocorre dentro de uma certa
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Levando-se em conta termos de ordem superior em 7T, pode-se observar uma

pequena variagdo na frequéncia de oscilagiio, como se viu no caso simétrico.

Foram feitos varios cdlculos com relagdo ao operador harménico simples, e mesmo
de alguns casos em que alguma perturbacdo ¢é incluida. A introducdo de perturbagdes
independentes do tempo ndo acarreta variacdes adicionais relativas a discretizacio
temporal, mas tdo somente aquelas que se verificam mesmo no caso continuc. Pode-se
observar que os resultados obtidos sd@o concordantes com aqueles obtidos utilizando-se o
formalismo de Schrédinger. '

5.5 - O Atomo de Hidrogénio

O étomo de hidrogénio € basicamente um sistema de duas particulas atraindo-se
mutuamente por uma forca coulombiana, portanto inversamente proporcional ao quadrado
da distancia entre elas. O hamiltoniano bésico € dado por

02 2
q-F_¢ (5.41)

0 A .

—Zu R

composto pela energia cinética do atomo no referencial do centro de massa e pelo potencial
coulombiano eletrostatico (U € a massa reduzida do dtomo). Uma descrigdo mais completa
¢ obtida adicionando-se ao hamiltoniano termos de corregiio (estrutura fina) incluindo
efeitos relativisticos como a variagio da massa do elétron com a velocidade e o
acoplamento do momento magnético intrinseco do elétron com o campo magnético devido
a sua Orbita (acoplamento spin-orbita). Além disso, tem-se também as corregdes hiperfinas
que aparecem devido a interagdo do elétron com o momento magnético intrinseco do
préton, e o "Lamb shift" que aparece da interagdo do elétron com as flutuagdes do campo
eletromagnético quantizado. Tem-se entdo um hamiltoniano que pode ser escrito como

(Cohen-Tannoudji, 1977)

L §+I:Ihf +ﬁLm . (5.42)
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A introdugdo do momento magnético do niicleo através do termo de corregio
hiperfina faz com que o momento angular total seja agora F=J+1.

Esse hamiltoniano nfo depende explicitamente do tempo, de modo que, se
tomamos a equagdo de Schrédinger simétrica temos

%[\P(X,I+ T)-W(x,r-1)]= H, ¥(x,1) . (5.43)

Sendo o hamiltoniano independente do tempo e usando o método de separagio de
variéveis, temos as equagdes desacopladas

H, &(x)=E ®(x) (5.44)
1+ )- T(t-1)]= ET() (5.45)

de onde a solugdo geral
(x,1) = B(x) expl:—i%sen"‘(%)] . (5.46)

A diferenca com relagdio ao caso continuo se manifesta apenas nos aspectos que
envolvem a evolugdo temporal dos estados. 'Como o hamiltoniano nio depende
explicitamente do tempo, os seus autovalores sio exatamente 0s mesmos que se obtém no
caso continuo (Cohen-Tannoudji, 1977)

. 2
E,, =~mc* _ﬁmcczaz _e_[..__..:..%) o +E, +E,, . (5.47)

Uma situacdo em que a diferenga entre os dois casos deve se manifestar é quando
se consideram as probabilidades de transicdo entre os autoestados para um A4tomo
submetido a um potencial dependente do tempo. No caso discreto, pode-se utilizar o
método do hamiltoniano equivalente para obter a probabilidade de transicdo entre os
autoestados. Como assinalamos na se¢fio (3.5), o problema é tratado utilizando-se os

meétodos aproximativos convencionais para perturbagdes dependentes do tempo.

Considerando-se, por exemplo, a interagio do dtomo com um campo
eletromagnético descrito pelo potencial vetor A(x,t), tem-se para o limite de baixa
intensidade, no gauge de Coulomb, o hamiltoniano '
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H(n=H,-V()=H, -

¢ A(Rs)B, (5.48)

(=

em que o termo do potencial € tomado como sendo a perturbagfo. Se consideramos que o
potencial descreve o campo monocromatico de uma onda plana, temos que

A(x,1)= A [exp(i(oﬁ ‘X/c—imt)+exp(—i Wi -x/c+ imt)] , (5.49)

em que £ € a polarizacdo linear do campo e i € a diregdo de propagacio. O termo em
(—iwe) responde pela absorgdo de um quantum %@ de radiagio e o termo em (+ i) pela
emissdo estimulada. Vamos considerar que o sistema se encontre iniciaimente em um
autoestado I®@;) do hamiltoniano independente do tempo. Tomando-se apenas a
perturbacdo de primeira ordem em V(t), obtemos que

()= %I{: explio )V, (¢) dt , (5.50)

onde w; €, no caso discreto, dado por

@, =+ [sen"(ﬂ] _sen” (}:Ei—)] : (551
T h h _

Trabalhando com o termo de absorgio, temos que

c(2)= ii‘;(rbn |42 (8- p)| @,) [ expli(w, @) ]dr . (5.52)

m,c

Assim, a probabilidade de transi¢io de um estado inicial I®, ) para um estado final
b, ) serd dada por '

’ : i ~ ¢ - 2
P (1) =|c£l)(t)|2 = ;2‘;"112 (q)f leim.x/c (a,p)lq)i)r ,[;, exp[i(coﬁ —a))t']dt' (5.53)
ou
4e’ i [ » sen’f{w. —w)t/2 _
P _e |A0| (@] (&- )] [(@, - )y ] (5.54)

(@ ~ o)

em que a determinagfio dos elementos de matriz do termo espacial, utilizando-se a
aproximagdo de dipolo elétrico, fornece as regras de selegfio para as transi¢des. O que
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podemos observar nessa expresséo € a presenca de uma ressondncia indicando uma maior

probabilidade de ocorréncia da transi¢do quando

1 [ _,(rEf] _,(IE.; )]
W=W, =—|[sen | —=|—sen | — || -
T h h

Essa expressdo é formalmente diferente daquela que se obtem para o caso continuo.

(5.55)

Quando a expandimos em termos de T, obtemos que

_E-E 1E-E ,
h 6 R

, (5.56)

em que o primeiro termo fornece as freqiiéncias de Bohr do caso continuo € o segundo o
desvio das freqiiéncias devido 2 introdugdo da discretizagdo temporal:

LE-E . (5.57)

Ay =—
e w

24

Levando em conta o valor cldssico do cronon do elétron, T = 6.26xX10™ s, pode-se

avaliar o desvio de freqiiéncias devido & discretizagdo do tempo. Temos entdo que

Aw, =2.289%x107 (E? - E?) (5.58)

Se consideramos, por exemplo, as transi¢des correspondentes as primeiras linhas
das séries de Lyman e Balmer, ou seja, dos estados ndo perturbados n = n, — n = n,, temos

n, n, AE (eV) v (Hz) Av, (Hz)
i 2 10.2 2.465x10" ~ 10

1 3 12.1 2.922x10" ~ 10

1 4 12.75 3.082x10" ~ 10

2 3 1.89 4.566x10" <1

em que AE € a diferenca de energia entre os estados, v € a fregiiéncia do féton emitido na
transigiio e Av, é o desvio de freqiiéncia devido a discretizagio. O desvio € sempre muito
pequeno. Devemos observar que as corregdes hiperfinas e devidas ao "Lamb shift" séo da
ordem de gigahertz. No caso da transi¢dio n= 1 — n =2, por exemplo, a corre¢io devida
ao "Lamb shift" € de aproximadamente 1.06 GHz.
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Desvios maiores devido a discretizacdo ocorrem para dtomos monoeletrdnicos com
niimeros atdmicos maiores. Para a primeira transicio, o desvio é de aproximadamente
90 Hz para o “He, 1.1 kHz para o 'Li e 420 kHz para o °C. Mesmo assim, o desvio que se

obtem ainda € bem menor que o devido ao deslocamento de Lamb.

Também para o caso de dtomos mudnicos isto se verifica. Para um dtomo mudnico
tendo como niicleo um préton, utilizando-se para o crénon um valor derivado da expressio
cldssica para o elétron (1, = 3.03x107s), temos um desvio da ordem de 1.4 kHz para a
transicdo n= 1 = n =2, em que a freqiiéncia da radia¢iio emitida é de aproximadamente
4.58x10" Hz. '

Para a equacdo retardada, a diferenca com relacio ao caso simétrico ocorre na

”

evolugido temporal dos estados. O procedimento ¢ idéntico ao utilizado acima com a
diferenca de que agora a solucfo geral € dada por

-t
W(x.1) = B(x) [m?ﬂ : (5.59)

de modo que as transi¢cdes agora ocorrem em freqii€ncias dadas por

~ih itE; itE.
O=0; =— In{ 1+ 5 —In 1+T . (5.60)

T

’

Como decorre das caracteristicas da equacdo retardada, esta € uma freqii€ncia
complexa em que a parte real pode ser aproximada por

E;i - E +lEi3_Ef3 T (5.61)
h 3 A '

Re(coﬁ) =

em que o primeiro termo € a expressdo para o caso continuo. Para o caso especifico da

.

transicio n=1—>n=2, obtemos que o desvio devido a discretizagio ¢é de

aproximadamente 18 Hz.

A componente imagindria, por sua vez, € aproximada por

i E}-E!
Im(@;) = —ET T. (5.62)

Na expressdo da probabilidade de transigdo temos o médulo de uma integral
envolvendo a componente temporal da solugio geral. Para o caso retardado, o
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Figura 5.8 - Comportamento da componente temporal da
probabilidade de transigéo.

amortecimento caracteristico manifesta-se fazendo com que, com o tempo, a probabilidade
tenda a um determinado valor fixo ndo-nuio. Esse comportamento pode ser observado na
figura (5.8), que mostra a variacdo do termo temporal entre um instante inicial z,=0 e
algumas centenas de crénons apés. Para podermos observar a envoltéria do "decaimento”
tivemos que utilizar um valor maior para o crénon, da ordem de 10™* s. Quando o crénon é

da ordem do que temos considerado para o elétron, o decaimento é mais lento.

Como pudemos observar, o efeito da discretizag@o temporal sobre o espectro de
emissdo do hidrogénio € extremamente pequeno. Utilizando-se as expressdes obtidas pode-
se estimar que, para que o efeito da discretizacio seja da ordem, por exemplo, do
desiocamento de Lamb, o cronon associado ao elétron deveria ser da ordem de 10 s,
muito acima do valor “classico” (mas proximo do valor tipico das interagdes
eletromagnéticas).

Concluindo, mesmo que a influéncia da discretizac@o sobre os valores energéticos
da radiagdo fotdnica seja muito pequena, pode-se esperar que outros efeitos —— como
aquele mostrado na fig. 5.8 — possam ter conseqiiéncias reveldveis experimentalmente no
futuro.
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5.6 - Consideracoes Finais

Encerrando este capitulo, seria interessante salientar que, quando se tem
hamiltonianos independentes do tempo, os resuitados que se obtem no formalismo discreto
utilizando-se a equagdo simétrica sdo bastante parecidos com o que se obtem no caso
continuo. Para tais hamiltonianos, o efeito da discretizagio se manifesta basicamente nas
frequéncias associadas ao termo evolutivo da funcdo de onda. Como ja se observou, a
diferenca na dependéncia temporal € do tipo

exp{—iE, (1 —1,)/] - c;cp[—i sen“(%)(r—to)/‘c} : (5.63)

A discretizacdo acarreta um desvio na fase do autoestado que pode ser bastante
grande. As autofuncgdes individualmente descrevem estados estacionarios, de modo que a

evolugio temporal aparece quando se tem uma combinacdo linear dessas fungoes,

descrevendo deste modo o estado do sistema. Esse estado evolui no tempo segundo

|¥(1)) = ;cn(O) eXP[—i sen” (Tf )(t _to)/'t:| |9,) . (5.64)

levando-se em conta que H |(pn) =En|(p") é a equagdo de autovalores associada ao

hamiltoniano.

Quando se estudam os estados estaciondrios de uma particula em potenciais
unidimensionais quadrados, por exémplo, obtemn-se os mesmos coeficientes de reflexdo e
transmissdo e o mesmo efeito tinel, uma vez que essas grandezas sdo obtidas & partir de
‘estados estacionarios. Quando se considera uma superposi¢do linear desses autoestados,
criando-se um pacote de ondas, o termo temporal tem que ser considerado, o que resulta

_2m diferencas com relagdo ao caso continuo.

Avaliacdes diversas efetuadas tentando encontrar diferencas significativas
mensuriveis entre os dois formalismos tem sido efetuadas (Wolf, 1987a, 1987b, 1989) mas
os resultados nao sio muito animadores.
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6 - Os Operadores Densidade e a Hipotese ''Coarse
Graining''

6.1 - A Hipotese '"Coarse Graining''

Inicialmente, € conveniente fazer uma pequena revisdo de alguns tdpicos de fisica
estatistica, visando compreender as motivagdes para a descri¢do coarse grained de um
sistema fisico. A hipétese coarse grained serd em seguida utilizada para se obter uma
forma discretizada da equacdo de Liouville, que representa a let de evolugdo dos
operadores de densidade na mecénica quéntica convencional.

Um aspecto importante que deve ser salientado € o fato de que a introducéo de um
intervalo fundamental de tempo é perfeitamente compativel com uma descrigdo coarse
grained. A premissa basica de tal descri¢@o, na fisica estatistica, € a impossibilidade de se
determinar precisamente a posicio e o momento de cada particula que compde o sistema,
num determinado instante. Tome-se, por simplicidade, um sistema de N particulas
similares {e pontuais), cada uma delas com trés graus de liberdade descritos pelas
coordenadas (gq,, q,,q,). Pode-se associar a estas particulas um espago de fases
individual (espago W) definido pelas seis coordenadas (¢,, ¢,,¢,:p,,p,, p,) de modo
que o sistema como um todo serd representado por um aglomerado de N pontos nesse
espaco.

Uma vez que a observagao macroscépica € incapaz de determinar precisamente as
seis coordenadas de cada particula, considera-se que € possivel saber apenas se cada
particula tem suas coordenadas dentro de intervalos (g,,9, +dg,) ¢ (p,,p,+dp,), com
i =1, 2, 3. Para se descrever o estado do sistema no espago I, o que se faz é dividi-lo em
celas correspondentes as imprecisdes macroscépicas 0g,, dp,, cada uma delas ocupando no
espago L um volume

w; = dq, 8q, 8q; dp, 8p, dp; . (6.1)



Essas celas devem ser suficientemente pequenas com relacdo is dimensdes
macroscopicas mensurdveis, mas grandes o suficiente de modo a conter um grande niimero
de particulas,

Quando se toma o sistema como um todo, tem-se que o seu estado macroscopico
serd dado por um conjunto de nimeros {n,} correspondentes ao niimero de particulas em
cada cela. Agora, se se considera o espaco de fases I' 6N-dimensional em que cada estado
assumido pelo sistema € representado por um ponto, a cada configuragio {n;} deve
corresponder em I” uma cela com volume

N
L
V). =] w)". 6.2)
i=l

Levando-se em conta que a permutagiio das particulas nas celas do espago I'" ndo
mudam o estado macroscdpico do sistema, entdo a cada conjunto de nimeros {n}

corresponder4 no espago I' um volume Q, (Jancel, 1969, o denomina estrela) com medida

i

de tal modo que, agora, o estado do sistema ¢ determinado pela estrela ocupada pelo ponto
representativo do sistema no espago I'. Assim, macroscopicamente, s6 é possivel distinguir
em qual estrela estd localizado o sistema, de modo que a qualquer ponto nesta estrela
corresponde um mesmo estado macroscépico.

Quando se considera um sistema cujo estado evolui no tempo, um sistema que ndo
estd em equilibrio, entfio as mudangas no seu estado macroscépico s6 se verificario quando
0 ponto representativo do sistema mudar de estrela, sendo o tempo de passagem pequeno,
mas finito. Durante esse intervalo de tempo, o estado macroscépico do sistema nio muda,

enquanto que o mesmo nio se verifica com o seu estado microscépico.

Desse modo, em se considerando a descrigdo acima, do ponto de vista da fisica
estatistica a incluso de um intervalo fundamental de tempo de modo a discretizar as
equagdes aparece de maneira bastante natural, o que € tanto mais significativo na medida
em que as previsdes da mecdnica quéntica sdo obtidas através de valores médios de
observdveis. As relagbes de incerteza sdo, na interpretagio corrente (Copenhagen) da
mecénica qudntica, independentes da argumentagiio acima e, se se considera que
representam um aspecto fundamental do mundo microscépico (e é 0 que se postula na
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interpretacio de Copenhagen), entio o conceito de crénon, como um intervalo de tempo
fundamental, deve estar a elas relacionado.

6.2 - A Equacio de Liouville Discreta e a Relacdo de Incerteza
Tempo-Energia

Uma tentativa de estabelecer uma relagdo entre o crénon e a relag@o de incerteza de
tempo-energia foi realizada por Bonifacio (1983), estendendo o coarse graining a varidvel
tempo. Na teoria quéntica convencional, o operador densidade obedece a equagio de
Liouville-von Neumann

p A irTa -
— =-ilp(t) = ——|H,p!{ ,
5 p(t) h[ p] (6.4)
sendo £ o operador de Liouville. E imediato observar que, se H for independente do tempo,

a solugio € dada por

A H Y- .
p(T)= exp(—z; T) Po pr(l % T) ) (6.5)

que fornece a evolugdo temporal do operador densidade i partir de um instante inicial ¢,
sendo T = ¢ - 1, 0 tempo de evolugdo. '

Quando se constr6i uma descrigdo coarse grained da evolugdo temporal
introduzindo uma granulacdo T de modo tal que o tempo de evolugdo seja agora dado por
T=kt(k=1,2,.., ), tem-se que o operador densidade p resultante ndo mais satisfaz a

equagdo (6.4), mas a uma forma discretizada da mesma dada por
P_(E)‘+(’“:Il=_ P25 , (6.6)

com t = kT, a qual se reduz a equagdo de Liouville-von Neumann quando T 0, obtém-
se, na representacdo de energia {|n)} (satisfeitas certas condigdes que garantam ser p(k) um

operador densidade), que (6.8) prescreve para p uma evolugdo que preserva o trago,
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obedece a lei dos semigrupos e, o que é mais interessante, ¢ uma evolugéo irreversivel em
direcdo a uma forma estaciondria diagonal para p.

Ou seja, chega-se a uma reducdo de estados, no sentido em que aparece no

problema da medida na mecénica quéntica, mas que nio ¢ instantinea e depende do valor
caracteristico T:

p) = 3 P, (0)|n)n| . 6.7)

E importante observar que os termos nfo diagonais tendem exponencialmente a
zero segundo um fator que, em primeira aproximacao, é dado por

2
exp| ——em T! (6.8)

Assim, a reducio A forma diagonal se verifica desde que T seja finito, nfio importando o
qudo pequeno, ¢ desde que ndo se tenha w,,T<« | para todo n, m, sendo
o0, = (E,I -E, ) /h as frequéncias de transi¢do entre os diferentes autoestados de energia.

Essa condigdo, w,,,T < / , é sempre obedecida para sistemas com espectro nio ligado.

Estes resultados, juntamente com uma andlise da equagdo de Heisenberg a
diferencas finitas definida para valores médios de observiveis

A =Tr{p(DA) (69

na descricdo coarse grained, sugerem uma interpretacdo de T em termos da relagdo de
incerteza AE At > #/2 em que T é um intervalo de tempo caracteristico satisfazendo 2

desigualdade

A

' 2
com AE = [(H*)-(H)" | (6.10)
de modo que o significado matematico da relagio de incerteza de tempo-energia é o de
fixar um limite mfnimo para o intervalo de tempo no qual a evolugfio temporal pode ser
descrita. Assim, "a irreversibilidade coarse grained seria uma consequéncia necessdria de

uma impossibilidade intrinseca de se dar uma descri¢o instantinea da evolugio temporal,
em funcdo da relacdo de incerteza de tempo-energia” (Bonifacio, 1983).
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O fato do operador densidade, na representagdo de energia, tender a uma forma
diagonal, faz com que seja interessante aplica-lo & Teoria Quéntica da Medida. Pode-se
observar também que, mesmo sem se assumir o coarse graining do tempo, sem usar o
formalismo estatistico empregado por Bonifacio, a reducdo A forma diagonal do operador
densidade decorre diretamente da equagio de Liouville a diferengas finitas e de algumas
condi¢des assintéticas acerca do comportamento da solugdo, desde que seja obedecida a
relacdo ®,,,7 << / (Caldirola e Bonifacio, 1983).

O ponto crucial, do qual decorrem tanto o decaimento dos termos nio-diagonais do
operador densidade quanto a prdpria equagdo de Liouville discretizada, ¢ o fato do
operador de evolugio temporal obtido da descri¢io coarse grained nio ser um operador

unitario. Deste modo, o operador

i
- ANE 6.1
[ it.ﬂ)k ©.1h
1+—= :
A

como todo operador ndo-unitirio, nio preserva as probabilidades associadas a cada um dos

Vi=kt,t=0)=

autoestados de energia que compdem a expansdo do estado inicial nessa base de
autoestados. Pode-se desde ji observar que o aparecimento de operadores de evolugdo
temporal nfo-unitdrios nfo € decorréncia exclusiva da formalizacio coarse grained, visto
decorrerem também das equagdes de Schrodinger discretizadas.

Tendo em vista as caracteristicas da evolu¢do dos operadores de densidade,
procurou-se aplicar os resultados obtidos ao problema da medida na mecénica quéntica.

6.3 - Aplicacio do Formalismo Discreto ao Problema da Medida na
Mecanica Quantica

Utilizando uma formalizagio bastante geral, pode-se fazer uma descricio do
processo de medida, aproveitando o que se conhece acerca da evolugdo do operador
densidade de estados, determinada pela equagio de Liouville discretizada. Para tal, propde-
se adotar uma descrigfo similar aquela utilizada por Ballentine (1986).
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Quando se fala em medi¢do, tem-se sempre em mente que, NO Processo, estdo
envolvidos um objeto 8, do qual quer-se medir alguma varidvel dinfmica R, ¢ um apareiho
A, que € utilizado para efetuar tal medida. Suponha-se que R ¢ um operador associado ao
observivel R, com uma equacio de autovalores R | 7) = r | r) que define uma base completa
de autovetores. Assim, tomado isoladamente, quaiquer estado do objeto pode ser
expandido em termos dos autoestados de R: '

lw), =2 clr)s - (6.12)

Quanto ao aparelho, é conveniente restringir o contato com ele a possibilidade que
se tem de conhecer os autovalores de um observavel A, do qual um dos autovalores
representa o valor indicado no mostrador do aparetho. Além disso, sejam os seus muitos
nimeros quénticos internos rotulados por um {ndice m. Esses nimeros quanticos internos
servem para que se especifique uma base completa de autovetores, associada ao aparelho.
Assim, tem-se que

Alo,m), =ojo,m), . | (6.13)

Suponha-se agora que o aparelho seja preparado de tal modo que o seu estado
inicial seja |0,m),, isto &, no estado inicial o mostrador do aparelho indica o valor zero. A
interacio entre os dois sistemas ¢ introduzida utilizando-se o operador de evolugio
temporal, sendo tal que haja uma correlagéo entre o valor de r e a medida o,

Para tratar do processo de medicdo propriamente dito, considera-se entdo uma

situagio bem geral. Primeiramente, considere-se o seguinte estado puro do sistema
objeto + aparelho (0 + A ):

|\11;;,)=|l11)(,|0,m),f . (6.14)

A evolucio deste estado, na descrigdo continua, utilizando-se o operador de
evolugdo, serd dada por

U(,1) | ¥),|0.m), = X, |ot, s, m) =|P]) (6.15)

que é uma superposicio coerente de autovetores macroscopicamente distintos (cada um
deles corresponde a uma medida o, diferente). A grande dificuldade, para a interpretagio
de Copenhagen da mecénica quintica, se deve ao fato desta considerar o estado I‘PL) como
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associado a um unico sistema: um estado puro fornece uma descri¢io completa e exaustiva
de um sistema individual. Assim, a superposicio coerente acima representa um Wnico
sistema, de modo que, ao final da interagdo que determina a medigdo, o mostrador do
aparelho ndc deveria mostrar um resultado bem definido, ja que o que se tem da expressio
(6.15) € o sistema em uma superposi¢io de seus estados possiveis.

Entretanto, sabe-se que, na realidade, o aparelho sempre mostra um tnico valor
como medida. E este descompasso entre a observagdo € a descricdo provida pelo
formalismo, quando interpretado a maneira de Copenhagen, que resulta na necessidade de
se introduzir o postulado da redugéo do estado vetor

! : .
|LP"'> = |a’n’ ro’m>
onde ry € o valor observado no mostrador do apareiho.

Esse fato tem sido considerado por muitos como sendo um problema para a
interpretacdo usual da mecénica quéntica (Wigner, 1963; Ballentine, 1970). As tentativas
de se solucionar o problema dentro do contexto da interpretagdo foram muitas, indo da
famosa Many-Worlds Interpretation proposta por Everett ¢ Wheeler (1957) até a teoria da
medida de Daneri, Loinger e Prosperi (DLP, 1962; Rosenfeld, 1965), bastante complexa,
em que a redugdo dos estados quinticos superpostos € descrito como um processo
desencadeado pela introdugdo de fases aleatérias nos estados do aparelho devido a sua
interacdo com © objeto. A formalizacdo apresentada aqui € bastante simplificada,
especialmente quando comparada a teorias do tipo DLP.

Como estado inicial no processo de medicédo, considere-se o estado misto para o
sistema composto § + A

p'=Y C, [N . (6.16)

onde C,, € a probabilidade associada a cada um dos estados |‘I‘:") Essa probabilidade é,

como no caso classico, uma probabilidade de ignorincia, ou seja, ndo é intrinseca ao
sistema. No caso continuo, o operador evolugdo, quando aplicado a esse operador
densidade, fornece um estado final

70



p/=Up' U =3 C,|¥/)¥s|=

=Y e, Y i

N Ht

o, rm)et, irm|} 6.17)

onde a presenca de termos ndo diagonais corresponde & superposi¢do coerente dos
autovetores correspondentes. Aqui, o postulado da reducdc do estado se aplica aos
clementos ndo diagonais do operador densidade. Quando se efetua uma medida sobre o
sistema, os termos ndo diagonais tendem instantaneamente a zero (Scully et al, 1978). Uma
vez que no caso continuo a evolugdo temporal do estado do sistema decorre da aplicagdo
de um operador unitdrio, preservando a condigio de estado puro p* =p, é impossivel que
esse colapso decorra da agdo desse operador. Na forma diagonal, o operador densidade
representa uma mistura incoerente de autovetores de A, sendo que a indeterminagéo com
relacdio ao resultado da medida € reflexo tinico e exclusivo da ignorincia que se tem com
relagdo ao estado inicial do sistema.

No caso discreto, em que o operador evolucio temporal € dado por (6.11), estando
a interacdo entre aparelho € objeto embutida no hamiltoniano H, a situacdo € bastante
diferente. O motivo principal dessa diferenga se deve ao fato do operador evolugo nio ser

mais um operador unitdrio. Para facilidade de manuseio deste operador, serfio utilizados os
autoestados do operador hamiltoniano na representagdo de energia: H|n) = E, |n), sendo

entdo os estados | n ) estados de energia definida.

Sabe-se do formalismo dos operadores densidade que, quando o operador R ¢é
diagonal na representagio de energia, nfio aparecem os termos de interferéncia quando se
calcula o valor esperado de um certo observdvel. Ou seja, o fendmeno das “oscilagbes
quénticas" (quantum beats), tipicas da superposicdo coerente dos estados |»n), ndo
ocorrera.

Como o operador evolu¢io € uma fun¢do do hamiltoniano e, portanto, comuta com
0 mesmo, a base de autoestados de energia é também uma base de autoestados do operador
evolugdo. Pode-se agora utilizar um procedimento idéntico ao utilizado por Bonifacio, e
considerar a evolugfo do sistema nessa representacio.

Assim, tem-se que o operador V(r = k1,2 =0) leva o operador densidade p? inicial a

um estado final em que os termos nfo diagonais decaem exponencialmente com o tempo:
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pl = (rfV(t =kt = O)fs)= —Po __ | (6.18)

(1 + i(j)rx't)dt
onde
(Drs =l(Er_Er)=lAErr . | (6'19)
h Yok '
A expressio (6.18) pode ser reescrita como
p.(D=p, (0)e ™ (6.20)
sendo
1
=—Injl+o’t’ - (621
Yrs 21 { rs } .
v, = L an™ (®,1) (6.22)
T

Pode-se observar de imediato que os termos nio-diagonais tenderdo a zero a
medida que o tempo passa, tanto mais rapidamente quanto maior for T, que aqui é um
intervalo relacionado ao sistema objeto + aparelho como um todo. Quando se tem em
mente que, na descricio coarse grained, o intervalo de tempo T decorre da impossibilidade
de se distinguir entre dois estados distintos do sisterma descrito, deve-se lembrar que o
sistema objeto + aparelho nio € mais um sistema puramente quéntico. Ou seja, T pode vir
a ser razoavelmente grande, 0 que implicaria num amortecimento extremamente rdpido
dos termos ndo-diagonais do operador densidade (figura 6.1). O que se tem, entfo, € um
processo tipo redugdo do estado do sistema, ainda que formalizado de uma maneira
bastante rudimentar. Tal resultado parece bastante relevante por servir de alento para
trabalhos futuros sobre esse tema tdo importante e polémico.
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Figura 6.1 - Fator de decaimento dos termos ndo-diagonais do operador de densidade de estados para dois

valores diferentes para 1. Para ambos os casos utilizou-se para AE = 4 eV. (a) Amortecimento mais lento
para T = 6.26x10™s; (b) T = 1x10™"%.

Alguns pontos devem ser enfatizados acerca dessa breve abordagem que foi
efetuada. Primeiramente, deve-se salientar que o resultado obtido nfio se verifica para o
. caso em que se utiliza operadores evolugdo obtidos diretamente da equagio de Schrédinger
retardada. O cardter dissipativo da equagdo de Schrédinger retardada faz com que a norma
dos estados vetores decaia com o tempo, levando a um operador de evolucdo ndo unitirio.
Na defini¢éo do operador densidade aparece também o adjunto do operador de evolugio, o
que resulta no aparecimento de um termo de decaimento extra que nfio desaparece para os
elementos ndo diagonais. Esse efeito, assim como a questdo da compatibilidade entre o
formalismo dos operadores de densidade e o de Schrédinger serdo analisados mais adiante
no Apéndice A. Sendo o sistema composto @ +A um sistema complexo, ele é
adequadamente descrito pela formulagéio coarse grained, de modo que a compreensio da

relagdo entre as duas formulagBes seria necessdria para que se tenha uma idéia mais clara
dos processos envolvidos.

Nao obstante ter sido uma abordagem bastante ingénua, pode-se observar o
relacionamento intrinseco entre processo de medida e irreversibilidade. O operador
evolugio V obedece as propricdades de um semigrupo, de modo que ndc é
necessariamente inversivel, e operadores ndo-inversiveis estdo relacionados a processos
irreversiveis. Certamente, ndo se pretende que todo processo irreversivel seja determinado
por um tal tipo de operador. No entanto, num processo de medida, em que o objeto é

perdido apés a detecgdo, tem-se um processo irreversivel que poderia muito bem ser
descrito por um operador como V.
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Finalmente, vale lembrar que, com relagio ao problema da medida, existem
- controvérsias até mesmo na maneira como abordar matematicamente o problema. Neste
trabalho utilizou-se uma formalizagdo bastante simplificada, sem incluir nenhuma
consideracdo extra além das que se tem no formalismo quéntico, permitindo que se
pudesse individualizar o mais claramente possivel os efeitos da discretizagéo do tempo na
abordagem do problema.

6.4 - Observaciao Final

A introdugdo de um intervalo fundamental de tempo na descri¢do do problema da
medida, portanto, possibilita uma formalizagdo simples de um processo de "redugio de um
estado”. Entretanto, esse comportamento sé se verifica para o caso retardado. No caso
simétrico, em se considerando a forma simétrica da equagdo de Liouville-von Neumann
discretizada, o que obtemos € uma solugio do tipo

P (1) = P, (O) exp{—%sen"[%(lfn ~E, )]} ,

em que os elementos diagonais ndo evoluem no tempo € 0s ndo-diagonais t€m um
comportamento cossenoidal, cada termo com sua freqii€ncia caracteristica.

Isso significa que a equagfio simétrica ndo € adequada para descrever o processo de
medida. Essa é uma diferenca importante entre as duas descrigGes.

E extremamente importante ressaltar que a discretizagio direta da equagdo de
Liouville-von Neumann para a evolugdo do operador densidade p leva 2 mesma equagéo
discreta obtida aplicando-se o procedimento "coarse grained"' a essa equagdo. Por este
motivo, consideramos ser essa equag¢do a equagdo basica para se trabalhar com sistemnas
complexos, 0 que vem ao caso quando se procura descrever um processo de medida. Deve-
se lembrar que, num processo de medida, o aparelho € sempre um objeto macroscépico.
Enquanto isso, a equagio de Schrédinger parece referir-se a um sistema quéntico simples
evoluindo em "equilibrio” (i. e., sem mudangas bruscas de estado quéntico) com o meio.
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7 - Conclusoes

Como se pdde verificar ao longo deste trabalho, a introdugdo de um intervalo
fundamental de tempo, tanto na teoria cldssica do elétron quanto na mecinica quéintica,
tem vdrias implicagdes interessantes. A possibilidade de se derivar, a partir de um
tratamento semicldssico do elétron, utilizando-se um modelo bastante simples para a
particula, a massa aproximada de todos os componentes massivos da familia dos léptons é
um fato relevante o bastante para que se dé uma maior atengéo a hipétese do crénon.

O que se procurou fazer neste trabalho de tese foi tentar compreender a
aplicabilidade das virias equagdes distintas que se obtem ao se proceder a discretizagéo.
Ou seja, que tipo de descri¢fio fisica fornecem as equagdes de Schrodinger simétrica,
retardada e avangada. Isso pode ser feito observando-se o comportamento tipico das
solucdes que se obtem em cada uma das situagdes e, particularmente, atentando para o
processo de obtencdo dessas equacdes utilizando-se o formalismo das integrais de
trajetéria de Feynman. Tem-se entdo que a equagiio avancada descreve um sistema que, de

algum modo, recebe energia do meio. Pode-se supor que, para evoluir de um instante a

outro o sistema tenha que absorver energia do meio, o que justificaria o fato de que,
utilizando-se o formalismo de Feynman tomando o sentido usual do tempo, s6 se obtenha a
equagio avancada. O propagador depende apenas do hamiltoniano, sendo independente da
fungdo de onda que descreve o estado inicial do sistema sobre o qual ele atua. Desse modo,
ele descreve uma transferéncia de energia para o sistema. A equagio retardada € obtida por
uma inversio temporal, invertendo-se o sentido do propagador, ou seja, invertendo-se o
sentido do fluxo de energia. O fator de amortecimento caracteristico das solugdes obtidas
no caso retardado indicam um sistema perdendo energia de modo continuo. Desse modo,
tem-se que tanto a equagdo retardada quanto a avancada descrevem sistemas abertos
(dissipativos e absorvedores). Finalmente, a equacdo simétrica descreve um sistema em
equilibrio energético com o meio. Isto significa que s6 € possivel obter solugdes
estaciondrias utilizando-se a equagdo simétrica. Quanto & natureza dessa energia, ela pode
estar relacionada com a prépria evolugfio do sistema. Pode-se argumentar que sé existe
evolugio temporal macroscdpica se existe algum fluxo de energia entre o sistema e o meio.
Assim, estados descritos pela equacgdo simétrica sdo basicamente estados de equilibrio, ndo

havendo nem dissipacio nem absor¢io liquida de energia no sistema como um todo. Pode-
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se dizer também que essa equagdo descreve um sistema fechado, que nio troca energia
com o meio exterior. '

Por outro lado, se se faz um paralelo com o caso cldssico, pode-se dizer que a
equacdo simétrica deixa de ser vdlida quando as interagdes com o meio variam
intensamente em intervalos de tempo da ordem do cronon. Assim, fendmenos como a
colisio de particulas altamente energéticas implicariam na utilizacfio das equagbes
avangada e retardada em sua descrigdo. O decaimento da norma associada aos estados
vetores descritos pela equagfio retardada indicaria o préprio decaimento do sistema, ou
seja, descreveria um sistema saindo de seu "estado de equilibrio” inicial. O comportamento
da solugdo avangada, por sua vez, indicaria a transicdo do sistema para seu futuro estado.
Essa especulagdo sugere uma outra interpretago, mais proxima do espirito da mecénica
quintica. Pode-se considerar que o sistema seja descrito simultaneamente pelas trés
equacdes. No entanto, a mecénica quéntica trabalha com médias sobre ensembles, o que €
uma descricdo de uma realidade puramente matemdtica. A questdo ¢ que, tomando-se
como vilida a hipbtese ergddica, tem-se que essas médias sobre ensembles sdo
equivalentes a médias sobre o tempo. Ou seja, o formalismo quéntico fornece apenas
valores médios. Quando os potenciais envolvidos variam lentamente quando comparados
ao cronon do sistema, de modo que o tempo de interacio seja longo, tem-se que a
contribuicio dos fatores transientes provenientes das equacOes retardada e avancada se
contrabalanceiam. Entdo, na média, o sistema se comporta de acordo com as previsdes da
equacdo simétrica. Quando, pelo conirdrio, os potenciais variam muito fortemente em

intervalos da ordem do crénon néo se tem uma solugio estacionéria. O formalismo discreto

descreveria esse evento utilizando. para o intervalo de tempo da interaciio, as solucdes

transientes, que forneceriam o estado do sistema apds o término da interacdo. A partir de
entdo o sistema seria novamente descrito por uma solugdo da equagao simétrica.

-

A interpretacdo mais "quintica” das trés equagdes € considerar que apenas a
equacdo simétrica descreve um sistema quantico. Durante o processo de interagfo a teoria
ndo fornece qualquer descricio do sistema, apenas mostrando os possiveis estados do
sisterna apds o periodo transiente. A descricdo da interagfio exigiria um dado a mais: o
conhecimento do processo de interagdo, o que envolve um desenvolvimento tedrico
adicional como, por exemplo, a criagdo de um modelo de interagéo.

Ao lado do significado fisico das equagdes discretizadas, ou seja, do tipo de
descrigdio fisica nelas embutida, hd também a questdo da evolugdo temporal dos estados
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quénticos. As equacdes de Schrodinger descrevem a evolugdo de uma fungdo de onda a
qual se associa uma amplitude de probabilidade. Se se faz um paralelo com a teoria
cldssica discreta do elétron, tem-se que essa funcio de onda reage 4 a¢do do hamiltoniano
ndo instantaneamente, mas apés um intervalo de tempo caracteristico do sistema descrito.
Dentro da mecéinica quintica discretizada, a justificativa para a reagdo ndo imediata se
deve ao fato de que um principio fundamental de incerteza impede uma resposta
arbitrariamente préxima ao instante de aplicacio do hamiltoniano (Wolf, 1991). Essa
incerteza poderia estar relacionada com a prépria perturbagfo causada pelo hamiltoniano
sobre o estado do sistema, manifestando-se através de uma relagiio de incerteza do tipo da
relacdo de incerteza de tempo-energia de Mandelstam e Tamm (Fock, 1962). O que se tem

entio é uma evolugdo temporal em que o estado "macroscdpico” do sistema salta
descontinuamente de um instante a outro. Os saltos quénticos ("quantum jumps'") portanto

ndo aparecem apenas nos processos de medida mas sdo aqui um aspecto intrinseco da
evolugio temporal do sistema quintico. A diferenca estd no fato de que o salto, aqui, ndo
tira o sistema do estado quintico em que ele se encontra mas apenas determina a evolugio
desse estado.

Um outro aspecto caracteristico da descrigdo discreta provida pela equagdo
simétrica € a existéncia de um limite superior permitido aos autovalores do hamiltoniano
de sistemas ligados. Do mesmo modo, na descriciio da particula livre, observou-se a
existéncia de um limite superior para a energia das autofungdes que compdem o pacote de
ondas que descreve a particula, ainda que esse limite ndo implique em uma energia
maxima possivel para a mesma. A existéncia desse valor limite estabelece um espectro
para os autovalores do hamiitoniano dentro do qual as condi¢des de normalizacdo sdo
mantidas. Uma vez ultrapassado esse limite, hd uma transicio para estados excitados
internos do sistema. Isso permitiu, por exemplo, que se obtivesse o mion como um estado
excitado do elétron.

Finalmente, seria interessante destacar o cardter nfo linear da relagdo entre a
energia e a fregiiéncia de oscilagio de um estado, e o fato da teoria ser intrinsecamente
ndo-local, como se pode verificar observando as equagdes discretizadas.

2

Deve-se salientar novamente que a teoria tratada aqui € ndo-relativistica. No
entanto, os resultados produzidos sdo bastante interessantes. Deve-se salientar também que
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o formalismo discreto em sua forma simétrica reproduz os resultados do formalismo
continuo. Os efeitos da discretizago se manifestam na evolugio temporal dos sistemas
mas, infelizmente, esses efeitos sdo sempre extremamente pequenos. Seria portanto
interessante tentar encontrar situagdes em que se pudesse ter uma diferen¢a mensurével
entre os dois formalismos. Isso talvez pudesse ser conseguido explorando-se os desvios de
fase causados pela discretizagdo, como se viu nas segdes (5.2) e (5.3). Quanto a
justificativa de se introduzir um intervalo de tempo fundamental, talvez possamos
encontré-la ern Bohr em sua réplica 4 famosa argumentacio de Einstein - Podolski - Rosen:
"Até onde um significado ndo-ambiguo pode ser atribuido a uma expressdo como
'realidade fisica' nfio pode naturalmente ser deduzido a partir de concepgdes filoséficas a
priori ... mas deve ser fundamentado numa recorréncia direta a experimentos e medidas".
Considerar o tempo, ou o espago, como continuo é uma posicio filoséfica criticdvel visto
que, ao nivel das medidas experimentais, a natureza é discreta.

Potencialmente mais importante € o fato de que o novo formalismo quéntico
discreto permite ndo somente a descricio de estados estaciondrios, mas também a
descrigdo espaco-temporal de estados transientes, como os estados de interacdo. Isto se
consegue utilizando as equagdes ndc-simétricas, a retardada e a avangada, as quais
descrevem sistemas dissipativos e absorvedores (longe do equilibrio), e nio somente

sistemas em equilibrio com o meio.

De qualquer forma, os resultados teéricos mais importantes do formalismo
quéntico discreto sdo provavelmente aqueles que nos permitiram (capitulo 6) apontar um
caminho para a resolugdo dos problemas de medida e de irreversibilidade. Note-se que
esses problemas se resolvem ndo com o formalismo de Schrédinger discreto, mas
utilizando o formalismo coarse grained. Ou seja, com o formalismo resultante da
discretizagdo direta da equagdo de Liouville-von Neumann, que descreve a evolugdo

temporal dos operadores de densidade no caso continuo.
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Apéndice A: Operadores de Evolucio Temporal nos Formalismos
Discretos de Schriodinger e Liouville-von Neumann

Quando se tenta aplicar o formalismo descrito anteriormente ao problema da
medida, surge a necessidade de se ter um operador de evolugo bem definido, nos moldes
do que se tem no caso continuo: um operador unitério, satisfazendo as propriedades de

grupo.

No caso continuo, quando se tem um hamiltoniano independente do tempo, o
operador evolugdo tem a forma

Oct.1,) = expl-i(¢-1,) A/n) (A1)

e serd unitdrio desde que H seja hermitiano. No caso continuo, por defini¢do, todo
observivel é representado por um operador hermitiano. Um operador € definido unitério

quando seu conjugado hermitiano for ignal-ao seu inverso, de modo que

AA = AA! = 1. (A2)

Um outro aspecto importante relacionado com um operador unitdrio refere-se a
conservagio de probabilidade. Em outras palavras, se o estado inicial estd normalizado em
1 ele assim permanecerd para todos os instantes posteriores. Ou seja, o operador evolugio
ndo altera a norma dos estados sobre o qual ele atua. Assim, sabe-se de antemio que 0s
operadores de evolugdo das equages de Schrodinger retardada e avangada que, como se
viu, fornecem solu¢des em que a norma sempre varia com o tempo, ndo serdo operadores
unitérios. |

A seguir, serdo determinados os operadores de evolugiio temporal associados aos
formalismos de Schrédinger e dos operadores de densidade e, por meio deles, tentar-se-4

estabelecer a equivaléncia das duas descrigdes.

79



A.1 - Operadores de Evolucio no Formalismo de Schridinger

Para as equagdes de Schrédinger discretizadas pode-se facilmente obter os andlogos
discretos dos operadores de evolugdo temporal. Seja, inicialmente, a equacdo simétrica
que, como ji se pbdde observar, € a que mais se aproxima da descrigdo continua. Apés
alguma manipulag@o algébrica da equagdo obtem-se que o operador pode ser escrito como

Ut,t) = exp[—M sen” [IEH , (A.3)
T h
de tal modo que
W(x,0) = ﬁ(t,r0)| P(x,t,)) = expli—i(—t—?c—t-o—)- sen”’ (%—?H |W(x.1)) . (A4)

Assim, se a equagio de autovalores do hamiltoniano € dada por
HW(x,5,)) = E[¥(x,1,))

tem-se que
| ¥ (x,1))= exp[—@ sen™ (%ﬂ | W(x,1, )) )

Sendo H um operador hermitiano, o operador evolugdo para a equagio simétrica
também € hermitiano. No entanto, a existéncia de um limitante para o valor mdximo
possivel aos autovalores de H faz com que, a partir desse limite, © operador evolucio
deixe de ser hermitiano. Na realidade, se se considera que, na situagio instdvel, o
operador H tenha a forma

H=v+ix

onde V e K sdo operadores hermitianos, obtem-se — no caso continuo — os mesmos
resultados do caso hermitiano discreto. Isso porque uma caracteristica dos operadores ndo-

hermitianos € justamente o fato de n&o conservarem a norma do estado sobre o qual atuam.

Para a equagio retardada pode-se determinar que o operador evolugdo seja dado por
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N : N —(f—‘u)/‘T
Oty) = [1 + %ch} , (A.5)

sendo que, no limite T — 0,

=0

N & L (et} B
lim (1+%1H) = AR - (A

que € uma expresséo conhecida por igualdade de Trotter. Pode-se, tomando o hermitiano
conjugado U!, verificar que esse operador ndo € unitdrio. Na base de autoestados de H,
pode-se verificar que

. _12 ~{r-r)fn
(n[001n) = [1 " Ej) (AT)

e ndo igual a 1, como ocorre no caso continuo. Desse modo, tem-se a razdo de nédo se
verificar conservagdo de probabilidade nas solugdes da equagdo retardada. Além disso,

sendo o operador evolugdo da equagio avangada dado por

. c A\l
U1, =0) = (1 —%1:H) , (A.8)

pode-se verificar que a equivaléncia formal entre ambas se dé pela inversdo do sentido do
tempo e do sinal da energia. No caso relativistico, isto € compreensivel se se leva em
consideragcdo que, se uma transformagio inverte o sinal da componente temporal de um
quadrivetor posi¢do, entdo ela inverte também o sinal da energia, que é o elemento
correspondente do quadrivetor energia-momento. Assim, a equacdo retardada descreveria
uma particula com energia positiva se propagando adiante no tempo, enquanto que a
equagdo avancada descreveria um objeto com energia negativa viajando retroativamente no
tempo, ou seja, uma antiparticula, agora com energia positiva e viajando adiante no
tempo (Recami, 1978; Recami € Rodrigues, 1982, 1983; Pavsic € Recami, 1982).
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A.2 - Operadores de Evolucio no Formalismo dos Operadores de
Densidade

Por simplicidade, seja |\|I(t)> um estado puro. O operador densidade de estados €

definido como

(1) =|w(ONw()| . (A.9)

Pode-se mostrar que esse operador evolui temporalmente segundo as leis de
evolugio

Arplt ——[H(t) p(2)] -~ H(1) plo) A(e) (A.10)
para o caso retardado,
A, p(1)y= [H(r) p(r)]+— A(r) p(2) A() (A1)
para o avancado e, para o simétrico,
AB() =—[H(0.5(1)]
h » . (A.12)

Pode-se observar, entdo, que tanto a equagdo retardada quanto a avancada néo s@o
possiveis de serem obtidas & partir de uma discretizagéo direta da equagdo de Liouville-von

Neumann do caso continuo. Tal equivaléncia formal sé se verifica para o caso simétrico.

Considerando-se o caso retardado, pode-se obter o operador de evolugdo temporal
equivalente como sendo

1

ita oA a (t-to)f=
[ LY NS H]
h A

\((AAE (A.13)

Pode-se observar que esse operador € diferente daquele obtido na formalizacio
coarse grained.
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1

T
(1+££)
A

Vo (1,8,) = (A.14)

e que ele também ndo é um operador unitirio. V., € definido de modo a ter as

propriedades de um semigrupo, ndo tendo necessariamente um inverso, mas possuindo as
demais propriedades como comutatividade, existéncia de um elemento identidade, além da

propriedade de invaridncia translacional da condicéo inicial.

O que se pode concluir dessa desigualdade entre os dois operadores de evolugdo €
que aparentemente ha um conflito entre as duas descri¢cdes. Na descri¢do "coarse grained"”
partiu-se da equacdo continua de Liouville-von Neumann e introduziu-se a granulagio da
evolucdo temporal chegando-se a um operador de evolugdo temporal que se mostrou
satisfazer a equacdo retardada

8= H.5()] -

O outro caminho foi partir da defini¢do do operador de densidade, determinar a equacdo

dindmica discretizada e, a partir dela, calcular o operador de evolugdo temporal.

Para o caso simétrico, o operador de evoluciio € dado por

~ i\t—1t ]
V(t,t,)=exp —u sen'{%} ,
T

que € uma expressio bastante semelhante a que se obtem para o caso continuo.

A.3 - A Compatibilidade das Duas Formulacdes

Tem-se entdo dois operadores evolucdo distintos para as equacfes retardadas de
Schridinger € Liouville de modo que, caso seja possivel estabelecer uma ligacio entre
ambos, chega-se 4 compatibilidade das duas descrigdes. O que se busca é estabelecer uma
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relagiio entre os dois operadores observando a sua atuagdo sobre o operador densidade de

estados. Assim, o que se deseja é que os operadores satisfagam, se possivel, & relagdo
V-1 p, = 0@ t-1)p, U'tt,t—1) (A.15)

onde a acdo diferenciada dos dois operadores se deve ao fato do operador V, dado por
(A.13), ser um operador bilinear, enquanto que U, dado por (A.S), ¢ um operador linear,

Essa relagio ¢ vélida no caso continuo, onde os operadores de evolugdo atuam
sobre o operador densidade segundo a expressio

B(1)= expl-1 £ (e 1,)/n] by = expl -1 Al —t) /b exeli B e-s)/a] . (516

Considerando-se a base de autoestados do hamiltoniano, {In)} tem-se que

(nid §(0)m) = (E,~ E,) £, (0) (A7

de modo que
eXP(‘“i 2 t) p(0)=exp[~it(E, ~ E,)] P.m{0) . (A.18)
exp[—i H t] py exp|i H t]=exp[~i(E, ~E,)] P.(0) - | (A.19)

A questio € saber se para o caso discreto a relagdo equivalente € vélida. Para o caso
retardado, deve-se verificar se a relagdo

1 1 A 1

=t )T 60 = , (1-tq )/ Po . (r—tg)/x
itA TP A oo (=) [ :*ca] " [ ETA] 0 (A.20)
P 1+—H 1-—H
[1+ AR p - -

é valida. Se o for, tem-se que as duas formulagGes sfo compativeis. O que se obtem € que,
se se considera que as relagdes do tipo (A.18) e (A.19) continuem vilidas no caso discreto,
a igualdade acima se verifica. Ou seja, para um elemento genérico da matriz do operador
tem-se que

1 1

1
_’r 12 741 pnm(o) = pnm(o)
1
1+—I|E,~-E,)+—=EE
[ h( H m) h2 n m]

[1+QE,,] [1_3-1-5,"] |
n 7
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Essa equivaléncia pode também ser verificada para os demais casos. Quando se
considera o resultado obtido na formalizagdo coarse grained, verifica-se pois uma
incompatibilidade com a expressdo obtida via Schrodinger. Para (A.14) tem-se que

M Y1) P S ——— ;)

[1+‘—h££} [1+%(E,,—-EM)J

A questiio € saber qual a diferenca fundamental existente entre as duas descrigdes;
se ambas sdo validas e em que situacio o sédo.

Alguns comentdrios devem ser feitos. Primeiramente, € preciso lembrar que a
descrigio coarse grained € uma descri¢o semicldssica, que pressupde um sistema com um
certo grau de complexidade, enquanto que a descri¢do provida pelo vetor estado € uma
descrigdo fundamentalmente quintica, em principio nfo impondo condigdes com relagéo
ao nimero de graus de liberdade do sistema descrito. Existe uma diferenga bésica na
prépria maneira como € concebido o conceito de crdnon. No caso da descricdo coarse
grained, este é entendido como sendo uma grandeza intimamente ligada as limitagOes
experimentais ou, no caso ideal, as limitagSes impostas pelas relagGes de incerteza. No
caso da equacio de Schrodinger, o valor de T é tomado como sendo um intervalo de tempo
fundamental associado aos processos de interacdo entre os componentes do sistema, e do
sistema como um todo com algum potencial externo; ou seja, associado aos processos
internos do sistema, assim como foi concebido para o caso do elétron cldssico. A
discretizacio introduzida na formalizagio coarse grained nio teve, em principio, o carater
fundamental considerado ao discretizar a equagdo de Schrédinger.

Desse modo, pode-se compreender a auséncia do termo misto no operador de
evolugdo obtido pelo procedimento semicldssico e sua incompatibilidade com a descrigéo
mais puramente quéntica provida pelas equagdes de Schrodinger. O que se pode concluir €
que, sendo uma descri¢io semicldssica, o espectro de aplicabilidade da formalizagéo
coarse grained se estende aos casos em que o sistema estudado néo € puramente
microscépico, aplicando-se particularmente a processos de medida, em que se tem um
sistema microscépico interagindo com um aparelho macroscépico. Observe-se que nessa
formalizacdo apenas a equacfio retardada foi obtida. Nesse caso, tem-se que o sistema

descrito dissipa energia (sendo portanto um sistema aberto). E € justamente essa

caracteristica que permite que se tenha acesso ao resultado de um processo de medida.
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Com relag@o ao operador obtido diretamente do formalismo de Schrodinger para o
caso retardado, tem-se que, com o passar do tempo, todos 0s elementos da matriz de
densidade decaem com o tempo, mesmo os diagonais. Existe, além disso, a questio de que,
na teoria quéntica, ndo existe um limite de aplicabilidade da teoria no que se refere ao
ntimero de graus de liberdade envolvidos. Néo h4 no formalismo uma distingéio entre um
sistema macroscOpico e um microscdpico, de modo que ele deveria ser capaz de reproduzir
0 que se obtem com o formalismo coarse grained. Ou seja, o problema da medida aparece
também no formalismo discreto sob a forma da ndo equivaléncia entre os operadores de
evolugdo temporal obtidos (A.13 e A.14).
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Apéndice B: Operadores Ndo-Hermitianos no Formalismo Discreto

Um dos aspectos que assinalamos ao longo deste trabalho é o cardter
"néo-hermitiano" do formalismo discreto. Na representagéo de Schrédinger, por exemplo,
a equagdo continua pode reproduzir os resultados obtidos com as equagdes discretizadas
uma vez que se substitua o hamiltoniano convencional por um hamiltoniano nao-
hermitiano adequado, que denominamos anteriormente "hamiltoniano equivalente".

Uma caracteristica dos operadores nao-hermitianos é o fato de seus autovalores
estarem definidos sobre o campo dos nimeros complexos. Pode-se sempre considerar que
um operador linear ndo-hermitiano seja composto por uma parte hermitiana, que fornece a
componente real dos autovalores, ¢ por uma parte anti-hermitiana que fornece a
componente complexa.

Vamos considerar, no caso continuo, que o hamiltoniano seja um operador
nao-hermitiano dado por

H=V+ik, (B.1)

onde V e K sdo hermitianos. Temos entdo, no formalismo de Schrédinger, sendo o

hamiltoniano independente do tempo, que o operador de evolugédo temporal € dado por

U, ()= exp[% (R—i-9)(t—1, )} . (B.2)

Para o formalismo discreto, vimos no apéndice A que o operador de evolugio para
os estados retardados € dado por (A.3)

) P L
Ut = [1 + E‘EH] ) (A.5)

onde H é o operador hermitiano associado ao hamiltoniano convencional. Podemos
reescrever esse operador de evolugéio como

A (t~1,) 7 H? ift-1,) _(<H
I _ile=t) o[ TH B.3
U, (t.t,) exp[ 5 In|1 + o exp . tan alIR (B.3)
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Comparando (B.2) e (B.3), obtemos que a equivaléncia entre os hamiltonianos se
verifica uma vez que V e K sejam dados por

b= %tan[%) , (B4)
2 112
= —Z—F;ln(1+ i ; } . (B.5)

Para o caso avangado, obtem-se as mesmas expressdes a menos do sinal negativo
em k. Para o caso simétrico, abaixo do limite critico, tem-se que

v =Esen"(ﬂJ , k=0 . (B.6)
T

Acima do limite critico, Vv deixa de ser hermitiano. Neste caso, o operador de
evolugdo temporal pode ser escrito como

~ 3 t—1t
U, (1.2,)= exp[-—ﬂ(r——to )} exp o) (B.7)
2T T
de onde podemos obter que
o= hn ’ (B.8)
27
(B.9)

em que Vv passa a ser independente do hamiltoniano H, e K deixa de ser nulo.

As relagdes obtidas acima mostram quais as caracterfsticas que vV e K devem ter de
modo que a equagio continua reproduza os resultados das equagdes discretas. Observando
o operador de evolugdo continuo, temos que a parte anti-hermitiana de H tem um
comportamento ndo estaciondrio, resultando num termo de decaimento ou de amplificacdo

associado ao estado quéintico sobre o qual ele é aplicado. Assim, temos solugdes
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estaciondrias apenas no caso simétrico abaixo do limite critico. Nas demais situagdes K é
ndo-nulo, estando o termo transiente sempre presente.

Na mecéanica quéntica, operadores ndo-hermitianos tém sido utilizados apenas
como artificios matemdticos, como no caso da equagdo de Lippmann-Schwinger na teoria
de espalhamento. Ji se observou, também, que a introduciio desses operadores
possibilitaria a descriciio de estados instdveis, associando fenomenologicamente o fator
transiente ao tempo de vida do estado considerado (Cohen-Tannoudji et al., 1977). Se num
instante #,=0 o sistema descrito se encontra num estado |n) que é um autoestado do
hamiltoniano H entdo, se esse estado é instavel, espera-se que a probabilidade de encontri-
lo neste mesmo estado num instante £ posterior seja dada por

B.(2) = ([0 (0| )| = exp(-1/7,)
0 que nos permite especificar o tempo de vida T;, para o caso retardado, como sendo

T

Ty =—";'E"2'Er , (B.10)
ln(1+ 1 ) _

hz

€ para o caso simétrico, acima da energia critica,

T
T2 E?
IRy

21n| [

Esses tempos de vida estfo ligados a estados que, na formulagdo discreta, sdo
intrinsecamente instaveis. Apenas a equagfo retardada parece ser associada a estados
quénticos que decaem no tempo. Se isso for realmente vélido, tem-se uma expressdo por
meio da qual se poderia determinar fenomenologicamente o valor do crénon. Quando se
considera o elétron, por exemplo, pode-se de imediato antecipar que os tempos de vida
fornecidos por (B.10) sfo extremamente curtos.

O que podemos observar € que a discretizagdo temporal di origem a um
formalismo que, mesmo considerando apenas operadores hermitianos, apresenta uma
descrigédo equivalente a introdugdo de operadores ndo-hermitianos.
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