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RESUMO 

O objetivo deste trabalho ~ estudar a estabilidade do 

Modo Kink Interno e do Modo Kink Central em plasmas cilín­

dricos, MHD ideais, devido a variações de pressão e diferen 

tes perfis de corrente. Utiliza-se a equação de Euler para 

estabilidade-a derivada por Goedbloed e Sakanaka. 

A análise do problema ~ baseada num m~todo de teoria 

de camada limite, onde efeitos devido i in~rcia do plasma 

so sio considerados numa pequena camada, no entorno do pon­

to onde a perturbação ~ paralela às linhas de campo. Para 

o Modo Kink Interno ~ feito tamb~m a análise num~rica, inte 

grando-se uma equação de valor característico. 

Calculou-se a razão de crescimento da instabilidade 

para os dois modos para diferentes perfis de pressao e cor­

rente. 

Verificou-se que tanto para o Modo Kink Interno quan­

to para o Modo Kink Central, a razão de crescimento tor­

na-se maior com o aumento nas variações destes perfis. Mas 

para o Modo Kink Interno obteve-se uma redução de at~ 50% 

na razão de crescimento, comparada com os resultados obti­

dos por Rosenbluth et al. Para o Modo Kink Central cons­

tatou-se que a razão de crescimento ~ proporcional ao S do 

plasma e is derivadas da pressão e corrente. 



ABSTRACT 

The objective of this work is to study the stabi­

lity of the Internal Kink and Central Kink medes in ideal 

~1HD cylindrical plasmas due to the pressure variations and 

the different current profiles. It was used the o - Euler 

equation derived by Goedbloed and Sakanaka. 

Its analysis is based on the boundary layer method, 

where tl1e effects due to the plasma inertia are only 

sidered in a boundary layer in the neighborhood of 

surface where the perturbation is parallel to the 

con­

the 

field 

lines. For the internal Kink mode a numerical analysis is 

also done by integrating the Euler equation. 

It was calculated the growth rate of the two medes 

for the different pressure and current profiles. 

It was verified that for both, the Internal Kink 

and Central Kink modes, the growth rate becomes larger as 

the derivative of these profiles increases. However, for the 

Internal Kink mode, one obtains a reduction of up to SOl in 

the growth rate calculated by Rosenbluth et al. For the 

Central Kink mode, one notices that the growth rate is 

proportional to B of the plasma and to the derivativas of 

the pressure and current. 



! N D I C E 

I - Introdução 

II - Modelo Te6rico 

III - Análise do Modo Kink Interno e Kink Central 

1 - Introdução 

2 - Análise da Estabilidade-a do Modo Kink 

Interno 

3 - Análise da Estabilidade-a do Modo Kink 

Central 

IV - Análise dos Resultados 

Aodo Kink Interno 

2 - Modo Kink Central 

V - Conclus6es 

1 - Modo Kink Interno 

2 - Modo Kink Central 

- Apêndices 

A - Obtenção das Equaç6es que Descrevem o 

Páginas 

1 

17 

21 

24 

34 

43 

54 

67 

67 

Modo Kink Interno 69 

B - Equaç~es par~ o Modo Kink Central 84 

C - Determinação dos Parâmetros de EquilÍbrio 91 

- Referências 97 



-1-

CAP!TULO I 

INTRODUÇÃO 

O estudo de instabilidades do plasma tornou-se um 

alvo de interesse no mundo da ci~ncia quando iniciaram-se as 

pesquisas de reatares de fusão termonuclear controlada, em 

1952 [Sl. O objetivo prático desta pesquisa era, e ainda e, 

o desenvolvimento de um reatar auto-sustentável que obtenha 

sua energia a partir da fusão de nGcleos leves. Para conse­

guir-se as condições para as quais um reatar de fusão seja 

economicamente viável, é necessário confinar o plasma de deu 

tério ou trítio através de campos magnéticos, para mant~-lo 

longe de qualquer sistema a baixas temperaturas como as par! 

des sólidas de um sistema de vácuo, em uma temperatura ciné­

tica de 100 KeV e com uma densidade de partículas de 10 14 c~~ 

durante um período de pelo menos ls. Entretanto, ls é maior 

do que um período do plasma, surgindo então uma questão im­

portante: se a configuração de equilíbrio na qual o plasma 

está magneticamente confinado é estável ou instável. Muitas 

das tentativas de confinar um plasma de alta temperatura mag 

neticamente,. falharam porque a configuração do campo magnéti­

co de equilÍbrio usada experimentalmente era instável e o 

plasma se movia rapidamente (-lus) para as paredes da camara 

de vácuo. 

Os experimentos tem demonstrado que as instabilida 

des mais destr~tivas do estado de equilÍbrio do plasma, sao 

as chamadas instabilidades magnetohidrodinimicas (MHD)ideais, 

e que estas podem ser eliminadas por uma configuração de cam 
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po magn€tico adequado. Entretanto a eliminação destas insta­

bilidades não possibilitou ainda um reatar de fusão satisfa­

tório, pois o próprio plasma cria uma outra instabilidade 

que de maneira geral € menos destrutiva do que aquela que 

se conseguiu eliminar, mas que mesmo assim € s€ria o sufi­

ciente, para provocar perda do plasma mais rapidamente do 

que a permitida para um reatar de fusão viável. 

As instabilidades MHD ideais são assim denominadas 

pelo fato de poderem ser descritas por um sistema de equa-

çoes de fluidos macroscópicos, onde o plasma € consideradoum 

fluido condutor perfeito, isto €,de condutividade infinita, 

imerso num campo magn€tico de equilíbrio. 

Atrav€s deste modelo foram propostos vários m€to­

dos para a análise da estabilidade de uma configuração de 

equilÍbrio do plasma, ou das propriedades das instabilidades 

associadas com um dado equilíbrio do plasma. 

Um deste m€todos está baseado em considerações da 

energia. Um estado de equilíbrio de um plasma com uma ener­

gia potencial W será estável se W € um mínimo e caso contrá­

rio, pode ser instável. Para investigar a estabilidade de um 

plasma atrav€s deste m€todo, € necessário calcular a varia­

çao na energia potencial do plasma quando sujeito a uma dada 

perturbação. O equilíbrio do plasma € estável se a variação 

na energia potencial € positiva para todas as perturbações -

permitidas pelas equações do plasma. Se existir alguma per­

turbação possível para a qual a variação na energia poten­

cial seja negativa, então o plasma € instável. Este m€todo 

€ muito fitil para a determinação dos valores dos parimetros 
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de equilfbrio que resultam num equil{brio instivel. Mas nao 

é um bom método para se determinar a razão de 

de uma instabilidade particular. 

crescimento 

Uma outra maneira para se determinar a estabilida-

de do equilíbrio de um plasma é a análise dos modos normais. 

Este método assume que se o equil{brio a ser investigado e 

perturbado, as equações linearizadas do plasma para o desen­

volvimento da perturbação no tempo podem ser resolvidas, su­

jeitas às condições de contorno apropriadas, assumindo uma 

depend~ncia no tempo da forma exp(-iwt). Com este procedi­

mento tem-se uma equaçao para w em termos dos parimetros de 

equilfbrio. Os w obtidos desta equação podem ser real ou ima 

ginário puro. Se todos os w sao reais, então todas as variá­

veis da perturbação oscilam harmonicamente (a amplitude da 

perturbação é limitada), e o plasma é estável. No caso de w 

imaginário o sistema é instável, pois os modos normais cres­

cem no tempo. A análise dos modos normais dá uma informação 

completa sobre as instabilidades associadas a um equil{brio 

particular do plasma. O comportamento de qualquer perturba­

ção inicial pode ser acompanhado respeitando os limites im­

postos pela linearização das equações. Infelizmente a análi­

se dos modos normais pode ser aplicada somente aos casos on­

de o equilfbrio do plasma é simples o suficiente,para permi­

tir a solução das equações diferenciais para o pla~ma. 

Estes dois métodos de análise permitiram a deriva­

çao de critérios de estabilidade que são extremamente Úteis 

para o estudo de uma determinada configuração de 

do plasma, que falaremos mais adiante. 

equilfbrio 
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Vamos discorrer agora sobre as perturbações num 

plasma, ji que e com a introdução destas que se faz o estudo 

de uw dado.estaJo de equilfbrio. Considera-se um estado de 

equilfbrio estitico em torno do qual introduz-se uma pequena 

perturbação. Em sistemas cilfndricos é costume represen-

+ tar-se estas perturbações por ~; que expressam os deslocamen 

tos de elementos da coluna de plasma em coordenadas cil{E_ 

dricas (r, e, z), além da depend~ncia temporal t. Estes des-

locamentos podem ser representados como uma superposição das 

componentes de Fourier na forma 

!Cr.e,z) ~ (~r(r), ~ 8 (r), ~z(r) exp [i(me + kz- wt)] 

onde k é o número de miJa toroidal, que caracteriza a perio-

dicidade da perturbação ao longo do eixo e esti relacionado 

com o comprimento de onda da deformação, A , por k ~ 2w/A 

m e o modo azimutal da perturbação e determina a periodicid~ 

de na direção e. 

A depend~ncia temporal da perturbação é determina-

da resolvendo-se a equação linearizada de perturbações, como 

ji dissemos na descrição da anilise dos modos normais. Mas 

de qualquer forma,valeria a pena retomar este ponto para in 

traduzir-se a definição de pinch. Então recomeçando esta 

explanação temos que, pelo fato do operador força, 

2-> 
p __ a_s_ ~ F 

at 2 

ser auto-adjunto, w2 é real e consequentemente w pode ser 

real ou imaginirio puro. Se w for real o plasma é estivel,i! 

to é, o pinch é estivei; caso contririo, w imaginirio, o 
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pinch e instável. 

Define-se um pinch puro como aquele em que o plas-

ma colunar é comprimido radialmente pelo campo magnético, i_!l: 

duzido pela pr6pria corrente ao longo do plasma. Um pinch 

puro e extremamente instável, de maneira que, para se conse-

guir uma maior estabilidade aplica-se externamente, campos 

longitudinais estabilizantes. Como resultado tem-se um campo 

helicoidal que comprime e confina, ou s6 confina, um .plasma 

colunar. O termo pinch foi generalizado para expressar este 

siootc.10 ' " pinch diz-se difuso quando a corrente se espalha 

ao longo da coluna de plasma, e diz-se abrupto quando a cor­

rente está localizada numa camada extremamente fina no plas-

ma. 

Depois dessa definição de pinch, voltemos às per-

turbaç6es. As perturbaç6es de modo azimutal m 1 são deno-

minadas filo do Kink. Este modo corresponde a um deslocamento 

radial da coluna de pinch,que combinado com o modo k, faz com 

que a coluna de plasma se deforme de maneira helicoidal. Fi-

sicamente ocorreentão o seguinte mecanismo: na região encu!: 

vada resultante, a densidade de linhas de força ao redor da 

coluna de plasma é maior no lado cõncavo do que no lado con 

vexo desta, e consequentemente o campo azimutal, B
8

, exerce 

uma pressao magnética mais intensa no lado cóncavo da colu-

na, tendendo a aumentar a curvatura. A estabilização pode 

ser feita com um campo magnético longitudinal, Bz, dentro do 

plasma. O encurvamento deste campo B produz uma tensão mag­z 

nética que age como uma força restauradora, contra a deses-

tabilização produzida pelo campo azimutal, B
8

. Foi mostrado 
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por Kruskal [7] e ainda por Kadomtsev [8] que a condição de 

e.stabilidade, 

nao e efetiva para estabilizar perturbaç5es de longo compri-

mente de onda, mesmo com um campo magnético longitudinal,Bz, 

muito intenso. 

Por este motivo existem duas possibilidades para 

se estabilizar a instabilidade Kink: 

1. colocar.se uma parede metálica condutora ao redor do 

vacuo, 

2. superpor-se externamente um campo magnético longitudinal. 

No primeiro caso, quando o pinch se desloca não há 

mudança no fluxo magnético entre o plasma e a parede condutQ 

ra, pois as linhas de força não podem penetrar no metal. Ca-

so a coluna de plasma mova-se para perto da parede, as li-

nhas de força são comprimidas, causando um aumento da pressão 

magnética, de maneira que surge então uma força restauradora 

que estabiliza a~instabilidade. Mas convém ressaltar que, se 

o raio da parede condutora for muito grande comparado com o 

raio da coluna de plasma, e ainda,o comprimento de onda da 

perturbação pequeno o bastànte com relação a este Último, en 

tão as linhas de força não sao comprimidas apreciavelmente . 

Assim a força restauradora nao é suficiente para e~tabilizar 

o Kink. Uma análise detalhada feita por Taylor [9] mostra 

qual deve ser a relação entre o raio da parede metálica, b, 

e o raio da coluna de plasma, a, para que todos os comprime~ 

tos de onda sejam estabilizados, 
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b < Sa 

No segundo caso, a existência de um campo magnéti-

co longitudinal faz com que a estabilidade decresça. Isto 

est~ associado com a mudança na geometria do campo magnéti-

co. As linhas de força fora do pinch são helicoidais , sendo 

o passo desta hélice dado por : 

rB 
h (r) = 21f z 

~ 

Yntr6 as v~rias perturbaç6es possiveis,pode exis-

tir uma com um comprimento de onda que coincida com o pas-

so do campo magnético helicoidal. Uma deformação deste tipo 

provoca uma distorção minima no campo fora do pinch (distor­

ção incompressivel). Diz-se então que o plasma se move entre 

a~ linhas de força sem distorcê-las. Na pr~tica tem-se que 

o passo h não pode ser maior que o comprimento L do pro-

prio pinch. A condição de estabilidade leva ao valor critico 

da corrente de descarga Ic , 

1rC 

r 2B z 
-L-

Se a corrente de descarga excede este valor criti-

co surge então a instabilidade. Este resultado foi encontra-

do independentemente por Kruskal et al [10] e por Shafranov 

[11]. A corrente critica Ic é sempre denominada de limite 

de Kruskal-Shafranov. 

Até aqui,os casos tratados representam uma extrema 

idealização. Ao se considerar o sistema de pinch com conter-

no difuso, então o critério de estabilidade depende essen-

cialmente dos perfis de distribuição de corrente, dos campos 
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magn~ticos e da pressao do plasma, a que est~ sujeita a se-

ção do pinch. 

Temos então necessidade de voltar a falar sobre 

os m~todos gerais de an~lise de estabilidade, j~ introduzidos 

anteriormente, para que atrav~s deles possamos mencionar crl 

t~rios de estabilidade que são mais pr~ticos para se obter 

informaç6es sobre a condição de estabilidade, quando se leva 

em conta os perfis de equilíbrio. 

A estabilidade de um pinch difuso pode ser melhor 

investigada atrav~s do princÍpio de energia, (j~ introduzido 

anteriormente), formulado por Bernstein et al [12], que ~ es 

crito em termos da equação de Euler, 

6W 
1T 

= 2 

A equaçao de Euler ~ singular nos pontos r = r
0 

onde quanti-
Be 

dade F m -:r-+ kBz , que est~ contida em f, se anula. Ou 

seja, e singular nos pontos onde v(r) = -k/m. Uma expansao 

da equação de Euler em torno de tais pontos leva ao crit~rio 

de estabilidade de Suydam [13] 

-ª.E+ 
dr 

rB 2 
z 

-8 ( 1 dv ) 2 > 0 v dr 

Be 
onde r~ a distância ao eixo do pinche v=--- ,e o inverso 

rBz 

do passo das linhas de campo magn~tico helicoidal. Este cri-

t~rio, da maneira pela qual foi derivado por Suydam, ~ uma 

condição s6 necess~ria para a estabilidade. Newcomb [3] for­

mulou por minimização da W {! }, a condição necessiria e 

sufic~nte para a estabilidade, que ~ expressa atrav~s do se 

guinte teorema: O pinch é estável para todos os valores de 
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m e k se e somente se é estável para m 1, -oo < k < +oo e para 

m O no limite de k + O. 

Uma generalização parcial do critério de Suydam P! 

ra uma geometria toroidal de superfície circular foi feita 

por Ware e Haas [14]. Seus cálculos basearam-se numa expan­

sao da razio de aspecto de 6W, para o caso de uma densidade 

de corrente toroidal quase constante, e para q também quase 

constante. O termo q e o fator de segurança, que e a razao 

entre o comprimento de onda das linhas do campo magnético e 

o comprimento da circunfer~ncia maior do Plasma (2nR
0
). Para 

configurações deste tipo o critério de estabilidade é então, 

onde g_'_ 
q 

d 
dr 

Em seguida, Shafranov e Yurchenko [15] trataram o 

caso de superfícies de fluxos circulares com perfis de j•(r) 

e q (r) arbitrários. ,usando tanto a análise dos modos normais 

para grandes m, quanto o método do princípio da energia;eles 

demonstraram que esta filtima equação é a generalização cor­

reta do critério de Suydam para geometria toroidal. 

A primeira consequ~ncia deste critério e que a 

' 
estabilidade dos modos é alcançada se q > 1 para todo r. Pa-

ra distribuições de corrente monotonicamente decrescente q 

tem seu mais baixo valor sobre o eixo, então q
0 

> 1 garante 

a estabilidade. 
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Para finalizar a descrição dos crit~rios de esta-

bilidade, vamos citar a teoria de estabilidade-a, desenvol-

vida por Goedbloed e Sakanaka [ll, e que seri utilizada por 

nós neste trabalho. 

Os autores desta teoria definiram um funcional de 

. \''a energia, ,, , da forma 

onde W = - i J! . F { ! } dT e a variação da energia po-

tencial já definida por Bernstein [12] e I ~ o virial 

I = 1 (+ 
2 ..> t; 

+ 
pi; dT . 

A grande diferença entre a equaçao a-Euler obtida 

por esta teoria, para descrever o comportamento do plasma, 

[f(a)x']'- g(a)x O 

sendo x = r t; , x (r = O) = x (r = a) = O 
r 

e a equaçao usual obtida por Newcomb [3], e o fato de que 

2 a equação acima é não singular para a > O, enquanto que a 

equação de Euler marginal (a = O), possue singularidades nos 
mB

8 
r 

pontos onde F = O, sendo F + kB z 

Usando o critério de Jacobi para o cilculo varia­

cional, foi possivel formular o seguinte teorema para estabi 

lidado-a: "para valores especificados de m e k, o pinch li-

near difuso é estável-a, se e so se, a solução não trivial 

da equação de a-Euler que se anula em r=O, não possua um Z! 

ro no intervalo aberto (O, a)", (Goedbloed e Sakanaka [1]) 

O ponto r = a é onde se encontra a parede ideal condutora 
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que limita um plasma cilíndrico. 

Um equilíbrio ~ dito estável-o se nio existir ne­

nhuma perturbação que cresça mais rapidamente do que exp (ot), 

e caso contrário, ~ instável-o. Se o equilÍbrio for instá-

vel-o, pode-se determinar a razio de crescimento y da insta­

bilidade, simplesmente aumentando-se o valor de o tal que o 

zero de o se desloque da regiio entre O e a at~ a posição a. 

Neste ponto o equilíbrio~ marginalmente instável-o, isto~. 

y = o. 

A conexao entre esta teoria e o lado instável do 

-f. b .. 2 2 E espectro e ·e1ta ao se su st1tu1r o por -w na equaçao o- u 

ler, resultando em 

[f(iw)x']'- g(iw)x =O, x(D) = x(a) O, 

e que apresenta propriedade Sturmiana. 

A vantagem em se utilizar o crit~rio de estabili­

dade-o, ~que pode-se analisar a estabilidade de um sistema 

em intervalos de tempo de intBresse, em vez de tempos infini 

tamente longos como~ de costume nas análises usuais. Ou se-

ja analisa-se perturbações que cresçam mais rapidamente do 

que exp(ot), onde o = 1/T , .. se T. ~ algum tempo característ_i 

co necessário para a fusão. Esta aproximação para a estabili 

dade não está necessariamente restrita aos problemas de esta 

bilidade de plasma termonuclear, pode inclusive ser muito 

Útil para qualquer problema físico,onde um sistema' dinâmico 

~ estudado somente durante um período de tempo limitado. Na 

física de plasma por exemplo, poderia-se escolher T como sen 

do o tempo durante o qual considera-se as equações da magne-

tohidrodinâmica simplificadas, como sendo uma aproximação 
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razoável da situação real. Um outro exemplo seria, um plasma 

que e~t; c ntid~ durante um tempo que ~ unicamente determina 

do pelo decaimento das correntes externas; neste caso esco-

lheria-seT como sendo o tempo de decaimento das correntes, p~ 

ra se estudar a questão da estabilidade durante este tempo. 

Os crit~rios de estabilidade descritos at~ agora 

sao mais do que suficientes para analisar a instabilidade 

Kink, que e o objeto de estudo deste trabalho. 

Como jâ dissemos, as perturbaçôes de modo azimutal 

m = 1 sao denominadas Modo Kink. Nos parágrafos precedentes 

descreveu-se o m'canis~p pelo qual o modo se torna instável 

e as possfveis maneiras de estabilizá-lo. Este modo e elas 

sificado em três classes: Modo Kink Interno, Modo Kink Cen-

trai e Modo Kink Externo. 

O Modo Kink Interno foi previsto teoricamente por 

Shafranov [16] em tokamaks de baixo-s , sendo considerado bai 

xo-s, os valores de s da ordem de 0.01. Esta instabilidade 

caracteriza-se principalmente pelo fator de segurança q(r) = 
rB

2 

ROBe 
ser monotonicamente crescente, e pelo fato do vetor 

+ de deslocamento ~ ser constante para r ::_ r 0 e zero para 

r > r 0 . O ponto r 0 ~ o ponto de singularidade onde v (r0 ) = -k 

ou q(r
0

) = 1. A instabilidade s6 ~ possfvel devido a presen­

ça deste ponto singular, da{ o porque da instabilidade nao 

ocorrer para qmin(r) = q(O) > 1. Estas consideraçô~s te6ric~ 

estão ilustradas na Fig.(l.~. O perfis de equilfbrio, pre~ 

são, p(r), o inverso do passo das linhas de campo magn~tico 

helicoidal, v(r), e a densidade de corrente longitudinal 

j_(r), se caracterizam por serelJl monotonicamente 
~ 

crescentes 



* Fig. (1) 

2.5 ~. 
o l 

4. 

2. 

___ _1 

.5 

2.5o=-·l 
:.s 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

R =10 
f.lo :: .I O 15 
nq =- .985 

-2 t =.540xlO 
m ::.1 __j 

r I. 

R =20 
fÁ<>:: 0.88 
n n = .568 

'1 ') a ,. 7J:71x 10-" 
IT\ :;; I 

1 
r I. 

"'----------L ________ I 
.5 r I. 

-13-

(a) 

(b) 

Auto função ~ , e o fator de segurança, q, para r 
o Modo Kink. (a) Nodo Kink Central. (b) Modo 
Kink Interno. ---== 

(*) Extratfda da tese de mestrado do Hisataki Shigueoka 
[17] . 
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Um outro Modo Kink, o que foi denominado Kink Cen-

tral por Shigueoka [17] é mostrado na Fig. (l.b). Este Modo 

possue as mesmas propriedades do Modo Kink Interno,sendo que 

o ponto singular r
0 

está localizado muito próximo do, ou so-

bre, o eixo ma~nético, ± € ' onde E e pequeno. 

Este modo instável tem surgido para 
R o 
- < 15, em contraste a 

R o 
com o Modo Kink Interno que so aparece para > 15, 

a para 

os perfis de equilÍbrio considerado. 

Finalmente, o terceiro Modo Kink aparece para um 

equilíbrio de alto-S [1], sendo alto-s os valores de S entre 

0.1 e 1.0 (máximo valor possível). Este modo instável é ob­

tido para perfis de ~(r) crescente. Tais configurações têm 

distribuições de densidade de correntes diferentes das de um 

toka:"Jak de bai-:o-B. Num tokamak de baixo-S a corrente longi-

tudinal e alta no eixo, para se criar um perfil de ~(r) de-

crescente com bastante cizalhamento das linhas de força para 

a estabilidade. Num tokamak de alto-S o cizalhamento neces-

sârio é criado de maneira oposta, ou seja, por baixas densi-

dades de corrente no eixo e altas na região exterior. A Fig. 

( 2) mostra o perfil de equilíbrio que e mais ou menos uma 

imagem oposta daquele de um tokamk de baixo-s. Pela sua ca­

racterística, a instabilidade de modo m = 1 para tokamak de 

alto-s é denominada instabilidade de Modo Kink Externo. 

O objetivo deste trabalho é o estudo da estabili-

dade dos Modos Kink Interno e Kink Central através da teoria 

de estabilidade-o, devido a efeitos de variações nos perfis 

de pressio, ou seja do termo se~ iE) e variações nos 
p dr ' 

per-

fis de densidade de corrente j (r). Tenta-se aqui verificar z 



o 
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(a) 

(b) 

(c) 

Fig. (2) Perfil de Equilíbrio de Tokamak de alto-s. s=O.l.(a) perfil 
do passo magnético helicoidal ll· (b) perfis das densidades 
de correntes toroidal, Jz, e poloidal, J 8 . (c) perfis dos 

. campos magnéticos toroidal, Bz, e poloidal, B . 
(*) Extraída da tese· ele mestrado do Hisataki Shigueoka b7J. 



se perfis de 

j (r) = jQ(l z 

equilibrio da forma 
2 

- ~ )Y , e s t ab i l i z am 
a 
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2 4 
p(r) = p

0 
[l-ex;- (l-ex);] e 

a a 
ou desestabilizam os modos 

instáveis de um plasma cilindrico, isto e, o quanto a razao 

de crescimento da instabilidade diminue ou aumenta pelo fato 

de se variar estes perfis de equilibrio. 

O conteúdo deste trabalho está distribuido da ma-

neira que se segue. No capitulo II está apresentado o mode­

lo teórico por nós adotado, e a técnica utilizada na resolu­

ção dos sistemas de equções que descrevem o comportamento do 

plasma (teoria da camada limite). 

O capitulo III está dividido em tr~s partes, sendo 

que na s~gunda delas, III-2, é feita a análise do Modo Kink 

Interno,analitica e numericamente, para as duas regiões em 

torno da camada inerciai do plasma. B encontrada através do 

casamento assintótico das soluções para as regiões interna 

e externa a esta camada, a solução analitica geral para este 

modo. Na seção III-3 é explorado o Modo Kink Central para 

o qual obtém-se, depois das considerações necessárias, uma 

equaçao de auto-valor que será integrada numericamente. Tan-

to para o Modo Kink Interno como para o Modo Kink Central,as 

análises sao iniciadas a partir da equação de a-Euler, para 

o caso m = l e k 2r 2 
<< l, deduzidas da equação original de 

Goedbloed e Sakanaka [l]. 

O caritulo IV apresenta os resultados obtidos ana-

litica e numericamente, como também a análise destes resulta 

dos para os dois modos. 

No capitulo V tem-se as conclusões do trabalho de­

senvolvido e sugestões para trabalhos futuros. 
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CAPITULO II 

MODELO TEClRICO 

O trabalho por nos desenvolvido toma como configura­

çao de equilÍbrio, uma coluna de plasma cilÍndrica infinita e 

peri6dica de raio a e período L = ZwR. Circula no plasma uma 

corrente longitudiral lz na direção do campo Bz aplicado ex­

ternamente, e esta corrente cria um campo magn6tico poloidal 

B8 . A situação acima descrita esti mostrada na figura (3). 

L_, 

I 
Superfície onde q(r) 

fig. (3) - Modelo Te6rico 

rB z 

SuperHcie 

Perturbada 
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Este sistema e um modelo de uma "coluna" toroidal 

de plasma de raio maior R e raio menor a, como em um toka-

mak !2] Tem-se que,devido a estabilidade o campo poloidal 

Be e muito menor que o campo longitudinal B
2

, ou seja , 

Be/B
2 

- a/R << 1. O equilíbrio é considerado simétrico com 

relação ao centro da coluna de plasma e desta maneira, todas 

as grandezas de equilíbrio dependem somente da coordenada ra 

dial r. Assim as perturbações no entorno deste equilíbrio po 

dem ser descritas em termos das componentes de Fourier nas 

coordenadas e e z, isto é, 

-e (r, e, z, t) = t (r) exp [i (me + kz - wt) J, onde t represen-

ta o deslocamento do elemento da coluna de plasma localizada 

no ponto (r, e, z). 

Como o nosso sistema de equilíbrio (coluna periód_i 

ca de período L 2wR) e um modelo para um sistema toroidal 

de raio maior R e raio menor a, um numero inteiro n de com-

primento de onda deve estar contido em um período do siste-

ma, isto e 

2wR = nÀ • 

Mas o comprimento de onda na direção longitudinal e dado por 

- -

Se.-J_dt ,ss','m, temos: 

2rr 
À = -k-

k n 
-r 

De acordo com as observações experimentais, somen-

te os modos com comprimento de onda longo (pequeno valor de 
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n) em = !,apresentam riscos para a situação de equilibrio. 

Neste, téal .lho nós vamos nos restringir a um desses casos, 

a lnl = l c m = l. 

Um outro detalhe importante ~ que vamos nos deter 

a sistemas toroidais de grande razao de aspecto, ou seja a 

sistema onde R/a >> l. Tem-se então que: 

ka << 1 

Isto significa que vamos considerar somente os modos com com 

primento de onda longo, comparado com o raio menor, a, da co 

luna de plasma. 

Esta quantid,~e ka, que ~ pequena, ~ usada como o 

parâmetro de comparação para as diversas quantidades que ap~ 

recem nas equações e cilculos por nós desenvolvidos. 

As equações MHD ideais que descrevem o comportame.!! 

to do plasma quando sujeito a perturbações no entorno do es­

tado de equilihrio, são resolvidas empregando-se a teoria da 

camada limite r6J. A razão disso ~que a solução nao trivial 

destas equações satisfazendo as devidas condições de contor­

no, tem em geral, um ou virias pontos singulares dentro do 

plasma onde esta solução diverge. Então no entorno desses po.!! 

tos, considera-se uma pequena camada de espessura T<<a, onde 

os fatores que queremos estudar (no nosso caso, a in~rcia do 

plasma e a razão de crescimento da instabilidade do modo) 

não são despreziveis. O sistema de equações resultpntes para 

esta camada ~ resolvido com a condição de contorno de que sua 

solução tenda assintoticamente para a solução das equaçoes 

das regiões externas a esta camada (onde para o nosso caso,a 

in~rcia do plasma, pa
2 , ~praticamente nula). Se a equação 
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e 11ma equaçao de auto-valor, este ~ obtido atrav~s da con-

diçio de casamento assint6tico das soluções nestas diferen­

tes regiões. Esta situação est~ mostrada na Fig.(4). 

'1 (r) 

r 

Fig.(4) - T~cnica de Camada Limite 
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CAPITULO II I 

ANÁLISE DO MODO KINK INTERNO E KINK CENTRAL 

III-1. Introdução 

O desenvolvimento das análises do modo kink inter-

no at~ atualmente feito, usando a t~cnica da camada limite, 

obt~m a auto função ~ para este modo resolvendo para a re-

gião interna a camada inerciai, a seguinte equação [4] 

d d~ 
-dr f dr - g~ = o (3-1) 

3 2 2 Em (3-1), f = r (per + F ) como e mostrado no ape!J: 

dice A, equação (A-2), e 

expressão esta obtida por Rosenbluth, Dagazian e Rutherford 

[4] , e que assume o . 

Entretanto, quando os termos de inércia sao incluí 
-+ 

dos na equação de modos normais (cr ~ O), V . ~ = O não mais 

minimiza a energia associada com o modo. A equação de modos 

normais pode então ser obtida a partir da equação de Euler 

para a estabilidade-a de Goedbloed e Sakanaka [1] , dada por 

-ª- f i1 - gs o dr dr 

ou seja, a equaçao (A-1) do ap~ndice A 



d - 2 2 0 o 2 (yp + B2) + ypF 2 
dr [(po + F ) - D - 1 --ª_(ri;) J -

1

- 2 2 
- _P 0 + F + 

f 2kB 6 
mB 
(-~ + r l--y r r 

onde 

F = 
mB

0 -- + 
r 

D 

B 
ZB (-_()_) ' -

:"... r . 2 
r 

-

kB z 

2 
kB

6
) 

po ( yp 

= 1 (mB
0 

-r 

2 4 2 
r p (J r 
L·_:_,_,--,-, 

2 k2 2 m + r 

r dr 

2 2 2 po B + ypF 
D 

+ 

B2) 2 
} + + ypF l o i; ~ 

D 

+ krBZ) 

2 2 2] + po (yp + B ) + ypF - . 
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(A-1) 

Nas oxpressoes acima,a variãvel i;~ a componente radial do 

deslocamento perturbado de um elemento do fluido, p ~ a den­

sidade do fluido, cr ~ o parâmetro pr~-fixado da t~cnica de 

estabilidade-o, y e a razão dos calores especfficos. 

De acordo com Goedbloed e Sakanaka [1] a minimi-

zação do funcional de energia modificado, W0 
, por eles de-

finido, obt~m uma expressão para 
-+ v • i; da forma: 

Se calcularmos 
-+ 

v.~; no ponto r ~ r
5 

usando a ex-

pressao para i; obtida por Rosenbluth, Dagazian e Rutherford 

[4], (que foi encontrada assumindo v t ~ O), 

nos obtemos 

2 arctg 
1T 

I F' I 
rs 

1n-p o 
X I ; X ~ 



que e pequeno, mas de mesma ordem da razao de 

2 2 -1 
k rsTH . a -
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crescimento 

NÓs vamos então resolver novamente a equaçao para 

camada mantendo + 
f o a v ç 

Quando l k 2 r 2 1, rn e << que 

problema, a equaçao (A-1) se reduz a: 

d . di; 
crr f cir - gç 0 

onde 

f = r3(ra2 + F2) 

.;<? .. 2 ·. -ª.2. 1 ( 2 + F2) + r { (k2B2z -g o.-"'· kdr+rr pa 

2 
+ p a + 2 

e 

F = 
B e 
r 

T} 

+ 

2 
PCJ YD T 

paz (yp + Bz) + I. 2 
yp' 

e o caso do 

+ 

de acordo com os cilculos desenvolvidos no ap~ndice A. 

nosso 

(A- 2) 

(A-3) 

Vamos trabalhar com as equações (A-2,3) em duas re 

giões distintas da camada inerciai. Urna delas, a região ex­

terna, e caracterizada por pa
2 ~ O, isto é, a inércia do 

plasma e desprezfvel; e a outra região se situa nas vizinhan 

ças onde F = O e nesta, p0
2 r O. Devido ao fato desta cama-

da ser extremamente fina, consideramos a geometria do pro-

blema como sendo planar, ou seja,os termos de curvatura nao 
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sao incluídos. 

Faremos duas análises distintas do problema: a pr~ 

meira delas ~ quando a camada inerciai está localizada longe 

do eixo magn~tico, e nos referimos a este caso como o modo 

kink interno. 

A segunda situação e quando a camada inerciai do 

plasma ~ ressonante com o eixo magn~tico, e este caso ~ cha-

mado de modo kink central. 

III-2. Análise da Estabilidade-a do Modo Kink Interno 

III-2 I f,lução Analítica 

- Região Interna à Camada Inercial . 

N6s vamos resolver a equaçao de Euler 

- d ·f di; 
dr· dr - gç 0 

onde f e g sao dados pelas expressoes (A-2) e (A-3) respec-

tivamente, na camada inerciai em torno de r 0 . Neste 

temos que: 

F 
Bç, 

+ kB '= O r z 

ou seja, a equaçao de Euler tem um ponto singular no 

ponto 

ponto 

De acordo com o desenvolvimento matemátito e as 

argumentações físicas apresentadas no apêndice A, chegamos à 

equaçao 

t(l-t) l 3 di; 
+ (---t)-- + 

2 2 dt 
D 
4 i; o (A-11) 
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onde t z2 e 

z = (A-4) 

é a variável adimensional da camada inercial; T é a largura 

adimensional da camada inercial; e a o raio da coluna de 

plasma. 

As so~~ções desta equaçao sao: 

~ 1 ( z) zFl (a, 1 1 z2) = 2 
,.. a, 2 - ( 3-2) 

e 
r; 2 (z) 2Fl (a 

1 1 3 2 z + 2 • - a, 2 - z ) • (3- 3) 

onde 1 [1 - r1 + 4D- J a = 4 

D = [~ 
(ka) 2 

s c~ EE) j (A-10) 
(a2 11 ,)2 P dr r=ro 

e 

Assim a solução mais geral para a equaçao de cr-Euler e: 

dz) ( 3-4) 

Vamos ver qual e o comportamento assintótico das 

soluções (3-2) e (3-3). 

i;l (z) 2Fl(a, 
1 1 - z 2) = --a· 2 2 , 

pode ser reescrita como: 

1 1 r(-) r(-- 2a) 
l_ +a· l + 2a· ~) 

1 
r;l(z) 2 2 F(a, 1 1 -- 2 , 2 , ---za + 

r (- - a) r(- - a) -z z 2 2 



+ 
r(-!) r(- i+ 2a) 

r(a) fTãT F (.!_ - a 1 - a· 
2 ' ' 

A expressao (3-3) nos dá 

c() F(+l sz z ~ z 2 1 a 2 1- a ; ~ 

3 
2 - Za; 

2 - z ) 

-1 
2 ) . 
z 

que da mesma maneira de c;
1 

se escreve como 

c;
2 

(z) ~ 
2 [r(l-a)] 

F ( 1 l · a+ 2 , a; 2 , _1_) 
2 -z 

z 

F(l-a, .!-a· ~-za· .....L
2

) z 
2 ' 2 ' -z2(l-a) -z 

Desde que 

1 r· ..--c---;;-rc l - 2a ~ 2 (1 + 1 + 4D ) 

+ 

que se D < O, (que é o nosso caso), Za « (1 - 2a). 
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1 
2 1 z c2 -a) 

( 3- 5) 

(3-6) 

temos 

A solução geral (3-4) em termos de (3-5) e (3-6) , 

torna-se: 

C1 { 

r C.!) 1 

f; ( z) 2 rc2 -za) 
F(a, ~ 

1 ] 2 [rc2 -a) 

r(.!) l r(Za--) 
F(.!-a 2 2 1 - a; + 

[r(a)] 2 2 

1 1' 
2 +a, - + Za · 

2 ' 

3 -1 -- Za · z) 2 ' z z 

-1 1 z) za 
z z 

-1 1 
-z-) ·---za + 
z z 

} 1 
(l-2a) 

+ 

( 3-7) 
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Portanto o termo em 1 
Za z 

na expressao (3-7) e do-

1 
minante com relação ao termo (l-Za) 

z 

Quando z + oo o termo -~ da hipergeométrica ten 
z 

de a zero, de modo que o primeiro termo desta série é 1. Sa-

bendo que, ~(z ~ oo) +o, ternos que 

3 1 r ( 2) r c2 -

[r(a)] 2 

ou seja, 

1 
Za z 

+ 

o 

Isto significa que de agora por diante, o comporta 

menta dominante de E; será dado por 1/z (l-Za). De forma ge-

ral, 

E; ( z) ( 3- 8) 

Podemos notar que se s o ' D ; o e a o ' te-

remos E;l - 1 ' 

r(l - a)/r(~ - a) 1/h ou seja, 

t: 2 = 2 arctg z 

que e a expressao obtida por Rosenbluth, Dagazian e Ruther-

ford [4]. 
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Se S f O, o casamento assintótico da solução in-

terna quando z + -oo depende de se saber a solução da região 

externa à externa. 

Vamos agora então encontr~-la. 

- Região Externa a Camada Inercial . 

Na região externa à camada inercia1, o termo de 

in~rcia do plasma, 2 -po , e ~o, como já 'falamos anteriormente. 

Então as expressoes (A-2) e (A-3) para f e g, res-

pectivamente,tornam-se 

(3-9) 

g (3-10) 

E a equação de Euler que descreve o sistema nesta 

região e portanto 

d 3 2 di; 
-(r F ) - - g s dr dr ·1 o (3-11) 

com as condições de contorno 

1 r = O 

(3-12) 
= o r = a 

Inspecionando a equaçao (3-11) vemos que: 

( ka) 2 
« 1 . 

Com isso podemos escrever a solução da equaçao 

(3-11) como uma expansao em pot~ncias do parimetro (ka) 2 . Fa 
7 

zendo e = (ka)~ temos 
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+ ~ 1 + ••• 

1 € 

Portanto a equaçao (3-11) para ç
0 

e 

o ( 3-13) 

cuja solução (que obedece a (3-12)) é da forma 

( 3-14) 

Quanto a equação para ç
1

, desde que este e da or-

dem de 
· .. ··. 2 

E, s ~ (ka) -
1 

ç
0

, temos de (3-11), 

d 32_i_c cir r F dr '"l - glçO o . (3-15) 

Integrando esta Última equaçao obtemos 

d 
çl ~ 

ço jr g
1

(r)dr o dr 3F2 
< r < r o 

r , o 
(3-16) 

d ~o jro g
1

(r)dr 
+ 

dr i;l ~ 

r3F2 r o < r < a 
o 

Temos então que fazer o casamento assintótico en-

tre a solução interna, equação (3-8) e a solução externa. P~ 

ra isso vamos analisar a solução interna em termos do para­

metro s ~ (ka) 2 , já introduzido. 

- c 2 A quantidade D, dada pela expressao (A-10) e- ka) . 

Assim, como tínhamos 

a 1 
4 [ 1 - iT+4D 1 
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podemos reescrev~-la sob a forma 

a ~ i [1 - (1 + 2 s fi)] 
fi 

E-
2 

onde 

fi 
a fct7 c~ ~_E) 1 1 = - -

r o Po dr -r=ro - a l1 

seja, fi D ou --7 
(ka)-

sso nos permite expandir a solução interna em 

pot~ncias de E como fizemos para a solução externa. 

Conv6m notar que s6 podemos considerar a solução 

interna dada por (3-8) até a primeira ordem em . -
E , J a que 

os termos de ordem 2 
E foram desprezados na equaçao a partir 

da qual nós obtivemos esta solução. 

Usando (3-8), a solução interna de ordem zero e 

dada por: 

[zFl (O' 
1 
2' 

- 2 ( 

ou 

1 
2' 

,-_>\ 

2 - z ) 

3 
2 

2 
1T 

arctg z] 

Quando z + -oo a solução interna (3-17) é escrita como: 

(ll) 11 
~ 1[ 1 1 ... )l c:l " (-r. . ~ z· + -:z + 
1T z. :1 z 

~ (o) cl [z + 2 l (1 1 + ... ) J ~ - - Tz-1T z 

(3-17) 

(3-18) 



com 

sendo 

Quando r + r 0 a soluçio externa e dada por 

BzO 2 
F=--.(all')Tz 

a 

+ i; 1 + ••• 

de acordo com o desenvolvimento feito no apêndice A. 

Como z 1 
T a 

temos 
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Assim o casamento assintótico pode ser conseguido 

se 

e 

2 c 1 
7T 1 -z 

is to e, 

3B2 ( ')2 
rO zO 11 

Desd'-' que:> T fúi definido como 

i; o 
-2-

g
1

(r)dr 
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2 a 2pa 2 
1: 

B; 0 ca
2
ll')

2 (A- 5) 

a expressao acima nos fornece 

1T Jro g
1 

(r) dr a 3 
r o /PB 0 1P'I o z r 

0 

(3-19) 

- -queea razao de crescimento da instabilidade por nos procura-

da. 

Vemos então que a solução interna de ordem zero ji 

e o suficiente para determinar a razão de crescimento 

largura T da camada inerciai. 

A solução completa e dada portanto por 

ID 2 
~ (r) ~ E·--

2 
1 
2 - z ) -

- 2 

ID 
r(l+s:z) 

-;-r ID 
r(-+ s -) 2 2 

2 

e está mostrada na figura ( 5). 

Na equação (3-20) 

z T 
T 

a 
VA 

a rp a 
2 'Ha 

Bzo(a ll') 

B z 
;;;-

e a 

(3-20) 
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.1 
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Fig.( 5) Auto funções paro o modo kink 

interno. 
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III-2-2. Modo Kink Interno - Solução Num€rica 

Abordamos o caso do modo kink interno também de 

uma outra maneira: integramos a equaçao 

no intervalo de O até a, com as condições de contorno 

~(O) 1 , s(a) = o 

onde 

g 1 (r) = 2k
2

r
2 [* + ~rF 2 

+ r(k 2 B~ - :~) l 
Determinamos assim, a razão de crescimento o, que 

é a solução desta equação de valor caracteristico. 

III-3. Análise da Estabilidade-o do Modo Kink Central 

Como já falamos anteriormente, o modo kink central 

e o caso degenerado do modo kink interno. Neste modo a cama-

da i~~r:i.·i do plasma é ressonante com o eixo magnético, ou 

seja, estamos na superficie onde JJ(O) 

Portanto a equaçao de Euler 

d f d~ - g~ = o -ar dr 

-k. 

tem um ponto singular em r = O, já que, de acordo com as ex-

pressões (A-2) e (A-3) obtidas no ap~ndice A 

3 2 2 f = r (p o + F ) (A- 2) 



g 2 7 r dl) 1 2 2 ( 2 2 2k r- dr + 2 r(pcr + F ) + r l (k Bz -

+ 
2 pcr + 2 

onde 

F 

T = 

isto é , 

Be 
+ kB 

r z 

2 pcr Y 

F(r = O) O • 
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+ 

(A- 3) 

Como no caso do modo kink interno, vamos trabalhar 

com as equaçoes (A-2) e (A-3) em duas regiões distintas, ex-

terna e interna i camada inerciai. Usaremos a técnica da ca-

mada limite para conseguir-se o casamento assint6tico das 

soluções nas duas regiões, como mostrado na Fig.(4). 

- Região Interna a Camada Inerciai 

Esta região se situa nas vizinhanças onde F 

nela a inércia do plasma pcr 2 , não é desprezfvel. 

Tomando a equação de Euler 

d f d~ 
dr ----cr:f - g ~ o 

O, e 

onde f e g sao dados pelas expressões (A-2) e (A-3) respecti-

vamente, e introduzindo as definições 

r z = 
BT 

(variivel adimensional da camada inerciai) 



T (espessura da camada inerciai) 

a raio da coluna de plasma 

( ~) 

: (tempo característico MHD) 
A 

- B (a\") 
z o ' 
2 lP 

2 2 

(velocidade de Alfven) 

a TH 

4 
(auto-valor a ser determinado) 

T 

-36-

e considerando os perfis de pressao e corrente da forma 

obtemos a equaçio de auto-valor (B-11) para descrever a ca-

mada interna, de acordo com o desenvolvimento apresentado no 

apêndice B. 

( aB' ) 2 

( B ) 2 
zO 

2 3 
T Z + 

z 
l 2 4-. 2 2 YSo(l\ + z J+ i\ 

o . (B-11) 

Vamos considerar somente o caso baixo S. isto e, 

k 2 2 ·r -s0 - a . emos entao que 

(ka) -ca·l,") 
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e o segundo termo da equaçao (B-11) fica da mesma ordem que 

a derivada de mais alta ordem se 

T = ka (3-21) 

Esta relação estabelece a espessura da camada iner 

cial no entrorno de r = O. 

Portanto a equaçao (B-ll) torna-se 

T
4 2 z4) (ka) 

+ - 8-(3A + 
ca\1") 

2 

+ A 2 
rs

0
(aB') 

l2 
(a\") 2 (Bzo) 2 l 

2 rs
0

(A 

2 2 
T z 

l 
2 

+ 

2 2 (a 2 + 2a4 T z ) + 

+ 

J s o 
z 4) 11.2 + 

(3-22) 

Nós fixamos A - cr (l) e consideramos 2 
T << l. En-

tão na camada inercial próximo da origem, supomos que a so-

lução é dada por 

L 
n 

e substituimos esta expansao na equaçao (3-22). Na mais bai-

xa ordem obtemos 

d 3 2 4 dço 3 
-crzz (A+ z) -dz- Dz so 

onde 

D 
sso "z 
(a\")2 

o ( 3-2 3) 

Em principio nos teriamos que resolver esta equa-

çao (3-23) para ç0 , substituir na equação (3-22) ,solucionar 
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para ~ 1 • e assim por diante. Mas ji a equação para ~O pos-

sui mais pontos singulares do que a equação hipergeométrica 

e e bastante dif1cil s~1ucioná-la analiticamente. A equação 

(3-23) tem então que ser integrada numericamente. 

Vamos verificar o comportamento assintótico da so-

lução quando z 7 oo 

A equaçao (3-23) quando z ~ oo torna-se 

o (3-24) 

Supondo uma solução da forma 

a a+S a+5 a+3 
~O ~ z ~ a(a-1) z + 7az - Dz O 

~-> a ~ -6 . 

'Xb 
Para encantar a segunda solução, supomos ~O~ e a f', 

que substitufda na equaçao (3-24) nos dá 

f () (3-25) 

b -2, 

D =-> D a = - 8 ab(b + 6) 

Portanto, a equaçao (3-25) se escreve como 

d
2

f 12 + D df D2 
f o ---z + -3 dz 

+ --6 
dz lz 2z 16z 

ou quando z ~ ro fica-se com 



7 df 
z dz 

D2 
+-.--6f 

16z 

Supondo que 

f ~ 

obtém-se, de (3-26) 

o 

C2d2z2d-2 + cd(d-l)zd-2 +7 d d-2 + D2 c z 16 

d -4 

-6 z 

Então as soluções assintôticas sao 

sol 
1 

::: -6 e 
z 

-D/8z 2 + D2/128z4 
soz 

::; e :: 1 -

o 

D 
-2 
8z 

Vamos agora determinar a solução na região 
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(3-26) 

(3-27) 

(3-28) 

ex te-

rior a camada inerciai. Como no caso do modo kink interno,t~ 

mamas a equação 

onde gl = g 

(expressões (3-9) e (3-10)) 

o 

com 2 
per o 

(3-29) 

Desde que g
1 

:: k
2

r 2 
<< 1, a relação entre o primei 

ro e segundo termos da equação (3-29) é da ordem de 

l/(kr) 2 
>> 1. Desta forma a equação para ~; 0 na região exter-



na e simplesmente 

d crrf 

ou seja AJ~ 
r3F2 
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o (3-30) 

+ B (3-31) 

Próximo de r O temos que F- r 2 , conforme os cálculos do 

apêndice B. 

Então de (3-31) temos 

+ = 

sendo A
1

, B
1

, C , constantes. 

6 
C(l-a6) 

r 
(3-32) 

O casamento assintótico das soluç6es interna e ex-

terna a camada inercial é feito da seguinte maneira. 

A equaçao (3-23) da camada inercial 

o (3-23) 

e integrada a partir de z = O com as condições de contorno 

se comportar como 

onde 

1 
~01 :: ~ (3-27) ' 

o . 

1;02 

Quando z ~ oo a solução deve 

:: 1 - D 
Sz 2 + ••• 

(3-33) 

c 3- 2 8) 

Quanto ~ região externa, obtivemos para ~; 0 
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a6 
s0 = C(l - --o-) (3-32) 

r 

Portanto de (3-33) e (3-32), a condição de casa-

mento assintótico e 

l 

~ a6 -6 = --6- - T 

r 

desde que T ka, temos 

- (ka) 6 

ou seja, I ~~ I « l (3-33) 

Como a solução s01 é sub-dominante com relação 

a soz não há possibilidade de se determinar a relação 

A2/A
1 

, numericamente. Mas a condição (3-33) e praticamente 

equivalente a impor A
2 

-+ O. 

Portanto uma boa aproximação para o auto-valor A2 

é obtida simplesmente integrando-se a equação (3-23) da re-

gião interna, com a condição de contorno 

jZ-+oo 

1 
~· 

(3-34) 

2 
O auto-valor A e variado até que esta situação se 

ja alcançada, não havendo necessidade de se integrar a equ! 

ção de Euler-Lagrange na região externa. Isto é equivalente 

a considerar o modo localizado na origem, como mostra a. fi-

gura 6(b). 
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< 

z 

Fig.(6) Modo Kink Central. 

l 
~O(z) I ~ ---z6 , para 

z+oo 

A condição de contorno 

a integração da equação de auto-valor, locali-

za o modo na origem. 



CAPITULO IV 

ANl\LISE DOS RESULTADOS 

IV-I. MODO KINK INTERNO 

F'solvemos numericamente a equaçao 

d 3 2 2 d~ 
dr r (pcr + F ) dr - gl ~ 0 

onde g1 ~ 2k
2

r
2 [~~ + irF

2 
+ r (k 2 B~ - ~~)] 

ser reescrito como 

- 2B z -
r 

e portanto 

il' (r - r 0) j] 

1 

l' 2 ') 2 a i1 
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O que deve ser salientado então,~ que na expressao 

para g1 que ~ integrada numericamente, existe tamb~m. como 

na solução analftica, o parimetro 

ID a a 
e P c 4-1) 

que cont~m as variaç6es nos perfis de pressao e corrente. 

Consideramos os perfis de equilfbrio, 
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r2 4 -

Po [1 a2 - (1 - a) : 4 J 

B
6

(r) = 

Bz(r) 

B (r) " z 

IJ (r) 

B
8 

(r) = 

tem-se 

aiJ (r) = 

ponto r 0 

a 

2 y 
j o [ 1 - r 

] 2 a 

jo 2 [1 2 y+ 1 J a 
(1 r ) (C- 5) 2(y+l) - - 2 r a 

2 [ /a
2J 4 ]} 1/2 

fz(O) + r2 2poa O r [(l-a) 2p + l_ j 2 :L --2- + 4 - o 4 o 2 a a 

Nos cálculos desenvolvidos, tomamos a= 1, 

Bz (O), 
a e r = 2 . o 

Desde que p(r) foi definida como 

B
8 

(r) 1 
B (r) e que para y r , 

z 

2 jo 
2 r(l - 2:.__) Bz (r) 

2a 2 

r2 
(1 - --z-). 

2a 

= 1 

B (O) z 

(C-12) 

y= 1 

(4-4) 

Usando (C-20), e calculando a expressão (4-4) no 

a 
= 2 , obtemos 

B z ·--a 
(ka) 

Da expressao (4-4) chega-se a 

( 4- 5) 

c 4-6) 
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onde B
2 

foi considerado constante. 

Portanto ID que foi dado por (4-1), com o auxílio 

de (4-2), (4-6) e da definição de S , torna-se para r=r
0

=} : 

32 p
0
(l + a) 

(joa)2 
( 4 -7) 

Já que para iniciar-se a integração numérica dá-se 

de ante-mão um valor para ID , p
0 

fica determinado como pri­

meira aproximação, através desta relação (4-7). O valor mais 

corr~to é calc1:lado pela iteração considerando agora B dado z 

pela equação (C-12). 

Sintetizando o que obtivemos até agora neste 

tulo; tem-se: 

sendo 

ll_ (O) 
~ 

ID 
32po (1 +a) 

(j O a) 2 

j (r) z jo [1 

16 B 

j o = 
z - T -a 

P (r) Po [1 

j o 
2 r 

B (r) = B (O) z z 

a 
r = o 2 

2 
~] 
a 

(ka) 

?-, 
r J 
2 a 

2 
[1 _r_J 

2a 2 

y 1 

a 1 

1 

1, y 1 

Nossos cálculos foram feitos para os valores: 

4 Tesla, a = l m , -ka = 0.1, 

, 
capl-

( 4-7) 

( 4-3) 

( 4-5) 

( 4-2) 

(C- 5) 

(C-12) 



-3 
m e 
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-7 3 
p = 1.67 x 10 kg/m 

resultando nos perfis de equilfbrio mostrado na Fig.( 7), e 

nos resultados apresentados na Tabela I. 

Os detalhes do campo Bz(r) dados por (C-12), 

ser visto na Fig. ( 8). 

pode 

Estes resultados nos mostram que o fato de se levar 

em conta o parimetro ID na equação para o Modo Kink Interno, 

estabiliza-se o modo, se comparado com os resultados anterio 

res, obtidos por Rosenbluth. Para se concluir isto basta ve-

rificar-se a razão entre (obtida considerando-se 

ID < 1 e aNUM (para a qual ID > 1); razão esta, mos-

trada graficamente na Fig.( 9). Ou seja, a aproximação fei-

ta por Rosenbluth leva a uma razão de crescimento maior que 

a devida. 

Vê-se também que com o aumento de -ID os valores de 

aROS e aNUM diferem mais acentuadamente. As razões de cres­

mento aROS e aNUM estão plotadas na Fig.(lO). 

O comportamento da auto-função ç(r) para diversos 

valores de ID est~ mostrado na Fig.(ll). Analisando esta fi-

gura vemos que o aumento de -ID faz com que ç tenha uma for 

ma menos abrupta ao se aproximar da camada singular, do que 

a s proposta por Rosenbluth, que e uma onda quadrada. Isto 

significa que o deslocamento radial da coluna de plasma devi 

do a uma perturbação externa, decresce e tende a zero, de 

uma maneira mais suave. Daf o por que de se obter aNUM menor 

do qT'e a enconr.rado por Rosenbluth. 

Quanto aos resultados obtidos analiticamente para 

o ~odo Kink Interno, não calculamos a razão de crescimento 



4.ojt~-----------------B~z~-------------

0.25 
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0.10 

Be 
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r 

Fig. (7) Perfis de equilíbrio 
modo kink interno ,.tO=- 8.0, 
~= l, 't•l, a ,•1 ,ro=g, Bz (0)=4. 

2 
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T A B E L A I 

.\ODO KINK INTERNO - SOLUÇAO NUMERICA 

com n = 10
19 -3 

m ' P = 1. 6 7 X 10 Z 7 kg, -7 Po = 4n x 10 H/m 

r--:----~-P-P_o_ 0 -R0-8--:----;: Po 0 -NU-~-1 ___ 
0

_R_O_S_/_cr_N_U_M ___ cr_[_S ___ 1l--

-0.2 7.076xl0 
-4 

6.89Sxl0 -4 
1. 026 4.75xl0 3 

-2. o 2.300x10 -3 2.054xl0- 3 1.119 14.2x10 3 

-4.0 4.080x\O 
-3 3.42lxl0- 3 1.196 23.6xl0 3 

-8.0 7.675x10 -3 5.883xl0 -3 
1. 305 40.6x10 3 

-12.0 l.l32xl0 
-2 

8.125x10 -3 1. 393 56.1xl0 3 

-16.0 1. 501xl0 -2 1.024x10 -2 1. 467 7l.Oxl0 3 

-20.0 1.876x10 -2 1.227xl0 -2 1. 529 85.0xl0 3 

' -24. o 2.256x10 -2 1.425xl0 -2 1. 584 98.0x10 3 



4.000 
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m 

70 
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. I .5 1.0 r 

Fio. (S) Detalhe do perfil do campo B z (r). 

e z <o> • 4 ; m • - e.o 
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2 4 8 12 16 20 24 
-i) 

Fig. (9) Alteração na razão de crescimento 

para o modo kink interno, devido ao 
aumento de 1). 

ÚRO • Razão de crescimento obtida por 

Rosenbluth. 
(}NUM= Razão de crescimento obtida 

pelo método numérico. 
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Fig.(lo) Razões de crescimento para o 

modo kink interno obtidas por 

Rosenbluth e pelo método 

numérico. 
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--4): -0.2 

-----lD= -2.0 

-·-·-·4>= -8.0 

········· JD=- 16.0 

' ... ':· .... 
.... _"':::-:.: ..... ········· 

.1 .5 1.0 
r 

Fig. (11) Auto- Função para o modo kink interno 
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3.0 &0=-8 

2.0 

-log(l/Z) 

1.0 

o 1.0 2.0 3.0 

Fig.(12) Modo kink interno 

Comportamento assintótico da· 
auto- função_ 
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uor este método, pois verificou-se que o casamentp assintó-

tico das soluç6es interna e externa i camada inerciai, na o 

foi satisfatório para um valor finito de ID • Isto nos leva 

a crer que devido is expansoes feitas, o casamento assintó­

tico conseguido só é válido para valores de ID << k 2a 2 . Daí 

a razão de obtermos pelo método analítico, a mesma expressao 

para 0 que foi obtida por Rosenbluth. 

Entretanto o método analítico nos forneceu uma in-

formação interessante, que e o comportamento da auto-função 
r-r 0 

i; em função da variável z que descreve a camadainer 
BT 

cial, Fig.(S). 

Podemos ver que na camada inerciai quando z ->O, t; 

cresce ou seja, há um deslocamento maior da coluna de plas-

ma nesta região, provocado pelo aumento do parâmetro ID; mas 

que tende a zero i medida em que se afasta de z = O (isto e 

IV-II. MODO KINK CENTRAL 

De acordo com o desenvolvimento apresentado no ca-

pítulo anterior, a obtenção da razão de crescimento para o 

Modo Kink Central é conseguida, integrando-se numericamente 

a equaçao de auto-valor 

d 3 z 4 dr;o 
z (J\ + z ) -~ 

~dZ dz 
3 Dz t; 

0 o ' 

a partir do ponto z =O, com a condição de contorno 

~; 0 (z) I Z-+= = l/z
6 

. Para cada valor de D dado, varia-se J\
2

até 

que esta situação seja alcançada. 
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Nesta equação 

2 2 
/\2 

a 'H r ! ka I a 
z = -- T = --4- TH = 

VA a c ' 
T 

BzO(a 
3 

jl ") -SB a Zpo 
VA D = o 

Bo 
2 lP (a 

3 ll")2 B2 zO 

(C-25) 

onde a e y sao consta1~es relacionadas com os perfis de 

pressao e corrente, respectivamente. 

p C r) 

j z C r) 

B (r) z 

= 

= 

Usamos os perfis de equilibrio 

Po l-1 - (( 

Jo [1 -

2 (y+l) 

2 r 
--z 
a 

2 r 
2 
a 

2 a 
r 

-

y 

J 

[ 1 

2 
r 

(1 

B2 zO 

-

.2 
J o 

Cz 

a) 
r4 

J 4 
a 

y+1 

) J 

(C-1) 

C c- 2) 

(C- 5) 

(C-15) 

Os perfis de pressao e corrente estão mostrados na 

Fig.(l3) para alguns valores de a e y . 

A Tabela II fornece os valores de s0 do plasma para 

virios D e diferentes perfis de equilibrio, que são usados 

nos cilculos das razões de crescimento do Modo Kink Central. 

T = 

Para os parâmetros, n = 10 19 m- 3 , p = 1.6'7xl0- 8 kg/m3, 

0.1, Bz = B = 4 Tesla, zO 
-7 a = lm, - ka=O .1, Jlo = 4TixlO H/m 

com os auto-valores A
0 

encontrados numericamente, tem-se a 

razão de crescimento a/liJQ , onde 



o 
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' .5 o. 

O(= o. 5 

oL---------4---------~ 
. 5 1.0 

o 
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r 

.5 r 1.0 

Fig. {13) Perfis de equilíbrio 

Modo kink central. 
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TABELA II 

MODO K I N K CENTRAL 

-ka = 0.1 

I D=-2.0 D=-4.0 D=-6.0 D=-8.0 I D=-10.0 ! D=-12.0 I D=-14.0 I D=-16.0 l 
~~~ --~~ -~ ~~--T~··~·~~--~, . 

I I I I i 1 I j 

I 
a=0.25 j a=0.5 I a=O. 75 I a=l.O a=l.25 i a=l.50 1 a=l. 75 j a=2.0 

I I I I I I i I 

1 I I I I i I I i ! 

I y=O. 5 y=O. 5 I y=O. 5 y=O. 5 I y=O. 5 i y=O. 5 I y=O. 5 I y=O. 5 

-2 -2 -2 -2 -2 j1 -2 I -2 i -2 s0=0.27x10 s
0

=0.40x10 s
0

=0.27xJ,? s
0

=0.30x10 s0=0.27x10 I s0=0.28x10 1 s0=0.27x10 J s0=0.28x10 

y=l.O 

- -2 s
0
-l.04x10 

y=1.5 

-2 s
0

=2.32x10 

y=2.0 

B
0
=4.12x10-2 

y=l.O y=1.0 I' y=1.0 

-2 -2 s
0

=1.05x10 j s
0
=1.06x10 so=1.20xl0-

2 

y=l.S y=l.S y=l.S 

-2 I -2 s
0
=2.34x10 J s

0
=2.36x10 

-2 s
0

=2.40x10 

y=2.0 y=2.0 y=2.0 

s
0

=4.08x1o-2 -2 I -2 s
0
=4.20x10 I s

0
=4.26x10 

I I I 
y=l. o I y=l. o I y=l. o I y=l. o 

-2 -2 -2 -2 s0=1.06x10 l s0=1.08x10 j s0=1.09x10 r s0=L08x10 I 

y=l.5 

S
0

=2.40x10-2 

y=2.0 

- -2 s
0
-4.47x10 

y=l.5 

2~ 

s
0

=2.42x10- I 

y=2. o I 

s
0

=4 .34x1o-
2

1 

y=l.5 y=l.5 

_ -2 1 _ -2 s
0
-2.44x10 I s

0
-2.46xl0 

I 

y=2.0 

s
0
=4.39x10-2 

y=2.0 

-2 s
0

=4.45x10 

I 
u-o 
--.] 

I 
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(J 

para diversos valores de D, que se encontram na Tabela III . 

Verifica-se que a ordem de grandeza das razões de crescimen-

to deste modo se comparam com as do Modo Kink Interno, dadas 

na Tabela I. 

A Fig.(l4) mostra a variação de cr/~ com o aumen­

to de D, e vemos que o comportamento da curva e linear. Ou 

seja, já que para os parâmetros por nós estipulados, a ~ 

~ l5S(a\")A
0

, e que 11
0 

é proporcional a D, e lembrando ain­

da que a 3 ~" é o termo que contém as variações nos perfis de 

press;,o e '.:orrente [(a\") = 2(ka) 3 
+ s

0
a(ka) + y(ka)J che­

ga-se a conclusão de que quanto maior o y do perfil de cor -

rente, tanto menor a estabilidade do modo. Dai o porque de 

a crescer com D. 

O comportamento para a auto-função E(z) em função 

de z, 
r ~ 

z = --- , para alguns valores de D esta mostrado 
BT 

na 

Fig. (15). Vê-se então que com o aumento de D, o deslocamento 

da coluna de plasma é maior. Pode-se observar ainda nesta 

figura e na Fig.(l6) que as auto-funções caem muito bem com 
6 ', ,., 

1/ z , como era esperado·; 

Quanto aos auto-valores,o que podemos dizer e que, 

já que a equação é Sturmiana, esta apresenta várias auto-

-funções com os respectivos auto-valores, 1\N, N = 0,1,2, ..•. 

Isto significa que podem estar ocorrendo no plasma, instabi-

lidades que estão relacionadas com cada um destes 1\N" As pri: 

meiras auto-funções estão mostradas na Fig.(l7). 
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TA B E L A III 

MODO KINK CENTRAL 

a/~ 

D C! y a 

-16 2 1 1.194 19.3 17.2xl0 3 

2 40.0 34.8xl0 3 

-8 1 1 o. 59 7 9.5 8. 5x lO 3 

2 19.1 17.0x10 3 

-4 0.5 1 0.299 4.7 4.2x10 3 

2 9.4 8.4x10 3 

-2 o. 2 5 1 0.149 2. 4 2.1x10 3 

2 4. 7 4.2x10 3 

'----------~------



30 

-

15 

o 2 4 8 12 16 

-D 

Fig.(14) Razão de crescimento par~ 

o modo kink central. 
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1.0 

~ 
0.5 

oL---~~,_~--~~~--~--~ 
1.0 2.0 3.0 

Fig. (15) Modo kink central z 
Auto funçoes para diferentes 

perfis de equilibrio. 

-61-



5.0 

4.0 

3.0 

2.0 

LO 

o 

D•-16 

Ao= 1.1942 716 

.I .2 .3 .4 .5 
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-log 1/Z6 

.6 
z 

Fig. ( 16} Comportamento Assintótico das 

Auto -funções para o modo kink 

central. 



1.0 

-N -

O• -16 f\o= 1.1942716 

f\1 = O. 5179151 

"2 = 0.296633 

2 

Fig.(17) Auto- funç6es para o 

Modo kink central. 

-(i3-

3 
z 
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A Fig.(lS) apresenta a variação dos auto-valores em 

função de D. Nesta figura verifica-se que: 

(l) "o e o maior auto valor para cada valor de D, 

(2) AN e proporcional a D, 

(3) a curva que melhor descreve AN para N grande e AN "' 
-- 0.844 (N-2)-3/2, onde o fator 0.844 corresponde a 

D -16. Esta curva foi obtida numericamente, Fig.(l9). 

Verifica-se ainda que o Modo Kink Central exibe um 

con-,po',t mc'\to muito semelhante aos modos de Suydam, calcula-
• 

dos por Goedbloed e Sakanaka [l]. 

No estudo da estabilidade usamos para cada valor de 

D a auto-função correspondente ao modo N =O, pois esta auto-

-função corresponde ao maior dos auto-valores AN calculados, 

isto é ao A0 . Portanto o fato de poder estar ocorrendo ou-

tras instabilidades relacionadas a A1 , A2 , ... , nao afeta 

a análise do problema por nos feita, já que estes auto-valo-

res sao todos menores que A0 e que a razao de crescimento 

por nos calculad) usa G'Dmo auto-valor o A0 . 



< 
1.0 

O. 
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D= -16 

A3_. ---...... -_ .... .- __ ..... --- -------------- ---- ------· ............. ---:::.. ..... -- .---=------::::' -=--=-~-== - - -
2 6 10 14 lEl 

-D 

Fig. (18) Auto- valores para o modo kin k 
central. 



2.0 

:z 
< 1.0 

8' 

O= -16 

A= 0.844 

.5 1.0 

log. ( N- 2) 

Fig.(19) Dependencia assintotica dos auto­

valores com N. 
' 

AN (0= -16)-0.844 (N-2)-!/2 

para N grande. 

-66-
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CAPrTULO V 

CONCLUSOES 

V-1. Modo Kink Interno. 

Neste trabalho verificou-se que devido ao fato de 

considerar parâ.metro ID 
a 

[(a<')2 
a iEJ se o - S p dr ' c o 

r o . r O 

ID - 1, equações descrevem comportamento de mo > nas que o um 

plasma cilíndrico, MHD ideal, quando este é sujeito a per-

<'· -. .'·'·::· -+ + 
ttirbaçue~ do tipo ~(r,e,z,t) =~(r) exp [i(me + kz- wt)] 

a razão de crescimento da instabilidade para o modo m = 1, 

Kink Interno, diminue, se comparada com a razão de cresci 

mente obtida por Rosenbluth, Dagazian e Rutherford [41. A 

diferença entre a razão de crescimento por nós obtida, por 

integração numérica da equação de valor característico, e a 

razão de crescimento obtida pelos autores acima citados,to~ 

na-se mais pronunciada com o aumento de ID . Para ID =-0. 2 

aROS/aNUM = 1.026; e ID= -20.0, aROS/aNUM = 1.584; ou seja 

a diferença pari gran<l-';s valores de ID chega a ser de até 

50%, enquanto que para ID < 1, as razões de crescimento obti-

das pelos dois métodos se equivalem. 

Conclui-se então que a aproximação feita por Ro-

senbluth et al para a auto-função t. como sendo uma 'onda 

quadrada, é válida somente para valores de ID < 1. 

V-2. Modo Kink Central 

A camada inerciai do plasma ocorre muito próximo ao 

eixo magnético, e para a análise das equaçoes que descrevem 
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o comportamento da coluna de plasma, usou-se a técnica de 

camada limite. 

A razao de crescimento para o Modo Kink Central por 

nos obtida é expressa aproximadamente por 

onde 

D = 

e a, y sao constantes dos per:Eis de pressao e corrente,re~ 

pectivamente. 

A sugestão para um pr6ximo trabalho é retomar o 

tratamento anal[tico por n6s desenvolvido para o Modo Kink 

Interno, expandi-lo em potências superiores a (ka) 2 , a :fim 

de investigar-se o aparecimento dos "picos" nas auto-:Eun-

ções para valores de ID > 1, no entorno da camada inercial, 

e conseguir-se o casamento assint6tico quando z ~ -oo 

Para o Modo Kink Central, poderia-se estudar o 

e:Eeito de variações nos per:Eis de pressão e corrente, acres 

centando a resistividade do plasma. 
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APENDICE A 

Obtenção das equações que descrevem o modo Kink 

Interno. 

- _l{eg:ião Interna ã camada 

Tornando a equação de Euler para a estabilidade- a 

[1] ' 

d f~-g~=O 
dr dr 

isto é, 

2 2 2 
d \-c z Fz) pcr (yp + B ) + ypF 

- pa + • D dr __ 

l
. 2 
pcr 

2 Be 
+ F + 2B (---}' e r - 4 

1 d J - --(ri;) -r dr 

2 yQf__ + 

r kB 8 mB 2 2 
+ r \ 2 (--z - kB } P a C YP + B ) + 

r_ 7 r e D 
y pF 2 } ' ] i; = O 

onde 

F 
mB 8 --r 

2 4 
D = p (j 

D 

+ kB 1 CmB 8 + krB ) - J z r z 

2 2 2 
+ pcrz(yp + B2) Cm + ~ r ) 

2 2 2 
+ Cm + ~ r ) 

r 

- 2 4 2 

lp a r 2 
- 2 2 2 + p (j c yp + 
m +k r 

r 

Trabalhando sobre a expressão: 

ypF 2 

(1) 



2 ]' 2) ( P a + ~ 

2 2 2 r (m + k r ) 

2 2 2 pa(yp+B)+ypF 

l242 2 2 
P a r + P a C yp + B ) 

2 k2 2 m + r 

2 2) pa2(yp + Bz) + ypF.z ___ __,. 
r + (mBe + krBz) J~ 2 4 2 2 2 ·j~ 

Ou seja, 

f 
3 

r 

= r3 (paz +fl R 
f --z- k2 z 

m + r 
R 

P a r + pa C yp + B ) + ypFZ 
2 k2 2 m + r 

1 2 2 2] [pa (yp + B ) + ypF . 
r

2
D 

I
. 2 2 2] pa ( yp + B ) + ypF 
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f -z 
r 

r 1 
- 2 2 2 2 
Cm + k r ) r 

pa r + 
{ 

2 2 

[ 2 2 _________ pa (yp + B ) + ypF2 J 
(m + k r ) p a r + 2 22l242 

m2+k2r2 
pa2(yp + B2) + ypF2 J 

Portanto o 19 colchete de (1) escreve-se como: 

d f d [5 d (rç) dr 2 dr dr r 

- ti - f. f d~ + = s "Cfr ,--;,; J + -z dr r r 

d (-f-) f~+ i; dr + 
2 

r / 

d f :r (ri;) dr 2 r 

Desde que: 

(i; + r d~)] 
dr 

1 -r 

d r-
dr 

f d~ 
dr 

2 
r 

r -ª-f di; 
2 dr dr r 

d 
crr: 

f 
r 

f d~ 
dr 

d 
- dr [ f~ + 

-

+ 

1 

.r 

f d~ 

dr 

f_d{ 

/dr 
-

d f ç: --- (-) 
dr 2 

f 
-2 
r 

r 

1 
i d~ I 
r dr 
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Assim a equaçao de Euler __<!__ f dt; - gt; 
dr dr 

O, torna-se: 

2 2 2 
pa B +ypF J _r(_!-)'+. 

D r2 

-
' 

2 ! kl'g nt::J f 

J 
• 

+ ,. ·r __ ·, ·- (-z - kBe) E; o . i' r 2 2 Fz) r ( P a + 

' B 4k
2

B
2 

2B2 ypF2] l0o
2 + F

2 
+ ZB (-~)' e pa + 

g = r 
D e r r 

r(fz)' 2 [ 2kBe mB f I 
+ r 

2 2 
(-z - kB ) -2 j' r e 

r r(pa + F ) ·r 

f 
3 ( 2 F2) 

!_____~+· c 
2 2 m + k r 

2 2 2 
C = -+p-7a_,(-'-y-"'p_+__::::_B_L)_+--'-y-"'p-'--F ___ _ 

2a 4r 2 2 2 2 
P 2 2 2 + P a ( yp + B ) + ypF 
m +k r 

E 
2 2 2 

pa B + y F 
2 4 2 

p a r 

m2+k2r2 

B 4k 2B2 

[p (J 2 + F2 + E ] 9 2B c-f!.) · e 
g = r -

2 k2 2 
-e r 

- r 

- r 

1 3 2 2 r (pa + F ) C-z 2 k2 2 r m + r 

2 2 • 
(T(pa + F )C) 

2 2 2 m + k r 

1

- 2 2 2 [ 2 "2 (m +k r)· (pa +!· )C
2 

-r 
- (m 

m + r 

2 { ZkBe mB 
- kBe)C} c ) ( z + r 2 2 2 r m +k r 



r
2 (F 2C)' 

mz+kzrz 

2 1 
(
kmB8Bz 2 2 , 

2r ( 2 2 2 --r--=-- k Bo)C) = 

m + k r 

Q) 
2 . 2 g = r (pa + F ) 

c!) C 2 2 \} = r pa + F ) 

® 
/cr2c)' 
m2+k2r2 

2k2r 3C(pa 2 + F2) 

(m2+k2/)2 

@ 
2k2

r
3c (ra 2 

+ F2) 

(m2+k2r2) 2 
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C - E = 

C - ZE = -

T' O 
lo=O 

2 
po yp 

2 2 2 2 

- T 

po B + ypF - po yp S 

p 2ér2 2 2 2 -
2 2 2 + pcr (yp + B ) + ypF 

m "'-k r 

-1 

0= B ' 
2rB

8 
C :) 

kmJleB c z 
r 

+ 
1
- BeB C ' 2 2 l 
~km( rz ) - k (B

6
C)' 
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z - Bz 2 ~ - 2r 1 e ' 2 2 2 1 2 BBC • B B 
- 2 2 T lzC-z) (m +k r ) -2m C-z) -km z ) ' 

m +k r - r r r 

2 
1 2 2 2 Be 1 2 2 + -k (B )' - k ---- k (B )'C+ 2 e r 2 z 

B2 
Usando (p + l B2)' + --~ ~o 

2 r 

B2 (B2) ' 
-) - -~ ~ .c!I_J_ + e + l (B2) ' -r dr -;;:-- 2 z , e a ultima expressão torna-se: 

- 2 
7k2 2 i' 2 r B ~ r m 1 e 
2 z z -z-1_, 

m +k r _Zk (r~ 

2 
r 2 B ) ' UB + ~)(1 - C) , e 2 r ' J 

+ .c!El = dr 
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1

- B2 
1 e 2 2 2 

p + z-Cl -C) { 22 (m + k r ) 
- ~ k r 

Então 

2 2 
= r ( p a + F ) [ m 2 + k 2 r 2 _ C] + 

- 2 k2 2 m + r 

2k2 2 1- 1 
+ __ r- I P +-'-- (l-C) 

2 k2 2 L 2 m + r 

.B2 
r e 2 2 2 i 22 (m +k r) 

' k r 

= g 

Assim a equaçao a -Euler fica escrita como: 

onde 

f = 

R= C 

e 

g 

d di; crr f -Ci.T - g~; o 

3 2 2 
r (pa + F )R 

2 kz z 

mB 
F= - 8 +kB 

m + r 
r z 

2( Bz) r2 pa yp + + ypr 
242 2 2 2 

P a r + pa (yp + B ) + ypF 
2 k2 2 m + r 

1

- 2 
1- R ( Be 

p+-2-í22 
,_ 'k r 
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2 
T = -,---,--;;---p"-'o'--J.y.t:..p_ _____ _ 

2 4 2 

s = 

p o r + poz(yp + Bz) + ypF2 
2 k2 2 . , -.,. m + r 

2 2 ,2 2 
po B + ypF - po yp 

2 4 2 2 2 por ( ) 2 2 2 + po YP + B + 
m +k r 

2 ypF 

Usando a relação: 

Podemos escrever g como: 

Então R = 1 

2 
I 1- R f Be 2 2 2 2 1 ] ' lp + -2- l k2r2 (m + k r ) + Bz J 

. 2 2 2 lm + k r - R] + 

4 Vamos desprezar o 

2 
T = -,.;P::::O'---!Y-"C_--;;-----, 

po2(yp + Bz) + ypFz 

e o nosso caso), temos: 

+ 

2 
2 Be 

-m -z)R + 
r 
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f 3(. 2 F'2) r p a + • 

2k 2r 2 r~+ l g dr 2 

{ (k
2
B;-

B2 --;) + r 
r 

Relembrando, 

Be 
F =- + kB e T r z 

(p a 2 r + F2) + 
B2 l 

2 e 
T J l + pa + 2 -z r 

2 
pa Y 

2 2 2 
p a ( yp + B ) + ypF 
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(A- 2) 

(A- 3) 

Vamos resolver esta equaçao n~ camada inerciai em torno de 

r o' cLd:r (il'r )J Cro) = -k. A quantidade lJ(r) é definida por: 

Assim 

F(r) 

!\las 

lJ (r) 

Portanto, perto de r 

dB z 
dr 

dF 

dr 

[v (r) + k] 

ro, faremos: 

+ B d)J 
z <rr 
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Introduzindo a vari~vel adimensional da camada 

inerciai 

once: 

1 
r - r o 

' a 

a 4 raio da coluna de plasma e 

(A-4) 

T + largura adimensional da camada inercial (T << 1). 

onde 

Temos então: 

F(r) 

~r-I ·r o 

a 

e 

2 
(a11'h 

Portanto, errt"~termos de z o primeiro termo da 

equaçao da camada inercial torna-se: 

Escolhendo 

2 
T 

2 2 a p a 
7-ca2-;-)2 

zO 11 

a equaçao anterior fica 

Vamos agora reescrever as v~rias 

aparecem na expressao para g, em termos de 

quantidades 

2 
z e T • 

(A-5) 

(A-6) 

que 



l 2 2 
2 r (pcr + F ) 

TO B 0 2 2 2 2 2 
(-z-) (a11') T(l+z)· 2 a 

2 B 
2 z -2 

2 
2 Bz 2 2 2 2 

T(ka)(a 11')z- -z T (a 11') z 

T 
2 pcr Y 

a 

2 
pcr Y 

a 

2 2 2 pcr Bz 0 (l + yp/B ) + yp 

Introduzindo a definição 

temos: 

Assim g fica escrito como: 

2 
+ z ) + 

2 2 
T Z 

-80-
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ou ainda J 

so d ( .9: 9Jl_) 
(a2 117 p dr 

+ 

+ 4 (A-7) 

Portanto, usando as equaç.oes (A-6) e (A-7), a equaçao a -

Euler torna-se: 

o 

Ora, espera-se ter: 

T - (ka) 2 

B' B' 

a2\1 'I O = - (ka) a t B: - ; - B: L - ka 

(ka) 2 

(ka) 2 



Portanto 

e 

T(ka) 
2 (a ll') 

- 1 

- (ka) 2 

2 S - (ka) · o 

-82-

Desse modo temos que a equaçao a-Euler em mais baixa arde~ 

(ka) 2 , é escrita como: 

ou 

onde D 

temos 

d 
dZ 

S (a ÊE) i; = O 
O p dr 

0 

o 

Fazendo a transformação de variável, 

(A- 8) 

(A-9) 

(A-10) 
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e ficamos com 

o 

Trocando o sinal da variável independente t ~ -t, 

obtemos: 

t (1 - t) d 
2 

2~ + ( l - ~ t) d~ + !?_ E; = o 
dt 2 2 dt 4 

(A-11) 
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APENDICE B 

Equaç6es para o Modo Kink Central. 

1. Região interna i camada inerciai 

Partiri'lo das,>expressões (A-2, 3) encontradas no 

ap~ndice A, temos: 

_c!_ f -ªl - gç; o 
dr dr 

onde 

3 2 2 f = r (po + F ) 

g [.<!E 
dr + 

2 
B2 

J + + 2 8 T po 2 r 

ainda F 
Be 

+ kB e = -r z 

2 
T po y 

2 Bz) Fz p (J (yp + + yp 

Vamos resolver esta equação na camada inerciai no 

entorno de r 0 = O, dada por v(r 0) = -k. Conforme já disse­

mos, v(r) é definido por: 

v (r) = 

e portanto: 



F(r) ~ B (r) 
z [llCr) + k] 

Em vez de fazermos 

\1 + k 

-85-

como no caso para o modo kink interno, o que resultou em 

faremos agora 

o que implica em se ter 

F (r) 

ou seja 

~ 1:_ F" (O)r2 
2 

B (O) z 

Definindo a variável adimensional da camada iner-

cial 

1 r z ~ ---
T a 

onde raio da coluna de plasma 1 , 
~ 

a e o e T << e a espes-

sura adimensiona1 da camada inerciai, temos: 

F (r) l B "r2 1 B " 2 2 2 
-· 2 z o ]J 2 zO ll a T z 

e desde que 

d dz d 1 d 
dr 

~ 

dr dz 
~ 

dz Ta 
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o primeiro termo da equaçao para a camada inercial ton1a-se, 

-d f d~ __ 1 d 3 3 3 ( 2 + 1 B2 "2 4 4 4) 1 d~ --a T z pcr - ll a T z - dz ,dr dr Ta dz 4 zO Ta 

2 pcr 
1 Bz "z 2 4 
4 zO ll a T 

(B-1) 

Definindo a velocidade de Alfven e o tempo MHD 

caracterfstico como 

v = A 

-B (a 3 ") zO ll a 
= 

VA 

temos que um dos termos que aparece em (B-1) 

2 pcr 
o 

B~ 

zO ,.2 4 4 
- 4- ll a T 

2 2 
cr a 
,2 4 
'AT 

2 2 
cr T H 

4 
T 

Vamos definir nosso auto-valor A como: 

2 2 
cr T fl 

4 
T 

e assumir que 11
2 

- rY (1) 

Dessa maneira, uma vez que A e T estejam determi­

nados, a razão de crescimento cr do modo~ dada por: 

cr 2 -1 
A T T fl (B- 2) 

Com essas definições a equaçao (B-1) ~;screve-se 

como 

,.2 3(,2 + 4) d~ 
ll crzZ" Z dz (B-3) 
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Vejamos então os termos que aparecem na expressao 

para g 

2 
1 2 BzO 2 4 4 4 

( " ) zaTZ per +-
4

- ]J a T Z 

Da mesma maneira 

FC) lB ,.222 e corno r z 2 z 0 ll a T z , 

chega-se que 

B2 
·kB 2 ,. 2 2 2 z ,.2 4 4 4 

]JaTZ--]JaTZ z 4 

Quanto a expressão para T, 

T" 

temos ao definir s0 

2 
per Y 

,.2 4 4 4 
ll a T z 

(B-4) 

(B- 5) 



T --

1 n 
l + -

2 
ySO _x_ + 

Po 

is to e: 

2 4pcr 

,2 4 4 4 
ll a T z 
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(B-6) 

2 Procedendo da mesma forma teremos para apcr T, a 

expressão: 

2 apcr T 

B2 
2 zO ,2 4 4 

a T i\ - 4- \1 a T 

2 

i\
2 BzO ,2 

-4- \1 
5 5 a T CB-7) 

Portanto, agrupando as equaçoes (B-4, 5, 6, 7) g 

fica escrito como: 

2 2 2 2 
g = 2k a T z 

7 B2 

Bz ll"~ 5 5 5 + i\2 zO ,2 5 5 + z --4- a T z - 4- ll a T 

-1 Bz 
i\2 4 e Lz ( 1 _jl_ c i\ 2 

2 ., 
+ 2 -:z aT --yS : 2 YSo + z ) + i\ > 2 o Po Po \ r 

Vamos considerar que 

e B C r) sao da forma z 

p (r) 
2 4 

C 1 r r ) Po - + a2 --z + a4 4 
a a 

próximo a r o ' 

a
2 

- o- (l) 

Cl4 - o- C1) 

J (B-8) 

P (r) ' B8 (r) 



B
6 

(r) 

B (r) 
z 

Entã( 

~ 
dr 

_L~= 
aT dz 

(a B') 2 
p 

(a B') 2.. 
p a 

" B zO 

1 
fzPoO + aT 

2 2 
T Z 

1 
2 2 2 a T z 

2 a 2 T z 2 
+ a 4 T 

(a B') 2 

2 
a 
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4 z4) 

(B-9) 

(B-10) 

Inserindo (B-9, 10) em (B-8) e juntando com (B-3), 

a equaçao de Euf~r tor'~1a-se: 

+ 

2 
+ y8 0 (aB')

2 ~z 
P a 

1 -

: 1 Q c • 2 4 ) • 2 ·1·,·· - _I c ; zY~o H +z +H s o 

Ou seja, nossa equaçao de auto-valor e então: 

d 3(,2 4)dç; _ Sk2a2~-2z2 
dz z H + z dz ' 

r s 0 1---
'( 3 ")2 L a 11 



-9 o-

T 2 4) .-. (ka) 2 + A . P2- 2 4 2 ~ - o 4 3 2 ySo (a B') 2 zj- -
+ ---z (3A .-_,z +.· 3 T z (a3ll") 2 (B ) lys

0 
(A +z ) +A 8 ' .··.. ·. C a \1 ") zO 2 

(B-ll) 



-91-

APENDICE C 

Determinasão dos Par~metros de Equilfbrio e Expressões des­

tes Derivadas. 

Os problemas ffsicos por nos abordados envolvem 

perfis de pressao e corrente expressos sob a forma: 

Po [ 1 -
2 4 

J 
p (r) r (1 - ex) r 

ex-z - -4 
a a 

(C-1) 

[ 2 p j z (r) jo 1 - r __., 
~ a 

(C- 2) 

onde ex e y sao constantes positivas quaisquer, de e'(l). 

Usando uma das leis básicas da magnetostática, a 

1 e i de Ampere 

V X B (C- 3) 

onde ã e o vetar indução magn~tica e l a densidade de cor-

rente e considerou-se 11 0 = 1, temos em coordenadas cilfndri 

cas: 

r ar j z C r) (C-4) 

[a CrBe) dr = /r j zdr 
.J ar 

Como j
2

Cr) e dada por CC-2), tem-se: 

:r. B< 
J 

( 2 
1 r j C 1 - _r_ ) Y cl r 
! o 2 

" a 



2 c y + 1) 

2 a -
r 

[ 1 - (1 

-9 2-

2 y+l l . 
-~) 
a 

(C- 5) 

Podemos calcular Bz(r) a partir da equaçao de equl 

líbrio de pressao: 

Vp = (V X B) X B 

que em coordenadas cilÍndricas nos d~ 

QE 
dr 

ou seja 

e portanto 

iE + l d (rBe)z 
dr 2rz dr 

12 2 jrld 2 - -
2

(B (r) - B (O)j= p(r)- p(O) + -- (rB ) dr 
z z 0 Zr 2 dr e 

(C-6) 

(C-7) 

(C- 8) 

Em vez de substituirmos em (C-8) a expressão(C-5) 

obtida para B
8
(r), vamos tomar essa Gltima e desenvolv~-la 

em série de pot~ncias j~ que ela contem um termo da 

(1 - x)n, isto e: 

obtendo-se então 

forma 

(C-9) 



Com isso tem-se que 

.z 
Jo 
4 I. Zr 

3 .1 
3y ra " 

e a expressao (C-8) pdde ser reescrita como: 

.2 3 

-9 3-

(C-10) 

1 z 2 jr Jo r J - -(B (r)- B (O))= p(r)- p(O) + \-C2r- 3y-) dr. 2 z z 0 .4 a ( C-ll) 

Desde que p(r) e dada por (C-1) e p(O) 

equaçao (C-11) torna-se: 

Como r < 1 e razoável desprezar-se os a 

em (C-12). 

Dessa forma temos 

B2 (r) B2 (0) 
2 .2 2 

+ r ( 2p 0a ~) "' -z - Jo z z 2 a 

ou seja, 

rz Zp
0

a 
. 2 

] l/2 ,. Jo 
Bz (r) = B 11 + -z-C-z- y) zO 

BzO a 

onde B zO B (O) . z 

Expandindo (C-14) em série de potências 

2 
.z 

Zp
0

a 

) J Bz (r) BzO l. 1 
1 r 

( 
J o 

"' - 27 z-- 2 
zO a 

a 

(C-12) 

termos em 

(C-13) 

(C-14) 

(C-15) 
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Portanto p (r), j 
2 
(r), B8 (r) e B

2 
(r) sao dados pe­

las expressões (C-1, 2, 9, 15) respectivamente. 

Devemos lembrar-nos que estamos trabalhando numa 

camada inercial no entorno de r 

Vamos então explorar este fato. 

A quantidade p(r) foi definida como 

B8 (r) 
= r 

v (r) 

Ora, de (C-9) tem-se: 

j o 
[ 1 - -~ ~ 1 2 a ~ 

1 
B (r) z 

de modo que usando (C-15, 16) obtém-se 

v (r) 

Bzo 

Desde que 

~rl -
2 . 

l1 - i 

1 = 1 1- E 

2 

l y r 
2 2 a 

. 2 2 Jo r 

BT C-2-
zO 

+ E i 

podemos reescrever (C-17) como 

iJ C r) 

2p 0a 

a 

2 
r 

2 

7 zO 

) l 

. 2 
Jo 

c-2-

Pela mesma razao mencionada anteri6rmente, 

fare.:nos e,l{tão :: 

v C r) 

-2 
Jo 

2]32 
zO 

(C-16) 

(C-17) 

r 
< 1 ' a 

(C-18) 
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Portanto, 

l1 (O ) (C-19) 

Se estamos no entorno O, temos através da 

expressao 

que 

-ka 

e usando (C-19) obtém-se: 

ou seja 

-ka 

BzO 
- Zka a 

Também jã definimos no ap~ndice A 

= 

entã.o tem-se que 

Derivaçã.o da expressao para (a\"(r)) 

c c- 2 o) 

(C-21) 

(C-22) 

Os nossos cilculos para o modo Kink Central en-
' 

volvem a expressã.o a\"(r), ou mais precisamente o parâme-

tro: 

D 
8so"'2 

( 3 ")2 a ll 

-a 



cont~m este termo. 

Da equaçao (C-18) temos 

ll' (r) 

então 

ou ainda 

Fazendo 

escrita como: 

ll" (O) 2 (ka) 3 
+ 3 a 

uso de 

~·;_ '-, 

.2 l J __ o_ + ..r..) 
?Bz 2 
- zO a -

.2 
Jo 

- 2í32 
zO 

(C- 21 , 2 2) ' a equaçao 

s0 (ka)a 
+ 

(ka)Y -3 3 a a 

-9 6-

(C- 2 3) 

(C-24) 

(C-24) fica 

c c- 2 s) 
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