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RESUMO

0 objetivo deste trabalho & estudar a estabilidade do
Modo Kink Interno e do Modo Kink Central em plasmas «c¢ilin-
dricos, MHD ideais, devido a variagoes de pressac e diferen .
tes perfis de corrente. Utiliza-se a equacao de Euler para
gstabilidade-o derivada por Goedbloed e Sakanaka.

A anidlise do problema é baseada num método de teoria
de camada limite, onde efeitos devido a inércia do plasma
s6 sdo considerados numa pequena camada, no entoerno do pon-
to onde a perturbagéb & paralela as linhas de campo. Para
o Modo Kink Interno & feito também a andlise numérica, inte
grando-se uma equacgac de valor caracteristico.

Calculou-se a razac de crescimento da instabilidade
para os dois modes para diferentes perfis de pressao e cor-
rente. |

Verificou-se que tanto para o Modo Kink Interno quan-
to para o Mode Kink Central, a razaoc de crescimento tor-
na-se maior com o aumento nas variagoes destes perfis. Mas
para o Modo Kink Internc obteve-se uma reducdo de até 50%
na razao de crescimento, comparada com os resultados obti-
dos por Rosenbluth et al. Para o Modo Kink Central cons-
tatou-se que a razao de crescimento € proporcional ao g do

plasma e as derivadas da pressao e corrente.
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ABSTRACT

The objective of this work is to study the stabi-
lity of the Internal Kink and.Central Kink modes in ideal
MHD cylindrical plasmas due to the pressure variations and
the different current profiles. It was used the o - Euler
equation derived by Goedbloed and Sakanaka.

Its analysis is based on the boundary layer method,

where the effects due to the plasma inertia are only con-
sidered in a boundary layer in the neighborhood of the
surface where the perturbation is parallel to the field
lines. For the internal Kink mode a numerical analvsis is

also done by integrating the Euler egquation.

It was calculated the growth rate of the two modes
for the different pressure and current profiles.

It was verified that fdr both, the Internal Kink
and Central Kink modes, the growth rate becomes larger as
the derivative of these profiles increases. However, for the
Internal Kink mode, one obtains a reduction of up to 50% in
the growth rate calculated by Rosenbluth et al. For the
Central Kink mode, one notices that the growth rate is
proportional to g of the plasma and to the derivatives of

%

the pressure and current.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

0 estudo de instabilidades do plasma tornou-se um
alvo de interesse no mundo da ciencia quande iniciaram-se as
pesquisas de reatores de fusao termonuclear controlada, em
1952 |[5]. O objetivo pratico desta pesquisa era, e ainda &,
o desenvolvimento de um reator auto-sustentavel que obtenha
sua energia a partir da fusaoc de nlcleos leves. Para conse-
guir~se as condigoes para as quais um reator de fusio seja
economicamente viavel, € necessario confinar o plasma de deu
tério ou tritio através de campos magnéticos, para mante-lo
longe de qualquer sistema a baixas temperaturas como as pare
des solidas de um sistema de vacuo, em uma temperatura ciné-
tica de 100 KeV e com uma densidade de particulas de lﬂldm{§
durante um pericdo de pelo menos ls. Entretanto, 1s & maior
do que um periodo do plasma, surgindo entdo uma questéo' im~
portante: se a configuracaoc de equilibrie na qual o plasma
_estﬁ magneticamente confinado ¢ estavel ou instavel. Muitas
das tentativas de confinar um plasma de alta temperatura mag
neticamente, falharam porque a configuracdo do campo magneéti-
co de equilibrio usada experimentalmente era instavel e 0
plasma se movia rapidamente (-lus) para as paredes da camara
de vacuo. ’ .

Os experimentos tem demonstrado que as instabilida
des mais Qestrutivas do estado de equilibrio do plasma, $ao
as.cﬁéﬁédés instabilidades magnetchidrodinamicas (MHD)ideais,

e que estas podem ser eliminadas por uma configuracdo de cam



po magnético adequado. Entretanto a eliminacio destas insta-
. bilidades nao possibilitou ainda um reator de fusdo satisfa-
tério, pois o préprié plasma cria uma outra instabilidade
que de maneira geral € menos destrutiva do que aquela que
se conseguiu eliminar, mas que mesmo assim € séria o  sufi-
ciente, para provocar perda do plasma mais rapidamente do
que a permitida para um reator de fusdo vidvel.

As instabilidades MHD ideais sao assim denominadas
pelo fato de poderem ser descritas por um sistema de equa-
coes de fluidos macroscOpicos, onde o plasma € considerado um
fluido condutor perfeito, isto &€,de condutividade infinita,
imerso num campo magnético de equilibrio. |

Atraves deste modelo foram propostos varios méto-
dos para a analise da estabilidade de uma configuracio de
equilibrio do plasma, ou das propriedades das instabilidades
associadas com um dado equilibrio do plasma.

Un deste métodos estd baseado em consideracdes da
energia. Um estado de equilibrio de um plasma com uma ener-
gia potencial W sera estavel se W & um minimo e caso contra-
rio, pode ser instavel. Para investigar a estabilidade de um
plasma através“deste método, € necessario calcular a varia-
cao ﬁéﬁéné%gia potencial do plasma quando sujeitc a uma dada
perturbacao. 0 equilibrio do plasma €& estavel se a variacao
na energia potencial € positiva para todas as perturbag6es -
permitidas pelas equagtes do plasma. Se existir alguma per-
turbagdo possivel para a qual a variacdo na energia  poten-
cial seja negativa, entdo o plasma & instavel. Este método

é muito Gtil para a determinacdc dos valores dos parametros



de equilibrio que resultam num equilibrio instdvel. Mas nio
¢ um bom método para se determinar a razio de crescimento
de uma instabilidade particular.

Uma outra maneira para se determinar a estabilida-
de do equilibrio de um plasma &€ a analise dos modos normais.
Este método assume que se o equilibrio a ser investigado &
perturbado, as equagoes linearizadas do plasma para o desen-
volvimento da perturbacao no tempo podem ser resolvidas, su-
jeitas as condicoes de contorno apropriadas, assumindo uma
dependencia no tempo da forma exp(-iwt). Com este procedi-
mento tem-se uma equacdo para o em termos dos parametros de
equilibrio. 0s o obtidos desta equaglo podem ser real ou ima
ginario puro. Se todos os w sdo reais, entlo todas as varia-
veis da perturbac@o oscilam harmonicamente (a amplitude da
perturbacao & limitada), e o plasma ¢ estavel. No caso de w
imaginario o sistema € instavel, pois os modos normais cres-
cem no tempo. A analise dos modos normais da uma informacio
completa sobre as instabilidades associadas a um equilibrio
particular do plasma. O comportamento de qualquer perturba-
¢ao inicial pode ser acompanhado respeitando os limites im-
postos pela linearizacao das equacoes. Infelizmente a anali-
se dos modos normais pode ser aplicada somente aos casos on-
de o equilibrio do plasma & simples o suficiente,para permi-
tir a solucac das equagoes diferenciais para o plasma.

Estes dois métodos de analise permitiram a deriva-
cao de critérios de estabilidade que sao extremamente Uteis
para o estudo de uma determinada configuracao de equilibrie

do plasma, que falaremos mais adiante.



Vamos discorrer agora sobre as perturbagoes num
plasma, j& que € com a introducio destas que se faz o estudo
de uw dadQ)estado de equilibrio. Considera-se um estado de
equilfﬁ%io-estitico em torno do qual introduz-se uma pequena
perturbacdo. Em sistemas cilindricos & costume Tepresen-
tar-se estas perturbacoes por £, que expressam os deslocamen
tos de elementos da coluna de plasma em coordenadas cilin
dricas (r, 8, z), élém da dependencia temporal t. Estes des-
locamentos podem ser representados como uma superposicao das

componentes de Fourier na forma

E(r,e.z) = (e (x), £,(r), £,(v) exp [i(me + kz - wt) ] :

onde k & o nimero de oiila toroidal, que caracteriza a perio-
dicidade da perturbacdo ao longo do eixo € esta relacionado
com o comprimento de onda da deformagao, A , por k = 2n/x
m € o modo azimutal da perturbagio e determina a periodicida
de na direcao o.

A dependencia temporal da perturbacdo € determina-
da resolvendo-se a equacgao linearizada de perturba§6es, COmO
ja dissemos na descrigao da analise dos modos norma;s. Mas
de qualquer forma, valeria a pena retomar este ponto para in

troduzir-se a definicao de pinch. Entao recomegando esta

explanagao temos que, pelo fato do operador forga,

2>
3 >
m_w%_.= - } 4
3t -
ser auto-adjunto, mz € real e consequentemente w pode ser

real ou imaginario puro. Se w for real o plasma € estavel,is

to €, o pinch & estavel,; caso contrario, w imagindario, 0



pinch & instavel.

Define-se um pinch puroc como aquele em que o plas-
ma colunar ¢ comprimido radialmente pelo campo magnético, in
duzide pela propria corrente ao longo do plasma. Um  pinch
puro & extremamente instdvel, de maneira que, para se conse-
guir uma maior establilidade aplica-se externamente , campos
longitudinais estabilizantes. Como resultado tem-se um campo
helicoidal que comprime e confina, ou so confina, um .plasma
colunar, O termo pinch fol generalizado para expressar este
sistena to piﬁch diz-se difuso quando a corrente se espalha
ao longo da coluna de plasma, e diz-se abrupto quando a cor-
rente esta localizada numa camada extremamente fina no plas-
ma .

Depeois dessa definicdo de pinch, voltemos ds per-
turbacoes. As perturbacoes de modo azimutal m = 1 sao deno-
minadas Modo Kink. Este modo corresponde a um deslocamento
radial da coluna de pinch,que combinado com o modo k, faz com
gue a coluna de plasma se deforme de maneira helicoidal. Fi-
sicamente ocorre*ent§05?‘seguinte mecanismo: na regiao encur
vada resultante, a densidade de liﬁhas de forca ao redor da
coluna de plasma & maior no lado concavo do que no lado con
vexo desta, e consecquentemente o campo azimutal, Be, exerce
uma pressao magnética mais intensa no lado concavo da colu-
na, tendendo a aumentar a curvatura. A estabilizacgao pode
ser feita com um campo magnético longitudinal, Bz’ dentro do
plasma. O encurvamento deste campo Bz produz uma tensao mag-
nética que age como uma forga restauradora, contra a deses-

. Foi mostrado

tabilizacao produzida pelo campo azimutal, Be



por Kruskal |7] e ainda por Kadomtsev |8] que a condigdo de
estabilidade,
B 2
[WB—Z‘—} > 4n (—~+~1——1—)
6 " ikal

niao € efetiva para estabilizar perturbacoes de longo compri-
mento de onda, mesmo com um campo magnético 1ongitudina1,BZ,
muito intenso.

Por este motivo existem duas possibilidades para
se estabilizar a instabilidade Kink:
1. co}ocar;%e tma parede metalica condutora ao redor do

vacuo,

2. superpor-se externamente um campo magnético longitudinal.

No primeiro caso, quando o pinch se desloca nio h§
mudanga no fluXxo magneético entre o plasma e a parede conduto
ra, pois as linhas de forga nao podem penetrar no metal. Ca-
so a coluna de plasma mova~se para perto da parede, as 1i-
nhas de forca sao comprimidas, causando um aumento da pressao
magnética, de maneira que surge entao uma forga restauradora
que estabiliza a¢instab}11dade. Mas convém ressaltar que, se
o raio da parede COndutéra for muito grande comparade com o©
raio da coluna de plasma, e ainda,o comprimento de onda da
perturbagio pequeno ¢ bastdnte com relacdo a este Gltimo, en
tdo as linhas de forg¢a nao sao comprimidas apreciavelmente .
Assim a forca restauradora nao € suficiente para estabilizar
o Kink. Uma analise detalhada feita por Taylor [9] , mostra
qual deve ser a relacdo entre o raio da parede metalica, b,
€ o raio da coluna de plasma, a, paré que todos os comprimen

tos de onda sejam estabilizados,



b < 5a
No segundo caso, a existencia de um campo magnéti-
co longitudinal faz com gque a estabilidade decresca. Isto
estd associado com a mudanga na geometria do campo magnéti-

co. As linhas de forga fora do pinch sao helicoidais , sendo

o passo desta helice dado por

h{r) = 2% =% .

ﬂﬁntré as varias perturbacoes possiveis,pode exis-
tir uma com um comprimento de onda que coincida com o pas-
so do campo magnético helicoidal. Uma deformacdo deste tipo
provoca uma distorcdo minima no campo fora do pinch (distor-
cdo incompressivel). Diz-se entao que o plasma Se move entre
as linhas de forga sem distorce-las. Na pratica tem-se  que
o passo h nao pode ser maior que o comprimento L do pTro-
prio pinch. A condicdo de estabilidade leva ao valor critico
da corrente de descarga IC ,

rzB

Z
Ic nC .

Se a corrente de descarga excede este valor criti-
co surge entao a instabilidade. Este resultado foi encontra-
do independentemente por Kruskal et al [10] e por Shafranov
[11]. A corrente critica I_ & sempre denominada de limite

4

de Kruskal-Shafranov.

Até aqui.os casos tratados representam uma extrema
idealizacao. Ao se considerar o sistema de pinch com contor-
no difuso, entdo o critério de estabilidade depende essen-

cialmente dos perfis de distribuigao de corrente, dos campos



magnéticos e da pressao do plasma, a que esta sujeita a se-
¢ao do pinch.

Temos entao necessidade de voltar a falar sobre
os métodos gerais de analise de estabilidade, ja introduzidos
anteriormeﬂte, para que atravées deles possamos mencionar cri
térios de estabilidade que sao mais praticos para se obter
informagoes sobre a condigac de estabilidade, quando se leva
em conta os perfis de equilibrio.

A estabilidade de um pinch difuso pode ser melhor
investigada através do principio de energia, (ja introduzido
anteriormente), formulado por Bernstein et al [12], que & es

crito em termos da equacao de Euler,

a -
5K = 2 /0 (2§57 + ge? Jar.

A equacao de Euler € singular nos pontos r = Ty onde quanti-
B

- .<= __e

dade F m -

+ sz , que esta contida em f, se anula. Ou
seja, € singular nos pontos onde u(r) = -k/m. Uma expansao
da equacdo de Euler em torno de tais pontos leva ao critério
de estabilidade de Suydam [13] ,

2

(%—@i‘-)zw

3is
|

T
B

onde r € a distancia ao eixo do pinch e p = ?EE ,8 0 inverso
. Z

do passo das linhas de campo magnéetico helicoidal. Este cri-

tério, da maneira pela qual foi derivade por Suydam, & uma

condig¢ao s6 necessaria para a estabilidade. Newcomb [3] for-

) e .- - . - '

mulou por minimizacao da W { £ }, a condigao necessaria [

~suficlente para a estabilidade, que & expressa atraves do se

guinte teorema: O pinch & estadvel para todos os  valores de



mek see somente se & estdvel para m = 1, ~e» < k < +=, e para
m =0 no limite de k » 0.

Uma generalizagao parcial do critério de Suydam pa
ra uma geometria toroidal de superficie circular foi feita
por Ware e Haas [14]. Seus cadlculos basearam-se numa expan-
sao da razao de aspecto de ¢&W, para o caso de uma densidade
de corrente toroidal quase constante, e para ¢ também quase
constante. 0 termo q € o fator de seguranca, que € a Tazao
entre o comprimento de onda das linhas do campo magnético e
o comprimento da circunferencia maior do Plasma (ZWRO)- Para

configuracdes deste tipo o critério de estabilidade & entido,

rBé q'.2 7
- Gg)7 2 e - a)
B B
3} q' = ._q... M¢~" ¢ -
onde q dr (rB )/ S,
P P

Em seguida, Shafranov e Yurchenko [15] trataram o
caso de superficies de fluxos circulares com perfis de j¢(r)
e q(r) arbitrarics. Usando tanto a analise dos modos normais
para grandes m, quanto o método do principio da energia;eles
demonstraram que esta Gltima equacdo € a generalizacao cor-
reta do critério de Suydam para geometria toroidal.

A primeira consequencia deste critério € que a
estabilidade dos modos & alcancgada se q > 1 para tbdo r. Pa-
ra distribuicoes de corrente monotonicamente decrescente q
tem seu mais baixo valor sobre o eixo, entao qg > 1 gafante

a estabilidade.
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.Para finalizar a descrigao dos critérios de esta-
‘bjlidade, vamos citar a teoria de estabilidade-o, desenvol-
vida por Goedbloed e Sakanaka'{l], e que sera utilizada por
nos neste trabalho.

Os autores desta teoria definiram um funcional de

. a
energia, W , da forma

wo = W+ %7

onde W = - % ¢ .TF{ %) de & avariacio da energia po-

tencial ji definida por Bernstein [12] e T & o virial

I = %’J[E‘-Og dt
A grande diferencga entre a equagac o-EBuler obtida

por esta teoria, para descrever o comportamento do plasma,

[£()x']" - gladx =0
sendo y = TEL x(r =0} = x(r =a) =0 ;
e a equacgao usual obtida por Newcomb [3], & o fato de que

- . e . 2
a equacgao acima e naec singular para o > 0, enquanto que a

0}, possue singularidades nos
mBe

equacao de Euler marginal (o

pontos onde F = (, sendo F =

+ kB
T z 7
Usando o critério de Jacobi para o cilculo wvaria-
cional, foi possivel formular o seguinte teorema para estabi
lidade~o: '"para valores especificados de m e k, o pinch 1i-
near difuso & estavel-o, se e sO se, a solugido ndo trivial
da equagac de o-Buler que se anula em r=0, nao possua um ze

ro no intervalo aberto (0, a)", (Goedbloed e Sakanaka [1])

0 ponto v = a & onde se encontra a parede ideal condutora
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que limita um plasma cilindrico.

Um equilibrio & dito estavel-o se nao existir ne-
nhuma perturbagac que cresga mais rapidamente do que exp(ot),
e caso contrario, € instavel-¢. Se o equilibrio for  insta-
vel-o, pode-se determinar a razao de crescimento v da insta-
bilidade, simplesmente aumentando-se o valor de o tal que ©
zero de o se desloque da regido entre 0 e a até a posigao a.
Neste ponto o equiiibrio ¢ marginalmente instavel~-o, istoe,
Y = O.

A conexao entre esta teoria € o lado instavel do
espectro & feita ao se substituir 02 por wwz na equagao o-Eu

ler, resultando em

F(i)x']" - gliw)x =0, x(0) = x(a) =0,

e que apresenta propriedade Sturmiana.

A vantagem em se utilizar o critério de estabili-
dade-o, & que pode-se analisar a estabilidade de um sistema
em intervalos de tempo de interesse, em vez de tempos infini
tamente longos como & de costume nas analises usuais. Ou se-
ja analisa~se perturbacoes que crescam mais rapidamente do
que exp(ct), onde o = 1/t ,. se 1" & algum tempo caracteristi
co necessario para a fusdo. Esta aproximacao para a estabili
dade n@o estad necessariamente restrita aos problemas de esta
bilidade de plasma termonuclear, pode inclusive ser muito
itil para qualquer problema fisico,onde um sistema‘ dinamico
¢ estudado somente durante um pericdo de tempo limitado. Na
fisica de plasma por exemplo, poderia-se escolher t como sen
-do o tempo durante o qual considera-se as equacoes da magne-

tohidrodinamica simplificadas, como sendo uma aproximagao
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razoavel da situacdo real. Um oﬁtro exemplo seria, um plasma
que. e~t? C?ntidﬁ durante um tempo que é unicamente determina
do pele decaimento das correntes externas; neste caso esco-
lheria-sen Como sendo o tempo de decaimeﬁto das correntes, pa
ra se estudar a questao da establlidade durante este tempo.

Os critérios de estabilidade descritos até agora
sao mais do que suficientes para analisar a instabilidade
Kink, que & o objeto de estudo deste trabalho.

Como ja dissemos, as perturbacdes de modeo azimutal
m = 1 sdo denominadas Modo Kink. Nos paragrafos precedentes
descreveu-se o mﬂcanismp pelo qual o modo se torna instavel
e as possiveis maneiras de estabiliza-lo. Este modo & clas
sificado em tres classes: Modo Kink Interno, Modo Kink Cen-
tral e Modo Kink Externo.

0 Modo Kink Interno fol previstoc teoricamente por
Shafranov [16] em tokamaks de baixo-g , sendo considerado bai
x0-8, ©0s valores de B da ordem de 0.01. Esta instabilidade

o

caracteriza-se principalmente pelo fator de seguranga q(r) =

B
. Z .
" KB ser monotonicamente crescente, e pelo fate do vetor
!
-
de deslocamento & ser constante para r < ry e zero para

r o> Ty, 0 ponto Ty e o ponto de singularidade onde p(rG) =~k
ou q(rU) = 1. A instabilidade s0 € possivel devide & presen-
ca deste ponto singular, dai o porque da instabilidade nao
ocorrer para qmin(r) = q{0) > 1. Estas consideracdes teoricas
estdo ilustradas na Fig.(l.a. O perfis de equilibrio, pres
'sao, p(r), o inverso do passo das linhas de campo magnético
helicoidal, u(r), e a densidade de corrente longitudinal s

j_{r), se caracterizam por serem monotonicamente ¢rescentes
r



-13-

R =10
Mo =4015
25 f na=.985
_ | -2
wA ﬂ ¥ =.540%10
| 1 B r i
i
|
{
g (a)
I
I
4, Ty
i
I
o 2 by
¥
| N
0 N r i,
2.5
WA
ol
(b)
2. ™
0

Fig. (1} Auto funcio E.> €0 fator de seguranca, q, para
o Modo Kink. (a) Modo Kink Central. (b} Modo
Kink Interno.

(*) Extratida da tese de mestrado do Hisataki Shigueoka
171

o=
&
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Um outro Modo Kink, o que foi denominado Kink Cen-
tral por Shigueoka [17] & mostrado na Fig.(l.B}). Este Modo
possue as mesmas propriedades do Modo Kink Interno,sendo que -

o ponte singular 1, esta localizado muito prdéximo do, ou so-

bre, o eixo magnético, e q{r=0) =1 + ¢, onde e & pequeno.
: - R
Este modo instavel tem surgido para Tg <15, em contraste
. R
com o Modo Kink Interno que sO aparece para 7§ > 15, para

os perfis de equilibrio considerado.

Finalmente, o terceiro Modo Kink aparece para um
equilibrio de alto-g [1]|, sendo alto-g os valores de B entre
0.1 e 1.0 (maximo valor possivel). Este modo instavel & ob-
tido para perfis de u(r) crescente. Tais configuracgoes tem
distribuigoes de dénsidade.de correntes diferentes das de um
tokaﬁak dg”baiuo~e. Num tokamak de baixo-g a corrente longi-
tuﬁiﬁai.é.alta no eixo, para se criar um perfil de u(r) de-
crescente com bastante cizalhamento das linhas de forca para
a estabilidade., Num tokamak de alto-g o c¢izalhamento neces-
sario & criado de maneira oposta, ou seja, por baixas densi-
dades de corrente no eixo e altas na regiao exterior. A Fig.
(2) mostra o perfil de equilibric que € mais ou menos uma
imagem oposta daquele de um tokamk de baixo-g. Pela sua ca-
racteristica, a instabilidade de modo m = 1 para tokamak de
alto-pg & denomingda instabilidade de Modo Kink Externo.

0 objéfivo dgéte trabalho € o estudo da aestabili—
dade dos Modos Xink Interno e Kink Central atraves da teoria
de estabilidade-o, devido a efeitos de variacgoes nos perfis
de pressao, ou seja do termo B(% %¥)3 e variacoes noes per-

fis de densidade de corrente jz{r). Tenta~se aqui verificar
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Pir)=02exp [-32¢%]
whr) =025 exp [3r2-209]

{a)

(b}

Bz
Bfiz/ff’fﬂlfwﬂ‘mhﬁ (c)
,,,w///ﬁ :
O 5 r i

Fig. (2) Perfil de Equilibrio de Tokamak de alto-g. g=0.1.(a) perfil
do passo magnético helicoidal u. (b) perfis das densidades
de correntes toroidal, J,, e poloidal, Jy. {c} perfis dos

- campos magneticos toroidal, B, e poloidal, By.
(*) Extralda da tese de mestrade do Hisataki Shigueoka ?17].
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se perfis de equ%lfbrio da forma p(r) = p, [lmaig—(lwﬂ i;j e
i r) = jo(l ~ fi)Y’ estabilizam ou desestabilizam os modos
instaveis de umiplésma cilindrico, isto €, o quanto a Trazio
de crescimento da instabilidade diminue ou aumenta pelo fato
de se variar estes perfié de equilibrio.

0 conteudo deste trabalho esta distribuido da ma-
neira que se segue. No capituld 11 esta apresentado o mode-
lo tedrico por nds adotado, e a técnica utilizada na resolu-
cao dos sistemas de egugoes qué descrevem o comportamento do
plasma (teoria da camada limite)}.

0 capitulo IIT estd dividido em trés partes, sendo
que na segunda delas, I1I-2, ¢ feita a analise do ModokKink
Interno, analitica & numericamente, para as duas regioes em
torno da camada inercial do plasma. E encontrada através do
casamento assintotico das solugoes para as regioes interna
e externa a esta camada, a solugdo analitica geral para este
modo. Na segao IIT-3 & explorado o Modo Kink Central para
o qual obtém-se, depois das consideragoes necessarias, uma
equacido de auto-valor que sera integrada numericamente. Tan~
to para o Modo Kink Interno como para o Modo Kink Central,as
analises sao iniciadas a partir da equacdo de o-Euler, para
o casom = 1 e kir? << 1, deduzidas da equagao original  de
Goedbloed e Sakanaka [1]. i

0O capitulo IV apresenta os resultados obtidos ana-
1ifiéa é‘gémericamente, como também a andlise destes resulta
dos para os dois modos.

No capitulo V tem-se as conclusoes do trabalho de-

senvolvido e sugestoes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 11

MODELC TECRICO

0 trabalho por nds desenvolvido toma como configura-
¢do de equilibrio, uma coluna de plasma cilindrica infinita e
periddica de raio a e pericdo L = 2¢R., Circula no plasma uma
corrente longitudiral I, na direcao do campo B, aplicado ex-
ternamente, e esta corrente cria um campo magnético poloidal

Be . A situagao acima descrita esta mostrada na figura (3).

Superficie
Perturbada

fl

Superficie onde q{r) B

Fig. (3) - Modelo Teorico
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Este sistema € um modelo de uma "coluna' toroidal
de plasma de raio maior R e raio menor a, como em um toka-
mak [2] . Tem-se que,devido a estabilidade o campo poloidal
Be & muito mencr que o campo longitudinal Bz’ ou seja ,
BB/BZ - a/R << 1. 0 equilibrio & considerado simétrico com
relagao ao centro da coluna de plasma e desta maneira, todas
as grandezas de equilibrioc dependem somente da coordenada Ta
dial r. Assim as perturbacOes no entorno deste equilibrio po

dem ser descritas em termcs das componentes de Fourier nas

coordenadas 9 e z, isto &,

Z(r,0,z,t) = £(r) exp [i{me + kz - wt)], onde ¥ represen-

ta o deslocamento do elemento da coluna de plasma localizada
no ponto (r, 6,z).

Como o nosso sistema de equilibrio (coluna periodi
ca de periodo L = 2vR) € um modelo para um sistema toroidal
de raio maior R e raio menor a, um numero inteiro n de com-
primento de onda deve estar contido em um periodo do siste-

ma, isto e
2nR = nx .

Mas o comprimento de onda na direcao lengitudinal € dado por

A
A - k @
Seadd' Ussin, temos: .
_ n
ko= —— .

De acordo com as observacgdes experimentais, somen~

te os modos com comprimento de onda longo (pequeno valor de
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n) em = l,apresentam riscos para a situaclo de equilibrio.
Nestéﬁtfak}lho:hés vamos nos restringir a um desses casocs,
a In]_zle m = 1.

Um outro detalhe importante € que vamos nos deter
a sistemas toroidais de grande razao de aspecto, ou seja a

sistema onde R/a >> 1. Tem-se entao que:

ka << 1 .
Isto significa que vamos considerar somente os modos com com
primento de onda longo, comparado com o raio menor, 3, da co
luna de plasma.
Esta quantidide ka, que @ pequena, é usada como o
parametro ﬂe comparagao para as diversas quantidades que apa.

recem nas equagdes e calculos por noés desenvolvidos.

As equagoes MHD ideais que descrevem o comportamen
to do plasma quando sujeito a perturbagdes no entorno do es-
tado de equilibrio, sdao resolvidas empregando-se a teoria da
camada limite [6]. A razdo disso €& que a solucdo nfo trivial
destas equacdes satisfazendo as devidas condicdes de contor-
no, tem em geral, um ou varios pontos singulares dentro do
plasma onde esta solucao diverge. Entdao no entorno desses pon
tos, considera~se uma pequena camada de espessura 1<<a, onde
os fatores que queremos estudar (no nosso caso, a inércia do
plasma e a razao de crescimento da instabilidade &o modo} ,
nao sao despreziveis. O sistema de equacodes resultantes para
esta camada €& resolvido com a condigio de contorno de que sua
solugao tenda assintoticamente para a solucao das equacgoes
das regides externas a esta camada (onde para 0 nosso caso,a

2

inércia do plasma, oo“, & praticamente nula). Se a equacao
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€ uma equagao de auto-valor, este & obtido através da con-
dicdo de casamento assintotico das solugoes nestas diferen-

tes regioes. Esta situagado esta mostrada mna Fig.(4).

camadg mercial

q{r)

Fig.(4) - Técnica de Camada Limite
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CAPITULO I11

ANALISE DO MODO KINK INTERNO E KINK CENTRAL

I1I-1. Introducgdo

0 desenvolvimento das andlises do modo kink inter-
no até atualmente feito, usando a técnica da camada 1limite,
obtém a auto funcdao £ para este modo resolvendo para a Te-

gido interna a camada inercial, a seguinte equacdo [4]

Lo f S Lo = g (3-1)

y/

Em (3-1), f = T3(p0 + FZ) como € mostrado no apen

dice A, equacao (A-2), e

- 12 ' 2. 242 _ pl
g = kr(rp' + 3k"1 BZ + 2krBZBe Be) ,

expressao esta obtida por Rosenbluth, Dagazian e Rutherford
[4] , e que assume v - £ = 0.

Entretanto, quando os termos de inercia sao inclui
dos na equacdo de modos normais (¢ # 0), Vv . £ = 0 ndo mais
minimiza a energia associada com o modo. A equacao de modos

normais pode entao ser obtida a partir da equacao de Euler

para a estabilidade-o de Goedbloed e Sakanaka [1] , dada por

d . de )
T fTar -8 =0

ou seja, a equacao (A-1) do apendice A
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2 2z 2
4 r.2 2y po {yp ¥ B7) + ypF' 1 d .y _
gy Lo+ FD) D - 3y (re)]
252
B 4k “B 2.2 2
-2 2 B . 8 po BT + F
- Jpo® + E7 4 ZB;.‘,\:(-?)‘ - 5 5 XD +
2kB mB 2 2 yAN
S IR A po (yp * B”) + ypF _ _
cr{— kB, ) . ) }ole=o (A-1)
onde
mBe _ 1
S kBZ = = (mB8_+ krBZ) ,
2 2.2 2 4. 2
+ k r Z 2 2
p =AM 5 r ) ] ng E 5 t po"{yp + BY) + ypF |
T m-+k"r
Nas expressoes acima.a varidvel £ € a componente radial do

deslocamento perturbado de um elemento do fluido, p & a den-
sidade do fiuido, o € o parametro pré~fixado da técnica de
estabilidade-o, vy 6 a razdo dos calores especificos.

De acordo com Goedbloed e Sakanaka [1] , a minimi-
zagao do funcional de energia modificado, wY | por eles de~
finido, obtém uma expressao para V . da forma:

2 kB_ mB

0o 2 2y 1, . 8, "z _
+FT) 2re) -2 — (5% - kB ] .

V~E =—T"‘{(QU

N
Se calcularmcs V.£ no ponto r = L usando a ex-

pressao para & obtida por Rosenbluth, Dagazian e Rutherford
[4], (que foi encontrada assumindo v ,E = 0),

1 2 [F'-!rs

£ ->§£all.— = arctg ;T77;” x |y x =1 - TS

nés obtemos

A
[#£0 a]
g
w
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que € pequeno, mas de mesma ordem da razdo de crescimento
2.2 -1
g -~ krTT, .
s H

NGs vamos entao resolver novamente a equagdo para

a camada mantendo ¥ .% #F 0

Quando m = 1 e kzrz << 1, que & o caso do noesso

problema, a equagao (A-1) se reduz a:

d g . .
ar far e =0
onde
£ = r(pe’ + F) (A-2)
. Bz
2 24dp L 2.2 2.2 5
g * Zx {“_a?*"?r(pc +}‘)+T{(1(BZ" 2) +
T
2
B
vl v 2 2 T} ] (A-3)
T
e
B
- 8
F = = 7 kBZ ,
2
T = PT YD

2 2 .2 ’
pa”(yp + B7) + ypF

de acordo com os\célculos desenvolvidos no apeéendice A.

Vamos frabalﬁér com as equagoes (A-2,3) em duas re
gioes distintas da camada inercial. Uma delas, a regiéo ex-
terna, € caracterizada por QOZ = (0, isto &, a iné€rcia do
plasma ¢ desprezfvel;‘e a outra regiao se situa nas vizinhan
cas onde F = 0 ¢ nesta, poz # 0. Devido ao fato desta cama-
da ser extremamente fina, consideramos a geometria do pro-

blema como sendo planar, ou seja.,os termos de curvatura nao
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sao incluidos.

Faremos duas analises distintas do problema: a‘pri
meira delas € quando a camada inercial esta localizada longe
do eixo magnetico, e nos referimos a este caso como © nodo
kink interno.

A segunda situacdo € quando a camada inercial do
plasma €& reséonante com o eixo magnético, e este caso & cha-

mado de modo kink central.
111-2. Analise da Estabilidade-o do Modo Kink Interno

[11-221 ¢:lucdo Analitica

- Regido Interna a Camada Inercial .
Nés vamos resolver a equagao de Euler

d‘“ - =
g;f ar - & 0
onde f e g sao dados pelas expressoes (A-2) e (A-3) respec-

tivamente, na camada inercial em torno de Tg Neste ponto

temos que:

B

= __@. T .
Fo= -+ kB, %= 0 F(r

0} = 0

ou seia, a equacao de Euler tem um ponto singular no ponto
r = T..
]

De acordo com o desenvolvimento matematito e as

argumentacoes fisicas apresentadas no apendice A, chegamos 4

equagao

RN ]

!@
o sl

I _3.ydg
2 zt)dt

(5 g =0 (A-11)

= i

t{l-1t)

[l
~+
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onde t = z° ¢
(A-4)

& a variavel adimensional da camada inercial; +t € a largura

adimensional da camada inercial; e a o raio da coluna de

plasma.

As sclugOes desta equagao sao:

] L (R .
e

= 1 . 3 . _ 2 -

g,(2) =z ,F(a+5, 1-a, 35 z"), (3-3)
onde a = % 1 - /1 + 4D |
‘2 (ka)® a dp, |
e D = {;-——7—~—§ B (= 3%) . (A-10)
(a®u") P T=T,

Assim a solucao mais geral para a equacao de o-Euler &:
£(z) = Cigq(z) + Cye,(2) .« (3-4)

Vamos ver qual € o comportamento assintotico das

solucoes (3-2) e (3-3).

- 1_,. 1. _
‘El(z) - ZPl(aa _2’ a, "2_$ Z )
pode  ser  reescrita como: .
1 1
r(5) (5 - 2a)

£1M)= i T Iﬁa,%+a; %*2& 4%)
T("-Z““a) I’("z-*a) -z z
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r(z) T(- 3 + 2a)

1 3, -1 1
¥ r(ay T(a) F(z-a, 1-a; 5-2a; Z2)' 23 o
Z
(3-5)
A expressido (3-3) nos da
_ 5 1 P S
gz(z) = z ZFl(a'ki , L-a 5 z%)
que da mesma maneira de 51 se escreve CoOmo
3 1
r(x) r(s-2a)
£,02) = Z 2 5 }‘(a+%, a;%; 12) > Z T *
(r(1-a)] -z z%(a+3)
3 1
(%) {2a-3)
2 27 . 1 3. 1 z
+ - F{(l-a , 5-a;, % - 2a; ) (3-6)
o S i P .
Desde que
2a = %‘-(1 -/ 1T +4D) ; 1 - 2a = 32;(1 + V1 + 4D ) temos
que se D < 0, {(que & o.nosso caso), 2a << (1 - 2a}).
A solucao geral (3-4) em termos de (3-5) e (3-6) ,
torna-se:

1 1
r{) ris- 2a) : \
£(2) =c1{ [21 ﬂz Fla, 3+a, 3+2a; ) —p=
_I‘(i—a)r :
1 1
() r(2a-3)
2 27 el I S
* [r(a)JZ Flz-a, 1-a; 5-2a; =) (1-7a) }

(T r(z-2a)

. i 1 -1 1
e 7 Flarg.ai g o —3) &5 ¢
“lora-a)] 2" 2
3. L 1
F(ﬁ) 1(23'“§) 1 1

+

15, -
lr{%_a)ﬂ F(l—a, —2"'8, “2"2(1, ;—z) Z—(‘T_—Z“é’-j } (3—7)
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Portante o termo em “lT na expressao (3-7) é do-
a P
z
. e . . 1
minante com relagao ac termo ;TTfigT
nando z -~ = , 0 termo 1 4da hipergeométrica ten
Z pere n
z

de a zero, de modo que o primeiro termo desta série é 1. Sa-

bends que .5 (z% =) » 0, temos que

[T G- 2a)

£(zro) = |C +
1 1 2
i [r(5 - a) |
3
P tig- 2a) .
¥ C2 - QZ 73 > 0
[r{a}] z
ou seja.,
. “’2
c, = -2 {(Hg=2l "¢
Tz -a)

Isto significa que de agora por diante, o comporta

mento dominante de £ sera dado por l/z(l_za). De forma ge-
ral,
L {1 - a) 2

£(2) = €, |g,(2) - 2 {”—~T~—w £, ()| . (3-8)

- F(*z— - 3} -

Podemos notar que se 8 =0 , D=0 e a=0, te-
TEMOS 51 = 1,

r¢r - a)/F(% -a) = 1//7 , ou seja,

£, =2 arctg z
que €& a expressao obtida por Rosenbluth, Dagazian e Ruther-

ford [4].
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Se g # 0, o casamento assintdtico da solugdo  in-
terna quando z -+ -« depende de se saber a solugao da regiao
externa a externa.

Vamos agora entdaoc encontra-la.
- Regido Externa a Camada Inercial .

Na regiao externa a camada inercial, o termo de
inércia do plasma, pOZ, é =0, como ja falamos anteriormente.
Entac as expressoes (A-2) e (A-3) para f e g, res-

pectivamente, tornam-se

f = 17F , (3-9)
Fd BZ
L2.2 1.2 2,2 6
g = g, = 2kt tgg + ZTE e T (kKB - " ) (3-10)

E a equagao de EBuler que descreve o sistema nesta

regiaoc € portanto

3.2, dg

(r"F7) Iz g8 = 0 > (3-11)

d
dr

com as condigoes de contorno

3
(3-12)

LE

i
b
=

]
<

fl
fa
=

il
w

Tyl ‘

5 ~ [ka)z << ]
|77
Com isso podemos escrever a solugao da equacgao

(3-11) como uma expansao em poténcias do parametro (ka]z. Fa

2
zendo ¢ = (ka)” temos

-
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%ﬁ S
1 £
Portanto a equagao (3-11) para &9 é

d 3.2 d . :

cuja solugao (que obedece a (3-12))é da forma

const. T < 7T
0 T ¢

Quanto a equagdo para £ desde que este & da or-

dem de e, ¢ = (k)2 - ¢

1€0= temos de (3-11),

dr drf1 T 8% T U (3-15)

Integrando esta Gltima equacdo cobtemos

& T
d 0 -
e B T ety g (r)ydr 0 <1 <71
I b1 rsyzé 1 0
(3-16)
£ r
d B 0 0 . +
Tt T ;zg‘z‘fo g, (r)dr Tg < T <a .

Temos entac que fazer o casamento assintdético en-
tre a solugao interna, equagao (3-8) e a solucao externa. Pa
ra isso vamos analisar a soluc@o interna em termos do para-
metro e = (ka)z, ia introduzido.

A quantidade D, dada pela expressao (A-10) é.dka)%
Assim, como tinhamos

a=1]1- Ve a1l
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podemos reescreve-la sob a forma

1 D
q = -[I- [1 - (1 + 2 € SD)} = - ET
onde
a a d
o= & ( Py ~ 1
rO ] (az ,)2 ]_I)0 dr ”r::ro
ou seja, D = D‘T
(ka)~
7ﬁssoinos permite expandir a solugao interna em

potencias de ¢ como fizemos para a solugio externa.
Convém notar que so podemos considerar a solucgdo
interna dada por (3-8) até a primeira ordem em ¢ , ja que

2 . - .
os termos de ordem € foram desprezados na equagao a partir

da qual noés obtivemos esta solucgao.

Usando (3-8), a solucaoc interna de ordem zero e
dada por:
0 ' 11
{1 2 . 1 3 2
2 (,., (l) } 2}1 (25 15 Tz' » -z )}
?(i) !
ou
g(O) = C1 1 - = arctg zI . (3-17)

Quando z + -« a solugdo interna (3-17) &€ escrita como:

P
w
S
H
~
e
-

t
= fro
=
|
[ =2
!

;
+
!
+
-
i

() N DU I U )
R A {2 R ...)} . (3-18)
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Quando 1 - r6 a solucdo externa & dada por

com

Como z = 0
T a
temos
~-£ T
E, = 0 ]0 g, (r)dr
1 3 Z 1
ryBr e e 0
Assim o casamento assintotico pode ser conseguido
se
f0
ZC1 = by = Cl = 5
e
2 g T
T Ll L. 0 J[ 0 g (r)dr
z 352 ( ,)Z (r-1.) 20 1
z0 ¥ 0
isto €,

r
aT - 0
= dr
T I NN f gy (r)
0 rOBZO(p ) (r-—rG} 0

Desde que..t fwi definido como
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22
<= 209 : (A-5)

2 2 52
Bzo(a o )

a expressao acima nos fornece

T

- T 0 , _
5 = S T k%; g, (r)dr (3-19)
0 "F Paoit Iy

0

queéa razdo de crescimento da instabilidade por nds procura-
da.

Vemos éntao &ﬁe a sdlugéo interna de ordem zerb ja
€ o suficiente para determinar a razao de crescimento e a
largura « da camada inercial.

A solucgao completa é dada portanto por

a4

it D 1 D 1 2
e(r) = — |Fpl-es) 5+e5 50 - 27) -
D
F(l*'emm) 2 D : D 3 5 }
-2 '"'-E—:['—:'—E—;@‘:— Z ) 1(2 E'*z'“‘, 1+€—2, §,~z )_‘ (3-20)
2
e esta mostrada na figura (5 ).
Na equacao (3-20)
- .M .- A
T ’ 2, H
D(a U)
a Bz .
T B ettt V - L]
H Z ’ A —
VAIa U I ‘/p



--D= 0.0
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: .
.|

-
.
.
_—
.
+ e 7
o

5,
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..0\
) y"..';-?l'.';-...... -
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Fig.(B) Auto fun¢des para o modo kink
interno.
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I11-2-2., Modo Kink Interno - Solugao Numérica

Abordamos o caso do modo kink interno também de

uma outra maneira: integramos a equagao

d 3.2 2. di )
drr(F+QG)a"i«” 81£ 0

no intervalo de 0 ate a, com as condicdes de contorno

£{0) =1, g(a) =0

onde
! B
_ 2.7 |dp .2 2,2 _ 8
gl{r) = 2k"r ldr + er + vk Bz ;7)
Determinamos assim, a razao de crescimento o, que

¢ a solucdo desta equacdo de valor caracteristico.
111-3. Analise da Estabilidade-o do Modo Kink Central

Como ja falamos anteriormente, o modo kink central
€ o caso degenerado do modo kink interno. Neste modo a cama-
da -irorcif do plasma € ressonante com o eixo magnético, ou

seja, estamos na superficie onde u(0) = -k.

Portanto a equacao de Euler

dg N -
ar far e =0

tem um ponto singular em r = 0, ja que, de acordo com as ex-

3

pressoes (A-2) e (A-3) obtidas no apendice A

o)
£ o= ro(po’ + ED) (A-2)
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2 ;
2 By l
* po t 4 5 T : (A-3)
T b
onde
B
: 0
F= -2+ kB
2
O P 7
po {yp + B") + ypF
isto &

Como no caso do modo kink interno, vamos trabalhar
com as equacoes (A-2) e (A-3) em duas regioces distintas, ex-
terna e interna a camada inercial. Usaremos a técnica da ca-
mada limite para conseguir-se o casamento assintotico das

solugdes nas duas regides, como mostrado na Fig.(4).
- Regido Interna a Camada Inercial

Esta regiao se situa nas vizinhangas onde F = 0, e
N - g - 2 - - -
nela a inercia do plasma pc”, nao e desprezivel.

Tomando a equacao de Euler

d . d& _
dr £ dr gt 0

5

onde f e g sao dados pelas expressdes (A-2) e (A-3) respecti-

vamente, e introduzindo as definicdes

T e . . ; .
v (variavel adimensional da camada inercial)

3
I
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t (espessura da camada inercial)

a = raio da coluna de plasma
Be
(u) = B
Z
Ty T 7%; (tempo caracteristico MHD)
_BZO (3311(”}
Vp = = {velocidade de Alfven)
2 Vo '
2.2
2 o :
A (auto-valor a ser determinado)

4
T

e considerando os perfis de pressao e corrente da forma

1‘4 . . I‘Z '
tag =)y 3,00 = j,(1- — )
a a

mNI HN

p(r) = pyll + o,

obtemos a equacao de auto-valor (B-11) para descrever a ca-
mada interna, de acordo com o0 desenvolvimento apresentado no

apendice B.

- B
—Q~z§(A2-ﬁz4) g%-8k2327“222 [ 0

5 (azz + 2&4T223) +

dz " (asu”)
4 2 4 (k 2 3
+ I 2{(3n -z ) + ___?._)_ T +
8 ' 3
{a”n")
2
Y8 {aB')
N 30 ; P _ —l& =0 . (B-11)
{a u") (BZO) > YBO(A + z%+»A

Vamos considerar somente o caso baixo B, isto e,
2 2 -
By ~ k7a". Temos entao que

2
B v8 (aB')
0 - 1 ﬂ%_ -1, o P - k.zaz ,

C(atum) T o (atum? (Bzojz
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e o segundo termo da equagao (B-11) fica da mesma ordem que

a derivada de mais alta ordem se

v t = ka . (3-21)

Esta relacao estabelece a espessura da camada iner

cial no entrorno de v = (.

Portanto a equagao (B-11) torna-se

. \
Lot & - sl? {Q—gg—-i (ay + 20,t°2%)
L(a"u") :
4 2 4 (ka) 22
+ 23 (3pa7 = z7) + —z—— Tz +
{a”u'")
Y8 (aB')Z
2 YBglab, 1 ) _
toA G 77 7 7 7 } £ =0 (5-22)
(a"u") " (B_4) 7 VB (AT + z7) + A

- . . 2
Nos fixamos A ~& (1) e consideramos <t~ << 1. En-
tao na camada inercial proximo da origem, supomos que a SO-

lugdo € dada por

e substituimos esta expansao na equacao (3-22). Na mais bai-

xa ordem obtemos

d 3,2 4, TP0 4.3 L )
qpor L ) gy - Prhgy = 0 (3-23)
onde 880 ., 4
D 37
(a U”}

Em principio nos teriamos gue resolver esta equa-

cdao (3-23) para £0- substituir na equagao (3-22),solucionar
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para £,, e assim por diante. Mas ja a equacdo para g pos-
sui mais pontos singulares do que a equacdo hipergeométrica
e & bastante dificil s¢luciona-la analiticamente. A equacio
(3-23) tem entao que ser integrada numericamente.

Vamos verificar o comportamento assintotico da so-
lugao quando z »

A equacgao (3-23) quando z » « torna-se

dt
d 7 770 3 - -
T Z 5 Dz go = 0 . (3-24)

Supondo uma soiugéo da forma

5 ats a+3

g = 24 > a(a~1)za+ + 7az - Dz = 0
= 4 = -0
~ ax?
Para encontar a. segunda solugao, supomos EO=:e £,
que substituida na equagao (3-24) nos da
, B -
e {Z + Zab zb“li <. tazbzzz(b—l)-fab(b+6}zb—2 -
dz z
-4 | B '
-Dz | f = 0 (3-25)
. b = -2,
N ~ D
ab(b + 6) =D = a-= -3

Portanto, a equagac (3-25) se escreve como

D ‘} df D

dz I 223 16z6

cu quando 7 + =, fica-se com



a“¢ , 7 af , D’
a5 =4z 45,0

Supondo qu

obtém-se, de {3-26) ,

c?a?2%%47 2 cad-1)e

€02 = e

Vames agor
rior a camada inerci

mamos a equagao

d de
dr £ dr
3.2

onde f = r"F )
(expressces (3-9) e

Desde que
ro e segundo termos

2
1/{(kr)" >> 1. Desta

-30.

£ o= 0 . (3-26)
5]

CZd
= e
d-2 ,704,4-2 , D2 -6 _

1%
¢ D
173

1
e e (3-27)
26
_ 2 2 4
D/8z% + D7/128z% _ 1 - D2 i (3-28)
8z

a determinar a solugao na regiao exte~

al. Como no casoc do modo kink interno,to

g £ = 0 (3-29)

g, = g com pcz = 0
(3-10)) . ' .

g * kzrz << 1, a relagao entre o primei

da equacao (3-29) e da ordem de

forma a equacao para £y na regiao exter-
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na € simplesmente

. dE
a 0
= f T 0o, (3-30)
ou seja e =a [-9T 4 B (3-31)
Ja 0 Y ‘

Proxime de r = 0 temos que F -~ rz, conforme os calculos do
apendice B.

Entao de (3-31) temos

1 . a
= — o+ Bl = C(1 - ) (3-32}
T T

50

sendo Al’ B { , constantes.

1 k
0 casamento assintotico das solucGes interna e ex-

terna a camada inercial & feito da seguinte maneira.

A equagao (3-23) da camada inercial

d 3,,2 4 0 3 =
—a—z‘” A (A + Z ) "a‘z" - Dz EO = { (3—23)

e integrada a partir de z = 0 com as condicoes de contorno

dz
£ (0) = 1 ; 0 =0 . Quando z -+ « a solugcaoc deve
0 dz 0
se comportar como
S0 % MBo1 T A% (3-35)
onde
1 e g D
£, = — (3-27) ¢ g., =1 - oo, (3-28)
01 L0 | 02 822

Quanto a regido externa, obtivemos para £y



-4]1-

: ;
gy = C(1 - —iF) : - (3-32)

Portanto de (3-33) e (3-32), a condigao de casa-

mento assintdtico e

desde que T = ka, temos

2 6
E U
Ay
ou seja, !”ﬁﬁh << 1 . (3-33)
1
Como a solugao €01 ¢ sub-dominante com relagao
ax , ndo ha possibilidade de se determinar a relacao

02
AZ/Al , numericamente. Mas a condicdo (3-33) é praticamente
equivalente a impor A2-+ 0.
Portanto uma boa aproximag¢ao para o auto-valor A

¢ obtida simplesmente integrando-se a equagao (3-23) da re-

giao interna, com a condigao de contorno

£0(2) |, = = (3-34)
Z

0 auto-valor Az € variado até que esta situacido se
ja alcangada, nao havendo necessidade de se integrar a equa
cdo de Euler-Lagrange na regido externa. Isto € equivalente
a considerar o medo localizado na origem, como mostra a fi-

gura 6(b).
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| A
! o ~t '-—z—:jé
|
| v
| z -
Fig.(6) Modo Kink Central.

A condigao de contorno go(z) = _%? , para
Z>w A

a integracao da equagac de auto-valor, locali-

za 0 modo na origenm.
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CAPITULO IV

ANALISE DOS RESULTADOS

IV-1. MODO KINK INTERNO
:ﬁ‘g.3ﬁ501Vémos numericamente a equagao

2 dzg

*a‘:i:"glﬁz(),

4 TS(QU

2
dr v F )

2
B
. Z |dp , 1,.g2 gt o 8
onde gi-Zk T [dr + ZrF + r(k BZ —7)}

Desde que F(r) = B {r,) u’[ro)[r - rol , temos que g, pode

ser reescrito como

2.2 |dp .1 .20 2 A AN 2
g, = 2k7r [dr + 7rBZO W T{r - rD) + r%{BzaJ {r - ro) +

2B i w { ~ J{E
- L Ta } ’

e portanto

2322 2 1 :
gy (ry) = KirpBa-y v LE %%
(a ') P Jrg

0 que deve ser salientado entdo, € que na expressao
para g, que € integrada numericamente, existe também, como

na solucdo analitica, o parametro
a 1

D = 8 , (4-1)
o [(azlf)z Jro .

que contém as variacodes nos perfis de pressio e corrente.

g R R
e

Consideramos os perfis de equilibrio,
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2 4 7
p(r) = p, [1 - Dﬁi‘z‘ - {1 - o) %J , (4-2)
( ) - 1 TZ ¥ 473
'}Z r JO [ az } H] ( - }
j 2 2 y+1
B () = gt F L 0 T ] (c-5)
i 2.2 1/2
2 Jad 4
B, ) = {B © 7 LZPG"‘ 2 }“ “z?f {(1“‘*)290 "33 %’]}
(C-12)

Nos calculos desenvolvidos, tomamcs o= 1, y= 1 ,

- = 2
Bz(r) = BZ(D), e T, > -
Desde que u{r)} foi definida como
B, (1)
u(r) = o ! e que para = 1
T Bz(r) i ¥
- To r? - i
Be(r) = Ty r(l - EW@) > BZ(T) = BZ(D) ,
a
tem-se
j.a 2
au(r) = —g— (1 - =), (4-4)
z 2a
Usando (C-20}, e calculando a expressao (4-4) no
= &
ponto Ty = 5 obtemos
. B
g = T A (ka) . (4-5)

Da expressao (4-4) chega-se a

alur (1) = —p— : (4-6)
Z



onde BZ foi considerado constante.

Portanto D que fol dado por {(4-1), com o
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- .
auxilio

de (4-2), (4-6) e da definigcao de B , torna-se para r=r =2

32 p[}[l + )

O = -
(5,2 °

Ja que para iniciar-se a integracdo numérica

0 2

(4-7)

da-se

de ante-mao um valor para D, P fica determinado como pri-

meira aproximacdo, atraveés desta relacao (4-7). O valor mais

correto € calculado pela iteracdo considerando agora B dado

pelawéQGaééo (C-12).

Sintetizando o que obtivemos até agora neste

tulo; tem-se:

32p0(1+a)
freeed - - 2 s
(Jga)
TZ
i, =g, 151 0 vy =1
a
B
16 7
0 "7 a kA
§ 47‘-;
I
p(r) =py [1-—1 =1
a
i 2
- 0 r o _
Be{r) '—2-"T ll" ZJ N = 1 M
2a
BZ(T) = BZ(O) , o = 1, v =1
: = &
sendo T, 5

capi-

(4-7)

(4-3)

(4-5)

(4-2)

(C-5)

(C-12)

Nossos calculos foram feitos para os valores:

BZ(O) = 4 Tesla, a =1 m, =-ka=20.,1, r, = «%~

0
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19 -3

n =107 20 e o = 1.67 x 107

kg/m3 R

resultando nos perfis de equiiibrio mostyrado na Fig.( 7)), e
nos resultados apresentados na Tabela I.

0Os detalhes do campo Bz(r) dados por (C-12), pode
ser visto na Fig. { 8).

Estes resultados nos mostram que o fato de se levar
em conta o parametrc 0 na equagao para o Modo Kink Interno,
estabiliza-se o modo, se comparado com os resultados anterio
res, obtidos por Rosenbluth. Para se concluir isto basta ve-
rifi¢ar_se a razao entre TR0S (obtida considerando-se

0 < 1 e (para a qual ® 5 1): razdo esta, mos-~

INUM
trada graficamente na Fig.( 9). Ou seja, a aproximagdo fei-
ta por Rosenbluth leva a uma razao de crescimento maior que
a devida.

~Ve-se também que com o aumento de - os valores de
| 9205 € ONUM diferem mais acentuadamente. As razoes de cres-
MENLO Cpng © Oyyy ©5tao plotadas na Fig.(10).

O comportamento da auto-funciac g(r) para diversos
valores de ®© esta mostrado na Fig.(1ll). Analisando esta fi-
gura vemos que o aumento de - faz com que & tenha uma for
ma menos abrupta ao se aproximar da camada singular, do que
a £ proposta por Rosenbluth, que & uma onda quadrada. Isto
significa que o deslocamento radial da coluna de plasma devi
do a uma perturbagac externa, decresce e tende a zero, - de

uma maneira mais suave. Dal o por que de se obter ¢ menor

NUM
do que o encontrado por Rosenbluth.
Quantc aos resultados obtidos analiticamente para

o Hodo Kink Interno, nao calculamos a razao de crescimento
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B
4.0 z
-T

0.25+

-

-~ 1.0
£

-

S

]

Y -t
— Ap®
oA J,

N
m
Q.10+ + Q.5

P
0 ]
.1 .5 _ 1.0

. r
Fig.(7) Perfis de equilibrio
modo kink interno,D=-8.0,

*=1, ¥°1,a,=1 ,ro=g..82(0)=4. |
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TABELA I

© £40D0 KINK INTERNO - SOLUGAO NUMERICA

com n =10, 5 =1.67 x 10°7 kg, wy = 4n x 1077 H/m

] -1
D YOUGTRosS YPU GO NUM ‘pos’onum O8]

g -4 3

~0.2  7.076x10 6.895%10 1.026 4.75x10
| -3 -3 3

~2.0  2.300x10 2.054x10 1.119 14.2x10
-3 , -3 3

4.0 4.080x10 3.421x10 1.196 23.6x10
-3 3 3

~8.0  7.675x10 5.883x10 1.305 40.6x10
) -3 3

12,0 1.132x10 8.125%10 1.393 56.1x10
2 -2 3

216.0  1.501x10 1.024x10 1.467 71.0%x10
-2 ) 3

220.0  1.876x10 1.227x10 1.529 85.0x10
) -2 -2 3

~24.0  2.256x10 1.425x10 1.584 98.0%10




4.000 4

~-40.

3.9940

4.
L

B .8 10

Fig.(8) Detalhe do perfil do campo B, (r).

B, (0)=4 ;5D=-80
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-5

1.6 +
1.0 4
27
) O } 4 ) + t t ¥
2 4 8 12 16 20 24

Fig. (9) Alterag@o na razdo de crescimento

para o modo kink interno, devido ao
aumento de D.

(GRO = Razdo de crescimento obtida por
Rosenbluth,

GNUM = Razdo de crescimento obtida
pelo metodo numerico,
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20 +
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1.0 1
05 +
ob—+—t ; . b : t
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-0

Fig.(10) RazGes de crescimento para o
modo kink interno obtidas por
Rosenbluth e pelo método
numerico.

5]~
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r

Fig.(11) Auto-FungGo para o modo kink interno
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1.0 2.0 3.0

Fig.(t2) Modo kink interno

Comportamento assintotico da-
auto - fungdo.
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por este método, pois verificou-se que o casamentp assinto-
tico das solug¢bes interna e externa a camada inercial, nao
foi satisfatorio para um valor finito de © . Isto nos leva
a crer que devido as expansdes feitas, o casamento assinto-
232.

-

tico conseguido sé é valido para valores de I << k Dai
a razao de obtermos pelo método analitico, a mesma expressdo
para o que foi obtida por Rosenbluth.

Entretantc o método analitico nos forneceu uma in-

formacdao interessante, que & o comportamento da auto-fungio

r-r
£ em fungdo da variavel z = S que descreve a camadainer
cial, Fig.(5).

Podemos ver que na camada inercial quando z -0, g

cresce ou seja, ha um deslocamento maior da coluna de plas-
ma nesta regiao, provocado pelo aumento do parametro 0 ; mas
que tende a zero a medida em que sec afasta de z = 0 (isto ¢€

r = ro).

IVv-11. MODO KINK CENTRAL

De acordo com o desenvolvimento apresentado no ca-
pitulo anterior, a obtencdo da razao de crescimento para o
Modo Kink Central € conseguida, integrando-se numericamente

a equacgao de auto-valor

d 3 0 3 -
'—d-'Z““Z(A +Z}"‘W"DZEG—O,

1

a partir do ponto z 0, com a condig¢ao de contorno

EO(Z) = 1/26 . Para cada valor de D dado, varia-~se Azaté

A

que esta situagao seja alcancada.
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Nesta equagao

O‘ZTZ
T 2 H a
= = ]’ = - = e
z a0 T (ka] , A a s Ty 7 ,
T A
B (a u") -88 .« 2p
_ z 0 _ 0 . 0
Va = - —— > D= ==, Bt
2 Vo (a”u") B
z0
asy" = 2(ka)> + Bolkala + y(ka), . (C-25)
“onde o € Yy sdo Constarites relacionadas com os perfis de
pressao e corrente, respectivamente.
Usamos os perfis de equilibrio
- r? rt
p(r) = py 1= a - (1 -0 =] , (C-1)
a a
R
i ey =3, -1 (c-2)
a .
j 2 2 v+l
" 0 a _ _r- _
B =gy FL1-0-50 1. (C-5)
2 |
2 j Zp o
: . -y _ 1 7 0 _ 0 _
B, (1) =Byl -3 Sy - 0] (C-13)
: z0

Os perfis de pressao e corrente estiao mostrados na
Fig.{13) para alguns valores de ao € ¥

A Tabela IT fornece os valores de Bg do plasma para
varios D e diferentes perfis de equilibrio, que sao  usados

nos calculos das razdes de crescimento do Modo Kink Central.

Para os parametros, n = 1019 m~3, p = 1.67x10—8kg/m%

T = 0.1, Bz = BzD = 4 Tesla, a=1m, -ka=0.1, p0=4mx10_7}vm e

com o0s aute-valores A, encontrados numericamente, tem-se a

0

razao de crescimento o/«uo , onde



5 r 1.0

Fig. (13) Perfis de equilibrio

Modo kink central.
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TABETLA T1

MODO KINK CENTRAL
-ka = 0.1
D=-2.0 D==4 , 0 D=~6.0 D=-8.0 D=-10.0 § :%—12.0 D=-14.0 =-16.0
P
a=0,25 0=0.5 a=0.75 0=1.0 0=1.25 E 0=1.50 a=1.75 4=2.0
v=0.5 v=0,5 v=0.5 v=0.5 v=0.5 v=0.5 . y=0.5 v=0.5
-2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2
= = = A = =, ={}, ={), =),
Bo=0+27x10 Bo=0.40x10 ° { 8=0.27x12 8,=0.30x10 By=0+27x10 By=0.28x10 B,=0.27x10 B,=0.28x10
v=1.0 v=1.0 v=1.0 y=1,0 v=1.0 v=1.0 v=1.0 v=1.0
g.=1 04x10 2 g =1.20 1072 g =1 0510 2 B =1 06x10 2 | 8.~1.,06x10 2 8. =1 08x10™ 2 g =1,09 1072 g.=1 08x10™ 2
0 * 0 L X < {} L] O . O * 0 » O L] X 0 -
v=1.,5 y=1.5 v=1.5 v=1.5 y=1.5 y=1.5 v=1.5 v=1.5
8 =2 32x10" 2 6. =2.34x10 % g =2 36102 B =2 401072 g =2 40x1072 | g.=2.42x10 % | g =2.44x10" %1 g =2, 46x10 2
0 “ 0 o - 0 o “* o °* 0 0
y=2.0 v=2.0 y=2.0 v=2,0 v=2.0 v=2.0 v=2.0 v=2.0
-2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2
Bg=4-12x10 By=4+08x10 By=4-20x10 B=4-26x10 By=4-47x10 By=h . 34x10 By=4+39x10 By=4 +45x10

A
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para diversos valores de D, que se encontram na Tabela III .
Verifica-se que a cordem de grandeza das razoes de crescimen-
to deste modo se comparam com as do Modo Kink Interno, dadas
na Tabela I.

A Fig.(14) mostra a variacido de c//ﬂa cCom 0 aumen-
to de D, e vemos que o comportamento da curva € linear. Ou
seja, ja que para os parametros por nds estipulados, G =

= 155(asu”)AO, e que A € proporcional a D, e lembrando ain-

0
da que asu” € o termo que contém as variacoes nos perfis de
pressio’e Corrente [(ady") = 2(ka)” + ga(ka) + y(ka)] , che-
ga-se a conclusao de que quanto maior o y do perfil de cor —
rente, tanto menor a estabilidade do modo. Dai o porque de
o crescer com D.

0 comportamento para a auto-fungao g(z) em funcgao

T -
de z, z = o= . para alguns valores de D esta mostrado na:

Fig.(15). Ve-se entdo que com o aumento de D, o deslocamento
da coluna de plasma é maior. Pode-se observar ainda nesta
figura e na Fig.(16) que as auto-funcoes caem muito bem com
1/26, como era egperadg%

Quanto aos auto-valores, o que podemos dizer € que,
ja que a equagﬁo &€ Sturmiana, esta apresenta varias auto-
-funcoes com os respectivos auto-valores, AN’ N = 0,1,2,....
Isto significa que podem estar ocorrendo no plasma, instabi-
lidades que estao relacionadas com cada um destes Ay As pri

meiras auto-fungdes estao mostradas na Fig.(17).
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TABELA i1l
MODO  KINK  CENTRAL
o/¥uy
D A 4] v -1
[s77]
-16 1.194 19. 17.2x10°
3
40. 34.8x10
-8 0.597 9. 8,5x10°
19. 17.0x10°
-4 5 0.299 4. 4.2x10°
9. 8.4%10°
-2 .25 0.149 2. 2.1x10°
1. 4.2x10°
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30 1
m .O
s €2
o,
[+
3
15 4
C 2 4 8 12 16
-D

Fig.(14) Razdo de crescimento para
0 modo kink central.



10 m

0.5;

0

1.0 20 3.0
Fig.(1s) Modo kink central z
Auto fungoes para diferentes

perfis de equilibrio.

-] -
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D=-16
Ao= 11942716

5.0 ¢
4.0 4
3.0+ ~log €o 6
_ - log /2
2.0 ¢
1.0 ¢
0 X 2 3 4 5 6
Z

Fig. (1) Comportamento Assintdtico das
Auto-fungoes para o modo kink

central.
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D= ~16 No= 1.1942716
Ay= 0.5179151
Ap= 0.296633

Auto fungao &< (Z)

| ,
AT ¢ 3
| Z

Fig.(17) Auto-fungbes para o
¢ Modo kink central.
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A Fig.{18) apresenta a variacac dos auto-valores em
funcao de D. Nesta figura verifica-se que:
(1 %}é omaior auto valor para cada valor de D,

(2) Ay € proporcional a D,

(3) a curva que melhor descreve Ay para N grande & Ay =
= (.844 (N—Z}WS/Z, onde o fator 0.844 corresponde a
D = -16. Esta curva fol obtida numericamente, Fig.(19).

Verifica-se ainda que o Modo Kink Central exibe um
compd@fﬁmdgto ﬁﬁito semelhante aos modos de Suydam, calcula-
dos por GCoedbloed e Sakanaka {1}.

No estudo da estabilidade usamos para cada valor de
D a auto-fungao correspondente ao modo N=0, pois esta auto-
-funcao corresponde ao maior dos auto-valores AN calculados,
isto € ao AO' Portanto o fato de poder estar ocorrendo ou-
tras instabilidades relacionadas a Al’ Az, .e., NAO afeta
a andalise do problema por nos feita, ja que estes auto-valo-

res sao todos menores que Ay € que a razao de crescimento

por nos calculadi usa gomo auto-valor o Ay
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D=-16

Fig. (18) Auto-valores para o modo kink
central.



D= -16
A=0844
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5 10

log.(N-2)
Fig.(19) Dependencia assintotica dos auto-
valores com N, _
Ay (D=-16)~0.844 (N-2)"3/2
para N grande.
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CAPITULO V

CONCLUSOES

V-1. Modo Kink Interno.

Neste trabalho verificou-se que devido ao fato de

se considerar o parametro D = %% ‘f“717“§ B % %%ﬁ , Cco
(a®u') . T, .
mo © > 1, nas equacgoes que descrevem o comportamento de um
plasma Cilindyico, MHD ideal, quando este € sujeito a per-
turﬁggﬁegﬁao fipo g(r,e,z,t) = F(1) exp [i(me + kz - wt)] .
a razdo de crescimento da instabilidade para o modo m = 1,
Kink Interno, diminue, se comparada com a razao de cresci —
mento obtida por Rosenbluth, Dagazian e Rutherford [4]. A
diferenga entre a razdao de crescimento por nds obtida, por
integracdao numérica da equagdo de valor caracteristico, e a
razao de crescimento obtida pelos autores acima citados,tor
na-se mais pronunciada com o aumento de I . Para D=-0.2 ,

1.026; e D= -20.0, 1.584; ou seja

TR0s’ INUM " TRos’ INUM ©
a diferenca parg gran&:s valores de © chega a ser de  até
50%, enquanto que para D < 1l,as razoes de crescimento obti-
das pelos dois métodos se equivalenm.

Conclui-se entao que a aproximacgao feita por Ro-

senbluth et al para a auto-fungao £, como sendo uma ‘onda

quadrada, € valida somente para valores de D < 1.

&

V~2. Modo Kink Central

A camada inercial do plasma ocorre muito proximo ao

eixo magnético, e para a analise das equagdes que descrevem
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o comportamento da coluna de plasma, usou-se a técnica de
camada limite,
A razao de crescimento para o Modo Kink Central por

nés obtida € expressa aproximadamente por

o/ Vi = -10°yD st

“

onde
SBOu

(agu”)z

e o,y sao constantes dos perfis de pressao e corrente,res
pectivamente.

A sugestfo para um proxime trabalho € retomar o
tratamento analitico por nds desenvolvido para o Modo Xink
Interno, expandi-lo em poteéncias superiores a (ka)z, a fim
de investigar-se o aparecimento dos 'picos' nas aute-fun-
¢oes para valores de D > 1, no entorno da camada inercial,
e conseguir—sé 0 casamento assintotico quaﬁdo A

Para o Mode Kink Central, poderia-se estudar o}
efeito de variagoes nos perfis de pressao e corrente, acres

centando a resistividade do plasma.
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APENDICE A

Obtencao das eQuagBes gue descrevem o modo Kink

Interno.

- Regido Interna a camada

Tomande a equacao de Euler para a estabilidade -o¢

(1],
d dg -
7 e -ge= 0
isto €,
- 2 2 2
d ) 2, 52y po {yp*+*B ) +ypF" 1 d ] _
dr “(}OU + F ) D T a—f (TE)
2.2
. B kB 70l 2
2 L2 8+ , B® +
= |po” + FT 4 2By (=)' - 4 28 £g 5 vpE-
T
kB mB 2 2 2 !
8 (. _ po " {yp +B7) + ypF N
+r {2 ?jf ( 7 kBs) D g= 03 (1)
onde
mB8 1
F = + kBZ =z (mBe + krBZ) ;
2 2 2 2 2 2
4
D = oZ6t + pot(yp + B (O '¥§ )+ (5 hF% L) ypFt
T T
2 2.2, {2 4 2
D= (m +2k ) pzo 5 5+ DUZCYP 4 BZ] . YpFZ
T m +kTr

Trabalhando sobre a expressao:



(oo

f =

2
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2

2
2 4 g2y po” (yp * B7) + ypF

rD

2
= (p02+13'2) S =
22 20 [plstyd
r (m” + k'r") |Ss—m5—5 + po (YP +B ) +YPF
2 2 2
m-+kr
DO?{YP * BZ):+YPF2
2 [1 12 2(yp + B%) + ypF*
= lpo“+{=(mB, +krB_) L N—L A N YP
Kt z PN ; . 5
{ 7+ oo (yp+B7) + ypF }
m+kr
r 1( 2 o (p+B ) + ypF?
= DR AVN —'?'{DU I‘ + (mB +1(TB = X Y =
A [ s
Cu seja,
2 2 2
2 24 po T (yp + BT o+ ypF” _ f
(.P‘U + K ) D 7
T
f = TS (002 + Fz)
2 2 2 24 2 iy
m™ + k 2
( T ) ng rz 7 * pa (YP + BZ) + YPFZ
m- o+ k7r
2 -2
T + F 1 2 2
£ {%O‘ ] R 3y R = T3 EDUZ(YP + B ) + YPF }
m-+ k%r 7D
r3(o<3-+r ) 1 “[poz(vp'+B2)-+pr2J

2 2.2

2

2
T

2,2 2 2472 |
m-+ k1 r(m° + kr%) {p ot DGZ(YP‘*BZ)'*YPFZJ

mz+k2r2



3
§ 2 1
ié = 2 s 7 7.7 ‘{pg' *oe(mBy krBZ)z } '
r (m® + k"r7)r L T
[DUZ(YP + BZ) * YPFZ]
7 2. 2. T 2472
(ki) e 0 L v ool (yp + BY) + ypE?
im +k'r
f; = s = {PGZTZ + (mBy + krB,)? } ¥
T (m“+k"r") r

[pvg(yp + BZ) + YPFZJ

mZ + 1202 [ngarz
m+kir?

+ OUZ(YP + BZJ + YPFZ]

Portanto o 1° colchete de (1) escreve-se como:

d f 4 _d €, ] _a [ £
“a%““‘:z?w(f’i)“a“f[*?(“faﬂ "I |2t T
T T - T
| d pde o, de
L e, o e Tt
Tegyr vy 2 dr Z
T T T
id s S s Loy LK
r ; T /‘l/
d £ d 1 4 .dsf d £
ey T A F: R o
T T
Desde que:
Z 2 "2
po_(yp + B7) + ypl TN
S (po + FT) 2
oo’(yp + BY) + ypr? _ £ 1
D r (pUZ . FZ]
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Assim a equacgao de Euler H%f % - g¢ =0, torna-se:

_ 2,2

o B k"B 2
d . odE 2, 2 0., _ 8 po“B” +ypF }_ BT
art ar {Y[QU PRI )t 5 T
1 kB, md '

N auLIgn kB,) f 5 ] £ =0

! d r {poc” +F7)

2572
r B 4%"B 2
- P2 2 6y, 8 po” B + ypF } _
g T LQG +F7 + ZBS(—T) rz T
2kB mB
E ST O (=% - kB L P
T T(po™ +F7) T

poz(Yp'*Bz)*'Ysz

£ C; C= . C =1
2 2.2 > 2 4 2 K *.,
m-+k%r pzo g 2-+p02(yp-bB2)-%pr2 a=0
m-+k“r
2.2 2
E = po"B” + ypF . = 1.
p204T2 2 o2 2 ’ a=0
5y + po”(yp + B} + ypF
m+k"r
| , B, 4kZB§
= g =71 jpo + F" o+ 2B (=)' - E -
6T m2+k2r2
' 2kB mB 1
- (_1 T §p02 ZF ](:) . r2 . 262 ( rz _ kBe)C}
r m+kr m +k"r
r(pol+ FEyC,
SRR G e i S M
mo+ Ko7

@i [e®+AC + rloo’C + TP - xeo®EdC 2K }

- ? + K2r)Z




B T CT R i T St € R T S S TR ik L
I mler g’ (nl+12r2)2
. kmB B
2 1 8 202y
2r-( { - k*B2)C) =
m? N kZ Z T 0
kmB, B
e : 07z 252 L o2
2 (| {meBz_szzch,. L (— KBy )C 2k°r }
W ol") " 2 772 RV
2 [ kmB.B '
2212 ; ( 87z kZBZ}C 4k2r3 kmBOBZ 2.2
Ly 0°"| - ( - kK“B5)C
mrkTr [m2+k2r2)2 T ¢
€] 7
2, 2 By /'”‘ZBSO 22r°C oo + F2)
g = r (e FT) 4 2B () - —5yy1E 4 29"222 -
m+kr (m“+k"r™)
) ® @
R I R L 5 (k“‘BeBz _WBhe .
. O R SO A 8
2p2 [ BB o T
o | T - KB
m-+k"r
. 220 rlpel+FOC | tleet+FA {2 .22 ]
) = rlpc”+F7) ~ T = 3y m“+kr” - C
m +k m-+k r -
4x2R2 23.. 2. 2 23 nkB.B
P A k" r"Clpo” + F7) 4k°y 6 2 2n2 _
@) = - ot TS - gy - KBC =
m+k'r (m~+k"r") (m~+k"T™)
2.3 - B 2mkB_.B_C 1
- -2 % Bk’ + (oo rtyC - + 2kBlC
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2% B R
=:_—é?L§L§—7 l—2c3?)2m2E - ZGEEJZerZE ¥ pozc-+-3§(mBe + krBe)ZC +
o mT+kTr) T
2mkB_B_C 1
82y ZkZBEC} -
T N
2.3 B B B 2knrB _BC
) 72k2r2 i {-ZG;?)Z ng_.chgaz r2E s oolc + mchgjzc_+ o
(m™+k"r™) T

kBB C
IR L o i ZszgCI

2k [ B 2 2.2 ]

Ky | nfDic - 28) + 2k2B§(c - E) + po’C + K'BC
(m“+k"r™)*~ -

: 2
T - B o po‘yl:) = -
el oo tr? 2 2 2 b
A >+ po(yp + BY) + ypF
mo+k T
A 2 2
C-7F = - 5 OOZB +ypF" - payp = §
4.2 - ’
2z
% + pat(yp + BY) + ypF
m+kr
T = 0 : ) = -1
=0 o=0
) Bo.v 2 (Fhy ol [ KBB oo 10
3)= B - ey ey | e - KBYC =
m+kr m +k "t ‘
= 2rB cﬁﬁ)' o ’wl—(mZBz + akiB B+ KarZBAyc| s |
The U 777 |73 8 67z z
m+k"r" -r
2 B BB C,
motkTrT - r ¢



1l

Tl ?“‘le“z} (P4t - 11n ( 2)-—kmg7§iifg' %kz(gic)v .

+ km E§;26f| ) kZ BZC)'J
-.g"f;__) (B

"2 B
%{ (i- C]j* + BB - K

T‘

[\

B

T

2
2r 5

m +k2r2 :

_ 1202,
2 k (BZ) C +

kZBZ
7

!
B et

Y P NS Wy
C' - k°(B))'C - KBLC’ ]

BZ
Usando (p+}~B)‘+M§_ = (

bl

2
B (B!
s 6 _ dp el 1 24, . } s
=T Tar T o 3 (BZ) , € a ultima expressdo torna-se:

(B,

l\)‘d) o3
4
g
+

12,._12‘_ 2'—_2’
5 (B,)'C BC' - (B)'C - B ]

H

2 6

BZ

2
m
k.

2k

7 r '
Zkr ! (1- C}} +(B§)'+"E+*]7-(B) (1-0C)

2 2,
* Bg) - (B cj

Bg (1-—C]}‘+ (Bzi-Bé)'[l..C)._(Bz4h?§)6' -
2 { A ’ 0 2

&

- 2
o 2k°r m f “a _ L' ‘( ?) z ) ], a
-z % ,f(l C)z + }(Be + j?J(l C)f + ag

il
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_ e & +}{1—C){ i (m2+k%2)4-32}]'
h?+k2rz - 2 ] kzrz z
Entao

D@6 -

_ r(ps’ + FY

Thits m? + 1222 - ] s
m +kr
23 - B
e LA [mch?)zfs + 2k7BIT + po’C 4 kzﬁch +
(m*+k*r7)~ L
AT f 1 { Bg 2 22 21 ]
+ 55 p*t5(1-0) { 5 (M +k"r7) + B r] = 8
meskirs | ° L ket z)

Assim a equagao o - Euler fica escrita como:

d dg _
o a8 = 0
onde
2 y B
£= L [gc 2+2F IR : r= 0. kBZ :
m kT
2 2 .
R=C = po (yp + B7) + YPPZ
olatr? 2 2
) + po (Yp + B ) + YpF
m+k°r
e
2
2.2 B 2 .2
2k 1-R{ “s 2 .22 " or{pe™+FY) 2,22
g =555 Ipt—5— (-5 (m +kr)+B } + wmjr~—[h+kr - R} +
' m2+k2r2 I 2 ikzrz - n@+k rz




-7 7=

k2> [ 5 B 22 2 22|
t e I s S + 7k Be'r + (po” + k BZ) R .
(m“+k“r®) T
2
T o= po_Yp :
920'41'2 2 2 -‘2 ’
77 Teo Pt B ok
m +kKr K
2
S = - 0o “B” + ypF* - po’yp
254r2 2 2 2
E?“—7~7 + po (yp + BY) + ypF
m-+k"r

Usando a relaciao:

o2 o2 o2 =20
n? 35+ BT+ (oot 1B R = (1BL - DR +nt S (RS)+2K BT + 0o R
r 8 Z 7 r2 rZ 3]

Podemos escrever ¢ como:

2
2.2 B
2k 1-R 3 2 2.2 2z !
82252[‘* 7 zz(m”k“*le} *
m+kT Lkor . J
CeFh 2 22 223 (22 2B
+£§-—_—-p°” R = AR v [(kBZ—m IR+
m+k r” (m™+k™r") T
2 Be 5 ga
+ pa R +2 —ZT(m + k")
r -
Vamos desprezar st . ‘
~ 02 2.2
EntaoR=1,; T = pS_YP . Param=1e k'r"<«< 1,{que

2
po (yp + BZ) + ypkF

€ 0 NOSSO ¢aso), temos:



£
g = 2k2r2 %% + % T {po”™ + F7) +
2 2
B B ]
8 i
+ r {A[k2B§- ~7) * pcz-+2 ~% T}.l
: Y T
Relembrando,
B 2
F=-2 + XB_ e T = PO _YP
T Z

2
DUZ(YPV* Bz) + ypF
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(A-2)

(A-3)

Vamos resolver esta equacgdo na camada inercial em torno de

ro;-dﬁd} ﬁﬁf Q(roj = ~-k. A guantidade u(r) € definida por:
B, (T)
w(r) = TB_(r)
z
Assim

F(r) = B, (r) [u(r) + k]

e F[roj = 0.

Mas

Portanto, perto de 1 = TO’ faremos:

e

F(ry = -3F , (r - 1)
dar TO
aB

dF - v : du
RES g () o+ k] o+ B
ar _ dp
| = Bylry) "ﬁ?‘l

T T
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Introduzindo a variavel adimensional da camada

inercial

0 (A-4)

a = raio da coluna de plasma e
1 + largura adimensional da camada inercial (x << 1).

Temos entao:

B
F(r) = —20 (2%«
onde
. d =
- | ¢ By T B(7y)
r
0
Portanto, emitermos de z o primeiro termo da
equacao da camada inercial torna-se:
3 2
4 pde "0 (a rjz.?ﬁg 4 a’po? + g2 dE
dr “dr 2 Y% 2 dz |2 7 222 dz
a a B: . (a®u') "1 :
z(
Escolhendo
2 2
e (A-5)
BZO(a I :)
a equag¢ao anterior fica
r3 Bz
d dg _ 0, , 2 z0 d 2, dg ) -
b X (an’) 7 @ (A+z7) o - (A-6)

Vamos agora reescrever as varias quantidades que

. - 2
aparecem na expressao para g, em termos de z e 1.



r. B
Lo o?+ By = 2 (&2 @At la s b
2 2 a
p’
2.2 08 o2 42 20 _ w22 . T2, 2
OBy - ) = By (D) = B L Gl afw) ]
2 0.2 2 T 2 TZ 2 2 2
= Bz -k -k'a—Zk-a (a u')z-gz (a®y") "z
2 2 2
B B B
L0 - D) -2 ) ahunz - P hun?d
T a a
T = pozyp
50 “BE(1 + yp/B?) + ypF2
2
N 00 YD
B2
S 0 , 2
902350(1 + YP/BZJ + yp J;-Z— (azu )2 2z’
a
Introduzindo a definicao
g = 2P
0 .
z0
temos:
1
7 Y8y
T i 2
1+ 7Y60(1+Z )

Assim g fica escrito como:

2
- B
221 a Yo 0.2 .2 2 2
g alel | B - D (BDEhn? Fas )
L g a
2 7
B B .

a

-80-
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2
¢ roo? + 1 Ba0 8y }
) 2 1 Z
0 O Ty 1+ Wi YBO(l + 27

ou ainda,

R
Klpd a 0 a dp 2
g = G—~w) La n ) — —— (= ) v 3 +
hro (&2u;} P dr
1 (ka) 2.2 2 Boo, 2 1 By
+ 4 2T *+ 20_0 (B —) T N (A-T7)
(a®u") z0 (a“ ‘) 1+5v8,(1 + 2)

Portanto, usande as equacoes (A-6) e (A-7), a equacgao g -

Euler torna-se:

d 2,de .2 ]1a _Po adp 2
o A g - k) e s ) S
0 (a™u")
B Y B
+4T(ka) T222+2()(902 1 10 ?}gﬂo
(") | B0 afu)? 145 vy 2
Ora, espera-se ter:
T ~ (ka)z
B B
a“u = - (ka)a Eﬁ - L Ei - ka
0 e z 10
B
9 - (xa)
zO
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Portanto
B
0
—— -1
(azu')z
2o xa)?
Tgk?l_ - (ka)z
(a™u")
2
(B,./B_.)
. 1780”720 0 - ka2 -

(alu)?

Desse modo temos que a equacaoc o-Euler em mais baixa ordem

(ka)z, é escrita como:

2
d 2. deg a (ka) a dp -
(14 27) 2 mm e B (S 5R) £ = 0 (A-8)
dz dz 1 (aZU.)Z 0'p drO
ou
(1+ 29 T (A-9)
¢ 422 ¢z & '
Z
] ka) a dp
onde D = - ( Be (= 35) . -
Ty {azu,)z 0 tp dro {(A-10)
Fazendo a transformacido de variavel,
t = g% .
temos
2 2
d d d d 2 d
T
dz dt dZZ dt dt2



e ficamos com

2
d” g 1
t(l+t) + (5 7
dtz 2
Trocando
obtemos:
2
d"g i
t(l't) 2""(7‘

~83%-

(A-11)



APENDICE B

Equagoes para o Modo Kink Central.

1. Regiao interna a camada inercial

Partindc das;expressoes (A-2, 3} encontradas

apendice A, temos:

A
onde
£ = 1r7(pol + F2)
52
g = 2k’r? [gr v o1 (pol ¢ FY) v v [ (k78] —r_g) s

_E + kB
T Z

6]
o
[
=
j e
W
ey}

[H

2z
_ 00 YD
T 3 7 ,
o (yp + BT) + ypF

Z
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no

Vamos resolver esta equagao na camada inercial no

entorno de r, = 0, dada por p(ro) = -k. Conforme ja disse-

0

mos, wu(r) & definido por:

By (1)

pu(r) = —
T Bz T

e portanto:
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F(r) = B (r) [n(x) + k] .
Em vez de fazermos
wor ko= out(rg)(r - xg)
COMO No ¢€aso para o moéb kink interno, o que resultou en
F(r) = B (r,) w'(r))(r - 1)

faremos agora

o que implica em se ter

F(r) = %-F”(O)rz
ou seja
1 ) W d4
dr! 0
Definindo a variavel adimensional da camada iner-
cial
1 T
Z = e i— A a i
a

T
onde a & o raio da coluna de plasma e t© << 1, € a espes-

sura adimensional da camada inercial, temos:

- F(r) x-%BZOp”rZ =-%B20u” azrzzz

e desde que

d .
dr dr dz Ta dz ?
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o primeiro termo da equagao para a camada inercial torna-se,

d .de_ 1 d 333 2 1.2 ,2.444, 1 d&
TFiE - qaazd e ol vy Bwtasz) 5 o
55 B0 .2d 50 po’ 4] de
I S Pl [ng "2 24 *ZJEE

FPzo¥% 87

Definindo a velocidade de Alfven e o tempo

- . ’
caracteristico como

VA =

3 t
WBZO(a u )
2V o

temos que um dos termos que aparece em (B-1)

22
poz ) gZa2 i o TH
i v
7
Bo .24 4 Vart T
—"Z{"'IJ a T

Vamos definir nosso auto-valor A  como:

e assumir que A2 ~ e (1) .

(B-1)

MHD

Dessa maneira, uma vez que A e 1 estejam determi-

nados, a razdo de crescimento o do modo € dada por:

g = A1 Ty (B-2)
Com essas definicoes a equagao (B-1) gscreve~se
COomo
iy
d .de_ 5.5 7%0 2% 3.2 4y dg _
"a—i_-”fa? a T 411 a—EZ(A +Z)'az (BS)
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Vejamos entao os termos que aparecem na expressaoc

para g
_ BZ
%I‘(poz + Pz] = jélTZ(pOZ + 20 u”za41424)
2
1 BZO w2 4 4 pcz
= 5 aT a v zf 5
Pa0 u2.4
4
1 2 2 142 we 55 Z 4
—,Zr(_po +F)=—8-Bzou a“t z{(A" + z27)
Pa mesma maneira
2z 2
B B
252 G 2.2 8 2.2 2
(k% - Ty = BI(KP - ) = BEGKT - w9
T BT r
z
L 2 2 _ . F(r) 21
Bz [k (_—E___ - k) J
yA
. 1 w.2.2.2
e como F(r) = ﬁ'BzO wa“tz”
chega-se que
2 2
B B
2.2 8 wmd a2 2 2 w24 4 4
(kBZ—;—Z—]ﬂkBZuaTZ -*E%uzatz
Quanto a4 expressio para T,
2
T = pe_¥p
Z
B
22 ) 0 we 4 4 4
.pc Bzﬂ(l +-%~—~) + yp 2 aTt z
yAl
ZpD
temos ac definir 60 = =5

(B-4)

(B-5)
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1 P
T e
e gvey & v —7
Py 4po
isto é:
SUR NP2 J IS U NS A Azll_l , (B-6)
S 770 Py 2 7%0 Py 1
Procedendo da mesma forma teremos para apczr, a
expressao:
2 280 24
dpo 1T = ath T pha v
2 BZ 2 5.5
= A i 't oatt . (B-7)

Portanto, agrupando as equacoes (B-4, 5, 6, 7} g

fica escrito como:

r 2
| B
g:=2k2321222 l%%*- go U“ZanSZ(AZ'%Z4)-+kB§u”a3T323 -
2 4% 555 2 Bio 2 5 5
- BZH}TMaT + A Tu” a +
2 —
B 2 -1
_6 Ao . P01 P 2,4 21 -
+ Z 7 At =3 YSO POZEﬁZYBO pg(A +zZ )+ A i (B-8)

Vamos considerar que proximo a v = 0, p(r), Be{r)

e Bz(r) sao da forma
rZ r4

p('r) = po(l + (12 _'? * DLA “'"E ) » az -~ 0(1) ]
a a

ay - o (1)
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—_ * r
By(1) = (a B)) L
BZ(I‘) S Bz{'}
Enté&
dr az dz at HEPD(l-* a,TTZT *ayT oz
.E]:E pO 2 3 .
Ty T 2-5-— T(DLZZ + 2341 z7) . (B-9)
) 2
R (a B')
6 _ w2 2.2 1 - p -
r a v z . d

Inserindo (B-9, 10} em (B-8) e juntando com (B-3),

a equagao de Buler toria-se:

2
B P
a’c” m%gu1Jzé%-ZS(A2*'Z4]§%-2k282T222 12 79 t(a,z +
BZ
+ 2a T223) +m~+-~«20u”2 STSZ(AZ + 24] + sz u"3,3 32,3 +
4 8 z 0
2
e . B
_ B?O u4 a®:2.% 4 AZ ZO n2.5.5,
2 7
¥ 2 Th \ l 2 4 2 L =
* YB(}(& Bp) a Z N 7 80 (A +Z ) + A ' i g - 0
Ou seja, nossa equacgaoc de auto-valor € entao:
d 3.2, 4.dg 22 2.2 ] B 2.3
—a—iz”(h +z )g—z— - 8k"a"tr "z ! T (0.22+2a4'r 7"} +

L(a”u")



+

4
-']-:—.. v
B

(312 g4y o ka) 23
R [a un)

Y8 (a B!
a2 .

)2

Z

-9Q~

{8311”}2 (B,4)

2 1
jY

80(A2+z4)+A

7|60

(B-11)
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APENDICE C

Determinacic dos Parametros de Equilibrio e Expressoes des-

tes Derivadas.

Os problemas fisicos por nos abordados  envolvem

perfis de pressao e corrente expressos sob a forma:

2 4
p(r) = p, [1 - afq - (1 - a) 5@ ] (C-1)
- a a ‘
P 2 -
3,0 =5y |1 -5 ] (c-2)
2

onde o e y sao constantes positivas quaisquer, de & (1).
Usando uma das leis basicas da magnetostatica, a

lei de Ampére

¥y xB = J (C-3)

onde B & o vetor inducdo magnética e J a densidade de cor-

rente e considerou-se uoﬂ=1, temos em coordenadas cilindri

cas:
3(rB.)
1 & - . -
T 57 = g, (r) (C-4)
(B(TBB) f .
Iy dr = T szr

Como jz(r) € dada por (C-2}, tem-se:

4 2
i o2 I d ST
h,f.Bu_ U;!1" Jo(l az ) odr
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J J27 L2 oyl
B, (1) = ey ¥ oLl (-5 © o (c-9)

Podemos calcular Bz(r) a partir da equagao de equi

1ibrio de pressdo:

vp = (Vv x B) x B . (C-6)

que em coordenadas cilindricas nos di

B2
dp . _1d (g2, g3y _ 8
dr 2 dr (BBJNF Bz) T
ou seja
1d L2 _dp 1 d 2
7dr Pz T dr ” 52 AT (vBy) (€-7)
r
¢ portanto
) T P 1 4 2 .
- 2By - BE09)=p(r) - p(0) fo T (et (9

Em vez de substituirmos em (C-8) a expressao{C-5)}
obtida para Ba(r), vamos tomar essa Gltima e desenvolve-la
em serie de poténcias ja que ela contem um termo da  forma
(1 - x)n, isto Sf -

; 2 . 2 vay A
B, (1) = 0__ a {1-—(1-(Y+1) s li%wil Le-o)

2{v+*1) r a a .

obtendo-se entao

jD a’ rz Y 4
Boltd = 7 T | 2- 7T 7 (€-9)
a a -
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Com 1sso tem-se que

ib 3
A %(rBe)z = 0 2r - 3y L l (C-10)

Z
2r
e a expressao (C-8) pdde ser reescrita como:

r 2 3

- 28200 - B2(0)) = p(x) - p(0) +/G [~ - v2o far . c-11)

Desde que p(r) € dada por (C-1) e p(0) = Pg> a

equacao (C-11) torna-se:

.22
2 j~a 4 :
2 Rl _T . T _ 3.2 v _
52(r) - 3200) = T3 (2pga - ) + Iy [(-wrzpg + 32 1] (et
: a a : 0
Como g < 1 €& razoavel desprezar-se oS Ttermos em
4
571" em {(C-12}.
a
Dessa forma temos
2 2
Z 2 T .2 a
Bo(r) = B_(0) + I (Zpga - jg ) (C-13)
ou seja,
i r? 2Pge jé 12
BZ(T) = BZG 1 + ETZ—*—-—-( ’2 - --2'-") (C—14)
- ZO a :

onde BZO = BZ(O).

Expandindo (C-14) em série de potencias ,

: 2§ 2p o
. 1l or S0 0T .
B,(x) =By | 1-3 5 (5 . )] . (C-15)
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Portanto p(r), jz(r), Be[r) e Bz(r) sao dados pe-
las expressoes (C-1, 2, 9, 15) respectivamente.
Devemos lembrar-nos que estamos trabalhandce numa

camada inercial no entorno de r = r, dada por y(rﬂ} = -k

0
Vamos entao explorar este fato.
A quantidade wu({r) foil definida como

B (1)
. 3] 1
wlr) = T B (D)

Ora, de {(C-9) tem-se:

?G(T} _ o [1 oy o (C-16)
T 2 ' 2 2 i
a®
de modo que usande (C-15, 16) obtém-se
Inl v 1t
ojr - % 5 |
H(T) = - - i . (C"l?)
. 1_}", 1‘2 : g i Zpoa y
z( 2 BZ 2 2
b a
z0
Desde que LI 1+
q 1-¢ € o

podemos reescrever (C-17) como

X - : -2 1

3 2 1! 2 i 2pno

2 (1) = g ‘ L= g = J 1+3 o - - =)
20 L - a - BZO a

. _ . . 4 .r
Pela mesma razao mencionada anteriormente, 3 = i,

faremos entdo::

S 2
j 2pya J

w(r) = sotp-1 2 F00 T L vy - (C-18)
2o R S b ey S

A z0
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Portanta,
i |
w(Q) = (C-19)
2B
z0
Se estamos no entorno Ty = 0, temos atraves da
eXpressao
Hrg) = -k
que
ap{0) = -ka {C-20)
e usando (C-19) obtém-se:
a jO
ZBZO
ou seja
BZO
}O = ~ 2ka T . (C"Zl)
Também jid definimos no apeéndice A
.
0 BZ ’
z{
entdo tem-se que
2p. = g, B’ (C-22)
Pg 0 "z0 |

- Derivacido da expressao para (33u"(r})

Os nossocs calculos para o modo Kink Central en-
&
= 3 . . -
volvem a expressdao a u'"(r), ou mais precisamente o parame —
tro:
88,0
P2

D = — 2 , a, = e,
(a )2 2
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contém este termo.

Da equagao (C-18) temos

uv(rl = g w._r(mﬁ 5 - 5=t )
s ZO - a BZU HBZO a 4
entao
3 ZpOa JS y
w'(r) = - 9g ATy B (C-23)
0 a B"’U ZBZO a
ou ainda
.3 . .
JO ZpO JD& 30Y
wtr) = } - - (C-24)
3 2.3 2
4B g 2a BZU‘ 2a BZO

Fazendo uso de (C-21., 22), a equagao (C-24) fica
escrita como:
2 (ka) > Bylkala (ka)”

H”(OJ = 7 + 4 ot 7
a a a

asu(o) = 2(ka]34vBD(ka)a v y(ka) . (C-25)
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