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.1. 

CAPÍTULO I - ASPECTOS GERAIS flO PROllLEr1A 

A idéia de usar o qrupo de simetria de uma molécula 

para analisür os niveis rotacionais e dai deduzir o seu peso e~ 

tatistico _em moléculas poliatômicas, foi introduzida por t•,lil son ~ 
10 Anteriormente ·este problema foi trntato por Hund que propos 

um método geral e analisou o caso especÍfico do NH
3

• A 

11 w. Ele.:rt aplica este método para o CH
4

. 

seguir 

O desenvolvimento das técnicas de espectroscopia r~ 

centemente tornou possivel a resolução das linhas rovibraciona-

i 1 - 1 . 12 sem mo ecu as ta1s corno o SF 6 • Os resultados foram tais 

que nem sempre concordavam com as previsÕes teóricas conhecidas. 

Vamos tentar desenvolver neste capitulo as idéias 

de Wilson6 • 7 , Hougen 4 • 5 e Landau9 , Cantrell e Gailbraith
13 

no 

que se refere a classificação dos niveis rotacionais de molécu

las e sua degenerescência. 

O ponto de partida para todos estes trabalhos, in-

clusive este, é escrever a função de onda do si-stema na forma 

seguinte. 

'f = Y. 'f. 't'. 'V~ j_j 
' 

Onde os indices E,V,R,S referem-se respectivamente a parte ele-

trônica, vibracional, rotacional e spin nuclear. Ou seja, supo~ 

do-se que as energias correspondentes a cada subdivisão de fun 

ção de onda total, sejam de ordens de grandeza bem diferentes,a 

separação da função de onda total em diferentes partes, em pri~ 

cípio, pode ser aceita. 

Na definição da função -correspondente a parte ro-
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tacional, e necessário supor um sistema de referênc1a que se mo 

ve junto a molécula. 

No caso especifico do cn 4 , estudado por Wilson 6 , e 

suposto que as funções rotacionais são as mesmas que as de um 

pião esférico c tem degenerescência (2N + 1) 2 para cada nível 

com um numero quântico N. 

Podemos, analir;ando o Hamil toniano de rotação de 

uma molécula que possui esta simetria, a de pião esférico,obter 

uma manei~a de perc8ber este fator (2N + 2 -1) como degenerescen-

cia. Se tomarmos então I= Ixx = Iyy = Izz para a molécula, pod~ 

mos afirmar que o llamiltoniano de rotação, supondo a molécula 

d.gida, seria: 

H~ 

Este Hamiltoniano certamente possui urna simetria 

e seus níveis possuem uma degenerescência (2j + 1) 2 

Uma dÚvida quanto a simetria pode surgir, se questionarmos o fa 

to da molécula ser rigida, ou seja, deveríamos incluir mais ter 

mos neste Hamiltoniano. 

No intuito de classificar estes níveis, a primeira 

tentativa foi a de Wilson, quando este propôs um subgrupo do 

grupo pontual da molécula do CH4 que é formado pelas rota-

ções do grupo Td. Isto é obtido analisando as permutações que 

correspondem a uma rotação nesta molécula. Este grupo de permu-

14 tações é isomorfo com T. Neste aspecto Jahn propos que nao 

só um subgrupo do grupo pontual da molécula seja usado para 

classificar os níveis, mas todo o grupo. Hougen5 propoe que 
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que esta classificação nao seja usada só para moléculas com as 

características rotacionais de pião esférico, mas que as de pi.i:> 

simétrico t.ambl~m sejam claf;sificadas através do grupo total da 

molécula. 

Um pião simétrico caracteriza-se por Ixx = Iyy t-

Izz de forma que o seu Hamiltoniano de rotação e: 

J'" , L c· -:.~ - _\__ ) J <- J . -z_ 
-z_ lt<. ::f~x l.. 

como solução para parte rotacional 

Ou seja, a solução do pião esférico ainda se presta para anali-

sa.r o comportamento de moléculas tipo "pião simétrico". Nes-

tas a degenerescência será (2J + l) se K = O e 2(2J + l) se 

K f O que, simples de perceber, pela forma dos autovalores da 

energia de ~atação, onde a troca K por -K deixa o nível com a 

mesma energia. Este tipo de Hamiltoniano possui uma simetria o
2 

e a generalidade desta classificação só pode ser garantida no 

caso deste tipo de molécula ser rigida. 

Quanto a parte da função de onde total corresponde~ 

te ao spin, até o surgimento do trabalho de Cantrell e Gai"' 

b . thl3 ra1. , nada foi acrescentado ao método proposto por Wilson6 

O método deste Último quztnto ao spin nuclear é semelhante a sua 

classificação para níveis r_ot·acionais. Assim como as funções ro 

tacionais formavam uma base para uma representação redut{vel do 

subgrupo rotacional, as funções de spin formam também uma ba 
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se redutível para o subgrupo de notações do grupo da rnoléculaa 

Vejamos a análise üe \ülson para o grupo c11 4 • 

um âtOPlO de hidrogênio tem como um núcleo um próton 

de spin l/2, possuindo o CH
4 

24 funções de spin. 

1 2 3 4 

+ 1 +l ~ +l 1 
2 2 2 2 

1 +l +l +l 4 

2 2 2 2 

-1 1 +l +l 6 

2 2 2 2 

1 1 1 +l 4 

2 2 2 2 

1 1 1 1 1 

2 2 2 2 

O sub grupo T de Td, possui 4 classes 

\ 3 c, j \ 4 c" S t ~ c; ] 
Para se conhecer o carácter de cada classe nesta re 

presentação irredutível, faz-se a analogia entre rotações e per 

mutações, obtendo-se dai: XE = i6 

Podemos, usando-se a tabela de caracteres do grupo 

T, obter o seguinte desdobramento: 

:':IA + E + 3T 

Este processo pode ser aplicado a qualquer grupo 

rotacional inferindo-se dai os valores dos pesos estatísticos , 
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devido ao spin nuclear. 

6 A simetria da função de onda total, segundo \Vilson , 

pode ser obtida fazendo-se o produto djreto das representações 

irredutíveis das partes e restringindo a simetria total ao caso 

simétrico ou antissimétrico, conforme estejamos tratanto com 

bÓsons ou fermions respectivamente. 

No intuito de explicar o 

estrutura fina do SF
6 

desdobramento das linhas 

rotacionais da obtidos por Aldrige e ou-

tros
12

, Canb:ell e Galbruith
13

, afirmam ter obtido os valores 

corretos para a multiplicidade, já que as teorias aceitas dão 

"resultados que são mutuamente inconsistentes e difíceis de con 

. - 12" cardar com as exper1encias 

Recordemos agora uma das proposições de Wilson
5

·•· Es 

te coloca que, para se definir uma função de onda rotacional -e 

necessário um sistema de referência preso ao corpo. Este probl~ 

15 
ma foi inicialmente tratado por Eckart o Vejamos o seguinte: 

um estado molecular pode ser visto como uma mistura de estados 

eletrônicos, vibracionais, rotacionais e de spin nuclear. O es-

tudo das vibrações é usualmente feito na aproximação harmônica, 

ou seja se tomarmos o limite de pequenas vibrações, um potenci-

al pode ser expandido em uma série de poténcias em tôrno do po~ 

to de equilíbrio, de 'tal forma que o termo linear sô é anula-

do , sendo então o termo quadrático 6 mais importante e normal-

mente o dominante, na maioria dos casos. No instante em que te-

mos vibração e rotação coexistindo, a descrição pelos modos nor 

mais "implica na existência de um particular sistema de referên 
15 11 

c~a girante para se situar estes modos 
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Esta e a maneii·a com que Eckart ve o problema4 

NUit1 sistema formado por N partículas ternos 3N graus 

de liberdade e destes teríamos 3N-6 correspondentes à vibra--

ção(*), ou seja, para se obter as coordenadas normais devem 

existir seis equações entre as coordenadas do corpo. 

Suponhamos então um sistema de referência para des

crever as partículas fixo, no laboratório. Neste, as coordena-

das dé um átomo a ser ao definidas: 

-· L 
___,. 

X" - Xú,e~ JS 
L 

então um Suponhamos sistema girante tal que a sua 

posição seja descrita pelo vetor -X localizado no centro de mas 

sa do sl.stema 
~ 

X c.. .. \ 
L 

De tal forma que a_posição de um átomo a quando descrita em 

qualquer dos sistemas pode se relacionar como 

X:- x:"' ~ ~ /({'- til 
X<c..--2<~ 7 -z c;c)'fdc.. 
c.6 = Ec\e, a 

Neste sistema podemos restringir as· coordenadas pa-

ra cada modo normal de tal forma que 

·~ \'IA« ~'v.. =O J. 7-
De forma a obter novas restrições para os Yja é ne

cessário analisar mais o problema. 

Devido a que no sistema girante e constante pode-

(*.) As moléculas lineares neste aspecto estão excluídas. 



Esta é a maneira com que Eckart v e o problema. · 

Num sistema formado por N partículas temos 3N graus 

de liberdade e destes teríamos 3N-6 correspondentes à vibra--

ção(*), ou seja, para se obter as coordenadas normais devem 

existir seis equaç6es entre as coordenadas do corpo. 

Suponhamos então um sistema de referência para des-

crever as partículas fixo, no laboratório. Neste, as coordena-

das de um átomo a serão definidas: _., 

X"=~ 
Suponhamos 

J_S 

então um sistema girante tal que a sua -posição seja descrita pelo vetar X localizado no centro de mas 

sa do sistema -X c .. \ = 

De tal forma que a_posição de um átomo a quando descrita e~ 

qualquer dos sistemas pode se relacionar como 

-x:_-- x:" -:: ~ ~~"- tit 
Xc<>- _ _:,,:." -= L c;(\ 'tóv. 

c.ó='Cóe" ~ 
Neste sistema podemos restringir as coordenadas pa-

ra cada modo normal de tal forma que 

-z= """'"'"'c... =o. ~ l j_ ;z 
De forma a obter novas restriç6es para os Yja é ne

cessário analisar mais o problema. 

Devido a que no sistema girante 
~ 

e constante pode-

(*.) As moléculas lineares neste aspecto estão excluídas. 



1\. velocidac~.e de cadr .. partlcnla será definida como 
--.;.> --o:> • ---'<> --::- • 

d(Y"--Xc.J= L (?LX Ed l(l"-' cd f(;c.) .1.<=1 
c\t à - ~ 

O momentum angular cm torno do centro de massa e 

M = 2 L: '2- ""'"'c"f~c"~&.) 'J( Crrxt~ Yd"+Êc~ ~ 0 0.J 
Um import~nt~ fa~o desta equação é que mesmo supondo-se -será possivel obter-se V\ ~ O 

Fazendo Q·c O na equação (lJ\l) teremos 

A = L L L \M" E,\\,_ [I< '/<<-c'; l '-' 
ú_ < J o Q 

onde €ijk são os simbolos Levi-Civita 

j. 1 ~ 

l se ijk estão em ordem ciclica 

f;ijk = -1 se ijk nao estão em ordem ciclica 

O nos outros casos 

De um modo geral teremos 

Mi= 

onde Aij é o Tensor de inércia do sistema. 

Ait = 

Aicr = 

• 7 •. 

-· oSL=O 

Pode-se definir uma energia cinética para o sistema 

T = l/2\_LZ A:óD'Slc + 2 Z:.2.. B;..·.-º-; 1- z=z c)-y. ~> c\)A ~Jl) 
·c~ ·~ -;.f'- \J 

onde 
P:-~ ~ Z. L_ Z ~N~o.. s;~~>. ti" d'fo'--

o._ i a o ocq:>-
c ).y- " z 2_ w.k d ]~c-. ~'c.,_ 

"- l ô'4> C\f'-
0 momentum conjugado ao modo q será 

: P>= ~ C>y- ~,v- ... ~ 13), _Q·l 
1.1.4 
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• 
que pode ser diferente de zero se = o 

Pode-se escrever a energla cinética na formulação 

Hamil tonj_ a na para o caso C)...;'-'--= Ç}, ,u.. 

T ==__L l 'L L «.1 \· 1 '~' 1 1 - 2 2 Z r~ \3_,, \Y\;_ 
z\.,<1 ou ~· 

onde Co<_-'\\ = A,d - ~ b~c \3~Ô 

D~"' = c;;>--"'- • z à i3>-ó ~~ -"'~ 
h~ = z:: b)-~0(_~, 

Parti se satisfazer a condição de Casimir de que o 

termo linear é pequeno e da ordem de magnitude do termo quadrá-

tico, deve-se exigir \}l<õ~ O para todos os qX que implica em 

requerer 'é\,,= o 
Para sobrepor as dificuldades Eckart propoe a exis

tência de um sistema de referência no qual a condiçã0 de Casimir 

é obedecida. 

8 Recentemente Louck e Galbraith expuseram um me-

todo de obter a classificação dos modos normais de uma molécula 

usando o sistema de refeiência de Eckart. Podemos sintetizar 

agora nossa exposição explicitando o seguinte: segundo Eckart , 

o uso das coordenadas normais exige a existência de um Único 

sistema de referência, de forma a garantir a condição de Casimir 

seguindo Louck e Galbnaith este sistema de referência tem 

um papel fundamental na teoria dos estados vibracionais e rota

cionais da molécula de tal maneira as vibrações podem ser obti

das usando o grupo de simetria que mantém este sistema invarian 

te. 

Seguindo 

um método geral para 

8 então a análise de Louck e Galbraith 

o cálculo do peso estatlstico no caso de 
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moléculas com características rotacionais de pião esférico 

proposto por Can.trell e Galhrai th 15 

~ 

e 

A análise feita em nosso trabalho possui certas s~ 

melhanças com o método citado. Vamos expor alguns fatos rele-

vantes deste para concluirmos a colocação inicial que nos prS?_ 

puzemos. 

Para Cantrell e Galbraith o grupo de simetria 

da molécula é chamado de "grupo possível" conceito inicialme!:!_ 

te sugerido por Ilouqen( 4 ,S)e Lon<Juett-Hiqgins(l?) • Para tanto 

são definjdos dois tipos de operação de simetria que atuam nas 

variáveis do problema molecular, O primeiro tipo sao as rotações .. 
próprias e impróprias K LEI,.;) e Rls. V.) da posição das parti cu-

las, e que induzem transformações no sistema de Eckart fixo 

no corpo • _ 0 , ) • h • ) ' í 
-l~ , , 1 q_( \_,1? Ç-.) ;<_ l\..L9 ,VI 'f 1 J'(, (_9, V\ l. j R (.e.V.) x,'f,'- - L • , 

Llt, 

mas deixa as coordenadas normais da molécula invariante. 

O segundo tipo são operações de simetria interna 

que transforma os modos normais mas deixando o sistema de refe 

réncia de Eckart invariante. O"grupo possível" então é defi-

nido como: 

~ [ (Rip) , L (p) -1) 

G (R·(p') ,L(p')-1 

R rotação própria 

R rotação imprópria 

Este grupo G é isomorfo ao grupo de simetria da mo 

lécula. 

As funções de onda do elétron, do estado vibração e 

as rotacionais estão definidas num espaço de Hilbert. O gr~ 
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po G atua neste espaço conforme a expressao seguinte: 

ou seja os elementos do grupo G formados pelo par (R,L), o prb 

meiro atuarn nas coordenadas e o outro nos modos normais. 

No que se refere a parte rotacional o grupo o 3 
~ 

e 

restringido ao subgrupo so3 , que contém operações de simetria 

tais que: j .l8 

Em geral, a aplicação de uma operaçao de simetria 

do grupo so3 sobre um estado de simetria definida pode ser repr~ 

sentada 
l l.9 

Porém as representações 

(J.e i. R)\. D '\ ~:.) 
irredutíveis do grupo total 

o3 expressas como 

onde k pode ser O ou 1 e det R ; ±1 dependendo da Rotação 

ser própria ou imprópria. De forma que a paridade de um estado 

' + k simetricamente definido é dado por (-l)J , ou seja, para o 

mesmo J a pa:ctiade pode ser + 1. 

Para se restringir na parte rotacional ao subgrupo 

so3 , que forma uma base redutivel para o grupo possível G, torna 

-se duas representações irredutíveis deste 

que possuem as seguintes características 

r.~ (p) ; 1 

r.' (p) ={ -~ 
para qualquer p 

rotações prÓprias 

rotações impróprias 

j o 
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Desta forma pode-se escrever que pf (p) = (_det:R) k 

Esta restrição pode ser aceita, já que é suposto os níveis dife 

rentes só em k serem degenerados. 

A função de onda total é escrita na aproximação de 

Bom - Oppenheimer 

As N partlculas id~nticas, no sentido de Louck e 

Galbraith8 podem ter seus spin simetrizado conforme o grupo 

• SN. As representaçoes irredutíveis deste grupo sao redutíveis 

em relação ao grupo G. De forma que é necessário no produto 

f:~@ ft ® S _i -z_O 

onde 9 e uma representação irredutível, obtida restringido 

so
3 

para G, com qualquer valor de J. Usualmente as representa-

ções do grupo s , são redutíveis em relação a G, de forma que 
;-"!I< 

o produto I ,IS> S pode ser escrito como: ~· 
A degeneresc~ncia será obtida através do número de 

produtos de ç~ r~ ti.) s cujo resultado final seja compatlvel 

com o tipo de partículas em questão, bosons ou fe 

Em relação a Wilson6 há um notável avanço no traba

lho de Cantrell e ralbraith , já que este toma o grupo possível, 

isomorfo ao grupo pontual. Segundo o ponto de partida não e o 

grupo R3 mas sim o3 . E sempre que os níveis diferentes em k fo

rem possíveis de se supor degenerados. Este método fornece res~ 

tados iguais ao que iremos propor3 . No capitulo IV, iremos e~ 

pU.citar mais alguns aspectos deste problema e comparar os re-

sultados obtidos. 



CAPÍTULO II 

INTHODUCÃO 
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A nossa maneira de encarar o problema deve muito às 

idéias desenvolvidas por Fano (l)e Chang( 2 ) no estudo do espe~ 

tro do H2 
- ~ ~ 2 c colisao eletron-molecula 

O tratamento formal de um espectro ou espalhamento 

molecular é extremamente compllcado, de forma que qualquer idé

ia que simplifique o formalismo em qualquer região da interação 

elétron-molécula é essencial. No cálculo da interação elétron

molécula, podemos dividi-la em três regiÕes distintas. A distân 

cias muito grandes, o elétron enxerga a molécula como uma car 

ga pontual, a interação será fraca e central. Nesta região, o 

momentum angular da molécula, elétron e o spin podem ser consi-

derados como bons números quânticos. A distâncias não muito gr~ 

des, a interação é suficientemente fonte e não central para aco 

plar.o movimentum do elétron e da molécula, sendo que o elétron 

passa efetivamente a participar da notação molecular. A distân

cias muito pequenas, o elétron está tão próximo a molécula que 

teremos efetivamente um problema a N corpos. 

Devido as caracteristicas peculiares a cada região 

de interação, as aproximações usadas em uma região tornam-se ru 

ins em outra, de forma que 
~ e interessante conseguir-se exata 

mente uma transformação que ]eva. de uma base para outra. 

Vamos introduzir então dois sistemas de referência: 

um fixo ao laborat.Ório e outro a molécula. O sistema laborató-

rio é um bom sistema de referência para descrever a situação na 
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qual o elétron e a lnolécula estão distan'ces de forma que o mo

mentum ancrular do elétron e "da molécula são bons números guânti 

cos. Por outro lado, quando o elé'cron está próximo e efeti vamen 

te toma parte na notação molecular, um sistema preso a molécula 

torna a descrição mais simples, pois enquanto que o sistema la

boratório vê um sistema girante, o sistema molecular vê o sist~ 

ma em repouso. Para então conceib1ar a idêia de transformação 

de sistemas de coordenadas para o problema molecular, definire

mos como a transformação unitária que nos liga de uma boa base 

cm um sistema de referência a outra boa base no outro sistema • 

De forma a obter explicitamente estes resultados, vamos discutir 

a idéia de simetria interna e externa. 
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SUlETlUA INTERNA E EX'TERlU\ 

Para analisar a idéia de simetria interna e externa 

iniciaremos com o rotor esfericamente simé·trico. SUpomos tam-

bém dois sistemas de referência: um fixo no laboratório e um ou 

tro fixo no rotor. 

Urna operação de simetria RC"'-f>t>) gira o rotor dos iin 

gulas de Euler o\ 1 \'1,~ em relação ao sistema laboratório. Supondo 

inicialmente estf's sistemas como coincidentes, vamos expressar 

esta operação de simetria no estado inicial como: 

\"'-~'1,') 

Além deste outro tipo de operaçao de simetria pode 

ser efetuada supondo-se que o rotor é mantido fixo e todo o 

uni verso girar. Definimos como R Cri y:; o') com uma operaçao de 
1 < I 

simetria, que gira todo o universo dos ângulos de Euler ~ 1 ~ 1 ~ 

em relação ao sistema preso no rotor (*). 

Com estes dois tipos de operações de simetria atu-

am em espaços diferentes, comu~am. 
R Col,'\\~') R Qx: 1 \)', ~ ') ::: R Co<' ~ '6') R (OL 'P Cí ) 2.2 

O grupo de simetria destas rotações é o grupo R3 , 

sendo este formado por todas as rotações de uma esfera. Estas 

operaçoes podem ser expressas pelos geradores deste grupo de 

forma que 

(*) Ver figura 1 para a definição destas operaçoes de simetria. 
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Apesar de definirmos dois tipos de operaçao de sime 

tria o in.portilnte é a posição relativa, não importando para 

isto se foi o "universo" ou o rotor quem girou. Surge então a 

necessidade de se relacionar uma operação de simetria no labora 

tório ou rw rotor. Para simplificar esta análise, iniciaremos 

com o estado ~000)- , ou seja, quando os eixos coincidem. 

Como as operações de simetria no sistema do rotor 

sao inversas(*) ao sistema laboratório teremos: 

RC.D<.'\c·H)\uoo')"" R" 1 (<X\3lí) \ooo') -=- \-{C:-"C-~-«-) \ooo> z';:) 

Salientamos que nesta equação nao obtemos que 

Rec""y~;lí) = RC- t\-p ·ct) mas sim que sobre o estado inicial J.OOO) ge-

ram o mesmo estado final. 

Para sistema com esta simetria, é possivel definir 

uma base simetricamente definidas através dos projetares do gr~ 

po. 

\ 
\-1 > = PN I \)OD > !pt'- = í dC.0::\3~) cr~-.c."'p) Rc"''f>~) \0\)Q)/f'z 

W\VI \.v\Vl ) 

I~ .. > = ) <iG(~"l L:l'"'c...cpJ \c( V>'~>>!~""~ z t, 

Nesta formulação, podemos interpretar \\)~"'\L como 

sendo proporcional a probabilidade do rotor se encantar na pos! 

çao 

Com esta base, podemos garantir certas caracteristicas 

"a priori" da representação matricial do Hamil toniano do siste 

(*) Ver figura 1 
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ma com esta simetria, ou seja R3 . 

Seja pois H o Hamiltoniano do sistema que possui a 

simetria n3 . Isto implica em que o Hamiltoniano comuta com to

das as operações de simetria deste grupó. O elemento de matriz 

< d'\1'\~"' v...: lo,' -t vv. u ./ em vista disto terá algumas restrições qaruntidas 

pela 

Mas como H comuta com kC"-1' t) 

teremos que: a equação ( 2-1) ficará assim eJ;~pressa: 

<~:",\H\.~") o (ooo\ \-\~L. \ooo) /p'z'Yz 'b<-~" :;,"',1-U' 2 l'D 

Ou seja, sem conhecer dc;talhf,S sobre o llamiltoniano envolvido 

podemos assegurar que sua representação será em blocos de dimen 

SilO (2J +1), 

Analisemos agora qual o efeito de operaçoes de sime 

tria executadas no sistema laboratório e do rotor. 

Qualquer operação de simetria do grupo pode ser ex-

pressa em termos dos projeto[es como: u 
Rc<X.rn ~- 'L. 2 D\MV.v t>õ) \\.," 

J 1M"' 

logo 

Logo a equação (2-12) ficará 

RC"-\3~) \~IA) = L 
~· 
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Por outro lado, podemos analisar o efeito de uma 

operaçao R («\1 0 ) que "'!ira o universo" sobre estes 

Ü( ) \ .l ) QC:<\'-\K) \~-~-- 'ooo'>/\-''"-1\. •,'( '{o .l) \M h -" \'-- ~ ~· ~ \ 

estado i.; .. 

mas como \z (?,~",) corou ta com RGX. \:'' o') logo 

Assj_m a equaç5o 2.14 ficari 
. ti ~ -

R coei'';) \ v""' / -

mas sobre o estado inicial podemos, usando a equaçao (2.5), re-

lacionar estes dois tipos de operação de simetria. Também pelo 

uso das equações (2.9) 
J 

PIM\\ f?C"'-p •) = 

como os Djm n representam 

"._~ c- • -_ fi - <><-) = 
uma transformação 

,.,,1 i- (!>LI~ 'Ç) 
unitária. 

LJV..\..o\,1 L/~1\.\, \ 

Desta forma teremos 
- ll ) RC«- ~") \ \M" = :Z D~:(ocf~) \:".') 

v.• 
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Dos resultados obtidos pelas equaçoes (2.13) e (2.20) que um es 

tado simetricamente definido~~ n) apresenta caracteristicas di 

ferentes se fazemos atuar sobre o mesmo uma operação de simetria 

externa ou interna. Outro fato importante é o valor da compone!!_ 

te do momentum angular no eixo uz" do laboratório e do rotor· 

J \ J I = \\A \ ~"/ ?< 2 -19 t \M"' 

J~ \ ~" > -;; -\,_\:~> 2 zz. 

(*). Usamos 1i = 1 
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Para fugir aoyinal menos da simetria definimos 

J,;:=-J>- J~=-J; dy=-t.ly z.z_3 

Este tipo de análise do rotor mostra que, tanto externamente co 

mo internamente, mostra o momentum angular como um bom número 

quântico. Porém, um sistema que possui uma simetria de rotação 

implica que o momentum angular se conserva e e o gerador das 

transformações neste sistema. Isto é o que foi obtido neste pa-

rágrafo. Levantar esta questão neste ponto é importante na med~ 

da em que uma molécula possui simetria interna, finita e exter-

na esfericamente simétrica. 
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ROTOR COH SIHETRIA INTERNA FINITA 

Todas as moléculas se caracterizam por possuir um 

grupo de simetria que é subgrupo de 0 3 • Afora as moléculas li 

neares de simetria coov '" noo·h, as demais se caracterizam por um 

numero finito de operações de simetria. Por outro lado, exis

tem certas moléculas que sio consideradas rigidas como CH4 , SF
6

, 

e possuem um hamiltoniano de rotação com caracteristicas de 

pião esférico. 

H = J2 
2I 

Este hamiltoniano tem uma simetria 0 3 :,. o3 e cada 

nivel possui uma degenerescência (2j + 1)
2

, porém este tipo de 

compQ):·tamento é caracterlstico de sistemas que possuem uma sime 

tria interna'thfinita! No caso de CH 4 e SF6 temos os grupos pon-

tuais Td e Oh. Isto implica que esta simetria finita não gara~ 

te o momentum angular como bom número quântico. Ou seja, como 

estas moléculas não são rigidas devemos incluir neste hamiltoni 

ano inicial algum termo para mostrar o desdobramento destes ni

veis - devido aos efeitos centrifugas - causado pela rotação 

da molécula • Chegamos pois a uma situação em que a simetria 

externa e interna mostram caracteristicas bem diferentes, uma 

com simetria R3 (em geral o3 ) e outra finita G. 
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Uma situaçÃo semelhante, em certos aspectos, a esta 

é a de um elêtron num sÓlido. Se est.e estiver num meio com den-

sidad<~ de carga constante em todos os pontos podemos afirmar 

que este sistema possui uma simetria de translação implicando na 

conservnção do momentum da partlcula, al~m deste ser o gerador 

das transformaçÕf~S neste sistema. Caso tomemos um modêlo deste 

sólido agora descrito por um potencial periódico esta alta sime 

tria translacional será restringida a certos elementos de sime-

tria determinados pela estrutura da rede. No caso simples unidi 

· 1 - - ikx mensrona uma translaçao e representada por e , onde k 

ikx pseudo momentum. Na realidade e é uma representação 

e um 

irredu 

tlvel de um grupo de simetria translacional discreta. Porém, e 

importante lembrar que, neste caso, o momentum da pard:cula não 

se conserva. No mais, este grupo translacional possui caracte-

risticas bem diferentes do grupo cle rotação, por ser abeliano 

leva a simplificaçÕes algébricas pois suas representações irre-

dutlveis são unidimensionais. 

Este exemplo pode nos dar uma idéia de como a fun

çao de onde de um rotor rlgido esfericamente simétrico deve ser 

modificada para exibir a simetria interna finita. Na seção ante 

rior tlnhamos 
N 

r"'" -"" Z- 22-

onde m, n representam respectivamente as componentes do momen-

tum angular nos eixos do sistema laboratório e do rotor. Como a 

simetria externa continua n3 (em geral o3 ) e N e m permanecem 

bons número quânticos, apenas devemos agora modificar para a si 
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metria interna M, m de forma a expressar este fato. 

Sob este aspecto, tentos um problema semelhante ao 

de um clétron colocadD no cam)JO crist.alino de um sÓlido. 

Num envoltÓrio esférico temos que a parte angular 

da função de or,da elctrónica se transforma como 

. \{CK \"')I t > = L~ D~"'' (K\3'6) \~. '> 2' 2.3 
\"-\' 

Quando este elétron é submetido a um campo cristali 

no de si.r.1etria G, cada representação irredutível vai se des-

representações irredutíveis do grupo G. Os polinómios 

podem ser vistos como polinómios de ordem l em (~ln, Yrn. '<c;j 

Por outro lado, é possível construir polinómios 

com simetria definida para um grupo finito. Através da relação 

entre estes polinómios poderemos escrever a função de onda ele-
' 

trónica em primeira ordem, transformando os polinómios do grupo 

R3 para G. 

Na apéndice A mostraremos 

tes cf.c~). É importante 

a maneira de se obter estes coeficien 

f ' li ~ ' A rea 1rmar que o po nom1o Ya se trans 

forma segundo a representação irredutível A do grupo G. 
_A "')A )l1Á 

G LJ "" = S b","' (G (}c..' 

Desta forma através destes coeficientes C~(~) v ames 

definir a função de onda do rotor quando este possui como sime-

tria interna um subgrupo de R
3 

(ou o
3

l 

r~ ( ~) = ~ C~ ( ~r· o~: (.x ~ l>) ~ Z N +1 1 2 2 ~ 
1'\ 



.. 
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Definida desta forma, esta função de onda contém as caracterís

ticas dc,stc r;istema em questão. Se por um lado, mostra o N como 

bom número quântico representando assim que o envoltório do ro-

tor é esfericamente simétrico, de outro, apresenta um outro In-

dicG d~ simetria B que representa a sua simetria interna e que 

é obtido pelo desdobramento da representação irredutível N ini-

cial. 

_ A relação de ortogonalidade do grupo 

)~·ccfC-l'\'d~>F~ D~::.c«rd D~--C"'f>\;) c-zH·l)"' 
o 0 o 
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Para um rotor com simetria interna finita teremos: 
21t t "' 

~nz J ~ lseur <i~ I&~ 
~~ ' \ 'N. t-i I ' 'P '\:)\ c c B 

ll~ c r) h~· c~ ) = à à D ~ w.· à \, t,' z z 
o 

usando para isto a equação (2.26) e equaçao (4.7) do apêndice A. 
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GRUPOS PONTUAIS QUE POSSUE!·\ INVERSÃO 

Uma boa parte dos grupos de simetria molecular pos-

suem operações de simetria que envolvem uma inversão ou a pró-

pria inversão como simetria. Se for admitida a simetria inicial 

R3 , certamentcc~ para redu« ir esta simetria a um grupo finito em 

que a 5.nversão 0.stcj a envolvida, só o subgrupo das rotações pu-

ras e que se poderá obter na redução do R3 . Este fato pode nos 

fornecer uma justificativa para o uso que Wilson faz apenas do 

subgrupo rotacional do grupo pontual da molécula para indiciar 

os níveis rotacionais. 

P<J.ra estudar então, grupos de simetria que possuem 

a inversão envolvida é interessante estudar o grupo o3 • 

Os estudo do grupo o3 pode ser feito através do gr~ 

po R3 com um grupo C i = ~1, í J na forma o3 = R3 x Ci onde I 

é a inversão. Como a inverBão comuta com qualquer rotação, pod.§_ 

mos esperar que a cada representação irredutível de R3 , quando 

usadas para gerar as de o3 , dê origem a duas cuja diferença se 

ja uma paridade. 

Para os nossos estados de "posição" \ot )3 êl') va-

mos definir dois conjuntos: um descrito num sistema que segue a 

regra da mão direita e outro o da mão esquerda. 

{ \ooo D) = RC"-'f:3"'>) \ ooo D) 

{ \ o o o ã > "1.1 QOO D/ . . I O(_ \0 • t:.) :: 1 · QCA~'!;) \ o 00 
\)) - - J 

A ~ernelhança do que foi feito para o grupo R3 podemos estabele-
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simetricamente definidos na forma cer estados 
+ 

~~~>: P"'~~ \vOc'\)>/v,_ "" } dl"'~H) \)w· (.<X.t~'<") \ c<\" 15 ±) 
IM~.c y 

onde 
~ __ \ 

Vz:' 
o resultado e então semelhante aos estados que foram construi-

dos com uma simetria R3 , com a diferença que para cada valor de 

N, m, n teremos dois estados com paridade diferentes 

I \ « \" a .t > = u \ o( \ô c :~: > 
Para escrever a função de onda, no caso de uma sime 

tria finita, podemos usar os coeficientes da Teoria do campo 

cristalino, para se obter uma função coerente com a simetria in 

Pois de maneira similar ao grupo R3 podemos definir uma opera

çao de simetria interna ÕCP: \H) de forma que 

O l«pl \0(,'\<''x':t> = O CY-V>x) Rü<-'\'''~>') \ooo±)' 

-:: \CC,.:f-'"(') QC<X~l>) \DOO±:> 

= 120<-'tt.'o') o-'Co<.p) tooo~ / 

Para se obter explicitamente as funções de simetria 

interna finita, para o caso de paridade p = (-1) N podemos usar 

procedimento anterior, .~ tivemos Do+, 1-o mesmo Ja que nestes D ' 

D2+, e os cféricos harmônicos possuem paridade yzt = (-1)1. 

Desta forma, as funções de onda do rotor poderã.o ser escritas p~ 



r a 
. N 

(-1) como 
!"' ' .,.. 

7 1'1·( B) 
LC,,\.b 

onde p ~- ( -1) N. 

,---·-·1 

~ 21-4+ i 

Np 
Para o caso em que Dmn tem paridade (-l)M + 1 uma 

an5lise mais cuidadosa deveri ser feita: 

Em um grupo que possui a operação inversão envolvi-

da existe uma representação 
PS _ r 1 Ü·1 

. D (vJ) ~ \-l õ~ 

pscudo escalar 
no\o.-sM f (>_6 'f''l1ú.. 

h oTc._(\0:0 \~-v._ f ,.,..) ~,,.:o.. 

Desta forma podemos definir uma função de onda para o rotor com 

como o' B;o: P~ v,.. 

LLC\,. b 

b " 

paridade (-l)N + 1 

N-r·cp; ') -
\\. V>\ .; -

E ainda podemos definir um coeficiente de cnmpo cristalino como 

c(C~f== L c~"Ps~:- c~j>~tr 
b 

para retores com simetria (-1) N + 1 , c8 *b Ps. b'B' e um coe-

ficiente Clebsch-Gordon para o grupo finito em questão. 

A partir desta análise de um rotor podemos perceber 

que a simetria interna e externa, apesar de se relacionarem, 

atuam em espaços diferentes de forma que no caso de um rotor es 

férico rigido, teremos uma estrutura do tipo o3 * o3 , ou seja, 

-. . 
ambos os espaços, neste caso, terão o

3 
mas o grupo total nao e 

o produto. Uma imagem que se pode fazer desta situação é a de 

duas folhas de papel superpostas, em cada uma delas estando pre - -
so um referencial. 

Estes dois sistemas de referência irão, cada um ter 
~ 

um,papel preponderante, em dois casos extremos: o acoplamento 
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fraco c o acopl~mcnto forte. A aproximação de Dorn-Oppenhcimcr 

usada para d0screvep o acoplamento forte, deve ser cuidadosamen 

te analisada pois o acoplamento envolvido neste caso possui ca-

t < t' ~ rac er1s 1cas 1mpares. 

Para tal, vamos, de inicio, fazer uma revisão crlti 

ca desta aprox)_mação para posterior aplicação ao nosso problema. 
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Comentário sobre a aproximação Born-Oppenheimer 

Os primeiros estadcs cüetrônicos exci t<:dos possuem 

uma energia da ordem de alguns cg em acima do estado fundamental, 

geraJmente estes estados são acompanhados de estador; vibraciona 

is que possuem energia de excitação bem mais baixa. Caso a re-

solução seja muito boa é possiv0l observar-se que os niveis vi-

bracionais são acompanhados de uma banda rotacional que possui 

em geral enercjia de excitação mais baixa. 

Vejamos primeiro uma situação em que nao tenhamos 

rotação. Neste caso, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito 

como: 
"< 

H ~· L. -L~- + 
t-- (.\u~ 

onde Vee = interação entre os elêtrons, 

VHM = interação entre os núcleos 

Ve,N =interação entre os elêtrons e os núcleos 

Como energia de excitação eletrônica 
~ 

maior a uma e 

que a vibracional podemos separar a equaçao de Schnõdeinger, p~ 

ra o caso, em duas partes uma eletrônica e outra vibracional 

com a seguinte hipótese. Os elêtrons movem-se muito mais rápid~ 

mente que os nÚcleos então podemos, em primeira aproximação, r~ 

solver o problema eletrônico para os nÚcleos em uma posição fi-

xa, desta forma podemos escrever: . \.Ç 

[ 
"""'Ç"" p~ , 1 v_ V, J lf' ( k .. X,.···) = E (x,. · ) \ ( ~- :X,... . .) 
Y ~~ + Vee + e" + NN \E E. 

Onde lf.; (Xe..-· )(,_, --·) é a função de onda eletrônica calculada 

para a distribuição dos núcleos e uma posição X = constante. 
N 
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Isto significa que para uma outra posição X N dos núcleos have:

ra uma mudança na função de onda celetrônica, ou seja, terá o 

efeito de mistur~r as funçSes com diferentes valores de B. Des 

ta forma, a solucão para o sistema pode ser escrita como z= '-t (Ke - Xw- ) v Ot<-- ) 
é 

) é a parte vibracional. 

Um resultado interessante que podemos ver e que a 

energia do estado eletrônico é o potencial em que se movem os 

núcleos, ou seja, o estado de vibração depende do estado em que 

se encontra o elétron, como também a solução da função de onda 

eletrônica depende de coordenadas nucleares. Desta forma, a fu~ 

ção de onda total escrita na paroximação de Bonn-Oppenheimer se 

ra escrita como 

'f = lp,.(Xe--X .. ---) Vv~ (x .. _) 

Onde a parte eletrônica e vibracional estão acopladas, a prime! 

ra através das coordenadas nucleares, a segunda pelo número qu~ 

tico eletrônico. t importante se notar que este tipo de produto 

possui caracterlsticas bem diferentes de um simples produto de 

funções. 

ApÓs este primeiro enfoque, vejamos como fica a si-
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tuação quando o sistema está girando. Voltamos então ao proble

{ 15) ma de Eckari:. _de estabcleceJ: um sistema de referência pre-

so a mol~cula, no qual os modos norreais de vibração são defini , -
dos. Como o sistema possui um momentum angular, ele gira, impl~ 

Cando dili que temos que ·transforr:-tar a nossa descrição de um si~ 

tema fixo para um girante. O problema se torna ainda mais com-

plicado, por~m podemos ainda fazer valer alguma hip6tese sim-

plificadora e representar o u.coplamento entre, rotação, vibraçro 

c el~trons atrav&s da aproximação de Born-Oppenheimer escrita 

como: 
\r) = \ (J Cxe - X,..--· oC\'"0) Vv., (X., c(\Hl ílóv"- ( «-yn') 
T~;;vÓ \ç, 

onde j representa o número quântico de rotação e ~r~ sao 

on ãngulos de Euler. 

Pela expressão o movimento eletrônico depende das 

coordenadas normais e de rotação, a vibração depende do número 

quântico eletrônico e das coordenadas de rotação e a parte rota 

cional, dos números quânticos eletrônicos e vibracional. 



. 3 o . 

PI~O ESl?f~RICO 

A funç3o de onda do pião simét.rico pode ser esc ri ta 

como ~. _\ 

Suponhamos então um elétron ligado a molécula ele forma que o aco 

plamento seja fraco. 

Neste limit:e podemos escrever a função de onda do 

sistem2. corno 3.2.. 

Na cxpressao acima, acoplamos o momento angular 1 

do elétron com o N do rotor. M-m é a projeção do rnomentum ang~ 

lar do elétron no eixo "z" do sistema laboratório e m é a comps: 

nente do momentum angular do rotor em relação ao sistema labora 

tório. Neste tipo de acoplamento temos que 1 e N são bons nu 

meros quânticos, isto é ambas as grandezas se conservam. 

A função YM=m ( 0, ~ é descrita no sistema labo 

ratório por meio de uma rotação podemos descrevê-la no sistema 

do corpo 

(3.2} como sendo: 
h~P ,C-\ . n··c"'v. l yt:.Nü 3. LJ 

~."-

NesLa forma, podemos afirmar que este acoplamento 

é feito descrevendo-se o sistema de um referencial preso ao cor 

po. 

Neste ponto podemos pensar que se o elétron, ou um 

estado vibrônico, está bem•próxim~•ao rotor a imagem de um aco-
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plamento fraco entre ambos nao & de partida uma boa descrição 

a ser i.:OJ~<"da. Niio podemos continuar pensando em 1 e N corno 

bons nÚm2ros qui:lnticos mas 
_,/ -.? -f" 

sim era J = 1 + N como o bom número 

quân·tico nesta situação. 

Deste modo vamos tentar rearranjar o segundo termo 

da equaçao (3.4) para obtermos um outro tipo de descrição. 

2:-
~\\A, 

I 

Usando-se u relação l 
N 1\ D l;.. \!",. c .. 
\-v. ~'\ Mw'M_ \..1...{.\ ~c\M. v.. \.-1.4' 

" ' ' 

I 

N. J 3 s 

'a. te"'" do \'\'-;:. \1\ 

. fl... N J Dt"" D"''" c 1-1-IA< v... \<\ \'1-"<,V..' \1A,'-' 

_ 2_ c~ .. ~ ~· 
M' 

Substituindo-se este valor na equação (3.4) teremos 

';"--c R 
- L 2:.. IM' ~ ~· 'i~.lt~:~') D~~-M' ~w,i' 3-() 

lw M 



mas c 

<-·· I .e H 
... 

mo: 

onde 

,J ~\Ml.;. \..\I \>f_' 

Q N 
X I \ c IM' " \M' "' M' ·-

w'+~A 

-~ - ~ ~-~~- l c t ~ ,j 

~ )~, 
\.I..;,\ H, 

\"' 

Se definirmos a aproximação de Bonn-Oppenheimer co-

Podemos 

e J"' Y,D ' 
I \-v\ M ' \,M.. + \-\ 

como: 

e um conjunto de coeficientes 

que transformam o acoplamento fraco num acoplamento forte. 

Um resultado interessante é que a componente do mo 

rnentum angular da molécula n no sistema do corpo é acoplada com 

o componente do mornentum angular do elétron m' sao rigidamente 

ligados, ~ J* atraves de DM' ' , • Além do mais este sistema m + n 

também se caracteriza por possuir um momentum angular total e 

uma componente H no sistema laboratório. Neste caso simples po-

demos retirar algumas conclusões sobre o sistema de referência 

do corpo. 

Voltando a discussão sobre as aproximações, es

tas sno casos limites mas que os sistemas flsicos usualmente 

apresentam estas caracterlsticas em seus limites. Vemos que na 

aproximação Bonn-Oppenheimer restrita o elétron e o rotor 

tem suas componentes do momentum angular m' e n rigidamente li 

gadas. Ou seja, o elétron e o rotor são de tal maneira acopla-

dos que podemos pensar que agem como se fossem uma Única entida 

de. Por outro lado, mantem o mornentum angular J e sua compo-
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nente no sistema laboratório }l como bons numeres quânticos. Es

tes, pod~mos dcsignâ-los como pertencendo a simetria externa. 

Outro imporLantc aspecto ~ que o fato de transfor

mar a descriç~o do el~tron do sistema laborat6rio para o siste 

ma do corpo usaJ,do uma opcração de simetria, leva a uma descri

çao mais apropriada quando o acoplamento é forte. Além da equa

çao (3.11) fornecer uma maneira exata de um limite a outro. 
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~íOLÊCULAS POLil11.'Ô!HCAS 

Vamos agora aplicar o tratamento feito para um ro-

tor esf~rico para o caso de uma simetria interna que ~ um sub-

grupo O . 
3 

como 

(-· 

Neste caso a funç~o de onda do rotor sera escrita 

ll ~ c f) - ~ c ~ ( ~ ) >-' D,~ "cl( \~ õ) \rZ ~\+~ 
"\ 

Port:anto o acoplamento fraco entre elétron e a vi-

Acoplamos a componente externa do rotor com o elétron. Isto nos 

reproduz uma si tuc>.ção em que 1 e N são bons números qu.3.nti-

cos e o elétron é descrito no sistema laboratório. Â semelhan-

ça do caso anterior podemos transformar esta descrição para um 

sistema que está preso ao corpo como ~ 

~~~l9,ql) = S D:_:,J''-~'6) 'fw,lE1\4:>') 

onde agora ( e'.~·) sao medidos no novo sistema. Substituindo 

Se agora o elétron é descrito no sistema do campo, esta descri

ção será mais apropriada quando o acoplamento foi forte, então 

podemos imaginar o elétron rigidamente preso a molécula. As 

operaçoes de simetria a que o elétron estará submetido serao 

as mesmas que a molécula, logo escrever a sua função de onda co 
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mo nao e aprópriado, em principio, para esta si-

metria finita. Vamos usar novamente os coeficientes do campo 

cristalino \)al:a obt"rmos em termos de represent~ 

çoes irredutíveis d':_:rupo C ela mf'1é~~~a 

LJ 2 ( -L ) = ?, C ~· ( ~) 'y ~«' ltJ lV ) 

obter a transformaç59 inversa usando a equaçio 
U ~- · ~ íA)" dA t) 

y~. LEi,·~·) = ;: __ c~"·v· o. L· 3 .lG 
~GQ 

podemos (A. 8) 

onde a soma vai em toclas as representaçÕes irredutíveis A para · 

quu1 se reduz 1. 

De forrou que podemos reescrever a equação (3.14) 

< .. \ J t-.1 fB.) ~~) = 7 "'[ ( Q ~ ~ c:.l-Ü'\J\~ (~) t}" , 11N ('O') 
\.o \"'. L- -0 M-"'< ' U \~·"'·"' 1v b . y..... wt A f-. .\ 

a. 

Substituindo (2,2. 5) na equação anterior ficaremos com 

<--·\ ~ Nlí3) 11) = z_ L.. z= "c:"'~~ c~·~rc~c~t L1 ~lQ) 
b K \v:"- '-'1 A~~ Q 

ú. 

0~-l'- DN C...x.\"'~l ~ ZN-d 3.1-=+ 
~.-\\.!.. I \,V. I '1/o...A \,\ 

mas como vimos anteriormente J ..\ -1-

-s-- c R K J D.Q_ ... , D~-~"' -L c!~""' D""~"~' 
L M-\M. \M. M y,.'M,v.< \<.\1<\ M' ~ 8 
1M ~ A Dll ZllÜ :3 J 

logo _ '"'7 Q N ..\ C v(}) C t-< (,_6) Yc.c U) , 

< ... j.tNll3)~ )-:o L L C ..... ·v. t-~' ~<-«' " b (} "'·"''" 

b 1'\ lN<' "' "" Q 
Transformando \)~"' , Q para funções com simetria interna fi

~.\U""\.\. 

nita -i-

() N tl Q A"') N (13) 
c~· "' ~>~' c~.(! c" b 

3 .L9 



Para isto voltemos a nosso nroblema inicial de acoplamento en-

tre particulas. Suponhumos o acoplamen·i:o entre os estados segu~ 

- P Q Q, I~~"-....\ {z) - [.{J' ·-..___, 2_.-· C. ~;A~l ~z \~tJ \ \\\~ / W.z - lt.t3 / 

IA\ I.M.z ~ 

Vamos expandir os estados \ 1M l num subgrupo de R
3

, ou seja 

tes 3 ·-,o 
- c-

um 



Nesta soma o !nQice m3 ~ SUJ)~rfluo pois os coeficientes 

Clebsh-Gondon po::;suem a propriedade que: 

C 
.. Q, Jc C, \ 

... ,, '·· {)l.H,-t U.l,~ k.ta 
"'"'I ""'{"1:. ""'J r 

Na equaçao (3.22), o termo à esquerda é exatamente o que nos pr2_ 

onde g e uma operação de simetria do grupo finito G da molécula. 

<!lt) i~l~z)\~U,)> =L D~:C'r\) o::ccêl) q~c(\) ~ ~Ctl ~C-~)\f-rJ,)) 
. dt;cl U 

como esta relação é independente de g somaremos sob todos os 

elementos do grupo. ·~ [ - "" t'\<1" c De Cc) jf.:.(Q,)\\vJ\~CCJ) 

<Ac.Q)BrQ\\cU3)=L -L~,6.cq)vb,o\> c'cÔ "-."' b / 
G\. .. .1. 0 \., &) c c( \,'c' O(J d O . ll 

mas temos que: 

J t_ o;~p~:c"i) D~cCó) = 
OG 'd (\ 

\ -[c] 

A. e, c A. IQC 

C C '" ' c.. t.c o.. " c 

~ . - (Jb) ' 
que e lema da fatorizaçao dos grupos finitos ( )1 z I3C 

' J * N B)* J (C) [ 6] ( "'-

(
2t-<+l J./z_'> c:.~ M' c:.ct)c".c c"'·\._c. " [c1 QbC 
cJd j L 

\A.A,' \1\1 
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onô.e 

onde supusemos p (ABC) = 1 

De forma que se podemos definir uma aproximação de Bonn-Oppenheimer 

como: 
3 28 

É importante notar que a classificação B para o 

estado rotacional da molécula, quando do acoplamento fraco, e 

exatamente a simetria da aproximação Bonn-Oppenheimer ou seja o 

rotor rt~ (?') rigidamente acoplado com o elétron ~~ combi

nam-se para dar uma função de onda com simetria definida, exat~ 

mente igual a simetria que o rotor possui no acoplamento fraco. 

Este é um resultado extremamente importante mostrando que em 

dois limites extremos, acoplamentos fracos e fortes, a classifi 

cação dos estados rotacionais e rotavibrônicos pelas represent~ 

ções irredutiveis do grupo pontual da molécula se mantém. 
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ELEI'ENTOS DE !1Nl'JU7, DE lJrl OPERADO)( DE 1·\lJLTIPOLO 

A partir da definição da aproximação Born-Onpenheimer 

restrita, alguns resultados interessantes podem ser obtidos, por 

exemplo, no que se refere ~s regrns de seleç~o. Para tal, vamos 
\,'"t 

calcular o elemento de matriz de um operador de multipololnapli-

cado externamente a mol~cula. 

No caso geral de um grupo 0 3 de simetria externa, a 

função de onda rotovibrÔnica pode ser escrita r . ,r 

< r> 1 > --? 4 c B \...JA (.1') \tu l c') 
-.\t>.c'~\"' ~L- C~~ch ,, 1"1 G 

a.. c 

como: 

onde a parte corresponder,te ao rotor ;;, dada por 

. d" c ) 
q~ y:' [i (<x \'li) 

o elemento de matriz do operador de multipolo sera: 

1Yí 1 '~ ('' À) <A·' c' 6' J'
1
,,\ ,~.~ \ AC B ~r) 35D 

IJ'J· Ar_:-<--·c"" b'M' 1,, !:, h 
l-I' H 

Este operador de multipolo ~ descrito em coordenadas 

do sistema laboratório e pode ser expresso em termos de coordena 

das do rotor como: 

Substituindo as equaçoes (3.31), (3.29) e (3.28lem (3.30) teremos: 



A integraç~o da parte angular pode ser obtida usan-

Neste resultado j5 surge uma regra de seleçio para 

o sistema: p' = pq 3.34 

basicamente aspectos da simetria externa. 

Na análise da parte vibrônica temos o elemento da 

matriz<A'\ _ 1<'~-\A) __ 
o.' lo;, o._ 

Reduzindo o operador da simetria o3 para a simetria em questio; 

este elemento de matriz poderá ser escrito como 

(~.'\-rst:<+l~> = 2 c~\5;\) <~\-lo\)\~) 
~b\J 

Usando o •reorema de Wigner - Exkart 

<
A'\'k~\ b.> = ~ C~\D)~r C ~Ai': <A:\\IJ\lÃ) 

I \5 t Q L ~ c.\ c o.o.. 

~ 0 L~ 
d &1~ 

Substituindo as equa~Ões \3.33) e (3.35) em 3.32 teremos: 
k<l , À) ~ \\z_J+l -~-tJP J'f' ~ AC.8 A'C:B' c i:JIIA' 

\"\, CAc..- G -=L- ~ú~I C" H M' L Co.c.b Cc.'b'c' d~ú' 
~.~ -p0h1 a.c d 
MM , P , o: c' 

- j,1JP,j'p c"'1ÇR)"cJ cc)"'cJ'f Cc') <A''\ibi\A) ~ 3G "2-. c~ \·r' M'" :> d M' c M"' ,. I .) -

s 1'1' VI'' 



que substituindo 

M
k'i (p' _1\) .o 

.l' J ~'c c 
\\' \'1 

< DC 1,'\) 

Mcvs '? 
L-
o.cd 
de' 

cm 3.36 teremos 
Q f' 'i'' \ -~ R' J ,j ~- ---- DC.'C 

'l :) \I\ 1'1' _,(--;- ?__ cd c' c 

1), b'í (A c cl 
c..' C' 

• 41. 

')\\ ,-'c\ 
(Dc\/1) (. (J' 1\ l ' 

No apêndice 
. \A DA 'l 

B se~cá demonstrada esta relação e \ç' BC é um coef! 

ciente de Racah para gruli\os finitos., . 
1 

•\'')) 

M 
R~ rA·'. 4 \ -- (~1 Jf J' ~- LA D_ A J /oo,"') c(JP) ll c C..l , J \__ c'-- c) - "- M t~' J'__ C' B C "'---.. 

J b 5~ 
K'\11 <1\\\D\\A) C(; ~l,b' 

Se correspondendo a simetria externa e interna na 

função de onda rotoribrônica, possuímos duas representações ir

redutíveis J, M e B, b respectivamente, vemos que a transição , 

devido a um operador de multipolo externo ao sistema, deixa B 

tnvariante. Agora temos ao lado da invariância de B desde um 

acoplamento fraco até um acoplamento forte, junta-se que em si 

B é uma regra de seleção do sistema. 
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Interpretaç~o do Índice de Simetria B 

A análi c; e da r-.imetd a total da aproximação Born-

Oppenheimer restrita nos fornece um exemplo interessante de um 

tipo de acoplac:1ento difer0nte dos f0itos comumente. Em geral , 

quando fazemos um acoplamento, por exemplo, entre eJ.étrons, a 

representação irredutivel do sistema pode ser obtida pelo sim

ples produto direto das representaçSes inc~edutlveis de cada 

elétron. Ou seja, para que o Hamiltoniano se mantenha invarian 

te é necessário que as operações de simetriE•.s sejam tais que 

girem o sistema de partículas acopladas rigidamente. Neste tipo 

.de acoplamento a função de onda de cada partícula depende das 

coorclenanas ela partlculil F>m consideração. Estes aspectos foram 

levantados por que no caso da aproximação Bonn-Oppenheimer 

existe todo um enlaçamento entre coordenadas e números quânti-

cos,_pelo exposto no capitulo II, que tornam a obtenção da 

representação irredutível do produto de fur;çÕes, na aproximação 

citada, um caso nao usual. 

Vejamos isto de uma maneira um pouco mais formal.Su 

ponhamos um grupo de simetria G e que neste existilln as repre-

sentaçSes irredutlveis A, B 

com 

Se tivermos duas partlculas 

simetria \ ~) el ~) respectivamente, 

cada qual num estado 

o estado ~~ ~~ sera 

auto estado do sistema se não houver interação entre as partíc~ 

las e o grupo de simetrja será G * G, cujas operaçoes de si-

• Se existe interação \~ B> -J nao será 
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em ordem zero mas sim 

c~~~~\::)'\~/ 

funções que descrevem particulas cuja depen-

dênci~ e nas coordenadas da particula que foi colocada neste es-

tado o grupo ser5 o G rigido, ou seja, formado pelo par (Gi,Gi) 

e estas scr~o as 6nicas opernç6es de simetria do sistema. 

No caso de uma aproximação de Bonn-Oppenheimer res

trita se \ ~) for um estado vibrônico e \~)um estado rotacio

nal, obtivemos que a representação irredutivel do estado rotovi-

brônico em ordem zero e dado pela representação irredutivel do 

estado rotacional I?uro~ Isto pode ser interpretado da seguinte 

maneira. No acoplamento do estado vibrônico com o estado rotaci 

onal podemos pensar q'ue o grupo de simetria do acoplamento seja 

o grupo rigido (Gi,Gi) O efeito desta operação de simetria 

não será, como no caso dos elétrons, girar rigidamente o sistema 

de forma que qualquer representação que esteja no produto A@B 

seja possivel, mas sim terá o efeito de uma permutação entre as 

particulas que possam reproduzir um rotação. O efeito de uma 

operação Gi sobre um estado vibrônico será mover os elétrons e 

a vibração associada, a mesma quando aplicada ao rotor pode ser 

vista como girando o sistema de referência fixo ao rotor da mes-

ma operação de simetria de forma que tudo se passa como se o es

tado vibrônico run relação ao sistema molecular não sofresse alte 

ração e só o rotor puro, sem conter ainda a parte corresPonden

te aos elétrons e vibração, efetua-se uma operaçao de simetria. 

Deste modo podemos explicar como o indice de simetria B se con

serva na classificação dos estados rotovibrônicos~ 

:, I 

,., 
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CAPÍTULO IV 

NP-sta formulação a aproximação de Born-Oppenheirner 

restrita e o acoplarnento fraco nos fornecem uma maneira de indi 

car os níveis rotovibrSnicos aue não restringe a sua utilidade 

"1'. -d ~1 a s2H1p es oenox:unaçao o n1ve , sendo que a sua efic&cia ~ inde 

pendente do grupo de simetria a aue pertence a mol~cula. Sendo 

este o gruoo pontual a gue a molécula pertence. 

É importante explicitar este fato já que o problema 

de indiciar estados rotovibrônicos geraram toda uma s~rie de 

conceitos, a nosso ver supérfluos, no afam de se interpretar 

corretamente estes estados. Por exemplo, os conceitos de opera-

- d . . ~ - ~ 1(17) çao e s1.metr1.a noss1.vel e nao poss1.ve (feasible e ~nfeas! 

ble) , com os auais define o grupo da simetria molecular onde as 

operaçoes de simetria são permutações de partículas idênticas. 

Vamos mostrar, mais adiante, como todas estas id~i-

as de se definir um grupo pontual, um grupo molecular, um grupo 

rotacional, podem ser vistos todos como diferentes matizes do 

grupo pontual quando aplicado as diferentes partes da anroxima-

ção Bonn-Oppenheimer e por não se tratar convenientemente a 

inversão aue pertence à simetria externa o
3 

em que a molécula 

se situa. 

Esta classificação também nos permite obter corret~ 

mente o peso estatístico dos níveis devido a degenerescência do 

spin nuclear. Para isto, é necessário analisar-se o grupo de 

permut.ação das partículas idênticas da molécula. 

Relacionando as representações irredutíveis do gru-
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po pon~tlal com os ''Tableaux de Younq'',re~rescntação irredutlvel 

do grupo S , isto vai nos penniLir obter o neso 
n 

estatístico. 

Para tal, o primeiro pa3SO ~ analisar como a um 

tab.leaux u ) de s 
n 

se reduz a uma simetria G. 
L<~1 E5 \u \) ú)--

lima anilise de caracteres de ambos os qrupos nos 

{u) . ('') fornece os fA fac1lmente . Esta anilise permite uma mane! 

ramais simples devido alguns fatos que expomos, a seguir: 

Um dos probl0mas mais interessantes da fisica atômi 

ca era indicar unicamente, por exemplo, os termos de uma confi-

- ll guraçao pura 1 • De forma a consequir uma maneira de indiciar 

. d . ?. 3 unJ.camente estes esta os Hartex , e H ar ter e 24 Fattcnson , 

usaram uma baf;e de Gelfend que permite através de uma cadeia 

de grupos unitários indiciar unicamente cada estado. Por outro 

lado, o padrão de Gelfand pode ser relacionado com um "Tableau 

de Young" através da cadeia de numeras quânticos que indiciam 

um grupo unitário U(m) • Todos estes fatos, já conhecidos há 

algum tempo, seriam extremamente dificei.s de serem usados em um 

cálculo, porém o desenvolvimento de alguns algaritimos para es-

tes "'l'abl8aux" tornaram acessi veis estes conceitos. Dentre es-

tes, o algaritimo desenvolvido por Hall e Robinson
26 

nos -ser a 

de extrema valia. Este algoritimo nos dá a dimensão da represe!!_ 

(*).Na Tabela 1 sao calculados os fA(u) para alquns grupos. 
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tnção P"'-·a um ccrt.o r>adrii:o éle Cclfand de um grupo t1 {m) 

D' '>'Y< e_ VJ -sé~'-' c\:'~ 

í' r·odulo 
d•:":;. 

i V\ re1 r· os 

t>-."" '>-" "'' \,..,1M\ 
ele\.)(,-,,) =··- ------------· 

•r·p(\ . \" - r--;~~:~~=--~-=-----~ 
1 -l~ o d"'_ :- m--- -;--- ___ ~-

ll)t.LcJ l r-rt·~~-:-··:.:--v-~ 
~ Cl) "~•'- \)·- ''<"·,~'-~-, 

1:o! e. ;- ~ ·;· -,.-------

de C-..•..\'\ O ,>e i ~ j-t. ... 

Outro fato i:nportante é (\Ue tipo de particula poss,9. 

imos, se bÓsons ou ft.:;rmions, pois isto vai estar diretamente 

ligado com a simetrizaçii:o ou anti-simetrização da função de on-

da total. 

Para responder esta questão vamos resolvê-la rle uma 

maneira semelhante ao problema de se construir uma base para 

. b- f . 27 
mu~-'c.os osons ou crmJ...ons • 

Assim, se tivermos particulas de spin inteiro, bÓ-

sons associaillOS ao indice B que classifica o estado rotovibrôni 

co todos os "Tnbleaux" (u) (\Ue se reduzem a B, permitidos pelo 

spin da particula em questão. Caso tenhamos fermions, spin semi 

-inteiro, associamos os conjugados a (u), obtidos pelo mesmo me 

todo anterior, t?,mbém permitidos pelo spin em questão. Isto 

semelhante a, por exemplo, obrigar a função de onda total gen 

A2g ou l\2U, no caso de Contrell e Galbraith. 

-e 

Vejamos, por exemplo, uma molécula XY4 com simetria 

(*). Hooklengths 
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Td . A tabela 1 nos fornece a relaç~o entre as representações 

irredutíveis de Td e S 4 . Vamos calcular o P<'eSO est<tt:Istico de 

Al no caso de Y ter sp:Ln igual a l. Logo u (m) = u ( 3) • 

31?. ?~ ' ::· 1 
~ :_?.. i 
. \I 

:- ---- ---~---·-------·------:=. ::.i 
~-:·i 
~-<! 

~--:: j 

l 

J'.iné'ca o grupo de permutação pode apresentar algu-

mas restrições às representações irredutíveis do grupo pontual. 

Quando S ~ crnnoarado a G podem acorrer tr&s casos distintos. - n 

O grupo de permutação oossua um número menor de operaçoes de si 

metria que o gru;'o pontu<ll. Como exemplo, temos moléculas do ti 

po x 2 , XY2 lineares em que o grupo de permutação é s 2 e o gru-

po pontual ~ o2 i ou Dooh. Holéculas do tipo XY em que o "gru-

po ele permutaçi.o 8 s 1 " c~ o grupo pontual é Coov. r~oléculas 

XY2 não lineares com s 2 e c2v' ainda moléculas do tipo XY 3 ,pl~ 

nas, com simetria n
3
h e grupo de permutação s3 • Podemos ter o 

grupo pontual isomorfo ao grupo de permutação, cujo exemplo 

clássico e o metano. 

Existem ainc1a moléculas nas quais o grupo pontual 

possui um menor número de operaçoes de simetria que o grupo de 

permutação como exemplo XY
6 

cujo grupo pontual Oh e grupo de 

permutação s6 . 

Vamos, num primeiro caso, analisar uma molécula de 
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H
2
o. NeHta temos duas partlculas id~nticas, formando um grupo 

pontual c 2v e de pennut.açi'io S 2 . 

,-.- E -p,, r;- -o-; :;r 
I A. J j 1 

p __ . __ )/ J - _I j 
I ) J t\?. ~ -

1_:(1,, J - " ._.I_. 

~i Q]h-tjj 8 ~ --

o·;' 
1 
-j 

I + ___ 

Como net;te grupo existem operações de simetria que 

envolvem uma inversão Cl = IR o grupo base de que se deve par-

.-~ 

I CN J\, 8, /\, ;;; 
·-- t 

o~· j 

(Y J 
~· j J j· 

j J 1 I-
'· 
. , 

:::: . j j '1 
) -

~__L_ _J__ -, j I ,_ 
~ 

----- -

Para se obter quais representações irredutiveis do 

grupo c3v podem indiciar os estados rotovibrSnicos ~ necessirb 

analisar a tabela de caracteres deste e observar quais as que 

indiciam Únicamente uma mesma permutacão. 
> > 

Neste exemplo, E e yz correspondem a permutação 

(1) (2) de s 2 , por outro lado, Rz (1809) e xz correspondem a 

permutação (12). Podemos então ver na tabela de caracteres do 

grupo C2v que as representações irreduLiveis A e B1 , indiciam 
2. 
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a psrmutv.ção (12) como +1 , -1 c -1, +1 respectivamente, para 

xz. Logo, não podem indiciar um estado rotovibrônico e a 

an&lisc dos pesos estatisticos deve ser feita apenas com A
1 

CD 

8 
No caso, então, do IL,O como o hidrogénio tem spi.n 

1/2, ê um fermion, devemos pois para o cálculo do peso esta-

tistico tomar os ''Tableaux'' conjugados. 

2 
I 2 3 

= 1 
2 
I 

2 1 

Por exemplo, no caso de D20, 

b6son de spin 1 teremos 

3.4 

2.1 
= 6 w = B2 

3 

2 

2 

1 

= 3 

onde agora, D -e um 

= 3 

Um outro exemplo interessante e quando temos uma mo 

lécula do tipo x2 , por exemplo H
2

. 

O grupo neste caso é o2i ou Doo h. 
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31\XIS 
aROTATION 

R(aOO) 

ROTf\TION 
180° 

I~:Vt:RSION 

R(-al80 6 a) I 

f10TATION 
INVERSION 

I.R( aO O) 

_,.50_. 
0. 
REFLECTION 

Atg "'Í.:t 
Atu =:LJ 

.------,------ I I ----
1 

A2,{ r:~ 

A2u= r:~ 

E 1 g = ng 2 

Etu=n;u 2 

E2 11= !J.<J 2 

E2u= Ôu. 2 

• • 
• • 

+ 
is L. g 

2cos a 

2 c os ex 

2cos2a 

2cos2a 
• 
• 

-1 -1 

-I 

o 
o 
o 
o 
• 
• 

acima apenas 

-I 

2 

2 

• 

as 

-I 

2cos.a 

-2cosa 

· 2cos2a 

-2cos2a 
• 

-I 

-I 

o 
o 
o 
o 
• .. 

representações irredutíve Na tabela 
-ç--+ 

e L-u indiciam corretamente as permutações do gr~ 

po s 2 . Desta forma, apenas estas serão Índices permitidos para 

a função de onda rovibrÕnica. 

No cvso de uma molécula do tipo XY 4 com simetria Td 

cujo exemplo clássico é o cH 4 , ocorre um fato interessante, o 

grupo pontual 'I'd é isomorfo do grupo S 4 . 

Neste caso o peso estatístico de cada nível pode ser 

obtido pelo tableaux correspondentes a representação irredutí-

vel da qual se queira calcnlar. 

Por exemplo no caso do CH 4 

WAl = o 

WA2 = 2.3.4.5 = 5 ------
4.3.2.1 
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2 :l 

2 3 4 
WE -- l 2 l hiPl o I•' l ---·- - = = 

3 2 
'r2 - 3 

2 1 
4 2 1 
1 

à primeira Estes :rpsul tados obt.idos, na o concordam 
(18) 

vista, com os propost.os por Houcn e Cantrell e . ( 18) 
Gallbra1th . 

r. . (lS) 
Hougen , quando anal1sa o CH 4 , usa do conceito 

introduzi~o por Longuett-Iliggius(l?) de grupo de simetria mo-

leculi::>r total (full molecular symctry group). No caso do CH 4 , 

Hougen prop3e que este grur~o tenha 48 opcraç5es de simetria is 

to 5, 4 permutaç6es accmpanhadas de uma invers5o no sistema la 

boratório ou .n~o. Fisicamente isto pode significar que existem 

duas posiçBes de eauillbrio para a mol5cula de metano, entre es 

tas posições uma barreira de potencial existe tnl que dependen

do de sua altura o tunelamento entro as duas configuracões de 

equillbrio torna-se mensurfivel ou n~o. Lougrelt-Higgins afirma 

que o tempo de medida influencia de 1:al forma o:ue só otoerações 

f.>OsslveiE; são importantes CJUanuo o tunelamento pode ser despr.::_ 

zado. Desta forma os pesos estntlsticos serão A
1

: A2 : E: F
1

:F2 
5: 5: 2: 3: 3. 

No caso do cn 4 o dentério tem spin 1, sendo então 

um bÓson desta forma os pesos estatísticos segundo o nosso mode 

lo serao 

3 4 
I•' = 3.4.5.6 = 15 WA2 = o l'l = 2 3 = 6 'Al 

4.3.2.1 E 32-
2 1 

3 4 
2 3 4 5 

I-JFl = 1 \'JJ" 2 = 2 = 15 = 3 
4 1 4 2 1 
2 1 
1 

Porém para Hougen teremos A
1

: A
2

: E: F
1

: F2 
15: 5: 12: 18: 18. 

Novamente os nossos pesos estatísticos diferem dos 

propostos por Hougen. 

Neste ponto vamos levantar algumas questões para 



.52 .. 

tentar uma manei.ra de explicar estes resultados contradit5rios. 

Louck (8) - . -e Galbrath propoem a segu1nte questao: 

''Qual 5 o grt1oo de rotor esf5rico, r!gido e cl~ssico? Ser~ 

o3 x o3 - o4? ... A resposta para eles~ n5o. Recordemos aqui a 

noção d•' simetria i.nt:erna e externa cada qual com uma simetria 

o
3 

porÉ:m o qrupo total, concordamos, será o
3 

·* o
3 

que represen

tam o grv.po ele simetria eo:terna e int.c~rna. 

(!uando temos uma molécula com uma simetria finita o 

seu grupo total será o3 * G onde C é o grupo pontual da mesma 

As operações de simct.ria nestes dois espa:;:os comutam, porém co

mo do ponto de vista flsico o importante ~ a posição relativa , 

estes dois tipos de operaç6es de si1netria podem então serem re 

lacionados. Sobre isto já discutimos no capitulo II no problema 

de simetria interna e externa. O grupo o3 como já discutimos a!!. 

tes é isomorfo a R
3 

x Ci, onde Ci é um grupo que possui a 

identidade e a inversão. Sabemos que a inversi:o comuta com qua1:_ 

quer operação lle simetria do sistema. Por outro lado, podemos 

relacionar a inversão, devido a ao sistema laborat5rio, como 

equivalente a uma inversão no sistema de referência da mol~cula. 

Ao nosso ver, o grupo de simetria molecular total vem do fato 

que a inversão de um espaço é colocada como operação de simetria 

do outro espaço, de modo que em vez de 

R3 x c1 * G 
Teremos a seguinte estrutura: 

R3 * (Ci x G) 

No caso especifico do metano. 

Vendo desta forma é explicável porque Hongen propoe 

que o metano possua na realidade 48 operações de simetria em 

vez de apenas 24=4!:. Coerentemente quando se reduz um estado 

rotacional J para o grupo finito s5 os de paridade par são le

vados em consideração, ou seja, como o grupo o3 possui represe!!_ 
... + - + -tações irredut1veis O, O, 1 , 1 ••.•. , exatamente a metade dos 

estados são levados em consideração o que corresponde a usar R3 
como simetria externa. Por outro lado, por exemplo, no caso do 



4 CH
4 

temos 2 funcões de 
' 

tico obtido Haugcn pela 

corrcsponctcnte obteremos 

Esta mc.neíra 
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E>pin. Se mul·tiplicarmos o peno estat;is 

dimensão da revresentac;ão irredutível 
tj 

2.2 , ou seja exatamente o dobro. 

6 justificada por Hougen, este afirma~ 

do que o me-~ano possui duas posiçõe:s de ec1uilibrio e que a Ún.!_ 

ca maneira de expressar este fato c usar o grupo total com ope-
~ <t' o - -r • . 1 d . t rcçoes post::;lvel.s c nao po~:slveJ s, e que so) o ponto c v1s a ex 

perimental devido ao tempo de medida 

observ0.das. 

- ~ . as nao poss1ve1s nao sao 

Para nos se a invars~o ~o sisteJJa laborat6rio gera 

uma nova posição de eq:uili.brio, podr2r.10s a.fi.rmar que temos ou an

tas novas posiç6es de equilibrio quanto se queira, usando para 

isto uma rotação de todo o universo! É claro que o universo não 

pode girar tão facilmente e corn<1 disseinos antes o importante e 

a posição relativa, porém e importante relembrar que a natureza 

dos espaços é in<lependcente e cme o grupo total 0 3 * o3 ou 

o3 * G pode n~presentar todos est<'s diferentes aspectos do pro

bleüta mul<~c:ular ~-;c~m a int.:codução ele llCH.lu T<Lê:tis que o gxnpo pon·t~ 

al e o 'JTUpo de permutaçao. 

Para isto retorn~mos a 

simetricamente def'inidos I N- > 
\ m n 

::= s cl,{<>é f' (\ ') 

Tomemos para analisar 

nossa expressao de estados 

do grupo o3 
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\ '• . \1) Interpretando o estado ''0~ E como sendo ve 

ter posição determinado pelos ângulos de Euler ,:, \~''\S. medidos 

a partir· de 

direita (D) 
I ""\ \' I ,. \ \)\f.-\.\11 (_,_ 

cionado nos 

tema E, ou 

dois referenciais, um determinado pela regra da m~o 

e outro, este invertido, que segue a mão esouerda. . -
terei'lOs a probabilidade, de encont:.~ar o rotor posi-

ânCJulos CX:.. f.J '(; , tanto no sistema D como no sis 
. < SeJa, a1 estão as duas configuraçSes distintas de um 

rotor, que no cAso especifico CII4 d5o origem as suas duas con

figurações c1ue poden ser obtidvs pelo tunelamento dos átomos de 

hidro9ênio. 

Para um mesmo N teremos ainda nm outro estado\N-m 

definido como ~\ ( ) 
! ~~) ~ ~- ( tC.\f' Y.) Y(."' (z \' '5) tc-q) 'S D > Nl <'é f>'tl E-> 

cuja interpretação é semelhante porém enouanto\m n) está numa 

situaç5o anti-sim5trica. 

NestC' ponto, quc:.ndo possuímos dnas representações 

' d ,< . d"f ' lN+" ~N-)~ d 1 ~rre u ..... l.Vels 1.. ·ercn·ces/) e e que ev€mos evar em con mn mn · -
sidereçâo o problena do tunelamento que é dirctamente ligado ao 

problema do dupleto por inversão. Se a molécula realmente osci-

la entre as duas posições de equil!brio como é o caso do NH3 , 

isto significa que entre\~+~ e \ :-;;; existe uma diferença 

de energia mensurável. Caso contrário, os n!veis terão energias 

bem próximas dando origem ao dupleto por inversão. 

Nos casos em que este grupo de simetria molecular 

total foi introduzido, H2o (c 2v), NH3 (C 3v), CH4 (Td), o gr~ 

po pontual da molécula possui uma caracteristica comum, a inver 
- - ~ sao nao e uma operaçao de simetria, mas como estes possuem rot!:!; 

çoes. impróprias ou planos de reflexão, ela está presente nestas, 

pois tanto uma rotação imprÓpria como um plano de simetria po

dem ser representados como &;n produto de uma inversão por uma 

rotação pura. Este fato é importante para demonstrar que nenhum 

destes grupos é um subgrupo do grupo R
3

, portanto a análise in~ 

cial do problema do momentum angular deve necessariamente par

tir do grupo o
3

, que este sim conterá os grupos pontuais cita

dos .• Tanto é que no trabalho sobre o metano Wilson na análise 



• 55 .. 

dos cst&dos rotacionais e o c~lculo do peso estatistico, toma 

o subgrupo T do grupo Td, formado por rotações puras para a 

classificaç~)o dc-:st:es estados. E::~t:e fato é importan·te na medida 

que 

sui. 

SOS 

uma out::ra u.náli.s<?, no caso do SF 
6

, o grupo pontual Oh, po~ 

a inversão como operação de simetria e ainda neste caso nos 

resultados difer~n dos obtidos por Cantrell e Galbraith(l})• 

O caso do SF
6 

temos um grupo pontual Oh e um grupo 

de permutação s 6 . Es'ce é um caso em que o grupo de permutação 

é maior que o grupo pontual. Na tabela que liga os table 

aux de s 6 as representações irredutíveis de Oh podemos ob

ter o peso estatístico para uma molécula do tipo XY~. No caso 

do SF 6 o flGor tem spin l/2 

l'lAl g = 1 lvl'.
1 

u = 1 

\"ll\2g = o l~A .. U = 10 2 
l~Eg = o H Eu = 8 

1vtlg = 3 1•!tlu = 3 

j·Jt2g = 6 Ht2u = o 

Os pesos estatísticos fornecidos 

1: 5: 4: 

por Cautrell 

3: 3 

e 

O grupo Ch de moléculas do tipo XY a inversão e 
6 

uma operação de simetria do grupo, tanto que o grupo Oh pode 

ser visto como O x Ci. Logo, se a inversão da simetria externa 

for como no caso de sirnetrla Td colocada para o espaço da sime 

tria interna, não fará nada mais que repetir o grupo .Cahtrell 

e GalbrGi.th no cálculo do peso estátistico, como expusemos no 

Capitulo I, a inversão do grupo o3 de simetria externa é leva

da em consideração no peso estatístico seguinte no produto 
I,., r;;, r ~r"' c.:: I' R. 

} 'ú ' 161 ..) através da representação irredutível , , c~ 

ja interpretação é de um nGmero quântico adicional, que é re

querido para especificar completamente o estado quântico. 

Em nosso modelo, este número quântico adicional 

está na paridade que é acrescentada â representação irredutí

vel. N. 
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I N+ ') 
lra n; e 

1\. dea.::"nc:cesc0-nciu. em k significa que os estados 

l N-~- sao d~generados. m n/ 
Para então mostrar como 

sultados de Cantrell e Galbraith, 
- + -

0,1,2 .•• 

podemos reproduzir os re

voltemos a questão de co 

mo produzir estados simetricamente definidos 

pa1ca nm grupo o3
. Os coeficic~ntes C~ ( ~\) sao obtidos pela 

.. ,,-~--', Fr)* ·~ 'T c E.-~ vs v,·, r tJr'ci3)"' c ~\ l b l - L-- b ' b' --~ ~ b 
6 

expressao 

Isto nos garante que o oeso estatistico do estado 

B e do estado PS x B devem ser somados. Para exemplificar 

a reprsentação irredutível pscudoescalar do grupo Oh é a 

Isto implica que devemos somar, no caso de Oh, os 

pesos estatísticos de paridades opostas. 

\\'A l = \'IAig + \•Jl, lu = 2 

Hl\2 = lvA·
2
g + HA.

2
u = lO 

l•!E = h'Eg + \'lEU = 8 

\vt = WT
1

g + Vlr1u = 6 
1 

Wt = Ht
2

g + WT
2

u = 6 
2 

O mesmo pode ser feito para o caso do metano aonde 

a representação irredutível pseudo escalar do grupo pontual Td 

e A2 dando 

\'i' A = 5 WA
2 1 

para o caso do CH4 e 

lvA1 
= 15 WA 2 

= 5 WE = 

= 15 WE 

2 

= 12 

\\'F = 3 
1 

WF = 18 l = 18 

que coincidem com os resultados de Hougen ( 2 o) 

Nestes exemplos pudemos ver a importância do grupo 

de permutação na análise do peso estatístico dos níveis. Este 

fato foi como já dissemos antes, proposto inicialmente por 

Longuett- Higgins(l?), analisando entre outros o problema da 

molécula de H2o. 
Sempre 

molécula, pode ser 

que uma 

pensada 

operaçao de simetria é feita numa 

como uma permutação de partículas 
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idên·L:ica,:; ~ Isto e, podemos redHzir a simetria de permnt.ação ao 

grupo finito .. Nos casos E':Jn que o c;rupo pont.ual é um subgruDo 

ou isomorfo ao qrupo di) pr·~rmutação s2rá o spin das partículas 

id~nt~icnG que indicaYfi quais a~ r21)rcsentaç6es irrcdutiveis do 

grupo pontual que indiciu.ra os estüdos rotovibrônicos. Neste 

fato é onde se encontra él importânciél do grupo de pemutaçãojá 

que o~-; tablcri_ux de; Young })Odern servi r como base= para um gru-

po U (N). No CüEO de sci11 1/2 estes Tdbleaux serão rcpresen

çoes irr:cJutíveis. Po:cém, em casos em que o spin seja r.1aior 

que 1/2, eles ser5o de extrenta valia. Ainda neste caso a prio

ri, sem a anélise de spin, sempre todas as representações :Lrre 

dutiveiG podem indiciar on estados rotovibrônicos, j& que um 

subgrupo sempre pode induzir uma representação para o grupo. 

Levantamos esta questão pois nos casos em que o 

grupo pontual possui um número de orx,rações de simetria, maior 

que o qrnpo de permutaçilo, algum~:,s n,,pn~sentações irredutiveis 

não podem indiciar os estados rotovibrÔnicos, caso de A2 e B
1 

no exemplo de H2o, pois não são representações do grupo 5 2 . 

Longuet-Higgins, apesar de ter introduzido um im

portante conceito, do grupo de permutação na análise de molécu 

las, também tratou a "inversão do Universo" como pertencente 

a molécula e dai obtém alguns resultados que podemos interpre

tar de outra forma. 

Neste caso Longue-tt-Higgins propoe encarar o grupo 

C nao através das op<,rações E, c 2 • a- , Cl mas como E, 
2v * * xy vx 

(12) , E , (12) onde (*) significa uma operaÇão nao possivel 
* e E é a inversão da posição de todas as particulas. 

Podemos, no nosso contexto, analisar este grupo 

proposto por Longuet-Higgins como sendo ci x 5 2 onde o 

grupo C. é formado pela identidade e pela "inversão do Labora-
l. 

tório". Desta forma sem colocar o problema de quais as repre-

sentações irredutiveis podem indicar um estado rotovibrônico,o 

autor consegue, eliminar este fato colocando como operaçao de 

simetria do grupo a "inversão do laboratório". 

A conclusão, neste aspecto, é que sempre que se ana 
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lisa UHl qrnpu pontual de uma molécula que possui opera.çoes de 

simetria que envolve uma rotação imprópria e a inversão não e 

urn elemento de sin1otria, desde ~ue o dupleto por invers~o nao 

seja distinsufvcl na expcri~ncia, o conceii.o de grupo de sime 

tria rnolecular t.otul será cficient:e2 no câlculo do peso estatis 

tico. Caso a invcrs5o seja observada ent~o este esquema nao 

fornPcerá urn resul t:ado consist.cnte. 

Um outro tipo de grupo de simetria é usado em molé 

culas, o chamado de grupo de rotaçio. Este grupo é definido co 

mo atuanC.:.o cm uma n1olécula, move 

t d 19 d . :o o . No nosso ponto e v1sta, 

ri~Jidamente a mesma corno um 

este fato pode ser visto como 

a aplicac.i'Co de uma operaçao do grupo pontual sobre a parte ro

tacional da função de onda. A funç~o de onda n0 aproximação 

Bonn-Oppenheimcr definida, no c a pi tu lo Ijl, t.inhamos: 

2. -- C A Ul l) 1>. r c' '-') ., ,i C c_" ) 
CCCb c._'--'~ I h c 

- c· v-c 

Recorde!l!os aqui a discussão sobre o acoplumento que se faz quu!!; 
. Jl cc· do se usa e::;tv. a.proximução neste nl\ ·'-) representava o aco-

plamento rigido entre elétron e rotor, e se l() ~(O',~·) for 

interpretada como a parte vibrônica, IC~ 1 l~.) representará um 

acoplamento rÍgido entre elétron, vibração e rotor. Desta for

ma, urr,a operação de simetria interna quando aplicada a esta 

parte, corresponde~ a girar rigidamente todo o sistema! Des

ta forma podemos afirmar que o chamado grupo de rotação nada 

mais é que, no nosso ponto de vista uma forma como o grupo P3' 

tual se mostra quando atua na parte rotacional da aproximação 

Do't-n-Oppenhcimer. 

Desta forma, usando apenas o grupo pontual da mal~ 

cula, como a simetria externa e o3 como a simetria externa e 

percebendo as particularidades do acoplamento na aproximaç~o 

Bonn-Oppenheimer, obtemos uma classificação dos estados rotov~ 

brÔnicos pelas representações irredutíveis do grupo pontual cu 

jo papel não se limita a denominar um estado, fornece, além 

disto, uma regra de seleção por sua invariância. O problema do 

duP.leto por inversão surge como dois estados cuja classificação 
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pelo grupo c~xterno c interno é diferente. NE.'ste context:o as idé 

ias de outros grur~s, tais como, grupo molecular, grupo rotaci2 

r1al tent 0Jn nossa teoria um~ maneira de serem vistos, al~m de se 

perceber o que se~; a uwa ~ - ~ ope;c·açao possl vcl e nao possJ. vcl no con 

tex'co de um gruDo molc,cular. 

De forma a fazer uma com~Jaração entre o nosso esquc 

ma e os :ifi oxjstcntes na lite~atura no guA ~e refere ã interpr~ 
taçâo de aspecLos e fi clnssificaç~o dos estados vamos tomar co

mo e>cc3ccplo i.! anális<e de Ilouqcn (2 0) para o caso do metano para a 

Lc-ansiçilo P (7) a partir de v = O v = 7 para v = 1 v = 6. 

Na figura Lt reproduzimos o gráfico de Houaen mos 

trando ns transiç5cs 8 a classificaç~o dos estados rotovibr6ni

cos. A aprnximaç~o auo melhor descreve em ~rdem zero mol&culas 

como CH4 , SF 6 ~ o acoplamento fraco. 

Desta forma, o estado v = O e J = 7 pode ser obtido 
::.> + + us!ndo a tabela .:J a~nde obtc,:os (7 A

2
), (7 , _E), (7 E), e 

(7 , E
1
), (7-, F

1
) (7 , F

1
) (7 F

2
), os demais nao contam pois 

possuem peso estntlstico zero. 

Podemos esperar que as transiçÕes mais intensas se

rao aquelas em que o momentum angular do rotor nao se altere. 

Desta forma as linhas mais fortes da transição P (7) analisada 
+ -por Hougen podem ser obtidas acoplando o rotor com 7 ou 7 e 

a vibração 1 para obtermos um estado com momentum ai.!gular 

tal 6 e paridade + ou -. 

Na figura 5 a mesma trasição obtida por Hougen 

to-

~ 

e 

indiciada conforme a nossa classificação. Desta forma pela inv~ 

riância do estado rotovibrônico podemos dizer quais as transi

çoes passiveis para dipolo elétrico (1-). Nesta figura, pode

mos novamente fornecer um argumento para a discordância entre r:e 
sos estatist:i.cos. Existem dos niveis 7+ e 7 que possuem B = E. 

Se usarmos a rotac;;ão de Hougen analisando apenas 7+ é fácil no 

tar por que é duplicado o peso estatístico, já que o dupleto 

por inversão para (7
1

E) e (7~E), desta forma para a transição 
- + + (7 E) pDra (&

1 
E) existe outra de mesma energia (7 E) para 

(6~ E), que seriam diferentes se o dupleto por inversão fosse 
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obr;e:rvndo. 

Olltro aspecto em ouc nossa art5lise se diferencio da 

c)e Jiougen 0 .:1 1n0nc:~:lrct de indiciar os ost.ados. Pela figura 

é fci to um ncoplc:nlc~nto entre o estado N-·G do rotor com v=;; ob 

t d R 7 {2l) l 'f' - d t d t 'b- . ~cn o , ::::: , e a c asF,J_ .1.caçu.o o es a o ro -.ovl ronJ..co e 

feita pelo R total. Nossa Jt!anei~a de int~rpretar o espectro e 

diferente. EPtudos recentes{??) dos estudos rotacionais de uma 

rnoléculu àe b"f'
6 

lllOst:cGm que o .:::,_coplarnento fra.co é o que melhor 

se aproxima no caso desta molécula, o rrue também é feito por 

I-Iougcn. Po:céd, na fo1:ma df~ fn.zcr o acoplamento existem dj_feren 

ças conceituais, em nosso ca~;o, a classificaç~o do estado roto-

'b - . - + 't l - . 1 ~ l d f' . b . v1 .ron1co e ~el .a pe .. a represnnta~ao J..rreuut1ve o 1n1to o t1 

do para o I.nUice de simetria interna. 
l'j \J '.( \1. 1'{ (l"/ ) 

I ln) d> 2_ c~ 
,I 

-( N - \"\ /1'1-\.c\ h\ b. 
t'• 

- lvt . ), f-·\·V...t 

"' Em oposição ao acoolamento 
,, 1 ~~ > , ---- c· -~ N r~, 

·-~\ ~ M ·.:: Z__ -M-t\.._ w~ ~-
i.-v\ 

onde R c usado para, através do grupo finito, indiciar os níve

i~; enquD_nto no nosso acoplamento a cl~-)~)sificação do rotor é in

vu.riante. Desta forma podemos dar uma inte.rpret.ação físi.ca para 

as linh<ts de maior intcmsida<ie do rot:t. Supondo Ull\ acoplamento 

fraco entre rotação e vibração é de se esperar numa transição 

que as linhas mais intensas sejam aquelas em que o estado rota

cional do rotor não se altere. 

Existe ainda uma linha nesta transição cuja intensi

dade é bem menor que as demais. Para isto, é importante se no

tar certas peculiaridades no ordenamento da banda rotacional em 

que surgem certos "clusters" {F
1

, F2 ) (F
1

, E, F
2

) na rotação 

de Hougen, para facilitar a comparação com os ;'clusters" da si

metria octaerdral analizados por Harter e Patterson{ 22 ) nos 

extremos da mesma,de forma que esta transição fraca é entre di 

ferentes "clusters". Com isto, uma imagem fisica bem sim]ies da 

transição pode ser feita. J5. que os "clusters" foram interpret~ 

dos como ligados ao~: eixos de maior ou menor de>formação da molé 

cula, uma transição entre clusters diferentes implica em uma 

-mudança na estrutura do rotor, dando origem a uma transição de 

intensidade menor. 
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cn~,_i(~TJU SÕ 1 :~S -·-- ·-~~---· . -
Uma c.rut_~stao que 20~mpre vc-~m à tona quando se procura 

t.ratur uril problema at.ômic(~ O'.i molecular é a escolha da. base, já 

que a crpJ.<lçno de:;: Schr~c1inger, 

tal ~ - < numero de n~~t1ruJ.as, to~na 

para este tipo de problema com 

a r;olw:;ão algc;brica praticamen-

t.c~ impossivel, C! por outro lado, nurn cálculo puramente computa

cional t(Jl~na a intel.-pret;:tção fLSica do espectro de certos valo

res de cnc.;rc_:ri.?i bc-;rn djflci.l (~, princi.palmente, aprendemos muito 

pouco dos cnrnct0~Isticas do sistema em estudo. O In~todo usual 

de~ atacnr estes problemas é ::~emore, de início, uma escolha de 

hase, n qual, en prj_meira aproximaç5o, descreve em linhas ge

rais o comportam;:_~ntn do si st·ema. É deste ponto de vista que co

locarr.os a chamada "Transformaçi·lo de Referencial", ou seja, este 

conce:Lto li.ga doi.c; i.:ipos dr, ;:conlamentos extremos os quais po

dem sC?r ligados po:c uma transformação uni tâ_ria. Não implica cn-

tão que a aproxim~'ção do Bonn-Opponhoimer seja a melhor base 

para o Droblema l~colecular nem o acoplamento fraco, mas sim que 

o es·~urJ.o cic.stcs c~0is caso.s c:~t:ccr:-tos not; fornoce uma forma de 

perceber alguns comportamentos gerais no caso do problema mole

cular, ou seja, a invari&ncia da classificação do estado rotovi 

brSnico e a class5.ficação da simetria externa N • Al~m disto a 

contribuição para a extensão 
. . ( 1 ) f. co e mu1tos cana1s 1ca 

do uso da teoria do defeito quânt! 

colocada de forma imediata para 

moléculas poliatSmicas. Esta foi a questão que nos levou ao es

tudo deste problema. 

O resultado deste trabalho nao se limita a este fa

to, nas tnmbém levou a um método simples para obter o valor do 

peso es·tai..istico que até então, na li ter atura, apresentava méto 

dos que nem sempre correspondiam a valor experimental além do 

mais alguns conceitos de grupo de simetria foram introduzidos, 

al~m do grupo pontual pDra que com isto se pudesse explicar e 

indicia1·· niveis rotacionais, tais como grupo rotacional e grupo 

de simetria molecular total. Este também como uma forma de se 

tentar explic<lr o dupleto por inversão que mui tas moléculas 

apresentam, mas que no nosso m~todo torna sua explicação mais 
si~ples. De uma maneira geral, podemos afirma~ 3 ~ue a classifica 
ção dos estados rotovibrônicos por nós obtida fornece uma 
nova 1"ancira de olhar o problema molecular. 
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O nof:;~::;o problema é t.ransforJnar est.c~dos àe tuna simc 

tria 0.
3 

para um grt.:tpo finil.o G
1 

para tal vamos l.tprcsentar do

is mét:;;dor; ( 15 ) . 

a) ti_~~ todo U~s pro~i e tores 

\ ':' > ' P:~l I \ .. > ;\-t~\ I 1\ J 
onde N (, uitl f·~1i.~o:r c~ c no:n:-.al ização 

como 

e 

logo 

\ 
1( ...... ) = 
L / 

~ (< ., c h\. I ,• 

conjunto completo então 

Í\ c'. 

b) !'cétodo c12.ê_ p~linÔmios 

Num qrupo finito G é sempre possivel obter polinô

mios de grau 1:_ com simet:ria definida. As funções 'f!w .. p) p~ 
dem ser vistas como polinômios de grau 1 em (x;" ,'I to.', cf,,) • Por ou-

\: ;--, ~ ,'( 
tro lado as funções de mul tipo lo /(. 1 ~-= ~tf 1 t'l 'f w. desta forma 

serão polinômios de grau 1 em (x, y e z). Se estes polinômios 

são conhP-cldos para um grupo G e sua relação com as funções de 

multipolo também é conhecida estes coeficientes podem ser obti

dos por uma simples inspeção. 

Por exemplo no grupo Oh temos 

-~ T.-. = -t 
- 5 



I 
\,L' 

l temos 

' )' ::. 

que uma siYTiples análise nos fornec:::e 

-1 C_J> 1:) 
Vi! 

c: C1:") o - I I v2_. c l\(i:") -- J I 021 

c: c'~~,)~ c ;,r? c\ c;-) c cf·/2 
c~, ( ~~")~ J 
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Na tabela 2 estio colocados os coeficientes 

para as sirrietrias Oh, Td, D4h, n3h, c3v.
2

r 

res grartdes de 1 recentemente Patterson e Iiarter ~ 

uma f6rmula aproximada. Estes coeficientes C~ {:) 

lação de ortoganalidade e completeza daclas por 

2~ ctc~:J c~c~tr "' ~tW, ~<À,\, 
V..C 

Q c") -Q c-~~) = L_ c \Me C' c 1M' {A A8 
ÁtQ 
" 

Apêndice B 

Para valo-

obtiveram 

possuem re 

Coeficientes de Racah para grupos finitos c'> Vamos acoplar os estados \;;_;\R/ l c' de uma sim e 

tria finita G 

dos \ A / \. D '> 

em duas maneiras diferentes. Acoplando os esta-

O- c\/ 

\ 

I)' ' 
(\:>A) c' b' / 

primeiro teremos 
-- . D "' 6.' -A'C'8' 

= 2_ c c~ c.. ec' C o.· c· v 
àCc 

Um outro 
o: o 

acoplamento c') pode ser feito por exemplo I~~ com l ~c· 
\ ~x/) 1\ ~ ) ~ 2_ DC'C - f._C 

6 \:; > IS:> \ ~) 
Cc\c'c Lc. c 1:> 

ele' 
(_C\. 

O produto dos estados nas equaç5es 

~~)c'~· \CDc)l\ B)" 2-- CDc.'c C"(! B 
~· b b - de c c.cc b 

<ÃC' 
o:ccl 

(B - 1) e (B - 2) nos fornece 

\3 3 
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7\n3.li~;c.ndo est.e produto e:::;calar, podt:~mos afirmar que para qua_!. 

Desta forma podsmos definir um coeficiente de Racah em termos 

deste produto escalar. ' 

(c,w)~'o'\U)C')Aí::l)"- [~.~~] Sbc,' 

Desta forma teremos 

Cc c: c\ 
o.'c 

oc'C ,AC6 
Cc\c:c Lc.c.b 
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1-o. Fig. - . . Definition of 
POSI t10n n 6 )· 

angles (a:·,., 

L_ _____ F_i_g_1~-~b--~L~a:.b~Operator De-

j · finition 

-r, z CRM~K 
~~~ Does R( a OO) 

)( 

Euler 

Fig . .i-C 

Storl ing Posilion 
a=P" O=O 

Body Operator 
Definition 

z 

_fiz C~NK, 
---Does h(O:OO). 

------- L ______ _ 
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