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CAPITULC I - ASPECTOS GERAIS DO PROBLEMA

A idéia de usar o grupo de simetria de uma molécula
para analisar os niveis rotacionais e dal deduzir o seu peso es
tatistico em mcléculas poliatémicas, fol introduzida por Wilson?
Anteriormente este problema fol tratato por Hundlo que propos
um método geral e analisou o caso especifico do NH,. A seguir
W. Ele.rtll aplica este método para o CH,.

0 desenvolvimento das tecnicas de espectroscopia re

centemente tornou possivel a resolucao das linhas rovibraciona-
12
6 -

gue nem sempre concordavam com as previs®es tedricas conhecidas.

is em moléculas tais como o SF Os resultados foram tais

Vamos tentar desenvolver neste capiltulo as idéias

6,7 4,5

2
de Wilson ., Hougen e Landau9 , Cantrell e Gailbraithl“ no

que se refere a cl;ssificagﬁo dos niveis rotacionais de molécu-
las e sua degenerescencia.

0 ponto de partida para todos estes trabalhos, in-
clusive este, @ escrever a fungao de onda do sistema na forma
seguinté.

\P = kﬁ KK»\%L qg .ﬁ'i
Onde os Indices E,V,R,S referem-se respecfivamente a parte ele-
tronica, vibracional, rotacional e spinlnuCIear. Ou seja, supon
do-se gue as energias correspondentes a cada subdivisgo de fun
QEO de onda total, sejam de'ordens de grandéza bem diferentes,a
separagao da fungao de onda total em diferentes partes, em prin

cipio, pode ser aceita.

» Na definigac da fungao correspondente & parte ro-
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tacional, & necessaric supor um sistema de referéncia que se mo
ve junto a moléculaf

No caso especifico do cn,, estudado pdr‘WilsonG, &
supcsto gque as fungées rotacionais sao as mesmas que as de um
pido esférico ¢ tem degenerescéncia (2N + 1) 2 para cada nivel
com um numero guantico N.

Podenos, analisando o Hamiltoniano de rotagdo de
uma molécula que possul esta simetria, a de pido esférico,obter
uma maneira de perceber este fator (2N + 1)2 como degenerescen-—
cia. Se tomarmos entaoc I= Ixx = Iyy = 127 para a molécula, pode
mos afirmar que o Hamiltoniano de rotagao, supondc a molécula

rigida, seria: "
- NU\l +1).
H - N — H \-Ymk - \)ems
271

Este Hamiltoniano certamente possui uma simetria

O3 . 03 e seus niveis possuem uma degenerescéncia (23 + l) .
Uma divida quanto a simetria pode surgir, se questionarmos o fa
to da molécula ser rigida, ou seja, deveriamos incluir mais ter
mos neste Hamiltoniano. |

No intuito de classificar estes nlveis, a primeira
tentativa foi a de Wilson, quando este propds um subgrupo do

grupo pontual da molécula do CH, que @ formado pelas rota-

4 r
¢oes do grupo Td. Isto & obtido analisando as permutagoes  que
correspondem a uma rotagac nesta molécula. Este grupo de permu-
fagaes e isomorfo com T. Neste aspecto Jahn? propds que nao

s um subgrupo do grupo pontual da molécula seja usado para

classificar os niveis, mas todo o grupo. Hougen5 propoe que
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que esta classificacdo nd3o seja usada sd para moléculas com as
caracteristicas rotacionais de pifo esfiérico, mas que as de pifd
simétrico também sejam classificadas através do grupo total da
moleécula.

Um piao simiétrico caracteriza-se por Ixx

Iyy #

Izz de forma que o seu Hamiltoniano de rotagao é:

k%: Jii * %Z'(jlga- Iax) d iz

2 L«

Su’oondo como solugao para parte rotacional

\-})HK <
HQ\)‘J = L}(Jl—‘i{l‘_ \< _f-—"——)l&v

H\’»# ‘—.EI_M Az * MK
Ou seja, a solugao do piao esférico ainda se presta para anali-
gar o comportamento de moléculas tipo "pido simétrico". Nes~
tas a degenerescénéia sera {2J + 1) se K= 0e 2(2J + 1) se
K # 0 que, simples de perceber, pela forma dos autovalores da
energia de wotagdo, onde a troca K por -K deixa o nivel com a
mesma energia. Este tipo de Hamiltoniano possui uma simetria 02
e a generalidade desta classificaci@o s pode ser garantida no
caso deste tipo de molécula ser rigida.

Quanto a parte da funcao de onde total corresponden
te ao spin, ate o surgimento dodtrabalho de Cantrell e Gal:
braith 3,. nada fol acrescentado ao método proposto por wilson®.
o} méfodo deste ultimo quanto.ao spin nuclear & semelhante a sua
classificagao para niveis rotacionais. Assim como as fungces ro

gacionais formavam uma base para uma representagao redutivel do

subgrupo rotacional, as funcdes de spin formam também uma ba
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se redutivel para o subgrupo de notac¢des do grupo da molécula.
Vejamos a analise de Wilson para © grupo CHy .
Um atomo de hidrogénio tem como um niiclec um proton

de spin I/2, possuindo o CH 24 fungbes de spin.

4
1 2 3 4
+ S +i += += 1
2 2 2 2
— S W +.]_‘. +l 4
2 2
-1 -1 +1 +1 6
2 2 2 2
_x -1 - +3 4
2 2
11 1 1
2 2 2 2

O sub grupo T de Td, possui 4 classes
{g);13¢] Laay Lagy
Para se conhecer o caracter de cada classe nesta re
presentacao irredutivel, faz-se a analogia entre rotagoes e per

O . i = j = ' = =
muta¢oes, obtendo-se dal: XE = 16 X.o 4 X.3 4 Xc3' 4

Podemos, usando-se a tabela de caracteres do grupo
T, obter o seguinte desdobramento:
Y —~ SA + £+ 3T 1.4
Este processo pode ser aplicado a qualquer grupo

ratacional inferindo-se dal os valores dos pesos estatisticos ,
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devide ao spin nuclegr.

A simetria da funcao de onda total, segundo Wilsonq
pode ser cobtida fazendo-se o produto direto das representacoes
irredutiveis das partes e restringindo a simetria total ao caso
simétrico ou antissimétrico, conforme estejémos tratanto com
bosons ou fermions . respectivamente.

No intuito de explicar o desdobramento das linhas
rotacionais da estrutura fina do SF6 obtidos por Aldrige e ou-
troslz, Cantrell e GalbraithlB, afirmam ter cobtido os valores
corretos para a multiplicidade, ja que as teorias aceitas dao
"resultados gue sao mutuamente inconsistentes e dificeis de con
cordar com as experiencias ".

Recordemos agora uma das proposicoes de Wilsonsu‘Eg
te coloca que, para se definir uma funcio de onda rotacional &
necessario um sistema dé referéncia preso ao corpo. Este proble
ma foi inicialmente tratado por EckartlS. Vejamos o seguinte:
um estado molecular pode ser visto como uma mistura de estados
eletronicos, vibracionais, rotacionais e de spin nuclear. O es-
tudo das vibragdes & usuélmente feito na aproximagao harmdnica,
ou seja se tomarmos o limite de peguenas vibrag¢oes, um potenci-
" al pode ser expandido em uma série de poténcias em tdrno do pon
to de equilibrio, de tal forma que o termo linear s& & anula-
do , sendo entdo o termo quadratico © mais importante e normal-
mente 0 dominante, na maioria dos casos. No instante em que te-

mos vibragdo e xotacdo coexistindo, a descricdo pelos modos nor

mais "implica na existéncia de um particular sistema de referéen

"
cia ygirante para se situar estes mod0515 .
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Lsta & a maneira com gue Eckart vé o problema.’

Num sistema formado por N particulas temos 3N graus
de liberdade e destes teriamos 3N~-6 correspondentes a vibra--

-~ * 0] L]
gao( ), ou selja, para se obter as coordenadas normais devenm
existir seis equagodes entre as coordenadas do corpo.

Suponhamos entao um sistema de referéncia para des-
crever as particulas fixo, no laboratorio. Neste, as coordena-
das de um atomo a serao definidas:

PR 1S —
Xq = Z Xio €1 1.5
L ~
Suponhamos entao um sistema girante tal que a sua
~ . ] - -
posicac seja descrita pelo vetor X localizado no centro de mas
sa do sistema
— 7‘ — 6
’ = X 0 .
XCH —_ ‘iMQL i
L
De tal forma qgue a_posicaoc de um atomo a cquando descrita em

qualquer dos sistemas pode se relacionar como
i — —
Ko = X = Z&: 7‘6“ E’h

Xie = Xiem = b2 C{é\féa
Ciy = Eaeb d
Neste sistema podemos restringir as coordenadas pa-
ra cada modo normal de tal forma que
Z WaYin =0 17
De forma a obter novas restrigoes para os Yja e ne-

‘cessario analisar mais o problema.

Devide a gue no sistema girante e constante pode-

(*) As moléculas lineares neste aspecto estao excluidas.
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Esta e a maneira com que Eckart vé o problema.’

Num sistema formado por N particulas temos 3N graus
de liberdade e destes terlamos 3N-6 correspondentes & vibra--

o(*), ou sela, para se obter as coordenadas normais devem
existir seis equacgOes entre as coordenadas do corpo.

Suﬁonhamos ent3o um sistema de referdncia para des-~
crever as particulas fixo, no laboratdrio. Neste, as coordena-
das de um étomo a serdo definidas:

Z Xio €: 15
Suponhamos entao um sistema girante tal que a sua

posicdo seja descrita pelo vetor X 1localizado no centro de mas

sa do sistema
———

XLM = —— X‘u:éb” ig
"

De tal forma que a_posicae de um atomo a quando descrita en

qualquer dos sistemas pode se relacionar como

Yo = Ko = Z e T
Xio —__,),('i"‘ = Z C, 3\16&
“o:

ra cada modo normal de tal forma que

Z e Yie = O 1.7

Neste sistema podemos restringir as coordenadas pa-

De forma a obter novas restrig¢oes para os Yja e ne-

‘cessario analisar mais o problema.

Devido a que no sistema girante & constante pode-

(*) As moléculas lineares neste aspecto estdao excluidas.



mos afirmar que

C& :
Fd_ﬁg SR 5 e

A velocidade de cade. particula sera definida como

A7) ST(SLxE Yyt By Yp) 49

0 mcmentun angularczm torno do centro de massa_ e
M Z Z Z Wm({— \/a)g(f?_xﬁ \/d&)r@ /d“) 1.40
Um 1mportante fa o desta equaqao e due mesmo supondo-se o_S?_ O
sera possivel obter-se Vﬂ = 0
Fazendozi"C) na equacdo (1.10) teremos
J/\. 25-21_;7 Wia \ah Eﬂz Y“«Vdu 1.4
onde Eljk sao os simbolos Levi-Civita
1 se ijk estao em ordem ciclica
Eijk ={ -1 se ijk n3do estao em ordem ciclica

0 nos outros casos

De um modo geral teremos
;Y |
onde Aij & o Tensor de inércia do sistema.
z z
Alg = Z NQC7‘\M+\[\EG) i )#k
Aia= - Z Wa7¢u\fdc~

a
Pode~se definir uma energia cinética para o sistema

2o 12 ZT Ay By s 2T B 77 G g4 j113

onde

P 227 weawmém.

a ¢
C)}JL.: ZZ WA g _}_——&’ a_aj-—

o momentum conjugado ao modo q sera

e Z O e s Z B A



.8

que pode ser diferente de zero se qx = 0
Pode~-se escrever 2 energia cinética na formulagdo

Hamiltoniana para o caso C}%)»= §5).}&

T: _é_ &?:_‘2;’ U(‘d \xﬁc’q\d - Z ‘?; Z ‘)’\ \5'\;\\!\'\, + Zg\&)ﬂ\j"'\jh\) .\LS

onde (o’x");\: /\‘6-2\2 %,\LB.\B
C - : -
?’}1 = < B)E‘O{&L
Pard se satisfazer a condicdo de Casimir de que ©

termo linear & pegueno e da ordem de magnitude do termo quadra-

tico, deve-se exigir @)i=(3 para todos os g, que implica em

A
requerer ES\;= O

Para sobrepor as dificuldades Eckart propoe a exis—
téncia de um sistema de referéncia no qual a condigae de Casimir
e obedecida.

Recentemente® Louck e Galbraith expuseram um mé-
todo-de obter a classificagdo dos modos normais de uma molecula
‘usando o sistema de referéencia de Eckart; Podemos sintetizar
agora nossa exposicao explicitando o seguinte: segundo Eckart ,
o uso das coordenadas normais exige a existéncia de um Unico
sistema de referéncia, de forma a garantir a condigao de Casimir
seguindo Louck e Galbnaith este sistema de refeféncia tem
um papel fundamental na teoria dos estados vibracionais e rota-
cionais da moldcula de tal maneira as vibragGes podem ser obti-
das usando o grupo de simetria que mantém este sistema invarian
te.

Sequindo entdo a andlise de Louck e Galbraith

um método geral para o calculo do peso estatistico no caso de



moléculas com caracteristicas rotacionais de piao esférico e
proposto por Cantrell e Galbraith 15 .

A analise feita em nosso trabalho possui certas se
melhancas com o metodo citado. Vamos expor alguns fatos rele-
vantes deste para concluirmos a colocacao inicial que nos pPro
puzemos. | |

Para Cantrell e Galbraith o grupo de simetria
da molécula & chamado de "grupo possivel®” conceito inicialmefn

(4'5)6 Longuett—Hiqgins(l7) . Para tanto

te sugerido por Houdgen
sio definidos dois tipos de operacac de simetria gue atuam nas
variaveis do problema molecular. O pi;meiro tipo sao as rotacoes
proprias e impréprias‘QL@ﬁx)e (o) da posicao das particu-

las, e que induzem transformag¢Oes no sistema de Eckart fixo

no corpo. - ~ RO S Ay A
e sy 5 RUO.G) o) 2z 1.6
R (o.M 45,21 — LRwm %, \’j_RQ 1
mas deixa as coordenadas normais da molécula invariante.
0 sequndo tipo s3oc opera¢des de simetria interna
que transforma os modos normais mas deixando o sistema de refe

réncia de Eckart invariante. O"grupo possivel" entd3o € defi-

nido como:

G -

1

(Rfp), L (p) ) ‘R rotacao propria

(Rip')y . L(p')_l R rotacao impropria

Este grupo G & isomorfo ao grupo de simetria da mo
lécula.

As funcdes de onda do elétron, do estado vibracao e

as rotacionais estao definidas num espaco de Hilbert. O gru
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po G atua neste espag¢c conforme a expressac seguinte:
‘T;\\)((ﬁt\;,%l.w‘g) = W(Reps?, Repi, Reps's 1A T ‘{"‘3) VA7
ou scja os elementos do grupe G formados pelo par (R,L), © pri
meiro atﬁam nas coordenadas e o outro nos modos normais.

l'No_que se refere a parte rotacional o grupo O3 e
restringido ao sub grupo 505, que contem opera¢Oes de simetria
tais que: det R =} 118

Em geral, a aplicacao de uma operacao de simetria

do grupo SO, sobre um estado de simetria definida pode ser repre

3
sentada como 3

J
! Ry Y 119
&Yé\¥«,: Z;: Y%%‘ ) P
Porém as representagdes irredutiveis do grupo total

; expressas como QA&X}Q) (>6LE)

onde k pode ser 0 ou 1 e det R = 3] dependendo da Rotacgao

0

ser propria ou impropria. De forma que a paridade de um estado

[
+ .
3+ X, ou seja, para o

simetricamente definido & dado por (-1)
mesmo J a pardade pode ser + 1.

Para se restringir na parte rotacional ao subgrupo
SO3, gue forma uma base redutivel.para o grupo possivel G, toma
-se duas representag¢des irredutiveis deste

ue possuem as Seguintes caracteristicas
P g

.ﬂﬂ(p) = 1 para qualquer p

) 1 rotagdes proprias
IS

==

-1 rotagdes improprias

1o
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Desta forma pode-se escrever que Ff (p) = (détR) k-
Esta restrigdo pode ser aceita, ja que e supostd os niveis dife
rentes s0 ém k serem degencrados.
A funcdo de onda total & escrita na aproximagio de
Born -~ Oppenheimer
\}) = \'YE \\\)v \‘Vﬁ \'\)b'
As N particulas idénticas, no sentido de Louck e
Galbraith8 podem ter selUs spin simetrizado conforme o grupo
sV, as representagoes irredutiveis deste grupo 83ao redutiveis
em relacao ao grupo G. De forma que & necessadrio no produto
Mo l; ®> 120
ondeI; € uma representacao irredutivel, obtida restringido
SO3 para G, com qualquer valor de J. Usualmente as representa-
¢oes do grupo S - sao redutlvels em relagao a G, de forma que
o) produto\*bs pode ser escrito como: -Z Gk P
‘ A degenerescencia sera obtida atraves do numero de
produtos de T?EEV;@9€5 cujo resultado final seja compativel
com o tipo de particulas em questiao, bosons ou fe
Em relagao a Wilson® ha um notavel avango no traba-
lho de Cantrell e Calbraith , ja que este toma o grupo possivel,
isomorfo ao grupo pontual. Segundo o ponto de partida nao & o]
grupo R, més sim 031 E sempre que os niveis diferentes em k fo-
rem possiveis de se supof degenerados. Este método fornece resul
tados iguais ao que iremos propor3. No capitulo 1V , ifemos ex

plicitar mais alguns aspectos deste problema e comparar ©s re-

sultados obtidos.
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' CAPTTULO IT

INTRODUCAD

A nossa maneira de encarar o prohlema deve muito as

(2)

- . 1
ideias desenvolvidas por Fano( )e Chang no estudo do espec

tro do H, e colisio elétron-molacula”
0O tratamento formal de um espectro ou espalhamento
molecular & extremamente complicado, de forma que gualquer ide-
- ia que simplifique o formalismo em gqualquer regido da interacgao
eletron-molécula & essencial. No cidlculo da interacdo elétron-
molécula, podemos dividi-la em trés regiOes distintas. A distan
cias muito grandes, © elétron enxerga a molécula como uma car
ga pontual, a interacao sera fraca e central. Nesta regiso, o
momentum anqular da molécula, elétron e o spin podem ser consi~
derados como bons nimeros quénticos. A distdncias nao muito gran
des, a interacazo & suficientemente fonte e ndo central para aco
:plar_o movimentum do elétron e da moléecula, sendo que o elétron
passa efetivamente a participar da notagdo molecular. A distan-
cias muito peguenas, © elétron estad tdo proximo a molécula gque
teremos efetivamente um problema a N corpos.

Devido as caracteristicas peculiaresla cada regiao
de interacao, as aproximacoes usadas em uma regido tornam-se ru
ins em outra, de forma que e interessante consequir-se exata
 mente uma transforma¢idoc que Jeva de uma base para outra.

Vamos introduzir entdo dois sistemas de referéncia:

um fixo ao laboratdrio e outro a molécula. O sistema laboratd-

rio & um bom sistema de referéncia para descrever a situagao na

-
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qual o0 elétron e a wolécula estao distantes de forma que o mo=-
mentun angular do elétron e'.da molécula sao bons nimeros quanti
cos. Por outro lado, quando o elétron estad proximo e efetivamen
te toma parte na notac¢ao molecular, um sistema preso a molécula
torna a descricao mais simples, pois enguanto que o sistema la-
boratdorio vé um sistema girante, o sistema molecular ve o siste
ma em repouso. Para ent&o conceituar a idéia de transformagio
de sistemas de coordenadas para o problema molecular, definire-
mos como a transformagdo unitéria que nos liga de uma boa base
em um sistema de referéncia a outra boa bhbase no outro sistema .
De forma a obter explicitaménte estes resultados, vamos discutir

a ideia de simetria interna e externa.
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SIMETRIA INTLRNA E EXTERIA

Para analisar<a idéia de simetria interna e externa
iniciaremos com o rotor esfericamente simétrico. SUpomos tam-
bem dois sistemas de referéncia: um fixo no laboratdorio e um ou
tro fixo no rotor.

Uma operacao de simetria.Q(?W5ﬁ)gira o rotor dos an
gulos de Euler A BY em relagao ao sistema laboratdrio. Supondo
inicialmente estes sistemas como coincidentes, vamos expressar
esta operagac de simetria no estado inicial como:

RC«px) {0DO> = \XB YD >\

Além deste outro tipo de operacao de simetria pode
ser efetuada supondo-se que o rotor & mantido fixo e todo o
universo girar. Definimos comoiiﬂsi?gﬁﬁ Ccom uma operagao. de

- u (I
simetria, que gira todo o universo dos angulos de Fuler GQB,X

em relagdo ao sistema preso no rotor (*).
Com estes dois tipos de operagdes de simetria atu-
am em espac¢os diferentes, comutam.
Rexps) RO, BXD = Rexp¥) RCxpy) 272
VO grupc de simetria destas rotagdes & o grupo L
sendo este formado por todas as rotacbes de uma esfera. Estas

operagoes podem ser expressas pelos geradores deste grupo de

forma que RCxp¥) = Recoo) Klopo) RCoo ) 2-3
S idea _idyp sty

(*) Ver figura 1 para a definicio destas operagbes de simetria.
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Apesar de definirmos dois tipos de-operagéo de sime
tria o importante & a posi¢do relativa, nao importando  para
isto se foi o "universo" ou o rotor quem girou. Surge entao a
necessidade de se relacionar uma operacac de simetria no labora
tOrio ou rno rotor. Para simplificar esta andlise, iniciaremos
com o estado 1000 , ou seja, quando os eixXos coincidem.

Como as operagbes de simetria no sistema do rotor

(*)

sao inversas ao sistema laboratdrio teremos:
RexnnlonoY = RIXE) 1000y = REY-B-4) {goo> 25
Sallentamos gue nesta equagao nao obtemos que
Rﬁ&@ Rl}h B -«)mas sim que sobre o estado inicial 000> ge-
ram ¢ mesmo estado final.
Para sistema com esta simetria, & possivel definir

uma base simetricamente definidas atraves dos projetores do gru

po. \:\l > _ PN \uoo>/};ﬁ - Sd(,x\azs) d::(ﬁ\ax) R@Ugszg)\omp/\,z
> Sd@(\m DMC"‘?’“) | p¥> /e > ¢

[

Nesta formulacao, podemos interpretar \Ehﬂu\z. como
sendo proporcional a probabilidade do rotor se encontar na posi
cao V‘?X> |

Com esta base, podemos garantir certas caracteristicas

"a priori" da representagao matricial do Hamiltoniano do siste

(*) Ver figura 1
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mna com esta simetria, ou seja RB'
Seja pois H o Hamiltoniano do sistema que possui a
simetria R3. Isto imjslica em gue o Hamiltoniano comuta com to-

das as operacdes de simetria deste grupd. O elemento de matriz

<<£u\ ¥1Lﬁu/ em vista disto terad algumas restri¢bes garantidas
pela simetria do 51qtcma >
vd \ \ t> 2
Q)OO eyt ‘f\ f) A 1g i CD>/Y/ LN

Mas como H comuta com%ﬁ*%ﬁ) comuta tambem com EM“

Usancdo este fato e ainda que:

\\«‘w: P 78

R g“‘gm P 29
teremos que a equagao (2 7) ficara a551m e&preqed
<ww\4\m <ooo 00@/&(’1' 0 dww 2D

Ou seja, sem conhecer detalhes sobre o Hamiltoniano envolvido
podemos assegurar éue sua representacao sera em blocos de dimen
sao (23 +1).

Analisemos agora qual o efeito de operac¢coes de sime
tria executadas no sistema laboratorio e do rotor.

Qualquer operag¢ao de simetria do grupo pode ser ex-
pressa em termos dos projetores como:

Rpy) = 4 z Q. Loc\w) Rﬁ“ > \L

logo

RC&EK)\;{“>: RCxp¥) PMu\DOO>/;\;/& 2~'l_2

usando (2.9) e (2.11)

J 6.
RC,O(F:\G) P\,:j\“ = Z ‘DWIMCOQ\?K) Pw;w

Logo a eqgquagao (2- 12) ficara \ > > 13
\uu

- RCeapy) \ t> jzi ED WL pE)
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Por outro lado, podemos analisar o efeito de uma
Operacao R‘“\‘ﬁ) que "gira o unlverso sobre estes estados.

R{xpy) \w\> = Rxpy) \7 (ooo>/\—;fz >4

mas como ja afirmamos XECﬂW3X) coruta com Ebi$°f') logo
— . 3
R _'?f.xm - g Wb, . 2. AE

Assim a equacgido 2.14 ficara

[ R—
d . D' Rexpy) \ooo)
R CO/\’IF\’) \‘v"ubv»7 - P"V\“ \
mas sobre o estado inicial podemos, usando a equag¢ao (2.5), re-
lacionar estes deois tipos de operagdo de simetria. Também pelo

uso das equagbes (2.9} ¢ (2. ll) teremos:
Fyl Rlxpr) = Zl, o D (epn) 2.4

Teremos assim na equaqao (2.16)
P(/{\(_\ ‘G'“ \\N\V\,> Z })tll C X - ‘?’ "C) > Z——\B

Ccomo ©s DJm n representam uma transformacao unitaria.

DY Cxipe) = DL p®) 2z 19

A"

Desta forma teremos
Rapo |8 > Z D (xp ) | 2> 220

Dos resultados obtidos pelas equagSes (2.13) e (2.20) que um es
tado simetricamente definidoig n‘>’apresenta caracteristicas di
ferentes se fazemoé atuar sobre o mesmo uma operagac de simetra
externa ou interna. Outro fato importante e o valor da componen

te do momentum angular no eixo "z" do laboratdrio e do rotor -
J \ J :> - ! > _
2 lwn Tow WA L 2 . AC‘
““>> \wuj? 22

I
-

(*), Usamos 4
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Para fugir ao sinal menos da simetria definimos

J-i:,Ji _J;:-J; \ng-d\; 2.273

Este tipo cde analise do rotor mostra gue, tanto externamente co
mo internamente, mostra © momentum angular como um bom nimero
quantico. Porém, um sistema gque possui uma simetria de rotacao
implica que o momentum angular se conserva e & o gerador das
transformacOes neste sistema. Isto € o que foi obtido neste pa-
ragrafo. Levantar esta questiao neste ponto é importante na medi
da em que uma molécula possui simetria interna, finita e exter-—

na esfericamente simetrica.
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ROTOR COM SIMETRIA INTERNA FINITA

Todas as moléculas se caracterizam por possuir um
grupo de simetria que & subgrupo de 03. Afora as moléculas 1i
neares de simetria Coov e Dodh,as demals se caracterizam por unm
nimeroc finito de operacGes de simetria. Por outro lado, exis-
tem certas moléculas que sdo consideradas rigidas como CH,, SF,
e possuem um hamiltoniano de rotacdo com caracteristicas de

pifdo esférico.

H= 22
21
Este hamiltoniano tem uma simetria 0; a2 O3 € cada

. PR . 2 - .
nivel possui uma degenerescéncia (23 + 1)°, porém este tipo de
comportamento & caracteristico de sistemas que possuem uma sime

tria internawfinita! No caso de CH4 e SF6 temos os grupos pon-
tuais Td e Oh. Isto implica que esta simetria finita nao garan
te o momentum angular como bom nimero quantico., Ou seja, como
estas moléculas ndo sao rigidas devemos incluir neste hamiltoni
ano inicial algum termo para mostrar o desdobramento destes ni-
veis - devido aos efeitos centrifugos - causado pela rotagao
da molécula . Chegamos pois a uma situacao em que a simetria
eXxterna e interna mostram caracéeristicas bem diferentes, uma

com simetria R, (em geral 03) e outra finita G.

3
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Uma situaggo semelhante, em certos aspectos, a esta
¢ a de um elétron num sblido. Se este estiver num meio com den-
sidade de carga constante =em todos os pontos podemos afirmar
que este sistema possul uma simetria de translacao implicando na
conservacio do momentum da particula, além deste ser o gerador
das transformagles neste sistema. Caso tomemos um modélo deste
s0lido agora descrito poxr um potencial periddico esta alta sime
tria translacional serd restringida a certos elementos de sime-
tria determinados pela estrutura da rede. No caso simples unidi

. ~ - Tkx -
mensional uma translacao e representada por e . Onde k & um

pseudo momentum. Na realidade o1KX & uma representacao irredu
tivel de um grupo de simetria translacional discreta. Porém, &
importante lembrar que, neste caso, o momentum da particula nao
se conserva. No mais, este grupo translacional possul caracte-
risticas bem diferentes do‘grupo de rotagao, por ser abeliano
leva a simplificagOes algébricas pois suas representacdes irre-
dutiveis sdo unidimensionais.

Este exemplo pode nos dar uma ideia de como a fun-
¢3o de onde de um rotor rigido esfericamente simétrico deve sger
modificada para exibir a simetria interna finita. Na segao ante
rior tinhamos

H : DN )‘CKT’\G) \/2N+i . 2_2__
Wi

Maow
onde m, n representam respectivamente as componentes do momen-
‘tum.angular nos eixos do sistema laboratdrioc e do rotor. Como a
simetria externa continua R3 {em geral 03) e N em permanecem

bons nimero quinticos, apenas devemos agora modificar para a si
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metria interna M, m de forma a exnressar este fato.

Soh este aspecto, temos um problema semelhante ao
de um eldtron colocado no campo cristalino de um sélido.

Num envoltdrioc esférico temos gue a parte anqular
da funcao de onda eletrdnica s%ctransforma COmo

Reapl, D= 7 Dawbpo |8y 2.23
e

Quando este elétron & submetido a um campo cristali
no de simetria G, cada representagao irredutivel vai se des-
dobrar em representacoes irredutiveis do grupo G. Os polindmios
ﬁﬁﬂ(ﬁlé} podem ser vistos como polindmios de ordem 1 @n(ﬁﬁjWﬁ:é@)

. Por outro lado, & possivel construir polindmios
com simetria definida para um grupo finito. Atraves dé relacao
entre estes polindmios poderemos escrever a fungao de onda ele-
trénica em primeiré ordem, transformando os polindmios do grupo
R, para G.
’ b S5 L)V 2. 24
WA
Na apéndice A mostraremos a maneira de se obter estes coeficien
tes ng(é). E importante reafirmar que o polinOmio YaA se trans
forma segundo a representagao 1rredut1vel A do grupo G.
G Lau - Z DaAa CG) L(j

Desta forma atraves destes coeficientes Cm(a) “vames

definir a fungcao de onda do rotor quando este possui como sime-

tria interna um subgrupo de R3 (ou O )

PN - ZCNCE’) o @cm)m 225
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Definida desta forma, esta funcao de onda contem aé éaracteris~
ticas deste sistema em questao. Se por um lado, mostra o N como
bom numero quiantico representando assim gque o envoltorio do ro-
tor & esfericamente simétrico, de outro, apresenta um outro in-
dice de simetria B que representa a sua simetria.interna e gue

& obtido pelo desdobramento da representacgao irredutivel N ini~

cial.
o A relacao de ortogonalidade do grupo R, dada por:
s ¥ 20 N NN
i Saug apdpl . D () Dtape) (2nad) = 9776, S 2 2
fe] ful ) ]
v 1q211ca obviamente que: e )
(c;\\ )d SS\Q\\M\‘D’S(’“ ﬂ\hwwvh) “mh("‘f‘f‘) K0 NI TRY c-23

Para um rotor com simetria interna finita teremos:

ot o wE\  N*8 NN B \
g fefeopanfas W) AT < 876 S Suw 228

usando para isto a equagao (2.26) e equacao (4.7) do apendice A.
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GRUPOS PONTUATS QUE POSSUEM INVERSAQ

Uma boa purte dos grupos de simetria molecular pos-—
suem operag¢oes de simetria que envolvem uma inversao ou a pro-
pria inversao como simetria. Se for admitida a simetria inicial
Rys certamente para reduzlir esta simetria a um grupc finito em
gque a inversao esteja envolvida, s& o subgrupo das rotagdes Apu-—

ras @ que se podera obter na reducao do R,. Este fato pode nos

3
fornecer uma justificativa para o uso que Wilson faz apenas do
subgrupo rotacional do grupo pontual da molécula para indiciar
os niveis rotacionais.

Pora estudar entao, grupos de simetria gue possuem
a inversao envolvida & interessante estudar o grupo 03.

Os estudo do grupo O, pode ser feito através do gru
po R3 com um grupéici = {}, 13 na forma O3 = R3 x Ci onde I
¢ a inversao. Como 2 inversdo comuta com qualguer rotagao, pode
mos esperar que a cada representagao irredutivel de R4, quando
usadas para gerar as de 03, dé origem a duas cuja diferenga se
ja uma paridade.

Para os nossos estados de "posicao" V*FTfj? , va-
mos definir dois conjuntos: um @escrito num sistema que segue a

regra da mao direita e outro o da mio esquerda.

{ looo B> lxp¥ D> = Raxgs) oo DY - 5

{ {0005> =I‘\O_DOD'}...\.>(‘3~5 EY = I.Rpx)| 000 D> 5

A semelhanca do que foi feito para O grupo R3 podemos estabele-
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cer‘?ﬁ}ados siTﬁFricamepte defini@os na fzﬁya | '+t>

lCnM>>= Fﬂﬂal?ovb>a/%L = Sdﬁﬁﬁx}tzuucx%f)\dﬁsg_
onde |
AR >~~ (lapyb> locpy £ )
o resultado ¢ entdao semelhante aos estados que foram construi-
dos com uma simetria Ry, com a diferen¢a que para cada valor de
N, m, n teremos dois estados com paridade diferentes

Tixpy s> = £l «py s >
Para escrever a fungﬁo de onda, no caso de uma sime

tria finita, podemos usar os coeficientes da Teoria do campo

cristalino, para se obter uma funcgao coerente com a simetria in

terna finita de forma que

<\ nt s n;:"{[zf) (‘O(oqg“é))

va L /

Pois de maneira similar ao grupo R3 podemos definir uma opera-

¢80 de simetria interna O0*p¥) de forma que

O (xpx) Rexpx') {DOOE
Rp ) Opx) jooox >
= Koep's') O—'Coc\?ns) jpoox 7

6 py) \o&,‘p“(' £ =

1§

Rex=p-2) looo"‘—'> gnoTaquo Pné?n?a

=1 i _ , ..
O Gpm 10002 2= | ) 1000%> O mefusde haprépeia

Para se obter explicitamente as fungOes de simetria

interna finita, para o caso de paridade p = (—l)N podemos usar
. ' . - . + -

o mesmo procedimento anterior, ja que nestes tivemos DQ ' Dl P

D2+ e os efericos harmonicos possuem paridade Y% = (~1)

L

Desta forma, as fungdes de onda do rotor poderao ser escritas pa
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ra a parldade ;1) como NV —_
P ,
a Zc.\("j) RES
onde p = (—l)N.

Np Mo+ 1
Para o casoO em gue Dmn tem paridade (-1) uma

anilise mais cuidadosa devera ser feita:
Em um grupo que possui a operagdo inversao envolvi-

da existe uma representacgao pscudo escalar
l Oca nolugoe \: 00 piHice

vS, -
D (UB) ) {’l 53 holagoin \‘\M‘n.\éFn&c»

Desta forma podemos definir uma fungdo de onda para o rotor com

. N+ 1 P .
paridade (-1) como P ® N b > Wl
o g () Dlep Vo

nm(w) ZZCH N

E ainda pOucmOg deflnlr unm coeficiente de campo cristalino como
A PS 6}* N"QB >
E C_B . Cw b)

+ * L
para rotores com sxmetrla (—l) N l, CB b PS. b'B & um coe-~

ficiente Clebsch~Gordon para o grupo finito em questao.

A partir desta analise de um rotor podemos perceber
que a simetria interna e externa, apesar de se‘relacionarem,
atuam em espagos diferentes de forma que no caso de um rotor es
ferico rigido, teremos uma estrutura do tipo 0y % 05 + OU seja,

ambos Os espagos, neste caso, ter3o O, mas o grupo total ndo @&

3
o produto. Uma imagem que se pode fazer desta situagdo & a  de
duas folhas de papel superpostas, em cada uma delas estando pre
so um referencial.

Estes dois sistemas de referencia irao, cada um ter

um papel preponderante, em dois casos extremos: O acoplamento
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fraco e o acoplamento forte. A aproximacio de Born-Oppenheimer
usada para descrevey o acoplamento forte, deve ser cuidadosamen
te analisada pois o acoplamento envolvido neste caso possui ca-
racteristicas Impares.

Para tal, vamos, de inicio, fazer uma revisao criti

ca desta aproximag¢ao para posterior aplicagac ao nosso problema.



27N
Comentarioc sobre a aproximacaoc Born~Oppenheimer

Os primeiros estadcs cletrdnicos excitados possuem
uma energia da ordem de alguns ¢v em acima do estado fundamental,
geralmente cstes estados sao acompanhados de estados vibraciona
is que possuem cenergia de excitacdo bem mais baixa. Caso a re-—
solucio seja muito hoa & possivel observar-se que os niveis vi-
bracionais sao acompanhados de uma banda rotacional gue possui
em geral ener¢gia de excitagao mais baixa.

Vejamos primeiro uma situagdo em que nao tenhamos

rotagac. Neste caso, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito

como: . B ,
t{: zi P 4 2; Jiﬁ + \ﬁée F\A4N-*\%5N
t A d & Wiy
onde Vee = interagao entre os eletrons,

VMM = interag¢ao entre os nucleos
Ve,N =interagao entre o0s elétrons e osnlicleos
Como a energia de uma excitacdo eletrdnica e maior
que a vibracional podemos separar a equagdao de Schn8deinger, pa
ra o caso, em duacs partes uma eletronica e outra vibracional
com a séguinte hipdtese. Os elétrons movem-se muito mais rapida
mente que os nicleos entao podemos, em primeira aproximagado, re

solver o problema eletrdnico para os nicleos em uma posigao £i-

xa, desta forma podemos escrever: ) ( )
| c XKy ) = e(?"n \? Xo.. Kuom
[ Z%‘e + Vee + Ven *V“Njkfe@e' ) €

Onde LEQEX¢~-X“‘") e a fungao de onda eletrdnica calculada

para a distribuigao dos nlcleos e uma posigao X, = constante.
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Isto significa que para uma outra posicao X dos nlicleos haver
ra uma mudanga na funcdo de onda eletrdnica, ou seja, tera o
efeito de misturar as fungdes com diferentes valores de €. Des

ta forma, a solucao para o sistema pode ser escrita como

RN AC S V)

onde V (XN ) & a parte vibracional.
Substituindo na equacéo%%gy"EZ*/ teremos
I Iy
( E___ \kﬂ + Vuu + \ICH) L{C ey NS )vo(“ J"‘ Z Fg" kﬂ’ebig. Xu-")\‘ b“)]
L W a .—a:u

= \«? Re - X”) \/CKN)
Donde pogcm S escrever
[ ZDE . €0 )] Vo)

A iy
A
Desprezando-se o0s termos em Vv, e

E V0D
e *7;¥c-YQ\Ju“")

Um resultado interessante que podemos ver & que - a
energia do estado eletrdnico & o potencial em gque se movem oS
niicleos, ou seja, o estado de vibracdo depende do estado em que
se encontra o elétron, como também a solugdo da fungao de onda
eletrdonica depende de coordenadas nucleares. Desta forma, a fun
¢dao de onda total escrita na paroximacgdo de Bonn-Oppenheimer se
ra escrita como

- (o) Vo G
Onde a parte eletronica e vibraéional estao acopladas, a primei
ra atraves das coordenadas nucleares, a'segunda pelo nimero gqudn
tico eletrdnico. £ importante se notar que este tipo de produto
possui caracteristicas bem diferentes de um simples produto de
funcoes.

Apos este primeiro enfoque, vejamos como fica a si-
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tuagao quando o sistema esti girando. Voltamos entdc ao proble-

15 : ~ s
(13) de estalelecer um sistema de referencia pre-

ma de Eckart
so a molécvla, no qual os modos normais de vibra¢do sdo defini
dos. Como o sistema possui um momentum angular, ele gira, impli
cando dal gue temos gue transformar a nossa descricao de um sis
tema fixo para um girante. O problema se torna ainda mais com-
plicado, porém podemos ainda fazer valer alguma pipdtese sim-
plificadora e representar o acoplamento entre, rotagao, vibrag
e elétrons atraves da aproximacao de Born-Oppenheimer escrita

~

como:

P oA Gt VO 0 T, (e
Ev& € M

onde j representa o nimero quantico de rotacao e d;?sK sao
os angulos de Euler,

Pela expressao o movimento eletronico depende  das
coordenadas normais e de rétaqﬁo, a vibragdo depende do nimero
quintico eletrdnico e das coordenadas de rotagao e a parte rota

cieonal, dos numeros gquanticos eletrdnicos e vibracional.
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CAPTIULO XTI - TRANSFORMACRO DD REFERENCIAT,

PTAO NSTRRICO

A funcio de onda do piaoc simétrico pode ser escrita

- ‘ o
como N N " RN
,{\l‘ih (P'\\.?Y‘\: ) = DL““(‘;( \,\ \G) \ < ‘\\-\\’-\, 3 . A

Suponhamos entdo um eld@tron ligado a molécula de forma que © aco
planento seja fraco.

Neste limite podemos escrever a funcao de onda do
sistema como

<, EDE 7 ch XQWLQ.&) DY pa) fout’ B2

Mo [

Na expressao acima, acoplamos o momento angular 1
do elétron com o N do rotor. M-m & a projegao do momentum angu
lar do elétron no eixo "z" do sistema laboratdrio e m & a compo
nente do momentum angular do rotor em relagac ao sistema labora
t&ério. Neste tipo de acoplamento temos que 1 e N sdo bons na
meros quianticos, isto & ambas as grandezas se conservam.

1 - . .
Mem . ) & descrita no sistema labo

ratdrio por meio de uma rotagao podemos descrevé-la no sistema

A fungao Y

do corpo como

SRS
Sl = T Ve (B14) B SHPY 337
WA Wl

De forma que podemos reescraver a cquagao (3.2) como sendo:
< Jet\\‘\{l> Z CQMN‘J Y o) D@c\.‘:k)aw(,w\ss)@ﬂ 3.4
Nesta forma, podemos afirmar que este acoplamento
& feito descrevendo-se o sistema de um referencial preso ao cor
Po.
Neste ponto podemos pensar que se O elétron, ou um

estado vibrdnico, estad bem"prdximer ac rotor a imagem de um aco-

x ver .S,'lcj\-lro 2.
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plamento fraco entre ambos nao & de partida uma boa descrigao

a ser tomada. Nao podemos continuar pensando em 1 e N como

- -~ . . — - —_— -
bons numoros guanticos mas sim em J = 1 + ¥ como o bom numero

quantico nesta situacao.
NDeste modo vamos tentar rearranjar o segundo termo
da equacio (3.4) para obtermos um outro tipo de descrigao.

Usando-se a relagao . dd' 4T

P £ N L N & N B N
E ‘ (-— | STy WA 'i’)\ [2" " L‘A" \)wlu‘ U.k\ W M" - % Y)M M . \5 .
WA b - 1

i

3 -
Cavd G 36
Z_ C‘ é'\\é&e_ (\\Mj \M é’* - S\U\‘t\k\l %WZ‘M"‘ o
a‘leg,
Com esta (ltima expressao podemos obter da eguagao
LN

(3.%) multiplicando-a por(jw’“ ;‘ e somando em N', M!

LW L g Ny QN“ RNﬁ‘gMXf’l
.ZCNM'MM Dﬁmm (Z C\M\AM wow LC\M"M‘W MW
WA !

A
d Q* v thd

Ei; C;Xu“ﬁaF\ Mowd D?AH (SuﬁyQ %uh& é?i-C:\» W E%ﬂhl
\Mw E . RM d. D"h‘

QN Ll _ ) "o M' M'Ml
Z CH-\MMM D %““ = %_— C\M
wA

do w=wn
\ui;: - L Q N d. [)div

Z C 'QNJ D D = Z_ C wow M W,

MW WA \f\ —N‘\N" WAL Ww M; .

Substituindo-se este valor na equagao (3 4) teremos

SRS Zz.cwwv (o) D Vo
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‘ - 0 wN o
oo \ G o
mas Cd :\A wo oMt éwm ™ C w o Wed “‘_ —
N-;J gl \p‘} ‘ Q'(\fb) \Zd\..'l
< l -Q ?‘\} ;le>: \JZMJ \M‘ \.\ L Vi y ~(, & AN TSMC1

Se definirmos a aproxima¢io de Bonn-Oppenheimer co-

mo < \E’)Dx> YQ \*‘ ~ \El&i 3.10

M, W4

Podenos 1ntcrpretar este resultado como:

I ou tlJv‘\ > """" [2144 \Cvt:\iw | BoA> = .1l

onde 7“*1 i N“‘ & um conjunto de coeficientes
Zdl.l Wi

que transformam o acoplamento fraco num acoplamento forte.
Um resultado interessante @ que a componente do mo
mentum angular da mola&cula n no sistema do corpo € acoplada com

o compenente do momentum angular do elétron m' sio rigidamente

J*

- . om ig i m
M’ m' + n Alem do mais este sistema

ligados, atraves de D
tambem se caracteriza por possulr um momentum angular total e
uma componente M no sistema laboratorio. Neste caso simples po-
demos retirar algumas conclusdes sobre o sistema de referéncia
do corpo.

Voltando a discussao sobre as aproxXximacoes, es-
tas shao casos limites mas que os sistemas fisicos usualmente
apresentam estas caracteristicas em seus limites. Vemos que na
aproximacao Bonn-Oppenheimer  restrita o eletron e o rotor
tem suas cqmponentes do momentum angular m' e n rigidamente 1li
gadas. Ou seja, o elétron e o rotor sao de tal maneira acopla-

dos que podemos pensar gue agem como se fossem uma Gnica entida

de. Por outro lado, mantem o momentum angular J e sua conpe-
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nente no sistema laboratdrio M como bons nliimeros quinticos. Es-
tes, podemos designa-los como pertencendo a simetria externa.
Outro imporiante aspecto e que o fato de transfor-
mar a descri¢do do elétron do sistema laboratdrio para o siste
ma do corpo usando uma operagéo de simetria, leva a uma descri-
¢a0 mais apropriada quando o acoplamento é forte. Além da equa-

cao (3.11) fornccer uma maneira exata de um limite a outro.
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MOLECULAS POLIATOMICAS

Vamos agora aplicar o tratamento feito para um ro-
tor esférico para o caso de uma simetria interna que & um sub-
grupo O

3
Neste caso a fun¢gzo de onda do rotor serad escrita
como zi“ M B S ) E:_sz
1 x - XA 2N
"\\(16\ (,«\\(}3> D\M\A(}\ \J
v\

Portanto o acoplamentc fraco entre eléetron e a vi-

bracao sera: 9

. N d M 5 )

Qiﬁ(8>‘j;7: z C:Q i \) Co.d) 1, (F 3 il
o b/ M , M- -\
Wi

Acoplamos a componente externa do rotor com o elétron. Isto nos
reproduz uma situagao em que 1 e N sao bons nimeros quanti-
cos e o elétron & descrito no sistema laboratorio. & semelhan-
¢a do caso anterior podemos transformar esta descrigaoc para um

sistema que estd preso ao corpo como

y.Q (0.9) = pa DQ_ L‘WB) yQ (8.%) 243

onde agora ( 9&@0 ) sdo medidos no novo sistema. Substituindo

em (3.12) teremos N J YQL 4 o N(P} S.lé]
0.4" !
5 M w Elwyf WA b) '
CALANCE) " Z G
Se agora o eletron e descrito no sistema do campo, esta descri-
¢ao sera mais apropriada guando o acoplamento foi forte, entao
podemos imaginar o elétron rigidamente preso a molécula. As
operacoes de simetria a que o elétron estara submetido serao

as mesmas que a molécula, logo escrever a sua fungao de onda co
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~ At ~ - - R , R .
iile} W (0,9) nao & apropriado, em principio, para esta si-
metria finita. Vamos usar novamente s coeficientes do campo

i ‘Q\ J:l)
cristalino para obtermos yw;( U em termos de representa

¢Ses irredutiveis do grupo G da m¢ lecula

Gacy = 70 cl(8) Yueh) sas

Wi

podemos obter a tranﬁlormagdo lerGrScl usando a eguagao (A.8)
"-\ &)
i) - ?.- Cro(8)” “E) Y316
onde a soma vai em todas as repreoentac'oc_s irredutiveis A para

qual se reduz 1.

que podemos reeecrever a equagao (3.14)

CAR); ;i Colu o IO R by

kwlu
LA
acﬂ

Substitulndo (22. 5) na equar,ao anterlor flcaremos com

-] ANER) Ly Z C M Gy Lj’*m
DU D Ger e 3.0

Mo
mas come vimos anteriormente ERY J Jx

ZCQN‘JDM ZCW\«M DMM‘

m‘MM

V\'M|
d \i
logo {B) ‘Z) L»Q) D | 2l 5 J8
A Wan
<RN(B‘J> _7_ ZCW\AN ‘
- M w hel
Transformando D‘l} para fungGes com simetria interna fi-
p, e

niﬁa L CQ N U ‘C La (8)

<.. BVhy s L L gV

wiw PteQ e,\l

) (€ j@) \ (C) 319
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Vanos anal:sar o coeLl01ento : *~
) , 4
T T e ey )

\f*;‘:‘ ? L\M\ w
Para isto voltemos a nosso problema inicial de acoplamento en-
tre particulas. Suponhamos o acoplamentoc entre os estados seguin
i T - .
Z ~ . A Wz e Wiy Az _ R

Woivip
Vamos expandir os estados u:) nur subgrupo de R3, ou seja um

subgrupo finito G.

N 2‘ A LA> 32y

de modo que (3.20) ficara

> 55 chbh LT | hw> %
Bol, Mo

fels By Wk

N (O .
& W3 | .
degiglmos o estado ‘fk(ﬁi C&EJ:>7 'éQ[§¢5:> \ (;a:>
' co
e usando a relagao Z C% CC)CQ‘S (d) % %c_ CA q)
2 0
7y 7och : el >CQZ(B) &) e -

" WA, Wz_\.u
A - B Iy Wy WAe
hel, pet

()

Wig

teremos ainda que

s 52?_
> i, e

UA‘ \M-g

Qs (C < (L) b@?’)\ CQQ?




Nesta soma o indice My & supérfluo pois os coeficientes

Clebsh-Gondon possuem a propriedade que:

s ’J,‘ ! : ‘C‘J ,{'a ,(..:3 .
N P _ C ‘ i (Slu,f Wiz g

WAL Maz ng Moy M, L(AJ

Na equagao (3.22), o termo d esquerda & exatamente © gue nos pro

Sy = (ARBUY § gl

pomos a analisar.

<A(£ bkf )
onde § & uma operacgao de simetria do grupo finito G da molécula.

(R Wl > 7 Dilep Dy e { A S1EE)

AN

como esta relagao & independente de g somaremos sob todos os

elementos do grupow o {

G GIRDE 7 e

mas temos que: ABC A BC

_ > _LC»,C Cave 2.23
i__ t)% Y) ) D C ) ¢
?—6 %‘ O‘C(‘ab) "6 ¢ CG

¢
que & lema da fatorizagdo dos grupos finitos ] ABC
e N A 3 C) [el C o
o7 il e @ a5
ey

w\ \Ar\

ace) B0Vl ca)>  3.24

Z_D CCA)D e )D Cc&)<tmb(c\ (ng
d
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onde | _ P il — ABC A B .
Ace) BOVICCE) > = o La. o (e 0\0 \U>
ALE) DL | RERER T |

.23

pe forma rue na nossa equacao (3.19) teremos:

<N w _awe AL C
< \5\ N P)*‘) D ,> AL B hco> LM chve b() o L I, (G )

M : £1%
At bed '
Usando a seguinte relagao para grupos finitos:
Yz
-~ A BC ABDB ¢ ¢
(_’ a be T CCA.C b~ ,\:f:_ p("\ )

P

onde p (ABC} & uma fase

(acor s EEDY CATL L ™ L9

NN s T
<’"\§‘NLJ ba f@ Ced ( 3.27
onde supusemos p (ABC) = 1

De forma que se podemos definir uma aproximagao de Bonn—-Oppenheimer
COmo : c¥
G - pa che? ka‘;w W) ses

£ importante notar que a classificacao B para O
estado rotacional da molecula, gquando do acoplamento fraco, e
exatamente a simetria da aproximacao Bonn-Oppenheimer ou seja o
rotor Tl%(f) rigidamente'acéplado com o elétron 32 combi-
nam-se para dar uma funcgao de onda com simetria definida, exata
mente igual a simetria que o totor possui no acoplamento fraco.
Este & um resultado extremamente importante mostrando que em

dois limites extremos, acoplamentos fracos e fortes, a classifi

cacdo dos estados rotacionais e rotavibrdnicos pelas representa

¢oes irredutiveis do grupo pontual da molécula se mantém.
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ELEMENTOS DE MATRIZ DE M OPERADOR DE MULTIPOLO

A partir da definicao da aproximagao Born-Oppenheimer
restrita, alguns resultados interessantes podem ser obtidos, por
exemplo, no que se refere ds regras de selecao. Para tal, vamos
calcular o elemento de matriz de um operador de multlDOldT—aDll—
cado externamente a molécula.

No caso geral de um grupo O de simetria externa, a

funfao de onda rotovibronica pode ser escrlta cComo :

- \ae it - PG "Aa(mmﬁ)

onde a parte correspondente ao rotor & dada por

. e
P o~ AP reRy il "
\-\-d LC; ) o ‘4,,_-— CJ MI‘CL ,) Yl)v"p\-l (_C(K‘&X)) 3- ?_Ci
1% "

o elemento de matriz do operador de multipolo sera:

g (reeh) - e S| T ae 1> 23

Este operador de multipolo e descrito em coordenadas
do sistema laboratdrio e pode ser expresso em termos de coordena
das do rotor como:

b%%— 3
-z R, W s

Substituindo as equagoes (3.31), {(3.29) e (3.28)em (3.30) teremos:



§ F‘ &
v e ( - d ‘ d * - ‘t'ﬁ‘ {. 4 0 .
M%‘}d (A‘c o AC) - Zﬁ— ) d ey \“')M' " DM w \)T"o C Q ) ("”‘ )

wi

‘e

:’;I H ot [ 1 3

o 2.4 244 2 -

CAC. 3 CA\C‘ ?\ jc\we ¥ ) Lj T \’\ \l ¥ l \ 3. 32
oG \) ooV

A integracao da parte angular pode ser obtida usan-

a o ] a L -
o o lema da fatorldedo P qu §

(a7 =]
4 "‘ i \L - B -
- N e GO 3.33
. CCawr /N BA
MS (_\Cd\ Y!ﬁ ) Dt"\ Mul 'I— k4 M t'">l_t g =z Q_/ n il T‘J\ C‘ld l—i)
Neste resultado ja surge uma regra de selegao para
© sistema: p' = pg 3.34

basicamente aspectos da simetria externa.

Na analise da parte vibrdnica temos o elemento da

A L3 AN d . )b\ﬂ‘%_\,@ j.
CAPTFYAS = Jdoe a9 Y

Reduzindo o operador da simetria 03 para a simetria em questado;

matriz

este elemento de matriz podera ser escrito como

AT S = z '@y AT

Usando o Teorema de Wigner - Exkart
Iy - T ey et <
Dc\z
Substituindo as equagoes (3.33) e (3.35) em 3.32 teremos: '
0 (e -7, E:’,—?‘:*t"‘i« 5 e
MM od

ST Hea Y S (S LAIDW> 336

SNM

S
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Comparando com a enuacAo (" JcL\) o termo abaixo Byl -

onprrando con a eriacie L0 4 ket i berc o € WONCC
\:%jr\'\f 7~ Q’S ;i e Cs t\) (,t. C ) (,(x\ ) = de) c (DOk)k‘“ !

que substltulndo em 3.36 teremos
DAA AC”"

\ kg AcS

J' d (ACWAC) = .‘ 3 WM Z Czté’ th_b Cdc,.c C Lol )
. Dk o b -

w W ¢

t < ~ Lt
<DC\§\) cery§ Cedy CRIDI A D A \5\3‘%
) - ' _\A‘(j‘f‘l ] o
Mas 5 DCC CAC‘i CRAN Cleh L B C LIRS
i ac c
ac

QC

A A DA}
No apendice B seva demonstrada esta relacdao e |C' BC & unm coefi

ciente de Racah pafa grugos finitos.

B ADA] o) cain

M G&*’A> Co vt z Lcac L DD
b CBB\
M V‘ LAIDIAD G777 bbb
Se correspondendo a simetria externa e interna na

fungao de onda rotoribrdnica, possuimos duas representacoes ir-
redutiveis d, M e B, b respectivamente, vemos que a transicao ,
devido a um operador de multipolo externo ao sistema, deixa B
invariante. Agora temos ao lado da invariancia de B desde um

acoplamento fraco até um acoplamento forte, junta-se que em si

B & uma regra de selecdo do sistema.
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Interpretagio do Indice de Simetria B

A andlise da simetria total da aproximagao Born-~
Oppenheimer restrita nos fornece um exemplo interessante de um
tipo de acoplamoento difcerente dos feitos comumente. Em  geral ,
guando fazemos um acoplamento, por exemplo, entre elétrons, a
representacdo irredutivel do sistema pode ser obtida pelo sim-
ples produto direto das representagdes incredutiveis de cada
elétron.VOu seja, para gue o Hamiltoniano se mantenha invarian
te @ necessario gue as operacCes de simetrias sejam tais  que
girem o sistema de particulas acopladas rigidamente. Neste tipo
.de accplamento a fungao de onda de cada particula depende das
coordenadas da particuls em consideracio. Estes aspectos foram
levantados por gue no caso da aproximagio Bonn-Oppenheimer
existe todo um enlaqamentokentre coordenadas e nimeros quénti-
cos, pelo exposto no capitule II, que tornam a obtencao da
representacao irredutivel do produto de fungdes, na aproximagao
citada, um caso nao usual.

Vejamos isto de uma maneira um pouco mais formal.Su
ponhamos um grupo de simetria G e que neste existam as repre-
sentacdes irredutiveis A, B

Se tivermos duas particulas cada qual num estado
com simetria \%>’el%>) respectivamente, o estado ]% §j> sera
auto estado do sistema se ndo houver interacio entre as particu
las e o grupo de simetria serd ¢ , G, cujas operaglGes de si-

metria serao CBC|3&) . Se existe interacao \% %;7 ndo  sera
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mais wmn auto estado em ordem zero mas sim

s> = 7 ch e ARYIED

C&“é .
\ A> B\
Se a e

_5/7.550 funcoes gue descrevem particulas cuja depen-
déncia & nas coordenadas da particula que feoi colocada neste es-

tado o grupo ser2 o G rigido, ou seja, formado pelo par (Gi,Gi)
e estas serio as Unicas operacoes de simetria do sistema,

No caso de uma aproximacao de Bonn-Oppenheimer res-
trita se L%:> for um estado vibrdniceo e \?>>um estado rotacio-
nal, obtivemos que a representacdo irredutivel do estado rotovi-
brénico em ordem zero e dado pela representacao irredutivel  do
estado rotacienal nggf Istc pode ser interpretado da sequinte
maneira. No acoplamento do estado vibrénico com o estado rotaci
onal podemos pensar que o grupo de simetria do acoplamento seja
o grupo rigido (Gi;Gi) . 0O efeito desta operacaoc de simetria
nao sera, como no caso dos eletrons, girar rigidamente o sistema
de forma que qualgquer representagado que estmja no produto A®B
seja possivel, mas sim tera o efeito de uma permutagao entre as
particulas que possam reproduzif um rotacdo. O efeito de uma
operacdo Gi sobre um estado vibrdnico serad mover os elétrons e
a vibragao associada, a mesma quando aplicada ao rotor pode ser
vista como girando o sistema de referencia fixo ao rotor da mes-
ma operagaoc de simetria de forma que tudo Se passa como se O es-
tado vibrdnico em relagdo ao sistema molecular nao sofresse alte
ragao e sdO o rotor puro, sem conter ainda a parte corresponden-

te aos elétrons e vibragdo, efetua-se uma operagdo de simetria.
Deste modo podemos explicar como o Indice de simetria B se con-

serva na classificacao dos estados rotovibronicos’

* ver figura 3 :
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carfTuLo 1v

Nesta formulagao a aproximacao de Bopn-Oppenheimer
restrita e o acoplamento fraco nos fornecem uma maneira de inds#
car os nivels rotovibrdénicos que nao restringe a sua utilidade
a simples denominagdo do nivel, sendo gue a sua eficacia & inde
pendente do grupo de simetria a que pertence a molecula. Sendo
este o grupo pontual a gue a molécula pertence.

E importante explicitar este fato ji cue o problema
de : indiciar estados rotovibronicos geraram toda uma serie  de
conceitos, a nosso ver superfluos, no afam de se interpretar
corretamente estes estados. Por exemplo, os conceitos de opera-

= : . - 17
¢ao de simetria possivel e nao possivel( )

(feasible e {infeasi
ble), com os aquais define o grupo da simetria melecular onde as
operacgGes de simetria sio permutacdes de particulas idénticas.
Vamos mostrar, mais adiante, como todas estas idai-
as de se definir um grupo pontual, um grupo molecular, um grupo
rotacional, podem ser vistos todos como diferentes matizes do
grupo pontual quando aplicado as diferentes partes da anroxima-
¢ao Bonn-Oppenheimer e por ndoc se tratar convenientemente a

inversao gue pertence d simetria externa O, em que a molécula

3
se situa.

Esta classificacao também nos permite obter correta
mentc o peso estatistico dos niveis devido a degenerescencia do

spin nuclear. Para isto, & necessario analisar-se o grupo de

permutagdo das particulas idénticas da molécula.

. Relacionando as representacoes irredutiveis do gru-
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po pontual com os "Tableaux de Younag",renresentagido irredutivel
do grupo Sn, isto val nos permnitir ohter ¢ peso estatistico.

Para tal, o primeiro passo e analisar como a um

tableaux ( u ) de Sn se reduz a uma simetria G.

‘:u‘] quﬁl . {j
. - A~ B ;
(l) ‘-U'j% L & ) e g;-‘ D@ g 13 7@ -
P v . .
Uma andlise de caracteres de ambos os agrupos  nos
- () . g () =y . :
fornece os iA facilmente . Esta analise permite uma manel

ra mais simples devido alguns fatos que expomos, a seguir:
Um dos problemas mais interessantes da fisica atomi
ca era indicar unicamente, wpor exemplo, os termos de uma confi-
o n . \ Cms s
guracac pura 1. De forma a consequir uma maneira de indiciar
.o . .23 ‘ 24
unicamente estes estados Hartexr™ 7, e Harter e Tattenson ;
usaram uma base de Gelfend que permite atraves de uma cadeia
de grupos unitarios indiciar unicamente cada estado. Por outro
lado, o padrzo de Gelfand pode ser relacionado com um "Tableau
de Young" atraves da cadeia de nimeros quanticos que indiciam
um grupo unitirio U(m) . Todos estes fatos, ja conhecidos ha
algum tempo, seriam extremamente dificeis de serem usados em um
cidlculo, poreém o desenvolvimento de alguns algaritimos para es-
tes "Tableaux" tornaram acessiveis estes conceitos. Dentre es-
., . i R 2 G -
tes, o algaritimo desenvolvido por Hall e Robinson nos sera

de extrema valia. Este algoritimo nos da a dimensdo da represen

(u)

(*) .Na Tabela 1 sao calculados os fA para alguns grupos.
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tagac para um certo padrao de Gelfand de um grupo 7 (m)

A
nd

v
produle (10 me
el

! h
o~ ] .« b (VT el
[>lmw€m\6ﬁi? G mieoros I
. \ phd ey
JL>\‘M!>\?“M’,' e \M\MS _‘m:3
de Utw)
F“'(‘f-\-u o de
_U dion ) j i
Yoo e acniol b L Sp—
docuwno’ x| i P
[ B Tk

Outro fato importanéé & que tipo de particula possu
imos, se hdsons cu fermions, pois isto vai estar diretamente
ligado com a simetrizacao ou anti-simetrizacao da funcao de on-
da total.

Para responder esta guestao vamos resolvé-la de uma
maneira semelhante ao prohlema de se construir uma base para
muitos hdsons ou fgrmion527 .

Assim, se tivermos part{culas de spin inteiro, bo~-
gons associamos ao Indice B que classifica o estado rotovibréni
co todou os "Tableaux" (u) que se reduzem a B, permitidos pelo
spin da particula em questdo. Caso tenhamos fermions, spin semi
-inteiro, associamos os conjugades a (u}, obtidos pelo mesmo mé
todo anterior, também permitidos pelo spin em questdo. Isto &
semelhante a, por exemplo, obrigar a fungao de onda total gen
A2g ou A2u, no caso de Contrell e Galbraith.

Vejamos, por exemplo, uma molecula XY4 com simetria

(*). Hooklengths
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Td . A tabela 1 nos fornece a relacao entre as representacdes
irredutiveis de "™d e S,. Vamos calcular o peso estatistico de

4
Al. noe caso de Y ter spin 1. Tiogo y (m) = y (3).

p g
R R E EA

S

Ot i
P
P
PR
’
l;q
V-

j
J

i

Ainda o grupo de permutacgao pode apresentar algu-

mas restricdes ds representacdes irredutiveis do grupo pontual.
Quando S & comparado a G podem acorrer trds casos distintos.
0 grupo de pefmutagﬁo possua um nGmero menor de operac¢des de si
metria gue o grupoﬁpontual. Como exemplo, temos moléculas do ti
po X,, XY, lineares em que o grupo de permutagdo & S, e o gru-
po pgntual e 0,; ©u Dooh. Moléculas do tipo XY em que o “"gru-
po de permutacio © S," e o grupo pontuai & Coov. Moleculas
XY2 nao lineares com 52 e sz, ainda moléeculas do tipo XY3,pl§
nas, com Simetria D3h e grupo de permutacao S3. Podemos ter o
grupo pontual isomorfo ao grupc de permutacgao, cujo exemplo
cldssico & o metano.

Existem ainda moleculas nas quais o grupo pohtual
possui um menor nimero de operacoes de simetria gue o grupo de

permutacac como exemplo XY cujo grupo pontual Oh e grupo de

6
permutacao S

6*

Vamos, num primeiro caso, analisar uma molecula de
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Hzo. Nesta temos duas particulas idénticas, formando um

grupo

pontual €, e de permutacdo S,.

SN
A i 4 4
i R I o=
_..:K‘ja N -4 -’LL_

SOTEE TS

Como neste grupo existem operacoes de simetria

envolvem uma inversio O = IR

ti;

-~

L

&

O

que

o grupo base de que se deve par-

3 ] - Cl\' f&: Bn 'ff\.‘__ ‘t%a
o't a1l
0y I
'] - 4|4
0] i 4
2 i 1 i !
S L UE T = N
Para se obter cuais representagtes irredutiveis do
grupo C, ~ podem indiciar os estados rotovibrdénicos & necessarbd

analisar a tabela de caracteres deste e observar quais as que

indiciam Gnicamente uma mesma permutacao.

Neste exemplo, E e yz correspondem a permutacao

(1) (2) de 82, por outro lado, RZ (1809} e xz correspondem a

permutacao (12). Podemos entaoc ver na tabela de caracteres do

grupo C2v gue as representagGes irredutiveis A2 e B indiciam

ll
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a permutagao (12) como +1 , -1 e -1, +1 respectivamente, para

R2 e xz. Logo, nao podem indiciar um estade rotovibrdénico e a

an&lisc dos pesos estatisticos deve ser feita apenas com A

1
e B,. e
2 ey LA B
o A
—t
= R
No caso, entao, do H,0 como o hidrogénio tem spin
1/2, & unm fermion, devemos pois para o calculo do peso esta-

tistico tomar os "Tableaux" conjugados.

2
1 2 3
W = = ] W = = 3
Al 2 A2 s 1
1
Por exemplo, no caso de D,0, onde agora, D & um
boson de spin 1 teremos
3
3.4 2
W = = 6 W = = 3
Al 2.1 B2 2
1

Um outro exemplo interessante & quando temos uma mo

lécula do tipo X5+ por exemplo H,.
O grupo neste caso & O

24 ou Dgn h.
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)
3 AXIS iyt WRE ROTATION : !
TATIO INVERSION ) REFLECTION
. aROTATION Rolgoﬁ : ERSIO INVERSION
1 " R(a00) RalB0°ax) I LR(¢00} IRG1i80°%cx)
Aig=Ed [ L I l B
Ag=fd || S - -| I - I
PpFsy |l | -4 b | -}
Py | 4 T -1 -
Ejg=my | 2 2cos @ 0 2 2cosa 0
Eqy=y | 2 2cosa 0 -2 -2cosa : 0
Epg=lg | 2 2cos2a O e - T2cos2a o)
. . 1
Eou=8y. | 2 - 2c¢psca 0 -2 -2cos2a 0
Na tabela acima apenas as representagfes irredutive
4 ot _
is z:_g e Z u rindiciam corretamente as permutagoes do gru

PO 82. Desta forma, apenas estas serao indices permitidos para
a funcao de onda rovibronica.

No caso de uma molecula do tipo XY4 com simetria Td

cuijo exemplo classico & o CH ocorre um fato interessante, o

4
grupo pontual Td & isomorfo do grupo Sy-

Neste caso o peso estatistico de cada nivel pode ser
obtido pelo tableaux correspondentes a representagdo irreduti-
vel da qual se guelra calcular.

Por exemplo no caso do CH4

WAl =0

W

np =_2:.3.4.5 = 5

4,3.2.1




W = i ; 234
" et = = 27 =]
E 1 WFl 0 LFZ 1 — = 3
3 2
51 4 21
1
Estes resultados cobhtidos, nao concordam a primeira
2]
vista, com os proposios por Houen(lu) e Cantrell e Gallbraith(ls).
N
Hougen), quando analisa o CH4(18), usa do conceito
7)

introduzide por Longuett-ligoius de grupo de simefria mo-
lecular total (full molecular symetry group). No caso do cné,
Hougen propde que este grupo tenha 48 operagles de simetria is
to &, 4 permutacoes accmpanhadas de uma inversao no sistema la
boratoric cu nio. Fisicamente isto pode significar gue existem
dvas posicGes de ecuilibric pera a molécula de metano, entre es
tas posicdes uma barreira de potencial existe tal que dependen-
do de sua altura o tunelamento entre as duas configuracoes de
equilibrioc torna-se mensuravel ou nao. Lougrelt-Higgins afirma
que o tempo de medida influencia de tal forma cue sO oneracgGes
possiveis sdo importantes cquando o tunelamento pode ser despre
zado. Desta forma os pesos estatisticos serdo AI: A2: E: F1:F2
5: 5; 2: 3: 3.

No caso do CD4 o denteérioc tem spin 1, sendo entao

um boson desta forma os pesos estatisticos segundo o nosso mode

lo serao
3 4
W = 3.4.5.6 = 15 W = 0 W, = 2 3 = 6
Al F303.1 A2 E T
2 1
3 4
2 345
W, = _1 . Woy = __2 = 15
4 1 4 2 1
2 1
1

Porem para Hougeir teremos Al: Az: E: Fl: F2
15: 5: 12: 18: 18,
Novamente ©s nossos pesos estatisticos diferem dos
propostos por Hougen.
) Neste ponto vamos levantar algumas guestdes para
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tentar uwna maneira de ewplicar estes resultados contraditorios.

Iouck e Galbrathtg)

propoem a seaguinte gquestao:
"Oual & o grumc de rotor esférico, rigido e clissico? Sera
O, % ~ 0, 7...
3 % 93 -9y
nocao d~ simetria interna e externa cada gqual com uma simetria

A resposta para eles e nao. Recordemos aqui a

03 porém o grupo total, concordamos, sera 05 % O3 que represcn-—
tam o grupe de simetria externa e interna,.
- Quando temos uma molecula com uma simetria finita o

seu grupo total serd O G onde G & o grupo pontual da mesma .

3 %
As operactes de simetria nestes dois espagos comutam, porém co-
mo do ponto de vista fisico o importante € a posicao relativa ,
estes dois tipos de operagoes de simetria podem entao serem re
lacionados. Sobre isto 3ja discutimos no capitulo II no problema

de simetria interna e externa. O grupo O, como 32 discutimos an

3
tes & isomorfo a R x Ci, onde Ci & um grupo que possui a

3

identidade e a inversao. Sabemos que a inversao comuta com qual
guer operacao de simetrie do sistema. Por outro lado, podemos
relacionar a inverszao, devido a a0 sistema laboratdorio, como
equivalente a uma inversdo no sistema de referéncia da molécula.
Ao nosso ver, o grupo de simetria molecular total vem do fato
que a inversdo de um espago & colocada como operacao de simetria
do outro espago, de modo gue em vez de

R3 b4 Cl + G
Teremos a sequinte estrutura:

Ry % {(Ci x G}

No caso especifico do metano.

Vendo desta forma & explicavel porque Hongen propoe
que o metano possua na realidade 48 operagoes de simetria em
vez de apenas 24=4!., Coerentemente guando se reduz um estado
rotacional J para o grupo finito sb os de paridade par sao le-
vados em consideragao, ou seja, como O grupo O3 possul represen
tagles irredutiveis O+, o, l+, 1 ....., exatamente a metade dos
estados sao levados em consideracac o que corresponde a usar R3

como simetria externa. Por outro lade, por cxemplo, no caso do
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CH, temos 24 fungdes de spin. Se multiplicarmos o peso estatis
tico obtide Haugen pela dimensao da representacao irredutivel
correspondente obteremos 2.2" ; QU Seja exatamente o dobkro.

Esta maneira & justificada por Hougen, este afirman
do gue © metano possui duas posicoes de equilibrio e que a ﬁni
ca mancira de e¥pressar este fato & usar o grupo total com ope-
ragoes possiveis ¢ nan possiveis, e gque sob o ponto de vista ex
perimental devido ao tempo de medida as nao possiveis nao sao
obhgservadas,

Para nbs se a inversao do sistena laboratdbrio gera
uma nova posicao de equilibrio, podemos afirmar gque temos guan-—
tas novas posicoes de equilibrio gquanto se queira, usando para
isto uma rotacac de todo o universo! £ claro que o universo nao
pode girar tdo facilmente e como disgemos antes o importante o
a posicao relativa, poréem & importante relembrar que a natureza

dos espagos & independente ¢ «ue o grupo total O O ou

3 * 73
03 x G rode representar todos estes diferentes aspectos do pro-
blema molecular sem a introdugao de nada nais gque O grupo pontu
al e o grupo de permutagao.

Para isto retornEsz a nossa expressao de estados

simetricamente definidos linn‘>> do grupo 03

N‘t> - S (‘LU(\“) bﬁi(:o(\“a‘s) \0(\"‘5 \&"_‘:>
Won

locp > = Jo (lxpyore B E )

Ve

Tomemos para analisar o estado

nt jd@i\g‘.\’) D’:\A‘_\LC@_‘O C\X\a\d D+ \fXT)\S E>>

m n
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Interpretando o estado %4VX ?t7 como sendo ve
tor posicac determinado pelos angulos de Euler X S medidos
a partir de dois referenciais, um determinado pela reqgra da mao
dllO%ta (D) e outro, este invertido, que segue a mao esqguerda.
d;\ /2. teremos a probabilidade de encontrar o rotor posi-
cionado nos anagulos & P Y , tanto no sistema D como no sis
tema E, ou seja, al estdo as duas configuracgOes distintas de um
rotor, gue no caso especifico CH4 dao origem as suas duas con-
figuragdes cue podem ser obtidas pelo tunelamento dos atomos de
hidregenio.
Para um mesmo N teremos ainda um outro estado\N#m 5:>

definido como

Nw> S U\vﬁ\f) T) Qk\*\) (id\ 35 D> - | RYED )

B
cuja interpretagao & semelhante porém enquanto\m ;:> esta numa
situacédo anti-sim2trica.
Nestce ponto, cuando possuimos duas representagoes

n,/ m

irredutiveis dlerOuLLQ\1+\\3 e‘u_;>'é que devemos levar em con
sideracac o problema do tunelamento que e diretamente ligado ao
problema do dupleto por inversiao. Se a molécula realmente osci-—
la entre as duas posicSes de equilibrio como & o caso do NH; .
isto significa que entre\§+g> e \ 2-;> existe uma diferencga
de enhergia mensuravel. Caso contrario, os niveis terao energias
bem proximas dando origem ac dupleto por inversao.

Nos casos em que este grupo de simetria molecular
total foi introduzido, H.,0 (sz), NH3 (CBV),r CH, (rd), o gru
po pontual da molécula possui uma caracteristica comum, a inver
sao ndo € uma operacao de simetria, mas como estes possuem rota
coes. improprias ou planos de reflexdao, ela esta presente nestas,
pois tanto uma rotacdo impropria como um plano de simetria po-
dem ser representados como waproduto de waa inversao por uma
rotacao pura. Este fato e importante para demonstrar que nenhum

destes grupos & um subgrupo do grupo R,, portanto a analise ini

3’
cial do problema do momentum angular deve necessariamente par-

tir do grupo O que este sim contera os grupos péntuais cita-

30‘
dos. Tanto & que no trabalho sobre o metano Wilson na analise
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dos estados rotacionasis e o calculo do peso estatistico, toma
o subgrupo T do grupo Td, formado por rotagbes puras para a
classificacdo destes estados. Este fato & importante na medida

gue uma outra analise, no caso do SF o grupo pontual Oh, pos

6’
sul a inversao como operagao de simeiria e ainda neste caso nos
. . g (13
sos resultados diferem cos obtidos por Cantrell e Galbralth( ).

0 caso do ST, temos um grupo pontual Oh e um grupo

6

de permutagao S¢. Este & um caso em que o grupo de permutacao

e maior gue o grupo pontual., Na tabela que liga os table

aux de 86 as representagOes irredutiveis de Oh podemos ob-

ter o peso estatistico para uma molécula do tipo XYG' No caso

do SF6 o flior tem spin 1/2

WAjg = 1 Whiu =

B = =

Lng 0 WAzu 10

WEg = 0 WEu =

Wtlg = 3 Wwelu =

Wt2g = 6 Wt2ua = O

Os pesos estatisticos fornecidos por Cautrell e

Galbraith sac A,: A,: E: T,: T 1: 5: 4: 3: 3

I R TR

O grupo ©h de moléculas do tipo XYS a inversdo e
uma operagao de simetria do grupo, tanto que o grupo Oh pode
ser visto como O x Ci. Logo, se a inversao da simetria externa
for como no caso de simetria Td colocada para o espagco da sime
tria interna, nao fara nada mais que repetir o grupo .Cantrell
¢ Calbraith no calculo do peso estdfistico, como expusemos no
Capitulo I, a inversdao do grupo 03 de simetria externa & leva-
da emﬁﬁons;deragéo no peso estatistico seguinte no prﬁguto
T%GD\1(@(5 através da representacdo irredutivel I cu
ja interpretagao & de um nimero quantico adicional, que & re-
querido para especificar completamente o estado quantico.

Em nosso modelo, este niimerc quantico adicional
estd na paridade que & acrescentada 3 representa¢do irreduti-
vel N,
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| paa A deganerescencia em k' significa que os estados
L I\‘— -
;:7 e : :> sdao degenerados.

lm Y
It n

Para entao mostrar como podemos reproduzir os re-

sultados de Cantrell e Galbraith, voltemos a questao de co
+

mo produrir estados O—, 1, 2 ... simetricamente definidos
para um grupo O,. Os coeficientes Cij(ﬁ) sdo obtidos pela
EXNressan A = W WA P
2 CN "G . -7 Cﬁn D> ¥ (:I‘J (B)
W Lyt L Mh b

b
Isto nos garante oue o peso estatistico do estado

B e do estado PS = B devem ser somados. Para exemplificar
a repreentacao irredutivel pscudoescalar do grupo Oh é a

A u.

1
Isto implica que devemos somar, no caso de Oh, os

pesos estatisticos de paridades opostas.

WA-l_ =  WAig + ‘;'%’A.lu =
WA, = g + VA, =
Ay WAzg ‘Azu 10
WE = WEg + Whu =
Wty = WT g + Wiu =

T = » =
wt, We,g + WI,u

0 mesmo pode ser feito para o caso do metanc aonde

a representacao irredutivel pseudo escalar do grupo pontual T4

Py

e A dando

2
WAl = 5 WA2 =5 WE = 2 WFl = 3 WF2 = 3
para o caso do CH4 e
i A — T = = Al =
WAl 15 WAZ 15 ‘WE 12 WFl 18 LF2 18
gue coincidem com os resultados de Hougen (20).

Nestes exemplos pudemos ver a importancia do grupo
de permutacdo na anadlise do peso estatiIstico dos niveis. Este
fato foi como ja dissemos antes, proposto inicialmente por
Longuett-— Higgins(l7), analisando entre outros o problema da
molecula de Hzo;

Sempre que uma operacac de simetria & feita  numa

molécula, pode ser pensada como uma permutagdo de particulas
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idénticas. Isto &, podemos redlizir a simetria de permutacdo ao
grupe finito. MNos casos em que o qrupo pontual @ um subgrupo
ou isomorfo 20 grupo do permutacdo serd o spin das particulas
idénticas que indicard quais as representacdes irredutiveis do
grupo pontual que indiciara os estados rotovibrdnicos. Neste
fato € onde se crncontra a importéncia do grupo de permutacdo Ja
gque os tableasux de Young podem serviy como base para um gru-
po U (N}). Wo cago de spin 1/2 estes Tableaux seraoc represen-—
¢oes irredutiveis. Porém, em casos em gque O spin seja maior
gue 1/2, eles serio de extrema valia. Ainda neste caso a prio-
ri, sem a an2lise de spin, sempre todas as representacgles irre
dutiveis podem indiciar orn estados rotovibrdnicos, ja que  um
subgrupo sempre pode induzir uma representacao para O grupo.
Levantamos esta guestdo pois nos casos em que o)
grupo pontual possui um numero de operacoes de simetria, maior
que o grupo de permutagao, alqumas representacOes irredutiveis
nao poden indiciar os estados rotovibrdnicos, caso de A, e By

2

40, pois nao sdo representacoes do grupo S,

Longuet-Higgins, apesar de ter introduzido um im-

no excmplo de H

portante conceito, do grupo de permutagao na analise de molécu
las, também tratou a "“inversido do Universo" come pertencente
a molécula e dal obtem alguns resultados que podemos interpre-
tar de outra forma.

MNeste caso Longuet-Higgins propSe encarar o grupo
Cov nﬁg através das operacgdes E, Cy. (Tgy, G&X mas como E,
(12), B, {(12) onde {*) significa uma operacgdo nao possivel
e B ¢ a inversdo da posicao de todas as particulas.

Podemos, no nosso contexto, analisar este grupo
proposto por Longuet-Higgins como sendo Ci X 82 onde o]
grupo Ci e formado pela identidade e pela “"inversdo do Labora-
torio". Desta forma sem colocar o problema de quais as repre-
sentagbes irredutiveis podem indicar um estado rotovibrénico,o
autor consegue, eliminar este fato colocando como operagac de
simetria do grupo a "inversao do laboratdrio".

A conclusao, neste aspecto, & que sempre que Se ana
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lisa um grupo pontual de una moldécula cue possul operagdes de
simetria que enveolve uma rota¢do impropria e a inversdo nao &
urm elemento de gimetria, desde que o dupleto por invers3o ndo
seja distincuivel na experifncia, o conceiic de grupo de sime
tria molecular total scrd eficiente no calculo do peso estatis
tico. Ceso a inversiao seja observada entdo este esguema nao
fornecerd un resultado consistente.

Um outro tipo de grupo de simetria é usado enm molé
culas, o chamado de grupo de rotagao. Este grupo & definido co
mo atuande em uma molécula, move rigidamente a mesma como  um
todolg. No nosso ponto de vista, este fato pede ser visto como
a aplicacio de unma operacde do grupo pontual scbre a parte ro-
tacional da fungao de onda. A fungao de onda na aproximacao

Bonn-Oppenheimer definida, no capitulo ML, tinhamos:
ACU l#-‘ \\d -Cﬁ
CAaeh > = 20 Cail R i)

Recordemos aqui a discussao sobre o acoplamento que se faz quan

do se usa esta aproximagao neste Thch) repreﬁentaVa o aco-
- vkt

plamento rigido entre elétron e rotor, e se (0 ) for

. Cpeae o d(C -

interpretada como a parte vibronica, ‘44 LD representara um

acoplamento rigido entre elétron, vibracao e rotor. Desta for-
ma, uma operacao de simetria interna quando aplicada a esta
parte, corresponde a girar rigidamente todo o sistemal! Des-
ta forma podemos afirmar gue o chamado grupo de rotagao nada
mais & que, no nosso ponto de vista uma forma como O grupo P
tual se mostra quando atua na parte rotacional da aproximacao
Boyn~-Oppenheimer.

Desta forma, usando apenas o grupo pontual da molé
cula, como a simetria externa e O3 como a simetria externa e
percebendo as particularidades do acoplamento na aproximacao
Bonn-Oppenheimer, obtemos uma classificacao dos estados rotovi
bronicos pelas representacdes irredutiveis do grupo pontual cu
jo papel nao se limita a denominar um estado, fornece, além
disto, uma regra de selegao por sua invariancia. O problema do

dupleto por inversdo surge como dois estados cuja classificagao
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pelo grupoe externo e interno ¢ diferente. Neste contexto as idé
ias de ocutros grupes, tais cono, grupo molecular, grupo rotacio
nel tem en nossa teoria uma maneira de gerem vistos, aléem de se
perceher o que scja wia operacao possivel e nao possivel no con
texto de um grupo molecular.

De forma a fazer uma comparagao entre o nosgo esque
ma ¢ os 4 cxistentes na literatura no que Se refere i interpre
tagao de aspectos ¢ 4 claszificacéo dos estados vamos tomar co-

(20)

ro exemplo a andlise de Houwen para o caso do metano para a
transigao P (7) a partir dev =0 v =7 parav=1 v = 6.
Na ficura 4 reproduzinmos o grafico de Hougen mos
trando as transigdes e a classificagio dos estados rotovibrdni-
cos. A aproximcgac gue melhor descreve em ordem zero moléculas

come CH S¥ & o acoplamento fraco.

’
’ Dgsta forma, o estado v = 0 e g = 7 pode ser obiido
usando a tahela 2 acnde obtoemos (7+ Az), (7, B), (7+ E), e
(7+, Ey ) (7, Fy) (7+, Fqy) (7 F,), os demais ndo contam pois
posoubm »eso egtuLl tico zero.

Podemos esperar que as transicOes mais intensas se-~
rdo aquelas em que o momentum angular do rotor n3ac se altere.
Desta forma as linhas mais fortes da transicac P (7) anal:sada
por Heougen podem ser obtidas acoplando o rotor com 7 ou 7 e
a vibracao 1~ para obtermos um estado com momentum ahgular to-
tal ¢ e paridade + ou -.

Na figura D a mesma trasicao obtida por Hougen &
indiciada conforme a nossa classificagao. Desta forma pela inva
ridncia do estado rotovibrdnico podemos dizer quais as transi=
gbes possiveis para dipolo elétrico (17). Nesta figura, pode-
mos novamente fornecer um argumento para a discorddncia entre pe
sos estatisticos. Existem dos niveis 77 e 77 que possuem B = L.
Se usarmos a rotacdo de Hougen analisando apenas 7% & ficil no
tar por que & duplicado o pLsO estatistico, ja que o dupleto

por inversao para (7.E) @& (7 E}, desta forma para a tranSLCao

_ 1
(7 E) para (GI E) existe eutla de mesma energia (7 E) para

(6; E), que seriam diferentes se o dupleto por invexrsdo fosse



Observado.

ODutro aspoctc em gue nossa analise sc diferencia da

de MHougen & & maencira de indiciar os estedos. Pela figura .

e feito wn acoplemente entre o estado W-6 do rotor com v= ohb
27 - e -

tendoe R = 7( “), e a classificacao do estado rotovibrdnico &

feita pele R total. Nozsa maneira de interpretar o espectro é

(22)

diferonte. Eetudos r“cen?cr dos estudos rotacionais de uma

molacula de 5F . mostram gue o acoplamento fraco & o que melhor
se aproxima no caso desta molécula, o que tambem & feito por
Hougen. Porén, na forma de fazer o acoplamento existem diferen
¢as conceltuais, em nosso caso, a classificagao do estado roto-
vibrénico ¢ feita pela representacao irredutivel do finito obti

do para o indice de Jmﬂtrla 1nterna g \ ox
. "1 {J \\,"{ h\l (1) )
“( N ;> 23 (;V\M M A TR

Em ODOSlCaO ao acorlamento usado por Houden.
0y R s ch N DN
| Ao > ~ a‘/_\_ CMeia WM M " \ME

onde R & u)ado para, através do grupo finito, indiciar os nive-

R

is encuanto no nosso acoplamento a classificacao do rotor é in-
variante. Desta forma podemos dar uma interpretacdo flsica para
as linhas de maior intensidade do rotryx. Supondo um acoplamento
fraco entre rotagao e vibragaoc & de se esperar numa transicao
que as linhas mais intensas sejam aguelas em que o estado rota-
cional do rotor niao se altere.

Existe ainda uma linha nesta transigao cuja intensi-
dade € bem menor que as demais. Para isto, & importante se no-

tar certas peculiaridades no ordenamento da handa rotacional em

gue surgem certos "clusters" (Fl, F2) (Fl' E, Fz) na rotagao
de Hougen, para facilitar a comparagdo com os /'clusters” da si-
metria octaerdral analizados por Harter e Patterson(zz) nos

extremos da mesma,de forma gue esta transigéo fraca & entre ai
ferentes "clusters". Com isto, uma imagem fisica bem simges da
transicdo pode ser feita. Ja que os "clusters" foram interpreta
dos como ligados aos eixos de maior ou menor deformacao da molé
cula, uma transi¢ao entre clusters diferentes implica em uma
-mudanga na estrutura do rotor, dando origem a uma transigcao de

intensidade menor.
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COMICLUSONS

Uma questﬁo Qe sempre vem a tona gquando se procura
tratar we problema atdmico ouw molecular & a escolha da. hase, ja
cque a enuacao de Séhy&dinger, para este tipo de problema con
tal nlimero de particulas, torna a solugdo algébrica praticamen-
te impossivel, e por outro lado, num calculo puramente computa-~
cional torna a interpretagso fiSica do espectro de certos valo-
res de encrgia bem dificil e, principalmente, aprendemos rmiito
pouco das caracteristicas do sistema em estudo. O método usual
de atacar estes preblemas & semore, de inlcio, uma escolha de
base, a qual, em primeira aproximagao, descreve em linhas ge-
rais o cenportamento do sistema. £ deste ponto de vista que co-
locamos a chamads “Transformagﬂo de Referencial", ou seja, este
conceito liga doils tipos de ccoplamentos extremos os dquais po-

5 por uma transformacao unitaria. Nao implica en-

dem ser ligad
taoc que a aproximagfo de Bonn-Oppenheimer  seja a melhor  base
1

para o problema molecular nem o acoplamento fraco, mas sim gue

o estuio dois cagos ontrenos nos fornece uma forma de

L
1§
L4
[w
lonl
4]

perceber aloguns comportamentos derals no caso do problema mole-
cular, ou seja, a invaridncia da classificacao do estado rotovi
bronico e a classificagdo da simetria externa N . Além disto a
contribuigao para a extensao do uso da teoria do defeito gquanti

(1)

co e muitos canais fica colocada de forma imediata para
moléculas poliatdmicas. Esta foi a questldo que nos levou ao es-—
tudo deste problema.

0 resultado deste trabalho nao se limita a este fa-
to, ras tambeém levou a um método simples para obter o valor do
peso estalIstico que atd entdo, na literatura, apresentava meto
dos que nem sempre correspondiam a valor experimental alem do
mais alguns conceitos de grupo de simetria foram introduzidos,
além do grupo pontual pora que com isto se pudesse explicar e
indiciar niveis rotacionais, tais como grupo rotacional e grupo
de simetria molecular total. Este tambem como uma forma de se
tentar explicar o dupleto por inversido que muitas moléculas

aprescentam, mas gue no nosso método torna sua explicagao mais
simples. De uma maneira geral, podemos afirma¥3?ue a classifica
cao dos estados rotovibronicos por noés obtida fornece uma
nova nancira de olhar o problema molecular.
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Apindice 2

O nosso problema & transformar estados de una sime
tria 0.3 para um grupo finilo G, para tal vamos apresentar ao-
. e T (16} ‘
is metodos .

a) I?tca‘o dos projetores

ij>‘ F; 5 \7/(; A

onde N & uva fator de normalizacao

A

cono 137 L Z: Dty R OAD

N . - , -
Comno [&M}no subespaco " 1Y e um conjunto completo entao
P j\ \ N -
N - . 3
s 7 P oSwl e S AL

P “a wa
at
€5 e L1y og @il A
\\\!‘ “(a Pea )
Jogolz ¢ \\ \ i <R Déx (Vﬁxl\
C\,-\&(t Po= \Ml ' } ) \)"“\ OE LC\:} ¢
bh) Matodo dos polindmios
Num grupo finito G & sempre possivel obter polind-
mios de grau 1 com simetria definida. As funcoes \YOLQ $) jale]
dem ser vistas como polindmios de rd XhuYAMQA). Por ou-
tro lado as funcoes de multtpolo'X, Yﬁ& thui desta forma
serdo polindmios de grau 1 em (x, vy e z). Se estes polindmios

sio conhecidos para um grupo G e sua relagao com as fungoes de
multipolo tambd@m & conhecida estes coeficientes podem ser obti-
dos por uma simples inspegao.

Por excmplo no grupo Oh temos
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e x Ay A5
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Do drupo 03 mara 1 = 1 temos

oo b (TN 1) Cys o4 (3 LI

N\ 2
PR
gque umna simples analise nos fornece
GO s i) A
¢l C‘gf)s S L)
Cy (3 J

Na tabela 2 estdo colocados os coeficientes
para as simetrias Oh, T4, th, D3h, C3v. Para valo-
. 25 .
res grandes de 1 recentemente Patterson e Harter®” obtiveram
1

A
(.)) possuem re

uma formula aproximada. Estes coeficientes Cm a

lagao de ortoganalidade e complcteza dadas por

5 el (AR M s A
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2 QQ(‘f\)( A): g‘qu«‘\u‘_ /_\8
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Apéndice B

Coeficientes de Racah para qrupos finitos
Vamos acoplar os estados LC}\R;> :> de uma sime
tria finita G em duas maneiras diferentes. Acoplando os esta-

doe\f\> A/> primeiro teremos o a1
A & ~ACE A )
ety - 7 CR AL Chl IRNEY e
Um outxro acoplaﬁ%%to pode ser feito por exemplo ij) com v:.:>
_ACH v
\()C)I\B> Z_ Cgé/c(- c.c b \b\ > P)

CC&

0 produto dos estados nas equa;Ses (B - 1) e (B - 2) nos fornece

e 8o T - S vt CON CRTE g

dc c
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;, podemcs afirmar que para gual
quer clemento g do grupo teremos

. \ : .f, \ . -‘.5\
o 7;_ Al
<

Analisando este produto cscalar

3 \ - i3 {3
SV w4 Dy ((33“'”% N \ 7
L ! 3&7 by .
B8 o Gop ST BB
{5185 L o Swe i o (RIS
BB = Do Sub LBIBY
Desta £

forma podemos definir um coeficiente de Racah
deste produto escalar.

Lpwic BRI A B = rAZY) Sen 8BS

em termos

Desta forma teremos

WNIPNIANE - A DA o D
Z CDCC rr’}‘((:%) (-/Slia Cacn = LL E)C-] SBB %‘bb
L¢'C ~a

(AC,
ac
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