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RESUMO

Apresentaremos as condi¢@es de Balanceamento Detalhado (BD)
para a equag¥o de Fokker-~Planck, ¢ daremos dois excmplos de sistemas

fisicos enm BD, ou seja, obteremos a distribuiciio de Boltz=mann para
partfculas em movimento Browniano, e a largura de linha de um laser

mono modo n¥o sintonizado.
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IRTRODUCRO

'Em 1828, o bot8&nico inglé&s R. Brown, observando grZos de pé-

" "len disseminados na 4gua, viu que estes apresentavam movimentos cadt.i-
cos. Posterlormente, em 1905, A. Einstein publica um trabalho onde
coﬁstroe um modelo fisico-matemidtico, baseado em considerac®es mecini-
ca-estatfsticas, deduzindo a importlante equag¢¥o do movimento das par-

t.fculas em Movimento Browntano, a equacZo de difus¥o

-

‘na qual P = p(xt) representa a concentracfo ou densidade de probabi-
lidade das partficulas estarem, no tempo t, no intervalo (Q,x+dx), e
N é a constantelde difusfo. Este trabalho veio, no infcio deste sécu-
lo, conffrmar a hipdétese, ainda um tanto combatida, da existédncia real
do &tomo. Com ele também comegou o desenvolvimento da teoria de pro-
_ceésos aleatdrios (estocdsticos).

. Pesquisadores de diversas dreas, e em nimero cada vez malor,
tem mostrado interesse na teoria de processos estocdsticos. Ela hoje

tornou-se numa poderosa ferramenta de investiga¢¥o em diversas 4&reas

da ciéncla, @ em particular na ffsica estatfstica de sistemas fora do

aquilfbrio.

A evolug¥o de um processo estocédstico & descrito usualmente

com a equacHdo de Langevin, ou equa¢do de Fokker-Planck. A equag3o de
“ L.angevin dd a evolug¥o temporal do processo estocdstico X(t), enquanto
a equagdo de Fokker-Planck d4 a evolug3o da denstidade de probabilidade

dos estados X(t). Existe uma equival&ncia entre as equa¢Bes de Lange-

vin ¢ de Fokker-Planck.



Este trabalho se interessa e selimita a uma situag¢Zo bem par-
‘ticular da equag¥o de Fokker-Planck. E suposto, sobre o processo est.c-
cdstico que esta descreve, certas condig@es, as quals s%o chamadas
~condigles de Falanceamento Defalhado (BD). Elas nog d%o o balanceamen—
to das probabilidades das transi¢8es entre dols estados, localmente,
1.e., 8%o iguais a probabllidade conjunta de estar num tempo tA, no
~estado A e em B no tempo tpg posterior, e a.probabllldade conjunta de
estar no estado B em ty e em A no tempo ty. Estas condl;ﬁés sd0 sat.is-
‘feitas pér muitos sistemas ffsicos, como os sistemas em equilfbrio e
fora do equilfbrio térmico. A figura 1 abaixo mostra duas =situacBes
ffslcas de transi¢des de estados, uma gatisfazendo fig.(1.b), e odtra

n¥o fig.(1.a), as condig¢Bes BD.

—r- 3 iy 3
wil—=3) wi3-32) - wil—23} w(Z2—3) w{3—32)
w(3-3() _
w{2-31) wiz—l}
‘ _ wil-—32)
1
(a) | (b) |

Fig. 1. Balanceamento Detalhado € viclado ea (a). A corrente de probabilidade € dada por J = w({ + 3) Py =
W34 2) P3=w(2 1) Py Se wli 9 ) = w(j i) Pj/ P o balanceasento detalhado é satisfeito ea (b).
Aqui P; € a denidade de probabilidade de estado i e w(i  j) € a taxa de variacio temporal da densidade de

probabil idade condicional do cistema ir parz o ectado j dado que ele ecta no estado i. Risken (1984).
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Neste trabalho apresentaremos:
- Ro capftulo I, os preliminares matemdticos, i.e., a teoria de probabi-

lidade e processos estocdsticos, necessirios 3 compreencio do capftule

seguinte.

No capftule 1I, damos a solu¢¥o potencial da equaéﬁc FP uni e multidi-
mengional com varlaveis pares ( mant&m inelteradas por tnvers3o tempo-
ral) e fmpares ( o valor da variivel aleatéria x passa para -x, quando
t passa para -t, {.e., por inversg¥o temporal), obteﬁos as condl¢cBes de
bafanceamento detalhado na forma de operadores, e envolvendo os coefi-
cientes da equacio FP.

No capftulo 111, apresentamos dois exemplos de sistemas ffsicos em mo-
vimento Brownlano, que satisfazem as condi¢®es de Balanceamento Deta-
Jhado, ou seja, obtemog a distribuicXo de velocidade (Boltzmann) de um
.sigtema de particulas em,mﬁvimento Browniano, Bujeito a um potenctal
U(ri; e calculamos a largura de linha um Laser moﬁo modo n3o sintoni-

zado, préximo ao limiar (threshold).



CAP(TULO 1

"~ INTRODUCAO : Daremos aqul os preliminares matematlcos, |.e., a " teorla
de processos estocdsticos necessdria 3 compreens3o dos capftulos =e-
guintes deste trabalho. N¥o discutiremos a teoria na situacfo mais ge-
ral; faremos uma breve revis%o dos principals resultados da teoria de
~ processos estocdsticos (demomstraremos alguns destes resultados e ou-
~tros n%o, sem justificativas), a saber : 1.1) Processos Fstocasticos,

[.11) Processo de HMarkov, l.111) Equac3o Diferenclial Estocéstha,

I.1v) Equag¥o de Fokker-Planck.

1.1) PROCESSO ESTOCKSTICO - A evolucXo em tempo de um sistema fistico &
“chamado um processo estocdstico quando o sistema muda de acordo -com
leie probébilfsticas. Como um exemplo iipicamente fislco, podemos
1magina£ um sistema de partifculas que EBtED‘SUSPHnBES num | {quido sob
”-o_ movimento dos choques aleatdrios e sucessfvos entre elas. A repre-
séntacﬁo.gréflca do movimento de uma destas partfculas é uma realiza-
¢fo do processo estocéstico. ;

Antes de definir formalmente um processo estocéstico, apre-
sentaremos alguns concetitos béslcos de probabilidade, principaimente
para désenvolvermos a notagcdo que usaremos.

[.1.8) Varidvel Aleatdria
Seja Nt um conjunto & F uma O-FJgebra de subconjuntos de q, 1.e., F

patisfaz:



1) Sa.An € Fparan=1,2,..., ent3o U, A, € F, onde Unh Ap ¢ a uniZo

n

.doa AL, n 1,2.... :
2) Se A € F entdo o seu complementar (n - A) € F;
' 3) @ €F, onde @ é o conjunto vazio.
A O-3lgebra de Borel B em R é a 0-dlgebra gerada por todas as bolas
(intervalos) abertas em R.

Um elémento A de uma J-d4lgebra F & denominado de um conjunto
sensurdvel, o qual chamaremos de evento,

Medida é uma func®o m n¥o negativa, definida em uma gJ-dlge-
bra F tal que:
1) m{& = 0 ;
?) Se Al.é uma sequéncia de subconjuntos disjuntos em F, entZo
mlUy Ay = Xy om(Ay;) , com i = 1,2,.,,
‘Uma medida P. definida em F & denominada medida de probabilidade so
CPL( = 1. 0 nimero P.(A), A € F, & chamado a probabilidade do evento
A. Um cénjunto 1, junto com uma §g-Algebra F & uma medld; de probabi -
lidade P. em F, constitul o que chamamos de um sspago de probabilida-
jdé, 'denétamos por (Q,F,Pr) ou n(F,Pr) ou simpliamente (ﬂ'Pr)' Com
egses conceitos em mente, definiremos variivel alﬁatdria' e  ent¥o,
procegso estocdstico. |
befinicdo: Uma varidvel aleabsria & uma aplicag%o X tal que

X : 00> R,

X4(B)Y € F , qualquer que seja B € B
onde ((3,F,P.) 4 um espago de probabilidade @ B o g-&lgebra de Borsl

em R.

NDefiniremos agora © que vem a ser um processo estocéastico.



- Pefinicao: Seja D um subconjunto conexo dos numeros reaig, e (n,F,Pr)
nﬁ @spago de probabllidade.Um Processo estocdséico X(L) & uma func3o
de duae variivels:

X: Dx{t » R,

(t,w) - X(t,w) ,

onde t € De w €N,  tal que, para cada t fixo,
- xt.:'ﬁ—hR,
definida por

xt(w) = X(t,w) = % ,
" 6 uma varlivel aleatdéria. Isto &, um processo estocéstico & uma famf-
lia de varidveis aleatdrias indexadas pelo conjunto D.

Fixando um evento elementar w £ (3, obtemos uma funcio
Xw,= D - R
- que pHo denominadas frajafsrias ou realizacies do processo.
No que segue, congideraremos o espaco de estado continuo,
~i.e., mudancas de estado est¥o ocorrendo em todo instante de tempo
“C varidvel aleatdria X = X contfnua eﬁ t £ D). Consideraremos daqul
 am diante D = R.
1.1.B) Fungdo Qengfdade de Probabilidade
NDado um nimero real x, consideramos o evento
Iy = (w : X(w) £ %) ,
~onde X & agora uma variavel aleatdéria.
Sua probabilidade P, (Iy) = Py depende de x e & denominada a Funcdo
distribuicdo da varidvel aleatdria X, a qual & definida por

Py : R > R, .

Pyix) = P(w : X(w) g x)

para qualquer x € R e w € ¢} .
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S¥30 propriedades da fungZo distribuig3o Py(x):
1) Py~ o) = 0 ; Py(+ o) = 1 .
2) Py 6 uma func¥o n¥o decrescente de x, l.e., Py(xy) % Pylxas)
para x; < %o |
3) Py & contfnua a direita.
Se a fungio Px for absolutamente contfnua e diferencidvel para todo x,

éntﬁo sua derivada
______ = px) , (1)

exlste (o que assumiremos daqul por diante), e é chamada densidade de
Frobabilidade. A partir da eq. (1) vemos que
| dPy(x) = p(x)dx,
isto &, pP(x)dx & a probabil1dade de encontrar o valor da variavel
aleatdéria X no intervalo (x,x+dx), pots
dPy(x) = P (w : X{w) £ x+dx) = P (w : X(w) % x)

1.1.C) Pansidade de probabilidade canjﬁnta o roadicionalf

Podemos estender o concelto de densidade de probabilidade pa-
ra calcular a proﬁabilldade em que as varitavels aleatdria X4, ...,%X»
estejam no intervalo (xl,x1+dx1); e} (%, 1 %Xg+dx,), no tempo

~ tl' ..., tn, respectivamente. Denotamos tal probablltdade_pé%
POkt L., Xt dxy...dx,, e denominamos Plxqty, ooy %Xt ) 2 den-

sidade de probabilidade conjunta.
A densidade de probabilidade condicional P que o sistema ( um

sistem descrito por um processo estocdstico tem seu estado representa-

do pela varidvel aleatdria X) ocupe a posic¢Ho X+ No tempo t dado

n+1t:

que o sistema esteve em Xir «++s X, nNOB tempos ti' v e ey tn, & defint -

da por
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.P(31t1--m-.Xntn/Kn+1t“+1) E e ————— , (?)

desde que PIxty,...,x b)) # 0
As fungBes densidade de probabilidade condicional satisfazem

" 8 geguinte equag¢lo

50 A EREERL ST LA R PSR

= lnt(P(xltl,...,xn_ltn_lfxntn) P(xltl":"xntn/“n+1tn+1) dx,. ) , (3
onde Int{f(x) dx} & a integral de f(x) sobre todo o domfnio da wvaria-

vel x.

1.1.D) Estacionaricdade ¢ Homogeneidade

1.1.D.1) Estacionariedade - Dizemos que um processo X(t.) é estaciond—
rie se

P(xltl,...,xntn) = Pk, bq M. s, bt , (4)
pag? todo n = 1,2,..., @ toda constante arbltridria n € R.

1.1.D.2) Homogénidade - Um sigstema & dito fomogéneo se
P(xltlfxzt?) = F(xl,t1+ﬂ/xz,t2+ﬁ) ,

qualquer que seja 91 £ R,

lema: Se um sistema for estaciondrio, o sera tambén homogéneo.

Prova:’

chltl ,Kztz)
Plx.:t /Xntn) = —memaaae
_ 1xyr 2y
Pxyty)
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P{xirti+ﬂ;x29t2+ﬂ)

= P(Kl,t’i'!'ﬂ/}(z,tz""n) '

- -

onde temos usado a equag3o (4) com, n = 1,2, na segunda lgualdade.
1.1.E) Esperanca, Variancia, Covariancia

Huito importante na teorta de probabilidade e em suas aplica-
¢Bes s¥o certas par8metros que sZFo obttidos de acordo com regras espe-
cfficas, através da funcio densidade de.probabilidade. Fles nos d3%o
uma descrigdo quantitativa e geral das vartidvels aleatdria. De parti -
cular Interesse s%o: a esperanca, a varifincia, o momento, ¢ a cova-
ridncia, as quals passamos a descrever,
1.1.E.1) Esperanga - Seja X uma varidvel aleatdria contfnua ¢ P(x) a
sua densidade de probabilidade. A gsperanaca ou wvalor mgdio de X & de-
finido por:

FAX) = Int{x p(x) dx} . \ {6
Usqrémos também, neste trabalho, a notagBo <X> para a esperanga de ¥,
S¥%o propriedades da espefanga:
a) Para toda constante real c,

Flcx) = ¢ E(x)
b) Se ) S Xn 8¥0 varidvelis aleatdédria com esperangas, entfo a eg-
peranca de sua soma existe e é a soma de suas esperangas,

Edxy + ... + X ) = EXXy) + ... + E(X.)
c) Se X4, ..., X, 880 varidveis alsatdria independentes,l.e., a densl -
dade de probabllidade conjunta for dada por

PURgL e xy) = PO L. POk
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‘com aéperanqa fintta, entZo seu produto & uma vartdvel aleatdria com
~esperanga finita e igual ao produto das esperangas,
E(Xy ... X3 = E(Xy) ... ECXD) .
d) A EEPéranga de uma constante é a prépria constante,
F(c) = ¢
[.1.E.2.) {aridncia - B varidncia de X & definlda por
Var(X) = ELX - E(X)12
Nacorre da definigdo que:
Var(X) = E(X2) - [E(X)])?
"Denotande E(X) por KB e Var(X) por ¢%, temos que
g2 = E(X2) - u2 |
,Prcpriedédes da variancia:
a) A variincia de uma constante é zero,
g%(c) = 0 .,
b} Seja c uma constante, pode-se facilmente provar que
G2 (cX) = c?F2(XD
¢} A variSncia da soma de varidvels independentes X,, ..., X
léual a éoma de suas variénclas,
O2(Xq + ... + X)) = 02(Xy) + ...+ O2(X))
Nefinimos o desvio padrig de uma varidvel aleatéfia como sgendo a rajz
quadrada positiva da gsua variinctia,

g = [(Var(X)14-2

T.1.E.3) Homento - Sejan 2 O um inteiro. Se a esperancga da varidavel
- aleatoria XN existe, ent¥o chamamo—la o n-dsimp momento de X. Se a
integral

Int{x" p(x) dx} ,

ndo converge, dizemos que o n-ésimo momento n¥o existe.
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1.1.E.4) Lovaridacia — A covarifncia de duas varldveis aleatdrias Xy o

X5 & definida por:

Cov(X,y,Xp) = EL(Xy - M) (xo *Hz)i
= E(Xy,X0) ~ HqHo
onde p, = E(X) *
Se Xy, X, s¥o independentes, ent¥o
Cov(Xy ,X5> = 0O
Seja X uma varlivel aleatdria com esperanga H e variancia

0%, Sua varfavel aleatdria noraalizada X+ & definida por:

X - n
Xe = ————- '
G
e ent3o
F(X+) = 0 , e
O2(Xe) = 1 .
~ Fica, assim portanto, justificado a denominag®o varidvel aleatdria

" normal tzada.
Sejam X+y e X+#5 as varidvels normalizadas de Xy @ X5, res-

pectivamente. Definimos a funglo de correlagdo de Xy e X5, a.qual de-

notamos g(Xl,Xz}, por

- ket e M e Sl S S St



g : Xy xXo o (~-1,1]
Se Xy @ X, forem independentes, temos que
g(Xy,X,) = 0,
- & ge forem fortemente dependentes, i.e.{ Xz = ¢ X1 {onde ¢ & uma cong-
tante),
I glXy,X) 1 =1
Como vimos acima, podemos considerar, sem perda de generali-
. dade, as variaveis aleatdéria como sendo normalizadas. Assumindo 1sto

(e faremos daquil por diante),temos que

|

Int{X; Xp P(x),x%p) dxydxy) . (7>

'1.11) PROCESSO DE MARKOV - Um processo estocdstico X(t) & chamado um

processo de Markov quando

Pc“ltl'""“ntn/“n+1tn+1) = P(xntn/xn+1tn+1} , (8)

onde ty <ty < ... <t , <ty ., paratodon = 2,3,...

Intuitivamente significa que a probabilidade do sistema ir do estado

X em t_, a qualquer outro estado, num tempo posterior t nFo de-

n nt+l-’

pende da histdria prévia do sistema, isto &, iInformagBes sobre o com-
portamento no passado do sistema, n¥o influéncia no conhecimento do
comportamento futuro, quando se conhece exatamente o seu estado pre-
sente.

Se o processo estocastico for Markoviano, a eq. (3) torna-se

P(xn-ltn—1/Mn+1tn+1) = lnt(P(xn_ltnql/xntn) P(xntn/xn+1tn+1) dxn}, ()
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onde th-1 €t < th+1r qualquer que seja n; e as fungdes P acima sZo
" denominadas fun¢Bes densidade de transig¥o de probabilidade, e a equa-
¢¥o, equac3o de Lhapman-KolImogorosy.
Multiplicando a equag¥o (9) por PIxp_qth-1), @ usando as

equacles

N PRn—1tn-1:%ne1tper)

Plxp_qtp-1/®pertpey? = ——————————-mmommmmnm ,

obtemos

TP tnogtn g o ¥nertnar) = INRP Ok gt g Xt PP Okt /% g b D dxn )L (10)

Integrando a eq.(10) com respeito a x resulta

n-1-
TP tnay) = IntlP Oty ) Plxto /%oty q) dx ), (11)

‘onde t, < to.4 .

1.11.8) Pescricio Posterior e Anterior .
A descri¢¥o temporal dos processos estocasticos, poan sempre

- ser dividido em: (1) descri¢fo posterior e (2) descricio ;nterlnr.
1.11.A.1) Pescri¢cio Posterior - Por esta, entendemos o processo dea-
crito pela densidade de probabilidade condicional definida pela eq.(8)
para processos de Markov. E P(xntﬁ/xn+1tn+1) denomina-se densidade de
transi¢do de probabilidade posterior. Dissemos aqui, que o sistema tem
~uma probabilidade de evolulr para um estado Xp+1 ®m to 4, a partir do

eatado iniclial X, ©m tn (L, < tn+1)‘ @ onde n & arbitrério.
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l(li.h.é) Descrivae ﬁnterfgf - No desejo de descrever processos que
sglo "simétricos” em tempo, introduzimos a descric3o anterior represen-
tada porl Pu{xptn, - Roto/xgty). |

Definigde : Definimos a dans&dade de pfobabilidade condicional ante-

rlor Pyulx t.,...,%Xsto/%,t4) pela equactho
TP*(Hntn,...,Kztzfxltl) = - T-TmTmTm T == ' (12)

onde ty < tp ... < t e desde que Plxoto,...,xpt ) # O,

nl

Ela, Py, representa a densidade de probabllidade de encontrar o siste-

‘ma no estado x4 em t ., dado que nos tempos posteriores to,, ..., t o

nl

gistema ocuparé og estLados %3, ..., % respectivamente.

nl
1.11.B) Propriedades Markovianas de ua Frocesso Estocdastico

Se um processo estocéstico for Markoviano, ele ficard conhe-
cido se conhecermos as densidades de probablilidade conjunta de ordem

(n = 2). As densidades conjunta com n = 3 s¥o fungfes das denslidades

‘de probabilidade de ordem n, n = 1,2,

P g b ) n-1*n-1:%ntn’ (13)
xl 1!"'lxn = - """ T T T T T r . .
n P(K?tz) P(Kn_ltn_l) -
Prova : Pela eq.(2) obtemos
P(Kltl,...,){nt’n) = P(Kltl,. . .,Hnwltnnlf}cntn) P(xltl, . . .,Kn__jtn_j) ’

na qual substituimos a eq.(8) e obtemos
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{‘P(“lti'?"'“ntn) = P(Kltlf""xn-ltn—l) P(xnﬂltn~1/“
=.P(K1t1...-,xn_1tn_11. ————————————————— .. (14)

Resolvendo de forma andloga P(Kitl""'Kn—ltn—i/xn~i+1tn—i+1)' onde ' n

fixo e | = 2,3,..., até que n-i+1 = 2 , & substituindo recursivamente

ém (14), obtemos

'wP(“1t1'°"'“ntn) e

A propriedade Markoviana de um processo & (nvarlante por uma

"invers%o” do tempo, ou seja, se um dado processo estocéastico X{t.) tem

A propriedade
P(xltl,..,xn_ltnﬂl/xntn) = P(Kn_ltnml/xﬁtn) '

ne descricdo posterior, ent¥o ele terad propriedade gimtlar na descri-

¢80 anterior, 1sto &:;:
P*(Xntn,..,X2t2/K1t1) = P*(thz/ﬁltl) r o (15>
para ty < t; ... < tj
Prova - Substituindo a eq.(13) no numerador & denominador do segundo

membro da eq.(12), obtemos
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P(xltl,ﬂztz) .- P(anltnmlpxntn)

' P(X2t2)_p()(3t3} ce- Pix _lt _1)
P*(xntn, “w ,Kzt;z/){ltl) S e ———— ,—————E———E ——————
Plxota,xglg) ... PXqgbpg.Xpty)

el NN S W W et WA R W S STE TR S W SV SN PR WS SR PR R WY W R A RS W e w-E ek -k il

= P*(thz/)ﬁltl) .-
bf
Existe uma relagdo entre as densidades de probabtilidade pos-

" terfor e anterior e & dada pela equacho
P*(Kzt.z/)(ltl) = m=m————- P(Kltlf’){zt?) . (16)

" Prova : Substituimos a express¥o
'.P(H'Jtl,xztz) = F(Kltl) P_(Kltl/}(zt.?)

" na equacdo que define a densidade de probablilidade anterior

f o ()“'.'1 t'l ,Hzt-z)

P*(Kztzfxltl) TR mewmeme s s e ’
obtaemos
P(Hlt )
P*(thz/x1t1) = mmmmee- P()’Cltal/){ztp)
F(Hztz) |
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1.11.C) Processo de Wiener

Un processo estocdstlico X(t) & chamado um processo de Jacre-

sentos independentes Be  as vartaveis aleatdrias, Xtp) - (tq) R
Xitg) -~ X(t) , ..., X(t ) - X(t,_4), s¥o independentes para qualquer
ti' l=1, vy N, E.tpl‘gtz'{...(tn -

0O proceasso estocdstico X(t) & dito com jacrementos esfacigai-
rios se a densidade de probabilidadb conjunta dos incrementos
X{t+n) - X(L) depende somente de N & n3c de t.

Dizemos que um processo estocdéstico X(L) & um processo  de
Wiensr OU processo de movimenfo Browniano, se satisfaz as seguintes
condi¢Bas:
1) X(0) = 0 com probabilidade um.
2y X(t) tem incrementos independentes estaciondrios.
3) € X)) > = O; para todo ¢t ( < > significa esperanca ou média ),
4) Qualquer que seja o Intervalo de tempo (s,t), X(t) ~ X{(s5) estd nor-
malmente distribuida com vari@ncla g2%(t-m).
1.11.D) Evolugio de um Processeo Estocdstico
A evolu¢o de um processo estocdstico é'des¢rito em duas ma-

neiras "equivalentes” (veja secio (1.iv.B.3)), a equag¢fo de Langevin

dX(t) = h(X,t) dt + q(X,t) dwity , , (17 . a)
onde W(t) & um processo de Wiener,
e a equacdfo de Fokker-Planck

Bp(xt) ab{xt) pxt) 22D(I(xt) pixt)
| mmemee T - ———mm e + e , (17.b)



”1

- onde bfxt) e Dixt) s%0 o8 coeficientes drift velocidade ¢ de” difusio,
respectivamente (a equacdo (17.b) sera tratada com maiores det.alhes
‘na sa¢éo (L.1v)),

Cada uma das equagles acima tem certas vantagens e . certas
desvantagens. A equag3o de Langevin, (17.a), & mails intuitiva: o pri-
mﬁlro termo do segundo membro & um termo determinfstico (por exemplo
um campo exterﬁo aplicado ao gistema), e o0 segundo termo & um rufdo.

Mas ela & extremamente diffci]l matematicamente, envolvendo-se em inte-—

 grals estocdstica ( ou integrais de Wiener). A equac¥o de Fokker-
Planck, (17.b), por outro lado, & uma equagfo diferencial cléassica,

mag ¢ menos Intuttiva. Podemos vé-la como dando a evoluc%Bo da densida-

de de brobabilldade de um processo estocdstico X({t), enquanto a
"eq.(17.a), como dando a evolu¢do do prdéprio processo.

PR EED! EQUACAD DIFERENCIAL ESTOCASTICA - Nesta segdo daremos alguns
cpnceitos sobre a equagdo diferenctial de uma processo estocdstico
'X(t),ou.mais especificamente sobre equaqﬁes de Langevin; sendo as re-
fer8ncias Risken (1984) e [1]1 como principalis.

Na segio (1.11.D) demos a equag¥o de l.angevin para o caso

unidimensional, eq.{(17,3).Para o caso multidimensional, a equagio & da-
da por |
dX; (t> = h, (X, t) dt + qlJ(x't) dWJ(t) (18.a?
‘ou ainda
dX (W) :
”;;-~—m = hy (X,t) + qu(X,t) FJ(t)‘ ' (18.b)

CPtt) > =0 5 <TI0 T e > =2 85 8t-t")
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onde a derivada formal FJ(t) = dU;(t)/dt pode ser definida adequada-
‘mente na feoria de Integrais Estocasticas 7). T(L) representa ,yuido
“branco no zentido que < M(t) (L) > = cte. S(L-t').

Se o processo estocistico X(t) for estacionirio, tEmOSIQUH na

'q.(18.2,18.b), hj(X,t) = hy(X) e q;;(X,t) = q; (X). BAlém do que,

“qlJ(X) pode ser escolhido de maneira a por a correlag3o, entre os tem-

pes t e t’, da T(L), como 2 g SiJ §(t-t') (ver gecdo 1.1v.B.3), l.e.;
dX, (L)

em—m—— = hy (XY + ), (193
dt

onde < [,(L) > =0 : < My FJ(t') > =2 g SiJ &t-t*)
para todo {,j = 1,2,...,N.

ll;iv) FQUACAQ DF FOKKER_PLANCK - Na sec3o anterior (l1.111i) apresqnta—
mos a equagdo de Langevin que nos da a evolugHo teﬁporal de Xft). Aqul
obteremos as equa¢les de Kramers—-Moyal (KM) e Fokker~Planck (FP),que &
um caso especlial da primeira, que descrevem a evolug3o temporal n¥Eo de
‘X}t), mas de sua densidade de probabilidade, a qual nos possibilita
calcular os par8metros que caracterizam as varldveis aleatdria como
BuUas esperangas, suas corelacaes; ete. Inictalmente descreveremos a
equac¢do KM (I.1v.A) e em seguida a equagio FP (I.iv.B).j

1.1v. ) Equagfo de Kramers—-Moyal

Dada a exist8ncla dos coeficlentes D(NXMx',t) definidos por

: 1 < [XC(L+D) - X(£H)In >|X(t)= '
IR, b)) = 1 im e e e SRR A

(1/nt1) lim (1/9) Int{(x-x'0N P(x',t/x,t+%)dx)
60

, (20)
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® das derivadas

anDK N X(x,t) pix,t)

M mm s . EmA AAm AR A e e ER A AE W

para todas as ordens n, temos que a evolu¢3o temporal da densidade de
probabilidade & dada pela equa¢3o Kramers—-Moyal (nesta subseqgio ficars
implfcito a existénclia de somatdrio em n = 1, 2, ...,em todas as equa-

¢Oes qué aparecer n)

APk, L) SNDET Mx, ) pix,t)

————- = (=N e , (21)
et pEaall

ou

apix,t) . |

——————— = 1y (x,t) Pix,t)y (22)

onde o operador KM, I, ., ¢ definido por-

, SNDCT Mk, L)
Taep (% £ = (=1 mmmm : - (23)

l;nﬂ coeficientes KN (x,L) sgHo lim1£es de esperancgas condiciqnais: e
'X(t)=x‘ significa que, no tempo, a varidvel aleatdrta X(L) tom o wva-
lor exato x'.

Derivacfo  Fxiste varlias maneiras de derivar a equagfo KM, 71017, Par-

tiremos da equacidc (11), onde a densidade de probabillidade g0, b+,

para & > O, escreve-se

TP EHTEY = Int(PUx',L/%x,t4T) pIx',t) dx')Y . (P4)
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Na eq.(24) a densidade de transicdo de probabilidade P(x',t/x,t D)

seque da seguinte tdentidade

P(x',t/%,t+8) = Int(P(x',t/y,t+8) E(y-x) dy)

-

(25)

Usando a expansgdo formal em série de Taylor da fungfo delta de Dirac

(ver Risken 1984)

1

Blx' %) + (=1 et e

(26)
n! axn
Da equacgio (25)obtemos,
N
P, L/%,4T) = {1+ (10N ——— (1/n!) Intl{C(y-x')N
xRy '
Pix',t/y,t+8) dyl )} 6(x'—-%) (271
Substituindo a eq.(27) na eq.(24) resulta
an '
CPRL,UAT) - pxt) = (1T ——- [Nt ((1/n!) Int[(y-x')N
. PUx',bt/y,t+T) dyl S(x'-x) pPx't) dx') . . (203)
Dividindo ambos os membros da eq.(28) por T e fazendo o limite, quan -

do & % O, obtemos para o primeiro membro

POx,t+3) - pixt) aPr(xt)



E para o segundo membro

t an
(=1)N ==~ Int{(1/n!) 1im (1/5) Intl(y-x")N P(x't/y,t+07) dy]l
. * i &‘n -. .

e Px'E) S(x'-x%) dx')

an
g (1IN —— [nt{DiMXMx't) p(x't) &(X'-x) dx'}
2xhn

SNDEN M (xt) pixt)

onde na primeira linha temos usado a eq.(20). Portanto
------ = (-1 - (21)

' a qual pode ser reescrita como

"TOP(xt) -
Cmmmemee = ], (L) P Uxb) : : (22)
m o’
ot -
- onde Ly, (xt) & definido pela eq.(23).

0
CLAAV.AL) Equagfo de Kramers-—Moyal FPosteeior - A densidade de transi-

'~ ¢¥%0 de probablilidade P(x't/xt) & a2 densldade de probabilidade p(xt)

' para condig¥o inicial Pixt) = 8{x-x'). Entdo P(x't /xt) obedece a

© equag¥o KM (22)
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TBP(x 't /xt)

-——————————— - = Ty (Xt POx't: /xt) (29)
-2

;_con a condig¢¥o inicial

PR /xb) = 8{(x-%x") | (30)
CTUAv.AL2) Equagad de Kramers-Mogal dnterior - Na eq. (29) ocorre opera-
- dores diferenciais com respelito a % e L, t.e., com respeito ao wvalor

da varidvel aleatdrla X(t) no tempo posterior £t > t'. Na eq.KM ante-
rior temos operadores diferenciais em relac%o a x' e t"', i.e, com res-

- peito ao valor da vartdvel aleatdria X(t') no tempo antertior t' < t.
Ambas equagles levam ao mesmo resultado ;ara a densidade de transic¢%o
de probabilidade (ver apéndice B).

Dada a existéncia dos coeficlentes DINMXx't') deflinldos

| pela eq.(20), e das derivadas

TEPIx'L /xt)

- para todas as ordens n, temos que a evolugXo temporal de Pdx't'/xt),
em. relag¥o a t' (descricXo anterior), t' < t, & dada pela gquagidn o

Kramers—-Moval anterior

* aPtx L' /xt)
—————————— = — 1LY, (x't') (x't'/xt) (1)
. km
oy ‘
. onde
an
(XYY = ML) - (A2)

ox'n



‘ Derivacib : Partimos da equag¢¥o de Chapman-Kolmogorov, eq.(9),
" ma

CPUx't'/xt) = IntIP(x”t'/xt) P(x't'/x”,t'+3) dx”)

¥

onde t' < L'4+B < t .

Facrevemos, como em (22), a identidade
f3P(x;£'/x",t'+ﬁ) = Int{8(y-x") p(x'L'/y,t ' +3) dy)

éSubstltulndo a fun¢¥o delta de Dirac, na sua forma expandida em
- de Taylor,

(y—x'"I0 anN&(x'-x")
B (y-x") = B(X'~X") + ———m—m e

I
3

- na eq.(34), obtemos

PUX'L' /%", 4 '+8) = (1 + (1/n1) IntlCy-x')D P(x't'/y,t'+&) dy]

an

———= )} §(x'-%x")
ax'n

? Substitulndo (36) em (33) resulta

Pl't'/xt) - P(x',L'+8/xt) = Int{(1/n!) Intl(y-x')N

an .
P(x't'/y,t' +%) dyl ———- &(x'~x")
_ e
P(x",t ' +5/xt) dx")

- Dividindo ambos os membros da eq.(37) por &, fazendo o limite

% 5 0, @ usando a eq.(20) obtemos

27

na for-

(373

(34)

série

(36)

(372

quando



’8

OP(x't"'/xt) an
- o = [nt{DANXMx't') ———— S{x'-x") P{x"t'/xt) dx"?
9’}' . ax'ﬁ

aNP{(x"'t"'/xt)
= TENMx'L') —————————————— : €a8)

Ugando o operador KM anterior L* . (x't'), o qual & o adjunto do ope-

rador Ly (x't') (ver apéndice A), e definimos pela eq.(32), reescreve-

“moe a eq.(38) como

PP{x't.'/xt)
e = - L‘km(x't‘) Pix't'/wt) , | (a2

}'i'qual denomina-se gquagdo KM anterior.
0
Para o caso ae N vartdvels estocdsticas, o procedimento & si-
milar ao caso unidimensional, e obtemos para a equagdo KM posterior

multidimensional,

' BPUx L' /xt)

e = Ty (xt) Px' b /xt) a9
ot
onde
ann:n) 1. _.Jn(xt)
Yy (%t = (-HN - T , (40>
Bxdl. 'BKJH
- onde temos usado a notaciaoc de Elnételn nog jgn‘e, Jjil,...,Jn = 1,...,N.

" Para a correspondente equag3o KM antertior escrevemos
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PPt /xb)

mmmmmmmmmmmee = = B XYY POXTL/XE) SN IR
-

.'

. an

B R T R F WP T S S ittty , (42)

. com a condig¥o inlcial

;'P(x't'/xt) = &{x-%') . (43
0 wvalor x significa, no caso muitidlmﬁnslonal, uma N-upla,

;iuto é, x = (Xq,...,%y) @ portanto |

fﬁ(x-x') = 6{X-RK1 ") ... Elxy-xRy'? . : (44)

LV iv.B) Equaglo de Fokker-Flanck

A equag¢@o de Kramers-Moyal & uma expansfio infinita,i.e., con-

tém derivada de todas as ordens. Quando um dos coeflclientes

- KNXxt), n » 3, for nule, todos os coeficlentes comn = 3 serio

[~

h

nuloa (teorema de Pawula), Risken (1984), ficando apenas termos ateé
Efaagunda‘crdem, n=1,2, a qual passa a chamar-ge gquaglo de Fokker—
> Planck, ou equagfo de difusio.

1 v.B, 1) Caso Unidimensional! - Para uma dimens¥o a equac¥o FP & ad osg

"dols primeiros termos da eq.(21), ou seja

Cppixt) ab{xt) pixt) 32D(xt) pxt)

e £ - m—————————— + mmmmm— - , (45)
at, % oxZ
o
Fapint)
ommemm = LegIxt) poxt) (46)




onde

‘ ab(xt) 22D(xt)

lfp(xt) = o= mmreee 4w | (47)
ox ow2

Temor aqui mudado o3 sfmbolos dos coeficlentes DOt Mxt) para h(xbL), -
0 qual chamamos coeficlente dgrift velocidade: D2 X xt) para D(xt),
denominado coeficiente de oifusio.

A densidade de transi¢®fo de probabilidade também obedece a
squagdio FP, eq.(46), com a condig®o inicial dada'peia eq.(30); e obhte-

mo-la colocando DN X xt) = O, para n x 3, na equacgio (29), Ilsto &:

eP(x 't ' /xt)

——————————— = Jpp(xt) Pex't'/xt) | cag)
p v

ot

com

PAx't'/xt') = §(x-x') . (a0

A aquagdo (48) denominar-se equagio FP posterior. Para obtermos a ogq.fFf
anterior, usamog a eq.(32) com o mesmo raciocinio feito no caso poste-
rior, resultando

eP(x't.'/xt)

___________ = = T %, (w'+'Y Pluw't ' /ot ' | -0-3)

..... 'L'.','.—‘...'.'Z-.‘T;.'.‘.*'?T,..';..'."f‘.:.'.f.,.,.....-‘.T..i:r:*.:::::::::::‘.:::r:.’:‘.:::::’.:r‘.’r:F::*.*.:::::r:::::r:::t:r.:*.:iEHEff-:::r:r:frr:::1.‘.‘..':..'."..'........‘..QE.I...=.'....7.?.....=.'...=....'...'.__f___'_____f_'___'__T_'?-’F:_ T
. onde
5% e
PRAS AR e P S e e 5O Lla Ot ) S RO nnm
R e e T R R T i G e P M R A SR L nin T
a

(30) Pix't.'/%L) = 8(x-%') .



As equacBes (48,49) d3¥o solugles equivalentes para a densidade de
transicgdo de probabilidade P(x't'/xt), Apé&ndice B,

A oequacdo FP (45) pode ser reeszcrita usando a gcorerente oe
C probabilidade Jixt), definida por

aD(xt) p(xt)

Jxt) = bixt) pixt) - ————————- , (51)
' Bx

- como uma equacgdo de continuidade, i.e.:

Capixt) aJ(xt)

A cnrreﬁte de probabilidade J ,pode ser reescrita de forma mais com-
pacta, @ por essga e outras conveniénclas, introduziremos outros coefl -
'cientas. Azgim como definimos o coeficiente drift velocidade postér!or
b{x,t,), em termos da densidade de tranéigﬂo de probabillidade poste-

rior P(x1t1/}<2t.2) '

blxyty) = lm  —o-e- Intl (xp=xy ) Plxyty /xotn) dxgd (53)
definimos também © coeficlente drift velocidade antertior be(xsto), em

termos da densidade de probablilidade anterior Pelxoto/xqtyd, Lo > by,

ou seja

FIX(ty) - X(ty)) 1X(tg)= x,

t-l—bt-?- t-? - ‘t1



g P

Cbelxotn) = llm —e—ee Int{ (xomxq) Pelxoto/xetyd dxq) . (55)
tjﬁt?— t?_tl

Substituindo a aq.(16) em (55%5) obtemos

i Pix,t )
be (x5t.5) = Hm - INt((x5=xy ) ~mme=mm
tjﬁt?_ t2_t1 ‘ . P(K?t?)

.P(xjt]/x?t?) dxl . {56)

Demonstra-se [3] que o drift anterior b+(xt) pode se reescrito como

2 oD{xt ) p(xt)
be{xt) = b(xt) - —-——=» o . i (57)
Pixt) ox

Nefinimos a veloridade estocdstica Uixkt) por

1 aDixt) pixt)
Uixt) = ———+~ o {58
Pixt) ax

que rubstituindo na eq.(57) resulta

bi{xt) ~ be(xt)
U{xt.) = ~vrvmmmce e . ' (59)

Subst.{tuindo as equacBes (56-59) na equac®o (51) obtemos

Jixt) = p(xt) Vixt) , (60)

b(xt) + be({xt)
CW(RL) = e e - , (61)

@ welpcidade corrente.
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S5e o processo estocastico X(L) for homog8neo em tempo, pode-
se provar facilmente que os coeficlientes drift posterior b, anterior
. b @ de difusdo D n¥o dependem do tempo, @ a equacg¥o FP (45) passa a

ter dependéncia temporal somente na densidade de probabllidade f, ou

Beja -
Top(xt) abixt) pixt) 2¢D(xt) pixt)

------ = m moeres e cmae e e — - — . (62)
- ot ax axe

Mas se o processo for estaciondrio, temos que tanto b, b+, como a
prépria densidade de probabilidade p, @ a corrente de probabllidade .J

independem do tempo. A equag3do FP (52) torna-se:

aJ{xt)
e = 0 (63)
- ax
1.1v.B.2) faso Multidimensional - Aqui a varidvel aleatdria X(t) & um
vetor X'; (Xl,...,XN}, e geus valores x s80 N-uplas, isto &,
wEm Xy, ... ,x%y), ﬂ.
U 8lx-rt) = Blxq~x"4) ... 8lxy—x'y) .

Assim posto ent¥o, a equag¥o FP para varlas varidvels seri

Capixt)
nnnnnn = Lpp (xt) P(xt) , ‘ (64)
ot
onde
8b; (xt) 32Dy jixt)
pp(xt) = — ———-——- + e B : (637

com a notag3Bo de Einstein,.



A equago FP posterior & dada por

“aP(x't"/xt)
___________ = pr(xt) Pix't'/xt) ,

e a anterior

S eP(x't " /xb)
——————————— = - LFp'(x't') P(x't'/xt) ,

ot’
onde
o a2 .
Lpp (X°£7) = by (X"E") === & Dy jlx't) mmmmmmms
' o i s ia)‘( J

@ ambas com a condig¢gZo inicial
PUx't/xt') = B{x=x")

Se o processo for astaclonérlol temos que a equacio FP
ger escrita como

!FP(K} F‘(K) = Q0 '

com

ab,(x) . B‘-DiJ(}()

14

(66)

(67)

(68>

(69)

pode

(703

(71>

(72)



onde J,;,a i-ésima componente da corrente de probabllidade, & dada por

aDlJ(K) P(K)
LJ{(K) = bl(x) P(x)‘“ ““““““““““““ ’ N . (73)
o
ou
'Jt(x} = p{x) V{(x) » (74)
com
by {x) + b+ (R) -
Vi(x) = —————————————- , (75}
?
AR J-ésima componente da velocidade corrente. Para a velocidade esto-

castlca, temos que sua i-ézima componente sera

‘Ui(X) e e e e e ——— , . . k (76)

U (%) = ——mmmmmmm oo , | (77)

1.Iv.B.3)Y foeficientes Oriftt, HiFusio ¢ 3 Equagio de Wiensr - Como
dissemos anteriormente (I1.11.D), existe uma equival@ncla entre a equa-
¢%3c de Langevin (18.a,18.b) e a equagfo FP (64,65). As equagles estfo

relactonadas via os coeficlentes, Risken (1984),
S bp(xt) = hp(xt) + Qpj (Xt) ~=m=mme : (7a)
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Se on coaflicientes 94 independem de x, o segundo termo do =segundo
membro da eq.(?B)lse anula. F se, alémwdlsso, usarmos para a equagfo
de Langevin a eq.(19), onde os Ay j sd0 escolhidos de maneira a colocar
a correlac¥o, entre og tempos t e ', de [ como indicade na eq.(193).

Fnt%o as relacBes entre os coeficlentes, eqs.(78,79), ser%o (ver Apén-

dice C)

by {xt) = h (xt) ; (80)
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CAPITULO 11

BALANCEANENTO DETALHADO

-

Neste capftulo, derivaremos a solug3o p(x) para a equaco
de difus®o, {.e., a equagfo FP, de um processo estocsstico X(t.),
ertacliondrio, sob condic¢8es de Balanceamento Detalhado (BD). Primeiro
faremos o caso maig elementar, uma dimeng¥3o com varidvels pares (I11.1),
para facilitar o entendimento. Depois o caso multidimensional com vart -
dvefs pares (11.11) e finalmente, o multidimensional com varidvels fmpa-
res (I11.111) que & o caso mals geral. Seguiremos principalmente o

Risken (1984), a ref. [(11) e [3].

I1.1> CASO UNIDIMENSIONAL PAR - Seja X(t) um processo de difus3o,esta-
clionario, de uma dimens%o. A equa¢®o FP se reduz a eq.(1.63), que
podﬁhos egcrever como

J(x) = C , | ' ' (1)
onde C & uma constante real, cujo valor obteremos adicionando a condt -
¢80 de balanceamento detalhado.

Definigao : Um processo estocdstico estacionario K(t), est.d em pHalan-
ceamento detalbhado se satisfaz a seguinte condigBo

P{x]tlfxztz) Plxyty) = P(xztlfxltz) P(xztl) . (2)
para t,; < t,

Lema : Se o processo X(t) estiver em BD, ent%o a corrente de probabi-

lidade, J(x), se anula.
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frova : Substituindo a equacﬁo (1.4), comn =1 eN=te-ty, , e a

eq.(2), em (1.55) teremos

b*(xztz) = lim e lnt{(xz-xl) P(xztlfxlt?) dxt} . (3.a)

.

Trocando xy por x5, e X5 por xX; na equag®o (1.53), obtemos

b(xgt«l) = - 1 ftm  -—-—-—- ]nt{ (xz'_xl) P()(Et.l /Kl ‘l?) dH1 } . (4. a)

Usando o fato que nosso processo (L) & estactionario, temos que
.b#(xztg) = b*{x5,0) @ bixoty) = bix,,0), nos permitindo reescrever

ag equagfes (3.a) e (4.a) como

be(x5,0) = lim {1/ &) Intl{xo-x4) Pxo,0/%4T) dxy} ; (3.b)
B0 '
‘b(x?,O) = = 1lim (1/ @ Int{(xz—xl) P(KE,O/xjﬁ) dx]} : (4.0
G0 *

que implica

blxgts) = - belxptn) . (5)



Substituindo (5) em (1.61) resulta
Vix) = 0 . : (&)
A equagBo (6) em (1.60) nos fornece

Jx) = 0 . (7}

Portanto C, em (1), & nulo e

2D(x) plx)
Cbh(x) PI(X) = ~rmeemee- = 0 . (§39)

-

Podemos colocar a solugfo procurada, #, na forma de um chamado

potencial
Py = expl - ®(x) 1 ,

@ reescrever a equagio (8) como:

() b{x) alnD(x)
mmmm— = = mmm— o e (9)
B D(x) 3%
Integrando com respeito a x, resulta
b(x') -
@(x) = InD{x) - Int{ =~-w-- dx'} , (10)
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da qual segue que:

1 b(x')
TPIR) = ———— expl Int{ --———- dx'} 3 . (11
D(x) D(x*') :

Tanto em (10) como em (11) o extremo de Integragfio iInferior ¢ % e su-
perior &€ x . As demals constantes de integrac¢3o foram incorporadas
em x, , a8 qual & determinada pela condicZXo de normalizacHo.

Fnt%o o conhecimento da velocidade drift posterior, b(x), e o
coeficliente de difus@o D(x), nos permlite escrever a densidade de pro-

babilidade estaciondria em termos de uma integral .(uma integral de 11-

nha em geral, veja sec¢do (I1.11))

11.11) CAS0O MULTIDIMENSIONAL PAR - Como estamos diante de um processo
'estocéstlco. estaciondrio a N varidvels pares, o problema se resume A
resolver a equagfo FP (1.70). Aqui = & uma variavel de N dimensSes,
real, x € FM

A condig®o de BD garante que J(x) se anule. A demonsitragfo &
simllar 3 realizaaa acima, no caso unidimensional, bastando 'apltcér

para cada componente J, (x) o mesmo raciocfnio a todas as ‘component.es

de x. Portanto temos que
Jytx) =0 , | (12.a)
ou numa forma mais explicita

by (%) P(R) - ———F-——————- ) (12.b?
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onde lembramos que estamos usando a convengdco de somatdria sobre (ndl -
ces repetidos (notac%o de Finstein). .

Suponhamos agora a éoluqﬁo em termos de um chamado po-

tenclal @(x)
CPIX) = expl - @(x) ] ' (1)

que substituindo na equag¢3o acima, transforma-a numa equag3o em @(x)

= bl()':) e e = Dtd(x) _____ . - (14)
Emd- axJ
Se a matriz de difus3o (DIJ) admite uma inversa para todo x, podemos
egcrever:
5D J(x)' SBCx)
Dﬁki(x) { - b1(x) + mmene—— } = Dﬂki(x)'{ DiJ{x) ———e )
aa(x)
= mmmm——— ( D-‘iki(x) DiJ(X) }
™
230 x)
= em——— &, .
kJ
EMJ-
o)
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ou ainda trocando os fndices k por i e vice-versa, obtemos

_____ = i) € = bp(x) + ===%-—— 1) | (15.)

00 lado esquerdo expressa a componente na dire¢¥o x; do gradiente de

@(x), matisfazendo portanto as condi¢Bes de rotacional nulo

= T = - (16>

subst.ituindo a equac3o (15.b) em (16), vemos que as fungdes drift pos-

terior b (%) e de difus¥o DiJ(x) sat1sfazem a equagdo

Bl (%)
D 0T = b+ e
1k by (% .
oy _ ;X
B & J(x)
= === 0 (YD - b () + —===—-—- LD B (17
Sx; E”(J
Com essa condig¥3o em mente, podemos fazer uma Integral de linha da
‘equago
oB(x)
_dB(x) = ————- dx; , (1 =1,...,0 , (18)
a

e obter independente do caminho



onde os exXtremos de integracfo superior e inferior s%o as N-uplas

(ay,...,ay) e (“1'*"'§N) respectivamente. Sendo a primeira WN-ipla
congtante que & definida pela condig¢¥o de normalizacg%o

Int{expl - @(x) J dx} = 1 . (203

Substituindo as eq.(19,15.b) em (13), obtemos a funcBo densidade de

probabilidade

PO = expl Intl D (x') O~ by (x") + ——-Frneo ) dx*' }» 1, (219

Ent¥o sabendo bi(x) e DiJ(x), sabemos £(x), via uma integra-

¢80 de linha da #q.{(15.b), que nos déd P(x), a solugdo da equacio de
Fokker-Planck em BD.

11.111)> CAS0O MULTIDIMENSIONAL PARFS F IMPARFS - Fste ¢ o caso mais ge-
ral, e serd dividido em quatro partes. Em (I1[l.111.4) damos a definigHdo
de BD para varidvels pares e fmpares, em (11.111.0) demonstramos uma
equa¢cdo de BD na forma de equag¢io operador, a qual.é mals conveniente.
Na seg%o (11.111.C) definimos os coeficientes reversfveis e irreversaf-

vels e demonstramos as condi¢Bes poté@nciais, e em (I1.111.D) deduzimon

a solugio da equag#o FP.
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tt.11t.A) Londighes 80 FPara Uaffdvefs Arbitrarias -

Para melhor entendermos o caso do Balanceamento Detalhado com
- varidvels pares e f(mpares, daremos um exemplo de uma equag¢¥o de FP  com
variavels velocidade e posigdo. Suponhamds um gds de partfculas, que
- sofrem uma transi¢do tal que, no tempo % tenha posigBes r" & TFI e

vaelocldades v*' € E¥, e adquire em G+t, poslig¢les r e velocidades v.

A densldade de prob. dessa transi¢¥o, a qual simbolizamos como

r',v',%) 2 (r,v, o+t |, : . | (22>
¢ dada por
. P(r' lv- ,E;I‘,V,E"'t-) ’ ‘ (Z3.2)

A transig8o inversa no tempo, neste caso, n3o pode =zer feita
" simplesmente trocando as varldvels posigdo e velocidade no tempo W,
com aquelas no tempo %+t. Mas temos que inverter o gsinal da variavel

fmpar, no caso a velocidade, & manter o sinal da variavel par, a post-
¢30 da partfcula, pois o movimento de p* para r ¢ de direg%io opsta da-

quela de r para r'. Tal transi¢¥o chamamos de fjaversao femporal @ 6s-

crevemo-la gimbolicamente como
r,~-v,G) > (r",~v"' ,5+L) . {24)

Sua densidade de probabilidade & portanto

TUpe, v, T;r ,~v" ,G+LY (25.a)



Desde que estamos supondo X(t) um processo estaclonirto, podemos es-

crever as equacgles (23.a) e (25.a), respectivamente, como
Pt L,V ,0ir,v, b)) | (23.b)

PO, v, 05kt vt L) (25.b}

Por definigl¥0 o principio de Balanceamento Defalhkado requer
'que as duas densidades de probabilidade conjunta, (23.a) e (25.a) ou

(23.b) e (25.b), sejam lguais, isto & :
SRt vt L, O0ir,v L) = op(r,v,0;rt v L) . : - (26)

Usando a densidade de probabilidade condicional, reescrevemos a equa-

¢lo (26

P{r*,v',0/r,v,t) P(r",v") = P(pr,-v,0/r",~v',t) plr,-v) . (27)
E tradicional & convéniente reescrever esta equag¥o em uma

forma mals geral na seguinte maneira : varidvels arbitrdrias x| se

transformam em varidveis invertidas, sob condic8es de Invers3o tempo -

ral, como

xi - Elxi ’ (28

onde

+1 s€e X, for par ,

m
il

-1 se x; for f{mpar
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Definicqo — A condiglo de BD geral, de (26), adquire a forma

CPOx',0:%,t) = PUEX,0;Ex,t) (29)

onde (Ix) = (Elxl,....ENxH) .

Usando a densidade de probabllidade condicional,reescrevemos (29)

-

P(x',0/%x,t) Pp(x') = P(Ex,0/78x',L) pPOLx) . (30)

11.111.BY Equagio Operador e &s LondigSes FPofdnciais

Vamos seguir, aquil, o tratamento em termos de operadores do
Risken (1984). Antes de derivarmos as condigBes poténcials, isto &, as
condi¢¥es necessirias e suficlentes sobre a forma da equagéo P, tatl
que o prlncfpié de BD seja satisfeito, exprimimos a definigcio de BRD
numa forma de uma equagdo operador eq. (41), e mostraremos sua equlva-
léncia & equagio (30). Daf ent¥o, mais facilmente obteremos as condi-
¢8ms poténclats.

Usando a densidade de probabilidade cohdicional P (que nada
mals & do que a fungio de Green da equa¢cio de Fokker-Planck), e o ope-
rador FP pr, escrevemos a equa¢do FP.

CaPix',0/x,t)
------------ = pr(x} P(x',0/%x,t) , (312

onde pr dado pela eq. (1.65).

A solug¥o de (31) estd sujeita 3 condico inicial

P(x',0/%,t) Iy = 8(x-x') . (32)
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Entdo, com (32) em mente, dizemos que a solug3o formal da equa¢3o (3I1)

¢ dada por:

P{x',0/x,t) = expELFp(x) t) S{(x-x') , , (33)
{.é., ﬂxp[LFP(x)J ¢ um operador que associa uma densidade de probahi-
lidade unitérla, S(x-x'), a P(x',0 / x,t). £ dito formal porque n¥o

existe uma maneira de construir explicitamente, mas podemos supor que
existe, Risken (1984). Para facilitar o entendimento podemos pensar da

funcBo delta de Dirac, 5(x-%'), como uma das funcBes usuais que s3o

~ usadas para definf-la.

" Substituindo (33) em (30) resulta imediatamente:

-exp[Lrp(x)tBS(x—x')P(x') = exp[pr(Ex')t]S(Ex—Ex')E(Ex) (34, a)

trocamos fF(x') por pP{x) no lado esquerdo de (34.a) pois-

B IPIR) = Blx-xIP(x) - (34.b)
¢ assim o operador atuard tanto sobre a fung¢do & como sabre F-

NDesde que somente mudangas de sinais est¥o envolvidas entre os argu-

- mentos ‘das duas fun¢Oes delta, em (34), podemos afirmar que estas s3o

fgualis. A equag¥do (34) ent%o resulta

OxpILp, (OLIBCx=x I PCx) = explLp C(Ex'ILISIx-x"IP(Ex) | (35)
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0 operador no lado direito de (35) depende de f£x' enquanto a fungo
densidade P & fungSo de fx, esta portanto pode mer colocada a es-

querda do operador, isto &,

‘exp[LrP(x)t]B(x—x')P(x) = p(Ex)axp[Lrp(Ex‘)tJS(x*x') . (36)

A eq.(36) é uma equag¥o operador e so faz sentldo quando aplicado a uma

funcg®o. Usando (ver apéndice B)

Alx’) E(x-%x") = A" (x) 8{x-%x') , (37

onde A & um operador diferencial rea! em x' e A* & seu - adjunto, na

eq. (36) resulta:

OxpILp GOLIE(x-%x"IPIx) = PUE)explLep(Ex)L ] ¥8(x-x1) © (3’

Ent3o

(ExpELfP(x)t]P(x) - P(Ex)axp[L*prfx)t])S(x—x') = 0 , (39)
Para que a equag¥o (39) seja vdlida para qualquer que seja a

funcio que ela aplica, a express¥o entre chaves deve ser nula, t.e.,

exptLFp(x)tJP(x) = plo)enplL*e (Ex2EY . (4Q)>

fp
Fazendo uma expans3o em série de poténcia em t das fungSes operadores

em torno de t = O , em ambos lados da eq.{(40), e tomando somente o

termo constante € o linear em t, chegamos 2
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PR = pOEX) . (41)
© & equagio operador
ITP(H) PI{x) = p(x) L*fp(Ex) ’ (4?2)
onde de novo esta ¢ uma equag¥o operador, e tem significado quando &
aplicada a uma func¢do f(x) a 2ua direita, ou seja:

"LFP(K) (Pix) F(x)] = p(x) L*PP(Ex) f(x) '

l.e., demonstramos que a &q.(30) Implica as eqs.(41) e (42).

Na dire¢3%o inversa, temos que me as eqs.(41,42) forem
satisfeltas, o sistema estard em Balanceamento Detalhado.Podemos ver
jeso da seguinte maneira: aplicamos o operador FP, LFP' ao primeiro

membro da equag¢do (42), e obtemos

prtx} [pr(x) Pix)1 = prﬂ(x) FOx)
= pr(x) CPpix) L*fp(Ex)T
= [Lpg(x) POOT L p (60

[Pk L*'p (EXI] LTp (Ex)
fp fp

[}

() L*fpﬂ(fx) . . (43)

Repetindo n vezes a operac¢3o acima, obtemos
?Tpﬁ(x) Pix) = p{x) L*fpﬁ . (44)

Multiplicando ambos oz membros de (44) por tW/n! & =somando sobre

n=0,1,2,... , resulta:
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“~n fp

Real izaremos agora as etapas, em ordem inversa, que nos condu=iram da
equagao (34.a) a (42). Como cada termo do somatdério em (45) s%o opera-
dores diferenclials aplicados a p(x), podemos zepard-los de ¥ e soms-

los, apl icando a sOma a P(x) em seqguida, {sto &

(T (AM/n1) LpgN(x)) PO = PIx) (I (AN/n1) L*p NCEX) ), (46)

Os termos entre colchetes s%o expans®es em sdérie de poténcia em t da

func¥o operador expon&ncial, o que nos permite escrever (46), tendo

~(41) em mente, como a equag¥o (409, a qual & vilida para qualquerc fun-

cﬁo delta, {i.e., (46) pode ser reescrita como

H

PloxlexpIL e (ExX)LI&(x—~x")

fp
PUEX) (expIL*p (€X' L1 ) "B (x-x")

Bxp[pr(x)t]P(x}S(x—x‘)

[}

P(Ex}exp[LFP(Ex')t]&(x—x') , (36)

onde temos usado a «q.(37) na segunda linha. No segundo membro da

6q.(36) o operador depende de Ix' enquanto P & fungdo de f£x, porbtan-

to esta pode ser colocada 2 direlta do operador, obtendo assim a equa-

 ¢%o (35), 1.e.:

'BxpELrp(x)t]P(x)S(x—x‘) = exp[pr(Ex')t]S(x—H')P(Ex) . (35>

3
]

Substituindo a eq.(34.b) no primeiro membro resulta:
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axpEpr(x)tJSCx—x‘)P(x') axp(LfP(Ex‘)tIS(x—x'}P(Ex}

expCpr(Ex')t]S(Ex—Ex')P(Ex} ’ | (34.3)

que @ a aq.{(34.a). Usando a eq.(33) temos

P(x",0/%,t) pix') = P(Ex,0/Ex",L) plEx) . (30)

»

Fnt3o demonstramos que as eqs. (41) e (42) s%o formas equivalentes de

-

exprimir a condig¢%o BD,eq.(30).

. 4}
I.it1.6 Loeficientes Reversivers e Irreversiveiy -
Para mais convenientimente escrevermos a equagio operador
(42), introduz;ramos novos coefliclentes, a saber, a wvelocidade driff
frreversivel bYy o a velocidade reversiwve! b7y, as quals definimos

da seqguinte maneira:

b* (x) = (1/2) [hy(x) + £, b, (£x)] (47)
b ™y (x) = (1/2) [b (x) -~ élbt(Ex)J . (48
F portanto

by(x) = b* (XY + bT(x) . | (49)
A velocidade drift se divide em uma parte reversfvel e outra - irrever-

gfvel, cujas transformagdes a varidveis invertidas obtemos facllmente

substitulindo x por £x nas equacgBes (47) e (48), e zabendo que £2-=1,

isto é&:



b*  (x) = £ b* (Ex) ' _ (50)

b=y (%)

i

~ b Ex) | - | (51)
A parte irreversfvel se transforma de maneira opoata & derivada tempo-

ral de x , enquanto a reversfvel da mesma manelira, podendeo esta ser

observada no movimento determinfistico cuja equagFo

dxi
e = T (RY (52>
dt.

ndo ¢ mudadoe por revers3o temporal, como podemos ver facilmente escre-

vendo a equaco do movimento, onde o tempo t passa a ser -t e o wvalor

da variavel aleatdria x para fx, 1.6.,

dElxi

..... = b~ (£x) , (53)
d(-t)>

Nesenvolvendo o primeiro membro e substituindo a eq. (3.51) no segundo

membro, (3.53) resulta:

dxl 1

-—Ei —_——_—E = —=— bi {x) , (5H4)
dt. £

a qual, sabendo que §; 2 = 1, reaulta na equag¢¥o deé movimento (52).

[
Por causa da decomposi¢H¥o da velocidade drift, o operador FP
t.ambém se decomp@e numa parte reversivel e noutra irreversfvel, cujas

expressdes obtemos substituindo (49) na eq.(1.65),



ab*i(}() QEDiJ(K) "
P + ——eeBe ; - (56)

Tep (%) = Lopp(x) + Lop G0, (57)

onde L*fp(x} significa gperador FP posterior irreversivel, ndo mals
significando o adjundo do operador FP posterior (ou gperador FP  ante-
rior). Substituindo (49) em (1.73), obtemos a decomposigdo da corren-
te de probablilidade total J, numa parte reversive! J7, @ noutra jrpre-

versfvel JY. Fxplicitamente

JpGe) = J7 00+ J 000, : (58)
onde
J %) = PO BT (k) " | - (59)

\]*i (x) = P(x) b+1 {x) - wrmemr——————— v (6:0)

Uma vez que as varidvels reversfveis e Irreversfveis foram
introduzidas, trabalharemos a equa¢io operador (42) afim de ohter as

condigBes poténciais. Sua forma explficita é



abi(x) aEDiJ(K) a
- e i 1 p(x) = pP(x) [ byCEx) ——————= +

+ nlJ(X) ______________ 1
a(Ein)a(EJKJ)
Desenvolvendo o primelro membro, colocande o operador (/o) do

do esquerdo para a direita, resulta

‘aEbl(x) F{x)1 a a[DiJ‘K) Flx)T &
- mm— e —— - b’(){) Pl - — - + - ——————————~ ——— -

oy axy X 4 axy

E;usando_o fato que [3/23(%;x)] = §,[a/ax;1 no segundo membro,

aste regulta:

2 ‘ .
£y P(X) byCEx) ~== + £, PIx) Dy j0Ex) —m===n ,
axi - BK,E’K

. Transcrevendo o segundo membro para o primeiro obtemo:s:

(61)

ia -
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“alb(x) p(x)] o QEDiJ(x) PI(x)1 2
- mmme e ———— - byix) PIX) ——— + =T —— -
oy oy QKJ <y
D2IDy ;(x) pP(xI1 BID, (x) P(xI] 2 | | o2
——————————————— + e temsssemn = ——— DiJ(") PIX) ————--
axiaxd Bxi ij EKjBKJ
o a?
- E, P(H) bl(EK) _——— - leJ P(K) DiJ(EX) ““““““ = Q (62)
. axl axiaxJ
Se DiJ = DJ! » temos a igualdade entre o quinto e 0 terceiro termo, a
gaber,

Ek[DiJ(x) PIx)] B

;]

QCDJi(x) P(x)]1 B

= mem e o, EER{ 7))
QKJ En‘ci '
com isto em mente, agrupamos os termos de mesmo operador em (62)
o EKD,JCE) pix)]
== { byx) px) - ————=————————= }
QK; BHJ
B[Dij(“) Pix2] o
( Px) Ibyjx) + b (Ex)] - 2 ———-=——-—-———-——~ Y} === 4
axJ oy
8° |
[-E § TEE AL EE T: W —
P(K) { DlJ(x) - E{CJ Dij(Ex} } i = O . (&4)
E’xid}(J
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Usando as equagdes (1.73) e (58) no primeiro termo; (50) e (KO) no se -

gundo termo, reescrevemos (64) como

LI~ () + J* (x)] 3 .

. S S M P -2 J*(x) - +
o=

+ P(K) { Dtd(x) - EiEJ DIJ(E){) } —————- = () . (65H)
o § B

Para que essa equagio operador seja vallda, os coefliclentes das daorl -

vadas de zero-ésima, primeira e segunda ordem devem =zer nulogs, lsgto &:

nlJ(){) = ElEJ HIJ(EX) ; ' , (66,
'J'i(x) = 0 ; - . (66
a\.l‘.l(}()

P -0 | (66 .

0 conjunto de equagBes (66a-66¢) gHo as condi¢Bes necessdrias o ‘sufi-
Eientes para o balanceamento detalhado, o qual chamamos Eﬂnd;fgbg po-
ténciafs, cujo nome torna-se-4 claro no ftem (11.111.D).

Usando as condlg8es potencials, sob BD, podemos fazer uma
tdentiflcag3o entre a velocldade drift {rreversivel, b*, com a wvelo-
cidade estocdstica U, a valocidadé drift reversfvel, com a velocidade
corrente V. Para provarmos a primeira asserqgdo, substituimos a equag3o

(1.76) em (60) & obtemos para J*; a expressio

ar

)

)
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JH 0 = [ bY(x) - UG T P (67)

'F usando a condic¢®o potencial (66.b) em (67) obtemos

[ T (%) - Up(x) 1 pix) =0 L68)
Para que esta equacgdo seja véllda'hualquer que seja o valor de X, @
axpressdo entre colchetes deve ser nula, isto &,
1
Para provarmos a segunda asgerc3o feita acima, substituimos

(66.b) em (58), usamog (1.74) e (59) sairemos com a igualdade

b=y (%) P(x) = V,(x) pPx) (70)

que se mantém para todo valor de x. Portanto

b= {x) = V(%) ' (71)
0

Se tivermos somente varldveis pares, b* = b e b~ = 0. Portanto V=0 e

U=D5b, o que implica b+ = -b, em concordancia com o demonstrado no

ftem (11.148).

11.111.DY Solugio da Equagao de Fokter-Planck -
Escrevendo a solug¢¥o estacioniria da equagfo de Fokker-Planck

na forma de um potencial



PIx)Y = EXPI[- @(x) ) ' | (72)

onde @(x) pode ser 1nte;pre£ado comce um poténcial termodinimico gene-
ralizade (ref.[6] pag. 106). Usando (59,60), (66.b,66.c) e (72), colo-

camos ag condicdes poténéiais (66.a-66.c) em termos do coeficiente de

difus¥o, dasg velocidades drift reversfvel, {rreversivel e da funcio

poténcial,

Ppg O = €85 Dy jCEXD ‘ - (66 . a)
8D j(x) () )

b+i(}'€) = mmm———— - DiJ(K) “““““ (732
& o j

ab (x) HBIR) -

———————— = b7y (%) —---- (74)

o S

se a matriz de difus¥o possuir inversa, podemos resolver a
aquago (73) em termos das componentes do gradiente de @, Procedemos

multiplicando ambos membros da equag¢@o (73) pela matriz inversa, e

- usando o fato que

ﬁﬂkl(x) DiJ(x} = SRJ | (753
onde SkJ & a funglo delta de Kronecker, obtemos

A —— = n‘"‘kt (%) [ ~-=-—"——~- - b+l(>{) ] (76)

Noe fato que o rotacional de uma funcgXo gradiente & nulo, t.iramos a

condi¢do de integrabilidade



E omm—m——— (77)

@ portanto d% pode ser escrito na forma de uma diferéncial exata (dai

O nome poffncial)?

4@ = ——--- da, (78)

C@(x) = Int{ -----—- dx'y, ) (79

com os extremos de integrac®o superior e inferior as N-dplas
(?1""'3H) e (xi,...,xﬂ) respectivamenté.
Substituindo (76) e (79) em (723, obtemos por uma integracfo de 1inha

'a s0lug¥o densidade de probabilidade estacionsria

- p(x) = EXP{ IntID% 4 (x") ( ——==——— - - bY(x") ) dx') } (30)
BN'J ' '
com limjites de integracgfo (al,...,aN) [ (xi,...,xu), e onde a primeira

N—ﬁpla'é uma constante determinada pela condig¢¥o de normalizacZo.
Ent3o, de novo, zabendo o coeficiente drift b e de difus3o D

explicltamente, poderemos calcular a solucdo da equac3o de FP, p(x),

em BD.



e

Encerrando esse capftulo, notificamos que existe uma forma
tensorial das equacgBes FP e Langevin, bem como das condic@es RD (foge
ao eacn#o deste trabalho). kEstas equa¢les podem ser usadas, em parti-
cular, em gistemas de coordenadas arbitrdrias, em espagog Fuclidlanos.

Ver reférencta [9].
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CAPITULO 11t

Apresentaremos, neste capftulo, dois exemplos de sistemas (-
stco que est3o em Bal anceamento Detalhado, cuja évoluqﬁo temporal
é dada pela equag3o de Langevin ou, de maneira equivalente, pela equa-
¢80 de Fokker-Planck. Primeiro apresentamos um exemplo de sistema em
équ{lfbrlo térmico, Distribulg3o de Beoltzmann, na sec8o (111.1); em
em seguida, um exemplo de sistema ffsico longe do equilibric termico,

Largura de Linha de Um Laser Wono Modo NZo Sintonizado, na secgB3o

(1171.11).

1171.1) DISTRIBUICAO de BOLTZMANN - Suponhamos o moﬁimento de uma par-
t{fcula num melo estocdstico a temperatura T, Isto ¢, num meio que pro-
voca flutuagBes em seu movimento. Assumiremos que o movimento ¢ unidi-
mensional e o estado da partfcula & descftto por sua posi¢lo R e velo -
cidade V [3]. Podemos supor, atuando sobre a partfcula: uma forga vis-
cosa diretamente proporclional a velocldéd@, -BV , onde B & uma cons-

tante que depende da viscosidade do meio e do t.amanho da partfcula,
uma forga ﬁ‘(R) derivada de um poté&ncial U(R); e uma forga, ndo mwmals
macroscdplicas como ag duas anter!otes, mas microscépica e estoéégtica,
PCE) (dUCE)Y = Pydt , WBL) é& um procésso de Wiener). Ent%c a equa-

¢330 de Langevin do movimento da partfcula &

————— = V(L) 1



6?7

dv(t) U'(R) BV (BKT) 4 -2
————— R i ittt o € 95 I (2)

KUY > =0 ; <L) LY > = 2 S(e-t*)

]

onde k & a constante de Boltzmann, e o coeficiente (BkT)4“2 sers

Justificado posteriormente.

As equagBes (1) e (2) se encontram na forma das equagBes de

Langevin ([1.18.a}), (ver Risken (1984))

dxX, (t) .

““““““ - hl (X,t-) + gid(x,t) rd(t) H {(3)
dt

£ LY > =0 < rl(t) FJ(t') » =2 SiJ{t‘t')

Entre as eqs.(1,2) e a eq.(3) hd as seguintes 1dentificacBes

Xy =R ;i Xo =V

dy1 = 912 = 921 = 0 i gpp = (RKTYi/2

Tqat) =0 i Tolt) = ML) |

l Usando as eqs.(1.78,79), temos que : as componentes do coefl-

ciente drift s3o

b, (r,v? v : | (4)

-bv(r,v} - [Uu'(r) + Bvl/m , - (5)

e of elementos da matriz de difusfo s%o constantes e valem

D = D = D = 0

rr rv vr ; (6
BkT

Myy = === . - (7)
mﬁ-

Subst.ituindo as eqs (4-7) na equag¢®o FP, eq.(1.64), resulta



erPl(r,v,t 3 vPir,v,t) 1 olU'(r) + Rvipir,v,t))

Zm el e m ——— — — -

- e mmece e + e m e —————— +
ot or . S m awv

BkT a2p(r,v,t)

+ ——m—— ————m - ; (8)
m2 ava
Supondeo=se o sistema estacionario, P(r,v,t) = p(r,v), e portanto o

primeiro membro da eq.(8) & nulo, obtendo-se entZo

8 vPrir,v) 1 (LU (r) + Bvle(r,v) ) BEkT a2p(r,v) .
- e ——————— T e e L = 0 . (9)
or m av m2. v

Aqui, r (a posig¥®o) & uma varidvel par e v (a velocidade) uma

varlavel [(mpar. Ent3o

Er = r (10)
Eyv = -V (11)
Usando as eqs.(4,5,10,1i) e as eqa.(11.48,49), obtemos os coeficlentes

drift irreversivels

ba*(r,v) = 0 : (12)

b, *(r,v)

v - Bv/m | (13)

e o8 reveralfvelis

b."(r,v} = v ; | (14)

b, (r,v) = - U'(r)/m . ’ (15)
As equagles (6,7,10,11) nos garante que a condig¥o de Ralan-

‘ceamento Detalhado (11.66.a) esteja satisfelta, enquanto as aqs. (6,12)

e (11.60) nos garante a satisfagBo de parte da condigZo (11.66.b), fa-

to &

.Jr+(r'V) = 0
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Para que a outra parte esteja satisfeita, ou seja,
Jv*(r,v) =0 |,

t.emos que, usando as eqs.(6;7,13) e a eq.(11.60),

v BT apl{r,vw) -
- == P(r,Vv) - ———— —————— =0 |,

m m2 av
ou ainda

_______ = - vpir,v) (16>
m oV

A solug@e da equagfo (16),

Pir,v) = expl - mv2/2kT 1 f(r) , ' (17)

garante ent3o que a segunda condig3o BD, eq.(l]1.66.b), esteja asattis-

feita (f(r) é& uma fungfo de r até entZo arbitraria). A terceira condi-

¢80 BD, eq.(11.66.c), escreve-se

et it = 0 . ) (18)

V omm e i =0 . (19)

Subst.ttuindo a eq.(17) em (139), obtemos

i df (r) U'(r)

UNICamP
BIBLIOTECA CENTRAL




65

cuja Bdluqﬁo #¢ dada por )

.f(r) = expl - U(r)/kT 1 . (20}
Assim ;s trés condi¢Bes BD s3o satisfeitas e a densidade de probabilt -
dade P, seri

Plr,v) = c expl - [ (nv2/2) + U(r> 1 7/ KT } , £721)

onde ¢ @& uma constante de normalizac¢¥o.

A eq.f?l) ¢ a familiar distribui¢io de Boltzmann da mecinica
egtat{stica. Notamos que o denominador kT surge do assumido coeficien-
.te da forca de flutuacgdo (estocdstica) (BkT)4“2 na e&q.(2). Hessa
equag¥o temos uma parte macroscdpica (determfstica), e a ela, adiclo-
namos a forg¢a de flutuagdo cuja magnitude-permlt{u reproduzir exata-
mente a distribui¢®o de Boltzmann. lsso nos diz que representar um
giztema de particulas independentes, num banho tdrmico 3 temperatura
T, por um processo de Wiener estaciondrio, da forma da equacgdo de l.an-
ggvtn (1,2), @ em Balaceamento Detalhadol possul consideridvel vallidade
ffsica.

T11.14) LARGURA de LINHA de um LASER MONO MODO NXO SINTONIZADO - As

pfoprtedédes estatfsticas do Laser tem sido investigado tanto teorica-

mente como experimentalmente, em detalhes [181. Para um lLaser com um

simples modo, prdéximo a regl3o limiar (threshold) e sintonlzaéo (dife-

rengca entre frequéncia atdmica e da cavidade, nulal), a teoria ¢ sim-

ples é concorda com os dados exper!meﬁtals mutto bem. Quando o Laser
- ndo ¢ sintonizado, as propriedades estatfsticas da intensidade n%o se
Flcomplicam tanto, como no caso de se obter informa¢3o a respeito das
‘-prcpriedades egtatfsticas da fase da .luz do lLaser, por exemplo, a
r

~usual largura de linha, ver figuras 2 e 3. 0O que faremos nesta se¢Xo,

¢ exatamente isso, obter teoricamente as curvas do fator largura de
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linha, de um Laser mono modo nZ%o sintonizado perto da regiZo lilmiar,

fig. 2 e 3. Para tal, flzemos cinco divis@es : em (111.11.A). apresen-

tamos ﬁm resumos dos resultados; em (II1.11.B), mostramos que os coe-
ficientes da equac¢do FP satisfazem as condig®es BD; na subsecHo

(IT1.11.C) tintroduzimos o oparador L generalizado (para processos es -
tocdsticos em BD), e a partir de suas autofungBes, obtemos uma expres-
sdo0 para a deﬁs!dade de probabilidade conjunta; em (I1I1.11.D), apre-
sentamos a densidade de probabilidade conjunta para o nosgso l.aser; na
subse¢do (I11.11.E), calculamos a fungBo de correlacio da amplitude da
luz do Laser, e apartir desta obtemos finalmente, a largura de 1linha.

Teremos referéncias [19-23) como principalis.

T11.11.8) Resumo dos Resultados.

A largura de linha Av pode ser escrita como

AV = g— o Ca,8) . 22y
. P

Aqui, C é uma constante do Laser contendo o par&metro de sintonizacfo
3; o qual & deflnldo na equagdo (27), P & a poténcia de safda e % &

o fator largura de linha., No caso em que o Laser & sintonizado (&=0),

& (a,0) varia de 2 para 1 passando pela regi%o limiar, de baigo para
cima do limiar, isto &, variando o parf@metro de bomheamento de valores
negatiﬁos para positivos, ver flgura 2. Quando o Laser n3o ¢ sintoni-

»ado, esse fator ¢ aumentado, ver fig.3. Se a dessintonizag¢Bo n%o for

muito grande, % (a,8) pode ser aproximade por valores da sintoniza-

¢¥%o, da seguinte maneira

o (a,8) = o (a,0) + [ 2 - & (a,0) 1 &2 (23)
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( WATTS1

Fig. 2. Alguns valores do fator largura de linha &(P) = ﬂL’ determinados experimentalmente (oequenos circulns).

A curva I1T representa resultados tedricos dados por Hemwstead |, tax, e tambem pelo Risken. Curvas T ¢ [I <30 ore

ditas por Grossmann £ Richter, Esta figura foi rEProduzi&a da ref. [211. '
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Fig.2. O fator largura de linha EL(a,R) tanto como uma fungio do paramctro de bombeamento, &, hem copn uma
fungao da pntéhcia de saida normalizada P/Pthr' para varios parimetros de sintonizagdo & (curva =olidad, A
aproxisacao, £9.(23), € tambén aprecentada {linha pontilhada). Note que necza figura = poténcia de bawbeamento €

aumentada para a direita, enquanto na fig.2, ela € aumentada na direclo esquerda para direita . Ver rof. [211,
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Fig, 4. Explicagdo do aumento do fator largura de linka devido a dessintonizagio.

Ver ref, [21).
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A elevagdo do fator largura de linha, devido a desslntnnizacﬁn, pode
srer explicado da seguinte maneira (21,221 (ver fig.4) : Com a sintoni-
zagdo, a'razao de 2 para 1 ocorre porque acima da reglo limtar a am-
plitude do Laser & estabilizada e portanto, somente metade do ruride
(somente aquela na direc¢do-9) contribuil para a largura de linha., No

caso em que n¥o hd sintonizagdo, entretanto, as pequenas flutuagfBes na
direcéo-r leva a uma adicional dif&sﬁo. Se temos sintonizacgio, o fator
largura de linha pode ser expressado por um autovalor de um certo ope-
rador hermitiano. Mas tomando dessintonizac¥o em conta, temos que re-
solver um problema de autovalor de um operador n%o hermitiano. Entre-
tanto o problema é simplificado, em certa extens%o, porque as condi-
¢8es BD s3c satlisfelitas.

HT.41.8) Lquagses da Amplitude do Laser Mono Modo Nio Sintonizado.

As propriedades estatf{sticas da amplitude da luz de um Laser

mono modo, E(t), =s%o descritas pela amplitude complexa u(t), isto ¢

E(t) = ult) expl ~lw bt T + uk{t) expl iw,t 1 . (24)
Perto da regi3o limiar, a equagdo da amplitude u(t) & a equagio de
J.angevin [21,22)

C———— = B (1 + (8 [ a (g/RY4-"2 - Jul2 J u + ["(LY (25)

FLX> = 0 ; <L) TR(L'I> = 4 g &Ce-t') ; <P(L)Y T(L'Y> = 0O (26)
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Na equag¥o (25), 8§ & um par8metro de sintonizag¥o, o qual ¢ definido

por

& = - ' ' (277

onde w_ 6 a frequénclia da cavidade, w

c # a freqéncia atémica, ¢ 7 & a

a

largura de 1linha at8mica (largura de linha da cavidade << ¥). As

constantes do laser B e g dependem do par8metro de sintonizagXo. RNo

noggso caso [21), temos que

£CO) . _ .
B o= B(E) = —————- ; | (78)
. 1 + §2
| g(0) :
g = g(&) = ————- : . - (29)
i o+ &2

Devido ao fato que [(t) & delta corre]acionadé, e ¢ grande
o numero de fotons, suporemos u(t) um processo de Markov contfinuo. Fnt3o
a densidade de probabilidade condicional de u pode ser determinada
por uma equag¢io de Fokker-Planck. Denotando a parte real de u por x, @
a parte imagindria por x» (n¥o faremos aqul distingdo notacional entre
um processo estocastico, varidvel aleatdria, e o valor dessa vari{d-
vel), temos que
u o= Xy b i %o . (30)
onde assumiremos x; uma varidvel aleatdria par,e x,, uma varisdvel f(m-

par, assim
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Seja também )
P = P ) + 105 () . (32)

Substituindo as eqg.(30,32) em (25), obtemos

dx4 (L)

—————— = f (a (g/R)§72 — (x42 + xo5?%)] Ixy - o &1 + [4 (L) ; ¢33
dt.

dxp (t.)

———=—= = B [a (g/B)4/2 - (%42 + X52)] [xo + X481 + [(5(L) : (34)
dt '

Inserindo as eqs.(30,32) em (26) resulta
<CPhy) =0 : < Pyt FJ(t') > =2 g GiJ G-ty (35}
As eqs.(33-35) 580 as equa¢des de Langevin e est¥o na forma das nﬁua~

¢Bes (1.19). Usando entfo, (1.80,81) e (33-35) obtemos os coeficientes

arift

byxy,xp) = B [a (g/RY472 ~ (xq2% + xp2)1 Ixy - x5 &1 (36)
bplxg,xp) = B [a (@/R)42 = (%32 + x50 [xp + xy 81, | (37)

¢ 05 elementos da matriz de difusio

1T 11.B. 1Y  Equagio FFP o o Laser Mono Modo MSo Sintonizado - Substi-

- tulndo as eqs.(36-38) na eq.(1.65,66), obtemos a equagHo FP
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% n
o% P(Ka‘ ,Kp',t'f)‘(],)(?,t) aZ P(Kj.,xp L /Kj,xp,t)
P QR A A APt et A SN A S st , (39)
oy ® X2

cém a condig®o inicial, eq.(1.69),
P(x,‘,x?,t'/xj,x?,t') = S(K_l_xl‘) S(K?_K?I) v (40>
Fazendo as seguintes mudangas de varidvels,

X, = (B/g)47% x,

T = (gRYs72 T | (41)

na equag¢fio (39), obtemos uma equacdo de Fokker-Planck, onde as
congt.antes do Lager, £ e g, s%0 normalizadag para 1. Usando os
novos coefliclientes drift e difusio, onde aparecem as novas varlivéis

Xy, ¥» , B =g =1, e as eqs.(11.47,48), obtemos as velocidades

“drift. irreversfvels

B (X Xp) = oA - (O Xe2 4 Xp? )1 Xy (42)
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Br'a(Xy ,Xp) = [ a - (X2 + X52) 1 Xo (43)
@ ar velocidadesr dplft reversiveis
b™y(Xy,Xp) = = [a - (X432 + Xp2) 1 X, & . | (44)
b"?(xj,xp) = [ a = (Xj2 + Xn2) ] Xy & . (45)

Os elementos da matriz de difus3o, eq.(38), serio

J11. 41 .RB.2Y Condighes BD © o Lascsr Mono Modo Mo Sinfonizado - As con-
dic®aes BD s3o0 satisfeitas como pode ser visto : A primeira condigio,

(11.66.a), obtemos facilmenﬁe tendo em mente as eqs.{(41,46). Para ver-
mos que a segunda condi¢¥o BD & satisfeita, nFo usaremos (l1.66.b) di -
retamente, mas sim , sua forma equivalente, a qual & obtida substi-

tuindo a eq.(I1.76) em (I1.77), ou seja

2 8Ny | 3 any |
== Dy 0 === = Db*y 1} = === DN [ === = Db* 1} . o (47)
ox aKJ oy, EiHJ 2

Substitulndeo as eqs.(42,43,46) em (47), & sabendo que

obtemos a zatisfag¢¥o da segunda condi¢¥@o BD. Para a terceira condic%o,
também n%o usaremos a eq.(I1.66.¢), mas sua forma equivalente (obtida

gubst.ituindo a eq.(I1.74) em (11.76))



it TS (A i S B (49>

s

¥ suficliente agora substitulr as eqs.(44-46,48) em (49) para vermos a

satlsfag¥o da tercelira céndicﬁc BD. Lembramos aquil que estamos usa;do

a convengdo sobre fndices repetidos. M. Lax (ver ref.(36] citada na

ref.[21]) tratou ambas varisvels, Xy @ Xo, como varidvels paros, esta-

belecendo assgim, que as condigSes BD sdo vicladas na presenca da des-
sintonizag#o.

11.11.C) Operador L & o Balanceamcnto Detalkado.

Por conveniéncia, a qual torna—se—é‘claro, Iintroduziremos o

operadonr

L = expl@r2] LFP expl- @/21 ; L* = expl- @/21 L+ expld/2] , (50)

fp

que substituindo na reléc%o BD (11.42), esta simplifica para

CTAXY = LY(OERY . . : (51)

A eq.(51) junto com @(x) = G(fx) sHo também condicBes necessiria e

suficientes para Balanceamento Detalhado.

HITI.11.C.1) g Operador L = & Equagin FF - Podemos escrever a equagdo
FP posterior (1.66), e a equagdo FP antertior (1.67), em termos do ope--

rador L e L.*, respectivamente (ver BApéndice D), ou seja

e P(x',0/%x,3) P(x',0/x,%)
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o

——= L Yolx') PUx',0/x,8) 1 = L*(x") [ ¥o(x') Plx',0/%,@ 1 , (53)
2% |

-

onde
Yo (x) = expl - @(x)/2 ] . (54)
Fatamos supondo aqui, um processo estocéstico X{(t) estacionario. Ambas

as eqs, (52,53), juntamente com a condi¢¥o inictal (1.69), possuem so-

lugqo em comum dada por (Apéndice D)
P(x',0/%,%) = { ———=——- exp [ L(x) & 3 } &{x-x") - (55)

Fxpandinde a fungo delta de Dirac, na eq.{(55), em sdrie de
autofung@es do operador L, obteremos uma expansio em série, para

A densldade de probabilidade condiclonal Pix',0/x,%), em termos des

t.as autofuncdes.

H1.41.C.2) Operador L & os Cosficisntes Drift & Difusio - Fm geral o
operador L n%o ¢ hermitiano, mas prova-se (ver Apa&ndice E) que L. pode

ser escrito como [20)]

: (56)

T.{x) = LH(x) + LA(x)
(= @ 1 i A (%)
LH(x) = --- [ DiJ(“) ——— ] = m e { -—— [ DiJ(H) —————— 1 ; (57)
o EMJ ‘fo(x) = BMJ
a 1 HWO(K) ‘
'lﬂ(x) = = b7 (x) ——— + b“'(x) ——————————— . {5H8)
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o operador diferéncial entre chaves, na eq.(57), n¥o atua sobre uma
'Funcﬁo'do lado de fora dessa chave. As eqs(57,58) podem alnda ser es-
critas usando uma forma mats explfcita, Ilsto é, 86 envolvendo os coe-

ficlentes drift e difus¥o, ou seja (Apéndice F)

o D
g (x) = === L Dy j(x) === 1 = V(o (59)
Bx, QKJ
onde
1 o _ AP, (x)
V(x) = ——=—- ( === [ Dy (x) ——=—- 1)
Yo (x) o | BKJ
= === DUy (X)) [ =mmmmm- - b (x)T [ —=Smmmn - b* (x> ]
4q Bﬂk E'K]
- —mm mmmmtao- 4 mmm e ; (60)
o a}(ja)(d 2 8)':1
Ta(x) = = b7 (x) === = —-- ——mmm- . | (61)
ey 2 oy :

Pode-se mostrar (o raclocfnio é semelhante ao realizado no Apféindice A)

que Ly ¢ hermitiano @ Ly, antihermitiano, ou formalmente,

]:-*H('K) = ].H:(K) H - (67)
ARSI NERES Y 673 (63)
S o Laser for sgintonlzado (& = 0}, b‘,(x) = Q & entiaqo, LA(K) = 0.

Portanto L = Ly, hermitiano.
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I11.11.C.3) dutofungdes de L ¢ a Expansio da Bensidade de FProbabilida-

de conjunta -~ Procuramos autofungdes ¥, (x) do operador I.{x}, talque

Aqui, o sinal negativo & usado de maneira que, apegar do operador L
n¥o ser hermitianco, a parte real do autovalor M seja positiva (ver
Apé&ndice da ref.[20]1). Pode-se mostrar que o conjugado complexo,

¥i%(x), também & autofuncio da L{x) com autovalor X %, ou seja

LX) Wik(x) = - Ak Wik, | | | | (65)
e t.ambém,

L(Ex) V?*(Ex) = - ll* YW k{Ex) . (66)
Usando a Condiqﬁo.BD, eq.(51), em (66) obtemos

JA(x) W RCER) = = Ak W k(Ex) L __ | | | (67)

Fnt.¥o a condig¥o BD simplifica bastante os nossos calculos, polis se
conhecermos as autofunc¢des Wi(x) de L(x), & imediato as autofuncgdes
de 1.7(x), ou =seja Wl*(Ex). Como L(x) n3o é hermitianc, ndo podemos
garantir a ortogenalidade entre as suas autofungdes, para diferentes
autovalores. Entretanto, pode-se demonstrar que as autofuncties Y, (x),

de 1.(x), e Wi*(ix), do operador L*(x), formam um conjunto biorto-

gonal, Isto & :
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Int.{ [ ¥, kx(Ex) Ix% ¥j(x) dx ) = SIJ . | (68)
Apesar de L nd3o ser hermittano (b~ (x) # 0), asssumiremos a existén-
cia de Y¥,;(x) @ que estas, junto com Y kx(fx), formam um conjunto

completo. Ent¥o a fung¥o delta Dirac pode ser expandida em termos das

funcBes desse conjunto

§(x—x") .= 3y [ YWyk{Ex) 1% Y, (x> (69)
‘Feta equagfo pode ainda ser escrita como

Sfx—x') = Ty YOG Y Ext) ' (703
Substituindo a aq.(?O} em (55), e urando o fato que [20]

{ expl L(x) & 1 ) ¥,;(x) = ¥ (x) expl ~ X, & 1

: 7D
obtemos a expans¥o, da densidade de probabllidade condicional, em ter-
nos das autofunqaés de L e L*, ou seja
: Yo (0 :
P{x',0/%,5) = —————- Zy Wy lix') Yy expl - 2y &1 . (72)

Yolx') ’
Aqul o operador exponencial , expl L(x) @ 1 da eq.(55), n3o sc  apli-
cou a Vi(Ex'), por causa da dependéncla desta em £x'. A densidade

de probabilidade conjunta (estacionaria) & dada, para @ > 0, por

PR L,0x,B) = P(x',0/x,B) pPix')
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PIx',0:%,0) = W,o(x) Yo(x') Iy Wi (Ex") Wy (x) expl - X; & 1 . (73}
¥ claro aqul, que P(x',0/x,%) satisfaz as condi¢es ND, uma ver que

Woi(x} = plx) = plEx) = WOE(EN). Para obtermos a dengidade _dﬂ

A

probabilidade conjunta, para % % O, procedemos da seguinte mancira

Fecrevemos, como propriedade da densidade de probabilidade conjunta,
POe' 6 i, t) = pix,tix',t') (7

Usamos o fato que o processo estocdstico X(t) & estaclondrio, obtemos

(¢ = t-t")

Pix' ,0;x,6) PIx,0;x" ,-0)

PO’ ,0;1%,-B) , : (75)

onde na dltima linha, temos usado a condig3o BD, eq.(I1.79). DNa

eq.(75) obtemos, para T % 0, a densidade de probabilidade conjunta

Plx',0;%,8). = p(fx',0; tx, 1T

= Y,(x) Wm(x') Ty Wy(x") WilE) expl - 2y IW®I 1 . | (76
Com as eqs(73,76) em mente, estamos aptos a calcular fungBes de
correlacdo, muito \dteis no estudo das propriedades estatisticas, como

a largura de linha de um Laser.

IIT.11.D) Pensidadse de Frobadilidade Conjunfa de um Laser Mono HModo

- Nao Sinfonizado.

Na subsecdo anterior obtivemos a densidade de probhabilidade

- conjunta em termos das autofungdes dos operadore L e L* no dmblto qge-
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ral{(em BD). Aplicaremos agora, os resultados ao nosso caso, pols as
condigles BD 830 satisfeltas.
Fazandb ag mudan¢as de varltlivetls
Xy = r cos® ; Xn = r send ' (77)
nas eqs.{(42-46), e substituindo-as nas eqs.(59-61), obter-se-a o
operador L em coordenadas polares
o2 1 2 1 5%

Tp(r,©) = —== % =~ mom b e == = V(M) ; (78)
81‘-2 | ar- r2 BE)?.

Vir) = a + [(a2/4) - 2] r2 - (a/2) rt + (1/4) ré& ; (73

)
Ia(r,@) = - (a - rR) & -——— (80)
=0 .

Pele fato que expl in9 1 & uma autofungdoc de L com respelto a 9, es-

cCrevemos

H’k(){l ,X?) e e . (819
(r)472 (P2 4r2

A notacdo do duple fndice vem do fato que para cada valor do n, em

expl ina 1, obtemom uma equag¥o operador (eq.(83) abaixo). Para cada

uma destas, exlste auvtofungdes an(r) com dependencia somente em 1.

Quando X, vai para - X», & val para - @ (portanto & & uma varldvel

{fmpar), ent3o

Yomir? expl —~ind 1

H oemm——mm mmm——m——m az)
(p)472 (D42
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Substituindo a eq.(81) em (78-80), obtemos a aequagio diferédncial n3o

hermitiano, com autovalores A, . (geralmente complexos),

Y et UMy -V in (a - r2) §1T Y =0 ; (83)

Vo = [ n2 = (1/4) 1 (1/r2) + a + [ (a?2/4) -2 1 r? - (a/?) r% +

L]

+ (ré/4y ' (84)

A solugdo estacioniria WO(x) € uma autofuncio com autovalor nulo, co-

mo pode ser visto das eqs. (56-58).

CAIculo de Y5(x) : Sabendo pix) , podemos calcular Y (X2 . Substi-

tuindo a eq.(46) em (11.80) resulta

- P) = expl Inttb*l(X) dXq13 + Intib'5(X) dX51 1} (85)
Usando ag eqs.(42,43,77) em (85) obtemos,

PIr,®) = ¢ expl (ar2/2) - (r%/4) 31 ‘ caé)
onde ¢ ¢ uma constante de normallizac3o e vale

€ = emmme el : (87)

erf{a/?) = ———vm- Int{ - %= dx } . . (B8R

Na eq.(88), o extremo de integrag¥o superior & a/2, e o Inferior zero.

Mas p(x) = Woﬂ(x), entdo



Yo (r) = (c)1/2 expl (ar2/4) - (r%/8) 1 | (a9)
a qual junto com a eq.(81) resulta (A , = O
Yoo (P) = (2cr)i/2 expl (ar2/4) - (r4/8) 1 . 30

0

A densldade de probablilidade condicional, eq.(72), no nosso

caso, serda, (usando a eq.(81)) em coordenadoas polares

-
L]

1 Yoo
P(r',8"',0/r,8,%) = -5~ —eeceme— Zm an { Yaptr? Yaple) .
2 Yoolr®)
- explin(® - @')1 . expl- 2, &1 } , (312
‘ondem =0, 1, 2, ... ; n~-=,.., -1, 0, 1,

Ae densidades de probabllidade conjunta ser3do (usando eqs. (73,77,81),
para & 3z O,
PCr',8",0;r,8,0) = =w-mes soae— Th an U Yot Yapir™)

explin(® - &°)1 . expl- > . ©1 ) , (932)

prt 00,0, 0,5 = 29) Yeell Tp T 0 W () W (eh)
27r 27"
» axplin(d’ - &)1 . expl- lnmllﬁl1 . (33)
I 11.E) Fungdo de Correlagio € a Largura de Linha.
Para calcularmos a largura de linha do l.aser, & necessédrio
obtermos a - fungdo de correlagfo da amplitude de Sen campo .

Fmpenhemo-nos entdo em seu célculo.
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ITT.UL.E.1) Fuaglo de Corvelagio - A fung¥o de correjacdo da amplitude

ult) & definida por [21)

gla,%) = < uk{(t+%) ult) > . {94)
Para © » O,
g€a,® = Int { Int T uk u' pCu’,0;u,%) d2uy 1 d?u’' 1 . (95)

Reescrevendo a eq.(85) em coordenadas polares, e inserindo a eq. (92),

resulta .

G(a,T)

it

= ( Int [ r Yoolr) Yinp(r) dr 32 expl - 3, T 1

-

Gla,0) T Ap expl - X2, T 1 (96)

H

Ry = mmmm e e D , (97)

Colocando T = O na eq.(96), vemos que

Em Ap = 1 H m=2, 1, 2, ... . (38

Podemos pensar A, c¢omo a influencia relativa do n-ésimo ltermo na

eq.(96). Na regi%o prdéxima ao limlar (threshold), os cdlculos (ver
(22] cap. 123 de AO {m=0) apresentam que 1 - AO = Em Am ,m=1,2,...),
¢ da ordem de 2 % . Ent3o podemos fazer uma aproximac¥o para a eq.(96)

G(a,T) = G(a,0) expl -X;g, T ) . (99)



Usando a eq.(97), com n=0, obtemos uma boa aproximagdo para G(a,0)

(Ag = 1)

G(a,0) = { Int [ r ¥2_,(r) der 1 )2

f

Int T r2 VEOD(P) dr 1

< 1uE >, ' (100)

onde U = (R/gX47% u , ver eq.(41),
Escrevendo o autovalor XA, em termos de sua parte real, Red o

{magindria Imlin, isto &,

e retornando "a eacala original”, eq.(41), temos
'gla,® = < lul? > expl~ (gRY4/2 [Ral;, + 1lmr .1 &) . (101
Para o caso em que o £ 0, o cdlculo & similar e obtemos

g(a,t)

= < lul? > exp{~(gR)i72 [Rex;, + tImx;,1 IGI1)

= < lul2 > expl{~(gR)&-2 [Rel;, ITI - {1lmx;, T1) . (102)
gla,®) = gk{a, ITI) . (103)
111.1.F.2) fargura de Linha ~ A transformada de fourier da fungdo de
correlacdo da a densidade espectral, a qual nfo definiremos aqui (ver

(22,231). A largura de linha Av, no nosso caso, & dada por (a parte
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real de g(a,?%) s3¥0 tguals para @ 2 0 e T £ 0, aq.(101,102))

AV = (gR)4/2 Redl,

o g/ < lulz >

onde

N

< lul?2 > (g/g)s72 C Uiz >

< A1ur? > Int{ r2 Y& o) dr )

e erf(a/2) & definida na eq.(88).

A  poténcia de safda P dividida pela poténcia na

= mem—m—— e = - < e >

0O fator largura de linha & & definida por [21,23)

%, = % (a,8) = < JUI2 > Rely,

ou em té&rmos da poténcia de safda normalizada (P/P¢ )

2 P

Oy &= == ———= Rex
L 1o
(ﬂ}‘|1'2 pt-hl"

(104)

(1057

regifdo  limiar

(106)

(1075

108>
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A f1g.3 apresenta os resultados do cdlculo numérico desse
fator largura de 1inha, eqs.(lb?,loa) £19,21,231. HNo caso em que o la-
ser esta sinteonizado, @L varia de 2 para 1 passando pela regi%o 11-
miar. Com o aumento da daasintanlzagﬁc {( aumento de &), essa raz%o &
diminuida . Quando § é malor que 1, &y & até mesmo maior, na tvegliio
acima do limiar, do que ;baixo desta.

Para a dessintoniza¢¥o & r3o multo grande, H. Risken e
K. Seybold [21,23) propoem uma aproximagdo para o fator largura de linha

&, (a,8), eq.(107), onde esta pode ser expressada pelo fator ; (a,0)

com sintonizacg®o,

& (a,8) = 0 (a,0) + [ 2 -~ 0q0a,0) 1 &2 . | (103
Por exemplo : para 5§ = 1 temos, pela eq.{109), que o (a,t) = 2, o
qual & correto a menos de um erro menor que 7 %, ver fig.3. Para re-
gides muito acima (a >> 0) e multo abaixo (a << 0) do limiar, a

eq.(109) & exata [23].
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APENDICE A

OPERADOR, ADJUNTO DE FOKKER-PLANCK

Nemonstraremos que o operador de Fokker—-Planck anterior &. o
ad junto do operador FP posterior. O mesmo & verdade para o operador de
Kramers-Moyal, a demonstraclo & éiﬁilar mas nao sera fetta.

Observagdo @ Umttiremos neste apéndice as dependéncias em x e t.. Usa-
remos a notagZo de Einstein a menos que 'se diga o contriario.

Seja pr o operador FP posteriqr, eq.(}l.64), e denotamos por
L*Fp = (pr TYXx o seu adjunto, Aqui %X significa conjugado complexo
e LFP T é& o transposte do operador pr. Fnt%o vamos demonstfar, resu-

midamente, que
1-+f-p = - bt - + niJ ______ r

isto é, o operador FP anterior.
Prova : Seja { u, ) um conjunto de func@es que gera o espaco de aplif-
cages de pr. 0O elemento de matriz (pr)kl assoclado ao operador pr

¢ dado porvr

ab Bszi '
= !nt(uk* - -—=+ ~=—-=-"17 u; dx} , 1>
' Bx; aKiE?KJ
onde dx = dxq ... dry e y,., para todo k, se anula nos extreomos de

Integrac®o, os quais ser%o omitidos. Por defini¢Bo de operador adjun-—

to,
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rcl'f‘p)kl 1%

. ab, BEDjJ
= {lnt[uk* { = === % =————- ) 1y dxlYkx . : (2)
3}":1 axiax

Aplicando o operador pr a4 fungdo u,, calculando o conjuga-

do complexo e sabendo que os coefticientes b, e DiJ 830 reats, obtemos:

i - Y SO .....
(1. fp)lk = Int(uk r + 1 dw)
Bxi BH,EMJ
aU]* E’hi
= - Int(ukbi - dx} - Int{uku]* ——= dx}
o o
i §
aDy j Buyk ' a8y ; Uy X
+ Int(uk ———————— dx) + Int(uk ————— ~——== dx}
E‘D‘Ci BKJ BK'J =Lt
BEU]* . Eﬁf)id
+ Int(ukD1J —————— dx} + Int{upu;k% ----=- dxl} . (3)
$Xiaﬁd : ax,axd

Resolvendo no segundo membro da eq.(3) cada integral, da subentendtda
somal.éria, por integrag¥o parcial na dependéncia em x,, oblemos:
8% : Abandonamos provisoriamente a notag¥®o de Finstein.

au X aub

~Intfupb, --—- dx;} = - uyk% uy, by + Intlukx ————- dx
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ab oy,
I o
Temos usado o fato que tanto u;% como up anulam nos extremos de inte-
gragdo. Ent3o
Bu X ab any,
- Int{upb, —--- dx} = Int{upuk ~---- dx)} + Int{u;% b, ~--- dx)
axi axj . axl
Note que usamos dx e n¥3o dx,;. Reassumindo a notag¥o de Einstein temos
ou X | ob 4 DUy
- Intluyyby ——-- dx} = Int{uyu X ---- dx} + Int{u;*x b; ---- dx) " . (4)
Bx, ' ax, QK&

Ao substitulr a eq.(4) na eq.(3), o segundo termo desta & cancelado o

Uy, ahy . duyk

Jed iy = Intlupx by --=- dx) + Intlu, o Tl axy +
éxi axi QKJ
aD,J 20X afu X
+ Int(uk e e W)+ Int{uk niJ —e—————
BKJ 8K1 axiaﬂJ
+ Int(uk uyk —--—=- dx} . (5)
' BM,BKJ

Similarmente, desenvolvemos em integrais por partes em relacgfo a X, as
integrals N-uplas das duas dltimas subentendidas somatdrias da eq.(5).

Abandonamos novamente a nota¢3o de Finstein.
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Bni,j Buk
~ Intlu k —-=%. - dx,
BKJ oy

; (&)

aﬁu]* ok 2u X Emknij
Intluy Dy —=-—-- dxy) = up Dy === = Int{ —---.—-omes dx ;)

- Int{DlJ meeLsess odx ) (72

Na segunda linha das eqs.(6,7) usamos o fato que u, anula nos extremos

-

-de integragdo. Substitulndo as integrals simples, eqs.(6,7), nas inte-

grais N-uplas onde est3o inseridas, e usando a nota¢®o de Finstecin, o=

dots dltimos termos do segundo membro da eq.(5H) resulta
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3201J ah j au X
Iht(ukulk —————— dx} = - Int{u, - ——.———— dx) -
: aKiE!KJ BKJ Ez‘xi
aly j Buy
- Intlu x ——-¥ —-Z dx) a)
axJ ax
[ =]
8fu X 8l j au, X
I“t{UijJ ****** dxl} = - Int(uk ———————— dx) -
E”{i&xj Eb-ci BKJ
Bu X Dy
= IntdDyj momm L oes (D)
EMJ oy

Substituindo as eqs.(8,93) em (5), vemos que o primeiro termo da cq.(8)

e eq.(3) cancelam com o terceiro e o segundo termo da eq.{(H) reaspac-
tivamente. Portanto
. _ N BUk BDiJ E.“Jk
(1. f-p)lk = ,Int.(ul bi --~ dx}) - 1nt.(u1‘k “'"""""".:—"‘ dx)} -
ey QKJ ey
BU]* E“-lk
- Int(DiJ -———.—-——dx}
aXJ E’K;
ou aaak D p=tb)
K } i k
= Intluk b, --= dx) - Int(-------2 <=2 dx) (10)
oy ox a9y



Abandonamos a notag%o de Einstein para resolver as Integrals

simples,

por integrag@o por partes em relacZo a X s das N-uplas contidas no
dltimo termo da eq.(10).
ou X DiJ U, oy, Bauk
- Int(--—----~ o e de} = - uyX DiJ === + Int{u,;% UiJ —————— de
Bzuk
= Intlu; % D1J ~~~~~~~ de} (11>
EKJB}H
E portante
~ Int{--=--=--= commdx) = Int{ugk DiJ —————— dx} , (1.2)
BKJ axi axdng
que substltuindo no segundo termo da eq.{(10), esta resulta (reutilt-

#ando a notag#o de Einstein)

BUk E)‘-’uk
(1. f‘p)lk = Int(ut* bl -~ dx} + lnt.(ul* ﬂiJ ------ cdw )

ou B,

= Int{luyx [ by -—- + DiJ ~~~~~~ 7 dx}
E’“i E‘mj’a)cJ
(=) a2 .

= Int{uyx [ by —-— + niJ —————— 1 dx}
a}(i E’xid‘?x

(133
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C k r
]

l | (14)
2 o2
I Moo

!.*fp
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APERDICE B -
ﬁQUIVALENCIA DAS SOLUCSES DA EQUACKO ANTERIOR K POSTERINR
As solugBes formais, da equagdo KM posterior
aP(x't'/xt)

----------- = rkm(x) POt /xt) 1

e da equag®o KM anterior

gPx't"/xt)

e = Lop (x') POXE /xt) | ' ' | (2
para os operadores KM independentes do tempo, e com a condic¢do ini-
"cial

Pix't.'/xt') = S{x-x"') , ) (M
éﬁo dadas por

Pix't'/xt) =  expl Ly, (x) (£-t') T } &x-x") , (4>
. ‘

P(x't'/xt) = ( expl L*km(x') (t-+'> 1 1} ﬁ(x*x') ’ ' (5)

respectivamente.

Mostraremos aqui que as solugBes (4,3) s%o equivalentes, mas
antes demonstraremos que
Alx) E(x—x'") = A*{x') E(x—x"') , (6)
onde A*(x') é& o adjunto do operador A(x) geral, qun' contem comonte
operédores diferencials com respelto a x e fungBes que dependem somon -

te de x.
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Frova : Seja f(x) uma func¢¥o arbitriaria qualquer, mas no dominio de A.

Podemos escrever A(x) f(x) de duas maneliras distintas -

A(x) f(x) = A{x) Int{&(x-x') f(x') dx'}

Intb{A(x) S(x—x') f(x') dx'}

= Int(f(x') A({xX) S(x-%x') dx' , | L7)
também
Alx) fx) = !nﬁ(S(x—x') A(x') f{x') dx')

= Inb{f{x') A¥Y(X')Y S(x-x") dx'} . (8)
Subtratndo a eq.(8) da eq.{(7), obtemos
O = Int{f(x") [A(x)S(x*x') -~ A¥(x )8 (x-x")7T dx'} . (3)

Como f{(x') & arbitrédria, ent3o a expressio entre.co]chetea deve ser
nula, oulseja
Alx) E(x-x") = A* (') & (x-x") (&)
0

Para mostrar a equivaléncla entre as solucles, eqs.(4,5), co-
lccamosl:
Alx) = FXPL Ly, (x) =t*) 1 (10D
H; | .
A*(x') = FXP[ 1L.*(x') (t-t'> 1 , ) | | (11)
e substitulimos na eq.(6).

Neste trabalho o processo estocastico X(t) & estacionario e a
demonsﬂracﬁo, para operadores dependentes do tempo, foge ao nosso es-

copo, ver Risken (1884,
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APENDICE C

COEFICIENTES DRIFT, DIFUSXO E A EQUACXD WIENFER

Apresentaremos aqui um "esbogo da demongtragio” das

eqs{(1.80,81).

Na equagdo de Langevin

dX (£ ") | ,

——————— = hp (XL, 0" + T’y (1
at.’

STyt ) > =0 ;< Tt) Tyt > =2 g &5 8-ty

temos que

Xy b+AL) ~ xy= Int{h (XD ,4") dt’) + Int([ (L") dt') ’ (23
onde Xj(t) = Xy At > 0, t < L' 4 t+At (os extremos de inteqgracHo

g0 os extremos desse intervalo). Usaremos aqui a notac@o de Finstein.

Expandindo h(X{t'),t') em série de Taylor obtemos

hy(XE"),t') = hyGe,0') + X (') - xy 1 —m—mmoee oL (3
=g W
Substituindo eq.(3) em (2) resulta
ahy (%, t.7)
Xy (h+at) —xp = Intlh O, 6" db’' )Y + Inb{IX (') - 3 ~-=-=---= dt."}
¥,
+ IntdT (") dat' )y + ... (4)

(btemos (X t') - %] recursivamente, substituimos na eq.(4),
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X;Ce+at) - x; = Intth (x,t') dt') + Intil, <L) dt') +
Bhy (x,t.")
+ Int.{Intlh (x,t”) ——---m—wm at”1 dt') o
. axk N

+ Int{Int0(X, (L") - K]) ———— e at”) at'r + .. . (5)

Aqui t.5 7 # t', e os extremos de integracdo em t” t (inferifor) e

t' (superior). Dividindo ambos os membros da eq.(5) por At e farendo

L

At 5 0 (L £ t' £ t+Ab entTo t' 2 L ), o= tﬂrcnlros; quarto:s,

t.ermos do segundo membro s%o nulos. Tomando em seguida a média, obte-
mos
<X Ghat) - x> Int{h, (x,t") dt"}
lim - e = Jim 5  meemooe e e
Ht -0 AL At -0 At
= hy (x,t) - (63

.onde temos usado o fato que

< Fyt')y >2=0e < hyx,t") > = h x,t)

Subst.ttuindo (6) em

by(x,t) = 1im  ——————mmmmmommoo (7)

o coefictente drift velocidade posterior, obltemos

by(x,t) = hjlx,t) (8)
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Para calcyiar o coﬂf1glantq de difusio

SN SN S
Dyt = =-u g cweeaomeemTTTT ' (3

J
“ 2 At 0 At

| < (x‘(ta-gt,) - Kl] [XJ(t"'z},t) - x.1 >

O procedimento o niatlar,

PXUCRHALY = 1 % craary = xj7 = InbEInbThCXCE) )

g (XA E7) dt”Y det ) oA

# IntCIntlM e TG dt™] db’) +

» IntCIntChy(XCEIE) [ e At l de') v

+ lnL(Int[hJ(X(t"),t") FyCe’y a1 dav'y (10)

onde t < t' £ t+at , bt < t” € t+at ( intervalo de Int.egragio om

t' e t”, respecttivamente), Substituindo a eq.(3) no segundo membro da

eq.(10) resulta

IntCINtIM; (L5 F5CE") dt™) dt') + IntlInt.Chy (x,t) hj(x,t7)dt”1 dt")

+ IntCInk Il ") hyGat™) db”) de') + Int{IntIl j(£")h (x, £ )db 1at" )

ahd' (x,t”)

+ Int—(lntt(xl(t") - x], r‘i(t') _________ dt”71 dt*' )} +
Bhy (x,t°)

# IntCInt L (L") = xk) Pyceny Z_L D000 dt”1 4t ) +
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Calculando o valor médio dessa expressdo, dividinde por at, fazendo o
limite quando At-0 , @ com o fato em mente que < Fyt) > =0, te-
mos que todos os termos serdo nulos , com excegldo do primeiro. A
eq.(10) ent¥fo resulta

< [X,(t+at) - x,7 [X (L+at) = x .1

J \-l

= Int.(IntI< Ty (47 PJ(tf’) > odery 4ty (11)

Substituindo (11) em (9) obtemos

1 1
D’J(x,t) = ~-= lIim =~~~ IntCIntl< T,;(L") PJ(t") dt”1 dt ')
2 AL-0 At
1
= lim --- Int(Intlig SiJ SL'-t") dt”] dt'}
HE-20 AL
1 :
= lim e Intdg §, dbt'3 (52
Lt =@ Aot '

onde na segunda linka temnos usado 2 correlacio temporal de T8y iatn

»

€,

CTeety Pace™) »owm 20 &, 0 84"t

J 0N - " .
A ltima integral, na eqg.(i2Y, tem extremo inferior de integracho ©, &
superior, t + Ab. Entao

Int{g & ; dt'2 = g &

i oAt | (137

Substituindo (43) em (12, obtemos

faH

s 2. (T.84), ou seja

DlJ(::}t') L = &, . - (f4)
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APRRTHICE D

EQUACXO DE FOKKER-PLANCK E O OPERADODR T,
¥-nos conventiente escrever a equagdo de Fokker-Planck poste-
rior C(anterior) usando, no lugar de pr (L*Fp), o operador I, (L.%)
definido em (III.50}. "Demonstraremos” aqul ent3o, que se o processo

ectocastico X(t.) for estacionirio, a equagdo FP posterior pode ser es-

crita como

e [ mmmee PUx'L,O/%,T) 1 = LUx) [ ————— P(x',0/x,%) 1 (1)

e a equagdo FP anterior,

&

—em T YLIXT) P(XT,0/%,T) T = L¥(x') [ Yolx') Pix',0/%,%) 1 . (2
8%

Desde que a densidade de probabllidade condicional P(x',0/x,%) =atlg-
fagca, em (1) e (2), a condig¢?@o inicial
Pix',0/%,0) = H(x-x") , : {3

ambos ter3o solu¢Bes lguais, ou seja

P(x',0/%x,6) = —————~ { expl L(x) © 7 } &{x-x") . (4>
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Frova : Seja X(t) um proces=o estacionirio,

8 Pix't’'/xt) \
———————————— Lep(x) Pt /xt) (5)

a equacgdo FP posterior, e

o PGt /b))

———————————— = - L*Fp(x‘) Plx't.'/xt) , (6D
at'

a equacgfo FP anterior, onde em ambas, t  t', e o5 operadores Lrp(x) e
L*fp(x') sf®0 definidos por (1.65) e (1.68), respectivamente.

Na estacionariedade do processo estocdstico X)), temos
P{x't'/xt) = P(x',t'+0/x,t+1) . (7)
Fazendo M= - t', e t -t'= &, em (7)) obtemos

CPUx't/xt) = P(x',0/%,T) . . ;P
pe t' for constante, dt = d%, e a @q.(ﬁ)-ﬂgré

a P(x",0/%,%)

————————————— = Lrp(x} Pi{x',0/x,T) (3
o - |
Fazendo t constante, dt' = - d%, e a eq.(H)

o Pix',0/%,%)

————————————— L"ﬁ.,(x) Pix',0/x,%&)y . (10
el

Na defini¢do dos operadores 1. e 1. (operador adjunto de 1.3,
eq.(111.29), obtemos
pr(“) = axpl - B(x)/2 1 L(x) expl @{(x)/2 1 ; (11)

L*Pp(x) expl @(x)/2 1 L*(x) expl - &(x)/2 1 . (12)



Lembrando-se que
PIx) = expl ~ @(x) 1 = [ Y,(x) 12

reescrevemos (11) e (12

-

Lpp (38) = W (%) LX) —wmw-

(x) = —~~—- L7 (%) Yo ()

Inserindo as equag@es (13) @ (14) em (8) e (10), réspectivamnntn,

sulta

-] 1

—_——— [ e P(x',0/%,®) 1 = L{x)
an YW _(x)

a equagio FP posterior na forma do operador L, eq.(1); e

o

e D Wa(x') PUx",0/%,%) ) = L*(x") [Yo(x') P(x’

o

a equagdo FP anterior em termos do operador L*, eq.(?),
A eq.(15) possul solug3o formal

Px',0/%,T) = Y (x) { expl L(x) & 1

L0/, T

yO/%, %) 1

} Clx,x")

(14)

e

(15)

(16)

(17
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Com a condlgdo inclial (3), em (17), obtemos

= —————- S(x-x") . (18

P(x',0/x,%) = ~————n { expl L(x) & 1 ) &(x—x') , (13)

a solugfio da equagfo FP posterior (1).

Podemos escrever a solu¢fo da eq.(16) como
P(x',0/%x,8) = —————- ( expl L*(x') & 1 C'{x,x") . (20)

Usando a eq.(3) em (20), temos
C'(x,x') = Wo(x‘) S{x—x")
= Yo (%) H(x-x') . (21)

Substituindo a e.(21) em (20), e tendo em mente a eq.(R.6Y, ohtemos

Yo i)

Pi{x',0/%x,%) = -———--- { expl L(x) © 1 } E(x=-x") (223
Ve, (7

a qual é a zmolug®o da equag¥o FP anterior (2), ifgual & s=solucfo da

ﬁquaCED FP posterior (1).
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APERDICE F

0 OPERADOR L E 0S COEFICIENTES DRIFT F DIFUSXN

Calcularemos neste apéndice uma expregsfio para o operador
L(x), em termos dos coeficientes drift e difus%o, quando o processo
aectocadstico X{(1.) for estacionarico, e estiver em RBalanceamento DNetalha--
do, ou seja, que 0 operador definido por (usaremos aqul a convengfo de

somatoria sobre fndices repetidos, e negligenctaremos as dependéncias

em X))

1. = expl#/2] pr expl- /2] , ' (1>

onde

expl- &/21 = [pli/s2 = Wn ; (2>
ab 82Dy

pr R ', (3

pode ser escrite por

o= Ty + 1a : ‘ (4)
=) 3 1 = Ay
g = === 0Dy === T + —== { === [ Dy -~ 11 ; , 5
oy EXJ Yo oy r=tal
B L= P
"A z ~ h i ——— o b"‘l —_—— o —— ' (6}

ou ainda, mals explicitamente, em termos dos coeflicientes drift e difu

840
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o =)
‘-'H =z —-—= [ ntJ -—— 1 + V i . (7)
axi‘ B"‘J
1 an an Looan, 1LoabYy
Vs - Iy T B b*, 1€ 2 b*l - ~=- cemd s Sl SR S 2
4 B’Kk mial | 2 E}{J i, B‘Ki
o taTy
la = b7y === = mmm mmmm (D
Nividiremos o8 calculos em quatro partes : F.i, F.i1, F. i1,

E.lv, onde obteremes as equagdes (), (R), (3) e (7,8), respectivamen -
te.

CAFeulos — Inserindo a eq.(3) em (1); e aplicando ]. a uma fungfo arbi-
traria de x, maé do seu dominio (por guestfBes de claridade de racloaf(-

nio), obtemos

abh

L If1 = expl&/271 { ~ === 1} { expi- &/21 } [f1 +
= 32 i
an { J

+ expl@d/21 { ——-=-me } U expl- @/2%1 )} [f)] . (10)

Gl Rl

Substttuindo a equagio

by = hbYy + b7y ) (11

na eq.(10), resulta
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ab =y
L) = expld/21 { - ———= ) { expl- &/21 ) €1
: ax |
ob* aDiJ
+ exple/21 { - ———— + ——=——- Y { expl- @/271 )y [f1 . £12)
oy B)':;E’MJ

E. ) Operador g (caso 1),
Nesanvolvendo o primeiro termo, do segundo membro da eq. (12},

obteremos uma expressdo para L,.

s
expl@/21 { - —-== ) { axpl- ®/21 ) [f] =

li
b

exp{@/2] ~wrror e

= - expl&/?}y - -

= - axpla/21 £ expld/?2) ———-————-—————-

- expl@/?] b~y expl- @1 -———-——-——-—- : (13)



108

Substituindo as aqs.(2,11.59) em (13) resulta -

axpl@/21 ( - «=r~=a } { axpl- @/21 If] =
ey
3", .
= - axpl@l f ———-
E‘m,
oarxpla/ 21 af
- b7y expl- @/21 ( € —ow——mem- + expl@/21 —=~ )
axi =
af Sexp @/
= = b7y ~=~ = f b7, exl~ @/0] —mmm—mmeeen
B}Ci axi
af 1 pexpl- /71
= -bhb" -—— + f b7 - e - (143
' L Bxy expl~ ®/27 &x,

Na seqgunda linha (igualdade) da eq.{(14) usamos a tercelra condigBo BN,

@q.(11.66.). Substituinde (2) em (14) resulta

ah 7y
expla/21 { ———= 1} { expl- &/21 )} [f1 =
o {
o 1 B,
={ - b7 -—— + b7y -—— --- Y I
axy Yo ¥y

= 1*A rel

onde l., é definida pela eq.(6).
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E. 1) fgperador Ly (caso 1).

NDegenvolvendo agora o dltimo termo, de segunde membro da
aq.(11), obtemos uma expressdo para o operador Ly. Seja este um opera -
dor tal que, aplicado a fun¢3o f, resulte neste termo, isto &,

3b+; aﬂU,J

LH £(f1 = explad/21 { - ———= + ~wn-"- YO expl- @/271 )} (€] . (1%)
ax o | o

Apllicando o termo entre chaves, da eq.(15), 3 expli- @/21 £, obtemos

| 3 :
Ly If1 = - expl@/2) ——— ( ( b*, axpl- @1 ) ( f expl@/21 ) +
ey
a( Dij expl—- &1 ) ( f expld/21 )
— ——— o —— i e AR i e — = — '}
vax J
. = “ af expl@/21
= - expl@/21 --- ( (f expla/21 ) J*, - DiJ axpl- #) ——-————- -
BM{ _ ' EWJ
a . af expla/2]
= expl@/231 --- ( nid expl— @1 ———w—m } o, | (16)
o j o

-onde usamos a eq.{I1.60) na segunda linha (iguaidade), na tercelra,
usamos a segunda condi¢¥o BD, eq.(11.66.b). Desenvolvendo o termo en-

tre chaves, em (16), resulta
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) AexplE/2]

Ly If1 = f explad/21 --- ( DIJ oxpl- @1 ———-—-———-—- 1+
aexpla/?1 af = af
+ axplEd/2] DtJ expl~ @] ——r—mr——— S nlj R
BxJ vy oy axj

aff  pexpl- /21

+ D{J expld/21 --- -———-——w——- . (17
a}"‘(‘j a}{i
Trocande , no dltimo termo do segundo membro da éq.(i?), i por  j,
J peor i,usandoc o fato que DJi = DiJ' @ somando-0o em seqguida ao sogun-

do termo do segundo membro,obteremos

O

expli/2] Dy expl- @1 —-—mm——ee - + expl@/21 Ny ——= ——==-- e m =
-Bxi B}(j BHJ

eaxpla/271 of af  pexpl- @/2)

waxpl- &/21 ° zexpl- /2]

= axpld/2] D,J { expl-&1 (- 1) expl@] ——----o——mm b o }
axJ BMJ
af
E‘?ﬂi
= Q

180

Ingserinde (18) em (17 resulta
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3 ' ooxpl - @&/21

Ly IfT1 = expl@/21 £ -—= ( Dy axpl~ @1 expldl ---—-----ee } o+
a% | o |
2 of
Rt SR LIS T B EL:)
B}ci E)KJ

Substituindo a eq.(2) & (19), obtemos

5 5 1 B M,
LH €1 = ( ==~ [ niJ —_—— 1 + === [ == Dij -—=-) 1 1} If] ; (20
axy o J "'l"c, ¥y o J
Portanto
LH = ~——— { DiJ -—— 1 + === { —— [ Dij -—= 1 . (21
ox i ox J "1’0 ox § ax J
1

Substituindo as eqs.(14,21) em (11),
VoIfY = Tgyg [f) + T4 [f]

~ = 0 Iyg + 14 ¥ O£ o ' (225
Portanto |
o= Jdyg + Ty, | (22
onde Ty e 1., s¥ definidos por (5) e (6), respectivamente. Fm geral o

operador 1. n%o & hermitiano, mas pode ser decomposto ( em RNY numa

parte hermitiana (Ly) e noutra antihermitiana (l.p}, isto &,

TR IS B (P4)
q = Ty . . (75)
Top = - Ta . (76)

As  eqa.(25,76) comprovam (24), mas a demonstrac®o de (25) e (?6) n¥Ho

serd feita aqul (o raciocfnio ¢ similar ao usado no Apéndice A).
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Podemos ainda escrever os operadores Ly e Ly em termos sé dos
coeflclentes drift e difusHo.
F.311) gperador 1 (caso 110,

Para colocarmos o operador I, em termos 86 dos coeficientes

drift e difusfo, basta substitulr (2) em (6),

o 1 o
la = b7 === =~ === b7y -—- ' (?7)
oy 2 B 4
e am seguida, inserir a eq.(11.74),
A 1 Bh"i . .
bp = b7y === = —we e . | (’8)
Ny 2 oxy

0 operador l, s6 depende do coeficiente drift reverssfvel. Se tivermos
somente varidveis pares b7 = 0 e portanto 1., = 0.
E.iv) gperador Ly (caso 11D,

Para expressarmos o operador ly em termos dos coeficientes

driFL e difus%o, escrevemos a eq.(21) como

S~ =
a}':i BMJ
onde
1 ) B
e L LITF S S S (a0
‘L!"n Eﬂ"':i E‘}‘:J‘

¥ suficiente portanto, desenvolvermos V. Para isso, substituimos (2)

em (30),



v

1 aniJ b 1 D2 1
- mmms e = m—— nlJ ““““““ + - ﬂlJ
Substituindo a eq.(11.76) no dltimo termo da
1 D oz 1 a0 bn
e D mmm mmeom o—ee D, DL DAA [ ——2- -
f f k 7
4 J ox; o 4 J J P %,
1 al
= - Dty U --ED o pe
4 =
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o3

o — —

ax,

(31), aste resulta

aq .

aly

a% )

b!l-

P 1T

- bhYy 1

(32)

onde usamos o fato que Dlj quk = &y, Nna sequnda linha (igualdade)

Substituindo agora, a eq.(l1[.76) (como feito

nos dols primeiros termos do segundo membro
obtemos
Looaly aid 1 St 1 an
it £ BN Bt S
2y X g 2 K g B 2 o
1 an N . 1
- e [ _*El - b* 1 D, . ?_Qk S 5 n-
k 13 ' iJ Jk
'y QK] BK, 2

Usando o fato que DjJ Dqu = Sik na ﬂq-(BB);

com o dltimo termo acima)

da eq.{(31), e sgomando-os

K] . o &y

] el

o aly _

—-——— [ === - h+k 1 (33
T g 2y

epta resulta
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- ——— ——=F = = e niJ ~~~~~~ = = mm= [ m——— = b*k -
2 @y oy 2 oy B 2 ax) ey
1 a3 Bni]
— === === [ ~e== - h*,
2 oy B
1- a“nij 1 Bb+'l
o e e M + ——- === ‘ {34)
e an< By 2 % 4

Trocando o fndice | por j na eq.(34), p por j , npor 1, e | por k, na
eq.(32); e inserindo-as em seguida na (31), obtemos a eq.(7) com V

dado pela eq.(8).
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