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Pretty Mathematics

"A good deal of my research work in physics has consisted
in hot setting out to solve some particular problem, but simply
examining mathematical quantities of a kind that physicists use
and trying to fit them together-in an interesting way regardless
of any application that the work may have. It is simply a search
for pretty mathematics. It may turn out later that the work does

have an application. Then one has had good luck.

Another example of pretty mathematics led to the idea of the
magnetic monopole. When I did this work I was hoping to find some

explanation of the fine-structure constant hc/ez. But this fail-
ed. The mathematics led inexorably, to the monopole.

From the theoretical point of view one would think monopeles
should exists, because of the prettiness of the mathematics. Many
attemps to find them have been made, but all have been unsuccess-
ful. One should conclude that pretty mathematics by itself is not
an adequate reason for nature to have made use of a theory. We
still have much to learn in seeking for the basic principles of

nature”

P.A.M. Dinac [3]

"Contra o positivismo que para perante os fenOmenos e diz:
"HA apenas fatos", eu digo: "Ao contrario, fatos & o gue nao ha;

ha apenas interpretagoes".

F. Nieftzeche



RESUMO

Neste trabalho mostramos, primeiramente, a diferenga entre
monopolos magnéticos fenomenoldgicos que aparecem come fontes pa-
ra a Equagao Homogénea de Maxwell e os monopolos topoldgicos em
que a Equagao Homogénea & mantida, mas em contrapartida, a topolo
gia do espago-tempo & modificada. Introduzimos entao os conceitos
de potencial e campo generalizados e obtemos suas equagoes de cam
po na linguagem das formas diferencials. Estendemos a teoria para
um grupo de gauge arbitrario. Obtemos para ©s monopolos fenomeno-
16gicos a condigac de Quantizagao de Dirac de duas maneiras dis-
tintas. A primeira usa propriedades grupais fundamentais dos ope=
radores que representam os elementos de grupos de simetria no es-
pago de Hilbert do sistema fisico sob consideragao. A segunda uti
liza uma generalizacgao do Método de Mandelstam para a formulacao
da eletrodin@mica quantica. Como os monopolos fenemenologicos apa
recem naturalmente nas equagoes de campo eles aqui foram chamados

cargas duais.

Numa terceira etapa escrevemos as equagoes de campo na lin-
guagem de Fibrado de Clifford. Utilizando o Calculo Geométrico da
Algebra de Clifford, deduzimos a Equagao de Movimento de cargas

elétricas e monopolos magnéticos diretamente das equagoes de cam-

po escritas no Formalismo de Clifford.




ABSTRACT

In this work we first show the difference between phencmelog-
ical magnetic monopoles that appear as sources in Maxwell's Homo-
geneous Equation and the topological monopoles in which the Homo-
geneous Equation is valid, but where the topology of space-time
is modified, We then introduce the concepts of a generalized po-
tential and field. We then obtain their field equations in the
language of differential forms. We obtain for the phenomenclogical
monopoles Dirac's guantization condition in two different ways.
The first uses the fundamental group properties of the operators
that represent the elements of the symmetry groups in the Hilbert

space of the physical system which are being studied.

The second uses a generalization of Mandelstam's method for

the formulation of quantum electrodynamics.

As the phenomenological monopoles appear naturally in the

field equations here they have been called duaf chaxrges.

In a third step we write the field equations in the language
of Clifford Bundles. By using the Geometrical Calculus of Clif-
ford's Algebra, the equation of motion of the eletric charges and
magnetic monopoles are deduced directly from the Field Equations

which are written 1in Clifford's Formalism.

i
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CAPITULO O

INTRODUGAO

As equagoes de Maxwell se escrevem como:

VeE v-B = 0
E = p, =
(1)
> 3E T + 3B
VxB - 3t - Je -Y xE - St " 0
onde todas as fungdes vetoriais sdo aplicagces de R>3 xR —— TR
e p_ ¢ IR3 x JR ——— IR diferenciaveis {(eventualmente no sentido

e

das distribuicoes). Se a gualquer pessoa, que conhece o significa
do fisico dos diversos objetos geométricos gque ocorrem nestas
equagoes, fizermos a seguinte pergunta: Como generalizar o conjun
to das Equag5es de Maxwell para descrever monopolos magnéticos? -

. ~ ()
A resposta natural seria escrever o novo conjunto de equagoes :

(2)
B T

3B _ T
ot

=)
fas
0]
g

Como & bem conhecido, para a descricgdo da interagao de par-
ticulas carregadas com o campo eletromagnético & necessario postu

lar-se em nivel clissico que esta interacdo & dada no caso de uma

(+) No Capitulo I nos mostramos que as equagoes 2) descrevem uma teoria efe-
tlvamente diferente daquela descrita pelas equagoes (1) se e somente se
a razdo entre a carga eletrica e a carga magnética de todas as particulas
nao for uma constante universal.




particula elétrica com carga e , pela forga de Lorentz
> > > >
F =eE +ev_ x B (3)
e e

i - a -
onde vV, €09 vetor velocidade da particula.

No caso da interagdo de um monopolo magnético de carga mag-
nética g com o campo eletromagnético & ainda necessario que a
interacdo seja dada pela forga de Lorentz:

F B + gv E (4)
= = v %
g = “9F T 9

onde 39 & o vetor-velocidade da particula.

No caso da teoria definida pelas equag¢des (1) e (3), € bem
conhecido que existe uma reformulagao da teoria em termos dos po-

tenciais AO e A tal que:

-
> _ 9A
E = vAO ot (5a)
B=v x A (5b)

Além disso & posslvel escrevermos uma Lagrangeana que forne
ce nio somente as equacdes de campo mas também as equagdes de mo-
vimento corretas das vpartliculas carregadas. Nesta formulagao o mo

mento candnico das particulas é:
m =P +eA ' u=0;lcc'3 N (6)

e este formalismo & aquele natural para a quantizagao candnica da

teoria {(Eletrodinamica Quantica).




No caso da teoria em gue cargas elétricas e monopolos estao
presentes, isto €, a teoria definida pelas equagoes (2), (3) e (4)
sabemos que € impossivel expressar E e B em termos de um ani-
co potencial. Neste caso preclsamos de dois potenclals, cuja ex-

pressdo correta & apresentada no Capitulo II.

Além do mais sabe-se, depois dos estudos de Rohrlich [9 ],
Rosenbaum [10] e Carter [11], gue esta teoria nao admite uma for-
mulagao lagrangeana, A nao existéncia da formulagac lagrangeana
afastou a maioria dos fisicos do caminho natural de se formular
uma teoria para os monopolos com as solugdes Gbvias das egquagoes
(2), (3) e (4). Do ponto de vista histdrico devemos dizer que Di-
rac usou © sistema de eqgs.(2,3,4) mas insistiu em representar o
campo eletromagnético do monopolo por um potencial. Tal insistén-
cia se deveu ao fato de Dirac estar interessado na formulagio quan
tica para o problema da interagao carga-monopolo. Para a formula
¢do quidntica € necessario o potencial A“ que aparece no momento
candnico [eg.(6)]. O potencial encontrado por Dirac [ver §1.4 pa-
ra detalhes] & singular ao longo de uma linha unindo o© infinito
ao ponto onde se encontra o monopolo. Esta linha infinita é conhe
cida como a "string de Dirac". Evidentemente dado gue o potencial
é singular ao longo-da string de Dirac, esta teoria encontra di-
versas dificuldades matematicas que foram estudadas por divetsos
autores tanto em nivel classico como em nivel gquantico. Veja-se,

por exemplo, Frenkel [12].

Na teoria de Dirac, mostra-se que uma transformagao de gau-

+)

ge( apropriada pode levar a string de Dirac para, qualquer

(+) Veja Apendice A para a definigiao de transformagao de gauge.




outra linha arbitraria do IRB. Tal mostra que a string de Dirac

deve ser nac observavel e de fato impondo esta condigdao & teoria
obtém-se, na versdo quantica da mesma, a conhecida Condicdo de

Quantizacao de Dirac entre a carga elétrica e a carga magnética,

ou seja:

eg _ n
an > (7)

Para obtermos uma teoria matematica rigorosa com um Unico
potencial que seja singular somente no ponto em que se encontra o
monopolo & necessirio obtermos monopolos a partir das egs. (1) .
Tal & efetivamente possivel quando se reformula a teoria de Max-
well em termos de uma teoria de Fibrado Principal (Ver Apéndice A
e §1.5.1 do Cap. I). Na reformulagac Os monopolos aparecem como
solugoes das equagoes de Maxwell quando se muda a topologia da ba

se do fibrado.

Nas teorias de fibrado principal o conjunto das equagoes ho
mogéneas & descrito por uma identidade denominada Identidade de
Bianchi, e que & uma caracteristica fundamental destas teorias

{Ver Apéndice A).

Por outro lado, com tal formulagao do eletromagnetismo de
Maxwell en termos de fibrado principal, fica evidente que monopo-
los s5 podem aparecer se a topoleogia da base do fibrado & mudada.
Em particular o caso do monopeolo de Dirac aparece como uma solu-
¢do das equagoes de Maxwell (1) num Fibrado Principal em que o

espaco base & =3 - {0}, ou equivalentemente, 52, e com fibra U(1l}.

A carga do monopolo neste caso é n =-C, , onde C4 é€ o chamado




primedino numero de Chenn, que & um invariante topoldgico e classi
fica todos os fibrados nao-equivalentes com base 82 e fibra U(l).

{(Ver §1.5.2).

Entdo, finalmente entendemos que a string de Dirac & sim-
plesmente o resultado de uma representagao errdnea no IR3 dos po-

tenciais que descrevem o campo eletromagnético sobre 52.

Os monopolos mencionados acima sao dencominados de monopofos
topologicos e lembramos também que eles aparecem em varias teo-
rias de gauge nao-abelianas. Veja por exemplo 't Hooft [5], Pres-

kill [6], Olive and Goddard [71 , Coleman [8].

Neste ponto & necessario refletirmos que ndo existem evidén
cias fortes de que devamos admitir teorias nas quais a topblogia
do espago séja diferente da topologia candnica do IR3. Se assumi-
mos tal atitude, devemos forgosamente voltar a teoria dos monopo-
los fenomenoldgicos. A existéncia dos monopolos fenomenologicos
implica na violagdo da Identidade de Bianchi. Como consequéncia,
uma formulagio natural desta teoria nao pode ser feita com o uso
de fibrados principais(*). Considerando que © wuso de fibrados
principais & a arma empregada pelos fisicos modernos nas teorias
atuais de unificagao [4:13,14], o fato de tentarmos formular uma
teoria sem fazer uso de fibrados principais 55 se justifica se for
possivel apresentar a teoria dos monopolos fenomencoldgicos cam uma

estrutura matemitica que forneca resultados mais fundamentais que

aqueles que podem ser obtidos com fibrados principais.

Este trabalho mostra que uma tal teoria efetivamente exis-

te! Assim & que depois de recordar no Capitulo I a historia dos

(*) Pode-se obter uma teoria de fibrado principal usando-se o conceito de
"splicing bundle", mas tal formulagao ainda & problematica (Ver [29]).




monopolos topoldgicos e fenomenoldgicos, incluindo a condigdo de
guantizagao de Dirac para ambos, apresentamos no Capitulo II uma
formulagdo, em termos de formas diferenciais no Fibrado de Hodge
(Ver Apéndice B), dos monopolos magnéticos fenomenoldgicos. Nossa
formulagdo inclui ndo somente os monopolos magnéticos descritos

pela equagdo (2) (teoria abeliana), mas também monopolos mais ge-
rais que resultam de teorias ditas ndo-abelianas. Por tal razao e
nor causa da aparente simetria na equagao (2) damos aos monopclos

fenomenoldgicos o nome genérico de "cargas duais"

No Capitulo III mostramos que & possivel dar a teoria das
cargas duais uma estrutura de Fibrado de Clifordd. Neste fibrado
as equagdes de campo podem ser obtidas por consideragoes heuristi

(+)

cas elementares através da simples comparacdo da graduagido dos

elementos geométricos que entram na formulagao.

surpreendentemente na nossa formulagado da teoria nb Fibrado
de Clifford podemos deduzir que o acoplamento das cargas elétri-
cas e das cargas magnéticas sao dadas respectivamente pelas equa-
goes (3) e (4), e dal deduzir as equagoes de movimento corretas
para tais cargas num campo eletromagnético. Com esses resultados,
fica justificado termos abandonado o formalismo de fibrado princi

pal, onde o resultado acima nao pode ser deduzido.

Em conclusdo, este & um trabalho de Fisica—Matemétimarn sen
tido da "pretty mathematics" de Dirac [3], isto e, procuramos es-
truturas matemiticas belas que possam eventualmente descrever fe-~
némenos fisicos. Nosso trabalho nao avaliou o status experimental
concernente a existéncia de monornolos (cargas duais) no; mundo em
que vivemos e também deixamos infelizmente de apresentar aqui a

generalizacio da teoria do CapituloIIl para o caso nao-abeliano.

(+) Veja Apendice B,




CAPITULO I
MONOPOLOS MAGNETICOS FENOMENOLOGICOS E TOPOLOGICOS

1.0. INTRODUGAO

O objetivo deste capitulo & introduzir os conceitos de mono
polos magnéticos fenomenoldgico {(carga dual), topelogico e o mono-
polo de Dirac, bem como obter para todos os tipos de monopolos a
condigao de quantizagao de Dirac %% = nh/2, de forma rigorosa.

Tal & necessirio dadas as inilmeras confusOes que aparecem em dge-

ral na literatura sobre o assunto em guestao.

Nossa apresentagao também deverd deixar clara a razdo pela
qual optamos por desenvolver uma teoria matematica rigorosa para

os monopolos fenomenoldgicos (Cap. I, §1.3 e §l.4; Caps.II e III).

Neste capitulo como é usual na teoria eletromagnética postu
lamos qué uma particula elétrica sob a agao de um campo eletromag
nético, fica sujeita (classicamente) a forga de Lorentz(*). Estu-
damos em detalhes o movimento de uma carga elétrica e no campo
de um monopolc fenomenoldgico g e guantizamos o movimento da car
ga elétrica no campo de monopolo. E dessa maneira que obtemos a
condigdo de quantizagdo de Dirac para os monopolos fenomenoldgicos.
(Uma outra dedugao usando o conceito de fungao de onda (ou campo

de particulas) dependente do caminho, devido a Mandelstam [19] e

apresentada no Cap. II. Apresentaremos também como a quantizagao

(*)

No capitulo III mostraremos que o formalismo de Clifford permite inferir

univocamente os acoplamentos de cargas elétricas e .dos monopolos magnéticos
com o campo eletromagnético, diretamente das equagoes de Maxwell generalizadas
para monopolos fenomenoldgicos. Este & um dos resultados importantes do presen
te trabalho.




de Dirac aparece para o caso dos monopolos magnéticos topoldgicos.

1.1. EQUACOES DE MAXWELL EM FORMA INTRINSECA

. 3 . > > T 3
Seja N =IR” X IR e sejam E, B, j:N — IR e

* -
( ). As equagoes de Maxwell em N, o es-

(*%)

pago-tempo Newtoniano de nossa percep¢dc imediata ¢ Se escre-

Pa : N —— IR aplicagoes
vem:

+ e
V-E = o, VxB

E<[-H

(1.1)

+
e ls

-
VB =0 -V XE

-+ -
onde Jj = pv.

-

& dito vetor campo elétrico, B & dito o vetor campo de

=

indugao magnética, Pa & a densidade de corrente.

Consideremos agora uma variedade E = (M,g,D) onde M & uma
variedade com métrica Lorentziana g de assinatura -2 e D & a co
nexioc de Levi-Civita compativel com g em M. Postulando R(D} =0,
onde R & o tensor de Riemann,temos o espago da Relatividade Espe
cial. Neste caso M = IR4 e existem cartas locais (xM) , u=0,1,23
tais que ¢ = diag(+1,-1,-1,-1).

uv

Para cada par (uv) fixo seja Fuu :IR4 — IR tal que:

{*} As apllcagoes aqui sao supostas d1ferenc1ave1s (eventualmente no sentido
das distribuigdes) quantas vezes for mnecessario para que nossas afirmagoes fa-
¢cam sentido.

(**)

N tem uma estrutura deveras complicada. Ver ref. {27].




B T
0 El E2 E3
(F ) = "B, 0 “B3 By (1.2)
-E2 B3 0 —Bl
| -E;  -B, B, 0 |
e
*Fo= 1. FP9 , onde ¢ & o0 tensor completamente an
uv 2 "uvpo ' Uvpo -

tissimétrico de Levi~Civita com €0123 = +1.

. - uv _ _uo_ 9B Ha - g -
Definimos tambem F g g FaB onde ¢ gUB 68 . Te
mos explicitamente:
0 —E1 -E2 —E3 0 —Bl -B2 —B3
E 0 -B B B 0 -E E
Yy = |1 o hery =t SRS IR -3
E2 B3 0 ~Bl B2 E3 0 —El
E; ~-B, By 0 | B, -E, E; 0 |

Sendo ainda a densidade de carga e corrente respectivamente

- dadas por Jg = Py 7 Jé = jé (i = 1,2,3), as equagOes de Maxwell
podem ser escritas
HV _ H
BvF Je
{1.4)
* UV _
BvF = o .

Os 1-"u\J podem ser interpretados como as componentes de uma
2-forma F = % Fuvdx” A dx\J na carta local {x") de E. Calculan
do o diferencial de F obtemos:

(1.5)

> BE
J-w E =3t
dFrF = 0 <> L
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Calculando agora OF, onde & = *d%* & o codiferencial de

Hodge em E, obtemos:

<31
x
or B
Il
Q)lcu
Hi B
+

6F = J ) - (1.6)

=<1
=
I
©
©

Assim as equagoes de Maxwell se escrevem na linguagem das

formas como:

dF = 0
{1.7)
oF = Je
Aplicando § na equagao nao-homogénea obtemos
Bpe > .
lsJe—O@F'i'V‘je—o {1.8)

que & a leli da conservagao da corrente.

P importante observar que as equagdes dF = 0, OF = I
tem significado intrinseco, sendo portanto validas em qualquer va
riedade Lorentziana de dimensao quatroc independentemente de sua

topologia global. Esta observagao & essencial para a Compreensao

de como podemos obter monopolos topoldgicos (§1.5).

Antes de concluirmos este paragrafo precisamos completar a
formulacdo da eletrodinamica de particulas e campos. Tal & feito
como segue: (i) introduz-se o conceito de partiéula carrggada ele
tricamente como uma tripla (m,q,y).onde m>0 & dita a massa de
nepoﬁao da particula, q € IR é dita a carga da particula e

vy : IR D> I ——>E & uma curva tipo-tempo que aponta para o futu-

ro. (ii) postula-se que o movimento das particulas & regido pela




equagao:
8 o = & F(p,-) (Forga de Lorentz) (1.9)
ds m ’

com p=my, , onde s €I & o tempo proprio, v, & o vetor ve-

locidade da particula e F = F“_ucilx"l ® e, & o tensor eletromagnéti

co misto.

1.2. O POTENCIAL ELETROMAGNETICO

As equagaes_de Maxwell homogéneas, i.e., dF = 0 sao trivial

mente validas se existir uma l-forma @ tal que

P = duw (1.10)

polis entado:

dF = d(dw) = 0 (d% = 0)

*
w & denominado um polencial de gauge( ).

A equagao nao-homogénea seria escrita entdo como:
Sdw = J_ . (1.11)
Em coordenadas escreve-se usualmente:
u > >
w = Audx , onde (Au) = (AO,A) = (9,4)

¢ & dito potencial escalar e A, o0 potencial vetor.

(*)

Para maiores detalhes ver o Apendice A.
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A equagdao F = dw & equivalente a:

3A 3Av
F=dw=d( dz") = ¢ (——% - —yax¥ a ax" .
" p,v=0  9x Ix
[JRY
Em forma vetorial:
> - 5> aK
B = ¥V xA e E = ~V¢ - 5t (1.12)

A existéncia de w depende em geral da topologia do dominio
de definigao E e B. Em éeral w existe se o dominio de B  for
contradctil. Grosseiramente falando isto quer dizer gue podemos re
duzir o dominio de B & um ponto por uma transformagdo (na verda
de uma deformagdo) continua. w entdo terd como singularidades ape
nas a fonte do campo elétrico E. Isto pode ser melhor wvizualiza-

do com o seguinte exemplo.

Suponhamos que temos uma carxgda elétrica em repouso na ori-

gem, ou seja, temos as seguintes equagOes de Maxwell:

+
VB = 0 V XE + %% =0 (1.13a)
> 3R
vE = p, VXB - 9% = 0 (1.13b)

onde Po = qG(;).

Temos apenas a fonte singular do campo elétrico na origem.

Dal em & = IR3 - {0} vale:

+ l
7B =0 V XE + %% =0 (1.14a)

VeE = 0 Vox B - 22 =0 (1.14b)




Em Q, como nao hd cargas elétricas ou magnéticas,as equa-
coes(1,14) mostram que ndo ha diferenga entre campo elétrico ou
magnético. No entanto eles sdo diferentes se guisermos representa -
los através de um potencial de gauge. No caso acima podemos esco-

lher o potencial de gauge ®w = (¢,K) com

(L.15)

s
1t
o

q
$ = 4mr €

que satisfaz @14a) claramente, ou seja temos dw = 0 valida em .

No entanto, se tivermos um mgnopolo magnético na origem com carga

b - . = ~
g# 0, i.e., com B = g3 r , entao B nao pode ser representado
4TTr
por um potencial de gauge, ou seja, nao pode ser escrito como
- = - [ 2
B =V xA, Isto & claro, pois neste caso, se tivermos uma superfi-

cie S fechada (39S = ¢} envolvendo g, ¢ Teorema de Stokes nos da-

rias

Ve
I

J (B-n) ds =f (V x A)+n dS = J Xear = 0 (1.16)
S S 58

(pois 89S = ¢), o que & uma contradigdo, pois por hipdtese g # 0.
Dai concluimos que nao existe, no caso do polo magnético, uma 1-

forma w definida em ®3 - {0} tal que F = dw.

1.3. MONOPOLOS MAGNETICOS FENOMENOLOGICOS.

A idéia &mﬁa,para produzir uma teoria envolvendo monopolos

magnéticos € a de generalizar as equa¢oes (1l.7) como segue:
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+
V'B = Py
aF = (*J_) <>
m > N
-+ oB H
""VXE=~§-E+ :lm
{(1.17)
VB = pg
SF = J L=
e -+ >
VxE:éEq—j
ot e

As equagdes (1.17) sdo invariantes sob as transformagoes:

p
E = E‘ cos O+ B sin @
-] >
ﬁ = —E' sin 6+ B' cos §

1 > > (1.18)

- ¥ ] : « 7 =31 s
pe = pe cos O+ Py Sin 9 ; Jg mJg coOs o+ I sin &
| ! 8in © ! 8 L in 6+ 3 ]
| Py T P 8in + p, o8 05 J = -3, sin Jy cos

como €& trivial verificar. Consequentemente se todas as pafticulas
da natureza tiverem a mesma razac entre a carga elétrica e a car-
ga magnética, isto &, J, =kJ_ , k = constante, & sempre possi-
vel escolhermos um angulo 6 nas equagoes (1.18) tal gue as equa-
¢Oes (1.17) se transformam nas equagoes (1.7), i.e., as eguagoes
de Maxwell usuais. Neste caso, a escolha do rdtulo carga elétrica

ou magnética para as particulas & arbitrario.

Como & bem conhecido, a existéncia do formalismo Lagrangea-
no para a eletrodinamica de campos e particulas elétricas repousa
no fato basico que podemos escrever F = dw, pois como & bem co-
nhecido neste caso o momento candnico 7 & dado por:

AL

= A = — -
“u p“+ e " o {(1.19)

onde
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=1 2 _ 1 _uv
L =3 (p, + €A 7 FOF, (1.20)
No case em que existem monopolos magnéticos fenomenoldgicos
vimos no §1.2 que n3o existe w tal que dw = F e portanto nao exis

) . Notemos acui cue Rohrlich [9] e Rosembaum

te formalismo lagrangeano
[10] incidentalmente provaram que a condigdo para a existéncla do
formalismo Lagrangeano & que sejam validas entre as componentes
de Je e Jm as relagoes,

Jg(x} J;(xy - J:(x) chx) =0 (1.21)

Estas equagOes sao satisfeitas se e somente se uma das cor-
rentes € nula ou se elas sao proporcionais. Em ambos os casos a
teoria se reduz ao eletromagnetismo usual de cargas elétricas (sem
monopolos) como fica claro da discussac acima e fica Obvio que

nestas condigdes existe o formalismo Lagrangeano.

Se insistirmos em desenvolver uma teoria nao-trivial de mo-
nopolos fenomenoldgicos (onde F # dw) nao podemos portanto con-
tar com o formalismo analitico e candnico. Serada portanto necessa-
rio entre outras coisas obter as equagoes de movimento de cargas
elétricas e monopolos sem o uso de Lagrangeanas. Um dos resulta —
dos importantes desse trabalho refere-se exatamente a esse proble
ma. De fato, mostraremos no Cap. III, que & possivel escrever as
equagdes (1.17) (EquagdOes de Maxwell Generalizadas) no formalismo
do fibrado de Clifford sobre E e deduzir sem a introdugdo de ne
nhum postulado ad-hoc, como € o caso da forga de Lorentz (Eq.l.9),

as equag¢des de movimento corretas para cargas e monopolos.

Se insistirmos em manter o formalismo Lagrangeano usando um

potencial singular somente no ponto onde se encontra © monopolo

(+) A menos & claro que se adote a solugao de Dirac de monopolos com string
(Ver §1.4).
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esses nao podem ser fenomenoldgicos. Assim, se uma sclugdo existe,

deve resultar das equagoes (1.7), isto &,

(1.7")

il
o

8F

Se admitimos.a'possibilidade de usarmos um potencial singu-
lar ao longo de 'uma linha unindo o monopole ao-infinito entdo te-

nos a solugaoc de Dirac (valida para o espago de Minkowski) que es

tudamos em seguida.

1.4. O POTENCIAL VETOR PARA UM MONOPOLO: A "STRING" DE DIRAC.

O campo magnético de um monopolo fenomenoldgico em  repouso

na origem & dado por:

4nr

veB = 6(%)g . (1.22)

-

Dai, para qualquer superficie fechada S, contendo a origem,

temos:
>
g = J B+ds (l.23)
s

Mas, se B =V XK, esta integral seria zerc. Dal K nao po
de existir globalmente sobre S, muito embora v-ﬁ € somente di-
ferente de zero na origem. O melhor que pode ser feito & encontrar
um K definido em H{3 menos uma linha ligandb a origem ao infi-
nito e que satisfaz E =V XK fora dessa linha, chamadé "string
de Dirac". Para ver que lsto & possivel considere o campo de um

solendide infinitamente longo e fixo colocado ao longo do semi-ei

X0 negativo 2z com seu peolo positivo na origem com intensidade
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g. Seu campo magnético seria:

- _ g -3 6 ~
Boor = p 3 ¢+ gb{~z)6(x)S(y)z (1.24)
Tr

onde z & o vetor unitdrio na diregao -z e

0 se E <0

8 (&)

Este campo magnético difere do campo B em {1.22) somente

pelo fluxo magnético singular ao longo do solendide. No entanto

-+

Bgor, Ctem divergéncia nula, mesmo na origem, pois:
VeB. o = Ve (—To F) + Ve gb(-2z)8(x)8(y)Z] =
SOL P 9 Y
mr
= 60 5(y)8(2) + g8(x) 8(y) 55 8(=2) (1.25)

g8 (x)§(y)8(z) - g6(x)d(y)é(z) =0

>
Dai podemos representar BSOL por um potencial vetor, ou

seja:

=2
1l
<
x
o

S50L

e dal temos:

493?=Vx3-gﬂ(-z)6(x)6(y)2 (1.26)
mY .

A linha ocupada pelo solendide & entdo a "string de Dirac".
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A equagao (1.26) pode ser graficamente representada pela figura

abaixo.

0 que mostra que o campo de um monopolo tem uma contribuigao sin

gular da "string de Dirac".

Dado a nossa escolha da posigao da string como o semi -eixo
negativo z, nds podemos facilmente calcular uma forma explicita
para K explorando a simetria axial do sistema. Usando coordena-
das esféricas (r,9,¢) teremos por simetria que o potencial vetor

& do tipo:

a(Z) = A(r,9)

~

onde ¢ & o vetor unitirio na diregao ¢.

0 fluxo magnético através de um circulo C, (correspondendo
a valores fixos de r e 6, e ¢ variando de 0 a 21} & dado pelo
Angulo sdlido subentendido por C na origem multiplicado por
i% . ou seia, % g{l -cos 8). Consequentemente
1 >

5 9(l - cos e).—.f B-dS = 27mA(r,8)r sin §

Dai

A(F) = 9. l-cos?® (1.27)

4mr sin 6

mostrando a singularidade no semi-eixo negativo de 2z (6 = 7).
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£ fundamental observarmos que a linha ocupada pela string

pode ser mudada em qualquer outra linha arbitraria no IR3 com
infcio na origem por uma transformagao de gauge, isto &, uma
transformagao do tipo (veja [ 7 1):

A— A =A-Z w (1.28)

onde 9 : RS —+ TR & uma fungao diferenciavel.

Tal fato mostra que a string de Dirac & um objeto nao-figi-
cO e sua aparencia se deve ao fato de algum conceito matemdtico
importante estar sendo desprezado. Este € efetivamente o caso, co

mo mostraremos no proximo paragrafo.

Antes de concluirmos esta seccac desejamos observar que Di-
rac em 1931 [1 ] e depois em 1948 [ 2 ] desenvolveu, usando ¢ po-
tencial dado pela equagac (1.27), uma teoria Lagrangeana para o
movimento de uma particula carregada no campo do monopolo. Em par
ticular, em 1931 estudando o movimento gquintico de uma particula
carregada no campe do monopolo ele obteve a famosa condigao de

quantizagao %% = nny2 (1)

N6s obtemos no §1.6 esta condigao para os monopolos magnéti
cos fenomenoldgicos e no §1l.7 para os monopolos com string usando

um procedimento diferente do original de Dirac.

Finalmente desejamos observar que no caso da formulagao quan
tica do movimento das particulas, os problemas relativos ao apare
cimento da string no formalismo de Dirac s3ao nao-triviais e tem

sido seguidamente discutidos na literatura (21, [17].

{(+) Eventualmente faremos h = 1.
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1.5. MONOPOLOS MAGNETICOS TOPOLOGICOS
Para entendermos o significado {geométrico) da string de Di

rac precisamos mostrar que as equagoes de Maxwell (Eq. 1.7)

dFf = 0

SF

Il
4

possuem solugdes que representam monopolos magnéticos se mudarmos
a topologia do espago-tempo. Para tanto faz-se necessario formu-
lar a teoria de Maxwell como uma teorlia de fibrado principal. Tais
teorias foram exaustivamente discutidas no Apéndice A e aqui ape-
nas adaptamos © caso geral para descrever O eletromagnetismo (Vi

de Bleecker [41]).

1.5.1. FORMULAGAO DO ELETROMAGNETISMO COM UMA TEORIA DE FIBRADO

PRINCIPAL

Seja (M,g) onde M & uma variedade Lorentziana e g uma mé-
trica Lorentziana com assinatura -2.

p _
Seja ¥+ m um fibrado principal com grupo U(l)_={eie, 9 € 1R},
M

cuja Algebra de Lie & U(1) = {aei , o € IR}.

Seja ®w uma l-forma de conexao sobre P e seja o, :U — P

U
uma secgao local (ou seja, uma escolha de gauge). O pull-back de

w & dado por:

£
I

X _ :
qUw = —-iA : (1.29)

onde Ay € Al(U,IR) & chamado uma "l-forma de potencial”, ou sim-

plesmente “"poteneial”.
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O campo eletromagnético relativo a o : U —=+ P & entao:

¥y

-an, € A2 (U, R) (1.30)

Se 0,:V —P & outra secgao local entao o fato que © grupo

U(l) & abeliano implica
F.=PF (1.31)

Realmentelr de acordo com (A.2.3) temos:

_ =1 -1 =1
Wy = Yyy dguv + 9yy Wyy = 9 ngV + wy (1.32)
—l _
Mas gy 9yy = Id e dail
-1 -1 _
(dgyy) 9gy + Iyy d9gy = O
e entao
-1 -1 -2
bai
dlgt dg. ) = dg i A dg . = -g-2(dgy A d9yy) = 0
uv “Fuv uv uv uv \“9uv uv; :
. g

0
pal obtemos (1.31), i.e., '

F., = du, = d(ga%dguv) + de = dw,, = F

\'i \Y
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Portanto a curvatura da conexao  (neste caso &€ o campo ele

tromagnético F) & uma 2-forma bhem definida na base. Outra manei-

ra de ver isto & que se G & abeliano entao por (A.4.3)

Rv = Jyv QU Igv = QU (1.33)

ou seja o campo local é na verdade global (independente da esco-

lha de gauge).

No entanto para uma teoria de gauge nao-abeliana

-1

QV # Yuv QU Iyv  * (1.34)

2lém disso para uma teoria abeliana a Equagao de Bianchi da

simplesmente:
dQU =[QU ,mU] = 0 (1.35)

que & a Equagdo Homogénea do campo. Ela & claramente uma equagao

linear em £, uma vez que QU = dwU..

Para um grup® hnao-abeliano, no entanto, alem do campo nao
ser bem definido na base, o0 que nos obriga a formular as equagoes
intrinsicamente no espago-total P do fibrado, o campo j& nao &
mais uma fungao linear do potencial. O comutadof, responsavel pe-

la nao-linearidade, fornece um autoacoplamento do potenéial.

Fixando, portanto um U C M, se wE€ Al(U,IR) e o potencial

dado, entdo o campo & dado por
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Em componentes se ® = (AU) entao:
Fuv = auAv - avAu .
Dai dF = d{dw) = d“w = 0 (Eg. Homogénea do Campo)

P = 8dw = J (Eg. Inhomogénea do Campo)

onde J & a l-forma de corrente introduzida fenomenclogicamente.

Estas sdo as EquagOes de Maxwell usuais.

1.5.2. FORMULAGAO TOPOLOGICA DO MONOPOLO MAGNETICO

Seja um monopolo magnetico situado na origem em 323. Ccomo

o grupo de gauge da Eletrodinamica & U(l), entdo teremos um fi-
brado principal P sobre IR3 - {0} com grupo estrutural U({(l).

Mas IRS - {0} pode ser contraido a 82 sem mudar a topologia do

fibrado P. Dai P pode ser visto como um fibrado sobre 82 com

grupo U(l).

0 monopolo magnético aparece da classificagao dos fibrados
P com base S2 e grupo U(l). P & classificado pelos elementos
do primeiro grupo de homotopia nl(U(l)) = ﬂl(Sl) = E. Agora o}
inteiro n correspondente ao elemento nl{Sl) & dado avaliando —
se a primeira classe de Chern de P, cl(P) € Hz(Sz,IR) sobre 52,

(veja Milnor-Stasheff [15]). c, (P) & dada (a menos de um fator 2m) por:
cl(P) = =F ' (1.36)

onde F & a curvatura do campo eletromagnético. O nimero obtido

de (1.36) por J €] & um inteiro chamado ‘"primeiro nimero de
2

]
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Chern" e classifica os fibrados nao-equivalentes com base s, e
fibra sl e dai classifica também as solucoes das Equagoes de

Maxwell em IR> - {0} = s°. Este nimero inteiro n & chamado de

carga magnetica. &0
an B
Queremos entdo resclver a equagao em =3 - {0} . Como
®> - {0} 2 8% ndoc & contratil, existe solucdes desta equagao

que nao sao da forma B = V xA. De fato, estas outras solugdes sdo
parametrizadas pelo segundo grupo de cohomologia H2(IR3 - {0};1IR),

> . ' 2,.2
pois B & uma 2-forma. Temos que H" (S",IR) = IR.

Para descrever um monopolo magnético, introduzimos duas car
tas locais U, e U_ cobrindo as regides z > ~t e 2z < +t de
=3 - {0} com a regifo de intersecgao U, " U_ efetivamente igual
ao plano x-y em 2z =0 menos a origem. Os potenciais de gauge

que sdo bem definidos nestas respectivas regides sao tomados como:

1 1
A, =7~ (1 - cos 0)d¢ = grrory (xdy - ydx) (1.37)

onde r2 = x2 + y2 + z2 .

A e A_ tem uma singularidade do tipo string de Dirac em
8 =m e ® =0 respectivamente. Também, note que A, e A_ 530
relacionados pela transformagao de gauge:
A, =A +id tan (&) = A + ==as. (1.38)
+ - ¥ - 2n
ar
Na regldo de intersecgao 8 = % , r > 0 ambos os potenciais
sdo regulares. O campo &€ dado por F = dA, em U, , e temos:

F =

Lxdya dz +ydza dx + z dxA dy) (1.39a)

4nr




25

ou na linguagem vetorial:(+)

.
B r

5 com T o= (X,¥,2). (1.39b)
inr

Nesta versio moderna do monopolo magnético, A, sao defini

dos somente nas suas cartas locais U, . Na formulagao de Dirac,
nio foram usadas cartas locais e entdo A, foram definidas sobre
todo R3 - {0}. Isto levou ao aparecimento das "singularidades ti

po string” ficticias sobre o eixo *2z (§1.4).

1.5.3. FIBRADO PRINCIPAL CORRESPONDENTE AOS MONOPOLOS MAGNETICOS

Os monopolos magnéticos correspondem a classificagao dos fi
brados principais com base 52 e fibra U{l). Estes fibrados po-

dem ser vistos da seguinte maneira:

Bagse: M = 52 , coordenadas (8,¢) , 0 <86 < 7w

0 < ¢ < 2w
iy

Fibra: U(l) = Sl , coordenada e ;, 0 < ¢ < 27

Decompomos 52 em dois hesmiférios {vizinhancgas) H+ e H_

onde H, N H_ & uma faixa fina no equador parametrizada pelo an-

gulo ¢, como na figura abaixo.

-
{+) Aqui B corresponde a um monopolo de carga g = L.
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pal o fibrado é decomposto em duas trivializagoes locais:

1y,

H+ x U{(l), coordenadas (9,¢,e )

_ iy
H_ x U(l), coordenadas (8,¢,e ).

As fungdes de transigdo sdo fungoes de ¢ ao longo de H NH_
e devem ser elementos de U(l) para dar um fibrado principal. Re-

lacionamos entao H, com H_ por:

iy ing iy,
e

e =e . ' (1.40)

Para que a estrutura resultante seja uma variedade, n deve
ser um inteiro, isto quer dizer que as fibras devem se identifi —
car completamente, quando se da uma volta completa ao redor do
equador em ¢. Esta é em essénecla a versac topoldgica da condigao

de quantizagao do monopolo de Dirac.

Para n = 0, temos um fibrado trivial P(n =0) = 52 X Sl.

Ocaso n=1 & a famosa fibracao de Hopf da 3-esfera:

|
7]

P(n = 1)

e descreve um monopoloc de Dirac com carga n=l. Para n geral,te
mos um fibrado mais complicado correspondente ac monopolo de car-
ga n. Este n corresponde a primeira classe de Chern e caracte-

riza os fibrados com base 52 e fibra U{l) nao-equivalentes.

Vejamos agora © que isto tem haver com o campo eletromagné-

tico P produzido por um monopolo.
P
¥

Coloquemos uma conexao sobre o fibrado principal com

SZ
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grupc U(l). Se escolhermos uma conexao particular que satisfaga
as equagCes de Maxwell, o sistema fisico descrito corresponde ao
monopolo magnético de Dirac. Seja entao w uma conexac sobre P,

globalmente definida. Fazendo um pull-back para as duas triviali-

zagbes locais H, , temos:

i
A+ +ng+ | sobre H+
W = {1.41)
A_ +Aidy_ sobre H_
ra

A escolha da fungao de transigdo (1.40)

= + ,_I_l_ .. .
A, = A_ 2“d¢ . (1.42)
Os potenciais que satisfazem as equagoes de Maxwell (em
®m3 - {0}) e sdo regulares em H, e H_ sdo dados por:
A, =R (+1 - cos 0)a4 =4 xdy - ydx (1.43)

+
a ]

* anyr z

A curvatura (ou campo) & dado por:

n
3
r

F = da,=;> sin 6d9 A d¢ = (xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy) .
- 4 ’

(1.44)

E facil ver que embora A, sejam regulares em H_, eles tem

uma singularidade tipo "string” em H_. Mas os A, sO podem ser
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usados dentro de sua vizinhanga regular. E claro que F & fecha-

da, mas nac & exata.

1.5.4. INVARIANCIA TOPOLOGICA E CARGA MAGNETICA

A primeira classe de Chern do fibrado do monopolo (base 52
e fibra U(1l)) depende somente das fungdes de transigdo dos fibra
dos e é independente se a conexao & satisfaz ou nac as equagoes
de Maxwell. Isto ocorre pelo seguinte: A transformagdo de gauge

no equador & dada por (1.42):

A (%) = B_(x) + 5 db .

Aplicando o teorema de Stokes obtemos:

onde o sinal foi trocado por BdH_ =8 tem orientagao oposta de

BH+ = Sl . Usando (l1.42), obtemos:

It - . —

Observe que somente as transformagoes dé'gauge entraram no
calculo de Cy (por 1.45), isto &, Cy1 independe da conexac w es-
colhida. C, & portanto um niimero gque & um invariante topoldgico

do fibrado. C, & denominado "primeiro numero de Chern".

1
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Vemos portanto gue a carga do monopolo & na verdade uma car

ga topoldgica e & igual a menos o primeiro nimero de Chern.

1.6. A CONDIGAO DE QUANTIZAGZO PARA MONOPOLOS MAGNETICOS

FENOMENOLOGICOS.

Seja uma particula de massa m e carga elétrica g movendo
se no campo de um monopolo magnético de carga g, situado na ori-

gem. Temos entao:

B =—9_ 4 (1..46)

4nr

A equacao de movimento da particula & dada pela Forga de Lo

rentz:

Hi-

x B (1.47)

onde x € o produto vetorial usual no IR3.

+ w
0 campo B sendo esfericamente simetrico, esperava-se que
houvesse uma conservagao do momento angular. Isto ndo acontece por
que a Forga de Lorentz nao & uma forga central. De fato, calculan

do-se a variagao do momento angular orbital, temos:

i(5?><m?)=?><mf= 49 'fx(gx;)=
dt 4 3
mr
= i(gig_ -;_E) onde % = .....f....
dt ‘4w’ g r °

0BS.: Esta {iltima igualdade vem de:
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~ - S
d »>_4d ,r, __ 1dr>» _ 1dr _
& fF~ax& = ;Zdtr+rdt
=L - EL oL EDHE - EDE =
3 dt 3
r r
=L 1T x (& x D]
r
onde usamos a identidade
+ -+ + e e e
A x (BxC) = (A*C)B~- (A-B)C .

Este resultado, devido a Poincare (18%6) sugere que deve-

riamos definir o momento angular total como sendo:

Hi>

3=;Xm;—ﬂ

2 (1.48)

e gque portanto sera conservado.

Para dar uma interpretagao figsica ao segundo termo aparecen
do. em (1.48), devemos buscid-la na Gnica fonte de mohento angular
{j3 que a particula é pontual), ou seja, o campo eletromagnético.
Classicamente o momento angular do campo eletromagnético & obtido

> &
integrando o momento do vetor de Poynting E xB sobre todo o es-

pago:

> _ I 3 - 3>
Fom = J d"x x x (E x B}. o (1.49)

Aqui B &o campo radial dado por (1.46) e E & o campo

eléetrico devido a carga q em r.

Temos entao:
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= J 3x 93 [ (X-X)E - (x+E)x]
4mx

pai a i-ésima componente Jim é dada por: (fazendo X; =

Agora usando que x = (L xﬁ)l/2 e w-—— = , temos:

3 % = 3 (fi) -1 (8 - 2.%.)
5xj i ng x x i3 i3
Portanto, podemos escrever (usando integragdo por partes):

~

i 3.4 8 9% 3. B2 , g o~ _
Jom = I d'x E 5}; ( 477)_— - I d "x E;; I X, =
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-%%Jd-”x 5(x-T)x, = -39 7

-+ -
onde usamos que V*E = g8(x - r}.

Portanto temos:

. (1.50)

+
|
.ﬂn
3
H+>

Jd
el

pai o momento angular total que & conservado é realmente a
soma do momento angular orbital da particula e o momento angular

do campo eletromagnético. Usando a identidade:

>

+ -+ + > >+
A*{(BxXxC) = (A xB) *C

obtemos da equagac (1.48):

Fei=r-EFxnn) P (-0 =
=1
T xmy) - 99
=?o(r)<mr)—41r=
Sl xmh -39 .-
T r tr {r x Il'lr)l 4w 4m
N
=0
ou seja,
T
;oJ:—%%- (1051)
+‘ H
Como J & uma constante de movimento, isto significa que a
particula move-se sobre um cone com dngulo .BJ = cos_l(fg%) e o
=5

eixo -J, com seu vertice no monopolo. As cargas ¢q € g compor-

tam-se como se repelissem uma a outra.
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= -l,.499
85 = cos “lg57
.

onde J = [J].

Até agora estudamos o momento angular total no contexto da
mecanica classica nao-relativistica em que desprezamos os efeitos
de radiagdo. Queremos agora estudar a versdo quantica da teoria
e suas implicagOes no gue concerne a existéncia dos monopolos fe-
nomenoldgicos.

Come¢amos por observar que sendo F = q$ xB a forgca que
atua em uma carga elédtrica no campo do monopolo entao o campo mag
nético nio realiza trabalho e portanto a energia cinética da car-
ga elétrica & uma constante do movimento. Assim escolhemos como

Hamiltoniano gquantico para o nosso'problema o operador

1 =2 > >
H=5-Pp" ; p=nmr (1.52)
Postulamos agora as regras de comutagao
{xi,xj] =0 ; [xi,pj] = léij , (1.53a)
[p.,p.] = iqe,., B (1.53p) (¥
i3 ijk "k )

~ +> -
onde Bi , 1 =1,2,3 sao as componentes de B = —Eﬂg r . O opera
4nr
dor de momento angular J & dado por

F=%xnr--327% (1.54)

(+) As eq.(1.53) sao verdadeiras para o caso em que 0S P $30 0S momentos ci
néticos na teoria usual do eletromagnetismo sem monopolos.
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e temos como usual

[Ji’Jj] = 1i {1.55)

€i3k Ik
de maneira que

[B,J] =0 (1.56)

Os autovalores de J sio portanto quantidades conservadas.

Nosso problema agora €: como podemos obter os autovalores de H,J2

> -+

e Jr =J *r = %% ? Antes de respondermos esta questao verifique-
mos que as regras de comutagdo acima postuladas levam as equagoes
de movimento corretas para os operadores. De fato, temos que

> ., >
r = i{r,H] e seqgue Jque

f =3 FxB-8x1 (1.57)
gque & a expressao da forga de Lorentz.
Retornemos agora ao problema da determinagac dos autovalores
2
de H,J e Jr = J.-T. Para tanto comecemos por observar que se dese
. . > dia.p = 3
jamos que o conjunto dos operadores da forma Ula) = e ,a € IR

formem uma representacdo projetiva do grupo das translagoes no es

pago de Hilbert do sistema carga ® monopolos devemos ter

1

v P lE) =T +3 ; v ud) = ¥ yE +b) (1.58)

(UG U@E)U(d) = vs(@IUB) U] (lei associativa) (1.59)

As eqgs.(1.58) sdo facilmente verificadas wusando as egs.

(1.53a) e (1,53b). Encontramos que ¢ € o fluxo de B gue atravessa
a area do tridngulo determinada por a e b .

Usando novamente as egs.(l.53a} e (1.53b) podemos verificar

sem dificuldades que vale
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(U U@ = e Y g Rl ud) ud)] (1.59")

onde V¥ @ o fluxo que atravessa a adrea do tetraedro determinado pe

los vetores g,g e ¢. As egs. (1.59) e (1.59') sao compativeis

se e somente se g¥ = 2mn , n € Z. Temocs entdo que se existe um mono

pdlo fenomenoldgico dentro do volume do tetraedro determinado por

- 3> >
a,b,c que V¥ =g e segue que

9 < g2 - (1.60)

que & a condigdo de quantizacdo de Dirac. A consequéncia mais es
petacular da eg.(1l.60), aqui deduzida de maneira rigorosa €& que
0 momento éngular do sistema carga ® monopolc pode ser © de um fer
mion ainda que a carga elementar e o monopolo elementar sejam bo-

sons!

A determinacao do espectro de H cai agora no problema do

pido simétrico [16] e nao sera tratada aqui.

Terminamos esta secgdo com a observagao que os Py nao sa-
tisfazem a identidade de Jacobi mesmo no caso em que OS monopolos
sejam representados por singularidades tipo delta de Dirac. De fa

to usando (1.53) temos que

b [p.: .lpP./P 11 = ev'g (1.61)
ciclica 1 jk .

Assim vemos que 0s P, s6 formam uma algebra de Lie se

*B = 0, o gue ndao & o caso quando existem monopolos fenomenoldgi
-
cos. A condicdo V+B = 0 & a identidade de Bianchi quando formulamos
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o eletromagnetismo como uma teoria de fibrado principal {ver
§1.5.1). A violagao desta identidade fornece portanto uma nova fi
sica e a necessidade de novos métodos matemdticos para a formula-
g¢ao da teoria cléssica e principalmente para a formulacdo quinti-

ca.

1.7. CONDICEC DE QUANTIZAGCAO PARA MONOPOLOS COM STRING

Aqui apresentaremos uma versao muito elegante [17], que usa
0 conceito de "path integral" de Feymann e estid relacionada com o

efeito Bohn-Aharonov.

Considere duas curvas Fl e P2 gque ligam o ponto inicial

A com o ponto final B como na figura abaixo:

strinﬂ
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Suponha também que as curvas passam uma de cada lado da

string. Entao Fl e F2 formam a fronteira de uma superficie &

que & cruzada pela string do monopolo.

A amplitude K(B|A) para uma particula carregada se propa-

gar de A até B & a soma de todas as amplitudes ¢F(B]A), onde:

L5 (8]a)
¢p(B|A) = T (1.62)

Dai temos:

i
S.(B|A)
J N T D(T) (1.63)

K(B|A) = J b (B]A)D(T) =

Quando a particula carregada move-se em um campo eletromag-

netico externo, este provoca uma mudanga na fase dada por:

. o .
-E-IrAadx .(1.64)

As contribuigCes de Ty, e T, se interferirao e esta inter-

feréncia & dada por:

e e = e {(1.65)

onde agora T = Pl - F2 & uma curva fechada.
Agora o Teorema de Stokes com A = Ahdxa_nos da:
é A dx" = J A= J da = I F+5S = J F + f 8 (1.66)
r L1t Q Q Q. Q

onde usamos que dA =F + S gque & a versao intrinseca da (Eq.(1.26)
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onde S denota a contribuigao da "string de Dirac".

Consequentemente a mudanga na fase devido ao campo externo

& dada por:

e re . (1.67)

O primeiro termo de (1.67) estd bem porque a particula deve
ser mesmo influenciada pelo campo do monopolo, mas © segundo ter-
mo nido pode ter nenhuma contribuigao, pois de outra forma nds po-
derfamos determinar experimentalmente a posigao da string usando

o Efeito Bohm-Aharonov! Nos entdo somos forgados a colocar:

e Y | (1.68)

Mas J 5 @ o fluxo magnético concentrado na string que passa atra
Q a

vés de S8, e & igual a g. Logo

| o= 2m
ou alnda ' o
‘41_3 = 12111 (1.69)

que & novamente a Condigdo de Quantizagao de Dirac.
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1.8. OBSERVACOES FINAIS

Vimos nos paragrafos precedentes gue o0s manopolos magnéticos
podem ser introduzidos basicamente de duas maneiras: i) Fenomeno-
logicamente, introduzindo-se correntes como fontes do campo elétri
co e magnético e ii) ludando—~se a topologia do espago—tempo ,

conservando vidlidas as Equagoes de Maxwell,

Os monopolos topoldgicos estdo presentes nas teorias dos Cam
pos de Yang-Mills e sao solugbes tipo soliton das Eguagoes de
Yang-Mills que s3ac nao-lineares. Esta formulagao usa crucialmente
o conceito de conexao em fibrados principais. Para maiores deta-
lhes ver Wu-Yang [13], Eguchi et all [14] e as referéncias la con

tidas.

Para os monopolos fenomenoldgicos, vimos que uma formulagao
Lagrangeana € possivel no espago de Minkowski se admitimos poten-
ciais singulares ao longo de uma linha unindo © monopolo ao infi-
nito (o monopolo Dirac). Se insistimos no uso de potenciais que
siao singulares somente no ponto onde se encontra o monopolo entao
nido existe um formalismo Lagrangeano pols precisamos trabalhar com
dois potenciais. No entanto veremos no prdximo capitulo que & pos
sivel introduzir "potenciais generalizados" que fornecem as equa-
coes de Maxwell com monopolos. Tal & feito usando-se a linguagem
das formas diferenciais. Posteriormente no Capitulo III veremos
que as formas diferenciais podem ser descritas dentro de um forma
lismo de Algebra de Clifford. Dentro deste formalismo a equagao

de movimento de uma particula carregada (Forga de Lorentz) & obti

da como consequéncia das Equagoes de Campo e nao colocadé ad-hoc.




CAPITULO II
POTENCIAIS GENERALIZADOS E CARGAS DUAIS

Neste capitulo apresentamos uma formulagao da eletrodindmi-
ca com monopoios fenomenoldgicos usando a linguagem de formas di~
fefenciais sobre o Espago de Minkowski. A seqguir fazemos a genera
lizagao da teoria para um grupo de gauge arbitririo, visando ex-

tender a teoria para outras interagoes.

2.1. CASO ABELIANO

Seja E = (IR4,g,D) como no §1.1 o espago de  Minkowski.

Sabemos gque em teorias de gauge os potenciais s3o conexdes em fi-
brados principais e ¢ campo associado & dado pela curvatura da co
nexao, ou seja, o campo & uma 2-forma derivado do potencial (Veja

Apéndice A.1l).

Podemos obter 2-formas de uma maneira intrinseca como a ima

gem dos operadores diferenciais de primeira ordem d e §.

aAtE) S 2% S A3 m)

onde aqui Ak(E) € o espago das k-formas sobre E.

Considere agora o fibrado principal

U(l)

i

= E x U(1)
m
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P ZE x U(l), isto &, P & um fibrado trivial,

Seja € o© espago das conexdes (ou potenciails) em P. Os
elementos de C tomam valores na Algebra de Lie de U(l), ou seja

iIR, que & uma algebra comutativa.

Para se obter potenciais de gauge definidos no espago de
Minkowski, usa-se uma trivializagao local (A.l.3} (ou escolha de
gauge na linguagem dos fisicos):

c UcCc E P

onde U & um aberto de BE.

Dado ent3o uma conexdo & definida em P, a = 0¥ a & um po-

tencial de gauge definido na base B (2.2.4) com valores em iIR.

Agora dado o par de conextes (a,a') € C xC em P, utiliza-

131

mos a secgao local ¢ para obtermos © par (a,a') (o* a,0* a') de

potenciais de gauge sobre E. Definimos entao:
' 1 3
w=o+ *a' € AT(R) & AT (E) (2.1)

onde * & o operador de dualidade de Hodge e @ € a soma direta.

Chamaremos aqul de "potencial generalizado". Para ver co-

mo w opera, fazemos o seguinte:

A métrica g sobre E nos permite definir um isomorfismo

canonico:

1

(2.2)

Vv, = glv,)
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Definindo a métrica induzida em hl(TxE) por
glo,ep,) = glv,w) (2.3)

temos que 1 é uma isometria.

Dai temos que as algebras de Hodge [20] sao isomorfas, i.e.

@ T E,g) = (® AX(TB),§) 0<k<n. (2.4)
x X k X : -~

O isomorfismo & dado por:

(1) seja {el,...,en} base de T E. Entdo

. - 1
{i e ,...,ixen} é base de AT(T E).

x 1
{2) Seja {eln .o Aek} um k-vetor, i.e., um elemento de T:E.
- Il — k
Entao 1x(eln R Aek) = ixelh eee f\ixek e A (TxE). {Os

elementos de hk(TxR) sao as k-formas) .

(1) e (2) se estende por linearidade para toda a algebra de

(+) k

Hodge (® T_E,qg).
k X

E facil verificar que o isomorfismo (2.4) presetva a gradua

¢do. Agora, em & Ak($xE) temos definido o operadon “estrela de

Hodge(++)

. * 2 nk — An-k onde 'n = dim B

{2.5)

B —— * B

(+) Ver Apendice B.

(++) Queremos salientar que todo este formalismo € valido para uma variedade
com dimensao arbitraria. Aqui tomamos a dimensao como sendo quatro. (Espa
g¢o de Minkowski).




43

definido pela equagao:
- k
a A *x = g(a,B) , VYo € AT{T_ E) (2.86)

onde g & a métrica induzida sobre ﬂk(sz) pela métrica Lorent-

zlana g.

Dal podemos definir um operador estrela de Hodge *i em

G}T};E ; por:
k
*, 3 TkE ———A-Tn_kE
i X b4
onde
_ ™1 “
o= i * ix (2.7)

ou seja, O seguinte diagrama comuta:

i
g X Ak(T E)
X X

) ; S ﬁn_k(TxE]

OBS. Todas as aplicagOes no diagrama acima 830 isomorfismos de es

pago vetorial.

O potencial generalizado w em (2.l) opera sobre a parte im
par de (Q‘Tin,g), ou seja, sobre 1XE & ?iE. Agora todo trivetor
K :

v pode ser escrito como (por 2.7)

= -+ -+
v o= *iv , onde v € TxE ' (2.8}
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e
<4
+

z
il

(@ + *a') (V + #.%) = a(¥) @ (xa') (x;W)

-+ >
af{v) @ a*(w) € 1IR @ iIR

ou seja:

w:TerTiE—-bG&)G onde G = ilIR

VAW a(v) ® a' (W) (2.9)

Portanto ¢ grupo de Gauge fica duplicado para o potencial
generalizado w.

Nas teorias de gauge o campo associado a um potencial o &

obtido pela derivada covariante ou seja 0* = p% (A.3.7). No

caso do eletromagnetismo temos que p* = d, isto &, a derivada ex

terior usual.

Agora, precigamos de uma "derivada covariante" gque possa agir
naturalmente no "potencial generalizado" w = o + wa'. Propomos

"ent3o o Operador de Dirac
D =d+ 3§ _ (2.10)

onde 8§ = *d*x & o codiferencial covariante.

O operador de Dirac & a "raiz quadrada" do Laplaciano de

Hodge:

O=(d+ 62 =as +8d (pois d%=82=0) (2.11)
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Em geral 1D opera em §ibrados de Clifford lap.B} . A nossa ver
sao desse operador atua em formas diferencials definidas no espa-
¢o base E. O pre¢o a pagar por isto € que o campo associado ao

potencial de gauge nao & mals uma 2-forma somente pois,

Q =IDw = (d+8§}({a +*a') = [Fa + & *a'g + Sa + d{*a')
~ ~ ~—
2-forma 0-forma 4-forma
(2.12)

ou seja temos que o "potencial generalizado" & elemento da parte
Impar de A =@ Ak(TxE), isto e, w € Al 0 A3, e o0 "campo genera-
lizado" associado & elemento da parte par de A, isto &

ae®o rlent.

Como usualmente se faz em teorias de gauge, para se oObter
as equag¢Oes inhomogéneas do campo, precisamos aplicar o operador
‘dual da derivada covariante ID no espago generalizado {ver

A.8.9). No caso abeliano temos:

A=#D+% =% (d+8) *x=d+8§ =D .

Dal temos
AQ = DR = (d+8)[da + §(xa') + Sa + d(*xa')] =
= (d6 + 8d) (o + *a'") = Ouw
onde usamos gque d2 = 62 = 0.

Ou seja, por (2.11l) temos:

A = Dw ,
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Introduzimos agora, como no Caplitulo I as fontes do campo
fenomenologicamente como um elemento J + * G € Al(E) @ A3{E) on-

de:

o
]

corrente de polo (ou carga) elétrico.

G = corrente de polo magnético.

Obtemos entdo a equagac nac-homogénea

(e + %a') = J + G (2.13)

(2.14)

ji que O* = %0 e ** =1 sobre l-formas.

Para obtermos 2-formas na equagac (2.13) ou seja o campo
eletromagnético convencional, basta que tomemos o "gauge de Lo-

rentz", isto é:

da = 0
(2.15)
Sa' = 0
e entaoc obtemos:
Q = da + *da’ ' " (2.16)

OBS. B claro que a escolha da secgao local ¢ : U —— P deve ser

compativel com (2.15).
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Cabibbo e Ferrari [18] desenvolveram um formalismo (em co-
ordenadas) onde equagdes equivalentes as equagao (2.14) sao obti-
das somente tomando-se o gauge de Lorentz. Na nossa versao o gau-
ge de Lorentz & usado para que o "campo generalizado” seja uma 2-
forma como usual. Realmente, escrita em coordenadas locais (2.16)

nada mais & que a Relfacde de Cabibbo-Fernrani
(2.17)
onde fizemos as identificagdes Obvias

a = (Aﬂ) ’ a' = (B) .

Na auséncia de monopolos magnéticos no espago teremos para

(2.14)

Co®' =0 (2.18)

ou seja, a' & uma l-forma harmdnica.

Agora é fisicamente razodvel pensar que os potenciais vao a
zero no infinito. Dal podemos supor que a' & limitada em todo o
espago. Assim, sendo o' harmdnica e limitada, a Gnica solugdo de

(2.18) e
a' = cte

e dai por uma redefinigao de escala

i
(]




e ficamos somente com

A equagao para o

campo (2.12) fica:
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8 = da + So
Tomando-se &0 = 0 {gauge de Lorentz) obtemos, como na lite
ratura usual:
F = & = do
e
Oa = (d6 + dd)a = &dda = 6F = J .
Claro que dF = d(da) = dzu = 0.
Obtemos portanto as equag¢oes de Maxwell usuais:
dF = 0
SF = J . ]
2.2. CASO GERAL
A proxima etapa agora €& generalizar as equagoes (2.14) e

(2.16) para um grupo de gauge arbitrario. Deste modo, nesta formu

lagdo, toda teoria de gauge terd "cargas duais” ou monopolos como

citados na literatura corrente.

Seja P um fibrado principal com base (M,g) e grupo estru-

tural G onde agora M & uma variedade diferenciavel de dimensao
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quatro e g €& uma métrica com assinatura (+,-,-,-) sobre M. No-
vamente, dado o par de conexdes (a,a') € C xC sobre P, via pull-
back da secgao local o : U —— P obtemos o par de potenciais de
gauge (a,0') definidos em U C M e com valores na Algebra de Lie

G do grupo G.

Definimos entac o "Operador de Dirac generalizado" por:

(2.19)

onde Da & a derivada exterior covariante (A.3.5) e 6“ e o codi

]
ferencial covariante (A.7.10), e aqui p* e &% aplicam em

o AS(m).
k

Entido se w = a + *xa' € AltM) & n3(M) temos:

[ ]
Q@ = D= (D% + 8% ) (a + *a') =
[ ] [ ]
= p% + &% (*a') + Da(*a') + 8% q =
[ ] 1
=%+ % 0% + %0 + D% (xa") (2.20)
T i L y ] 1 ~ ]
2=~forma O-forma 4-forma
o . O a' . _a' , -
onde 0 =T Do e 9 E DT o s3ao ag curvaturas usuais das co-

o a’l

' respectivamente. Lembramos agqul que {° e @

nexces o e o'

sio definidas em U C M. Usamos também que **%* =1 sobre l-formas.

Definimos © operador dual de IDw, COmo:

[ ] [} N
AY =« % = #(D% + §% )%« = p* + &° (2.21)

-

Comparando {2.19) com (2.21) é ficil ver que identificando
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w = (a,a') e wt = (o', )
w {(a,a') {a',a) wt
a%¥ = A = p M = p® (2.22)
Aplicando o operador A? no campo {1 (2.20)

L L
A% = (0% + sM1a% + #2% + 6% o + D¥(xa")]}
' _
= p*'a% + D% (x0%") + D% 6% a + D® D% (xa?)
¥ 1
+ %% + 6“(*9“ ) + §%% o + GuDa(*a') .
Observe agora que come ¢ e o' pertencem a Al e dim M =14
entao:
L
J D% p%(xa’) = 0
, {2.23)
[} .
L §%% o = 0

Fazemos agui uma observagao simples mas importante sobre as
equagoes (2.23). A teoria aqui & modelada sobre um espago-tempo e

portanto a dimensdo minima usada aqui & guatro.

Agora & facil ver que as equagoes (2.23) valem trivialmente
para dimensdo quatro. O mesmo nao poderia ser dito (para a primei

ra equagao) se a dimensao de M fosse superior a quatro.

concluimos entdo que a teoria dos monopolos duais nao-abe-

liana & mais simples em dimensao 4.

Coletando os termos de ﬁwﬂ em 1-forma + 3-formas temos:
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1 -1
A% = (%% + #0%" + D% §% o) +
{2.24)
1 ¥ v
+ % (6% 2% + p% 0% + p%s%") . |
E bom observar agui que se a' = 0 entdo o operador em é

(2.19) reduz-se a Du, a conexao generalizada torna-se usual, is-

-

to &, w=oa e dai (2.20) fica 2 =0% e (2.24) A% = %%,

Novamente se as fontes do campo sac dadas por uma "corrente

generalizada"

J + *G . (2.25)

AYQ =T + xG (2.26)

que fornece igualando as formas de mesma graduagao

— T ] ]
T = %% + %% + 0% % o
(2.27)
—_ 1 1 ]
G =6 0% + #0% 2% + p%s%ar
e utilizando as equagoes (A.8.9): ' |
] T 1
§%% = 3% e 8% 0% =J% (2.28)

b
H

Igualando as partes mixtas com "correntes de interagao® ou

seja

OUNICAMP
BiBLIOTEoA CENTRAL




[ ] 1 ]
Ji(g;:“ ) = «p%% + D% % o
P (2.29)
[ ] ¥
LJigt'a) = *Da Qa +Da6au'
temos que:
[ — _ Lo (o, ')
J=J + Jint
< (2.30)
= _ Lot (at,a)
|G =37 + T

que satisfazem (2.27), (2.28) e (2.29) cada parte. Observe que os
papéis de J e G sao trocados pela simetria « <—>a'. Se nao
existe interagdo entre o campe do monopolo e © campo da carga elé

{a,a') (o', a)

trica entao Jint e Jint sao identicamente nulos.

Também em analogia com teorias de gauge, teriamos a ‘"equa-

3o homogénea". Mas na verdade temos o seguinte:
< g

[} [} f T
o%a = 6% % + %0 ) + p%*  + 8% p%(xa") =

(2.31)

oot o

= %% + 6% DY (a + *a")

e & claro gque em dgeral m¥e # o.

Definindoc o "Laplaciano de Hodge mixto" por:

- - o0 o' o
Dw = D(a,a') = D8 + 67 D

escrevemos (2.31}) como:

p¥e = 0w | (2.32)
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Para entender o significado de (2.31) vamos nos restringir
ao caso abeliano j& descrito na secgdo (2.1) e vamos supor também
que vale a equagdo homogénea do campo m¥ = o.

Neste caso D% = d e 6% =5 e entio DYQ =0 fica

O(a + *a') = 0 o que implica

Aoy
[m
o]
I
L]

(2.33)
L Oa' = 0
A equagao inhomogénea fica:
O(e¢ + *a') = J + *G o que implica
Oa =J
(2.34)
Oua' =G .

£ claro que as egua¢Oes (2.34) nao sao compativeis cam (2.33).

0O que acontece & O seguinte: A presenga de uma nova corrente Ja'
com seu respectivd potencial a' implica que as. novas eguagoes
(2.33) ndo sao malis homogéneas, ou seja, identicamente nulas. Pa-
ra ser compativel elas devem ser idénticas as egquagoes (2.34),
que portanto descreverd as equagoes de Maxwell-Dirac {com os mong

Cer
polos) comoc na secg¢ao (2.1). Por exemplo, € ficilvque se nio exis

al

0. Dal W =0a + %' = a e

1
.

tem monopolos entao o' 2 0 e J

D = p”. A equagdo (2.31) fica

{por causa da Identidade de Bianchi para a conexao w) .




A equagao inhomogénea fica DOo = J.

Vemos neste caso gue Os monopolos sac responsavels pela nao

integrabilidade da "curvatura" (ou campo).

Para mostrar que realmente as equagoes (2.20) e (2.27) gene
ralizam as equagoes (2.12) e (2.14) respectivamente utilizamos as

EquagOes Estruturais de Cartan para as conexoes ¢ e @' (A.4.1):

p%x = da + % [ a,al

9 (2.35)

0'.'

DT a' = do' + % {a’,a']

No caso abeliano [a,a]l = {a',a'] = 0. bDal - D% = da e

D™ o' = da' .

Na teoria abeliana os operadores p% e §% independem de «,

a o

isto &, b = 4 e &6 = § wusuais.
Dal se ¢ € Ak(M) => DY% = d¢ + [a,¢] = de.
0
A equagdo (2.20) fica entao: -
2 = (doa + *da') + Sa + d(xa')

que & exatamente a eguagao (2.12).

A equagao (2.27) fica

e
i3

dda + *dda' + dda =0Oo
A
={

A
@

G = §da' + *dda + déa' =0a’
| I
=0
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que sdo as equagoes (2.14).

Se tomarmos o "gauge de Lorentz" para o e a', isto &,

o = 0 e 6a' = 0, obtemos para o campo :

Q2 = da + *do’

como em (2.16}).

Se 0 grupo G ndo é abeliano, podemos tomar o analogo das

condigdes de Lorentz (2.15), isto é:

O

Q
Il

o

(2.36)

L
<

Dai o campo generalizado © em (2.20) fica reduzido a soma
de duas 2-formas

“roe® . (2.37)

2 =Q

Para escrevermos a Relfac¢do de Cabibbo-Ferrari nao-abeliana,
isto &, as equagaes {2.37) em componentes, ldentificamos {para

fins de notagao somente, em concordancia com a literatura usual)

Se {El,...,Er} & uma base para a Algebra de Lie' G do gru-

po de gauge G, entao:

[Ek,Ej] = CijEi (2.38)
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onde 0Os Cij sao os "coeficientes de estrutura de G".

Comc A e B sido l-formas G-valorizadas, entao existem for

mas Ai e BJ IR-valorizadas tais que:

e B=23B1o B, (2.39)

se ¢ € AY e v € AS , entao:

%A B 8 E (2.40)

= 0V

Fazendo ¥ = A e Y = B ambas pertencendo a Al e levan-

do (2.38), (2.39) e (2.40) na expressdo (2.37) encontramos

i, .i .41 ok G
(2.41)
- ephy?e L 2k (23,0 ct
€1 vpo 3" (B7) + 3 (A7) (A )-ckj
ou ainda escrevendo F v ° Q;v comc usualmente:
rl -3 al o5 Al - ¢ LTS S
yv Ty v LYo
{2.42)
1.,k .5 1 _ 1 kP 30 4
+ 3 Au A\) ckj €uvpo 2 (A7) (A”) ij .

£ claro que quando G = U{l), ou seja, abeliano, entdo todos

os Cij se anulam e (2.42) se reduz ds RelagOes de Cabibbo-Ferra

ri usuwais (2.17).




2.3. CONDIGCAO DE QUANTIZAGAO DAS CARGAS DUAIS

Estudamos nesta secgac o problema de uma carga elétrica su-

jeita ao potencial generalizado w = o + *a'.

Se y¢{(x) @ a fungao de onda de uma particula com carga e
em interagao com o campo eletromagnético F = do, entac Mandelstam
[19 ] e cabibbo-Ferrari [18] definem o campo de particulas depen-

dente do caminho por:

X
v (x) exp J -iec {2.43)
P

¢(x,P)

onde P & um caminho desde o infinito até x.

Escolhidos dois caminhos P e P' que diferem por uma regiao
finita, delimitada pela curva fechada € =P - P! (vide figura

abaixo},

temos pelo Teorema de Stokes:

¢{x,P') = ¢(x,P) exp J -iedo (2.44)
S

onde S & uma superficie arbitraria tal que 23S = C.

Como o potencial generalizade w = o + *o' é formado com
dois potenciails usuais, propomos substituir o campo P = do em
(2.44) pelo campo generalizadoe { = do + *da' (onde tomamos:o gau

= 0).

ge de Lorentz d&a = o
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Dal temos:

${x,P') = ¢(x,P) exp J -ie{da + xda'} (2.45)
3

A eguacgao (2.45) & independente da superficie S escolhida
com 88 = C. Dal para duas superficies arbitrarias s, e 8, te

mos:

¢(x,P) exp J -ie{do + *da') =¢(x,P)exp J -ie(do + *xdu')
51 S,
(2.46)
logo
exp J -ie{da +*da') =exp J —ie(da + xdat)

51 52
e entao:

exp & -ie(da +*da') =1 (2.47)

So

onde S =8, - 8 e uma superficie fechada.

la] 1l 2

Esta integral pode ser transformada numa integral de volume

pelo Teorema de Stokes:

l = exp J -ied(do +*da'} = exp J -ie(d xdao’)
v v

exp J -ie * Sdat ! (2.48)
Vv

Agora as equag¢oes (2.14) fornecem para o caso do monopolo

estatico na origem:
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>
G = (gG(r),0,0,0) (2.49)
onde g & a carga magnética, e temos:
Da' = (d6§ +8d)a’ = 6da’ = G (2.50)
Logo, substituindo (2.50} em (2.48}, temos:
exp J ~ie *G = exp(-ie J *G) = exp(-ieqg) =1
v : v
ou seja, temos gue
exp(-ieqg) =1

o que fornece a Condigdo de Quantizagao de Dirac

eg = 27wn , n€sx (2.51)

ou ainda
- =-3| nex (2.52)

Concluimos este paragrafo com a observagao relevante que a
derivagio da equagdo (2.52) por Cabibbo-Ferrari [ 18] & non-sequi-
tur; De fato, estes autores nao deixam claro que para a dedugao
de (2.52) & necessario postufar a validade da equagao (2.45) . A

equag3o ndo pode ser deduzida de nenhum formalismo conhecido.

Para a teoria nao-abeliana a tentativa de quantizagao com o

método acima leva ao aparecimento de termos espiirios para os quais



nao temos ainda nenhuma interpretacao fisica. Assim sendo, resol-

vemos nao apresentar neste trabalho o caso geral.

2.4. OBSERVACOES GERAIS

Até aqui a teoria dos Potencials Generalizados e cargaé
duais tem sido construida no espago-base E. Seria desejavel que
esta teoria fosse extendida ao fibrado todo P = E xU(l) como tam
bém para © caso nac-abelianc. Isto permitiria comparar com mais
facilidade a presente teoria com as demais teorias de gauge onde
os monopolos estdo presentes. No entanto, tal nao foi possivel
até o momento. O ponto crucial & a extensao do operador estrela
de Hodge para o espago total do fibrado P, de uma maneira coeren
te com o que se construiu para o espago-base E. Esforgos neste

sentido estao sendo feitos.

Outra observagao importante & a seguinte: A adlgebra exterior

=9 \P & Z,-graduada, isto &, A=A ® A" ,onde AT & a parte
par e A , a parte impar da Algebra. Propomos nesta teoria que
potenciais e campos sao objetos graduados que est3ao em partes dis
tintas da mesma Algebra. O operador natural (morfismo) entre as
duas partes € o Operador de Dirac. Bsta generalizagac do conceito
de campo e potencial, podera eventualmente levar a um novo concel

to de particula e fontes que nesta teoria sao elementos da parte

impar da Algebra.




cAPITULO III

0S POTENCIAIS GENERALIZADOS NO FORMALISMO DO FIBRADO

DE CLIFFORD. A FORCA DE LORENTZ GENERALIZADA

Como dissemos no Cap. IT nao foi possivel fornecer uma estru
tura de fibrado principal para a teoria do potencial generalizado

que descreve como vimos cargas e monopolos fenomenoldgicos.

Nosso objetivo no presente capitulo & mostrar que a teoria
do potencial generalizado pode ser formulada como uma teoria de
fibrado de Clifford (sobre o espa¢o-tempo). Esta passagem de uma
teoria de fibrado principal para o fibrado de Clifford tem uma
consequéncia nao-trivial. De fato, no caso da teoria eletromagné-
tica usual (formulada como um fibrado principal P = M xU{(l}, on-
de M & o espago de Minkowski) a equagdo de movimento das parti-
culas elétricas precisa ser postulada com a introdugao ad-hoc da
forca de Lorentz. Uma maneira de se obter a forga de Lorentz de
nrincipios basicos & na Teoria de Kaluza-Klein (31]. No entanto & fun-
damental para esta teoria gue se acrescente uma dimensao espacial
i variedade espago-tempo. Na nossa formulagao do eletromagnetismo
generalizado (com a introdugao do fibrado de Clifford (Apéndice B)},
a forca de Lorentz generalizada sera deduzida como consequéncia
das equagdes de campo, dentro de um espago-tempo quadridimensio —

nal usual.

3.1. FORMULAGAO DAS EQUAQOES DE CAMPO NO FIBRADO DE CLIFFORD

No Apéndice B aprendemos entre outras coisas que podemos dar
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uma estrutura de Algebra de Clifford a o APy e podemos conse-

guentemente definir o fibrado de Clifford (B.3).

Vimos que no fibrado de Clifford o operador de derivada natu
ral & o operador de Dirac
My (3.1)

e
u

onde YU = dx“ no caso de uma base natural e Ve & o operador

derivada covariante.

No que segue restringimos por simplicidadé nossos estudos ao
caso em que o espago de base do fibrado & o espago-tempo de Min-

kowski, e nesse caso

7=y, =" __??_ﬁ (3.2)
u X
Vimos que
WML a+s (3.3a)
axM
[ =]
«f = (-1t y £ " (3.3b)
P 5 P
Definimos entao o potencial generalizado como
w= o + Y5a' (3.4)
e temos

Bnau =0 e 2)“0:1'J = 0 (gauge de Lorentz) (3.5)
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JF = Je + YSJm (3.6)

que sdo as traducdes no fibrado de Clifford das equagCes (2.13) com

as condigoes de gauge (2.15).

3.2. LEIS DE CONSERVAGAO E A FORGCA DE LORENTZ GENERALIZADA

Observemos que da eq.(3.6) aplicande-se o antiautomorfismo +

(reversio), temos a equagao:

-+
+ —
¥ 7= Jo + I, ¥g (3.7)

-
onde 7 significa que o operador de Dirac atua agora pela direi-
-+

v_ o
Yo .

\ - + _ u
ta, isto e, ¥ 7 = aa(Fuv)Y Y
+ ~
Multiplicando a eq. (3.6) por F pela esquerda e a equagao

(3.7) por P pela direita e somando as equagoes resultantes te-

mos:
Lpt gr4r gF) = L @R -Fs) +10 (x B) - (» BT (3.8)
2 2 e e 2 'm m
Definindo
s¥ = 2B yVp (3.9)

a eq.(3.8) pode ser escrita como:

38 =3 F + 3 (% F) " (3.10)
H e m

+
Da eq. (3.9) temos imediatamente que _Su

i
4]
)
]
=
|
!
)]
=

T R TP I
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onde a barra =— indica o operador de inversao, ou seja o automer
fismo principal a definido no Apéndice B. Os tnicos objetos em

que se comportam dessa maneira sob inversdo (—) e reversao
i

R, 3

(+) s3o vetores. Segue entdo que os S sao vetores.

Para interpretarmos a eq. (3.10) mostremos primeiramente que
s . y¥Y = " 330 as componentes (na base candnica) do tensor de

energia-momento do campo eletromagnético.

Para tanto precisamos projetar os vetores s na Algebra de

. ~ + -
Pauli 313'0 = IRl,B (Ver Apéendice C).
Temes,
s = - ZF° By = - % F ¥y, onde F = +°ry° (3.11)

- -
Assim, escrevendo F = E + y.B, podemos mostrar imediatamen

te que:
—_—
s%, = U + 8% (3.12)

com

U = % 22 + 3% (3.12a)

a
—
s° =B x B

onde reconhecemos U como a densidade de energia do campo eletro-
—
magnético e s® como o vetor de Poynting (que representa © momen

to linear do campo eletromagnético).

Tambeém temos,

gd = % FYJFYij (onde nao se soma sobre o indice j) {3.13)
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i e > 5 i -
Notamos que YJFYj = E —YSB —2(EJ —YSBJ}YjYO : temos apos

alguma algebra:

SJYO = g% 4 gJ (3.14a)
e
sIk = ysI¥k - 2 E3EF + BIBN (3.14Db)

que identificamos com o tensor das tensdes de Maxwell.

Projetemos agora Ky = F+J = ~J *F e Km = (*F)-Jm =

=-i%f(*F) na Algebra de Pauli.

Temos :
e
Je¥o = Pe ¥ Jg
b

Kg Yo = Frddvg = (KD, + K, = :
=L was -3 By =
2 e e o] \ o
=5 (FJ v, "I YS'F) = :
1 > > — - -+ >
=35 (E+ygB)lpt] ) = (o, +3 ) (-E + ygB) __
= p B+ j B+ 3 B ]
= Pe Jo* te * 3
Assim, "

(K) = 3 +E t o (3.15a)

— > - +
K, =p, E+ 3, *xB | (3515b)
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onde a eq, (3.15b) representa a forga de Lorentz que age nas car-

gas elétricas.

Analogamente, obtemos

= (K) + K.

Koo = ¥ylo m
com
T—)- >
(hm)o = -3, + B . {3.1l6a)
x> B+ 3 xE 3.16b
= - X

Km me Im (3. )

onde a eq. (3.16b) representa a forga de Lorentz que age nos mono-
—_—

polos magnéticos, e evidentemente colocamos JmYo = p + jm . (Vi

m
de Apéndice C}.

Observamos aqui que aplicando o operador J novamente na
Eqg. (3.6) resulta, apds alguma dlgebra e consideragoes sobre a gra

duagao dos elementos resultantes, as leis de conservagao das cor-
o+,

rentes eletrica e magnética, ou seja %JJE 0 e BuJ; =

A interpretagao da equagao (3.10) & agora clara. Temos
HV = . . v -+ o { % . v 17
BUE (T °F) Y [T, (*F)] - (3.17)

que significa que, na presenga da matéria descrita por Je e Jm'
a energia-momento do campo eletromagneético ndo & conservada. So-
mente a energia-momento do campo e da matéria & que podem ser si-
multaneamente conservados. Escrevemos, portanto a eq.(3.17) na

forma de uma equagdo de conservagao, i.e.

(+) Veja Hestenes[21] para o caso da teoria so com cargas eletricas.
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HY apT““ (3.18a)

li

aur““ (I F) ey’ +13 GE)] oy (3.18b)

Os Tuv ==El'\)u ‘acima definidos sao as componentes (na base
canonica) do tensor energia-momento da materia. Em nossa teoria
temos o campo eletromagnético descrito por P e a materia € re-
presentada fenomenologicamente pela existéncia de uma particula
dotada de carga elétrica e uma particula dotada de carga magnéti-
ca.

Especificamente definimos que a matéria elétrica & represen
tada por uma tripla (me ;e ,0) onde m é a massa da particula,
e & sua carga elétricae o : IR D I —— E & uma curva que re-
presenta a trajetdria da particula elétrica. A matéria magnética
2 representada pela tripla (mg , 9 ,Y) onde mg € a massa do mono
polo magnético, g & a carga magnética e Y : IR 2 I —— E & uma
curva que representa a trajetdria do monopolo.

WV _9_ ® 2 mais geral gue podemos escre-

QO tensor T =T
ax” Bxu

ver para representar a matéria & entao:

T = -m, J dsé(x -c(s))o, © o, —mg J ds'6({x-y(s")}v, @ v, (3.19)
Em componentes, escrevendo-se M (o(s)) = 2zH(s),
U U
o, = 9% —Eﬁ PxMly(st)) = s . v, = S 2 (3.19)  es-
ds ax ds' 3x

creve-—-se COmo:

Tuv-=~meJ dsd(xa'-z Y —=
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Substituindo-se a equagac (3.20) na equagao (3.18b} temos:

HV_ dz” az" o o ' dyu dzv o o
au-r =-m_ J ds 3s ds aué(x -2 ) -mg J ds ds’ ds’ aué(x -y )
- dz\)i o _ . a ' dy\) d Q
= m Jd is ds[ﬁ(x —.z)]+mgjds ds'ﬁié(x -y !

v 2 v
_ d ,dz o _ o _ d z o __«
—mest ds[—ds §({x z )1 mest 3 §(x z )
ds )
v 2 v
4 (8y_ o _ L%y y Ay o _ 0
+ngds' 37 [ds' §(x valel ngds ) §({x ¥
ds
Og termos m ds 4 [gE-\i:S(xOt -za)]' e
e ds ds :
d dyv o o
ngds Es_'[ds §i{x =yl
se anulam e ficamos entac com:
2 v 2V
3 S ahg— J ds d 22 §(x* -z%(s)) -m J ds' d_L2 atxa-ya(s'))
H € ds g ds'
(3.21)
Substituindo (3.21) na equagao (3.18b) temos:
dz" o o ' d_sz o o
_me J ds -Ezé(x -z} -—mg j ds as,zﬂs(x -y )
= L] » \} [ ] » \) h
= (Je F)ey + [JIrl {*F)] »y ‘ (3.22)

Note que os vetores Je e Jm tem que ser escritos com os

vetores que caracterizam a matéria. Escrevemos entao:




69

J = e [ ds o, (s)d(x -o(s)) (3.23a)

J =g [ ds' yv,(s)8(x -v(s)) {3.23b}

ou, em componentes

u
o dz o _ o

Je = e J ds ds 8 {x 27 (s)) (3.24a}
U ' dz“ o o

Jm =g J ds g’ §(x" -y (s)) (3.24Db)

Note que temos a conservag¢ao das correntes elétrica e magné

tica, ou seja:

ang = 0 (3.25a)

BUJ; =0 (3.25b)
De fato,

dz

TR a _ _a
auJe = e J ds ds Buﬁ(x z (s))

Como —9_ f(x-2) = - 2 f(x-2) e == 22 = ==

ax“ oz az“ ds ds

temos entdo:

+co

0

BuJu = —-g J ds J% G(xa-—za(s)) =-e6(xa fza))]

-0
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Do mesmo modo, prova-se 3UJ$ = 0.

Note ainda que {veja Eq.(3.15) e (3.16)):

= = = = - © — i
K, = J'F = -F-J (Ke)o'Y {Ke)iY
= - e L] = e © — i
K = Jm (*F) (xF) I (KHQOX (Km{rY .
Assim, considerando-se na eq.(3.22), v=1%1 , i=1,2,3, ob-
temos:
2 1 2 i
-m I as $Z 6(x" -z%(s)) - m J as' Lo 5 (x% -y%(s)) =
e as g ds '
a i i
= (Ke) + (Km) {3.26)

Tendo em conta as equagSes (3.15) e (3.16) e as equagles

(3.24}) temos:

22,1 —
m 2 = pE, + (j xB), (3.27a)
e 4 2 e i e i

5

y,

2 i — -+

dvy_ _ _ :
Mg ds'® = <PpBy t G X By (3.27b)

As equagdes (3.27) sdo as equag¢Ces de movimento de particu

las elétricas e monopolos magnétibos.
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3.3. CONCLUSOES

Vimos que a traducdo da teoria do potencilal generalizado
(Cap. II) para a linguagem de Fibrado de Clifford permite deduzir
gue o acoplamento correto da corrente elétrica com o campo eletro
magnético e JF eo acoplamento correte da corrente magnética
com o campo eletromagnético & Jm-(*F). Assim em nossa formulagao
a forga de Lorentz que & usualmente introduzida de maneira ad-hoc

aparece como conseduéncia ndo-trivial das equagOes de campo.

Desejamos aqui observar que uma vez encontrado o acoplamen-
to correto,as equagdes de movimento das particulas elétricas e
dos monopolos podem ser deduzidos resultando as equagOes corretas

(3.27).

E ainda importante enfatizar que,néo exlstindo formalismo
lagrangeano que fornega para os monopolos fenomenolbgicos as equa
¢Oes de movimento corretas (3.27) [9;10;111J fica . sem
sentido as tentativas de construgdo de equagdes nao-standards co-
mo na referéncia [23]. De fato, Gamblim para construir o formalis
mo Lagrangeano supde que o acoplamento do monopolo nac & dado pe-
la forga de Lorentz J_-(*F). Tal & incorreto pois este & o fnico
acoplamento gue segue das equagoes de Maxwell Generalizadas como

visto no paragrafo §3.2.




APENDICE A
TEORIA DE GAUGE EM FIBRADOS PRINCIPAIS(t)

A.l. FIBRADOS PRINCIPAIS (Principal Fibre Bundles).

¥
-

A.l.l. DEFINICEO. Um fibrado principal (P.F.B) & constituldo de
um espago P, chamado espago total, um grupo de Lie G e uma proje-
cao ®m: P — M, onde M & uma variedade c”-diferencidvel, n~di-
mensional, a qual chamaremos de variedade base e valem as seguin-

tes condigoes.

a) G age livremente 3 direita em P, ou seja,

Dado g € G, existe aplicagao (um difeomorfisme).

R : p —P
g

p-—-—-—*Rg(p) = pg .

b) m: P -+ M & sobrejetora.
Se x = m{p) € M, a orbita de G através de p:
"l = v lm(p)) = {pg, g € G}
& chamada fibra sobre x = u(p).

Desse modo dade p € ﬁ-l(x), existe um difeomorfismo (n3o-

candnico)}.

G —— ﬂ_l(x)

g — P9 .

c} P & localmente trivial, ou seja:
Para cada x € M, existe um aberto UCM, com X € U e

um difeomorfismo,

(+) Vide demonstragoes em Bleecker [4].
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Ty ) — uxe
da forma
TU(p) = A{w(p), SU(p))
onde j
-1 ) |
SU t: T (U) — G tem a propriedade i
1
Sy(pg) = Sylplg , V¥Yg &€ G, V¥pé€E Tr_l(U)
- e - |
T, € chamada uma trivializagao Local (TL) ou uma escolha 1
: ]
de Gauge. '
A.l.2. DEFINIGCAO. FUNCAO DE TRANSIGAO.Seja um P.F.B. + T com gru- "
M

:
po G e duas trivializagdes locais i

T, rlw — U xG

T T I(V) — V X G . ,
v ]

Definimos a fungao de transigao de TU para TV pela apli

cagao:

: UNV w—m— G ,i

_ -1
Gy (%) = Sy (P) Sy (p)

para x = 7w(p}) € U N V.

Iy (%) & bem definida pois:

Sy (P9} Sy (09) i =5, (P) g [Sy (P)d] ! =5y (P} qg_lsv(p) ! =SU(p)Sv(p)_l.

—



e valem as propriedades:

1) gUU(y) = e , V¥YyeuUu
2) dyy¥) =g,¥) T, ¥weunv

3} gUV(y)gVW(y)gwu(y) =e , ¥WEUNVNW.

A.l.3. DEFINIGAO. Uma secgao local de um P.F.B.

=«
3

uma aplicagao:

o : UCM——P tal que

TO O = IdU = identidade em U.

E ficil mostrar o seguinte:

A.l.4. TEOREMA. Existe uma correspondéncia natural entre

locais e trivializagoes locais.

Uma secgdo tal que U = M & chamada secgao global e

caso P & globalmente trivial, ou seja

P=MxXG.

A.2. CONEXOES EM FIBRADOS.

74

com grupo G &

secgoes

neste

vamos dar aqui trés definicOes equivalentes de conexao em

um fibrado principal.

A.2.1. DEFINICAO. Conexdao & uma maneira pela qual associamos a

cada p € P um subespago Hp de TpP (espago vetorial tangente a

P no ponto p), de forma que:

i
;
i
H
!

B
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R*(H = H
9( p) Pg

v, = {x e TP tal que 7, (X) 0}

entao

-

A aplicagao p — Hp & C -diferenciivel. Hp & chamado

subespaco horizontal e Vp subespago vertical.

A.2.2. DEFINICAO. Conexdo & uma l-forma C -diferencidvel © em P

que assume valores na algebra de Lie 6 de G tal que:

a) badc A€ G e A* o campo vetorial em P definido por

d
X = |
A i (p exp tA),tO

entao
w_(A*) = A
P( P)

A* & chamado de campo fundamental.

b} Dado g € G , exigimos que

Podemos escrever esta relacao na forma:

w & chamada de l~forma de conexao.

P

e e

)

P T S S T S S S S T P o T S TS T TPt T T
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OBS.: Em geral, e por uma questao de simplicidade, os fisicos uti
lizam G como um grupo de matrizes através da sua Arepresentagdo

adfunta
G —— GL(G)

_""Ad -
J g

Identificamos entdo G com sua imagem em GL(G).

~

Neste caso se A € GL(G) e BE G entao:

AdAB = 3% AdA(exp t B)|t=0 It (A exp(tB)A)|t=0
-alga.

Supondo entiao, sem perda de generalidade, que G & um grupo

de matrizes temos a seguinte definigao.

A.2.3. DEFINICAO. Uma conexdo assocla para cada trivializagao lo-

cal (ou seja, uma escolha de Gauge)

uma l-forma w G-valorizada sobre U, com a seguinte condigao

U r
de compatibilidade:

: UNV —> G & a funcdo de transicao de T, para

Se U

Suv

Ty entaoc requeremos

= g1 d + -1 w
Wy = 9yv “9yv T Juv Yy Yuv

ou mais compactamente (usando a observagao acima).




o
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_ —1
w, =9 dg + Ad _

g

1 wu

Demonstra-se que as trés definig¢oes sao equivalentes.

A.2.4. DEFINIGAO. Dada uma conexao w em P, e uma secgao local

g 1 U ——P , o retrocesso (pull-back)

e chamadd’potencial {local) de Gauge.

A.3. CURVATURA E FORMAS DIFERENCIAIS G-VALORIZADAS.

Seja N uma variedade e G uma algebra de Lie. Denotamos o

conjunto de todas as k-formas G-valorizadas sobre N por Ak(N,G).

A.3.1. DEFINICAO. Seja ¢ € AY(N,6) e ¢ € AT(N,G), definimos o
comutor Iv,y] € ﬂi+J(N,G) por:

_ 1 . g
I'PI“IJ] (xll"O'rxi+j) “'H Ej( l) llp(xo(l)'...'xo(i)),w(xc(i'l'l)'...’xc(i'l'j))]

onde
o € Per{l,2,...,i+j} (-1)% = + & o sinal da permutagio.
O colchete [, ] no lado direito @ o Colchete de Lie de G

e X $30 campos vetoriais arbitrarios em N.

i+j
A.3.2. DEFINICKO. FORMULACAC EM COMPONENTES.

Se AE€E6G e ¢ € Ak(N) ent3o definimos v ® A € Ak(N,G)

por:

(¢ ® B) (X renasXp) = J(xl,...,xk)A para X;s...,X € TyN .

k
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Dal & facil mostrar que:

[¢v ®8 A, Bl = (v A ) & [A,B]

se {E,

y-.-,E_} & uma base de G satisfazendo
1 r

[Eo:'EB] aBEY

Dadas « € Ai(N,G) e € Aj{N,G) existém formas wa ‘ wB

" IR-valorizadas (a¢,B = 1,...,r) univocamente determinadas tal que

Dal temos © comutador escrito em componentes reais

ool = (0 A wB)® [Ea'EB] =Cl (® A wB) ® E

B Y

A algebra das formas G-valorizadas sobre N & uma Algebra

de Lie Graduada, ou seja:

Para v € Ai(N,G), P € Aj(N,G) e p € Ak(N,G) temos:

(1) [y,e] = (-1 [,y

]
o
.

@ 0Freu,0 ¢ GO pe 0+ LIV,

Temos © seguinte teorema importante:
A.3.3. TEOREMA. Para v € AY(N,6) e y € AT(N,G) temos:

ale, ¥l = [de,v] + (-1 [e,apl . | o
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bada uma l-forma de conexac ® sobre um fibrado principal

P :
+ ™ com grupo G, podemos escrever para cada XiETpP com X.=XV+XH

M
onde X' & vertical (isto &, n*(xv) =0) e X' & horizontal (is

to &, w(x) =0).

" k ~ H k
A.3.4. DEFINIGAO. Se ¢ € A (P,G) entao definimos ¢ € A (P,G)
por:

H . H H
¢ (xl,...,xk) = v (X e X))

A.3.5. DEFINIGAO. A derdvada exterdior covariante de ¢ € Ak(P,G)

e

p% = @) e ¥ e, 0

onde d¢ & a derivada exterior usual.

A.3.6. DEFINICAO. A curvatura da conexdo w € nl(P,S) e

a® = p% € A% (P,0)

Quando w & considerado como um potencial, @“ & chamado de

campo de forga de w.

A seguinte equagao permite gue a curvatura se torne mais ma

nejavel.

A.3.7. TEOREMA. (A equagao estrutural de Cartan).

A forma de curvatura & dada por:
- 1
D'w = 2 = dw + Eiw,w].

A forma de curvatura também satisfaz certas condigoes de
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integrabilidade chamadas Identidade de Bianchi, que em filsica sao

chamadas Equagoes Homogeneas do Campo.

A.3.8. TEOREMA (Identidade de Bianchi ou Egq. Hom. do Campo).

- ~ [#V]
Se w e uma l-forma de conexao sobre P com curvatura  ,

entdo:

ou ainda

A.3.9. TEOREMA. Sob a a¢ac (3 direita) de G, a curvatura se com-

porta como:

A.4. EXPRESSOES LOCAIS

Vimos que o potencial de Gauge W & relacionado com a co-

nexao w por

* 1
= = .
Wy 0y AT (U,G)

{ht

Agora, o campo de forg¢a associado a o

e vale o seguinte teorema.

_ 10
A.4.1. TEOREMA. QU = dwU + > [mU,mU] .

Geralmente os grupos usados em Fisica sao grupos de matri-

zes. Dal & conveniente escrever o colchete de formas neste caso.

'

I T PR g LY

T e e A LT A .
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Entac se ¢ € Ai(N,G) e Y € Aj(N,G) temos:
_ ij
[v,¥] =en ¥ - (-1) YAy

onde v e { sao consideradas como matrizes de formas IR-valoriza-
das e ¢ A ¢y & a multiplicagao matricial, onde as entradas sao
multiplicadas via operador wedge a . Temos entao o seguinte Coro-

lario.

A.4.2., COROLARIO. Se G & um grupo de matrizes, entao

[TV}
Q7 = dw + w A W

A regra para transformag¢oes dos campos de forcga, sob uma'mg
danca de Gauge (trivializagdes ou secgoes locals) é mais simples

para a curvatura que para os potenciais (A.2.3). Temos o seguintei

A.4.3. TEOREMA. Seja T, e T, duas trivializag¢des locais com

fungao de transigao

Jyy P UNV —>G .

Entdao em U N V temos:

a, = Ad _;9,
Suv

No caso de G ser um grupo de matrizes obtemos:

€y = Jyv %y Jyv -
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Diz-se em fisica que a curvatura {(ou campo) se transforma
de uma maneira homogénea sob transformagao de Gauge, enquanto gue

1 dg

os potencilais tem ainda uma parte nac homogénea gav

Uvn

A.4.4. TEOREMA. (Forma local da Identidade de Bianchi).

Relativamente a uma trivializagdo local

a identidade de Bianchli escreve-se como:
dQU = [QU,mU]

se G for um grupo de matrizes temos:

A.5. CAMPO DE PARTICULAS E TRANSFORMAGOES DE GAUGE.

A.5.1. DEFINICAO. Seja G um grupo de Lie gque atua pela esquerda

numa variedade P, ou seja, temos:

GXF ——=F

(g;f) —— g'f
sendo esta aplicagio C.

Definimos

cip,F) = {1t : P — F tal que 7T(pg) =g « 1({p}}.
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No caso onde a a¢ao de G define uma representagao  (sobre
um espago vetorial V} G ~— GL(V), os elementos de C(P,V) sao

chamados bampo¢ de Particulas.

A.5.2. DEFINIGAO. (Formas equivariantes).

Seja ik {(P,V) o espago das k—-formas diferenciais ¢ com va-
lores em V definidos em P e tal que (para uma dada representa

gao G — GL(V)):

- " ¥ e
a) Para Xl, 'Xk TpP temos

| -1
v (Rg* xl,..-'Rg* Xk) = g '@ (Xl,... 'xk)
(isto &, R;¢= gwl-xo)-

b) Se um dos X, ..., Xy & vertical, entao p(xl,...,xk) = 0.

Os elementos de i%(P,v) sdo denominados k-formas hordizon-

tais equivariantes V-valorizadas.

Se v & uma O-forma (isto &, uma fungio ¢ : P —— V) entao
a condigdo b) & desnecessaria e a condigao a) fica «(pg) =g_l~so(p)
No caso especial onde V=G e G —— GL(G)
— Ad
| I g
& a representagao adjunta a curvatura ¥ da conexdao w pertence a

il (P,G). Também & facil ver que

c(e,v) = %@,V

A.5.3. DEFINICAO. A derivada covariante p” (definida em 3.5) pre-
serva as condigdes a) e b) da definigao (A.5.2) ou seja: se

¢ € M®,V) entdo D% € 7%+l (p.v). Dal pode-se definir o operador:
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W —k

D :Kk(p,V) SR +1{P,V)
por:

wa = (dw)H .

Para conseguir escrever o analogo das Egquagoes de Estrutura
de Cartan (A.3.7) para formas equivariantes precisamos da seguin-

te definigao:

A.5.4. DEFINIGAO. Seja G — GZ£(V) homomorfismo de Algebra de
Lie induzido pela representagio G ——+ GL(V), isto @ para A € G

e v €V colocamos:
A.v = == [ (exp tA) V] €V
RS § =0

(agqui identificamos TV = V).

Se ¢ € Ak(P,v) e p € ﬁ](P,G), definimos p A ¢€19+k(P,V) -

por:

- _ 1 13O . '
{p A v) (xl,...,xj+k) =37k cEI( 1) p(xc(l),...,xc(j)) “Xo(j+1)""'xc(j+k))

onde 0 € Per{l,...,j+kl.

Com esta definicao demonstra-se © seguinte teorema.

A.5.5. TEOREMA. Para T € AN(P,V) temos que D¥r = @t + w A T,
Se tivermos a representagao adjunta G -— GL{G) entdo pa-

ra T € ﬁk{P,G) temos que W A T=[w,T] e dai ;

v

DVt =dt + [w,1] i

OBS. Como a curvatura ¥ e Hz {P,G) entao o teorema A.5.5. mostra que:
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p¥e” = ag” + [w,0Y

que se anula pela identidade de Bianchi.

A.5.6. DEFINIGAO. (Transformagac de Gauge).

P
Um automorfismo de P.F.B. + 7T com grupo G € um difeomor —
M
fismo f : P —— P tal que:
f(pg)=ffp)gr VgE'G,pEP.

Note gue £ induz um difeomorfismo bem definido

fF: M — M
F(ni{p)) = w(f(p)) .

Uma transformacdo de Gauge (calibre) de um P.F.B. & um auto
mosfismo £ :P — P tal que f = 1, (isto &, w(p) = 7{£(p))).

Denotamos:
GA(P) = o grupo de todas as transformag&es de Gauge de P.

As transformagoes de Gauge sao definidas acima como automorfis-
mos do P.F.B. que preservam a base. Localmente elas medem a mudan
ca do referencial "interno" ou Gauge, para uma variagao no espa-

'qo-tempo._

A.5.7. TEOREMA. Seja C(P,G) o espago definido em (A.5.1) onde G

atua sobre si mesmo via conjugacgao: ;

Existe um (anti)~isomorfismo natural
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C(P,G) = GA(P) .

A.5.8. TEOREMA. Se f € GA(P) e w & uma l-forma de conexao, en-

tdo f*w e uma l-forma de conexao.

A.5.9. TEOREMA. Dada uma representagac G —— GL{V) e f € GA(P),

o pull-back f* .fornece um isomorfismo

£* . TK(p,v) —— TK®@,V) , k=0,1,2,...
0m

Seja € o espago de todas as l-forma de conexao sobre P .

Note que C # El(P,G) mas estes espagos estao muito relacionados:

A.5.10. TEOREMA. Para uma dada o € C, a aplicagdo

e, e — ¢

dada por

T — T +

& injetiva e sobre.
G = Algebra de Lie de G.
Note gque para T € El(P,G) a curva
y : R —C
t —r y{t) = w + tT

passa por w e tem vy'(0) = T. Deste modo podemos considerar

El(P,G) como o "espago tangente” TwC a "variedade (€ em w.

A.5.11. DEFINICEO. A Afgebra de Gauge de um P.F.B. com grupo G
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& o espago C{P,G) com a representacgao adjunta G — GL{(G)

_*Ad L]
g g9

Os teoremas que seguem, indicam o sentide em que C{P,G)

pode ser considerado como Algebra de Lie de C(P,G) = GA(P).

OBS. G age sobre C(P,G) através da :representaqEO' adjunta

G — GLI{(G).

Seja g€ G e T€ C{P,G) ouseja T : P —— G

G x Cc(P,G) —— C(P,G)

(g, 71} — g-1

isto &, para cada 1 associamos rg = g.T onde

Tg(p) = g-1(p)

multiplicagao na algebra de Lie G.
A.5.12, TECREMA. Se H,H' € C(P,G) entao a aplicagao

[H,H'] : P — G

p —— [H(p),H'{(p)]

estd também em C(P,G). Consequentemente, C(P,G) tem uma estrutu

ra de Algebra de Lie.

A.5.13. TEOREMA. Existe uma aplicagao
" Exp: Cc{P,G}) — C(P,G) definida por:

Exp (H) (p) = exp(H(p)) com H € C(P,G)
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tal que
t —— Exp(t H)

& um subgrupo a um parametro de C{P,G) com:

d
IE Exp(t H) (p) = H{(p).

Além disso, se H e H' € C(P,G) entao:

2

[H,H']l (p}) = g%gg Exp(tH)pExp(sH')éExp(tH);

1
s,t=0

A.5.14. DEFINIGAO. Definimos

exp: C(P,G) —— GA(P)
por

exp(H) (p) = p exp(H(pP)).

Note que isto & a Exp de (A.5.13) seguido pelo 1somorfismo
.(A.5.?).

Os teoremas (A.5.8) e (A.5.9) nos dizem que GA(P) atua so-
bre os espagds C e Kk(PFV) respectivamente. Como C(P,G) & a "Al
gebra de Lie" de GA(P) podemos considerar os efeitos de c(p,G)

(movimentos infinitesimais) sobre estes espagos.

A.5.15. TEOREMA. Para ¢ € Kk(P,VJ, f e GA(P) e T € C(P,G) | Ccom

f(p} = pt(p), temos:
f*p = 1 1o

As "versoes infinitesimais™ das agdes em (A.5.8) e (A.5.9)

sao os seguintes dois teoremas:

TR LY
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A.5.16. TEOREMA. Seja w € C e H € C(P,G). Entao

d * _ _ W -1

grlexp tH) w|t=0 = dd+[w,H] = DH € A~ (P,G) .
A.5.17. TEOREMA., Seja ¢ € ﬁk(P,V) e H € c(p,G). Entao

d x| _ _
3¢ (exp tH) ¢It=0 = -Heyp .

Portanto os teoremas (i.5.16) e (A.5.17) mostram como sao
as agoes infinitesimais do GA(P) scbre C e Ek(P,V) através de

sua Algebra de Lie C(P,G).

A.6. LAGRANGEANOS E INVARIANCIA DE GAUGE

P
Seja ¢+ m um fibrado principal com grupc G e seja
M

G — GL{V) uma representagao.

A.6.1. DEFINICRO. O espago dos l-jatos de aplicagdes de P para V

111}

J@e,v) = {{p,v,8) /DE P, VEV e b :TpP —— V @& linear}.

Pode-se verificar que 3 J(P,V) pode-se dar uma estrutura
diferenciavel de um modo natural, dal J(P,V) & uma variedade di-

ferenciavel.

A.6.2. DEFINIGEO. Um Lagrangeanc & uma aplicagao L :J(P,V) — IR
tal que para todo (p,v,8) € J(P,V) e g € G , temos:

L(pgrg_l-'v,g » 8 0R _;*) = L(p,v,0).
g

Y RL
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Como resultado desta imposicac temos:

A.6.3. TEOREMA. Dado um Lagrangeano L :J(P,V} — IR, existe
uma fun¢dao bem definida £o : C(P,V) —— Cm(M) dada por {para

XE M, b ECP,V), e PEP com n(p} = x):

L) (1) = Lip,¥(p).dy,) .

Demonstra-se este teorema mostrando gque o lado direito & in

variante sob a agao de G (pela direita).

A.6.4. DEFINICEO. Um lagrangeano L :J(P,V) —— IR & chamado G-

invariante se:

L{p,g-v, g-08) = L(p,v,0) .

Quase todos os lagrangeanos que aparecem na pratica tem es-

te tipo de invariancia.

Agora suponhamos que L :J(P,V) —— IR € um Lagrangeanb G-
invariante. Isto naoc implica necessariamente que £o seja gauge in

variante, ou seja, que

_ *
£o(¢) = £0(f ) .

Lembramos agui que o grupo de gauge GA(P} atua sobre

c{p,v) = EO(P,V) via pull-back:

(£*4) (p) = Y(f(p)) com £ € GA(RP), ¢ € C(P,V)

Para remediar esta ndo-invaridncia de gauge de £ . OS fisicos

inventaram um objeto que (gquando incorporado a £O como uma nova

ot
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varidvel) produz um termo {sob transformagao de gauge) que se can
cela com o termo problematico. Foi deste modo que o conceito de
conexao foi introduzido na fisica. O proximo teorema mostra como

o conceito de conexaoc resolve o problema de invaridncia de gauge.

A.6.5. TEOREMA. Seja L :J(P,V) — IR um Lagrangeano G-invarian

te e seja C o espago das conexoes em P. Defina uma fungao

L: c@,V) x C —— C (M)
por

L(p,w (x) = L(p,¢(p),waPJ

1

onde x€M,p€E7n (x), yECP,V) e w€C.

Entao £ n3o somente & bem definido, mas também & gauge inva

riante, no sentido que para f € GA{(P)
L(E*y, £'w) = L(v,0) .

A.6.6. DEFINICEO. Se L :J(P,V) —— IR & um Lagrangeano
e L :C(P,V) x C — C" (M) & bem definida como em (A.6.5) entdo

C(y,w) € C (M) & chamada a Densidade de A¢do do par (y,w).

A.7. EQUACOES DE LAGRANGE PARA CAMPOS DE PARTICULAS.

Agui formulamos o principic de minima (ou estacionaria) Agao
para campos de particulas sob a infludncia de um potencial de gau
ge. Mostra-se entao que o campo de particulas cobedece es%e princi
pio se e somente se satisfaz a equagao de Lagrangé. A presente for
mulag3o coloca as Equagoes de Lagrange no espago total, em vez da

base. Na Literatura fisica, as equacbes de campo sao formuladas
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no espago-tempo, e elas explicitamente envolvem potenciais de gau
ge locais. Dai, em geral, as equagdes nio si3o manifestamente gau-
ge invariantes, muito embora as equagbes s3ao satisfeitas para to-
das as escolhas de gauge, se elas sao satisfeitas para uma da-
da escolha. Aqui tomamos a Egquagao de Lagrange estando no espago
total, onde ela & manifestamente gauge invariante e tem uma apa-
réncia mais natural.
P

Seja + 1 um fibrado principal com grupo G e seja
M

G —GL(V) uma representacao. Seja h um tensor métrico definido

sobre M. Por simplicidade supomos que M & orientavel. Portanto

existe uma forma volume p bem definida sobre M associada a h.

Suponha que L :J(P,V) —— IR & um Lagrangeano € @ & uma conexao

fixa sobre P.

Ja definimos uma fungao (A.6.5)

L: C(P,V) x C — C (M)
Escrevemos

Y c@,v) — C (M)
onde

L2y = Liy,w) .
Idealmente a ag3do de V¥ € C(P,V) seria
J T C TR
M

Entretanto, nao had garantia que esta integral exista, ﬁois M po-
de nao ser compacto. Para remedlar isto faremos as seguintes de-

finigoes:
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A.7.1. DEFINIGAO. Usamos a notagdo U € C M significando que 4]

& aberto com fecho compacto.

Para U C C M definimos a Acao de ¢ € C(P,V) sobre U como

sendo

E&’(w) = J Wy € R,
U R

A.7.2. DEFINIGAO. Para ¢ € C(P,V), definimos o supoate projetado

de ¢y como sendo o fecho do conjunto {n(p}) € M /y(p) # 0}.

A.7.3. DEFINICAO. Dizemos que ¢ € C(P,V) & estacionario relativo
i LY se para todo UCCM e também o € C(P,V) com suporte pro-

jetado contido em U, temos:

Equivalentemente dizemos que ¢ obedece o principio de Mini

ma Agao.

Neste paragrafo mostra-se que ¢ € C(P,V) & estacionario se
gundo a definigao (A.7.3) se e somente se ¢ satisfaz a Equagao

de Lagrange. Para isto & necessario algumas nogdes adicionais.

A métrica hx sobre TxM induz uma métrica ﬁb sobre o

subespago horizontal Hp c TpP (p € v_l(x)} via o isomorfismo

ou seja

Hé(X,Y) = h (m,X,n,Y) para X,Y € TPP .

Do mesmo modo um elemento de volume ﬂ @ induzido sobre Hp

e
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pelo emento de volume U sobre TxM e dal podemos definir um ope-

rador

o AFw) — A" Fm) n = dim M
P P p
k
tal que se T € AT(T M)
;p(n*r) = ﬂ*(*xT)
onde mu* . Ak(TxM) w~—+-Ak(Hp) € o retrocesso induzido por
m, + H — T M .
X

A.7.4. DEFINICAO. Definimos = : AN(P,V) —— "X (p,v) colocando

{(para ¢ € ?‘fk(P,V)) (;so)p igual a extensac Gnica de ;p (v ) & uma

H
P

(n-k)}-forma V-valorizada que se anula nos vetores verticais. Em

outras palavras, *¢ é a unica forma em Kn-k(P,V) tal que:

*p)H = % .
(*¢) p p(w . )
P

Vale entao o seguinte teorema

A.7.5. TEOREMA. Se a € ﬁk(P,V) e 0:U——P & uma secgao lo-

cal entao:
- *
o¥(¥a) = *c’a .

vamos supor gue o espago vetorial V tem uma métrica.ﬁ (nao
necessariamente positiva definida, mas ao menos nao-degenerada)
tal que a representagao G —— GL(V) & ortogonal relativamente a

h (ou seja):
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h(gv , g.w} = hiv,w) , ¥Yv,we V.

Esta suposigao & satisfeita em todos os exemplos fisicos que

congsideraremos.

A.7.6, DEFINIGAO. Sejam g e h métricas sobre dois espagos ve-
toriais E e F respectivamente. Definimos entao uma métrica

{gh) sobre Ak(E,F) como segue:

se {fl,...,fm} € uma base de F , podemos escrever

o € Ak(E,F) como o = T alf , onde ai € ﬂk(E,IR).

i

. ~ k
S . = r ] . F € r H
eja hij h(fi f]) Entac se o,B A (E,F)

(gh) (a,8) = & h . gtat, 8
i, 3 .
r]
- - - ' k - .k
onde g & a metrica induzida por g em AT(E,IR) = A (E}.
Relativamente a uma base {vl,...,vn} de E e com 9y =g(vi,vj)
e glJ sua matriz inversa, temos para o,f8 € Ak(E)
.
i,3; 1,3 i3
~ 1 141 ~2-°2 k”'k
gf{a,B) =7 L g g Y a B. .
k! il"‘ik s BRI I

A.7.7. DEFINIGAO. Como nds temos uma métrica _Eg sobre Hp e uma
métrica h  sobre V, podemos definir uma métrica (Ebﬁ) sobre o©
espaco das k-formas V-valorizadas sobre Hp como  ha definicao

(A.7.6). ' :

Para a,B € Kk(P,V}, definimos

— i — ﬁ
{hh)p(ap Bp) (hp )(ap|

LR
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Utilizando esta definigao temos:

A.7.8. TEOREMA. Existe uma fungdo bem definida

(hh) : A,v) x A%, v) —— ()

dada por
hh) (o, = (hh , d =x €M .
(hh) (o B)‘x) ( )p(ap Bp) onde T (p) X
Também existe uma fungao Obvia pela Definigao (A.7.6)
A k k o
(hh) :A (M, V) *x AV (M,V) —C (M) .

A.7.9. TEOREMA. Seja «,B € Kk(P,V) e seja 0 : U —— P uma sec

¢ao local. Entao temos
(hh) (c*a,0*8) = (RD) (a,B)
A.7.10. DEFINICAO. O codiferencial covariante

s%: B @,v) — F 1 @,v) & definido
7k
para y € AT(P,V) por:

89(0) = ~ (-1 =PI 5 g,

onde (—1)h & o sinal do determinante de h(ai,aj) e n=dim M.

Observe que quando M & © espago-tempo (—1)h =-1 e n =4,

pai 6“ = ¥ b”¥ . Neste caso temos o seguinte:
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A.7.11. TEOREMA. Seja U C C M e suponha que a € Ek(P,V) e
B € Kk+1(P,V). Assuma que © suporte projetado de o esta contido

em U. Entao:

J (Fh) (0%, B) =f (hh) (a,8Y8)
U U

A.7.12. DEFINIGAO. Seja L :J(P,V) —— IR um Lagrangeano e déno—
temos Il(P,V)p o espago das aplicagOes lineares TpP — V que
anula vetores verticails. Para {p,v,9) € J(P,V)- definimos
%LQLV,B) € Kl(P,V)p pela equagao: |

h =4
(hh) (V3L (p,v,8),B) = gp Lip,v, 8 + tB)

t=0

Para Y € C{(P,V}) definimes uma l-forma V—valorizada

——2%—— sobre P por:
(D )}
.-
[__aa“"—] = V3L(Pr¢(P)erlpp) -
3 (D ) :
P
0 seguinte teorema garante que —"E%—— e equivariante.
3{D )
A.7.13. TEOREMA. —*— € Tl (@,V).
3 (D"y)

A.7.14. DEFINICAO. Para (p,v,9) € J(P,V) definimos VZL(p,v,B) E V

pela equagao:

~ _ ‘g‘ '
h(V,L{p,v,0),w} = 5% L(p,v +tw,0) 0 .
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Se ¢ € C(P,V) definimos uma funqao V=-valorizada sobre P por:

<&

0
55 @) = Ve, D)

A.7.15. TEOREMA, Temos que %% € c(pP,V) = EO(P,V).

A.7.16, TEOREMA. Suponha que U CCM e seja T € C(P,V) tendo

suporte projetado em U. Entao em t = 0:

def

d puw = 4 w =
d—El’U(xp+tr)|t=0 z dtJU’E (p+tT)y
A 3L 3L
= h(s¥ —22 . 4+ 22 1)y
Ju 3 (p%y) %Y

A consequéncia imediata do teorema (A.7.16) &:

A.7.17. TEQREMA. (Equagao de Lagrange).

O campo de particulas ¢ € C(P,V) & estacionario (para um
Lagrangeanc L :J(P,V) — IR e wa conexao w fixada sobre P) se

e somente se vale a Equagao de Lagrange:

0L ) 4 2L _ |

§w(————“—
3 (D%y) Y

A.7.18. EXEMPLO. (Eletrodindmica de spin zero).

P ) .
Seja + 1 um fibrado principal com grupo -U(1)=={e18
M

e uma conexao fixa w. Vamos supor que M & um espago-tempo com mé

, 6EIR}

trica h. Seja V = € (considerado como um espa¢o vetorial 2-dimen

sional sobre IR) e suponha que



99

U(l) —— GL(C) €& a representacao dada por:

5 . _ _
ei +zZ = elez (multiplicagao complexa).

A dlgebra de Lie de U(l) é o espago

U(1) = {i8, 8 € R}

4 tie
d

+

vemos gue 6(1) opera sobre € via multiplicagao complexa. Selja

h a méetrica IR-valorizada sobre € dada por:

hi(z,w) = =(2w +wE)

N

(ou seja, © produto interno euclidiano sobre IR2 = T).

Vimos que h induz uma métrica Hp sobre os subespagos ho

rizoentais

H ={X€ETpP : w(X) =0} .
P p :
Definimeos o Lagrangeano

L:J(P,V) —*+ IR por

l ,—» H .H 1 2 —
L(sz:e) =3 Ulh)p(G 07) - 3 mzz
Se El""'E4 e uma base de Hp e Oi = G(Ei) e hij =hp(Ei,Ej),
entao:
~ H Hy _ 1 +1ij = =
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Para qualquer ©O' € Kl(P,V)p

e 1 __i I — H
Ulh)p(V3L(p:Zr9).® ) = 3t Lip,z,@2+t@"') = Ulh)P(O ¢ G")
donde
V,L(p,z,0) = ot
Semelhantemente
2
VZL(p,z,O) = ~m 2z .
-I'. — ie
Dai para ¢ € C(P,V) = {y :P —— € tal que Y(pe™ )

= e % (p))

oL )
—= = pYy e
3 (D%y)

@
=
M

-m“y

@
A

Dal a Equagao de Lagrange fica:

59p%y - m2y = 0

Embora esta equacaoc seja elegante, os fisicos costumam pen-
sar em ¥ como uma funcao definida sobre a base M. Isto requer
uma secgac local ¢ : U —— P (ou seja, uma escolha de gauge) pa

ra trazer a equacgao para U C M.

Escrevemos entao

' = ¢ 00 st U —mCT

. *
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Note gue como W toma valores nos imaginarios puros, entao

A & uma l1-forma real sobre U.

A pode ser identificado como o "4-vetor potencial" a menos

de uma constante multiplicativa dependente da carga.
D% = ap + wA Y

p = o¥(ay) + o*w A o*y =

do*y + o*w A oFy =dy' - iAyp'

DPai usando o Teorema (A.7.5)

0 = o*(5“D% - m%y) = o* (¥ 0¥ ¥ D% - mY) =

(Teor. A.5.5)
o* (¥ ¥ %y - mzc*w =

It
*

o*(@(® DY) + w A % DY) - mic*y =

I
*

o*(d(* me)) + %(o%w A % U*(wa)) - mzo*w =

Il
*

=% o¥(d % (A + w A P)+tr (-1B) A *(aP'-iAy*)) - mZy

% (A % (AP’ - 1AP')) + % (iR A x (AP —iAP')) - mp' =
- 5AY' - 16(APT) ~ 1 % (AA % @p') -1 (A A (% AY')) -mp’
ou

Op' -1 div(Ap') - ih(A,dy’') - h(A,A)y' -mp" = 0
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Esta € a equagao para a fungao de onda (em primeira quanti-
zagao) de uma particula carregada de spin zero (por exemplo, um
meson 7 ) de massa m sob a infludncia de um potencial eletromag
nético A (Ver por exemplo, Schiff ([1968], Quantum Mechanics, pg.

468, para o caso especial onde M & o0 espago de Minkowski}.

Agora junto com a equagaco homogénea de Maxwell d2A = 0, ha

a equacdo wi-homogénea de Maxwell

§(-da) = 3j°
onde

h(ayp',19*) - ap'y' =

.
I

_i(w'dal - dwlml) - Awlwl
& a corrente.

Esta equacdac & deduzida de um principio de minima Agao com

respeito a variagOes em w.

A.8. EQUACAO NMHIOMOGENEA DO CAMPO

Dado um campo de particulas e um potencial de gauge aoc gual
ele responde, definiremos uma l-forma Lie-valorizada sobre o espa
¢o total. Esta forma & chamada a corrente. Damos a seguir varias

caracterizagbes equivalentes da corrente.

Para definir a corrente J € Kl(P,G), nds precisamos de uma
métrica h sobre V tal que G —— GL(V) & uma representagio or

togonal, e precisamos de uma métrica k sobre G tal que:

Ad : G — GL{6) também seja ortogonal.

Entao temos:




103
(fk) : A9 (P,G6) € K (®,6) — c” ()
como um caso especial do Teofema (A.7.8).

A.B.l._DEFINICﬁo. Para w€( , € C(P,V) e p€P, a corrente

J € Kl(P,G) é definida em p, pela equagao

dL, =
(hh)_( yTo9) = (hk) (J_,T1)
P 3 0%y PP
onde se requer que seja valida para todo <t € El(P,G). Observe
que Jp existe e € unica porque ﬁ{k)p € nao-degenerada. Esta

definic3o mostra que J € Al(P,G). Para garantir que J € it®,6)
falta mostrar que J & equivariante e horizontal. Isto & o que diz

0 proximo teorema.

A.8.2. TEOREMA. J € Ki(P,G).

A corrente pode ser expandida na base da Algebra de Lie e

temos entdo a seguinte caracterizagao.

A.B.3. TEOREMA. Seja {el,...,er} uma base para a Algebra de Lie
G e suponha gque (kas) € a inversa da matriz (kaB) onde kaB =
.k(ea,es). Entao:

g = kPR e - we

w

5 (0%y) B

O prdximo teorema afirma que a corrente € a primeira varia-

¢ac da Agao com respeito ao potencial de gauge.

A.8.4. TEOREMA, Seja £ : C(®,V) x C — C (M) como definida em

(A.6.5). Seja Jw(w) € KI(P,G) a corrente associada ao par (},w).
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Entao para todo T € TwC = Wl(P,G), temos:

d ——
HE£th+tT)t#)=(thJmW)ﬂ)

A.8.5. TEOREMA. (Consenvagao da Cargal.

Seja h:J(P,V} —— IR um lagrangeano G-invariante. Para
w € C fixa, suponha que ¢ € C(P,V) €& estacioniria relativamente
i L no sentido da definicdo (A.7.3). Entd3c a corrente J°(y) obe

dece a "equagao da continuidade generalizada”

s Ty =0 .

A.B8.6. TEOREMA. Se nao supomos que y & estaciondrio em (A.8.5)

entao ainda temos que:

o oL

kP R 2R — 1+ T, e tiie, = 68
3 (DY)
onde {el,...,er} & uma base para G e (kuB) & a matriz inversa de

(kaB) ' kaB = k(ea,eB).

£ facil ver gue se |y & estacionario, entao ele satisfaz a

Equagao de Lagrange e dai (A.8.6) reduz-se a (A.8.5).

Vemos pelo Teorema (A.8.5) que se a densidade de acao é gau
ge-invariante entdoc a corrente & covariantemente conservada inde-

pendentemente da Egquagac mshomogénea do Campo s“ (¥ (p)) = o.

No entanto se a densidade de agao nac & .gauge invariante,

nos podemos usar a equagao wehomogénea de campo para obter a
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conservagao da corrente. Para isto & necessario adicionar a densi
dade de a¢ao do campo de particulas uma fungao gauge-invariante
sobre a base, construlda a partir do potencial de gauge. Esta fun
¢ao & chamada densidade de Auto-agao do potencial de gauge, por-
gque ela nao envelve nenhum campé de particulas. A densdidade de
A¢ao total & portanto a soma da densidade de Ag¢ac do campo de par
ticulas e a densidade de Auto-agao. Vamos obter entao que o campo
de particulas Yy e o potencial de gauge w sao estacionarios para
a Acdo Total se e somente se valem a Equagao de Lagrange e a equa
c3o nis-homogénea do campo.

Classicamente o nove termo a ser adicionado a& densidade de
acao L(y,w) e %(HEHz - "E"2) ou - % g(F,F) onde F & o tensor
(2-forma) eletromagnético e § & a métrica sobre 2-formas no es-—

pago de Minkowski. A proxima defini¢ao € a generalizacao natural.

A.8.7. DEFINICAO. Suponha que existe uma métrica k sobre G tal
que Ad :G — GL(G) & ortogonal.

Defina

S : ¢ — C (M) por

s = 2 Bk @, .

S(w) & chamada de UDensidade de Auto-A¢do de w. Entao temos:

(£ +8) : c(P,V) x C — C (M) onde

(£ + 8)(v,w) = L{Yp,w) + S{w)

& a Densidade de Agdo Combinada (ou total) do par (¢,w).

A.8.8. DEFINICAO. Dizemos que o par (y,w) & estacionario em relagao
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a (£ + 8) se, para todos o conjuntos abertos U C M com fecho
compacto e o € C{P,V} e 1 € El(P,G) com suportes projetados em

U, temos:

4

Jt JU (£ + S)(UJ+tcr,m-+tT)u =0 em t =0 .

A.8.9. TEOREMA. O par (y,w) & estacionirio em relagcao a (£ +85) se
e somente se as condigoes (A) e (B} valem:
9L . . 3L

(— } + = =0 (Equaqﬁb de Lagrange)}
3 (D) oV

(n) &“

(B) s¥e? = Jm(w) (Equagao pis-homogénea do campo).

Uma consequéncia deste teorema & a conservagao corrente (Teo

rema (A.8.11)).

A.8.10. LEMA. 8% (8" =10 .

De (A.8.9B) e (A.8.10) temos imediatamente:

A.8.11. TEOREMA. s“(3“(y)) =0 .

OBSERVACAC 1. No Teorema (A.8.9) nao supomos gque a Lagrandgeana
L:J{(P,V) — IR & G-invariante ocuque [:C(P,V} x -—H+-Cm(M)

& gauge-invariante.

No entanto para obter a Equagao ﬁbhomogéﬁea do campo e con-
sequentemente a Conservacgao da Corrente (A.8.11) foi preéiso;fsgg
lar que © par (y,w) & estacionario para (£ +8).

Por outro lado o Teorema (A.8.5) postula um Lagrangeano L

G-invariante, mas a conexdo ® € C & arbitrdria e obtémse também
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a conservagao da carga (ou corrente).

OBSERVACRO 2. No caso que a corrente & zero (ou seja, um poten-—
cial livre de campos de particulas), ent3o a equagao wi-homogénea

de campo & de fato homogéna, ou seja

Esta & chamada Equa¢ac de Yang-MiLls.

Se 0 grupo & nio-abeliano, a equagao de Yang-Mills e nao linear
no potencial de gauge, tal como a Equagao Homogeénea de Campo (ou
Identidade de Bianchi (A.3.8)). Entretanto diferentemente da Iden
tidade de Bianchi, que vale para qualgquer potencial de gauge, a
equacgdo de Yang-Mills vale somente se o potencial de gauge & esta

ciondrio para a Auto-Agao.

A.8.12. (Equacgdo se-homoginea de Campo no Caso da ELetrodinamica

de Spin-Zeno)}.

Vamos justificar aquli a equagdo mishomogénea de Maxwell

§(-aa) = 3!
vista no exemplo (A.7.18).

A Algebra de Lie U{(l) & gerada por i = v~1 e escolhemos

a métrica k sobre U(l) tal que k(i,i) = 1.

De acordo com (A.8.3), a corrente &,
I = A—— , i)t
8 (D7)
aL o -
Em (A.7.18) encontramos que — = D™y e entao:
3 (DY)
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g = h" ,1¥)1 = h(@ +w-y , 104
Aplicando uma secgdo local 0, obtemos

o*J = h(dY' - 1AY' ,1i¥")i = h(ay' , 1P i ~AP'T'k(i,1)i

k{i,i) =1

= h(dy' ,iv")i -AW'P'i = ilh{dy' ,iv")i -ap'9'l = 13

¥

j'!
ou seja
o*J = ij' .
Agora no eletromagnestismo, o grupo sendo abeliano {(U{l))
Q% = de .

Como a base & o espago de Minkowski (flat) entao:

W

8§ =8 pois * =% e D =4d .
Dai
o*(6°0") = o*(sdw) = ddo¥w =
= §d{~1iA) = iGd(*A)..
Logo a equagao inhomogénea Y% = 3 escrita na base através de

uma escolha de gauge o &:

18d(-a) = 13"

ou seja

li

dd (-A) 3!




APENDICE B
FORMALISMO DE CLIFFORD

B.1l. ALGUMAS ALGEBRAS E SUAS RELAGOES

Seja V um espago vetorial de dimensao n. Vamos nesta sec
cao apresentar varias dlgebras, que serdo Gteis para a derivagao
das equagdes de movimento de particulas carregadas elétricas e

magnéticas no campc de monopolos magnéticos e cargas elétricas.

(1) A Algebna Tensonial T(V) sobre IR & o IR-espago vetorial da
soma direta das poténcias e v com o produto tensorial usual ]

de seus elementos. Temos entido:

T(V) =( & e°V, 8) (B.1.1)
p=0
T{V) & a Z-graduada: @ vy 8 (8?v) C "9y e de dimen-
sdo infinita se n > 1. Como V & de dimensdao finita podemos

identificar V com sua imagem ®l'V em T(V) e tambem defini-

mos GOV = IR,

Sobre T(V) existe dois importantes morfismos involutivos

[»=]
{ambos sendo automorfismos lineares de ( @ @P'V):
p=0

a) O automornfismo principal o coms
a{A 8 B) = a(A) © o(B) (B.1.2)

ad) =A se A€ 6V; a(d) =-A, se AS OV (B.1.3)
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b) O antiautomonfismo paincipal {ou reversac) B8, aplicando

T (V) na sua algebra oposta:

B(A ® B) = B(B) & B(A) (B.1.4)

B(a) =A se ace’v +e8lv (B.1.5)

(2) A AlLgebra Exteadior A(V) sobre o E}ﬂxgago‘vétorial V pode ser
definida cano a algebra quociente T(V)/J de T(V) pelo ideal bi-
lateral J € T(V) gerado pelos elementos da forma a @ a , onde

a € v.

Como usual, denotaremos o produto exterior pelo sinal a .
Como J & homogéneo na EZ-graduagao de T(V) entdo também A(V) &
Z-graduada: A(V) = @ AP(V), com AP (V) A A%(v) c APy, Aqui
também identificamos Al(V) =v e A%(V) = IR, Os subespagos
AP (V) sio de dimensdo ;) e A{V) tem dimensio 2". Para elemen-

tos A € np(V) e B e Aq(v), seu produto exterior & comutativo

ou anticomutativo:
ArB=(-1)P9 A a. (B.1.6)

O0s morfismos o e B de T(V) passam ao quociliente A(V}. De

notando-os com os mesmos simbolos o e B, temos:

a{(A A B = a{(A) ~ a(B) . {(B.1.7)
B(A A B) = B{(B}Y A B(A) (B.1.8)
. o (3)
se A€ AP(v), entio a(a) =(-1)Pa e B(A) =(-1) “a (B.1.9)
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(3) Como Kigeb&a de Grassmann A(V,Q)} denotaremos o par (A(V),Q)
formado por uma Algebra exterior A(V) junto com um produto inter-

no { , ), A(V) X A(V) —— IR induzido em A(V) pela forma quadra

Q
tica Q sobre V como segque:

1) se A€ AP(v) e B e AT(V) com p#g entlo (A,B)Q:= 0.

ii) Se A=alna2r\...na e B =»bhO Abzi\...l\b

P 1 P
1 - i ;
com ai’bi € AT (V), entao (A,B)Q:— det(IB(ai,bj)), onde IB & a

forma bilinear associada &8 Q por:
2IB (x,y) 1= Q(x +y) -Q(x) -Q(y) (B.1.10)

iii) Extende-se para o caso geral de A,B € A(V) por lineari-

dade.

(4) A Aflgebra de Clifgornd C(V,Q) do espago vetorial real V com
forma quadratica Q & definido como a algebra gquociente T(V)/J' ,
onde o ideal bilaterial J' & .gerado pelos elementos da forma
a®a-oQ{(a).l, com a.€ VvV, Como antes, podemos identificar V.com
sua imagem em C(V,Q). Denotando o produto de Clifford por justa-

posigdo para a,b €V temos:
ab + ba = 2IB (a,b) (B.1.11)

com a forma bilinear IB como definida em (B.1.10).

0 ideal J', sendo inhomogeneoc de grau par em T(V}, induz
uma xz-graduagﬁo na Algebra de Clifford, C(V,Q) = C+ + C , onde
C+ & a imagem dos elementos de grau par em. T(V). Como al(J') =

= B{(J") =3, os morfismos a e B induzem mdrfismOS {indicados com
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os mesmos simbolos) em C(V,Q).

o (AB) = a(A)o{B) (B.1.12)
B{AB) = B(B)B(A) {(B.1.13)
afa) = Bf{a) =a , se a € IR
(B.1.14)
-a(a) = g{a) =a , s8e a &€V

Em particular, para A € C+, d(A) = A epara A€ C ,

o (A) = —-A.

B.2. ESTRUTURA DA ALGERRA DE CLIFFORD

Nesta secgao estudamos a estrutura das Algebras de Clifford

e suas relagoes com as Algebras de Grassmann.

Primeiro, para qualgquer elemento X do espago vetorial dual
v*, definimos a contracde de um elemento de T(V) com X € V* co-

mo a aplicagao bilinear V* x T(V) —— T(V) de grau -1 com:

i)y x 41 0

ii1) X J a

i

X(A) , se a € v C T(V)
iii) X 2 (A8 B)= (X JA) @ B + a(A) 8 (X J B)
Em particular, X 4 X J anulard qualquer elemento de T(V).

Como X J1J=J e X JdJ'=J' a contragao também passa

aos quocientes A(V), C(V,Q) e A{V,Q) e temos:

Se A,B € A(V) ou A{(V,Q)

XJ (aAAaB) = (X1A) A B+ a{A) A (X 1 B) (B.2.1)
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X d (aB) = (X JJ A)B+a{a)(X -l B), se A,B € C(V,Q) (B.2.2)
Ccom

X_Jla=0 se a€ IR C AV, A(V,Q), C(V,Q)
(B.2.3)

X Ja=X(a) se a€vVv<CAW, AWV,Q), C(V,Q)

Agora, dado a € V, definimos o Q~adjunto de a € V € T(V),

AvVy, A(V,Q), C(V,Q) como © elemento a € V* tal que:'
aJdb=18{a,b) r b EYvw {B.2.4)

Para qualquer a € V C A(V,Q) e B € A(V,Q), definimos seu

produto aVvVE como:

‘aVB =aa~aB+adB {B.2.5)

Entao:
ava =Q(a).1 (B.2.6)

Pelo teorema sobre universalidade das Algebras de Clifford
[30]1, a v-Algebra gerada por esta relacao sobre os elementos A(V,Q)
& a KAlgebra de Clifford C(V,Q) com o produto de Clifford (indica

do por justaposicgdo) substituido por V.

Reciprocamente, se para a Algebra de Clifford C(ﬁ,Q) defi-

nimos o A-produto de a € Vv € C(V,Q) com B € C(V,Q) como:

aAB :=aB-a B (B.2.7)
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ocbtemos

aAa =0 (B.2.8)

que & a relagao definindo a Algebra Exterior. Como na Algebra de
Clifford aa = Q{(a), esta aAlgebra exterior pode ser feita uma A1-

gebra de Grassmann.

Esta correspondéncia das Algebras de Clifford e Grassmann
nao depende de Q ser ou nao degenerada. Em particular se Q = 0,

o Q-adjunto anula-se e C{V,0) = A(V,0) = A(V).

Outra observagao importante e que a Algebra de Grassmann
A(V,Q) e a de Clifford C(V,Q) sdo isomorfas como espagos vetoriais
sobre IR;'DaI, 0s geradores de A(V,0) sdo geradores de c(v,Q)

e vice-versa.

Portanto, se {el,ez,...,en} & uma base de V, entaoc o con-

junto dos p-vetores, p = 0,1,2,...,n

{eO = A€ IR, €11€0reees@ 1 €] A €y €1 A €3/00-1€) A €5 A Eqyenny

reesr® A e }

geram A(V,Q) e também C(V,Q). Ambas tém dimensao 2, Qualquer

elemento A € A(V,Q) ou C{V,Q) pode ser escrito como

b
H
=13

A, onde A_ ¥ um p-vetor, ou seja A _€ AP(V).
o P p P

Temos portanto que, sobﬁe a soma direta @ AP (V) dos espa-
¢os lineares AP(V) nds nio somente podemos impor a estrutura de
uma Algebra de Grassmann por meio de A e Q, mas também a estru-
tura de uma Algebra de Clifford e cada um dos dois produtos pode

ser reduzido no outro como visto acima.
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Para elementos gerais, os produtos de Clifford e Exterior

sao relacionados como segue:

&) . .
_ 2 i, i3 :
ap = ¢ L~ g1 PP (Pt O LLe¥ aa) a
’ 1 1 .
p P 1 P
Ale® 1 ...e* 1 B) (B.2.9)
iy Ip
P
(—1)(2) Hh . * *
AAB=r gl gPPe* J..ef 2odP@)el 4...ef 1B
' i i 3 J
P p: 1 o 1
: (B.2.10)
ik i x £ =
onde g :=IB(e",e"} e e; & a base dual de gqualgquer base

1

el € Al(V), e o produto entre os elementos entre paréntesis em

(B.2.10) & o produto de Clifford.

As fOrmulas (B.2.9) e (B.2.10) para os casos especiais em

que a ou b € Al(v) ficam:

a € Al(V) entaoc ay aas Y+ ady {B.2.11})

be AY(V) entio ¢b =Db A a(d) - B a() (B.2.12)

il

B.3. ALGUNS FIBRADOS VETORIAIS RELACIONADOS COM O FIBRADO

COTANGENTE. O OPERADOR DE DIRAC.

Como as estruturas algébricas consideradas nos paragrafos
anteriores possuem uma estrutura IR-linear herdada do espago veto
rial V, para sua generalizacao a variedades & necessario usar o
formalismo de Fibrados Vetoriais (com as ‘estruturas algébricas
adicionais). Aqui M sera uma variedade ¢ +~diferenciavel e de di-

mensdo n. Também os fibrados construidos, as secgOes transversais
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e aplicagoes sao de classe c”. 1 denota o Fibrado Tangente as-

M
sociado 4 M.

1. O fibrado basico para nossas construgdes serd o {ibrado

colangente Tﬁ da variedade M. SecgOes transversais c € Sec(T;)

sdo chamadas l-formas.

2. Dada uma secgdo transversal g € Sec('rM X TM) tal que em

cada fibra n_l(x), g, € uma forma quadratica sobre o espago co-

X
tangente T;M e entdao o par (Tﬁ,g) denotara um Fibrado Vetorial

Riemannianc (ou Lorentziano).

3. O Fibrado de Cantan, denotado por ATﬁ € o fibrado veto
rial cujas fibras sdo Algebras Exteriores ATM sobre V = T; M

das formas diferenciais sobre M.

Como & bem conhecido, sobre um F.ibrade de Cartan a derivada
extenion pode ser univocamente caracterizada pelas seguintes con-

digoes:

i) 4{A + B) dA + 4B

ii) d(A A B) = dA A B + a(A) A dB

iii) d2 =0

iv) X J (df) = X(f)

para guaisquer A,B € Sec Arﬁ , £ € A° <X

= .
M e x Sec TM

Em particular d & homogéneo de grau +1 na z-graauagéo do

* = (@ AP 1* , Ay,

anel de secgOes transversais de ATy M
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4. O par (A'r;;,-g) onde cada fibra (A(T;M),gx) é uma Algebra
de Grassmann, chamaremos de Fibrado de Hodge sobre M com métrica
g.

Se para qualquer x € M , Q:= 9y e nEo-deggnerada, teremos
além de d, uma divergeéncia ¢§, que & o operador formalmente g-
adjunto de d definido (Vide Westenholz [31]):

-1

8 = (-1)P a x g com e AP * | .3,
u}p (~1) * wp wp (B.3.1)

M

(+)

onde o operador * ("Estrela de Hodge") & definido como o isomor-

fismo linear:
. n-p
*:ATM-—+A Ty

Y x Y

dado por

o A k= (¢ - PIT ‘ (B.3.2)

para todas as p-formas ¢ € Sec APT; » onde T ¢ a n-{oama de volu

me, ou seja:

i i
'r=—1',—'ri idxln ...hdxn=¢]g[dxln co. A ax” {B.3.3)

se '{61,92,...,8n} & uma base ortonormal entac T pode ser escri-
ta como: 1 = Gl L S L
Por causa que d2 = 52 =0 , o Laplaciano paré formas
{(+) 0 operador * =~ ) “inido por:
*—q n-p) (—1)g * wp s com Lup € ApT*M.
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diferenciais := dé + 6d pode ser escrito também como um qua-

drado

O= (d + 8)°2 (B.3.4)

5. Um fibrado vetorial & chamado wum Fibrade de CLiffornd

C(1y,9) se cada fibra & uma Algebra de Clifford C(T}M,g ).

Se g & nao-degenerada, existe um particular operador dife-
rencial ¥ chamado o Operadon de Pirac, Iimpar na Zz—graduagéo de

C(T;M »9,) definido como segue:

Para qualquer t* € Sec T; C Sec C(T; : 9) e qualquer
t € Sec Tty , considere a aplicagao tensorial bilinear de tipo

(1,1} dada por:
b — £V, (B.3.5)

onde ¥ & qualquer elemento de Sec C(T; yg) e Vt & a derivada

covariante de Y, considerada como elemento do fibrado tensorial,
| (+)

na diregao de t . Entao J & definido como o tracgo tensorial des

ta aplicagao:
— *
A= Tr(t Vt) {B.3.6)

Em termos de uma base local {ei} de l-formas e sua base

: * . N - -
dual {ej} de campos vetoriais, nos podemos também escrever

L
3

(+) Por causa que V J*CJ', ¥

N ¢ Passa ao fibrado quociente C(jﬁ 9.
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A =eV % . (B.3.7)

Em particular tomando uma base coordenada local {dxu}, te-

moss:

7 = dx“va (B.3.8)
U

A relagao com o Operador de Dirac da Relatividade Especial
& como segue. Em um espago-tempo chato, conexo e simplesmente co-
nexo existe uma base coordenada global {@x"} ortonormalizada com
respeito a forma bilinear de Lorentz usual. Para n =4 existe uma
representacgao dx” — %U do Fibrado de Clifford pelas matrizes
complexas 4 x4 e entdo obtemos o Operador de Dirac na forma

usual

Y 3 (B.3.9)

mas agindo sobre as secgdes transversais da representagao de
C(T; , g) . Para uma representacao irredutivel ele se torna exata-
mente o operador de Dirac original agindo sobre os espinores de

Dirac [26].

O Operador de Dirac pode ser reformulado da seguinte manei-
ra: tome qualquer vizinhanca local U C M com base coordenada
{ax"}. Entdo em U, J = dxuvu pode ser escrito como

= dxPv = axV + axM 4 .3.1
) dx Vu dx" a Vu ax Vu (B 3 0)

Aplicando este operador a uma forma local

P . o
w-=51.—¢p L dx T AL.aax P
’ 1 o} :

-
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P o
)y = L 1 P _
C Y fﬁ-v[pwpl.”pp]dx“ Adg ~ A ...A dx P = dy
e
o P
~U _ 1 (8 2 p _
(ax™ 4 Vu)w : TE:TTT'VUwpz---D dx A ... A dx = 8¢

P

Como as expressdes do lado direito sdo independentes da base, ob-

temos entao:

=4+ 8 (B.3.ll)

B.4. O CALCULO GEOMBTRICO DA ALGEBRA DE CLIFFORD

Nesta secgdo mostramos como fazer alguns calculos na Alge-
bra de Clifford C(V,Q). Isto & particularmente importante para
os fisicos que necessitam de expressdes explicitas das quantida —
des envolvidas numa teoria fisica. Seguimos agqui Hestenes [22] que
mostra interpretagdes geométricas para os elementos e operagoes
numa flgebra de Clifford, razdo pela qual denominamos de Calculo

Geométrico esta secgao.

vimos {Sec. B.2) que a Algebra de Grassmann & isomorfa, co-

mo espago vetorial 3 Algebra de Clifford. Dai qualquer A €C(v,Q)

" pode ser escrito como

[ acl=

A = (A)() +{a)r, + ... =

1 (A) (B.4.1)

onde (A} | & a componente de A em A"(V). Por causa da decompo
sigao acima os elementos de C(V,Q) serao chamados de multiveto-

res. Se A = (A)]: para algum inteiro 0 i'r-ﬁ n entao diremos
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que A & homogéneo de graduagao r . Os elementos de AT Vv serio

chamados , como usual, de r~vetores.

Precisamos agora introduzir os seguintes produtos em C{v,qQ}

i) Produto Interne entre multivetores homogéneos

{A_B ) se r,s >0 (B.4.2a)
r s rs |r-s]

i
o
m

A_*B_ =0 se r=0 ou s =20 (B.4.2b)

O produto interno de multivetores arbitrarios & entdo defi-

nido por:

AB = 7 <Ak)r-B =3 A*{B) =L ¢ <A.)r-<E3)S (B.4.3)
' r s S r s

A equivaléncia das trés expressdes no membro direito de
(B.4.3) & uma consequéncia Gbvia da distributividade do produto de

Clifford.

ii) Produto Exterior de multivetores homogdneos

Ar A BS =z (ArBs )r+s (B.4.4)

Note que em contraste com o produto interno temos:

Ar Ad = XA Ar = AAr se A = (k,)b € IR

O Produto Exterior de multivetores arbitririos & definido

por

AAB=ZL (A} A B=TAA (B} =73 E{A) A{(B) "(B.4.5)
r s rs r s
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vVamos agora no gue segue denominar o antiautomorfismo B em
C(V,Q) (Sec. B.l) por + e chama-lo Aeversdo. Temos, com

A,B € C(V,Q):

ap)¥ = gtat (B.4.6)
(a +B) 7 =a" + 8" (B.4.7)
(aty = «(a) (B.4.8)
O - 0 » ]
+
a =a , se a-=¢{a} (B.4.9)

Segue imediatamente gque o reverso do produto de Clifford de

um produto de vetores é&:

(ala2 ‘e ar) = @, ... ayay (B.4.10)
Temos também que:
+ _ + = g I(r-1)/2
\F: >r = (A" ) _ = (-1) (Al (B.4.11)

Podemos ainda verificar que valem:

(BB _ = (-1)T{r-1) /2 (*aty _ | (B.4.12)

= (pt _ (_1\8(s=1)/2 , -

(A B_), = (BIA ) = (-1)3 (BA_) _ (B.4.13)
Y S

(ABrC )r = {C BrA )r (B.4,14)
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Usando as igualdades (B.4.11) e (B.4.12), podemos verifi-
car que valem as segulntes regras de reordenagao para os produtos

interno e exterior que definimos acima:

A _*+B = (_1)r(s-1) B -Ar para r (B.4.15)

r =) s

| A
n

_ (_1,Y8
Ar A Bs = (-1) Bs A Ar _ (B.4.16)

Os produtos interno e exterior foram definidos obviamente

por intermédio do produto de Clifford que & o produto fundamental

na Algebra de Clifford.

Note que usando {(B.4.15) e (B.4.16) podemos mostrar facil-

mente que:

a-a_ =3 (aa, - (-1)7Aa) (8.4.17)
and_ =3 (aa_+ (-1)7a _a) (B.4.18)
r 2 r T
e entao:
aA. = a-A_+ aAA _ (B.4.19)
Para as aplicagdes que temos em mente & fundamental(+):

1) a Identidade
r v
E (-1) a*ak(al...ak...ar) ; (B.4.20)

a-(alaz...ar) =

onde o circunflexo sobre o k-ésimo termo significa que ele estd

{+) Prova em Hestenes [22].
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ausente da expressac em gquestao.

ii) Fosamulfa Fundamental

AB, = (AB ) 0 H(AB) | n e ¥ (BB
m
= kio (ArBs ) [r—sI+2k (B.4.21)
_1
onde m-—i(r+s-|r—sh.

OBSERVAGOES :

0OBS.1. Notemos que a equagao (B.4.19)
aAr = a .Ar + aa Ar

& idéntica a equagao (B.2.5) se o produto exterior na Algebra de
Clifford e identificado com o produto exterior wusual e se

. E“‘J .
a Ar a Ar

0OBS.2. Note que © produto interno de Clifford entre multivetores
de mesma graduagao & dado pelo produto interno de Grassmann, isto
e:

Ar . Br= (Ar, Br)Q .

-

Mas & fundamental ter em mente que enquanto ( , ) s6 & de

0
finido para elementos de mesma graduagao, © produto interno de

Clifford (-) & definido para elementos quaisquer da élgébra C({v,Q).

0OBS.3. O produto interno de Clifford permite introduzir um isomor

fismo muito importante, para os calculos que temos em mente, entre
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A(V) e A(V*), Como segue:

r
AT ) s o, — Ar e A(V)
dado por:
al,az,...,ar €V

+
ar(al,...,ar) = Ar 4a1 A a2 A vee A ar) (B.4.22)
Com esse isomorfismo fica claro traduzir o nosso approach

para aquele das referéncias [25;26].

OBS.4. Se V & um espago vetorial de dimensdo n com um tensor
métrico g de assinatura (p,q), entdo a &lgebra C(V,Q) onde
Q{a) = g(a,a) & usualmente denotada por IRp,q .

0BS.5. A Algebra de Clifford H{l,B {(chamada Algebra de Minkowski
ou Algebra do espago-tempo) das formas {dxu} & isomorfa a IH (2) =
= {matrizes quaternidnicas 2 x2}. A Algebra das matrizes comple-

xas de Dirac {Yu} com Y Y, + Y)Y, = Zguvl € a 4algebra €(4) =

~ - + o~ + -

= IR4'1 . Temos a inclusao IR4,1 = 131'3 » onde IR4,1 e a par

te par de IR, ;. Por completeza, notamos que R, 4 = IR (4) e
’ r

chamada Algebra de Majorana.

OBS.6. Vale a seguinte re1a950(+) n © n-1

entre w =dx" A ... A dx e

0 operador estrela de Hodge:

(+) Salingaros [24].
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Se fp € ﬂp(VJ, com V ==T;M ., entao

t n .
* f = (=1 f B.4.23
p (-1) " w b { )

onde o indice t depende da assinatura, e da graduagdo de £ _.

No caso particular do IRl 3 temos que * = ~Yg para
r

p=0,3,4 e =*» = Yg Para p = 1,2.

E entendido que no 29 membro de (B.4.23) o produto & o de

Clifferd.



APENDICE ©C

A ALGEBRA DE PAULI ([211])

A Atgebra de Paufi & definida como a sub-algebra par da Al-

gebra do espago-tempo IR, ,. Na verdade ela € a Algebra de Clif-
]

ford do espago euclidianoc tridimensional E3 , OUu seja IR3 0° Te-
r
mos portanto um isomorfismo IRI 3 = IR3 g - Este isomorfismo e
r r

dado por:

O = YyYo {C.1)
onde os Y. € IR e Yy @ tipo-tempo (Y2 = 1}.

u 1,3 o - : o

IRB,O e izsomorfa a Ez =

matrizes complexas 2 X2, razao pela qual os fisicos usam esta re

Mostra-se gue a Algebra de Pauli

presentagdo de R, , com base, por exemplo {01,02,03} onde:
r

0 1 [ 0 -i 1 0
[+ = ; g = i g = (C.2)
1 1 0 2 i 0 3 0 -1

Os vetores O satisfazem a regra de multiplicagao:

0j°0k (Ujok +0kcj) = 4, (C.3)

2 jk

Tomando todos os produteos dos 'dk , gera-se uma base tenso-

rial para

R, o Este & um espago vetorial de dimens3do 2% =8. 0s
outros elementos da base sao os bivetores Ujk = Uj A Op =
_ 1 i _— _
=35 (ojok okoj) e o pseudoescalar i = 0; A U, A O3 = 00,05 .
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2

0 elemento i comuta com todos os outreos elementos £ 17 = =1.
Segque do isomeorfismo em (C.l) que:
cjk = —ij {(C.4)
e
i= Yo ' (C.5)

Vemos portanto que escolhide um vetor timo-tempo arbitrario

Yo ! obtemos a AfLgebra de Pauli de Yo pelo isomorfismo em (C.1).

Dado um vetor p em IR  ele pode ser representado como:

1,3
PY, = Py * P ' (C.6)
onde
P, = P*Y, | (C.7a)
P =P A Y, (C.7b)

u

O operador de Dirac g = y 3, & um operador vetorial., Te-

mos entao:

Yo A = ao + v {C.8)
onde
ao = YO-H {C.9a)
g = Yo A g ‘ (C.9b)
OBS. Se A € 321,3 entac ;
A = FA+ 4 AR | (C.10)

Z+A & chamada d{vergéncia de A e J a A & chamado de notacional

de A.
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