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EONT Lﬁnﬂﬁﬂmhu{JuN}mmwi,SUQ ablllakan. ag
CROGLEMA.DALEQNTE LINVERSD

Lo INTRODUGAO.

Fonte n¥o-radiante & uma Tonte cucilants espa-
inlmente Iocalizada cudog CRMPODS NEo estAticos se madlan
identicanente Tora de alguma esfera que 2 contenhia. Isto

significe que seus campogs radiantes estio conlfinados ao in-

terior da ssfera ,i. €a, & propria reaifo da fonte ,inexis-

tindo fora dai. Este comportamento nEo usual dos canpos g g

re
8

rados levanta o guest 3o da pPlausibilidade Fieica de btuis

fontes , bem como da relevineia o sey estudo.,

Meste traﬁaihm ,oapresentaremnos pﬁimmirm algu-
mas proprisdades e Tdfitill!&dCH(% equivalentes de fontes
nﬁmwradian{@su Depois , daremos trés exemplos Fisicament e
razodveis de fontes nfo-radiantes calculando a expressio
sata para 0s campos dos prineiro e segundo exenplos. A se-
guir, serda abordada a im;::lif.:aw:éfic; CLLE t:ﬁ-rm a existéncia de

tais fontes para os problemas de fonte ditos inversos.



Finalwmente, tratarenos de fontes nEo-radiant e

eabtat {slticas.

fantes , pordm , deve s mencionady gque o inte-

nfo & recente. Bohm & Weinstein (e, i)

resass peln o n

propuseriam em L1948 (ver re%mw&nuiaﬂ da ref (i) a conbtribhui~

o possibilidade de smodelos de part -

pela descoberta de

cutlas elementares gublensas o mot ivados

gue cerbas distyitl rigidas localizadas de CORFHR, @mEoi-

tando certos tipos de movimentos aoele

ados, n&Ko ireadizm.

Goedsck (ref.(2¥) Per em 1964 atguns estudos das condieles

Parim que 880 OOOFFA B Tevant ou frivedy fvei % dmplics i Cre g

N
CIERISIES

M * r 4 o [T S
tais aodelos de part{culas. droetd & Goedeck

Yoencontraram em 1968 que os canpas radiantes proda-

zidos por & g distribuleles eram identicamnente nulos fora

" - ) ”y .
di volume por elas ocupado. Desde o nhaoe , & literaturs a

respeito de fontes nEo-radiantes Ten-se voltado para HOCOe

ag com 0% problemas de Tonte inversos, : . .

Problesmas Lipo ocarren, por e

prospeceio geoldaica e submar ina, sisnologia, mateorologia,

radiovastronomia ¢ em oulras dress onde teonicas de andlise

n " » e g " A 1, .
der Tecos bEm lugsr.
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LAHTEQ NAO L RARIANIES:

Seda 0 seguinte problema de Pon e diveto dada

. ) . . "
uma Fonte F(Vﬁ)cmanﬁmda an volune esidricn V;

suendo

contido num volums muito maior v sde fronteira fiﬁV)

~

(Figuid, procura-se O Campo w«uwnlar*k)Q¢&) tal gue:
2 .

Q? - c’- B&) UEN — T (F Y ) | | (L)

UED = Fed =0, ¥kt (

. / i :
L Q( D | -

Gelicando a transformagio btemporal de Fourier & eq. QA PRV

T

Lemos
KVZ‘\‘“ V__g))\kk?.w) = - f18,w) ) (2)

onde. usanns (8 USRFenos) ae seguintss convengdes de letrag
maidsculas & mindsculas:
. oo ,X‘-\.)sf C\&(
- -
OLF L) = & AFh e ) &)

o0
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LOHR B COn EI Fdad S0Dre M\v""“‘\ o intin P,
A .
o
c.
ey ¢

N =
) (=0, ¥ = l\: J (&)

MUF (W)~ /JOKQ: va)

A : "
o e /J\n (E) ¢ w contiguracio angular de radisgio na zona
PR R o, - [, . . N B S XA . v I ‘ i3
distante, mais a condigio eq. (L ;R By, KJ{\ el POY wmoe

Tugao  ref. (4, sec. bdud) ) -

M) = ) F@e) 9wy e, (&)
Vo .

s e OGQQ\&U\ a fungio de Dreen retardada

Y
A%?\

e

R \FoF1 . B
Le R

%L\'{\W) =

Seja o seguinte definigio:

oo gove \ - v e .+ ) = »e . . .
DEFINICAD f:uma Tungfo fonte { (F,w), né O identicanente nula
X = ’ b .
apenas nima - esfera vo (esfera suporte de JC () S8 ditw

.



ser ndo-radiante se oa solueio eq. (6\§ ¢ identicamente nula

fora dess o fera.

B sl UgERO @ (63 pode ser eupandida em harnde-
nicos esféricos.d representasio desse Yipo pars %(Q\w) &

(raet. (4, eq.006.820)
N

+

) D ) . D -
o) =2 [LLONCz0) Y0 ) o )

2";:0‘4..(2.,'..- \M\SD\.)

7

.

Y‘

¢ wav,respectivanente, o mxior ¢ o wenor denbre

4
~

YQ*: ©) & a harwdnica esférica de G an Sl 2 o den
3729 °

™, g& WY & a tungHo

4y
gsntericva de orden Q g \’\ {(x)
2
& @ funcio de Masnkel do {8 t ipo ¢ orden l « Fazendo Yo
\ (] H ) 1 : 3 . vy o)
g Clo aendn - & 0 raio da esTera Vo S ummndo momag. (E\

flan @ Q@\ sChega-se

o o, <) @\ W | ' o
M, W) = *“%j* 2 Caan U )\'\& (‘b‘cv\ ZQ‘\_\QS»)C{’) ) \~>°\} : H),

wa 2 ¥ ) Uy R [ s ot ) N . -
CalZ W) = &o S_n: §& ) yﬁ‘,\f@r‘(’ )_%)}_z-:" Y et e &;L‘ , (Lo)

‘ I: % ’ .
onde c;\J“L € o elemento de Hngulo sdlido.
Pela definigio 4 e da unicidade da vepresenta-

CHo edq. Q?\) para YOA ,decorre inediatamente o % sEguinte:
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TEOREMA 4 ums Fonte {LVAUL o suporte no esfera

nio-radiante se & 5 se s costicientes
ela “Q),ﬁﬁk)tmdmﬁ ident fcamente nulos.

Una outra caracterizagio para

QMM
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fontes
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ol . e
TEOGREMS 2 uma Ffonte §tvﬁ“3 con  suparte na esfers Vo & o
radiante se ¢ s se

.

Umz cavacterizagfo adicionat para fontes nEHo-
"

pode ser assaciads b contiguracio angular de ra-

(%
diagto /Me(Vﬂ“5 vide eq"(s) =~ do campo observado em pon-
tos distantes da regifio da fonte Crefs. (5, ()

,re s, vleV,

YaMesta s bune

. . V RV
GRO, Tuiw, AR PR

. A ..J\
P\ \-\;‘,_"\"_\\ ~ = Y.¥

] -

U S« I (6 \ vods sgr escrita go 1)

ir
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4t

¢ .
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[

C
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(?Lu s S -
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«-;(A_l
sendo = Y‘“Cmmparandm s

an o @ae. \-&‘*) & KS\ LovVeEmOgs que

IR |
S {@w e € Nr' = )J\o(@f‘“)/
Yo ' o .

& portanto



Flef,w) = uo(d,w) ,%w, ¥e,

-
R Ve e jc’\r A tem suports em vo
" . = e . «d \
Se a Tonte $lew) & nao-radiante, MIC,W)IZ2 0
. oo & s -
fora de \/o b0 aue dmplica /uo (v)We0 [rnversanente )

BEdn }Ao ( \C‘.} Ud\ =0 Jaso na eq. (_4_0\ 3

implica que
~ ~ ! A ~ A
)f(»%:i Yy "’*’) = O R A , vy particular, para Y5 X =

R ?(-\‘:q C\Q\ = Q

Fem
L
w W[ e WECK
P " . ol r .
PILS IR RN % o ] el beo Fenm 2, im o Tiga g m 5 (u‘(l L'\‘\‘) s nao-radiante .

Portanto,estd demonstrado o oe guinte:

TEDREWHA 3

R )
Suman fonte -EQ\‘I“’*) com suports na esters Vn

’ "y
& nag-
radiante se e s ge

/-‘\o (F/w) = of

IZEﬁf}st‘é:-: resultado "forte” ,bem como as e cxsssu'.(ig) & (&_o\\ y HEFRD
comentados na seglo 4.Deve ser antecipadamente salien tad c)A,
entretanto, que = e Ga (ia\\) nédo fornece ? (‘.Zl“”> ) *.Vt ) il 0
que pernitivia a inediata obtencfo de F"(?l*’) pela sua inver

GEO -

40 -): (.L‘Jsf _\(L.'f)
Feh=§ | f@Rwe
Mv' -0

- deode

d2k du

£



Segue agora a apresentacio de uma FormulagHo

simples e interessante Gref.(5)) que permite condicionar ine

' . . -t ..
Formag spbra uma fonte }UVW) continada = Vo oo mas de

outro modo arbitrdaria - a informaefes -obt idas sobre seus
canpos exbernns \n &0 necessar iamente no infinito ¢ como o foi
no caso da ma. Kkg) JoNeste sentido,o gue se vai obter & uma
generalizneiio daauels relago. .

ﬁejé v um volune de superficie SQV) tunténdm

Vo SGe,n0 teorema de Oreen

7y -y 7 B [ (8T -y Tg). RS

Y | SV

~i’i:~.u=:<:-|"mr‘1<=a~ 95 = M(?"N) & wz?(\?“—v\,w} = 03(?\\' )

..... o e e

wvarmos &m ocontn oa aq"(&A g o fato de gue
740w Y o) = - SR
cY '

facilmente chegamos a

Cr@us (R QUMW fEe) e
. V. _

.
o

BT NETPRRCORS PSR
$Cv) | |

onde : .
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t

ot = | (METECEO ~hlen) Paen] RS
Svy :

&t Qol"c\ » chamada "Inverse Source Integral Equation (I

BIEY", relaciona a Tonte com as observaches doo on mpEros

M T

contenha Vo « Note-se que guando SO estd no infin ita, =«

sobre gqualquer supertficie Ffechada s CHLE

" . : .
B (oﬂ'\ e redus oeq. (iﬂ) saue depende apenas de observas
oy f N s N N .‘ A '
Guoegs da configuragao angular do campo distante )Ao (Y/W‘)
wt
G (gl"\'> »oembora valida para observagfes em qualquer super-
Ficie externa V) sdepende também de informacfes sobre .@_5:&
: on
*
@ opor isso mesno ¢ maais complexa.Voltaremnns hs eas. (93‘) & \2.3)
na segio 4.
-. -3 ’ ”e .
Ue-'- MoE N @, («2 'ﬂ LG HE -}U’IL’“)@ nag-radiante, en-
,.,v \ - - ,,.\'

5 §&?”"“)~%o(?‘q€.ﬂ'3 (X.SY.\ = O .

Vo

B

Inversamente, suponhamnos que a eq. (Qc\) ¢ satisfeita.Ent uu,rlm

£ G% . (93*3 a?ff)
' N —) d A
®F,u) = § &mﬂw)\?'h(“—?ﬂ) o () Pa@wn] wds' S o
S(v) : | ,

[N
Lana i



Desde  que SW) ¢ arbitrdria,isto signilica aque o integrando

deve ser ident icamente nulo:

~

=\ L i Ut s\ ' g — 1 SV .
M(?({\,-\“\V '&QQ‘%\\\§ - 'AQK?R‘>V M) = o J e > (V)
. 4 - . . \ _\:‘)'

FESSCrEvVRRSS o Fungdo %o(ﬁ5@>iumnm s Fungio n( :

\’\(?‘\ = 'a'e (\”% \‘Q“) .
Portanto,devenos bter

- wu3y ...n‘ -ty =3\ '."‘\I
MYV WEY - WEYTMEL W) Lo,

- \ "
D kﬁvx*o,vale a relagio

IR R o o N 3-6‘ M) _4\
Jy TR < W@ TuEe = (] A /e ]

A éq"(gow inplica mﬁtﬂo e
T A@/h@)) = )

o gue resulta em
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M w)y= 0 , ¥'e s,

-

Deasde  que ..;(V) exterior a ve @ oarbitrdrvia,decorre qus

MF,w)y = 0 ,}?‘g""’o S %R\ # Kom ) M= 4203,

<

.

onde X ¢ alguma dentre as ralzes de CBe HE R = olenm,
(108 ) < <
. . '
€. (3 Q) s btransforas en (supondo gue VAN geja Finita

ne m,v Timiterd

AGuerenos avaliar o segundo limite da expressio acimz:

e et

- wipt .
..U:’.R ey qovw = o _C‘:R - MOW\
<

e
[kA

N N Slir
Desde que zfok’(): - a&(\") 3 v ‘-R‘ ]:#0 em geral,o lTimite acima

ndo nulo em geral.Portanto:
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¥

M(Fhw) = © JT\J’é Vo J

nlg

t
K :c’,\OW\ .

PN A -8 ' . . .
Iunto @,)&(Tﬁu)& tambem nula nos dnicos pontos en gue 8 dedue-

caractear iz

AN Y W]

na Formns intﬁgrml da uma fonte n#Eo-radiante:

R g + -t 2 A 4
TEDREMS 4uma fonte 5((#») con o suports na esfers \6 s

o 2 PR B o s < g e g
FTaoy & Gt s 868 & #0 g

O prdicing teorena evidencis gque 0 conjunto das

...... N JOnJunto nao

g ey e "

Jariao (refas.lédr & (81,

23

. . - o 2000 .
Sedan duns fungfes §(V,%ﬂ & A?Uﬁwé relan "

nadas pels equagio:

L@ ;..(v"'-p W) pEe

o " ”r = . s .
ne a fungio (oam POl " (Y‘,UJ) possue derivadas Pralroor el s s

gundas continuas no espaco todo, & relacio estabelecida

la eq. G.’Q a Faxz

Cairre BROnN der & uma & apenas uma fun [N o

= '3 . . . -
(fonte) f(f:“*) continua no espaco todo.lsto expressa @ uni-

-

cidade da solugfo da eq. (3&) para Ffontes continuas al.
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Se ainda mais. M5 UJ) possuir suparte na esfe-
(= \/o' yaua fonte correspondente serd uma fonte nSo- ad ian -~
te comn suporte em Vo por construgio.Fica estabelecido entio

o szarinte teoreama:

. . . . = ¢ . ,r
TEOREHMS S:iuma fonte J( (v, continua no espaco todo & nHo-pr w@e

diante com suporte om Vo e e sd se For da Forma
2 2 ey
"y [1%) ™, L
]((\",w)-_; _QV '\—_c__’_) (R, W) )

com 0J QY)'IW) comn suporte em vo g derivadas parciais segun-—
das continuas no espago todo.

Finalnente, demonstraremos um 1t ime teorema de
& quﬁ valfneia acerca de fontes n¥o-radi antes (refs.(S)

(4))

TEOREN® & uma Tonte ;G—’;N) comn suporte em \10 & nARo-Fa-

L]
, : . - 2
diante se ¢ 34 se Ffor ortogonal a toda solucio NUW) de

(Vz\\ w"/c‘) (¥, W) =0 no espago todo,no sent ido de que

( {-C\f,w\‘) l"(.‘i;w\j - S f('{‘al,w) A)‘*(;\',u_)) A}‘_\ = O R
Yo .

0 asterisco indica a conjugacfo complema.



- ’ e ‘ .
Fre 1tmxna5mtniv ae A(OWY ¢ soluciio da RN

GED

(V‘ A '”"“:’}) f(Fwmy = o | (34)
(oA ,

no espago todo,sua Forma mais geral ¢ dada sor (ref.(4),

GG L. i

vy = 2 Ay N e s)

S:’D& (%v)]%\fl« dv

& 0 i 9-. oy _ \M\S 2 J

.

onde as F\P (‘/“") Formam wma base ortonormal para o espaco das

mmluuﬁmﬁ da mq“(3“\,nu sentido dm produto d@?inidm POy

(AP-QM J«f"x' } A*' \”“’“\ "f’ (¥ w) 0@\*' = d. ’ | 31)

&M‘ Qi it

3 4 . re
fAgora, e §(rﬁu) e uma fonte nso-radiante com

suport e @ v@ stemos pelo teorema 4 que

ié



J e Aoy Py Lo | =
. Vo v

. » «dy . . »e " T
t Fungio a’ L%\ -Y \5 admite a seguinte representacio (ref.(6)

3}

e i 2 ) Y e Y "

W

Y «_f;k) . 5\30‘\

Levando as egs . (363 & (-5 o\\ NaE e, (3%) e considerands gque as
séries naui envolvidas con vergen uni formemnsnte no esspago to-

do, obtemos

2. vaﬁ'i.w) Aﬁi(a”%l) ai‘w] Ny Y Eed oo

v
P

o -gue inplice inediatanente en

o o ol * 3
('ﬁg’(""‘“) ) A\;\.\,\\"j‘*‘)) = g }(J‘/“-‘\ '\\’QMK‘GN) et = © )
V

que por suR

(33) .

vex , levando em conta a2 eq. (35) sodmplica na eq.

Inversanente, seja qualguer A&\‘i‘*,w\ dada pela iffq.(SS)

g (F,wa) com suporte em Ve ytal

gue s verifios

i7



5 &L%,'m) (\r"t:ﬁ{m) c)?w‘ e )

fato &,

FYo
z O(,QM c\ﬁ.m = O J

X;N

oty = ) JiF ) (P i
\Z
, * - V Eard i i
Os niimeros &Aw\ : 9= oLy, M\ g L s 5H0 dinteiraments

arbitrdrios.Jdd o o A sé0 bem determinados, formnando um

conJunto caracteristico da funcio f‘(?;w\ dada. Decorre disso

quiee a igualdade acina sd se veritica se
=} 3 peret
S g“"“ (V‘fw\ A\\"\ =0
istn &, SR

J -,(Lw,w &‘: )y (G'ﬁ(') O‘\%‘f‘ = X

Multiplicando estan dltima fgualdades pm' L‘“lé’ (%v) y \Q,Q‘) &

sonando sobre todos os (ndices obtemnos
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Hmw) S, ar fogn e Lo ey & o

Liva

.S JC(-‘:\"‘*““ é’o AT «')\&V“ = 0
Vo '

. . - . i .
donde se concluil gue &Lfﬂw) e nan-radiante con suporbte omn

talares.,

Aauil se tratou de canpos e Tontes

vatorial,cong no ocsso das RETR R

Guando gles siHo de naturezs
cres de Maxwell,d claro que 0% resulbtados aoui obtidos valen

()4 X

pars cada componente de taie fond € Es AP RO Iv0s Canpos. Yo

v resultados a & oCcampos vehoe

remos 2 aplicagfo de
Frat s no Teros iy e i 2 1o e ont e npao-radiantes Chat g 2vid
sgguinteVisando leso, cabe definiv, embora trivialmante, um

Lampdr n r{”% adiantse vetorial

’ —
ore gore P . . re N w3 ~r . .
DEFINICAD 2:uma Tungfo Tonte veborial }(r,uﬂ shao ident joae

menbe nulas apenas na gsfera suporte Vo , & ild')""i adiante se
—

. . ,
cada componente caritesiana de §Qvu»\ for nao-radiante no

sentido da definigho 4.

ey
~3



Ao AR LGS L DELEORTT

WAl BaRIANTES .

0 obhiebivo desss seefo & dar exemplos da plag-
sibilidade Flaica ¢ nesno da existéncia corrigueira de tais
Fonb e,

Como primeiro exenplo, vamos consbterwic uma Fon-
Ld . . " . (*) \ " 1
te nho-radiante gue seja harmonica no tempo,esfericamente
simetrice & continada woum volume esfdnico Vo de raio &
fref (o) Tsbo &,

( “):wa\’
-
3 Fotv) e ,

) (4o)

e
n
o

FRh) =
o ) T oa

gue eusa Ffonke nBo & continus em Ys=oo ,nfo se

[t i

que o canpo procorado Yenha derivadas parciats segundas oone

rLom

Einuss ol (vide heorema 9, N

pera-ae, conbtado, gque

g campo s sums der Pvad parciais primeivras sejan cond fnlas

Y

gm T=m oo,

A obransformada tenporal de Fourisr desesa fonbe

¢ dada por

(Rw) = Fot®) Jlw-way W)

Podemos user o teorema 4 o o precedenbs pars inpor a

condicio de nlo-radiagfio o essa FPonbte:

i

(*) E:.sx\*»\ C«BAJ\A\;\ b‘;m AT A.&Dsb\ O W’\‘&O&J\é‘w )w-!-*‘-'«‘c..,ub PN \99)\“,\
pm . (YL Revaise eevardans) Qo Moo darpaandbncta

ié-h@.(k e ; &Aé\'\\hch oA o . A oo Sfl\(bws.*dl\mo;}\ XV}AM\Q@“’X
\ Ejo» . D Ao ;m.»._\»« N A Sa ks\ﬁf-“v«»—\ R N



JQ\u_wg)S F (e 30(\&:—\?—:'\;“‘.) A3 =0 ¥ oo, (L'{&

. vico,

Levando & eq. (5°\) M 8¢ Q‘**ﬂ e usando a propriedades de orto-

gonalidade dos harmdnicos esfédricos, chega-se o

d (wo-wy) SGFQ():‘") ar (%}r‘) v‘"l. (_L‘—‘ = O . ' ' (42)

foeq. M3) ¢ en t¥o o condiglo para a fonte proposta ser nfo-
radiante.
Guanto ao icamp o gerado por uma fonte harmenicn
ne ‘f: egpo, esfericanente si mg?; trica & confinada a uma esfers de
o8

ralo A cele pode ser caloulado a partir da eqg. (6\ COm R

ajuda da Fungfo de Green dada pela o Gu (g) e da eq. ( L\l) :

mFwy = N - 2 (54)

PACIIE S

R AT It (AL
° R Qe ? o e

o
Usando novamente a ortogonalidade dos harnfnicos eoféric 0%,
theganos, para ¥ v s B

}&(‘?lw) - A%. {(w—wo) S&FOK“‘) .a'o(‘-’-"e\‘k\ \r\(:)(‘:ér)\ \-—"’i J\v-‘ (L!Li‘)



\! a4 . . -
onde v e Y¢  sHo,respectivamente,o maior e o anenor den tre
Y e ' . Dividindo o intervalo de nt EYr AR ‘_Q; “} G ‘LO ; T-}
wod

@ R‘Y‘ ' 0«-] . c8 usando w oconvengBo para Yo e N La

[ I (L“‘ L{\} pode ser escrita para Y( Q come

) . 7 f\r [ [ 2
Wiy = A Imed [0 R flev) vt e

1 @ (s ’ 3
W, 2 ;
ALY S Fole') g (2v) ¢ v |,
r - i
- > ol ”e N A . ‘ - Cald

Note-se gue o condig¢Bo de nfo-radifncia,e I ‘\L‘\ 3‘) sainda nEHo
Foi agui usada,portanto a eq9. Q“\S) vale para gqualguer {fonte
harmdnica, esfericamente sindtrica & conti nada & uma regiio
gefdrics de ralo X

-

Vamos impor a condigiio de nfo-radiagio cg. (13)

. . ) : ¢ " : v‘ . : . . . o . ‘ .
d(w=-wa) So Fotr) (v riidet = = ) jv FUr) & (e etdet

@

Ela permite escrever a eq. (‘45\ COmo

s . a
ME ) = AR J(wgw.,) \. 33\%“’) &Y-F"'w\}\“‘:\ (2eyr®de =

W ng i (vt et «1
- o(%r) YQ\-")Z’O =¥ Y_o&\" .

Usando as relagies



o ~ | Ly ()
foten) = 5 TRt oW (e
AL VY * A e
ho (2003 Lo (9] = =4 sep(fey) /o

o o
BoEMpressio para M \¥, w) se torna

.-
L)

2 . A AR T
MFW) = d (W= too) T_-Re. K‘A\V‘; € } y Y<o . Luié}

onde AW & dado P o

A’ At (o‘ ' l:%"(" A '
Py = T ) Felen) € vode (U3

Y‘

e QL\L\\ para TIQ

‘.: " \ : (L\( > \ i X WA 2 | | ,

@ \1 ¢ ident iﬁ: & n‘a/er;-r': te nula em virtude da condigi ;:'; &4, (_L“\&X .

| ‘tf’-"ass ﬁeezgﬁ;,(qcﬂ £ (LQZ\) V1:> grmiten. a obtencio do canpo
Paka uma fonte harmdnica,sinetricamente esférica,confinads a
uma esfera \/o de raino & e l'tv:"-.‘i(:}“"l"&t!i::‘:u‘\ te.Para isso,basta
gue as invertamnos!

R ~aav
. %%\Amew‘n] ) Ye o

U w0 = kL“\ Q)

° ] Yoo
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"

anele Atr) é dada por (L\“‘\“\, com ek

s

o S I Q..\q\ evidencia que o campo UU‘":'})

NP ress

da fonte proposts possui: Doontinuidade ep Yo 5 | i @},)_.

2 . avr
cont inua af; (ii) S descont inua al. f
v

Para especificar ainda mais o exenplo,s uponthae
mos. qgus 2 fonte,eq. Q“ O) saeda homogénen .
F(ry = Cx-&. =¥
-]

& condigio de nfo-radiacfo eg. (L\?r) ent o se tornm

. K-
fomwa) [T vide =0
ﬁ . B

sua inversfo lev 4\ @
&
o) 3
Y«
L e ride s o,

aque, integracs, di

j(%20) = sn(@a)/(apa) ~ oo(i2a) fuq

24
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YToto significa gue o condigio de nBo-radiagio para uma par-
ticular Trequincia Wy fmpde uma forte restricio aos raios

PO s v i s para a8 ssfera homog Enew caual o seja, o w e gus

Uéfq m Ry aMm=by2, 3,00 ) QSQ')
onde Ly & a m-dsing raiz de §HRY

Usando a &q. (5(9\ no oElouto de Aoy dn gdo pela 829 Q“"f\i e

vando BN crloulade na e Y Q“.‘\\ viasandn & ©9. (S 1) para simn-

plificagdes, chega-se finalmente a

\).\‘Q'-,\\ = K- 3'0(‘“"?)/@%("“"’5? Q) - l} e v, (\5 y

Os griaficos da parte espacial da eq. QS 3\ para os Lrd
meiros raios permitidos pela eq. (Sél) yeorrespondentes b
: . g
brés primeiras raizes f.:fft-: 3'L ( &K = "\ Hag ;o Ry ®
}}&(" of,, = Lo qu 8o dados e S oabmise
' 2, 13 = AR yosao dados na Fig. & abwiso!

2 { U/ [Re¥/wd]

6 47 wen/e = 1328
o N

& 9 \

F‘lcb. Q& ° ‘:" '

- ok qua .

-y

l
e m
1 ]
.
Y
¥
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VUL RSV P S e §

1
o
£

H
-
A
B ) Sty

lﬁ,wrc
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>

PN ll

' 'Lo
B e e e e
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w
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Apenas o titulo de exemplificagio do uso do
teorema % da seclo 2 para a construcgio de fontes nSo-radian-

tesg, seja & seguinte Tungio camnpo com suporte na colfera YO

cle J(w-wo)‘rl(r—o\f’ ) Yo
MF ) = (51)

0 1 Yo )

cujas derivadas parciais segundas sio cont (nuas no espago

todo, Pelo teorema 5 , a fungio fonte f\'\"';w) dacda por
3 T -
) W)
{(r;w} - -(q ""E‘L) Mv, o) }

¢ uma Fonte nBo-radiante continua com suporte na es fera Yeo

=
Laloulando & invertendo, encontramos para V‘U:H

—sws b

R?:"') - - %kf-o\)\( u—;’g\"‘.\.Q)KY-o\? #38v(r-o) & G‘f"]e N -V (55)
w .

0 prdvime ¢ dltimo exemplo de fontes nSo-ra-
digntes provém do elebtromagnetismo ¢ ird evidenciar CLEE B
——_ 2
geral,toda fonte dada por uma densidade de corrente J (‘f,\-)
continada o um volume Vo SPOSSLT MR componen--

te nfo-radiante (refs.(5), (7)),

- o
o



o . i . . ”e . g
Seda uma distribuicio de densidades de car g8 f\)(h%
. 3

-3 " o 5
¢ de corvente JF4H SN0 vACue, nEo nulas somente no volume Na
oAS equactes de Mawell para essa situacio sEoflualds. €GBSy

% e

Y. ‘5(‘?‘:*\ =0 ,

{3
L

Combinando as equagfes acima, obtenos para as compeonent

- -l
cartesianas de E\Q‘ﬁ“ & ‘3\""‘!*) :

2 Ve L 23N LR
(V - "é’; “g‘gz>€&v[3() = L\“’\.Ca PYY ‘-'r; ) -§~v %(\‘,A‘)J

(7~ & 25)86n = -uE ¥xTEn |

Transformando as eqs. (‘60) & @J L) sobtenos !

| ‘ o3 : \ Do =y
(V&-’r %;‘)E(hw) = he{ &% %_WM) + VP w))

e TR o U T x T w)
'E-i T'ILL)) = % t J

27
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- - X -l -
onde e,&: 6 a,f Bu0 28 transformadas de Four ier de €, & &

Lrespect ivamente.,

-3
J , v

For outro lado,dada s equagiio de cont inuidade:

sia transformada de Vourier Porne

o

ViR <depte o e

0 que parmite ressorey L0 NS S T I (6 02) GOm0

Fra)E e - R S Tem] . s

wr

Impondo & restricio de que vs campos & fontes sfo nulog pa

\(Aa (ol i Y notando G @m wqquad) H(QSB cebio na Torms

- = ) ’ -
da eq. (L‘) P /?U"(H g J (‘TL) gulio confinadas ao volune Y

sBEgue que tods n teoria de

rnvolvida na segio & ovale

agui pavs cadid conponente cartesiana das fontes ¢ campos,

'ﬁwﬁﬂw as tontes dadas por
. - L= LY o3
JCE W = Sl e \g\ﬁ,w) N fftv (7.3 an))] , (o)

& : <

a8



Desejamos aplicer o teorems D da segio 2 hs

componentes das eqgs. (6 6‘ & (6.*”) o Desde <:zu‘c-:-: ezussv €O . (5 3) i
,(‘5% acoplan os o ::uﬁ Fr 05 “E‘-L"flh & ?3 ﬁ"",(J“) Sde modo cu.i @ “E‘,("é,-\f) fi u)l )
fora de V; implica wm.a\#A) nulo al, & vice & verss, o
Erigdngia de nBo-radifngia apliﬂaﬁa‘ﬁ &Y (66) deve ser
gquivalente & aplicacio desss condicfo & eq. (6}} "

oo
w e »» . -t bl Ll
Aplicando o teorenan 2 2% eq. ((b('a) . -&Lr,uﬂ & nao-

radiante s 8 5 g

[

-

§ (k,w) = o |
Wz ek

¢

A transforeacio espacial de Fourier b ansforma o0 ope

w—d « "
v g AR de wodo que

P
' <

@ = i (o - SRR Fotm)

Para W=k SR (.6 3) gquivale a

LY

TR = KR Y Re0] K= X/k,

o~
ol

isto &, §E(§-‘,uu) ¢ nio-radiante se & s se a edq. (}O) a6 verifios
x ; . ’ » 1 ”e »
{se %W-,CK) esta totalmente na direglo W Y

.

2%

(69
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-
Aaplicando agors o teoresa 2 H e I (6—:“\3? )C i
. B
fEo-radiants se e s

g
o |4
p
.?'L
£
LS
i
Q

. oW
ISR
'II'} el e

L oS :
Rw) = 13“ LR 6’(“‘::‘”% ) : o (“X

para Wo W a eqg, (’HA eguivale

LY
K x

il

(R,ek) =0

2

£

-
f
’ L

iato & fkc,w}x* HE D zanilf“ L

o

X ‘g(‘\‘?\,c"‘xhl = O

[

BEOE G0 88 8 ea., (3’3\) se ey jfi
.
Tomponente fransy

ne ?{Q.sf\i; NEG possge erazal a0k 3

. = .
Comn 2 (KeKY se dec P univocansnte na Foras

Y
ol Ara
%’(—Q’Ck) = KK,

ol

(ﬁ"cx)} - \zx i‘gx%‘ﬁ:“"‘\?} } ‘ (3""3}

K‘% 03 - Ut 3)

salivalen, Cong Bupor AVRngs .
. L N Y
Vamos agora mnostrar que toda densidads -Y(Yﬁ}

Pem,en geral,uns componente nédo-radiante.esde gue @ decan-
posicio eq. (\}"\) & unios e valida Ppara qualoaguer frequéncis
ot

-—d Y
W dada af{.“-n‘“) g#la pode ser decomposta nn

..ig’lé,w) = .?9 (K,w) + }; (R, w)

Formea:

(x5}
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LR = RIR.F@w), ke

-}1(?:/ Lu) = - 32 X i‘ \2 b -}ai‘;"\;l&.’\} , ' _ t‘\-:}\}

onde os ndices ;0\_ & _“L indicam as comnponentes longituadi-
-~ 5. . L
nal & transversal a K ol 'a (K, w) [ respectivamente. Inver-
f - 4 4 .
tendo as eas. (:b) s \'}6) & Ft "ﬂ sobtemos:

ek

FEm = B FEe G

s -II"—: by W E . I 5
A ()

S
Tt
€
il
{r-
<l
x
<l
X
| WY
H
Liasl
L
1=
3
b
T
~
oo
L

hs eqs. (38) () « OGN sHo,respect ivanente, equivalentes ds
o <P W %) : (A‘oi) & (‘3 'ﬂ sem virtude da unicidade das btranefor-
maghes de FourierPortanto selesde que o edq. G‘Q) YRlEe pars

qualauer W vale en particular para W=k

o}

T Rew = RIR T Req] (81)
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v N \ . - .
A QCL.(?l\ entd na foraa da oq. Q%O) Strowue wignifica gue
[y P ¥
}Etvﬁu} & ( (ﬁﬁﬂ),mbtzdam A partir das eqﬁu§§b§ & {é¥)
9 .

8.
|3

PN b 'y -t .
¥ ) R 4 w o wh 5
.}Cﬁg‘\v,w; = L“\ —”ES: Y..« a’&’\‘(",\.\_}) .4" }LL!M"‘ \? (\? e %x(s.\"; L"*"))} 3

P } -1
(Fun e B Y x %g{%w) ,

afn ndo-radiantes.Devido & linearidade das oper

wamd =-d .
‘?};: ?71«» h CVELE & ({ééﬂ I (6 %) ,au fontes e
IS ;g@nwb s deoompoen o

o

Y
ﬁ: C%.!‘v"’) = ;- (;Ilw) -

£ (’:’lr\*“) i

y

oL

b A ‘ .Y )
n
f& \.""?zb&\ = gait“'c"“) * ‘gg*t\'lu«i\ ¥

-y e

onde as conponenles 5. g g C o onEHo brvadian.
A 89,

Vimos gue o componente ;; certamnents ndo
. | x 7
irradia.Has fodes a "porgio” nSo-radiante de L

¢ dada
-t €

.‘;‘—\ R -t
o jﬁl ? lato é, f&‘ é nio-radiante se e 5 se §,
ook :

-
e

&

= Jeq ? Fata igualdade & suficiente, conformne se wviy
2 I 4

acima.No entanto, ela nfo & necessdria pois (sso acarredraria

no teorems @ que a condigio necessdria.e suficients para a

nio-radifncia seria



Orayisto imslicaria na fonte nBo-radiante trivial,

N
jTe) s 0,

e N Ao nn sointaressa.,

Lma aegunda obg

_ 95 2 R
dos pelos potenciaig (»“rl"M & A (Y] x’)

renty aabtisfarem:

saue no padeSo de Lo-

s Y. B
BLEY = Vx AFY

N - - et .
RN = W‘\? B - % “f’;"b‘\?’*) )

M\ e} | )
(7 5d) fem < e,

-rd
-8 T EY
[ A

P
<3

™
i

g“’.»
I
L
X

H

2{::&~:’?*: 3‘ Z 0 & %*Q*Q .

He aplicarmos & bteoria da seglo & ,mais =a definicio 2,a0s

. - va—l
potenciais 95 o P RO inves de A0S Canpos 3 &
. .

B scheganos a duas conclusdes

por um lado, se ?S i 75\\ sio identicamente

«

nulos fora de

33
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o s
algums walers contendo V@ s RS aq§“(F6¥ i @qﬁ garanten gge

ek .
E & B Cambem o serfce af.Por outen Tado,apli-

€4, (‘2”‘\} o (25) SENCON

. i ”r . e PRI ! Lo %
bramos as condigies de nac-radingEo i ipara @ s Ek(K&&\ﬂ.Q
b

“oa
piiypara Z\\ , 3(“.‘5‘“)::0

cando & orederida teoria ha fontes das

_ -t ek
&:Q*g) se veriticam = pmrtantc>.§ @ 5 s30 n¥o-ra-
, & 28
diantes.

Azl LRQELEMA.DAGLE bR

fwow precedentes trataran do problems da

Ctonte diretoidada a contiguracio de Fonbes

(A

continada o uns

reg i Ro Finita,obidm—se os campos gerados pelas mesn

fora de Vg w Dutro provlens diveto serisdoados oo £ORE O

na regido nfo distante fora de V, s bt dmes

o Forms dos
Campos o Timita Yes o  Ou oproblesss inversos COFrespon-

tdentes sHoobter a configuracfo de fontes na vegifo M oa
pmftir dos campos gerados Tora de Vﬁ ( gste & o o ob ] ens
inverso a ser tratado aqui );th@r.um Campos em tods parte
fora de Vo a partir dos campos na regifo 'lc:n‘;s gingus.

Os problemas inve

506 sho de grande relevincia

gxperimental. Frequentementse se huses obter informsgioes so-
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bre a contiguragio de fontes e/0u canpos numa doda regiio
?initm{ a qual os instrumentos de medida nHo poden ou n#Eo
devem ter Aanesso, & partir de wedidas dos camnpos nn regifo
exterior, i qual %e bem acesso experipental. # tambdém Pre-

quente que bais instrumentos Tagam medides na Fegifo distan-

tes A investigacio de una certa regifo de interesse a partir

de sxperinentos de gspalhamnento & um prablesnn inverso desse

Wltimo Yipo (ref.(9)Y). . '
Pode ser nostrado (ref.(8)) que se Yor conhecoi-

. e . s [
da & condi guragan de radis LanQ) k‘ﬂlw) de um certo oo L ey
. 0

-3
eq. (8) - o campo  MUEW) Fica unicamente deterwinado em tods

‘ . V " Vo " ,
parte (sxterior a 0 Yoem fungio de /JJ*ﬁ“3“ teto &,e

problema inverso admite solugBo dnica. O teorems 3 da

2 & um coreldrio desss unicidade o da Shvia urnnigcidade do

ﬁorrﬁﬁpbnd@nt& problems direto.

Quanto ao problenn ﬂa Ffonte inverso, LR ﬁmlﬁw
GHo existe was nfo possui unicidade. Teto &, o conhecigento
apenas do ﬁampc;}*C%“Q @xterimr.a \% -; e, equivalentensn-
te, aﬁ@ﬁaﬁ da configuragio de radiacHo }b(abﬁ - 1En prmy&
informagio suficiente para a determinagHo ﬁnica da sun Tonte
§NHW) confinada a VQ s conforme nostrarenos a ﬁeguiruUeme
mos tambdm gue esta nflo unicidade se deve A existBneia de
fontes ndo-radiantes com suporte em Vé

A abordagem dessa auest o serd feita de dois

““ okl . »
nodons: no espago (Tﬁ)‘ real, estudando w equagio integral

X



{4 ¢ . . Y
\‘2:11'1 L F LEE AR U I '\i g) (ORI B W R ot o iae LI NY ot =S (V} OB

n o intinito

a FungEo Tonte E(FHM} £ %

CORO Bia sl

tratamento & feito no

’_) .
o (Wam)

a part i da bransdormada de Fourier da formulagho acima €

Lhe NRCRH R AP O S

P orost it

’ .

) PYP I TR S P - e T are gen vew o g vy e et s gee e e .
2 I S S RO Lo fon GLiE G COnheEoey smeron oa

V, aopart v do ses cwaps aedi-

. .
do Campo Fora dnd

gFaunivate oo sed conhecinento & de sun derd

ol w

: , v
sobire ums superficis 500 foohada que contenka Va B

" onh

o §2?> @ QQ?) D

bament s

v =g . . = . o
GO = 5 \J\A\v‘.WB ‘?l%ub%“_’- R) - ¥ (FR) ¥ M‘-*?”\W)] RAFES (2
: Sy

F2s

EOLIE . &gl a0 nbe gral rao hom PR Rl § RO TR O L S R 8 30

i

o . " 2
e segunda wenbro dado e ) husca-se & Tun R )Cm )

que o osabisfaga, isto &, que seja a sus solugio.

Heda ﬂz 0 oe

suporte na esfera V%

pago das scolugdes da ISTE com

wed
voc iadas @ wma dada @QQV”“3",

.



Seja agora a sdgnaciEo de avtovalores zssociada X

JYE e b (g0 die o A PEe (¢2)

/-
Ve

Fara autovalores A nio nuloas,multieliauen

v _ <o\ . 2 i A)
ambos os lados da eq. QﬁB, pelo operador (V w Wife

§ Y@ (v S EACTLY Lo 2 A(Trer )Y |
Y C [ S .
N :

<

. Q . e o .
Desde aue X$K) @ &30§ﬂ) ¢ solugao da equacio de

s

Helwholbts homo i Bnen ,oowvEm gque as st ofung s procuradas |90

ws ogue satisfarem
2 28 )
(V + ":"(_j'-;,_) '\\[,V‘?',W’\ - 9 .

Elas J& nos sBo familiares quando da demonstracio do teorema
. re - £ " . »e : . .
Gogda segho 2, @qﬁn(3q) A (30\ Lhomo aaui sio desejadasn

..... ;o as redefinimos oo~

autofuncies com suporte na esfera \G
, . \ - N . Jon
mo identicamente nulas fora de VQ LEotas novas Tungfies l%£w§V“”§

Forman un conjunto ortonormal no sentido da X (3\) "

. ,( . o pet
Os autovalores associados as ﬁY (Fiw) ge
. Qm 2

caleulam facilmente, de wmodo aue temos:
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riny

‘ a g R i NN
PR AL, Xgmw““ Hiveay

A

Para =0 , do teorema 4 da secio 2 se v oue

o espago das fortes ndo-radiantes com suporbte en VL , Fe
1V T SR " S 3 4 ) ) ’ “ or
+mr;du gl comn EENR L8 oexatamnente o espaco das solugfes

o iada

nao triviais nesse suporte, da eguacin homogfnes

E o . - 4 . e 3 R . f . o % '
I8TE . Gue ElNR & nao vazio segue do teorena 5. Portanto,

N ‘% -t -
as fontes ;&muﬂ de Ei se deconpfen en

JCV\‘r,u,\‘) = fNR("‘"IU‘) + j (-‘JA‘!V»\) y

-t
ae pay oy g o 3 o - : L. ?
sendo 5 (W“Q aunl guer Tungio de GEN& & sendo }(W“ﬂ e

MR

solucio da 18IF sem componente em EENR “
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A questiio que se coloos & a se

seguinte . o conjun-
to ortonoaranl {-’U(;:"\\S ¢ completo sm relagio a ‘\E P
s For zﬁ;‘a wmR hase para \E’, 7

O teorems & wostra que o espaoo Qf‘\»m & ewata-
mente o complemsnto ortogonal do ogige] z:u,%: Uogerado pelo condunto

: (t’\%’ ::“} o0 gqual chamarenos de E fn Disso
T nEo pode

eanlta que
HEP gy

wdo por oeste conjunto devido Justanente

. LS
G opresengs de _fug‘{?s‘*) N & &Q‘}_\, o Buponhanos gue -g(?;\«k‘\

‘Eﬁm ; be #., poc

AT . £
rna has @ & %’A!r’\'\ k (2R Ta ser P2

unicanente

[N

) ; SK‘\:!;UJ\ = %;\ dﬁ,\’\’\ 2:("1""‘,&.\\) .
, B

levando as egn. (‘303) & (.O\ 3) na IS8T, &q. (;Q '¥\,1

» & Tarendo
das relagies eqs. (33«‘) sehegn-—ae n

LG

|43

b= S'@Li‘;w) '\*«’;V:(F",u.») ij’\(-‘
Qe ) -

Vo

%

o oque significa gque os coelicientes OL Filcam unicamente
_ 2n

. - N R S .. 2 .. T T SR VUV Y . g

determinados en Tungio de ©®CR,wW) exparimentxingnte conheci-

do tipo da eq. (Qﬂ convergem uni For-
. »
A ] . .
menents an \]e s f(“l‘”) @fet ivamente pertence = E

kvn

da. Dado que



I ”~ N e . .
] &anMQ expresan a nao unicidade do problems

da fonte inverso a partir unicamente de infornaedes sobre o

seun canpo externa.d

que informagdes adicionais gus de~

= .
Yerwminem a Eﬁii'f}”z ponsnt e ‘:}-NRKYT“) ;A PrInCInio ar

hiteseis, tor-

fam &

plugio dnica. Em particular,. a solugh

P
(3 MM IOR ApraEsen-

tada por Porter & Devaney na Fef (L8, chamads por elee de

' o, " . . . o _ o\
solugie de Teneraeia minima , ¢ neramente a solucio quiﬂ&J

condicionada & minimizacio da sus norns

I §een]] = (§,§)"

= | ey ffEey d3
v, |

‘ . 0 - o . o wd . X R R
oo gue evidentementes implica na exelusio emn &&vww} chee oputm ]
cqusr componente nEo-radiante arbitrdria, & portanto nn solo-
”r + * (v
CRD Wnica 9., (\3)u

. s . (A,ﬂ\
Vedamos agora o segundo tratamenic. A ©9. %)

fornecs tmﬂa a informagio que se pode pretender obter a FEs

peito da configuragiio da fonte o partir de medidas do seu
' ' - rooN
campo distante. Se fizermos na sua transfornada eq“(AW) s YEX

-

@ WK ahtemnns:

?

[ fwe = poteen) L

Ww=Cw

(%2}

Srane”



o ' sl
O NERo ¢ possivel ,portanto ,obtermos }(?;W) ; N K ; ¥w b

- . . . . e «1 5_ . ot
part iv de qual se obterin por inversio T Y, senio ape-
nas parz a particular relagio WoCK

Guanto A &q. @}\ (generalizacio da ea, Uﬁ) Y, s

aplicarmos a ela a transformacio de Fouwsier, juntaments ¢om

&

s propr iedades de transformagio J8 ussdas, chegamos a

{“_\-” ~ “M s owd b M -t
B0 FRu = = 089 § exp(=iRF) AR ey &
%Y . ,

— N :
+ VMG}&/“"")I N CL% C @‘t{’a‘}

ande .

Desds que

_ VY |
plen) = e J(kewy - (%6")

o | el
o cancelamnento na aq"(‘e) de 8;(%*) ad & possivel se Ws

2CK s entHo,sd o que podemos obter ¢



[.J((T(‘,w) = "S &W("'Lﬁ'?) Y.;\?'MW'W) ¥
. S¢(v)

. sweed ) - A
PV AE ], A ds) .
i J Vit Cw,
o - -
P ’ ’ -“ e
De nove, ndo & possivel se obber §(K4kﬁ ’ *K ,‘*UJ, HETAD
apenas para  a particulsr relagio WBLK 8wy, @Fﬂ EHPrEH 5

pv g

toda v inforamgEo que podenos obter scerca da transtforaaa

S Feitas
2N

sobire uma superficie arbitriria 5(V) e envolva

da Fonte o partir de medidas dos Canpos AL & oM its

[« IR

Além disso, pelo teorema 2 da secio P vemos que

A&\ 2 . S o
aE OBOgH. QO‘ 5 L. 4 C\C& ’f'\ cont inuam sabisd @HURG 58 aorescentarmos

P}
arbitrarianente a §i*ﬁﬂ) procurads guaisauer font

RE D e
diantes. Ou seja, £las nBo Fornecen qualguer intTormagiHo so-

[ r Y ' [} )
bre s possivels com ponentes nao-radiantes de j’ Qk‘i m} em wnok

.

A2



Cabe agui entfo a questlo da eoauivaléneia das
abordagens nos espagos real & dag transformadas, una ver que

L o2 p) . W
o prineiro as QQﬁuﬁﬁiy, (‘9/ I @ eribem unn solugBo

completa , embora ndio dnica em virtude da exist®nciz de Fop-
hes nﬁwwwadiapt@ﬁu Sua componente puranente radiante §(Vﬂm)
1] ) . ] N pald "™ "'l|\ .
Fica unicamente determinada em fungio de B ER conkhecida.

J& no caso do tratamento oo sapage das brans-

4

. . s ) (v f
Tormadas, as solugies apresentadas QQﬁn<ﬁS) R @“ﬂ @ V\T>

s8R0 | noonpletas, una ves e Ko exiben uma transto rmada- o

e Y
r . [ - .
lugio para a fonte }(pr\ ,'V“‘ ,*fUQ somindn gue s sou-

besse "a priori” nfo po&&u{r a fTonte agualguer componente
nfo-radiante. Veremnos n ﬁeguit e tanbém agui w solugio do
problema se complebas e qde, COMG BUGETE & eq. G\&§, nio @
verdades qgue 2 %olucﬁm s & dnica quando a componente LEO - @
diante da fonte se anul# ident icament (confira sxenplo da

paAg. 40 Y. Isto-¢, uma fonte possei en geral uma comnponente

ndo-radiante & aqual o problema inverso nido tem acesso por

insuficiéneia de informagfes.
D aq"QﬂQXCMtﬁmms:

~3
H

?tﬁ,m - (Jﬁmg@*’f‘”  FUR

Ul
o~
Podemnos caloular §

N AD A
W) aubstituinds as E4E . &ﬁ“ e (1)

L
wh
na wq.kag) obtemos para ngpu) :
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ik 5(?) ‘
_._, o ‘t‘ -3 3’ 3 ! 2
A G ] T e [ %—ak%\‘*‘»-**“)“’dlw‘% Fel}dds
(@ @)

o -A nJ‘
Podemnons regscraever a &69. @Cﬂ para e@xpressar 2 (2w \) e

termnos das -\r\\'gh& no espago t c.u:l ol

< LA o * ;~sv{-u : {1on)
b (EAF-F \) ﬁ N T ) A ey )

- Y R . \
Levando as ::f:csﬁsw(b’f) & (LOO) nas intearailis da eq. O & rewr-

ranjando o Lternos remanescentes, obbtemos:

o y o : o } )
?’ Fhw) = j {M“"IW) vV = /\){;M(’ ") 7 (‘ :w)]
\ 4 <) 2, ©

-9 )&(v,w)[ 4'_4 A‘J (F1, w) A*) \¢‘ w) }} ‘?\’%5§ ’ Qm)ﬂ

fgora notamos gue vale o segul nte represent AL R

SRR JETINe- = ST \\‘w Yo L TS

.Q,n«
Levando @ &q. (Led) na eq. Q\N.\):
g(-‘?hcw) = .S ‘.N‘\ 'w\v% &W\ ?\‘\\ Or&d“ —é\)H\Y&M """
St ‘
; ’ -t w %Y
_,,% (1R @) J(F-F) Wietany Tlaaflen ] . Nast. o (doz)
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Aplicando a transformacio espacial de Fourier A @q»(iél)

.

sthegamnos Filnalwente a:

Vbl

NN 1 o ‘ . A VR
_— 5 o i..):\'\%\\.:"lt'v“) .*V )«\( ”)\...\l)] » \?\\' .A“‘:: - JVLK’»‘)\/'\.M

sl

(R

(> 53

Bubstituindo este resultado na eg. Gﬁ%\ obtemos para a

transtormada total du fonte:

v L el , oy Lo Y il ) L-_!
P Y AN -

[ (%0 S%' JROAMT) 5 T @) N &S

o

23
;"}: w)
\ } g )

s

Eetes resulbtados mostram que n transformada da componente
o ;

™

A
puramente radiante gkﬁﬂ”3 d unicamente determinada en
oy . RPN < . s
Fungao do canpo medido na superficie S) arbitraria. Desde
o A
2 ¢ . 1 .
que j(““ﬂ dada pr;<xt~L;( J) € yuadrado integravel, os dois
tratamentos considerados se cauivalem. Aldm disso, o teoremsa
N B . N AP % TP s o /)Qé yet b g e e g . . P
< da secio 2 e a eq.d mostram porgue s s Len acesso a
»~ N .
N \ . . y
;KKﬁM) total para =% | canforme pstabelece a @q“(\13“
Se a superticie §(V) est iver no infinito, a
wq.&as)dava ser recupsrada a partiv do teorceas 2 e da &qu(ihﬁ)
RV SV - ey wr e oy e PP — Ce S "V) Bt g s e re 1 s g g e,
na aproximagao para a »2ona distante. Se o\ PO uma s et

ticie estérica de raio Yo , coOm Yo finito pordm grande



ser usada,

o suficiente para gque a aproximacio € (5) POSBHER B

a eq. Q0 Pornece:

;' & . g —)‘VOK.\R‘;“\""?‘\) ) N x
N -l Y e Syl Anee & (B, -2)) A
-¥ kk)b’-\} _:,;,_‘_ Hﬂ‘ ﬂ )AQK\‘UA‘(. Q Q < o )] l&. vrl-’)

~

onde A ¢ o elemento de &ngulo sdlido. Fazendo a id ent |~
. ,
ficagko ¥

i

-~
K“&” »ousando coordenadas esPfdricas para £

integrando por partes, chegamos A

- k%-vgg

\)\MQKN)[«M] » -

i‘a&m\-\.\

-~
f@en 2 L
T =2

Lxe, ' 2 LR o N
A e e dndy

\\__
m,}h(w&ﬁﬂ}\ ¥ LJQ AR e

LAY T iergtmn g o
+ el S S e, ° -,-l-}:-:- C\E:'JC!‘L(J .S ¢ (A_C\(

QWC\"\ o o 'b@ »

Vemos ent#o que para O kow s 5’ U’\‘L_“\) J dada aprodimnadanenta .

rela eq. (-506) ydepende de forma complexa do fator geomndtrico ‘o

e¢ da contiguragfo angular da radiagio na zonw distante }Ja LF, Yy,
Vo=t o obter exatamen-

fApenas para WzeX podemos fTarer

te:

@8]
)
~—

(%) = pro(Riew) . | 4o

“>2

4b



A Bah. (‘ﬁ 9:} i KKO'H mais o earena & levan @ eq . (QS) ,omOmo o se
desejava noshrar. . \

A seguir, wpressnbanos ume condicio adicional
que impoe anicidade & solugfo ogs. Qq 9\) o (&0 5) -

TP pn - - PN LA e b A N B PR SN B I S,
SrE Al astrmos ROPEIOE &6 a tonte da Forma

F@EN = By,

.

A ’
COm @ W) dada g (Fo &) deaconhe clids, sun btraneformeds serd

dada . por

}\‘{QW\ = F.c, () Plwy

o
'5‘-(\1@\‘ = T LK) Plwy

'

~a
ol e "Fo \“\ v

P N o
60U T BT

identiticads e (’f’““‘\ & m odisteibgi-

gho espeotral da fonte. e

s Implices que 08 campos gerados
- . A ' _
Py peay @ SRS rrb o fran nms formes - vide e R (é‘)

(m :

ML?.D-:') = MEiw i)

)&,U?,w) :}';\,u‘—'.w) Pl .

’ Levando as o Y w QADO\) s QLQ) 3¢ KAL&\ e &d4ds (q 5\ i

@\ﬂ o ubbtenos respectivamente: _
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“ D

U = ot

\‘ go(.\'?\ \‘fi\“\ - )\i\e_\ &Q"lb\)) ((3 L‘t‘“\-‘“}

ooy
e

AT

~ - wod ., wnad
LB Qo = oy § &7 AR @ & VIR Y W'
SCv) B DA E e

) “ \ »r ] 4 .
0 cancelanento de %\“ﬂ FP:Re qun(ﬁia}cn1(¢&ﬁznau g tag ime
diato guanto parece: isso s & possivel para os valores de

W taie que a disteribuicXo capectral QL) g nao nula ~esoe
. ]

2

conjunto de WE @ o espectro da fonte. Se o espectro for um

inttervalo cont fnun &“%;“”ﬂ*c““J de Targura A% Pinita,

¢ . * an Y A dd by %
cas eas. W) ¢ (M43 pornecen para  We § LIRCR £ this kbt

e v A
F(:«(.k) s jl'a(.klcg“)

N’ W . =it Bt v\ Y . o h
F (\?) - - S e K )\\(: ),J\ \'\E".’CR) % bvg N \v.'r C.!\) J R V\\ A
h stv) ’

...CV:\;” \ )

'

isto é; elas &mgmcif&tam E;(ﬁ\:»ara o volumne de uma Ccnson
esférica finita no espago XV?(Q) "
Uma vezr que Fo (¥) posﬁﬁi suporte Ve Finitto em
ﬁf&é), sua transformada ﬁ#g) & analitica em todo o EEHEPRE O
ﬂf(ﬁ). Como as QQS,(l“ﬂ & Qlﬁ fornecen a btransformada num
volume finito desse dominio, por extensio analitica elas va~
) .
lem para qualguer .k & 0 problema ten a solugio dnica
apresentada por estas cquaghes, as quais sio equivalentes

contforme Jja foi viasto.
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Levande w eqg. (ﬁ)ﬁ;) e @ (&OG\) o oblemos v solug

. o~
e ‘J n - 2 o
an completa }Q\MN)  Lavando PTinalmente sela anlucie

B @LQ\; R e QAQS) »orenuita que a transforseds da compo-

k3
fonte ¢ dada por

nenta nag-radiantede

Y Y - o s {
e &i\z.\)&(‘:\“\;w)—}i((}:t\&‘)‘} +v‘i)§\t"‘.wﬁ ~ﬁiw'(¢\<\ﬂ.\ﬁ.‘a\5 , U

v 2 . g o ns
COME L, por tnhverdgan, Ffornesos F‘ Ty (\- ! L) w o TEBOD O @MEM slitics il @

H

‘ - , .
solugio dnica dada peles oqs. Q.O"\\ & Ql\b) Coou (AN ponsdd .

”3 ' : . "y N s
caonponents nho-vadiante nEo oula dade pela eg. &&3\.&) "

Por outro la do FIREER TR OB W R Sl e R o Lo Tor diso et

Py

situngio & diferente. Por sxenplo, se a dependénein b P o el
= no .
g FQWH For harmdnion,
-

Ry = _6% tt® e - - . , (Avg)

v

.({)(N\ nc rd dada por
Yios) = Slum=te) | o )

Levando @ e u(i.\.B\ PRS 895, Q‘ML\ & (5—\3\ osn ose obtém s brans-—
~t - . .
Formada ‘:@ (e na superticie esfédrica WemCR gy o SR RGO

R

\

~ ‘ . vV | ’ gty —’.\ V ~
F‘,LQ\ - = 3 € “)«K MFYwa) + V M\F two)lv \a! ds . Qixo\}
Sty . Wez €KX
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Tato nio &

suliciente para @ extensio analitica da empress

ond A
dada pola mq"(ikg>, LA g ela exige que e conhegs EJ¥Q

) . 3w » )
em ol G VO Tume o Y @G ‘\k (\Q\ & L i entao [N L Dlens gone

tinue ndo doico, ouw sea, ainda gue @ mq"(gﬁﬁ sefw da forna
da atp.(&ﬁ%) . B

g0 suficiente p

et 0 monocronst i coronao Forneos ind CHT IS

[ o
w determinagfo dnice de TeablW)

;;) ,}',- [ } IR ISR B oo Be% (0 5% 800 b g g e gus o prr . Yoo
AR POVEVL s LR I GeEd D, MRENIVOD P ORI LA L Dy e

pe Lreds CAEIY en 1980 & Bodarski (relf . (40Yr em 1981 e ey

deram mostrar gus og problemas do fonbe inverso e de oo

Thamento nverso posoye

#les Tevant

Corma v

matenal icamente muito ins
OOV EIUREraLga 8 Rn

en aoordo oon o

quier noui s apressnta,

B ONTES L HADLRARIANTES )

Fot mnosbrado recentemente (refa. (250 & (243

gue correlag o

na Flutuaefo  da fonte poden produzir "red
ou T blue shifts” do sspectro emibido,. Visando tal estudo, =a

enbe segho fol elaborada, enbora sun avlicagio

P

.

pormancee en aberto.
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teataremos do problems da Tonte o

verss para fontoes

gu frinda gue hum contexbto prde

. e \ -
prota,  sus formalagxo iretamente dagueta puentads

s . R v . e - <
Nas segoes anteriores para o oo deterministicn. Pretimi-

navments, o

do { refs.

@ fontes que

CUrraem na

”e
Ao

naturess

nents conheo

camens. e fonk

e re
T e g e WU S g
GUNEN G LR B RN

s ey .t ot . TR cu pea aas | -
a8 b mETIas oom

Bldm das Plubuses

e s
b ED su deitosg,

ERIHENE

Gy B gn -

tual & instantanesmente mensurdveis, as

ST E

.o
(gt A v B Wl R 2§ N A ¢ o duracto

de tenmpo longos comparados com n

va de ovariagio

tenporal das

g andg

G oenvolvidas. 0 gue se detectn

30 valores néddios @ a teoria deve bes alhayr com

MESNMRS

efinidas das

“

vaenientenents
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fgunl, somente as Flutuagfes ceEpago-teaporais,

independentenente dog procesaos de medida, Justidic

0

atamento

Hd

. 2 o
. Designenns por \A(\"r’f) } i 2nsenblie de arande-
ey . ) N H ¢ N
PRD AU‘(‘*‘) com certas propriedades comuns. Beja B ( A L‘”"‘") giga

auEr arandes

de interesse definido em Ffun Gag i granders A\Fs ('\\

o : . ; . 208N .
do referido ensemble. S guisermnos med S KA\\"(“"\. ;O Uogarater

O T S S N L T T SR PO RIS e e i iran e el ana s s e e o 3l
GhimilmL}LU ao mroblemna PR GULE 0 o mw,dﬁV& cnns e ar é

-t
a media %AU'!*’\ e %U\‘f\*\) s tomada sobre o ens

BEn = Crlarayy | (Ao

aricle < > simboliza tal mddia, que & definida poe . |

N
By = 2 f R

FERY

Ay

o ke '] ‘ *
sendn A ;W cada elenento do ensen Bile w fg

dente densidade de probabilidade. Se Nesoo sOFTESEUPOE- e

que eate Timite exista na EHPressEo acina. |

L . td s N
Se o ensenhle & esta CHORNRE o, poy

medel §a %A G Jx-) de gqualaguer ; 9 ‘\\‘?'\“\\ Aho derende

e

- . > .
€, %AWM = 61\0'1, ainda gue o3 elementos AL‘"!‘“ depesndamn.

50, gsralmnente ABHBUME e, %Empra que for convenisn-

ter, uma hipdt;

do tipo ergddica, segundo & aual a @ eguinte

.

-
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g . s
meEdia temporal ?)QV\ tomada sobre gqualguer elemento Aa(ﬁﬂ
do ensenble,
AT :
gy e foe 0 aeaa M ) ‘ 2
; .

= ~
Vv & “l'\'

-

#€ lgualsa & média sobre o ensemble:

Ailnds mais, o cardber gstacionsrio

BHIgE que as AG%M mantanham seu cmmphrtamantm
sob aualguer translacfo btemporal e portanta nio wmdam>iﬁndﬁr
@oRero quando ¥~bt$3 o Portanto, elas n¥o possuesm em geral
Lransformadas tenporais de Fourier no sent ido convencional

Cainda que casos particulares de fungles quadrado integrd

ve s que nio iendem‘a ZEVO Para ¥->tﬁ> existan, condira-se =
Vefu(24}, BEC. Ted)e Guui, tais btransFormadas dﬁ?ﬁm HET Ene
tendidas no sentido de disteribuicles (ref. (24%, cap.4 ¥, o
aue foi impliﬂitamentﬁ acelto Jd nos pringiro e segundo
erempplos de fontes nlo-radiantes deberwinist icas Qa sEgho 3
deslbs &Qtudu" .
Beda entHo um ensemble &FKFHJ} de fontes VY
Flutuantes no tempo e no espago con suporte finito na esters
N, ﬁ{}KﬁUXQ ensemble de campos U(Fd) relacionados hs FEDH

respectivas pela equagio de onda edq. 1)

e
93



z

(- L R owh = —Fey .
. C*

PR

.

Tais ensembles seriio considerados estaciondrios.

. Detinem-se  entfo as "tungies de coeréncia  mi-

~d . 1 P -]
tua” PF\?A,\'L;T) @ \U (F1 1, 7)

PF(ﬁ"‘ﬁ“'ﬂ = < E(F e F*‘*K?U{\.>

TELR, 1) = < U A IRy

associadas  a cada ensemble, onde V ¢ um parimetro  arbi-
) wad .
trario de translagio tenporal e \; & o sao dois  pontos

ot

' 2 3 re
Cquaisquer do espago. 0 fato de gue Tau(*xfiﬁ) nao dependen

de * decorre do cardter estaciondrio do ensemble.

0 ﬁ&gﬂi%icadu FTisico da escolha das grandezas
dédas pelas eqm,(ﬁwﬂ & UQS) para o estudo estatistico de
campos & ?Ontes que satisfazen a eguacio de onda estﬁ amp@aw
mente discutida na literatura (veja-se por eﬁmpluAaa rets.,

{419, (29) e (21)). Bucintamente, tais grandezas aparecen

naturalmente na descricdo estat(stica de propricdades e

dependem em segunda ordem de tais campos e Fontes e em top-
mos  que  tipicamente refletem fenfmenos cooperativos aos
guais  associanos 0% conceitos de coeréncia, incosréncia e

coaréncia parcial. Por gremplo, se definirmos o “grau  de

.
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0z

=
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”n . " X E o " # ”n . .
coeréncia mitua " % (Fu % YY  como & funcHo de coer@ncia mi-

2 bl . : - . Y :
tua. vk*xﬁi(VB normalizada pelas intensidodes YWJ?&‘?»OX Bm ¢\

y

‘

ondd
e G

(1(Fh\Gian\

MR 0 TR o]

wach.
Q&Q$L\v&)"?’) =

pode ser facilmente mostrado que

o ¢ \GtEw gL

e que vale o seguinte para canpog éticma‘i rﬁ¥u(19),v%&c4
4.2 ¥ 1) 1"6\#“?“'\‘)\:5_ ,'VF\L ,“9‘“?‘1 do espaco todo, VYV, ze
e(sé & cada campo Jdo ensemble possuir depend@ntié tenporal
harmbnica de mesma frequineias 113 nio pode em’ﬁtir‘um TR
semble de campos nfo nulos no espago livee tal que V?YaJaHT?M:O
- Y

, ¥%, ¥ do espaco todo , ¥, ( em particular, se ‘06(.%;\\":2‘@));@
‘para todos os parss de pontos  de uma superficie cont (nua
fechada ¥ » entdo a superficie nfo irradia Y. 0O casos
extremos i)Y & ii) idéal}zam os conceitos de coerBncia & in-
moérénﬁia‘totaiﬁ do campo, situagies que nRo ocorrem nn res-
‘lidade, como & dbhvio.

Além disso, na experiéneia da dupla Fenda de
Young ( & &m outras montagens em que mifénﬁmﬁnm de interfe~

réncia tem lugar ) o termo de interferéncia na intensidade

. ’ " re . . . \
das franjas ¢ funglo de uma grandeza do tipo dado pela eq“ﬁﬁzﬁ)

o
Pi:}

2=




Voltemos & Formulagio do nosso  problema.  As
. ! Y -\ .
transformnadas temporais de Fourier de FUWM & U\‘A) sRo da-

das por:

wos Sk
St(,‘:ll"") = j F(X(“c) £ o\"c ;

e )

too Jeuk
M(;\r’w) = J U\"!’\’) <. AS\. .

-0
o V-J b. ﬂg-_ A \ -4 X ‘}é ‘.\ X\
Caleculando  as grandezas { jf(‘“.tgw)fg U’u'»*’)> @ (ATL L) AT (G o)
’ Etd L . \ Y
Aazendo a substituigio de varidveis kt&k'*q} ;8 lembrando
aue os ensembles sHo estaciondrios e portantso ss wddians dua-
. N o hauw) . (128} T PR \ C
das pelas eds. @) @ =) naa dependen do tempo v, hega-

mos @
) % - ’ :
< 4(‘:‘-!-\“*“) 3( (FLO W\)> < 3\: k?\x y T :‘*‘*’) cf*(tu -mL-*J') y

- -l ‘ :
< RE) DT )y o P (T ) ()

4 ":- ol
onde  se definem as “densidades espectraig IXF,L;\“&-\-\\‘ZA\‘)‘

da fonte e do campo, respectivamente, por

4o koo ..x‘ - el
%Fukvi\vz;m) = § PF‘U(‘“.L\Y‘E.,_;'V) e A
t

/
~00 :

e ©a, cono as btransformnadas das respect ivas funghics ﬂa Coe-
réncia mitua. A ©49s. QSQ)E;(L33) implicam que as diferentes
componentes  de Fourier dos campos e fontes nfo se correla-
cionam espacialwente, snquanto gue as intensidades da corre—

» ”e M \ L v N
lagao para Waew 580 dadas pelas densidades espectrais %F\)‘
/

H (A1)

(d24)

(420}

(L24)

(132)




. N" ~
O . - pe - #*-
e avangarmos ainda mais & caloularmos ( {(ki,w)j( (‘(z«,_,u.:‘)>

~ ~Mea \ . - . .
G:‘<M(\A1.,UJ\)M (W gm)‘) a partiv das transfor Magoaes espacials doe

Fourier das eqs. (-RZ\. & Lra) aobtenos

ry AN oy Y
IR FiRy, W) o Ptk =%y, 0 Sy |

- R Y o |—-5 ol v
KRR ) TR ) > = X\‘J (X N % \ W) & (v —tat)

/
onde
FUNS : o ) »% o
- ) ™ =3 AN \(\." Lo \f\’%_'
’X\\:,UU’AM\’\&,“‘\ =. B S \F \(‘"\“'\'MT‘) e,
Evgz. —0 M

’ o e
¢ a transfornada total de Fourier de \2 u~( W ') em sate di-
!

MENSERE .

©) e

Além disso, & partir das eqs. (2) p (5/‘

*
()
C e
(Vldf L:i'l» M(,‘i,w) = - }(T',L\;)
A
~ }:%JV A —
M\%.‘N\ ~ /\l-o(",k\) < et Cepoo Vo Y
— ! ) Y /
- Lt v

}v\'\\?‘,u) - S S-(;!‘M)OX(R,.L»J) A?.‘A »_/

-]

S Rz \T-T
CB{R!‘N\ - __T - ) N \Ce \
R 4 3 o8

™
(B
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T

' flo ot

2 .
l}(" C\“‘“k }3 (L

(&)
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que formulam ¢ resolvem o problemna direto deterministico,
chegamos facilmentse ao mesmo para o problema direto eutat g

tico correspondente:

2 L | . '
(W) (o) & 25) A8 8 ) = Yoo L3 By ) ) (116

ct '
A . ~ A X L‘%;" &“.\A" ) A ot
L T %«“ o, & - Y .
.'Xuk L e \ ~ v ( Ltz ) _ - ) \r)[‘ ._»Ooj ‘\/‘,: = ,.i. ) ko L\L}
. \L\“} k{*k \('1 A

,(Y\t\ (\‘"\;\?1 ,w\ = <)\)\AQGL')N§ )‘)\: Uﬁz :“’3‘) ) - (i:ﬁ?')

e A R - I3 CELS
'K\Uk‘rl-\\('lA b.n\ - \;‘ é‘ X\F \‘—\l l\b‘\") %\?hb‘-‘\ ﬂkkﬂt‘n““) (; Tk r\ '(2 ) . k““ 'Dcé)
: ;%QL . wd —
\ . :
%(’(?\;\ '\,...“) o Q‘ o, ! QL - \ Y.': "(;\ \ / A= 312 < .
L Qg '

No problema da fonte inverso estatistico (rets.

o ,
(22 & (23)) busca-se obter a densidade espectral X@;KVLﬁzz“ﬂ
|
FEEA) - ' v
do ensemble (e das fontes com suporte na esfora o A
: . 4

partir apenas do conhecimento da densidade espectral ZMKVLﬁyHQ
X . U"‘"‘_) . . V
do ensemble S dos campos na regiio exterior a 6

Veremos que a sua solugfo é também nfo dnica & que isso de-



corre de modo imediato da n8o unicidade do correspondent e
problema deterministico. Defininos agora, de um modo nat -

ral, o que seja um ensembie nfo-radiante de Fontes:

DEFINYCAD ﬁiidadmﬁ um ensemble de fontes gFuﬂME cOmn suporte
e ¢$¥era VL s & o ensenble de campos &Dkﬁ*){ YEIAUD por
ele segundo a eq. (L) 4, o ensenble de fontes € dito n¥o-ra-
diante se a densidade espectral %U(#&ﬁz{r)do B&IUL COrrespon-
dente ensemble de campos for identicamente nula para btodos
os pares de pontos exteriores a Ve .

De posse desta definigcio, toda a formulagHo do
problema inverso segue do , e paralelamente sno, desenvolvi-
mento feito nes seqdes precedentes. |
Por exemplo, das eqﬁn(ﬁ\ & Qﬁm da segHo 2 e

das mqsu(i35) & (&BL) » chegamos para N0 & 0,30

. X .
'X‘UCF"‘ l\(!l'b»\) - E\_..; E} &U—J.{S’ -C.r\’u)) \ (\\ \}\'« \4\ h.rz)

) s \
C "Ep\"ﬂ L8 v
EURS

&
S A AR TN

R !
]

. A e
e e
Da unicidade da representagio equ(l$ﬁ\ Para 700151WW para
todos os pares de pontos ‘"tvrloru% @ V% » @ da detinigdo

3, chega-se an teorema ﬁeguinte:

.

(%YI‘&:%(@W‘) = 5 S y;k“h‘}ﬂ)'}5&\’\‘“\"13'}&\(”%) (&, ,‘P)\/i

g
(®0) & Ay



TEMREMA 7 {F\‘ét")vs com suporte na esfera Ve ¢ ndo-radian-
te se ¢ a8d se c)s'c:oe:--!“ix::iﬁef\ﬁ:e:'fa; C)L.Q\hw\‘ dados pela eq. '\lk\o\)
forem iclf-:-:rzi: fcamante nulos.
Continuando, da representaclo dnica i»;:cm.,(.(.%\) & (i‘ﬂ
"
para g(v\?‘)l"“) s & das eqsn. (UOME-: '(&33\/ , cvbée:mc;es.:sa seauinte re-

L4 ’ N .‘J -J
presentacio dnica para 'XF (Ky =Ko, w)

~ ' 2 ' . '
; ol —.‘4 “(‘Lﬂ 3y < - \5\\ \(\‘\ I's N o ’
‘X\'F (\kl) K it"”‘) = \*\ﬂ 4; M|K 2y C}\.Q)L‘ g} ( Vi ‘NB y‘)\v\,\&mi’ 1) XQ!M! ¢ ? ,“ } (4 ~ )
. X, .
BT

(}\ (\'\\ SN N\. ::'S @\ % w)‘ (k¥ A (e * S / 5oy e A3
e D = 08 IS S Ben) ftera t f, (m) Fo

wd
onde (_\(L\.L,"(A\“ﬁha\ﬁﬁ{::) as coordenadas esféricas de K

Lo
Comparando os coeficientes dados pelas eqs. U‘ﬁ‘“%Q)
& (;U’\'L\) e levando en conta o teorema, 7 s conclui-se imediata-

mente 0 seguinte teorema:

TEOREMA B: 2\‘:(‘“("")& com suporte na esferzs Vo & nfo-radian-

te se & s se
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Por uma transposigio meclnica do b PO acima
feito, chega-se 4 seguintes expressies de interesse:

. ‘ Da eq. U. ) :

fe efome i) = PSR A ) )

.

AlE
4‘

Da definigio 3, do teorema B e da eq. UJM\H):

{1 - o 1Y L4 e . .
TEDREMS 9: &F U‘:HS com suporte na esfers Vo & nan-radiante

/
S 8 HO S

NoF T w) =0 | " )
) L. - 78] — . . . ~ ’ \“ o
G e | - n)

Aqui, comno no caso determin fatico, este tenrema EHMPIrESsBa A

equivaléncia entre o conhecinento de 'f\f(“‘”\u‘:@'“‘} na zona dig-
ot wd ‘ .
tante ¢ de /5\0&“1_\‘7“‘*‘3 em toda parte fora de Ve dsto
pode ser facilmente visto (ret. 2237 expandindo ass;intcztica’m
mente ambos os membros da eq. (53"\) para (e g e
Dai, & imediato que os coeficientes da expansfo considerada
30 unicamente dnz-:t:c-:-:r'mim':.u:lme;. P o /F: K\:H‘{'\;‘,N‘) "
Para obtermos uma representagio inte:gr‘hl PERIR O
presente problema anzilmgm‘ A oeda K&'-‘t\ - & ISIE -~ para o caso

deterministico, partimos das &GS . KQ?\ e &23) e chegamos a
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RIS RARSEACTRP TS LA S A N AR

Vo Vo

' 2 OQc‘“\ 2 %ol ey) A
ﬂ L?‘,x.\‘?x \‘--x\ = . j S 'b . NGRS 3\"(‘.‘““& ) e

W', 2\
Sv) Sy ° - \’\7-

N -\ %0 ‘%&Q %a L b: L

e mwww
L

GY‘&

~ 2%(mry) Yo L2 €2) _..,__.._5* SN AR -\\}c\s s}

ek -} B ' @{ )
G = Ve Bh) =2 s A B

)
?Y\A!L
0 tEan)JL\éLﬁ}pﬂé suposto conhecido a partiv das medidas da
A et 2 e
densidade espectral Qru\‘kﬁﬁﬁ“)dw ibﬁvﬁ)\ sobre a superfi-
i SQV) envolvendo Vo .

Seguindo a prova dos teoremas 4, %5 & & podemos

provar os seguintes teoremas CQFFG%PQHd@HtE% Para O Caso g

tatistico:

v\ e .
TEOREM®G 1¢@: XF\VAW con suporte na esfera V; & nio-radian-—
.

te se & @i se sua densidade espectral satistar

S S %W‘L“‘%'“3 %ok‘%qu'o(‘%ev) A\"S(; C\Era\ = O

Vo Vo

(AN

{du3)

~

e



ITsto &, os ensembles nlo-radiantes sfo as solucfes da equa-

Gao integral homogénea associada 2 ISTE estat fstica cq..QWo).,

~

. ! e ' . : .
TEOREHS L£4: ‘IF\*\*) com suporte na esfera Vo & com densi-
dade espectral %\p\‘"i\f‘n‘*’) duplamente cont inus  em \ﬁ_ e Vq

“ —d
no espago todo é nio-radiante se & sd se @F(F!‘L\Q,w) for . da

forma

%'\F;Ul\rls“"\ (V 4 ('V “‘ ’Y (?&\-Z¢W>) - .

-t ol
onde /&'\w(*u\’m‘“) @ identicamente nula para todos os pares de
pontos exteriores = vo e com derivadas parciais segun-
- vt -
das continuas em Y & Yo no espacs todo.
Eate teorema evidencia que sempre -.‘):v‘,»ix.m o
sembles nfo-radiantes com suporte en \/o s ME VER quE SGE

pode en principio sempre sxibir uma 3\\, (Fa=) ¢ sat isfazendo

us requisitos acima.

A ’ )
TEDRENA 12: {FQ“QB com suparte na esfera \/b é
Fd , v d \-A
nao-radiante se ¢ 3 se sun densidade espectral /K\? Q‘L»‘"\p‘“)
. S R T 1 3
for ortogonal a toda solugHo BAJ(\”L“'M““) de (Vﬁ%)(z*"?)?ﬁ(”'ﬁlw)' <«

no espaco todo, no sentido de que
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(lb\v(‘l\‘\c"‘\ IEJ(TMV%"“’)‘) = @F\“\\\W\J 6",@ P ) el c}}“{“l =
V

.

A demonstragio do teorema 12 segue da demnons
tragio do teorema & e do fato de que a Tormsa mais geral para
”e A o
a solugho %h,(¢h*gﬁ“§ de
e e[ g U (R o) = o
N o +1 Py } /M‘ LN =

no espago todo & dada por

3,\,;-(.#\\“& |“‘\ = 2 C;)Mws /\tw\r< (V‘Jl\’"z Lu)

.Q\W\
A

Lraxs

0 WO S Gy (U
N Wy N BUE e

. Z\‘M(@u‘ﬂ‘) \/Y_S(@thft) )

Moo = S U Cemetn d
L, = I ‘.aﬂ\v&? ""Z.)J ‘z\‘ Vi)

A N ) % ‘ ;
( \f'ms )Alm\-\s' )= VS \S,A\I.n»\_\»s A"ues' W e = A

L]

-
m
%

(-
i

{)‘

P

S

(A
5%



Chega~se entfo & conclusio de gqug @ densidade
e (), Fs ) & : V
easpaethral /(}‘i‘ LAREA o &FU‘\ \X com suporie na o esfeea o

ae deconpde om { confirs ea. Qo\ '1\ )

~

A
3 “‘« .} ] ol - \
'J‘F(;L.!rzﬂ“"“) = 3 (‘(‘k_“fl\k.u\ h /b/\p (\\r-‘-\\r‘l.lw) y
A
- A .
£ /X‘g (& W) dada de modo dnico por ( vide egs. (8- g (0\3‘) 3

n .
R < (; X (SN
’J\F\\”L\(l,w‘) - EZJ Dy s /\&‘\WS\Y‘L\V%‘ ) W= ed) \\-\L\‘z-c\} )
pha

s

’ o ‘.}& \(lk-‘l g 'O
Wi, —&) = ,
i ax rl'z 6 vo N

. e
tral o de oum ensemble nEo-

N o .
@ /),(‘F W) sendo = densidade o

radiante con suports em Vo u

O coeficientes AﬂY\«\‘fS o wma

-t - . - .
a partiy . de JL (‘Qd’z.w\ evrer inentalmentse  conhecida, Se leo-

VEFMOS RE 8. (3"\\ & (5_'5@) e TSTFE estat

-
realta O ovide 2q. k“\“\\ K

Para completarmos a andlise, vemos que n gg. (l‘-\‘\)

pade ser oscrita comno

&5

T
o))
o



U C Ry o Xy, o) 3

WodkKy = ¢¥®

- %, }

v \
biclw @ parhie das 29d. (9 \(9\ & (0\‘0 ) , forneoes

. ) ' - A - A — o |
;i (‘?s_.;"'\zz N S x € i‘» <Y\&'\<L) r\\ 20 %2) }‘U('YL\éL'ujj *
¥ Stvy Stv) :

.

fropal, BOMESHHA

nn case determin (ot ica bem lugair. A S0 Tucio dada pel W

o, A . '
(5.,.5“5— ) Bs5G)gatd no aspugo renl R U’l.\ﬁ\, L oo pardnges

-J
-t 3 : " -k
by, enauanbto Sue %F‘ S Y \\N\ paba om W\ I\ \Qx‘v‘\) L B oo

Ao aolubilidade do problema 0o

g o das

. 1) o C e
frans fornadas 8 pariir dae @98 (&5 ‘Z\) & \53 \3 , & de informas
chee adioions To, 6 MAlS gUAvE. Suponhangs, 8n RNa T iR com B

inTormacho adicional dada pelas edqs. Q\« ‘5%\, , (50(\3 & Q\\Q) PR

n ocaso detarnin [abico, que se saiba Yoo oprioed Yoger n odensee

dade espeoboal }K\;—(“‘l\r\- Y g Torma

.

&6

(k)



-3 ~\ . (-] P T
,6\? k\"\'\\ﬁ_,\u\) — /K; &\FL\VL\ K{?(“\\

. T
Psan Nas Sus. le%\ 8 UHL'\) implican sm /K‘U (Fa Wy 'X\,

seren banbdm da Forma

N J
[&\)\-{:‘L\?ZJ\N\\ - /@\) \\‘h“rz‘-‘ku\ '\()(\\m\.

Levando a transforands da -‘n.. QL@:O
MUEE #2908 . (551\ (,e "\) considerandg gus (\{’\(N\ s d

Ta ono intervalo espectral cont (nuo \}\30;"‘*‘@* &N\ gl

@

i
Ao pinita, obtémese /K\‘G \ .“\“J na regilo WeLWa eky=CR,

e WRUK,

aliti

= - )
ﬂi (\i.,\K?_\ Tdntretanto, esta regisao niho @ o volune
- S o MO (o LB
Eonimoem W\ (R W) Entio, apesar de %‘F U(\ )__\{\J 5

i Q, -t o
em & LKL\KI\ todo, & informagio eo. (5.(00) ndn & owutiol

Soa.

pars o sun exbansiEo analitica, =zo conbrdrio do goe foi obbi-

-
doono casn determindsy

o ( contive discuzelo na po.

A questiEo toda veside no fabo de gue , =

considerar os ensenbhles agui teatl ados como eosbaciondr

dependéncia temporal Bidinensional das grandesas con

S 31

b e

)

fos, a

’\‘L 194

ls'l aerbitrdvios degenerou no dnics dependéncia en ’T ‘\'.{.A .

Disso decorres que as condigies U*’f-‘“‘k_ e c‘c,( , woh

&7

[

¢1\L\‘\




guais as transformadas seriam dadas, tambhdém degensraram na
condigio W=C¥ =¥y | 8 levantarmos a hipdtese do card-
. . ¢+ N o - * . re

ter estaciondrio dos ensembles e acrescentarmnos condignes
adicionais de separabilidade sem Wy e g independente-
mente, & de se esperar que se possa obter a solugHEo Anicw)
no espago das transformadas.

Por outro lado, se soubermos "a priori® ter o

\]

: -, F - 1 k. ]
ensenble de fontes uma densidade sspectral )@FRVxN},m§ da

forma

. . v g -
'}S‘F (F{Lw‘:‘mlw\ = AL\C&.&N) ‘Savim\(’;.\

P @, ser um ensemble de fontes espacialmente botalmente

incogrentes, obtemos para sun transformada
N N v oo )
S ) — o= \& .
%’\FK\\L! \‘L-;g""‘) - /\\\\_ \1)qx>
\
Levando a Qquﬁﬁu)na wQ-(§53>, por exemnplo, obtemos

L N ’
\}»(\(L—Rm,m\ = /X\J(K\-)\{t\b“‘)}

. baxmdr, wek,

&8

L 3

Pt
o
o~
fos)

deuw)

(Lt

0 Y

o



. ' 2
Como  ALEmY)  tem suporte Vo Tinito em WCAFY |, sua

, . & 3 -—I )
transformada ¢ analitica em todo o espago ‘R\(K\ « Uma ves

‘ Lad
- o ¢
que a @q_(ﬁQS) deline A~b&ﬁ0\ neste espago no volume esfd-
. . . I , re
rico centrado na origem e de raio X=%/¢, hd uma extensio
2 (R
anal (tica dnica para A (KWWY & partir da @ Qﬁﬁﬁ) & 0 pro-
blema tem solugio dnica. Construir tal extensfo € um proble—

e

ma n¥o trivial que toge do escopo deste estudo.
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GNExn

Agul se btrabta o FEsolver o pauag

holts unidimenasional:

kS . v
Q S%.... He \-):\j: ) Al 1 ) C e e ; Q s ‘) (-.
Y oAxt C* T ' ) ,

o PN N sn e T
BUAPROPTE 0O ooy

by afia v ma TR Loimw (S Y Poieniy g

) %(xa

” ”n + ] N e
Mamos resolvE-la pelo método da fungHo de

«lenmo o oprobless £ ona oreta ilimitada, = Ffungao de

e~
‘o
"
;
12
o
—
e
'S
L
—
{
|
0n
f'\
1
A
K/
~

(

deve depender apenas de R = \x_x\ po8 8 dada ew gsral por

NN
06(?\‘(‘.»»\ - Ae”

7



Com A e R sat i sfazendo

Para que °X\Kﬁ¢\ apresents o

devencs Farer B=a s O gue

& (Re) = A

T

comportanento causal esperado,

signitice que

)“ L,fé:au ra

<

A solucio da eq. (&\ ¢ entfo dada por

LYIN

M(.X|U&A\) jrand} § ;:(\"\‘\‘—k\3 QB(‘?\;NS é\&\ N

~Cn

Desde que a fonte estd cun?inadawem
NAa &9, QH\ também pertence a este intervalo. Calculando A G

para \X\Ye , as eqs. (3\ @ (MQ

)\)\ (X fb..\\ ‘::

\
rC

R L

PATS RV3

Yo
‘AT.K

"
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Fazendo uma extensio dbvia da definigio de fon-

tes nBo-radiantes a uma dimensfo, vemos que SCN%ﬂ & nRo-ra-

diante com suporte em ¥\¢on s e 84 se

il
0

{ Ceny \

Lr e\

©)

Vemos que hd a possibilidade de que ;(Mw\ seJa ndo-radiante

—

apenas "a direita” ou apenas "3 esquerda” se '§(¥wu)tiver

uma dnica raix em 0oz cK O ST =cK

Exemplo de fonte nio~radiante unidimensional:

Seda a fonte dada Por

- foagh

F(X\H = Fo ) 2 Qq_')

com

C St \N\>Sa
F; (xy = (K)
Yo S 0 (e To = ela

J oo
Sua transformada esspagco-temporal & o

ada por

§ ¢y = HnFe o Mo ey ey (=)
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que caloulada em S oW 44

;\’(pr)\ - L\f‘ﬁ" F@C&%Q(t({ﬁfg\) c?(m..wo) R
Wz elkd

& eanLSB se antla identicamente se Web = Ry » onde Ko,
. <

¢ nom-gsina raiz de gQCX) « Nesse caso ent#o, tal fonte &

nlo-radiante. Aqui também a condigHo de nfo-radifincia inpfe

uma restricfio andloga ao caso tridimensional para as oimnen-

soes da fonte.

0 cdlculo do campo na regian da Tonte fornece:

: v xﬁE?K*$m\ ~*9%§Qx-m§ Jorsed
Uiy e ¥ e | = e < m;\}e_ g
. k) .

SN

, - .U . 0
0 qual & continug & possuyi 5: continua em \K\:¢\ g

et
descont (nua ai, comno Ji e esperava para unk Tonte descont (-

e .
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