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Resumo

Um novo anel de armazenamento de elétrons esta sendo projetado para a producao de
luz sincrotron de alto brilho no Laboratério Nacional de Luz Sincrotron (LNLS), em
Campinas. Para atingir um alto brilho, requer-se uma forte focalizacao do feixe, levando
a fortes nao-linearidades dos campos magnéticos, o que limita a regiao de estabilidade
do movimento dos elétrons. Neste trabalho, estudamos a dinamica destas particulas no

anel e aplicamos métodos para a otimizacao da abertura dinamica.
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Abstract

A new electron storage ring, Sirius, is being designed for the production of high bright-
ness synchrotron light at the Brazilian Synchrotron Light Laboratory (LNLS), in Cam-
pinas. To achieve high brightness, strong focusing of the beam is required, leading to
strong non-linearities in the magnetic fields, which limit the region of stable motion of
the electrons. In this work we study the dynamics of these particles in the ring and

apply methods for the optimisation of the dynamic aperture.
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Capitulo 1
Introducao

E sabido que cargas elétricas, quando aceleradas, emitem radiacao eletromagnética.
Particulas em repouso ou em movimento uniforme e carregadas eletricamente criam
um campo elétrico em torno de si, cujas linhas se dispoem radialmente da particula ao
infinito. Como a propagacao da informacao se da a uma velocidade finita (a velocidade
da luz), no momento em que a carga é acelerada, as linhas de campo a uma distancia
suficientemente grande ainda estao apontando na direcao onde a carga estava anterior-
mente. Isso causa uma distorcao nas linhas de campo que é propagada a velocidade da
luz. Chamamos essa distorgao de radiagdo eletromagnética [1,2].

A radiacao emitida por particulas carregadas eletricamente quando aceleradas tem se
mostrado bastante 1til ao longo dos anos, motivando a criagao de diversos tipos de ace-
leradores. Sejam eles eletrostaticos (como os tubos de Raios-X) ou de Rédio-Frequéncia,
lineares ou circulares, colisores ou fontes de Radiagao Sincrotron, aceleradores tem se
prestado a diversas aplicagoes na industria, nas pesquisas em Fisica Nuclear e de Par-
ticulas, Biologia, Medicina, Ciéncia dos Materiais, Quimica e outras areas [3].

Em Campinas-SP, no Laboratério Nacional de Luz Sincrotron (LNLS), operado
pelo Centro Nacional de Pesquisa em Energia e Materiais (CNPEM), estd instalado
e em operacao um anel de armazenamento de elétrons de segunda geracao, chamado
UVX, otimizado para obtengao de luz sincrotron em uma faixa do espectro que vai do
ultravioleta aos raios-X moles. Em fase de desenvolvimento, encontra-se atualmente o
projeto de uma nova fonte de luz sincrotron, a qual foi dado o nome Sirius. Por esse
motivo, voltaremos nossa atencao a este tipo de acelerador.

Radiacao ou Luz Sincrotron é o nome que damos a radiacao que é emitida por par-

ticulas carregadas quando estas sofrem aceleracao centripeta. Anéis de armazenamento
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como fonte de luz sincrotron podem ser classificados em trés geracoes. A primeira ge-
racao é composta por aceleradores que foram projetados para colisao de particulas. A
emissao de radiagao sincrotron era um efeito secundario. Tais maquinas nao sao, por-
tanto, otimizadas para obtencao de luz sincrotron. A segunda geracao, na qual o anel
UVX do LNLS esta incluido, é construida especificamente para luz sincrotron, sendo os
dipolos magnéticos as principais fontes de radiagao. A terceira geragao apresenta radi-
acao de altissimo brilho, proveniente de Dispositivos de Inser¢ao (DI). Podemos citar
como exemplo o Advanced Light Source (ALS), localizado em Berkeley, na Califérnia
e o European Synchrotron Radiation Facility (ESRF), em Grenoble, na Franca, dentre
outros.

O Sirius estd sendo projetado para ser uma fonte de terceira geragao, de alto brilho.
Esta caracteristica implica na necessidade de uma forte focalizacao do feixe — o que
requer, por sua vez, a introducao de campos nao-lineares para correcao de efeitos de
aberracoes cromaticas’. Com isto, a regido de movimento estdvel dos elétrons — a
abertura dinamica — fica limitada. Em constraste com a abertura fisica, a regiao
delimitada por obstaculos fisicos, como a camara de vacuo, a abertura dinamica é a
regiao de movimento estéavel que é delimitada pela propria dinamica das particulas. O
objetivo deste trabalho é o estudo dos métodos para otimizacao da abertura dinamica,

através da minimizacao das nao-linearidades que a limitam.

1.1 Anéis de armazenamento de elétrons

Um anel de armazenamento de elétrons como fonte de luz sincrotron consiste de duas
estruturas principais: um sistema de injecao e o anel principal, em torno do qual sao
instaladas as linhas de luz. O sistema de injecao é composto por um acelerador linear,
podendo incluir ou ndo um anel injetor, chamado booster (Fig. 1.1).

Elétrons sao extraidos via efeito termoelétrico de um catodo para o acelerador linear,
onde adquirem uma quantidade de energia, sendo entao inseridos no booster, onde
sao novamente acelerados, para enfim entrarem no anel principal, podendo ainda ser
acelerados novamente ou apenas armazenados em alta energia. Para evitar a perda
dos elétrons pelo espalhamento por atomos e moléculas, eles devem ser confinados no
interior de uma camara em ultra-alto vacuo.

No anel principal, os elétrons sao mantidos e guiados por forgas de origem eletro-

1Secdo 4.8.
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@ acelerador linear
@ anel booster

@ anel principal
@ linhas de luz

Figura 1.1: Esquema genérico de uma fonte de luz sincrotron.

magnética. Magnetos sao dispostos ao longo do anel definindo a 6rbita ideal, em torno
da qual os elétrons se moverao em trajetérias estaveis e quasi-periddicas [2,4]. Essas
trajetorias sao caminhos com geometrias semelhantes a um circulo, embora nao sejam
curvos em todos os trechos, nem se fechem exatamente sobre si mesmos, mas chegando
bem préximo a esta caracteristica.

O campo magnético guia define uma orbita ideal, fechada, na qual um elétron com
a energia nominal Fy se movera por um tempo indefinido. O campo guia possui propri-
edades focalizadoras e faz com que os elétrons realizem oscilagoes em torno da orbita
fechada, chamadas oscilacoes bétatron. Elétrons confinados em caminhos estaveis, dessa

maneira, compoem um feixe armazenado.

1.2 Principais elementos e caracteristicas

As forcas que guiam os elétrons em um anel de armazenamento sao de origem ele-
tromagnética. Elétrons sao armazenados em alta energia, percorrendo trajetérias no
interior de uma camara de vacuo. O anel é composto de trechos retos e curvos, onde
os dipolos magnéticos assumem a funcao de defletir o feixe de elétrons, aplicando sobre
ele um campo magnético vertical (Fig. 1.2).

Em principio, tanto o campo elétrico quanto o magnético poderiam ser usados para
deflexao das particulas. Porém, devido a alta energia relativistica das particulas com

que lidamos, para se conseguir, com campo elétrico, o mesmo efeito que é obtido com
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Figura 1.2: Em um dipolo magnético, elétrons entram perpendicularmente ao campo magné-
tico vertical e sao defletidos, emitindo radiagao.

um campo magnético da ordem de 1 T, é necessario que os campos elétricos sejam
da ordem de milhdes de V/cm, o que torna seu uso impraticavel para esta finalidade.
Dessa forma, forcas de origem magnética sao utilizadas para defletir a trajetéria das
particulas.

Para evitar que os elétrons sejam perdidos, chocando-se contra a camara de vacuo,
é necessaria a focalizacao do feixe. Para este fim sao utilizados quadrupolos magné-
ticos. O campo produzido por quadrupolos ideais varia linearmente com a distancia
transversal a érbita ideal, sendo nulo no seu centro.

Dipolos e quadrupolos compoem a rede linear de um anel de armazenamento. As
equacoes de movimento que sao obtidas a partir dos campos magnéticos destes elemen-
tos definem a dinamica linear transversal do feixe no anel.

A dinamica se torna nao-linear quando introduzimos os sextupolos, para correcao de
aberracoes cromdticas causadas pelos quadrupolos. Os elétrons no feixe em equilibrio
apresentam uma distribuicao natural em energia, devido a emissao de radiacao. Elétrons
com desvio de energia em relacao a nominal serao focalizados em pontos focais diferentes
daquele com energia nominal. A Fig. 1.3 ilustra tal situacgao.

Os elétrons, devido a emissao de radiacao e a outros efeitos de dissipacao e amorte-
cimento, perdem energia ao longo do tempo, e esta precisa ser reposta para que o feixe
armazenado se mantenha com energia média proxima a nominal. A energia perdida
pelos elétrons é compensada via campos eletromagnéticos de alta frequéncia, em um
dispositivo especialmente projetado para isso: a cavidade de radio-frequéncia (RF). A
aceleragao se da conforme a fase que o elétron possui ao entrar na cavidade, de forma
que o campo visto por ele lhe fornega exatamente a energia necessaria para a reposi-
cao [2]. E este mecanismo de sincronizacao que dd o nome sincrotron a este tipo de
anel. Um elétron que chega a cavidade adiantado em relacao a um elétron de referéncia

com a energia nominal (sincrono) recebe uma energia maior do que aquela que perde ao
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quadrupolo quadrupolo

550 550 ___sextupolo

—0=0 N Bl —40=0 \ s7

f f

(a) Aberracao cromética causada pela focali- (b) Efeito corrigido com sextupolos.
zacao dos quadrupolos.

Figura 1.3: (a) Elétrons com desvio em energia serao focalizados em pontos diferentes. Esta
situacao compromete a estabilidade do feixe e deve ser corrigida. (b) A correcao ¢ feita com
sextupolos, que atuam focalizando ainda mais os elétrons com desvio em energia positivo, e
defocalizando os elétrons com desvio negativo, de modo que a distancia focal seja a mesma
para todos eles apds passarem pela combinacao destes elementos.

Radiacio

Feixe de
elétrons

Figura 1.4: Trajetoria do elétron em um dispositivo de insergao.

longo da volta. Uma energia maior faz com que o elétron percorra uma érbita maior,
provocando entao um atraso e diminuindo o seu adiantamento em relagao ao elétron
sincrono. Uma vez zerado o adiantamento, o elétron estard com energia maior, devido
a quantidade de energia recebida da cavidade RF, e passara a ficar atrasado em relagao
ao elétron sincrono; receberd entao uma energia menor do que a perdida, o que faz
com que o atraso diminua, e assim a posicao longitudinal do elétron tende a oscilar em
torno de seu deslocamento longitudinal inicial, estabelecendo-se um equilibrio. Este é
o chamado principio da estabilidade de fase da RF, e é o coracao do funcionamento de
um anel sincrotron.

Dispositivos de Insercao, encontrados principalmente em anéis de terceira geragao,
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sao dispositivos instalados em trechos retos do anel, voltados para a obtencao de luz
sincrotron com caracteristicas especiais, como por exemplo altissimo brilho ou alta
energia. Os dispositivos de inser¢ao, Onduladores ou Wigglers, contam com um campo
magnético alternado e periédico no espaco, obtido por blocos magnéticos ou um arranjo
de bobinas com polarizacao alternada, que forca os elétrons a oscilarem, produzindo a
radiacao desejada (Fig. 1.4).

Outros elementos importantes presentes em anéis de armazenamento sao os moni-

tores de posigao do feixe (BPM), bobinas corretoras de érbita, kickers, etc.



Capitulo 2

Uma revisao da dinamica

Hamiltoniana

Em um anel de armazenamento, a aceleracao e a orientagao das particulas sao originadas
a partir das forcas de Lorentz, estando as duas componentes presentes: a forga elétrica,
para elevar a energia das particulas, e a forca magnética, para orienta-las e focaliza-las.
Ea partir da forca de Lorentz que chegamos as equagoes de movimento. Neste capitulo,

apresentamos o formalismo Hamiltoniano [5] que nos leva a estas equagoes.

2.1 As equacoes de Euler-Lagrange

Sistemas mecénicos cujas forcas sao derivaveis de um potencial escalar que ¢é fungao das
coordenadas, das velocidades e do tempo (sistemas monogénicos) tém seu movimento
descrito pelo principio de Hamilton, que diz que, para estes sistemas, o movimento do

sistema de um instante ¢y a um instante ¢; é tal que a integral de linha

t1
sz/ﬁ@qwm (2.1)
to

chamada acao, possui um valor estacionario para o caminho em que se da o movimento.
O ponto sobre a variavel denota uma derivada total em relagao ao tempo (q; = dq;/dt).
A funcao L, chamada Lagrangeana, é uma funcao da coordenada generalizada q, da
velocidade ¢, e do tempo ¢, a varidvel independente, e é dada port £L = T — U, a

diferenca entre a energia cinética 1" e o potencial escalar U, do qual se deriva a forca

!A Lagrangeana nao é univocamente definida, conforme veremos na seco 2.4.
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F = —VU que atua no sistema. Equivalentemente, o principio de Hamilton diz que o

movimento é tal que a variacao da acao, para tq e t; fixos, é zero:
t1
55_5/ Ldt =0, (2.2)
t

Para um sistema com n graus de liberdade, expandindo a Lagrangeana em termos

de suas varidveis e substituindo em (2.2) temos

o " OL " OL
5/ Ldt :/ —0 idt—l—/ ——0¢; dt. 2.3
to to Z an 4 to Z aQZ 1 ( )

Pelo método variacional, devemos ter d¢; = 0 nas extremidades do caminho de integra-

¢ao. Assim, simplificamos os termos da segunda integral do lado direito em (2.3):

hoL hoL d
rn —0¢; dt = e dtdqzdt
az hoorhd oL
= ——~4g; dq; dt. 2.4
8qiqt0/dtaq (2.4)
N——

=0

Voltando entao a (2.3),

oL dac
5/£dt /;(gmz T3 )5 dt = 0. (2.5)

Como as coordenadas generalizadas ¢; sdo independentes (assumindo a condigdo de

vinculos holonoémicos), devemos ter

iaﬁ B oL
dtdq¢;  Oq

=0, i=12...,n (2.6)

Estas sao as n equagoes diferenciais de Euler-Lagrange que seguem do principio de
Hamilton para um sistema com n graus de liberdade monogénico e com vinculos ho-

lonomicos.
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2.2 As equacoes de Hamilton

Introduzimos agora o momento conjugado p;, definido por

_oc
=90

Di (2.7)
Dessa forma, as variaveis p e ¢ sao conhecidas como varidveis canonicas. Substituindo

(2.7) em (2.6), ¢ facil ver que
oL

B 3%'

O Hamiltoniano H é definido através de uma transformacao de Legendre sobre a

Di (2.8)

Lagrangeana, que muda as variaveis das fungoes de (g, ¢,t) para (g, p,t):
H(qp.t)=Y i — L(q,q.1). (2.9)

Por conveniéncia de notacao, daqui em diante omitiremos o simbolo de somatéria,
ficando entendido que termos contendo indices repetidos estao sendo somados nesse

indice. A equagao (2.9) é entao simplificada:

O diferencial dH é O o OH
M, Oy 2.10
0q; 4t Op; et ot 0

dH

Mas pela equagao (2.9),

dH = ¢;dp; + p;d¢, —dL
oL oL oL
qp+pqaqiqaqiqat (2.11)

Substituindo (2.7) e (2.8),

Comparando (2.10) e (2.12), obtemos as 2n equagoes de Hamilton de primeira ordem,
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equivalentes as n equacoes de Euler-Lagrange de segunda ordem:

. OH OH

= Ppi=——\ i=1,2,...,n. 2.13
6= P o n (2.13)

2.3 Variaveis ciclicas

A busca da solucao de equacgoes de movimento é bastante simplificada quando o Ha-
miltoniano do sistema nao depende de uma ou mais coordenadas ou momento. Em
dinamica de feixes, é particularmente importante o caso em que o Hamiltoniano nao

depende da coordenada ¢; mas depende do momento p;:

H=H(q, - qi1,q1, - P1,D2s - Pis---) - (2.14)

Podemos ver que isso anula uma das equacoes de movimento, e a variavel conjugada

correspondente é uma constante do movimento:

OH
0¢; B

—p; =0 = p; é constante. (2.15)

As varidveis que nao aparecem no Hamiltoniano sao chamadas varidveis ciclicas
e a cada uma delas corresponde uma variavel conjugada que sera uma constante do
movimento. A complexidade dos sistemas mecanicos pode ser reduzida se fizermos
uma escolha apropriada de varidveis canonicas de modo a remover a dependéncia do
Hamiltoniano com uma ou mais coordenadas do espago de configuracao. Para isso,
utilizamos o formalismo das transformagoes canodnicas, a ser desenvolvido na segao

seguinte.

2.4 Transformacoes canonicas

Sistemas dinamicos sao descritos por um conjunto de varidveis canonicamente conju-
gadas: coordenadas e momentos. Muitas vezes, porém, pode ser mais interessante
expressar as equacoes em termos de diferentes variaveis que sao fungoes das variaveis
originais, como por exemplo as novas coordenadas P e Q, no lugar de p e q. Tere-

mos também um novo Hamiltoniano H, funcao das novas varidaveis. As equacoes de
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Hamilton para as novas coordenadas se escrevem:

dQi; _ 0H(Q, P, 1)

T apP : (2.16)
AP, OH(Q,P,1)

As novas coordenadas devem ainda ser canonicamente conjugadas, ou seja, obedecendo

o principio de Hamilton.

2.4.1 A funcao geradora

A Lagrangeana é dada em termos do Hamiltoniano por:

‘C (q7 éb t) = szz - H (q7 P, t) . (218)

Nas novas coordenadas P e Q, o principio de Hamilton entao fica:

t1 t1 .

53':5/ E’dtzé/ [PiQi—%(Q,P,t) dt = 0. (2.19)
to to

Isso implica que a nova Lagrangeana £’ pode diferir de £ por uma derivada total com

relagdo ao tempo de uma funcao W (g, t) qualquer, como podemos ver:

L' =L+ dw/dt (2.20)
t1 t1
/U@: Ldt+ W (1) — W (t)]
to to

t1 t1
) £’dt:5/ Ldt+6[W (t1) — W (to)]
to

to

0=0+8[W () —W (t)].

A expressao entre colchetes depende apenas dos valores de W nos instantes tq e t1, que
sao fixos, e ndo das diferentes formas que W (t) pode assumir. Portanto, a variagao é
nula e a relagao (2.20) é valida.

A fungao W deve ser de uma das seguintes classes de fungoes, nao sé do tempo t, mas
também das antigas e das novas coordenadas: Wi (q, Q,t), Ws (q,P,t), W3 (p,Q,t), e
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Wy (p,P,t). Seja W =W, (q,Q,t). Escrevemos entao
pidi — H (q,p,t) = PBQ; — H(Q,P,t) + dW; /dt. (2.21)

Expandimos a derivada total

@) =5t 5o T
. an . 8W1 - an
= 00 90,9 o

e substituimos em (2.21):

8W1 . an d an .
(pz-— 8qi>qi_(Pi+_3Qi>Qi_(H_,H+ at>—0. (2.22)

Como as varidveis ¢; e Q; sao independentes, os coeficientes de ¢; e Q; devem se anular,
de modo que a identidade seja sempre satisfeita. Chegamos entao a
. an an an

Py Mg T

(2.23)

As equagoes em (2.23) nos dao as relagoes entre as novas e as antigas varidveis na
transformacao canonica obtida com a funcao geradora W;. Cada fungao geradora leva
a uma transformacao canonica diferente. Seguindo um raciocinio andlogo, podemos
considerar uma fungao do tipo W5 (q, P,t) e reescrever a equagao (2.21) para W;. A
equacao deve, porém, envolver a derivada P, em vez de ;. Para obté-la nessa forma,
basta usarmos a fungao geradora W = Ws (q, P, t) — P,Q;, de modo que tenhamos

oW, oW, P oW,

d
W (q,Pyt) = 2+ ot P

e a equagao (2.20) nos fornece:

pigi — H = PQi — "+ Wa — Qi — P,Q;
Wi P 224
W, | Wapp Wy o 25

R i+ SEP,
T on o T o
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Reagrupando os termos,

8W2 ) aW2 . 8W2 .

e sendo ¢; e P; independentes, pelo mesmo argumento usado em (2.22) obtemos:

pz-:a;f, Q=272 H=n+ 2

. 2.27

Equagoes de transformagao correspondentes a (2.23) e (2.27) podem ser encontra-

das de forma semelhante para as fungoes do tipo W = W3 (p,Q,t) + pig; e W =
Wy (p,P,t) + pig; — P;Q;, a saber, respectivamente:

OWs3 OWs3 OWs3
o p=__"_"° = H+ —=. 2.2
q’L apz ) 2 an Y H + at Y ( 8)
ow, ow, ow,
;= — s i = e = H . 22

Na secao A.2, aplicamos uma dessas transformacoes para obter o Hamiltoniano nas

coordenadas de Frenet-Serret, que serao introduzidas no préximo capitulo.






Capitulo 3

A dinamica Hamiltoniana aplicada

ao anel de armazenamento

Descrever o movimento dos elétrons utilizando um sistema de coordenadas mais familiar,
como o cartesiano, seria demasiadamente complicado. Mostra-se muito mais conveni-
ente a adogao de um sistema de coordenadas curvilineas que descrevem os pequenos
deslocamentos dos elétrons relativos a érbita ideal, a qual conhecemos de antemao. A
orbita ideal é aquela que passa pelo centro dos elementos magnéticos. O uso de co-
ordenadas curvilineas é justificado ainda pela possibilidade de se fazerem expansoes e
aproximacoes lineares, uma vez que tratamos sempre de pequenos deslocamentos em
relacao a drbita ideal.

O sistema que usamos para descrever a dinamica em um anel de armazenamento é
o sistema de Frenet-Serret'. Chamemos de s, coordenada azimutal, a distancia de um
ponto fixo arbitrario até o ponto mais préximo do elétron, ambos sobre a 6rbita ideal.
As coordenadas x e y dao as distancias perpendiculares horizontal e vertical do elétron
em relagdo a drbita ideal. A Fig. 3.1 ilustra esta convengao. Como a Orbita ideal é
fechada, a coordenada s serd ciclica, isto é, conforme s aumenta apds certo ponto, os
pontos do espago comecam a se repetir. Dessa forma, um mesmo ponto s sobre este
eixo pode ser representado por s + L,s +2L,s+ 3L, ..., onde L é o comprimento da

érbita ideal (a circunferéncia do anel).

I'Mais detalhes sobre sistemas de coordenadas curvilineas no Apéndice A.

15
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trajetoria real”

orbita
ideal ™
ponto de
referéncia

para s

Figura 3.1: Sistema de coordenadas curvilineas de Frenet-Serret.

3.1 As coordenadas do movimento

Seja ro(s) a orbita de referéncia no sistema de Frenet-Serret. O versor tangente a orbita
ideal ¢ dro(s)
N Ipls
5(s) = 3.1
(5) = =2 (31)

e o versor perpendicular a §(s) e sobre o plano da érbita é

(3.2)

sendo p(s) = Py/eBo(s) o raio de curvatura da drbita de referéncia, By o campo mag-
nético vertical que atua no elétron com momento linear Py = Ej/c, a energia nominal
dividida pela velocidade da luz, na aproximacao ultrarrelativistica. O vetor unitario

ortogonal ao plano da orbita é o versor ¢, dado por

7(s) = 8(s) x z(s). (3.3)

Os versores 5(s), (s) e g(s) formam a base ortonormal para o sistema de Frenet-Serret.
Ao restringirmos a 6rbita ao plano horizontal, a torgao (curvatura vertical) da érbita é

nula e as equacoes sao simplificadas. As variagoes dos versores sao dadas por

i’ *Lés: s) (s ) (s) =
x(s)—p(s) (s) = G(s)5(s), §'(s) =0, (3.4)
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ou seja, o versor y mantém sua diregao vertical ao longo da dérbita. A fungao G(s) =
1/p(s) é a funcao de curvatura. Os elétrons percorrem trajetérias em volta da dérbita

de referéncia, e em qualquer ponto, a posicao pode ser escrita como

r(s) = ro(s) + wi(s) + yi(s). (3.5)

3.2 A Lagrangeana do sistema

A interacao entre os elétrons e o campo eletromagnético depende apenas da carga

elétrica e e da velocidade v = r dos elétrons dentro do campo. A Lagrangeana é

L(r,v,t)=—mc\/1—(v/c)>—ed(r,t)+ev-A(rt). (3.6)

Pela equacao (2.7), temos que o momento candnico é

p:L—i—eA:fymv%—eA:P%—eA, (3.7)

L—(v/e)’

onde m ¢ a massa de repouso do elétron, v = [1 — (v/c)ﬂfl/2 é o fator de Lorentz e

P = ymv é o momento cinético relativistico do elétron.

3.3 O Hamiltoniano do sistema

De acordo com (2.9), o Hamiltoniano é dado por

H =v;ip; + mc*\/1 — (v/c)> —eA - v + ed. (3.8)

Rearranjando os termos,

H — e® = mc?/y + piv; — eAw;
— My + (i — eAs) v = My +ymv - v
= ymc* (1/7° +v?/?) =ymc® = E
= \/(m02)2 + 2P?;




18 CAPITULO 3. A DINAMICA HAMILTONIANA APLICADA AO ANEL

elevando ao quadrado,

(H — e®)” = m?c* + 2 (p — eA)’ (3.9)
—m2ct = A (p—eA)’ — (H — ed)”.

Esta expressao, igual ao quadrado do comprimento do quadrivetor [cP,iE], com E =

H — e®, é um invariante de Lorentz. O Hamiltoniano é usualmente expresso como

H=ed+ \/02 (p — eA)? + m2ct. (3.10)

Em uma forma mais adequada ao estudo da dinamica de particulas em aceleradores,
através das transformagoes definidas na secao 2.4 e da mudanca da varidavel indepen-

dente? de t para s, escrevemos um novo Hamiltoniano K como:

1/2
x H — ed)?
K=—eAs— [1+ p(s)] [( z ) —m*¢ - P;—-P;| | (3.11)

sendo as coordenadas do vetor A dadas por

Ay =1+ G(s)z] A - 5(s); (3.12)
A, = A - d(s); (3.13)
A, =A-g(s). (3.14)

3.4 A aproximacao paraxial

Tipicamente, as velocidades transversais dos elétrons sao muito pequenas comparadas
a componente longitudinal, de forma que P, ,/P < 1. Vimos na equagdo (3.9) que o

quadrado do momento cinético é

pP=—"" 2P (3.15)

Expandimos entao a raiz quadrada no Hamiltoniano:

1/2

K = —eAs — [1+a/p(s)] (P — P? - P?)

20s célculos sdo detalhados no Apéndice A, secdes A.2-A.3.
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1/2

= —eA,—[1+G(s)z] (1 - P}/P*+ P2/P?) " P
—eA, — P (14 Gx) (1— P;/2P* — P} /2P?). (3.16)

Q

Encontraremos agora uma expressao para Ag. Para isso, expandimos o campo magné-

tico como?

y = Bo(s) + Bi(s)x + ..., (3.17)
B, =Bi(s)y+..., (3.18)

onde chamamos de Bj(s) o gradiente do campo na direcdo x sobre a drbita ideal
(0B/0x)
0B,/0y = 0B,/0x é valida, e By aparece na equacao (3.18). O campo By é arran-

cy—o- Como resultado da equagao de Maxwell V. x B = 0, a igualdade

jado de modo que um elétron com o momento de referéncia P, seja defletido com um
raio de curvatura p(s):
P RG
By = b HhG) (3.19)
ep(s) e

O gradiente Bj(s) é normalmente expresso em termos da func¢do de focalizagdo

e Bi(s)

Kl(S) PO

. (3.20)

Usando B =V x A e a relacdo (A.37) para o rotacional no sistema de Frenet-Serret, e

tomando* A, = A, = 0, a componente = do campo nos d4

. I .
B,=B-i=DBy= 1+Gxa—y[(1+Gx)A~s]
Py/e (14 Gz) K1y = 0As/0y (3.21)
Py/e (Kyy + GKizy) = 0As/0y, (3.22)
e a componente y fornece
B,=B-y=DBy+ Bz = — ! g[(1+G)A g
y = Y = Do 1T = 1+ Gz on x 5
Py/e(l1+ Gx) (G+ Kiz) = —0/0x [(1+ Gx) A - §]
—PRy/e (G+ Kz + G*x + GK 12°) = 0A, /0. (3.23)

3Desconsideramos termos referentes ao acoplamento entre as coordenadas z e y.
4Estamos assumindo que as componentes longitudinais dos campos sdo nulas.
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Resolvendo as equagoes (3.22) e (3.23) para A, chegamos a
Ay =—Py/e |Gz + (G* + K1) 2°/2 — K1y* /2], (3.24)
ou simplesmente
eA, = — P, (Gx + %Kxxz + %Kygf) ., com K,=G*4+K, e K,=-K;, (3.25)

desprezando os termos de ordem maior que 2 nas coordenadas transversais. Substi-

tuindo (3.25) em (3.16), obtemos o Hamiltoniano da aproximagao paraxial:

K = PGx + Py (K2 /2 + K,y°/2) — (P + PGx) (1 — P2/2P* — P} /2P?)
= PGz — P — PGx + Py (K,2? /2 + K,y°/2) + (P + PGx) (P2/2P* + P} /2P?)
= (Py— P)Gu + Py (K,2* /2 + K,y?/2) + P; /2P + P2 /2P + . .. (3.26)

Observe que redefinimos K como K + P no 1ltimo passo, para nos livrarmos do termo
—P. A inclusao de termos constantes no Hamiltoniano nao afeta as equagoes de movi-
mento.

3.5 As equacoes de movimento

A partir do Hamiltoniano (3.26) e da equagao (2.13), obtemos as equagdes de movi-

mento:
oK P oK
'=——=—2 Pl=——=—(R-P)G- PRK,x;
Y=o, ~p DTy m - PO- Rl
oK P, oK
== =24 P =—=—_PK,y.
Y=op, TP v Ty 0%4Y
Derivando mais uma vez em relacao a s,
P! Py—P Py
" L= — G— —=K,z, 3.27
I8 7 p Ko (3.27)
P P,
" Y 0
=¥ _-___ ) 2
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Simplificamos ainda mais a notagao definindo o desvio em momento

P—-F

0= 3.29
- (3.20
e reescrevermnos as equagoes:
2+ (1-9) K,z =0G, (3.30)
' 4+ (1—8) K,y = 0, (3.31)

onde usamos Py/P = (1 + 5)71 ~ 1 — ¢ e desprezamos o termo §2 que aparece no lado

direito da equagao (3.30).

3.6 Uma abordagem alternativa as equacoes de mo-

vimento

Nesta secao, apresentamos uma abordagem alternativa a dinamica linear de feixes em
anéis de armazenamento. Chegaremos as equacoes de movimento aplicando pequenas
variacoes ao movimento dos elétrons préximos a orbita ideal, admitindo também um

pequeno desvio em energia.

3.6.1 O campo guia

Seja a orbita ideal contida no plano horizontal, assim como ocorre em quase todos os
anéis de armazenamento. Com esta condigao, o campo magnético B deve ser puramente
vertical em todos os pontos da érbita. Uma vez que o campo e o seu gradiente horizontal
possuem apenas componentes verticais em x = y = 0 (pela simetria do campo em
relac@o ao plano da drbita), as suas magnitudes, By(s) e (0By/0x), y—0, sa0 suficientes
para descrever completamente o campo magnético guia. O campo dBy/dx gera forgas
focalizadoras, responsaveis pela estabilidade das trajetérias préximas a orbita ideal.
Expandimos as componentes do campo magnético que atua em um elétron no ponto

(s,z,y), da mesma forma que fizemos em (3.17) e (3.18)

By(s,z,y) = By(s) + Bi(s) z, (3.32)
Bi(s) vy, (3.33)

&
)
8
s
I
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e descartamos os termos com derivadas do campo de ordem superior.

Os anéis de armazenamento sao projetados para operar sob um certo intervalo de
energia dos elétrons. A alteragdao na energia é realizada alterando-se todos os campos
magnéticos simultaneamente e proporcionalmente & energia de operacao desejada. As-
sim, ao se alterar o campo em todo o anel por um mesmo fator, a érbita ideal sera
novamente uma orbita ideal para um elétron com um momento alterado pelo mesmo
fator. O efeito disso é que alterar os campos apenas altera a energia que é associada a
orbita ideal, o que nos motiva a definir as propriedades lineares do campo guia de uma
maneira independente da energia de operacao escolhida, como por exemplo através das
fungoes introduzidas em (3.19) e (3.20)

G(s) = P% Bol(s), (3.34)
Ki(s) = %0 Bi(s). (3.35)

Substituindo em (3.34), podemos ver, através da Forca de Lorentz, que G(s) nada mais

¢ do que o inverso do raio da curvatura dos elétrons com energia nominal em z =y = 0,
G(s) = —, (3.36)

como também ja haviamos adiantado na se¢ao 3.1. A fungao de focalizagao K;(s) é
a taxa de variacao da funcao de curvatura com o deslocamento horizontal. Veremos
algumas propriedades destas duas fungoes.

Uma variacao angular df da direcao tangente a orbita ideal é dada por

ds
—df = — = G(s)ds. 3.37
S =Gl (3.37)
Ao fim de uma revolucao, a variacao angular sofrida deve ser 2w. Assim, deve-se

satisfazer a relagao
L L
/ G(s)ds = / df = 2. (3.38)
0 0

Dada a periodicidade do anel (lembrando que s+ L é necessariamente igual a s,
por se tratar exatamente do mesmo ponto, que se repete), as fungoes G(s) e Ki(s) sao

fungoes periddicas:

G(s+ L) = G(s), (3.39)
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Ki(s+ L) = Ki(s). (3.40)

Firmadas essas restrigoes, G(s) e K(s) podem se apresentar bastante arbitrarias. Ape-
sar disso, convém aplicar certas restrigoes adicionais a essas fungoes para simplificar o
projeto de um anel de armazenamento. Uma delas é a do campo isomagnético: todos
os dipolos sao projetados com o mesmo raio de curvatura, sendo esta nula fora desses
magnetos (trechos retos). Ou seja, campo isomagnético é aquele que possui 0 mesmo

valor em todos os lugares onde nao é nulo:

G(s) =Go=1/py  dentro dos dipolos; (3.41)
G(s) =0  fora dos dipolos. (3.42)

Obviamente, um campo como esse nao pode ser atingido na realidade, ja que nao podem
existir descontinuidades no campo magnético. Haverd sempre uma regiao nas bordas
dos magnetos onde o campo varia de 0 até o seu valor nominal. Porém, tal aproximagao

é satisfatoria e apropriada para a maioria dos nossos propositos.

3.6.2 As equacoes de movimento

Consideremos um elétron se movendo em uma trajetéria proxima a orbita ideal, com
uma energia F préxima a energia nominal Fjy. Seja ¢ = E — Ey o desvio de energia.
Usaremos a coordenada s como varidvel independente®. Mantendo a nossa aproximacao
linear, termos de segunda ou maior ordem em x, y e € serao descartados.
Consideremos, como ilustrado na Fig. 3.2, um elétron no ponto z(s) se movendo
com uma inclinagao z'(s) = dz/ds (angulo entre a dire¢do do movimento do elétron,
dl e a tangente da 6rbita ideal, ds naquele ponto x). Seja 6y o angulo entre a 6rbita
ideal e uma reta de referéncia qualquer, e # o angulo entre a trajetéria do elétron e a

mesma referéncia. Temos entao:

7 =0-— 00, (343)
y d@—0,) do dby
YT T T ds ds (3:44)

Conforme vimos na equacao (3.37), dfy/ds = —1/p(s) = —G(s). Similarmente, df =

5Ver secdo A.3 para mudanca da varidvel independente.
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Figura 3.2: Trajetoria do elétron préximo a érbita ideal.

—dl/p, e com auxilio das equagoes (3.36) e (3.34), temos

BBQ
df = ———dV.
P
Como trabalhamos com energias altamente relativisticas, temos E = cP, e portanto

podemos reescrever df como
€CBO

E

Assumindo 2’ (assim como y’) muito pequeno (aproximagao paraxial), podemos

4o = — 4. (3.45)

calcular o elemento d/ da trajetéria em = em termos da mudanga correspondente em s:

—m s = o s = x)ds
40 = e d [1+p(8)]d (1+ Gz)ds. (3.46)

Substituindo (3.34) e (3.35) em (3.32),
B, = By+ Bz =2 (G + Kiz) = &2 (G + Kiz), (3.47)
e substituindo entdo B, e d¢ em (3.45) temos

df = -2 (G + Kyz) (1 + Gz) ds.
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Mantendo apenas termos de primeira ordem, e lembrando que F = Ej + ¢,

E
alf):—onre G+ (G* + K1) z] ds.

Aproximando Ey/ (Eo +€) = (1 4+ ¢/Ey) " ~ (1 — ¢/ Ep), ficamos com
df = [-G — (G* + K1) & + Ge/Ep| ds. (3.48)

Podemos identificar o termo €/ E, com o desvio 0 que definimos na se¢ao (3.5):

P—Po_E—EQ €

5 = .
j2) Ey Eo

Entéao, voltando a equacao (3.44), temos finalmente
" =—(G*+ K1)z +6G. (3.49)

A equagao correspondente para o movimento vertical é facilmente obtida de maneira
analoga,
y" — Ky =0. (3.50)

Podemos notar que, na aproximacao que usamos, os movimentos horizontal e vertical
sdo independentes. Utilizando as fungoes K, e K, definidas em (3.25), resumimos as

equacoes de movimento na forma:

"+ K.(s)x = §G(s), (3.51)
Y+ Ky(s)y = 0. (3.52)

As equagoes (3.51) e (3.52) sao idénticas as equagbes de movimento (3.30) e (3.31) a
que chegamos pelo formalismo Hamiltoniano, exceto pelos termos de segunda ordem
nas coordenadas do espaco de fase proporcionais a dx e a dy que descartamos.

O termo correspondente a G? nao aparece em K, devido ao fato da drbita estar
contida no plano horizontal, conforme assumimos. Na maioria dos anéis, o raio de
curvatura é grande o bastante, de modo que G2 ¢ bem pequeno comparado a K, e
assim K, e K, sao aproximadamente iguais em magnitude, tendo sinais opostos. Nos
quadrupolos, G = 0 e entao K, = —K,. Assim, um quadrupolo que focaliza o feixe na

direcao horizontal ao mesmo tempo o defocaliza na direcao vertical, e vice-versa.






Capitulo 4
A dinamica linear dos elétrons

Nos capitulos anteriores deduzimos as equacoes de movimento. Nas proximas secoes,
estudaremos com mais detalhes as componentes do movimento dos elétrons, obtendo
equacoes separadas para as oscilagoes bétatron e para a dérbita fechada deslocada por
um desvio na energia em relacao a energia nominal. Apresentaremos a solucao para
as equacoes diferenciais lineares com coeficientes periddicos e definiremos as principais

funcoes opticas.

4.1 A funcao de dispersao

O movimento na direcao radial pode ser separado em duas contribui¢oes: uma parte
devida ao desvio em energia, que resulta em uma érbita de equilibrio fechada, z.(s),
e outra devida a oscilagoes transversais em torno dessa érbita deslocada, a chamada

oscilagao bétatron, z5(s). Expressamos a situacao da seguinte forma:
z(s) = xc(s) + xp(s). (4.1)
Substituimos na equacao (3.51) e obtemos
o) 4 2 + Ko(s) e + Ko(s) x5 = 0 G(s).
E f4cil ver que, se sao validas as seguintes equagoes:

2+ Ky(s)ze = 0 G(s), (4.2)
ry + Ky(s) rp = 0, (4.3)

27
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a equagao (3.51) continua satisfeita. Para tornar dinica esta composicdo, basta requerer
que x(s) seja uma funcao periédica em s, com periodo L. Entao x, serd a inica solugao
para a ¢rbita fechada para um elétron com energia Ej + €, e o movimento radial total
serd a soma da nova Orbita de equilibrio com a oscilagao bétatron.

[gnorando termos quadraticos e de ordem mais alta, tomamos o deslocamento .

como linearmente proporcional ao desvio em energia e escrevemos

zd(s) = n(s), (4.4)

e assim definimos a fun¢ao n(s), chamada fun¢ao de dispersao, que, invertendo a equagao
(4.4) e substituindo em (4.2), satisfaz

W'+ Ka(s)n = Gls). (4.5)

Devido a periodicidade da funcao x(s), n(s) também serd uma solugao particular inica
para a equagao (4.5). A funcao de dispersao é completamente definida pelas fungoes de

curvatura e focalizacao do anel de armazenamento.

4.2 As trajetorias bétatron

Daqui em diante, utilizaremos a equacgao
W+ K(s)u=0 (4.6)

para expressar (4.3) e (3.52), com u assumindo as coordenadas x5 e y, e K(s) assumindo
as fungdes K, (s) e K,(s), respectivamente. Isto é, o tratamento que sera dado se aplica
tanto ao movimento vertical livre quanto a oscilacao bétatron horizontal do elétron com
energia Fy. Uma equagao diferencial como (4.6), com coeficiente K (s) periddico, é uma
equacao de Hill.

A funcao de focalizagao K (s) é definida pela rede do anel e conhecida em cada ponto
s. Dada uma posicao e uma inclinacao u e u’ iniciais, o0 movimento subsequente pode ser
univocamente determinado. O campo guia é composto por segmentos magnéticos, em

cada um dos quais podemos considerar K (s) como constante. A solugdo das equagoes
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K (s)

¢ (87 SO)
S (Sa SO)

Figura 4.1: Fungao de focalizacao K (s) e trajetérias dos tipos senoidal e cossenoidal, para um
ponto inicial em sg.

depende do valor de K ser positivo, negativo, ou nulo em um dado segmento de s:

K >0 = u(s)=acos (\/Es + b> ; (4.7)
K <0 = u(s)=acosh (\/m.s + b) ; (4.8)
K=0 = u(s)=as+0b. (4.9)

As constantes a e b sao determinadas pelas condicoes iniciais do elétron em cada seg-
mento. Veremos duas dessas solugoes que sao de grande interesse. A Fig. 4.1 mostra
a funcao de focalizagdo em um segmento de uma rede hipotética composta por qua-
drupolos focalizadores (focalizagao positiva) e defocalizadores (focalizagdo negativa).
Na Fig. 4.1 vemos também a trajetoria de um elétron com um deslocamento inicial
u(sg) # 0 e inclinagao v’ (sp) = 0, do tipo cossenoidal, assinalada por C' (s, sg), e a
trajetoria de um elétron com deslocamento inicial nulo, mas com inclinagao v’ (s¢) # 0,
do tipo senoidal, assinalada por S (s, so).

Devido a linearidade da equagao (4.6), qualquer outra solugao pode ser escrita como

uma combinagao linear de C'(s,s0) e S(s,50), onde os coeficientes sdo dados pelas
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condicoes no ponto inicial sg. De uma forma geral,

u(s) = C(s,80)u(s0) + S (s,80) u (s0), (4.10)
u'(s) = C' (s,80) u(so) + 5 (s,50)u (s0) - (4.11)

Substituindo em (4.6), chegamos a
[C" (s,80) + K(s)C (s,80)] up + [S” (s, 50) + K(5)S (s,50)] ug = 0, (4.12)

onde denotamos u (sg) e u' (sg) por ug e ug, para simplificar a notagdo. Para que a
L e D , :
equagao seja satisfeita para qualquer par de condigdes iniciais {ug, uf}, os coeficientes

devem se anular separadamente:

C" (s,80) + K(s)C (s,50)
S" (s,80) + K(s) S (s,50)

0, (4.13)
0. (4.14)

Nao existe uma solucdo analitica geral para as equagdes (4.13) e (4.14) para uma
funcao K (s) qualquer (uma distribuicao arbitraria de quadrupolos). Métodos numéricos
podem ser empregados para resolver estas equagoes. Porém, apresentaremos a seguir

métodos mais praticos para a descricao deste problema.

4.2.1 O formalismo matricial

Escrevemos as solugoes (4.10) e (4.11) em uma forma simplificada em notac¢ao matricial:
U(s) = M (s|so) U (so), (4.15)

onde

) ] , e M(s|sg) = (4.16)

C (s,80) S (s,80) ] '
C" (s,80) S'(s,50)

A formulacao matricial é bastante util pelo fato de que a matriz de transferéncia
M (s2|s¢) de um ponto sy para um ponto s, pode ser composta pelo produto das matrizes

M (s2|s1) e M (s1]sg), se s é um ponto intermediério:

M (sa|s0) = M (sa]s1) M (s1]s0) - (4.17)
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Nos trechos onde consideramos K constante, a matriz M (s|sy) depende apenas do

valor de K e do comprimento As = s — sg do segmento. Para K > 0,

C (s, s9) = cos (\/?As) . S(s,80) = \/% sin <\/?As> ; (4.18)

para K <0,

C' (s, s9) = cosh <\/WAS> , S(s,80) = \/% sinh <\/WAS> ; (4.19)
e para K =0,
C(s,80) =1, S(s,8)=As. (4.20)

Desta forma, podemos obter uma matriz de transferéncia para cada elemento da linha
de transporte, e assim seguir a trajetoria do elétron ao longo do anel pela multiplicacao
sucessiva das matrizes de cada elemento. Tal procedimento é bastante valioso por
eliminar a necessidade de se resolver a equagao diferencial (4.6) e por ser facilmente

implementavel em computadores, com as ferramentas disponiveis atualmente.

Trecho livre

Em um trecho de comprimento As = s — sq¢ livre de elementos magnéticos, onde as

fungoes K e G sao nulas, a solugdo da equacao (4.6) é simplesmente

u(s) = u(sg) + u' (s0) As; (4.21)
u'(s) = (s0); (4.22)

ou, na forma matricial,

u(s) |1 As u (o) (4.23)
u'(s) 0 1 u (80)
A matriz de transformagcao
1 A
Ma(Aslo) = | 15 (4.24)

é usada para representar qualquer trecho livre de comprimento As, assim como também
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pode ser uma aproximacao para um dipolo cujo raio de curvatura seja suficientemente
grande.
Quadrupolo

A matriz de transformacao para os quadrupolos é a que corresponde a solucao da
equagao (4.6) com K # 0, como ja adiantado pelas equagoes (4.18) e (4.19). Para um
quadrupolo focalizador (K > 0), definindo ) = v K As, temos

cos Y %Esin;/) .

Mor (As|0) = 4.25

ar (As10) —VKsiny  cos ( )
para um quadrupolo defocalizador, com K < 0 e 1) = /| K|As,
cosh 1) L_sinh

Mqp (As|0) = VIK] : (4.26)

VI|K|sinhy)  cosh
Aproximacgao de lente fina

Em alguns casos pode ser 1til a aproximagao de que um quadrupolo é um elemento
magnético com comprimento As muito menor que a sua distancia focal f. Fazemos

As — 0, mantendo constante a forca de focalizagao
f'=KAs. (4.27)

Segue-se que ¢ = VKAs — 0, bem como 1) = VIK|As — 0, e as matrizes de

transformacao se resumem a

1 0
My = [ g ] : (4.28)

diferindo-se apenas pelo sinal de f~! em cada plano. No plano de focalizagio (defoca-
lizagao), K > 0 (K < 0) e portanto f~' >0 (f~! <0).

4.2.2 As oscilagoes pseudoharmonicas

Embora o formalismo matricial seja bastante conveniente, em especial para se resolver

computacionalmente, ele nao fornece muitas informacoes a respeito das trajetérias das
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particulas. Por isso, é interessante resolvermos analiticamente as equagoes de movi-
mento.

A equagao (4.6) é idéntica a equagao de um oscilador harmonico, exceto pelo coefi-
ciente K que neste caso nao é constante, mas varia com s. Usamos entao uma solucao

tentativa para (4.6) com amplitude ¢ e fase ¢ dependentes de s. Seja a solugao

u(s) = al(s) cos [p(s) — V], (4.29)

onde a e 1 sao constantes que dependem das condicoes iniciais. Tomamos a primeira e

a segunda derivadas,

v = al cos (¢ —9) —alsin (p — ) ¢, (4.30)

2

u”" = a” cos (o — ) —al’ sin (p — ) " — al’sin (¢ — ) ¢’ —
— aGcos (p — V) " — a(sin (p — V) ¢"
= (a¢” — aly”) cos (p — ) — (2al’¢’ + aly”)sin (p — ). (4.31)

e inserimos em (4.6):
(a¢” — aCy” + Kac) cos (p — 9) — (2aC'¢’ + aly”) sin (p — ) = 0. (4.32)

Para que a solugao (4.29) seja valida para todas as fases 1, os coeficientes do cosseno e

do seno devem se anular. Ficamos entao com as condigoes:

"=+ KC=0 (4.33)

200"+ (p" =0, (4.34)

que podemos reescrever como 2(¢'¢’ + (%" = ((2¢') = 0, e portanto
(?¢' = constante. (4.35)

Podemos normalizar esta constante para 1 e integrar para obter a fase

sds _ [*ds
SR AR e E) (430
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Com ¢’ = (72, as condigoes (4.33) e (4.34) se resumem a

1

CII+K€_E

= 0. (4.37)

E tradicional, em fisica de aceleradores, escrevermos estas equagoes em termos da
funcao A(s) = (*(s) em vez de ((s). Assim, substitufmos ¢ =+/Be(” =1 <£—///2 — 2?—;2/2)
em (4.33), e multiplicando por 332, a equacdo fica

3 (88" =387) — (B¢) + B°K = 0; (4.38)
substituindo em (4.34), por sua vez, obtemos a constante S’ = 1 e, da equacao (4.38),
188" — 1%+ B°K = 1. (4.39)

Multiplicamos por 2//:

B"—p?/28+2(BK —1/8) =0

B"+2KB—2/8(1+47/4) = 0. (4.40)
Definindo . )
a=—CC = BBV )2) = —F)2 e y= ;a (4.41)
temos
B +2KB3 —2vy=0. (4.42)
Como o' = —(3"/2, podemos escrever
o = KB —7. (4.43)

Pelo que desenvolvemos até aqui, qualquer solugao para (4.42), juntamente com a fungao

de fase p(s), forma uma solugao para a equagao de movimento (4.29).

A elipse no espaco de fase

Ainda que, pela solucao das equagoes de movimento, seja possivel acompanharmos a
trajetoria do elétron através de um arranjo arbitrario de elementos magnéticos, muitas

vezes precisamos considerar um feixe de muitas particulas, e o calculo da trajetéria
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para cada uma delas se torna impraticavel. Procuramos, dessa forma, um método para
descrever o movimento do feixe como um todo.

Estudamos a dinamica dos elétrons em um espaco de fase em seis dimensoes, com
coordenadas (z,2',y,y’,0, E) — com as inclinagbes ' = P, /Py e y = P,/ P, no lugar
das componentes transversais do momento, P, e P, que sao usualmente representadas
em um espago de fase. o é o deslocamento do elétron com energia F, ao longo do
eixo s, em relacao a um elétron sincrono com a energia nominal Ejy. Vamos ignorar o
acoplamento entre os movimentos vertical e horizontal, bem como entre os movimentos
transversal e longitudinal, de modo que podemos dividir o espaco de fase 6-dimensional
em tres planos bidimensionais independentes.

E possivel provar que a densidade de particulas no espaco de fase nao se altera ao
longo de uma linha de transporte de feixe, na qual as forcas atuantes sao conservativas.
Isto é, elétrons que estejam dentro de um contorno fechado no espaco de fase em um
certo ponto s permanecerao dentro deste contorno — um resultado do teorema de
Liouville, da Mecanica Estatistica [2,5, 6].

Ao acompanharmos o movimento de um elétron no espaco de fase a cada volta no
anel, podemos notar que ele estara sempre sobre uma elipse no espago de fase, descrita
pela equacao!

yu? + 20un + pu? = e. (4.44)

Os parametros a, [ e 7 definem a forma e a orientagao da elipse, enquanto que a

emitancia do feixe € é proporcional a area da elipse:

/ dudu’ = 7e. (4.45)

elipse

A emitancia, multiplicada por m, é numericamente igual a area ocupada pelo feixe no
plano de fase e é uma medida do seu tamanho e da sua divergéncia. Se escolhermos o
elétron que esta sobre a maior das elipses no espaco de fase, saberemos que qualquer
outro elétron estara e permanecera dentro dessa elipse, e com isso podemos descrever o
comportamento coletivo de um feixe de varias particulas através da dinamica de uma
Unica particula.

Para isso, basta sabermos como os parametros da elipse se transformam ao longo

Novamente, estamos representando ambos os planos (z,7') e (y,%') por (u,u'), bem como os
parametros «, 3, v e € da elipse representam o, B¢, Yz, €2 € Qy, By, Yy, €y- A equacdo da elipse pode
ser obtida derivando (4.29) e substituindo u em u’.
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do anel. Seja
Youg + 20Uy + fors = € (4.46)

a equagao da elipse no ponto inicial s = 0. Em um ponto s # 0, as coordenadas serao
dadas por (4.15):
u(s) _ C(s,0) S(s,0) uo | (4.47)
u'(s)

C"(s,0) S'(s,0)
Invertemos a matriz M (s,0) e resolvemos para ug € uy:

Ug
{1

observando que o determinante C'S” — SC" da matriz M é 1, resultado das condicoes de

st =8
- C

y ] , (4.48)

contorno

0(807 80) - 1; 5(807 50) - 07
C/ (80, S()) = O, S/ (SO,S()) = 1.

Substituindo uy = S'u — Su’ e uy = —C"u + Cu’ na equagao (4.46), temos
c = ,70 (Sl2u2 + SQUIQ o QSS/UU/) + 20&0 [_SlclUZ + (CS/ + SO/) uul - SCUQ] +
+ Bo (C'2u2 + C*u? — 2CC’uu’) . (4.49)

2

Agrupando os coeficientes de u?, u/? e uu/,

e = (5" —25'C'ag + CBo) U + 2[5 + g (CS' + SC") — CC'Bo] un’ +
+ (8% — 25Caqg + C* ) . (4.50)

Comparando com a equagao (4.44), identificamos os coeficientes com os parametros no

novo ponto s:

1(s) = C?By = 25'C'ag + 5", (4.51)
a(s) = =CC'By + (S'C + SC") ag — S50, (4.52)
B(s) = C?By — 25Cag + 5. (4.53)

A area da elipse ainda é a mesma, me, mas a forma e a orientacao foram alteradas,
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sendo agora definidas pelos parametros {«(s), 8(s),v(s)} # {ao, Bo, 70} Colocando na

forma matricial, os chamados parametros de Twiss se transformam como

B(s) c? —2C8 52 Bo
als) | = | —CcC’ C8'+SC" -89 ao | - (4.54)
7(5) C/2 —20'8" 5/2 Yo

A envoltoria do feixe

E possivel definir uma envoltéria para as trajetérias de todos os elétrons, descrevendo

o feixe como um todo. Cada elétron i segue uma trajetéria definida por
ui(s) = av/f(s) cos [p(s) + 6], (4.55)

onde §; é uma fase arbitraria para o elétron i e a = 1/ pela definigdo da emitancia em
(4.44). Selecionando, em cada ponto ao longo da linha de transporte, os elétrons para
os quais cos [p(s) + d;] = +1, definimos uma envoltéria do feixe contendo 1-sigma das

particulas:

E(s) = +v/ev/B(s). (4.56)

4.3 A dinamica de feixes em termos das funcoes bé-

tatron

A trajetoria de qualquer elétron pode ser descrita por

u(s) = ar/B cos p 4 by/Bsin . (4.57)

Os fatores de amplitude a e b sao determinados pelas condigoes de contorno em s = 0:

6 = 607 U’(O)

=0 Ho: (4.58)
T asan w0 =, |
Substituindo os valores de a e b obtidos dessas condicoes,
1
a = ——=uo, (4.59)
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b= \%uo + v/ Bouh, (4.60)

a equagao (4.57) fica

u(s) = % (cos p + agsin @) ug + /B3 sin puy, (4.61)

u'(s) = ﬁ [(cg — ) cos p — (1 + apav) sin | ug +

+ % (cos ¢ — asin ) ug. (4.62)
A matriz de transferéncia (4.16) para esta solugao é

,/ﬁ%(cosgo—i-ag sin ) V/Bo3 sin

0— 1+apa

M (s|sg) =
(5]50) Q—% o5 — sin ¢ 50 (cos p — asin )
VBB BoB B

(4.63)

O conhecimento das fungoes bétatron, obtidas pela solugdo numérica de (4.42) ou
pela transformagao dos parametros da elipse de fase via (4.54), nos permite calcular

trajetorias individuais das particulas.

4.4 A sintonia

A fungao f(s), definida pelas caracteristicas de focalizacao e curvatura da rede magné-
tica, é periddica:

B(s+ L) = B(s).
Isto implica que, conforme o elétron completa uma volta no anel, a partir de qualquer

posicgao inicial sy, sua fase ¢ — ¥ avanga por um valor

so+L ds L ds
/so 5) ~ Jo B) (464)

que nao depende de sy. Definimos a sintonia ou o numero bétatron v como o avanco
de fase normalizado por 27: 5
yo L [ds (4.65)
2m Jo B(s)
A sintonia é um importante parametro do anel de armazenamento devido a possi-
bilidade de ocorréncia de ressonancias que perturbam o feixe, conforme os valores que

v pode assumir. Um valor de v inteiro implica em um avanco de fase de multiplos in-
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n+IRT K T T F T 7

»Z ponto de

/ \ ~

s N '/ operacio
1% n ¥ N V) XY
7

n— 1¥ W N
m—1 m m—+1

Figura 4.2: Linhas de ressonancia de ordens mais baixas no diagrama de sintonias, nos in-
tervalos [m —1,m+ 1] e [n — 1,n + 1], com m e n inteiros. O ponto de operagao é definido
pelos valores escolhidos de v, e v,.

teiros de 27, ou seja, uma oscilagao bétatron periddica, repetindo-se a cada revolucao.
O resultado disso é que qualquer imperfeigao que houver no campo guia (como por
exemplo proveniente de um erro de alinhamento de algum elemento) causard uma per-
turbacao que podera levar a uma excitacao na oscilagao e um consequente crescimento
exponencial da amplitude. O movimento se torna instavel, podendo resultar na perda
dos elétrons armazenados.

Outras ressonancias ocorrem para valores de sintonia semi-inteiros, de modo que
também buscamos evita-los. Ressonancias de ordem mais alta aparecem conforme le-
vamos em conta os efeitos nao-lineares e de avanco de fase entre os elementos da rede
(Fig. 4.2). As ressonancias serdo tratadas com maior detalhe na segao 4.6.

As sintonias sao bem definidas e constantes na auséncia de efeitos nao-lineares, e
as ressonancias sao facilmente evitadas. Porém, como veremos adiante, estes efeitos
nao-lineares, quando presentes, nao s6 introduzem varias ressonancias de ordem maior
como também causam a variacao das sintonias com a amplitude do movimento dos
elétrons e com o desvio em energia. Com essa variacao, algumas linhas de ressonancia,
de ordem mais baixa ou mais alta, serao cruzadas, podendo ser excitadas e introduzindo
instabilidades nas 6rbitas dos elétrons.

Em outras palavras, elétrons com maior amplitude de movimento estao sujeitos a
efeitos nao-lineares mais significativos, de forma que a sua regiao de movimento estavel
seja limitada. Essa regiao é o que chamamos de abertura dinamica. Na auséncia de

campos nao-lineares, a sintonia nao varia com a amplitude, de forma que basta escolher
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um ponto de operacao afastado das ressonancias para garantir estabilidade indepen-
dentemente da amplitude transversal do movimento dos elétrons, obtendo assim uma
abertura dinamica infinita. Porém, nao s6 é impossivel construir um anel de armazena-
mento sem efeitos dessa ordem, como também se faz necessaria a introducao proposital
de termos nao-lineares, através dos sextupolos, para correcao de efeitos de aberragao

cromatica, conforme veremos na segao 4.8.

4.5 A dinamica de feixes em coordenadas normali-

zadas

Nas seg¢oes anteriores, encontramos uma solucao oscilatéria com amplitude e frequéncia
variaveis para o movimento dos elétrons. Notando a semelhanca da forma da equacao
(4.6) & de um oscilador harmoénico, procuramos uma transformacao de coordenadas que
faca o movimento parecer exatamente igual ao de um oscilador harmonico, do ponto
de vista matematico [2]. Tal formulagdo da dinamica de feixes é bastante 1til para o
estudo de perturbagoes nas trajetérias de particulas (ap6s a introducao das varidveis
de agao e angulo, na segdo B.1) e, como veremos logo adiante, na teoria Hamiltoniana
de ressonancias.

Introduzimos as coordenadas normalizadas w e ¢, também chamadas de coordenadas

de Floquet, através da transformacao

u ® ds
w=— o(s) = /0 2C(s)" (4.66)

Tomamos (%¢/ = 1/v, diferentemente de (?¢’ = 1 como fizemos em (4.35). Repre-
sentando por pontos as derivadas com relagdo a ¢, como dw/d¢ = w, calculamos as

derivadas de u:

v = w'{+wd
= b¢'¢ + w(’

= wyiC + w(’; (4.67)
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. C/ CI 1
+w (VCQ — VC2> + w(

= +w”. (4.68)
1%

Substituindo u e u” em (4.6), temos

v+ Ku = ;U +wl"+ Kw =0
v2(3
- v;UC?’ +w (¢ + K¢) = 0. (4.69)

Da equagao (4.37), temos ¢” + K¢ = (3. Portanto,

v+ Ku = (@ + v w) = 0. (4.70)

1
V203
Em contraste com o termo K (s) na equacao (4.6), v* em (4.70) é constante, e temos
a equacao exata de um oscilador harmonico. Nesta representacao, os elétrons realizam

oscilagoes periddicas cossenoidais com a frequéncia v:
w = wp cos [vo(s) + ¢o) - (4.71)

Vimos na subsecao 4.2.2, que cada elétron percorre uma trajetéria fechada na forma
de elipse no espaco de fase. Nas coordenadas nao normalizadas, porém, as elipses mu-
dam de forma e orientacao continuamente de um ponto a outro. Utilizando as coorde-
nadas normalizadas, as elipses nao perturbadas se transformam em circulos invariantes.

Isto pode ser visto tomando a solucao u(s) = a((s) cos [¢(s)] e por (4.66)

w(¢) = u/C=acos ¢, (4.72)
w(¢) = —asin ¢. (4.73)

Somando os quadrados de ambas equagoes temos

w? + dw 2 =a? (4.74)
do ' '
onde a é a amplitude da oscilagao bétatron. A Fig. 4.3 mostra a elipse no espaco de

fase em coordenadas normalizadas.
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dw/d¢

Figura 4.3: Elipse ideal no espago de fase em coordenadas normalizadas.

4.6 As ressonancias

Termos de perturbacao nas equacoes de movimento podem levar a uma classe especial
de instabilidades do feixe chamadas ressonancias, que ocorrem quando perturbacoes
atuam sobre um elétron em sincronismo com seu movimento oscilatéorio. Em acele-
radores circulares, perturbacoes ocorrem periodicamente a cada volta, de forma que
podemos analisé-las por séries de Fourier com rela¢do a frequéncia de revolucao [2].
Chamamos de ressonancias estruturais ou ressonancias da rede as ressonancias causa-
das por imperfeicoes na rede magnética.

Derivaremos as caracteristicas das ressonancias partindo das equagoes de movimento
escritas nas coordenadas normalizadas, com apenas o termo de perturbacao multipo-
lar de ordem n, sem perda de generalidade, uma vez que, na aproximacao linear, as
ressonancias provenientes dos diferentes termos perturbativos se sobrepoem.

Para um perturbagao de ordem n, a equacao de movimento em coordenadas norma-
lizadas é

i+ vw = pa(@)u", (4.75)

onde vy é a sintonia horizontal nao perturbada. Um tratamento semelhante pode ser
aplicado para o movimento na diregao vertical. As perturbagoes p,(¢) sao peridédicas

em ¢ e podem ser expandidas em séries de Fourier:

Pa(®) =Y Prm €™ (4.76)
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Sendo a perturbacao supostamente pequena, substituiremos w no lado direito da
equagao (4.75) por wy. A oscilagao bétatron nao perturbada pode ser escrita, de uma

forma geral, por
wo(P) = ae™? + he 0%, (4.77)

onde a e b sdo constantes arbitrarias. Expressamos w{) ' por uma soma de termos
exponenciais,
W ) g = Y W, (4.78)

lgl <n—1

Inserindo (4.76) e (4.78) em (4.75), chegamos a equagao de movimento

W+ vgw = Wy P e "0, (4.79)

q7m

A solucao para esta equacao inclui termos de ressonancia sempre que ha um termo
perturbativo com uma frequéncia igual a frequéncia vy do movimento nao perturbado.

Portanto, a condicao de ressonancia é
m+ quy = W, com lg| <n—1. (4.80)

Podemos ver entao que, para erros dipolares, para os quais n = 1 e portanto ¢ so

pode ser zero, temos a condi¢ao de ressonancia de inteiro:
m=1. (4.81)

Para n = 2, o indice ¢ pode assumir os valores 0 e £1. Porém, a equagao (4.78)

neste caso particular se escreve

w0(¢) _ Z Wq e—iqu0¢> — W,1 ein)d) + WO + [/V1 e*il’O‘Zb’ (4.82)

lgl<1

e comparando com (4.77), vemos que Wy = 0. As condicoes para estas ressonancias de

segunda ordem sao:

m+1vy=1y = m=0  — desvio de sintonia,
m—vy=1y = m=2y — ressonancias de inteiro e semi-inteiro, (4.83)

m =1y — nao ha ressonancia, pois Wy = 0.
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Desta forma, erros de gradiente podem causar ressonancias de inteiro e de semi-inteiro.
Ressonancias de terceira ordem, n = 3, podem ser geradas por campos sextupolares.

n

Podemos ter ¢ = 0, £1, 2. Calculamos wo_l com n = 3 via (4.77), obtendo
wy = a® > 4+ b? e ¢ 4 2ab, (4.84)

de onde vemos que W_; e W; sao nulos, portanto nao ocorrendo ressonancias para

g = £1. As ressonancias para perturbagoes sextupolares sao:

m—21y =1y = m=3ry — ressonancia de um terco,
m = v — ressonancia de inteiro, (4.85)

m+2vy =1y = m=—ly — ressonancia de inteiro.

Campos sextupolares podem gerar ressonancias de terceira ordem em sintonias de
vw=I1+1/3 ou vo=1—1/3, (4.86)

onde [ é um inteiro.
Por fim, encontramos as condigoes de ressonancia para campos octupolares, n = 4,
para ¢ = 0,£1, 42 +3. Novamente por (4.77),

wy = a® e¥°? + 3a®be™? + 3ab e ¢ 4 b e ¥0?, (4.87)
de onde notamos que Wy = Wi, = 0. Assim, as condi¢oes de ressonancia sao:

m— 31y = 1 m = 4u ressonancia de um quarto,

m— 1y =1 m = 2, ressonancia de semi-inteiro,

(4.88)

= —

= —
m4vo=1ry = m=0 — desvio de sintonia,

= — ressonancia de semi-inteiro.

m 4+ 3y = 1 m = —2u

A condicao geral de ressonancia para oscilacbes bétatron em um plano é expressa
por
im| = (lg[ £ 1) w, (4.89)

sendo (|¢| 4+ 1) a ordem da ressonancia. Nesta aproximagcao, a ordem méxima das resso-
nancias dependem da ordem dos campos nao-lineares presentes. Um campo multipolar

de ordem n pode gerar ressonancias de todas as ordens até m, com amplitudes que
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dependem da forca multipolar e das localizacoes desses multipolos na rede. Por esta
razao, as ressonancias de ordem mais baixa sao as mais perigosas, pois podem ser ge-
radas por perturbagoes no campo de todos os elementos magnéticos, enquanto que as
mais altas sao geradas apenas pelos elementos com campos multipolares de ordens mais
altas. Estas dificilmente estao presentes, ou quando estao sao geralmente mais fracas.

Observamos que o termo ressonancia é usado de forma geral, inclusive para efeitos
que nao causam a perda do feixe. As ressonancias caracterizadas por m = 0, no caso
de erros de gradiente, levam a desvios na sintonia em todo o feixe, sem afetar a sua
estabilidade — pelo menos enquanto esse desvio nao move o feixe para uma outra
ressonancia. Pode-se mostrar que todas as ressonancia de ordem par levam a alguma
forma de desvio na sintonia; tais desvios nao ocorrem para ressonancias de ordem impar
(contanto que estas perturbagoes sejam fracas).

Nas deducoes aqui apresentadas, expandimos as perturbagoes em séries de Fourier
assumindo que o acelerador circular completo como sendo o periodo da expansao. Po-
rém, em geral, um acelerador circular ¢ composto por um ou mais super-periodos idén-
ticos. Para uma rede circular composta de N super-periodos, a condi¢ao de ressonancia
¢ modificada para

GIN = (gl + 1) w, (4.90)

onde 7 é um inteiro. Dessa forma, muitas ressonancias podem ser eliminadas em uma
rede com alta super-periodicidade. Porém, ressonancias “proibidas” podem ainda apa-
recer devido a erros de campo ou de alinhamento que quebrem essa super-periodicidade.
De qualquer forma, estas ressonancias “proibidas” sao mais fracas em uma rede de alta
super-periodicidade, comparadas com uma de baixa super-periodicidade.

De uma forma mais geral, as condigoes de ressonancia para ambos os movimentos

horizontal e vertical pode ser escrita como
a Vo +bl/0y = C]\[7 (491)

onde a, b e ¢ sao inteiros e |a|+ |b| é a ordem da ressonancia. Plotando as linhas retas de
(4.91) para os diferentes valores de a, b e ¢ em um diagrama (v,,v,) temos o chamado
diagrama de ressonancias. O beneficio de se ter uma rede de alta super-periodicidade
N ¢ mais evidente em tal diagrama, onde a densidade de linhas de ressonancia ¢é re-
duzida pelo fator IV e a area entre ressonancias para se operar o acelerador se torna

proporcionalmente maior (Fig. 4.4).
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Figura 4.4: Diagrama de ressonancias para um anel com periodicidade (a) N = 1 e (b)
N = 4. Sao mostradas as ressonancias até terceira ordem, com |a| 4+ |b] < 3. As imagens
foram retiradas de [2].

Os pontos de operacao sao escolhidos distantes de qualquer ressonancia. Porém, as
linhas de ressonancia nao sao, na realidade, estreitas conforme o conceito matematico
nos leva a pensar. As ressonancias possuem uma certa largura que depende da forca da
perturbacao que a produz.

Em geral, um feixe de elétrons provavelmente nao sobrevivera a ressonancias de in-
teiro e de semi-inteiro, equanto que todas as demais ressonancias dificilmente causarao
a sua perda — esta sera observada em casos particulares como a presenca de fortes
campos sextupolares, o que é o caso para ressonancias de terceira ordem em acelera-
dores circulares, onde sao empregados fortes sextupolos para correcao de aberragoes

cromaticas.

4.7 Perturbacgoes na orbita fechada

Até o momento, estivemos analisando a dinamica dos elétrons em um dado campo
guia ideal. Porém, os campos em um anel de armazenamento real estao sujeitos a
pequenos erros que introduzirao perturbacoes nas trajetérias definidas pelos campos
projetados. Estudaremos os efeitos dessas pequenas perturbacoes do campo na orbita

dos elétrons. Chamamos de erros de campo essas diferencas no campo sobre a orbita
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ideal em relagao ao campo nominal. Diferengas nas funcoes de focalizacao K, e K, em
relacao as nominais sao chamadas de erros de gradiente.

Na presenca de erros de campo, a orbita ideal deixa de ser uma trajetoria possivel.
Porém, se os erros forem suficientemente pequenos, havera outra trajetoria fechada
que sera a Orbita do elétron com energia nominal, a que chamamos de orbita fechada
perturbada, em torno da qual os elétrons realizarao oscilagoes bétatron, sendo estas
determinadas pelas fungoes de focalizacao alteradas pelos erros de gradiente.

Denotando por u,, o deslocamento da érbita perturbada em relacao a ideal, o deslo-

camento total? do elétron em relacao a érbita ideal serd
u = up, + ug, (4.92)

onde ug ¢é a oscilacao bétatron em torno da dérbita perturbada. Uma vez que assumimos
linearidade na variagao dos campos com a posigao, um deslocamento u, pequeno sig-
nifica que as oscila¢oes bétatron em torno da dérbita perturbada sao aproximadamente
iguais as oscilagoes bétatron em relagao a orbita ideal. Isso nos permite tratar separa-
damente as distorcoes na orbita fechada causadas pelos erros de campo e as distorcoes
nas oscilagoes bétatron causadas pelos erros de gradiente. A oOrbita u serd, portanto,
uma superposicao da drbita perturbada u, e da oscilagao bétatron calculada em relagao
a oOrbita original. O efeito dos erros de gradiente sera estudado separadamente, em

seguida.

4.7.1 Erros de campo

Suponhamos um pequeno erro de campo localizado em um pequeno intervalo As, na
posicao sg. Seja b o desvio do valor do campo magnético em relagao ao campo nominal.
Ao passar por As o elétron tem sua inclinacao v’ alterada por

e

Au' =
U 7

bAs, (4.93)

ou, de acordo com a expressao da funcao de curvatura G em termos do campo em

(3.34), podemos considerar um desvio g = eb/ Py na fungdo G nominal e escrever

Au' = g As, (4.94)

2Nao estamos considerando, agora, a contribuiciio devida ao desvio em energia.
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de onde vemos que um termo g = Au’/As = u” serd adicionado a equagao de movimento
(4.6):
u" + K(s)u =g, (4.95)

da qual u, € solugao.

Evidentemente, u,, deve ser uma fun¢ao univocamente definida, fechada apés uma
revolugao, satisfazendo u,(s+ L) = up(s). Em particular, um erro de campo localizado
em So nos da

up(so + L) = up(so)- (4.96)
Utilizando a equagao (4.94),

up,(so + L) + g As = up,(so). (4.97)

Como nao hé erros de campo entre sy e L, u, é simplesmente uma oscilacao bétatron

em torno da orbita ideal:

up(s) = av/B(s)cos(p —1I). (4.98)

As constantes a e ¥ sdo firmadas por (4.97) e pela condi¢ao de periodicidade, que devem

ser satisfeitas:

_ gAsy/B(s0)
~ 2sin(mv) (4.99)
v = @(so) + 7y, (4.100)

de modo que o deslocamento da orbita é dado por

_ QASV 50 V/B(5) cos | o(s0) — ] . (4.101)

P 2 sin 7r1/

Em qualquer posicao s do anel, o deslocamento da érbita fechada é proporcional a
magnitude g As do erro de campo, e a raiz quadrada da funcao bétatron no local da
perturbacao. A funcao bétatron serve, desta forma, como uma medida da sensibilidade
da rede a perturbacoes.

Conforme o denominador na amplitude vai a zero, ou seja, sempre que v se apro-
xima de um numero inteiro, o deslocamento da orbita se torna bastante grande. Estas

ressonancias devem ser evitadas na escolha do ponto de operacao (v, ).
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A expressao para o deslocamento da orbita no local da perturbagao assume uma

forma bastante simples. Em s = s,

B (80)

up (50) = g As W‘

(4.102)
A dependéncia com o valor da funcao bétatron passa a ser linear, enquanto que as
restricoes de ressonancias em v continuam evidentes na fungao tangente.

Podemos ainda generalizar (4.101) para uma distribuigao arbitraria de perturbagoes

g(s) ao longo do anel:

up(s) =

2 sin 7r1/

/ VBG) cos [o(s) — 0(5) — mvl g(s)ds. (4.103)

Com isto, ficamos aptos a encontrar o deslocamento total em relacao a orbita de refe-

réncia somando a érbita perturbada e a oscilacao bétatron livre.

4.7.2 FErros de gradiente

Analisaremos agora o efeito dos erros de gradiente nas oscilagoes bétatron. Seja k& um
pequeno erro que torna a funcao de focalizagao real K., do anel diferente da fungao

nominal K:
Koo = K + k. (4.104)

Uma variacao k na funcao de focalizacao causara um desvio do valor nominal da fungao
bétatron [(s) para G(s) + AB(s), e um deslocamento na sintonia para v + Av — o que
¢ preocupante, uma vez que procuramos evitar que a sintonia assuma valores préximos
a ressonancias.

Utilizando o formalismo matricial, podemos deduzir o efeito de um tnico erro de
gradiente sobre a sintonia. Consideremos uma perturbagao na aproximacgao de lente
fina, localizado em um ponto arbitrario. Por razoes de simetria, esta perturbacao é
dividida metade em cada lado do ponto escolhido. A matriz de transformacao de cada

uma dessas metades é

(4.105)

Mp:[ 1 0
~1/f 1

onde f~' = 1 [k(s)ds. Para um anel ideal, a matriz de transformacao, com § = f,



50 CAPITULO 4. A DINAMICA LINEAR DOS ELETRONS

a=ay=0 e py= 211y, é conforme vimos em (4.63):

My— | Coswo fosingo | (4.106)

1 .
5 Sy COS Yo

Calculamos o trago da matriz de transferéncia total M = M,MyM,:
Tr (M) = 2cos gy — 2% sin o, (4.107)

em que [y e g sao a fungao bétatron e o avanco de fase por volta nao perturbados no
local da perturbagao. Para o anel nao perturbado, Tr (My) = 2cos @, e igualando as
duas quantidades temos

COS (p = COS Py — % sin @g. (4.108)

Com v = 1y + 0v, para pequenas perturbagdes, podemos obter, a partir de (4.108), a

variacao na sintonia

1
Av = %% = f—; /k’(s) ds. (4.109)

Para uma distribuicao de erros de gradiente, simplesmente somamos a contribuicao de

cada um destes ao deslocamento da sintonia.

4.8 Aberracoes cromaticas

Um feixe real de particulas sempre apresenta uma distribuicao finita de energia. A
curvatura, como ja vimos na secao 4.1, e a focalizacao sao alteradas se a energia da
particula difere da energia nominal. Veremos agora como estes efeitos de aberragao

cromatica afetam a estabilidade do feixe.

4.8.1 Cromaticidade

Desvios na energia dos elétrons em relacao a energia nominal causam perturbagoes
na dinamica do feixe, ainda que nao houvessem erros de campo e gradiente, ou de
alinhamento. Ja estudamos a variacao na orbita fechada causada por erros de campo;
erros de focalizacao devido a desvios em energia fazem com que as particulas sejam
focalizadas em diferentes pontos focais. Em um anel de armazenamento, estes erros

introduzem variacoes nas sintonias que podem levar a ressonancias e a consequente
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quadrupolo

f(5 < 0)
f(6=0)
f(6>0)

Figura 4.5: A focalizagdo de elétrons com distribui¢do nao uniforme de energia resulta em
pontos focais distintos paras as diferentes energias.

perda de elétrons, ou mesmo a perda do feixe devido a instabilidade “head-tail”™.

A Fig. 4.5 mostra a variacao da distancia focal de um quadrupolo com a energia da
particula. Elétrons mais energéticos sofrem uma deflexao menor no campo magnético
do quadrupolo, sendo focalizados além da distancia focal para um elétron de energia
nominal. Da mesma forma, elétrons menos energéticos sao focalizados em pontos ante-
riores.

Definimos como cromaticidade a variacao da sintonia com a energia:

Av

TN (4.110)

&=

A cromaticidade se origina de perturbagoes de segunda ordem e de ordens maiores
em x, y e d = AP/F,. Por isso devemos incluir essas perturbacoes nas equagoes de
movimento, levando em conta termos de ordem maior que descartamos no Hamiltoniano

(3.26). As equagoes de movimento, conforme veremos na segao 5.1, sao:

"+ (1=0) Kz + 5 (22 —y*) =63, (4.111)
y'+ (1 -0) Ky — Sy = 0. (4.112)

3Este efeito ndo serd abordado neste texto. Para detalhes, consultar ref. [2], seciao 19.5.
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Estamos assumindo que as érbitas dos elétrons sejam defletidas apenas na direcao
horizontal. Dessa forma, nao ha dispersao na direcao vertical (1, = 0). Usando a

definigao da fungao de dispersao (4.4), escrevemos as solugoes como em (4.1):

r = 5+ 1,0, (4.113)
Y =Ygz (4.114)

Substituindo nas equacoes de movimento, temos

ol + (1= 0) Ky + Snpdlag + 5 (23 — y5 +120%) + 6 () + Kome — 6 G) +
+ K,n.6* =0, (4.115)
ys + [(1 = 0) Ky — Sn.d]ys — Sagys = 0. (4.116)

O termo d (07 + K,n, —d G) se anula, através de (4.5). Ainda, ignorando os termos

proporcionais a §2, as expressoes se simplificam para

o+ [(1=0) Ko + Snoblas + 35 (23— y3) =0, (4.117)
yh + (1= 6) K, — Snudlys — Sxgys = 0, (4.118)

e assim ficamos apenas com termos dependentes de x5 ou yg para o calculo da variacao
das sintonias. Destes, descartamos agora os de segunda ordem, as chamadas aberragoes

geométricas, e obtemos:

2+ [(1 = 0) Ky + Sn.d]zs = 0, (4.119)
Y+ [(1 = 0) Ky — Sned]ys = 0. (4.120)

Notamos os termos adicionais — (K, — S1,) J, no coeficiente de x5, e — (K, + Sn,) 6 no
coeficiente de yg, a0 comparar com os coeficientes correspondentes nas equagoes (3.51)
e (3.52). Ou seja, as perturbagoes cromaticas sao lineares com as amplitudes bétatron,
assim como os erros de gradiente. Pela generalizagdo da equacao (4.109), calculamos
a variagao nas sintonias, com k,(s) = — (K, — Sn,)0 e ky(s) = — (K, + Sn,) 0, e da

definicao de cromaticidade, temos:

Ay,

fu 5
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A 1 [*
= S5 == | Bl (6, + S s (1.122)

onde &, sao as cromaticidades lineares, provenientes da expansao dos desvios das sin-

tonias com o desvio em energia:

Av,
=St =Gt i+ u=ay. (4.123)

Zerando as forcas dos sextupolos em (4.121) e (4.122), obtemos as cromaticidades na-

turais

1 L

ox = _E/o Be(s) Ko (s) ds, (4.124)
1 L

oy =~ /0 5, (s) K, (5) ds. (4.125)

As cromaticidades naturais podem ser medidas experimentalmente alterando-se a forca
dos dipolos por um fator A, causando um desvio A na energia. Mede-se entao a variagao

da sintonia e se obtém &, = Av/A.

4.8.2 Correcao das aberragoes cromaticas

Vimos que a cromaticidade é o efeito de diferentes focalizagoes para os elétrons conforme
estes possuem energias diferentes: elétrons com maior energia sao focalizados em pontos
além do ponto focal; elétrons com menor energia sao focalizados em pontos anteriores.
Para se corrigir este efeito, é necessario um elemento magnético que seja focalizador para
elétrons mais energéticos e defocalizador para elétrons menos energéticos. O sextupolo
é o tipo de elemento que apresenta esta caracteristica, ilustrada na Fig. 4.6. Para isso,
deve haver uma dispersao do feixe, separando espacialmente os elétrons com desvio de
energia negativo daqueles com desvio de energia positivo.

E facil ver também pelas equacdes (4.121) e (4.122) que as cromaticidades lineares
podem ser ajustadas e zeradas escolhendo-se valores adequados de for¢a dos sextupolos.
Os sextupolos usados para correcao de cromaticidade sao chamados sextupolos croma-
ticos, e devem ser instalados em locais da rede onde a dispersao nao seja nula, de modo
que Sn, # 0.

Para corrigir as cromaticidades horizontal e vertical, sao necessarios pelo menos dois

sextupolos. Usando a aproximagao de lente fina (consideramos que as fungoes 3, n e S
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quadrupolo

5> 0 ___sextupolo

e & .
I \ s

6<0

f

Figura 4.6: A correcao dos erros cromaticos por ser realizada através de um sextupolo.

nao variam dentro dos sextupolos), as cromaticidades corrigidas sao

e = &or + 1= (172101 + Samafa2) £ = 0, (4.126)
& = &oy — 7= (1721 8y1 + Sana2By2) € = 0, (4.127)

onde os indices 1 e 2 indicam que as fungoes sao calculadas em s; e s9, a localizacao
de cada um dos sextupolos, ambos de comprimento ¢. Resolvemos para S; e Sy e

encontramos os valores de sextupolos que zeram a cromaticidade:

4mr 50:56@/2 + gOyﬁxQ
Sp = — , 4.128
' 77115 6$16y2 - 61’26@/1 ( )

A7 ngﬁyl + é-OyB:L'l
Sy =+ 4.129
? 773:25 ﬁxlﬁyQ - ﬁmQﬁyl ( )

Na pratica, embora pudéssemos zerar a cromaticidade com apenas um sextupolo
para cada direcao do movimento, as forcas necessarias para isso seriam elevadas, muito
provavelmente excedendo os limites técnicos, ou mesmo introduzindo fortes nao-lineari-
dades na dinamica dos elétrons. Em geral, sdo usadas pelo menos duas familias (grupos)
de sextupolos, sendo a forca sextupolar de cada familia distribuida igualmente entre os

sextupolos que a compdem. As cromaticidades (4.126) e (4.127) sao entao generalizadas
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para

£ = oo+ 1= Z SiniBaili, (4.130)

& =Eoy— &= D SitlailByil (4.131)

onde a soma ¢ realizada sobre todos os sextupolos. Com apenas duas familias de sextu-
polos, podemos ainda agrupa-los por familia e utilizar (4.128) e (4.129) para determinar
seus valores. Na fase de projeto do anel de armazenamento, é conveniente escolher sua
posicao orientando-se por estas equacoes. Pontos do anel com alta dispersao e com
grande diferenca entre os produtos ;15,2 € Br28,1 sao bons candidatos, pois permitem
corrigir a cromaticidade usando-se sextupolos mais fracos, portanto afetando menos a

linearidade da rede.






Capitulo 5
A dinamica nao-linear dos elétrons

A partir do momento em que introduzimos sextupolos na rede para correcao das aber-
ragoes cromaticas, os termos nao-lineares que outrora desprezamos passam a ter uma

contribuicao relevante para a dinamica dos elétrons em um feixe.

5.1 A dinamica na presenca de sextupolos

Uma vez que zeramos as cromaticidades por meio de um par de familias de sextupolos,
precisamos nos preocupar apenas em minimizar os efeitos nao-lineares inseridos pelos
sextupolos cromaticos através de outros sextupolos, a que nos referimos como acromda-
ticos. Ao contrario do que ocorre com os sextupolos croméaticos, nao é necessario que
os acromaticos sejam instalados em trechos dispersivos do anel.

Com isto, precisamos adaptar nossas equagoes para incluir os efeitos destes dispositi-
vos. Inserimos na expansao do campo magnético os termos nao-lineares correspondentes

aos sextupolos de interesse:

1 /0*B 1 /9*’B
B, =B, + B - Y R Y 24 5.1
y 0+ 1x+2<ax2)my_ox +2<3y2)z,yzoy + (5.1)
1/ 0°B
Bx:Bly+—< m) xy+ ... (5.2)
2\0z0y ), ,-

Mas Vx B =0eV-B = 0nos dao 0*°B,/0x dy = 0*°B,/0z* e 0°B,/0y* = —0*B, /02>
Seja S = (e/Py) (0B, /07?), ,_, a forca sextupolar. Temos

5(s)
2

By, = By(s) + Bi(s)x + (Fo/e) (* —y?), (5.3)

27
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B, = Bi(s)y + (FPo/e) %S) zy. (5.4)

Pode-se verificar, repetindo-se os mesmos passos da segao 3.4, agora com 0s Novos

termos incluidos, que

x? y? S
—eA, = P, {Gq: +ES Ky o (z° = 3zy?) | . (5.5)

Substituindo esta nova expressao para A, em (3.16), chegamos, apds algumas manipu-

lacoes algébricas, ao Hamiltoniano

22 y? g p2  p2
=(R—-P Py K=+ K, = | + Po— (2° — 3ay?) + =% + L. :
K= (P )Gz + o( x2—|— y2)+ 06(:B 33:y)~|—2p+2p (5.6)

As equagdes de movimento sao entao facilmente obtidas:
oK P, oK
x’ = 0P, P’ p, = o0 —(Py— P)G — PyK,x — Po§ (2* — %) ; (5.7)
oK P, oK
= =Y P =—=-PRK P, . .
Y op, P’ y ay 0Ky + FoSzy (5.8)
no__ Px, o S 2 2
x —F—éG—(l—d)Kggx—(l—é)g(x -y, (5.9)
Pl
y' = Fy =—(1-90)K,y+(1—0)Szy, (5.10)

onde mais uma vez § = (P — P,) /Fy. Finalmente, reescrevemos as equagoes na forma
usual:

"+ (1-0)K,x+(1-0)2 (2 —y*) =6G; (5.11)

y' '+ (1-08) Ky — (1-20)Sxy = 0. (5.12)

Este resultado foi antecipado em (4.111) e (4.112), onde por conveniéncia haviamos
desprezado S§ (22 — y?) e Sdxy, termos de terceira ordem nas coordenadas do espaco

de fase.
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5.2 O Hamiltoniano sextupolar

O Hamiltoniano (5.6) normalizado pode ser reescrito como

. 2 2

Py Py2 x Yy S 3 2
H-7+7—6Gx+(1—5) (KIEJFK@,E) +(1—5)€(3: —3zy°), (5.13)
onde usamos 6 = (P — By) /Py e (P—PFy) /P =0Py/P =6(1+06) "~ d6(1—10) = 4.
As equagdes de movimento sdo as mesmas (5.11) e (5.12):

"+ (1= Ko+ (1-0)5 (2> —¢*) = 0G; (5.14)

'+ (1=08) K,y — (1—06)Szy = 0. (5.15)

A solucao periddica destas equagoes nos da a orbita fechada para um elétron com desvio
de momento no campo nao-linear. E f4cil ver que y = 0 é solugao para a orbita vertical.
Seja r. = 1,0 a solucao da orbita fechada, definida na secao 4.1. Com isso, temos a
equacao

me 4+ (1—0)Kyn, +6(1—0)5n2 =G, (5.16)

da qual 7, é solugao periddica. Com S = 0 e § = 0, temos como solucao a chamada
funcao de dispersao linear 7.

Procuramos agora uma transformacdo das coordenadas (x,p,) para (zg,pg), de
forma a levar a orbita calculada para o centro do espago de fase. Para isso, utiliza-

mos a fungao geradora

W (2, pg, s) = (x = 120) (ps + 16) (5.17)

que fornece
P = Dp + 10,0, (5.19)
Hy =H+ W2, (5.20)

Substituindo estas coordenadas em (5.13) e apds varias simplificages, é possivel chegar
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ao novo Hamiltoniano

2 2 2

2
; P by Tp Yo L5 s >
=B kPR 2 (a3
Hs = 5ps +ops T ey + Ky + 5 (w5 = 3wsy”) +
2 2
x Y S
+9 (Sﬁx—Kx)gﬂ—(Snx+Ky)§—g($5—3$,ByQ) -
S1)
2 x 2 2
-9 - (23— v*). (5.21)

Esta expressao mostra a contribuicao dos sextupolos as equagoes lineares de movimento
em pontos onde 7, é diferente de zero. Assim, ajustando-se o valor de S, é possivel
corrigir a maior parte dos efeitos cromaticos. Porém, termos nao-lineares sao adiciona-
dos as equacoes de movimento em todo o anel, mesmo onde 7, = 0, devido ao termo

S/6 (23 — 3x3y®) no Hamiltoniano.

5.3 Os multipolos magnéticos

Os elementos magnéticos reais que compoem um anel de armazenamento nao apre-
sentam perfis de campo ideais, obviamente. O simples fato dos elementos possuirem
tamanhos finitos ja limita essa possibilidade. O truncamento dessas linhas de campo
magnético introduzem distor¢oes que se manifestam como termos multipolares sisteméa-
ticos, que seguem a simetria de seus elementos. Além disto, erros de construcao dos
imas, de alinhamento no posicionamento e da inclinacao dos elementos em relacao a
orbita de referéncia introduzem erros aleatérios de multipolos.

Erros magnéticos sistematicos e aleatérios ocasionam distor¢oes na orbita fechada
e deslocamento na sintonia com a amplitude, podendo comprometer a abertura dina-
mica. Eventualmente, certos termos multipolares podem contribuir para um aumento
da abertura dinamica, conforme o seu sinal e sua magnitude. Em todo caso, é prudente
analisarmos o efeito desses multipolos.

Assumimos que os campos magnéticos presentes nos diversos elementos possuem
apenas componentes transversais. Descrevemos esses campos por uma fungao complexa
analitica

By (z,y) +iB, (x,y) (5.22)

cujas condicoes de Cauchy-Riemann correspondem as equacoes de Maxwell e expandi-
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mos em série de Taylor:

1

By 1By (e.) 1B (2.)] = 3 (b i) (2 + )" (5.23)

n=0

onde normalizamos os campos pelo termo Byp = Fy/ec, que chamamos de rigidez do
feixe. Damos os nomes de normal e skew aos coeficientes b, e a,, respectivamente.
Usualmente, as tolerancias nos erros dos magnetos sao especificadas em termos dos
erros das componentes de multipolo calculadas ou medidas a uma distancia x da érbita

de referéncia e sobre o plano do feixe (y = 0):
AB, (,0) =Y AB,(z,0),  AB,(x,0) = (Bop) Ab,a™; (5.24)

AB, (2,0) = > AA, (2,00,  AA,(2,0) = (Bop) Aanz™; (5.25)

onde N se refere ao elemento magnético em questao, sendo igual a 0 para os dipolos,
1 para os quadrupolos, 2 para os sextupolos, e assim por diante, e n = 0,1,2,... aos

termos de multipolos que estao presentes nesse elemento.

5.4 A abertura dinamica

A abertura dinamica é definida como o limite da maxima oscilacao bétatron estavel em
um anel de armazenamento. Em outras palavras, é a regiao dentro da qual o movimento
dos elétrons é estavel.

De uma forma mais geral, definimos como aceitancia o volume no espago de fase 6D
das coordenadas x, p,, y, py, 0, 0. Na maioria dos aceleradores, o acoplamento entre os
subespagos é fraco, e é possivel separar as aceitancias horizontal, vertical e longitudinal,
como projegoes do espago 6D para espagos 2D [7]. A abertura dinamica é justamente
a projecao da aceitancia no espago real {z,y}. A projegdo em outros planos, como
{z,p,}, também é uma forma valida de caracterizar a performance de uma rede quanto
a sua aceitancia.

Em uma rede linear, composta apenas de dipolos e quadrupolos ideais, a abertura
dinamica ¢é infinitamente larga!: nao hé um valor maximo para a amplitude do mo-

vimento dos elétrons, sendo este limitado apenas pela camera de vacuo, uma vez que

IMesmo na rede linear, isto ndo é bem verdade. As equacdes de movimento que deduzimos séo
véalidas apenas na aproximacao de pequenas amplitudes (u < p).



62 CAPITULO 5. A DINAMICA NAO-LINEAR DOS ELETRONS

nao ocorre variacao na sintonia, mantendo-se assim um ponto de operacao distante de
ressonancias que poderiam levar a excitacoes do feixe.

Podemos ver o efeito da nao-linearidade mais facilmente no espago de fase {z,p,},
onde o movimento dos elétrons é confinado a uma elipse bem definida pelas condig¢oes
iniciais (zo,y0). Na auséncia de termos nao-lineares nas equagoes, o movimento ¢ esté-
vel, mesmo que a amplitude seja grande. Com a inclusao desses termos, o movimento
ainda é estavel proximo a origem do espacgo de fase, mas comega a apresentar instabi-
lidades a partir de uma certa amplitude, o que pode ser percebido pela distor¢cao nas
elipses no espacgo de fase. Na Fig. 5.1 é plotado o movimento apds varias voltas, nas
condicoes de linearidade e nao-linearidade, bem como a dependéncia da sintonia com
a amplitude de movimento. As variagdes na sintonia eventualmente levam a ressonan-
cias que causam a perda do feixe. A fronteira entre a regiao de estabilidade e a de
instabilidade é geralmente caotica.

A motivagao do estudo da abertura dinamica se deve ao fato de que ela influencia
diretamente no processo de injecao e no tempo de vida do feixe. No Sirius, a injecao
a partir do booster para o anel principal serd realizada off-axis, ou seja, fora do eixo
da orbita ideal, pois desejamos acumular os elétrons aos poucos, injetando novos elé-
trons sem perder os que ja estao estocados. Assim, para que a injecao seja possivel,
é necessario que a abertura dinamica no trecho onde os elétrons sao inseridos seja, no
minimo, grande o suficiente para acomodar o feixe armazenado, a parede do septum
(dispositivo utilizado na injec¢do), e o feixe injetado. Além disso, uma abertura dina-
mica ainda maior é desejavel para garantir uma boa eficiéncia na injegao. Quanto maior
o rendimento, menor é o tempo de injecao; ainda, quanto maior o tempo de vida, que é
tanto maior quanto maior for a abertura dinamica, menor é a frequéncia necessaria de
novas injecoes.

A injecao a partir do LINAC para o booster nao é tao critica, ja que esta sera
feita on-azis, pois nao ha necessidade de acumulacao do feixe. No capitulo seguinte
apresentamos as ferramentas computacionais e matemaéaticas que possibilitam os calculos

e as otimizacoes em fisica de aceleradores.
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(a) Na auséncia de efeitos nao-lineares, as elipses no espago de fase sao bem definidas para todas as
amplitudes. A sintonia se mantém constante;
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(b) Termos nao-lineares distorcem as elipses no espago de fase. Em pequenas amplitudes, as distor¢oes
sao dificilmente percebidas. A sintonia varia com a amplitude do movimento.

Figura 5.1: Movimento no espaco de fase e variagao da sintonia com a amplitude do movimento
na presenca de sextupolos.






Capitulo 6

Ferramentas para Fisica de

Aceleradores

Apresentaremos agora as ferramentas computacionais e matematicas de maior utilidade
neste estudo. H& uma série de codigos para projeto de rede magnética e calculos de
parametros de rede em fisica de aceleradores, desenvolvidos pela comunidade e de uso
gratuito, sendo alguns deles de cédigo aberto. Dificilmente um destes programas, por si
s0, sera capaz de oferecer todas as ferramentas necessarias para um estudo aprofundado

e detalhado, por isso utilizamos varios deles de maneira complementar.

6.1 OPA

Ainda em desenvolvimento, segundo o autor [8], o programa OPA oferece uma interface
grafica para a criacao de redes magnéticas de aceleradores que, assim como em prati-
camente todos os demais codigos, é armazenada em arquivo de texto. Todos os tipos
mais comuns de elementos usados em aceleradores podem ser inseridos.

Definida a rede magnética, o programa é capaz de calcular a éptica da rede e seus
parametros locais ao longo de todo o anel (embora s6 fornega estes valores na entrada
e na saida de cada elemento), como as fungoes bétatron, a fungao de dispersao, e
parametros globais como as sintonias, as cromaticidades, a emitancia, e outros (Fig. 6.1).

Uma interessante caracteristica do OPA e de importancia fundamental para este
trabalho é um médulo de otimizagdo da rede sextupolar do acelerador (Fig. 6.2), que
permite obter uma primeira melhoria na abertura dinamica.

Este médulo se baseia em uma abordagem matematicamente equivalente a teoria

65
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Figura 6.2: Médulo de otimizagdo da rede sextupolar no OPA.
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Hamiltoniana de perturbacao! que tira proveito da estrutura de uma Algebra de Lie,
que esta contida na dinamica Hamiltoniana, para reduzir o problema da integracao das
equagoes de movimento a manipulagoes algébricas [9].

Os coeficientes que sao tratados na interface vista em 6.2 sao termos que contribuem

para a dependeéncia do desvio da sintonia com a amplitude ou a energia, de acordo com

1 9k(Ja, J,)

B iak(Jm, Jy)
2 OJ,

A - _
Valer Jy) 2 0J,

Avy(Jur ) = (6.1)
onde k(J,, J,) é a parte do mapa simplético do Hamiltoniano que depende apenas das
acoes® J, e Jy. Por exemplo, os termos hi1001 € hgoi11 Sa0 0s responsaveis por gerar a
cromaticidade linear (“CrX lin” e “CrY lin”). As forgas sextupolares do par de familias
de sextupolos cromaticos sao ajustadas de modo a zerar esses termos.

Ao todo, sao 26 termos:

e 7 termos cromaticos;

e 5 termos geométricos de primeira ordem, que geram os modos bétatron com as

frequéncias v,, 3v,, v, — 2v, € vy + 2uy;

e 8 termos geométricos de segunda ordem, que geram os modos bétatron com as

frequéncias 2v,, 4v,, 2vy, vy, 2v, — 2vy € vy + 2u;

e 6 termos que governam a dependéncia do desvio da sintonia com a amplitude e o

momento.

Ainda no OPA, sao mostrados também o ponto de operacao e a variacao da sintonia
no diagrama v, X v, com as linhas de ressonancia (Fig. 6.3), possibilitando identificar
quais delas podem estar provocando a perda de elétrons a uma certa amplitude ou desvio
em energia e assim limitando a abertura dinamica, a qual pode ser obtida também pelo
OPA.

6.2 Accelerator Toolbox

O Accelerator Toolbox (AT) [10] é um pacote de ferramentas que faz proveito da ver-

satilidade e do poder computacional do programa MATLAB®3, visando uma maior

Ver Apéndice B.
2Ver secdo B.1.
SMATLAB® ¢ um produto registrado de The MathWorks, Inc.
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eficiéncia e flexibilidade na interacao com outros programas. O AT permite uma va-
riedade de célculos e simulagoes em fisica de aceleradores, com a facilidade de uso de
ferramentas ja prontas do MATLAB®. Na Fig. 6.4 mostramos as funcoes 3, e 3, de

uma rede simulada no AT.

6.3 MAD

O MAD [11], sigla para Methodical Accelerator Design, é um cédigo desenvolvido pelo
CERN (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire) para calculo de parametros
lineares de redes, correspondéncia de redes lineares e matrizes de transferéncia, correcao
de érbita fechada, tracking, efeitos cromaticos, ressonancias, e outros.

O MAD permite o acerto dos parametros dos diferentes trechos da rede linear através
de condigoes de contorno comuns, impostas por construcao. Dessa forma, pode-se

garantir uma maior simetria da rede.

6.4 Tracy

A versdo do Tracy [12] que utilizamos, desenvolvida pelo Synchrotron SOLEIL, na
Franca, é um codigo executavel para tracking de particulas que permite a definicao de
erros de multipolos, erros de forga e de alinhamento, correcao de érbita, e ainda intro-
duz uma importante ferramenta para o estudo de problemas nao-lineares: o mapa de
frequéncia®. O programa acompanha ferramentas integradas ao MATLAB® que per-
mitem a visualizacao dos resultados, como abertura dinamica, dependéncia da sintonia
com a amplitude e com a energia, e identificacao das ressonancias através dos mapas

de frequéncia.

6.5 O tracking e o calculo da abertura dinamica

Devido aos termos nao-lineares nas equagoes de movimento, estas em geral nao sao
integraveis, o que torna a determinacao da abertura dindmica bastante complicada. A
estabilidade do movimento ¢ investigada através do tracking, um algoritmo que segue,
via aplicagao sucessiva de mapas de transferéncia, o movimento do elétron por todos os

elementos da rede, ao longo de varias voltas. Suponhamos um trecho de rede em s = 0

4Ver secao 6.6.
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Figura 6.3: Diagrama de sintonias no OPA.
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Figura 6.4: Visualizacao no MATLAB® das fungdes bétatron calculadas pelo AT.
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Figura 6.5: Exemplo de um trecho de uma rede peridédica do tipo Double Bend Achromat
(DBA). Os elementos em azul sdo os dipolos. Os quadrupolos estao representados em verme-
lho, sendo os focalizadores acima do eixo s, e os defocalizadores abaixo do eixo.

composto pelos elementos mostrados na Fig. 6.5. Dado um conjunto de coordenadas
iniciais Ug, o tracking através dos elementos fornece as coordenadas U ao final do
trecho:

U = MU,, (6.2)

onde o mapa M = MyuMi3Mis ... M3MyM; é a concatenacao dos mapas de trans-
feréncia de cada elemento (inclusive os trechos livres) do trecho da rede considerado. O
mapa de transferéncia de um elemento ou de um trecho associa as dadas coordenadas
iniciais as coordenadas finais obtidas da integracao numérica das equacgoes mais gerais
de movimento [13]. E uma generalizagio das matrizes de transferéncia ou de transfor-
magao M (s|sg), introduzidas na subsecao 4.2.1, que inclui as contribuigdes nao-lineares.

A particula é considerada estavel se a sua amplitude permanece dentro de um certo
limite. Normalmente, um nimero de voltas entre 1000 e 10000 ¢é suficiente; um valor
equivalente a ordem do tempo de amortecimento devido a emissao de radiagao [14]. Se
em alguma volta a particula ultrapassa o limite estabelecido no cédigo, é considerada
perdida.

A Fig. 6.6 mostra a abertura dindmica de uma rede do Sirius (ainda nao totalmente
otimizada), para diferentes desvios em energia dos elétrons. Em nossos calculos, séo
realizados trackings de 1000 voltas. Testes foram feitos com um nimero maior de

voltas, porém nao foram observadas diferencas significantes nos resultados.

6.6 Os mapas de frequéncia

A andlise via mapas de frequéncia é uma técnica que permite o conhecimento e a
identificagao das ressonancias que podem afetar a estabilidade dos elétrons [15].

Inicialmente desenvolvido por J. Laskar, em 1988, para demonstrar o movimento
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Figura 6.6: Calculo da abertura dinamica feito no OPA para a éptica de baixa emitancia do
Sirius. A abertura dindmica (regiao branca) é simétrica em relagao ao plano da érbita.

cadtico em sistemas solares, o método de analise de mapas de frequéncia foi aplicado
com sucesso no estudo de sistemas dinamicos como a estabilidade da obliquidade da
Terra, a estabilizacdo do clima, a dinamica de galaxias, e a dinamica de feixes de
particulas em aceleradores. O método se baseia em uma técnica de Fourier refinada
(Numerical Analysis of the Fundamental Frequencies, NAFF), de rapida convergéncia.

Para um sistema dinamico com n graus de liberdade, cujo Hamiltoniano nas variaveis

de acdo e angulo® I e 0 é préximo de ser integravel e pode ser escrito na forma
H(I,0)=Hy(I)+¢eH,(1,0), (6.3)

onde Hy ¢ um Hamiltoniano completamente integravel, H; uma pequena perturbagao,
descrevendo, por exemplo, erros de multipolos, e € um pequeno parametro, ¢ possivel

mostrar [15,16] que, se o sistema é nao-degenerado, ou seja, se

det [ay (”} = det [M] £0, (6.4)

ol oI?

onde v; (I) = 0Hy (1) /01; = 9_7, com j = 1,...,n, entdo podemos definir uma bijecao

F entre a frequéncia v e a acao I:
F:(ly,....0,)— (V1. V). (6.5)

E equivalente descrevermos o sistema tanto pelas agoes quanto pelas frequéncias. A

5Ver secio B.1.
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Figura 6.7: Difusao das sintonias préximo as ressonancias de 62, 7* e 9% destacadas em linhas
tracejadas. A densidade de pontos é menor nessas regides. As ressonédncias mais fortes, de 5%,
6% e 7%, em linhas cheias, sao identificadas na abertura dinamica no grafico a direita, através
do mapa F.

aplicacao F' é chamada de mapa de frequéncias e assinala, a cada par de coordenadas
iniciais das particulas, uma variacao nas frequéncias ou sintonias com o numero de

voltas, chamada de difusao e definida por

d= 1/ (A,) + (A2, (6.6)

onde Av,, = vy 9 — V1, para u = x,y, sendo o indice 1 referente a sintonia calculada
na primeira metade das voltas do tracking e o indice 2 a sintonia calculada na segunda
metade. Devido a difusao das sintonias, é comum a variacao da densidade de pontos

no diagrama de sintonias em regides préximas a ressonancias (Fig. 6.7).



Capitulo 7
A rede magnética do Sirius

A rede magnética determina caracteristicas opticas do feixe de elétrons como, por exem-
plo, a emitancia, as sintonias, o tamanho e a divergéncia do feixe. Diferentes configu-
racoes Opticas ou modos de operacao foram estudados para o Sirius. Neste trabalho
descreveremos apenas um deles, o modo de baixa emitancia. Apresentamos neste ca-
pitulo as caracteristicas desta rede e os diferentes modelos de dispositivos de insergao

que estudamos.

7.1 A rede TBA

A rede magnética linear do Sirius é do tipo Triple Bend Achromat (TBA). Uma rede
TBA é composta tipicamente por um arranjo simétrico de trés dipolos (em cada célula)
com quadrupolos inseridos entre os dipolos, para focalizacao no plano de deflexao. Na
rede do Sirius, esses quadrupolos foram divididos e separados, possibilitando a colocacao
de sextupolos cromaticos onde a dispersao é alta. Além disso, uma outra modificagao
realizada é a adaptacao do dipolo central para comportar um pequeno dipolo de alto
campo (2 T) para a geragao de raios-X altamente energéticos, uma solugdo que garante
uma baixa poténcia total irradiada nos dipolos, apesar da alta poténcia de fétons gerada
na linha de luz. A Fig. 7.1 esquematiza uma célula da rede TBA do Sirius, incluindo
os sextupolos. A rede total possui uma circunferéncia de 479.7 m e contém 20 trechos
retos, sendo 12 curtos (de aproxi. 5 m), quatro médios (aprox. 7 m) e quatro longos
(9 m), reservados para a instalagdo de dispositivos de insercdo. No modo de baixa
emitancia, relaxamos a condicao de dispersao nula nos trechos retos longos. Com isto,

é possivel abaixarmos a emitancia de base da maquina quando nao temos dispositivos
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QCF1 QCF2 QCF2  QCF1
B [
SD SF SF_ sD
5 ‘ ‘ ; ‘ — 0
0 5 10 sm 15 20 25

Figura 7.1: Rede TBA com quadrupolos focalizadores (QCF1 e QCF2), sextupolos crométicos
(SD e SF). Os quadrupolos e sextupolos externos, para focalizagao e corregao dos efeitos nao-
lineares, variam conforme os trechos retos adjacentes, e por isso nao estao nomeados. H&
ainda contribuicao de um gradiente nos dipolos para a compensacao da defocalizagao. Sao
mostradas também as fungoes bétatron e a funcao de dispersao para uma das redes propostas
para o Sirius.

de insercao ou quando temos apenas dispositivos mais fracos, como os onduladores.

7.2 A modelagem dos dispositivos de insercao

Onduladores e wigglers sao dispositivos que apresentam campos magnéticos periédicos
no espaco. A radiacao extraida nesses dispositivos é proveniente das varias oscilagoes
no movimento dos elétrons. Mas ao mesmo tempo, espera-se que os dispositivos de
insercao sejam “transparentes” ao feixe. Em particular, os elétrons devem deixé-los com
a mesma inclinacao e a mesma posicao transversal com que entram. Isto é garantido,
respectivamente, pela primeira e segunda integrais do campo transversal sobre o eixo!

z do dispositivo, cuja origem ¢ fixa no seu centro:

/By dz =0, //Bydédz = 0. (7.1)

DI DI

No entanto, efeitos de focalizacao nas bordas estao presentes mesmo em um dispo-

1Como dispositivos de insercdo sdo dispositivos retos, utilizamos um sistema de coordenadas car-
tesianas fixo, em vez do sistema curvo que estivemos utilizando até agora e que segue a trajetéria
oscilatéria do elétron. Portanto, ao descrevermos a dinamica nos dispositivos de insercao, representa-
mos o eixo reto e com origem fixa no centro do dispositivo pela letra z, para que nao se confunda com
a coordenada s.
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Figura 7.2: Distribui¢do do campo em um dispositivo de insergao.

sitivo de insercao ideal. Isto é agravado por imperfeicoes do campo de um dispositivo
real. Efeitos dinamicos decorrentes dos campos atuando sobre os elétrons fora do eixo
z, ao longo das oscilacoes, sao observados, como termos multipolares de campo magné-
tico. Estes efeitos tornam necessaria uma modelagem dos dispositivos de insercao para
possibilitar o estudo do comportamento da dinamica dos elétrons no acelerador.

Em nossos modelos, um DI é composto por N polos de sinais alternados dispostos
ao longo do eixo z a uma distancia A,/2 do centro de um polo ao centro do outro
adjacente, como ¢ ilustrado na Fig. 7.2. Cada par de polos adjacentes forma um periodo
com comprimento \,, ¢ dessa forma o dispositivo inteiro ¢ composto de N/2 perfodos.
Uma vez que é assumido que os periodos sejam idénticos e a deflexao é compensada
dentro de cada periodo, nenhuma deflexao total ocorre no feixe apds o dispositivo.

Dada a periodicidade do arranjo, podemos supor um campo periddico cujo harmo-
nico principal, com auxilio das equagdes de Maxwell e apés algumas manipulagoes [2],

pode ser escrito como:
B, = —Bysinh (k,y) sin (k,2) , B, =0, B, = By cosh (kyy) cos (k,z), (7.2)

onde k, = 27/),. Para determinar a distor¢do na trajetéria em um ponto z apds o
centro do DI, integramos o campo normal a partir do centro, obtendo o angulo de
inclinacao

z z

Iz) = = /0 By(z)dz = P%)Bo cosh (k,y) /0 cos (k,z) dz
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1
= —iBo— cosh (k,y) sin (k,2) . (7.3)
Pk,

Com isto podemos calcular a deflexao maxima 6, que ocorre a um quarto de periodo

ou a meio polo, ou seja, com y =0 e z = \,/4 (kyz = 7/2),

e A
0 =——DBy=~ 7.4
PO 0271" ( )
e definir um importante parametro de forca de um DI,
ec A
K =By = — By~ 7.5
o me2 0o (75)

onde f = v/c ~ 1 é a velocidade relativa do elétron e v é a energia relativistica

normalizada pela energia de repouso mc?. Em unidades mais préticas,
K =0.934T 'em™ (By/T) (\p/cm) . (7.6)

E o parametro K que classifica o dispositivo de inser¢ao como um ondulador (K < 1)
ou um wiggler (K > 1).

O campo longitudinal B, aparece parcialmente como um campo transversal para o
elétron ao longo do caminho real que ele percorre dentro do wiggler, fora de seu eixo.
Seja ¢ uma coordenada auxiliar transversal normal ao caminho real. Para pequenos
angulos de deflexao, By = B, tan? ~ B,v. Por (7.2) e (7.3),

o sinh (k,y) cosh (k,y)

€ .
Be = o [By sin (k,2)] 5 (7.7)
Expandindo as fung¢oes hiperbdlicas, chegamos a
€ .
Be = P [Bysin (k,2)]? (y+2k2°+...). (7.8)

Notamos uma dependéncia linear em y, semelhante a dos quadrupolos, introduzindo
uma focalizagao vertical no feixe de elétrons. Como a dependéncia em By e em z é
quadratica, o campo transversal mantém o sinal, independentemente da polaridade do

campo do DI. Este gradiente integrado em meio polo ¢é

Ap/4 A
9, 0)2 = P%Bg/() sin? (k,s) ds = g”%oBg, (7.9)
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em que £ é o comprimento efetivo de focalizacao. A forca quadrupolar integrada equiva-
lente K, ¢, ou o inverso da distancia focal f,, para cada meio polo com faces de entrada
e saida paralelas? é
1A (eBo\® A
K 0)2=—="22(22) =2, 7.10
=53 (%) ~ 5 (0
Descrevemos a seguir duas diferentes formas de se modelar os dispositivos de insercao

de modo a podermos considerar seu efeito no estudo da abertura dinamica.

7.2.1 Modelo hard edge

Uma das formas de incluir um dispositivo de insercao na rede magnética para célculos
de tracking é através de um modelo composto por pequenos dipolos hard edge, cujo
campo é constante no interior e zero imediatamente fora, sem uma transicao suave nas
bordas.

Para uma modelagem adequada, certas condicoes devem ser satisfeitas®: o angulo
de deflexao de um polo do modelo hard edge deve ser o mesmo que obtemos para um
polo equivalente via (7.3), bem como a focaliza¢ao de bordas.

Consideremos um campo
By(z) = By cos (kyz) . (7.11)

Para um dipolo hard edge de comprimento £}, e raio de curvatura py,, temos? £, /2 = py0.

Como as deflexdes devem ser iguais,

éh/2 e /)\p/4
f=——=—2~B, cos (k,2) dz
Ph B’ ) (Fv)

- P%BO sin (1/2)

2A focalizacdo varia conforme o angulo das faces de entrada e saida de um elemento. Um estudo
detalhado desta focalizagio nos dipolos é apresentado em [2], segdo 4.3.

3 Um tratamento mais realista envolve uma série de condicoes que garantem ndo sé os va-
lores corretos das integrais de campo, mas também as integrais de radiacao I; = f Nep tds,
L= [p2ds, Is= [|p|™2ds, Isq = [p73ds, Iy = [mep™ (p72+2K1) ds, e Is = [H|p| 3 ds, H =

5% {775 + (51-77; - %5;7795)2} , integradas ao longo de todo o anel, que determinam efeitos devido a exci-

tagao quantica, espalhamento de energia, amortecimento, emitancia, polarizacao de spin, entre outros.
E necesséria uma segmentacao maior do blocos magnéticos, nas simulacoes, introduzindo graus de
liberdade adicionais, para que se possa ajustar adequadamente os multipolos de modo a atingir esses
requerimentos.

4A deflexdao méxima 6 ocorre a meio polo, por isso metade do comprimento .
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B 1A
_ ¢ 50 _ — 2 (7.12)
PO k?p 2m Lo
onde py = Py/eBy é o raio de curvatura para o campo de pico By do wiggler ou
ondulador. A condicao de igualdade das focalizagoes é expressa por
1 /2 1 e A
— = hé = —2/ sin® (kyz) dz = —5. (7.13)
fy o o, Jo 80
Destas duas condicoes, obtemos os parametros do modelo hard edge:
Eh /\p Ph )‘p p% 4 4
—= == == = — by = — M\, 7.14

Dados os parametros A\, e By = Fy/epy do dispositivo de insercao, o modelo de
dipolos hard edge que melhor o descreve, em termos de deflexao e focalizacao idénticas,
¢ o de dipolos com comprimento ¢, e campo B, = Fy/epy, sendo ¢, e p, dados por
(7.14).

A variacao na sintonia devida a erros de gradiente é dada por

Av,, = % /K,w(z) dz. (7.15)

Como temos focalizagao apenas na direcao vertical, a sintonia horizontal se mantém. As

forcas quadrupolares sao consideradas constantes dentro de cada polo, e assim, através

de (7.10),

p ByA
Av, = Vg 0= 207 7.16
T T 16mp2 (7.16)

A funcao B, assume o seu valor no local onde esta inserido o erro de gradiente, que
no caso sao os proprios dipolos. Em geral, as funcoes bétatron nao variam muito nos
trechos retos onde os dispositivos de insercao sao instalados, e podemos tomar um
mesmo valor para todos os dipolos hard edge.

Alternativamente, podemos construir um modelo que obedeca uma condigao que
diz respeito ao amortecimento do espalhamento em energia e da emitancia devido a
excitacao quantica. Como s6 temos dois parametros, uma das condigoes anteriores
deve ser abandonada. Podemos deixar de satisfazer a condi¢ao dos angulos méximos
de deflexao iguais, uma vez que a deflexao total serd compensada, de qualquer forma.

A excitagdo quantica é, em primeira aproximacao, proporcional ao cubo da curva-
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tura, de modo que esperamos que os termos ciibicos sejam os mesmos:

2 1 [
% = —3/ sin® (k,2) dz = %. (7.17)
Ph Po Jo 3Py

Juntamente com (7.13), (7.17) nos dé:

3 972
Ph — gpo, gh = %)\p (718)
Com isso, o angulo de deflexao méxima passa a ser
0 = M = g_ﬁﬁ (7.19)
Ph 32 po .

e a varia¢@o na sintonia continua sendo dada por (7.16).

7.2.2 Mapa de kicks

O mapa de kicks, modelagem proposta por P. Elleaume [17], é um mapa que associa uma
variacao no angulo de deflexao do elétron a cada ponto de coordenadas iniciais (z,y)
dentro de uma malha de pontos em torno do eixo do DI, em um formato adequado para
leitura em cddigos de tracking, como o BETA [18] e o Tracy.

A determinacao do kick se da através da integragao numérica das equagoes de movi-
mento para o elétron com as dadas coordenadas iniciais sendo introduzido no dispositivo
de insercao, descrito por um campo magnético tridimensional que pode ser gerado atra-
vés do cédigo Radia [19-21], implementado sobre o software Mathematica®. Kicks em
pontos intermediarios aos da malha sao calculados por interpolagao dos valores nos
pontos vizinhos que pertencem a malha.

No limite de altas energias, escrevemos « = e/ymc = ec/Ey e, em primeira ordem

em «, as solugoes sao

Ax'(z) = a/_z B,dz+ 0 (a?), (7.20)
Ay'(z) = —a/_z B,dz+ 0O (a?). (7.21)

SMathematica é uma marca registrada de Wolfram Research, Inc.
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No caso de campos magnéticos como os dos dispositivos de insercao, satisfazendo

/ B,dz =0, / / B,dzdz =0, U (—o0) = 0, (7.22)

o0
—o0—00

com u = x,, as deflexoes em primeira ordem se anulam; em segunda ordem, as expres-

soes para os desvios se resumem a
/ 012 <0 3
Ax' = 5 %QD (x,y,2) dz+ O (oz ) , (7.23)
/ 052 * 0 3
Ay = -5 8—y<1> (z,y,2) dz + O (a?), (7.24)

B (2,1, 2) = {/;Bgc dzr + U;By dzr. (7.25)

onde



Capitulo 8
Aplicacoes e resultados

As técnicas aqui discutidas foram aplicadas a algumas das primeiras redes propostas
para o Sirius. O projeto de uma rede de um anel de armazenamento é uma tarefa um
tanto quanto complexa, sujeita a especificacoes e limitacoes de naturezas distintas, como
da viabilidade de se projetar as fontes de corrente e de tensao necessarias para alimentar
os varios elementos e equipamentos, as estruturas mecanicas que irao sustenta-los, as
dimensoes permitidas para a camara de vacuo e materiais utilizados para confeccao,
entre outras.

Um projeto de sucesso depende da harmonia entre esses diversos fatores, e por
esta razao, a rede do acelerador pode sofrer constantes modificagoes durante a fase de
projeto. Portanto, nao procuramos, em nosso trabalho, chegar a otimizacao final para
a abertura dinamica do Sirius, mas sim entender o procedimento para que possamos
reproduzi-lo sempre que necessério.

Neste capitulo, apresentamos o estudo da abertura dindmica e sua evolugao conforme
tentamos otimiza-la e incluimos efeitos adicionais, bem como as ideias envolvidas nas
etapas realizadas.

As redes desenvolvidas para o Sirius recebem novos nomes conforme alguma mu-
danca significativa é implementada. Até o momento, foram propostas as redes Al, A2,

A3, A4, A5 e B1, nomes pelos quais serao referidas neste texto.

8.1 A abertura dinamica do Sirius

Uma vez definida a rede linear do anel de armazenamento, composta apenas de dipolos

e quadrupolos, separados por trechos livres, com as devidas restricoes para as fungoes

81
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bétatron e de dispersao, de forma a atender as especificacoes para a radiacao sincrotron

desejada, precisamos primeiramente inserir os sextupolos em locais adequados.

8.1.1 A localizacao dos sextupolos de correcao de cromatici-
dade

Para os principais sextupolos de correcao de cromaticidade, procuramos regioes com
dispersao diferente de zero, caso contrario nao surtiriam o efeito desejado, como vimos
na secao 4.8. Sao preferiveis locais com alta dispersao, o que nos permite operar com
forcas sextupolares menores. Forcas sextupolares maiores introduzem nao-linearidades
fortes, podendo representar uma dificuldade para a correcao de efeitos de aberragao
geométrica, que é feita utilizando-se sextupolos adicionais. Estes sao localizados em
regioes com dispersao baixa ou nula, com a finalidade de otimizar a abertura dinamica
minimizando as nao-linearidades introduzidas pela correcao da cromaticidade.

Deve-se observar também a distancia que havera entre os elementos, deixando um
espacgo suficiente para sua instalagao, montagem, ou manutencao, e lembrando que os
elementos reais geralmente sao maiores que os do modelo, como por exemplo devido ao
espaco ocupado pelas bobinas que formam os seus polos magnéticos.

A Fig. 8.1 mostra a rede A3, com as familias de sextupolos inseridas e identificadas,
em verde. A localizacao adequada dos sextupolos crométicos é crucial para uma boa
abertura dinamica, que pode ocorrer quando a cromaticidade é corrigida mais eficiente-
mente, nas condi¢oes mais favoraveis ja citadas acima. O par de familias de sextupolos
responsaveis pela correcao da cromaticidade sdo SD e SF. Vemos pelas equagoes (4.128)
e (4.129) que as forgas sextupolares sdo menores quanto maior a diferenca entre os pro-
dutos ;18,2 € Byafy1. Para tornar maxima essa diferenga, procuramos colocar estas
familias em locais que satisfacam ;1 < B2 € By2 < By1 ou, equivalentemente, 5,1 > B2
e By2 > By1, onde os indices 1 e 2 se referem as familias SD e SF, indicando que as
funcoes 3, e B, devem ser calculadas nos pontos onde estas familias sao inseridas.

Dessa forma, as funcoes 3, e 3, devem se “cruzar” entre esses locais. Para isso, uma
familia de quadrupolos focalizadores foi dividida em duas, QCF1 e QCF2, permitindo
que a familia SF fosse inserida entre elas, atendendo a condigao que desejamos.

Embora a diferenga (5,108,2 — Br20y1) seja maior se aproximarmos a familia SD
da familia de dipolos BO, e ainda que o aumento na funcao de dispersao nao gere
uma compensacao, diminuindo as forgas sextupolares, observamos que esta mudancga

na posicao dos sextupolos SD se mostrou favoravel a abertura dinamica, devido a outros
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Figura 8.1: Rede A3 e funcoes 3, (em azul), 3, (em vermelho) e dispersao 7, (em verde).

9 9

8 8

71 7

6 6 b
E 5 E5 L
g - £
=4 ! L =4

3 | : 3

2] H h 2]

1 | T 1]

0 | ‘ 0 _ [

-30 -20 -10 0 . 10 20 30 -30 -20 -10 0 . 10 20 30
x (mm) X (mm)

(a) Abertura dindmica da rede A3, com os com-  (b) Abertura dindmica melhorada, com os com-
primentos dos trechos LC1A e LC1B respectiva-  primentos de LC1A e LCIB iguais a 0.8 m e
mente 0.2 m e 1.0 m. 0.4 m, respectivamente

Figura 8.2: Célculo da abertura dinamica feito no OPA. A abertura dinamica apresentou um
primeiro aumento quando os sextupolos SD foram colocados mais proximos aos quadrupolos
QCF1. As redes em (a) e (b) se diferem apenas pela posigao dos sextupolos SD.

efeitos globais de toda a rede sextupolar do anel, como por exemplo o avanco de fase
dos elétrons entre os sextupolos. Através do OPA, calculamos a abertura dinamica e

confirmamos um primeiro aumento, ilustrado na Fig. 8.2.

8.1.2 A otimizagao sextupolar no OPA

O proximo passo € a otimizagao das forgas sextupolares em termos dos coeficientes do
Hamiltoniano, realizada com o OPA através da ferramenta apresentada na Fig. 6.2.
Em geral, um peso maior atribuido aos coeficientes dQxx, dQxy,yx e dQyy costumam
apresentar melhores resultados. Mas devemos também voltar a atencao aos coeficientes

responsaveis pelos termos quadraticos da cromaticidade, CrX sqr e CrY sqr.
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Figura 8.3: A abertura dinamica é ainda maior apds otimizacao das forcas sextupolares através

do OPA.

A Fig. 8.3 mostra o resultado dessa otimizagao na abertura dindmica, em compara-
¢ao com a anterior, Fig. 8.2(b).

A otimizacao é realizada atentando-se ao sentido das variagoes da sintonia com a
amplitude da acao e com o desvio em energia, mostradas em um diagrama como o da
Fig. 6.3. Cada conjunto de pesos diferentes define um comportamento diferente das
sintonias. Procuramos manté-las tao longe quanto possivel das principais ressonancias.

Uma série de redes foram obtidas e testadas por este método. Porém, ele nos
da poucas informagoes a respeito da abertura dinamica. Por exemplo, nem sempre
podemos saber, apenas com auxilio do OPA, qual das ressonancias esta limitando a
abertura dinamica em uma determinada regiao. Para tornar a busca mais eficiente,
utilizamos o método de analise via mapas de frequéncia, que nos permite identifica-las

facilmente.

8.1.3 A identificacao das ressonancias via mapas de frequéncia

no Tracy

Os mapas de frequéncia associam a cada posicao no plano xy das coordenadas iniciais
dos elétrons uma variagao na frequéncia apés um certo niimero de voltas. Dessa forma,
além de termos a mesma informacao que tinhamos anteriormente — o tamanho e a
forma da abertura dinamica — podemos ver as ressonancias que estao sendo excitadas,

explicitadas pelas variagoes maiores na sintonia, que podem indicar movimento instavel.
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Figura 8.4: Mapas de variagao de frequéncias (a) para diferentes posigdes no plano zy e (b)
para diferentes posicoes e energias no plano xd, para a rede A5.

No Tracy, a abertura dinamica ¢é calculada apenas em um dos quadrantes do plano.
E suficiente conhecermos a abertura dindmica no lado negativo do eixo x, no trecho
onde serd feita a injecao dos elétrons no anel. Quanto a coordenada y, a abertura
dinamica é simétrica em relacao a seu eixo. A razao destas caracteristicas de simetria
em relacao ao eixo y e assimetria em relagao ao eixo x pode ser vista pelo Hamilaniano
(3.26). As cores representam a variagao da frequéncia, de 107'% (azul escuro) a 1072
(vermelho escuro), de acordo com a escala da Fig. 8.4(c). O mesmo mapa de cores se
aplica a todos os demais mapas de frequéncia aqui ilustrados.

Na Fig. 8.4(a), mostramos a abertura dinamica para uma nova rede, dando destaque
a uma ressonancia de sexta ordem que aparece bastante excitada no mapa de frequén-
cias. Ressonancias como essa devem, se possivel, ser evitadas, pois a inclusao de efeitos
extras pode levar essas pequenas instabilidades a perda dos elétrons, inclusive os que
estao além desta regiao, mas ainda em orbitas estaveis.

A ressonancia em tracejado no diagrama de sintonias, parte superior da Fig. 8.4(a),
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¢ identificada com a curva tracejada destacada na parte inferior, pela correspondéncial
entre a amplitude do movimento e a frequéncia. Em 8.4(b), o mapa de frequéncias
para diferentes condicoes inicias dadas em z e 9, com a coordenada y = 1 cm mantida
constante. As ressonancias mais proeminentes neste caso sao de quarta e sexta ordem.
Nota-se também a regiao em vermelho na borda da abertura dinamica, ocorréncia tipica
do carater cadtico do movimento nessa regiao.

A abertura dinamica em 8.4 apresenta alguns problemas. A ressonancia de sexta
ordem destacada passa muito proximo ao ponto de operagao — a abertura dinamica
sera consideravelmente comprometida caso esta ressonancia seja fortemente excitada.
Além disso, ocorre cruzamento de ressonancias (cicatrizes) e os cortes em torno de
r = —32 mm e de x = 25 mm provavelmente limitarao a regiao de estabilidade.

Uma forma de evitarmos algumas ressonancias mais graves é afastando o ponto de
trabalho, ou seja, alterando a sintonia, desde que estas alteracoes sejam pequenas, para
nao afetar a dinamica linear ja definida da rede. Na Fig. 8.5(a), o ponto de trabalho foi
movido de (24.173,13.230) para (24.124,13.213), deixando praticamente toda a regiao
da abertura dinamica a esquerda da ressonancia de v, = 24.166. .. que nos incomodava
anteriormente. A abertura dinamica nao aumentou consideravelmente, exceto por uma
regiao cadtica em vermelho, que aparece apés uma dobra no diagrama de sintonias.

Porém, uma nova ressonancia de sexta ordem aparece também préxima a origem.
Ressonancias sempre estarao presentes, e se é impossivel evitar ao mesmo tempo todas
elas, procuramos ao menos evitar as mais importantes. Varios pontos de trabalho foram

testados, procurando a melhor abertura dinamica.

8.1.4 O efeito de erros de multipolos magnéticos

Os primeiros testes com efeitos de multipolos consideraram valores tipicos provenientes
de simulacoes e medigoes de protétipos de imas. Nas Figuras 8.6, 8.7 e 8.8 mostramos
os calculos comparativos da abertura dinamica sem multipolos e com os conjuntos
escolhidos de multipolos aplicados aos dipolos e quadrupolos da rede A3, realizados no
AT. Os valores utilizados sao listados nas Tabelas 8.1 e 8.2, respectivamente. Para os
casos com ¢ = —0.03, observamos uma reducao média de 51% para esta rede. Para o

tracking sem desvio de energia, houve um aumento de 58% na abertura dinamica com

1Se o sistema é degenerado, isto é, se det[0r/dI] muda de sinal, ndo haverd uma bijecao entre
o espago de acoes e o de frequéncias, mas ainda assim é possivel definir uma correspondéncia, que
apresentara dobras no espaco de frequéncias.
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Figura 8.5: Ressonancia de sexta ordem excita os elétrons em uma regiao proxima a érbita
ideal, na rede A5.

a insercao de multipolos nos dipolos — a razao para esse aumento é que os dipolos em
consideracao apresentam fortes componentes multipolares (em especial a componente
sextupolar), porém favoraveis ao aumento da abertura dinamica; esse ganho é menor
no caso em que os multipolos dos quadrupolos também estao presentes, cerca de 1%.
Com os multipolos dos quadrupolos apenas, houve uma reducao de 17%. Por fim, no
caso do desvio positivo ¢ = 0.03, hd um aumento de 14% na abertura dinamica com os
multipolos dos dipolos, uma reducao de 19% com os multipolos dos quadrupolos, e uma
diminuicao de apenas 2% com a insercao de multipolos nos dipolos e nos quadrupolos.

Foi realizado um levantamento detalhado dos valores tipicos de erros de multipo-
los que sao encontrados nos elementos magnéticos de aceleradores como o SOLEIL, na
Franga, o Taiwan Photon Source (TPS), em Taiwan, e o NSLS-II, em projeto nos Esta-
dos Unidos, e tomamos, nos estudos subsequentes, os valores do TPS como referéncia
por se tratar de uma fonte de luz sincrotron com caracteristicas semelhantes ao Sirius.
Em 8.5(b) mostramos o efeito destes erros de multipolos adicionados aos dipolos, qua-
drupolos e sextupolos da mesma rede em 8.5(a). Nota-se que grande parte da regiao
de movimento cadtico, em vermelho, desaparece, além de outras partes entre —40 mm
a —34 mm em x, e aproximadamente a partir de 7 mm em y. A abertura dinamica foi

entao reduzida.
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Tabela 8.1: Multipolos usados nos quadrupolos. A tabela mostra as contribuigbes dos erros
de multipolos AB,, e AA,, normalizados pelos campos nominais By de cada dipolo, calculados
sobre o plano do feixe e em & = 20 mm.

Tabela 8.2: Multipolos usados nos quadrupolos. A tabela mostra as contribuiges dos erros
de multipolos AB,, e AA, normalizados pelos campos Biz de cada quadrupolo, calculados

Multipolo i Normal Skew
(AB./Bo) (AA,/By)
Dipolo 0 —34x10° 0.0
Quadrupolo 1 —4.2x107* 0.0
Sextupolo 2 —T74x1073 0.0
Octupolo 3 —9.4x107° 0.0
Decapolo 4 —1.1x1073 0.0
Duodecapolo 5 —3.2 x 1074 0.0
14-polo 6 —2.6x1073 0.0
16-polo 7 2.1 x 1074 0.0

sobre o plano do feixe e em x = 20 mm.

Multipolo Normal Skew
(AB,/Bix) (AA,/Bx)
Dipolo 0 44 %x107* —-3.6x1073
Quadrupolo 1 0.0 6.2 x 1073
Sextupolo 2 1.7x107%  44x1073
Octupolo 3 —52x107* 3.0x10™*
Decapolo 4 2.6 x 1074 4.4 x 1074
Duodecapolo 5 52x107% —35x107*
14-polo 6 —23x10% 14x1074
16-polo 7 28 x107%  4.4x107°
18-polo 8 —1.1x107% —-28x1074
20-polo 9 —22x107* 2.2 x 1073
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Figura 8.6: Abertura dinamica para a rede A3 sem multipolos (circulos verdes) e com mul-
tipolos nos dipolos (retangulos contornados em azul), para os diferentes desvios de energia
indicados.
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Figura 8.7: Abertura dinamica para a rede A3 sem multipolos (circulos verdes) e com multi-
polos nos quadrupolos (retangulos contornados em azul), para os diferentes desvios de energia
indicados.

A Fig. 8.9 mostra a alteracao da abertura dinamica em diferentes versoes da rede A5,
as quais foram adicionados os mesmos erros multipolares. Concluimos constatando que
os multipolos, em geral, afetam negativamente a abertura dinamica. A anélise desses
efeitos serd importante para se definir, futuramente, as tolerancias que serao aceitaveis
para os erros de multipolos nos elementos reais, de forma a manter as perturbacoes em

um limite que nao comprometa a dinamica do feixe.

8.1.5 A camara de vacuo e a abertura fisica

As aberturas fisicas da camara de vacuo e seus componentes limitam o movimento dos

elétrons ao longo de sua trajetéria. Uma abertura dinamica ideal deve exceder os limites
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Figura 8.8: Abertura dinamica para a rede A3 sem multipolos (circulos verdes) e com multi-
polos nos dipolos e quadrupolos (retangulos contornados em azul), para os diferentes desvios
de energia indicados.

das dimensoes da camara de vacuo. O Tracy permite a inclusao de limitacoes fisicas de
acordo com cada trecho. Consideramos, porém, uma camara de secao retangular com
40 mm de largura por 28 mm de altura ao longo de todo o anel.

O que vemos é um corte na abertura dinamica. A distancia ao eixo na qual ocorre
esse corte é modulada pelo valor das funcoes bétatron no local onde o calculo da aber-
tura dinamica é feito. A rede A5 foi otimizada para que o desvio da sintonia com
a amplitude do movimento fosse o menor possivel, ocupando uma regiao pequena no
diagrama de sintonias. Com isso, ficamos livres de todas as ressonancias até a quarta
ordem. Na Fig. 8.10(a), apenas duas ressonancias de quinta ordem sao percebidas, nao
representando ameaga para a abertura dinamica da rede A5 com a camara de véacuo.

Em 8.10(b), a mesma rede com a abertura fisica e também os erros de multipolos.

8.1.6 O efeito dos dispositivos de insercao

Os dispositivos de insercao, conforme discutimos na secao 7.2, introduzem uma série
de efeitos sobre a dinamica dos elétrons no feixe, como focalizagao na direcao vertical,
e efeitos dinamicos devido aos campos que atuam sobre os elétrons fora do eixo do
dispositivo, ao longo do seu caminho real enquanto percorrem trajetérias oscilatorias,
além de constituir mais uma fonte de erros multipolares.

Aplicamos o modelo hard edge ao wiggler supercondutor de 4 T, atualmente insta-
lado e em uso no anel de armazenamento UVX, que deverd ser futuramente instalado

no Sirius. O wiggler supercondutor, em nossos modelos, foi inserido em um trecho reto
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Figura 8.9: A esquerda, trés versoes da rede A5, com pontos de operacao e forcas sextupolares

diferentes; a direita, as mesmas redes com a inclusao de erros multipolares.
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Figura 8.10: Abertura dindmica da rede A5 otimizada (a) com as limitagoes fisicas impostas
pela camara de vécuo e (b) com a camara de vacuo e erros de multipolos.

curto (Fig. 8.11), uma vez que seu comprimento é de apenas 1 m, aproximadamente.

Para o modelo hard edge, foram calculados o comprimento ¢, e o angulo de deflexao a
partir do raio de curvatura py,, parametros de entrada para os dipolos na rede magnética
no Tracy e no OPA. O wiggler consiste de véarios pequenos dipolos em sequéncia, com
orientacao da magnetizacao alternada entre os sentidos positivo e negativo do eixo y,
com trechos livres de comprimento (\,/2 — ¢},) entre eles.

Foram criados modelos para duas diferentes situacoes: preservando as condigoes do
angulo de deflexao méaxima de um polo e da focalizagao (HE1); e preservando as condi-
¢oes da focalizagao e da excitagdo quantica (HE2), ou seja, seguindo, respectivamente,
(7.14) e (7.18).

O desvio da sintonia, previsto por (7.16), pode ser corrigido via ajuste no MAD.
Uma ressimetrizacao da rede, que se tornou necessaria apos a inclusao do dispositivo,
também foi realizada através deste codigo.

Estudamos a inclusao dos erros multipolares através de duas diferentes formas —
distribuindo os erros em todos os dipolos com campo orientado na direcao positiva do
eixo vertical, e concentrando-os em um tnico dipolo central (Fig. 8.12). Os valores
utilizados sdo as tolerancias especificadas no contrato de projeto e construgao [22],
indicados na Tabela 8.3. As diferencas entre essas duas formas nao sao notaveis, ja que
o valor do campo integrado é que determina a dinamica.

Voltamos agora a rede A5 sem a inclusao do wiggler e sem erros de multipolos,
mostrada na Fig. 8.13, resultado de um calculo com um maior nimero de pontos no

mapa de frequéncias. A resolucdo maior nos permite identificar com mais facilidade
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Figura 8.11: Wiggler supercondutor de 4 T inserido no centro de um trecho reto curto.
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Tabela 8.3: Tolerancias de erros multipolos integrados especificados para projeto do wiggler

supercondutor. Fonte: contrato de projeto e construgao do wiggler supercondutor [22].

Multipolo integrado Unidade Normal/Skew
Quadrupolo T 2.0 x 1073
Sextupolo T/m 0.15
Octupolo T /m? 10
Decapolo T/m? 500

as ressonancias de 5* e 11* ordem que estao destacadas. Na Fig. 8.14, comparamos a

abertura dinamica desta rede antes e apds a inclusao do wiggler supercondutor, e dos

erros multipolares e camera de vacuo; e na Fig. 8.15 acompanhamos as mesmas etapas

para o modelo HE2.

Uma vez que ja vimos como os erros de multipolos e dispositivos de insercao podem

afetar a abertura dinamica, devendo entao ser cuidadosamente analisados para cada rede

que se propuser, mostramos agora a evolucao da abertura dinamica ao longo de nossos

testes. As mudancas nas redes seguiram os passos aqui discutidos, da otimizacao pelos

sextupolos através do OPA e do deslocamento do ponto de operagao. Sao mostradas

as aberturas dinamicas de diferentes versoes tentativas para a rede “limpa”, sem erros

de multipolos ou camara de vécuo (Fig. 8.16); com erros de multipolos (Fig. 8.17); e
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Figura 8.12: Erros multipolares foram atribuidos (a) a todos os dipolos de campo vertical
positivo que constituem o modelo hard edge do wiggler e (b) concentradamente em um tnico
dipolo central.

133
13.28)
13.26

= 13.24
>

y (mm)

1322

13.21

13.181

13.16

241 2412 2414 2416 2418 242
v,
X

Figura 8.13: Principais ressonancias presentes na rede A5.

com erros de multipolos ¢ camara de vacuo (Fig. 8.18). As versoes sao identificadas
nas legendas pela data e horario em que foram criadas, o que nao necessariamente
corresponde com a ordem de otimizacao, pois ao se tentar evitar uma certa ressonancia,
outra podera ser mais excitada, vindo a deteriorar a abertura dinamica. Obviamente,
nesse caso, voltamos atras e tentamos outras direcoes.

Como ¢ possivel ver na Fig. 8.18, a versao da rede do Sirius que melhor resiste aos
erros multipolares utilizados e na presenca da camara de vacuo é a versao 8.18(h), no
sentido de que ¢ a regiao com abertura dinamica mais estavel e mais livre de ressonancias

que obtivemos.
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Figura 8.14: Comportamento da abertura dindmica para o modelo HE1l. Em (a) a rede
contém apenas dipolos, quadrupolos e sextupolos; em (b) hé a inser¢ao do wiggler; em (c)
a inclus@o de erros multipolares apenas no wiggler; em (d) a inclusao de erros também nos
demais elementos; em (e) é adicionada a caAmara de vdcuo — as ressonancias mais fortes
(préximo a extremidade em x = —15 mm e o corte em x = —5 mm) sao de 10* ordem.
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W25 =20 -15 -10 -5 0 W25 =20 -15 -10 -5 0
¥ (mm) x(mim)

(c) (d)

Figura 8.15: Comportamento da abertura dinamica para o modelo HE2. Em (a) a rede
contém apenas dipolos, quadrupolos e sextupolos; em (b) hé a inser¢ao do wiggler; em (c)
a inclusao de erros multipolares apenas no wiggler; em (d) a inclusao de erros também nos
demais elementos; em (e) é adicionada a camara de vécuo.
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Figura 8.16: Abertura dindmica de diferentes versoes da rede Ab5.
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Figura 8.17: Abertura dindmica de diferentes versoes da rede A5 com erros de multipolos
inclusos.
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Figura 8.18: Abertura dinamica de diferentes versoes da rede A5 com erros de multipolos e
camara de véacuo.






Capitulo 9
Consideracoes finais

A tarefa da otimizacao da abertura dinamica envolve a combinagao de estratégias como
uma boa localizagao para os sextupolos cromaticos, otimizagao dos demais sextupolos e
a escolha do ponto de trabalho observando-se as ressonancias pelos mapas de frequéncia.

A otimizacao final deverd levar em conta uma série de efeitos adicionais além dos
aqui estudados — efeitos multipolares, dos dispositivos de insercao e camara de vacuo
— como efeitos devidos a erros de alinhamento e de forca e corregao de orbita, dos quais
também devemos nos precaver.

Novos testes de multipolos serao feitos conforme novos dados referentes aos ele-
mentos que estao sendo projetados e seus prototipos construidos sao obtidos. Outros
dispositivos de insercao também deverao ser testados nos varios trechos retos.

Obtivemos um aumento de uma abertura inicial de 15 mm em z por 7 mm em y
para uma com 26 mm por 10 mm, e com uma boa estabilidade na regiao interior aos
limites da camara de vacuo.

Esperamos que com estas estratégias seja sempre possivel atingir uma boa abertura
dinamica para a rede em estudo, o que serd necessario conforme mudangas venham a

ocorrer sobre a rede principal.
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Apéendice A
Sistemas de coordenadas curvilineas

Em muitos problemas fisicos, pode ser vantajoso descrever o sistema sob consideracao
em coordenadas que fagam proveito das relacoes de simetria do sistema. Por exemplo,
em uma esfera, é preferivel descrever a posicao de um ponto pelas coordenadas r, 6 e
¢ — raio, azimute e angulo polar, respectivamente. Para um sistema que apresenta
simetria com relacao a uma linha reta, as coordenadas cilindricas sao as mais adequa-
das. Em aceleradores de particulas, os elementos magnéticos sao dispostos ao longo de
uma linha, embora esta nao seja necessariamente reta, principalmente em aceleradores
circulares. Um sistema cartesiano fixo seria impraticavel do ponto de vista matema-
tico, cuja solugao para a orbita ideal envolveria expressoes complexas. Mas estamos
interessados apenas nos desvios em relagao a este caminho ideal, uma vez que ele é
definido pelo centro dos elementos magnéticos e portanto ja o conhecemos de antemao.
O mais adequado é um sistema de coordenadas que se move ao longo da érbita ideal,
ja introduzido na secao 3.1, o sistema de Frenet-Serret.

Apresentamos aqui um tratamento geral para sistemas de coordenadas e encontra-
remos expressoes para o gradiente, o divergente, o rotacional e o Laplaciano [23]. Sejam
as coordenadas uq, us, uz definidas expressando-se as coordenadas Cartesianas x1, T2, 3

como fungoes de (uy, ug, us) a serem conhecidas:

T = f1<u17u2,u3)7 To = fz(ul,umuza); Tr3 = f3(U1,U2,U3)7 (A‘l)

onde assumimos fi, fo e f3 continuas e diferenciaveis. Seja r o vetor posicao de um

ponto P qualquer. No novo sistema curvilineo, o elemento de deslocamento dr ¢ dado
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por:

or or or
el A.2
dr = o du; + — " dug + ” dus. ( )

No ponto P, os vetores dr/0u; sao tangentes as coordenadas curvas u;, i = 1,2,3.

Denotando os respectivos versores por u;, temos

N ar/ﬁuz

u; = EETR i=1,2,3. (A.3)

Adotamos a convencao de um sistema destrogiro, ou seja, U, = Uy X Uz, Uy = Uz X Up €

Ug = Uy X Uy. Definimos os fatores de escala h; = |0r/0u;| e temos

o, T
8U1

au2 8_u3 = h3U3, (A4)

e portanto
dr = hl du1 7;61 -+ hg dUQ ﬁg + h3 dU3 'LAL3. (A5)

Se u1, us e uz sao mutuamente perpendiculares, dizemos que as coordenadas sao orto-

gonais e encontramos o comprimento de arco ds:
(ds)®> = dr - dr = h? (duy ) + k2 (dug)® + h2 (dus)® . (A.6)

Determinaremos agora uma expressao para o gradiente de uma funcao escalar ¢ =
o(uy,ug, uz). Seja
Vo = fiin + fotia + f3is, (A.7)

com f1, fo e f3 ainda a serem determinados. Pelas equacoes (A.5) e (A.7), temos

V(b -dr = d¢ = hlfl du1 -+ hgfz dU2 + h3f3 d'U,g. (AS)
Mas 0¢ 96 96
do = au1 1+82d 2+a—3d3 (A.9)
Igualando (A.8) e (A.9) chegamos a
ﬁ:lﬁ¢ i=1,2,3. (A.10)

hi 8uz ’
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Substituindo em (A.7) obtemos

1 09 . 1 0¢ . 1 09 .
Vo = i — — " {ia. A1l
(b hldul ¥ hg()’UQ bt hg()'LLg s ( )

Notamos em (A.11) que o operador V pode ser escrito como

up 0 Uy O us 0
V=—xn— ——— + ——. A.12
hl 81,61 hg 5’u2 hg 8U3 ( )
Encontraremos agora uma expressao para o divergente de A = Aty + Astis + Astsg,
um vetor que é funcao das coordenadas curvas. Dessa forma, A; = A -4;,7=1,2,3. O

divergente é dado por
Utilizando a expressao encontrada para o gradiente em (A.11), fazendo ¢ = u; obtemos

Vuy; = 4y /hy, de onde

a1

V| = |hz = (A.14)
uma vez que |u;| = 1. Com isso, temos
wuzi,isza (A.15)
Entao, calculamos
Vg X Vug = Z—z X Z—i = hf;lg Gi1 = hohsVug X Vus; (A.16)
Vus x Vu; = Z—i X Z—i = hﬁzl = Uy = h3hiVug X Vug; (A.17)
Vu; X Vuy = Z—i Z—z = h?22 — U3 = h1haVu; X Vus,. (A.18)

Voltando a equacao A.13,

V- (Alﬁl) =V- (A1h2h3VU2 X VUL;)
=V (Alhghg) . (VUQ X VU3) + Alhghgv . (V’LLQ X VU3)

Usando a relagao V- (B x C) = C - (V xB) — B (V x C), para dois vetores B e C
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quaisquer, vemos que
V - (Vuy X Vuz) = Vusz - (V x Vuy) — Vug - (V x Vug) =0,

pois o divergente do rotacional de um vetor é sempre nulo. Assim,

/\

V . (Al?ll) — V (Alhghg)

h2h3
= Z—iai (A1hahs) + h_(‘)i (A1hahs) + h_yﬁiug (A1hohs) hZL;LS
- hlzhg a(zl (Avhohs) (A.19)
De maneira analoga,
V- (Asts) = ! 0 (Ashshy), (A.20)
hihshs uy
V- (Asity) = hlhzhg aig (Ashihs) | (A.21)
e por fim, a equagao (A.13) fica
VA= [0 (g + -2 (hghids) + -2 (hihods) | (A.22)
hihohs | Ouy Oug Ous

O rotacional do vetor A é calculado da mesma maneira, expressando
VxA=Vx (Alal + AQ’&Q + Ag’&g) . (A23)
Como u; = h;Vu;, temos

V x (Alﬁfl) =V X (A1h1VU1)
=V (A1h1> X Vu1 + Alhl V X Vu1
——

=V (Ah) x A
hy
fbl 0 122 0 123 0 ﬂl
= | = 2 7 (A B2 (A -
hl 8u1 ( lhl) h2 8u2 ( lhl) h3 (9u3 ( lhl) x 1
a0 iy 0
a hghl 8U3 (hlAl) hlhg E)uQ (hlAl) (A24)
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De forma semelhante, encontramos

. us 0 i 0
V x (AQUQ) = h1h2 8u1 (hQAQ) h2h3 au?) (hQAQ), (A25)
A 7:01 a ’&2 8
A = — (h3As) — — (hsA A2
V x ( 3U3) hahs Oty (hsAs) hahy Ou, (h3As) , (A.26)
e o rotacional é entao dado por
B Uy 0 0 s 0 0
V X A = h2h3 |f9u2 (h3A3) 8_ (hQAQ):| h3h1 |:8u3 (h Al) a—m (h3A3>
U3 0 0
ho A hiAp)]| . A2
hlhg |:8U1 ( 2 2) aUQ ( ! 1):| ( 7)

A expressao pode ser colocada em uma forma compacta, através de um determinante:

hiiy  hotia  haiy
0/du, 0/dus 0y |. (A.28)
hlAl h2A2 hSAS

Encontramos agora o Laplaciano em coordenadas curvilineas ortogonais. Seja A =
V. Através de (A.11), as componentes do vetor A serao
1 0¢

A = —
‘ hlﬁuz’

i=1,2,3. (A.29)
Logo, pela equacao (A.22), é facil ver que
Vi = =
— [ (’?Zf o) b (B2 ) (M2 20 )| s

Na secao a seguir, calculamos estas expressoes para o sistema de coordenadas de

Frenet-Serret.

A.1 O Sistema de Frenet-Serret

A partir das equagoes (3.1-3.5), podemos calcular os fatores de escala para este sistema.
Com

ﬁl = §, ’&2 = .ﬁi’, ﬁg - @), (A31)
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temos
or / A ~f ~ ~
1= 50| = [ro(s) +23'(s) +yy'(s)| =[5+ G(s)x 3|
=1+ G(s)x; (A.32)
or R L
hy = |5 = l2(s)] = 1; (A.33)
or
o= 5| = lits)l = 1 (A34)

e o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano sao entao dados por:

1 99, 09, 0.
Ve = 1+ Gz ds ot or T Oyy (A-35)

1 . . 0 0 X
V'A_1+Gx{$A ax[(l—l—Ga:) ]+—[(1+G:1:)A'y]}
1 0A -5 +6
14+ Gx x

(1+Gz)A - :e]} + (A.36)

ds O

_ [oA-§ 0A-&\ @ [0 L 0A-j

VXA—S{ 5 o + x{ay[(l—i—GaB)A 5] }—i—
i (0A-2 0

1+Ga:{ s op IHETAS ]}

_ . JOA-g OA-i L OA-s 1 O0A-g N
=0 ox dy v dy 1+Gx Os

H@Gx{aA'i’_Q[(HGx)A-g]}; (A.37)

o e[ v or 8] o or )
91

1+ Gz | 0s |14+ Gx 0s
1 o[ 1 0 >0
_1+Gx{$[1+(;x%]+ax{l+(; H 0y (A.38)

A.2 O Hamiltoniano no Sistema de Frenet-Serret

Como vimos na se¢ao 3.3, o Hamiltoniano que descreve o movimento da particula é

H=ed + \/02 (p — eA)” + m2ct, (A.39)

Para expressar as equagoes de movimento no sistema de coordenadas de Frenet-Serret,

primeiro aplicamos uma transformacao canonica através da funcao geradora do tipo
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W =Ws(p,Q,t) + >, pigi, onde

Wy = Ws(p;s,2,y) = —p-r(s,2,y) = —p - [ro(s) + v 2(s) + y9(s)] (A.40)

¢ uma funcao do momento p nas coordenadas x,y, z, e das novas coordenadas s, x, y.

O momento conjugado a essas novas coordenadas é dado por!

oWs oWs oWs
_ —_ 273 =__2 A4l
pS as 9 pl’ 8I Y py ay ) ( )
e o Hamiltoniano
H(s, 7, Y; Ds, Pa, Dy; 1) = H(z,y, 2;p5t) + OW3/0L. (A.42)

O vetor p na equacao (A.40) é genérico e nao depende do sistema de coordenadas em
consideracao, de forma que suas derivadas se anulam. Assim, aplicando as relagoes (3.1)
e (3.4), obtemos

L 0

ps =——5= =P 5 [rols) +22(s) +y3(s)]
=p-[8(s) + 2 G(s) 5(s)]
=[14+G(s)z]p-s(s); (A.43)
oWz 0 . .
Pe=——5 = =P 5 [ro(s) + 2 2(s) +y§(s)]
=p-2(s); (A.44)
oWz 0 . .
po= =Gt = P ruls) + 2 (s) + (o)
De forma semelhante, o potencial A nestas coordenadas é dado por?
As =14+ G(s)x] A-3(s); (A.46)
A = A - 2(s); (A.47)
A, =A-qg(s). (A.48)

!Conforme discutido na Segao 2.4, as equagdes (A.41) saem de (2.28), P, = —0W3/9Q);.
2Alguns autores [2,24] escrevem a coordenada azimutal simplesmente como A; = A - §(s). Porém,
as duas interpretacoes para o potencial sao equivalentes.
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Como 0W3/0t = 0, o Hamiltoniano é idéntico ao original (A.39), porém com as novas
coordenadas no lugar das antigas:
H = e(I)+{m204—|—c2(p-£—eA-:i“)Z—I—cQ(p-g)—eA-jg)Z+02(p-2—eA-2)2}1/2
H=ed+ {m’c +[p-i(s) —eA-5(s)> + 2 [p-i(s) —eA i(s)) +

(

W>

N R 1/2
+ A fp-ils) - eA- ()}
) 1/2
H = ed +{m’c* + P —eds + 2 (py — eAy)” + 2 (p, — eA,)” . (A49)
14+ G(s)x ‘ ‘ Y Y

A.3 Mudanca de variavel independente

Em um feixe de particulas, a velocidade § de uma particula é sempre positiva: uma
particula nunca para ou tem o sentido do seu movimento invertido. A sua coordenada
s(t), entdo, cresce monotonicamente com o tempo. Isto nos permite inverter essa de-
pendéncia e obter uma fungao t(s), que também serd monotdnica em s. Desta forma,
passamos a tratar s como a variavel independente e o tempo ¢ como uma coordenada
dependente de s. O movimento da particula, expresso nas coordenadas s(t), x(t), e
y(t), passa a ser descrito por t(s), z(s), e y(s), e as "velocidades” correspondentes sao
as derivadas com relagao a nova varidvel independente, t'(s), 2/(s) e ¥/(s).

A expressao (A.49), embora esteja nas coordenadas de Frenet-Serret, ainda é um
Hamiltoniano para o qual o tempo é a variavel independente. O préximo passo sera a
mudanca da variavel independente de t para s.

As equagoes de Hamilton nas novas coordenadas sao:

OH OH OH
§= , I = , Y= A.50
Ops op. U op, (4.50)
. OH ) OH ) OH
Pbs = T s Pz = T or Py = —a—y- (A~51)
Com isto, temos que
o O O o
T 9T T o T
L OH
= —DPi4q; T 4iDi ot
_ o (A.52)

_E.
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Calculamos as derivadas com relacdo a s e aplicamos a regra da cadeia ciclica®:

, doxdt & OH/Op,  Ops

YT dtds s oH/Oop, | ops (4.53)
oo
== Snfor, o 489
b= = S = 5 (A.56)
p_ é _ g_f;{s’ (A.57)
H = % = % = —%. (A.58)

As equagdes (A.53)-A.58 nada mais sao do que as equagoes de Hamilton para um Ha-
miltoniano K = —p; (2, ps; ¥, py; t, —H; s), onde agora o par canonicamente conjugado
(t,—H) faz o papel de coordenada-momento canonicos, em vez de (s,ps), € s é a nova
variavel independente, no lugar de t. Por fim, para obtermos o novo Hamiltoniano
nas coordenadas de Frenet-Serret e na nova variavel independente, basta resolvermos a

equagao (A.49) para p;:

K=-ps=—eA;— (1+Gx) \/(’H —e®)? /2 —m2c — (p. —eA,)?, (A.59)

onde
(pJ_ - eAJ_)2 = (p:c - eA:c)2 + (py - eAy)2

representa o quadrado do médulo da componente transversal do momento cinético.

3Se z 6 uma fungao de z e y, a regra da cadeia ciclica nos dd (9z/dy), (0y/dz), (8z/0z), = —1,

z T Yy
ou de uma forma mais conveniente, (9x/0y), = — Egi;gzgz.
Ty







Apeéendice B

Teoria de perturbacao aplicada a

sextupolos

A teoria de perturbacao classica [5] pode ser util para o estudo da varia¢do da sintonia
com a acgao, ou seja, com a amplitude do movimento dos elétrons. Aplicaremos aqui a
teoria de perturbagao em primeira ordem, obtendo uma expressao genérica em termos de
um Hamiltoniano perturbativo e em seguida a aplicando a uma perturbagao sextupolar
[25]. Este conhecimento nos permite um melhor entendimento do processo de otimizagao

das forcas sextupolares para a minimizacao da variacao da sintonia.

B.1 Variaveis de acao e angulo

H&a uma transformacao canonica especifica de bastante utilidade para o estudo de pro-
blemas que diferem de um oscilador harmonico apenas pela presenca de pequenos ter-
mos nao-lineares [25], como é o caso quando as forgas sextupolares sao suficientemente
pequenas.

Procuramos novas coordenadas para as quais podemos expressar o Hamiltoniano em
uma forma que seja funcao apenas dos novos momentos. Para chegar a tal transforma-

¢ao, partiremos da ja conhecida solugao

u = aB?cos (p — V), (B.1)
py = u = —af™? [sin (p+9) — 8 cos (p + 19)} , (B.2)

obtida a partir do Hamiltoniano normalizado H = %pi + %K u?. Estamos considerando,

113
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daqui em diante, a massa do elétron igual a 1, para simplificar a notacao. Procuramos
uma solucao na forma semelhante
u = a(J)B"? cos b, (B.3)
1
P = —a(J)5 2 (smw Ly ¢) | (B.4)
onde 1 e J sao as novas coordenadas de posi¢ao e momento, respectivamente. Usaremos

uma fungao geradora do tipo Wi (q, Q, s), definida em 2.4.1. Combinando as equagoes
(B.1) e (B.2), temos

~a(J)BY?cosy [siny B
Pu = — ﬁ COS¢ - ? (B5)
- —% (tany — 13'). (B.6)
Mas p, = OW;/0u, pela equagao (2.23). Assim, integramos (B.6) para obter
02
Wy (U,Qﬂ, 3) = _% (tanw - %5/) ) (B7)
e com J = —0W; /0 temos
Je ety = L gy = vET (B.8)
= — sec _250052@0_26& a(J) = : .

A transformagao canonica completa é

u = +/2Jp cos, (B.9)

pu = —V/2J/B (siny) — 13 cos) (B.10)
_ge M T
H—H+E—5(S). (B.11)

Nestas novas coordenadas, o Hamiltoniano nao depende de ¢ (¢ é uma variavel ciclica).

Com isto, temos que J é constante e

(B.12)
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O invariante J, dado por [25]

J = 1 [u2 + (Bu’ — %B'U)Z] : (B.13)
20

possui dimensoes de agao (desde que o Hamiltoniano possua dimensoes de energia).
Esta equacao descreve uma elipse no espaco de fase que é rotacionada periodicamente
em s. Para uma dada condicao inicial do elétron em que ele esteja em uma elipse no
espaco de fase determinada por uma agao Jy, a posicao e o momento estarao sempre
nessa elipse. A ac@o ¢é intimamente ligada a emitancia, que definimos em 4.2.2.

O problema difere daquele do oscilador harmonico pela fase i, que nao avanca
uniformemente. E possivel ainda aplicar outra transformagcao no sistema, levando a um

avanco de fase uniforme. Esta é feita através da funcao geradora

2mvs 5 ds

c o B(5)

W2 (¢, Jl,S) = Jl ( ) + ’ngl, (B14>

na (agora antiga) coordenada 1 e no novo momento J;. Com isto, a transformagcao

completa é dada por

27wUs 5 ds
=)+ —— | —, B.15
V=9 C o B(3) ( )
Ji = J, (B.16)
2Ty v
H, = %Jl == (B.17)

B.2 Teoria de perturbacao

Escrevemos o Hamiltoniano como uma soma de duas contribui¢oes — um Hamiltoniano
nao perturbado, dependente apenas da agao J, mas que pode incluir termos nao-lineares
(a sintonia nao perturbada pode depender da amplitude), e uma perturbagao nao-linear

V' que pode depender da fase ®, de J e de 6, a variavel independente:
H=HyJ)+V (®,7,0). (B.18)

As variaveis em negrito representam vetores d-dimensionais. Na auséncia da perturba-
¢ao, as d componentes da acao J sao invariantes e o movimento é confinado ao toro

(d + 1)-dimensional no espago de fase (®,J,0).
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Mudamos a variavel independente de s para § = 27s/C' de modo que o Hamiltoniano
apresente periodicidade 27 em ambas as variaveis ® e 6. Por construcao, podemos
garantir que o termo perturbativo V' seja uma funcao periddica em 6 e & com média

Zero com respeito a essas variaveis:

2w 2
/ d0/ d® V (®,7,0) = 0. (B.19)
0 0

Caso esta média nao seja, de fato, zero, basta inclui-la no Hamiltoniano nao perturbado,
ja que serd um termo dependente apenas de J.

Vamos considerar uma transformacao do tipo
Wy (®,J1,0)=®-J, +G(P,Jq,0), (B.20)

onde G é uma fungao qualquer das variaveis indicadas. As novas coordenadas e o novo

Hamiltoniano sdo dados pelas equagoes (2.27):

P, = ¢+ Gy, (B.21)

J=J1+Gs, (B.22)

H, = H + Gj. (B.23)

As varidveis subscritas indicam derivadas parciais (Gy, = 0G/dJ4,...). No caso em

que GG é pequeno, a transformacao é proxima a identidade.

Substituindo J, o novo Hamiltoniano H; é escrito
Hi=Hy(J1+Gs)+V(®,J, + Gs,0) + Go. (B.24)

O angulo ® foi mantido de modo que o novo Hamiltoniano seja funcao das mesmas
variaveis que a funcao G. Expandimos os termos do novo Hamiltoniano em torno de
Jli

OHy (J) 1 0°Hy (J)
0J |y, (J=J0) + 2 03 |,
=Ho(J1)+v () -Go+ivy(31) G+ ..., (B.25)

Hy(Jy + Ga) = Hy (J1) + (J=J)+ ...
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onde usamos (B.22) e definimos o vetor frequéncia

OHo (J)
oJ

v(J)= (B.26)

como a derivada do Hamiltoniano nao perturbado. O termo perturbativo expandido

fica
ov 1 9%V 2
V(®,J,+Ge,0) =V (P,J,,0 — J-J e J-J
( s Ji ‘1>7) ( 717)+8JJ:J1( 1)+2 8J2J:J1( 1)+
=V (®,J1,0)+ V3 (®,J1,0) G + = — Gs+... (B.27)
2 0J |y,
Agora, se satisfizermos a seguinte equacao:
V(@,Jl,e)‘i‘l/(.]l) 'G<I,+G9 :0, (B28)

G serd da mesma ordem de V', e ao mesmo tempo, o Hamiltoniano H; contera apenas
o termo nao perturbado, dependente de J, e termos de segunda ordem na perturbacao,
uma vez que o lado esquerdo de (B.28) é composto pelos termos da expansao de (B.24)
que sao lineares na perturbacao.

Procuramos uma solugao periédica para G em (B.28). A existéncia de uma solugao
periddica é assegurada pela média de V' ser nula, que ja garantimos em (B.19). Sendo

as funcoes V' e GG periddicas em ®, podemos expressa-las em séries de Fourier:
V(®.J1,0) =Y vm(J1,0) ™, (B.29)

G(®,31,0) = gm(J1.0) ™ (B.30)

Substituindo estas expressoes em (B.28), chegamos a

: 0e™®  Jgn
im-$ 3 m im®| _
Em {vme +v gm_@(I) + 50 e } 0 (B.31)
; agm im-$
E Um + 1M - VG, + 20 | € =0, (B.32)

e portanto a
[zmv(Jl)%—%] Jm (J1,0) = —Um (Jl,g), (B33>
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que deve ser satisfeita para todo m. Sua solucao periddica é

Z’ 0427 ) ,
I (J1,0) = ———— / e (@O =0=ml, (31,6 df. (B.34)
(%

~ 2sin (rm - v)

A expressao completa para GG é dada por

. 0+2m
G(®,J1,0) =) W /9 e (@O =0-m)yy (3,,0') db. (B.35)

Tm - V)

Encontrada a solugao de G para a dada perturbagao (B.29), a equacao (B.28) fica
satisfeita e portanto o novo Hamiltoniano é aproximadamente independente da coorde-

nada ®; e da variavel independente:

H1 = H()(J1>+ [VJ(‘I),Jl,@)Gq)—F%VJ (Jl)Gé—F}
e

= Hy(3)) + V' (®,3,,0), (B.36)

uma vez que V' é uma perturbacao da ordem de V2. Por fim, podemos extrair a média
em ® e 6 do termo V'’ e absorvé-lo no termo dependente apenas da agao, e uma pequena

perturbacao Vi que, quando desprezada, nos da a invariancia da acao Ji:

H, = ﬁo (J1) + <V/ (@,J1,8)>1+\[V’ — (V' (®,J4, 9))]/

=Hox =V;
== H01 (J1)+‘/I((I)7J176) (B37)

Temos, com isso, a nova frequéncia v, derivada do novo Hamiltoniano nao perturbado
H01:
Vl <J1> — aHOl

0Jq

_ () | 9V
o0Jy 0Jy

=v(Jy)+

B.
a7, (B.38)

O termo Vj é de segunda ordem na perturbagao. Com isso, se a contribuicao de
ordem mais baixa em J; da perturbacio original é da ordem de J, a variacao da sintonia

serd da ordem de J?*7!, 0 que nos permite descartar V; para J; suficientemente pequeno,
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e assim temos um Hamiltoniano que depende apenas do novo momento canonico, a acao
J1. Com estas (aproximadamente) constantes do movimento, o movimento é confinado
a um toro de (d 4 1)-dimensodes no espago de fase.

Para que este método seja véalido, G deve ser sempre pequeno, o que nao é o caso
quando v assume certos valores. Podemos ver pela equacao (B.35) que G cresce inde-
finidamente conforme m - v se aproxima de um numero inteiro. Portanto, a teoria de

perturbacao nao deve ser usada nas vizinhangas de uma ressonancia.

B.3 Teoria de perturbacao aplicada aos sextupolos

em um grau de liberdade

Uma vez que sabemos corrigir a cromaticidade, tomaremos apenas a parte nao-croma-
tica do Hamiltoniano, e, por simplicidade, consideraremos somente a direcao horizontal
do movimento. O Hamiltoniano original (5.21) inclui termos de acoplamento, de forma
que é necessario o tratamento em dois graus de liberdade. Porém, a extensao para esse
caso a partir do tratamento dado aqui é bastante simples.

Da equagao (5.21),

2 2
H = % + K(s) % + Sés) z®. (B.39)

Aplicando a mesma transformacao da secao B.1 para as variaveis de a¢ao e angulo, com
x = +/2J [ cos ¢, temos

+V (e, J.s), (B.40)

onde

V2

5 S() B cos’
S(s)

= —F S 3/2 COS COS .
= 73 B [eos(30) +3cos ] (B.41)

é o termo de perturbagiao sextupolar. Expressamos o cos® ¢ em termos de cos(3¢)

V(p,J,s) =

e cos ¢, em uma forma apropriada para a decomposi¢do em série de Fourier (B.29).
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Encontrando os coeficientes e resolvendo (B.35) para G, pode-se chegar a

i e sin s)—Y(s) —mv
s 32 50 [3(6 + ¥(5) — ¥(s) — )]
+£ d5 5(3) [5(5) eE }_ (B.A2)

Ao contrario do exemplo calculado para o oscilador harmonico na secao B.1, a fase nao
avanca uniformemente, e por isso v é substituido por v (s) da equagao (B.12).
O préximo passo para o célculo da variagao de sintonia é calcular a média de V.

Para isso, encontramos

S(s) 12
42 ¢

3/2 s+C
Go(6.108) = == s [ s SO B0 conl + 0(6) — (s) — o]+

Vi (¢, J1, ) = [8(5)]*? [cos(3¢) + 3 cos ¢],

1 s+C - -
Frme ) S B eos 36 4+ 0(5) - (s) )]}

e portanto

V3G (1) = —g1is [ s (2 506) [ s (36 505) =

y {3(:05 (Y(3) — P(s) — mv) N cos [3(¥(3) — (s) — mv)] } .

sin(7v) sin(37v)

Conhecendo a distribui¢ao sextupolar S(s), podemos calcular estas integrais e, descar-

tando as flutuagées V' — (V’), o novo Hamiltoniano é dado por
H1 = J1ﬁ<8) + <VJG¢> (Jl) —+ ... (B43)

e a nova sintonia é obtida integrando em uma volta o avanco de fase:

1 [ 1 0 (V;Gy)
“lh) = %/ {B(3>+ a{](ﬁ J_J1}ds

L © 06y
Uma vez que a média da perturbacao é da ordem de J?, a sintonia varia linearmente com

(B.44)

27 0J

J=J1
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J. A distor¢ao da ressonancia de um terco no toro aproximadamente invariante dado
por J = J; + Gy (¢, J1, s), com J; constante, é atingida quando a sintonia se aproxima
de n/3, onde n é um inteiro. Isto é evidenciado pelos termos sin(7v) e sin(37v) nos
denominadores na expressao de (V;Gy) (J1).

Uma analise perturbativa mais profunda leva em consideracao termos de ordens
mais altas na perturbacao, que aqui descartamos, bem como a Teoria de Perturbacao

em ordens mais altas.
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