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Resumo

Um novo anel de armazenamento de elétrons está sendo projetado para a produção de

luz śıncrotron de alto brilho no Laboratório Nacional de Luz Śıncrotron (LNLS), em

Campinas. Para atingir um alto brilho, requer-se uma forte focalização do feixe, levando

a fortes não-linearidades dos campos magnéticos, o que limita a região de estabilidade

do movimento dos elétrons. Neste trabalho, estudamos a dinâmica destas part́ıculas no

anel e aplicamos métodos para a otimização da abertura dinâmica.
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Abstract

A new electron storage ring, Sirius, is being designed for the production of high bright-

ness synchrotron light at the Brazilian Synchrotron Light Laboratory (LNLS), in Cam-

pinas. To achieve high brightness, strong focusing of the beam is required, leading to

strong non-linearities in the magnetic fields, which limit the region of stable motion of

the electrons. In this work we study the dynamics of these particles in the ring and

apply methods for the optimisation of the dynamic aperture.
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5.3 Os multipolos magnéticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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8.1 A abertura dinâmica do Sirius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

8.1.1 A localização dos sextupolos de correção de cromaticidade . . . 82

8.1.2 A otimização sextupolar no OPA . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

8.1.3 A identificação das ressonâncias via mapas de frequência no Tracy 84

8.1.4 O efeito de erros de multipolos magnéticos . . . . . . . . . . . . 86
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Caṕıtulo 1

Introdução

É sabido que cargas elétricas, quando aceleradas, emitem radiação eletromagnética.

Part́ıculas em repouso ou em movimento uniforme e carregadas eletricamente criam

um campo elétrico em torno de si, cujas linhas se dispõem radialmente da part́ıcula ao

infinito. Como a propagação da informação se dá a uma velocidade finita (a velocidade

da luz), no momento em que a carga é acelerada, as linhas de campo a uma distância

suficientemente grande ainda estão apontando na direção onde a carga estava anterior-

mente. Isso causa uma distorção nas linhas de campo que é propagada à velocidade da

luz. Chamamos essa distorção de radiação eletromagnética [1, 2].

A radiação emitida por part́ıculas carregadas eletricamente quando aceleradas tem se

mostrado bastante útil ao longo dos anos, motivando a criação de diversos tipos de ace-

leradores. Sejam eles eletrostáticos (como os tubos de Raios-X) ou de Rádio-Frequência,

lineares ou circulares, colisores ou fontes de Radiação Śıncrotron, aceleradores tem se

prestado a diversas aplicações na indústria, nas pesquisas em F́ısica Nuclear e de Par-

t́ıculas, Biologia, Medicina, Ciência dos Materiais, Qúımica e outras áreas [3].

Em Campinas-SP, no Laboratório Nacional de Luz Śıncrotron (LNLS), operado

pelo Centro Nacional de Pesquisa em Energia e Materiais (CNPEM), está instalado

e em operação um anel de armazenamento de elétrons de segunda geração, chamado

UVX, otimizado para obtenção de luz śıncrotron em uma faixa do espectro que vai do

ultravioleta aos raios-X moles. Em fase de desenvolvimento, encontra-se atualmente o

projeto de uma nova fonte de luz śıncrotron, à qual foi dado o nome Sirius. Por esse

motivo, voltaremos nossa atenção a este tipo de acelerador.

Radiação ou Luz Śıncrotron é o nome que damos à radiação que é emitida por par-

t́ıculas carregadas quando estas sofrem aceleração centŕıpeta. Anéis de armazenamento

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

como fonte de luz śıncrotron podem ser classificados em três gerações. A primeira ge-

ração é composta por aceleradores que foram projetados para colisão de part́ıculas. A

emissão de radiação śıncrotron era um efeito secundário. Tais máquinas não são, por-

tanto, otimizadas para obtenção de luz śıncrotron. A segunda geração, na qual o anel

UVX do LNLS está inclúıdo, é constrúıda especificamente para luz śıncrotron, sendo os

dipolos magnéticos as principais fontes de radiação. A terceira geração apresenta radi-

ação de alt́ıssimo brilho, proveniente de Dispositivos de Inserção (DI). Podemos citar

como exemplo o Advanced Light Source (ALS), localizado em Berkeley, na Califórnia

e o European Synchrotron Radiation Facility (ESRF), em Grenoble, na França, dentre

outros.

O Sirius está sendo projetado para ser uma fonte de terceira geração, de alto brilho.

Esta caracteŕıstica implica na necessidade de uma forte focalização do feixe — o que

requer, por sua vez, a introdução de campos não-lineares para correção de efeitos de

aberrações cromáticas1. Com isto, a região de movimento estável dos elétrons — a

abertura dinâmica — fica limitada. Em constraste com a abertura f́ısica, a região

delimitada por obstáculos f́ısicos, como a câmara de vácuo, a abertura dinâmica é a

região de movimento estável que é delimitada pela própria dinâmica das part́ıculas. O

objetivo deste trabalho é o estudo dos métodos para otimização da abertura dinâmica,

através da minimização das não-linearidades que a limitam.

1.1 Anéis de armazenamento de elétrons

Um anel de armazenamento de elétrons como fonte de luz śıncrotron consiste de duas

estruturas principais: um sistema de injeção e o anel principal, em torno do qual são

instaladas as linhas de luz. O sistema de injeção é composto por um acelerador linear,

podendo incluir ou não um anel injetor, chamado booster (Fig. 1.1).

Elétrons são extráıdos via efeito termoelétrico de um catodo para o acelerador linear,

onde adquirem uma quantidade de energia, sendo então inseridos no booster, onde

são novamente acelerados, para enfim entrarem no anel principal, podendo ainda ser

acelerados novamente ou apenas armazenados em alta energia. Para evitar a perda

dos elétrons pelo espalhamento por átomos e moléculas, eles devem ser confinados no

interior de uma câmara em ultra-alto vácuo.

No anel principal, os elétrons são mantidos e guiados por forças de origem eletro-

1Seção 4.8.
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são dispositivos instalados em trechos retos do anel, voltados para a obtenção de luz

śıncrotron com caracteŕısticas especiais, como por exemplo alt́ıssimo brilho ou alta

energia. Os dispositivos de inserção, Onduladores ou Wigglers, contam com um campo

magnético alternado e periódico no espaço, obtido por blocos magnéticos ou um arranjo

de bobinas com polarização alternada, que força os elétrons a oscilarem, produzindo a

radiação desejada (Fig. 1.4).

Outros elementos importantes presentes em anéis de armazenamento são os moni-

tores de posição do feixe (BPM), bobinas corretoras de órbita, kickers, etc.



Caṕıtulo 2

Uma revisão da dinâmica

Hamiltoniana

Em um anel de armazenamento, a aceleração e a orientação das part́ıculas são originadas

a partir das forças de Lorentz, estando as duas componentes presentes: a força elétrica,

para elevar a energia das part́ıculas, e a força magnética, para orientá-las e focalizá-las.

É a partir da força de Lorentz que chegamos às equações de movimento. Neste caṕıtulo,

apresentamos o formalismo Hamiltoniano [5] que nos leva a estas equações.

2.1 As equações de Euler-Lagrange

Sistemas mecânicos cujas forças são deriváveis de um potencial escalar que é função das

coordenadas, das velocidades e do tempo (sistemas monogênicos) têm seu movimento

descrito pelo prinćıpio de Hamilton, que diz que, para estes sistemas, o movimento do

sistema de um instante t0 a um instante t1 é tal que a integral de linha

S =

∫ t1

t0

L (q, q̇, t) dt, (2.1)

chamada ação, possui um valor estacionário para o caminho em que se dá o movimento.

O ponto sobre a variável denota uma derivada total em relação ao tempo (q̇i = dqi/dt).

A função L, chamada Lagrangeana, é uma função da coordenada generalizada q, da

velocidade q̇, e do tempo t, a variável independente, e é dada por1 L = T − U , a

diferença entre a energia cinética T e o potencial escalar U , do qual se deriva a força

1A Lagrangeana não é univocamente definida, conforme veremos na seção 2.4.

7
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F = −∇U que atua no sistema. Equivalentemente, o prinćıpio de Hamilton diz que o

movimento é tal que a variação da ação, para t0 e t1 fixos, é zero:

δS = δ

∫ t1

t0

L dt = 0. (2.2)

Para um sistema com n graus de liberdade, expandindo a Lagrangeana em termos

de suas variáveis e substituindo em (2.2) temos

δ

∫ t1

t0

L dt =

∫ t1

t0

∑

i

∂L
∂qi

δqi dt+

∫ t1

t0

∑

i

∂L
∂q̇i

δq̇i dt. (2.3)

Pelo método variacional, devemos ter δqi = 0 nas extremidades do caminho de integra-

ção. Assim, simplificamos os termos da segunda integral do lado direito em (2.3):

∫ t1

t0

∂L
∂q̇i

δq̇i dt =

∫ t1

t0

∂L
∂q̇i

d

dt
δqi dt

=
∂L
∂q̇i

δqi

∣
∣
∣
∣

t1

t0
︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ t1

t0

d

dt

∂L
∂q̇i

δqi dt. (2.4)

Voltando então a (2.3),

δ

∫ t1

t0

L dt =

∫ t1

t0

∑

i

(
∂L
∂qi

− d

dt

∂L
∂q̇i

)

δqi dt = 0. (2.5)

Como as coordenadas generalizadas qi são independentes (assumindo a condição de

v́ınculos holonômicos), devemos ter

d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= 0, i = 1, 2, . . . , n. (2.6)

Estas são as n equações diferenciais de Euler-Lagrange que seguem do prinćıpio de

Hamilton para um sistema com n graus de liberdade monogênico e com v́ınculos ho-

lonômicos.
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2.2 As equações de Hamilton

Introduzimos agora o momento conjugado pi, definido por

pi ≡
∂L
∂q̇i

. (2.7)

Dessa forma, as variáveis p e q são conhecidas como variáveis canônicas. Substituindo

(2.7) em (2.6), é fácil ver que

ṗi =
∂L
∂qi

. (2.8)

O Hamiltoniano H é definido através de uma transformação de Legendre sobre a

Lagrangeana, que muda as variáveis das funções de (q, q̇, t) para (q, p, t):

H (q,p, t) =
∑

i

q̇ipi − L (q, q̇, t) . (2.9)

Por conveniência de notação, daqui em diante omitiremos o śımbolo de somatória,

ficando entendido que termos contendo ı́ndices repetidos estão sendo somados nesse

ı́ndice. A equação (2.9) é então simplificada:

H (q,p, t) = q̇ipi − L (q, q̇, t) .

O diferencial dH é

dH =
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂t
dt. (2.10)

Mas pela equação (2.9),

dH = q̇i dpi + pi dq̇i − dL

= q̇i dpi + pi dq̇i −
∂L
∂qi

dqi −
∂L
∂q̇i

dq̇i −
∂L
∂t

dt. (2.11)

Substituindo (2.7) e (2.8),

dH = q̇i dpi − ṗi dqi −
∂L
∂t

dt. (2.12)

Comparando (2.10) e (2.12), obtemos as 2n equações de Hamilton de primeira ordem,
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equivalentes às n equações de Euler-Lagrange de segunda ordem:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, 2, . . . , n. (2.13)

2.3 Variáveis ćıclicas

A busca da solução de equações de movimento é bastante simplificada quando o Ha-

miltoniano do sistema não depende de uma ou mais coordenadas ou momento. Em

dinâmica de feixes, é particularmente importante o caso em que o Hamiltoniano não

depende da coordenada qi mas depende do momento pi:

H = H (q1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , p1, p2, . . . , pi, . . .) . (2.14)

Podemos ver que isso anula uma das equações de movimento, e a variável conjugada

correspondente é uma constante do movimento:

∂H

∂qi
= −ṗi = 0 =⇒ pi é constante. (2.15)

As variáveis que não aparecem no Hamiltoniano são chamadas variáveis ćıclicas

e a cada uma delas corresponde uma variável conjugada que será uma constante do

movimento. A complexidade dos sistemas mecânicos pode ser reduzida se fizermos

uma escolha apropriada de variáveis canônicas de modo a remover a dependência do

Hamiltoniano com uma ou mais coordenadas do espaço de configuração. Para isso,

utilizamos o formalismo das transformações canônicas, a ser desenvolvido na seção

seguinte.

2.4 Transformações canônicas

Sistemas dinâmicos são descritos por um conjunto de variáveis canonicamente conju-

gadas: coordenadas e momentos. Muitas vezes, porém, pode ser mais interessante

expressar as equações em termos de diferentes variáveis que são funções das variáveis

originais, como por exemplo as novas coordenadas P e Q, no lugar de p e q. Tere-

mos também um novo Hamiltoniano H, função das novas variáveis. As equações de
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Hamilton para as novas coordenadas se escrevem:

dQi

dt
=
∂H(Q,P, t)

∂Pi

; (2.16)

dPi

dt
= −∂H(Q,P, t)

∂Qi

. (2.17)

As novas coordenadas devem ainda ser canonicamente conjugadas, ou seja, obedecendo

o prinćıpio de Hamilton.

2.4.1 A função geradora

A Lagrangeana é dada em termos do Hamiltoniano por:

L (q, q̇, t) = piq̇i −H (q,p, t) . (2.18)

Nas novas coordenadas P e Q, o prinćıpio de Hamilton então fica:

δS ′ = δ

∫ t1

t0

L′ dt = δ

∫ t1

t0

[

PiQ̇i −H (Q,P, t)
]

dt = 0. (2.19)

Isso implica que a nova Lagrangeana L′ pode diferir de L por uma derivada total com

relação ao tempo de uma função W (q, t) qualquer, como podemos ver:

L′ = L+ dW/dt (2.20)
∫ t1

t0

L′ dt =

∫ t1

t0

L dt+ [W (t1)−W (t0)]

δ

∫ t1

t0

L′ dt = δ

∫ t1

t0

L dt+ δ [W (t1)−W (t0)]

0 = 0 + δ [W (t1)−W (t0)] .

A expressão entre colchetes depende apenas dos valores de W nos instantes t0 e t1, que

são fixos, e não das diferentes formas que W (t) pode assumir. Portanto, a variação é

nula e a relação (2.20) é válida.

A funçãoW deve ser de uma das seguintes classes de funções, não só do tempo t, mas

também das antigas e das novas coordenadas: W1 (q,Q, t), W2 (q,P, t), W3 (p,Q, t), e
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W4 (p,P, t). Seja W = W1 (q,Q, t). Escrevemos então

piq̇i −H (q,p, t) = PiQ̇i −H (Q,P, t) + dW1/dt. (2.21)

Expandimos a derivada total

d

dt
W1 (q,Q, t) =

∂W1

∂qi

dqi
dt

+
∂W1

∂Qi

dQi

dt
+
∂W1

∂t

=
∂W1

∂qi
q̇i +

∂W1

∂Qi

Q̇i +
∂W1

∂t

e substitúımos em (2.21):

(

pi −
∂W1

∂qi

)

q̇i −
(

Pi +
∂W1

∂Qi

)

Q̇i −
(

H −H +
∂W1

∂t

)

= 0. (2.22)

Como as variáveis qi e Qi são independentes, os coeficientes de q̇i e Q̇i devem se anular,

de modo que a identidade seja sempre satisfeita. Chegamos então a

pi =
∂W1

∂qi
, Pi = −∂W1

∂Qi

, H = H +
∂W1

∂t
. (2.23)

As equações em (2.23) nos dão as relações entre as novas e as antigas variáveis na

transformação canônica obtida com a função geradora W1. Cada função geradora leva

a uma transformação canônica diferente. Seguindo um racioćınio análogo, podemos

considerar uma função do tipo W2 (q,P, t) e reescrever a equação (2.21) para W2. A

equação deve, porém, envolver a derivada Ṗi em vez de Q̇i. Para obtê-la nessa forma,

basta usarmos a função geradora W = W2 (q,P, t)− PiQi, de modo que tenhamos

d

dt
W2 (q,P, t) =

∂W2

∂qi
q̇i +

∂W2

∂Pi

Ṗi +
∂W2

∂t

e a equação (2.20) nos fornece:

piq̇i −H = PiQ̇i −H + Ẇ2 − ṖiQi − PiQ̇i

= −H + Ẇ2 − ṖiQi (2.24)

= −H +
∂W2

∂qi
q̇i +

∂W2

∂Pi

Ṗi +
∂W2

∂t
− ṖiQi. (2.25)
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Reagrupando os termos,

(

pi −
∂W2

∂qi

)

q̇i +

(

Qi −
∂W2

∂Pi

)

Ṗi −
(

H −H +
∂W2

∂t

)

= 0, (2.26)

e sendo qi e Pi independentes, pelo mesmo argumento usado em (2.22) obtemos:

pi =
∂W2

∂qi
, Qi =

∂W2

∂Pi

, H = H +
∂W2

∂t
. (2.27)

Equações de transformação correspondentes a (2.23) e (2.27) podem ser encontra-

das de forma semelhante para as funções do tipo W = W3 (p,Q, t) + piqi e W =

W4 (p,P, t) + piqi − PiQi, a saber, respectivamente:

qi = −∂W3

∂pi
, Pi = −∂W3

∂Qi

, H = H +
∂W3

∂t
; (2.28)

qi = −∂W4

∂pi
, Qi =

∂W4

∂Pi

, H = H +
∂W4

∂t
. (2.29)

Na seção A.2, aplicamos uma dessas transformações para obter o Hamiltoniano nas

coordenadas de Frenet-Serret, que serão introduzidas no próximo caṕıtulo.





Caṕıtulo 3

A dinâmica Hamiltoniana aplicada

ao anel de armazenamento

Descrever o movimento dos elétrons utilizando um sistema de coordenadas mais familiar,

como o cartesiano, seria demasiadamente complicado. Mostra-se muito mais conveni-

ente a adoção de um sistema de coordenadas curviĺıneas que descrevem os pequenos

deslocamentos dos elétrons relativos a órbita ideal, a qual conhecemos de antemão. A

órbita ideal é aquela que passa pelo centro dos elementos magnéticos. O uso de co-

ordenadas curviĺıneas é justificado ainda pela possibilidade de se fazerem expansões e

aproximações lineares, uma vez que tratamos sempre de pequenos deslocamentos em

relação à órbita ideal.

O sistema que usamos para descrever a dinâmica em um anel de armazenamento é

o sistema de Frenet-Serret1. Chamemos de s, coordenada azimutal, a distância de um

ponto fixo arbitrário até o ponto mais próximo do elétron, ambos sobre a órbita ideal.

As coordenadas x e y dão as distâncias perpendiculares horizontal e vertical do elétron

em relação à órbita ideal. A Fig. 3.1 ilustra esta convenção. Como a órbita ideal é

fechada, a coordenada s será ćıclica, isto é, conforme s aumenta após certo ponto, os

pontos do espaço começam a se repetir. Dessa forma, um mesmo ponto s sobre este

eixo pode ser representado por s + L, s + 2L, s + 3L, . . . , onde L é o comprimento da

órbita ideal (a circunferência do anel).

1Mais detalhes sobre sistemas de coordenadas curviĺıneas no Apêndice A.

15
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ou seja, o versor ŷ mantém sua direção vertical ao longo da órbita. A função G(s) ≡
1/ρ(s) é a função de curvatura. Os elétrons percorrem trajetórias em volta da órbita

de referência, e em qualquer ponto, a posição pode ser escrita como

r(s) = r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s). (3.5)

3.2 A Lagrangeana do sistema

A interação entre os elétrons e o campo eletromagnético depende apenas da carga

elétrica e e da velocidade v = ṙ dos elétrons dentro do campo. A Lagrangeana é

L (r,v, t) = −mc2
√

1− (v/c)2 − eΦ (r, t) + ev ·A (r, t) . (3.6)

Pela equação (2.7), temos que o momento canônico é

p =
mv

√

1− (v/c)2
+ eA = γmv + eA = P+ eA, (3.7)

onde m é a massa de repouso do elétron, γ ≡
[
1− (v/c)2

]−1/2
é o fator de Lorentz e

P = γmv é o momento cinético relativ́ıstico do elétron.

3.3 O Hamiltoniano do sistema

De acordo com (2.9), o Hamiltoniano é dado por

H = vipi +mc2
√

1− (v/c)2 − eA · v + eΦ. (3.8)

Rearranjando os termos,

H − eΦ = mc2/γ + pivi − eAivi

= mc2/γ + (pi − eAi) vi = mc2/γ + γmv · v
= γmc2

(
1/γ2 + v2/c2

)
= γmc2 = E

=

√

(mc2)2 + c2P2;
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elevando ao quadrado,

(H − eΦ)2 = m2c4 + c2 (p− eA)2 (3.9)

−m2c4 = c2 (p− eA)2 − (H − eΦ)2 .

Esta expressão, igual ao quadrado do comprimento do quadrivetor [cP, iE], com E =

H − eΦ, é um invariante de Lorentz. O Hamiltoniano é usualmente expresso como

H = eΦ +

√

c2 (p− eA)2 +m2c4. (3.10)

Em uma forma mais adequada ao estudo da dinâmica de part́ıculas em aceleradores,

através das transformações definidas na seção 2.4 e da mudança da variável indepen-

dente2 de t para s, escrevemos um novo Hamiltoniano K como:

K = −eAs −
[

1 +
x

ρ(s)

] [

(H − eΦ)2

c2
−m2c2 − P 2

x − P 2
y

]1/2

, (3.11)

sendo as coordenadas do vetor A dadas por

As = [1 +G(s) x]A · ŝ(s); (3.12)

Ax = A · x̂(s); (3.13)

Ay = A · ŷ(s). (3.14)

3.4 A aproximação paraxial

Tipicamente, as velocidades transversais dos elétrons são muito pequenas comparadas

à componente longitudinal, de forma que Px,y/P ≪ 1. Vimos na equação (3.9) que o

quadrado do momento cinético é

P 2 =
(H − eΦ)2

c2
−m2c2. (3.15)

Expandimos então a raiz quadrada no Hamiltoniano:

K = −eAs − [1 + x/ρ(s)]
(
P 2 − P 2

x − P 2
y

)1/2

2Os cálculos são detalhados no Apêndice A, seções A.2–A.3.
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= −eAs − [1 +G(s) x]
(
1− P 2

x/P
2 + P 2

y /P
2
)1/2

P

≈ −eAs − P (1 +Gx)
(
1− P 2

x/2P
2 − P 2

y /2P
2
)
. (3.16)

Encontraremos agora uma expressão para As. Para isso, expandimos o campo magné-

tico como3

By = B0(s) + B1(s) x+ . . . , (3.17)

Bx = B1(s) y + . . . , (3.18)

onde chamamos de B1(s) o gradiente do campo na direção x sobre a órbita ideal

(∂B/∂x)x,y=0. Como resultado da equação de Maxwell ∇ × B = 0, a igualdade

∂Bx/∂y = ∂By/∂x é válida, e B1 aparece na equação (3.18). O campo B0 é arran-

jado de modo que um elétron com o momento de referência P0 seja defletido com um

raio de curvatura ρ(s):

B0 =
P0

e ρ(s)
=
P0G(s)

e
. (3.19)

O gradiente B1(s) é normalmente expresso em termos da função de focalização

K1(s) ≡
eB1(s)

P0

. (3.20)

Usando B = ∇×A e a relação (A.37) para o rotacional no sistema de Frenet-Serret, e

tomando4 Ax = Ay = 0, a componente x do campo nos dá

Bx = B · x̂ = B1y =
1

1 +Gx

∂

∂y
[(1 +Gx)A · ŝ]

P0/e (1 +Gx)K1y = ∂As/∂y (3.21)

P0/e (K1y +GK1xy) = ∂As/∂y, (3.22)

e a componente y fornece

By = B · ŷ = B0 +B1x = − 1

1 +Gx

∂

∂x
[(1 +Gx)A · ŝ]

P0/e (1 +Gx) (G+K1x) = −∂/∂x [(1 +Gx)A · ŝ]
−P0/e

(
G+K1x+G2x+GK1x

2
)
= ∂As/∂x. (3.23)

3Desconsideramos termos referentes ao acoplamento entre as coordenadas x e y.
4Estamos assumindo que as componentes longitudinais dos campos são nulas.
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Resolvendo as equações (3.22) e (3.23) para As, chegamos a

As = −P0/e
[
Gx+

(
G2 +K1

)
x2/2−K1y

2/2
]
, (3.24)

ou simplesmente

eAs = −P0

(
Gx+ 1

2
Kxx

2 + 1
2
Kyy

2
)
, com Kx ≡ G2 +K1 e Ky ≡ −K1, (3.25)

desprezando os termos de ordem maior que 2 nas coordenadas transversais. Substi-

tuindo (3.25) em (3.16), obtemos o Hamiltoniano da aproximação paraxial:

K = P0Gx+ P0

(
Kxx

2/2 +Kyy
2/2

)
− (P + PGx)

(
1− P 2

x/2P
2 − P 2

y /2P
2
)

= P0Gx− P − PGx+ P0

(
Kxx

2/2 +Kyy
2/2

)
+ (P + PGx)

(
P 2
x/2P

2 + P 2
y /2P

2
)

= (P0 − P )Gx+ P0

(
Kxx

2/2 +Kyy
2/2

)
+ P 2

x/2P + P 2
y /2P + . . . (3.26)

Observe que redefinimos K como K + P no último passo, para nos livrarmos do termo

−P . A inclusão de termos constantes no Hamiltoniano não afeta as equações de movi-

mento.

3.5 As equações de movimento

A partir do Hamiltoniano (3.26) e da equação (2.13), obtemos as equações de movi-

mento:

x′ =
∂K
∂Px

=
Px

P
, P ′

x = −∂K
∂x

= − (P0 − P )G− P0Kxx;

y′ =
∂K
∂Py

=
Py

P
, P ′

y = −∂K
∂y

= −P0Kyy.

Derivando mais uma vez em relação a s,

x′′ =
P ′
x

P
= −P0 − P

P
G− P0

P
Kxx; (3.27)

y′′ =
P ′
y

P
= −P0

P
Kyy. (3.28)
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Simplificamos ainda mais a notação definindo o desvio em momento

δ ≡ P − P0

P0

(3.29)

e reescrevemos as equações:

x′′ + (1− δ)Kxx = δ G, (3.30)

y′′ + (1− δ)Kyy = 0, (3.31)

onde usamos P0/P = (1 + δ)−1 ≈ 1− δ e desprezamos o termo δ2 que aparece no lado

direito da equação (3.30).

3.6 Uma abordagem alternativa às equações de mo-

vimento

Nesta seção, apresentamos uma abordagem alternativa à dinâmica linear de feixes em

anéis de armazenamento. Chegaremos às equações de movimento aplicando pequenas

variações ao movimento dos elétrons próximos à órbita ideal, admitindo também um

pequeno desvio em energia.

3.6.1 O campo guia

Seja a órbita ideal contida no plano horizontal, assim como ocorre em quase todos os

anéis de armazenamento. Com esta condição, o campo magnético B deve ser puramente

vertical em todos os pontos da órbita. Uma vez que o campo e o seu gradiente horizontal

possuem apenas componentes verticais em x = y = 0 (pela simetria do campo em

relação ao plano da órbita), as suas magnitudes, B0(s) e (∂B0/∂x)x,y=0, são suficientes

para descrever completamente o campo magnético guia. O campo dB0/dx gera forças

focalizadoras, responsáveis pela estabilidade das trajetórias próximas à órbita ideal.

Expandimos as componentes do campo magnético que atua em um elétron no ponto

(s, x, y), da mesma forma que fizemos em (3.17) e (3.18)

By(s, x, y) = B0(s) + B1(s) x, (3.32)

Bx(s, x, y) = B1(s) y, (3.33)
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e descartamos os termos com derivadas do campo de ordem superior.

Os anéis de armazenamento são projetados para operar sob um certo intervalo de

energia dos elétrons. A alteração na energia é realizada alterando-se todos os campos

magnéticos simultaneamente e proporcionalmente à energia de operação desejada. As-

sim, ao se alterar o campo em todo o anel por um mesmo fator, a órbita ideal será

novamente uma órbita ideal para um elétron com um momento alterado pelo mesmo

fator. O efeito disso é que alterar os campos apenas altera a energia que é associada à

órbita ideal, o que nos motiva a definir as propriedades lineares do campo guia de uma

maneira independente da energia de operação escolhida, como por exemplo através das

funções introduzidas em (3.19) e (3.20)

G(s) =
e

P0

B0(s), (3.34)

K1(s) =
e

P0

B1(s). (3.35)

Substituindo em (3.34), podemos ver, através da Força de Lorentz, que G(s) nada mais

é do que o inverso do raio da curvatura dos elétrons com energia nominal em x = y = 0,

G(s) =
1

ρ(s)
, (3.36)

como também já hav́ıamos adiantado na seção 3.1. A função de focalização K1(s) é

a taxa de variação da função de curvatura com o deslocamento horizontal. Veremos

algumas propriedades destas duas funções.

Uma variação angular dθ da direção tangente à órbita ideal é dada por

− dθ =
ds

ρ(s)
= G(s) ds. (3.37)

Ao fim de uma revolução, a variação angular sofrida deve ser 2π. Assim, deve-se

satisfazer a relação
∫ L

0

G(s) ds =

∫ L

0

dθ = 2π. (3.38)

Dada a periodicidade do anel (lembrando que s+ L é necessariamente igual a s,

por se tratar exatamente do mesmo ponto, que se repete), as funções G(s) e K1(s) são

funções periódicas:

G(s+ L) = G(s), (3.39)
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K1(s+ L) = K1(s). (3.40)

Firmadas essas restrições, G(s) e K1(s) podem se apresentar bastante arbitrárias. Ape-

sar disso, convém aplicar certas restrições adicionais a essas funções para simplificar o

projeto de um anel de armazenamento. Uma delas é a do campo isomagnético: todos

os dipolos são projetados com o mesmo raio de curvatura, sendo esta nula fora desses

magnetos (trechos retos). Ou seja, campo isomagnético é aquele que possui o mesmo

valor em todos os lugares onde não é nulo:

G(s) = G0 = 1/ρ0 dentro dos dipolos; (3.41)

G(s) = 0 fora dos dipolos. (3.42)

Obviamente, um campo como esse não pode ser atingido na realidade, já que não podem

existir descontinuidades no campo magnético. Haverá sempre uma região nas bordas

dos magnetos onde o campo varia de 0 até o seu valor nominal. Porém, tal aproximação

é satisfatória e apropriada para a maioria dos nossos propósitos.

3.6.2 As equações de movimento

Consideremos um elétron se movendo em uma trajetória próxima à órbita ideal, com

uma energia E próxima à energia nominal E0. Seja ǫ = E − E0 o desvio de energia.

Usaremos a coordenada s como variável independente5. Mantendo a nossa aproximação

linear, termos de segunda ou maior ordem em x, y e ǫ serão descartados.

Consideremos, como ilustrado na Fig. 3.2, um elétron no ponto x(s) se movendo

com uma inclinação x′(s) ≡ dx/ds (ângulo entre a direção do movimento do elétron,

d~ℓ e a tangente da órbita ideal, ds naquele ponto x). Seja θ0 o ângulo entre a órbita

ideal e uma reta de referência qualquer, e θ o ângulo entre a trajetória do elétron e a

mesma referência. Temos então:

x′ = θ − θ0, (3.43)

x′′ =
d (θ − θ0)

ds
=

dθ

ds
− dθ0

ds
. (3.44)

Conforme vimos na equação (3.37), dθ0/ds = −1/ρ(s) = −G(s). Similarmente, dθ =

5Ver seção A.3 para mudança da variável independente.
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Mantendo apenas termos de primeira ordem, e lembrando que E = E0 + ǫ,

dθ = − E0

E0 + ǫ

[
G+

(
G2 +K1

)
x
]
ds.

Aproximando E0/ (E0 + ǫ) = (1 + ǫ/E0)
−1 ≈ (1− ǫ/E0), ficamos com

dθ =
[
−G−

(
G2 +K1

)
x+Gǫ/E0

]
ds. (3.48)

Podemos identificar o termo ǫ/E0 com o desvio δ que definimos na seção (3.5):

δ =
P − P0

P0

=
E − E0

E0

=
ǫ

E0

.

Então, voltando a equação (3.44), temos finalmente

x′′ = −
(
G2 +K1

)
x+ δG. (3.49)

A equação correspondente para o movimento vertical é facilmente obtida de maneira

análoga,

y′′ −K1y = 0. (3.50)

Podemos notar que, na aproximação que usamos, os movimentos horizontal e vertical

são independentes. Utilizando as funções Kx e Ky definidas em (3.25), resumimos as

equações de movimento na forma:

x′′ +Kx(s) x = δ G(s), (3.51)

y′′ +Ky(s) y = 0. (3.52)

As equações (3.51) e (3.52) são idênticas as equações de movimento (3.30) e (3.31) a

que chegamos pelo formalismo Hamiltoniano, exceto pelos termos de segunda ordem

nas coordenadas do espaço de fase proporcionais a δx e a δy que descartamos.

O termo correspondente a G2 não aparece em Ky devido ao fato da órbita estar

contida no plano horizontal, conforme assumimos. Na maioria dos anéis, o raio de

curvatura é grande o bastante, de modo que G2 é bem pequeno comparado a K1, e

assim Kx e Ky são aproximadamente iguais em magnitude, tendo sinais opostos. Nos

quadrupolos, G = 0 e então Kx = −Ky. Assim, um quadrupolo que focaliza o feixe na

direção horizontal ao mesmo tempo o defocaliza na direção vertical, e vice-versa.





Caṕıtulo 4

A dinâmica linear dos elétrons

Nos caṕıtulos anteriores deduzimos as equações de movimento. Nas próximas seções,

estudaremos com mais detalhes as componentes do movimento dos elétrons, obtendo

equações separadas para as oscilações bétatron e para a órbita fechada deslocada por

um desvio na energia em relação à energia nominal. Apresentaremos a solução para

as equações diferenciais lineares com coeficientes periódicos e definiremos as principais

funções ópticas.

4.1 A função de dispersão

O movimento na direção radial pode ser separado em duas contribuições: uma parte

devida ao desvio em energia, que resulta em uma órbita de equiĺıbrio fechada, xǫ(s),

e outra devida a oscilações transversais em torno dessa órbita deslocada, a chamada

oscilação bétatron, xβ(s). Expressamos a situação da seguinte forma:

x(s) = xǫ(s) + xβ(s). (4.1)

Substitúımos na equação (3.51) e obtemos

x′′ǫ + x′′β +Kx(s) xǫ +Kx(s) xβ = δ G(s).

É fácil ver que, se são válidas as seguintes equações:

x′′ǫ +Kx(s) xǫ = δ G(s), (4.2)

x′′β +Kx(s) xβ = 0, (4.3)

27
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a equação (3.51) continua satisfeita. Para tornar única esta composição, basta requerer

que xǫ(s) seja uma função periódica em s, com peŕıodo L. Então xǫ será a única solução

para a órbita fechada para um elétron com energia E0 + ǫ, e o movimento radial total

será a soma da nova órbita de equiĺıbrio com a oscilação bétatron.

Ignorando termos quadráticos e de ordem mais alta, tomamos o deslocamento xǫ

como linearmente proporcional ao desvio em energia e escrevemos

xǫ(s) = η(s) δ, (4.4)

e assim definimos a função η(s), chamada função de dispersão, que, invertendo a equação

(4.4) e substituindo em (4.2), satisfaz

η′′ +Kx(s) η = G(s). (4.5)

Devido à periodicidade da função xǫ(s), η(s) também será uma solução particular única

para a equação (4.5). A função de dispersão é completamente definida pelas funções de

curvatura e focalização do anel de armazenamento.

4.2 As trajetórias bétatron

Daqui em diante, utilizaremos a equação

u′′ +K(s) u = 0 (4.6)

para expressar (4.3) e (3.52), com u assumindo as coordenadas xβ e y, eK(s) assumindo

as funções Kx(s) e Ky(s), respectivamente. Isto é, o tratamento que será dado se aplica

tanto ao movimento vertical livre quanto à oscilação bétatron horizontal do elétron com

energia E0. Uma equação diferencial como (4.6), com coeficiente K(s) periódico, é uma

equação de Hill.

A função de focalização K(s) é definida pela rede do anel e conhecida em cada ponto

s. Dada uma posição e uma inclinação u e u′ iniciais, o movimento subsequente pode ser

univocamente determinado. O campo guia é composto por segmentos magnéticos, em

cada um dos quais podemos considerar K(s) como constante. A solução das equações
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condições no ponto inicial s0. De uma forma geral,

u(s) = C (s, s0) u (s0) + S (s, s0) u
′ (s0) , (4.10)

u′(s) = C ′ (s, s0) u (s0) + S ′ (s, s0) u
′ (s0) . (4.11)

Substituindo em (4.6), chegamos a

[C ′′ (s, s0) +K(s)C (s, s0)] u0 + [S ′′ (s, s0) +K(s)S (s, s0)] u
′
0 = 0, (4.12)

onde denotamos u (s0) e u′ (s0) por u0 e u′0, para simplificar a notação. Para que a

equação seja satisfeita para qualquer par de condições iniciais {u0, u′0}, os coeficientes
devem se anular separadamente:

C ′′ (s, s0) +K(s)C (s, s0) = 0, (4.13)

S ′′ (s, s0) +K(s)S (s, s0) = 0. (4.14)

Não existe uma solução anaĺıtica geral para as equações (4.13) e (4.14) para uma

funçãoK(s) qualquer (uma distribuição arbitrária de quadrupolos). Métodos numéricos

podem ser empregados para resolver estas equações. Porém, apresentaremos a seguir

métodos mais práticos para a descrição deste problema.

4.2.1 O formalismo matricial

Escrevemos as soluções (4.10) e (4.11) em uma forma simplificada em notação matricial:

U(s) =M (s|s0) U (s0) , (4.15)

onde

U(s) ≡
[

u(s)

u′(s)

]

, e M (s|s0) ≡
[

C (s, s0) S (s, s0)

C ′ (s, s0) S ′ (s, s0)

]

. (4.16)

A formulação matricial é bastante útil pelo fato de que a matriz de transferência

M (s2|s0) de um ponto s0 para um ponto s2 pode ser composta pelo produto das matrizes

M (s2|s1) e M (s1|s0), se s1 é um ponto intermediário:

M (s2|s0) =M (s2|s1)M (s1|s0) . (4.17)
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Nos trechos onde consideramos K constante, a matriz M (s|s0) depende apenas do

valor de K e do comprimento ∆s = s− s0 do segmento. Para K > 0,

C (s, s0) = cos
(√

K∆s
)

, S (s, s0) =
1√
K

sin
(√

K∆s
)

; (4.18)

para K < 0,

C (s, s0) = cosh
(√

|K|∆s
)

, S (s, s0) =
1√
K

sinh
(√

|K|∆s
)

; (4.19)

e para K = 0,

C (s, s0) = 1, S (s, s0) = ∆s. (4.20)

Desta forma, podemos obter uma matriz de transferência para cada elemento da linha

de transporte, e assim seguir a trajetória do elétron ao longo do anel pela multiplicação

sucessiva das matrizes de cada elemento. Tal procedimento é bastante valioso por

eliminar a necessidade de se resolver a equação diferencial (4.6) e por ser facilmente

implementável em computadores, com as ferramentas dispońıveis atualmente.

Trecho livre

Em um trecho de comprimento ∆s = s − s0 livre de elementos magnéticos, onde as

funções K e G são nulas, a solução da equação (4.6) é simplesmente

u(s) = u (s0) + u′ (s0) ∆s; (4.21)

u′(s) = u′ (s0) ; (4.22)

ou, na forma matricial,

[

u(s)

u′(s)

]

=

[

1 ∆s

0 1

][

u (s0)

u′ (s0)

]

. (4.23)

A matriz de transformação

Md (∆s|0) =
[

1 ∆s

0 1

]

(4.24)

é usada para representar qualquer trecho livre de comprimento ∆s, assim como também
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pode ser uma aproximação para um dipolo cujo raio de curvatura seja suficientemente

grande.

Quadrupolo

A matriz de transformação para os quadrupolos é a que corresponde à solução da

equação (4.6) com K 6= 0, como já adiantado pelas equações (4.18) e (4.19). Para um

quadrupolo focalizador (K > 0), definindo ψ ≡
√
K∆s, temos

MQF (∆s|0) =
[

cosψ 1√
K
sinψ

−
√
K sinψ cosψ

]

; (4.25)

para um quadrupolo defocalizador, com K < 0 e ψ̄ =
√

|K|∆s,

MQD (∆s|0) =




cosh ψ̄ 1√

|K|
sinh ψ̄

√

|K| sinh ψ̄ cosh ψ̄



 . (4.26)

Aproximação de lente fina

Em alguns casos pode ser útil a aproximação de que um quadrupolo é um elemento

magnético com comprimento ∆s muito menor que a sua distância focal f . Fazemos

∆s→ 0, mantendo constante a força de focalização

f−1 = K∆s. (4.27)

Segue-se que ψ =
√
K∆s → 0, bem como ψ̄ =

√

|K|∆s → 0, e as matrizes de

transformação se resumem a

MLF =

[

1 0

−f−1 1

]

, (4.28)

diferindo-se apenas pelo sinal de f−1 em cada plano. No plano de focalização (defoca-

lização), K > 0 (K < 0) e portanto f−1 > 0 (f−1 < 0).

4.2.2 As oscilações pseudoharmônicas

Embora o formalismo matricial seja bastante conveniente, em especial para se resolver

computacionalmente, ele não fornece muitas informações a respeito das trajetórias das
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part́ıculas. Por isso, é interessante resolvermos analiticamente as equações de movi-

mento.

A equação (4.6) é idêntica à equação de um oscilador harmônico, exceto pelo coefi-

ciente K que neste caso não é constante, mas varia com s. Usamos então uma solução

tentativa para (4.6) com amplitude ζ e fase ϕ dependentes de s. Seja a solução

u(s) = aζ(s) cos [ϕ(s)− ϑ] , (4.29)

onde a e ϑ são constantes que dependem das condições iniciais. Tomamos a primeira e

a segunda derivadas,

u′ = aζ ′ cos (ϕ− ϑ)− aζ sin (ϕ− ϑ)ϕ′, (4.30)

u′′ = aζ ′′ cos (ϕ− ϑ)− aζ ′ sin (ϕ− ϑ)ϕ′ − aζ ′ sin (ϕ− ϑ)ϕ′ −
− aζ cos (ϕ− ϑ)ϕ′2 − aζ sin (ϕ− ϑ)ϕ′′

=
(
aζ ′′ − aζϕ′2) cos (ϕ− ϑ)− (2aζ ′ϕ′ + aζϕ′′) sin (ϕ− ϑ) . (4.31)

e inserimos em (4.6):

(
aζ ′′ − aζϕ′2 +Kaζ

)
cos (ϕ− ϑ)− (2aζ ′ϕ′ + aζϕ′′) sin (ϕ− ϑ) = 0. (4.32)

Para que a solução (4.29) seja válida para todas as fases ϑ, os coeficientes do cosseno e

do seno devem se anular. Ficamos então com as condições:

ζ ′′ − ζϕ′2 +Kζ = 0 (4.33)

e

2ζ ′ϕ′ + ζϕ′′ = 0, (4.34)

que podemos reescrever como 2ζζ ′ϕ′ + ζ2ϕ′′ = (ζ2ϕ′)
′
= 0, e portanto

ζ2ϕ′ = constante. (4.35)

Podemos normalizar esta constante para 1 e integrar para obter a fase

ϕ(s)− ϑ =

∫ s

0

ds̄

ζ2(s̄)
≡

∫ s

0

ds̄

β(s̄)
. (4.36)
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Com ϕ′ = ζ−2, as condições (4.33) e (4.34) se resumem a

ζ ′′ +Kζ − 1

ζ3
= 0. (4.37)

É tradicional, em f́ısica de aceleradores, escrevermos estas equações em termos da

função β(s) ≡ ζ2(s) em vez de ζ(s). Assim, substitúımos ζ =
√
β e ζ ′′ = 1

2

(
β′′

β1/2 − β′2

2β3/2

)

em (4.33), e multiplicando por β3/2, a equação fica

1
2

(
ββ′′ − 1

2
β′2)− (βϕ′)

2
+ β2K = 0; (4.38)

substituindo em (4.34), por sua vez, obtemos a constante βϕ′ = 1 e, da equação (4.38),

1
2
ββ′′ − 1

4
β′2 + β2K = 1. (4.39)

Multiplicamos por 2/β:

β′′ − β′2/2β + 2 (βK − 1/β) = 0

β′′ + 2Kβ − 2/β
(
1 + β′2/4

)
= 0. (4.40)

Definindo

α ≡ −ζζ ′ = −β1/2
(
β−1/2β′/2

)
= −β′/2 e γ ≡ 1 + α2

β
(4.41)

temos

β′′ + 2Kβ − 2γ = 0. (4.42)

Como α′ = −β′′/2, podemos escrever

α′ = Kβ − γ. (4.43)

Pelo que desenvolvemos até aqui, qualquer solução para (4.42), juntamente com a função

de fase ϕ(s), forma uma solução para a equação de movimento (4.29).

A elipse no espaço de fase

Ainda que, pela solução das equações de movimento, seja posśıvel acompanharmos a

trajetória do elétron através de um arranjo arbitrário de elementos magnéticos, muitas

vezes precisamos considerar um feixe de muitas part́ıculas, e o cálculo da trajetória
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para cada uma delas se torna impraticável. Procuramos, dessa forma, um método para

descrever o movimento do feixe como um todo.

Estudamos a dinâmica dos elétrons em um espaço de fase em seis dimensões, com

coordenadas (x, x′, y, y′, σ, E) — com as inclinações x′ = Px/P0 e y′ = Py/P0 no lugar

das componentes transversais do momento, Px e Py, que são usualmente representadas

em um espaço de fase. σ é o deslocamento do elétron com energia E, ao longo do

eixo s, em relação a um elétron śıncrono com a energia nominal E0. Vamos ignorar o

acoplamento entre os movimentos vertical e horizontal, bem como entre os movimentos

transversal e longitudinal, de modo que podemos dividir o espaço de fase 6-dimensional

em três planos bidimensionais independentes.

É posśıvel provar que a densidade de part́ıculas no espaço de fase não se altera ao

longo de uma linha de transporte de feixe, na qual as forças atuantes são conservativas.

Isto é, elétrons que estejam dentro de um contorno fechado no espaço de fase em um

certo ponto s permanecerão dentro deste contorno — um resultado do teorema de

Liouville, da Mecânica Estat́ıstica [2, 5, 6].

Ao acompanharmos o movimento de um elétron no espaço de fase a cada volta no

anel, podemos notar que ele estará sempre sobre uma elipse no espaço de fase, descrita

pela equação1

γu2 + 2αuu′ + βu′2 = ε. (4.44)

Os parâmetros α, β e γ definem a forma e a orientação da elipse, enquanto que a

emitância do feixe ε é proporcional à área da elipse:

∫

elipse

du du′ = πε. (4.45)

A emitância, multiplicada por π, é numericamente igual à área ocupada pelo feixe no

plano de fase e é uma medida do seu tamanho e da sua divergência. Se escolhermos o

elétron que está sobre a maior das elipses no espaço de fase, saberemos que qualquer

outro elétron estará e permanecerá dentro dessa elipse, e com isso podemos descrever o

comportamento coletivo de um feixe de várias part́ıculas através da dinâmica de uma

única part́ıcula.

Para isso, basta sabermos como os parâmetros da elipse se transformam ao longo

1Novamente, estamos representando ambos os planos (x, x′) e (y, y′) por (u, u′), bem como os
parâmetros α, β, γ e ε da elipse representam αx, βx, γx, εx e αy, βy, γy, εy. A equação da elipse pode
ser obtida derivando (4.29) e substituindo u em u′.
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do anel. Seja

γ0u
2
0 + 2α0u0u

′
0 + β0x

′2
0 = ε (4.46)

a equação da elipse no ponto inicial s = 0. Em um ponto s 6= 0, as coordenadas serão

dadas por (4.15):
[

u(s)

u′(s)

]

=

[

C (s, 0) S (s, 0)

C ′ (s, 0) S ′ (s, 0)

][

u0

u′0

]

. (4.47)

Invertemos a matriz M (s, 0) e resolvemos para u0 e u′0:

[

u0

u′0

]

=

[

S ′ −S
−C ′ C

][

u

u′

]

, (4.48)

observando que o determinante CS ′−SC ′ da matriz M é 1, resultado das condições de

contorno

C (s0, s0) = 1, S (s0, s0) = 0;

C ′ (s0, s0) = 0, S ′ (s0, s0) = 1.

Substituindo u0 = S ′u− Su′ e u′0 = −C ′u+ Cu′ na equação (4.46), temos

ε = γ0
(
S ′2u2 + S2u′2 − 2SS ′uu′

)
+ 2α0

[
−S ′C ′u2 + (CS ′ + SC ′) uu′ − SCu′2

]
+

+ β0
(
C ′2u2 + C2u′2 − 2CC ′uu′

)
. (4.49)

Agrupando os coeficientes de u2, u′2 e uu′,

ε =
(
S ′2γ0 − 2S ′C ′α0 + C ′2β0

)
u2 + 2 [−SS ′γ0 + α0 (CS

′ + SC ′)− CC ′β0] uu
′ +

+
(
S2γ0 − 2SCα0 + C2β0

)
u′2. (4.50)

Comparando com a equação (4.44), identificamos os coeficientes com os parâmetros no

novo ponto s:

γ(s) = C ′2β0 − 2S ′C ′α0 + S ′2γ0, (4.51)

α(s) = −CC ′β0 + (S ′C + SC ′)α0 − SS ′γ0, (4.52)

β(s) = C2β0 − 2SCα0 + S2γ0. (4.53)

A área da elipse ainda é a mesma, πε, mas a forma e a orientação foram alteradas,
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sendo agora definidas pelos parâmetros {α(s), β(s), γ(s)} 6= {α0, β0, γ0}. Colocando na

forma matricial, os chamados parâmetros de Twiss se transformam como






β(s)

α(s)

γ(s)




 =






C2 −2CS S2

−CC ′ CS ′ + SC ′ −SS ′

C ′2 −2C ′S ′ S ′2











β0

α0

γ0




 . (4.54)

A envoltória do feixe

É posśıvel definir uma envoltória para as trajetórias de todos os elétrons, descrevendo

o feixe como um todo. Cada elétron i segue uma trajetória definida por

ui(s) = a
√

β(s) cos [ϕ(s) + δi] , (4.55)

onde δi é uma fase arbitrária para o elétron i e a =
√
ε pela definição da emitância em

(4.44). Selecionando, em cada ponto ao longo da linha de transporte, os elétrons para

os quais cos [ϕ(s) + δi] = ±1, definimos uma envoltória do feixe contendo 1-sigma das

part́ıculas:

E(s) = ±
√
ε
√

β(s). (4.56)

4.3 A dinâmica de feixes em termos das funções bé-

tatron

A trajetória de qualquer elétron pode ser descrita por

u(s) = a
√

β cosϕ+ b
√

β sinϕ. (4.57)

Os fatores de amplitude a e b são determinados pelas condições de contorno em s = 0:

ϕ = 0,
β = β0,

α = α0,

u(0) = u0,

u′(0) = u′0.
(4.58)

Substituindo os valores de a e b obtidos dessas condições,

a =
1√
β0
u0, (4.59)
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b =
α0√
β0
u0 +

√

β0u
′
0, (4.60)

a equação (4.57) fica

u(s) =
√

β
β0

(cosϕ+ α0 sinϕ) u0 +
√

β0β sinϕu
′
0, (4.61)

u′(s) = 1√
β0β

[(α0 − α) cosϕ− (1 + α0α) sinϕ] u0 +

+
√

β0

β
(cosϕ− α sinϕ) u′0. (4.62)

A matriz de transferência (4.16) para esta solução é

M (s|s0) =





√
β
β0

(cosϕ+ α0 sinϕ)
√
β0β sinϕ

α0−α√
β0β

cosϕ− 1+α0α√
β0β

sinϕ
√

β0

β
(cosϕ− α sinϕ)



 . (4.63)

O conhecimento das funções bétatron, obtidas pela solução numérica de (4.42) ou

pela transformação dos parâmetros da elipse de fase via (4.54), nos permite calcular

trajetórias individuais das part́ıculas.

4.4 A sintonia

A função β(s), definida pelas caracteŕısticas de focalização e curvatura da rede magné-

tica, é periódica:

β(s+ L) = β(s).

Isto implica que, conforme o elétron completa uma volta no anel, a partir de qualquer

posição inicial s0, sua fase ϕ− ϑ avança por um valor

∫ s0+L

s0

ds

β(s)
=

∫ L

0

ds

β(s)
(4.64)

que não depende de s0. Definimos a sintonia ou o número bétatron ν como o avanço

de fase normalizado por 2π:

ν =
1

2π

∫ L

0

ds

β(s)
. (4.65)

A sintonia é um importante parâmetro do anel de armazenamento devido a possi-

bilidade de ocorrência de ressonâncias que perturbam o feixe, conforme os valores que

ν pode assumir. Um valor de ν inteiro implica em um avanço de fase de múltiplos in-
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um ponto de operação afastado das ressonâncias para garantir estabilidade indepen-

dentemente da amplitude transversal do movimento dos elétrons, obtendo assim uma

abertura dinâmica infinita. Porém, não só é imposśıvel construir um anel de armazena-

mento sem efeitos dessa ordem, como também se faz necessária a introdução proposital

de termos não-lineares, através dos sextupolos, para correção de efeitos de aberração

cromática, conforme veremos na seção 4.8.

4.5 A dinâmica de feixes em coordenadas normali-

zadas

Nas seções anteriores, encontramos uma solução oscilatória com amplitude e frequência

variáveis para o movimento dos elétrons. Notando a semelhança da forma da equação

(4.6) à de um oscilador harmônico, procuramos uma transformação de coordenadas que

faça o movimento parecer exatamente igual ao de um oscilador harmônico, do ponto

de vista matemático [2]. Tal formulação da dinâmica de feixes é bastante útil para o

estudo de perturbações nas trajetórias de part́ıculas (após a introdução das variáveis

de ação e ângulo, na seção B.1) e, como veremos logo adiante, na teoria Hamiltoniana

de ressonâncias.

Introduzimos as coordenadas normalizadas w e φ, também chamadas de coordenadas

de Floquet, através da transformação

w =
u

ζ(s)
, φ(s) =

∫ s

0

ds̄

νζ2(s)
. (4.66)

Tomamos ζ2φ′ = 1/ν, diferentemente de ζ2ϕ′ = 1 como fizemos em (4.35). Repre-

sentando por pontos as derivadas com relação a φ, como dw/dφ = ẇ, calculamos as

derivadas de u:

u′ = w′ζ + wζ ′

= ẇφ′ζ + wζ ′

= ẇ
1

νζ
+ wζ ′; (4.67)

e

u′′ = ẅ
φ′

νζ
− ẇ

zeta′

νζ2
+ wζ ′′ + ẇφ′ζ ′
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= ẅ
1

ν2ζ3
+ ẇ

(
ζ ′

νζ2
− ζ ′

νζ2

)

+ wζ ′′

=
ẅ

ν2ζ3
+ wζ ′′. (4.68)

Substituindo u e u′′ em (4.6), temos

u′′ +Ku =
ẅ

ν2ζ3
+ wζ ′′ +Kwζ = 0

=
ẅ

ν2ζ3
+ w (ζ ′′ +Kζ) = 0. (4.69)

Da equação (4.37), temos ζ ′′ +Kζ = ζ−3. Portanto,

u′′ +Ku =
1

ν2ζ3
(
ẅ + ν2w

)
= 0. (4.70)

Em contraste com o termo K(s) na equação (4.6), ν2 em (4.70) é constante, e temos

a equação exata de um oscilador harmônico. Nesta representação, os elétrons realizam

oscilações periódicas cossenoidais com a frequência ν:

w = w0 cos [νφ(s) + φ0] . (4.71)

Vimos na subseção 4.2.2, que cada elétron percorre uma trajetória fechada na forma

de elipse no espaço de fase. Nas coordenadas não normalizadas, porém, as elipses mu-

dam de forma e orientação continuamente de um ponto a outro. Utilizando as coorde-

nadas normalizadas, as elipses não perturbadas se transformam em ćırculos invariantes.

Isto pode ser visto tomando a solução u(s) = aζ(s) cos [φ(s)] e por (4.66)

w(φ) = u/ζ = a cosφ, (4.72)

ẇ(φ) = −a sinφ. (4.73)

Somando os quadrados de ambas equações temos

w2 +

(
dw

dφ

)2

= a2, (4.74)

onde a é a amplitude da oscilação bétatron. A Fig. 4.3 mostra a elipse no espaço de

fase em coordenadas normalizadas.
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Sendo a perturbação supostamente pequena, substituiremos w no lado direito da

equação (4.75) por w0. A oscilação bétatron não perturbada pode ser escrita, de uma

forma geral, por

w0(φ) = a eiν0φ + b e−iν0φ, (4.77)

onde a e b são constantes arbitrárias. Expressamos wn−1
0 por uma soma de termos

exponenciais,

wn−1(φ) ≈ wn−1
0 =

∑

|q| ≤n−1

Wq e
−iqν0φ. (4.78)

Inserindo (4.76) e (4.78) em (4.75), chegamos a equação de movimento

ẅ + ν20w =
∑

q,m

Wq p̄nm e
−i(m+qν0)φ. (4.79)

A solução para esta equação inclui termos de ressonância sempre que há um termo

perturbativo com uma frequência igual a frequência ν0 do movimento não perturbado.

Portanto, a condição de ressonância é

m+ qν0 = ν0, com |q| ≤ n− 1. (4.80)

Podemos ver então que, para erros dipolares, para os quais n = 1 e portanto q só

pode ser zero, temos a condição de ressonância de inteiro:

m = ν0. (4.81)

Para n = 2, o ı́ndice q pode assumir os valores 0 e ±1. Porém, a equação (4.78)

neste caso particular se escreve

w0(φ) =
∑

|q| ≤ 1

Wq e
−iqν0φ = W−1 e

iν0φ +W0 +W1 e
−iν0φ, (4.82)

e comparando com (4.77), vemos que W0 = 0. As condições para estas ressonâncias de

segunda ordem são:

m+ ν0 = ν0 ⇒ m = 0 → desvio de sintonia,

m− ν0 = ν0 ⇒ m = 2ν0 → ressonâncias de inteiro e semi-inteiro,

m = ν0 → não há ressonância, pois W0 = 0.

(4.83)
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Desta forma, erros de gradiente podem causar ressonâncias de inteiro e de semi-inteiro.

Ressonâncias de terceira ordem, n = 3, podem ser geradas por campos sextupolares.

Podemos ter q = 0,±1,±2. Calculamos wn−1
0 com n = 3 via (4.77), obtendo

w2
0 = a2 e2iν0φ + b2 e−2iν0φ + 2ab, (4.84)

de onde vemos que W−1 e W1 são nulos, portanto não ocorrendo ressonâncias para

q = ±1. As ressonâncias para perturbações sextupolares são:

m− 2ν0 = ν0 ⇒ m = 3ν0 → ressonância de um terço,

m = ν0 → ressonância de inteiro,

m+ 2ν0 = ν0 ⇒ m = −ν0 → ressonância de inteiro.

(4.85)

Campos sextupolares podem gerar ressonâncias de terceira ordem em sintonias de

ν0 = l + 1/3 ou ν0 = l − 1/3, (4.86)

onde l é um inteiro.

Por fim, encontramos as condições de ressonância para campos octupolares, n = 4,

para q = 0,±1,±2,±3. Novamente por (4.77),

w3
0 = a3 e3iν0φ + 3a2b eiν0φ + 3ab2 e−iν0φ + b3 e−3iν0φ, (4.87)

de onde notamos que W0 = W±2 = 0. Assim, as condições de ressonância são:

m− 3ν0 = ν0 ⇒ m = 4ν0 → ressonância de um quarto,

m− ν0 = ν0 ⇒ m = 2ν0 → ressonância de semi-inteiro,

m+ ν0 = ν0 ⇒ m = 0 → desvio de sintonia,

m+ 3ν0 = ν0 ⇒ m = −2ν0 → ressonância de semi-inteiro.

(4.88)

A condição geral de ressonância para oscilações bétatron em um plano é expressa

por

|m| = (|q| ± 1) ν0, (4.89)

sendo (|q|+ 1) a ordem da ressonância. Nesta aproximação, a ordem máxima das resso-

nâncias dependem da ordem dos campos não-lineares presentes. Um campo multipolar

de ordem n pode gerar ressonâncias de todas as ordens até n, com amplitudes que
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dependem da força multipolar e das localizações desses multipolos na rede. Por esta

razão, as ressonâncias de ordem mais baixa são as mais perigosas, pois podem ser ge-

radas por perturbações no campo de todos os elementos magnéticos, enquanto que as

mais altas são geradas apenas pelos elementos com campos multipolares de ordens mais

altas. Estas dificilmente estão presentes, ou quando estão são geralmente mais fracas.

Observamos que o termo ressonância é usado de forma geral, inclusive para efeitos

que não causam a perda do feixe. As ressonâncias caracterizadas por m = 0, no caso

de erros de gradiente, levam a desvios na sintonia em todo o feixe, sem afetar a sua

estabilidade — pelo menos enquanto esse desvio não move o feixe para uma outra

ressonância. Pode-se mostrar que todas as ressonância de ordem par levam a alguma

forma de desvio na sintonia; tais desvios não ocorrem para ressonâncias de ordem ı́mpar

(contanto que estas perturbações sejam fracas).

Nas deduções aqui apresentadas, expandimos as perturbações em séries de Fourier

assumindo que o acelerador circular completo como sendo o peŕıodo da expansão. Po-

rém, em geral, um acelerador circular é composto por um ou mais super-peŕıodos idên-

ticos. Para uma rede circular composta de N super-peŕıodos, a condição de ressonância

é modificada para

|j|N = (|q| ± 1) ν0, (4.90)

onde j é um inteiro. Dessa forma, muitas ressonâncias podem ser eliminadas em uma

rede com alta super-periodicidade. Porém, ressonâncias “proibidas” podem ainda apa-

recer devido a erros de campo ou de alinhamento que quebrem essa super-periodicidade.

De qualquer forma, estas ressonâncias “proibidas” são mais fracas em uma rede de alta

super-periodicidade, comparadas com uma de baixa super-periodicidade.

De uma forma mais geral, as condições de ressonância para ambos os movimentos

horizontal e vertical pode ser escrita como

a ν0x + b ν0y = cN, (4.91)

onde a, b e c são inteiros e |a|+ |b| é a ordem da ressonância. Plotando as linhas retas de

(4.91) para os diferentes valores de a, b e c em um diagrama (νx, νy) temos o chamado

diagrama de ressonâncias. O benef́ıcio de se ter uma rede de alta super-periodicidade

N é mais evidente em tal diagrama, onde a densidade de linhas de ressonância é re-

duzida pelo fator N e a área entre ressonâncias para se operar o acelerador se torna

proporcionalmente maior (Fig. 4.4).
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(a) (b)

Figura 4.4: Diagrama de ressonâncias para um anel com periodicidade (a) N = 1 e (b)
N = 4. São mostradas as ressonâncias até terceira ordem, com |a| + |b| ≤ 3. As imagens
foram retiradas de [2].

Os pontos de operação são escolhidos distantes de qualquer ressonância. Porém, as

linhas de ressonância não são, na realidade, estreitas conforme o conceito matemático

nos leva a pensar. As ressonâncias possuem uma certa largura que depende da força da

perturbação que a produz.

Em geral, um feixe de elétrons provavelmente não sobreviverá a ressonâncias de in-

teiro e de semi-inteiro, equanto que todas as demais ressonâncias dificilmente causarão

a sua perda — esta será observada em casos particulares como a presença de fortes

campos sextupolares, o que é o caso para ressonâncias de terceira ordem em acelera-

dores circulares, onde são empregados fortes sextupolos para correção de aberrações

cromáticas.

4.7 Perturbações na órbita fechada

Até o momento, estivemos analisando a dinâmica dos elétrons em um dado campo

guia ideal. Porém, os campos em um anel de armazenamento real estão sujeitos a

pequenos erros que introduzirão perturbações nas trajetórias definidas pelos campos

projetados. Estudaremos os efeitos dessas pequenas perturbações do campo na órbita

dos elétrons. Chamamos de erros de campo essas diferenças no campo sobre a órbita
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ideal em relação ao campo nominal. Diferenças nas funções de focalização Kx e Ky em

relação as nominais são chamadas de erros de gradiente.

Na presença de erros de campo, a órbita ideal deixa de ser uma trajetória posśıvel.

Porém, se os erros forem suficientemente pequenos, haverá outra trajetória fechada

que será a órbita do elétron com energia nominal, a que chamamos de órbita fechada

perturbada, em torno da qual os elétrons realizarão oscilações bétatron, sendo estas

determinadas pelas funções de focalização alteradas pelos erros de gradiente.

Denotando por up o deslocamento da órbita perturbada em relação a ideal, o deslo-

camento total2 do elétron em relação a órbita ideal será

u = up + uβ, (4.92)

onde uβ é a oscilação bétatron em torno da órbita perturbada. Uma vez que assumimos

linearidade na variação dos campos com a posição, um deslocamento up pequeno sig-

nifica que as oscilações bétatron em torno da órbita perturbada são aproximadamente

iguais às oscilações bétatron em relação a órbita ideal. Isso nos permite tratar separa-

damente as distorções na órbita fechada causadas pelos erros de campo e as distorções

nas oscilações bétatron causadas pelos erros de gradiente. A órbita u será, portanto,

uma superposição da órbita perturbada up e da oscilação bétatron calculada em relação

a órbita original. O efeito dos erros de gradiente será estudado separadamente, em

seguida.

4.7.1 Erros de campo

Suponhamos um pequeno erro de campo localizado em um pequeno intervalo ∆s, na

posição s0. Seja b o desvio do valor do campo magnético em relação ao campo nominal.

Ao passar por ∆s o elétron tem sua inclinação u′ alterada por

∆u′ =
e

P0

b∆s, (4.93)

ou, de acordo com a expressão da função de curvatura G em termos do campo em

(3.34), podemos considerar um desvio g = eb/P0 na função G nominal e escrever

∆u′ = g∆s, (4.94)

2Não estamos considerando, agora, a contribuição devida ao desvio em energia.
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de onde vemos que um termo g = ∆u′/∆s = u′′ será adicionado a equação de movimento

(4.6):

u′′ +K(s) u = g, (4.95)

da qual up é solução.

Evidentemente, up deve ser uma função univocamente definida, fechada após uma

revolução, satisfazendo up(s+L) = up(s). Em particular, um erro de campo localizado

em s0 nos dá

up(s0 + L) = up(s0). (4.96)

Utilizando a equação (4.94),

u′p(s0 + L) + g∆s = u′p(s0). (4.97)

Como não há erros de campo entre s0 e L, up é simplesmente uma oscilação bétatron

em torno da órbita ideal:

up(s) = a
√

β(s) cos (ϕ− ϑ) . (4.98)

As constantes a e ϑ são firmadas por (4.97) e pela condição de periodicidade, que devem

ser satisfeitas:

a =
g∆s

√

β(s0)

2 sin (πν)
, (4.99)

ϑ = ϕ(s0) + πν, (4.100)

de modo que o deslocamento da órbita é dado por

up =
g∆s

√

β(s0)

2 sin (πν)

√

β(s) cos [ϕ(s)− ϕ(s0)− πν] . (4.101)

Em qualquer posição s do anel, o deslocamento da órbita fechada é proporcional à

magnitude g∆s do erro de campo, e à raiz quadrada da função bétatron no local da

perturbação. A função bétatron serve, desta forma, como uma medida da sensibilidade

da rede a perturbações.

Conforme o denominador na amplitude vai a zero, ou seja, sempre que ν se apro-

xima de um número inteiro, o deslocamento da órbita se torna bastante grande. Estas

ressonâncias devem ser evitadas na escolha do ponto de operação (νx, νy).
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A expressão para o deslocamento da órbita no local da perturbação assume uma

forma bastante simples. Em s = s0,

up (s0) = g∆s
β (s0)

2 tan (πν)
. (4.102)

A dependência com o valor da função bétatron passa a ser linear, enquanto que as

restrições de ressonâncias em ν continuam evidentes na função tangente.

Podemos ainda generalizar (4.101) para uma distribuição arbitrária de perturbações

g(s) ao longo do anel:

up(s) =

√

β(s)

2 sin (πν)

∫ L

0

√

β(s̄) cos [ϕ(s)− ϕ(s̄)− πν] g(s) ds̄. (4.103)

Com isto, ficamos aptos a encontrar o deslocamento total em relação a órbita de refe-

rência somando a órbita perturbada e a oscilação bétatron livre.

4.7.2 Erros de gradiente

Analisaremos agora o efeito dos erros de gradiente nas oscilações bétatron. Seja k um

pequeno erro que torna a função de focalização real Kreal do anel diferente da função

nominal K:

Kreal = K + k. (4.104)

Uma variação k na função de focalização causará um desvio do valor nominal da função

bétatron β(s) para β(s) +∆β(s), e um deslocamento na sintonia para ν +∆ν — o que

é preocupante, uma vez que procuramos evitar que a sintonia assuma valores próximos

a ressonâncias.

Utilizando o formalismo matricial, podemos deduzir o efeito de um único erro de

gradiente sobre a sintonia. Consideremos uma perturbação na aproximação de lente

fina, localizado em um ponto arbitrário. Por razões de simetria, esta perturbação é

dividida metade em cada lado do ponto escolhido. A matriz de transformação de cada

uma dessas metades é

Mp =

[

1 0

−1/f 1

]

, (4.105)

onde f−1 = 1
2

∫
k(s) ds. Para um anel ideal, a matriz de transformação, com β = β0,
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α = α0 = 0 e ϕ0 = 2πν0, é, conforme vimos em (4.63):

M0 =

[

cosϕ0 β0 sinϕ0

− 1
β0

sinϕ0 cosϕ0

]

. (4.106)

Calculamos o traço da matriz de transferência total M =MpM0Mp:

Tr (M) = 2 cosϕ0 − 2β0

f
sinϕ0, (4.107)

em que β0 e ϕ0 são a função bétatron e o avanço de fase por volta não perturbados no

local da perturbação. Para o anel não perturbado, Tr (M0) = 2 cosϕ, e igualando as

duas quantidades temos

cosϕ = cosϕ0 − β0

f
sinϕ0. (4.108)

Com ν = ν0 + δν, para pequenas perturbações, podemos obter, a partir de (4.108), a

variação na sintonia

∆ν =
1

2π

β0
f

=
β0
4π

∫

k(s) ds. (4.109)

Para uma distribuição de erros de gradiente, simplesmente somamos a contribuição de

cada um destes ao deslocamento da sintonia.

4.8 Aberrações cromáticas

Um feixe real de part́ıculas sempre apresenta uma distribuição finita de energia. A

curvatura, como já vimos na seção 4.1, e a focalização são alteradas se a energia da

part́ıcula difere da energia nominal. Veremos agora como estes efeitos de aberração

cromática afetam a estabilidade do feixe.

4.8.1 Cromaticidade

Desvios na energia dos elétrons em relação a energia nominal causam perturbações

na dinâmica do feixe, ainda que não houvessem erros de campo e gradiente, ou de

alinhamento. Já estudamos a variação na órbita fechada causada por erros de campo;

erros de focalização devido a desvios em energia fazem com que as part́ıculas sejam

focalizadas em diferentes pontos focais. Em um anel de armazenamento, estes erros

introduzem variações nas sintonias que podem levar a ressonâncias e à consequente
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Estamos assumindo que as órbitas dos elétrons sejam defletidas apenas na direção

horizontal. Dessa forma, não há dispersão na direção vertical (ηy = 0). Usando a

definição da função de dispersão (4.4), escrevemos as soluções como em (4.1):

x = xβ + ηxδ, (4.113)

y = yβ. (4.114)

Substituindo nas equações de movimento, temos

x′′β + [(1− δ)Kx + Sηxδ] xβ +
S
2

(
x2β − y2β + η2xδ

2
)
+ δ (η′′x +Kxηx − δ G) +

+Kxηxδ
2 = 0, (4.115)

y′′β + [(1− δ)Ky − Sηxδ] yβ − Sxβyβ = 0. (4.116)

O termo δ (η′′x +Kxηx − δ G) se anula, através de (4.5). Ainda, ignorando os termos

proporcionais a δ2, as expressões se simplificam para

x′′β + [(1− δ)Kx + Sηxδ] xβ +
S
2

(
x2β − y2β

)
= 0, (4.117)

y′′β + [(1− δ)Ky − Sηxδ] yβ − Sxβyβ = 0, (4.118)

e assim ficamos apenas com termos dependentes de xβ ou yβ para o cálculo da variação

das sintonias. Destes, descartamos agora os de segunda ordem, as chamadas aberrações

geométricas, e obtemos:

x′′β + [(1− δ)Kx + Sηxδ] xβ = 0, (4.119)

y′′β + [(1− δ)Ky − Sηxδ] yβ = 0. (4.120)

Notamos os termos adicionais − (Kx − Sηx) δ, no coeficiente de xβ, e − (Ky + Sηx) δ no

coeficiente de yβ, ao comparar com os coeficientes correspondentes nas equações (3.51)

e (3.52). Ou seja, as perturbações cromáticas são lineares com as amplitudes bétatron,

assim como os erros de gradiente. Pela generalização da equação (4.109), calculamos

a variação nas sintonias, com kx(s) = − (Kx − Sηx) δ e ky(s) = − (Ky + Sηx) δ, e da

definição de cromaticidade, temos:

ξ1x =
∆νx
δ

= − 1

4π

∫ L

0

βx(s) (Kx − Sηx) ds, (4.121)
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ξ1y =
∆νy
δ

= − 1

4π

∫ L

0

βy(s) (Ky + Sηx) ds, (4.122)

onde ξ1u são as cromaticidades lineares, provenientes da expansão dos desvios das sin-

tonias com o desvio em energia:

ξu ≡ ∆νu
δ

= ξ1u + ξ2u δ + ξ3u δ
2 + . . . , u = x, y. (4.123)

Zerando as forças dos sextupolos em (4.121) e (4.122), obtemos as cromaticidades na-

turais

ξ0x = − 1

4π

∫ L

0

βx(s)Kx(s) ds, (4.124)

ξ0y = − 1

4π

∫ L

0

βy(s)Ky(s) ds. (4.125)

As cromaticidades naturais podem ser medidas experimentalmente alterando-se a força

dos dipolos por um fator∆, causando um desvio∆ na energia. Mede-se então a variação

da sintonia e se obtém ξ0 = ∆ν/∆.

4.8.2 Correção das aberrações cromáticas

Vimos que a cromaticidade é o efeito de diferentes focalizações para os elétrons conforme

estes possuem energias diferentes: elétrons com maior energia são focalizados em pontos

além do ponto focal; elétrons com menor energia são focalizados em pontos anteriores.

Para se corrigir este efeito, é necessário um elemento magnético que seja focalizador para

elétrons mais energéticos e defocalizador para elétrons menos energéticos. O sextupolo

é o tipo de elemento que apresenta esta caracteŕıstica, ilustrada na Fig. 4.6. Para isso,

deve haver uma dispersão do feixe, separando espacialmente os elétrons com desvio de

energia negativo daqueles com desvio de energia positivo.

É fácil ver também pelas equações (4.121) e (4.122) que as cromaticidades lineares

podem ser ajustadas e zeradas escolhendo-se valores adequados de força dos sextupolos.

Os sextupolos usados para correção de cromaticidade são chamados sextupolos cromá-

ticos, e devem ser instalados em locais da rede onde a dispersão não seja nula, de modo

que Sηx 6= 0.

Para corrigir as cromaticidades horizontal e vertical, são necessários pelo menos dois

sextupolos. Usando a aproximação de lente fina (consideramos que as funções β, η e S
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para

ξx = ξ0x +
1
4π

∑

i

Siηxiβxiℓi, (4.130)

ξy = ξ0y − 1
4π

∑

i

Siηxiβyiℓi (4.131)

onde a soma é realizada sobre todos os sextupolos. Com apenas duas famı́lias de sextu-

polos, podemos ainda agrupá-los por famı́lia e utilizar (4.128) e (4.129) para determinar

seus valores. Na fase de projeto do anel de armazenamento, é conveniente escolher sua

posição orientando-se por estas equações. Pontos do anel com alta dispersão e com

grande diferença entre os produtos βx1βy2 e βx2βy1 são bons candidatos, pois permitem

corrigir a cromaticidade usando-se sextupolos mais fracos, portanto afetando menos a

linearidade da rede.





Caṕıtulo 5

A dinâmica não-linear dos elétrons

A partir do momento em que introduzimos sextupolos na rede para correção das aber-

rações cromáticas, os termos não-lineares que outrora desprezamos passam a ter uma

contribuição relevante para a dinâmica dos elétrons em um feixe.

5.1 A dinâmica na presença de sextupolos

Uma vez que zeramos as cromaticidades por meio de um par de famı́lias de sextupolos,

precisamos nos preocupar apenas em minimizar os efeitos não-lineares inseridos pelos

sextupolos cromáticos através de outros sextupolos, a que nos referimos como acromá-

ticos. Ao contrário do que ocorre com os sextupolos cromáticos, não é necessário que

os acromáticos sejam instalados em trechos dispersivos do anel.

Com isto, precisamos adaptar nossas equações para incluir os efeitos destes dispositi-

vos. Inserimos na expansão do campo magnético os termos não-lineares correspondentes

aos sextupolos de interesse:

By = B0 +B1 x+
1

2

(
∂2By

∂x2

)

x,y=0

x2 +
1

2

(
∂2By

∂y2

)

x,y=0

y2 + . . . (5.1)

Bx = B1 y +
1

2

(
∂2Bx

∂x ∂y

)

x,y=0

xy + . . . (5.2)

Mas ∇×B = 0 e ∇·B = 0 nos dão ∂2Bx/∂x ∂y = ∂2By/∂x
2 e ∂2By/∂y

2 = −∂2By/∂x
2.

Seja S = (e/P0) (∂
2By/∂x

2)x,y=0 a força sextupolar. Temos

By = B0(s) + B1(s) x+ (P0/e)
S(s)

2

(
x2 − y2

)
, (5.3)
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Bx = B1(s) y + (P0/e)
S(s)

2
xy. (5.4)

Pode-se verificar, repetindo-se os mesmos passos da seção 3.4, agora com os novos

termos inclúıdos, que

− eAs = P0

[

Gx+Kx
x2

2
+Ky

y2

2
+
S

6

(
x3 − 3xy2

)
]

. (5.5)

Substituindo esta nova expressão para As em (3.16), chegamos, após algumas manipu-

lações algébricas, ao Hamiltoniano

K = (P0 − P )Gx+ P0

(

Kx
x2

2
+Ky

y2

2

)

+ P0
S

6

(
x3 − 3xy2

)
+
P 2
x

2P
+
P 2
y

2P
. (5.6)

As equações de movimento são então facilmente obtidas:

x′ =
∂K
∂Px

=
Px

P
, P ′

x = −∂K
∂x

= − (P0 − P )G− P0Kxx− P0
S
2

(
x2 − y2

)
; (5.7)

y′ =
∂K
∂Py

=
Py

P
, P ′

y = −∂K
∂y

= −P0Kyy + P0Sxy. (5.8)

x′′ =
P ′
x

P
= δG− (1− δ)Kxx− (1− δ) S

2

(
x2 − y2

)
, (5.9)

y′′ =
P ′
y

P
= − (1− δ)Kyy + (1− δ)Sxy, (5.10)

onde mais uma vez δ = (P − P0) /P0. Finalmente, reescrevemos as equações na forma

usual:

x′′ + (1− δ)Kxx+ (1− δ) S
2

(
x2 − y2

)
= δ G; (5.11)

y′′ + (1− δ)Kyy − (1− δ)Sxy = 0. (5.12)

Este resultado foi antecipado em (4.111) e (4.112), onde por conveniência hav́ıamos

desprezado Sδ (x2 − y2) e Sδxy, termos de terceira ordem nas coordenadas do espaço

de fase.
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5.2 O Hamiltoniano sextupolar

O Hamiltoniano (5.6) normalizado pode ser reescrito como

Ĥ =
P 2
x

2
+
P 2
y

2
− δ Gx+ (1− δ)

(

Kx
x2

2
+Ky

y2

2

)

+ (1− δ)
S

6

(
x3 − 3xy2

)
, (5.13)

onde usamos δ = (P − P0) /P0 e (P − P0) /P = δP0/P = δ (1 + δ)−1 ≈ δ (1− δ) ≈ δ.

As equações de movimento são as mesmas (5.11) e (5.12):

x′′ + (1− δ)Kxx+ (1− δ) S
2

(
x2 − y2

)
= δ G; (5.14)

y′′ + (1− δ)Kyy − (1− δ)Sxy = 0. (5.15)

A solução periódica destas equações nos dá a órbita fechada para um elétron com desvio

de momento no campo não-linear. É fácil ver que y = 0 é solução para a órbita vertical.

Seja xǫ = ηxδ a solução da órbita fechada, definida na seção 4.1. Com isso, temos a

equação

η′′x + (1− δ)Kxηx + δ (1− δ) S
2
η2x = G, (5.16)

da qual ηx é solução periódica. Com S = 0 e δ = 0, temos como solução a chamada

função de dispersão linear η0.

Procuramos agora uma transformação das coordenadas (x, px) para (xβ, pβ), de

forma a levar a órbita calculada para o centro do espaço de fase. Para isso, utiliza-

mos a função geradora

W2 (x, pβ, s) = (x− ηxδ) (pβ + η′xδ) , (5.17)

que fornece

x = xβ + ηxδ, (5.18)

px = pβ + η′xδ, (5.19)

Ĥβ = Ĥ + ∂W2

∂s
. (5.20)

Substituindo estas coordenadas em (5.13) e após várias simplificações, é posśıvel chegar
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ao novo Hamiltoniano

Ĥβ =
p2β
2P 2

+
p2y
2P 2

+Kx

x2β
2

+Ky
y2

2
+
S

6

(
x3β − 3xβy

2
)
+

+ δ

[

(Sηx −Kx)
x2β
2

− (Sηx +Ky)
y2

2
− S

6

(
x3β − 3xβy

2
)
]

−

− δ2
Sηx
2

(
x2β − y2

)
. (5.21)

Esta expressão mostra a contribuição dos sextupolos às equações lineares de movimento

em pontos onde ηx é diferente de zero. Assim, ajustando-se o valor de S, é posśıvel

corrigir a maior parte dos efeitos cromáticos. Porém, termos não-lineares são adiciona-

dos às equações de movimento em todo o anel, mesmo onde ηx = 0, devido ao termo

S/6
(
x3β − 3xβy

2
)
no Hamiltoniano.

5.3 Os multipolos magnéticos

Os elementos magnéticos reais que compõem um anel de armazenamento não apre-

sentam perfis de campo ideais, obviamente. O simples fato dos elementos possúırem

tamanhos finitos já limita essa possibilidade. O truncamento dessas linhas de campo

magnético introduzem distorções que se manifestam como termos multipolares sistemá-

ticos, que seguem a simetria de seus elementos. Além disto, erros de construção dos

ı́mãs, de alinhamento no posicionamento e da inclinação dos elementos em relação a

órbita de referência introduzem erros aleatórios de multipolos.

Erros magnéticos sistemáticos e aleatórios ocasionam distorções na órbita fechada

e deslocamento na sintonia com a amplitude, podendo comprometer a abertura dinâ-

mica. Eventualmente, certos termos multipolares podem contribuir para um aumento

da abertura dinâmica, conforme o seu sinal e sua magnitude. Em todo caso, é prudente

analisarmos o efeito desses multipolos.

Assumimos que os campos magnéticos presentes nos diversos elementos possuem

apenas componentes transversais. Descrevemos esses campos por uma função complexa

anaĺıtica

By (x, y) + iBx (x, y) (5.22)

cujas condições de Cauchy-Riemann correspondem às equações de Maxwell e expandi-
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mos em série de Taylor:

1

B0ρ
[By (x, y) + iBx (x, y)] =

∑

n=0

(bn + ian) (x+ iy)n (5.23)

onde normalizamos os campos pelo termo B0ρ = E0/ec, que chamamos de rigidez do

feixe. Damos os nomes de normal e skew aos coeficientes bn e an, respectivamente.

Usualmente, as tolerâncias nos erros dos magnetos são especificadas em termos dos

erros das componentes de multipolo calculadas ou medidas a uma distância x da órbita

de referência e sobre o plano do feixe (y = 0):

∆By (x, 0) =
∑

n

∆Bn (x, 0) , ∆Bn (x, 0) = (B0ρ)∆bnx
n; (5.24)

∆Bx (x, 0) =
∑

n

∆An (x, 0) , ∆An (x, 0) = (B0ρ)∆anx
n; (5.25)

onde N se refere ao elemento magnético em questão, sendo igual a 0 para os dipolos,

1 para os quadrupolos, 2 para os sextupolos, e assim por diante, e n = 0, 1, 2, . . . aos

termos de multipolos que estão presentes nesse elemento.

5.4 A abertura dinâmica

A abertura dinâmica é definida como o limite da máxima oscilação bétatron estável em

um anel de armazenamento. Em outras palavras, é a região dentro da qual o movimento

dos elétrons é estável.

De uma forma mais geral, definimos como aceitância o volume no espaço de fase 6D

das coordenadas x, px, y, py, σ, δ. Na maioria dos aceleradores, o acoplamento entre os

subespaços é fraco, e é posśıvel separar as aceitâncias horizontal, vertical e longitudinal,

como projeções do espaço 6D para espaços 2D [7]. A abertura dinâmica é justamente

a projeção da aceitância no espaço real {x, y}. A projeção em outros planos, como

{x, px}, também é uma forma válida de caracterizar a performance de uma rede quanto

a sua aceitância.

Em uma rede linear, composta apenas de dipolos e quadrupolos ideais, a abertura

dinâmica é infinitamente larga1: não há um valor máximo para a amplitude do mo-

vimento dos elétrons, sendo este limitado apenas pela câmera de vácuo, uma vez que

1Mesmo na rede linear, isto não é bem verdade. As equações de movimento que deduzimos são
válidas apenas na aproximação de pequenas amplitudes (u ≪ ρ).
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não ocorre variação na sintonia, mantendo-se assim um ponto de operação distante de

ressonâncias que poderiam levar a excitações do feixe.

Podemos ver o efeito da não-linearidade mais facilmente no espaço de fase {x, px},
onde o movimento dos elétrons é confinado a uma elipse bem definida pelas condições

iniciais (x0, y0). Na ausência de termos não-lineares nas equações, o movimento é está-

vel, mesmo que a amplitude seja grande. Com a inclusão desses termos, o movimento

ainda é estável próximo a origem do espaço de fase, mas começa a apresentar instabi-

lidades a partir de uma certa amplitude, o que pode ser percebido pela distorção nas

elipses no espaço de fase. Na Fig. 5.1 é plotado o movimento após várias voltas, nas

condições de linearidade e não-linearidade, bem como a dependência da sintonia com

a amplitude de movimento. As variações na sintonia eventualmente levam a ressonân-

cias que causam a perda do feixe. A fronteira entre a região de estabilidade e a de

instabilidade é geralmente caótica.

A motivação do estudo da abertura dinâmica se deve ao fato de que ela influencia

diretamente no processo de injeção e no tempo de vida do feixe. No Sirius, a injeção

a partir do booster para o anel principal será realizada off-axis, ou seja, fora do eixo

da órbita ideal, pois desejamos acumular os elétrons aos poucos, injetando novos elé-

trons sem perder os que já estão estocados. Assim, para que a injeção seja posśıvel,

é necessário que a abertura dinâmica no trecho onde os elétrons são inseridos seja, no

mı́nimo, grande o suficiente para acomodar o feixe armazenado, a parede do septum

(dispositivo utilizado na injeção), e o feixe injetado. Além disso, uma abertura dinâ-

mica ainda maior é desejável para garantir uma boa eficiência na injeção. Quanto maior

o rendimento, menor é o tempo de injeção; ainda, quanto maior o tempo de vida, que é

tanto maior quanto maior for a abertura dinâmica, menor é a frequência necessária de

novas injeções.

A injeção a partir do LINAC para o booster não é tão cŕıtica, já que esta será

feita on-axis, pois não há necessidade de acumulação do feixe. No caṕıtulo seguinte

apresentamos as ferramentas computacionais e matemáticas que possibilitam os cálculos

e as otimizações em f́ısica de aceleradores.







Caṕıtulo 6

Ferramentas para F́ısica de

Aceleradores

Apresentaremos agora as ferramentas computacionais e matemáticas de maior utilidade

neste estudo. Há uma série de códigos para projeto de rede magnética e cálculos de

parâmetros de rede em f́ısica de aceleradores, desenvolvidos pela comunidade e de uso

gratuito, sendo alguns deles de código aberto. Dificilmente um destes programas, por si

só, será capaz de oferecer todas as ferramentas necessárias para um estudo aprofundado

e detalhado, por isso utilizamos vários deles de maneira complementar.

6.1 OPA

Ainda em desenvolvimento, segundo o autor [8], o programa OPA oferece uma interface

gráfica para a criação de redes magnéticas de aceleradores que, assim como em prati-

camente todos os demais códigos, é armazenada em arquivo de texto. Todos os tipos

mais comuns de elementos usados em aceleradores podem ser inseridos.

Definida a rede magnética, o programa é capaz de calcular a óptica da rede e seus

parâmetros locais ao longo de todo o anel (embora só forneça estes valores na entrada

e na sáıda de cada elemento), como as funções bétatron, a função de dispersão, e

parâmetros globais como as sintonias, as cromaticidades, a emitância, e outros (Fig. 6.1).

Uma interessante caracteŕıstica do OPA e de importância fundamental para este

trabalho é um módulo de otimização da rede sextupolar do acelerador (Fig. 6.2), que

permite obter uma primeira melhoria na abertura dinâmica.

Este módulo se baseia em uma abordagem matematicamente equivalente à teoria

65
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Figura 6.1: Interface gráfica do OPA para cálculo dos parâmetros da rede.

Figura 6.2: Módulo de otimização da rede sextupolar no OPA.
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Hamiltoniana de perturbação1 que tira proveito da estrutura de uma Álgebra de Lie,

que está contida na dinâmica Hamiltoniana, para reduzir o problema da integração das

equações de movimento a manipulações algébricas [9].

Os coeficientes que são tratados na interface vista em 6.2 são termos que contribuem

para a dependência do desvio da sintonia com a amplitude ou a energia, de acordo com

∆νx(Jx, Jy) = − 1

2π

∂ k(Jx, Jy)

∂Jx
, ∆νy(Jx, Jy) = − 1

2π

∂ k(Jx, Jy)

∂Jy
, (6.1)

onde k(Jx, Jy) é a parte do mapa simplético do Hamiltoniano que depende apenas das

ações2 Jx e Jy. Por exemplo, os termos h11001 e h00111 são os responsáveis por gerar a

cromaticidade linear (“CrX lin” e “CrY lin”). As forças sextupolares do par de famı́lias

de sextupolos cromáticos são ajustadas de modo a zerar esses termos.

Ao todo, são 26 termos:

• 7 termos cromáticos;

• 5 termos geométricos de primeira ordem, que geram os modos bétatron com as

frequências νx, 3νx, νx − 2νy e νx + 2νy;

• 8 termos geométricos de segunda ordem, que geram os modos bétatron com as

frequências 2νx, 4νx, 2νy, 4νy, 2νx − 2νy e νx + 2νy;

• 6 termos que governam a dependência do desvio da sintonia com a amplitude e o

momento.

Ainda no OPA, são mostrados também o ponto de operação e a variação da sintonia

no diagrama νx × νy com as linhas de ressonância (Fig. 6.3), possibilitando identificar

quais delas podem estar provocando a perda de elétrons a uma certa amplitude ou desvio

em energia e assim limitando a abertura dinâmica, a qual pode ser obtida também pelo

OPA.

6.2 Accelerator Toolbox

O Accelerator Toolbox (AT) [10] é um pacote de ferramentas que faz proveito da ver-

satilidade e do poder computacional do programa MATLABR©3, visando uma maior

1Ver Apêndice B.
2Ver seção B.1.
3MATLABR© é um produto registrado de The MathWorks, Inc.
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eficiência e flexibilidade na interação com outros programas. O AT permite uma va-

riedade de cálculos e simulações em f́ısica de aceleradores, com a facilidade de uso de

ferramentas já prontas do MATLABR©. Na Fig. 6.4 mostramos as funções βx e βy de

uma rede simulada no AT.

6.3 MAD

O MAD [11], sigla para Methodical Accelerator Design, é um código desenvolvido pelo

CERN (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire) para cálculo de parâmetros

lineares de redes, correspondência de redes lineares e matrizes de transferência, correção

de órbita fechada, tracking, efeitos cromáticos, ressonâncias, e outros.

O MAD permite o acerto dos parâmetros dos diferentes trechos da rede linear através

de condições de contorno comuns, impostas por construção. Dessa forma, pode-se

garantir uma maior simetria da rede.

6.4 Tracy

A versão do Tracy [12] que utilizamos, desenvolvida pelo Synchrotron SOLEIL, na

França, é um código executável para tracking de part́ıculas que permite a definição de

erros de multipolos, erros de força e de alinhamento, correção de órbita, e ainda intro-

duz uma importante ferramenta para o estudo de problemas não-lineares: o mapa de

frequência4. O programa acompanha ferramentas integradas ao MATLABR© que per-

mitem a visualização dos resultados, como abertura dinâmica, dependência da sintonia

com a amplitude e com a energia, e identificação das ressonâncias através dos mapas

de frequência.

6.5 O tracking e o cálculo da abertura dinâmica

Devido aos termos não-lineares nas equações de movimento, estas em geral não são

integráveis, o que torna a determinação da abertura dinâmica bastante complicada. A

estabilidade do movimento é investigada através do tracking, um algoritmo que segue,

via aplicação sucessiva de mapas de transferência, o movimento do elétron por todos os

elementos da rede, ao longo de várias voltas. Suponhamos um trecho de rede em s = 0

4Ver seção 6.6.
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Figura 6.3: Diagrama de sintonias no OPA.

Figura 6.4: Visualização no MATLABR© das funções bétatron calculadas pelo AT.
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Figura 6.7: Difusão das sintonias próximo às ressonâncias de 6a, 7a e 9a destacadas em linhas
tracejadas. A densidade de pontos é menor nessas regiões. As ressonâncias mais fortes, de 5a,
6a e 7a, em linhas cheias, são identificadas na abertura dinâmica no gráfico à direita, através
do mapa F .

aplicação F é chamada de mapa de frequências e assinala, a cada par de coordenadas

iniciais das part́ıculas, uma variação nas frequências ou sintonias com o número de

voltas, chamada de difusão e definida por

d =

√

(∆νx)
2 + (∆νy)

2, (6.6)

onde ∆νu = νu,2 − νu,1, para u = x, y, sendo o ı́ndice 1 referente à sintonia calculada

na primeira metade das voltas do tracking e o ı́ndice 2 à sintonia calculada na segunda

metade. Devido à difusão das sintonias, é comum a variação da densidade de pontos

no diagrama de sintonias em regiões próximas a ressonâncias (Fig. 6.7).



Caṕıtulo 7

A rede magnética do Sirius

A rede magnética determina caracteŕısticas ópticas do feixe de elétrons como, por exem-

plo, a emitância, as sintonias, o tamanho e a divergência do feixe. Diferentes configu-

rações ópticas ou modos de operação foram estudados para o Sirius. Neste trabalho

descreveremos apenas um deles, o modo de baixa emitância. Apresentamos neste ca-

ṕıtulo as caracteŕısticas desta rede e os diferentes modelos de dispositivos de inserção

que estudamos.

7.1 A rede TBA

A rede magnética linear do Sirius é do tipo Triple Bend Achromat (TBA). Uma rede

TBA é composta tipicamente por um arranjo simétrico de três dipolos (em cada célula)

com quadrupolos inseridos entre os dipolos, para focalização no plano de deflexão. Na

rede do Sirius, esses quadrupolos foram divididos e separados, possibilitando a colocação

de sextupolos cromáticos onde a dispersão é alta. Além disso, uma outra modificação

realizada é a adaptação do dipolo central para comportar um pequeno dipolo de alto

campo (2 T) para a geração de raios-X altamente energéticos, uma solução que garante

uma baixa potência total irradiada nos dipolos, apesar da alta potência de fótons gerada

na linha de luz. A Fig. 7.1 esquematiza uma célula da rede TBA do Sirius, incluindo

os sextupolos. A rede total possui uma circunferência de 479.7 m e contém 20 trechos

retos, sendo 12 curtos (de aproxi. 5 m), quatro médios (aprox. 7 m) e quatro longos

(9 m), reservados para a instalação de dispositivos de inserção. No modo de baixa

emitância, relaxamos a condição de dispersão nula nos trechos retos longos. Com isto,

é posśıvel abaixarmos a emitância de base da máquina quando não temos dispositivos
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Figura 7.1: Rede TBA com quadrupolos focalizadores (QCF1 e QCF2), sextupolos cromáticos
(SD e SF). Os quadrupolos e sextupolos externos, para focalização e correção dos efeitos não-
lineares, variam conforme os trechos retos adjacentes, e por isso não estão nomeados. Há
ainda contribuição de um gradiente nos dipolos para a compensação da defocalização. São
mostradas também as funções bétatron e a função de dispersão para uma das redes propostas
para o Sirius.

de inserção ou quando temos apenas dispositivos mais fracos, como os onduladores.

7.2 A modelagem dos dispositivos de inserção

Onduladores e wigglers são dispositivos que apresentam campos magnéticos periódicos

no espaço. A radiação extráıda nesses dispositivos é proveniente das várias oscilações

no movimento dos elétrons. Mas ao mesmo tempo, espera-se que os dispositivos de

inserção sejam“transparentes” ao feixe. Em particular, os elétrons devem deixá-los com

a mesma inclinação e a mesma posição transversal com que entram. Isto é garantido,

respectivamente, pela primeira e segunda integrais do campo transversal sobre o eixo1

z do dispositivo, cuja origem é fixa no seu centro:

∫

DI

By dz = 0,

∫∫

DI

By dz̄ dz = 0. (7.1)

No entanto, efeitos de focalização nas bordas estão presentes mesmo em um dispo-

1Como dispositivos de inserção são dispositivos retos, utilizamos um sistema de coordenadas car-
tesianas fixo, em vez do sistema curvo que estivemos utilizando até agora e que segue a trajetória
oscilatória do elétron. Portanto, ao descrevermos a dinâmica nos dispositivos de inserção, representa-
mos o eixo reto e com origem fixa no centro do dispositivo pela letra z, para que não se confunda com
a coordenada s.
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= − e

P0

B0
1

kp
cosh (kpy) sin (kpz) . (7.3)

Com isto podemos calcular a deflexão máxima θ, que ocorre a um quarto de peŕıodo

ou a meio polo, ou seja, com y = 0 e z = λp/4 (kpz = π/2),

θ = − e

P0

B0
λp
2π
, (7.4)

e definir um importante parâmetro de força de um DI,

K = βγθ =
ec

mc2
B0

λp
2π
, (7.5)

onde β = v/c ≈ 1 é a velocidade relativa do elétron e γ é a energia relativ́ıstica

normalizada pela energia de repouso mc2. Em unidades mais práticas,

K = 0.934T−1 cm−1 (B0/T) (λp/cm) . (7.6)

É o parâmetro K que classifica o dispositivo de inserção como um ondulador (K ≪ 1)

ou um wiggler (K ≫ 1).

O campo longitudinal Bz aparece parcialmente como um campo transversal para o

elétron ao longo do caminho real que ele percorre dentro do wiggler, fora de seu eixo.

Seja ξ uma coordenada auxiliar transversal normal ao caminho real. Para pequenos

ângulos de deflexão, Bξ = Bz tanϑ ≈ Bzϑ. Por (7.2) e (7.3),

Bξ =
e

P0

[B0 sin (kpz)]
2 sinh (kpy) cosh (kpy)

kp
. (7.7)

Expandindo as funções hiperbólicas, chegamos a

Bξ =
e

P0

[B0 sin (kpz)]
2 (y + 2

3
k2py

3 + . . .
)
. (7.8)

Notamos uma dependência linear em y, semelhante à dos quadrupolos, introduzindo

uma focalização vertical no feixe de elétrons. Como a dependência em B0 e em z é

quadrática, o campo transversal mantém o sinal, independentemente da polaridade do

campo do DI. Este gradiente integrado em meio polo é

gy ℓ/2 =
e

P0

B2
0

∫ λp/4

0

sin2 (kps) ds =
λp
8

e

P0

B2
0 , (7.9)
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em que ℓ é o comprimento efetivo de focalização. A força quadrupolar integrada equiva-

lente Ky ℓ, ou o inverso da distância focal fy, para cada meio polo com faces de entrada

e sáıda paralelas2 é

Ky ℓ/2 =
1

fy
=
λp
8

(
eB0

P0

)2

=
λp
8ρ20

. (7.10)

Descrevemos a seguir duas diferentes formas de se modelar os dispositivos de inserção

de modo a podermos considerar seu efeito no estudo da abertura dinâmica.

7.2.1 Modelo hard edge

Uma das formas de incluir um dispositivo de inserção na rede magnética para cálculos

de tracking é através de um modelo composto por pequenos dipolos hard edge, cujo

campo é constante no interior e zero imediatamente fora, sem uma transição suave nas

bordas.

Para uma modelagem adequada, certas condições devem ser satisfeitas3: o ângulo

de deflexão de um polo do modelo hard edge deve ser o mesmo que obtemos para um

polo equivalente via (7.3), bem como a focalização de bordas.

Consideremos um campo

By(z) = B0 cos (kpz) . (7.11)

Para um dipolo hard edge de comprimento ℓh e raio de curvatura ρh, temos4 ℓh/2 = ρhθ.

Como as deflexões devem ser iguais,

θ =
ℓh/2

ρh
=

e

P0

B0

∫ λp/4

0

cos (kpz) dz

=
e

P0

B0 sin (π/2)

2A focalização varia conforme o ângulo das faces de entrada e sáıda de um elemento. Um estudo
detalhado desta focalização nos dipolos é apresentado em [2], seção 4.3.

3 Um tratamento mais realista envolve uma série de condições que garantem não só os va-
lores corretos das integrais de campo, mas também as integrais de radiação I1 =

∫
ηxρ

−1 ds,
I2 =

∫
ρ−2 ds, I3 =

∫
|ρ|−3 ds, I3a =

∫
ρ−3 ds, I4 =

∫
ηxρ

−1
(
ρ−2 + 2K1

)
ds, e I5 =

∫
H|ρ|−3 ds,H =

1
βx

[

η2x +
(
βxη

′

x − 1
2β

′

xηx
)2
]

, integradas ao longo de todo o anel, que determinam efeitos devido a exci-

tação quântica, espalhamento de energia, amortecimento, emitância, polarização de spin, entre outros.
É necessária uma segmentação maior do blocos magnéticos, nas simulações, introduzindo graus de
liberdade adicionais, para que se possa ajustar adequadamente os multipolos de modo a atingir esses
requerimentos.

4A deflexão máxima θ ocorre a meio polo, por isso metade do comprimento ℓh.
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=
e

P0

B0

kp
=

1

2π

λp
ρ0
, (7.12)

onde ρ0 = P0/eB0 é o raio de curvatura para o campo de pico B0 do wiggler ou

ondulador. A condição de igualdade das focalizações é expressa por

1

fy
=
ℓh/2

ρ2h
=

1

ρ20

∫ λp/4

0

sin2 (kpz) dz =
λp
8ρ20

. (7.13)

Destas duas condições, obtemos os parâmetros do modelo hard edge:

ℓh
2

=
λp
2π

ρh
ρ0

=
λp
8

ρ2h
ρ20

=⇒ ρh =
4

π
ρ0, ℓh =

4

π2
λp. (7.14)

Dados os parâmetros λp e B0 = P0/eρ0 do dispositivo de inserção, o modelo de

dipolos hard edge que melhor o descreve, em termos de deflexão e focalização idênticas,

é o de dipolos com comprimento ℓh e campo By = P0/eρh, sendo ℓh e ρh dados por

(7.14).

A variação na sintonia devida a erros de gradiente é dada por

∆νx,y =
βx,y
4π

∫

Kx,y(z) dz. (7.15)

Como temos focalização apenas na direção vertical, a sintonia horizontal se mantém. As

forças quadrupolares são consideradas constantes dentro de cada polo, e assim, através

de (7.10),

∆νy =
βy
4π
Ky ℓ =

βyλp
16πρ20

. (7.16)

A função βy assume o seu valor no local onde está inserido o erro de gradiente, que

no caso são os próprios dipolos. Em geral, as funções bétatron não variam muito nos

trechos retos onde os dispositivos de inserção são instalados, e podemos tomar um

mesmo valor para todos os dipolos hard edge.

Alternativamente, podemos construir um modelo que obedeça uma condição que

diz respeito ao amortecimento do espalhamento em energia e da emitância devido a

excitação quântica. Como só temos dois parâmetros, uma das condições anteriores

deve ser abandonada. Podemos deixar de satisfazer a condição dos ângulos máximos

de deflexão iguais, uma vez que a deflexão total será compensada, de qualquer forma.

A excitação quântica é, em primeira aproximação, proporcional ao cubo da curva-



7.2. A MODELAGEM DOS DISPOSITIVOS DE INSERÇÃO 79

tura, de modo que esperamos que os termos cúbicos sejam os mesmos:

ℓh/2

ρ3h
=

1

ρ30

∫ λp/4

0

sin3 (kpz) dz =
λp

3πρ30
. (7.17)

Juntamente com (7.13), (7.17) nos dá:

ρh =
3π

8
ρ0, ℓh =

9π2

256
λp. (7.18)

Com isso, o ângulo de deflexão máxima passa a ser

θ =
ℓh/2

ρh
=

9π

32

λp
ρ0

(7.19)

e a variação na sintonia continua sendo dada por (7.16).

7.2.2 Mapa de kicks

O mapa de kicks, modelagem proposta por P. Elleaume [17], é um mapa que associa uma

variação no ângulo de deflexão do elétron a cada ponto de coordenadas iniciais (x, y)

dentro de uma malha de pontos em torno do eixo do DI, em um formato adequado para

leitura em códigos de tracking, como o BETA [18] e o Tracy.

A determinação do kick se dá através da integração numérica das equações de movi-

mento para o elétron com as dadas coordenadas iniciais sendo introduzido no dispositivo

de inserção, descrito por um campo magnético tridimensional que pode ser gerado atra-

vés do código Radia [19–21], implementado sobre o software Mathematica5. Kicks em

pontos intermediários aos da malha são calculados por interpolação dos valores nos

pontos vizinhos que pertencem à malha.

No limite de altas energias, escrevemos α ≡ e/γmc = ec/E0 e, em primeira ordem

em α, as soluções são

∆x′(z) = α

∫ z

−∞
By dz̄ +O

(
α2

)
, (7.20)

∆y′(z) = −α
∫ z

−∞
Bx dz̄ +O

(
α2

)
. (7.21)

5Mathematica é uma marca registrada de Wolfram Research, Inc.
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No caso de campos magnéticos como os dos dispositivos de inserção, satisfazendo

∫ ∞

−∞
Bu dz = 0,

∞∫

−∞

z∫

−∞

Bu dz̄ dz = 0, u′(−∞) = 0, (7.22)

com u = x, y, as deflexões em primeira ordem se anulam; em segunda ordem, as expres-

sões para os desvios se resumem a

∆x′ = −α
2

2

∫ ∞

−∞

∂

∂x
Φ (x, y, z) dz +O

(
α3

)
, (7.23)

∆y′ = −α
2

2

∫ ∞

−∞

∂

∂y
Φ (x, y, z) dz +O

(
α3

)
, (7.24)

onde

Φ (x, y, z) =

[∫ z

−∞
Bx dz

]2

+

[∫ z

−∞
By dz

]2

. (7.25)



Caṕıtulo 8

Aplicações e resultados

As técnicas aqui discutidas foram aplicadas a algumas das primeiras redes propostas

para o Sirius. O projeto de uma rede de um anel de armazenamento é uma tarefa um

tanto quanto complexa, sujeita a especificações e limitações de naturezas distintas, como

da viabilidade de se projetar as fontes de corrente e de tensão necessárias para alimentar

os vários elementos e equipamentos, as estruturas mecânicas que irão sustentá-los, as

dimensões permitidas para a câmara de vácuo e materiais utilizados para confecção,

entre outras.

Um projeto de sucesso depende da harmonia entre esses diversos fatores, e por

esta razão, a rede do acelerador pode sofrer constantes modificações durante a fase de

projeto. Portanto, não procuramos, em nosso trabalho, chegar à otimização final para

a abertura dinâmica do Sirius, mas sim entender o procedimento para que possamos

reproduzi-lo sempre que necessário.

Neste caṕıtulo, apresentamos o estudo da abertura dinâmica e sua evolução conforme

tentamos otimizá-la e inclúımos efeitos adicionais, bem como as ideias envolvidas nas

etapas realizadas.

As redes desenvolvidas para o Sirius recebem novos nomes conforme alguma mu-

dança significativa é implementada. Até o momento, foram propostas as redes A1, A2,

A3, A4, A5 e B1, nomes pelos quais serão referidas neste texto.

8.1 A abertura dinâmica do Sirius

Uma vez definida a rede linear do anel de armazenamento, composta apenas de dipolos

e quadrupolos, separados por trechos livres, com as devidas restrições para as funções

81
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bétatron e de dispersão, de forma a atender as especificações para a radiação śıncrotron

desejada, precisamos primeiramente inserir os sextupolos em locais adequados.

8.1.1 A localização dos sextupolos de correção de cromatici-

dade

Para os principais sextupolos de correção de cromaticidade, procuramos regiões com

dispersão diferente de zero, caso contrário não surtiriam o efeito desejado, como vimos

na seção 4.8. São prefeŕıveis locais com alta dispersão, o que nos permite operar com

forças sextupolares menores. Forças sextupolares maiores introduzem não-linearidades

fortes, podendo representar uma dificuldade para a correção de efeitos de aberração

geométrica, que é feita utilizando-se sextupolos adicionais. Estes são localizados em

regiões com dispersão baixa ou nula, com a finalidade de otimizar a abertura dinâmica

minimizando as não-linearidades introduzidas pela correção da cromaticidade.

Deve-se observar também a distância que haverá entre os elementos, deixando um

espaço suficiente para sua instalação, montagem, ou manutenção, e lembrando que os

elementos reais geralmente são maiores que os do modelo, como por exemplo devido ao

espaço ocupado pelas bobinas que formam os seus polos magnéticos.

A Fig. 8.1 mostra a rede A3, com as famı́lias de sextupolos inseridas e identificadas,

em verde. A localização adequada dos sextupolos cromáticos é crucial para uma boa

abertura dinâmica, que pode ocorrer quando a cromaticidade é corrigida mais eficiente-

mente, nas condições mais favoráveis já citadas acima. O par de famı́lias de sextupolos

responsáveis pela correção da cromaticidade são SD e SF. Vemos pelas equações (4.128)

e (4.129) que as forças sextupolares são menores quanto maior a diferença entre os pro-

dutos βx1βy2 e βx2βy1. Para tornar máxima essa diferença, procuramos colocar estas

famı́lias em locais que satisfaçam βx1 < βx2 e βy2 < βy1 ou, equivalentemente, βx1 > βx2

e βy2 > βy1, onde os ı́ndices 1 e 2 se referem às famı́lias SD e SF, indicando que as

funções βx e βy devem ser calculadas nos pontos onde estas famı́lias são inseridas.

Dessa forma, as funções βx e βy devem se “cruzar” entre esses locais. Para isso, uma

famı́lia de quadrupolos focalizadores foi dividida em duas, QCF1 e QCF2, permitindo

que a famı́lia SF fosse inserida entre elas, atendendo a condição que desejamos.

Embora a diferença (βx1βy2 − βx2βy1) seja maior se aproximarmos a famı́lia SD

da famı́lia de dipolos BO, e ainda que o aumento na função de dispersão não gere

uma compensação, diminuindo as forças sextupolares, observamos que esta mudança

na posição dos sextupolos SD se mostrou favorável a abertura dinâmica, devido a outros
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é identificada com a curva tracejada destacada na parte inferior, pela correspondência1

entre a amplitude do movimento e a frequência. Em 8.4(b), o mapa de frequências

para diferentes condições inicias dadas em x e δ, com a coordenada y = 1 cm mantida

constante. As ressonâncias mais proeminentes neste caso são de quarta e sexta ordem.

Nota-se também a região em vermelho na borda da abertura dinâmica, ocorrência t́ıpica

do caráter caótico do movimento nessa região.

A abertura dinâmica em 8.4 apresenta alguns problemas. A ressonância de sexta

ordem destacada passa muito próximo ao ponto de operação — a abertura dinâmica

será consideravelmente comprometida caso esta ressonância seja fortemente excitada.

Além disso, ocorre cruzamento de ressonâncias (cicatrizes) e os cortes em torno de

x = −32 mm e de x = 25 mm provavelmente limitarão a região de estabilidade.

Uma forma de evitarmos algumas ressonâncias mais graves é afastando o ponto de

trabalho, ou seja, alterando a sintonia, desde que estas alterações sejam pequenas, para

não afetar a dinâmica linear já definida da rede. Na Fig. 8.5(a), o ponto de trabalho foi

movido de (24.173, 13.230) para (24.124, 13.213), deixando praticamente toda a região

da abertura dinâmica à esquerda da ressonância de νx = 24.166 . . . que nos incomodava

anteriormente. A abertura dinâmica não aumentou consideravelmente, exceto por uma

região caótica em vermelho, que aparece após uma dobra no diagrama de sintonias.

Porém, uma nova ressonância de sexta ordem aparece também próxima a origem.

Ressonâncias sempre estarão presentes, e se é imposśıvel evitar ao mesmo tempo todas

elas, procuramos ao menos evitar as mais importantes. Vários pontos de trabalho foram

testados, procurando a melhor abertura dinâmica.

8.1.4 O efeito de erros de multipolos magnéticos

Os primeiros testes com efeitos de multipolos consideraram valores t́ıpicos provenientes

de simulações e medições de protótipos de ı́mãs. Nas Figuras 8.6, 8.7 e 8.8 mostramos

os cálculos comparativos da abertura dinâmica sem multipolos e com os conjuntos

escolhidos de multipolos aplicados aos dipolos e quadrupolos da rede A3, realizados no

AT. Os valores utilizados são listados nas Tabelas 8.1 e 8.2, respectivamente. Para os

casos com δ = −0.03, observamos uma redução média de 51% para esta rede. Para o

tracking sem desvio de energia, houve um aumento de 58% na abertura dinâmica com

1Se o sistema é degenerado, isto é, se det [∂ν/∂I] muda de sinal, não haverá uma bijeção entre
o espaço de ações e o de frequências, mas ainda assim é posśıvel definir uma correspondência, que
apresentará dobras no espaço de frequências.
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Tabela 8.1: Multipolos usados nos quadrupolos. A tabela mostra as contribuições dos erros
de multipolos ∆Bn e ∆An normalizados pelos campos nominais B0 de cada dipolo, calculados
sobre o plano do feixe e em x = 20 mm.

Multipolo n
Normal Skew

(∆Bn/B0) (∆An/B0)

Dipolo 0 −3.4× 10−6 0.0

Quadrupolo 1 −4.2× 10−4 0.0

Sextupolo 2 −7.4× 10−3 0.0

Octupolo 3 −9.4× 10−5 0.0

Decapolo 4 −1.1× 10−3 0.0

Duodecapolo 5 −3.2× 10−4 0.0

14-polo 6 −2.6× 10−3 0.0

16-polo 7 2.1× 10−4 0.0

Tabela 8.2: Multipolos usados nos quadrupolos. A tabela mostra as contribuições dos erros
de multipolos ∆Bn e ∆An normalizados pelos campos B1x de cada quadrupolo, calculados
sobre o plano do feixe e em x = 20 mm.

Multipolo n
Normal Skew

(∆Bn/B1x) (∆An/B1x)

Dipolo 0 4.4× 10−4 −3.6× 10−3

Quadrupolo 1 0.0 6.2× 10−3

Sextupolo 2 1.7× 10−4 4.4× 10−3

Octupolo 3 −5.2× 10−4 3.0× 10−4

Decapolo 4 2.6× 10−4 4.4× 10−4

Duodecapolo 5 5.2× 10−4 −3.5× 10−4

14-polo 6 −2.3× 10−4 1.4× 10−4

16-polo 7 2.8× 10−4 4.4× 10−6

18-polo 8 −1.1× 10−4 −2.8× 10−4

20-polo 9 −2.2× 10−4 2.2× 10−3
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(a) δ = −0.03; (b) δ = 0; (c) δ = +0.03.

Figura 8.6: Abertura dinâmica para a rede A3 sem multipolos (ćırculos verdes) e com mul-
tipolos nos dipolos (retângulos contornados em azul), para os diferentes desvios de energia
indicados.

(a) δ = −0.03; (b) δ = 0; (c) δ = +0.03.

Figura 8.7: Abertura dinâmica para a rede A3 sem multipolos (ćırculos verdes) e com multi-
polos nos quadrupolos (retângulos contornados em azul), para os diferentes desvios de energia
indicados.

A Fig. 8.9 mostra a alteração da abertura dinâmica em diferentes versões da rede A5,

às quais foram adicionados os mesmos erros multipolares. Conclúımos constatando que

os multipolos, em geral, afetam negativamente a abertura dinâmica. A análise desses

efeitos será importante para se definir, futuramente, as tolerâncias que serão aceitáveis

para os erros de multipolos nos elementos reais, de forma a manter as perturbações em

um limite que não comprometa a dinâmica do feixe.

8.1.5 A câmara de vácuo e a abertura f́ısica

As aberturas f́ısicas da câmara de vácuo e seus componentes limitam o movimento dos

elétrons ao longo de sua trajetória. Uma abertura dinâmica ideal deve exceder os limites
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(a) δ = −0.03; (b) δ = 0; (c) δ = +0.03

Figura 8.8: Abertura dinâmica para a rede A3 sem multipolos (ćırculos verdes) e com multi-
polos nos dipolos e quadrupolos (retângulos contornados em azul), para os diferentes desvios
de energia indicados.

das dimensões da câmara de vácuo. O Tracy permite a inclusão de limitações f́ısicas de

acordo com cada trecho. Consideramos, porém, uma câmara de seção retangular com

40 mm de largura por 28 mm de altura ao longo de todo o anel.

O que vemos é um corte na abertura dinâmica. A distância ao eixo na qual ocorre

esse corte é modulada pelo valor das funções bétatron no local onde o cálculo da aber-

tura dinâmica é feito. A rede A5 foi otimizada para que o desvio da sintonia com

a amplitude do movimento fosse o menor posśıvel, ocupando uma região pequena no

diagrama de sintonias. Com isso, ficamos livres de todas as ressonâncias até a quarta

ordem. Na Fig. 8.10(a), apenas duas ressonâncias de quinta ordem são percebidas, não

representando ameaça para a abertura dinâmica da rede A5 com a câmara de vácuo.

Em 8.10(b), a mesma rede com a abertura f́ısica e também os erros de multipolos.

8.1.6 O efeito dos dispositivos de inserção

Os dispositivos de inserção, conforme discutimos na seção 7.2, introduzem uma série

de efeitos sobre a dinâmica dos elétrons no feixe, como focalização na direção vertical,

e efeitos dinâmicos devido aos campos que atuam sobre os elétrons fora do eixo do

dispositivo, ao longo do seu caminho real enquanto percorrem trajetórias oscilatórias,

além de constituir mais uma fonte de erros multipolares.

Aplicamos o modelo hard edge ao wiggler supercondutor de 4 T, atualmente insta-

lado e em uso no anel de armazenamento UVX, que deverá ser futuramente instalado

no Sirius. O wiggler supercondutor, em nossos modelos, foi inserido em um trecho reto
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 8.14: Comportamento da abertura dinâmica para o modelo HE1. Em (a) a rede
contém apenas dipolos, quadrupolos e sextupolos; em (b) há a inserção do wiggler; em (c)
a inclusão de erros multipolares apenas no wiggler; em (d) a inclusão de erros também nos
demais elementos; em (e) é adicionada a câmara de vácuo — as ressonâncias mais fortes
(próximo a extremidade em x = −15 mm e o corte em x = −5 mm) são de 10a ordem.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 8.15: Comportamento da abertura dinâmica para o modelo HE2. Em (a) a rede
contém apenas dipolos, quadrupolos e sextupolos; em (b) há a inserção do wiggler; em (c)
a inclusão de erros multipolares apenas no wiggler; em (d) a inclusão de erros também nos
demais elementos; em (e) é adicionada a câmara de vácuo.
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(a) 08/17 – 13h53 (b) 08/24 – 14h46 (c) 08/25 – 16h15

(d) 08/29 – 08h42 (e) 09/01 – 09h01 (f) 09/06 – 13h19

(g) 09/06 – 15h38 (h) 09/23 – 09h13

Figura 8.16: Abertura dinâmica de diferentes versões da rede A5.
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(a) 08/17 – 13h53 (b) 08/24 – 14h46 (c) 08/25 – 16h15

(d) 08/29 – 08h42 (e) 09/01 – 09h01 (f) 09/06 – 13h19

(g) 09/06 – 15h38 (h) 09/23 – 09h13

Figura 8.17: Abertura dinâmica de diferentes versões da rede A5 com erros de multipolos
inclusos.
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(a) 08/17 – 13h53 (b) 08/24 – 14h46 (c) 08/25 – 16h15

(d) 08/29 – 08h42 (e) 09/01 – 09h01 (f) 09/06 – 13h19

(g) 09/06 – 15h38 (h) 09/23 – 09h13

Figura 8.18: Abertura dinâmica de diferentes versões da rede A5 com erros de multipolos e
câmara de vácuo.





Caṕıtulo 9

Considerações finais

A tarefa da otimização da abertura dinâmica envolve a combinação de estratégias como

uma boa localização para os sextupolos cromáticos, otimização dos demais sextupolos e

a escolha do ponto de trabalho observando-se as ressonâncias pelos mapas de frequência.

A otimização final deverá levar em conta uma série de efeitos adicionais além dos

aqui estudados — efeitos multipolares, dos dispositivos de inserção e câmara de vácuo

— como efeitos devidos a erros de alinhamento e de força e correção de órbita, dos quais

também devemos nos precaver.

Novos testes de multipolos serão feitos conforme novos dados referentes aos ele-

mentos que estão sendo projetados e seus protótipos constrúıdos são obtidos. Outros

dispositivos de inserção também deverão ser testados nos vários trechos retos.

Obtivemos um aumento de uma abertura inicial de 15 mm em x por 7 mm em y

para uma com 26 mm por 10 mm, e com uma boa estabilidade na região interior aos

limites da câmara de vácuo.

Esperamos que com estas estratégias seja sempre posśıvel atingir uma boa abertura

dinâmica para a rede em estudo, o que será necessário conforme mudanças venham a

ocorrer sobre a rede principal.
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Apêndice A

Sistemas de coordenadas curviĺıneas

Em muitos problemas f́ısicos, pode ser vantajoso descrever o sistema sob consideração

em coordenadas que façam proveito das relações de simetria do sistema. Por exemplo,

em uma esfera, é prefeŕıvel descrever a posição de um ponto pelas coordenadas r, θ e

φ — raio, azimute e ângulo polar, respectivamente. Para um sistema que apresenta

simetria com relação a uma linha reta, as coordenadas ciĺındricas são as mais adequa-

das. Em aceleradores de part́ıculas, os elementos magnéticos são dispostos ao longo de

uma linha, embora esta não seja necessariamente reta, principalmente em aceleradores

circulares. Um sistema cartesiano fixo seria impraticável do ponto de vista matemá-

tico, cuja solução para a órbita ideal envolveria expressões complexas. Mas estamos

interessados apenas nos desvios em relação a este caminho ideal, uma vez que ele é

definido pelo centro dos elementos magnéticos e portanto já o conhecemos de antemão.

O mais adequado é um sistema de coordenadas que se move ao longo da órbita ideal,

já introduzido na seção 3.1, o sistema de Frenet-Serret.

Apresentamos aqui um tratamento geral para sistemas de coordenadas e encontra-

remos expressões para o gradiente, o divergente, o rotacional e o Laplaciano [23]. Sejam

as coordenadas u1, u2, u3 definidas expressando-se as coordenadas Cartesianas x1, x2, x3

como funções de (u1, u2, u3) a serem conhecidas:

x1 = f1(u1, u2, u3), x2 = f2(u1, u2, u3), x3 = f3(u1, u2, u3), (A.1)

onde assumimos f1, f2 e f3 cont́ınuas e diferenciáveis. Seja r o vetor posição de um

ponto P qualquer. No novo sistema curviĺıneo, o elemento de deslocamento dr é dado
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por:

dr =
∂r

∂u1
du1 +

∂r

∂u2
du2 +

∂r

∂u3
du3. (A.2)

No ponto P , os vetores ∂r/∂ui são tangentes às coordenadas curvas ui, i = 1, 2, 3.

Denotando os respectivos versores por ûi, temos

ûi =
∂r/∂ui
|∂r/∂ui|

, i = 1, 2, 3. (A.3)

Adotamos a convenção de um sistema destrógiro, ou seja, û1 = û2 × û3, û2 = û3 × û1 e

û3 = û1 × û2. Definimos os fatores de escala hi ≡ |∂r/∂ui| e temos

∂r

∂u1
= h1û1,

∂r

∂u2
= h2û2,

∂r

∂u3
= h3û3, (A.4)

e portanto

dr = h1 du1 û1 + h2 du2 û2 + h3 du3 û3. (A.5)

Se u1, u2 e u3 são mutuamente perpendiculares, dizemos que as coordenadas são orto-

gonais e encontramos o comprimento de arco ds:

(ds)2 = dr · dr = h21 (du1)
2 + h22 (du2)

2 + h23 (du3)
2 . (A.6)

Determinaremos agora uma expressão para o gradiente de uma função escalar φ =

φ(u1, u2, u3). Seja

∇φ = f1û1 + f2û2 + f3û3, (A.7)

com f1, f2 e f3 ainda a serem determinados. Pelas equações (A.5) e (A.7), temos

∇φ · dr = dφ = h1f1 du1 + h2f2 du2 + h3f3 du3. (A.8)

Mas

dφ =
∂φ

∂u1
du1 +

∂φ

∂u2
du2 +

∂φ

∂u3
du3. (A.9)

Igualando (A.8) e (A.9) chegamos a

fi =
1

hi

∂φ

∂ui
, i = 1, 2, 3. (A.10)
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Substituindo em (A.7) obtemos

∇φ =
1

h1

∂φ

∂u1
û1 +

1

h2

∂φ

∂u2
û2 +

1

h3

∂φ

∂u3
û3. (A.11)

Notamos em (A.11) que o operador ∇ pode ser escrito como

∇ =
û1
h1

∂

∂u1
+
û2
h2

∂

∂u2
+
û3
h3

∂

∂u3
. (A.12)

Encontraremos agora uma expressão para o divergente de A = A1û1 + A2û2 + A3û3,

um vetor que é função das coordenadas curvas. Dessa forma, Ai ≡ A · ûi, i = 1, 2, 3. O

divergente é dado por

∇ ·A = ∇ · (A1û1) +∇ · (A2û2) +∇ · (A3û3) . (A.13)

Utilizando a expressão encontrada para o gradiente em (A.11), fazendo φ = ui obtemos

∇u1 = û1/h1, de onde

|∇ui| =
|ûi|
hi

=
1

hi
, (A.14)

uma vez que |ui| = 1. Com isso, temos

∇ui =
ûi
hi
, i = 1, 2, 3. (A.15)

Então, calculamos

∇u2 ×∇u3 =
û2
h2

× û3
h3

=
û1
h2h3

=⇒ û1 = h2h3∇u2 ×∇u3; (A.16)

∇u3 ×∇u1 =
û3
h3

× û1
h1

=
û2
h3h1

=⇒ û2 = h3h1∇u3 ×∇u1; (A.17)

∇u1 ×∇u2 =
û1
h1

× û2
h2

=
û3
h1h2

=⇒ û3 = h1h2∇u1 ×∇u2. (A.18)

Voltando a equação A.13,

∇ · (A1û1) = ∇ · (A1h2h3∇u2 ×∇u3)
= ∇ (A1h2h3) · (∇u2 ×∇u3) + A1h2h3∇ · (∇u2 ×∇u3)

Usando a relação ∇ · (B×C) = C · (∇×B) − B · (∇×C), para dois vetores B e C



106 APÊNDICE A. SISTEMAS DE COORDENADAS CURVILÍNEAS

quaisquer, vemos que

∇ · (∇u2 ×∇u3) = ∇u3 · (∇×∇u2)−∇u2 · (∇×∇u3) = 0,

pois o divergente do rotacional de um vetor é sempre nulo. Assim,

∇ · (A1û1) = ∇ (A1h2h3) ·
û1
h2h3

=

[
û1
h1

∂

∂u1
(A1h2h3) +

û2
h2

∂

∂u2
(A1h2h3) +

û3
h3

∂

∂u3
(A1h2h3)

]

· û1
h2h3

=
1

h1h2h3

∂

∂u1
(A1h2h3) . (A.19)

De maneira análoga,

∇ · (A2û2) =
1

h1h2h3

∂

∂u2
(A2h3h1) , (A.20)

∇ · (A3û3) =
1

h1h2h3

∂

∂u3
(A3h1h2) , (A.21)

e por fim, a equação (A.13) fica

∇ ·A =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1
(h2h3A1) +

∂

∂u2
(h3h1A2) +

∂

∂u3
(h1h2A3)

]

. (A.22)

O rotacional do vetor A é calculado da mesma maneira, expressando

∇×A = ∇× (A1û1 + A2û2 + A3û3) . (A.23)

Como ûi = hi∇ui, temos

∇× (A1û1) = ∇× (A1h1∇u1)
= ∇ (A1h1)×∇u1 + A1h1 ∇×∇u1

︸ ︷︷ ︸

=0

= ∇ (A1h1)×
û1
h1

=

[
û1
h1

∂

∂u1
(A1h1) +

û2
h2

∂

∂u2
(A1h1) +

û3
h3

∂

∂u3
(A1h1)

]

× û1
h1

=
û2
h3h1

∂

∂u3
(h1A1)−

û3
h1h2

∂

∂u2
(h1A1) (A.24)
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De forma semelhante, encontramos

∇× (A2û2) =
û3
h1h2

∂

∂u1
(h2A2)−

û1
h2h3

∂

∂u3
(h2A2) , (A.25)

∇× (A3û3) =
û1
h2h3

∂

∂u2
(h3A3)−

û2
h3h1

∂

∂u1
(h3A3) , (A.26)

e o rotacional é então dado por

∇×A =
û1
h2h3

[
∂

∂u2
(h3A3)−

∂

∂u3
(h2A2)

]

+
û2
h3h1

[
∂

∂u3
(h1A1)−

∂

∂u1
(h3A3)

]

+

+
û3
h1h2

[
∂

∂u1
(h2A2)−

∂

∂u2
(h1A1)

]

. (A.27)

A expressão pode ser colocada em uma forma compacta, através de um determinante:

∇×A =
1

h1h2h3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

h1û1 h2û2 h3û3

∂/∂u1 ∂/∂u2 ∂/∂u3

h1A1 h2A2 h3A3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (A.28)

Encontramos agora o Laplaciano em coordenadas curviĺıneas ortogonais. Seja A =

∇φ. Através de (A.11), as componentes do vetor A serão

Ai =
1

hi

∂φ

∂ui
, i = 1, 2, 3. (A.29)

Logo, pela equação (A.22), é fácil ver que

∇2φ = ∇ · ∇φ = ∇ ·A

=
1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(
h2h3
h1

∂φ

∂u1

)

+
∂

∂u2

(
h3h1
h2

∂φ

∂u2

)

+
∂

∂u3

(
h1h2
h3

∂φ

∂u3

)]

.(A.30)

Na seção a seguir, calculamos estas expressões para o sistema de coordenadas de

Frenet-Serret.

A.1 O Sistema de Frenet-Serret

A partir das equações (3.1–3.5), podemos calcular os fatores de escala para este sistema.

Com

û1 = ŝ, û2 = x̂, û3 = ŷ, (A.31)
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temos

h1 =

∣
∣
∣
∣

∂r

∂s

∣
∣
∣
∣
= |r′0(s) + x x̂′(s) + y ŷ′(s)| = |ŝ+G(s)x ŝ|

= 1 +G(s)x; (A.32)

h2 =

∣
∣
∣
∣

∂r

∂x

∣
∣
∣
∣
= |x̂(s)| = 1; (A.33)

h3 =

∣
∣
∣
∣

∂r

∂y

∣
∣
∣
∣
= |ŷ(s)| = 1; (A.34)

e o gradiente, o divergente, o rotacional e o laplaciano são então dados por:

∇φ =
1

1 +Gx

∂φ

∂s
ŝ+

∂φ

∂x
x̂+

∂φ

∂y
ŷ; (A.35)

∇ ·A =
1

1 +Gx

{
∂

∂s
A · ŝ+ ∂

∂x
[(1 +Gx)A · x̂] + ∂

∂y
[(1 +Gx)A · ŷ]

}

=
1

1 +Gx

{
∂A · ŝ
∂s

+
∂

∂x
[(1 +Gx)A · x̂]

}

+
∂A · ŷ
∂y

; (A.36)

∇×A = ŝ

{
∂A · ŷ
∂x

− ∂A · x̂
∂y

}

+
x̂

1 +Gx

{
∂

∂y
[(1 +Gx)A · ŝ]− ∂A · ŷ

∂s

}

+

+
ŷ

1 +Gx

{
∂A · x̂
∂s

− ∂

∂x
[(1 +Gx)A · ŝ]

}

= ŝ

{
∂A · ŷ
∂x

− ∂A · x̂
∂y

}

+ x̂

{
∂A · ŝ
∂y

− 1

1 +Gx

∂A · ŷ
∂s

}

+

+
ŷ

1 +Gx

{
∂A · x̂
∂s

− ∂

∂x
[(1 +Gx)A · ŝ]

}

; (A.37)

∇2φ =
1

1 +Gx

{
∂

∂s

[
1

1 +Gx

∂φ

∂s

]

+
∂

∂x

[

(1 +Gx)
∂φ

∂x

]

+
∂

∂y

[

(1 +Gx)
∂φ

∂y

]}

=
1

1 +Gx

{
∂

∂s

[
1

1 +Gx

∂φ

∂s

]

+
∂

∂x

[

(1 +Gx)
∂φ

∂x

]}

+
∂2φ

∂y2
. (A.38)

A.2 O Hamiltoniano no Sistema de Frenet-Serret

Como vimos na seção 3.3, o Hamiltoniano que descreve o movimento da part́ıcula é

H = eΦ +

√

c2 (p− eA)2 +m2c4. (A.39)

Para expressar as equações de movimento no sistema de coordenadas de Frenet-Serret,

primeiro aplicamos uma transformação canônica através da função geradora do tipo
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W = W3 (p,Q, t) +
∑

i piqi, onde

W3 = W3(p; s, x, y) = −p · r(s, x, y) = −p · [r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s)] (A.40)

é uma função do momento p nas coordenadas x, y, z, e das novas coordenadas s, x, y.

O momento conjugado a essas novas coordenadas é dado por1

ps = −∂W3

∂s
, px = −∂W3

∂x
, py = −∂W3

∂y
, (A.41)

e o Hamiltoniano

H(s, x, y; ps, px, py; t) = H(x, y, z;p; t) + ∂W3/∂t. (A.42)

O vetor p na equação (A.40) é genérico e não depende do sistema de coordenadas em

consideração, de forma que suas derivadas se anulam. Assim, aplicando as relações (3.1)

e (3.4), obtemos

ps = −∂W3

∂s
= p · ∂

∂s
[r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s)]

= p · [ŝ(s) + xG(s) ŝ(s)]

= [1 +G(s) x]p · ŝ(s); (A.43)

px = −∂W3

∂x
= p · ∂

∂x
[r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s)]

= p · x̂(s); (A.44)

py = −∂W3

∂y
= p · ∂

∂y
[r0(s) + x x̂(s) + y ŷ(s)]

= p · ŷ(s). (A.45)

De forma semelhante, o potencial A nestas coordenadas é dado por2

As = [1 +G(s) x]A · ŝ(s); (A.46)

Ax = A · x̂(s); (A.47)

Ay = A · ŷ(s). (A.48)

1Conforme discutido na Seção 2.4, as equações (A.41) saem de (2.28), Pi = −∂W3/∂Qi.
2Alguns autores [2, 24] escrevem a coordenada azimutal simplesmente como As = A · ŝ(s). Porém,

as duas interpretações para o potencial são equivalentes.
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Como ∂W3/∂t = 0, o Hamiltoniano é idêntico ao original (A.39), porém com as novas

coordenadas no lugar das antigas:

H = eΦ +
{
m2c4 + c2 (p · x̂− eA · x̂)2 + c2 (p · ŷ − eA · ŷ)2 + c2 (p · ẑ − eA · ẑ)2

}1/2

H = eΦ +
{
m2c4 + c2 [p · ŝ(s)− eA · ŝ(s)]2 + c2 [p · x̂(s)− eA · x̂(s)]2 +

+ c2 [p · ŷ(s)− eA · ŷ(s)]2
}1/2

H = eΦ +

{

m2c4 + c2
[
ps − eAs

1 +G(s) x

]2

+ c2 (px − eAx)
2 + c2 (py − eAy)

2

}1/2

. (A.49)

A.3 Mudança de variável independente

Em um feixe de part́ıculas, a velocidade ṡ de uma part́ıcula é sempre positiva: uma

part́ıcula nunca para ou tem o sentido do seu movimento invertido. A sua coordenada

s(t), então, cresce monotonicamente com o tempo. Isto nos permite inverter essa de-

pendência e obter uma função t(s), que também será monotônica em s. Desta forma,

passamos a tratar s como a variável independente e o tempo t como uma coordenada

dependente de s. O movimento da part́ıcula, expresso nas coordenadas s(t), x(t), e

y(t), passa a ser descrito por t(s), x(s), e y(s), e as ”velocidades” correspondentes são

as derivadas com relação a nova variável independente, t′(s), x′(s) e y′(s).

A expressão (A.49), embora esteja nas coordenadas de Frenet-Serret, ainda é um

Hamiltoniano para o qual o tempo é a variável independente. O próximo passo será a

mudança da variável independente de t para s.

As equações de Hamilton nas novas coordenadas são:

ṡ =
∂H
∂ps

, ẋ =
∂H
∂px

, ẏ =
∂H
∂py

; (A.50)

ṗs = −∂H
∂s

, ṗx = −∂H
∂x

, ṗy = −∂H
∂y

. (A.51)

Com isto, temos que

Ḣ =
∂H
∂qi

q̇i +
∂H
∂pi

ṗi +
∂H
∂t

= −ṗiq̇i + q̇iṗi +
∂H
∂t

=
∂H
∂t

. (A.52)
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Calculamos as derivadas com relação a s e aplicamos a regra da cadeia ćıclica3:

x′ =
dx

dt

dt

ds
=
ẋ

ṡ
=
∂H/∂px
∂H/∂ps

= −∂ps
∂px

, (A.53)

p′x =
ṗx
ṡ

=
−∂H/∂x
∂H/∂ps

=
∂ps
∂x

, (A.54)

y′ =
ẏ

ṡ
=
∂H/∂py
∂H/∂ps

= −∂ps
∂py

, (A.55)

p′y =
ṗy
ṡ

=
−∂H/∂y
∂H/∂ps

=
∂ps
∂y

, (A.56)

t′ =
1

ṡ
=
∂ps
∂H , (A.57)

H′ =
Ḣ
ṡ

=
∂H/∂t
∂H/∂ps

= −∂ps
∂t

. (A.58)

As equações (A.53)–A.58 nada mais são do que as equações de Hamilton para um Ha-

miltoniano K = −ps (x, px; y, py; t,−H; s), onde agora o par canonicamente conjugado

(t,−H) faz o papel de coordenada-momento canônicos, em vez de (s, ps), e s é a nova

variável independente, no lugar de t. Por fim, para obtermos o novo Hamiltoniano

nas coordenadas de Frenet-Serret e na nova variável independente, basta resolvermos a

equação (A.49) para ps:

K = −ps = −eAs − (1 +Gx)

√

(H− eΦ)2 /c2 −m2c2 − (p⊥ − eA⊥)
2, (A.59)

onde

(p⊥ − eA⊥)
2 = (px − eAx)

2 + (py − eAy)
2

representa o quadrado do módulo da componente transversal do momento cinético.

3Se z é uma função de x e y, a regra da cadeia ćıclica nos dá (∂x/∂y)z (∂y/∂z)x (∂z/∂x)y = −1,

ou de uma forma mais conveniente, (∂x/∂y)z = − (∂z/∂y)
x

(∂z/∂x)
y

.





Apêndice B

Teoria de perturbação aplicada a

sextupolos

A teoria de perturbação clássica [5] pode ser útil para o estudo da variação da sintonia

com a ação, ou seja, com a amplitude do movimento dos elétrons. Aplicaremos aqui a

teoria de perturbação em primeira ordem, obtendo uma expressão genérica em termos de

um Hamiltoniano perturbativo e em seguida a aplicando a uma perturbação sextupolar

[25]. Este conhecimento nos permite um melhor entendimento do processo de otimização

das forças sextupolares para a minimização da variação da sintonia.

B.1 Variáveis de ação e ângulo

Há uma transformação canônica espećıfica de bastante utilidade para o estudo de pro-

blemas que diferem de um oscilador harmônico apenas pela presença de pequenos ter-

mos não-lineares [25], como é o caso quando as forças sextupolares são suficientemente

pequenas.

Procuramos novas coordenadas para as quais podemos expressar o Hamiltoniano em

uma forma que seja função apenas dos novos momentos. Para chegar a tal transforma-

ção, partiremos da já conhecida solução

u = aβ1/2 cos (ϕ− ϑ) , (B.1)

pu = u′ = −aβ−1/2
[
sin (ϕ+ ϑ)− 1

2
β′ cos (ϕ+ ϑ)

]
, (B.2)

obtida a partir do Hamiltoniano normalizado H = 1
2
p2u+

1
2
Ku2. Estamos considerando,

113
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daqui em diante, a massa do elétron igual a 1, para simplificar a notação. Procuramos

uma solução na forma semelhante

u = a(J)β1/2 cosψ, (B.3)

pu = −a(J)β−1/2

(

sinψ − 1

2
β′ cosψ

)

, (B.4)

onde ψ e J são as novas coordenadas de posição e momento, respectivamente. Usaremos

uma função geradora do tipo W1 (q,Q, s), definida em 2.4.1. Combinando as equações

(B.1) e (B.2), temos

pu = −a(J)β
1/2 cosψ

β

[
sinψ

cosψ
− β′

2

]

(B.5)

= −u
β

(
tanψ − 1

2
β′) . (B.6)

Mas pu = ∂W1/∂u, pela equação (2.23). Assim, integramos (B.6) para obter

W1 (u, ψ, s) = − u2

2β

(
tanψ − 1

2
β′) , (B.7)

e com J = −∂W1/∂ψ temos

J =
u2

2β
sec2 ψ =

1

2β

u2

cos2 ψ
=

1

2β
a2β =⇒ a(J) =

√
2J. (B.8)

A transformação canônica completa é

u =
√

2Jβ cosψ, (B.9)

pu = −
√

2J/β
(
sinψ − 1

2
β′ cosψ

)
, (B.10)

H = H +
∂W1

∂s
=

J

β(s)
. (B.11)

Nestas novas coordenadas, o Hamiltoniano não depende de ψ (ψ é uma variável ćıclica).

Com isto, temos que J é constante e

ψ(s) = ψ(0) +

∫ s

0

ds̄

β(s̄)
. (B.12)
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O invariante J , dado por [25]

J =
1

2β

[

u2 +
(
βu′ − 1

2
β′u

)2
]

, (B.13)

possui dimensões de ação (desde que o Hamiltoniano possua dimensões de energia).

Esta equação descreve uma elipse no espaço de fase que é rotacionada periodicamente

em s. Para uma dada condição inicial do elétron em que ele esteja em uma elipse no

espaço de fase determinada por uma ação J0, a posição e o momento estarão sempre

nessa elipse. A ação é intimamente ligada à emitância, que definimos em 4.2.2.

O problema difere daquele do oscilador harmônico pela fase ψ, que não avança

uniformemente. É posśıvel ainda aplicar outra transformação no sistema, levando a um

avanço de fase uniforme. Esta é feita através da função geradora

W2 (ψ, J1, s) = J1

(
2πνs

C
−

∫ s

0

ds̄

β(s̄)

)

+ ψJ1, (B.14)

na (agora antiga) coordenada ψ e no novo momento J1. Com isto, a transformação

completa é dada por

ψ1 = ψ +
2πνs

C
−

∫ s

0

ds̄

β(s̄)
, (B.15)

J1 = J, (B.16)

H1 =
2πν

C
J1 ≡

ν

R
J1. (B.17)

B.2 Teoria de perturbação

Escrevemos o Hamiltoniano como uma soma de duas contribuições — um Hamiltoniano

não perturbado, dependente apenas da ação J, mas que pode incluir termos não-lineares

(a sintonia não perturbada pode depender da amplitude), e uma perturbação não-linear

V que pode depender da fase Φ, de J e de θ, a variável independente:

H = H0 (J) + V (Φ,J, θ) . (B.18)

As variáveis em negrito representam vetores d-dimensionais. Na ausência da perturba-

ção, as d componentes da ação J são invariantes e o movimento é confinado ao toro

(d+ 1)-dimensional no espaço de fase (Φ,J, θ).
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Mudamos a variável independente de s para θ = 2πs/C de modo que o Hamiltoniano

apresente periodicidade 2π em ambas as variáveis Φ e θ. Por construção, podemos

garantir que o termo perturbativo V seja uma função periódica em θ e Φ com média

zero com respeito a essas variáveis:

∫ 2π

0

dθ

∫ 2π

0

dΦ V (Φ,J, θ) = 0. (B.19)

Caso esta média não seja, de fato, zero, basta inclúı-la no Hamiltoniano não perturbado,

já que será um termo dependente apenas de J.

Vamos considerar uma transformação do tipo

W2 (Φ,J1, θ) = Φ · J1 +G (Φ,J1, θ) , (B.20)

onde G é uma função qualquer das variáveis indicadas. As novas coordenadas e o novo

Hamiltoniano são dados pelas equações (2.27):

Φ1 = Φ+GJ1
, (B.21)

J = J1 +GΦ, (B.22)

H1 = H +Gθ. (B.23)

As variáveis subscritas indicam derivadas parciais (GJ1
= ∂G/∂J1, . . . ). No caso em

que G é pequeno, a transformação é próxima à identidade.

Substituindo J, o novo Hamiltoniano H1 é escrito

H1 = H0 (J1 +GΦ) + V (Φ,J1 +GΦ, θ) +Gθ. (B.24)

O ângulo Φ foi mantido de modo que o novo Hamiltoniano seja função das mesmas

variáveis que a função G. Expandimos os termos do novo Hamiltoniano em torno de

J1:

H0 (J1 +GΦ) = H0 (J1) +
∂H0 (J)

∂J

∣
∣
∣
∣
J=J1

(J− J1) +
1

2

∂2H0 (J)

∂J2

∣
∣
∣
∣
J=J1

(J− J1)
2 + . . .

= H0 (J1) + ν (J1) ·GΦ + 1
2
νJ (J1)G

2
Φ
+ . . . , (B.25)
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onde usamos (B.22) e definimos o vetor frequência

ν (J) ≡ ∂H0 (J)

∂J
(B.26)

como a derivada do Hamiltoniano não perturbado. O termo perturbativo expandido

fica

V (Φ,J1 +GΦ, θ) = V (Φ,J1, θ) +
∂V

∂J

∣
∣
∣
∣
J=J1

(J− J1) +
1

2

∂2V

∂J2

∣
∣
∣
∣
J=J1

(J− J1)
2 + . . .

= V (Φ,J1, θ) + VJ (Φ,J1, θ)GΦ +
1

2

∂2V

∂J

∣
∣
∣
∣
J=J1

G2
Φ
+ . . . (B.27)

Agora, se satisfizermos a seguinte equação:

V (Φ,J1, θ) + ν (J1) ·GΦ +Gθ = 0, (B.28)

G será da mesma ordem de V , e ao mesmo tempo, o Hamiltoniano H1 conterá apenas

o termo não perturbado, dependente de J, e termos de segunda ordem na perturbação,

uma vez que o lado esquerdo de (B.28) é composto pelos termos da expansão de (B.24)

que são lineares na perturbação.

Procuramos uma solução periódica para G em (B.28). A existência de uma solução

periódica é assegurada pela média de V ser nula, que já garantimos em (B.19). Sendo

as funções V e G periódicas em Φ, podemos expressá-las em séries de Fourier:

V (Φ,J1, θ) =
∑

m

vm (J1, θ) e
im·Φ, (B.29)

G (Φ,J1, θ) =
∑

m

gm (J1, θ) e
im·Φ. (B.30)

Substituindo estas expressões em (B.28), chegamos a

∑

m

[

vme
im·Φ + ν · gm

∂eim·Φ

∂Φ
+
∂gm
∂θ

eim·Φ
]

= 0 (B.31)

∑

m

[

vm + im · νgm +
∂gm
∂θ

]

eim·Φ = 0, (B.32)

e portanto a
[
im · ν (J1) +

∂
∂θ

]
gm (J1, θ) = −vm (J1, θ) , (B.33)
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que deve ser satisfeita para todo m. Sua solução periódica é

gm (J1, θ) =
i

2 sin (πm · ν)

∫ θ+2π

θ

eim·[Φ+ν(θ′−θ−π)] vm (J1, θ
′) dθ′. (B.34)

A expressão completa para G é dada por

G (Φ,J1, θ) =
∑

m

i

2 sin (πm · ν)

∫ θ+2π

θ

eim·[Φ+ν(θ′−θ−π)] vm (J1, θ
′) dθ′. (B.35)

Encontrada a solução de G para a dada perturbação (B.29), a equação (B.28) fica

satisfeita e portanto o novo Hamiltoniano é aproximadamente independente da coorde-

nada Φ1 e da variável independente:

H1 = H0 (J1) +
[
VJ (Φ,J1, θ)GΦ + 1

2
νJ (J1) ·G2

Φ
+ . . .

]

︸ ︷︷ ︸

≡V ′

= H0 (J1) + V ′ (Φ,J1, θ) , (B.36)

uma vez que V ′ é uma perturbação da ordem de V 2. Por fim, podemos extrair a média

em Φ e θ do termo V ′ e absorvê-lo no termo dependente apenas da ação, e uma pequena

perturbação V1 que, quando desprezada, nos dá a invariância da ação J1:

H1 = H0 (J1) + 〈V ′ (Φ,J1, θ)〉
︸ ︷︷ ︸

≡H01

+ [V ′ − 〈V ′ (Φ,J1, θ)〉]
︸ ︷︷ ︸

≡V1

= H01 (J1) + V1 (Φ,J1, θ) . (B.37)

Temos, com isso, a nova frequência ν1, derivada do novo Hamiltoniano não perturbado

H01:

ν1 (J1) =
∂H01

∂J1

=
∂H0 (J1)

∂J1

+
∂ 〈V ′〉
∂J1

= ν (J1) +
∂ 〈V ′〉
∂J1

(B.38)

O termo V1 é de segunda ordem na perturbação. Com isso, se a contribuição de

ordem mais baixa em J1 da perturbação original é da ordem de Jb
1, a variação da sintonia

será da ordem de J2b−1
1 , o que nos permite descartar V1 para J1 suficientemente pequeno,
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e assim temos um Hamiltoniano que depende apenas do novo momento canônico, a ação

J1. Com estas (aproximadamente) constantes do movimento, o movimento é confinado

a um toro de (d+ 1)-dimensões no espaço de fase.

Para que este método seja válido, G deve ser sempre pequeno, o que não é o caso

quando ν assume certos valores. Podemos ver pela equação (B.35) que G cresce inde-

finidamente conforme m · ν se aproxima de um número inteiro. Portanto, a teoria de

perturbação não deve ser usada nas vizinhanças de uma ressonância.

B.3 Teoria de perturbação aplicada aos sextupolos

em um grau de liberdade

Uma vez que sabemos corrigir a cromaticidade, tomaremos apenas a parte não-cromá-

tica do Hamiltoniano, e, por simplicidade, consideraremos somente a direção horizontal

do movimento. O Hamiltoniano original (5.21) inclui termos de acoplamento, de forma

que é necessário o tratamento em dois graus de liberdade. Porém, a extensão para esse

caso a partir do tratamento dado aqui é bastante simples.

Da equação (5.21),

H =
P 2
x

2
+K(s)

x2

2
+
S(s)

6
x3. (B.39)

Aplicando a mesma transformação da seção B.1 para as variáveis de ação e ângulo, com

x =
√
2Jβ cosφ, temos

H(J) =
J

β(s)
+

√
2

3
S(s) [Jβ(s)]3/2 cos3 φ

≡ J

β(s)
+ V (φ, J, s) , (B.40)

onde

V (φ, J, s) ≡
√
2

3
S(s) [Jβ(s)]3/2 cos3 φ

=
S(s)

6
√
2
[Jβ(s)]3/2 [cos(3φ) + 3 cosφ] (B.41)

é o termo de perturbação sextupolar. Expressamos o cos3 φ em termos de cos(3φ)

e cosφ, em uma forma apropriada para a decomposição em série de Fourier (B.29).
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Encontrando os coeficientes e resolvendo (B.35) para G, pode-se chegar a

G (φ, J1, s) = −J
3/2
1

4
√
2

{∫ s+C

s

ds̄ S(s̄) [β(s̄)]3/2
sin [φ+ ψ(s̄)− ψ(s)− πν]

sin(πν)
+

+

∫ s+C

s

ds̄ S(s̄) [β(s̄)]3/2
sin [3(φ+ ψ(s̄)− ψ(s)− πν)]

3 sin(3πν)

}

. (B.42)

Ao contrário do exemplo calculado para o oscilador harmônico na seção B.1, a fase não

avança uniformemente, e por isso νθ é substitúıdo por ψ(s) da equação (B.12).

O próximo passo para o cálculo da variação de sintonia é calcular a média de V ′.

Para isso, encontramos

VJ (φ, J1, s) =
S(s)

4
√
2
J
1/2
1 [β(s)]3/2 [cos(3φ) + 3 cosφ] ,

Gφ (φ, J1, s) = −J
3/2
1√
2

{
1

4 sin(πν)

∫ s+C

s

ds̄ S(s̄) [β(s̄)]3/2 cos [φ+ ψ(s̄)− ψ(s)− πν] +

+
1

4 sin(3πν)

∫ s+C

s

ds̄ S(s̄) [β(s̄)]3/2 cos [3(φ+ ψ(s̄)− ψ(s)− πν)]

}

,

e portanto

〈VJGφ〉 (J1) = − J2
1

64C

∫ C

0

ds [β(s)]3/2 S(s)

∫ s+C

s

ds̄ [β(s̄)]3/2 S(s̄)×

×
{
3 cos (ψ(s̄)− ψ(s)− πν)

sin(πν)
+

cos [3(ψ(s̄)− ψ(s)− πν)]

sin(3πν)

}

.

Conhecendo a distribuição sextupolar S(s), podemos calcular estas integrais e, descar-

tando as flutuações V ′ − 〈V ′〉, o novo Hamiltoniano é dado por

H1 = J1β(s) + 〈VJGφ〉 (J1) + . . . (B.43)

e a nova sintonia é obtida integrando em uma volta o avanço de fase:

ν1(J1) =
1

2π

∫ C

0

{

1

β(s)
+
∂ 〈VJGφ〉

∂J

∣
∣
∣
∣
J=J1

}

ds

= ν +
C

2π

∂ 〈VJGφ〉
∂J

∣
∣
∣
∣
J=J1

. (B.44)

Uma vez que a média da perturbação é da ordem de J2, a sintonia varia linearmente com
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J . A distorção da ressonância de um terço no toro aproximadamente invariante dado

por J = J1 +Gφ (φ, J1, s), com J1 constante, é atingida quando a sintonia se aproxima

de n/3, onde n é um inteiro. Isto é evidenciado pelos termos sin(πν) e sin(3πν) nos

denominadores na expressão de 〈VJGφ〉 (J1).
Uma análise perturbativa mais profunda leva em consideração termos de ordens

mais altas na perturbação, que aqui descartamos, bem como a Teoria de Perturbação

em ordens mais altas.
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