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Resumo

Nesta tese, apresentamos dois resultados para a geracdo de emaranhamento, ambos envolvendo a
interagdo entre dtomos e radiagdo. Na primeira parte, propomos um esquema para geragdo de estados
emaranhados envolvendo os estados eletronicos de dois ions separados espacialmente, cada qual aprisi-
onado em uma cavidade. Um dtomo propagante, que cruza essas cavidades, é responsavel pela geragdo
de estados emaranhados do tipo Bell entre os dois ions. Mostramos que para tempos especificos de inte-
racdo, a geragdo dos estados emaranhados é ndo-probabilistica. Propostas de 4tomo e ions, candidatos a
implementacdo do esquema experimental, também sdo apresentadas.

Ja segunda parte deste trabalho, investigamos um modelo para a interacdo de dois campos quanticos
ortogonalmente polarizados com uma nuvem de atomos de quatro niveis do tipo-X. Consideramos, para
nosso esquema, situagdes fisicas onde os dtomos funcionam efetivamente como sendo de dois niveis.
Assim, dentro de uma aproximagdo linearizada do campo, nosso Hamiltoniano efetivo bilinear, que
representa a interacdo dtomos-campo, passa a depender da diferenca de popula¢do entre os dois niveis
do ensemble de atomos. Apds uma medida condicionada nos d4tomos, mostramos que os dois modos
do campo ficam em estados emaranhados ndo-Gaussianos, diferentemente do que foi considerado em
alguns trabalhos recentes na literatura que abordamos. Como a compressdo abaixo do limite de ruido
na polarizagdo linear pode ser usada como indicadora de emaranhamento na polarizac¢do circular, nés
podemos usar a varidncia das quadraturas, combinada com o critério de inseparabilidade para varidveis

continuas, para complementar o nosso estudo sobre o esquema experimental.
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Abstract

In this thesis, we present two results of entanglement generation, both involving atom-radiation in-
teraction. In the first part, we consider a scheme for generation of entangled states involving electronic
states of two distant ions, each one placed in a cavity. A flying atom, that crosses these cavities, is res-
ponsible for the generation of entangled states of the Bell-type between the two ions. We show that for
specific times of interaction, the entangled states are generated and in a non-probabilistic way. We also
present a realistic proposal of candidates for atoms and ions for an experimental implementation of this
scheme.

In the second part of this work, we investigate a model for the interaction of two orthogonally po-
larized quantum fields with a cloud of X-like four-level atoms. We consider, in our scheme, a physical
situation where the atoms act effectively like two-level atoms. Thus, in a linearized approximation for the
field, we derive a bilinear effective Hamiltonian representing the atom-field interaction, which depends
on the difference of population between the ensemble of two-level atoms. After a conditional measure-
ment in the atomic system, we show that the two field modes ends up in a non-Gaussian entangled states,
differently from what has been considered in some recent works in the literature. Since the squeezing
below the noise limit in the linear polarization can be used as an indicator of entanglement in the circular
polarization, we can use the variances in the quadratures, combined with the inseparability criterion for

continuum variables, to complement our study of the experimental scheme.
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1. INTRODUCAO

Alguns aspectos da mecanica quantica que j4 foram considerados problemaéticos, como a insepara-
bilidade quantica e a “agdo fantasmagorica a distancia” [1], hoje em dia deixaram de ser vistos como
problemas, para serem considerados ingredientes essenciais, que permitem entender melhor a mecanica
quantica. Da tltima década do século passado para cd, um enorme progresso tem acontecido nos novos
campos de pesquisa de informacdo e computagdo quanticas, onde o conceito de emaranhamento [2, 3]
desempenha um papel muito importante. Ele é o recurso essencial que permite realizar comunicagdo
quantica [4], computagdo quantica [5] e teleportagdo quantica [6].

Um dos problemas da comunicagdo quéntica é estabelecer emaranhamento multipartite entre parti-
culas pertencentes a utilitdrios distantes numa rede de comunicagdo. Um dos primeiros mecanismos
propostos foi através de multiplas trocas (swappings) de emaranhamento [7]. Outro procedimento seria o
uso de um elemento propagante, que interage com as particulas distantes, permitindo realizar o emara-
nhamento. Um dos grandes problemas a serem resolvidos para se construir um computador quéntico é
o problema da escalabilidade. A idéia de combinar qubits estaciondrios e qubits propagantes numa cadeia
quantica para transmissdo de informagdo quéntica tem sido explorada pela comunidade de informa-
¢do quantica [8] para obter tecnologia escaldvel, viabilizando a construi¢do de computadores quanticos.
Uma solugdo proposta para obter uma forma escalavel é realizar a computagdo quéntica de forma dis-
tribuida [9], sem interacdo direta entre os qubits espacialmente separados. Numa rede construida com
esse intuito, os nodos seriam formados por qubits estacionarios e a informacéo seria levado pelos qubits
propagantes. Usualmente, os qubits propagantes sdo fétons e os estaciondrios matéria (dtomos, fons). A
implementacdo pratica destas redes propostas, que visam a geracdo de emaranhamento entre dois qubits
de matéria espacialmente separados e que nédo interagem diretamente, utilizando um outro sistema que
¢ detetado, foram realizadas por alguns autores [10-12]. A maioria desses esquemas fazem uso ou de
atomos ou de ions com trés niveis tipo A ou quatro niveis, aprisionados em cavidades distantes, onde
o emaranhamento entre eles é estabelecido via efeitos induzidos por interferéncia. O esquema de Bose
e colaboradores [10] foi utilizado por Barrett e Kok [9] para propor uma computacdo quantica escalével
distribuida com operagdes de emaranhamento ndo-deterministico, e Lim e colaboradores [8] propuseram
um esquema de operacdo de porta légica do tipo “repete-até-dar-certo”, que permitiria eventualmente
realiz-lo deterministicamente.

Por outro lado, um dos campos em que experimentos relevantes tem sido realizados é aquele em que
se utiliza fons aprisionados [13]. Devido a preservagdo da coeréncia por um tempo relativamente longo
comparado a outros sistemas, o sistema com estados eletronicos de ions fazendo o papel de qubits foi um
dos sistemas aventados para implementacdo de computador quantico por Cirac e Zoller [14]. Também
foi apontado que o processo de detecdo através da fluorescéncia induzida por laser é extremamente
eficiente. Estes aspectos permitiram a obtencdo experimental de estados emaranhados de varios ions
[15, 16]. Um outro aspecto vantajoso dos ions apontado também na referéncia [14] é a possibilidade
de implementacdo de operagdes através do uso de lasers, de modo que os ions ndo necessariamente
precisam estar a distancias microscépicas.

Iniciamos esta tese no capitulo 2, apresentando os fundamentos que consideramos essenciais para a
leitura do restante da tese. Entre eles estdo a notagdo de operador densidade, o conceito de emaranha-



mento, algumas medidas de interesse e o critério de inseparabilidade de Duan de estados quanticos. A
primeira contribuicdo original desta tese, apresentada no capitulo 3, é a proposta de um esquema de ge-
ragdo de estados maximamente emaranhados utilizando como gqubits os estados eletrdnicos de dois ions
distantes. Por sua vez, utilizamos como elemento propagante um dtomo de dois niveis. Mostramos que,
mesmo considerando perdas pelo dtomo propagante durante o voo entre as cavidades distantes onde
estariam os fons, a fidelidade do estado final em relacdo ao estado de Bell desejado é muito boa.

A segunda contribuigdo original desta tese tem relevancia na 4rea de informacdo quantica, onde sao
utilizadas redes quénticas, constituidas por elementos quanticos, cujos observédveis possuem espectro
continuo. Tais sdo, por exemplo, os feixes intensos de luz. Por exemplo, no experimento de Furusawa
e colaboradores [17], se realizou pela primeira vez a teleportacdo quantica incondicional de estados de
sistemas de varidveis continuas (VC) utilizando campos 6pticos. Tais implementagdes sdo de grande
interesse tecnolégico por vérias razdes, das quais mencionamos duas: primeiro as componentes 6pticas
sdo muito poderosas e adequadas para integracdo na tecnologia de comunicagdo atual. Segundo, pode-se
utilizar os mesmos métodos de VC propostos por Braunstein e Kimble neste protocolo de teletransporte
[18] usando 6ptica linear para outros protocolos computacionais como correcao de erros e codificagdo
super-densa de informagdo 6ptica.

No contexto de emaranhamento de sistemas de VC, associadas a espagos de Hilbert de dimensao
infinita, possiveis aplicacdes em tarefas na comunicagdo e informacgdo quanticas tem recebido atengdo
crescente [19]. Em especial houve uma focalizagdo grande numa familia de estados conhecidos como
estados Gaussianos, pela grande relevancia pratica em aplicagdes de 6ptica quantica e informagao quan-
tica. Inclusive as discussdes de critérios de separabilidade e propriedades de emaranhamento foram
inicialmente feitos para o caso biparte e para essa classe de estados [20, 21] no contexto de VC, e somente
muito recentemente o emaranhamento em estados ndao-Gaussianos tem comecado a chamar atengao.
Num experimento recente foi demonstrado que um estado comprimido de dois modos pode ser de-
Gaussianificado por subtragdo coerente de um tnico féton [22], e que as propriedades ndo-locais e graus
de emaranhamento de tal estado seriam aumentados.

No capitulo 4 apresentamos uma anélise inspirada pelo experimento realizado por Josse e colabora-
dores [23, 24] usando a interagdo entre um feixe de luz coerente, intenso, linearmente polarizado e uma
nuvem de dtomos frios colocados numa cavidade 6ptica de alta finesse. Mostramos que a interagdo dtomo-
campo produz dois modos comprimidos com polariza¢des ortogonais, cujo emaranhamento queremos
quantificar. No artigo experimental [24] os autores argumentam que os feixes resultantes estariam num
estado Gaussiano e realizam a analise de inseparabilidade baseado neste fato. Nosso estudo mostra que
neste experimento podem estar sendo gerados estados ndo-Gaussianos e sugerimos considerar o carater
ndo-Gaussiano dos feixes resultantes. Refazemos a andlise de inseparabilidade dos estados resultantes
do experimento, levando-se em conta o cardter ndo-Gaussiano.

Finalmente, no capitulo 5 apresentamos algumas conclusdes e consideracdes finais, e nos apéndices
mostramos detalhes dos calculos realizados para a obtencdo dos estados gerados apds a interacdo do
atomo propagante com os ions aprisionados considerando decoeréncia e dissipagdo (referente ao capitulo
3), além dos calculos dos estados estados gerados apds a interagdo dos feixes polarizados com a nuvem
de atomos, das variancias das quadraturas e das fun¢des de Wigner entre o estado de vacuo comprimido
e a superposicdo de estados coerentes, sendo esses tltimos célculos do apéndice referentes ao capitulo 4.



2. FUNDAMENTOS

Em se tratando de uma tese que estuda efeitos puramente quanticos, sentimos a necessidade de
introduzir alguns conceitos que tornam a leitura dessa tese mais completa e autdnoma. Assumiremos
também uma notagdo padrdo em livros textos [25], que pode ser observada na tabela abaixo.

‘ notacgado H descricao
z* conjugado complexo de um nimero z
) vetor ket
(Pl vetor bra
(Plo) produto interno entre os vetores ) e |})
) ® |d) produto tensorial entre os vetores ) e |}p)
b)) ou [, &) abreviagio de ) ® |)

Tabela I — Notagdo de mecanica quantica utilizada na tese.

2.1. Operador densidade, estados puros e mistos, traco, trago parcial, medidas projetivas e
fase

A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial I' complexo com produto interno
(Espaco de Hilbert), conhecido como espago de estados do sistema. O estado do sistema em um dado
instante t é completamente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitdrio no espago de estados,
representado, em termos dos vetores de uma base {Juy)} de I', como

W) =) crlthhw), (2.1)
k

onde [ci(t)]* é a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado |uy), satisfazendo a relagdo
T le®R=1.

Por exemplo: para um sistema isolado qualquer, se pudermos determinar o estado do sistema atra-
vés da medida de um conjunto completo de observéveis, que comutam entre si, entdo podemos dizer



que toda a informacdo possivel sobre esse sistema é conhecida. Estados perfeitamente conhecidos sdo
chamados de estados puros.

Uma outra formulacdo da mecénica quantica usual é a que utiliza o operador densidade ou matriz
densidade [25]. Essa formulacdo é muito ttil para descrever sistemas quanticos cujo estado ndo é com-
pletamente conhecido. Esse tipo de sistema pode estar num estado de mistura estatistica, ou seja, numa
mistura estados 1), [b2), ..., W), com respectivas probabilidades p1,p2, ..., Pk, onde é impossivel des-
crever o “vetor de estado médio” por uma superposi¢do dos estados [Py), tal que Y, prx =1 (px > 0).
Vamos agora verificar a descri¢do e as propriedades do operador densidade para estados puros e estados
de mistura. Notamos que para um observével A, o valor médio do mesmo para um sistema no estado
b(t)) é dado por

(A)(t) = (W(Y)IARD(1)). (2.2)

Introduzindo a completeza de uma base ortonormal {Ju,,)}, podemos expressar o valor médio do
operador A como

(AY1) = D (W(t)un) (unlARum) (Wmb(t))

= 3 (unlARum) (b (6) (W (Oun)

nm
= Z AnmPmn(t), (2:3)
nm

onde p,,n(t) sdo os elementos de matriz de um operador p(t) dado por

p(t) = [b(t)) (W(t)l. (2.4)

O operador densidade é representado na base {|u)} pela chamada matriz densidade, cujos elementos
sdo

pmn(t) = <um|p(t)|un> = C;(t)cm(t) (25)

Definido o operador densidade, podemos extrair algumas propriedades gerais, que se pode deduzir
de forma simples para o caso puro:

e Normalizagao ?

Trlp(t)] = 1. (2.6)

e Valor médio

O valor médio de uma observavel A num tempo t qualquer é dado por

2 A funcéo traco é definida como a soma dos elementos da diagonal de um operador, ou seja, Tr[A] =} ; Ay;.



(A)(t) = Trlp(t)AL. (2.7)

e Evolugdo temporal

A evolucado temporal do operador densidade pode ser deduzida através da equacdo de Schrodinger

4o = L), pit), (28)

e Hermiticidade

p'(t) =p(t). (2:9)

Propriedades especificas do operador densidade de estados puros
Estados puros sdo bem descritos tanto por vetores de estado como por operadores densidade. Na
representagdo de operador densidade, além das propriedades descritas anteriormente, os estados puros

possuem as seguintes propriedades particulares, que podem ser obtidas através da sua definigdo 2.4:

o p?(t) = p(t).

o Trlp?(t)] = 1.

propriedades do operador densidade para estados de mistura

Como dito anteriormente, se o estado do sistema ndo pode ser determinado exatamente, dizemos que
este se encontra num estado de mistura estatistica. Desta forma, uma mistura de estados [{1), 2), ...

possui probabilidades de ocorréncia p1,py, ..., respectivamente. Estas probabilidades sdo de natureza
classica e satisfazem as seguintes relagdes:

0 < P1,P2/ s Pxs e < 1 e Zpk =1. (2'10)
k

Cada um destes estados que compdem a mistura é um estado puro. E o operador densidade que
descreve um destes estados é dado por

Pr = W) (Wil (2.11)

Desta forma, o operador densidade geral que descreve a mistura pode ser escrito como uma superpo-
sicdo de operadores densidade puros:

pP=) PPr (2.12)
k

Notamos que o valor médio de um observavel neste caso é escrito como



(A)(t) = Trlp(t)A] = Tr[)_prpiAl = ) prTrip,Al
k k
= <<A>k(t)>ensemble/ (2.13)

isto é, o valor médio envolve além da média quantica para cada estado puro [\py), a média estatistica
destes valores médios pesados pelas probabilidades py.
Além das propriedades gerais para operadores densidade, para o caso da mistura temos:

o p%(t) # p(t).
o Trip?(t)] < 1.

Populacées e coeréncias

Os termos populagdes e coeréncias sdo utilizados no decorrer da tese, e podem ser facilmente compre-
endidos com o auxilio do operador densidade. Como vimos na equagdo (2.5), os elementos de matriz do
operador densidade, no caso puro, podem ser escritos como

Pmn(t) = <um|p(t)|un> = C;(t)cm(t)- (2-14)

Os termos diagonais pnn sdo iguais a len (1)1, que déo as probabilidades dos estados |u,). No caso
geral, temos

Prn = Zpk Pk)nn = Zpk (unlbi) (Wrlun) ZPIJCn . (2.15)

Estes termos diagonais representam a média estatistica das probabilidades quanticas de encontrar o
sistema no estado |u,), sendo por isso chamada de populagio do estado [uy).
Da mesma forma, os termos ndo diagonais sdo dados por

=3 preile, (2.16)
k

expressando a média estatistica dos efeitos de interferéncia entre os estados [un) € |um), que surgem
quando o estado [\py) é uma superposigdo coerente linear destes estados. Estes termos sdo conhecidos
como coeréncias.

Trago parcial

Vamos considerar inicialmente dois subsistemas 1 e 2 de um sistema 1+ 2, com espagos de estados
M, el =T ®T,, respectivamente. Além disso, adotamos as bases de I't como sendo {ju,)} e de I,
como sendo {|vp)}, com os kets [un) ® [vp) formando uma base para I'. A idéia é obter, a partir de p,
um operador p; que atua apenas em 'y e um operador p, que atua apenas em I, para com isso sermos
capazes de analisar cada subsistema separadamente. A operacdo que permite isso é chamada de trago
parcial. Podemos definir os elementos de matriz do operador p; como



(01 )nn = ) ((un, vpl) ol vp))- (2.17)

p

Por defini¢do, o operador p; é obtido a partir do trago parcial sobre as varidveis de indice 2 no
operador p, ou seja

p1 = Tra[pl. (2.18)

Da mesma maneira, se definimos os elementos de matriz do operador p;

(pZ)pp’ = Z(<unzvp|)p(|unzvp’>)/ (2-19)

n

sendo o operador p; é obtido a partir do trago parcial sobre as varidveis de indice 1 no operador p

p2 = Tripl. (2.20)

Medidas projetivas

Uma medida projetiva é descrita por um observavel M, um operador no espaco de estados do sistema
em estudo. O observavel tem uma decomposigao espectral

M = Z mP o, (2.21)

em que P, é o projetor sobre o auto-subespago de M com autovalor m. Os possiveis resultados da
medida correspondem aos autovalores m do observavel. Medindo-se M no estado ), a probabilidade
de se obter o resultado m é dada por

p(m) = (P[Pml). (2:22)

Obtido o resultado m, o estado do sistema logo ap6s a medida sera

) = : (2.23)

Fase

O termo fase na mecanica quéntica possui alguns significados diferentes, dependendo do contexto
onde é empregado. Primeiro, imagine o vetor de estado e*®h}), onde ¢ é um ndmero real. Podemos
dizer que o vetor e'®}) é igual ao vetor p) a menos de um fator de fase global ¢'?. Além disso, para um



operador M, associado a alguma medida temos que

(WIMEM ) = (ble ME Me i), (2.24)

o que faz com que os estados sejam idénticos do ponto de vista da observagao.
Também temos a chamada fase relativa, que é a diferenca de fase entre, por exemplo, os estados

1 1
W) =—7=10)+11)) e  [b2)=—7
> V2 ) > V2
Nesse caso, a amplitude de [1) difere em sinal para os dois estados. Portanto, dizemos que os dois
estados diferem por uma fase relativa. E importante salientar que, diferentemente da diferenca de fase
global entre dois estados, a diferenca de fase relativa da origem a resultados fisicamente diferentes em
suas estatisticas.

(I0) —11)). (2.25)

2.2. Bits qudnticos ou qubits

O bit (BInary digiT) é a menor unidade de medida de transmissao de dados usada na computagdo e
teoria de informacdo [5]. O bit pode assumir dois valores mutuamente exclusivos (0 ou 1). Fisicamente
esses valores representam, por exemplo, a passagem ou ndo de corrente em algum circuito elétrico.

Os qubits (ou bits quanticos) sdo os analogos quanticos dos bits, e podem ser associados a possiveis
estados fisicos, porém obedecendo o principio de superposigdo da mecénica quéntica para estados,

W) = «0) + BI1), (2.26)

onde as amplitudes probabilisticas « e 3 sdo ntimeros geralmente complexos.
Exemplificando, um gqubit pode estar no estado

1 1

) = E|O> + EIU, (2.27)

que, quando for medido resultard no estado |0) 50% das vezes e no estado |1) os 50% restantes.
Podemos ter sistemas com mais de um qubit. O vetor de estado (puro) que representa, por exemplo,
dois qubits, pode ser escrito como:

) = x00l00) + x110T) + ot10/10) + x19(17). (2.28)

2.3. Emaranhamento entre dois subsistemas quinticos

O conceito de emaranhamento como conhecemos hoje surgiu do desconforto de Einstein com relagado
a mecanica quantica. Ele acreditava que “a fisica deve representar uma realidade no tempo e no espago,
livre de ag¢Oes fantasmagoricas a distancia”. Nessa frase, dita a Max Born, Einstein se referia a estranheza
que lhe causava duas particulas, apds interagirem, continuarem “ligadas” [1]. Quando o artigo EPR
(Einsteisn, Podolsky e Rosen)[1] chegou a Niels Bohr (a quem vérias vezes foi designado o papel de
defensor da mecanica quéntica), este justificou que, apds interagirem, as particulas fazem parte de um



sistema total, desenvolvendo correla¢des de natureza quantica entre elas. Embora haja muita discussao
subsequente seguindo uma via filoséfica sobre emaranhamento, aqui abordaremos o assunto de uma
maneira mais operacional. Partiremos de sua definigdo usual, e analisaremos no capitulos 3 e 4, seu
surgimento em sistemas atdbmicos.

Atualmente, é comum se definir emaranhamento como sendo a correlagdo quéntica que ocorre entre
subsistemas (I e I';) que compdem um sistema (I'). Se [ug) e [v2) sdo estados de I'y e Iy, respectivamente,
o estado

WP12) = lu) ® Ivz) (2.29)

descreve um estado de I' no qual os subsistemas tem um estado bem definido. Assim, dados os observa-
veis A e B, pertencentes a I'y e I, seus valores esperados sdao dados por

(A1)(B2) = (A1 ® By). (2.30)

Fisicamente, a probabilidade de obtencdo de um resultado especifico A; para a medida de um obser-
véavel O é dado por p(A;) = (TT;(O)), onde TT;(O) é o projetor sobre o autosubespago de O associado ao
autovalor A;. Assim, a equacdo (2.30) pode ser entendida como

play)p(bj) = plas, by). (2.31)

Portanto, se medirmos A1 e B, simultaneamente, o valor encontrado para A é estatisticamente inde-
pendente do encontrado para B, ou seja, ndo hé correlagdes entre os subsistemas.

Porém, os estados de I' em geral tem uma forma mais complicada do que a analisada na equagao
(2.29), como:

W)= cyhu) @ ;)2 (2.32)
y

Realizando a mesma andlise do caso anterior, obtemos

(A1)(B2) # (A1 ®B3), (2.33)

levando a

play)p(b;) # plas, b;). (2.34)

Neste caso, as propriedades de cada subsistema deixam de ser independentes. Este fendmeno é
conhecido como emaranhamento, e serd nosso objeto de estudo nas préximas paginas.

Estados Maximamente Emaranhados

Quando limitamos nossa andlise de estados a dois qubits, um grupo de estados importantes devem
ser considerados: os estados de Bell ou pares EPR [1]. Eles sdo descritos por
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Wi)as = Ni([br)alb2)s +2) alb1)s),
W2)ap = Nz(b1)alb2)s —2) alb1)s),
W3)as = Ns(b1)alb1)s +2) alb2)s),
Wa)as = Na(b1)alb1)s —b2) alb2)s), (2.35)

onde N; (i =1,2,3,4) sdo constantes de normalizacdo, e os indices A e B se referem a dois subsistemas.
Comumente encontramos estes estados na literatura como

1
+\
wE) = —\/z(|01)i|10>), (2.36)
1
+\ _
D) = —ﬁ(|00>i|ﬂ>), (237)
(2.38)

Um caso particular dos estados de Bell (onde consideramos os estados [1(2)) como estados coerentes
|c(—x))) sdo os estados coerentes emaranhados [26]

-
o

|
z

1l al —ax)g 4+ — ) alec

1A (loc) )B),
W2)ag = No(lx)al — o) — [ — &) alx)B),
W3)ap = N3(lx)ala)p+|— o) al — &) B),
Wa)as = Na(lx)ala)g —| — ) Al — &) B). (2.39)

z

Esse tipo de estado é muito importante, devido a méxima correlagdo quantica (emaranhamento)
possivel entre seus subsistemas, tendo muitas aplicagdes em teleportagdo, computagdo e informagdo
quantica. Nos dois capitulos de resultados dessa tese, mostraremos propostas de geracdo de estados do
tipo Bell.

Estados mistos emaranhados

Um estado de mistura pp € separavel se e somente se ele pode ser representado como uma combi-
nacdo convexa do produto dos estados locais como dado na equacao

K
pas =) pipf ®pP. (2.40)

i=1

Para situagoes diferentes dessa, o estado é dito inseparavel ou emaranhado.
Medidas de emaranhamento

Sdo muitas as medidas de emaranhamento propostas na literatura [1]. Dentre elas podemos citar as
medidas de emaranhamento geométricas, tais como trago, entropia relativa, maxima fracdo de singleto
ou fracdo médxima emaranhada. Dentre as medidas validas somente para estados puros, podemos
citar a entropia de von Neumann. Existem também extensdes de medidas para estados mistos, como
a concorréncia (que tem validade restrita) e o emaranhamento de formagdo. Aqui iremos apresentar
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apenas algumas destas medidas.
Entropia de von Neumann - S,N

Essa medida [29] é muito utilizada para sistemas bipartites ® puros. Sendo p o operador densidade e
p1 e p2 os operadores densidade para cada subsistema, a entropia de von Neumann parcial é dada por

Sin = —Trlp1log p1] = —Trlpzlog pal = S\ (2.41)

A entropia de von Neumann vale zero quando o estado nado estd emaranhado, e tem aumento de
valor quanto mais o estado estiver emaranhado.

Entropia Linear - S,

A entropia linear [29] é dada por

D D
Si= D=1 (1—Trlp7]) = ﬁ(] —Trlp3)), (2.42)

onde D é a dimensdo do espago de Hilbert do subsistema. Ele reproduz praticamente os mesmos
resultados da entropia de von Neumann, mas com facilidades nos calculos.

Emaranhamento de formacgdo

O emaranhamento de formagdo [29] é definido, através da entropia de von Newmman S,n, como

Er([) (Pl) = Sun(Trallp) (Pll) (243)

para estados puros, e para estados de mistura a expressdo é dada por

Er(p) = min Z PiEF(W) (Wil), (2.44)

onde a minimizacdo deve ser feita sobre todas as possiveis decomposigdes

p=2) pilbi) (Wi (2.45)

de p em termos dos estados puros [Y1) (P1, 2) (2], com distribuigdo de probabilidade p1, pa... .
Concorréncia

A concorréncia [29] é definida como se segue: seja p um estado de um sistema 2X2, e sejam iy, ..., Hg @

b Sistemas bipartites: Sistemas compostos por dois subsistemas. Por exemplo, duas particulas.
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lista ordenada de autovalores de (\/ﬁf)\/ﬁ)” 2 onde p = (oy ® oy)p*(0y ® oy) €. Entdo,

Ec(p) = max{0, w1 — p2 — 13 — palk (2.46)

De acordo com a férmula de Wootters [29], a concorréncia se relaciona com o emaranhamento de
formacdo, para pares de qubits, como

Er(p) = —v; logzw —V3 logzvz, onde Vipg=(Tx4/1- Ec(p)?)/2. (2.47)

Para situagdes em que ndo temos pares de qubits, ndo ha expressdo analitica definida.
Midxima fragdo de singleto

Essa medida de emaranhamento, também conhecida como fragdo mdxima de emaranhamento [29], é
definida como

Fmax = maxy, ($lphh), (2.48)

onde maxy, corresponde a maximizagdo que € realizada sobre todos os estados maximamente emara-
nhados [) = Ux ® Ug[¥T), sendo

d
vty = id S i) (2.49)
i=1

o estado maximamente emaranhado do espago de Hilbert d-dimensional e U5 e Ug transformagdes
unitérias.

2.4. Estados gaussianos e varidveis continuas
Estados gaussianos de dois modos

Vamos considerar um sistema de varidveis continuas de dois modos, descrito pelo espaco de Hil-
bert ' = 't ® I. Um conjunto de estados Gaussianos é, por definicdo, um conjunto de estados com
fungdes caracteristicas e distribui¢des de quasi-probabilidade gaussianas. Portanto, o estado Gaussiano
¢ completamente caracterizado pelos seus primeiros e segundos momentos estatisticos que sdo dados,
respectivamente, pelos vetor de valores médios X = ((X1), (P1), (R2), (P2)), e pela matriz de covariancia
\%

T, . . o\ Ja
Vi = §<Xixi +R%5%1) — (Re) (};). (2.50)

Uma explicacdo mais detalhada da matriz de covaridncia e da fungdo de Wigner para estados

¢ Matriz de Pauli o, do conjunto de matrizes: ox = ( (]) (1) ), oy = ( 0 _01 > e o, = < 10 >
i
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Gaussinos pode ser obtida em [28].
Varidveis continuas

Hoje em dia, muitos trabalhos de sub-areas da mecanica quantica, tais como computagdo quantica,
informacdo quantica, 6ptica quéntica, entre outras, tem seu foco em sistemas de varidveis continuas.
Fisicamente falando, varidveis continuas sdo observéveis com espectro continuo, como por exemplo as
quadraturas x e p do campo eletromagnético monocromatico, que pode ser descrito como

E «x x cos (wt) + psin (wt) (2.51)

onde w é a frequéncia angular, e os operadores de quadratura sdo definidos em termos dos operadores
de aniquilacdo e criagdo de fétons a e at como

x=(a+a’) e p=—ila—ah). (2.52)

Muitas sdo as vantagens das varidveis continuas em relacdo as varidveis discretas: facilidade de pre-
paragdo dos estados do campo, além de precisdo na detecdo através de detecdo homodina. Essa dltima
fornece acesso completo as varidveis candnicas do campo.

Estudos envolvendo varidveis continuas historicamente trataram, em sua maior parte, de estados
Gaussianos, tais como estados coerentes e estados comprimidos. Contudo, o formalismo de varidveis
continuas é igualmente apropriado para o estudo de estados ndo-Gaussianos, como superposi¢des de
estados coerentes.

No capitulo 4 mostraremos uma andlise de emaranhamento de varidveis continuas, baseado em ex-
perimentos recentes na drea de varidveis continuas 6pticas, onde os estados analisados sdo considerados
pelos autores como Gaussianos.

2.5. Critérios de inseparabilidade

Muitos critérios de inseparabilidade [29] sdo utilizados hoje em dia com o intuito de mostrar se os
estados sdo separdveis (ou ndo-emaranhados). Utilizaremos nessa tese apenas o critério de inseparabi-
lidade para varidveis continuas de Duan [20, 21]. Para entender melhor este critério, vamos considerar
dois modos ortogonalmente polarizados do campo eletromagnético (a; e a;), que satisfazem as regras
usuais para operadores bosonicos, ou seja, (a1, az] = 81 7.

Os operadores de quadratura para esses modos sdo dados por
1 + 1

1

Xi(2) = 2(01(2) +ajy) e Yo = i(aﬁ(z) —a2), (2.53)

e a variancia das quadraturas é definida como

(AX512)* = (Xip) — X202 e (AYy)” = (Yiy) — (Vi2)> (2.54)

Desta maneira, o critério de inseparabilidade para variaveis continuas de Duan é escrito em termos dos
operadores de variancia

1
L= Z[AZ(X1 +X2) +AHY - Yy) < 1. (2.55)
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Para estados Gaussianos, 11, < 1 é condi¢do necessaria e suficiente para emaranhamento. No caso
em que os estados sdo ndo-Gaussianos, embora I, < 1 indique com certeza emaranhamento, quando
I;2 > 1 nada pode ser dito sobre a presenca ou ndo de emaranhamento.

A prova do critério de Duan pode ser obtida como segue [38]: vamos assumir que o estado p;, é
separavel e pode ser escrito como

P12 = Zmpu ® Py,2- (2.56)

1

Entdo nés podemos calcular a varidncia total do operadores u = X; —X; e v = Y7 — Y, para este
estado (indice p),

(AW o+ ((Av)%) = 3 nil(u)it (vH)i) — (w5 — (v)3
= Z_m((x%>1+ (X2 —2(X1)1(X2)1 + (YD) 4 (Y2 — 2(Y1)1(Y2)1) — (u)5 — (v)?

= > M ({(AX1)2)i+ ((AX2)2)1) + ((AY1)2)1 + ((AY2)2):

+Zni<u>iz_ (Zni<u>i> +Zm<\’>f— (Zﬂi(">i) , (2.57)

onde (...); significa a média sobre o estado produto p;; ® p; ;. Usando a inequagdo de Cauchy-Schwarz
qui(u)i2 > (X_;mil(u)i))?, podemos ver que a tltima linha da equagio (2.57) é limitada por zero. Consi-
derando a relagdo de incerteza ((AX;)?)1 + ((AY;)?)1 > |[X;,Y;ll = 1/2 (j = 1,2, Vi), n6s encontramos que
a variancia é limitada por 1. Entdo, a inequagédo

(AX7 —X2)1%) + ([A(Y1 = Y2)]?) > 1 (2.58)

é condicdo necessdria para qualquer estado separavel. Qualquer violagdo disso prova a inseparabilidade
do estado em questao.
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3. EMARANHANDO PARTICULAS DISTANTES

Neste capitulo apresentamos trés métodos de geragdo de estados tipo Bell entre particulas distantes.
Nas secdes (3.1) e (3.2) apresentamos brevemente os dois processos utilizados por Cabrillo e colaboradors
[11] e Feng e colaboradores [12] para criacdo de estados emaranhados entre 4tomos distantes via interfe-
réncia. A segdo (3.3) é reservada para apresentarmos a nossa proposta de um método inédito de geragao
incondicional de estados emaranhados do tipo Bell entre os niveis eletrdnicos de dois fons espacialmente
distantes, utilizando um dtomo de dois niveis propagante [30].

3.1. Geragdo de estados emaranhados de dtomos distantes por interferéncia usando emissio
espontdnea

Nesse esquema o estado emaranhado ndo é produzido por uma interagdo efetiva entre os dtomos,
mas sim por efeito de interferéncia e projecdo do estado acompanhando o processo de medida. O estado
emaranhado desejado é dado por

1 .
) = z(|O>A|]>B+el¢|1>A‘O>B)r (3.1)
onde ¢ é uma fase fixa.
‘ variaveis H descricao
0), |T) e |2)||estados fundamentais (|0) e |1)) e excitado (|2)) do d&tomo de trés niveis
Toely taxas de decaimento 2) — |0) e [2) — |1), respectivemente
2d distancia entre os d&tomos A e B
D distancia entre o detetor e o segmento que conecta os d4tomos A e B
LiLy area do fotodetetor

Tabela II — Algumas varidveis relacionadas ao experimento de Cabrillo e colaboradores [11].

Os atomos usados nesse caso sdo dtomos de trés niveis com configuragdo Lambda (ver figura 1),
separados por uma distancia 2d. Os estados |0) e |1) sdo estados fundamentais, e [2) é estado excitado da



16

Figura 1 — Esquema do experimento de Cabrillo e colaboradores [11]. Atomos de trés niveis A e B, separados
espacialmente, e detetor ID. Na figura pequena temos um esquema mais detalhado dos niveis atdmicos.

configuragdo. Ambos os dtomos sdo preparados inicialmente no estado [0). A excitagdo é obtida usando
um pulso de laser que excita, com pequena probabilidade, um dos dois d&tomos ao estado |2). Se ap6s
a excitagdo um féton emitido espontaneamente for detetado, um estado emaranhado de dois dtomos é
produzido. Um fotodetetor é colocado a uma distancia D do segmento que conecta os dtomos A e B. O
detetor é sensivel apenas a fétons com comprimento de onda A, correspondendo a transigdo 2) — [1),
que é caracterizada pela emissdo espontanea com taxa de decaimento igual a I'7. Na maioria das vezes
nenhum féton é detetado ap6s um tempo de espera t > I, Se ndo ocorre detegio, o experimento é
reiniciado, quantas vezes for necessdrio, até a detecdo do féton com comprimento de onda A;. Quando
a detecdo ocorre, o estado de ambos os atomos é descrito pelo operador densidade pa . A intencdo é
obter um estado o mais préximo possivel do estado maximamente emaranhado descrito na equagéo (3.1),
onde ¢ é uma fase que ndo muda em cada realizagdo do experimento. Dessa maneira é possivel obter a
fidelidade entre esses estados, ou seja

F= (Plpashh). (3-2)

A idéia é obter, através do pulso de laser, a superposicdo coerente de estados [0)al2)p e [2)Al0)5,
além dos estados [0)A|0)p € [2)Al2)p. Como a transi¢do |2) — |1) implica na detegdo de um féton, o
termo [0)Al0)p pode ser projetado para fora do estado atdmico, por ser incompativel com o evento.
Além disso, o pulso de laser tem que ser tal que a probabilidade de excitar ambos os d&tomos para o
estado |2) (12) Al2)B) seja muito menor que a probabilidade de excitar a superposigdo coerente. O fato
do detetor ndo distinguir qual dos dtomos emitiu o f6ton, transforma a superposicdo [0)a|2) € [2) A0) B
numa superposicdo de estados [0) A|T)p e [1) A|0) g, proxima de um estado emaranhado.

Para a obtenc¢do do estado pretendido, algumas condi¢des devem ser satisfeitas. Pode acontecer de
ambos os dtomos emitirem um féton, mas um deles ndo ser detectado por ser emitido em uma direcado
diferente da do detector (reduzindo dessa maneira a fidelidade). Assim, é usado um pulso de laser curto
ou fraco o suficiente. Nesse caso, a probabilidade de excitar dois 4tomos (e?) é da ordem do quadrado da
probabilidade de excitar apenas um dtomo (2€). Além disso, o detetor deve ser suficientemente pequeno
(Ly < AMD/d). Por fim, como o recuo do d4tomo na emissdo ou absor¢do de fétons pode destruir a
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superposicio, é necessério trabalhar no regime de Lamb-Dicke ¢ e a temperaturas baixas.

Os autores modelam o detetor e os 4tomos através de equagdes mestras, e analisam a fidelidade dos
estados obtidos com o estado maximamente emaranhado procurado. Resultados positivos sdo obtidos
nesse esquema, mesmo com muitas condi¢Oes restritivas dos parametros experimentais. Detalhes da
modelagem e uma andlise mais minuciosa dos resultados podem ser encontradas em [11].

3.2. Geragdo de estados emaranhados de dtomos distantes por interferéncia de fotons pola-
rizados

Esse método de geracdo de emaranhamento entre particulas distantes é baseado no modelo descrito
na secdo anterior. Dois atomos 1 e 2 de trés niveis (configuragdo Lambda) idénticos, estdo aprisionados
em duas cavidades, A e B, respectivamente. Cada dtomo possui um estado excitado (le)) e dois estados
fundamentais degenerados (/gr) e [gr)). As transicdes le) — |gr) e le) — |gr) sdo fortemente acopladas
aos modos da cavidade polarizados circularmente a direita e a esquerda, respectivamente.

@) le>

lgL > IgR >

D1

(b)
A
/d/ Qwp D
1
B PBS

Figura 2 — Esquema do experimento de Feng e colaboradores [12]. (a) Estrutura dos niveis atomicos. (b)
Esquema experimental. Cavidades A e B, contendo os 4tomos 1 e 2 respectivamente. Os f6tons saindo
das cavidades sao detetados por D¢ e ID,, apds passarem por placas de quarto de onda e divisores de

feixes polarizados.

Os dois dtomos sdo inicialmente preparados no estado excitado |e), através de um pulso de laser 7 ©
circularmente polarizado. Depois de excitados, os dois atomos tem duas transi¢gdes possiveis: |e) — |gg)

d Regime de Lamb-Dicke: fon confinado numa regido (ap) muito menor que o comprimento de onda do campo da cavidade
(Ao). Em outras palavras, o parametro de Lamb-Dicke n < 1, onde 1 = 2mag /Ap.

¢ Pulso m: campo cldssico com tempo de duragdo Ot = 7 (Q) = frequéncia de Rabi). Se, por exemplo, aplicarmos um pulso 7
em um atomo com momento de dipolo apontando na direcdo Z, ele terd seu momento de dipolo completamente invertido.
Um pulso 71/2 age de maneira similar, porém preparando o estado atdmico (de um dtomo de dois niveis) numa superposi¢do
igualmente pesada dos estados excitado e fundamental.
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ou le) — |gr), que correspondem a emissdo de fotons polarizados. Se os dois detetores ID; e ID;, sensiveis
a feixes com polarizagdes distintas, clicarem simultaneamente ap6s um determinado tempo, concluimos
que dois fétons com diferentes polariza¢des foram detetados, nos levando a dois d&tomos com diferentes
estados fundamentais: um no estado |gr) e outro no estado |[gr). Como ndo conseguimos determinar
qual dtomo estd em determinado estado, é obtida a superposi¢dao dos estados [gr)1lgr)2 € Igr)1l91)2,
que é um estado emaranhado dos dois 4&tomos. No caso dos detetores ndo clicarem simultaneamente, o
processo é repetido até a obtenc¢do do resultado esperado.

‘ variaveis H descricao ‘
LeR indices referentes a modos polarizados circularmente a esquerda (left) e a direita (right)
lgr), Igr) e le)|| estados fundamentais degenerados (|gr) e |gr)) e excitado (le)) do dtomo de trés niveis
ap e al operadores de criacdo e aniquilacdo de f6tons dos modos k
Ak constante de acoplamento entre o modo k e o &tomo
D;e D, detetores

Tabela III — Algumas varidveis relativas ao experimento de Feng e colaboradores [12].

O Hamiltoniano de interagdo d4tomo-campo que descreve o sistema descrito é dado por

Hi=% )  Mdae)(gnl + allgi)(el), (3-3)
K=LR

onde os indices L e R sdo referentes a polarizagdo circular a esquerda e a direita, respectivamente. Os
operadores ay e al sdo os operadores de aniquilagéo e criagdo de fotons do modo k, e Ay é a constante
de acoplamento entre o modo k e o &tomo. Essa constante de acoplamento é considerada real, e diferente
para o acoplamento entre cada dtomo e o modo da cavidade (A; # Ag). Se o atomo é preparado inici-
almente no estado excitado le), e os modos da cavidade no estado de vécuo |01, 0g), o estado evoluido
ap6s a interacdo dtomo-campo é dada por

1
[W(t)) = cos Qtle)|0r, 0r) — igsin Qt(Arlgr)lTr, Or) + Arlgr) (01, 1R)), (3-4)

onde Q = |/A? + AZ.

Para a obtencdo do estado emaranhado entre os dois dtomos, os dtomos 1 (cavidade A) e 2 (cavidade
B), tem seus estados excitados por pulsos de laser simultaneamente. O estado que descreve os dois
subsistemas existentes (cavidade A + atomo 1 e cavidade B + dtomo 2) é descrito por [W(t))Al¥(t))s.
Os fotons que saem das cavidades, apés passar por uma placa de um quarto de onda (QWP), deixam
de ter polarizagdes circulares, ficando linearmente polarizados (com dire¢oes perpendiculares). Assim,
obtemos

HL/OR> — |V> e |OL/]R> — |H>I (35)

onde os estados |V) e |H) se referem a f6tons polarizados verticalmente e horizontalmente. Os modos no
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vacuo sdo desconsiderados por ndo ativarem os detetores. Entdo, apds a passagem pela QWP, o estado
que descreve os dois subsistemas envolve apenas os termos

W(t)aAlW(t))B < (ALlgr)11V) A+ Arlgr)1IH) A) ® (Atlgr)2lV)s + Arlgr)2/H)B). (3-6)

Divisores de feixes polarizados sdo colocados entre os QWP e os detetores. Os fétons horizontalmente
polarizados sdo transmitidos, e os verticalmente polarizados sdo refletidos, nos levando a

(ALlg) V) aa +Arlgr) 1IH) Ab) ® (ALlgr)2lV)B,a + ArlgRr)2/H) B b), (37)

onde os indices i,j (i = A, B; j = a,b) denotam a transformag¢do do modo de entrada i para o modo de
saida j. O efeito de interferéncia do divisor de feixes torna impossivel distinguir de qual cavidade saiu o
féton. Portanto, suprimindo os modos de entrada (A,B), obtemos

(ALlgr)1lV)a +Arlgr) 1H)b) @ (Arlgr)2lV)a + Arlgr) 2H)p) =
Algn)11g0)2IV) ol V) a + ARlgR)11gR) 2IH) bIH) b + AtAR(IgL) 11gR) 2 + IgR) 1191) 2) V) alH) b (3-8)

Se os detetores D e D5 clicarem simultaneamente, teremos o estado

vy — %(I9L>1|9R>z+ l9R)119L)2), (3.9)

que é o estado pretendido. Comparando esse esquema com o anterior, nota-se que a obtengdo do estado
do tipo Bell ndo possui tantas restri¢des experimentais (dimensdo do detetor, recuo do 4&tomo na emissao

ou absorcdo de fétons, entre outras). Como nossa andlise é apenas qualitativa, uma descricdo mais
completa da modelagem matematica e dos resultados pode ser obtida em [12].

3.3. Geragdo de estados emaranhados de ions distantes usando um dtomo propagante

Nesta se¢do nés apresentamos um esquema para geracao de estados maximamente emaranhados en-
volvendo os estados eletronicos de dois ions distantes, cada um aprisionado em uma cavidade [30]. Isso
é possivel através do uso de um atomo propagante (dtomo que cruza as cavidades), responsével pelo
emaranhamento. Para certos tempos especificos de interagdo, o esquema proposto gera, ndo probabilis-
ticamente, um estado do tipo Bell (capitulo 22.3). No final do protocolo, o 4tomo estd completamente
desemaranhado do resto do sistema, deixando a parte eletronica dos ions em um estado tipo Bell. Além
disso, o esquema ndo é sensivel ao campo na cavidade e a perdas relativas a cavidade. Analisamos tam-
bém dissipagdo e amortecimento atuando no 4tomo entre as cavidades, e discutimos a aplicagdo desses
resultados para teletransporte.

A motivacdo nesta se¢do é obter um novo método, ndo condicional, para geracdo de estados maxima-
mente emaranhados do tipo Bell

W) = %Uel,gﬁ Tlgre)), (3.10)

entre dois fons (que denotamos por 1 e 2) separados espacialmente, onde |e;) e |gi) sdo os dois estados
eletronicos excitado e fundamental do ion 1.
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3.3.1. O esquema e o modelo

O sistema sob consideragdo consiste de duas cavidades distantes A e B, cada uma contendo um ion
aprisionado, 1 e 2, além de um 4dtomo de dois niveis (d&tomo propagante) cruzando as cavidades, como
mostrado esquematicamente na figura (3).

Flying Atom

ta Ion 1 g Cavity A

ty Decoherence

Ion 2 é/ Cavity B
tp

Figura 3 — Figura esquematica da proposta para emaranhamento de particulas espacialmente distantes [30]:
duas cavidades A e B, cada uma aprisionando um ion, além de um atomo propagante que cruza as
cavidades, utilizado como agente emaranhador dos estados eletronicos do fons.

O Hamiltoniano que descreve a interagdo de um ion aprisionado, do atomo propagante e do campo
em uma das cavidades é dado por [31]

H = Ho + Hing, (3-11)
com
ot o, ) 12) 1 p
Hy = Ava'a+ hwb'b + zﬁwHZ]GZ + zhwp(rz, (3.12)
e
o p Pt + 12) 120+
Hint = figp, 5, (050 + 02b") + higyzycosm(a’” + a)l(o,"b+0_"b"), (3-13)

onde, em todas as varidveis, os indices 1, 2 e p se referem aos ions 1 e 2, e a0 4tomo propagante res-
pectivamente, assim como A e B estdo associados as respectivas cavidades. Os operadores ¢’s sdo os
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operadores atomicos de Pauli f, gy, ) é a constante de acoplamento entre o fon 1 (4tomo propagante) e
o modo do campo na cavidade A e g, € a constante de acoplamento entre o fon 2 (dtomo propagante)
e 0 modo do campo na cavidade B e wy(y), € a frequéncia de transicdo atomica do fon 1(2) [4tomo
propagante]. b¥(b) é o operador de criagdo (aniquilagdo) dos modos da cavidade (frequéncia w), a'(a) é
o operador bosonico de criagdo (aniquilagdo) do modo vibracional do fon (frequéncia v), e n = 2magy/Ao
é o parametro de Lamb-Dicke, sendo ag a flutuagdo rms® da posigdo do ion correspondente ao menor
auto-estado da armadilha e Ay é o comprimento de onda do campo na cavidade.

No6s agora vamos usar o Hamiltoniano efetivo no caso em que os ions aprisionados e o dtomo sdo
mantidos fora da ressonancia com o campo (A = w — W2 > 9112)p A(Bﬂ)' Nesse caso ndo ha troca
de energia entre o campo na cavidade e os qubits de matéria. Se também escolhermos as frequéncias
do sistema de tal modo que nenhuma banda lateral estard excitada [32], isto ¢, A < v, e mantendo
a ressonancia ente os fons e o dtomo (wj = wy = wy), é possivel obter o seguinte Hamiltoniano na
representacdo de interagdo
1),

112 112
HiT(Lt) =Mz (oto @ 4 ovo, (3.14)

onde Ay(2) = 91(2)9pa 5, /A € a constante de acoplamento efetiva da cavidade A(B).

3.3.2. Discussdo sobre possiveis candidatos de ions e dtomo

Agora vamos considerar o exemplo especifico de &tomos e fons que levam as condigdes de ressonancia
assumidas na derivacdo do Hamiltoniano (3.14). Primeiro, para impedir que os qubits sofram decoeréncia
durante o processo, transi¢des de tempos longos sdo necessdrias tanto para o 4&tomo propagante quanto
para os ions. Para os ions, isso pode ser obtido pelo uso de ions com um estado fundamental que
apresenta estrutura hiperfina. Nesse caso, a aplicacdo de campos magnéticos pode separar os niveis
hiperfinos em poucas dezenas de gigahertz. Por outro lado, transi¢des de tempos longos de atomos
neutros podem ser escolhidas como sendo estados de Rydberg circulares, também separados por pou-
cas dezenas de gigahertz. Atomos propagantes de Rb preparados em estados de Rydberg circulares e
interagindo com f6tons de microondas tem sido usados em varios experimentos [33]. Assim, é claro que
para manipular os estados dos dtomos e ions, radiacdo de microondas é a escolha natural. Esse fato
parece destruir o esquema, pois o parametro de Lamb-Dicke para os ions serd muito pequeno no caso de
armadilhas usuais. No entanto, experimentos recentes tem feito uso de armadilhas de ions modificadas
em que um parametro de Lamb-Dicke efetivo pode ser suficientemente grande para nossos interesses.
Atualmente, para ions de Yb™, todas as operagdes quénticas envolvendo movimento e graus de liberdade
internos, realizados geralmente com campos 6pticos, podem ser implementados utilizando radiacdo de
microondas.

No6s propomos o uso de fons de Yb™ e dtomos propagantes de Rb, preparados em estados de Rydberg
circulares, na implementacdo das idéias sugeridas. Alguns experimentos de 6ptica quantica da literatura
com fons '"1Yb" tem usado o dubleto S;,, do estado fundamental hiperfino {|g) = [S1,,, F = 0),le) =
IS1/2,F = 0,mg = 0)} como qubit, e essa serd nossa escolha. Devido a aplicagdo de campos magnéticos
estdticos, a transicdo do qubit usada em [34] é de 12,6 GHz. Outros estados hiperfinos podem ser usados
[35]. A transicdo do qubit em estados de Rydberg circulares de Rb é encontrada como sendo 51.1 GHz.
No6s cremos que o acréscimo moderado no comprimento de onda do campo eletromagnético atuando
sobre Yb™ pode levar a ressonancia (w; = w; = wy), como assumimos na derivagdo de (3.14). Vale ainda
mencionar que armadilhas de Paul em miniatura, consistindo de um eletrodo em forma de anel com

f Os operadores de Pauli: o_ =|g)(el, 04 =le){gle o, =le){el—|g)(gl.
& Do inglés root mean square (desvio quadrdtico médio)
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diametro de 2 mm e eletrodos de tampa espacados de v/2 mm, tem sido usados para a realizacio de
experimentos envolvendo atomos de Yb™ [34]. Isso facilita a inser¢do de armadilhas em cavidades de
microondas, onde os espelhos sdo espagados de 27 mm em experimentos de dptica quantica envolvendo
atomos propagantes de Rb.

3.3.3. Obtencio do estado de Bell

Os detalhes de célculos desta se¢do podem ser vistos no apéndice A. O Hamiltoniano (3.14) é essenci-
almente o mesmo usado por Zheng e colaboradores [41], mas com a vantagem de que o qubit estaciondrio
estd aprisionado em uma cavidade, o que facilita muito a sua manipulacdo. Note que para a obtenc¢do do
Hamiltoniano (3.14), ambos os ions foram resfriados para seu estado fundamental. Se ndo fosse assim,
o movimento poderia se acoplar aos graus de liberdade eletronicos. Além disso, como o Hamiltoniano
(3-14) ndo depende do campo da cavidade, a frequéncia de Rabi é simplesmente A;(;) em A(B). Isso torna
nosso esquema ndo sensivel ao estado do campo na cavidade e ao decaimento da cavidade [41, 42], nos
permitindo trabalhar até com um campo térmico com poucos fétons. Agora, considere que ambos os ions
estdo inicialmente no estado eletronico fundamental, e o 4tomo propagante estd inicialmente excitado,
isto é, \p(0)) = lep, g1,92). De acordo com a equacdo (3.14), se o tempo gasto pelo dtomo propagante
para cruzar a cavidade A for® A\ita = 71/4, 0 estado do nosso sistema seré

B(ta)) = %Uep,gw —ilgp e1)) ® lg2). (3.15)

Em seguida, permitimos que o dtomo voe de uma cavidade a outra, e supomos que faga isso num
tempo de voo tf. No caso ideal (sem decoeréncia), a evolucdo dos trés subsistemas, durante o intervalo
de tempo tf, é local e unitdria ndo ocasionando mudangas no emaranhamento entre eles. No entanto,
se incluirmos perdas ou defasamento, o emaranhamento entre eles serd alterado devido ao acoplamento
com o meio. Analisaremos isso mais adiante. Agora, o &tomo propagante alcanga a cavidade B, e depois
do tempo A tg = 71/2 necessdrio para cruza-lal, o estado global do sistema sera

) =lgp) @ [W1,2), (3-16)

onde [V ,) é o estado do tipo Bell descrito na equagdo (3.10). N6s podemos ver em (3.16) no final do
protocolo, o estado do 4tomo propagante é fatorado do resto do sistema, que toma a forma de um estado
maximamente emaranhado [¥;,). Desta maneira, o esquema proposto aqui ndo é probabilistico, pois
ndo depende de nenhum processo de medida, o que o torna um protocolo de geracéo incondicional. E
importante observar que o protocolo exige tempos de interacdo diferentes para as duas cavidades e, desde
que supomos que a velocidade do 4tomo propagante ndo varie, apenas as constantes de acoplamento A;
e A2 precisam ser ajustadas. Considerando o mesmo tipo de ion e a mesma frequéncia do campo na
cavidade (wp) em ambas as cavidades, o Gnico pardmetro livre para controle dos tempos de interagdo é
o volume da cavidade, que aparece na defini¢do de gy, ,, € 91(2)-

Em experimentos reais, o &tomo voando entre as cavidades pode colidir com outros &tomos ou molé-
culas, resultando em defasamento. Além disso, dependendo que qudo perto uma cavidade estd da outra,
o dtomo propagante pode decair espontaneamente, devido ao acoplamento com os modos do campo ele-
tromagnético no espaco livre. Uma vez que o decaimento da cavidade ndo afeta destrutivamente nosso

h' A escolha desse tempo é que leva ao estado representado pela equacao 3.15.
! Novamente, o tempo é determinante para a obtengdo do estado desacoplado dtomo propagante-ions.
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esquema, como explicado anteriormente, amortecimento de fase e amplitude parece ser a fonte mais
importante de perda de coeréncia quantica no nosso caso. Agora, vamos modelar esses mecanismos de
ruido pelo método da equagdo mestra. A equagdo mestra na representa¢do de interagdo que descreve a
emissdo espontanea e o amortecimento de fase do 4tomo propagante cruzando as cavidades A e B é dada

por [43]

o(t) _ v
ot 2

267 p(t)o” — 00T p(t) — p(t)of 0P + 22 [o2p(t)o? — p(t)], (3-17)
onde y(yy) é a taxa de decaimento (defasamento) atomico. Resolvemos essa equagdo com a condigdo
inicial p(0) = [p(ta))(b(ta)l, onde P(ta)) é o estado global depois do dtomo propagante passar pela

cavidade A. A solucdo da equacdo mestra para essas condicdes é

1 .
p(tr) = 5[lgp, e1)(gp 1l —ie” V") |gy, 1) ey, 91l

+ie Yveltle, g1) (gp, erl + (1 — e ')|gp, 91) (gp, 1] @ 192)(g2], (3.18)

onde t¢ é o tempo de voo. Agora, o &tomo propagante atinge a cavidade B, e 14 ele segue uma evolugao
unitdria de acordo com (3.14). Considerando o estado inicial do sistema como (3.18) e o caso ideal onde o
atomo depende apenas de A tg = 71/2, obteremos, apds a operagdo trago parcial nas varidveis do 4tomo

1 _ _
p12 = =|[ler, g2) (e, gal + e YYItles go) (g, exl + e YTVt gy es) (e, g2
2

+e YY|gy, e2) (g1, el + (1 — e ')g1, 92) (g1, 92]. (3-19)

O estado (3.18) envolvendo os ions separados espacialmente é resultado do nosso protocolo de geracdo
para quando o d&tomo propagante, utilizado como agente emaranhador, é afetado pelo amortecimento de
fase e amplitude. A primeira observacao a ser feita é que o estado (3.19) ndo é tdo emaranhado quanto um
estado do tipo Bell, gerado no caso ideal. De fato, o emaranhamento em (3.19) decresce exponencialmente
com o tempo de voo, medido pela concorréncia [44], que para (3.19) ¢ dada por C(tf) = e~ (Y*Vp)tr,

3.3.4. Fidelidade de teletransporte e fracdo mdxima de emaranhamento

Se Alice e Bob compartilham um estado de mistura de dois qubits como (3.19), eles podem tentar
teletransportar um estado desconhecido de um terceiro qubit usando operacdes locais e comunicacdo
classica (LOCC - Local Operations and Classical Communication). J& foi demostrado [45] que o aumento
da fidelidade de teletransporte fqx, obtida usando LOCC, estd conectada a uma quantidade chamada
de fracdo maxima de emaranhamento (Finqx), que é definida como

Frax = max (Wp1,2[¥). (3.20)

A maximizagdo aqui é tomada sobre todos os estados maximamente emaranhados [V), isto é, todos os
estados que podem ser obtidos de um singleto usando transformagdes locais unitérias. A relagdo entre
ambas as quantidades é [45]

fmax = (ZFmax + ])/3 (3-21)
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A fracdo maxima de emaranhamento pode ser escrita através de p; ; numa base apropriada e encontrando
os auto-valores de sua parte real como sugerido em [45—47]. Seguindo esses passos, ndo é dificil observar
que para o canal ruidoso p1,2 dado por (3.19), a fragdo maxima de emaranhamento toma a forma

1
Finax = 1(1 + e Yt 4 2o (ytyplte, (3.22)

Um canal cldssico pode dar, no maximo, fidelidade igual a 2/3, que é obtida quando Alice executa uma
medida simples de um qubit desconhecido, e conta a Bob o resultado [48]. Jd4 um canal quantico possibilita
teletransporte perfeito, com fidelidade fiax > 2/3. Para alguns casos especiais, conseguimos encontrar
limites especificos para os tempos de voo do d&tomo. Quando temos puro amortecimento de amplitude,
tf < In(3)y~'. Para taxas iguais de defasamento e amortecimento (y, = v), tf < In(2)y~'. Diferentes
escolhas de y e vy, levam a outros valores maximos de t¢ em (3.22). Para 4tomos de Rydberg com ntimero
quantico principal n & 50 temos y & 2 x 10% s™! [41], 0 que nos leva a um tempo de voo t™% = 5 ms
para o caso de puro amortecimento de fase. Considerando a velocidade tipica do 4tomo propagante de
Rydberg como sendo v &~ 3 x 102 m/s [33, 41], a distAncia maxima entre as cavidades e a distancia entre
o par de ions emaranhados fica em torno de 1,5 m. Note que esse valor ndo é, necessariamente, facil
de ser obtido na pratica. Esse é um cdlculo tedrico, que ndo leva em considera¢do outros fatores que

influenciam a distancia alcangada. A figura 4 mostra a fidelidade méaxima de emaranhamento.

Figura 4 — Grafico da fracdo méxima de emaranhamento Fiqx, mostrada na equagéo (3.22).

Agora iremos discutir os pontos fracos e fortes da nossa proposta. A proposta supde que temos
habilidade de produzir e mover atomos com velocidades muito bem controladas. Numa situagdo real,
em que esse controle ndo é tdo preciso, nosso esquema se tornaria ndo deterministico. O estado da arte
na manipulagdo de dtomos de Rydberg propagantes obteve velocidade em torno de £0.4 m/s [36]. Esse
valor é suficiente para nossa proposta ser deterministica (com pequena probabilidade de erro). O controle
da velocidade do 4tomo propagante é possivel através do uso de técnicas de bombeamento 6ptico [36].
Além disso, é importante termos certeza que apenas um atomo esta atravessando a cavidade a cada
realizacdo do esquema. Sabe-se que processos de excitacdo de estados circulares preparam um &tomo
por pulso com probabilidade maior que 90% [37], o que a principio soluciona esse problema.

Embora nosso esquema seja deterministico (teoricamente), na pratica ele se torna probabilistico, pois
depende de varidveis experimentais. Contudo, é importante salientar que ndo ha nenhum impedimento
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na implementacdo experimental da proposta. Além disso, ndo é a inten¢do da proposta ser um esquema
util para computagdo a longas distancias. Esse tipo de computagdo é mais factivel através da utilizagdo de
canais fotonicos. A nossa proposta visa novos métodos de geracdo de estados emaranhados envolvendo
ions separados espacialmente (Gtil para experimentos fundamentais de teletransporte quantico). Uma
outra limitacdo que surge na utilizacdo de dtomos propagantes é a necessidade de cdmaras de vacuo
relativamente grandes. No entanto, para distancias consideradas muito pequenas (poucos milimetros),
apenas uma camara de vacuo usual é suficiente para a implementa¢do do esquema.

Em resumo, nés propomos [30] um novo método para geracao de estados emaranhados envolvendo
particulas distantes. Até onde sabemos, essa é a primeira proposta baseada na interacdo de atomos
propagantes com ions aprisionados. Mesmo a cavidade sendo usada para induzir uma interagdo indireta
entre eles, o esquema é robusto a perdas da cavidade e insensivel ao campo na cavidade. Nesse caso, o
esquema resulta numa geragdo incondicional de perfeitos estados tipo Bell. Consideramos aqui a situagéo
onde o 4tomo decai espontaneamente e a perda de fase é incluida. Para essa configuragdo, discutimos os
limites de aplicabilidade do estado gerado para a realizacdo do teletransporte quantico e os aspectos de
implementacdo experimental.



26

4. EMARANHAMENTO EM VARIAVEIS CONTINUAS DE ESTADOS DE POLARIZACAO
CIRCULAR E LINEAR E A NAO-GAUSSIANIDADE

Um aspecto importante para comunica¢do quantica do ponto de vista experimental é a simplicidade
do sistema de dete¢do no caso de estados de polarizagdo ndo-cldssicos. O primeiro experimento nesse
contexto de emaranhamento de varidveis continuas (VC), como foi a proposta original de Einstein, Pol-
dolsky e Rosen (EPR) [1], foi feito por Ou e colaboradores [49], e posteriormente numerosos outros expe-
rimentos foram realizados empregando observéaveis quanticos de espectros continuos, como amplitude e
fase de quadraturas do campo eletromagnético.

No caso de campos de luz intensos, o seu estado de polarizacdo pode ser descrito por VC [50], de
forma que muitos experimentos buscaram o emaranhamento na polarizagdo. Para gerar luz comprimida
na polariza¢do, inicialmente foram realizados experimentos utilizando campos continuos e processos
paramétricos [51].

Um outro processo, que ndo depende de producdo de pares, é o de propagacdo de luz em meios
atomicos que geram interagdo tipo Kerr. Num meio Kerr realistico seria dificil obter compressao eficiente
devido a absorgao e espalhamento de luz, mas foi possivel obter um vacuo eletromagnético comprimido:
(i) numa fibra 6ptica onde uma luz elipticamente polarizada sofreria auto-rotacao (self-rotation (SR)) [52,
53] e (ii) em vapores atdmicos onde se pode ter um aumento ressonante da SR, criando um meio de
grande SR e baixa absorgdo [54]. Mais recentemente, utilizando meios auto-rotativos atdmicos ultra-frios em
cavidades 6ptica de alta finesse, foi possivel produzir compressdo no vacuo e na polarizagdo ortogonal:
i) com um feixe circularmente polarizado [55]; ii) com um feixe linearmente polarizado [23].

Neste dltimo caso onde a polarizagdo do feixe incidente é linear, a interacdo com os dtomos requer
um modelo mais refinado do que dois niveis para os atomos, e Josse e colaboradores [23] desenvolveram
um modelo tedrico gerado por um ensemble de atomos de quatro niveis (tipo-X), e mostraram que a
SR é responsavel pela troca de polarizacdo (polarization switching (PS)) de linear para circular. A SR
estd associada aos termos de ruido atdomico na equacdo de Schrodinger-Langevin que impossibilitam a
compressdo no vacuo. Em seguida, o0 mesmo grupo mostou que a interagdo nado-linear entre o campo
de luz e os d&tomos produz dois modos comprimidos com polariza¢des ortogonais, os quais sao usados
para gerar um par de feixes ndo separdveis [24]. Num trabalho recente [56] é discutido como construir
experimentalmente uma fonte de emaranhamento de VC de forma eficiente.

Nos focalizamos a atenc¢do sobre o trabalho Josse e colaboradores [24] onde o emaranhamento foi
demonstrado utilizando o critério de inseparabilidade para dois modos de Duan e Simon [20, 21]. Para
quantificar e caracterizar emaranhamento de polarizagdo, existem varias formas operacionais: as formas
mais comuns de critéiros utilizadas (inclusive no experimento [24]) para demonstrar experimentalmente
o emaranhamento de VC sdo: o chamado critério EPR [57] e os critérios de inseparabilidade obtidos original-
mente para caracterizar o emaranhamento de quadraturas do campo, proposto por Duan e colaboradores
[20, 21], para dois modos | , e posteriormente para multimodos [60]. Tais critérios sio conjuntos de desi-

) Exitem as versdes nas varidveis de polarizacdo — os chamados parametros de Stokes (Korolkova) [50]- mais diretamente
ligados as medidas experimentais, sendo que nessa forma existem [58] critérios de ndo-separabilidade na forma produto que
sdo mais gerais do que o de Duan e Simon [20, 21]. Vide uma discussdo interessante entre os critérios de inseparabilidade
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gualdades contendo varidveis conjugadas (por exemplo, amplitude e fase das quadraturas) do campo de
todos os modos, que se violadas sdo suficientes para detetar emaranhamento de VC.

Vale notar que tais critérios de inseparabilidade sdo estritamente necessdrios para emaranhamento ape-
nas no caso de estados Gaussianos, porém uma condigdo suficiente para quaisquer outro estado de VC.
Entretanto, ndo é absolutamente claro que os estados bipartites de campo gerados no experimento de
Josse e colaboradores sejam Gaussianos ou ndo. Na realidade, a interacdo entre os campos ortogonal-
mente polarizados intermediados por uma nuvem de dtomos frios é altamente provével de ser ndo-linear
nos operadores de criacio e aniquilacio dos modos de campo. E bem sabido que somente Hamiltonia-
nos que sao no maximo bilineares nos operadores canonicamente conjugados podem levar a evolugdes
Gaussianas [61].

O objetivo deste capitulo é investigar um modelo para interacdo de dois campos quénticos ortogo-
nalmente polarizados mediados por um ensemble de dtomos de quatro niveis do tipo-X, apresentado na
referéncia [23], através da obten¢do de um Hamiltoniano efetivo para os campos. Veremos que, mesmo
dentro de uma aproximacdo linearizada do campo nas equagdes de Heisenberg-Langevin, o Hamiltoni-
ano efetivo bilinear nos campos é multiplicado pela diferenca de populagdo de um ensemble de dtomos
efetivamente de dois niveis. Essa dependéncia nos atomos faz com que, apés uma medida condicionada
nos atomos, os dois modos do campo ortogonalmente polarizados fiquem em estados emaranhados nao-
Gaussianos.

Na secdo (44.1) explicamos qualitativamente como a SR pode gerar compressdo; na secdo (44.2)
reproduzimos o modelo de Josse e colaboradores [23] para interagdo entre dois modos de campo
ortogonalmente polarizados e um ensemble de N dtomos de quatro niveis na configuragdo-X. Também
mostramos como aparece o Hamiltoniano efetivo em um regime dispersivo, onde efetivamente apenas
dois niveis sdo importantes. Na segdo (4 4.3) estudamos a evolugdo temporal para os modos ortogonais
dos campos inicialmente em estados coerentes e o ensemble de dtomos em estados de superposicdo de
dois tipos, tanto para o caso de polarizagdo circular como linear, e a geracdo de estados ndo-Gaussianos.
Na sec¢do (4 4.4) calculamos, no caso de polarizagdo circular, as evolu¢des temporais das varidncias dos
operadores de quadraturas e, através de combinagdes apropriadas delas, inferimos o emaranhamento
nos modos de polarizacdo linear usando o critério de inseparabilidade [20, 21].

4.1. Porque a auto-rotacdo gera compressdo: explicacdo qualitativa

E fato comprovado que, conforme discutido acima, quando uma luz polarizada linearmente se pro-
paga através de um meio no qual luz elipticamente polarizada sofreria SR, pode haver compressao no
vacuo na polarizagdo ortogonal. Matsko e colaboradores [62] demonstraram uma relagdo simples entre
SR e o grau de compressdo do vdcuo analizando a compressdo de vacuo de luz ressonante num sis-
tema atomico de baixo momento angular, e calcularam para Rb atomico a possibilidade de compressao
apreciavel.

Aqui apresentamos apenas uma explicagdo qualitativa cldssica do porque a SR gera compressao.
Suponha que incidimos ao longo da dire¢do-Z uma onda linearmente polarizada (LP) forte na dire¢ao-{
que atinge um meio onde a luz LP sofre SR, e também uma onda LP fraca na dire¢do-%. Assim, no meio
onde a luz elipticamente polarizada sofre rotac¢do, o eixo principal da polariza¢do sofre rotagdo durante a
propagagdo. Apods caminhar uma distancia z dentro desse meio, se observarmos a LP na dire¢do-X, uma
porcdo do campo forte passa a ser projetada nessa direcdo. Dependendo da fase relativa entre as duas
ondas incidentes, a componente do campo polarizada na diregdo-X pode ser amplificada ou atenuada
comparada ao input (ganho ou perda sensivel a fase). No caso de atenuagdo, temos um mecanismo de
feedback que reduz o campo na diregdo-%, onde no caso do experimento, o campo de input seria s6 a

nas quadraturas e nas varidveis de Stokes em [59].
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flutuacao do vécuo.

4.2. Modelo para interacdo de dois modos de polarizagdo e N dtomos de quatro niveis

Nesta secdo apresentaremos o modelo utilizado em uma série de artigos de Josse e colaboradores
[23, 24], utilizado para discutir os dados experimentais de compressdo e emaranhamento de polarizagao e
quadratura em feixes linearmente polarizados apés interagdo com atomos. O sistema estudado é comum
em todos esses artigos: uma nuvem de dtomos de césio (dtomos frios de 4 niveis do tipo X) é colocada
em uma cavidade 6ptica. Um campo linearmente polarizado é bombeado na cavidade, interagindo com
essa nuvem atdmica, e o campo ap0s a interagdo é analizado.

Cavidade Optical
c a I A A I

Laser linearmente

polarizado
—_—
pi— \
Laser apos

R FBiios de Césio

Figura 5 — A figura a esquerda (a) mostra o esquema do experimento utilizado por Josse e colaboradores [23]
para geracdo de compressdo e emaranhamento de quadratura e polarizacdo nos modos de um laser
incidente linearmente polarizado. A figura a direita (b) representa o modelo do dtomo de 4 niveis tipo

X utilizado.

O estudo da interagdo de feixes linearmente polarizados com sistemas atdmicos em cavidades Spticas
¢ abundante [23]. Em experimentos que envolvem esse tipo de interagdo, sdo observadas altera¢des na
polarizacdo dos feixes, sugerindo compressdo nas quadraturas dos modos [23, 24]. Essa compressao é
indiretamente verificada por Josse e colaboradores nos artigos anteriormente citados, e utilizada como
condicdo bésica para a quantificacdo de emaranhamento.
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varidveis (figura 3) H descricao

Wat = W13 = W24 frequéncias de transi¢do atomica
w frequéncia do campo
A=wg—w dessintonia
Y=v|+YL taxa de decaimento
ak(ai) operadores de criagdo (aniquilagdo) de fétons
indice k =+, —,x,y indice de polarizacdo dos modos
indice +(—) modo circularmente polarizado a direita (esquerda)
indice x(y) modo linearmente polarizado a direita (esquerda)

Basicamente, conforme mostra a figura (3a), um feixe linearmente polarizado * incide em uma nuvem
de 4tomos de césio, e o feixe que sai da cavidade apés a interacdo é analisado. Os dtomos de 4 niveis,
do tipo X, sdo esquematizados na figura (3b). As frequéncias de transi¢des atdmicas sdo dadas por
Wat(= w13 = wy4) e w é a frequéncia do campo. A dessintonia é denotada por A(= wqt—w) ey éa
taxa de decaimento (y =y +v1). a;( [aiH] sdo os operadores de aniquilagdo (criagdo) de fétons para
feixes polarizados circularmente a direita (esquerda) que, em termos das componentes lineares, podem
ser escritos como:

ay—ia ax +1ia
a,=—-—Y e a_ = v,

V2 = T (4.1)

O conjunto de N atomos é descrito pelo do uso de operadores atdmicos coletivos

N
o4 = Z " Y1) (4]s. (4-2)

i=1

Desta maneira, o Hamiltoniano d4tomo-campo que descreve a interagdo pode ser descrito por

Hine = figlas 041 + at 014+ a_032+ a 03] (4-3)

Ja a evolucdo atomica é governada pelo conjunto de equacdes de Heisenberg-Langevin

614 = —(y+iA)os—1iga (o011 — 044) + Fra, (4-4)
623 = —(y+1iA)ozz —iga_ (022 — 033) + Fa3, (4.5)
611 = 2y1033+2y)0aa—1ig(aloa—aoar) +Fy, (4.6)
622 = 2y 033+ 2yL0a—1ig(a’ 03— a 03;) +Fp, (47)
033 = —2yo33+ig(a’ 023 —a_037) +Fs3, (4.8)
Gas = —2yoas+ig(alora—aroar) + Fas, (4-9)

onde Fy; sdo operadores de Langevin. A partir do Hamiltoniano de interagao 4.3 e da solugao das equa-

K No experimento, um dos modos ortogonais esté preparado no estado de vécuo (que sofrerd compressao apés a interagio com
a nuvem atdmica), e o outro em um estado coerente.
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¢oes de Heisenberg-Langevin acima, os autores verificam a troca de polarizacdo e compressdo de quadra-
tura dos feixes, e utilizam esses resultados para analisar o emaranhamento de quadratura e polarizacdo
dos modos. Porém, consideram que os modos apés a interacdo sdo descritos por estados Gaussianos. Isso
os leva a quantificar o emaranhamento utilizando o critério de inseparabilidade de Duan [20], a varidncia
das quadraturas e emaranhamento de formacdo (EOF). Nos resultados da tese (mais especificamente,
desse capitulo) mostraremos que a interacdo estudada ndo é necessariamente linear e, por consequén-
cia, a evolugdo é ndo-Gaussiana. Com essa informagdo, conseguiremos estudar o emaranhamento das
quadraturas dos modos corretamente.

4.3. Modelo efetivo no regime dispersivo: interacdo de dois modos de polarizacdo e N dto-
mos de dois niveis

O primeiro passo para analisar o emaranhamento das quadraturas dos modos sera derivar um Hamil-
toniano efetivo que leve em conta a interagdo entre os dois modos do campo polarizados ortogonalmente.
Para isso, fazemos as seguintes suposigdes:

(i) Desconsideramos as flutuagdes na derivagdo das solugdes estaciondrias do conjunto de equagdes
de Heisenberg-Langevin. Na pratica isso significa que tomamos como zero os operadores de Langevin
(Fy =0).

(ii) Simplificamos nosso sistema de dtomos de quatro niveis para um sistema efetivo de d4tomos de
dois niveis, considerando que A é muito grande (A > vy > ¢), de maneira que os niveis 3 e 4 ndo estdo
significativamente populados (033 = 044 = 0). Assim, tomando as equagdes (4.4) e (4.5) no regime esta-
ciondrio (614 = 623 = 0), teremos, numa aproximagdo de mais baixa ordem (que aqui serd representada
através do indice 0):

(0 —igay(t)orr(t) 50 —iga_(t)ox(t)

M VRV R R VRNV (420)

A substituicdo das equagdes acima nas equagdes para as populagdes (4.6 - 4.9), nos permite reescrever os
termos de interacdo na forma simetrizada

o 2yigz(a;ra +1/2)o11 — 2y 1+972(a+a +1/2)| o (4.11)
44 (V2+AZ) + U+ 11 (Yz—I—AZ) 4+ U+ 44, .

. 2yg® 9> 4

033 = m(a,a,—i—]/Z)Gzz—Z}/ 1+m(a,a,—l—1/2) 033, (4-12)
. 2yg? Y 2

022 = 2y, 044— sz_igAz)(aia,—i—UZ)azz—l—Zy [y_L—i—h/Zj—iAZ)(aJra—i_]/z)] 033,  (4.13)
. 2yg* Y| g’ i

011 = ZyLo'gg—m(a_i_a_i_-i—]/Z)O']]—l-Z}/ E+m(a+a++1/2) 044. (4-14)

No regime estaciondrio (633 = 644 = 0), onde consideramos os estados 3 e 4 estando praticamente nao
populados, encontramos

_ g’ g + - +
033 = AT {1 + (72+A2)(aa+]/2)] (ala_+1/2)o2, (4.15)

2 2 —1
O44 = (yziAz) |:1 + (YziAz)(aia++]/2):| (a1a++]/2)0—]]. (416)
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e . . - 2
Em nossas suposi¢des iniciais, assumimos que A >> y > g. Assim, teremos entdo (yzg-;l-iAz) < 1,ede

agora em diante manteremos em (4.15) e (4.16) os termos de primeira ordem nessa quantidade. Isso nos
leva as equagdes

2
~ g t
033 ~ m)(a70_+1/2)022/ (4.17)
o4 ~ 972(& ay+1/2)o13. (4.18)
(y2+42) "

Essas solugdes estaciondrias para as populagdes dos niveis 3 e 4 podem ser incluidas nos termos cor-
respondentes para a aproximagdo de primeira ordem das coeréncias entre os estados 1,4 e 2,3 como
segue

(1) —igay(t) (o171 — 044)

Oy = (v +iA) , (4-19)
e
(1) _ —iga_(t) (022 — 033)
0,3 = (y 1 1A) . (4.20)

Agora, de posse das solugdes estaciondrias acima, podemos considerar as equagdes de Heisenberg para
os operadores do campo (que possibilitardo a obten¢do do Hamiltoniano efetivo procurado)

a; = —ilway —igoy, (4.21)

a. = —ilwa_ —1goys, (4.22)

onde 014(23) = eiwtcm(m. Substituindo as solug¢des estaciondrias (4.19) e (4.20) nas equagdes de Heisen-
berg acima, nés obtemos

2 2 1 2 2 t

- 1 g _ gfasal 9 _ glaral

= {1w+2(v+m) [1 (v2+A2)Ha+ 20y + 1) { (v2+AZ)} a0z 423)
2 2 t 2 2 t

A g _ gra_a’ g ~ gfa_a’

“ o {“”z(wm) [] (v2+A2)HG_+2(v+iA) {1 (v2+A2)} cow o G2

onde definimos 0, = 0171 — 02, € assumimos que o171+ 022 ~ 1. E possivel notar a presenca de termos
ndo-lineares proporcionais a arala; e a a_ata_. Esses termos levam os modos do campo a terem
uma evolugdo ndo-Gaussiana, isto €, se inicialmente os estados dos modos do campo forem Gaussianos,
a evolugdo os levard a estados ndo-Gaussianos. O mesmo acontece para termos de ordem superior, o
que implica que, invariavelmente, a evolucdo serd nao-Gaussiana. E obvio que quando estes termos
e os de ordem superior sdo levados em consideragdo, a evolugdo serd ndo-Gaussiana. Nosso interesse
é demonstrar que a evolucao serd ndo-Gaussiana e, consequentemente, o estado do campo também
serd ndo-Gaussiano. A partir daqui consideramos situagdes préximas a evolugdo Gaussiana. Note que
esses termos nao-lineares sio, no minimo, proporcionais a g%, que segundo supomos, é muito pequeno
comparado aos termos lineares em g2, que sozinhos podem ou néo levar a uma evolucdo Gaussiana,
dependendo do estado atomico inicial. Mantendo somente os termos até g2, as equagoes (4.23) e (4.24)
podem ser reescritas como
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g9° g

G [w + m] T 2y +ia) 0 425
g9° g

- [w + M] I Oy, R (420

que, em termos dos operadores linearmente polarizados, sdo dados por

2 L2
o~ —liwr—2 o+ a0 (4-27)
* 20y +iA) | 7 2(y +iA) VT E '
2 . 2
o~ it —9 | o9
ay ~ [w) + v+ iA)] ay 27 +14) ax02. (4.28)
Assumindo que
(iw-&-giz.)t .
a=e\ A ap (=xy), (4-29)
nds podemos reescrever essas equagdes como
. 2 . 2
bo— 9 b= 9
a, = 3y +1A) a,o, e ay = 3y + 1A ax 0. (4.30)

De posse das solugdes das equagdes acima, e lembrando das equagdes de Heisenberg

. —i . —
a, = ?[ax, H] e ay = f[ay, H], (4.31)

podemos encontrar o Hamiltoniano de interacdo que satisfaz essas equagdes. No caso da evolugdo dos
modos linearmente polarizados, temos

Hgf)f = 7‘(“:; ax — alay)o,, (4-32)

que é o acoplamento bilinear entre os modos linearmente polarizados x e y. Se tivessemos considerado
os termos ndo-lineares (afayafay), isso nos levaria a um Hamiltoniano que geraria um estado néo-
Gaussiano[76]. Na equagdo acima definimos uma constante de acoplamento efetivo (A) dada por

2
g .
A=—"— = A A .
20y +1iA) 1+1A (4.33)

onde

2 2
97y 9°A
M=E—— N=—F—. .
'T2y2+Ay) f 0 T T2+ AY (434)
O Hamiltoniano de interagdo apropriado correspondente a evolucdo dos modos circularmente polariza-
dos para as equagoes (4.25,4.26) é
HY = —iA(ala; —alta )o,, (4-35)
Podemos observar na equagdo (4.33) que A é um ntimero complexo, e portanto, ambos os Hamil-
tonianos efetivos sdo ndo-Hermitianos. Essa ndo-Hermiticidade decorre da emissdo espontanea dos
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estados 3 e 4, e do fato que eliminamos estes estados nas nossas aproximagdes, levando a um processo
nao-unitdrio. Iremos agora analisar as situagcdes em que A é puramente real ou imaginario, qual das
situagdes estd de acordo com nossas consideragdes iniciais, e os Hamiltonianos efetivos correspondentes
a essas consideragoes.

(1) [A2] > [A1]. Nesse caso, nds temos os seguintes Hamiltonianos efetivos:

Hi =Axata; —ata )o, (4.36)

HY% = ir(af ax — alay) o (4-37)

Como podemos observar, no caso da polarizagdo circular nosso sistema é descrito por um Hamiltoniano
ndo-Hermitiano, ao contrério do caso da polarizagdo linear, onde o Hamiltoniano é Hermitiano.

(if) [A1] > |A2l. Nesse caso, os Hamiltonianos efetivos obtidos sdo dados por:

Hi =idi(ala; —afa o, (4-38)

Hgf)f =M (a{J a,—ala,)o,. (4-39)

Podemos notar aqui uma situagdo inversa ao do caso analisado anteriormente, ou seja, na polarizacao
linear nossa sistema é descrito por um Hamiltoniano ndo-Hermitiano, enquanto que na polarizagdo
circular o Hamiltoniano é Hermitiano. Nossas escolhas utilizadas nas aproximagdes prévias (A > vy >
g) estdao de acordo com valores experimentais atuais (y ~ 2.6 —16 MHz, A ~ 130 —327 MHz, e g
aproximadamente 2 Hz). Para manter essas relagdes entre os parametros (4, vy, g), a relagdo apropriada
entre as partes real e imagindria de A nos Hamiltonianos efetivos é [A;| > [Aq|. Entdo, os Hamiltonianos
efetivos que iremos considerar em nossa analise durante a tese sdo dados pelas equagdes (4.36) e (4.37).

4.4. Evolugdo ndo-Gaussiana: estados coerentes emaranhados e superposicdo de estados
coerentes

Vamos tomar primeiro os Hamiltonianos (4.36) e (4.37), onde consideramos o limite [A ] << [Az].
De imediato vemos que esses Hamiltonianos geram estados ndo-Gaussianos somente em situagdes
favoraveis a um desbalango nas populag¢des do conjunto atdmico. Levando em consideragdo as possiveis
transicoes entre os dois estados fundamentais coletivos atdmicos, iremos considerar uma das duas
possibilidades abaixo:

(a) O conjunto de d4tomos estando numa superposi¢do coerente macroscépica de estados 1 e 2

XE) = (1/V2) (1) at £ 2)a)  onde  [1(2))ae = [11..1(22.2)). (4.40)
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(b) Cada 4tomo do conjunto estando numa superposicao de estados coerentes 1 e 2

1

V2

Ensembles de dtomos preparados em superposi¢des de estados coerentes interagindo com luz sao
importantes para varias aplicagdes em Optica quéntica e comunicagdo quantica [63-68, 77], e constituem
uma importante fonte de geracdo de emaranhamento para o tipo de estado do campos dos modos
analisados aqui. Embora a situagdo (a) (equagdo (4.40)) ndo seja facil de se realizar experimentalmente,
ela serve para ilustrar a natureza ndo-Gaussiana do estado do campo final. J4 a segunda situagdo ((b) -
equagdo (4.41)) é factivel experimentalmente pela aplicagdo de um campo cldssico ndo-ressonante (pulso
71) na nuvem atdmica, inicialmente preparada em um dos estados fundamentais, antes da interagdo com
o campo quantico. Também existem novas técnicas para a obten¢do da superposigdo coerente, como [78].
O estado do campo resultante nesse caso é uma generalizagdo do caso anterior, também ndo-Gaussiano.

X o) = TN —= (1)1 + [2)1). (4-41)

(i) Polarizacdo circular

No6s consideramos ambos os modos circularmente polarizados preparados em estados coerentes (|ox)
e |B)_), onde os subscritos + ou — designam as duas polarizagdes circulares ortogonais. Primeiro as-
sumimos o estado do ensemble atdbmico como em (a) (equagdo (4.40)). Ap6s alguns célculos, o estado
atomo-campo evoluido temporalmente é dado por (detalhes no apéndice A.1)

N)(t)>c = L[|(Xe)\t>+|Be_)\t>—|]>at + |(Xe_7\t>+|ﬁe)\t>—|2> at] (442)
V2
que é obviamente um estado emaranhado. Observe que a operacdo bilinear ndo permite que os dois
modos emaranhem se 0s d4tomos estiverem nos estados |1) qt, |2) ot Ou uma mistura deles. A superposi¢do
atomica é essencial para a geragdo de emaranhamento.
Condicionando a medida do sistema atomico no mesmo estado inicial em que ela foi preparada
(superposicdo (a) - equagdo (4.40)), nés encontramos

(XER (1))

lp(t)s = "
VT OE R (D))
1
— [|(X€}\t | 677\’( ,:|:|(X€7)\t ‘ e?\t 7]’
\/m >+ B > >+ B >
(4-43)
onde
Ny =2 {1 + e—(\oderH:’)lz)COShZ?\] te(\oc\2+\[3|2)COSZ?\Z’[COS[(‘OdZ _ ‘B|2) sin27\2t]} (444)
Iremos olhar esse estado em um tempo especifico [A;[t = 71/2. Nesse caso, o estado toma a forma
O/ 2Ma)E = [l (1) sle D (—iB)) e D (—ic)).le N (ip)) ] (4.45)
21))+ NG + - + —I 4.45
Fazendo o limite A1/|A2| — 0 na equagdo (4.45), obtemos
1
2208 = i —1 _ (1 i _l, .46
lo(mt/2A20))% \/N—i[l(locJ>+|( iB)) - % [(—ie))+1(iB))-] (4-46)
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que é um estado emaranhado, mas ndo-Gaussiano.

Para mostrar que esse é um estado emaranhado ndo-Gaussiano presente um muitas configuragdes
experimentais, vamos considerar o estado mais simples ((b) - equagado (4.41)). Seguindo o mesmo proce-
dimento adotado anteriormente, mas para o estado inicial atdmico (b) (equagdo (4.41)), obtemos, depois
da medida condicionada do estado atdmico no mesmo estado da preparacdo inicial, o seguinte estado

, "Wt
VT {0 )1
C LY e e Ny
N/(t) e ) 4
(4-47)
onde C}“ = % é o coeficiente binomial, e N'(t) o fator de normalizacdo correspondente. Esse é o

estado de superposigdo emaranhado de dois modos ndo-Gaussiano com N + 1 termos na superposicao.
Apesar de ser mais facil de ser obtido experimentalmente, esse estado tem uma estrutura mais complexa
do que a do caso anterior (equagdo (4.43)). Para efeito de ilustracdo, queremos manter o estado
nao-Gaussiano mais simples, e para isso, a partir de agora, consideraremos somente os resultados da
superposi¢do coerente do caso (a) (equagdo (4.40)), que fornece resultados similares ao caso (b) (equagdo
(4.41)), mais acessivel experimentalmente.

(ii) Polarizacdo linear

Sob as mesmas condigdes iniciais (ambos 0os modos polarizados circularmente, preparados em estados
coerentes, e os atomos no estado (a) (equagdo (4.40)), consideramos os efeitos do operador evolugdo
temporal

ulli) = exp —i)\(a:; a, — aiay)o‘zt} (4-48)

para a polarizagao linear. Essa é uma operagdo similar a de um divisor de feixes com condicionamento
de fase do estado atdmico. E bem conhecido [79-81] que uma operagio de divisor de feixe bilinear
ndo emaranha estados cldssicos. Como consequéncia, se os estados dos modos x e y forem preparados
em estados coerentes, eles evoluem como estados coerentes ndo emaranhados, a menos que o sistema
atomico seja preparado em uma superposigdo de dois estados fundamentais 1 e 2. As duas polariza¢des
estudadas aqui se relacionam através da equacdo (4.1). Aplicando essa relagdo, é facil relacionar seus
respectivos estados

\o(>+|ﬁ>, — |(xl>y|B/>Xz (4'49)

onde « =i(x—p)/vV2ep = (x+p)/V2. Sobrea evolucado (4.48), os estados acima assumem a forma
(detalhes no apéndice A.2)
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UMY (£)Dy (o )Dx(B)I0)yl0)x (11) at £ 12) at)

dg‘d
N

= ﬁDy (cosh (At)«’ — isinh (At)B") Dy (cosh (At)p’ 4 isinh (At)x') [0)y[0)xI 1) at

i\%Dy (cosh (At)e’ +isinh (At)B’) Dy (cosh (At)B’ — isinh (At)a) [0)yl0)xI2) at

= %Icosh(?\t)oc’ —1isinh (At)B)y @ | cosh (At)B’ +isinh (At)od)x [1)at

i%l cosh (At)o’ + isinh (At)B')y @ |cosh (At)B —isinh (At)a')x [2)qt, (4.50)

onde Di(«) é o operador deslocamento de Glauber com « se referindo a polariza¢do i = x,y. Condicio-
nando a detegdo atdmica no mesmo estado de superposicdo (a) (equagdo (4.40)) preparado inicialmente,
nos temos

(x \w( )> ]
F e VN

+|cosh (At)od +1isinh (At)R’)y ® |cosh (At)R' — isinh (At))4].

[|cosh (At)o — isinh (At)B')y @ | cosh (At)B’ +isinh (At)a')x

Tomando novamente a escolha de |A;|t = 7t/2, nds obtemos:

7'[7\1

isinh (==— ™ )B’—cosh(—)oc’>

2n)YL =
[p(m/2Az0)) % 22, 2\,

1smh(%)o¢'+cosh(ﬂ—7\]){3'> ®
y

:
VN4
+

isinh (— ,

isinh(u)oc’—cosh(ﬂ—)\])ﬁ/> ®
y

1 ™ ™
O 1B+ cosh (571 )a >X,<4.51>

que para A1/[Az| — O se torna

p(mt/2Aa)Y =

1 (cx—|—[3)> _i(O(—B)> :I:’_(OC+[3)> i(OC—B)> ) (4.52)
\/m \/E y \/z x \/2 y \/z x

Para termos as mesmas condi¢gdes do experimento, tomamos o modo polarizado na diregdo x no
estado de vécuo, tal que & — 3 = 0, obtendo assim

L - <‘\/§oc>y + ‘—\/io%) 0.

lo(mt/2A2))Y =

(4-53)

Esse estado representa uma superposigdo de estados coerentes para o modo polarizado na direcdo y,
chamado de estado coerente par ou impar [82-84] para a escolha + ou — do estado atomico. Esse é um
tipo de estado com muitas aplica¢des em informagdo e computacdo quéntica [85]. Agora, na polarizacdo
circular (equagao (4.46)), o estado é

1
A\

e diferentemente do caso da polarizagdo linear (superposi¢do em um modo e vacuo no modo ortogonal),
os dois modos circularmente polarizados ortogonais estdo emaranhados. Esse é um caso particular dos

[p(mt/2Na])) % ~

[[(i00) +l(—iex))— £ [(—iex)) 4] (1)) -], (4-54)
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estados de Bell, também chamados de estados coerentes emaranhados, discutidos com detalhes em [26]
e empregados em [76].

Para finalizar essa discussdo, observamos que através dos nossos calculos, desprezamos efeitos
dissipativos sobre os dois modos do campo. E claro que esses efeitos estardo presentes na nossa
dindmica, levando o sistema a um estado de mistura, reduzindo dessa maneira o emaranhamento.
Contudo, a inclusdo de efeitos dissipativos ndo irdo alterar a natureza ndo-Gaussiana dos modos do
campo. Portanto, ndo iremos incluir efeitos de dissipacdo em nossa andlise.
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Figura 6 — Evolucdo temporal da varidncia das quadraturas para os modos polarizados circularmente, com
B =, Rela] =0 e Im[a] = 0.3. (a) (AX,)? (linha continua) e (AY, )2 (linha tracejada) para Aq/[A;] = 0.
(b) (AX)? (linha continua) e (AY, )? (linha tracejada) para A1/|A,| = 0.1.

Varidncia das quadraturas e critério de emaranhamento

Emaranhamento na polarizagdo circular pode ser aferido através de assinaturas ndo-classicas na po-
larizagdo linear (ver, por exemplo [81, 86]). Isso é comumente realizado pela andlise de compressdo na
varidncia das quadraturas, como visto em [24]. Assim, utilizaremos a defini¢ao usual dos operadores de

quadratura
1 + 1T, 4
Xi=5lmta) e WN=o(lo—m) (4.55)

onde | = 4, —,x, ou y para cada um dos modos circulares ou lineares. A varidncia das quadraturas é

dada por
(AX)? = (XP) - (X2 e (A= (YD) - ()2 (4.56)
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Essas duas quadraturas, em uma das polariza¢des, podem ser combinadas para indicar se existe emara-
nhamento na outra polarizagdo através do critério de inseparabilidade para VC [20, 21]. Em termos dos
operadores de varidncia isso é dado por

1
Iop = Z[AZ(XﬁXb) + A% (Ye—Yo)l < 1. (4.57)

Para estados Gaussianos, Iqp < 1 é condicdo necessdria e suficiente para emaranhamento. No nosso
caso, onde os estados sdo ndo-Gaussianos, embora I, < 1 indique com certeza emaranhamento, quando
Iop > 1 nada pode ser dito sobre a presenca ou ndo de emaranhamento. Nessa secdo analizaremos
a utilizagdo da varidncia das quadraturas e do critério de inseparabilidade como indicador de emara-
nhamento para os estados ndo-Gaussianos obtidos. Esses resultados podem ser comparados com os da
figura 2 da referéncia [24], atribuido a estados Gaussianos.

(i) Varidncia das quadraturas para os modos circularmente polarizados
As variancias das quadraturas calculadas a partir do estado da equagdo (4.43), e com parametros

fixados a partir da situagdo experimental [23] no caso do modo polarizado na dire¢do x e no vacuo
(o« = ) sdo mostrados na figura 6.
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Figura 7 — Grafico da evolugdo temporal do critério de inseparabilidade (polarizagdo linear) para « = 3, fi-
xando trés diferentes linhas para Re[x] = 0, Im[a] = 0.3 (linha continua), Im[«] = 0.7 (linha tracejada), e
Imla] = 1.5 (linha pontilhada). (a) A1//A2] =0 e (b) A1/[A2] = 0.1. Todos os graficos indicam auséncia
de emaranhamento, de acordo com o estado separavel, mas ndo-Gaussiano, obtido para essa situacao.
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Na figura 6(a) vemos um comportamento oscilatério (periddico) para ambas as varidncias das quadra-
turas do modo circularmente polarizado +. Observe que a varidncia da quadratura Y, é periodicamente
comprimida oscilando abaixo da linha de referéncia com valor 1/4, enquanto a varidncia para X oscila
sempre acima dessa linha. Na figura 6(b), a tinica alteragdo com o caso anterior é no valor da razado entre
os A's (A1/Az] = 0.1). Nesse caso, a variancia da quadratura X; é comprimida também no tempo. O
comportamento é similar ao caso (a), mas para longos tempos a amplitude de oscilagdo aumenta razoa-
velmente, devido a natureza ndo-Hermitiana do Hamiltoniano. As variancias das quadraturas X_ e Y_
mostram o mesmo comportamento que o caso abordado.

Para os modos linearmente polarizados, o critério de inseparabilidade pode ser escrito como

Lyl B) = TIA2(X+ Xy (@, B) + A%V — Yy (o, B)] < 1, @58)

e, para a situagdo o = 3, a desigualdade indica corretamente a auséncia de emaranhamento, desde que o
modo x esteja no estado de vacuo. As figuras para essa situagdo sdo mostradas na figura 7. A figura 7(a)
é para A1/[Az| = 0, enquanto a figura 7(b) é para A;/[A;| = 0.1. Para todas as situagdes, a desigualdade é
violada, indicando assim auséncia de emaranhamento.
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Figura 8 — Evolugdo temporal da varidncia das quadraturas para os modos linearmente polarizados, com & =

B,Relx] = 0 e Im[o] = 0.3. (a) (AXU)2 (linha continua) e (AYy)2 (linha tracejada) para Aq/[A;| = 0.

(b) (AXy)2 (linha continua) e (AYy)2 (linha tracejada) para A1/[A;| = 0.1. O modo x estd no estado de
vacuo.

(ii) Varidncia das quadraturas para os modos polarizados linearmente

Para os modos polarizados linearmente, vamos considerar as varidncias a partir de do estado da
equacdo (4.43) com « = 3 e A1/|A2] = 0. Podemos notar nas linhas da figura 8: (a) para esse caso
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tomamos A1/[Az] = 0, e s6 a varidncia da quadratura X, é comprimida (sempre abaixo da linha de
referéncia), enquanto o modo x estd no vidcuo. Em (b) temos A1/|A;| = 0.1 e compressdo na variancia da

quadratura Yy, novamente ndo constante no tempo, devido a ndo-Hermiticidade do Hamiltoniano.
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Figura 9 — Gréfico do critério de inseparabilidade como funcdo do tempo para os modos circularmente polari-

zados com « = (3, fixando trés diferentes linhas para Re[a] = 0, Im[«x] = 0.3 (linha continua), Im[x] = 0.7

(linha tracejada), e Im[a] = 1.5 (linha pontilhada). (a) A1/[Az| = 0. Pontos da curva abaixo de 1 indi-

cam emaranhamento dos modos circularmente polarizados. (b) A1/|A;| = 0.1. O critério é afetado pela

nado-Hermiticidade do Hamiltoniano, mas para tempos curtos, ainda vemos emaranhamento (figura
pequena).

Desde que o modo polarizado x esteja sempre no estado de véacuo, a variancia de suas quadraturas
ndo muda com o tempo. Assim, o fato de que uma das varidncias de um dos modos estd comprimida
abaixo do limite do ruido é um bom indicador que pode ocorrer emaranhamento para a polarizacdo
circular. De fato, analisarmos o critério de inseparabilidade para a polarizagdo circular

L, (2 B) = 312X, +X)(x, )+ AV, — ) (ox B)], (4:59)
onde as varidncias sdo obtidas usando as expressdes prévias para essa polarizacdo, nés observamos
claramente emaranhamento, como podemos ver na figura 9, N6s observamos no entanto, que existem
situagdes (escolhas de parametros) onde o critério ndo indica emaranhamento, enquanto o estado esta
claramente emaranhado. Esse fato ndo é uma surpresa, ja que o estado é ndo-Gaussiano e a violagdo do
critério ndo é um ingrediente necessdrio para a existéncia de emaranhamento. Para comparagao, plotamos
na figura 10 a entropia linear reduzida de um modo S(«x, ) =1— Tr{pi} (evolugdo temporal), que nesse
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caso, desde que o sistema completo seja puro, indica emaranhamento entre os modos. E claro observar
que o critério estd corretamente indicando emaranhamento para as mesmas situagdes consideradas na
figura 6.
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Figura 10 — Gréfico da evolugdo temporal da entropia linear para o modo circularmente polarizado + com
o = P fixando trés diferentes linhas para Re[«] = 0, Im[«] = 0.3 (linha sélida), Im[«] = 0.7 (linha tra-
cejada), e Im[a] = 1.5 (linha pontilhada). (a) A1/|A;| = 0 Indica emaranhamento e desemaranhamento
periédico para os dois modos ortogonais. (b) A1/[A;] = 0.1 A periodicidade do emaranhamento-
desemaranhamento é afetada pela ndo-Hermiticidade do Hamiltoniano. O sistema tende a ficar forte-

mente emaranhado para tempos longos.

E interessante notar que as linhas da figura 8 e 9 que indicam méximo emaranhamento sdo obtidas
do estado(4.54) para a polarizacdo circular, que correspondem a uma superposi¢do de estados coerentes
com pequena amplitude(4.53) para a polarizacgdo linear. Como ja discutimos, este estado apresenta com-
pressdo em uma das varidncias da quadratura. Agora, queremos saber o quao préximo este estado é do
estado de vacuo comprimido, comumente atribuido em situagdes experimentais como o estado gerado.
Seguindo a discussdo de [72], a fidelidade F(|&), pcat) = v/ (&lpcatlé), entre o estado de superposi¢do na
polarizagdo y e o vacuo comprimido

&) = é;) [@ [%ew tanhuan] ] 2n), (4.60)

pode ser muito préoximo de 1, como mostra a figura 11. Isso, de alguma maneira, indica similaridades
entre esses estados. As fungdes de Wigner para estes estados é mostrada no apéndice D, e pode ajudar a
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distingui-los melhor. Para pequenos valores de « (que representam os estados gerados no experimento

Figura 11 — Grafico 3D da fidelidade entre o estado gerado (Eq.4.53) e o estado de vacuo comprimido (Eq.D.1)
como fungdo de « e &. A condi¢do de acoplamento adotada para essa figura é A7 /|A;| = 0.

mencionado), a fidelidade com o estado de vidcuo comprimido com pequeno pardmetro de compressao
é bastante alta. No entanto, é importante verificar que o estado de superposicdo ndo é Gaussiano,
enquanto o estado de vacuo comprimido é Gaussiano. O fato de ser ou ndo-Gaussiano é importante para
o uso do critério de emaranhamento utilizado por Josse e colaboradores [23]. Além disso, a expressdo
para o emaranhamento de formagdo [27] para estados Gaussianos simétricos, utilizado para quantificar
emaranhamento em [23], é somente um limite baixo para o emaranhamento entre o dois modos.

Conclusées

Neste capitulo investigamos o modelo de Josse e colaboradores [23] para a interagdo entre dois campos
quanticos e um conjunto de 4&tomos de quatro niveis do tipo X, e derivamos um Hamiltoniano efetivo que
descreve a interacdo dos modos do campo. Demostramos que as equagdes de Heisenberg para os ope-
radores dos modos dos campos sdo ndo-lineares, levando a uma evolugdo ndo-Gaussiana. Essa evolugdo
ndo-linear nos leva a estados emaranhados ndo-Gaussianos ou superposi¢des ndo-Gaussianas de estados
coerentes, dependendo da polariza¢do (linear ou circular) dos modos e do estado inicial do sistema ato-
mico. Mesmo quando a evolugdo é muito proxima de uma evolugdo Gaussiana, isto é, bilinear nos dois
modos do campo, o estado de superposi¢do atdmico leva a uma evolugdo ndo-Gaussiana. Se controlar-
mos a polarizagdo dos modos de entrada, somos capazes de gerar superposi¢des de estados coerentes
na saida. Através de uma preparacdo apropriada de um dos modos do feixe linearmente polarizado en-
trando na cavidade no estado de vdcuo, obtemos o modo ortogonalmente polarizado do feixe saindo da
cavidade em uma superposigdo de estados coerentes. Embora este estado seja ndo-Gaussiano, ele possui
similaridades com o estado de vacuo comprimido de um modo. Quando visto da polarizagdo, esta su-
perposicdo resulta em estados coerentes emaranhados entre os modos nessa polarizagdo. Comparamos
aqui, qualitativamente, nossos resultados com os experimentais obtidos por Josse e colaboradores [23]
para um sistema similar, onde eles atribuem uma natureza Gaussiana para os estados gerados. Contudo,
a presenca de uma superposi¢do quando analizamos uma polarizagdo, e o emaranhamento encontrado
na outra polarizagdo, podem explicar os efeitos ndo-classicos observados no experimentos.
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5. CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Um dos principais resultados desse trabalho estd descrito no capitulo 3. Nele apresentamos alguns
esquemas conhecidos na literatura para gerar estados maximamente emaranhados do tipo Bell entre
particulas distantes produzidos por interferéncia: uma deles usando emissdo espontanea (segao 33.1),
e o outro por fétons polarizados (se¢do 33.2). Em seguida apresentamos uma nova proposta para ge-
ragdo incondicional de estados do tipo Bell entre os niveis eletronicos de ions separados espacialmente,
por intermédio de um atomo propagante. Essa novo esquema inova por se basear na interagdo de ions
aprisionados com um dtomo propagante. A geracdo dos estados emaranhados de interesse é determinis-
tico, dependendo apenas de varidveis experimentais, como o controle do tempo de voo do dtomo, e as
dimensdes das cdmaras de vdcuo necessdrias para conter os aparatos exigidos no experimento.

Outro resultado interessante apresentado na tese é sobre o emaranhamento em varidveis continuas
(VC) de estados de polarizagdo circular e linear, descrito em detalhes no capitulo 4. Mostramos resulta-
dos conhecidos de Josse e colaboradores [23], onde os autores estudam a interacdo de feixes linearmente
polarizados com uma nuvem de &tomos (de 4 niveis, do tipo X) de césio. Apds a interacdo, os autores
assumem que o estado do feixe tem natureza Gaussiana, fato esse relevante para a andlise do emaranha-
mento gerado. Em nossos resultados, consideramos situagdes em que os 4tomos podem ser considerados
efetivamente como de apenas dois niveis. Dentro dessas aproximagdes, o Hamiltoniano que desceve a
interagdo atomo-campo se torna bilinear nos operadores do campo, além de depender da diferenca de
populacdo entre os dois niveis atomicos efetivos. Isso permite afirmarmos que, para determinadas con-
dicdes, o estado do feixe de laser que interage com a nuvem de dtomos tem natureza ndo-Gaussiana. A
partir desses resultados, estudamos o emaranhamento através da variancia das quadraturas, combinadas
com o critério de inseparabilidade para VC, e também da entropia linear.

Ambos os trabalhos podem ser explorados mais a fundo, gerando perspectivas futuras de trabalhos.
No caso do modelo de geracdo de estados de Bell entre os estados eletronicos de fons aprisionados
em cavidades por meio de um dtomo propagante, existe a possibilidade de tornd-lo mais geral, sem a
necessidade de ressondncia entre as frequéncias de d&tomos e fons. Ja no caso do segundo resultado, onde
analisamos a interacdo de um feixe linearmente polarizado com uma nuvem de &tomos, o tipo de estado
gerado apos a interagdo é similar ao obtido em sistemas de circuitos quanticos, entre outros. Isso torna
possivel a utilizagdo do nosso procedimeto matemadtico em sistemas distintos. Além disso, uma anélise
quantitativa mais completa do emaranhamento pode ser realizada, através da utilizagdo de critérios de
inseparabilidade para estados ndo-Gaussianos [38]. A possibilidade de considerarmos os operadores de
Langevin diferentes de zero, e aproximagdes de ordem superiores na dedugdo do Hamiltoniano efetivo
de interacdo também pode ser objeto de futuros estudos.
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A. OBTENCAO DOS ESTADOS ATOMO-iONS EMARANHADOS CONSIDERANDO DE-
COERENCIA E DISSIPACAO (CAPITULO 3)

Neste apéndice mostraremos, com um pouco mais de detalhes, os célculos realizados em 3 3.3, onde
consideramos decoeréncia e dissipagdo do 4&tomo propagante entre as cavidades A e B.

e Cavidade A (Cp)
O Hamiltoniano de interagdo d&tomo-ion em Ca é dado por
H!., =A\(o%c! +0Pal). (A.1)

Em t =0, o sistema estd preparado no estado (0)) = le,, g1). O estado mais geral que descreve o
sistema é escrito como

() = a(t)lep, e1) +b(t)lep, g1) +c(t)lgp, €1) + d(t)lgp, g1). (A.2)

Resolvendo a equagdo de Schrodinger na representacdo de interagdo

() = Hu(O1b (1), (A3)

temos

Hind(D)b(t)) = A c(t)e®ley, g1) + A b(t)e "lgy, e1), (A.4)

que fornece as equacgdes de movimento

alt) =0, ib(t) = Ac(t)e'®t, ie(t) = Ab(t)e d(t) = 0, (A.5)

com as seguintes condigdes iniciais: a(0) = 0,b(0) = 1,¢(0) = 0 e d(0) = 0. As solugdes das
equagdes (A.5), para t = t4 e 6 qualquer, sdo
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o ibta/2 Cosin [(VAAZ + 82)t /2]
b(ta) = e/ “cos (V4N +82)tq/2] —1id — )
st SIn[(VAN2 +82)tq /2]

c(tq) = —2iAe , A.6
o Vi e A9
Na tese trabalhamos com o caso especifico em que 6 =0 e tq = 7t/4A, nos levando a
At =d(t) =0, bl == e cltd =+ (A7)
a a 7 a \/Z a \/il 7

que possibilitam a obten¢do do estado do sistema apds o dtomo cruzar a cavidade A (equagdo
(3.15))-

Entre as cavidades (resolu¢do da equacdo mestra)

A equacdo mestra que descreve a decoeréncia e a dissipagdo sofrida pelo &tomo quando esta entre
as cavidades é dada por

) _ Y (267 p(t)6% — 0% plt) — plt)o

ot 2

P

Po?] + X2

onde o operador densidade é escrito, em um tempo especifico tp,, como

ep, e1l+ p13(tv)lgp, e1)(ep, e1l + pra(tv)lgp, g1) (ep, el
ep, 911 + P23(to)lgp, e1) (ep, g1l + P24(tv)lgp, 91) (ep, g1l
gp, €1l + p33(to)lgp, e1)(gp, e1l + p34(tv)lgp, 91) (gp, €1l
9p, 911+ Paz(tv)lgp, €1) (9p, 911 + Paalto)lgp, 91)(9p, 91l.

ep, €1l + pra(tollep, g1
ep, 91l + paa(tov)lep, g1
gp, €1l + paz(tov)lep, g1
Ip, 911+ Paa(tv)lep, 91

p(ty) = priltvlep, er)
+ pyi(te)lep, er)
+ p3i(te)lep, er)
+ pgr(ty)lep, e1)

{ )
{ )
{ )
{ )
Substituindo o operador densidade acima na equacgéo (A.8), obtemos o seguinte conjunto de equa-
¢oes diferenciais

plte) = —vpnlte), p12(te) = —vpia(te),
pislte) = —(3+¥plpislte),  bualte) = (3 +vp)pralte),
p21(te) = —vp2(te), p22(te) = —vp2a(te),
P23(te) (% +vp)P23(te), P24(tp) —(% +vp)P2l(tv),
paalte) = —(3 +vploniltel,  bnlte) =—(F +Vp)enlty),
P33(te) = —vps3(te), P34(to) = —vP34lte),
palty) = —(F+vlealte)  palte) = —(3 +vp)ealte)
P43(te) = —vpas(te), Pas(tv) = —YPaalte),

(A.9)
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que tem como condi¢des iniciais

P11(0) =0, P12(0) =0, p13(0) =0, P14(0) =0,
p21(0) =0, P22(0) = b(ta)b*(ta), P23(0) = c(ta)b*(ta), P2(0) =0,
p31(0) =0, P32(0) = b(ta)c™(ta), P33(0) = c(ta)c"(ta), p34(0) =0,
P41(0) =0, p42(0) =0, p43(0) =0, p44(0) =0.  (A.10)

O conjunto de equagdes diferenciais, com as condig¢des iniciais acima, tem como solugdes (para
t=1p)

p11(ty) =0, p12(ty) =0,
p13(ty) = 0, P14(ty) =0,
P21(ty) = 0, p2(ty) = blta)b* (ta)e ',

. 1
puty) = clta)b*(ta)e 2Vl g (1) =0,
p31(ty) = 0, p3a(ty) = b(ta)c*(tq)e 22Vt
p33(ty) = clta)c*(ta)e Y™, P34(tp) =0,
P41(ty) = 0, P42(ty) =0,

1

pa3(ty) = 0, Pas(ty) = b(ta)b*(tg)e 2YH2ve)to, (A.11)

Essas solugdes permitem obter a equacao (3.18).

Cavidade B (Cg)

Para o 4tomo entrando na segunda cavidade, teremos a base completa ordenada da seguinte ma-
neira: {lep, e1, €2), lep, €1,92),lep, 91, €2), lep, 91,92), |9y, €1, €2), 19p, €1, 92),19p, 91, €2),9p, 91, 92)}-

Com seus respectivos coeficientes, obtemos um operador densidade com 64 elementos de matriz
pij, com i,j = 1,8. O Hamiltoniano de interagdao em Cg ¢ dado por

H2

2 =M(ohe? +coPa?). (A.12)

Desta maneira, é necessdrio montar um sistema de equagdes diferenciais a partir de

0
5Pt =—iH, p(t)] (A.13)

Seguindo passos andlogos aos realizados para o dtomo cruzando a cavidade A, com ty, = 7/2A,
obtemos o estado final do sistema

1 _ _
P12 = §[|€1,92><61/92|+€ YHve)tile, go) (g1, eal + e YY) gy, e2) (e1, g2l

+e Y'gy, e2) (g1, eal + (1 — e ")lg1, 92) (91, 92] (A.14)
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B. OBTENCAO DO ESTADO ATOMO-CAMPO EMARANHADO (CAPITULO 4)

Nesse primeiro item do apéndice iremos mostrar, mais detalhadamente, como obtivemos os estados
atomo-campo evoluidos no capitulo 4 para ambas as polariza¢cbes analisadas, além de justificar a
necessidade da preparagdo atomica (dos d&tomos de dois niveis) em uma superposicao.

Polarizagdo Circular

Na polarizagéo circular, obtivemos o Hamiltoniano efetivo de interagao

Hgf) =iAata;, —ala )o,, (B.1)

que tem como operador evolugdo temporal

ule(t) = exp A(a:[a+ —a a,)czt} , (B.2)
Considerando ambos os modos inicialmente nos estados coerentes (lx) e |3)_), vamos analisar qual

estado serd gerado, dependendo da preparacdo dos dtomos. As seguintes preparagdes para o estado
atomico foram estudadas:

L4 |X> = |]>at
(1) = U)o IB)-I1)at
= |oe™) 1 1Be ™M) _[1) qt. (B.3)
L4 |X> = |2>at

W(t) = U)o+ IB)-12)at
= Joe ™) 4 IBeM) [2) at. (B.4)

1
W(t) = U‘C)(t)loc>+|f3>fﬁ
1

= —=(loe) [Be ™) _[1)ar & e ™) [Be™) [2) atl. (B.5)

[|]>at + b‘>at]

S
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Podemos notar que, das trés preparac¢des analisadas, tinica que gera um estado emaranhado entre os
modos é a superposicdo acima [equagdo(B.5)] .

Polarizacdo Linear

Ja no caso da polarizagdo linear, o Hamiltoniano efetivo que obtivemos é dado por

1
H(ef} =Aal ax—alay)o, (B.6)

e o operador evolugdo temporal é

ulV(t) = exp [—i?\(a];ax — aiay)czt} . (B.7)
Neste ponto, para realizar a atuagdo do operador evolugdo temporal nos estados iniciais, vamos lancar

mao de um resultado conhecido [79] sobre o operador de divisor de feixe, que é definido como

B =exp [g(aer et — ab*e_i‘b)] , (B.8)

com

T = cos (g) e R =sin <g> (B.9)

Quando dois estados coerentes incidem num divisor de feixe, temos

BDo(a)Dy(B)I0)al0)r = Da(Tec + R e*B)Dy(TB — R e )0} al0)v, (B.10)
onde Dj(y) é o operador deslocamento de Glauber. Comparando o operador evolugdo temporal com o
operador de divisor de feixe, notamos que
0 .
d=0, EZ—I)\’C, a=aqay, b =aqa,, (B.11)

além de

T = cosh (At) e R = —1i sinh (At). (B.12)

Assim, a aplicacdo do operador de divisor de feixe em dois estados coerentes, com a nossa escolha de
parametros [equacdes (B.11) e (B.12)], é dada pela expressao

B|(X>yH3>x =B Dy(O()Dx(B)|O>y|O>x
= Dy (cosh (At)ox —1i sinh (At)B) Dy (cosh (At)R + isinh (At)ec) [0)y]0)«
= |cosh (At)x—1i sinh (At)P)y |cosh (At)p + isinh (At)er)y.
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Nao podemos nos esquecer que, em nosso sistema, ainda temos um operador o, na evolugdo. Entéo,
analogamente a outra polarizagdo, consideramos ambos os modos inicialmente nos estados coerentes
(la)y e [B")x), relacionada com a outra polarizagdo por

() IB)— = &) ylB ) (B.13)

onde « = i(a—p)/vV2ep = (x+B)/V2. Analisando as mesmas preparacgdes do dtomo analisadas
anteriormente, ou seja:

L |X> = |]>at
W) = UV (1)Dy (o) Dx(B)I0)yl0)I1) at

Dy, (cosh (At)«’ — isinh (At)B") Dy (cosh (At)B" + isinh (At)ed') [0)y[0)xl1) at
= |cosh (At)a’ —isinh (At)B)y ® |cosh (At)B’ + isinh (At)o)x [1)at

(1) = UV ()Dy(o)Dx(B)I0)y10)I2) at
Dy, (cosh (At)«’ + isinh (At)B") Dy (cosh (At)p" — isinh (At)e') 0)y[0)xI2) at
= |cosh (At)&’ 4 isinh (At)B')y ® |cosh (At)B’ — isinh (At)o)x [2)at

L |Xi> = %[“hﬁi ‘2>at]

()L = \%u(”(t)Dy(cx’)Dx(B’J|0>y|0>x(|1>ati|2>at)

= %Dy (cosh (At)a’ — isinh (At)B’) Dy (cosh (At)B’ +isinh (At)a’) 10)y[0)xI1) at

j:%Dy (cosh (At)a’ + isinh (At)B") Dy (cosh (At)R" — isinh (At)a') [0)y[0)x[2) at

= %Icosh (AM)a’ —isinh (At)R’)y ®|cosh (At)R' +isinh (At)')x [1)at
i%l cosh (At)o + isinh (At)p’)y ® [cosh (At)p’ —isinh (At)')x 12)at, (B.14)

Os estados representados pelas equagdes B.5 e B.14, apds a realizacdo de medida condicional do estado
atdmico na mesma configura¢do de preparo, vistos em um tempo especifico e obedecendo as aproxima-
¢Oes consideradas na obten¢do do Hamiltoniano efetivo, foram utilizados na segdo 4 4.3 para a verificagdo
da natureza, Gaussiana ou ndo, dos estados emaranhados gerados entre os modos ortogonalmente pola-
rizados.
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C. VARIANCIA DAS QUADRATURAS

Aqui iremos mostrar detalhes intermedidrios realizados no calculo das varidncias das quadraturas
para os modos circularmente polarizados (capitulo 4). Como a demostra¢do dos cdlculos para o caso da
polarizacdo linear é analogo, s6 iremos indicar o procedimento a ser tomado. Para a obten¢do dessas
variancias, alguns valores médios sdo necessarios. O estado utilizado para isso é dado por

[|0€€M>+|Be*7\t>— + |0€€7M>+|ﬁe}\t>f], (C1)

1

1))y =
[p(t))+ NG
com o fator de normalizacdo N, definido na equagao(4.44).

Para calcular os valores médios dos operadores de criacdo e aniquilacdo de fétons utilizando o estado
acima, definimos as seguintes varidveis

A=A +iA =0\ +1Ay, (C.2)
além de
ay = oM = gelGrNat e o = e M = e (GHIAt
B, — peM = pelcHitat e B — e M= pe(Grinat (C.3)

e a constante de normalizagdo

Ny = (o foe ) (B-IB+)
= exp [\oqze—mzt +|B[?e? P2t — (o2 + |B[?) cosh 20A 5t | . (C.4)

Os valores médios que precisamos para o cdlculo da variancia sdo

(a) = Nii[6(1+NT)+B+(1+N1)],

(a,) = Ni o (T4 N3+ (T4 NI,

+
17 .

(aa) = g [B20 N} +BL1 4N,
1 .

<a+a+> = N—i O(i(]‘i‘N])‘l‘(Xi(]‘i‘N])},

+ ] [ 2 * * * 2

(afa) = g [IB12+ B2 B N1+ BIB-Nj+ 1B,
1 [ * * *

(aiaJr) = NG \oc+|2—|—oc+oc_N1—|—oc_oc+N1+|oc_|2},
‘] -

(acal) = g [T+ {alay)]. (C.5)
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Entdo, de posse desses valores médios, podemos calcular as variancias das quadraturas através das
expressoes

(AX4)? = éll [(aiai> +2(atas) +1+ (alal)} — 411 [(ai) + (al)]z. (C.6)
(AYL)? = —411 [(aiai> —2(atay) 1+ <ajta;>] + % [(ag . <a;>} ’ (C.7)

As expressoes utilizadas para nossas simula¢des sdo obtidas através da simples substitui¢do dos va-
lores médios do operadores (equagdes C.5) nas equagdes das varidncias. Ja para o obtermos a variancia
para os modos linearmente polarizados, devemos proceder de maneira andloga, porém lembrando que

)4 1B) - = | )yl )y, onde & = i(ax—B)/V2e B = (o + B)/V2, além de

ax —iay ax + iay

ap = ———— e a = ——7—, C38
nao nos esquecendo da definicdo padrdo dos operadores de quadratura
1 " T4
Xi=slm+ay) e Yi=—(a—a) (C.9)

2



52

D. FUNCAO DE WIGNER

Neste apéndice mostramos como calcular a funcdo de Wigner do estado de superposicdo como o
encontrado em nosso esquema (Eq.4.53) e comparamos esses resultados com a funcdo de Wigner do
estado de vacuo comprimido do capitulo 4.

A fungdo de Wigner para o estado de vacuo comprimido

&= [ Lo |- 3e ann i) ] 2n), (D)

n=0

M=

¢ dada por [40]

W(E) = % exp [-2(e*E + e %)), (D.2)

Ja a fungdo de Wigner do estado

olm/2Ma)y = wh—i (\x/ioc>yi ]—xfzoc>y> 0)x

(D.3)

que é uma superposigdo de estados coerentes conhecida como estados coerentes pares e estados coerentes
impares, introduzida por Dodonov e colaboradores [82, 83] como

o)+ =Nz (lx) £]— o)) (D.4)

Para o caso de || > 1, temos superposi¢des quanticas macroscépicas, conhecidas como estados de gato
de Schrodinger, apresentados por Vidiella-Barranco [84].

Para simplificar nossos calculos, vamos mostrar como obtemos a fun¢do de Wigner para o estado
de superposicdo coerente par, sendo andloga a obtengdo para o caso “impar”. Esse tipo de estado, na
representacdo de operador densidade, é dado por

Pe = Nel(lo) + | — o)) (et + (—l). (D.5)

onde N = 1/[2(1 +exp (—2|af?))] é a constante de normalizagéo.
A fungdo caracteristica relativa a este estado, que utilizaremos para o célculo da fungdo de Wigner, é
dada por
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X(1) = Trlp(t)e"® W N, (D.6)

que pode ser reescrita como (onde N é a constante de normalizagdo)

x(w) = N({(e)| + {(=e)]) D(p) (I(a)) + [(—ex)))
= N{()D(W)l(«)) + {()D(W)l(—a)) + (=)D (w)l(x)) + (=)D (w)l(—)) (D.7)

Com o auxilio das relagdes
D(a)D(B) = D(o+ p)elm(«b?) (D.8)
1 1
(Bloc) :eXP[—§|0<—f5|2+z(0<f5*—“*f3)], (D.9)

vamos resolver cada um dos quatro termos da equacao (D.7) separadamente.

o (()ID(wl(e))

2 2
= exp (iIm(pa™)) exp <_|oc7 — |(X—;u| + (o + p)) (D.10)

Analogamente, temos

o ((—a)D(pl(x))

2 2
(()D(W)|()) = exp (ilm(pec*)) exp (—'CXT— |oc—;u| — o (x+ H))
_ 2 2 _|H|2 *
= exp | =2 — > —2Re(op™) |. (D.11)

2 2
()ID()] — (&) = exp (—ilm(yuoc’)) exp (—""7— hoo +<X*(u—oc)>

2
= exp <—2|oc|2 — |Tu| + ZRe(ocu*)>. (D.12)



o ((=)D(p)|— ()

2 o 2
«—wuxu)—ua>=<mpv4mﬂuwwen><—%t—‘*z“ —aﬂu—aﬂ

2
= exp( s —|—2iIrn(oqL*)>.

Portanto, a fungdo caracteristica dada pela equagao (D.7) pode ser reescrita como

X(}‘L) — NeiuT‘z |:eZiIrn(oq,L*) _|_eflﬂm[cxu*) _l_efllocl (eZRe(oq,L*) _l_efZRe(cxu*))]

= Ne 2~ [2COS (2Im(ocp™)) 1 2¢721%% cosh (ZRe(ocu*))} .

De posse da funcdo caracteristica, pode calcular a fungdo de Wigner através de

1 [®*° 00 .
wmmgj J dudv x(u, v)e2 W

—o00 J—o0

com x =X +1if e p = u+1iv, que nos leva a

W(x,y) = Wi(x,y) + Walx,y),

onde

N e © (u2+v2) e - o _ .
W] (x,y) — 7T_J’ J dudve 7 (eZL(yufxv) + ele(yufxv)> eZl(uyfvx)‘

N *© o0 (u2+v2) 2 2, =2 2(x — 2(x _ 2i
WZ(XIU) _ _ZJ J dudve 2 e (x“+9°) (6 (xu+gv) +e (xu+yv)> e 1(uy7vx)‘
Vs

—00 —00

Utilizando a expressdo tabelada [39], comp=q =71

== Ze ,

—00

(a2 T b2

J dx e (ax~+2bx) __ -
00 a
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(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)
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/ | T . (b)

420 2 4

(d
y

4 -2 0 2 4

575
Figura 12 — Gréfico da funcdo de Wigner para (a-c) o estado de vacuo comprimido, onde adotamos o parametro
de compressdo & = 0,2 e (b-d) a superposicao de estados coerentes par com « = 0,2+/2. Esses sdo
parametros que tornam alta a fidelidade entre esses estados.

podemos resolver as integrais que aparecem em W1(x,y) e W2(x,y) (apds rearranjar os termos de
maneira adequada), que assumem a forma

Wi(x,y) = Z?N (efZ(ym)zefZ(xﬁc)z + e*Z(y*Q)Ze*Z(X*iV) , (D.20)
e
Ws(x,y) = ZN e 2% +17) (ez(ﬂiy)zez(gfixﬂ + eZ(icfiy)zeZ(Q-HxJz) ) (D.21)

Sem muita dificuldade é possivel mostrar que a soma das equagdes (D.20) e (D.21) nos leva a
funcdo de Wigner para o estado procurado, ou seja

2 6—2( x24+y?)

W(X/y) = 7_[(1 T C_Z(XZJFQZ

N (efz(’_‘zﬂ’z) cosh [4(yg + xx)] + cos [4(xy — xg)]) ) (D.22)

A comparagdo entre o estado geral utilizado para o célculo da fungdo de Wigner acima e a superpo-
si¢do que obtivemos no capitulo anterior é imediata.

A figura 12 mostra as fun¢des de Wigner para o (a-c) estado de vacuo comprimido (§ = 0,2) e (b-
d) para a superposicdo coerente (x = 0,2v/2). O parametros usados para essas figuras levam a alta
fidelidade entre os estados. Podemos observar que, de fato, os gréficos possuem similaridades. Em
outras palavras, estados com alta fidelidade possuem fun¢des de Wigner muito similares.

Na figura 13 a fungdo de Wigner para o (a-c) de vdcuo comprimido e para a (b-d) superposicao utiliza
parametros que levam a uma baixa fidelidade entre esses estados. Usamos o pardmetro de compressao
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£ =0,5e a=0,7. Aqui a diferenca entre esses estados fica mais aparente. Em outras palavras, estados
com baixa fidelidade possuem fun¢des de Wigner menos similares ou diferentes.

\ ®)
/| y

420 2 4

(d

-4 20 2 4

-5
5
Figura 13 — Gréfico da fungdo de Wigner para (a-c) o estado de vacuo comprimido, onde adotamos o parametro
de compressdo & = 0,5 e (b-d) a superposicdo de estados coerentes par com « = 0,7. Esses sdo
parametros que tornam baixa a fidelidade entre esses estados.

E importante salientar que, apesar da semelhanga das fungdes de Wigner dos referidos estados para
alguns parametros, eles sdo de naturezas diferentes. A diferenca de maior interesse para nossos resulta-
dos é sobre a Gaussianidade desses estados. Lembrando que o estado de vacuo comprimido é Gaussiano,
enquanto que a superposicao par de estados coerentes é nao-Gaussiana.

Devemos também lembrar que, ao comparar os estados de gato par e vadcuo comprimido, temos
também a similaridade entre as distribui¢cdes de nimero de fétons entre os esses dois estados. A funcdo
que Wigner que estamos usando para mostrar a similaridade ente os dois estados indica justamente as
diferencas, ou seja, o carater ndo-Gaussiano do gato e Gaussiano do vacuo comprimido.
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