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RESUHO 

Nessa tese apos uma breve digressão sobre o trata 

menta quântico de um sólido cristalino (estrutura de bandas) 

dentro dos vários esquemas implementados até hoje, procuramos 

desenvolver um estudo de alguns aspectos dos efeitos de um 

campo eletromagnético intenso {laser) sobre um sólido crista-

lino. Usando um programa desenvolvido para o computador 

VAX-11/780 calculamos inicialmente a estrutura de banda do so

lido de Kronig-Pcnney, na ausência de campo. Explorando o uso 

de urna transformação unitária, o mesmo problema foi abordado 

agora levando em conta a presença do campo. Os resultados 

revelam um estreitamento do "gap", que é também constatado qua~ 

do se procede cálculos similares dentro da aproximação de elé

tron quase-llvre. Utilizundo a informação especificamente ob

tida em nossos cálculos da estrutura de banda em presença do 

campo, i.e. a relação de dispersão, podemos calcular a massa 

efetiva dos elétrons num sólido de Kronig-Penney irradiado. 

Com isso foi-nos possivel determinar também as modificações do 

coeficiente de absorção de um foton neste sólido, devido aos 

efeitos da ação de um campo de laser intenso. Nossos resulta

dos são interpretáveis como consequências diretas do estreita 

menta da banda proibida que surge como o principal efeito da 

redução do potencial cristalino, devido ao campo eletromagné

t_ico intenso. 



ABSTRl\.CT 

This Thesis is devoted to the study of some 

aspects of the crystalline solid x radiation ficld 

interaction. We start with a br.ief review of the quc:m tum 

solid-state problem (band structure) as viewcd by some of 

the major descriptive schemes already developed in this 

connection. We then move on to tackle some aspects of the 

even more elaborate problem of the quantum solid under the 

action of an intense laser field. Ry using a code developed 

for use our with VAX-11/780 computer we have initially calculated 

the band structure of a Kronig-Penney solid, in the absence _of 

the field. Then, we explored the use of a unitary trans-

forrnation to approach the sarne problem but now taking into 

full account the presence of a laser field. Our results reveal 

the existence of a field induced gap narrowing which has 

also been confirmed in additional calculations within the 

quasi-free electron approximation. The information derived 

frorn our band structure calculations, namely the dispersion 

relation, was then used to compute the electron effecti ve rnass 

for anirradiated Kronig-Penney solid. We could, thereby, 

assess the modifications introduced by a strong laser on the 

one-photon absorption cocfficient of the solid, as probed by 

an additional weak field. Our results are easily interpreted 

as direct consequences on the gap narrowing which seems to be main 

outcome of the intense field induced reduction of crystalline 

potential. 
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INTRODUÇÃO 

Um continuo desafio para o pesquisador, na are a 

de Matéria Condensada, tem sido a compreensao, em têrmos de 

primeiros principias, das propriedétdes básicas de um sólido 

cristalino. ~ claro que, com o surgimento da Mecânica Quânti

ca, muito·progresso foi feito nessa direção e, hoje, a grande 

maioria dos pesquisadores dispõe, para suas investigações adi

cionais, de algumas formulações teóricas de reconhecido suces 

so. Não obstante, o problema não está e dificilmente o po-

deria - fechado, uma vez que se trata de resolver um problema 

onde a presença de muitos·corpos está levada a um extremo. As

sim, não há senão que apelar para formulações aproximadas, 

que guardem a maior verossimilhança possivel com o problema em 

questão 1 respeitando contornos eventualmente existentes, como 

a exploração de propriedades de simetria e periodicidade, e rc 

correndo, abertamente, à parafernália. computacional hoje dls 

poniveJ. 

Nosso tema de trabalho, nesta Tese, contempla uma 

pequena faceta desse formidável problema e o faz dentro de um 

esquema onde uma maior transparência flsica dos resultados nos 

pareceu mais importante do que a implementação de uma maior 

complexidade de tratamento teórico. Nosso propósito e o de nu

ma formulação conceitualmente simples, investigar o efeito da 

presença de um laser intenso irradiando um sólido, sobre a sua 

estrutura elctrônica, especialmente aqueles efeitos que, de 

imediato, se refletem sobre suas propriedades de absorção op

tica. Assim, concentramos nossos esforços em procurar estabe

lecer, ainda que dentro de esquemu.s aproximados, as modifica-

çõcs nu estrutura de bandas do sólido, muntendo-nos nao obs-
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tante, dentro de limites aceitáveis de complexid~de, tanto teó 

rica quanto computacional. 

Os átomos, em quase t:odos os sólidos cristalinos, 

metálicos ou não, estão tão próximos um dos outros que seus e-

létrons de valência passam a constituir um sistema Único, ide~ 

tificável como associado ao cristal como um todo. A obediên-

cia ao Princípio de Exclusão de Pauli verifica-se, nesse sis-

tema, pelo fato de que os estados de energia, das camadas ele 

trônicas mais externas, estão alterados devido a interação in-

ter-atômica. Assim é que, em lugar de níveis característicos 

individualizados surgem, então, aglomerados de níveis de ener-

gia permitidos, com espaçamento tão extremamente pequeno (há 

tantos ~lveis quántos átomQs no cristal) que seus agrupamen-

tos, em regiões especificas do espectro energético eletrônico, 

receberam a designaqão de bandas (ou faixas) de energia, caract:::_ 

ri~ticas do sólido cristalino em questão. Na verda~e, a prese~ 

ça das bandas de energia, dos "gaps" que, eventualrrt2nte, se aprese!l 

tam entre elas e a maior ou menor extensão da ocupação des

sas bandas pelos elétrons, estabelecem, essencialmente, as ba

ses do comportamento eletrônico, Óptico, térmico, etc. dos só-

lidos. 

Em nosso trabalho abordamos, inicialmente, no Capl 

tulo I, em seus aspectos mais básicos, a questão da estrutura 

eletrônica num sólido. A concepção básica de partida é o se-

guimento das modificações dos níveis de energia dos átomos 

isolados, à medida que os vamos aproximando para formar o só 

lido. A seguir, aborda-se algumas consequências da formação 

das bandas. Procura-se, também, em termos de uma descrição fí-

sica quantitativa explorar, numa primeira aproximação dentro 
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de nosso trabalho, a ser ampliada em Cap1tulo posterior, o mo 

delo unidimensional de Kronig e Penney, bem como uma aproxima

çao_ tradicionalmente explorad~ para tratar elétrons num só

lido cristalino que é a aproximação de elétron quase-l.i.vrc. No 

Capitulo II abordamos os efeitos da presença de um car~po cle

tromagnético sobre tal estrutura, procurando uma formulaçãoquc 

permita evidenciar, com simplicidade, tais efeiLos (tratamen-

to semi-clãssico). Após considerações de caráter geral sobre 

a interLtção radiação x sólido, a solução da Equação de 

Schroedinger, dentro da formulação de elétron independente, p~ 

ra descrever o comportamento eletrônico no sólido irradiado, é 

abordada com o uso de uma transformação unitária ( transla-

ção espacial). Com o objetivo de simplificar o problema, tra-

tamos o campo de radiação na aproximação de dipolo. No Capi-

tulo III aprofundamos esta abordagem, buscando configurar os 

efeitos do cumpo dentro das duas descrições para o elétron num 

sólido, já implementadas anteriormente. Assim, o problema do 

sólido, na ausência e em presença de um laser intenso, é tra

tado qualitativa e quantitativamente, explorando soluções ob

tidas com o uso de um computador (VAX 11/780 VMS Versão 3,7) 

dentro do modelo de Kronig-Penney e na aproximaç3o de elé

tron quase-livre buscando-se, especialmente, estabelecer como 

se modifica o "gap" de energia em função da intensidade do la-

ser. No capitulo IV, finulmentc, esses resultados são aplica-

dos à investigação de como um laser potente afeta o 

ciente de absorção óptica de um sólido. 

coe fi-

As formulações gerais desenvolvidas no trabalho, 

tanto de método como de cálculo, bem como as c~nclusões a que 

chegamos, são finalmente resum.tdo.s no Capitulo V. 



CAPITULO I 

CONSIDERI\ÇÕES IJJ\SICAS SÓBRE A ESTHUTURA 

ELETH6NICA DOS S0LIDOS CRISTALINOS 

J;.a -· Elct.rons r.os SÓlidos Bandas de Energia 

4 

No fim do século oassado, com a síntese do ele-

tromagnctismo feita por Maxwell, e com as leis de Newton, 

acreditava-se que as leis fundamentais da FÍsica estavam to 

das estabelecidas. Restava, então aplicá-las nas diversas 

áreas da FÍsica. Assim sendo, foram usadas com sucesso, pd 

ra descrever os movimentos dos objctos, tanto em escala terres 

te e como em escala celeste, para descrever a natureza ondu 

la tór ia. da luz e os fenÔillenos eletr:·odindmico s, et........ FctlhctJ.: ctm, 

no entanto, dramaticamente, na tentativa de explicar fenômenos 

no mundo microscópico, tais como aquE~les revelo.dos nos dados 

obtidos pela espectroscopia, a radiação do corpo negro, o com 

portamento do calor específico dos sólidos para baixas tempe-

raturas, o efeito fotoelétrico, etc ... Para vencer estes desa 

fios, surgem as primeiras sementes da Mecânica Quântica : a 

quantização 

clusão e 

da energia eletromagnética, os princípios de 

da Incerteza, a idéia de função de onda para 

Ex 

as 

partículas elementares, e a eq. Schroedinger. A aplicação 

destes fundamentos contribui para elucidar os fenômenos aci 

ma citados, entre outros, bem como para a resolução da que~ 

t~o do 5.tomo de hidrogênio, com or0cisão. Estes primeiros 

.sucessos forum suficientes para dar credibilidade à nova vi 

s5o de encurar o mundo microscópico : a FÍsica Quântica. Com 
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seu desenvolvimento, como é natural na FÍsica, foram apa-

recendo os novos desafios, como a descrição quântica dos atô-

mos fl.llllLlele-c.rônicas, as moléculas e os sólidos, que são pro-

blernas de mui tos corpos. Is1:o deu origem aos métodos aproxim~ 

dos: teoria da perturbação, método variacional, teoria de ban 

das, etc., alguns dos quais discutiremos neste Capítulo. 

Nosso ponto de partida é o conhec~mento da es

trutura quântica dos átomos isolados visto que esta estrutura 

terá reflexos no comportamento de sólido que é formado a 

partir da reunião ordenada, ou não, de átomos. Como se sabe 

o tratamento quântico dos átomos, resolvendo a correspondente 

equação de Schrocdinger, revela a existência de níveis de ener 

gia quantizados, cujas população eletrônica é regulada pelo 

princípio de Pauli. 

Quando os áromos isolados se aproximam uns dos 

outros para formar o sólido cristalino, os núcleos e os elé 

trons das camadas mais internas (caroço positivo) ordenam· se 

de maneira periódica. Então podcrr .. ·s V2.!:" um sólido corro forrrlêl.do por ur,-"J. 

Stices::ião de unidades básicas que se repeterr, espacialmente (celas uni tErias) , 

unidas por forças eletrostáticas. Os elétrons mais externos 

tem uma maior interação com os outi·os átomos. Podemos, na 

verdade,pcnsar que estes elétrons são compartilhados por todos.~ 

os átomos que formam o cristal. Se os niveis discretos de ener 

gia atômica nao se modificassem terL:uros cada nível 2-N vezes 

degenerados (N é o número de átonos no sólido) • Sabe-

mos que cada elétron, agora, nao somente interage com seu 

núcleo c elétrons vizinhos, mas também com todos outros áto-

mos. Com isto, acrescenta-se (N-l) termos ao hamiltoniano 

de cada elétron, o que leva à quebra de degenerescência dos 

nivcis energéticos atômicos. Isto implica que cada nivcl dis-
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creto gera uma "banda de energia". Assim, cada banda possui 

N níveis quânticos com separação infinitamente pequena entre 

ele.s pois o número de átomos em só lides é extrcm::nucnte grande. 

Portanlo, mesmo em face à degencrescência,exjstem certos 

intervalos de energia que nao sao ocupados pelos elétrons, 

constituindo o que chamamos de "faixn.s proibidas de energia" 

(gaps). As larguras das bandas de energia assim como dos 

"gaps",dependem da natureza do sólido, ou seja, dos átomos que 

o formam, bem como da maneira como os núcleos se ordenam (es 

trutura cristalina) . 

A estrutura de banda do sólido é decisiva na 

determinação de suas propriedades Ópticas, elétricas, térmicas, 

químicas e estruturais. 

Passaremos agora a apresentar uma formulação mais 

elaborada do problema, desenvolvendo as bases da chamada 

Teoria de Bandas. 

I· b - ?ormula:yão Teórica do ·p.roblemu 

AproximaçGo do Elé.tron Independente 

No tratamento quântico de um sólido, temos que 

resolver um problema de N-corpos em condições extremas (N-+ ro) .. 

Então, faz-se necessário uma série de aproximaçÕes, que 

sentamos a seguir. 

apre-

A Eq. Schroedinger para os elétrons num cristal 

periódico, cujo o potencial é independente do tempo e: 

{l.l) 
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onde W depende das posições de todos os elétrons, E e a 

energia do cristal, e o hamiltoniano H é dado por: 

112 
V2}+ 

. 2 2 
H ~ Ll-2 Li-li_ v2} + l r L ~+ . m l - 2.P.l a 2 Kr .. l a a l j lJ 

i#j 

(l. 2} 

+ 
Aqui, Ra sao os vetares posições dos núcleos, 

e os operadores de energia cinética dos elétrons e dos nú-

cleos são, respectivamente, 

2 
onde Vi 

núcleo 

1i2 
L--1 2m 

é o laplaciano . ' . para o 1-eslmo eletron, para o 

a , m e M , sao massa? do elétron e do núcleo a, respec
a 

tivamente. 

-e 
l 
2 L 

i 
i~j 

A energia potencial de interação inter-eletrônica 

onde r .. 
lJ 

~!1'-1'.! 
l J 

e a distância en-

tre os elétrons i e j e "K" e a constante dielétrica do cris 

tal. 

Temos, ainda, a energia de interação internu-

clcar e a energia de interação elétron-nu-

O grande número de partículas existentes em um 

cristal, torna impossível achar a solução cxata da Eq. (1.1). 

Assim, para resolvê-lu, tem-se que apelar para certas aproxi-
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maçoes. 

A primeira que se faz e a aproxirr.ação na qual oon 
.. 

sideramos os núcleos em "repouso", pois a energia cinética dos 

elétrons é muito m:tior que a dos núcleos. Ass111Ye-se assim que a · energia 

inter-nuclear é constante. Escolhendo, convenientemente, 

a origem das energi.as p:Xierros 

ficará: 

fazer v :;:; o. 
o 

Assim a eq. (1.1) 

2 
-> ~ + ~ ~ ~ 1'i2 2 1 __ c_+ 

II-~ v. + L L U(r
1

, r2 r . 11.· Rz ... Rm)]lJ!e ~ E~ • .:::m l 2 i 
Kr .. n' e 

l i lJ 

itj 

Em segundo luga~ faz-se uso da aproximação de 

Hartree-Fock, na qual a energia de interação de pares de elé 

trons é substituída pela interação de cada elétron com um cam 

po médio criado por todos os demais. A energia associada a 

este campo, n, para um dado elétron só depende 

nada 
~ 

n~n.(r.). 
l l 

substituído IJCla 

Assim, o duplo somatório ! L 
2 i 

i ;ii 
sornat6rio r n. (~.). 

i ~ J. 

de sua coorde 
-2 e e 

Procede-se de forma analóga com a energia peten-

cial de interação dos elétrons com os núcleos onde substituire 
~ 

mos U(r
1

, 

LZ. IÍ\l 
i l 

~ 

r ' n R.J 
n 

pela somatória 

Assim, o hamiltoniano só de~ende agora da posi 

çao de cada elétron~ separadament~, i. e. 

~ 

+n.(r.)+ 
l l 

( 1. 4) 

(1. 5) 
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O hamiltoniuno, agora desacopludo nas várias va 

riávcis cletrônicas,é o somatório dos hamiltonianos de cada 

elétron. Portanto a função de onda total é o produto das 

funções de onda de cada elétron: 

~~.~2···~ 
l n 

e a energia total 

E ~ L 
i 

e a soma da energia de cada elétron: 

E. 
l 

Para cada elétron temos: 

{ l. 6) 

Se,em cada cristal, os átomos estão disposto de maneira p~ 

riódica,é razoável imaginarmos que o potencial total que 

a tUa sobre o elétron 
+ + 

Z. (r.)+ rl(r.));seja 
l l l 

t.ambém 

periódico. 

{ l. 7) 

Com este conjunto de aproximações, transformamos 

um problema de N corpos em um problema equivalente de ape-

nas um corpo. Nesta formulação a interação elétron-fÓnon 

foi desprczuda. Considerando a solução da eq. (6), Bloch(l) 

demonstrou que as funções de onda são da forma: 

{ l. 8) 
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onde UK(r) tem a periodicidade da rede, pois em cada cela 

unitária o elét.ron tem que se comportar da mesma maneira. 

Assim, quando calculamos a densidade de probabilidade para 

encontrar o elétron, esta tem que ser igual em pontos equi-

valentes de cada cela unitária: 

.-r+ ,++ 
,,, ,,, = e -J.K-ru (+ ) _J.K·ru (+ ) 

Pi = o/i~i K ri e K ri 

+ 

+ ( l. 9) 

+ 
onde a e o vetar de translação da rede cristalina é 9., um inteiro. 

O potencial periódico V (r.) 

' 
depende da natureza 

dos átomos que form&m o cris-tal, bem como das espu.çumcr.to en 

tre eles, e da distribuição dos elétrons pelo cristal. Para 

cada tipo de potencial (V(ri)) temos ,uma relação entre o ve-

+ 
tor de onda K, é as passives energias (E) e o que designillTüs 

de relação de dispc>rsão JE.ra elétrons no cristal E Ü~l . 

Existem dois tipos de fa.ixus de energia a) inter-

+ 
valas nos quais os valores de K sun reais, chillTB.das de "bandas p.=!rmi tidas 

de energia"; b) intervalos onrle os valores de 
+ 
K teriafiv que 

ser imaginários, o que torna o comportamento da função de 

onda Eq. (1.8) inadequado, e a Eq. (1.9) nao e mais obedeci 

da. Em outras palavras, estas energias os elétrons nao po-

dem ter. Estas sao as "faixas de energia proibidas" ou 

"bandas proibidas". Como já dissemos, cada banda permitida e 

gerada a partir da quebra de degenerescência de um dado 

vel cletrônico dos átomos que formam o cristal. 
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Assim, cadu. bancJa a.conncla 2 N estados quânticos, o fato r 2 

tendo origem na dUpla possibilidade de orientação do spin 

eletrônico. 

E 

.IJI!Ill' 
L-------------------~"Po.rô.mâro de ~rêde 

Fig. 1 - Energias permitidas e pro,tbidas 

tal. 

para elétrons num cris-

O preenchimento das bandas permitidu.s pelos elé 

trens do cristal determinará, entre outras características se 

o matc:-iul é isolante, semicondutor ou conduto.c. 

Chamamos de banda de valência a última banda 

completa em uma escala crescente de energia, e de banda 

de condução a primeira banda vazia ou parcialmente prccn-

chida. 

Nos isolantes, além da banda de valência estar totalrnen-

te preenchida ,:~. banda de conc3ução está totalrrente vazia. A 

banda proibida de energia (gap) é larga o suficiente para 

impedir que um elétron seja excitado para a b~nda de condu-

-çao por um processo que envolva energia menor que cer-

·c a de 3 - 4 ev. 

Nos semicondutores, Lemos umu. si tuaç3o semcllwn-
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te ao isolante, cxceto que a banda proibida de energia en-

tre as bandas de condução e valênci.a é estrci ta, tornando 

fácil excitar um elétron para banda de condução. Em certos 

semicondutores e sob certas condiçÕes, até a energia ter-

mica K
8

T é suficiente. Uma vez na banda de condução, o elé-

tron se comporta como estivesse "livre", pois a separação 

entre os níveis quânticos, dentro da banda,é muito pequena. 

Em consequência, um campo elét.rico externo pod·e facilmente 

modificar o momentum do elétron. 

Já nos condutores , a banda de condução está par

cialmente preenchida. Não há exigência sobre a energia mini 

ma que deve ser transferida a um elétron para movimentá-

lo nesta banda e assim pode-se facilmente, fazer passar uma 

forte corrente pelo condutor, mesmo que o campo aplicado se 

ja fraco. 

O fato da função de onda do elétron ser a mesma, 

a menos de um fator de fase, em cada cela unitária, leva-ncs 

a obter um livre caminho médio infinito para o elétron. 

Como, então, explicar o fato dele ser finito? Há duas jus-

tificativas: a primeira, é a presença de impurezas no cristal 

(átomos outros que não aqueles da cela unitária) que além 

de quebrar a periodicidade do cristal, agem como centros de 

espalhamento. A segunda, e a presença do movimento dos 

núcleos que na verdade, agem, também, como centros espalh~ 

dores (sua existência foi ignorada em nosso tratamento apro-

ximado). 

I.c) Esqucnns para descrição da estrutura de bandas oonsiderações gerais: 

Faremos a seguir um breve resumo dos diversos 
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modelos c aproximações utilizados para calcular a estrutu-

ra de banda dos diversos sólidos. 

De acordo com o modelo que se tome para descre-

ver o potencial 
+ 

PeriÓdico V(r.), 
l 

tem-se uma particular estrutura 

persão) . 

l.c.l- Eletron LivrJ 31 

ao resbl vermos a Eq. (1.6), 

de banda (relação de dis-

Em primeiro lugar consideremos o modelo do elé 

+ 
tron livre, onde o potencial periódico é tomado nulo (V{r)=O}. 

O elétron é tratado como se estivesse confinado em uma caixa 

com as dimensões do cristal. Este modelo é adequado apenas p~ 

ra explicar certas propriedades dos metais. A Bq. (1.6) tor-

na-se, neste caso: 

E W. 
l 

(1.10) 

Esta equaçao pode ser resolvida exatamente. A 

solução e uma onda plana : 

++ 
•1, iK~ 
'~' = A e 

i 

Apl:i.cando as condições de contorno e normalizan 

do lJ!i, chega-se a seguinte relação de dispersão: 

_, 
onde o vetar K tem as seguintes possíveis coordenadas carte 

si unas 



2TI t 
L 

X 

-

K 
y 

onde Q., m, n sao inteiros 

lineares do cristal. 

2TI 
L m 

y 

eL,r ... ,L 
X y Z 

I.c.2 - Modelo d8 Kronig - Penney{ 2 ,J) 

14 

sao as dimensões 

Este foi um dos prim~iros modelos desenvolvidos 

para descrever um sólido cristalino. Nele, o potencial tem a 

seguinte forma, em cadu cela unitária: 

onde (. = x, y, x 
J. 

-v o 

v 

-Vo 

I 
L----e-----

para 

para 

e 

I 

-b-.. : 

o < l;i < b 

v > o 
o 

I 
I 

I 
I 

< a 

---- 0.,.- _______ I 

Subs ti tu indo a funrcão de Rloch na Eq .. ( 1. 6) , e apl~ 

cando as condições de continuidade paru UK, UK nos pontos 

Ç, = b c C = a, chega-se a relação de disper!:".ão: 

1 
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2f - 1 bf1/2 
{ senh ( y ) 

c 
sen [y(1-f) 11 2 ]} + 

2[ f (1-f) J 112 

bf112 1/2 + cosh (:y ) cos (y (1-f) ) = cos I<a 
c 

sendo a energia associuda ao movimento em cada direção 

(i :::: X, Y, x) dada por: 

= -fV 
o 

pitulo III. 

com o < f < 1 e y 
2mVO 1/2 

= (-.-) c 
112 

Este modelo sera tratado, em detalhe, no ca-

I.c.3 - Aproxima.cão do E.létron Qua~e-Livre ( 3 ) 

Nesta aproximação o potencial periódico e tratn.-

do como uma perturbaçjo do hamiltoniano do modelo do e lê-

tron livre, ou seja, o hamiltoniano é : HT = Hlivre + V(r) on 

de V(r) é uma perturbação de Hlivre· 

~ 

Em que medida o potencial periódico V(r), que 

representa as intcrações elétron-elétron e as interações 

entre elétrons e núcleos, pode ser considerado fraco? Uma 

abordagem mais detalhada desta aproximação, será feita no 

capítulo III. 

~ 

Por enquanto, vamos tomar V(r) como perturbação 

e aplicar ugoru u Teoria de de Perturbação ao nroblcma. Pa 

ra a função de onda, cm 1~ ordem, encontramos: 

,),.~{r) = 
' K 
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e uara energia: 

E 
112 K2 K # 

nn K J nn 
K2 " 

nTI 
~ para T 

2m X a y a az X y 

e i 1rni; 

112 2 n2 l r" ai; 
E 

1f 
± V(i;)di; .

1 
para K 

nn 
~ -:r- e --

2m ai; ai; ai; o 

onde E;~x,y,x 

I. c. 4 - Hétodo das Ligações_ Porte (3 , 4 ) 

Aqui, a hipótese básica é que o hamiltoniano p~ 

riódico cristalino total pouco difere do hamiltoniano_ do 

átomo isolado, em cada ponto da .rede, isto é HT = Hat + U. 

onde tL e uma perturbação de Hat" 

A técnica de resolução, da eq. (1.6), neste ca-

so, consiste em construir os orbitais cristalino como uma 

combinação linear dos orbitais atômicos de cada átomo. Escre 
+ + 

vemos ~(r) f d Bl I ,,, () 'eiK.r"'(+r), na arma e oc1 : ~K r = L ~ 

K 
combinação linear das funções de ondas atômicas, 

onde 

+ 
~(r) é a 

i .e. 

Substituindo esta função de onda na eq. Schroe 

dinger, obtém-se, após manipulações algébrica5 , a corres 

pendente estrutura de banda. 

que suo 

Mencionaremos npcnas,a seguir, outros métodos, 

baseados no potencial Muffín-'l'in ()), cuja definição 
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é a seguinte: imaginemos esferas idênticas centradas em ca-

da centro atômico na rede cristalina, com raio tal que toda 

esfera tangencia suas vizinhas mais próximas. 'I'orna-se, e!!_ 

tão, o potencial no interior das esferas como sendo esferi-

camente simétrico e, na região intersticial, como um pote!!. 

cial constante. 

Potencial "Muffin - Tin" 

)1,0 

D 

I.c.S - Método Cclular(4,5} 

Região Instersticial 

V = constante 

Região de potencial esfe

ricamente simétrico 

V~ V(r) 

Ir I < r 
o 

Este método,desenvolvido por Wigner e Seitz(S) 

consiste, basicamente, em resolver a eq. Schroedinger, den-

tro de uma Única 

~ ~ 

de Bloch (~K(r +a) 

cela primitiva. 
-> ~ 

~ eiK.a ~ (r) I 
K 

~ 

A seguir, usando o teorema 
' 

obtém-se a resolução para 
~ 

todo o cristal. Observe que ~(r) e V~(r) devem ser fun 

çoes con·tínuas nas fronteiras da cela primitiva. Numa pri 

meira aproximação, neste método, faz-se o potencial periódico 
~ 

V (r) , dentro das celas primitivas, esfericamente simétri 

co. Então obtém-se como solução da cq. Schroedinger 

onde y Q.m ( 1>, El ) são os harmônicos es 

féricos, e satisfaz a equaçao radial: 



• X" (r) 
t 
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2 ' + +r X.Q,(r) 

Resolvendo est.a equaçao, e usando as condições 

de contorno, obtém-se as bandas de energia. 1\s dificuldades 

computacionais envolvidas em se satisfazer, numericumente, as 

condiçÕes de conl.orno na superficie da cela primitiva, geral 

mente rnn poliedro de estrutura complexa foi um dos pro 

blemas enfrentados por este método. 

I.c.6 - Uétoõo APW (onda pluna ampliada) 

Esta abordagem, desenvolvida por J .C. Slater(G) , 

utiliza. o potencial "Mufftin-tin". Aqui, a função de onda do 

cristal é expandida em um conjunto de ondas planas aumenta 

das 

Ic·)-cj:J-+ -+ 
-+ G K+G,E (K) 
G 

onde ~-> 
G,E tem que satisfazer as seguintes condições: 

~-+ e uma onda plana na região intersticial na forma q,E 

= 

<Pq,E e contínua nas fronteiras da região atômica (inte-

rior das esferas centr2das nos pontos da rede) c intcrs-

ticial 

na região atômica, ~q,E tem que saLisfazer a equaçao Scillx€

dingcr atômica: 

11 2 2 ·-). 
2m 

V tf>·"~- (r) + q,E 
~ -> 

V(r)4r+ {r)= 
ql}~ 

-> 
E~-> (r) q,E 
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Usando o m5todo variacional, a energia E(K), 

bem como os coeficientes CI(, são calculados. 

O problema computacional -que surge e a necessida 

de de diagonalizar matrizes de ordem elevadas (50 x 50 a 

10 x 100) para se obter uma precisão aceitável nos cál-

culos. 

I. c. 7 -'-Métodos de Função de Green (KKR) 

Este método, também usa um potencial "Muffin-tin" 

e foi desenvolvido originalmente 
( 7) 

(7) 
por Korringa, Kohn e 

Rostoker O método utiliza a técnica das funções de 

Green para transfonna.r a Eq. Schroedinger em uma equaçao 

integral equivalente. Desta forma, evitam-se os problemas 

relativos à imposição das condições de contorno, como ocor 

re com o método celular. 

~ 

~J +(r) 
nK 

A eq. Schroedinger transformada -e: 

-> -I ~ ~ ~ 

drGK (r. r' , E (K) 1 
n 

V (r) 
-> 

tlJ -)o- (r ' ) 
nK 

~ 

Expandindo as tlJnK(r) em série de funções ade-

quadas e usando o cálculo variacional, obtém-se um determi-

nante de compatibilidade, cujas soluções nos fornecem os auto 

valores 
~ 

de ~nK(r) 

mo O OPW 

de energia E .)o- e os coeficientes 
n(K) 

da expansao 

Vários outros métodos foram desenvolvidas, co
(8) ) 

(Método das Ondn.s planas ortonormalizadaS . · 
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Mas não iremos comentá-los por achar que os métodos apr~ 

sentados, já sao suficientes pura fornecer uma visão ge 

ral da complexidade do problema, da multiplicidade de 

esquemas desenvolvidos para sua solução aproximada, enfim, 

do tipo de abordagem que os físicos, em geral, empregam no 

trato analítico, ou mesmo computacional, do problema de 

N-corpos - o problema do estado sÓlido. 
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Cl\.PITULO II 

EFEITO DE UH CAMPO ELETROMAGN:E':'riCO NUM SOLIDO 

II-a -

A interação da radiação eletromagnética com os 

sólidos, c um dos desafios mais estimulantes da Física Qu~ 

ticu. Em verdade, a explicação de fenômenos como reflexão, 

refração e ahsorção de luz, já causava polémica entre os 

físicor.;, muito antes do aparecimento da Teoria Quântica. 

Grande parte destes fenômenos tiveram uma explicação satis-

fatória: com a teoria eletromagnética de Maxwell. Mas fenô-

menos como o efeito fotoelétrico, a radiação de corpo negro, 

a emissão espontânea, e a emissao estimulada, exigem a quan--:-

tizaçao ôo campo eletromagnético. 

Fatores determinantes do tipo de interação entre 

sólidos e radiação, são a freqUência angular (w) e a intensidade da radJ.n 

çao e a cstrubrra interna do sólido. Por exemplo a absorção 

pode ocorrer através de vários caminhos : absorção pela r~ 

de cristalina (interação fÕton-fônon), absorção pelos 

trons : transiçÕes diretas, absorção pelos portadores 

raçuo fÜton-elétron) 

ton-el0tron-fÔnon) 

e transições indiretas (interação 

elG-

( inte-

fo-

Quando a radiação é de baixa intensidade, o tra-

tamento perturbativo leva a um bom acordo como os dados ex-

pex:imcntais, pois a estrutura interna do sólido modifica-se 

d 
. - (9 lO) muito pouco, cnt face ao processo e lnteraçao ' . 

A construção de lasers de altissimas potências, 
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e focalizo.ndo-os, imensas intensidades é hoje uma realidade em 

qualquer laboratório de Física Moderna, razoúvelmcnte equip~ 

do. O estudo da interaçêio da radiação intensa com a matéria 

torna-se a~s.im, .inevitável. Foi a experiência que nos mos-

trou que n:lo so ocorrem transições intra c interbandas li

neares, mas também surgem efeitos nao lineares (ll-l?)cm função 

dos quais as características básicas do sólido sao modifica 

das fortemente. Nestas condições o tratamento perturbativo 

-na o - . f. . t (18) e mals su ·1.c1.en e, p:::>is o campo eletromagnético introduz 

um termo no hamiltoniano eletrônico comparável com os termcs 

do hamiltoniano eletrônico na ausência do campo. 

O estudo da evolução da estrutura de banda em 

função do aumento da intensidade da radiação, e uma das 

questões mais desafiantes desta area. Vários pesquisad~ 

res (11,35) 
V<'m: ao Jonqo dos últimos anos, contri'•uind.o de for 

ma j_mportantc para clucidaç5o desta questão. No que segue 

descreveremos um tratamento alternativo às formulações nao 

pcrtt:rbativ.:;s já mencionadas. 

II-b - Humiltonia~ara um SÓlido num Campo Eletromagnético 

Em nosso tratamento, com o objetivo de um entendi 

menta básico, levaremos em conta apenas as interações dominan 

tes. Assim sendo, não incluiremos no hamiltoniano os termos 

referentes a interação foton-fonon, i.e, consideraremos o 

problema dentro da aproximação em que os "caroços atômicos" 

que compoc a rede cristalina permanecem fixos em suas posi-

·-çoes. 

Utilizando, também, ~ aproximaç3o do elétron in 

dependente, desenvolvida no capítulo anterior, e, ainda, a 
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aproximação scmicl5.ssicu., onde trata-se a radiação classica 

-mente segundo as equaçoes de Maxwell, e o cristal quantica-

mente. Vamos, também, considerar os efci t:os da rndiação 

eletromagnética, dentro da chamuda aproximação de dipolo. Est.a 

aproximução é boa quando o comprimento de onda da onda ele-

tromagnética é muito maior que as dimensões da cela unitá-

ria do cristal. Então, o potencial 
+ 

vetar A depe_nderá some~ 

te do tempo (ignora-se a variação espu.cial do campo sobre 

uma cela unitária) 

+ + Aproximação -> 
A(t, r) :r A (t) 

de dipolo 

tem-se 

+ 
+ -1 3A + + 
E ~ 

3t e H ~ v X A c 

O hamiltoniano clássico para o elétron sujeito ao 

campo eletromagnético e ao potencial cristalino é: 

H 
c 

l 
- 2m e Ã (ti I 2 + V. (r) 

c l 

A equaçao de Schroedinger para este hamiltoniano, 

usando o tratamento scmiclássico é: 

onde 
+ p 

r!.. (P 
2m 

+e A(tlf + V(r)) 
c 

-e o operador de momento 

' p + 

+ 
~(r, ti ( 2 • lI 
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Como pode se observar, este hamiltoniano é depc~ 

dente do tempo. Assim, não existem soluções estacion&rias e, 

tampouco, uuto-valorcs de energia. Não obstante, veremos que 

é possível transformur este hamiltoniano de forma a transferir 

a dependência temporal do termo de energia para o termo pote.Q_ 

cial e, entilo separar es-te Último em uma parte não dependente 

do tempo e outra dependente do tempo. Os auto-valores de 

H 
trans 

incluindo apcnus a part.e d.c. do potencial constituem 

as quasi-encrgia do sistema. A parte a.c. de Vt será tra-rans 

tada, quando utilizada, como perturbação. 

II .c - O uso de transfornnções unitárias para Resolver a Equação 

Schroedinger A Transformaçiio de 
(36 

Henneberger-Kramer 

Para resolver a eq. (2.1) exploraremos o método 

das transformações unitárias. No presente caso o chamado méto 

do de translação espacial, devido a Henneberger-Krnmcr. Ele 

consiste 1 essencialmente, em introduzir uma nova representa-

ç.iio, através de uma transformação unitária, que elimina a de-

pendência do termo de energia cinética no campo de radiação, 

transformando-a para o termo de energia potencial. Em outras 

palavras -propoe-sc como solução da equação de Schroedinger a 

função de onda (ver Apêndice A, para detalhes) 

+ 
1)i(r, t) = U ~(r,t) 

onde ~r,t) c a funç5o de onda na nova rcpresentaç&o, 

u 
com 

+ ;\(t).P 
- c 

in(t) 
e 



ca: 

8(t) = 

1l (tI = 

• 
u~ (H - if1 

c -'-1u 
Ot 

- e 
me 

-e2 
2mc 2 

r 
+2 
E_ 
2m 
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A(t')dt' 

r + 2
(t')dt' 

A 

+ .. . 3 + V(r- o(t))- 11'1 3t. 

A eq. Schroedinger, nesta nova representação, fi-

1."""' d<P (+ 
u 3t r, 

··2 
D 

t) = [ --2m 
-+ + 

+V(r- ó(t)) 
+ 

~(r, ti ( 2. 2 I 

Irradiemos o sólido com uma onda eletromagnética 

circulc..rmcnte polar i zad_~, 

onde 

+ 
A(t) == A(coswt x + senwt Y) 

6 (ti eA -=-- (senwt x 
lOCW 

18 (ti I = e A 
mwc 

- coswt Y) 

Expandindo o potencial em série de Fourier 

V (ri 

V·> 
G 

_, + 

-iG.rd e r 

( 2 • 3 I 

( 2. 4 I 

(2. sI 
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_, 
é 

~ 

' a vetar de rede, e G e o veto r da rede rcc1proca, r 
+ • y' zR r = Xl + + J 

Assim 

VIr - 61tl I 
·+ -+ -+ 7: 

=J...V-"~-eiG.r 8 -iG.o(t) 
-+ G 
G 

Observe que em 

+ IG 
~ + -T 

loltll cosiG1 , oltll I 2 • 6 I 

onde a projeção do vetar 
+ 
G no plano X - Y• 

Então, temos: 

= 

= G "o sen ( üJt + t' I 
J. K 

iéU;Itl -iGl '\5 sen(wt + qJ~) 
+ e -- e I 2 . 7 I 



ixsen8 
Us.:mdo a expansão e 

onde J (x) e a funçi:io de Bessel de ordem 'm', obtém-se 
m 

e portanto 

V(;-6(t)) = L 
+ 
G 

00 

(-l)v ( ) e i vwt i vlfl' Jv G1 . a 6 e k 

L (-l)vvGJv(Glaô) 
\)"" -oo 
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( 2. 8) 

Suponhamos que o tempo de duração do pulso do la 

ser,~,seja muito maior de que o período da onda eletromagnéti-

ca e que, além disso, seja maior que o tempo de recombinação 

c, por sua vez assumido, também, como muito maior que o pe-

ríodo da onda circularmente polarizada. Assim w6 >> wT >> 1, 

Calculando a média tempo~al do potencial distorcido pelo laser 

<VC~-<\(t)) À 

= 

Como, 

-+ ·+ ro 

eiG.r L (-1) vôv (Gla 
v=-oo 

- sonvwt 
vwo 

r o 

o 

ivwt 
e dt 

i COSV1JJt 

vw6 
o 

tem-se, usando w/'l. >> 1 e senvw < 1 c cosvwt < 1, que 
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=> l r ivwt 
dt o ' o X c ~ pura v r 

l r dt 1 o X .. para v ~ 

o 

[\SSiffi 

( 2 • 9) 

onde 

(2.10) 

Podemos interoretar este resultado ramo expressa.~ 

dO o fato de que durante a açao do campo de laser o elétron 

move-se no cristal como se estivesse sob a ação de um pote~~ 

cial mcdificado que corresponde a média temporal do pot ncial 

distorcido pelo laser V(;- "'t(t)). 
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CAPÍ'l'ULO III 

S0LIDOS IRRADIADOS : EFEI'rO SOBRE A LARGURA 

DA BANDJI_ PROIBIDA 

III.a - Modelo de Kro~ig-Pcnney 

III.a..l- Na l\.usência de Campo 

1:: um fato largamente conhecido daqueles, que trab~ 

lham em teoria de estado sólido, que nos sólidos cristalinos o 

comportamento dos elétrons caracterizam-se pela existência de 

níveis estacionários de energia que se localizam em bandas qu~ 

se continuas. Estas bandas tem sua origem no comportamentoquâ~ 

tico dos elétrons sujeitos a potenciais ligantes periódicos, 

curacterísticas dos átomos constituintes dos sólidos, e assim 

a est.rutura de bandu tem forte relação com a natureza dos so

lidas. 

O problema de se calcular o comportamento qnânti-

co de elét.:rons em sólidos reais (3-d); embora tenha sua pro-

posição formal desenvolvida mesmo em textos básicos é, em si, 

um problcmu. monumental. A isto deve-se acrescentar os efeitos 

de campos externos, quando se quer estudar as modificações que 

eles introduzem na estrutura de bandas do sólido. :t: fácil com

preender, pois, que h5. necessidade de se introduzir hipóteses 

simplificadoras c aproximações para se produzir algum tipo de 

so] uvZío analltica que permita uma uvuliação sistem::tica 1 pelo 

menos da tendência ger:.tis dos efeit.os de tais campos. 

A reduç3.o unidimcnsionul por Kroni9 e I 2) 
Pennf'y 
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do problema da de,::cx-içêio da rede periódica tem sido de gran-

de utiLidade através dos anos. Em nosso trabalho faremos uso, 

mais uma vez, desta representação, de grande valor pedagógico, 

para estudar a complicação adicional introduzida pelo efeit.:o 

da presença do campo eletromagnético (radiuçi:io laser por excrn-

plo), Embora constitua, em muitos aspectos, uma simplificaçiio 

muito g-rande, a rede tipo Kronig-Pcnney (K-P}, goza ain-

da hoje, mais de 50 anos após seu aparecimento, de muita popu
(39-45) 

!aridade .Muito se pode aprender com este ·método simplifi-

cada do complexo problemu de um elétron movendo-se num poten-

cial periódico 3-d, que normalmente exige tratamento aproxima-

do. 

O mérito está em que como o modelo K-P é possível 

confrontar os resultados de uma solução exata, com os resul

tados de modelos aproximados( 43 } e assim confirmar sua valida. 

de, além de prover a possibilidade de análise física dos resul 

tados de uma forma muito mais transparente. 

O potencial K-P consiste de urt1il série de p~:ç:os rc 

tangularcs, igualmente espaçados, onde cada poço representa o 

potencial "sentido" pelo elétron próximo aos pontos da rede, 

enquanto na região intersticial o potencial é nulo. Para me-

lhor entendimento começaremos analizando, o elétron em um po-

ço retangular isolado. 

A solução deste problema e bem conhccida( 46 } 
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Fazendo 

e 

obtem-se: 
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~1 - a 

" B2 
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'~1 

~2 

~3 

I X I < c/2 
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X<; - c/2 

< X < c/2 

X ) c/2 

Da solução destas equaçoes vem: 
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I 3 .1 I 

I 3 • 2a I 

I 3 • 2b I 

a) As auto-funções tem paridades definidas. O estado fundumen 

tal é par, o segundo é impar, e assim sucessivamente as fun 

ções de onda alternam suas paridades. 

As funções de onda pares são: 



(p) ax -c/7. 
~1 

~ A c X~ 

p 

~' (p) ~ B c os 
p 

~X -c/2 < X < c/2 

~(p) ~A 
3 p 

e 
-ax 

X c/2 

e as impares sao: 

~1 
(i) 

~ 

(i) 

~'2 ·-

~3 
(i) 

~ 

Com A 
p 

A. e 
ax x ~ - c/2 

l 

B. 
l 

sen Sx -c/2 < x < c/2 

-ax 
-A. e X ) C 

l 

~ B 
ac/2 

e 
p 

cos (Sc/2) 

~ -B. eac/2 sen (Se/2) 
J. 

Com a normalização das funções de onda, obtem-se: 

I n 1-2 (~) [ 
l+cos Se sen (3c 1] ·- + + 

p 2 Se a e 

-2 l 
1-cos (3c sen Se 

+ 1] IBi I ~ ( ~ ) 
«c Se 
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(3.3a) 

(3.3b) 

b) Os autovalores de energia n~o sao degenerados. O número de 

estado ligados e N+l com: 

NTI 
2 

< 
TI 

(N + l) - 2-



c) A imposição da continuidade de t/J e \)J 

sulta na seguinte eq transcendental: 

tg (8c) ~ 

Introduzindo E = -f V (3.4a) e 
o 

onde o ' f ~ 1 vem: 

a~[ r2 
2m v 

fl/2 o 
n2 

2m V 
(1-f) 1/2 s~ 

o 
1\.2 

y -
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em x + c/2 re-

(1-f)1/2 
(3.4b) 

o que nos leva a uma expressao de onde podemos obter os au 

tovalor-.Js de energia E =-f V , a saber: 
o 

tg (Yrr::f) 
2[f(lf)i 1 / 2 

1 - 2f 
( 3. 5) 

Para uma largura do poço de 2R, calculamos, com 

auxilio do computador, os autovalores de energia para va-

rius profundidades de poços. 

dos na Tabela 3.1. 

Os resultados estão da-

Vamos agora "formar" o sólido dispondo estes"áto 

mos" (cada poço isolado representa um átomo) num arranjo 

com constante de rede a. Para elétrons não interagentes 

V(x) é exatamente o potenciul de Kronig-Penney. 
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Em um período temos o potencial 

V(x) ~ O 

V(x) ~ -v o 

0 < X~ b 

b < x < a 

fi 

' 

As autofunçõcs sao soluções da equaçao de 

ScJ:lroedinger: 

w" + 2m 

7 
[E-V(x)]~--0 
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( 3. 6) 

Para um potencial periódico, V(x)=V(x +na), as fun 

çocs tem a forma de funções de Bloch: 

u (x) 
li 

( 3 • 7) 

com U+ (x + na) = u-r{x) 
k k 

Not.c-se que n é interno e naX -e um vetor de 

rede unidimensional. 

A energia E(K) obtem-se resolvendo a equaçao secu 

lu.r que rcsultü. de exigir-se que ~· + ~· _, sejam continuas nos 
k k 



pontos de descontinuidade do potencial ( 
14 

) . 

A equação transcendental resultante é: 

senh (~b) sen (Bc) + cosh (ab)COS(8c)= cos(Ka) 

onde a e (3 sao, os mesmos do caso anterior e b=a-c. 

Pondo 

r 
= > <I 

l 

E ~ - fV 
o 

a~ 

y fl/2 

c 

e 

s Y(l-f) l/2 ) 

c 

e assim: F ( f )=c os Ka 

com 

2m V 
y ~ 1 ._~,<eo_) l/2c , 

1\2 
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( 3 • 8) 

F(f) ~[ 2 f-1 
] senh 

ybfl/2 
y(l-f)l/2 

2[f(l-f)]l/Z 
sen 

c 

+ cosh [ 
y b fl/2 l cos y(l-f)

1
/

2 ( 3. 9) 
c 

Como já dissemos no Capítulo I, os valores fisica 

mente aceitáveis para K são reais, o que implica que 

IF (f} I ~1 I. Como F(f) é oscilante elu pode interceptar os li 

mites ± 1 mais de uma vez dependendo dos valores de V , c, a. o 

Os valores permitidos de f- e portanto de E- podem ser deter-

minados representando graficamente F(f) e verificando os valo 

rcs de f que d.io F + entre - 1. O valor de K e dado por 

(are cos F(f) )/a, e ussim est<Jbclecem-se pares de valores 

K c E(K). Podemos, assim, obter a estrutura de bundas do sóli 
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do, e construir o gráfico E(K) vs.K, tomando, por exemplo, 

c = zR v = 
' o 

50 eV, a/c = 1,2; 1,4; 1,6; 1,8; 2,0; 2,2; 2 , 4 i 

2,6; 2,8. os resultados est5.o apresentados nas Figuras 3.l.a; 

3.l.b;; 3.l.c; 3.l.d. Para por em evidência o comportamento 

da largura da banda a medida que se faz crescer a razão a/c, 

entre o esp~çamcnto na rede e a largura do poço, que signifi-

ca considerar a di3t5ncia intcratômica grande comparada com 

dimensões atômicas. Apresentamos os resultados no gráfico 

(Fig. 3.2) dos valores extremos de energias permitidas, em ca-

da banda em funçCio de a/c. Note-se que a/c indo para oo (a -+ co), 

as bandas se reduzem exatamente aos nlveis eletrônicos, num 

poço isolado. 
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-PARAMETRO DE REDE 
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Fig. 3.2 - Largura de banda para. um sólido de Kron1g-Pcnney 
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III.a.2 - Mo~elo de Kronig-Pcnney em Presença de um 

Laser Intenso 

.1-.pliquemo.s um campo de laser na direção do vetar 

da rede reciproca (I< ) do nosso cristal unidimensional. O hu-
. X 

miltoniano será, então: 

H 
c 

l 
2m 

e A(t)] 
2 

+V. (x) c l 
(3.10) 

Suponhamos que a intensidade do laser é grande de 

modo que não podemos usar os métodos perturbativos. Suponha-

mos, ainda, que a freqUência é tal que o cristal seja trans-

parente ao laser. Assim, usaremos a metodologia desenvolvida 

no Capítulo II, que consiste em remover a dependência do ter-

mo de energia cinética no campo eletromagnético 

ri-la para o termo de energia potencial (
38

) . 

e transfe-

Após a transformação unitária de Henneberger-Kr~er, 

e o cálculo da média temporal do potencial distorcido pelo la-

ser, obtem0!3 um novo hamil toniano: 

H 
c 

= 
l 

2m P + v (x) (3.11) 

onde V(x) = J (G a ) V(x), onde a notação e as aproximações en 
O X Ú 

volvidas são as mesmas feitas no Capítulo II. 

Podemos,agora, calcular as modificações na estru-

tura de banda devido a presença do laser, pois a única dife-

rença enLre o hamiltoniano do sólido em presença do laser, e 

do sólido na ausência de campo é o potencial V(x), que corres 

ponde a média temporal do potencial distorcido pelo laser 

V(x- é(t)). 
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-Assim, a eguaçao transcendental modificada sera: 

F(f) r 2f - 1 1 lr ;bcf1/2] 
~ <l' -----=c'-----.::'--,1--r-;/ 2 J > se nh ~=---

2[ f(1--f)] 

- 1/2 
sen y (1-f) + 

[ :;: b f1/2 1 - 1/2 + cosh ----- cos )' (1-f) ='COS Ka 
c 

) 

[ 
2m v 

r2 onde y o ( 3.12 I = 
112 

Utilizando um programa de computador que desenvol 

vemos para resolver esta equação, obtivemos a estrutura de 

bandas, e a variação do gap, para diversos valores de inten-

sidade de campo. Na Fig. 3.3 e na Fig. 3.4 estão represen-

tadas as modificações do "gap" para vários valores do põrrâmetro 

de· intensidade (Gxaú) = 0,05; 0,1; 0,15 ••. 1,0). 

Podemos observar a diminuição do gap com o aumen 

to da intensidade. 

III.b -Aproximação do Elétron Quase-Livre 

III.b.l -Na Ausência de Campo 

Nesta aproximação, considera-se o potencial peri~ 

dico como uma perturbação do gás de elétrons livres. Nestas 

condições,os elétrons mais internos tem seus níveis eletrô-

nicas pouco modificudos, pois o potencial a que eles estão sub-

metidos é essencialmente o potencial atômico. Os elétrons in 

ternos se distribuem de muneira tal que o potencial efetivo do 

caroço (núcleo + elétrons internos) é pequeno. Assim o poten-
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cial a que ficam submetidos os elétrons de valência pode ser 

considerado fruco, ou seja a energia potencial de interação 

é muito pequena comparada a energia total dos elétrons de va 
j\2 

lência. O hamiltoniano sera: H= 2m + V(r) onde V(r) é um 

potencial fraco. 

Consideremos um cristal de dimensões: t =(M-l)a x x' 

onde a , a , a 
X y Z 

são as constantes 

da rede (M,N e R) são números internos que representam o nú-

mero de átomos nas direções x, y, z respectivamente. 

Aplicaremos, agora, a teoria de perturbação para 

encontrar a estrutura de banda dos elétrons de valência. As 

autofunções não-perturbad-as, já normalizadas, para os elé-

trens são: 

létrons 

+ + 
,,, ~~~1~~- iK.r 
•o ,+Jt = (o o o )'he 

A energia de 

livres (Modelo 

"x "y 'z ~" 

ordem zero, é a 

de Sommer f eld) 

+ + 
K.r 

energia do 
112 K2 

= "'"-"-2m E 
o 

(3,13a) 

(3,13b) 

gás de e-

A energia de primeira ordem, é determinada pela e-

quaçao secular: 

<~'o'- +K I V (r) I~ ++K > o, 

< $ + I V(r) I ~ + > o,+K o,-K 

I$ + >-E 
o,-K 

= o 

Devido us estruturas das autofunções de ordem ze 
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ro temos imcdiatumcnte que: 

<~ -> IV(ril~ + > =<~ + IV(ril~ + > = o,+K o,+K o,-K o,-K 

1 V(r) dr 

Esta é a integral do potencial periódico sobre todo o cris-

tal. Assim temos um potencial médio devido aos caroços iônicos 

e como podemos colocar a referência de potencial em qualquer 

ponto, escolhemos de tal maneira que <~ +IV(ril~ +>=O o,+K o,+K 

Pelo fato de V(r) ser real temos: 

<~ -> IV(ril ~ + > =<~ + IV(dl~ +>=V+ + o,+K o,-K o,-K o,+K +K,-K 

onde 

v -+ + III +K,-K = 
1 

A equaçao secular se tornará: 

2 
E V+K -K 

' 

2 

= o 

(3.14) 

(3.15) 

Supondo que V(r) possa ser expresso corno o prod~ 

to de três funções pcriódicrn independentes, V(r)=V:x)V(y)V(z). 

Assim a integral (3.14) pode ser escrita: 
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i2K X i2K y i2K z 
v = +K,-K 

1 

Jo
txfotyfo~z 

V(x) x V(y)e T V(z) z dxdydz 

Por razoes de simetria para resOlver esta integral basta re-

solver a integral: 

1 

~X J
lx i2K X 

V (x) e x 

o 

dx 

Como cada cela unitária contribuiu igualmente para a integral 

acima, então: 

I (x) 
1 I

(m+l)ax ei2Kxx 

ma 

V I x) dx 

X 

Fazendo UIThl transformaçZo de c.:oorclenada x = X --l max 

Observe-se que o termo: 

m=M-1 

nkJ e 
i2K ma 

X X 1 + e 
i2K a 

XX 

e 
i2K ma 

X X 

+e 
4iK a 

XX + e 
2(m-1)iK a 

X X 

oLl.e.nos: 

e a soma da série geométrica que é dada pelo quociente. , 

i2MK a 
X X 1 - e 

s~ = --~--~i~2~K~a~---

1 - c x X 
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Note que para K a = nn temos que SJ'vi=M. Com isto podemos mo~ 
X X 

trar que: 

r i2 M K a 1 
_1_< 

I 1-e X X I 
iim >~ 1 ( 3 .16a) 

M l 
i2 K a 

J M+~ 1-e X X 

Kxax =nn 

também é fácil mostrar que: 

r 
i2M K a 

1 1 1 - X X 

lim ~ o 
M+~ 

M < i2K a > 

l 1 - X X 

J K a 1-nTI 
e 

X X 

(3.16b) 

Sabendo que o número de átomos em um sólido é extremamente 

grande e usando as expr8ssocs (3.15a) e (3.1gb) obtemoso 

I (x) ~ O para K a 'f:- mr 
X X 

e I (x)· ~ 

para K a = nn e V(x) = V(X +ma ) 
X X X 

I 
X i2K 

O

e X V(X) dX 
ax 
1 

Então o elemento de matriz V -~ -+ pode ser expresso como: 
+K,-K 

a 
X 

1 

Podemos verificar 

r
axafyJ/ezinGXX emv einGZZ 

Jo j o o 

V(x)V(y)V(z) dxdydz 

-que V -+ -+ e a t_ransformada de Fourier do 
+K,-K 

potencial V (r), Assim o efeito do fraco potencial cristalino 

é o de quebrar a degenerescência da energia dos elétrons li-

vres em dois niveis,para os pontos com coordenadas: 

K 
X 

+ mr 
~- -- ' K y 

~ 

Nestes pontos a energia 

E ~ E 
o 

+ 

+ 

e 

-e dada por: 

v-• 
G 

K z 
+ nn 

(3 .17) 



48 

onde fizemos uma mudança de notaçiio: 

v .... -~ ::;> v-~ 

+K,-K G 

Como podemos observar, que existem dois valores de energia pa-

ra os pontos (n TT/a , n n/a , n n/a ) , cujos valores são I v-~ I 
X y Z G 

abaixo e acima da parábola que dá a energia do elétron li-

vre. Observamos~ também, o surgimento de certos intervalos de 

energia, os quais são proibidos para os elétrons, que sao cha 

mados de bandas proibidas de energia (gap). E ~ 21 V4!(3.l8) 
g G 

III.b.2 -Aproximação do Elétron Quase livre 

- Na Presença de um Laser Intenso 

Suponhamos, agora, este sóLido ll:-radiado com um laser in 

tenso, nas mesmas circunstâncias feitas anteriormente· Utilizan 

do os resultados obtidos no Capitulo II, 

no modificado pela presença do laser é: 

onde 

H 
c 

V+ 
G 

+ 
p 

2m 

e o gap modificado fica: 

+ 
.++ 

e~Kr 

o hamiltoniu 

(:i).l9) 

(3.20) 

Como a função de Bessel de ordem zero é sempre menor que 1 a 

expressão acima pre?diz um estreitamento da bunda proibida( 3ó). 
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IV.a - ConsideraçÕes Gerais sobre a Absorção de Luz por um SÓlido 

IV.a.l - Introdução 

Como previmos nos capítulos anteriores, a prese~ 

ça de um laser intenso, modifica a estrutura de banda de 

um sólido. Neste capítulo investigaremos como estas modifica

ções afetarn a massa efetiva e o coeficiente de absorção óptica 

de um sólido, 

O processo básico de absorção reflete, de uma ma

neira direta, um dos muitos fenômenos de interação de luz com 

a matéria, especificamcnte 1 interaç.J:o entre fóto!·s, clétrons c 

átomos num semicondutor. As complexidades de um tratamen-to 

de primeiros princípios são notáveis e logo fugimos da simpl~ 

cidade báslca dc:: um cristal perfeito a baixas ternperatu.~_·as pa

ra mergulharmos em efeitos os mais complexos, causados pe

la presença de excitons e seus complexos, po:aritons, defeitos 

e impurezas, etc., leyando a uma diversidade de processos que 

mediam a absorção da luz, na interação elétron-foton, com ou 

sem a 11 assistência 11 de fonons. 

Já do ponto de vista experimental t.ernos a espec-

troscopia produzindo dados capazes de revelar enorme riqueza 

de informações sobre processos físicos envolvendo absorção/~ 

lltissão de radiação. Por exemplo, a posição de um pico de emi~ 

sao ou absorção revela n energia que separa os níveis entre os 

quuis se d5. a interu.çêio. Já a menor energia de foton para ó 
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qüal se começa a perceber estrutura espectral marca o limiar 

de uma classe de transiçÕes, ao passo que a distribuição de 

intensidudes espectrais dá uma medida du.s probabilidades de 

transição envolvidas e/ou da distribuição de estados. 

IV.a.2- Absorção 6tica 

Um semicondutor onde os portadores livres se orig~ 

nam somente da banda de valência é um semicondutor intrinse-

c o. 

Há várias formas de se promover a transferência de 

um elétron da banda de valência (BV) para a banda de conduçJo 

(BC). Uma delas é irradiando oom luz o rraterial. O elétron absorve um 

ou rrais féton e pa.ssa para banda de conduçiio. Este processo ê conhecido co-

no absorção ótica. No c:ue segue oonsiderarerros aoenas processos a um fóton. 

Existem quatro tipos fundamentais de absorção que 

podem ocorrer em um semicondutor intrínseco. são elas: 

absorção intrlnseca, excitônica, por portadores livres e abs~r 

ção de luz pela rede cristalina. 

O coeficiente de proporcionalidade a, que expre~ 

sa a quantidade de energip absm;vida de um feixe de int·en-

sidade unitária num intervalo dx é o coeficiente de absorç3o: 

a = 
l 
I 

di 
dx 

A dependência do coeficiente de absorção,com relação à 

( 4 • l) 

fre-

qfiência v do fÓton,representa o espectro de absorção da 

subst5ncta. 

Na interação fÓton-elétron duas leis têm que ser 

respei ti..\das: 
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- a conservaçao de energia: Ef = Ei + h~ ( 4 • 2) 

onde Ef -e a energia final do elétron, E. , energia inicial, 

h v a energia do fóton 

+ + h 
a conscrvaçao do momento pf = pi + -À- K ( 4 • 3) 

onde 
+ 
pf e o momento final do elétron + 

p o momento inicial 

e Kh/À é o momento do fóton (K: ê o vetor de ondo. unitário) 

Na chamada absorção intrinseca o semicondutor ab-

sorve um fÓton e um elétron e excitado da banda de valência 

para banda de condução. 

Dentre as absorções intr1nsecas temos as transi-

çoes diretas, onde o momento do fóton (h/À) é aproximadamente 

mil vezes menor que o momento do elétron :hja. Quando um el~ 

tron interage apenas com o fÓton seu vetar de onda prutica-

ment.e ni:;:c., var:ia. Falillrlos, neste caso, de transições dire-

tas. 

Considerando o caso em que as bandas tem simetria 

esférica, e que o máximo da banda de valência ocorre para o 

mesmo vetor de onda em que ocorre o mlnimo da banda de condu 

ção, temos: 
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IV .b:: Coeficiente de Absorção {formulado assumindo o modelo de 

Kronig-Pcnncy para o sólido) 

Pode-se mostrar ( 4 ?) que, passando-se apropria-

daménte o limite, o potencial de Krõnig-Penney e equivale~ 

te ao "pente de Dirac"( 4 S), isto é um potencial representa-

do por uma sucessão regular de "deltas" de Dirac. O limite é 

feito de forma a manter constante o produto da altura V (que 
o 

se faz tender a oo) e a largura c (que se faz tender a ze 

ro) da barreira no potencial KP, isto é: 

lim V C = D (constante) 
o 

c + o 

( 4 o 4) 

Nesta representação equivalente podemos expressar 

matematicamente o potencial KP. Utilizando funções delta de 

Dirac, mantendo a área Vla, sob a barreira, como um parame-

tro, como segue 

V (r) = -v a 
1 

[ 6 (X-Ma) + 6 (y-Na) + 6 (z-Ra)] ( 4 o 5) 

Neste potencial os elétrons sentem uma força atrativa cv
1 

>O) 

infinita no::; pontos da rede, e uma força nula fOra deles. A Eq. 

Schrocdinger neste caso, é: {cristal cúbico). 

a E 
i=l,?.,3 

onde fizemos uma mudançu 

60 (Xo-h.a) 
l l l 

+ 
E ] <j;(r) = o 

de notação: x-._ x1 ,y +x
2

, z -t-x
3 
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M-~h N+h · R+h 1' 2, 3 

O potencial é separável: 

o que implica: 

(4.61 e E ~ ( 4 • 7 I 

com 

2m 

7 

i=l,2,3 ( 4. 81 

Resolvendo esta equaçao obtém-se a função de onda~~ (xi) que, no~ 

- ( 4 sI malizada, e: 

~ (x. I ~ 
l 

onde x'. = 
l 

( 4 • 9 I 

[x/a I 

onde [ x/a 1 significa a parte inteira de x/a. Impondo as 

condições de contorno apropriadas em x = x', obtemos a equa-

ção transcendental: 

cos K1·a = cos a a -
i 

sen a. a 
l 

(4.101 



onde 2 
a. 

l 
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(4.11) 

Note-se que esta equaçao corresponde ao limite {4.4) da equ~ 

ção 3.8 do Capitulo III, possibilita calcular-se a estrutu-

ra de bandas do sólido neste modelo, isto é, a obtenção da 

relação de dispersão E(K). 

1V ... b.l Cálculo da Massa Efetiva 

Para calcular o coeficiente de absorção precisamos 

primeiramente obter a massa efetiva. 

Na formulação da massa efetiva o movimento do elé 

tron cm um potencial periódico, pode ser descrito como se o 

clétron fosse livre porém dotado de uma massa modificada m* 

dependente da energia. No caso de um potencial anisotrópico 

esta massa é na verdade um tensor com componentes dados por: 

l 

(m ) .. 
lJ 

= l 
!12 Cl I<. 8K . 

l J 

+ 
(E(K)) (4 .ll) 

Pela forma como a energia depende dos K. (eq.4. 7 e 
l 

eq. 4.10) o tensor de massa efetiva em nosso caso é diagonal, 

-e, pela simetria do potencial, estes elementos diagonais sao 

idênticos. Sendo assim, a massa efetiva pode ser expressa com 

o escalar: 

* m 

l"azendo a mudança de variável 

(4.12) 
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gamos as seguintes relações: 

m* = 2m (4.13) 

e cos K a = T(v) 

onde T(v) sen 

Podemos agora usar o fato que em K=O (i.e. al-

ternudamente, no fundo da la. banda, topo da segunda, etc .. ) 

dE 
Cl.K = o 

Assim: 

d 
Cl.K 

implica dv 
dK 

= o. 

(cos Ka) = 
dv 
dK de <T <vil 

(cos Ka) 
[ 

dv ]
2 

d 2 
= Cl.K dv 2 

K=O 

+ d 

dv 

T (V I 

T (V I 

+ 

K=O 

K=O 

o primeiro termo do lado direito da expressao acima se anula 

( d "·I o o I . t dK = em K= e asslm emos: 

d 

dv 
T(v) -+ 

2 -a 

dT(V) 

dv 



logo 

m*(K~O) 

ou seja: 

* 

-2m 
-2 

a 

dT(V) 

dv 
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m (K~O) ~ 

m senaia 
[l+ cot a. a 

l a.a 
l 

(4.14) 

IV.b.2 -Coeficiente de Absorção no modelo de Kronig-Penncy 

Com a mc1ssa efetiva calculada acima podemos agora 

calcular o coeficiente de absorção associado a transições di-

retas que ocorrem perto de K=O. 

Consideremos um sólido ilu;'ftinado COJll um laser de 

baixa intensidade, polarizado, de frequência w1 , descrito 

pelo potencial vetar: 

é nulo e 

+ + exp [i(q.r- w t)]+ 
l 

' 

exp 
+ + 

[ -i(q.r-CJ t)] 
l 

(4.15) 

A escolha de calibre e tal que o potencial escalar 

Para um sistema de N elétrons, o hamiltoniano 
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de interação pode ser escrito (46 l 

N C· 

H' = J 1i 
_, 

E (r.,t). p ( 4 .16 I 
j~1 m.c n J 

J 

A probabilidade de transição, po~· unidade de tem 

po, para um clétron da banda de valência (v) passar para ban 

da de condução (c) é dado (461 por • 

X 

2 2 
41r e 

2 m cw
1 

I ( w) j ju * K exp (i 
c, c 

+ + 3 
q.r)'ilUv'K dr 

v 

(4.171 

onde a notação e a mesma dos capítulos anteriores. 

Sabendo-se que 

do a ap1:oxirnação de 

-~ _,_ 

2 2 
A ül. 

OB l 
I ( w 1 I ~ -='---=-

2rrc 
podemos dipolo 

e que, 

fazer 

i.q.r_ 1 e - ' a taxa de transição por unidade de volume, é 

usan-

obtida 

somando-se sobre todas as transições possíveis é du.da por: 

2 2 3 
m c (2rrl 

onde 

li, ,c -

2 
1'i 

* 

E I v 

1J -~· 
c·K ' c 

2 
jM I X v,c 

(4.181 

2 
X 
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Aqui usamos o fato que a função de Bloch pode ser escrita na 

forma 

1jJ -+ = e 
nK 

i.K.r 
+ 

u -+(r) 
n,K 

onde 

-> 
riodici.dade que a rede. ,Em torno de K=O, 

tem a mesma pe-

+ + 
E {K ) e E {K ) 

c c v v 
-sao 

ambas funções apenas I Ki , isto é, as superfícies de ener-

gia, nesta região são essencialmente esféricas. Usando a apr~ 

ximação da massa cfetiva, podemos escrever, para K :: 0: 

E {O) + 
v 2m* 

v 

onde m* e m* sao as massas efetivas nas bandas de valên 
v c 

cia c cond·1ção, respectivamente. Então: 

+ 
E {K) 

c 
+ 

- E {K) 
v E + 

g 
{4.19) 

onq.e Eg é a largura da banda proibida de energia ("gap") pa-

ra K= O e 

ó[f{K)] 

1 
v 

1 
m* 

v 
+ 

1 
m* c 

Usando a relação 

" i 

df 
dK 

-1 
Ó(K- K.), com f{K.) 

l l 
o 

A taxa de transição por unidade de volume ficará: 

2 2 2 
ti11 m c 

{4.20) 

onde 



+ 
M (K) ~ M (K , Q) e 
v,c v,c o 

K ~ 

o 
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Considerando uma rede cúbica simples e usando a 

função de onda dada na eq. 4.9), a expressao para a massa 

efctiva dada pela eq. (4 .14), e, ainda o fato da onda eletro-

magnética ser linearmente polarizada na direção x, temos: 

a m*m* (a -
v c c 

Como para valores de K : O, 

Portanto 

2 sen K a 
v 

2 - cosa a) sen K a 
v v 

sena a sen a a 
v c 

2 
cos 8 

(4.21) 

2 2 2 2 
16nh ma a (coso: a - cosa a) {2p/1l ) (flw.-E ) 

vc c v .iS[ dn. ~ 
2 2 

3a m m (o: 
v c c 

2 2 - a ) sena a 
v v 

O coeficiente de absorção e dado por: 

a~ P /I(w
1

) 
a v 

sena a 
c 

onde P e a potência absorvida por unidade de volume e a v 

I(w1 l e a potência incidente por unidade área deste volume. 
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1'emos que: 

p = flw 1 w e I ( w
1

) = 
av vc 

2~c 

onde I) é o 

Índice de rcfração do cristal, e onde se toma a permeabil! 

du.de magnética do semicondutor igual a 

te de absorção para K - o ' função E - em 

so dependem de v! e a, 
~ .( 4 5) 

que e. . . . 

2 2" (a -a rsena a 
c v c 

l. Assim 

g' a v' 

sena a 
v 

a 

o coeficien 

c' 
m* 
v' m*· 

c' 

) 3/2 

(4.22) 

IV.b.3 -Efeitos de um Campo de Laser Intenso sobre a Massa 

Efetiva e o Coeficiente de Absorção 

Consideremos, agora, este sólido sendo irradia 

do com um lu ser intenso, circulurmcnte polw.rizat- :> com fre-

qüênciu. w tal que, como nos capitulas anteriores, podemos 

fazer uso da aproximação de dipolo. 

Com base nos resultados obti.:los no Capítulo II,os 

efeitos do laser sobre o sólido implicam na substituição do 

potencial cristalino V(r) por um potencial efetivo (V(r)). 

De acordo com a eq . (2.9) tem-se 

V (r) ~ (4.23) 

Portanto, com base neste resultado e na Eq.(4.14) 

a mussa efctiva modificada pelo laser, para ( K:. 0), fica 

expressa por: 
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m* = m senc\a [ l + (4.24) 
a a 

Na Fig. 4.1 esta representada m*(K~O) em função 

da intensidade do laser. 

ll.nalogamentc, temos para o coeficiente de absor-

çao modificado pelo laser intenso: 

que depende 

independe 

onde 

e 

-
onde Ml ~ 

3W ffi*ÍÚ* nna2 (ã2 -ã.2 fsenã _a seno: a 
1 v c c v v c 

( 4. 25) 

Podemos,agora, separar a Eq. 4.25 em uma parte 

(B(Ga )) o da intensidade do laser, e outra 

a ref ~ ----,.L.-"--
3cnnm 

~. 
m 

v 
m 

EM = e D ~ 
E 

g 

que 

(4.26) 
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m* • 
-

4 
X 10 

m 
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fiG. 4.1 ( b) 
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' .,,.. "·" o.• "·' "·' . ' oa6 
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6 

Pig.4.1 

fiG. 4.1 (ç) -FIG. 4.1 (d) 

Massa efctiva elctrônica cm K=O nas guutro primeiras ban 

das de energia nara um sólido de Kronig-Penncy (3-d) on

de v 1 =Bcv, a=2,ü . .2:. (al lu. banda, (bJ 2a. banclil, (c) 3a. 

banda, (d) 4a. banda. 
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Fin~lmente, pudemos calcular o coeficiente de ab

sorçao devido a absorção de um fóton, numa transição diret.a, 

de um sólido tri-dimensionnl de Kronig-Penncy, quando este e 

irradiado por dois lasers, um intenso que modifica a estrutura 

de banda do sólido e outro de baixa intensidade, com fótons 

de energias próximas da largura da banda proibida. 

Na Fig. 4.2 estão os resultados da modificação 

causada pelo efeito do laser intenso sobre o coeficiente de ab 

sorçao para três diferentes intensidades. 

Podemos, verificar o deslocamento do limiar de ab 

sorçao para energias cada vez menores a medida que aumenta a 

intensidade do laser forte. Note, também, que nas imediações 

do limiar de absorção, e em regiões ·ande ocorra absorção tanto 

em presença como na ausência de campo um eletromagnético, a 

absorção de um fóton cresce com a intensidade do laser forte. 

-
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Fig. 4. 2 - Coeficiente de Absorção (a,abs) 

associado a absorção êe ~. fó
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o
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laser: Gaó = O, 0,4 e 0,8 para 

as curvas Cl, C2 e C3 respec

tivanente. 

1,2 1,4 1,6 1,8 

nw(evl 

FIG.4.2 
"'' A• 
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CAP1TULO V 

CONCLUSÕES 

Nesta Tese procuramos por em evidência as modific~ 

çoes na estrutura de banda e suas consequências para o com-

portamento Óptico e eletrônico de um sólido de Kronig-Penney 

quando submetido a açiio de um campo de radiação intenso ( 49 ) 

Embora passível de crítica como uma descrição sem 

muita conexão com sólidos reais, a formulação unidimensional 

ou a generalização tri-dimensional do modelo de Kronig-Penney 

tem conquistado reconhecido valor pedagógico e cientifico em 

problemas envolvendo sólidos cristalinos, que vão além da mera 

. - (39-45) 
obtenç5o das bandas de energ1a. Esta constataçao tornou-se 

mais uma vez evidente em nosso trabalho onde pudemos tirar van 
' 

"..:agem do conhecimento da soluç3.o e):a·ta para este modelo, a 

fim de avaliar os efeitos da presença de um campo de laser in-

tenso sobre a estrutura de bandas de um sólido de Kronig-Penney 

e suas implicações sobre a massa efetiva eletrônica neste so-

lido c sobre o seu coeficiente de absorção Óptico, associado 

ao processo de absorção de um fÓton~ numa transição direta. 

Estes efeitos foram tratados dentro de uma formu-

lação relativamente simples. Nossa metodologia consistiu, ba

sicamente, na exploração de uma transformação unitária, atra-

ves da qual a dependência, no campo de laser, do termo de encr 

gia cinética é trunsferida para o termo de energia potencial. 

'l'rabalhundo, cm seguida, com a média temporal deste potencial 

modificado pelo laser, conseguimos parametriz~r o potencial 

cristalino em função da intensidade do laser. Pudemos, assim, 

prever dcslocamcnt.os nas bandas de energia (Fig. 3.3), e, ainda, 
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a diminuiç5o do"gap" (Figs.1,3 c 3.4)em ftmçilo aumento da intensi 

dade do campo de laser. Estes resultados foram aplicados ao 

cálculo da massa cfetiva, nas proximidades do fundo da banda. 

Resultou que, com o aumento da intensidade do laser, e u. nussa e-

efetiva diminue {fig. (4.l))oque se compreende :.ana vez que o campo 

intenso determina uma redução do potencial cristalino efetivo 

tanto maior quanto mais intenso for o laser. Desta for-

ma, o elétron "sente" uma força de interação menor, devido a 

rede cristalina, tornando-se em conseqüência, mais fácil ace-

lerá-lo dentro da banda, 

No cálculo da absorção Óptica fica claramente evi 

denciado o desvio do l:ilniar de absorção para energias cada vez 

menores a medida que a intensidade do campo cresce (Fig.4.2 }co 
' -

mo se esperava.ã luz das modificações, já referidas, que a pr~ 

sença do laser intenso introduz na estrutura de bandas do 

sólido. Observa-se, também, que nas imediações do limiar de 

absorção, em regiões onde se nota absorção, em presença e na 

ausência de campo, a absorção de um foton cresce com a inten-

sidade do ca.mpo. Não podemos, no entanto, estender esta ten-

dência para energias de fóton muito acima do limiar devido as 

limitações presentes em nosso esquema de cálculo do coeficien-

te de absorção, com o modelo de Kronig-Penney. 

Aplicamos a mesma metodologia no caso do elétron 

quase-livre, onde novamente comprovamos a presença do estreita 

mento do "gap" com aumento da intensidade do laser. 

Como já dissemos acima, o modelo de Kronig-Penney 

foi escolhido, entre outras razões, pelo fato de possuir urna 

soluç5o analitica cxu.ta, permitindo, assim uma maior transpa-

rênciJ dos resultados flsicos com ele obtidos. Não obstante, 

' 
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sua simplicidade impõe restrições interpretativas de certas 

previsC:,cs com ele obtidas, só pxleJrlo ser '-estendidas à um so

lido real com as devidas cautelas de interpretação. Para citar 

um exemplo neste modelo o"gap"~ni:re a primeira e a segunda ba~ 

da revela-se menor que o "gap" entre a segunda e a tercei 

ra banda. Urna outra previsão que devemos considerar com a devi 

da restrição, face a simplicidade do modelo, é o fato que as 

modificações relativas na forma e posição das bandas de ener-

gia (relação de dispersão) em função da intensidade do laser 

demonstram-se menos contundentes, para todas as bandas, do que 

se esperaria num sólido real, pelas presumíveis diferenças de 

acoplamento, com o campo eletromagnét.ico, de elétrons da banda 

mais externa em relação aqueles numa banda mais interna. De fa 

to, esperar-se-ia que os elétrons nas bandas mais externas sen 

tissem mais a presença do campo eletromagnético. Assim, as ban 

das mais externas modificar-se-iam mais que as baudas inter-

nas. Não obstante, mesmo com estas restrições o uso do mode-

lo de Kronig-Penney revelou-se mais uma vez de grande 

dade para nos permitir entender o comportamento de um 

real, desta vez submetido à ação de um laser intenso. 

utili

sólid:J 
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1\P~NOJCE P. 

M:E':'l'ODO DE TRANSLAÇÃO ESPACIAL 

Apresentaremos a seguir a transformação unitária, 

desenvolv1du por Henneberger e Kramer, na qual se elimina a 

dependência do ·termo de energia cinética no campo de radiação, 

tran.sformando-u para o termo de energia potencial. 

A Eq. de Schroedinger para um sólido irradiado 

por um laser, na aproximação semiclãssica e usando também a 

aproximação de dipolo: 

in 

de onda: 

com 

onde 

a~(r,tl 

at = e ~ 2 + + + A(t)) + V(r)JW(r,t) 
c A.l 

Propõe-se como solução da equaçao acima a funçao 

~ ~ 

i•(r,t) = U~(r,t) 

u 

n (ti = 
2 

-e 
2 

2m c 
r

T 

A
2
(t')dt' 

j 

e 
::::·-- r;,(t')dt· me 

Note que U. = 
1 

~ 

+i6 (t) .P/1\ 
e 

-· ;~ ·> 

}\. 2 

A. 3 

A. 4 

}\. 5 

é um operador de trans-

laçi:io esp~cial : u1 flr) = f(r- <l(tl I, c ainda que : 



. 
6 = 

a6 
at 

e 
me 

e 
me 

-• 
A (t) 

= e Ê (t) 
m 
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A.6 

A. 7 

Observe que Ó(t) é o deslocamento clássico do centro de oscila 

ção de um elétron 
+ 

livre em um campo de radiação E(t). 

Substituindo ti; por O (jJ na· Eq. A.l, obtem-se: 

'"" a -+ 
lu at [ u~ (r' t) J 

e--+ e-t~-+ 

+ ~ 2 ~ P.A +2m A.P + V(r)]U ~ (r,t) 
11\C C 

DesenvolvendO o lado esquerdo: 

a -• 
if'l df utfl(r.,t)-= Hi ru 

+ 
3p(r,t) 

élt 
~(J -~ + ,_.._ ..h(r t) dt '~.-, 

Utilizando a Eq. A.6 e que: 

= 
an (tl 

a = 

Assim obtemos: 

+ 

= 

+ -

·• 3 r "!+ 11 '~ ! u m 3t U .,. r,t -- ... ~(r,t) + u [
at 

icA(t)P 

. 2 
1.e 
-~2 

2m c 

me h 

-· ]~(r,t)} 

A. 8 

A. 9 

A.lO 



Como U c função de p e A, ele comut.a com P , daí: 

()d,(r,t) 

dt 

2 
+ [5'_ Â(t) .P + . e

2 lfC 2ITC 
2 + 

(A (t)].·W(r,t) 
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A.ll 

Agora, desenvolvendo o lado direito da Eq. A.B, que pode ser 

simplificado notando que: 

- + + + + + + + + 
P.A~(r,t) =- ii\V. (A~(r,t)) =- il\(V.A)~(r,t) 

+ + + + - + =- il\(V.A)t(r,t) + A.P.(r,t) 

+-
Escolhendo-se 'V • A = O (calibre de Coulomb)a 

• 

.... -}- -+ 
P.M(r,t) 

+ - + 
= +A.P~(r,t) 

Assim o lado direito de Eq. A.8 se escreve: 

e 
me 

+ 
A(t).P + 

e2 
--2 
2mc 

Assim, a Eq. A.8 pode ser escrita como: 

Uih 
e + [me A(t) .P 

eÃ(t).P+ 
me 

Assim temos: 

e2 
--2 
2mc 

2 + 
A (t)]l!q{r,t) 

A.l2 

A.l3 

A.l5 



7l 

u {ih 
~2 

p + - + + 

2
m (U ~(r,t))+ V(r)U ~(r,t) A.l6 

* * Multiplicando a Eq. A.l6 por U , usando que U e unitária 

* * (U U = 1 = UD ) , obtem-se: 

+ ~2 

H'l atV (r,t) P tP (Y.,tl + { u* v<;lu } "'(r,tl 
dt :;;-2m "' A.l7 

Calcularemos a seguir, o segundo termo do lado 

direito da Eq. A.l7. 

como in -in 
e e = 1 

* -'j. + • + + 
U V(r)U .(r,t) = Ul V(r)Ul t(r,t) 

Dada 
+ + + 

g(Y,t) = V(r).(r,t) 

* ·l- + + 
u

1
g(r,t) = g(r-8(t),t) 

Assim 

-· + {V(r)~(r,t)} 

e como 



Portanto 

logo 

ifi aG>r,tl 
at 

* + + + ~ + 
U V(r)U ~(r,t) ~ V(r-o(t))~(r,t) 

-2 
p + + ~ + 

~ 2 m 1•(r,t) + V(r-o(t))~(r,t) 

que e a equaçao transformada, em que a deperidência em 
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+ 
A (t) 

passou do termo de energia cinética para o termo de energia 

potencial. 
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