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RESUMO

O resultado principal apresentado nesta monografia é a expressio em forma fi-
nita da série para a exponencial dos geradores infinitcsimais (elementos da dlgebra
de Lie) do grupo de Lorentz. Assim, a exponencial de um gerador € expressa em
termos das primeiras poténcias do gerador multiplicadas por fungbes elementares,
trigonométricas e hiperbélicas, de duas varidveis reais relacionadas aos parametros
contidos no gerador.

Além de ser um resultado poderoso no estudo da cinematica relativista de pro-
blemas relacionades ao grupo de Lorentz, a forma finita da exponencial fornece a
solugdo para as equagbes de movimento de uma particula carregada na presenca de
campos constantes, a particula cstando submetida a forca de Lorentz. Tal resul-
tado € possivel porque o campo eletromagnético é representado pelo mesmo ob jeto
matematico que o8 geradores do grupo de Lorentz, ¢ assim podemos efetuar a ex-
ponencial do campo eletromagnético ¢ verificar que tal cxponencial quando conve-
nientemente parametrizada fornece a solugo para as equagoes de movimento,

Acreditamos que 0 nove método para a solugio para as equacdes de movimento
de uma particula carregada possa ser generalizado para inferir solugbes das equagdes
com campos variaveis, conforme discutido nas conclusdes desta monografia.

ABSTRACT

The main result presented in this thesis is a finite form (the MASTER equation)
for the series of exponentials of infinitesimal gencrators of the Lorentz group. Expli-
citly, the exponential of a generator appears written by means of the first powers of
the generators, in the SL(2,C) and SO( 1,3) represcntations of the Lorentz group,
multiplied by elementary functions of two real variables, these latter relaled to the
generators.

The master equation also permits us to sum the famous Campbell-Baker-
HausdorfT series for the Lorentz group.

This result is a powerful tool for relativistic kinematics and dynamics, since the
finite form of exponential solves the motion equation of a charged particle under
the action of a constant (in spacetime) clectromagnetic field (the Lorentz force).
That result is possible because the electromagnetic field is expressed by the same
mathematical object that the gencrators of the Lorentz group.

We believe that this method to solve the motion’s equation of a charged particle
can be generalized to include variable electromagnetic fields as we discuss in our
conclusions.
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NOTAGCAO

As equagdes estdo numeradas por capitulo. Quando nos referimos a uma equacio
do capitulo em que estamos, usamos apenas o nimero da equagio, ¢ quando a
equagdo ¢ de outro capitulo, indicamos primeiro o capitulo e depois, separado por
um ponto o nimero da equagio. Assim, eq.(1.5) refere-se a eq.(5) do capitulo 1.

Reservamos o - para indicar o produto interno (dot) de velores euclidianos, (ou
componentes espaciais de vetores relativistas, elementos do R!?, o espago veto-
rial de Minkowski) veja eq.(3.9). Por outro lado, o produto interior (a forma bili-
near derivada da métrica) entre dois vetores é indicado por © ou alternativamente
vou=g(v,u) (veja eq.(1.24.a)). O produto interior, é extendido para k-vetores,
eq.(1.24).

O moédulo | | & usado em dois sentidos: tanto para indicar a norma de ntmeros
complexos, quanto para indicar a norma de vetores euclidianos. Em ambos os casos
se refere a niimeros reais positivos.

A cruz x éusada para indicar o produto vetorial usual entre vetores euclidianos
expandidos na base da dlgebra em questio, por exemplo, na dlgebra do espago-tempo
expandindo em termos das componentes espaciais da base do I&'?, indicados por

i

O produto de Clifford na slgebra do espago-tempo entre vetores euclidianos, (ve-
tores relativistas cuja componente temporal é nula) pode ser escrito em termos do
produto interno e vetorial, veja eq.(3.9).

O produto de Clifford nio é sinalizado, estando subentendido quando houver
justaposigdo dos elementos da 4lgebra, por exemplo na algebra do espago-tempo o
produto entre vetores relativistas u e v é dado por:

vu = (U — i)y + u®® + T

sendo que v ¢ dado na eq.(3.9).
O quadrado de um vetor relativista ¢ indicado alternativamente por:

v!=vou =g(v,v) = (v°) — |7



INTRODUCAO

Esta introdugdo visa uma breve, mas direta, abordagem dos resultados expostos
nesta tese. Esperamos que esta introdu¢io permita ao leitor vislumbrar as passagens
cruciais destes resultados, assim como situar esses resultados em relacio ao material
apresentado nos livros textos. A abordagem direta dos resultados permite ao leitor
ter em mente quais os objetivos que pretendemos nesta tese, as dificuldades para se
chegar até eles e como foi possivel resolver estas dificuldades.

Acreditamos que a visio acima justifica que, nesta introdugio, utilizemos de modo
familiar conceitos, e mesmo simbolos matematicos, sem mastigarmos suas definigdes.
O estafante trabalho de expor claramente os conceitos e definigdes aqui utilizados &
realizado ao longo das dezenas de pdginas desta tese, nos pardgrafos que se seguem
a introdugao,

Esta tese é uma continuagio da pesquisa desenvolvida na tese de mestrado do
candidato, na qual se realizou um estudo abrangente das slgebras de Clifford (to-
mando por aplicagéo a Eletrodindmica Cldssica), tendo fornecido ao candidato uma
fluéncia de expressio e célculo nestas dlgebras que tornaram vidveis os resultados
aqui apresentados.

Ressalta-se que o ferramental matemdtico por nés adotado na pesquisa, (as
algebras de Clifford discutidas de maneira geral no capitulo I) é muito conveni-
ente para o estudo dos grupos ortogonais (discutidos no capitulo II) e espinores,
veja apéndice C. Por outro lado, uma particular dlgebra de Clifford, naturalmente
denominada 4lgebra do espago-tempo, tem um papel em relagio ao espaco-tempo
de Minkowski (base da relatividade especial) semelhante ao da 4lgebra vetorial em
relagio ao espago euclidiano, no sentido de que nio somente é um sistema algébrico
por si 56 notdvel, mas sobretudo é passivel de uma interpretacio geométrica. E bem
conhecido em Mecdnica Quantica Relativista que as matrizes de Dirac se transfor-
mam como vetores do espago-tempo. Entretanto esse fato ndo tem sido tio explorado
geometricamente como acreditamos que deva ser, i.e., encontrar um formalismo onde
as matrizes de Dirac sejam as represcntantes de um conjunto (tétrada) de vetores
ortonormais para o espago-tempo de Minkowski. Este fato é realizado no formalismo
da dlgebra de Clifford gerada pelo espago-tempo de Minkowski, como discutido no



capitulo III.

O resultado principal apresentado nesta monoprafia é a expressio em forma fi-
nita da série para a exponencial dos geradores infinitesimais (elementos da algebra
de Lie) do grupo de Lorentz em diversas representagbes. Assim, a exponencial de um
gerador é expressa em lermos das primeiras poténcias do gerador multiplicadas por
fungdes elementares (trigonométricas e hiperbdlicas) de duas varidveis reais, estas
por sua vez relacionadas aos seis parimetros contidos no gerador em questio. [Zeni
e Rodrigues, 1990.a e 1991] Este resultado permite uma melhor compreensio das
relagdes entre as formas finitas e infinitesimais das transformagdes de Lorentz, além
de ser um resultado poderoso no estude da cinemitica relativista e de problemas
relacionados ao grupo de Lorentz.

E de se destacar que nosso interesse na exponencial de geradores do grupo de
Lorentz néo se restringia apenas a cinemdtica relativista, vislumbrivamos uma
aplicagio direta deste resultado na dinidmica relativista: a exponencial fornece a
solugdo para as equagdes de movimento de uma particula carregada na presenca de
campos eletromagnéticos constantes (Forga de Lorentz), pois o campo é represen-
tado pelo mesmo objeto malemitico que os geradores, independente da estrutura
matematica adotada. Assim, podemos fechar a série da exponencial do campo eletro-
magnético e verificar que a mesma fornece um novo método de solugio que também
pode ser usado para inferir solugdes das referidas equagbes em campos varidveis sob
algumas condigbes.

Observamos que 0 novo método para a solugio da equagio de movimento de
uma particula carregada sob a agiio da For¢a de Lorentz apresentado nesta tese é
possivel, porque a dinamica rclativista estd restrita pelo vinculo de que as quadri-
velocidades tem norma 1, e a forca de Lorentz é linear na quadrivelocidade, sendo
possivel interpretar a solugio da forga de Lorentz como um grupo de transformagio
atuando sobre as quadrivelocidades. Este resultado é analogo ao movimento circular
na mecinica newtoniana, onde o mddulo da velocidade é constante. Assim, hd um
grupo de transformagoes, no caso o grupo das rotagdes relacionado a dinamica do
movimento (se a forga for linear na velocidade).

Nesla tese utilizamos trés estruturas matematicas:

(i) a dlgebra de Clifford do espago-tempo (ou dlgebra de Dirac-Hestenes), ou algebra
de Minkowski, definida no capitulo III;



(ii) a subdlgebra par da dlgebra do espago-tempo, também discutida no capitulo
I11, identificada com a adlgebra de Clifford do espago euclidiano (ou dlgebra de
Pauli, veja Apéndice B & sua representagio matricial 2x2 complexa, discutida
dentro desta 1iltima visdo no apéndice C);

(iii) o cdlculo tensorial relativista usual (e a representagdo matricial 4 x 4 real
associada a vetores ¢ tensores antisimétricos de 2% ordem), discutida no
capitulo V.

A apresentacio de trés linguagens distintas se justifica porque a pesquisa original
foi feita através da algebra de Clifford do espago-tempo, sendo que as algebras de
Clifford fornecem um caminho nio sé alternativo mas sobretudo viavel para o tra-
tamento genérico dos grupos ortogonais e da algebra de Lie associada, assim como
discutido no capitulo II. Destaca-se que a algebra de Clifford naturalmente adaptada
a0 estudo do grupo de Lorentz é a ilgebra do espago-tempo, discutida no capitulo
111 [Zeni e Rodrigues, 1991].

Por outro lado, a discussio do grupo de Lorentz através da dlgebra de Pauli, as-
sociado na representagio matricial 2 x 2 complexa com o grupo SL(2,d'), segue em
estreita analogia com a discussio bem conhecida do grupo das rotagbes espaciais,
associado ao grupo SU(2), dando uma aparéncia familiar ao nosso resultado (veja
Apéndice B) {Zeni e Rodrigues, 1990.b].

Por fim, a apresentagio da forma fechada para a série da exponencial através da
algebra tensorial do espago-tempo é no sentido de tornar nosso resultado acessivel
a um maior nimero de pesquisadores, visto ser esta a linguagem mais adotada nos
livros textos [Zeni e Rodrigues, 1990.a).

Vale a pena ressaltar que embora a relagdo entre o grupo SL(2,d') e o grupo de
Lorentz seja bem conhecida na literatura, a formulagio da teoria classica do eletro-
magnetismo através da dlgebra do espaco-tempo é pouco conhecida (assim como a
formulagio na algebra de Pauli), pois a maior parte dos livros textos utiliza ape-
nas o cdlculo vetorial tridimensional a a dlgebra tensorial do espago-tempo. Assim,
no capitulo IV apresentamos a formula¢io da Eletrodindmica Classica através da
dlgebra do espago-tempo, como um prelidio a discussio da Forga de Lorentz.

A expressio da forma finita da exponencial depende da representacio adotada
para o grupo de Lorentz, isto porque a forma finita é obtida através de uma relagao



de recorréncia para as poténcias de umn gerador genérico indicado por F, que permita
fechar a série para a exponencial do gerador, definida forrnalmente como
Fi 3 Fr

exp(F) = e =1+ Pt gttt — 4 (2.5)

Os geradores infinitesimais de urn grupo continuo sio os elementos da algebra de
Lie agsociada ao grupo. Pensando na representagio matricial do grupo, e portanto
da dlgebra de Lie, o produto que & invariante da representagio nas dlgebras de Lie é
o comutador do produto matricial. As poténcias F" dos geradores entendidas como
o produto matricial, ndo sio independentes da representacao. O mesmo acontece se
tivermos uma realizagio abstrata do grupo através das algebras de Clifford, onde o
produto de Lie é definido como o comutador do produto de Clifford.

Na éalgebra do espago-tempo, discutida no capitulo III, ou na dlgebra de Pauli,
apéndice B, o grupo de Lorentz ¢ indicado por Spiny(1,3) ~ SL(2,d), e a relagio
de recorréncia inicia-se na segunda poténcia do gerador (eq.(3.21)) de modo que
obtemos [Zeni e Rodrigues, 1990.b]

Fzlchz+ Fshz (3.23)

onde 22 = F? é uma varidvel complexa e F' é um gerador de quadrado um (F =
zF, 1 ser4 sempre a identidade da algebra em questao).

Na representagio matricial 4 x 4 real, do grupo de Lorentz discutida no capitulo
V, indicada por S0;(1,3), a relacio de recorréncia inicia-se na terceira poténcia,
eq.(5.11) e encontramos que [Zeni e Rodrigues, 1990.a]

Feql+AF+ 4.6 (-20)

onde as f; = fi(z) e as g; = gi(z) sdo funcdes reais, e ¢ & um gerador “dual” de
F (veja eq.{5.7)).

A relagio de recorréncia para as poténcias dos geradores depende essencialmente
da dimensio da representagio (falaremos exclusivamente das representacdes de di-
mensao finita). As representagies serio indicadas por D4 onde os {ndices sio
semi-inteiros. A dimensdo da representagio € dada por (27 +1) x (2;' +1). Conjec-
turamos que na representagio D74 a relagdo de recorréncia para as poténcias do



gerador inicia-se na poténcia 2(j + ') + 1. [Landau e Lifshitz 1966, pg. 235]*
Note que 50,(1,3) = DY21/%; enquanto que SL(2,&) o D20 ~ DO/Z,

A aplicagdo da exponencial dos geradores do grupo de Lorentz na solugio da Forca
de Lorentz é possivel porque o campo eletromagnético é descrito pelo mesmo objeto
matematico (independente da representacio matricial ou realizagio algébrica) que
os geradores, [Salingaros, 1984] e assim podemos efetuar a exponencial do campo nos
moldes expostos acima. Por outro lado, introduzindo um parametro real, indicado
por T, pode-se verificar diretamente da expansio em série (ou também da forma
finita para a série da exponencial em cada representacio, veja eq.(4.47)) que a
exponencial satisfaz a seguinte regra de derivagio (supomos que F' independe de
T):

dii- eF = Fef (4.48)

A equagdo acima independe da representagio. [Miller, pg.158-9]

A regra de derivagio mostrada acima garante que a solucio da forga de Lorentz é
dada por uma transformagio de Lorentz, na forma exponencial, do vetor velocidade
relativista, indicado por U(r), onde 7 é agora reconhecido como sendo o tempo
préprio da particula carregada. Na representagio matricial (equivalente ao calculo
tensorial relativista) discutida no capitulo V, onde a quadrivelocidade indicada por
U, € uma matriz coluna 4 x 1 e o campo eletromagnético F é uma matriz 4 x 4
real, a equacdo de movimento de uma particula carregada (a menos de constantes
fisicas) é dada por:

dU dUu«

y = FU ou por componentes

= F3U". (5.3)

Assim, ¢ claro da regra de derivagdo mostrada anteriormente que para campos

* Landau conta a poténcia F® como sendo a primeira, portanto conclue que hd 2j+1 poténcias
independentes em . Assim a relagdo de recorréncia deveria comegar na poténcia 2(j+1), enao
em 27+ 1 como estamos considerando.

by }



constantes o vetor velocidade é dado por:
U(ry= " U(0) (5.23)
onde U(0) = U(r = 0) ¢ a velocidade relativista inicial.

Por outro lado, na igebra do espago-tempo discutida no capitulo I e IV, a
equagdo do movimento de uma particula carregada é dada por:

iiﬂ:FU—UF' (4.44)
dr
cuja solugio é,
U(r) = e "U(0)e™"F (4.45)

conforme se mostra usando a regra de derivagio, eq.(4.48).

A solugao, em ambas algebras equivale a uma transformagio de Lorentz cujo ge-
rador € o campo. Observamos que [Hestenes, 1974] obteve uma solugio da Forca de
Lorentz equivalente a eq.(4.45) (veja também eq.(3.32)).

A forma finita da exponencial é a realizagio de um fato que j4 se sabia ser
possivel, Fisicos e matemdticos vém usando a forma exponencial no estude de gru-
pos continuos hé muito tempo (desde o século passado), fato ilustrado pela bem
conhecida exponencial para o grupo das rotagdes espaciais, SO(3), ou do seu grupo
de recobrimento universal, SU(2), que est4 relacionado aos quaternions.

Entretanto, para estudo de grupos de transformacgdo em espacos de dimensdes
maiores e métricas distintas da euclidiana a exponencial tem sido usada apenas
através da sua expansio em série, trabalhando-se os primeiros termos da série, em
particular para caracterizar os geradores do grupo, suas relagdes de comutacio e
outras propriedades,

Assim, nosso projeto se apoiava inicialmente em teoremas existenciais, isto &, na
literatura encontramos afirmagio dizendo que a exponencial existe, mas nio hi uma
exposicao de como construi-la em geral, e em particular para o grupo de Lorentz.

Nosso trabalho foi conseguir um método construtivo para se obter a exponencial
em forma finita para os geradores do grupo de Lorentz. [Zeni e Rodrigues, 1990.a-b,



1991].

Além disso, os teoremas assegurando a existéncia da exponencial requerem um
aparato matematico refinado e extenso para serem demonstrados envolvendo entre
outros; [Miller, pg. 152-171]

- exponencial de matrizes: teorema de existéncia, norma de matrizes, critérios
de convergéncia, etc...

~ variedades diferenciiveis: espago dos parametros (lgebra de Lie), anélise
em variedades, etc...

Por outro lado, durante nossa pesquisa encontramos uma prova simples de que
toda transformacio do grupo Spini(1,3) ~ SL(2,') pode ser obtida através da,
exponencial dos geradores do grupo, €q.(3.27). Nio encontramos uma prova anéloga
para 0 SO.(1,3), mas nos apoiamos no homeomorfismo existente entre SL(2,@)
e 504(1,3) [Miller, pg. 290-1; Barut, p. 24-5] (veja também apéndice D).



CAPITULO I

TENSORES, FORMAS, NUMEROS DE CLIFFORD

As dlgebras tensorial, exterior (ou Grassman) e Clifford sio obtidas a partir de
um espago vetorial, indicado por IR", sobre o corpo dos nimeros reais, indicados

por . Usamos a seguinle notagio:

dlgebra tensorial exterior Clifford
notagao T(R") A(IRM) C(IR")

Observamos que no caso das algebras de Clifford é necessario que esteja definido
um produto escalar em ", ou scja uma métrica (veja eq.(6) mais a frente) [Riesz,
pg. 58 e Porteous, pg. 240-1},* g: R* x R®" — IR e rigorosamente deviamos
escrever C(IR™,g), mas em certos estudos a métrica nio interfere.

Os produtos tensorial, indicado por @, exterior, indicado por A, e Clifford (nio
sinalizado) sdo distributivos em relagio a soma, e associativos, mas nio comutativo,

Os tensores, formas e mimeros de Clifford (ou multivetores) sio oblidos através
dos respectivos produtos dos vetores de JR", ou seja, através do produto de veto-
res do JR" geramos outros espagos que sio linearmenle independentes (L.1.) dos
vetores do IR". Lxpressamos este fato dizendo que o espaco linear das &lgebras
tem a seguinte decomposi¢éo em soma direta de subespagos: [Lichnerowicz, pg. 43,

Flanders, pg. 5, Hestencs e Sobczyk pg. 3-4, Riesz, pg. 1-12]

* Se esta definido um produte escalar em um espago vetorial R", entdo esta naturalmente
definde um dual candnico deste espago, indicado por *R* [Halmos, pg. 130-1). O dual de um
vetor é dito uma forma (ou 1-forma) e é comodo representa-lo por g(¥, ). As l-formas atuam
sobre 05 vetores produzindo escalares como é natural na notagio acima. Ha um isomorfismo (de
espago linear) entre JB" e *H”. Baseado ncste isomorfismo podemos pensar que vetores e 1-formas
siic objetos matematicos equivalentes, que € a vis3o adotada nesta tese (a situaglo & andloga a dos
bra & kets em Mechnica Quintica. [Dirac, pg. 18-22] ¢ a dos indices contravariantes e covariantes
ne céleule tensorial).



T(R") = @ I"(R"), A(R") =8 ANR"), C(R")= @ C*(R"). (1.1)

Os elementos dos subespagos T% (A* ou C*) sio ditos lensores de ordem
(“rank”) k (k-formas ou k-vetores). Os k-vetores (elementos de C*(R™)) sio iden-
tificados com as k-formas (A*(IR")) [Salingaros ¢ Wene] e também com os tensores
antissimetricos de ordem & (indicados por [T]*(1R"), onde [T indica tensores an-
tissimetricos [Riesz, pg. 55, Lima 1965, pg. 83 e 101)).

A idéia de se construir outros espagos, como A* (IR™), a partir dos vetores de IR"
tem um fundamento geométrico, que & a de associar aos elementos de espagos .1,
objetos geométricos de natureza distinta [Hestenes, 1966, pg. 1; Hestenes e Sobczyk,
pg. 1-2). Assim, os pontos sdo associados & escalares, segmentos de reta orientado
a vetores, planos (ou melhor, paralelogramos) orientados, bivetores (ou 2-formas),
etc. ... volumes orientados correspondem os n-vetores, Além disso, algebricamente
aumentamos em muito o nimero de objetos & nossa disposicio.

Lembramos que a dlgebra tensorial T(JR") ¢ vista como a dlgebra universal asso-
ciada a0 espago vetorial JR* [Lichnerowicz, pg. 46; Lima 1965, pg. 51-6], a partir da
qual outras dlgebras podem ser deduzidas. (Podernos pensar que o produto tensorial
responde a seguinte pergunta: a partir de dois espagos vetoriais, qual o maior (em
dimens&o) espago que podecmos obter?),

O produto exterior e o produto de Clifford podem ser definidos a partir do produto
tensorial, como é bem conhecido [Riesz, pg. 54]. Aqui adolaremos um procedimento

axiomatico e definiremos os produtos diretamente emn A(IR") e C(IR") como segue.

PRODUTO EXTERIOR: A propriedade fundamental do produto exterior & que

ele é antissimétrico em relagéo a troca de quaisquer dois fatores: No caso do produto



entre dois vetores temos: *

—

GAb=-bAd (1.2)

do que segue que se @ é L.D. de b ie., @=ab onde a € IR, o produto € nulo.
Para se obter uma base para o espago-linear de A(/R") partimos de uma base de

IR = {e;}, e supotmos que

8‘ A ﬁj L.I. 61}1 A 67‘
e;hejANeg LI enAe,Aes et (1.3)

se os termos contém a0 menos um vetor diferente. Esta suposicéio é a razio do nome
produto exterior.

Assim, uma base para AF(IR") ¢ dada por {e;, Ae, A---Ae} com 4 < ip <
.-+ < ;. Portanto, segue que

dim A*(R") = ( " ) _ TE%I%W (L4)

dimA(R™) = 3 dim A*(R*) = 2~ (1.5)
k=0
PRODUTO DE CLIFFORD: O produto de Clifford de um vetor @ € It por ele
mesmo (dito o quadrado do vetor) é definido como: [Hestenes e Sobezyk, pg. 4;
Riesz pg, 5-8]
i* = g(a,a) (1.6)

onde g é a métrica. Se h4 p vetores na base do /™ cuja norma é +1, e g vetores
comn norma. —1, dizemos que a métrica tem assinatura (p,q) e indicamos o espago
gerador por ™. De acordo com o teorema de Sylvester (invaridncia das formas
quadraticas) o numero p — ¢ independe de como escolhemos a base. Além disso,

- L] " "
as unicas bases ortogonais que podemos formar excluem vetores tipo-luz (vetores de

* Limite na soma direta, eq.(1) para A(JR™) ¢ C(IR™) provém do fato que o produto exterior
de vetores linearmente dependentes (L.D.) & nulo, [Lima 1965, pg. 87 e 106; Flanders, pg. 6]
enquanto que o produto de Clifford de vetores L.D. pode ser reduzido (a soma de ...) ao produto
de um mimero menor de vetores que sejam L.I. [Zeni, 1987, pg. 12-17).
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norma nula g{a,a) = 0) [Riesz, pg. 23-26; Barut, pg. 11; Rodrigues e Faria-Rosal.
A élgebra de Clifford gerada por IP? sera aqui indicada por C(##?), quando
necessario distinguir a métrica em R" (p + ¢ = n).
A partir da defini¢gio, obtemos que a parte simétrica do produto de Clifford de
dois vetores ¢ dado por:
1/2(2b + b&) = g(&,b) (1.7)
e caso 08 vetores sejam ortogonalis, i.e., ¢(«,b) = 0, obtemos

9(8,8)=0= db=-ba. (1.8)

O produto de um numero k de vetores ortogonais, dito uma k-lamina, segundo
[Hestenes e Sobezyk, pg 4; Zeui 1987, pg. 6], temn umn papel fundamental nas algebras
de Clifford: eles sdo elementos do espago C*¥(/R"). Uma base para a dlgebra de Clif-
ford é obtida a partir do produto dos vetores de uma basc de IR*, e se a base de
IR™ for ortogonal, a base da algebra de Clifford tem propriedades de comutagio bem
definidas, andloga as propriedades da &lgebra exterior, eq.(3). Assim, as dlgebras de
Clifford (universais}* tem a mesma dimenso das dlgebras exteriores (veja eq.(5)),
assim como os subespagos C*(#{") tem a mesma dimensdo de AF(JR"), eq.(4).

Observamos que o produto de Clifford, pode também ser introduzido como um
novo produto existente no espago linear da algebra exterior [Caianiello, pg. 8-10,

Salingaros ¢ Wene).

GRADUAGAO: as dlgebras T(R") e A(R") sio graduadas, i.e., seus produtos
satisfazem [Lima 1965, pg 79 e 120; Flanders, pg. 8; Riesz, pg. 27],

TF@ T =ThI o A¥ AN = ARV, (1.9)

Por outro lado, as algebras de Clifford ndo sio graduadas, mas satisfazem a
seguinte regra fundamental para o produto [Riesz, pg. 59; Zeni, 1987.a, pg. 20;
Hestenes e Sobezyk, pg. 10]

kel = gk gle-ika (1.10)

* pois existem Algebras de Clifford ndo univresais com dimC/'(R") = 2"~! [Porteous, pg.
243 5]
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Assim, se 7+ k £ n, a soma val até o subespaco de graduacio igual a j +
k, C#5(R™). Se j + k > n, a primeira impressio é que a soma deveria ir até o
subespago C*(IR"), ou C"'(/R"). Entretanto, é possivel mostrar que a soma acaba
antes. Considerando que j+ & =n + », a soma vai alé o subespago de graduagio
n—r (a demonstra¢do desle fato é andloga a da eq.(14) a seguir).

Definindo os subespagos de graduagio par, C* (impar, C~) como sendo aquele
cujos elementos sao as 0-formas, 2-formas,. .., 2n-formas (1-forma, 3-forma,...) ou
seja

Ct = Bpar C* ;€7 = Bipnper C* (1.11)

¢ imediato a partir da regra fundamental do produto de Clifford (eq.(10)) verificar
que C* forma uma subdlgebra da algebra de Clifford C, ou seja, o produto de

Clifford de elementos de C* pertence a Ct. Simbolicamente temos:
cter =ct, (1.12)

Por outro lado, o subespago de graduagio impar, €™, nio fecha uma subalgebra
de C, pois [Llestenes, 1966, pg. 16; Riesz, pg. 13]

C-C™ =C*. (1.13.a)
Cre-=C-C*=C-. (1.13.b)

A subalgebra par C*(R??) tem dimensio igual a 2*°! (p+ ¢ =n) e podemos
estabelecer urmn isomorfismo entre CY(RP) e C(IP97') ou C(IR**') [Figuei-
redo, 1987]. No caso da dlgebra do espago-tempo, CT(R'®) ~ C(IR*°), que é a
ilgebra de Pauli, discutida no Apéndice B.

DUALIDADE DE HODGE: vemos da eq.(4) que os subespagos C*(IR") e
C**(R™) tem a mesma dimensio. Portanto, é possivel estabelecer uma corres-
pondéncia (bijetiva) entre seus elementos. Essa correspondéncia é conhecida como
o dual de Hodge [Lima 1973, pg. 128-131; Flanders, pg.15-16]. Assim, por exem-
plo, os elementos de C"(IR") sio ditos pseudoescalares (duais de CO(MR") = IR), os
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elementos de C*~!(IR") sdo ditos pseudovetores (duais de C'(IB™) = IR"), etc ... A
definicdo exata do dual de Hodge ¢ delicada, mas a menos de um sinal ele tem uma
representacdo extremamente simples nas algebras de Clifford, pois vale o seguinte
teorema [Zeni, 1987, pg. 40-41; Salingaros e Dresden]

C*(R™) C*(IR") = C**(R") (1.14)

ou seja, o produto com pseudoescalares representa, de certa forma, a dualidade de
Hodge. Comparando este resultado com a ¢q.(10) podemos ter nogio de sua im-
portancia.

() teorema acima, eq.(14), pode ser demonstrado usando uma base {e;} ortogonal

para JR". A unidade pseudoescalar em C(IR™) é definida como:
1= eie3-" €, (1.15)

(Geometricamente a unidade pseudoescalar representa o elemento de volume ori-
entado em [R".

Uma base para o subespago C*(IR") é dada por {eje, ey , fh <ig < -+ <
ix}. Multiplicando um elemento da base de C*¥(J?") pela unidade pseudoescalar i, e
usando as propriedades de que velores ortogonais anticomutam eq.(8), e o quadrado

de vetores & um escalar, eq.(6), encontramos que este produto é dado por

EiCiy 7 Gy i= :l:(ﬂil)z(ﬂi:)2 T (‘?'l'k)2 Cixt1 Claya """ G5

(1.16)

n

E claro que ¢, ., ¢€j,,, ' ¢;, é um elemento da basc de C"*(JR").

MORFISMOS: as operagdes que vamos definir agora podem ser definidas em qual-
quer algebra T(IR"), A(JR") ou C(IR"), mas sdo especialmente iiteis em A(R") e
C(IR™). Essas operagbes nao dependem da métrica adotada em IR". As operagdes
sdo definidas sobre os vetores {e;} de IR™ e extendidas para a algebra dizendo como
elas agem sobre o produto (se mantém o produto sio automorfismos, se inverte a

ordem dos fatores sdo ditas antiautomorfismos) [Porteous, pg. 252; Riesz, pg. 13].
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As operages, indicadas gencricamente por *, sio lincares e involutivas, i.c., se

A e B sio elementos da Algebra vale:

(A+B)=A"+B"; (A =A. (1.17}
Automorfismo Principal ou (involugio principal): indicado por °

e&f = —¢ ; (eie;)? =ef ¢ . (1.18)

Antiautomorfismo Principal: indicado por *, [Hestenes e Sobcayk, pg. 5]

e =ei;  (ew;) =e

e; (1.19)

*
2
Composigdo das operages definidas acima, um antiautomorfismo, indicado por ~
~ 0 w] —_ P
Gi=e " =el" = —g 4 éie; = &;€; . (1.20)

As operagdes acima sio muito Gteis nas dlgebras A(JR*) e C(IR") porque permite
distinguir elementos de diferentes graduagées (a razdo disso é a antissimetria do
produto exterior. Note que também nas algebras C(R*) o produto de vetores
ortogonais é antissimétrico),

Isso é mais facilmente visualizado através do seguinte quadro, onde os fndices

indicam graduagio, eq.(1),

A = AP+ A FATFATFAYH-..
AD = AU—A]+A2—A3+A4—"'
(1.21)
A* = APFAT AT AT A4
A = A A - AL AL A

Observamos que as operagdes tem periodicidade 4 na graduagio.

Observe também que as opcragdes ndo alteram os escalares (isto é consistente
com o fato de que cscalares podem ser obtido do produto de Clifford de vetores,
veja eq.(6)).

Sob certas condigdes, i.e. conhecendo o comportamento do multivetor (ou forma)
sob a acdo da operagio (mais especificamente, se A* = +A), podemos determinar

quais as possiveis graduagbes do multivetor. Por exemplo, para A € C([R™)
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(i) se A" = A= AcC*t
(if) se A*= A= A € @C'™ @ Ct™+1) (22)

(iii) se A = A — A € @(C*™ @ C*™+?)

Lembramos que as operagdes independem da métrica.

Mais a respeito do produto de Clifford: A férmula fundamental para o
produto de Clifford (eq.(10) para o produto entre um k-vetor ¢ um j-vetor) pode
ser provada por indugdo finita sobre a graduagio do objeto [Zeni, 1987, pg. 12-21].
Para tetmos uma idéia da prova, que independe da escolha da base para IR", ci-
tames um trecho de [Zeni, 1987, pg. 11] sobre o procedimento a ser adotado na

[13

demonstragio. “.. por causa da associatividade do produto geométrico, o conheci-
mento do produto geométrico entre duas laminas de quaisquer graduacio pode ser
inferido do conhecimento do produto geométrico entre uma limina e um vetor, Para
completar a cadeia de raciocinios, também por causa da associatividade do produto
geométrico, o produto geométrico entre uma limina e um vetor pode ser inferido
do conhecimento do produto geométrico entre dois vetores quaisquer, e portanto,
podemos adotar um método construtivo para o estudo do produto geométrico, que
se basela num grau crescente de dificuldade no estudo do mesmo; iniciamos estu-
dando o produto geomdtrico entre dois vetores, depois partimos para o estudo do
produto entre um vetor e uma lamina, e como dltimo passo estudamos o produto en-
tre duas laminas de quaisquer graduagdo. O produto geométrico entre dois niimeros
de Clifford quaisquer, é em dltima instancia, uma soma sobre o produto geométrico
entre laminas através das quais representamos os multivetores componentes dos
mimeros.” Por liminas, entende-se o objeto formado pelo produto de Clifford (ou
produto geométrico) de vetores ortogonais (veja comentario apés eq.(8)).

Em relagio a cq.(10) temos a comentar que os multivetores de menor e maior

graduagéo sdo associados aos produtos interior e exterior dos fatores, indicados por
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o e A, respectivamente e reescrevendo a eq.(10) como

min(k,m}

Ak Bm = Z C|k-—m|+2j (123)

§=0
onde os indices indicam a graduacio dos multivetores, A, € C¥(JR"), etc... temos
por definicdo que os produtos interior, o e exterior A, sio dados por; {Hestenes ¢

Sobczyk, pg. 6 e pg. 2; Riesz, pg. 61]
Ak o Bm = C]k—ml (12‘1-3-)
At A B = Crem (1.24.b)

considerando & +m < n.

O produto exterior ja foi comentado. Por outro lado, o produto interior também
é utilizado na algebra exterior (ou de Grassman) como uma ferramenta adicional
([Lima, 1965, pg. 125-128; Lima, 1973, pg. 139]).

Deve-se destacar que o produto de Clifford envolve outros termos além dos pro-
dutos interior ¢ exterior {veja a confusdo em [Ktorides]). Somente no caso em que

um dos fatores é um vetor, digamos @, obtemos que [Ilestenes e Sobcezyk, pg. 8]
aAkZ’E‘OAk-I-ﬁ/\Ak (1.25)

Assim, podemos dizer que o miolo da série na eq.(23) (i.e. os multivetores resultantes
de graduacao intermediaria entre |m — k| € m + k) ¢ o fato novo e caracteristico do
produto de Clifford. Por exemplo, no produlo de dois bivetlores, indicados por A e
B, da algebra C(Hi*) com n > 4 encontramos que:

AB = GQ + Gg + 61.1 (126)

onde Ao B=0Cy, AANB = (4, ¢ além desses termos o produto de Clifford AB

acrescenta um bivetor, Ch.

Hé um outro fato que merece destaque na eq.(23): Os multivetores resultantes

do produto de um k-vetor e um m-vetor tem simelria em relagio a comutacio dos
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fatores, de acordo com a graduagio destes fatores e da graduagio do multivetor

resultante, isto é, cornutando os fatores na eq.(23) obtemos

miin(k,m)

BmAk = z (_1)6 G|k—m|+2j (127)
o

onde § = {k(k — 1)+ m(m —1) + 3(s ~ 1)}/2 onde s = |k — m| + 2j (veja [Zeni,
1987, pg. 31; Hestenes e Sobezyk, pg. 6]).
Este resultado é de extrema utilidade, por exemplo, no caso do produto de dois

bivetores, eq.(26) indicados por A e B, encontramos que [Hestenes e Sobczyk, pg.
15]

1/2(AB + BA) = Cy + C, (1.28.a)
1/2(AB ~ BA) = C, (1.28.b)

onde os C, sdo s-vetores resultantes do produto AB, eq.(26).

O resultado acimna nos mostra que o comutador de bivetores fecha uma algebra
(ou seja, resulta em outro bivetor). Este resultado é fundamental para o estudo dos
grupos ortogonais, O(p, q) pois os bivetores de C(IRPY) sio os elementos da 4lgebra
de Lie associada ao grupo, indicada por o(p,q) [Hestenes e Sobezyk, pg. 297] (veja
também eq.(2.37)).

No caso em que um dos fatores é um vetor, obtemos das eq.(27) e eq.(24) [Hes-
tenes, 1966, pg. 11-2]

To Ay = 1/2(5A; + (—1)*H1 4,7) (1.29.a)
TA Ay = 1/2(0Ag + (=1)* A7) (1,29.b)

PRODUTO COM PSEUDOESCALARES: J4 vimos que o produto com pseudo-
escalar, tem propriedades interessantes, eq.(14). Estamos interessados nesta segéo

nas propriedades de comutagio dos pseudoescalarcs. [Zeni, 1987, pg. 42; Riesz, pg.
14]
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(i) Qualquer que seja a dlgebra C(JR™) o produte dec elementos da subilgebra par

com pseudoescalarcs comuta

it = C*i (1.30)

(ii) Para algebras C(IR*“*!') gerados por espago de dimensio impar (como o
espaco euclidiano IR*) os pscudocscalares comutam, com qualquer elemento
da algebra

IC(IRP) = C(RPH) (1.31.8)

Se o espago gerador tem dimensio par (como o espaco-tempo IR!®} entio os

pseudoescalares anliconutam com clementos do subespaco impar, isto é:
1IC(R™) = —C~(R™)i (1.31.b)

As propriedades (i) e (i1) seguemn da analise do produto de um vetor da base {e;}
do IR" pela unidade pseudoescalar de C(MR") definida na eq.(15). Por exemplo,

e;1 = (—1)"_1 ie; (1.32)

Assim, se n € fmpar, 1 comuta com os vetores e portanto eomn qualquer elemento
de C(IR***1). Por outro lado, se n é par, 1 anticornuta com vetores, e portanto

anticomuta com qualquer produto de um nimero impar de vetores (ou seja, antico-
muta com qualquer elemento C™).

Além disso 0 quadrado da unidade pseudoescalar € igual a =1, (supondo que a
base do IR™ é normalizada) dependendo da dimensio e da métrica adotada. [Zeni

1987, pg. 42}. O quadrado da unidade peseudoescalar na élgebra C{(IR™), é dado

por
(n[ nﬂ—l! +q) '

i? = (-1) (1.33)

Euntdo, por exemplo,
C(R?): *=-1, C(R"™) ou C(R*"): %= -1 (1.34)
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onde 45 é usado para indicar a unidade pseudoescalar nas algebras do espago-tempo.

Vale ressaltar que se ¢ =

—1, entdo os escalares e psendoescalares formam uma
subalgebra de C(R") isomorfa a a dlgebra dos nimeros complexos. Além diszo, em
C(IR***1), apesar de estarmos considerando a dlgebra sob o corpo dos reais, é claro
da €q.(31.a) que hd uma estrutura algébrica similar a dos nimeros complexos que
permite sitnplificar os caleulos sem perder a nogio geométrica (veja Apéndice B e
tamnbém [Hestenes, 1967 e 1971]).
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CAPITULO II

GRUPOS ORTOGONAIS E SUAS ALGEBRAS DE LIE

Este capitulo apresenta alguns dos principais aspectos dos grupos ortogonais e
das dlgebras de Lie associada. A discussio ¢ inicialmente apresentada sem se referir
a uma algebra particular, para depois ser discutida a formulagio matricial ¢ a for-
mulagdo em termos das dlgebras de Clifford.

Vale ressaltar o seguinte fato: as transformagdes ortogonais em IR* formam um
grupo a n(n —1)/2 pardmetros. Na formulagio matricial elas sio associadas a ma-
trizes n X n, que satisfazem ¢q.(2.13), cada componente da matriz é uma fungao
dos parametros, e portanto, estamos trabalhando com n? fun¢des dos parimetros o
que pode dificultar a parametrizagdo das matrizes. Por outro lado, nas algebras de
Clifford, as transforrnagdes sdo representadas por nimeros de Clifford que perten-
cem a subalgebra par (ou ao subespago de graduagdo impar (veja eq.(23)), que tem
dimensdo igual a 2" (veja eq.(1.11) e eq.(1.5)), ou seja, nas algebras de Clifford
temos de determinar 277! fung¢des dos parimetros, que no caso do grupo de Lo-
rentz resulta em um nimero bem menor que na representagio matricial. Assim, a
determinagio das transformagbes ortogonais através das algebras de Clifford é uma
tarefa mais simples do que na representagao matricial (mas note que o vetor trans-
formado é obtido diretamente da formulagio malricial, enquanto que nas &lgebras
de Clifford é necessdrio um certo trabalho para se obter o vetor transformado, [Zeni
e Rodrigues, 1991], veja eq.(3.32)).

Usualmente na discussio matricial dos grupos ortogonais as simetrias nao tem
um papel fundamental, sendo muitas vezes excluidas da discussio. Entretanto, para
a discussio das transformagbes ortogonais através das algebras de Clifford, as sime-
trias desempenham um papel fundamental na determinacio dos possiveis niimeros
de Clifford associados a uma transformagao ortogonal (veja eq.(22)).

Antes da exposigdo mais detalhada dos grupos ortogonais e das dlgebras de Lie
associadas ¢ significativo ter em mente o seguinte [Miller, pg. 162]: “grosseiramente
falando, um grupo de Lie é um grupe infinito (ou continuo) cujos elementos po-
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dem ser parametrizados analiticamente. Entdo, qualquer elemento, digamos g, do
grupo pode ser indicado g(A1, Ag,..., ;) em termos dos parimetros Ay, Ag, ..., As.
Os parametros do produto gg' sdo fungdes analiticas dos pardmetros de ¢ e ¢'”
Deste modo o grupo tem (localmente) associado um espago vetorial: o espago dos
parametros (o grupo em si ndo € um espago vetorial).

Sobre o espago dos parimetros ¢ que se constrdi as dlgebras de Lie [Miller, pg.
166] associadas ao grupo. De certo modo as algebras de Lie contém toda a in-
formagdo essencial a determinagio do grupo (ao menos da componente conexa &
identidade, veja discussdo apés eq.(16)), desde que elas permitem, através do conhe-
cimento do produto de Lie, determinar o produto (composicio) de dois elementos
do grupo [Miller, pg. 167].

GRUPO ORTOGONAL: Considerc que no espago vetorial IR" estd definida uma
métrica” indicada por g, néo necessariamente positiva definida (veja pg. 8).

Os vetores de espagos lorentzianos v € R'™! sao divididos em trés classes de
acordo com a métrica g(v,v) ser positiva, negativa, ou nula, i.e. sio ditos vetores
tipo-tempo, lipo-espaco e tipo-luz, respectivamente.

Estamos interessados nas transformacgoes lineares ¢ invertiveis de R® em "
que preservam a métrica. Iissas transformacdes definem o grupo ortogonal, indicado
por O(n) ¢ escrevemos

O(n): R* — I*
se Ae On),ue R, Auc R* e vale

g(Au, Au) = g(u,u) (2.1.a)
ou em termos da forma bilincar associada a métrica, Vu,v € ",
g(Au, Av) = g(u,v) (2.1.b)

Desta dltima equagio vemos que se u e v sdo ortogonais, entio Au e Av
também sdo vetores ortogonais, ou seja, as transformagdes que perservam a métrica,
levam vetores ortogonais em novos vetores ortogonais (daf o nome, transformacdes

* ou norma ou forma quadritica, que tem associada um produto interno, ou forma bilinear
simétrica ([Riesz, pg. 7))
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ortogonais).

SIMETRIAS: as transformacgoes elementares do grupo ortogonal sio as simetrias.
Uma simetria é definida em relagio a um vetor, indicado por v {que nio seja tipo-
luz, i.e. g¢g(v,v) # 0), de modo que inverta a componente dos vetores de IR"
pararela a esse vetor (ou de outro modo, a simetria inverte a componente ortogonal
ao hiperplano ortogonal a v [Barut, pg. 14-15]). Assim a simetria em relagdo ao
vetor v € 1ndicada por 5, ese u € R", temos que

Swu=u— QM v (2.2)
g(v,v)

E imediato verificar que S, € Ofn), i.e.
¢(Syu, Syu) = glu,u), (2.3)

O resultado fundamental sobre os grupos ortogonais, principalmente na aborda-
gem da algebra de Clifford (veja eq.(22)) é o seguinte

Teorema: Toda transformagio ortogonal de O(n) pode ser expressa como um pro-
duto de no maximo n simetrias.

Exemplos do teorema acima scrdo dados no capitulo 111 (veja eq.(3.50) e eq.(3.53))
e também Apéndice F (veja eq.(F.3)).

O Teorema acima permite distinguir um subgrupo do grupo ortogenal: o grupo
das transformagdes proprias, indicado por 50(n). A caracteristica deste subgrupo
€ que toda transformagéo de SO(n) ¢ o produto de um niimero par de simetrias. A
‘paridade’ na decomposigio de uma transformacio ortogonal em produtos de sime-
tria ¢ independente da decomposigio. QObserve que as transformagdes que invertem
os vetores de base s&o simetrias em relacio a estes vetores (por exemplo, inversio
temporal e inversdo espacial, no espago-tempo).

A prova deste teorema é baseada na segunte idéia [Santald, pg. 91; Riesz pg. 72-
77) (veja também [Barut, pg. 15-16] para uma prova mais elegante): Considere que
A € O(n) transforma a base {e;} em {e] = Ae;}. Vamos definir uma sequéncia de
simetrias que leva {e;} em {e!} do scguinte modo.

Seja a simetria 5 definida pelo vetor e} ~— e; (supondo e} # e;). Da eq.(2) é
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imediato verificar que Sje; = e}. O processo continua transformando toda a base
{ei} — {e} = Sie;}, e considerando a simetria S; definida pelo vetor e} — e).”
Assim temos da eq.(2) Sze, = 3. E claro que desse modo, apés wm nitmero maximo
de n simetrias,”™ i.e.,

(e} 25 {0 25 (& 20 2y (e} (2.4)

teremos transformado a base {e;} na base {ef = Ag;}.
Observamos que as simetrias ‘scguintes’ preservam os vetores ‘ja arranjados’, i.e.,

Spmer=e;y s m>k

por exemplo S,e] = 53(5161) = S1e1.

Este fato é claro se notarmos (veja eq.(2)) que os vetores ortogonais ao vetor que
define uma sunetria sao invariantes sob a agdo desta simetria (no exemplo acima,
e] = S1e1 € ortogonal a e} e também a e, = Sie; e portanto ao vetor e) — € que
define Sy).

TRANSFORMAGOES INFINITESIMAIS: Consideremos o “Ansatz” de que
toda transformagdo ortogonal, A € S0.(n), pode ser obtida por exponenciagio
de um objeto, indicado por F, onde a exponencial é definida formalmente por sua
expansao em série:

F F?
A=f.- =1+F+E+-..+... (2.5)
F ¢ dito o gerador (infinitesimal) da transformacéo. '

A exponencial dos geradores cxibida acima, eq.(5), representando uma trans-
formacdo do grupo ortogonal é uma parametrizagio (o mapa exponencial) do grupo
através da dlgebra de Lie associada. Na realidade, o mapa exponencial recobre
apenas a componente do grupo conexa a identidade, (aquelas transformagdes que
podem ser obtidas da identidade de modo continuo [Miller, pg. 175-6]).

Para métricas euclidianas (positiva definida) o subgrupe SQ(n) é justo a compo-
nente conexa. Para métricas indefinidas (como a de Lorentz), ha necessidade de se

*a argumenta.qﬁolé mais corr;lpllexa se o velor e;_.— e ‘é tipo-luz. (veja [Ba.l:ut, pg. 16]).
** pode ser que sejam necessirios menos que n simetrias por exemplo, se hi um subespago de
IR" invariante por A.
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restringir mais, sendo que a componente conexa & identidade é formada pelas trans-
formacges proprias ¢ ortécronas, indicadas por S04+(n), onde as Lransformagoes
ortécronas preservam a diregio temporal dos vetores tipo-tempo [Barut, pg. 13}
(vetores cuja métrica é positiva), permitindo assim definir o conceito de causalidade
no espago-tempo [Landau e Lifshitz, 1975, pg. 14-5}.

Dividindo F por um nidmero natural n >> 1, obtemos uma transformagio
infinitesimal {Riesz, pg. 128]

: F
Aﬂ=c”“=1+;+Oz(F/n) (2.6)

onde Q% F/n) sio termos da ordem de 1/n*® (ou inferiores) que estamos despre-
zando.

A transformacio finita A pode ser obtida de A, por sucessivas aplicagdes desta
ultima, isto é:

A=Ar=(1+ -11;:)" (2.7)

¢ tomando o limite n — co encontramos uma delinigao alternativa para a exponen-
cial.

Interessa caracterizar imelhor o gerador F. Desprezando na ¢q.(5) termos da or-
dem de I"? e as poténcias superiores, e desde que A € On) preserva a métrica,
eq.(1.a), segue que

glu, Fu) =10 (2.8)

e escrevendo u = v + w, encontramos que
g(v, FPw) = —g(Fv,w). (2.9)

Assim, os geradores do grupo ortogonal O(n) sdo antissimétricos (skew-
symmetric) em relagio a métrica g. Os geradores sio elementos da dlgebra de
Lie associada ao grupo O(n). Nesta algebra, além da soma, encontra-se definido
um produto, denominado o produto de Lie, ou comutador, indicado por [F, E], onde
F e E sio dois geradores, e [F, E] é definido como

[F,E) = FE — EF. (2.10)
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E imediato verificar a partir da eq.(9) que H = [F, B] também satisfaz a eq.(8), i.e.
g(u, Hu) = g(u, FEu) — g(u, EF'u) = —g(Fu, Eu) + g(Eu, Fu) = 0. (2.11)

De outro modo, dizemos que o comutador, [F,[F], dos geradores fecha uma
4lgebra (a dlgebra de Lie) intimamente relacionada ao grupe [Miller, pg. 166-8].

Em relagio as transformagdes finitas eq.(5), o comutador dos geradores apa-
rece quando: (i) consideramos termos de segunda ordem na expansio da exponen-
cial; (ii) consideramos duas transformacdes, digo A ¢ B, e o seguinte produto
ABA™!B~! = (, naturalmente denominado o comutador [Miller, pg. 167]. Se A
e B sio geradas por F, E, entdo ' é gerada por H = [F), E], pelo menos até se-
gunda ordemem F ¢ E (i.e., desprezando termos da forma F*G™ com n+m > 3).

Note que se A =c? ,entho A~!=e F,. desde que e+ =¢teP, se A e B

comutam.

FORMULAGAO MATRICIAL DOS GRUPOS Q(n): Representando vetores do
IR™ por matrizes colunas n x 1, as transformagdes ortogonais sdo representadas por
matrizes n X n (com componentes reais).

Dada uma base ortogonal {e;} de IR" com um nimero p de vetores de
‘quadrado’ (e = g(e;, &) positivo (+1) ¢ g vetores de ‘quadrado” ncgativo (-
1), p+ ¢ = n, a métrica g ¢é assim representada por uma matriz n X n cujos
elementos fora da diagonal sio nulos e os p primeiros clementos da diagonal sdo 41

e 0s g testantes -1, sendo a métrica indicada por g = diag(+,+, 1, — — ", —)-

-

ey

P YCICS g veded
Para explicitar a métrica associada a I", € conveniente escrever M™Y.

De acordo com a exposi¢io antcrior, os p primeiros elementos da matriz coluna
représenta,ndo um vetor de P9 sio as componentes do velor segundo os elementos
da base {¢;} que tem ‘quadrado’ positivo (a base é ordenada tal que g(ej, e;) = +1,
se j=1,....,p;9(ex,ex) =—1se k=p+1,p+2,...,n).

A norma de um vetor v € JR* ¢ dada por

g{v,v) =vigo (2.12)

* e portanto, qualquer base ortogonal de JR® terd 0 mesmo nimera p de vetores de ‘quadrado”
positivo, e g vetores de ‘quadrado’ negativo. (teorema de invaridneia da forma quadratica) [Barut,
pg. 11; Rodrigues e Faria-Rosa)
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onde vamos usar o mesmo simbolo para o vetor e a rnatriz coluna associada (esse vai
set 0 procedimento ao longo desta tese). O fndice * indica a transposta matricial.
Uma. transformagio A € O(p,q) deve preservar a norma e portanto satisfaz a
seguinte condigdo (cf. eq.(1))
AlgA=g. (2.13)
Considerando as linhas (ou colunas) da matriz A como um vetor de RPY, a

eq.(13) acima diz que esses vetores sio ortonormails. Isso nos permite encontrar o
nimero de pardmetros do grupo ortogonal O(n).

. ., .nn=-1 . ,
Se temos n vetores ortonormais entio ha % equagoes de ortogonalidade
e n equagoes de normalizagio, e portanto
7 n(n—1) n(n-—1)
n—n-— = 2.14
3 5 (2.14)

pardmetros independentes (ha um método alternativo, mais genérico, para se obter
o nimero de pardmetros de um grupo a partir dos geradores, veja eq.(17) ¢ também
[Miller, p. 172}).

Voltando a ¢q.(13) vemos que as matrizes ortogonais satisfazem
det A = 1., (2.15)

As matrizes com det A = +1 formam o subgrupo préprio SO(n).
Liin espagos com métrica lorentzianas, onde apenas um dos vetores da base {e;}; *
indicado por eo, tem norma positiva (ou negativa) demonstra-sc que [Barut, p. 11]

|Ago| = 1. (2.16)

As transformages com Agp = 1 sio ditas ortécronas e formam um subgrupo de
O(1,n — 1) indicado por O4(1,n —1)."

* As  matrizes das transformagbes O(1,n = 1) sko indicadas  por
Aon -+ Ap;---
A= : [44] =12, ..,n-1.

i)

** em varios livros de relatividade restrita, o grupo de Lorentz ¢ indicado por £ (equivale ao
grupo O(L,8) ou O(3,1)) enquanto que o subgrupo das transformagdes proprias é indicado por
L4, e o subgrupo das transformac@es ortécronas L7 [Miller, pg. 288; Barut, pg. 22-3 e pg. 12-3]
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MATRIZES ANTISSIMETRICAS -~ Afirmamos na segio anterior que a compo-
nente conexa 3 identidade, S$O(n) nas métricas euclidianas e SO4(1,n — 1) nas
lorentzianas podem ser parametrizadas pelos elementos da algebra de Lie associada
através do mapa exponencial. Estamos interessados na caracterizacio dos geradores
na representacio matricial, Inicalmente observamos que é possivel mostrar [Miller,
pg. 156] que se uma matriz é dada pela exponencial de outra matriz, i.e. A = ef
entdo det A = eI™, e desde que se A € SO(p,q), det A = +1, *** , as matrizes
representando os geradores devem ter trago nulo.

Da eq.(13) e eq.(6) é possivel mostrar que os geradores devem satislazer [Jackson,
p. 415; Miller, pg. 172; Zeni e Rodrigues, 1990.b):

(Fg) = -Fg (2.17)

ou s¢ja, sio matrizes, que multiplicadas pela métrica, sio antissimétricas (cf. eq.(9)).
Observe que a dimensdo das matrizes antissimétricas n x n € igual ao nimero de
parametros do grupe Ofn), eq.(14).

E imediato verificar na representagio matricial que o comutador de dois geradores
é ainda urmn gerador, ou seja, se F e F satisfazem eq.(17), entdo H = [F, E| =
FE — EF também satisfaz eq.(17), pois temos que (cf. eq. (11)).

(Hg)t = gE'F' — gF*'E' = —EgF' + FgE' = EFg - FEg=~Hg.  (2.18)

Assim, as matrizes antissimétricas em relagdo a métrica g (matrizes satisfazendo
eq.(17)) fecham uma dlgebra em relagdo ao comutador do produto matricial, iden-
tificada com a 4lgebra de Lic associada ao grupo ((n) da métrica g.

FORMULAGAO DAS TRANSFORMACOES ORTOGONAIS ATRAVES .
DAS ALGEBRAS DE CLIFFORD: Vamos discutir no que se segue como formular
as transformacdes ortogonais através das algebras C(JR"™). A dicussdo a seguir € in-
dependente da métrica adotada, nio necessitando usar a notagao IRP ou O(p,q).

Desde que desejamos que as transformagdes sejam invertiveis , vamos usar os
nimeros de Clifford que possuem inverso (nio € um fato ébvio pois as algebras
C(I™) ndo sdo, em geral, dlgebras de divisao).

wx ¢TrF w () =+ argumento para ndo recobrir O(n)
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A lei de transformacio dos vetores z € JR™ que vamos adotar tem a forma de
uma transformacio de semelhanca ([Figueiredo et al] denominam agio adjunta) e é
dada por

' =AzA™! (2.19)

E claro, da forma da transformacio acima e da definigio do produto de Clifford,
eq.(1.6), que o ‘quadrado’ do vetor z € preservado pela transformagéo, i.e.,

o = 22, (2.20)

Entretanto, no é a principio garantido que z’ seja um vetor do IR™. A exigéncia
de que z' seja um vetor do IR™ impdem restrigdes sobre os possiveis niimeros de
Clifford invertiveis que podem ser usados na eq.(19). Essas restrigdes serdo discutidas
a seguir (veja eq.(22)). Por enquanto, os mimeros de Clifford que preservam A"
sob a acio dada pela eq.(19) formam um grupo, deneminado o grupo de Clifford,
indicado por T(IR") (ou I'(p,q) quando desejarmos explicitar a métrica).

E claro, pelo dito acima que para os elementos do grupo de Clifford a eq.(19)
representa uma transformacio ortogonal em JR*. Também, é claro da eq.(19) que
essas transformagbes sio injetoras (um a um) e sobrejetoras ([Porteous, p. 255]).

Agora, vamos usar o teorema de que toda transformacgio ortogonal é o produto
de simetrias (veja eq.(4)) para estudar as condigbes satisfeitas pelos elementos do
grupo de Clifford T'(JR").

Inicialmente, observamos que se A = a € [R", onde &* = g(a,a) # 0, (veja
eq.(1.6)), entio o vetor transformado (eq.(19)) & dado por:

1’ = (az + za — ra)a”

V= 2¢(2,a)a™ — = (2.21)

onde a™1 =a/a?.

A equagio acima é muito parecida com a equagio que descreve uma simetria
eq.(2), (em relagio aoc vetor @) e ¢é denominada uma reflexio em relagio ao vetor
a. A reflexdo troca o sinal das componentes ortogonais ao vetor que define a reflexao.
Assim, a reflexdo por um vetor ¥ € 12" € igual ao produto de (n —1) simeirias em
relagio aos n— 1 vetores ortogonais ao vetor ¥ e que junto com este formam uma
base ortogonal de {IR"}.

Em espagos de dimensio impar, J??"*1, esta diferenca é fundamental pois é claro
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que nesse ¢aso wna reflexdo é igual ao produto de um nimero par de simetrias
(ou de ouiro modo, uma simetria nunca pode ser expressa em termos de reflexdes).
Por outro lado, em espagos de dimensdo par ndo ha problemas, i.e., reflexdes sio
geometricamente equivalentes a simetrias (por exemplo, ne !, uma simetria seria
o produto de trés reflexdes, ¢ vice-versa).

Portanto, para espagos de dimensio par, como no caso do espago-tempo R? o
teorema de que loda transformacio ortogonal pode ser decomposta no produto de
simetrias é vilido se considerarmos simetrias ou reflexdes. Tal fato implica que os
elementos do grupo de Clifford sie o produto de vetores a;, i.e.,

AEF(RH);\*AFGI(I;QL, kETL (222)

tais que af # 0.
Assim, ¢ imediato verificar que se A salisfaz a eq.(22) entdo segue que:

AeECH(R™) ou AeC (RY (2.23)

desde que o produto de um ndmero par (impar) de vetores pertence a CH(C™).
Por outro lado, também se deduz da eq.(22) que:

A*=¢A™' Jonde cc R— {0} (2.24)

onde * indica o principal antiautomorfismo da dlgebra C(IR") (veja eq.(1.19)) e se
A é dado pela eq.(22), A* ¢ dado por

AY = arap_q...a2a,. (2.25)

E claro, da €q.(25) quese A €Ct == A" € (T (AcC™ = A* € (7).

As €q.(23) e eq.(24) sdo condigdes necessirias, mas nao suficiente para que A
seja um elemento do grupo de Clifford. O resultado fundamental {Porteous, pg.
264-5] é que para dimR® < 5, as eq.(23) e cq.(24) sio condigBes suficiente para
determinar os elementos do grupo de Clifford. Vamos fazer a demonstragio para
dim JR* < 4, pois estamos nessa monografia especialimente interessados nas lgebras
do espago-tecmpo (R ou R™1).

* por exemplo, no J&%, uma reflexdo vm relagio a um vetor, é equivalente a uma rotagio ao
redor desse vetor por m radianos,
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Considerando quc A age sobre vetores = € R* de acordo com a eq.(19), vamos
demonstrar que (considerando que A* = A1)

AzA™! = AzA* € R*, (2.26)

Ressaltamos novamente que a métrica nfio interfere na nossa discussio, i.e., po-
demos tomar R = RP? com p+q =4,

Tnicialmente, considerando a eq.(26), vermos que qualquer das alternativas para
A na eq.(23) conduz ao resultado que AzA* é um elemento de subespago impar
¢ (k) (veja cq.(1.13)), isto é sc

o =AzA = 2’ =z +2L e PO (2.27)

onde os indices indicam a graduagao.
Agora, da definicio do antiautomorfismo principal, eq.(1.19), se = € IR", entao
" = & e seguc que
= AzA =" =2, (2.28)

Por outro lado, da cq.(1.21) segue que se
=z +ay, =" =4 — 2 (2.29)

portanto, das eq.(28) e ¢q.(29) concluimos que =4 = 0 se 2’ = AzA™ = Az A”,
comno queriamos demonstrar.

Para z € RS, terfamos que considerar na eq.(27) que z’ poderia ter um multive-
tor componente de graduagio 5, que nio seria eliminado pela nossa argumentagao,
eq.(28) ¢ eq.(29), pois se x5 € C° ,z5"* = x5. (veja eq.(1.21)) Assim, terfamos mais
um passo na demonstragio (Porteous, pg. 265], baseado, entre outros fatos, que
C5(IR®) & o espago dos pseudoescalares de C(IR®) que gozam de propriedades bem
particulares (veja eq.(1.16) e eq.(1.32)). Para dimJR" > 5 a possivel componente
de z' em C° nao seria necessariamente um pseudoescalar, o que impede a genera-
lizagao do resultado.

Grupos PIN, SPIN e outras discussies encontradas na literatura: da
eq.(24) mostramos que AA* é um ntimero real ndo nulo. Os elementos do grupo de
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Clifford que satisfazem AA* = +1 formam um grupo, denominado grupo PIN (o

motivo para o nome ficara claro no que se segue), i.e.,
Pin(p,q) = {4 € I(p,q) / AA® = £1}. (2:30)

Por sua vez, os elementos do grupo Pin(p,q) que pertencem a subélgebra par
CH(IRP9) formam um subgrupo (veja eq.(23)), denominado grupo Spin(p, q),

Spin(p,q) = Pin(p,q) NCH (). (2.31)

Por fim, os elementos de Spin(p,q} que satisfazem AA* = +1 formam o grupo
Spiny(p, q), que é a componente conexa a identidade do grupo de Clifford [Porteous,
pg. 268], exceto para p+ ¢ <2 [Lounesto).

Quando p4g = n & par temos os scguintes isomorfismos através da agio adjunta,
eq.(19)

Pin(p,q){ Z2 — O(p,q)

Spin(p,q)/ Z2 — S50(p,q) (2.32)

Sping(p,q)/ Zy — S04(p,9q)
onde o quociente por Zz; no membro esquerdo indica que devemos identificar os
clementos 4+A4 do grupo em questao. As duas dltimas relagdes siao vdlidas para
7+ g qualquer.
Para espagos de dimensdo impar ¢ conveniente introduzir a seguinte lel de trans-
formagdo (usada em [Porteous, pg. 254]):

' = A"zA! (2.33)

denominada agio adjunta “modificada’ (‘twisted’ segundo [Figuciredo ct all).
Assim, quando A = a € JR™ obtemos umna simetria da eq.(33),

' =z 2(a,z)a". (2.34)

Neste caso pode-se definir de maneira andloga a discussdo anterior eq.(30) e
eq.(31) os grupos de Clifford modificado, grupe Pin modificado, grupo Spin mo-
dificados (indicados por, I'¥, Pin®,S5pin® em [Figueiredo et al]). Tanto para n
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par, quanto n impat, temos os scguintes isornorfismos

Pin" (p,q)/ Z2 — O(¢,p)
Spin® (p,q)/ Zy — SO(q,p) (2.35)

Spin% (p,9)/ Z2 — 50+(q,p)

A diferenca em relagio ao resultado anterior, eq.(32), € que a métrica ¢ invertida
na correspondéncia acima.

Na parte par da algebra, a agio adjunta € igual a agdo adjunta modificada, i.e.,
se A& CT(IRPY) (veja eq.(1.22)).

AP zA™t = AgA™? | (2.36)

e portanto Spin(p,q) = Smn" (p,q), desde que os grupos Spin(p,q) (e
Spin® (p,q)) estdo restritos a parle par da dlgebra (veja eq.(31)).

TRANSFORMAC&ES INFINITESIMAIS E BIVETORES - Vamos agora dis-
cutir a dlgebra de Lie associada aos grupos Spini(p,¢) (a componente conexa do
grupo de Clifford). Considerando a eq.(5), e desde que A € C*(It"*), é imediato con-
cluir que os geradores F' € C*(R™). Além disso, se A = e, segue que A~! = e~F
e para A satisfazendo eq.(24), i.e., A* = A™', concluimos que

L]

F*=-F | (2.37)

pois é imediato verificar da expressio em série, eq.(5), que A* = &',

Para algebras C(JR") onde n < 5, a condigho acima ¢ o fato que F € CY(R")
assegura que F' € C2(IR"), ou seja, F' é um bivetor (veja eq.(1.21)).

Observamos que o subespago dos bivetores, C*(Mi"), tem a mesma dimensao
que o nimero de pardmetros das transformagdes ortogonais (cf. eq.(14) e eq.(1.4)).

Ressaltamos que também as transformagdes infinitesimais devem preservar a gra-
duagio dos multivetores, i.e., se Uy ¢ um k-vetor, entao

U' = AULA™ = Uy + [F, Uy (2.38)

* este falo pode ser mostrado alternativamente através do isomorfismo entre k-vetores e tenso-
res antissimétricos de ordem k, pois sabemos que os geradores na formulagio tensorial sdo tensores
antissimeétricos de 2% ordem (veja também [Hestenes e Sobeayk, pg. 297]).
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onde A=14+F e [F\Uy) = FU, — U, F.
O objeto transformado [/’ também é um k-vetor, desde que o comutador com

bivetores preserva a graduagio (veja eq.(1.28) e também [Hestenes e Sobczyk, pg.
15-16; Riesz, pg. 175)).

COVARIANCIA DOS NUMEROS DE CLIFFORD - Da eq.(19) e do fato que
todo numero de Clifford pode ser expresso como a soma de produtos de vetores,
¢ claro que qualquer nimero de Clifford tem a mesma lei de transformagio que
o8 vetores. Por exemplo, os bivelores, elementos de C*(IR"), podem ser expressos
COTING

F = Fijﬂ"ﬂj 3 1 '{j (2.39)

onde {e;} é uma base ortogonal para IR", {e;e;} sendo uma base para C*(IR") e
portanto

se e — AgA™! = ey — Aeje; AT (2.40)

Este fato é fundamental para as teorias relativistas. Observamos que na for-

mulagio tensorial, Lensores (ou as componentes dos tensores) de diferentes ordens

transformam de modo distinto, e portanto em uma equagio covariante sob o grupo

O(n) todos os termos devem ser tensores de mesma ordem. Por exemplo, no caso

das equagtes de Maxwell, na formulagio tensorial temos duas equagoes, uma de
terceira ordem (equagdes homogéneas)

GHFef + 9P 4 gF e =
e uma de primeira ordem (equacio com as fontes)
O F* =J".

Assim, no cdlculo tensorial por componentes ndo podemeos unir as duas equagdes
acima em uma unica equagao covariante. Entretanto tal fato é possivel com o uso das
algebras de Clifford. [Hestenes, 1966, p. 29; Greider, 1984] (veja também eq.(4.8)).
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CAPITULO III

A ALGEBRA DO ESPACO-TEMPO

Neste capitulo discutimos a dlgebra de Clifford gerada por vetores do espago veto-
rial de Minkowski, 72'°, denominada 4lgebra de Minkowski [Zeni e Rodrigues, 1991;
Hestenes, 1985.a] ou algebra de ‘Dirac’ [Hestenes, 1966, pg. 24], pois as relages de
comutagao satisfeita pelos vetores do espago-tempo sdo as mesmas das matrizes de
Dirac [Feynman, pg. 41-42].*

Observamos que em relatividade restrita tem se usado indistintamente as
méiricas g = diag(+,—,—,~), ou seja, o espago vetorial R!?, e g =
diag(—, +,+,+), o espago vetorial R*!. Em varias aplicagdes, como na formulagio
da Eletrodinamica Classica e na formulagdo do grupo de Lorentz™ os principais re-
sultados sdo independentes da métrica adotada. Entretanto, é necessirio observar
que as dlgebras de Clifford geradas por ', dita dlgebra de Minkowski, e R™,
dita algebra de Majorana nio sio isomorfas, ou seja, ndo ha uma correspondéncia
um a um entre os elementos de C(IR™) e C(IR*') que preserve o produto (vcja
definigdo do produlo de Clifford, eq.(1.6), e lemnbramos o teorema de invariancia da
forma quadratica).”*

De qualquer modo, nas aplicagdes que estamos intercssados nesta monografia,
1e., grupo de Lorentz e Elelrodinamica Classica, a escolha da métrica, ou do espacgo
vetorial RY® ou R*!, ndo atrapalha nossos resultados. Tal fato é mais ressaltado
ainda pelo resultado de que ambas as dlgebras de Clifford, C(R'?) ¢ C(JH*?), tem
a mesma subalgebra par, identificada com a algebra de Clifford gerada pelos vetores

* Entretanto, seria conveniente neste ltimo caso denomina-la dlgebra de Dirac-Ilestenes, pois
a construgio da dlgebra aqui realizada é sobre o corpo dos reais, enquanto que na dlgebra de Dirac
usada na Mecanica (Juinlica, a dlgebra é realizada sobre os complexos.

** note que SO, q) ~ 50(q,p) [Figueiredo et al; Porteous, pg. 257)

*** Este 1ltimo fato tem uma importancia crucial na formulagao da teoria do elétron de Dirac
(¢ congequentemente, da Eletrodinamica Quantica) nao s6 relativo a interpretagio geométrica da
teoria de Dirac, [Rodrigues e Qliveira, Hestenes 1990] mas também cm aspectos quantitativos

{muitos calculos, por exemplo se¢des de choque, usando representagoes de Majorana e Dirac sdo
distintos),
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do espago euclidiano (também conhecida como a dlgebra de Pauli, apéndice B).

A ALGEBRA DO ESPAGO-TEMPO C(R'¥) - uma base ortonormal para o
espago vetorial de Minkowski serd indicada por {v.}, # = 0,1,2,3, i.e, 03 7,

satisfazem:

.':7(’70)70) =1 ’ g(’YJ’fYJ) = _19 .7 = 1!2$3
(Y1) =0 se p#v.

As relagfes acima podem ser resumidas através das componentes da métrica gy,
onde ng=Uase ”7&”7 QUU=+1 = gjj=_]-

I Vv V) = G - (3.2)

Introduzindo o produto de Clifford (veja eq.(1.6) e eq.(1.8)) entre os vetores 7,,
temos a seguinte definicdo para o produto de Clifford na algebra do espago-tempo

YuYe * VoYu = Zg.w (33)

que scgundo a interpretagio geométrica aqui adotada traduz as relagbes de ortonor-
malidade entre os vetores 7, (cf. o tratamento puramente algébrico em Mecanica
Quantica Relativista [Lifshitz et al, pg. 93-100; Bjorken e Drell, pg. 6-8 e 17)).

A dlgebra C(JR'®) pode ser decomposta nos seguintes subespagos:

C(R'"™*)=C"al'aCaC ! (3.4)

ie., todo clemento de C(JR!?) pode ser escrito como a soma de uma parte escalar,
vetor, bivetor, trivetor e quadnvetor,” sendo que devido a dualidade de Hodge,
eq.(1.14), entre os espagos (3 e (!, assim como entre (% e (*, trivetores em
C(IR'?)} sio também denominados pseudovetores, enquanto que quadrivetores sio
alternativamente denominados pseudoescalares.

Uma base para a dlgebra do espago-tempo é obtida através do produto de Clifford

dos diferentes vetores 7, (acrescida da unidade escalar), e é dada por

{1!7#:7#1!:7#"-\’75} (35)

* ¢f. a denominagdo das formas bilineares da teoria de Dirac, [Lifshitz et al, pg. 124; Bjorken

¢ Drell, pg. 25-6).
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onde Y = VY (1 < V), Yuur = Ve n N (4 < v < A) € 75 = Yo71727s € 2 unidade
pseudocscalar da 4lgebra do espago-tempo.

DUALIDADE E PSEUDOESCALARES - Hd um modo mais simples de se re-
presentar a base da dlgebra C(IR!'?) que faz uso do fato de que os pseudoescalares
estdo associados a dualidade de Hodge (veja eq.(1.16)), isto &, multiplicando um
velor do IR'® por ~; obtemos um trivetor de C(IR'?), por exemplo,

I5Yo = — 1273 - (3-6)

Assim, a base de C(JR'?) pode ser expressa como mostrado abaixo

{l) 7#!7;4#17573575} . (37)

Tal falo simplifica em muito os cdlculos, pois o produto com a unidade pseudoe-
calar goza de varias propriedades.
Observamos que em C(/R'®) a unidade pseudoescalar, +v;, anticomuta com ve-
tores (cf. eq.(1.32)), i.e.,
VeV = a5 (3.8)

mas comuta com qualquer elemento da sub&lgebra par (escalares, bivetores e pseu-
doescalares), Ct(R'?) (veja eq.(1.30)).
Além disso, é imediato verificar que a unidade pseudoescalar tem quadrado ne-
gativo (veja eq.(1.33)),
7 =-1 ‘ (3.9)

e portanto o subespaco dos cscalares e pseudoescalares, CO(IR') @ C4(R!?), é iso-
morfo a dlgebra dos nimeros complexos.

Vale ressaltar, que de acordo com a interpretagio geométrica proposta para os
elementos das algebras de Clifford, s é identificado com a unidade (orientada) de
volume no espago-tempo [Hestenes, 1971, Hestenes, 1985.b].

E conveniente dividir as componentes dos vetores v — v*y, € IR, em compo-
nente temporal, v%49, € componentes espaciais dadas por ¥ = v'y; (I = 1,2,3).
Essa divisdo ¢ extendida naturalmente aos multivetores, por exemplo, as cormponen-
tes temporais de um bivetor F = F*~y,, € C}(IRM), u < v sio dadas por [0y,
e as componentes espaciais por Fily; § < j.
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O produto da algebra C(IR!?) entrc dois vetores espaciais, digamos @ ¢ 7, é
relacionado aos produtos (da algebra vetorial do Fi%) escalar (dot), indicado por
i+ ¥, e vetorial (cross), indicado por @ x ¥, através da seguinte {drmula:

B7 =~ 7 — s X P10 (3.10)

Estamos considerando o produte vetorial como um vetor do espago-tempo cuja

componente temporal € nula, Le.

UX U= Eijk u‘v"'yk .
| = 4- 4, positiva definida.
Observamos que a dualidade de Hodge alua no espago dos bivetores C*(IR'7)

O produto escalar traz consigo a norma cuclidiana |@

como uma dualidade “prépria”, isto &, transforma bivetores em bivetores. Note que
o dual de Hodge das componentes temporais de um bivetor resulta em componentes
espaciais, e vice-versa (cf. [Jackson, pg. 425]). Tal fato é obtido dirctamente do
produto com pseudoescalar, (que representa a dualidade de Hodge), veja eq.(1.16),
pois vale que
Y5Yio = —EijkYik (3.11)
onde €;jx é o tensor de Levi-Civita, completamente antissimétrico nos indices ¢, 7, k.
Assim, um bivetor F' € C*(Mi"?), pode ser representado alternativamente como

se segue:

P =1[2F"5, = (E' + 78" )y0 = (£ +%8B)10 (3.12)
onde a soma sobrc indices repetidos estd subentendida, F* = —F¥# ¢ definimos
que

E'=F° ; B =—¢;F*. (3.13)

A expressio acima para bivctores é muito conveniente. Dela se deduz imediata-
mente que F? é a soma de um escalar e um pseudoescalar (veja eq.(1.28)), i.e.,

F* = |E = |B)? + 2y E - B (3.14)

onde no célculo acima usamos o fato de que v anticomuta com vetores e 4f =
-1, 7p anticomuta com velores espaciais e ¥2 = +1, e também a eq.(9) para o
produto entre velores espacials.

Portanto, o quadrade de um bivetor, ' € C*(IR'*?), pode ser identificado com
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um nimero complexo (cf. eq.(8)).

PRODUTO DE VARIOS VETORES 7.'s = Estudando o produto entre os ,’s
basicamente conseguimos uma prova para o teorema fundamental, eq.(1.10), sobre
o produto de Clifford, que no caso das dlgebras do espago-tempo pode ser resumido
no seguinte quadro para o produto entre 0s subespagos de diferentes graduagées®

¢! o 3 cH
C! cl o C? Ctopc? Ctoct c*
C? Cactect Cle C? ¢?
c3 COqCt Ct

A dltima coluna, produto com pseudoescalar, mosira que os pseudoescalares estio
relacionados a dualidade de Hodge.

Além do quadro acima observamos que o produto de um nimero par de vetores
pertence a subdlgebra par, C*, ¢ o produto de um niimero fmpar de vetores pertence
ao subespago de graduagdo impar. ™

Vamos agora a discussdo do produto de vdrios +,’s. Inicalmente, definimos que
T = TuTe S¢ pFV € Y =0 se p=v Assim, a cq.(2) pode ser rearranjada
para valer

YuYe = Guv + Yuw (3.15)

Portanto, o produto de dois vetores resulta na soma de uin escalar ¢ um bivetor.
Considerando o produto de irés vetores <,,7,,%., € usando a férmula acima
podemos cscrever

YuYeYa = (Guw + Yo )Va - (15.a)

* a complexificacio da dlgebra nio altera o quadro de multiplicagio, que também independe

da métriea.

" portante, o produto de um nimero impar de vetores ndo temn parte escalar. Na representagio
matricial das matrizes de Dirac 7, esse fato é reconhecido como: o trago do produto de um nimero
impar de matrizes -y, ¢ nulo [Cainiello; Chisholm; Lifschitz et al, pg. 103]
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Agora, Y,uYe = YuTYa com a restricio p # v Por outro lado,

TuTeYa = "Yu(gm + ")’uu) . (15-b)
Também, Y,Vva = YuYoYa = —TuTaYe com a restrigio o # v, e desde que
—YuYa Y = _(gpmr + 7#0)%' (15-C)

obtemos das equagées acima, que o produto 4,7.7, ¢ dado por

HYI-L’TU'.YQ = gl-W‘.Yﬂ! - g#aﬁru + guﬂr")"# + '.rp:.la - (316)

E claro que os trés primeiros termos do membro da direita sdo vetores enquanto

qQUE Yupa = VuVuYa Para g # v # a F 4, é um trivetor,
Analisamos agora o produto de quatro vetores +,v,7.7s. Usando a associativi-
dade do produto, a eq.(14) e a eq.(16), encontramos que:

Guulep — Jualup + Jupva
T YTV = JuvYap — Jua s + JvaYup (317)

+")’;wa7ﬁ

Escrevendo v,..7 = 7% YYs, onde p # v # a # g4, e por uma analise analoga
a que precedeu a eq.(16), encontramos que:

Tuva™g = GafYue ™ FedTua + Gup Ve + Yaseewrfd - (318)

Assim, é claro que o produto ,7.%.Ys € a soma de um cscalar (primeira linha da
€q.(17)), um bivetor (segunda linha da eq.(17) e 0s trés primeiros termos do membro
direito da ¢q.(18)), e um pseudoescalar, o Qltimo termo da eq.(18).

Obsecrve que se os quatro vetores, ¥,,%.,%. € g sdo distintos, e somente neste
caso, o produto tem apenas a parte pseudoescalar (note que 5,7, 7.vs = Lys, neste
caso).

O produte de cinco ou mais velores «y,’s pode ser reduzido ao produto de quatro
ou menos vetores, desde que considerando cinco vetores +,’s a0 menos um deles
aparcce repetido, usando as propricdades de anticomutacgdo dos 4,’s, €q.(2), pode-

MOS agrupar os Mesmos y,'s de modo a escrever seu produlo ein forma de poténcias
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(note que 2 = £1).

RELACOES DE COMUTAGAO ENTRE BIVETORES - Vimos no capitulo
I1, eq.(2.37) que bivetores sao os elementos da 4lgebra de Lie associada ao grupo
ortogonal em questdo. Também vimos no capitulo [, eq.(1.28b), que o comutador de
dois bivetores é um bivetor. As relagdes de comutagdo que caracterizam a algebra de
Lie associada ao grupo de Lorentz usualmente apresentadas nos livros textos podem
ser obtidas na algebra do espago-tempo considerando os seguintes geradores padriio
indicados por Ju. (g # v):

Juw = 1/27,. . (3.19)

Assim, da eq.(17) e eq.(18) segue que: [Salingaros, 1984]

[J.uw Jarﬁ] = guﬂjua . g.uaJvﬁ + Q'ua']nﬁ — gu,@Jncx . (3'20)

Uma outra forma para as relagdes de comutagio dos geradores do grupo de Lo-
reniz ¢ obtida definindo os geradores de boost, indicados por K;, e geradores de
rota¢do, indicados por L;, do seguinte modo* (cf. [Zeni e Rodrigues, 1991])

K-,' = J,'g H L,- = El'jl:']jk (19’)
Assim, obtemos as seguintes relagdes de comutagio [Jackson, pg. 417]
[Li, L;] = €iju Ly
[.K,-, LJ'] = E:’jk-[{k (20’)
[I{,',Iirj] = '-E,'J'kLk
Da primeira destas cquagdes segue que os geradores de rotacio espacial, L;, for-
mamn uma subalgebra da algebra de Lie do grupo de Lorentz.

Umn gerador genérico ¢ uma combinagio linear dos geradores padrdes, eq.(19),
por exemplo F'= Fh'y,,.

* note que da eq.(10) vegue que L; = —1/2v5yip e por outro lado J; = Y/ ysye s,
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A EQUAGAO MASTER - Para obtermos a forma fechada da série para a expo-
nencial de bivelores, eq.(2.37), em C(I'?) vamos usar o fato de que o quadrado de
um bivetor &, em C(IR'?) a soma de um escalar com um pseudoescalar, eq.(12).”
Assim, desde quc o subespago C®(IR'?) @ CH(#2'?) € isomorfo ao corpo dos com-
plexos, a séric de poténcias pares & equivalente a uma série nos complexos que define

a fungio cosseno hiperbélico, i.c., escrevendo 2 = 2%, temos que

e
chz:1+ﬁ+ﬂ+m. (3.21)

Por outro lado, a série de poténcias impares também pode ser escrita como uma

série de numeros complexos, multiplicada por um bivetor que define a fungao seno
hiperbolico, escrevendo F = zF, onde F? = 1, segue que:

L LR
Pshz:ﬁ(z-{—g!——l—---):l‘—I—-ﬂéi-—}ﬂﬁ-{----. (3.22)
Note que isso é sempre possivel se #2 # 0, sendo que F= @ F, onde 7 indica

o conjugado complexo de z (z =z + Y3y, T =1 — y).*"
Assim, um elemento do grupo Spin.(1,3) ~ SL(2,&), que é dado pela expo-
nencial de um bivetor, pode ser escrita na seguinte forma fechada:™

2

F N
A=cF=1+F—I—E+---=chz—I—F.§hz. (3.23)

No capitulo II afirmamos que a cxponencial dos geradores se tratava de um “An-
satz”, uma hipdtese. A discussio acima mostra um procedimento construtive para
se obter a exponencial dos geradores do grupo de Lorentz em forma fechada (ou
finita).

Na realidade podemos ir mais além. Vamos demonstrar agora que todo elemento
do grupo Spin;(1,3) (veja eq.(2.31) e comentarios subsequentes), pode ser parame-
trizado na forma da exponencial de um gerador como dado na eq.(23). Para tanto,

-

em outras palavras, o produto de Clifford de uma 2-forma por si mesma ¢ a soma de uma
0-forma (um escalar) com uma 4-forma (um pseudoescalar em A(RY)).

** Note que 5 ~— <5 hio é um automorfismo (nem antiautomorfismo)} principal da dlgebra
C(IR), veja eq.(1.21).
~ *** O resultado final ¢ que as poténcias pares de um bivetor da dlgebra C(R'?) sio todas
um nimero complexo, enquanto que as poténcias impares sao bivetores,
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lembramos que se A € Spiny(1,3) entdo A pertence a subalgebra par e satisfaz
AA* = 1. Para A € C*(IN'?) podemos escrever

A=w+ 1l (3.24)

onde w = u+ vsv € COIRY) @ C*H(IR'?) (u,v € R) ¢ H € C*(IR'") ¢ um bivetor

[Hamilton] ndo considera a parle pseudoescalar, C*(R'?), das transformagées de

Lorentz, que é nula para boosts ¢ rotagdes espaciais (veja eq.(37) e eq.(41) a seguir).
Agora, da eq.(1.21) vemos que

A" =w— H = AA*=w* - H? (3.25)

Assimn, se AA* = 1 e desde que H? é um “nimero complexo”, eq.(13), podemos
escrever
2

w? = chiz , H* = sh*z. (3.26)

Para determinar w em fungio de z usamos a fungao raiz quadrada existente
nos niimeros complexos. Entretanto, para determunar o bivetor H nao podemos
simplesmente tirar a raiz quadrada do nimero complexo H?% O processo a ser
considerado é que todo bivetor H, tal que H® = sh®z, pode ser escrito como”

H=Fshz (26”)

onde F' é um bivctor de quadrado igual a um, i.e. [? = 1. Este procedimento
¢ equivalente a normalizagio de vetores cuclidianos e é a chave para se resolver a
parametrizagio da forma finita das transformagoes. Da discussdo acima segue que
toda A € Spiny(1,3) pode ser escrito na seguinte forma:

A=chz+Fshz (3.27)

que de acordo com a eq.(23) representa a exponencial de um particular bivetor
F=:F.

Obscrvamos quec o operador A € Sping(l,3) ~ SL(2,C) tem apenas secis
parimetros reals; o bivetor unitario F* contribue com apenas quatro parimetros

reals, os outros dois cstido na varidvel complexa z.

*se II? = 0, entdio da eq.(25) w =1, e assim a transformagio A =1+ H, eq.(24).
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VETOR TRANSFORMADO - Consideramos agora a exprcssao para o vetor
transformado, €q.(2.19), onde A = e ¢é dado pela eq.(23), sendo A* = A~ = ¢~F,
Le.,
U'= AUA" = (chz + F sh2)U(chz ~ Fshz). (3.28)
Agora, desde que ~5 anticomuta com vetores, e z = x+sy, temos que 20U = Uz,
e portanto podemos escrever a eq.(28) como;

U'=Ulchz|* = FUF|shz|* + FU shzchz — UF shz chz. (3.29)

A contribuicio para o vetor transformado dos dois dltimos termos resulta na
seguinte expressdo (veja apéndice A para maiores detalhes):

1/2(FU — UF)sh 2z + 1/2ys(FU + UF) sen2y. (3.30)

A expressao final para o vetor transformado serd dada em termos das varidveis
mostradas abaixo

U= uwupyvo+u ; F=(E+’Y§.ﬁ)’}’u i T=T 4+ Y5y (3.31)

Além disso, vamos usar na expressio abaixo os produtos interno (ou escalar),
indicado por -, e vetorial (‘cross’), indicado por x, da dlgebra vetorial para os
vetores relativistas que temn apenas componentes espacials, como '&',E e ﬁ, (veja
cq.(9)).

A expressdo final para o vetor transforimado, eq.(28), para F qualquer (cf. [Zeni

e Rodrigues, 1990.b} eq.(19)) é:

(U |chz|® +
shz|? (|E|3+ |E|2)(”U’i’u“ﬁ) "zﬁ-(ﬁx ﬁ)—m
Tz +
? +2[uoE x E+(ﬁ-E)E+(ﬁ’.§)EJ
U'=9 .o [uleE+yB)+zixB—yixEt (3.32)
[2[? +

+[z(@- E) + y(@- Bl

I8

sen 2y uo(y — 2B) + zd x E + yi x B+

|22

+[—z(E - l;;) + (i - E)]’Yo
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O vetor transformado pode ser escrito completamente em termos das variaveis

reais ¢ e y usando as seguintes {ormulas
lch z)* = 1/2(ch2r + cos 2y)
. (3.33)
|sh z|* = 1/2(ch2z — cos 2y)
As varidveis z e y podem scr deduzidas da equacio 2z = F?, veja eq.(13), e
encontramos que [Zeni e Rodrigues, 1990.a e b, 1991)

—

o = 1/2{ JUB — |BRy +4(E - By + (EP - |BP)}

(3.34)

— —

v = 1/2{(1ER = 1BPY + «(E - B - (E1 - 181}

BOOSTS E ROTAGOES ESPACIAIS - em cinemdtica relativista é usual olhar
os scis parametros do grupo de Lorentz como definindo as relagdes entre dois refe-
renciais inerciais do seguinte modo: trés pardmetros definem a orientagdo relativa
dos eixos espaciais, e estido portanto, associados a uma rota¢io, e trés parametros
definem a velocidade relativa, sendo associados a boosts, ou transformagdes de velo-
cidade. Os parimetros que definemn as transformagdes sdo intimamente relacionados
aos geradores, mas no caso geral, estas relagdes sio um tanto complexas [Zeni ¢
Rodrigues, 1991]. As transformagdes primérias do grupo de Lorentz sdo boosts e
rolagbes espaciais (ou por simplicidade, rotagdes), as quals passamos a discutir.

A caracteristica fundamental destas transformagdes é que os parametros fisicos da
forma finita sao relacionados de modo simples aos geradores destas transformagoes
conforme discutido a seguir [Mac [Farlane].

As rotagdes espaciais, indicadas por R, sdo caracterizadas por nio alterarem a
componente temporal, indicado por uy na eq.(32), do vetor transformado, i.e., se

U= RUR* =% u, = uy. 3.35)
1]

Toda rolagio espacial pode ser escrita como a exponencial de bivetores espaciais,
i.e., o3 geradores das rotagdes cspaciais sdo combina¢do linear apenas dos geradores
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de rotagdes, estes definidos na eq.(19’), e assim temos que”
R = E’Y.r.ﬁ’)'n

Counsiderando que F' = 4gfiyp = zJ*, onde 22 = FY R =1, segue que
s, F= . (3.36)

|7

Assim, da eq.(27), deduzimos que uma rotagio é dada por;
R =" = cos § + ysfivgsen 0 (3.37)

onde i = fif|fi| e @ = |7, sdo identificados com a direciio do eixo de rotacao e o
serniangulo de rotagao, respectivamente.,

O vetor transformado, eq. (32), onde 2 =0, z =40, E =0, B = 7 por uma
rotacdo é dado por: [Mathews)

U' = ugyp + iy + €1 cos 20 + @ x fisen 20 (3.38)

omde Wy e d) sdo as componentes, paralcla e ortogonais do vetor € ao vetor 7,
lLe.,

— —+

’J// = (’U, ' ﬁ)ﬁ ’ u) — i — ﬁ// (339)

Assim, observamos também que, além da componcnte temporal, uma rotagio nio
altera a componente espacial paralela & diregio do cixo de rotacio.

Os boosts, ou transformagies de velocidades indicados por B, diferentemente
das rotagbes espaciais, modificam a componente temporal dos vetores relalivistas.
A caracterizagio dos boosts é feita através dos geradores: todo boost pode ser eserito
como a exponencial de um bivetor temporal, i.c.,

B =™,

Considerando que F = iyy = zF, encontramos que

—

~ v .

-

note que bivetores espaciais sdo o dual de bivetores temporals, veja eq.{10).
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Assim, da eq. (27) concluimos que um boost é dado por:

B =¢e" =chv+ tyshy (3.41)
onde & = ﬁ e v = |P|, sdo identificados com a diregio da velocidade relativa

e a metade da rapidez, respectivamente. A rapidez ¢ relacionada ao mddulo da
velocidade através da tangente hiperbdlica:

tgh2v = |3 =v (42.a)

e o fator de Lorentz, indicado por «, é dado por®

O velor transformado por um boost, eq.(32), onde y = 0, s =2 = v, £ =

7, B =0, e considerando as e¢q.(42), é dado por:
U' = y(uo + @ - T)yo + ¥(uo® + dy)) + UL (3.43)

onde #;; e 4, sdo as componentes paralela ¢ ortogonais, respectivamente do vetor
espacial 7 a velocidade relativa ¥

Assim, observamos que uin boost ndo altera a componente espacial dos vetores
relativistas perpendicular & velocidade relativa. Observamos que & ndo é a com-

ponente espacial de nenhum vetor relativista.

A relacdo entre os parametros ¢ os geradores de uma transformacgao genérica, i.c.,
que nio seja um boost ou uma rotagio, nio é direta, conforme citado no inicio desta
secio. Entretanto, esla relacio pode ser obtida através do resultado [Miller, pg. 295]
de que toda transformagdo de Lorentz prépria e ortécrona pode ser decornposta no
produto de um boost por uma rotagio, i.e., se A € Spiny(1,3), entdo

A=BR (3.44)

* o quadrado de um boost pode ser escrito em termos da velocidade relativa e do fator de
Lorentz, 1.e.,

B? = y(1 + typ) = ch 20 + Uyg sh 20
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Assim, para sabermos como os geradores de A = ef estio relacionados aocs

parametros fisicos, seguindo a interpretacao dada no inicio desta segdo, basta resol-
ver como os geradores de B = ¢ ¢ R = ¢™® dependem dos geradores de A.
Observamos que a solugdo deste problema esta intimamente relacionado & questio
envolvida na série B-C-11 (Backer, Campbell-Hausdorfl ) [Miller, pg. 161]. A solugio
deste problemna, utilizando a forma finita para a exponencial dos geradores, (o que

torna supérflua a série B-C-H) foi discutida em [Zeni e Rodrigues, 1991],

Abaixo mostramos os resultades. O semidngulo de rotagio @ = |7i| é dado em
termos de F = (E 4+ v;B)y = 2F°, onde z = 1 + 75y (veja eq.(31) e eq.(34)) como

E[* + 5| |E]* + |BJ*
tg*0 = 1/2tg* {L__ 1} 2tgh’s {—m } :
¢ [21g o +1y+1/ O 1 (3.45)
0 eixo de rotagao, definido pelo vetor f é dado por:
~ 1 —_, - - -
i = W{(mb +yB)tgha + (2B + yE)tyg y} (3.46)
O fator de Lorentz {veja eq.(42.b)) relacionado ao boost B é dado por
2 2
=ch2y = |chz|* + Mhh K (3.47)
e a velocidade relativa pode ser deduzida da seguinte relacio
NG =5 show = 2B x B)|$PE
z
h2 2y)E ]
(@ sh w?;%“m y) +(ysh2e —zsen2y) s (3.48)

Lembrando da interpretacio dos seis parametros do grupo de Lorentz dada no
inicio desta segdo, obscrvamos que a decomposi¢ao de uma transformagdo genérica
no produto de um boost por uma rotacio, eq.(44) é duica.

A eq.(44) pode ser interpretada do scguinte modo: primeiro ¢ acertamos’ og eixos
dos referenciais, relacionados pela transformacao A, através da rotagio R e depois
efetuamos a transformacio de velocidade (boost). Ressaltamos que o produto BR
nao ¢ comutativo, e se escreveéssemos

A=RB (3.49)
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obterfamos outros resultados para os parametros R(7’) e B'(#"), do que aqueles
dados nas eq.(45-8) [cf. Ungar, secéo 6, identidade (xii), para o caso em que A éo
produto dos boosts].

A DECOMPOSIGAO EM PRODUTOS DE SIMETRIAS — esta secio tem o
objetivo de ilustrar o teorema enunciado no capitulo 2, de que toda transformagio
orlogonal pode ser decomposta no produto de simetrias, eq.(2.4). Mostramos abaixo
como decormpor um boost e uma rotagao no produto de duas simetrias, lembrando
que as simetrias sdo descritas por vetores (cf. eq.(2.2) e eq.(2.21)).

Uma rotagéo espacial, eq.(35) pode ser descrita pelo operador R, * dado na
eq. (37). Fste operador pode ser escrito como o produto de dois vetores espaciais
normalizados, digamos, 4 e @, i.c.™ [Riesz, pg. 82; Zeni, 1987, pg. 90]

— R=1iv = ~cosf — ygiiy,send (3.50)

onde #? = ¢ = —1 (as componentes temporais sio nulas), e @ e ¥ sio tais que o

angulo entre ¥ ¢ ¥ é igual ao semidngulo de rotacio, 4, i.e.
-7 =cos 0 (3.51)
¢ a direqdo do cixo de rotagio ¢ ortogonal ao plano de @ e 7, i.c.
X tU=risenf, (3.52)
L claro, da discusséio acima que a rotagio se efetua no plano definido pelos vetores
4o,
Um boost, eq.(43), ¢ descrito pelo operador +B, dado na eq.(41). Este operador

pode ser escrito como o produto de dois vetores tipo-tempo de mesma orientagio
temporal (i.e., %" > 0) normalizados, digamos a = 4%y, € ¢ = ¢*v,, i.e.

B =ac=chv+byshy (3.53)

* note que a agdo adjunta, eq.(2.19) ou £q.(33) fornece o mesmo vetor transformado para +R

ou —1fi.
** o sinal negativo é necessirio por causa da mélrica adotada no espago-tempo RY3 (veja

eq.(3.9)).
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de ¢ =c? =1 o tai angul les é igual
onde ¢ =¢” =1, e a e ¢ sao tais que o angulo no gspago-tempo entre cles & 1gua
a metade da rapidez, i.e. o produto interior entre ¢ e ¢ é dado por*

gla,¢) = a®® —d. €= chv. (3.54)
Além disso, consideramos que a dire¢io da velocidade relativa é definida pela

componente espacial dos vetores @ ¢ &, l.e
d=\av , c=|dv. (3.55)
Deste modo, o produto exterior entre a e ¢ reduz-se a:**
aAc=("a] — a®|d)tyo = Dy shv. (3.56)

Em relagdo ao niimero de pardmetros, observamos que os vetores relativistas «
e ¢ envolvem ao todo oito pardmetros, a® e ¢®, a condigio de normalizagao reduz
em dois este nimeroc; a exigéncia sobre o angulo no espago-tempo entre estes vetores
reduz em um (uma equagdo escalar), e a relagio entre as componentes espaciais
reduz em mais dois. Portanto, nos restam trés pardmetros, o nimero correto de
parametros para um boost.

A decomposigdo de uma transformagio prépria e ortéerona, cuja forma mais geral
¢ dada pela eq.(27), no produto de simetrias é algo mais trabalhoso de se realizar.
Observamos que nesse caso seriam necessarias quatro simetrias ou quatro vetores,
pols com menos que quatro vetores ndo podemos conseguir a parte pseudoescalar
existente num elemento genérico do grupo Sping(1,3), eq.(24) (veja a discussao
em [Krause] que afirmou que poderia decompor qualquer transformagio de Lorentz,
propria e ortocrona, como o produto de duas reflexdes (simetrias) e a critica de
[Fradkin] baseada no [alo de que somente a velocidade ndo caracteriza completa-
mente um referencial inercial).

A PROJEGAO NA ALGEBRA DO ESPACO - no capitulo I dissemos que o
subespago formado pelos multivetores de graduagio par fecha uma subdlgebra da
algebra de Cliftord C([R"), sendo indicado por C*(IR"), veja eq.(1.11) e eq.(1.12).

L]

note que esta parametrizacio para g(e,c) sempre pode ser feila se a e ¢ sio vetores
tipo-tempo de mesma orientagao temporal, o que implica que g(a,¢) = 1.
"* pode-se mostrar que as delinigbes de ch v e shv dadas na eq.(54) e eq.(56) s3o consistentes.
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Tambeém, no capitulo Il vimos a importancia das subilgebras par para a deter-
mina¢édo do grupo Spin. Nesta se¢io estamos inleressados na subalgebra par da
algebra do espago-tempo, que € identificada como a dlgebra de Clifford gerada pelos

vetores euclidianos ou algebra de Pauli, indicada por C(I7%), i.e.,
CHIRM) ~ C(R) (3.57)

onde ~ indica que as algebras sdo 1somorfas, 1.e., podemos estabelecer uma corres-
pondéncia um-a-um entre seus elementos que preserva o produto.

Inicialmente, vamos analisar a subalgebra par CT(IR'?) dentro da metodologia
e notagdo que estamnos usando, para depois introduzir uma notagio propria para a
algebra de Pauli (Apéndice B).

A subilgebra par CT(IRM) é formada por escalares, bivetores e pseudoescalares,
Le.,

CT(R)=C'aC*oCt (3.58)

e uma base para C*(IR") € dada por:

{LYuw,ys} » p<w (3.59)

Desde que 95 realiza a dualidade de Hodge, sendo que no espago dos biveto-
res 5 transforma as componentes temporais em componentes espaciais, eq.(10), e
vice-versa, podemos adotar como base para a subalgebra par CT(R'®) o seguinte
conjunto:

{1, %0, ¥sYio, 15 } (3.60)
onde :t =1,2,3.

Esta scrd dita uma base sobre os reais para C*(R1%).

Por outro lado, observamos que 45 comuta com qualquer elemento de C+(R!?),
eq.(7), e lem quadrado -1, eq.(8). Estes resultados permitem que s seja usado em
C* como a unidade imagindria dos complexos [Hestenes, 1967]. O fato de que os
escalares e 08 pseudoescalares em C(IR'™) sfo isomorfos aos niimeros complexos ja
nos [o1 de grande utilidade na discussio do grupo Sping.(1,3), veja eq.(26), permi-
tindo entre outros fatos tratar a série de poténcias de bivetores como séries sobre
nimeros complexos, eq.(21) e eq.(22), Assim podemos congiderar 5 como a uni-
dade imagindria na algebra C*(MR!?®). Tal fato nos permile considerar a subdlgebra
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par, Ct(IR"), sobre vs complexos @ = {1,45}. Assim, uma base para C*(IR')
sobre os complexos ' = {1,4;} é dada por:

{1,%io} . (3.61)

Para saber o produto de dois nimeros quaisquer da dlgebra C*+(IR'?), observa-
mos da discussdo acima que necessitamos conhecer o produto entre os yq’s, i.e.

Yovio = —Gij — Yii - (3.62)

Escrevendo 6;; = —gi; (della de Kroenecker), e usando a eq.(10) para expressar 7;;
em termos de g, obtemos

YioTio = Oi5 + Vs YkoEijk - (3.63)

A equagéo acima é satisfeita pelas matrizes de Pauli, i.c., 08 ¥ sdo identificados
com as matrizes de Pauli (veja apéndice B).

Para completar a discussdo, vejamos como se comportam os clementos de
C*H(IR'Y?) sobre os morfismos definidos no capitulo 1, eq.(1.21).

Desde que C+(I'?) é a subalgebra par, o automorfismo principal ndo altera seus
elementos. Sob a agio dos antiautomorfismo principal, *, € composigao, ~, apenas
os bivetores trocam de sinal. Observamos que os pseudoescalares em C+(R'™?),
se comportam como os escalares, e portanto nio se alteram sob os morfismos da
algebra do espago-lempo, veja eq.(1.21).



CAPITULO IV

A ELETRODINAMICA CLASSICA NO
FORMALISMO DA ALGEBRA DO
ESPACO-TEMPO

Neste capitulo apresentamos uma formulagio covariante intrinseca para a Eletro-
dinimica Classica baseada na dlgebra do espaco-tempo C(IM?). A discussio deste
capitulo scgue [Hestenes, 1966 e Zeni, 1987]. Veja também [Imaeda, Greider].

O objetivo deste capitulo é a discussio da forga de Lorentz, mostrando que a
exponencial dos geradores do grupo de Loretz, discutida no capitulo anterior, pode
ser usada para resolver a equagio relativista para o movimento de uma particula
carregada sob a agdo da forga de Lorentz através da exponenciagio do campo ele-
tromagnético, que na dlgebra C(JR!?) também é representado por um bivetor.

Assim, a apresentagio dos principais topicos da Eletrodinamica (ldssica através
da algebra do espago-tempo, serve para amparar a discussio da Forga de Lorentz,
enquadrando-a num contexto maior [Zeni ¢ Rodrigues, 1987]. Ressaltamos que a
forca de lLorentz, além de ser o fator determinante da equacio de movimnento para
uma particula carregada sob a a¢io do campo eletromagndético, aparece na discussio
da lei de conservagio da energia-tnumento-tensio do campo eletromagnético, pols na
presenca de cargas-fontes, o balanceamento da equagio de conservagio requer que a
variacdo (divergéneia) da energia-lensio-momento do campo seja igual ao negativo
das cargas-fontes, que @ dado justamente pela forga de Lorentz.

Vale ressaltar dois aspectos positivos além do resultado comentado acima da
formulagio da eleirodinamica classica através da dlgebra do espago-tempo: as in-
formagoes, i.e. as equagdes basicas, sio condensadas em poucas frases, e os processos
algébricos para deduzir ouiras relagoes sio razoavelmente simples, baseados em uma
primeira analise na graduagao dos termos resultantes e na simetria do produto entre
multivetores. Além destes fatos, a formulagio através da algebra do espago-tempo
permite uma passagem direta para o cdlculo vetorial (veja eq.(3.9) e eq.(3.13) e [Zeni,
1987, pg.116-149] e também [Baylis] para uma discussio detalhada deste fato).
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OFPERADORES DIFERENCIAIS - para formular a Eletrodindmica Classica ne-
cessitamos introduzir operadores diferenciais que atuam sobre os multivetores de
C(IR'?), este iltimos agora sdo pensados como campos ou aplicagdes que tem por
dominio o espago-temnpo e tomam valores na dlgebra C(#?), Entio, por exemplo
o campo eletromagnético, representado por um bivetor de C(IR'®), indicado por
F, é uma fungdo (aplicagio) das varidveis @ = (&,1) do espago-temnpo, na dlgebra
C(£8a) e,

F=F(z): R — AYR"Y) ~ C*(RY). (4.1)

Lvitando uma discussdo mais detalhada sobre variedades diferencidveis® e ope-
radores diferenciais sobre essas variedades, o objeto bisico que queremos introduzir
¢ um operador diferencial, indicado por 8, que satisfaz a regra de Leibniz, i.e., se
J e g sio duas fungdes escalares, entdo

fg) = fOg+ ¢8f (4.2)

e que algebricamente se comporta como um vetor da dlgebra do espago-tempo,
C(#"%), i.e, se [ é uma funcio escalar, entdo Gf & um vetor do RI®, se U &
um vetor do /RY®, entio

1

U =080U+3NU (4.3)

€ a soma de umn escalar, dol/ denominado a divergéncia do vetor U/, com um bivetor,
8 A U, denominado o rotacional do vetor. Essa nomenclatura pode ser extendida,
pois de modo geral se Ay € C*(IR'®) é um k-vetor de C(IR™), k =0,1,2,3,4,
entdo vale que (cf. eq.(1.25))

aAkzﬁoAk+c’3AAk. (4.4)

O operador 3 serd aqui denominado o operador de Dirac, [Feynman, pg. 40] e
ele é definido explicitamente em termos das derivadas em relacio as coordenadas do
espago-tempo, indicadas por z*, como abaixo:

d

d= Yu 3_;; = 7,0". (45)

" na realidade um espago vetorial de Minkowski, F'%, & construido sobre cada ponto da
variedade espago-tempo [Zeni, 1987, pg. 105-110).
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Assim, a divergéncia e o rotacional de uin vetor sao dados por:
OolU =0,U"  OAU =(0*U" v (4.6)
onde estamos usando, neste capitulo, a regra para balanccamento de indices, i.e.,

a.u = g,uyau . (4*7)

EQUAGCAO DE MAXWELL - para formular as equacbes de Maxwell necessitamos
de introduzir o vetor densidade de corrente, indicado por J, e que caracteriza as
fontes do campo elelromagnético, indicado por F.

Na dlgebra do espago-tempo, as equagdes de Maxwell se resumem a somente uma
equagido mostrada abaixo [Hestenes, 1966 pg. 29; Riesz, pg. 138]

8F = J (4.8)

Considerando que o operador diferencial & se transforma sob a agio do grupo
de Loreniz como um vetor, a equagio acima é claramente invariante (ef. eq.(2.40)),
pois temos que sob a agio de A € Sping(1,3)

0 — AGA™! | F — AFA™Y J — AJAT? (4.9)

e consequentemente

OF — AQFA™ (4.10)
0 que mostra que ambos os membros da eq.(8) se transformamn do mesmo modo sob
a agao (adjunia}, eq.(2.19), de A € Spin,(1,3) ~ SL(2,C).

Ressaltamos que os invariantes do campo eletromagnético sio dados por F?,
eq.(3.13}, desde que #? € CO(IR!3)@® C*(IR'®) comuta corn qualquer transformagio
A€ Sping(1,3) C CY(IR'"),

A cquagdo de Maxwell, eq.(8), pode ser separada em duas equagdes: uma para
a divergéncia do campo eletromagnético e outra para o rotacional do campo (cf.
eq.(4))

JoF=J ; JdAF=0. (4.11}

De ouiro modo, a cquagio para o rotacional do campo pode ser escrila em termos
do dual (de Hodge) do bivetor F, indicado por G, i.e.," (veja eq.(1.14))

G =P = (=B + 1B}y (4.12)

nas nossas consideragtes o sinal 47, para a definigdio do dual é um [alo menor, sem maiores
consequéncias.

*
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onde F = (E + ’Tsﬁ)’)fo (veja eq.(3.13)).
Agora, multiplicando a eq.(8) por s, obtemos

G = —s J (4.13)

desde que s € constante (Jvs = 0) e anticomuta com vetores.

Assim, vemos que a equagao homogénea, o rotacional do campo, ¢ equivalente a
equagio para a divergéncia do dual, fato que simplifica em muito a expressio em
termos de coordenadas ([Zeni, 1987, pg. 123] e [Jackson, pg. 425)).

A passagem da eq.(8) para a &lgebra vetorial, envolvendo os vetores de campo
elétrico, E e magnético, H ¢ o gradiente espacial, indicado por V, ¢ discutida
em [Zeni, 1987, pg. 124).

Reproduzimos a seguir um trecho de {Zeni, 1987, pg. 122] que real¢a o poderio
do formalismo aqui adotado: “Vale aqui fazer um comentario sobre a simplicidade
fornccida pelo desenvolvimento algebrico ocorride desde a formulagio da eletro-
dinarmica por Maxwell; a formulagdo original de Maxwell, que empregava coordena-
das, consistia num conjunto de oito equagbes escalares. Com a introdugio do célculo
vetorial por Gibbs, as equa¢des de Maxwell passaram a ser representadas por quatro
equagdes: duas correspondentes ao rotacional e duas correspondentes ao divergente
dos campos £ ¢ B. Na formulagio tensorial, e também na formulagio da dlgebra
exterior (ou {ormas diferenciais), as equagoes de Maxwell sio representadas por duas
equagoes: urmna para a divergéncia do tensor de campo, e uma para a divergéncia do
dual do tensor de campo. O formalismo da algebra de Clifford permite condensar-
mos as equagoes de Maxwell em uma (nica equagio.”

A equagio de Maxwell, eq.(8), ¢ a lci basica da Eletrodinimica Classica da qual
derivam vérias outras relagdes, algumas das quais passamos a discutir.

CONSERVAGAO DA CARGA - A lei de conservagio para o vetor corrente J é
obtida considerando a equagio de onda para o campo eletromagnético, i.e., aplicando
o operador de Dirac, 9, & equagio de Maxwell, obtemos

&*F = 8J. (4.14)

Agora, & & um cscalar, pois é o quadrado de um vetor (veja eq.(1.6)), reconhe-
cido como o D’Alambertiano, o operador diferencial da equacio de onda. Assim, o
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membro da esquerda na cquagio acima ¢ um bivetor. Por outro lado, o membro da
direita pode ser decomposto na soma de um escalar, a divergéncia do vetor J, com
um bivetor, o rotacional de J, e assim obtemos:

PF=8AJ; enquantoque doJ =0. (4.15)

A equagdo para a divergéncia do vetor corrente expressa a lei de conservagio da

carga elétrica [Jackson, pg. 423; Landau ¢ Lifschitz, 1975, pg. 72].

ONDAS PLANAS - Vamos agora estudar um exemplo especifico: o modelo de
onda plana para campos livres.
A equacio de Maxwell em regides livres de fontes se reduz a:

BF = 0. (4.16)

Uma solugio particular desta equacdo é o modelo de onda plana para o campo
dado por
Fz) = femker (4.17)

onde f € a amplitude do campo (um bivetor constante), ¢ o vetor posigio onde
estd sendo avaliade o campo, e k£ é um vetor constante caracteristico do modelo de
onda plana (ecstd associado ao modo de propagagio da onda), koz = g(k,z) .
substituindo a solugdo de onda plana, eq.{17), na equagio para campo livre,
eq.(16), obtemos
EF=0 ou kf=0. (4.18)

Escrevendo k = wyo + F , f=(E+ 'ysﬁ)*yo, a cquagdo acima nos diz que
08 CAINpOs F e B sio transversos a direcao de propagacao da onda, definida pelo
vetor espacial E, ie.,

Ek=BFk=0. (4.19)

Multiplicando & eq.(18) por f a direita e supondo & # 0, encontramos que:
=B~ B+ 2vE-B=0 (4.20)

—

o que mostra que no modelo de onda plana para campos livres os cammpos E e B
sa0 ortogonals entre s1 e de mesmo modulo.
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Também, multiplicando a eq.(18) por k& a esquerda, e desde que f por hipétese
¢ um bivetor nao nulo, obtemos que

=uw— k=0 (4.21)

o que mostra que & é um vetor tipo-luz.

— -
Para finalizar, observamos que w = +|k| (w = —|k]) corresponde a polarizagio

circular esquerda (direita).

POTENCIAIS - é bemn conhecido que a Eletrodinamica Classica pode ser descrita
alternativamente por potenciais vetores, outro que o bivetor de campo. Tal descrigio
é possivel devido a cquagio homogénea, que assegura que o rotacional do campo é
nulo. Assim, devido ao fato que o rotacional do rotacional é nulo, [Zeni, 1987, pg.
111], i.e.,

ONINA=Q (4.22)

para qualquer A € C(R),* podemos escrever o bivetor de campo F como o
rotacional de um vetor, denominado o potencial, indicado por A, i.e.

F=0MAA. (4.23)

A introdugio do potlencial permite varias simplificagbes devido a liberdade na
escolha do potencial. Observe que se mudarmos o potencial pelo gradiente de uma
fungio escalar ¢, i.e., :
A— A=A+ (4.24)

o campo eletromagnético permanece inalterado, desde que o rolacional do gradiente
de uma fungio escalar é nulo {Zeni, 1987, pg. 110].

Esta liberdade na escolha do potencial permite que possameos escolher potenciais
com algumas propriedades. Por exemplo, os potenciais que tem divergéncia nula
sao ditos potencials do calibre de Lorentz.

Sempre podemos trabalhar com potenciais do calibre de Lorentz, desde que se A
¢ um potencial que satisfaz a equacao de Maxwell e nao tem divergéncia nula, entao

a transformagdo dada pela eq.(24) onde

O = —Go A (4.25)

este fato € algo natural se considerarmos que na algebra exterior o produto de vetores L.D.
£ nulo,

.



resulta num potencial A’ do calibre de Lorentz, e desde que o campo eletromagnético
¢ o mesmo, A’ também ¢é solugio da mesma equagio de Maxwell que A.
A equagao de Maxwell para o potencial é dada por:

AANA)=J (4.26)

e escrevendo A A= 0A— do A, vemos que se A pertence ao calibre de Lorentsz,
entdo a equacgido de Maxwell resulla numa equagio de onda para o potencial, i.c.

se JoA=0=A=J. (4.27)

Para finalizar esta segdo observamos que a equacio para o rotacional do campo é
automaticamente satisfeita quando consideramos que o campo deriva de um poten-

cial.

ENERGIA-MOMENTO-TENSAOQ DO CAMPO - nesta seqio discutimos a lei de
conservagao, na forma diferencial, da energia-momento-tensio associada ao campo
eletromagnético.

Veremos que a densidade de encrgia-momento-tensio do campo eletromagnético
¢ descrito por umn conjunto de quatro velores,” indicados por S®), cujas compo-
nentes apresentam certas simetrias, i.c., a componente » do vetor §() ¢ jgual a
componente x do vetor $),

Slekv — glen (4.28)

Os vetores 5 sio definidos abaixo:
S = _(1/2) Fy*F. (4.29)
Podemos verificar da definicio acima que 5®) satisfaz
S = gl . gD — _ glw) (4.30)

0 que nos garante que S¥ & um vetor (veja eq.(1.21)).
A expressido explicita das componentes dos vetores 5*) pode ser calculada a
partir da eq.(29) [Zeni, 1987, pg. 140] ¢ resulta em:

SWW = g g FF*FP* 4 (1/4) g" FoPF, ;5. (4.31)

* observamos que na formulagao tensorial, a energia-momenio-tensio é descrita por um tensor
simétrico de 2% ordem, e ndo pode ser descrito naturalmente na algebra de Clifford, visto que os
tensores naturalmentc encontrados nesta iiltima sio antissimélricos.
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Em particular, 5© ¢ o “vetor” de Pointying [Jackson, pg. 468; Landau et
Lifchitz, 1975, pg. 76; Baylis].

S® —1/2(1E* + |B*Y0 + E x B (4.32)

cuja componente temporal é a densidade de energia associada ao campo eletro-
magnético, ¢ a componente espacial representa o fluxo de energia do campo.

A lei de conservagdo da energia-momento-tensio do campo eletromagnético é ob-
tida considerando a equagio de Maxwell, cq.(S)‘, e a equagho obtida desta aplicando-
se o antiautomorfismo principal, *, i.e., [lestenes. 1966, pg. 31-2)

(BF) = J* = F* §=J°* (4.33)

-
onde § indica que o operador de Dirac atua derivando o objeto A esquerda, mas os
elementos algébricos permanecern a direita, i.e.,

F = (0F*™ . (4.34)

Agora, multiplicando a eq.(8) por F* i esquerda, e a eq.(33) por [I' & direita, e
somando as equagdes assim obtidas, obtemos que

—FOF —F g F =J1 ~FJ (4.35)

onde usamos o fato que F* = —FeJ* = J (vcja eq.(1.21)).
Usando a regra de Leibniz para derivagdo, vemos que o membro da esquerda é
justo

200\8™ = ~gy(F'y ). (4.36)

Assim, temos que a soma (subentendida na equagio acima) das derivadas, 8y,
dos vetores S™ correspondente vale:

ASH = 1/2(JF - FJ). (4.37)

O membro da direita é justo o produto interno entre o vetor corrente J e o
bivetor de campo I, i.e.,

1/2JF - FJ)=JoF =JF*y,. (4.38)
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Este produto € justo o negativo da densidade de Forga de Lorentz, definido como
Q=Fod=(F,0". (4.39)

Assim, encontramos que a lei de conservagdo para a densidade de momento-

energia-tensdo do campo eletromagnético pode ser posto na forma
NHSW = =@ (4.40.a)
ou por componentes
RSN = . QH = —FH v (4.40.b)

E conveniente rearranjar o membro esquerdo de forma que ele possa ser escrito como
a divergéncia do vetor $W, ie.,

G5 — ~Q*. (4.41)

Isso pode ser feito devido a simetria entre as componentes dos vetores S(#)
(eq.(29)) [Zeni, 1987, pg. 139].

MOVIMENTO DE PARTICULAS CARREGADAS - o vetor densidade de cor-
rente no caso de uma unica particula carregada, pode ser escrito em termos do vetor

velocidade da particula indicado por U, como mostrado abaixo [Barut, pg. 139;
Landau e Lifschitz, 1975, pg. 70]

N Ey (4.42)

ondc q ¢ a carga da particula, é(z—x,) fornece a localizacio da particula (é a delta
de Dirac com dimenséo igual ao inverso do volurne), U = y(cyp + #) € a velocidade
relativista da particula e v = 4(v) é o fator de Lorentz associado a velocidade
espacial da particula eq.(3.42.b)).

No caso de uina unica particula, € conveniente integrar a forga de Lorentz, eq.(39),
sobre todo o espago-tempo. Considerando a eq.(42) para a densidade de corrente
J, obtemos:

F 4 =2 :i. _ .
f 0 Jd'z = "FoU = 5-(FU ~UF) (4.43)
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onde o campo F deve agora ser avaliado na posigio da particula (lembramos da
funcio §(z — x,) na eq.(42)).
O movimento de uma particula carregada sob a agio de campos eletromagnéticos
é descrito pela seguinte equagao:
dau g
dr  2me

onde m € a massa da particula, ¢ a velocidade da luz e T é o tempo medido no

(FU — UF) (4.44)

referencial da parlicula denominado tempo préprio (unidades C.G.S.).

Passamos agora a discutir um dos fatos principais desta tese: um novo método de
solugiio para a eq.(44) baseado na exponenciagio do bivetor representando o campo
eletromagnético, exponencial que pode ser feita no mesmo molde da exponencial
dos geradores do grupo de Lorentz, eq.(3.23), visto que os objctos matematicos
representando o campo eletromagnético ¢ os geradores do grupo de Lorentz sao
idénticos (no caso da 4lgebra do espago-tempo sio bivetores), [Salingaros, 1984].

Assim, a solugio da equagio de movimento para uma particula carregada sob
a acio de campos eletromagnéticos constantes, eq.(44), é dada através da seguinte

transformacgao:

Ulr) = e*™F U(0)e*7F (4.45)
onde U(0) é a velocidade inicial da particula, a = ¢/2me, e a exponencial do
campo cletromagnético é dada pela ¢q.(3.27), que repetimos abaixo

eF7 = ch(azr) + F sh(azt). (4.46)

onde F=zF, F*=22, F= -z-vz- F, z=g+vsy ¢ dado na eq.(3.34).
z
Para demonstrar que a eq.(45) é realmente a solugdo da eq.(44) para campos

constantes, i.e.,, — = 0, ohservamos que as derivadas das fungdes hiperhdlicas
T
satisfazem: [Churcill, pg. 51]

dch{az7) d sh(ozT)

= 3 : = h . '
I oz shazT); I oz ch{azT) (4.47)
Asgim, segue que
denf"r oFr
= aFe*"". (4.48)
dr



Portanto, derivando a ¢q.(45) em relagdo a T ¢ usando a regra de Leibniz obtemos

que:
dU(r) (de“FT) —oF P (de'“FT)
— aFr 4 gaF7 _— 49
Ir 7 V@)™ +eTU(0){ — (4.49)
e usando a eq.(47) para a derivada da exponencial obtemos a eq.(44), i.e.,
d
% = (FU—UF). (4.50)

A solugdo para U(r), eq.(45), pode ser explicitada em termos das componentes
do campo F = (E + vB)7y e da velocidade U = toYo + U, assim como reali-
zado na eq.(3.32), onde agora as substituicbes necessirias sio a troca do argumento
das fungbes trigonométricas e hiperbélicas, i.e., devemos substituir z =  + iy por
az7T = axt +1ayT, onde o = ¢/2me, de modo que a q.(3.32) seja a solugio para
U(r).

A analogia entre os geradores do grupo de Lorentz e o campo eletromagnético é
muito significativa, ¢ merece ser discutida um pouco mais. QObservamos que o campo
elétrico, i.e., a componente temporal do bivetor de campo eletromagnético estd as-
sociado aos geradores de boost, enquanto que por oulro lado, o campo magnético,
a componente espacial do bivetor de campo cletromagnético, estd associado aos ge-
radores de rotagio espacial (veja €q.(3.19°)). Tais relagbes tem uma interpretagio
fisica direta, pois sabemos que uma particula carregada sob a agio de um campo
magneético constante efetua uma rotag¢do no plano ortogenal ac campo magnético,
enquanlo que sob a acao de um campo elétrico constante a particula sofre uma ace-
leragio na diregdo do campo elétrico.

Podemos dizer que o campo cletromagnético esta associado a uma transformagio
dinémica, outra que as transformagdes cinemadticas inerentes ao grupo de Lorentz.
Estas transformacbes dindmicas sio concebidas como uma sequéncia de trans-
formagles cinemdticas que levam a particula (ou o referencial a ela associado)*
de um ponto ao ponto infinitesimalmente préximo a este (pontos sobre a trajetéria
da particula, dita linha do universo da particula [Zeni e Rodrigues, 1991]).

No caso do campo constante, essas transformagdes cinematicas sio todas
idénticas, i.e. independem do ponto onde a particula estd, e a transformacio

* podemos associar a partfcula em cada instante um referencial inercial instantineo (irif) [Lent
¢ Rodrigues, 1991]
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dindmnica pode scr obtida através de umn parametro relacionado ao comprimento de
arco ao longo da trajetéria da particula. Este parAmetro pode ser o tempo préprio.

APROXIMAGAO NAO RELATIVISTA - A equagio da Forga de Lorentz,
eq.(44), pode ser dividida em componente temporal, que fornece a variagio da carga
da particula sob a a¢io do campo eletromagnético, e componente espacial, que é a
le1 da forga de Lorentz originalmente formulada. Para fazer tal composiciio necessi-
tamos expressar a forga de Lorentz, eq.(44), em componentes temporal e espacial,
veja eq.(3.31), como mostrado abaixo* [Zeni 1987, pg. 137]

V2AFU —UF)y=v{cE+7x B+ (¢-E)7} . (4.51)
Assim, a eq.(44) pode ser decomposta em duas equagdes, dadas por*

d(y mc?)
dr

d . §xB
dymd) _ (E 4 X B) (4.52.b)
dr c

= gy £ (4.52.a)

Considerando o tempo no referencial do laboratério, indicado por ¢, podemos
mostrar que {Jackson, pg. 400-1; Landau e Lifchitz, 1975, pg. 8]

ydr = dt (4.53)

e assim as equagdes acima podem ser escritas em termos do tempo no referencial de
laboratério, [Jackson, pg. 441].
Também, da eq.(52) ¢ facil concluir as equagbes nio relativistas, obtidas conside-
rando que vfc << 1, e,
2
AT s § fyc?—rcz—k%. (4.54)
desde que v ¢ dado pela eq.(3.42.b).
Assim, as equagdes ndo relativistas sdo dadas por:
LY @zq(ngr”B)
dt €

* O cileulo é andlogo ao efetuado no Apéndice A, eq.(A.3) e subsequentes.
** para solugoes particulares destas equagoes, veja [Landau e Lifschitz, 1975, pg. 52-59].

(4.55)
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el
. U - - . ,, s
onde 1" = e p = mv, sio a cnergia ¢ momento, ndo relativisticos, da

particula.
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CAPITULO V

A FORMULAGAO MATRICIAL DA FORCA DE
LORENTZ E O GRUPO S0,(1,3)

No dltimo capitulo mostramos que o movimento de uma particula carregada sob
a agdo da Forga de Lorentz, eq.(4.44), pode ser determinado por transformacdes de
Lorentz cujos geradores estdo diretamente relacionados ao campo eletromagnético,
eq.(4.45).

A forga de Lorentz, discutida no capitulo anterior através da dlgebra do espago-
tempo, eq.(4.39) e eq.(4.43) (veja também a formulacio vetorial, ¢q.(4.51) e
eq.(4.52)), pode ser escrita na forma matricial considerando que as componentes
do vetor relativista, U = U2y, , formam uma matriz coluna 4 x 1, i.e.,

UO
?
U=[U"= U2 (6.1)
U3
¢ que as componentes do campo cletromagnético, F' = F%v#, formam uma matriz

antissimnétrica quando multiplicada pela matriz métrica
g =diag(+1, -1, -1,-1) *

Explicitamente a matriz que estamos considerando para o campo eletro-
magnetico, indicada por F' ou [F]§, é mostrada abaixo

0 E B Iy
E. 0 By =B

P =[Fl3 = : (5.2)

Ly By —-B1 0 J

" observe que usamos as componentes do tensor de campo na forina mista, um indice covariante
¢ wn indice contravariante. Lembramos também do balanceamento de indices Fo = gugFo¥,
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Com as consideragbes acima, as equacdes de movimento para uma particula car-
regada assumem a seguinte forma (cf. eq.(4.44) ¢ eq.(4.52))

dU
— =g 'U (5.3)
dr
| q . ,
onde @ = —— & uma constante, ¢ é a carga da parlicula, m sua massa e ¢ a

mc
velocidade da luz (unidades C.G.S.).
O método usual de solugdo da eq.(3) é discutido no apéndice E (Equagio Secu-
lar).

O GRUPO 50,(L,3) - vimos no capitulo II que as transformagoes de Lorentz
podem ser representadas por matrizes reais 4 x 4 satisfazendo a eq.(2.13) que define
o grupo O(1,3). Além dessa condi¢do é possivel mostrar que as matrizes 4 x 4
associadas a transformagées de Lorentz satisfazem duas outras equagdes, eq.(2.15)
e eq.(2.16). Ressaltamos no capitulo II que nosso interesse residia na componente
conexa a identidade do grupo de Lorentz, que define o grupo S0,(1,3), ie as

matrizes que satisfazem
AlgA=g ; detA=+1, Agp>1 (5.4)

onde Ay indica o elemento da primeira coluna e primeira linha da matriz A.

O especial interesse ressas matrizes ¢é que elas podem ser obtidas por exponen-
clagido dos geradores do grupo de Lorentz, i.e. por exponenciagio de elementos
da algebra de Lie associada ao grupo, sendo que os geradores sio representados
por matrizes reais 4 X 4 que sdo antissimétricas quando multiplicadas pela matriz
métrica. (Vecja eq.(2.17)), cuja expressio mais geral é dada pela eq.(2), ou seja, os
geradores do grupo de Lorentz sio representados pela mesma matriz que o campo
eletromagnético!

De outro modo, a matriz do campo eletromagnético representa um gerador
genérico do grupo de Lorentz, os geradores padroes sio obtidos fazendo todos os
k; = B; = 0, menos um deles [Jackson, pg. 415-417}.

Assim, efctuar a exponencial dos geradores do grupo de Lorentz equivale a ex-
ponenciar o campo eletromagnético, e como ji foi discutido na introducio desta
monografia e no capitulo IV, a exponencial do campo clctromagnético fornece a
solugdo da equagdo de movimento para uma parlicula carregada, eq.(5.3), desde
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que a exponencial da matriz de campo F, parametrizada pelo tempo préprio (e
incluindo a constante a), i.e.

- Fry?
e“”=1+aFT+(i2—T—)u+--- (5.5)
satisflaz a seguinte regra de derivagio
i alr .
‘ ﬂdT = aF e (5.6)

obtida dirctamente da expansio em série.

Nosso trabalho neste capitulo se resume a efetuar a exponenciagio da matriz
dada pela eq.(2), l.e. escrever a série da exponencial numa forma finita. Para tanto
¢ necessdrio obter uma relagio de recorréncia para as poténcias da matriz F.

Observamos que apesar de termos fechado a série para a exponencial dos gera-
dores do grupo Sping(1,3) ~ SL(2,d), que é o grupo de recobrimento universal
(duplo) do grupo SO.(1,3), néo € trivial obter a relacio de recorréncia para as
poténcias dos geradores do grupo SO4(1,3) (cf. as leis de transformagio eq.(2.1)
¢ €q.(2.19)). Lembramos neste ponto o comentdrio feito na iniroducio de que o
produto invariante da representagio é o produto de Lie, que é o comutador do pro-
duto matricial (veja as relagdes de comutagio caracteristicas do grupo de Lorentz
em qualquer representagio, eq.(3.20)). Por outro lado, o produto envolvido na série
exponcncial, i.e. as poténcias F'® do gerador, ¢ o produto matricial que depende da
representagio que estamos usando.

O fato de termos [echado a séric pata o grupo Spini(l,3) ~ SL(2,d), nos
fornece urna visdo do resultado final para o grupo S04 (1,3) através do vetor trans-

formado ¢q.(3.32), que mosira as componentes da matriz exponencial, ef

, onde
reconhecemos que a varidvel complexa, z = z + 1y (eq.(3.34)) desempenha um pa-
pel fundamental. Entrctanto, ndo é possivel de uma primeira andlise da eq.(3,32)
IeImn mesmo expressar a exponencial de ' em termos das primeiras poténcias de F.

A chave que nos permitiu encontrar uma relagio de recorréncia entre as poténcias
da matriz F' e consequentemente fechar a série da exponencial de F' foi a introducio
da matriz dual de F, indicada por G (dual de Hodge) [Jackson, pg. 425], e de-

finida como sendo a matriz obtida da matriz F, eq.(2), trocando E; -2 B; e
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B, — —FE;, ie., (cf. eq.(4.12))
[0 B, B, B )

By 0 -~FEy FE

By, E; 0 -E

\ Ba —FE, E 0 }
A matriz dual é necessdria para expressar a terceira poténcia da matriz F, F®

como discutido a seguir.

Ao invés de trabalharmos com a matriz I explicitamente é conveniente nos
célculos usar as componenles. Assim, a matriz F, eq.(2), pode ser resumida do

seguinte modo
(£l =0, [Fy=[Fli=E (5.8.2)
[F); = —[FY = ey B*. (5.8.1b)

Em relagio a simetria da matriz F, dizemos que F' ¢ diagonal nula, simétrica
nas componentes temporais e antissimétricas no bloco espacial.
Calculando a segunda poténcia da matriz F, 2, encontramos que:

[#%)2, = [F]®, [F]*, (5.9.a)
(£ = | EJ? (5.9.b)

[F°g = —[F?)§ = —eiju E: B (5.9.¢)
[F?)i = E;E; + BB, — | B 6 (5.9.d)

onde §;; é o delta de Kroenecker.

Observamos que a matriz F? tem simetria oposta a de F: as componentes tem-
porais [F¥% e [F?]%¥ sdo antissimétricas, enquanto que as componentes espaciais
[F?]'; séo simétricas. Além do mais F? apresenta elementos nio nulos na diagonal.

68



Uma répida anélise mosira o seguinte resultado sobre a simetria das componentes
das poténcias ™ : todas as poténcias impares (pares) de F' tem a mesma simetria
de F' (#?). Note que a matriz dual G tem a mesma simetria da matriz F, ¢ que a
matriz identidade 4 x 4, indicada por 1, tem de certo modo a mesma simetria de
I

Desde que F? tem a mesma simetria que F' os elementos diagonais sao nulos, i.e.
[F¥]%, = 0. As componentes temporais sfo simétricas, [F°]% = [F®]}, enquanto que
as componentes espaciais sio antissimétricas, [F?)'; = [F%),

A lerceira poténcia da matriz ¥ pode ser calculada como o produto de F' por
F? ou seja

[F3)% = [F*5[F) (5.10.a)

& assim, encontramos que:
[#9]% = (|EJ]? — (B]?)E; + (E-B)B; (5.10.b)
[Fz]ij = {(|E=|2 - IEP)BI: - (E‘E)Ek}ﬁijk (5.10.c)

Agora, lembrando da definigio da matriz F, eq.(2), ¢ da matriz dual @, eq.(7)
podemos expressar F® em termos destas Gltimas, como mostramos abaixo

F3 = (|E]? - |BIYF + (E-B)G . (5.11)

Observamos que o produto de I pelo seu dual G resulta em um miltiplo da
matriz identidade 4 x 4 [Van Wick] "

FG=GF = (E-B)1 (5.12)

Da propriedade eq.(12) da matriz dual G é claro que qualquer poténcia da matriz
F' pode ser escrita em termos de 1, F, F? e (G, ou seja a relacio de recorréncia
comega em F°. Por exemplo, a quarta poténcia é obtida multiplicando a eq.(11)
por F
FU=(|E]* — |BP)F* + (B-B)* 1 (5.13)
* Além disso, G* est4 relacionado a F? do seguinte modo (cf. eq.(9))

G? = F* = (I - 1BP)L
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e a quinta poténcia é dada por
= (|Ef* = |B[)F® + (E-By* F (5.14)
e substituindo para F* a eq.(11) obtemos:
F* = {(\E]* - |BI")* + (E-B)*} F + (1B - |BI')(E-B) G. (5.15)

Para obter uma férmula de recorréncia mais facilmente, é conveniente utilizar
as variaveis z = r + 1y, delinidas na eq.(3.34) (veja também eq.(3.13)). Assim, &
possivel escrever

zy=FE-B, 22—y*=|EP?—|B]. (5.16)

Agora, multiplicando cada poténcia de ' por |z|* obtemos o seguinte quadro
|2]2F8 = (a2t — yY)F + (2 + ¥*)2y G
(22 = (% = y) P2 4 (22 + y?)(ay)* L
(5.17)
|2|2F% = (2% + 4°)F + (2 + y')2y G
2PF° = (2° + y°)F* + (2" + y")(zy)" L

e assim por diante, obtendo a seguinte lei de recorréncia (pode ser mostrada por
indugdo finita considerando as eq.(11) e eq.(12), [Zeni e Rodrigues, 1991.a]).

Poténcias Pares n > 2

Iz|2};12n = [mzn + (_1)n+ly2n]ﬁ"2 i [I2(n—1) + (_l)nyz(n—l)](my)'z 1 (5,18.&)

Poténcias impares n =2
|z|2F'1n—1 — [mzn—l-(—l)ﬂﬂ 27;]1‘14_ [.'1: n—1) +( l)n 2(n— 1)]( )G’ (5.18.b)

Considerando, por exemplo, como vilida a relagdo de recorréncia para as
poténcias {mpares, basta multiplicar por £ para obter a relagdo de recorréncia
para as poléncias pares. O caminho inverso também ¢ possivel, mas exige algumas
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passagens.

Counsiderando a série para a exponencial da matriz F' cq.(5), observamos que
temos quatro séries em z e y, cada uma sendo o coeficiente das matrizes 1, F, I
e (.

As sérics (todos os coeficientes mulliplicados por |z|?) sio as seguintes:

Série dos coeficientes da identidade 1

) e [..2(n-1) — 1Yy 2(n-1) .
.'::"—}—;g,.v?—1—(:L*1,.f)2X:[I t ') y ] = zcosy +y‘cha (5.19.a)
= (2n)!
Série dos coeficientes de F?
( [.L' ( )n+1 Qﬂ]
; (2n), =chz —~cosy (5.19.b)
Série dos coeficientes de F
[EZN o+ ( 1)u+1 211.]
= ? 5.19.
(z? +y%) Z @n—1) xshz +yseny ( c)
Série dos coeficientes do dual G
o [L.2(n—1) —1)rgy2(n-1)
(zy) C (=1 ] =yshz —axseny. (5.19.d)

n=2 (2” - ])l

Observamos que o termo (z? + y?) antes do somatdrio presentes na série da
identidade 1, F' e F? provém da primeira ocorréncia destas matrizes na série da
eF multiplicada por |z|* = 2? + y*, antes de utilizarmos as relagdes de recorréncia
para as poténcias superiores, eq.(18). Note que a primeira ocorréncia do dual é na
expressao de F°3.

Assim, a série para a exponencial da matriz F pode ser escrita na seguinte forma

fechada, [Zeni e Rodrigues, 1990.a):

2 2
Pz cosy + ¥y chmn ;rsha:+ysenyF+
m2+y2 $2+y
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chaz —cosy 2 yshz —xseny
$2+y2 $2+y2

(5.20)

F

A expressiao explicita da matriz e, ou de suas componentes pode ser obtida

considerando as expressbes para as matrizes F, eq.(2), G, eq.(7) e I'?, eq.(9).

BOOSTS E ROTAGOES - vames considerar alguns casos particulares da eq.(20),
que sdo as matrizes correspondentes a boosts e rotagoes (cf. eq.(3.37) ¢ eq.(3.41)).

Boosts - sao transformagdes cujo gerador é uma combinagao linear exclusiva dos
geradores de boost, obtido da eq.(2) fazendo-se todos os B; = 0.

Escrevendo z = v (real), y = 0, F = vV, onde V ¢é uma matriz 4 x 4 cujas
componentes [V](f.r sa0 as cornponenles de um vetor unitario na diregao da velocidade

relativa. Assim, obtemos da eq.(20) quc;
B=¢V =1+ Vshv+(chv —1)V2. (5.21)

O parametro v ¢ a rapidez da transformacio (veja eq.(3.42)).
O vetor transformado, U’ = BU, pelo boost [oi dado na eq.(3.43); basta trocar

2rv por r.

Rotagdes — uma rotagdo ¢ uma transformagao cujo gerador é combinagio linear
dos geradores de rotagio [Jackson, pg. 413], ou seja, o gerador é obtido da eq.(2)
fazendo-se todos 03 E; = 0. Escrevendo z = if(=1iy), =0, F=0N, oude N
é uma matriz 4 x 4 cujas componentes [N]'; (i # j) sdo as componentes do vetor
unitdrio que define o eixo da rotagio.

Assim, da eq.(20) segue que:

R=e" =1 4 Nsen0 + (1 — cosQ)N? (5.22)

onde & é o angulo da rotagio,
O velor iransformade por uma rotagio pode ser visto na ¢q.(3.38), trocando 20
por 8.

A solugio das equagdes, eq.(3), de Movimento de uma particula carregada, con-
forme discutido nas eq.(5) e eq.(6), é dada pela exponencial do campo parametrizada
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pelo tempo proprio, i.e.
Ulr) = e*fTU(0) (5.23)

onde U/, é a velocidade inicial, e = i e 7 éo tempo préprio (veja eq.(3)).

Em relagido a forma finita, eq.(20), para a exponencial, as inicas alteragdes ne-
cessarias sio a mudanga de argumentos das fungdes trigonométricas e hiperbélicas,
i.e., e*f7 & obtido da eq.(20) trocando-se

cosy por cos(ayr), seny por scn{ayr)
(5.24)
chz por chlazr) , shz por sh(ext)

Observamos que os coeficientes das {ungdes nao sao alterados.

A solu¢do para o vetor velocidade relativista U(r) é explicitada abaixo dividindo
as componentes do vetor relativista em componente temporal, Uy(7), e componentes
espaciais, U(7), (cf. eq.(3.32)).
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A componente temporal, Up(r) é dada por

( cos({yar)
¥ + y2

sen(yar)
2 4 yﬁ

{(yE - 2B)-U} +

sh{zar) («

22 + 2 “’E“*'yg)ﬁ} +

ch(za)
! 562 _|_ yz

{@+y? +1B7 +1B)00/2 - (B

Componentes espaciais do vetor transformado

{[w2 +1* — (|E]* + |BP)Uo/2 + (F x

Y

x B)- 6’}

| w“ji(i‘;? {(w" +y* + |E]* + |B)Us/2 — (E x B)Uq
~ (E-0)E — (B-0)B} +
%{(WE — EE)UU e (IE+ yﬁ) x [7} +
g(T) = <

sh(zar o - . . .
1.2(4, yz){(mE +yB)Uo+ (yE — 2By x U} +
Zli(ia;){[m“ry —(|E? + 1 B|")00/2

\ +(B-DE + (B-0)B}
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APENDICE A

Alguns detalhes do cileulo para o vetor transformado que resultou na eq. (3.32),
(ef. a discussdo em [Zeni e Rodrigues, 1991], secéo 6).
Partimos da eq. (3.29) e vamos calcular separadamente os scguintes termos

— PUF |shz|? (A1)

FUshzchz —UF shzchz (A.2)

Inicialmente vamos mostrar o resultado citado no texto de que a eq.{A.2) resulta
na q.(3.30).

Vamos fazer o calculo para o primeiro termo da eq.(A.2) que pode ser escrito
como

FUshZchz = 1/2[(FU — UF) + (FU 4+ UF)|shzchz (A.3)

Agora, as partes antissimétricas do produto entre um vetor, U, e um bivetor, F,
sa0 respectivamente um vetor ¢ um trivetor, (veja eq.(1.29). Assim, para obter um
vetor da eq.(A.3) devemnos multiplicar o vetor resultante do produto FU pela parte
escalar da fungado shZeh z, o trivetor pela parte pseudoescalar.”

Lembrando que [Churchill, pg. 51-2]**

shzchz = 1/2(sh 2z — 75 sen 2y) (A.4)

Portanto, das consideragdes acima, a contribui¢io da eq.(A.3) para o vetor trans-
formado é
1/4(FPU - UF)sh2z — 1/4(FU + UF)ys sen2y (A.5)

¢ notando que -5 anticomuta com vetores, U, e comnuta com bivetores, ¥, o sinal
do segundo termo estd de acordo com a eq.(3.30).

* ndo necessitamos calcular as compenentes que nao sejam vetores, pois elas se anulam quando
consideramos todas as contribuigbes para o vetor transformado, eq.(3.28).
" lernbramos que 5 ¢ a unidade imaginéria, veja eq.(3.8).
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(Cada um dos termos na eq.(A.2) tem exalamente a mesma contribui¢do para o
vetor transformado, conforme podemos verificar adotando um procedimento analogo
para calcular o termo —UFshzchz

Para o que se segue, € conveniente escrever a eq.(A.1) e eq.(3.30} (esta dltima é o
dobro da eq.{A.5)) em termos de /" = zF, outro que F' = ZF/|z|*. Assim, ficamos

com as seguintes equagoes

2z
~FUF ‘”; (A.6)
1/2(ZFU — zUF)%g (A.T2)
1/295(ZFU + zUF)% (A.7Th)

A scguir calculamos os termos relevantes de cada equagdo, em termos das com-
ponentes de z, F' e U dados na eq.(3.31). Comegando pela eq.(A.7a) ¢ eq.(A.Tb)

que diferem apenas por um sinal, obtemos
(2 = ¥5y)(E + 15 B)vo(uor0 + )
(ZFU £ 2UF) = (A.8)
H(& — ysy)(tovo + ©)(E + v B)%

I% conveniente separar a contribuicdo deste tcrmo em duas partes: a que contém
Uugyg, dada por

wo{(z — 5y)(E + 1B) £ (2 + 1y)(—E + % B)} (A.9)

Py

onde usamos o [ato que 7% =1, e 4o anticomuta com <5 e +; (e portanto com F
e B).
Assim, obtemos para o sinal — proveniente da eq.(A.7a),
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ﬁug(mﬁ + y}}) (A.10a)
enquanto que para o sinal 4, proveniente da eq.(A.7b),
2'u075(—yE" + :L'ﬁ) (A.10b)
A parte da eq.(A.8) que contem o vetor € pode ser posta na seguinte forma

o{(~Ei + GE) + 75(- B F @ B)}y
(A.11)

onde usamos o fato de que 4y ¢ 5 anticomutam com o vetor .
Lembrando que o produto entre dois vetores que s6 tem componentes espaciais é
dado pela eq.(3.9)
= - - ~ -
GE = —@-E — 1(d x E)y

obtemos para o sinal inferior da eq.(A.l1) proveniente da eq.(A.7a)
2e{(@ E)yp+ax B} — 2{i x E — (7 B)yo} (A.12a)
I’ara o sinal superior da eq.(A.11), proveniente da eq.(A.7b), obtemos
2oy {—T % B + (@ B)y} ~ 21s{(@ E)yo + 7 % B) (A.12b)

Considerando as eq.(10.a e b) e eq.(12.a e b) juntamente com as eq.(7.a e b)
enconlramos os termos em sh2z e sen 2y na eq.(3.32).
Vamos agora calcular o termo —FUF da eq.(A.6)

— FUF = —(E + v B)yo(uoyo + &)(E + 7 5) 7. (A.13)

Novamente separando em duas partes a contribuigio deste termo, obtemos para
a parte que contém upyg
= uo(E + Bty (A.14)

* Note o fator vs na eq.(A.7h), eq.(10.b) e eq.(12.b). Lembramos que ¢ = —1.
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Efetuando o produto, temos que:
uo{(|E]” +1B))% + 2E x B} (A.15)

onde |£|* > 0 é a norma euclidiana de vetores espaciais.
A parte que contém o vetor # pode ser escrita como

— —

(E +v:B)i#(—E + v B) (A.16)

onde eliminamos g, 45 = +1, através de suas propriedades de anticomutagio com

—

i@ E, B e .
Expandindo a eq.(A.16) obtemos

— (EGE + BiB) + vs(EiB — BiE). (A.17)

Usando o fato de que a parte simétrica do produto entre dois fatores ¢ o produto

inlerno, podemos escrever:
Ei=-24 E)—aF
¢ assim obtemos para o primeivo termo entre parénteses na eq.(A.17)
H(a- EYE + (@ B)BY - d(|£]° + |B) (A.18)
Vamos demonstrar a seguir que o segundo termo da eq.(A.17) resulta na seguinte
expressio
— 24 (E % B)va. (A.19)
Inicialmente, notamos que

~d- (ExB)=+E-(@xB)=EB-(Ex1). (A.20)

O procedimento para a demonstragio é expandir o produto interno e vetorial como
as partes simétricas e antissimmétricas do produto de Clifford de vetores espaciais,
ie.,

T E=-1/2ZE + Ei)
i x E=1/2v(il = EQ)vy.
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Assim, podemos escrever

Analogamente, encontramos que

B (E x @) = 1/4vs{B(Ei - @k} + (Bii — ) B}, .

Somando as eq.(A.21) e eq.(A.22), obtemos

conforme se verifica da eq.(A.21).
Portanto, a eq.(A.23) resulta em:

—i (B x B) = 1/2y(EuB — BitE)y, c.q.d.
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APENDICE B

A ALGEBRA DE PAULI

A algebra de Pauli é a algebra de Clifford geradas pelos vetores do espago eucli-
diano IR®. Escolhendo uma base ortonormal de vetores para o %, indicada por
{o:}, o produto de Pauli (ou produto de Clifford da algebra C(I?®)) entre estes
vetores é definido por (ef. eq.(1.7)):

TiT; 4 o;0; = 2553; (B].)

onde ¢&; € o delta de Kroenecker, assoctado a métrica euclidiana, ¢ =
diag(+1,+1,+1).

O espago vetorial da algebra de Pauli € 1somorfo ao espago vetorial da algebra
exterior A(JR?) e portanto tem dimensdo, sobre os reals, igual a 2° = 8 (veja

eq.(1.5)). Cada ndmero de Pauli pode ser escrito como:
P =g +4do; + u"jcr,-crj + yo,0303 (B.2)

onde x,a', a¥ e y sfo nlmeros reais, a soma sobre indices repetidos estd suben-
tendida e os indices duplos estdo restritos a ¢ < 7.

No apéndice C mostramos explicitamente que a &lgebra de Pauli é isomorfa a
algebra das matrizes complexas 2 x 2, indicadas por @(2), ie. C(JR?) ~ €'(2).
Para tanto ergucmos uma representagdo matricial para a dlgebra de Pauli. Intrin-
sicamente este isomorfismo pode ser visto notando que a unidade pseudoescalar da
algebra de Pauli, definida por i = 0,0,04 (cf. eq.{1.15)), comuta com todos os veto-

res oy, € portanto com qualquer niimero de Pauli (cf. eq.(1.31.a)), i.e. VP € C(JR?)
iP=Pi. (B.3)
Também, da eq.(B.1) temos que (cf. eq.(1.33)):

¥ =-1. (B.4)



Além disso, por causa da dualidade de Hodge, o produto de qualquer bivetor de
C(/R?), como o termo a“oi0;, na eq.(B.2), pode ser expresso como o produto da
unidade pscudoescalar 1 por um vetor (cf. eq.(1.14)). Em particular, temos que;

0.0 = 10xEik (B.5)

onde g;;, ¢ o tensor de Levi-Civita, complelamente antissimétrico nos indices ¢, j, &.

Assimn, podemos pensar na lgebra C(IR®) sobre os complexos, onde 1 = oy0,73
¢ a unidade imaginaria. Esta visio torna possivel a seguinte simplifica¢io: todo
nimero de Pauli, P € C(IR?), pode ser expresso como a soma de um nimero
(escalar) complexo w, e um vetor complexo, H , le.,

P=w+H=(z+iy) + (K +if) (B.6)

oned z,y € R ¢ K,i e IR®.
Outra forma de cxpressar um vetor complexo é através de suas componentes
complexas:
H=Huo; = (K +it)o;. (B.7)

O produto de dois ntimeros de Pauli, P=w+ 1 e Q =z + F, ¢ dado por:
PQ=(w+H)(z+F=wz+wF+:B+HF. (B.8)

Os trés primeiros termos envolvem somente o produto de mimeros complexos. O
iltimo termo envolve o produto de Pauli de dois vetores, um produto nio comuta-
tivo, dado por:

—+ —+ —\_o| . -+

HF=H.F+iHxF (B.9)
onde os produtos interno, -, ¢ vetorial, X, de vetores complexos sdo generalizagdes
dos respectivos produtos entre vetores euclidianos, s6 que agora trabalhamos com
componentes complexas, i.e.:

H.-F=HF;, ; HxF =c;.HFjoy. (B.10)

De outro modo, o produto interno (vetorial) € a parte simétrica (antissimétrica)
do produto de Pauli de dois vetores.

Destacamos que a subdlgebra par da algebra de Pauli, veja eq.(1.11), é isomorfa a

81



dlgebra dos quaternions. A subdlgebra par, C*(IR®) o H, é formada pelos nimeros
de Pauli que 330 a soma de um escalar real com um vetor imagindrio (um bivetor,
veja eq.(B.5)).

Discutimos agora os morfismos existentes na dlgebra de Pauli.
O principal automorfismo, O, veja eq.(1.18) em C(I?), é denominado alterna-
tivamente conjugagio espacial. Se P = w+ H, segue que:

PP =w-H (B.11)

onde — indica o conjugado complexo das comnponentes w e H;,i=1,2,3."
O principal antiautomorfismo da dlgebra de Pauli, C{IR®) serd indicado por f,
distintamente da definicdo genérica para dlgebras de Clifford, eq.(1.19). Isto se deve
ao fato de que na representa¢io malricial da algebra de Pauli, o antiautomorfisme

principal é identificado com o conjugado hermitiano. Se P = w + i, segue que:
Pt=w+1I. (B.12)

Finalmente, a composigio, indicada por ~ (veja eq.(1.20)), é denominada ad-
junta na algebra C(IR®) e é dada por:

P=pP°t=w-1I (B.13)

Notamos que a composigdo (ou adjunta) na élgebra de Pauli é equivalente ao
antiautomorfismo principal da subdlgebra par do espago-tempo CT(IR®) (veja co-
mentario no ltimo pardgrafo do capitulo III).

Observe que se (cf. cq.(1.22))

(i) PY = P, entdo P € H ¢ um quartenion.
(i) P=—P, entio P =P éum vetor complexo.
(iii) Pj = P, entdo P ¢ hermitiano.

»

observamos que o conjugado complexo nde ¢ um morfismo da dlgebra real C(R?), mas
¢ conveniente irabalhar com ele. Consideramos que & = oy, distintamente da representagio
matticial, onde 8§ comnponentes da matriz oy sio imagindrias, eq.(C.12). Note que 5,9 = —o;.

Poderiamos alternativamente ter considerado ¢,% = 7 = —o;, e assim (P® = W+ H) a vonjugacio
complexa seria identificada com a conjugagao espacial.
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A adjunta, P, é muito importante desde que ela nos permite construir a inversa
de um niamero de Pauli, quando existe a inversa. Observe que o produto PP éum
nimero complexo, dado por:

PP=pPP=uw*— (B.14)

e = f.H=~H ‘H', é a soma do quadrado das componentes complexas do vetor
H. Assim, se P P # O podemos escrever

j. 'w"{ﬁ' (B.15)

E claro que a composicao estd relacionada a adjunta na representagio matricial

da lgebra de Pauli, desde que a adjunta de uma matriz & que determina a inversa.

De outro modo, o produto de uma matriz pela sua adjunta é igual ao determinante

da matriz, este sendo identificado com o produto P P. Portanto, os nimeros de
Pauli que satisfazem PP =1 formam o grupo SL(2,&) ~ Spin,(1,3).

Vetores do espago-tempo R podem ser representados por nimeros de Pauli

hermitianos, i.e., nimeros cujas compouentes 3io reals:
RS uvm—s ug+ @ = up+ w'o; € C(IR?) (B.16)

onde u,,u; sio nimeros reais.
A métrica de Lorentz, g(u,u), ¢ representada na dlgebra de Pauli pelo produto
wi, ou uu®

gl u) — uu” = ui = u} — @2 (B.17)

onde o quadrado de um vetor real é positivo definido, pois estamos trabathando com
a algebra C(IR%).

Uma transformagio prépria e ortécrona de Lorentz é descrita na algebra de Pauli
pela agdo hermitiana dos numeros de Pauli invertiveis, dada por

u =5 u = MuMt (B.18)

onde M € C(R?), MM # 0. I conveniente adotar que M € 5L(2,@), ou seja,
MM =1.
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Observe que o objeto resultante da agio hermitiana, aplicada a um vetor do
espago-tempo, é hermitiano e portanto é realmente um vetor do espago-tempo, i.c.

se u€ R = u' = MuMtec R, (B.19)

Para verificar que a agio hermitiana é realmente uma transformacio de Lorentz,
observe que a métrica u'® w’ = u" u & preservada, pois segue que

uPu' =M u® MMuMi=uPuM° Mt =u"u (B.20)

desdc que M" Mt = (M ﬁ)’[ = 1, pois cstamos considerando que M M= 1, Le,
M e SL(2,0).

A discussao da parametrizagio dos elementos M € SL(2,d') segue em paralelo as
discussSes que precederam a ¢q.(3.27). Também, o vetor transformado pela cq.(B.18)
¢ dado pela eq.(3.32) (veja [Zeni e Rodrigues, 1991).
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APENDICE C

A REPRESENTACAO MATRICIAL
DA ALGEBRA DE PAULI

Para obter a representacio matricial das dlgebras de Clifford é conveniente in-
troduzir o conceito de IDEAIS. Ideais (laterais) sio subespacos da algebra C(IR™)
invariantes por multiplicagio (& csquerda ou & direita) por qualquer elemento da
algebra, i.e. se I é um ideal & csquerda da algebra C(JR™), entdo se

wel, AcC(R") implicaque Ay €]. (C.1)

Os clementos dos ideais sdo ditos espinores, [Figueiredo et al).

Um exemplo de um ideal i esquerda na dlgebra de Pauli ¢ dado pelo subespago
de C(I?®) que tem por base {e,ie,0€,i01.}, onde o IDEMPOTENTE e é dado
por:

e=1/21 + os). (C.2)

Observamos que o idempotente e é um elemento nio invertivel da algebra C(R?)
¢ que por este motivo tem propriedades muito particulares, como por exemplo

e (C.3)

Além disso, podem existir ¢, b € C(R®) tal que a,b # 0 satisfazendo a seguinte
igualdade:
ae = be . (C.4)

Casos particulares da equagio acima sio por exernplo:
U3¢ =€ ; o3 = ighe. (C.5)
Assim, o subespago [ de C(IR®) definido por:

I={¢ = (Y1 + py101)e} (C.6)
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onde ¥, = z; +iy;, ¢ = I,II, z;,y; € I, é um ideal & esquerda da algebra de
Pauli, pois é imediato verificar que o produto pela esquerda de qualquer numero
de Pauli C(IR®?) 3 A = w+ H pelo idempotente e pertence ao ideal I, pois, da
eq.(C.5) scgue que:

Ae = (w+ H'oy)e = (w + Ha)e + (Hy +1H3)o, e. (C.7)

Portanto, o produto pela esquerda de qualquer nimero de Pauli por um elemento
do ideal I resulta em outro elemento do ideal (eq.(C.1)).

Considerando a propriedade acimma dos ideais, uma representa¢io matricial da
dlgebra de Pauli pode ser obtida através do scguinte raciocinio: a algebra pode ser
pensada como atuando sobre um ideal do mesmo modo que as transforiagdes line-
ares atuam sobre um espaco vetorial, transformando os vetores entre si, [Rodrigues
e Zeni].

Sc nés considerarmos que as duas componentes dos elementos do ideal, ¥ =
(o1 +rro1)e, eq.(C.6), formam uma matriz coluna 2 x 1, onde 1y corresponde ao
clemento da primeira linba e ¥, a0 elemento da segunda linha, entdo analisando
como os numeros de Pauli transformam o spinor ¢ em outro spinor, podemos obter
uma representacdo malricial para a base da algebra de Pauli e portanto para toda
a algebra. Por exemplo, temos que:

a3ty = (P — o )e. (C.8)

Portanto, podemos escrever que a matriz que representa o3 € dada por:
1 0 .
0'3:(0 _1 ) . ((_/.9)
Analogamente, ternos que

1€ — (1/)11 + 'yblffl)ﬁ
(C.10)
aze = (=i + 11o1)e

e assimn, obtemnos a seguinte representacio matricial; (cf. [Blokhintsev, pg. 236-9]

para um tratamento alternativo)

alm(gé),agz(g _02) (C.11)
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Observe que estamos considerando as componentes complexas do spinor, i.e., a
base do Ideal é {e,o,e} sobre os escalares {1,i} =. Obviamente, temos que:

1:((1)?)1:(5?) (C.12)

Um nimero de Pauli qualquer dado pela eq.(B.6) pode ser escrito em termos da
sua representagao matricial

. w + H3 .[11 - Z.E{g
A=wl+4+ Ho; = (C.13)
H1 + ZHQ w - .H3
Observe que da eq.(B.12) temos que
. w + F.’:l Fl - ZFQ
At=w+Ho; = L . (C.14)
Hy+iH, w— Hs

é portanto o antiaulomorfismo principal corresponde realmente a conjugacio her-
mitiana.
Também, da defini¢io intrinseca da adjunta, eq.(B.13) temos que

. . w— Hy —(H, —1H,)
¢ da equagio acima segue que o produto A A é justo o determinante de A, i.e.
_ . w? — Hf — HZ - H} 0
AAd=w— H? = . {C.16)
0 w?* — HY — H} — H?

Assim, se det A= AA £ 0, a inversa é dada por (cf. eq.(B.15))

A

Al =
det A

(C.17)
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APENDICE D

O HOMEOMORFISMO ENTRE SL(2,() e SO,(1,3)

Dissemos no capitulo II que a a¢lo adjunta, eq.(2.19), dos elementos A €
Sping(1,3) sobre os velores u € IR, representa uma transformacio de Lorentz
propria e ortdcrona.

Através das €q.(3.27), eq.(3.32) c €q.(5.20) é evidente que hd uma correspondéncia
entre oz elementos Sping(1,3) ~ SL(2,d) e 504(1,3), estabelecida intrinseca-
mente pelos geradores. Entretanto, hd outros caminhos [Barut, pg.25, MacFarlane)
para se estabelecer a correspondéncia entre os grupos SL(2,8) e S0.(1,3) sem
envolver a exponencial dos geradores. Seguimos o raciocinio exposto em [Santald,
pg.96-9].

Nos apéndices B ¢ C foi discutido o isomorfismo entre a ilgebra de Pauli e a
algebra das matrizes 2 X 2 complexas,, com o consequente estabelecimento do
isomorfismo entre Sping(1,3) ~ SL(2,d). Observamos que na lgebra de Pauli
C(IR?) ~@(2), uma transformagio de Lorentz é representada pela agio hermitiana,
¢q.(B.18), dos elementos de A € SL(2,d) sobre u € R'A,

A uma matriz 2 X 2 representando o vetor u € IR'?, eq.(C.13)

U0+u3 Uy —Z'Ug

U +iuz Ug — Uz

assoclamos a seguinte matriz coluna 4 x 1

Up + u3
ty — '!:'u.g
uy + 1y
Up — Uz

(D.2)

A matriz U dada na eq.(5.1) representando um vetor do espago-tempo é obtida
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da eq.(D.2) através da muliplicagio pela seguinte matriz:

10 0 1
01 1 0
M=1/2 0 i —i 0 (D.3)
10 0 =1
l.e,se Ut = (upty upua), entdo:
U=Mp. (D.4)

Agora, uma translormacgio de Lorentz representada pela agao hermitiana de A €
SL(2,d) sobre a matriz u, eq.(D.1),*

W =Atud (D.5)
induz uma transformacio na matriz associada p, eq.(D.2) dada por:
wo= (At x AN (D.6)

[onde o produto direto é definido por [Wigner, pg. 17]**

aAl FA

Af xA' = (D.7)
BA §A

onde A= (_G; g) . (D.8)

Assimn, segue da eq.(1).6) e eq.(D.4) que o vetor U, eq.(5.1), se transforma como:
U'=MAtxAYM ™y (D.9)

ou seja, a matriz do grupo S0,(1,3) correspondendo a transformacio dada na
¢q.(1).5) é mostrada abaixo:

L=MAtxAYM™ (D.10)

L}

nole que o conjugado hermitiano na eq.(ID.5) aparece & csquerda (ef. eq.(B.18))

note que [Santald, pg. 99) considera uma outra definicio para o produto direto, que apesar
de ser conceitualmente aceitivel (o produto direlo € uma representagio do produto tensorial, e
portanto qualquer quadre de mulliplicagao envolvendo o produto de elementos [A];; e [H]mn €
accitavel), ndo estd de acordo com o uso feito do preduto direto na eq.(13.15).

1]
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onde M é dado na eq.(D.3) (expressio explicita da eq.(D.10) ¢ dada em [Penrose e
Rindler, pg. 17]).

Observamos os seguintes fatos:
(i) do célculo explicito das componentes da matriz L, eq.(D.10), segue que:

[Lloo = |a|? + B> + |y[* +[6]* = 0 (D.11)

onde o, B, e & sho os elementos da matriz A, eq.(D.8).
Portanto, L corresponde a uma transformagio ortécrona, oq.(2.16).

(i1) det I = det A t x At = (det At)?(det A2 =1
pois A€ SL(2,d). (D.12)

portanto, L corresponde a uma transformagéo prépria, eq.(2.).

(iii) o produto direto goza da seguinte propriedade
(A1A2) X (B1Bg) = (A'_[ = BQ)(AQ x Bg) (D13)

¢ portanio, ao produto A;A; de matrizes Ay, Ay € SL(2,0') corresponde o pro-
duto L)L, das matrizes Ly e L, de SO.(1,3) correspondentes a A; e Az pela
eq.(D.10). Em particular, a matriz A™! corresponde L~

(iv) da cq.(D.10) é claro que as matrizes £A € SL(2,d) correspondem o mesmo
L € S0,(1,3). Poreste motivo SL(2,&) ¢ dito o recobrimento duplo de SO, (1,3).

Por completeza, comentamos que nio estabelecemos aqui o fato de que SL(2,0)
recobre todo o grupo §04(1,3), i.e. que dado um clemento de 50,(1,3) existe
um elemento de SL(2,&) correspondente (através da agdo adjunta) [Barut, pg. 42,
Miller, pg. 291-2].
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APENDICE E

A EQUAGCAO SECULAR

A €q.(5.3) € umn sistema linear de equagdes diferenciais ordindrias, estando as com-
ponentes da velocidade, U?, e suas derivadas acopladas entre si através do £ampo
eletromagnético.

No caso de campo varidvel, a soluciio nio ¢ direta e depende em muito do com-
portamnento funcional do campo. Em geral, nas aplicagdes é considerado um CaImpo
constante de maior intensidade sobre o qual se aplica um campo variavel, tratado
come uma perturbagio do campo constante [Vandervoot).

Quando o campo é constante, i.e. = 0, entdo a solugio da eq.(5.3) pode ser
T

obtida através da equagio secular, isto ¢, supdem-se que a solugdo para as compo-
nentes da velocidade sejam dadas por:

U*(1) = e e (E.1)
onde 05 ¢™ e A sfo constantes, A fornece o comportamento caracteristico da
solucdo,

Substituindo na eq.(5.3) e eliminando €, falor comum, obtemos a equagio se-
cular

aF — A1 =0. (E.2)

A eq.(E.2) é solugio da eq.(5.3) somente se o determinante da equagio acima, for
nulo [Vandervoot], de onde se pode mostrar que

A=2az ou A= tiay (E.3)

onde z e y sdo dados pela eq.(3.34). A exponencial de um argumento imaginério
esld relacionada as funges trigonométricas, enquanto que a exponencial de um
argumento real estd relacionada as fungdes hiperbélicas.

A solugdo obtida da equagido secular pode entio ser escrita como:

U%(r) = A” cos(ayr) + Bsen(ayr) + C° ch{az7) + D* sh(azr) (E.4)
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onde os coeficientes A%, B*, C* e D sio determinados a partir da condigio inicial,
U(r = 0). E possivel mostrar que eles satisfazem as seguintes condigdes [Vander-
voot]:

A*D,=0 ; B*C,=0. (E.5)

Emn relagio ao nosso tratamento, via exponencial da matriz do campo, vale obser-
var que esses coeficientes ja sdo determinados diretamente comeo fungio das compo-
nentes do campo e da velocidade inicial (veja eq.(3.32)). Assim, nossa solugio para
campos constantes é melhor para se analisar a influéncia exercida por cada campo,
elétrico ou magnético, sobre o comportamento da velocidade.

Também, como discutido na conclusio, acreditamos que nosso método possa ser
generalizado para campos varidveis, ainda que apresentando um resultado formal,

mas que pode ser trabalhado computacionalmente por iteracdo da solugdo.
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APENDICE F

O GRUPO DE LORENTZ COMPLETO

As transformacbes do grupo de Lorentz completo (representado pelos grupos
0(1,3) ou Pin(1,3), vejaeq.(2.32)), podem ser oblidas das transformagdes proprias
e ortécronas (subgrupos SO4(1,3) ou Spiny(1,8) ~ SL(2,d), respectivamente)
alravés do produto destas translormagdes pelas simetrias fundamentais existentes
no grupo de Lorentz [Miller, pg. 288] a saber, inversio espacial, inversdo temporal,
e inversdo no espago-tempo, indicadas a seguir por P, T e PT respectivamente.

Vamos indicar abaixo o grupo (ou as transformagdes) de Loreniz completo por
L, [Recami, pg. 5], o subgrupo préprio por £4 (pode ser representado pelo grupo
S0(1,3) ou Spin(1,3)), e 0 subgrupo préprio e ortécrono por L. Necessitamos
considerar ainda as transformagdes impéprias, indicadas por , £_, descritas por (veja
eq.(2.15) ¢ cq.(2.31))

(A€ Pin(1,3)NC(I?)} ou {A€O(1,3)|detA=—-1}  (F.1)

e as transformacdes anticronas, indicadas por £}, descritas por (veja eq.(2.16) e
comentarios subsequentes a eq.(2.31)).

(A € Pin(1,3)| AA* = ~1} ou {A€O(1,3)|[A < 1}. (F.2)

Qbservamos que as transformacdes imprdprias, assim como as anticronas, nao
formam subgrupos do grupo de Lorentz completo: a composigido de duas trans-
formagdes impréprias (anticronas) é uma transformagao propria (ortécrona). Entre
as transformaces impréprias encontram-se a inverso espacial e a inverséo temporal,
mas ndo a inversio espaco-temporal, razio de se exigir uma maior divisio do grupo
de Lorentz para se obter a componente conexa a identidade. Entre as transformagoes
anticronas encontram-se a inversao temporal e a inversio espago-temporal.

Das defini¢des acima segue que podemos dividir o grupo de Lorentz em quatro
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componentes desconectadas entre si, a saber:
(1) £} =£1NL,, as transformagdes préprias e ortécronas.

(31) 1:{‘;_ = LN L, as transformacdes préprias e anticronas, cujo principal re-
presenlante é a inversio espago-temporal.

(i) £ = £TN L_, as transformacdes improprias e ortécronas, cujo Iepresen-
tante caracteristico € a inversio espacial,

(iv) L =£tn L_, as transformagoes improprias e anticronas, cujo represen-
tante caracteristico € a inversio temporal.

O resultado comentado anteriormente, de que todas as transformagdes do grupo
de Lorentz completo podem ser oblidas das transformagdes préprias e ortécronas
combinadas com as inversdes P,T e PT é simbolicamente dado abaixo: [Miller,
PE. 288]

£t =(PT)g Ll | (F.34)
cl=precl (F.3b)
t=recl (F.3c)

Asinversdes P,T e PT sio representadas na algebra do espago-tempo, através
da agdo adjunta, pelos seguintes elementos 79,757 (O Yo7¥s) € 75, respectivamente.
Observe que através da agio adjunta eq.(2.19) a acio de 4 sobre u € IRY® resulta
I

Tours' = To(uoyo + @)% = uoro — @ (F.4)

desde que 72 =1 e 7o anticomuta com vetores espaciais.
Portanto, v através da agdo adjunta estd relacionado a inversio espacial (é uma
simetria nog vetores ortogonais a 7).
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Também, através da acio adjunta de -5 sobre u € IR'® obtemos

Ysuyy ' = —qsuvs = —u (F.5)

desde que 72 = —1 e 7 anticomuta com os vetores 7, (também - = ).
Portanto s estd relacionado a inversio espago-temporal através da agao adjunta.

Por sua vez, a agiio de 7p7s (ou v57p) através da agio adjunta sobre u € IR'?,
resulta em (observe que (ov5) ™ = Yovs)

To¥s % YoTs = Vo uYo = —UoYo + .« (F.6)

Portanto, Yoys estd relacionado a inversio espacial através da agio adjunta.

Caso estivéssernos trabalhando com a a¢do adjunta modificada,. €q.(2.37), entdo
~y estaria relacionado a inversio temporal e Y75 = Tiy27s estaria relacionado a
inversao espacial, o que seria mais natural.

Observarmos que 7o, € 7075, relacionados a P e T pertencem ao subespago de
graduagio impar, C~(IR!?), e satisfazem (cf. eq.(F.1) e eq.(I".2)):

Yovo =1, (vvs)(r0r) =-1. (F.7)

Observe também que F e 7' sio transformagdes impréprias, eq.(F.1), mas s6 T
¢ anticrona, eq.(F.2).
Por outro lado, 7; relacionado a PT, pertence a subélgebra par, CT(R'?) ¢
satisfaz
YY" =5 = —1. (F-8)

Observe que PT é uma transformagio prépria, mas anticrona, eq.(F.2).

Para complctar, na representagio matricial 4 x4, P,T e PT sio matrizes cujos
clementos fora da diagonal sdo todos nulos, e os elementos da diagonal sao dados
por [Srivastaval:

[Ply=1 , [Pfi=-1 (F.9a)
[PR=-1 , [T]= (F.9b)
[PT)E = -1 (F.9¢)
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CONJECTURA SOBRE CAMPOS VARIAVEIS

Acreditamos que o método de exponenciagio do campo eletromagnético, para ob-
ter a solugdo das equagbes de movimento de uma particula carregada, possa tambeém
ser utilizado no caso de campos variaveis, conforme discutimos a seguir. Nossa crencga
¢ amparada no falo de que encontramos na literatura varios artigos discutindo o tra-
tamento simbélico (ou formal) da exponencial para solugio de sisternas lineares de
equagdes diferenciais [Magnus, Bose].

Para que possamos inferir resultados concrelos sobre esta conjectura nos parece
claro que o formalismo das algebras de Chifford é o mais adequado. Entre outros
fatores destacamos o seguinte motivo: quando trabalhamos com a dlgebra do espago-
tempo conseguimos uma fatoragio significativa, eq.(3.22) do campo eletromagnético
como o produto de um nimero, z, por um bivetor unitério, F.

Lo evidente que z estd relacionado aocs invariantes do campo eletromagnético
(eq.(3.34)) e é claro da eq.(3.32) e eq.(5.25) sua importincia para a dependéncia
funcional na solugdo das equagbes de movimento para uma particula carregada. Por
outro lado, o bivetor unitario F' de certo modo exprime a “dire¢do” do campo.

Assim sendo, a discussio abaixo segue o formalismo da algebra do espago-tempo.
A suposigio basica sobre 0 campo cletromagnético ¢ que suas componentes F4¥(r)
sdo fungdes bem comportadas das coordenadas do espago-tempo.”

A conjectura que propomos € que sob certas condicbes satisfeitas pelo campo, a
solugdo da equagdo de movinento para uma particula carregada sob a agao de um
campo eletromagnético varidvel no espago-tempo é dada por uma equagao analoga
a eq.(4.45), i.e.,

U(r) = /MU (0)e /") (1)

-

um tratamento mais delalhado sobre as propriedades requeridas das fungbes e do dominio
dessas pode ser vista em [Magnus).
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onde o gerador f(r) deve satisfazer”
def()
dr

onde F ¢é o campo eletromagnético.
Baseado no trabalho de [Magnus|, propomos a seguinte solucio formal para o
gerador f(7) em fungio do campo F:

= F oft7) | (2)

£(r) = /0 " Fla)do +1/2 /0 T[F(a;), /: F(c:r)dcr]dofl +

1/ [ [F(crg), I [F(a,), [ Flo)do dcrl]dcrg . (3)

Assim, o gerador f(7) aparece como uma série de comutadores da integral do
campo F sobre a trajetdria da particula.
No caso em que a variagio do campo esta restrita na varidvel z, i.e.

Fr) = 2(r) F (4)

onde o bivetor unitario F é constante, a série para o gerador tem apenas o primeiro
termo, i.c.

J) = F [ (o)do )

desde que as propricdades de comutagdo estio contidas em F', e independem da
integragdo, i.e., F comuta com sua integral, e portanto os comutadores sio todos
nujos.

def7) df . . . .
* abserve que ; 7 EEHT)’ pois a dlgebra ¢ ndo comutativa. Mesmo no caso simples em

que ]
_f(«.-—):/cJ Fle)de

a relacdo acirna ndo é satisfeita.
Note que

2
L o prssrtors

a°

— F x 2 2
i =FfP+fFf+[F£3Ff

pois a priori nao sabemos s¢ F comuta com sua integral, f (cf. [Salingaros, 1984] eq.(5.1)).

97



A solucdo dada pela eq.(5), assim como a solugdo proveniente da eq.(1) e eq.(3),
tem o problema de ser formal: elas exibem a solugio do movimento de uma particula
carregada através de integrais do campo sobre a trajetdria; ou seja para determinar
a trajetoria necessitamos conhecer a trajetdéria. Acreditamos que esse problema
possa ser superado, em termos, através de métodos iterativos, ou seja, terlamos
uma solugao aproximada.
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CONCLUSOES

Mostramos nesta tese como obter a exponencial dos geradores do grupo de Lo-
rentz através da dlgebra de Clifford do espago-tempo, onde o grupo de Lorentz é
representado por Spin,(1,3.) ~ SL(2,0), e da dlgebra das matrizes reais 4x 4, as-
sociada ao grupo SO, (1,3). Este resultado € uma prova construtiva de umn teorema
existencial concernente aos grupos de Lie: a parametrizacio do grupo (componente
conexa a identidade) através da dlgebra de Lie associada. A exponencial dos gera-
dores, eq.(3.23) ou eq.(5.20), pode ser observada como uma gencralizagdo das bem
conhecidas exponenciais descrevendo rotagdes (espaciais), eq.(3.37) e eq.(5.22), ¢
boosts (transformagdes de velocidade), eq.(3.41) e eq.(5.21).

Mostramos também, ¢q.(3.27) que toda transformagio do grupo de Lorentz pode
ser escrila como a exponencial de um gerador do grupo.

Qs resultados acima sio significativos para o estudo do grupo de Lorentz, e con-
sequentemente da cinematica relativista, permitindo uma melhor compreensao das
relacdes entre as transformacoes finitas e infinitesimais (eq.(2.5)).

Adem da importancia para a Cinematica Relativista, a exponencial dos geradores
do grupo de Lorentz fornece um novo método de solugdo para a equagao de mo-
vimento de uma particula carregada satisfazendo a forga de Lorentz desde que o
campo eletromagnético é descrito pelo mesmo objeto matematico que os geradores
do grupo de Lorentz. Este resultado permite a visdo (‘insight’) de que o campo
eletromagnético esta associado a uma transformagio de Lorentz, atuando sobre o
referencial instantineo da particula (irif, veja discussio apds eq.(4.50)).

Entre as vantagens obtidas de imediato com a utilizagio do método aqui apre-
sentado destacamos quc os coeficientes das fungoes hlperbolu,aa e trigonométricas
sao dados explicitamente ecm termos dos camnpos E e B permitindo particularizar
a solucdo para uma dada configuragio dos carmpos, e também avaliar a influéncia
dos campos na solugao.

Ao introduzirmos novos métodos para a solugio do movimento de particulas car-
regadas aumentamos as possibilidades de atacar esse problema.

Acreditamos que a generalizagio proposta para campos varidveis {conjecturas,
¢q.(1) ¢ eq.(3)) possa oferecer um caminho alternativo e vidvel para a solugdo do
movimento de particulas carregadas sob a agio de campos eletromagnéticos variaveis
no espaco-tempo, um problema de grande interesse em varias dreas da fisica, em es-
pecial da Fisica de Plasmas [cf. Vandervoot].

Além do resultado apresentado nesta tese, acreditamos que a ulilizagao sis-
terndtica das dlgebras de Clifford na Fisica Teérica pode nos propor outros resulta-
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dos significativos, principalmente no que se refere a teoria de Dirac e Eletrodinimica
Quéntica, assim como se pode inferir da quantidade de trabalhos que surgiram nesta
(ltima década [Daviau, Hestenes, 1990, Basri e Barut; Rodrigues e Vaz, Keller].
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