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INTRODUGXO

Qual a raz¥c de se calcular propriedades energéticas de
sdlideos, seja estados localizados ou do continuo, ou mesmo outro

observével gqualquer?”

Obviamente, se conhecermos a energia total como uma
fungdo das posigles atdmicas para sistemas no estado sdélido,
podemos  calcular a estrutura cristalina mais estavel, as
prepriedades meclnicas, o espectro de fonons, etc... Além disso,
gostariamos de determinar a energia de coes3o, ou o© calor de
formag@io para compostos sdlidos. Este objetive tem sido tratade
como © “problema®™ da fisica do estade sélide, no sentido de que
dada a solugdo poderemos prever as propriedades de gqualqguer

material, real ou hipotético, a partir da teoria.

Entretanto, um formalisme que nos proporcione determinar
a energia total de compostos sdlidos € nmuitc complicado 2 mesmo
intratavel. Uma forma de simplificar o problema € separ&-lo em
duas partesz atravées da aproximagio adiabatica (Born-Oppenheimer),
que nos possibilita separar o movimento dos elétrons do movimento
Cou vibragfod) doz ndclecos, e JjaA que estamos interessados em
determinar preopriedades eletrdnicas de sdlidos nos deteremos

apenas a analisar os nivei=zs eletrédénicos.

Mesmo assim, gqualquer esforge no sentide de calcular

aexatamente todas as propriedades eletrénicas de solidos
macroscaplcos, regueria a aplicag3o de métodos tetricos
extremamente complicados, e consequentemente as informagSes

obtidas quase sempre envolviam um esforgo muito grande para
determina-las. As dificuldades matemiticas envolvidas no
tratamente provém basicamente das interag®es complicadas das

muitas particulas envelvidas, especialmente gquande consideramos

cristais imperfeltos.

A maneira uswual de desenvolver uma discuss3Io tedrica de
um sistema de =létrons €, sem ddvida, calcular as autofungSes e &

autovalores da equagdoc de Schriddinger. Pode-se fazer isteo, senm
k|



grande esforgo, para sistemas pegquenos (atomos ou moléculas n3o
muito complexas? e para sistemas infinitos que sZo periddicoes
(sdlides). Contudo, quando a simetria translacional do sélide e
interrompida por superficies, imperfeigBSes ou impurezas o sistema
resultante nfo ¢ inteiramente periddico. As autofung@es bem como
os métodos utilizados para calcula-las tornam—-se intrinsecamente
complicadeos, e @ por isso que procuramos aproximag®es que evitam

estas complicacdes,.

E bem conhecido gque o comportamento caracteristico das
propriedades eletrénicas em cristais provem de model os
simplificantes. Por nodelos simplificantes, entendemes agueles que
encerram varias aproxima¢cSes-simplificagles, tais como: as
empregadas no método de HarLree—Fcckm% a substituig3doc do
problema de muitos corpos Cmovimento dos elétrensd pelo
"tratamento de um eléiron® Ccampo médiod; o tecrema de El ochm;

etc,

Desta forma, aoc invés de estudarmos problemas realistas
necessariamente por m2todosz aproximados, vamos estudar sistemas
nZEo realistas por métodos exatos. Por exemploe Kronig e Penneyaﬁ
resolveram o problema de autovalor exatamente e mostraram gue os
elétrons num potencial periddico est3o arranjados em bandas de
energia separadas por regi@es proibidas. A estrutura eletrdnica
dos elétrons num potencial periddico ¢ esssncial para compreender
as diversas propriedades do estado sdélido da matéria. Apesar de
model os semel hantes Ja terem sido discutidos por outros

. (40 . . : :
pesgquisadores , hos o utilizaremos numa: vis3io particular.

S3o varias as vantagens de se estudar modelos n3c
realistas por métodoz exatos. Entre estas, podemos citar: (ad) as
propriedades fisicas sZo extraidas com facilidade; (b) podem ser
extendidos a sistemas complicados (como jung@es, etcd; (¢ podem
ser utilizados para criticar aproximag@®es normais A equagico de

Schodinger de um elétron.

Nos propomos a estudar o problema eletrénico num cristal
unidimensional perfeito e, cristal unidimensional com impureza de

alcance e profundidade varidveis, Para tanto, escolhemos o Mgtode
a .



da Matriz Espalhamento C(MME), onde © problema ¢ considerade come
um espalhamento no qual um elétron de Bloch ¢ coerentemente
espalhado pelos campos dos centros de impureza. Esta teécnica e
aplicag®es s3o detalhados no Primeiro Capitulo. Optamos iniciar
por este métocdo pois serviria de subsidic para o desenvoelvimento
dos toépicos postericores, no sentideo, per ex mplo, de que os
resultados referentes as curvas de dispers3c influenciam no
calculo da densidade de estados & massa efstiva. Este méetodo foi
escolhido por nos proporcionar informag@es valiosas, come: o©s .
estades localizados, propriedades de transporie; uma vez que a
matriz espalhamento £ ¢ unitaria e comuta cem o Hamiltonianc do
sistema. Além disso este método pode ser estendide a ocutros

problemas come heterojuncSes, etc.

Veremos no Segundo Capitulo, que além do aparecimento de
estades localizados préximos as alterag®es estruturais, os estados
estendidos devem ser mudados para satisfazer as condi¢@es de
contorno impostas pela falta de simetria translaciocnal. Azsim, do
pontoc de vista das autofung®es, o efeito da falta de simetria
persiste indefinidamente dentro do volume do cristal., Ainda neste
capituleo efetuamos o© cilculo da densidade de estados nas mesmas
condig@es usadas no Primeiro Capitulec. Por cutre lado, edizte Qma
ampla evidenéié experimental de que os efeitos da falta de
simetria translacicnal em seus observaveis, como a densidade de
carga € a densidade de estados local, enbora localmente fortes,
decaem rapidamente de tal forma que seuz valores de volume s¥o
logo atingidos. Esta evidéncia ¢ especialmente aparente em
<zw' além de trabalhos

experiénci as sobre semicondutcres

. o
tedrices

Mo Terceiro Capitulo analisaremos globalmente os
resultados de ambas as técnicas, Método da Matric Ezpalhamento e
Densidade de Estados. E no Quarto Capiltule encerramos com as

Conclus@ez e Perspectivas,

Devemos fazer uma observagic, todo o desenvolvimento
matematico das técnicas utilizadas noe desenrrolar deste trabalho
eztam nos Apéndicezs. Ezcolhemos esta disposi¢i3c por n3Ec tornar a

leitura @ mesmo a analise dos resultados muito enfadonha.
2
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METODO DA MATRIZ ESPALHAMENTO
1) Cristal Perfeito:

N¥o nos preccuparemos aqui em desenvolver o formalismo
fisica detalhado, que pode ser melhor compreendido analisando o©
Apéndice A, e sim em expor as andlises e resultados encontrados a
partir da utilizag3o da técnica.

Uma maneira instrutiva de obter o© resultado desejado
pode ser desenvolvida a partir das seguintes consideragfes:
Primeiro, vamos pensar nha interag3io de um elétron livre com um
poco de potencial isclade e localizado no espago. O elétron pode
ser considerado como sendo espalhadeo por este potencial, = este
processo de espalhamento pode ser descritco por uma matriz
espalhamento, que meramente relaciona a amplitude e fase das ondas
espalhadas em relag¢ic aquelas incidentes. Ent3o considerando um
ceristal composto de uma cadeia linear de tais centros
espalhadores; pode ser demonstrade que a passagem do elétron
atravées do cristal, o qual ¢ descrito pelas ondas de Bloch, &
imagirada comoc um espalhamento coerente das ondas planas dos
glétrons livres pelos centros atdmicos. Estas ondas espalhadas
podem interferir de tal forma que proporcionam o surgimento de uma
onda progressiva, n3co mals com o momente do elétron livre CAxd mas
com momento efetiveo do cristal (AR das ondas de Bloch.
Entretants, esta recombinagiio .¢ possivel para apenas certos
valores préprics de (%), © estes correspondem precisamente as
energias permitidas para os estados energéticos no cristal. Por
outro lado, agqueles valores de (x) para os quais a recombinagio
nic & possivel correspondem a regiBes de energia proibidas. Assim
no caso de um elétron livre incidente sobre o cristal a partir de
fora, se o seu momento corresponde a uma energia permitida, ele
pode ser transmitide livremente através do cristal; entretanto
existe uma certa probabilidade dele ser refletido que depende das
circunsténcias envol vidas no processo. Mas se o momento
corresponde a uma energia  proibida, ent3o, na auséncia de
atenuagio, ele ira ser totalmente refletido, como conseguéncia da
reflexZo de Bragg.

Outro ponto de interesse, o qual deve ser mencionado
nestas considerag®es inicials ¢ a analogla estreita com o case

dptico de transmiss3co da luz através do cristal. Do ponto de vista
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macroscopico, a luz & transmitida através do cristal como onda
plana mas com velocidade diferente da velocidade no espago livre.
Contudo, do ponto de vista microscédpico, o campo eletromagnético
no vacuo é coerentemente espalhado por varias cargas que formam o
cristal, e, como para as ondas dos elétrons, & uma recombinacXo
destas ondas espalhadas que proporciona o© surgimento de ondas
progressivas com nova vel ocidade de fase, Similarmente,
frequéncias ou comprimentos de onda proibidos ocorrem, contudo
estes s¥o consequéncia somente na regifc de rajos X e sIo
manifestadas pelc fendmeno de reflexZo de Bragg.

A seguir exibimos as consequéncias do que foi discutido
acima, ou seja, ilustramos uma equagfo para as curvas de dispers3o
(estrutura de bandas). Foram estudados os casos mais tradicionais
do modelo de Kronig e Penney, a saber fung®es delta e pogos
quadrados de potencial. As curvas de dispers3o encontradas a
partir da equagio (A~18) obedecem:

adPara fun¢®es delta:

cosCa. dd - g%.sinCa.d) se £ > 0O,

cosCk.d) =
X0 _ .
coshCao. d) - 5;.31nh(a.d) se £ < O,
= &m : -

com: {Xo = —~ lim |V0|.b onde: {k = momentc do cristal;

2 Voem.b~0 d = parametro de rede;

o? = éﬂlsl b = largura do potencial;
K2 VOE profundidade do potencial.

Os graficos obtidos para as energias das £rés primeiras bandas
como fungZqo de R estTo demonstrados nas Figuras 1 e 2 abaixo. As
linhas pontilhadas representam o zero de energia, nas ordenadas
estamos representando a energia em unidades adimensionais Caz.dzb.
e nas abscissas estamos representando o vetor de onda considerando
que (-r/dd=1. Nestas figuras ilustramos o efeitoc de aumentar o
produto (xoxd).

Nas equagBes acima quando o potencial de impureza &
positivé, ou seja barreira de potencial, basta trocarmos o sinal

do segundo termo do lado direito das equacSes.
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Figuras & - (A2 xo.d=3., (B> xo.d=4.

Os graficos acima demonstram que a medida que aumentamos
a area das fungBes delta (xod ou, por outro ladeo, aumentamos a
distincia interatémica Cd), os “gaps" aumentam e as larguras das
bandas diminuem. Se estes aumentam nmuito, a tendéncia ¢ de
obtermos o©os nivels energéticos de apenas uma fungfo delta,
consequentemente, apenas um nivel de energia gquando £<{0 e varios
nivelis discretos gquando £>Q, Apesar de ambos os limites, xo-w e
d+w, proporcicnarem © mesmo resultado, as implicagBes fisicas s¥o
distintas. No primeire casc apesar das fung@es delta C(que
representam os Atomos) estarem préximas, o estado estacionario de
uma n¥o perturba © de sua vizinha pois estes estados estio muito

presos a seus proéprios potenciais; de outro lade, o segundo caso
7



nos proporciona fungBes delta muitc afastadas levando, . desta

forma, a que seus estados estacionarios niZc interajam.

blPara pogos quadrados:

) Bz+az
cosCa.bd.cos({3. a) = ——— .sinCo. bd.sin(s3. a0 & > O,
Zoy3
cosCR, dd =/ : 2
7 -a
coshCa. bl.cos(3. ad - Sai .sinhCa.b2.sin3. ad £ < 0,
com: ﬁz = 23 CV _+gd onde: 1k = vator de onda;
z o
K a = largura poge potencial;
& = gg El b = distancia entre pogos;
K2 d = a + b & para&metro de rede;
VOE profundidade do pogo.

Os graficos obtidos para as energias das Lrés (quatro) primeiras
bandas como fungZo de k estHo monstrados nas Figuras 3 e 4 abailxo.
As linhas pontilhadas, de novo, representam o zerco de energia, nas
ordenadas estamos representando a engrgla em unidades
adimensionais Caz.dz}, @ nas abscissas estamos representando o
vetor de onda considerando que (—-n-dd=1. Nestas figuras ilustramos

o efeito de aumentar o produto (y¥a, onde yz=ﬁz+a?).

13.00 4 13.00

' a0 .00

| ‘ \
[ '

[ T

o o
Y - --_M g ------------------- :
I LLCJ -2.00 Ll -2.00 i
: v 1
! ~7.00 -7.00
|
-32.00 = F -12.00 s

ﬁ%tor de COndg 3@tor de Onda ™

] ®

Figuras 3 - Assunimeos d=2¥a e CA) yp.a=f., (B)> y.a=2.
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Figuras 4 - Assunimeos d=&¥%a e (L2 yp¥xa=3., (D> yrxa=d.

A analise dos graficos acima n3oc ¢ diferente da dos
graficos para fungfes delta; a diferen¢a basica estid no nimero de
estados ligados (bandas com energlas negativas) que s3oc maiores no
presente caso, principalmente gquanto malor for < valor de . A
raz¥c de discrepincia ¢ gque, no caso de um pogo quadrado de
potencial © numero de estados estacionarios ¢ dependente do seu
alcance & profundidade. Quande adicicnamos varios pogos quadrades,
para formar o cristal unidimensional, oz niveis estacionarios
destes pogos interagem dando origem a varias bandas com energias
negativas es/ou  positivas, consequentemente este modelo de
potencial unidimensiocnal se aproxima mais da realidade do que o

cristal composto de fungBes delta.



2) Cristal com Impureza:

Detalhes técnicos das derivag@es do que sera discutido
aqul podem ser encontrados também no Apéndice A,

Logo apds Kronig e Penney terem publicado seu trabalho
acerca do nodelo unidimensional de rede infinita, Tamm'®
demonstrou que para redes finitas devem existir niveis de energia
extras na regi¥e proibida de energia. Estes novos nivels est3io
associados com fung®es de onda gque nf3o s3o periddicas por todo o
cristal mas sZEo localizadas préxime acs atomos da superficie, e
s¥o denominados estados de superficie. Muitos outros®® tem
considerado este tipe de problema como uma imperfeig3c na rede
cristalina infinita, o gue ocasiona a falta de simetria
transiacicnal de cristal.

Aqui usaremos um pogo de potencial quadrado, gque pode
variar seu alcance ou profundidade, inseride na rede cristalina
unidimensicnal como impureza e utilizaremos o MME para descrever a
influéncia deste “centro espalhador® socbre os niveis energéticos
do cristal.

Na rede infinita unidimensional estudada no inicio deste
capitulo, as ondas de Bloch caminham sem interrup¢fc, e ondas
cami nhando para esquerda = direita respectivamente sZo
independentes umas das outras. Se a perfeita regularidade da rede
¢ destruida, contudo, como seri por gqualgquer impureza, as ondas de
Bloch sZo espalhadas, de forma que ondas do cristal perfeito (ou
problema nfo perturbadol viajando em diregBes opostas possam ser
acopladas, Este acoplamento ¢ expressoc em Lermogs da matriz
espalhamento. Usando esta matriz, mostraremos como uma série de
niveis ligados s3o introduzidos por causa da presenga da impureza.
Estes niveis de impureza podem ocorrer apenas has regifes
proibidas de energia do cristal perfeito, com pelo menos um nivel
ocorrendo em cada regifio proibida, refletindo © fato de que numa
dimensico um pogo simétrico tem pelo menos um nivel ligadeo, e
correspondem esssgncialmente a estados de armadilha onde o elétron
estid mais ou menos localizado nas vizinhangas da imperfeig3o.

Agora, langando m3o do algoritime desenvolvide ne final
do Apéndice A, poderemos calcular as energias para os estados
localizados, ou de impureza. A sequéncia de graficos montados a
partir dos dades colhidos através da utilizag3Bo do algoritime s3o

mostrados nas paginas a seguir (Figuras % e 6), as linhas
' 10



horizontais representam os limites das bandas de energia, nas
ordenadas temos a energia em unidades adimensionais Ccﬁ.dzb. nas
abscissas temos © alcance da impureza considerada para efetuar os
calculos (em unidades de células unitarias?, Consideramos trés
conjuntos de graficos com a profundidade <Cvvd do potencial

variando vv=-1, -2 e -3,
adPara fungBes delta:

- Analisando os graficos:

iDe interessante observarmos que =3 mais dificil
aparecerem estados de impureza nas bandas mais altas. A raz3o para
este fato € que & medida gque nos distanciamos (em energiad da
impureza, as bandas se tornam mais largas. Isto implica gque a
massa efetiva associada a estas bandas ¢ pequena; por outro lado
massa efetiva pequena significa gque os estados associados sS3o mais
delocalizados no espaco real, desta forma percebem menos a
influéncia da impureza.

{120 numero de estados localizadeos ou de impureza
aumenta com o acréscimo do alcance ou profundidade da impureza._

11{dUma curiocsidade peculiar s3o os estados localizadbs
abaixo da primeira banda, peculiar porque estes estados podem ser
de suma importéncia, pois se lembrarmos que os elétrons sempre
procuram ©s niveis de energia mais baixos, invariavelmente, ¢
claro, sobrar3c niveis de$ocupados na primeira banda, © que pode
caracterizar um condutor; dependendo sem duvida do numero de
estados de impureza existentes., E claro que todo este comentirio
deve ser analisado, também, sob a luz do conhecimento do nivel de
Fermi do material em estudo.

iv)E interessante cbservar também que alguns estados de
impureza saem de uma banda, atravessam todo o “gap* e tornam a
entrar s& que na banda inferior. Como o nosso problema é
unidimenzsional, os estados de banda e os estados localizados s3o
dupl amente degenerados (k ou =k, ou mesmo “spin up®, "“spin down®*,
portanto quando um ou mais estados saem de uma banda eles podem
provocar o surgimente de anti-ressonancias; por outro lado, gquando
reentram na banda inferior estes podem provocar o surgimento de
ressondncias. Seria instrutive gastarmos mais tempo discutindo

estes aspectos, entretanto o formalismo desenvolvido até aqui nZo
11
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Figuras 6 - Mostrando os estados localizados no primeire gap e
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¢ suficiente para calcular tais estados Canti-ressonancias e
resson&ncias), mais tarde quandoc tratarmos da densidade de estados
voltaremos a este assunto que ¢ fundamental.

v)O0s estados de impureza que est3o mais préximos do
centro do "gap* s%io os que se encontram mais localizados, e s3o
normalmente denominados de ‘estados profundos de impureza*.
Podemos visualizar melhor este fatoc se fizermos graficos de H,
(que €& a constante de atenuaglo para as fun¢gBes de onda de algum
estado localizado) em fungiZo do alcance e profundidade do
potencial, para um conjunto de estados de impureza no primeiro
gap, que podem ser verificados abaixo (Figuras 7). Abaixo daremos
uma explica¢3Io mais detalhada.

vidSe © nosso potencial de impureza (po¢o de potenciald
fosse substituido por uma barreira de potencial, ou seja se
trocarmos o sinal da amplitude Wo. as caracteristicas dos estados
localizados mudariam. A grosso modo as curvas seriam ascendentes e
os estados surgiriam das bandas inferiores ao invés de sairem das
bandas siUperiores.

vitdA evolug3o dos estados localizados, quanto ac ndmero
e posicionamento em energia, demonstram que se o alcance tender ao
infinito basicamente o que teremos ¢é uma mudanga com relagfo ao
“background™ de energia, ou seja, todas as bandas mudariam seu
posicionamento para Cs—WOD

viiidE bom ressaltar que literalmente todos os estados
localizados (rasos ou profundos) podem ser calculades com esta
técnica, n3oc importando onde o© nivel de Fermi possa estar
localizado. Os estados localizados mais préximos ao nivel de Fermi
sio mais importantes por serem normalmente os responsaveis pelos
efeitos de transigfio (nZod radiativa, ou mesmo relacionados a

condug3io elétrica.

Vamos discutir agora um dos pontos levantado acima que ¢
a evolugdo da constante de atenuag3o Hy» nas Figuras 4
apresentamos, nos graficos supericres, o©os niveis de impureza
referentes ao primeiro gap de energia para o caso do elétron quase
livre (xo%d=13, as ordenadas mostram a energia em unidades
adimensionais Caz.d%). as linhas horizontais representam os
limites superior da primeira banda e inferior da segunda banda de

energia; os graficos inferiores mostram a evolugIo da constante de
i4



atenuagdo C,uz.') para os diversos estados de impureza, as ordenadas
mostram os valores de K, em unidades adimensiocnais, as abscissas
em todos os graflcos representam ¢ alcance da impureza em unidades
de células unitarias, e considerando como profundidade do
potencial de impureza vv=-1,-2.

Aqui podemos visualizar gque os estados que estio mais
préximos do centro do gap possuem um maior valor de Hy» i ndicando
que s3o mais localizados no espago real, uma vezr que H, expressa a
atenuagdo da fungie de onda Ct,tr;) dentro do cristal. Podencs
perceber também que a banda inferior atua sobre o estado de
impureza no sentido de torna-lo mals delocalizado (ja que H,
diminui & medida que nos aproximamos da banda inferiord, indicande
que possivelmente a técnica da Aproximacio de Massa Efetiva CAMED
nic se presta para determinar este estado. Cu ainda, estados de
impureza que se distanciam da banda que o deu origem n3o s3oc muito

_. bem_descritos pela AME.
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Figuras 7 - Mostrande a eveolucao de H, Qquando ¢ alcance e pro-—

Ffundidade do potencial varia para alguns nivels localizades.
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b)Para pocos quadrados de potencial:
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fundidade do potencial wvaria para alguns niveis localizados.

Nag Figuras B, apresentamos os estados localizados no
segundo e primeiro gap e abaixo da primeira banda; a convengio
utilizada para fazer os gréficos foi a mesma utilizada para as
Figuras B8 = 6. Nos graficos acima apresentamos o3 niveis de
impureza referentes ac primeiro gap de energia para ¢ caso do
elétron quase livre (y¥a=1); as ordenadas mostram a energia em
unidades adimensionais Co®.d®), as linhas horizontais representam
os limites superior da primeira banda e inferior da segunda banda
de energia; os graficos inferiores mostram a evolugio da constante
de atenuag3o Cp‘z) para os diversos estados de impureza., as
ordenadas mostram os valores de n, em unidades adimensionais, as
abscissas em todos os graficos representam © alcance da impureza
em unidades de células unitéri‘as, considerando como profundidade

do potencial de impureza vv=-1,-
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~Analisando os graficos do cristal com pogos quadrados:

td)Basicamente os mesmos aspectos discutidos em relag3o
aos graficos para as fungBes delta s3o verificados aqui. as
diferengas basicas residem nos seguintes fatos: o numero de
gstados localizadﬁs aumenta em relag3c as fungdes delta, e temos
mais um grau de liberdade que & a largura do pogo.

tidApesar de niAo haver diferenga substancial, quanto aocs
aspectos fisicos dos resultados encontrados, entre os dois
conjuntos de grafices, ¢ nesta permanédncia de caracteristicas que
reside o fato mais importante. Significa que talvez n3c importa o
modelo de potencial que escolhermos a evolug3o dos estados

localizados ou de impureza ¢ bem determinada e permanente.

clSer& verdade?

Muito embora os resultados encontrados sejam, de certa
forma, o© esperado, necessitamos realizar alguns testes com o
intuito de podermos confiar neles. Idealizamos varios testes entre

eles:

»SBimul agdo de rede vazia: quando (xo-0;

vV -0

o

¥ = fixo.

o
De tal forma que fiquemos apenas com © pogo de
potencial, os resultados encontrados podem, entZo, ser
comparados com o©s estados estacionarios de pogo de
potencial ., A comparagdo mostrou que a discrepancia

maxima encontrada fol da ordem de 0.8%. Que pode muito
bem ser justificado, levando-se em consideragio que o
calculo nio fol feito em dupla precisZo, o gque acarreta
a propagagdo de erros, Ja que © programa langca m3o de
varias subrotinasg;
#»Comprimenteo da rede considerada:

A superposigio de alguma fungiio do cristal perfeito
sobre as outras, funcionando também, como um método
para determinarmos a quantidade de atomos que s3Xo
necessirios para que possamos considerar um sistema
como tendo comportamento de infinito, N 2 10°.

Alem dos testes acima, executamos outros testes de menor alcance
fisico. Todos demonstraram  gue o programa de computador
desenvol vido para realizar oS célculos esta funcionando

satisfatoriamente.
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dDFungZo de onda da impureza:

Se supormos que a fungfo de cnda de estade localizadoe
possa ser expressa em termos das fung®es de onda dos estados de
banda, ou seja, expandir a fungio de onda do estado localizado em

termos das fun¢®es de onda de Bloch:

o0 = T Y AR vy,

n =

onde n identifica a banda e kR o momento do cristal, poderemos
visualizar a influéncia que cada banda exerce scbre um particular
estado localizado, uma vez gue AnChD ¢ fungio da banda e de k. O
conjunto de figuras abaixo pode nos auxiliar nesta tarefa, as
abscissas representando o vetor de onda e as ordenadas |Aan) |z en
unidades arbitrarias,

O primeirc conjunto de figuras (Figuras 10) exprime a
svclugEo de |AnChD |z para as trés primeiras bandas gquando
consideramos © caso do elétron gquase livre (xo*d=12 sucessic de

fungBes delta, sendoc o alcance de impureza igual a trés celulas

0.50 i . 3#0.00

(R) (3)

0.8 230,00
go.m Ezm.oo
g %
Lo L150.00
=] [+
g =
goa0 1000
3 3
010 10.00
RS AP Aty S M IV Py o M A R YA ¥ o o
P VeTor, e Owos os0 £ VEiR. o6 BuD .
] ©
' 9
2
¢
8040
Q
E
&
Zoro
o'??-s.a:n -4,C0 -"-..63 0.00 1.00 4.0
ETIR OE OHDS
Figuras {0 ~ Evolucac de [A Ch)l em untdades arbitrarias para:
CA2 Primeira banda;(BD Segunda banda;(C> Terceira banda. Quando
xo*d-—f . 20092, mn=3 e na=300,
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unitérias (mn=3), a energia do estado leocalizado C(primeirc gap)
igual a £=.80098, e cristal contendo 300 células wunitéarias
(na=3000,

Podemos notar que, uma vez dqua a anerglia do estado
localizado estid mais préxima da segunda banda (graficeo (B)), esta
exerce malor .infl uéncia sobre este estado, em detrimento das
outras duas bandas C(compare os tLrés graficeos acimad. Da mesma
forma, os niveis energéticos referentes aos estados da segunda
banda mais préximos do estade localizadeo ¢ que contribuem mais
para |AnC)‘«:.)|z Cverifique o grafico (B) acima)d.

0 segunde conjunto de figuras C(Figuras 110 exprime a
evolug3c de |AanD |2 para as trés primeiras bandas gquando
consideramos © caso do elétron quase livre (xoxd=1D> novamente
fungBes delta, sendo o alcance de impureza igual a vinte e uma
células unité.ri:;.s Cmn=212, a2 energia do estado localizado

(primeiro gap2 igual a £=.73253, e cristal contendo 300 células

unitarias Cna=300D>. 6.2 ;
(3) S
R
t ) I:l.lO-: \ r’
000 I
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g =
S0 o
¥ £ 008 3
3 8 |
a E
g0 X004 3
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Figuras {{ - Evolucao de |A Ck)] m untdades arbitrarias para:
CA) Primeira banda;(B2 Segun.da bcznda CCO Terceitra banda. uando
xo*d-—!. . . 73263, m.n-&’! e na=300.

Aqui ccorre alge semslhante ao gque aconteceu no conjunto
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de figuras anterior, s¢ gque agora © estadeo localizado esta mais
préximo da primeira banda (grafico (A2 acimad, e é esta que exerce
major influéncia sobre o mesme (compare novamente os trés graficos
acima2. Por outro lade, os nivels energéticos referentes aos
estados da primeira banda mais préximos do estade localizado
contribuem mais para |AnCh.‘) Iz Cverifique o grafico CAY acimald.
Esta dependéncia dos estados localizados em relag3co acs
estados de banda serve para podermos fazer uma critica ac Método
da AproximagEo de Massa Efetiva (AMED., Pois, poderfamos pensar
que, uma vez que os estados localizados provém de uma unica banda,
¢ esta que exerceria maior influéncia sobre os mesmos. Na verdade,
come verificado nos graficos acima e da anilise de Hy» percebemos
que todas as bandas, e marcadamente a banda mais préxima,
influenciam o comportamento dos estados localizados. Desta forma,
a AME, na sua forma mals simples (levando-se em considerag3oc uma
Unica bandal, ndo ¢ wviavel para o estudo do comportamento dos
estados localizados mais profundos, muito embora seja o método

mals largamente empregade para o estudo de estados de impureza.

Como © nosso objetivo & estudar as caracteristicas
eletrénicas de modelos unidimensionais, iremos agora estudar um
tema muito interessante & que se refere i evelugfic da densidade de
estados quando introduzimos a impureza, em relagfc ao seu valor no
caso do cristal perfeito. Esta abordagem ¢ peculiar pois poderemos
verificar os estados de ressonincia e anti-ressonancia Jja
menciovnados. Além destes estados o calculo da densidade de estados
nos proporciona uma vis¥o global da distribuig¢io dos niveis
energéticos, localizados ou de banda.

E claro que o Método da Matriz Espalhamento exposto agqul
também pode ser utilizado, em conjunto com o calculo das fungdes
de onda, para determinar se algum estado de banda ¢ alterado pela
inclus3o da impureza. Entretanto, usando este método naoc
aprenderiamos nada de noveo, o trabalho seria mais laboricso e
estes s3o alguns dos motivos para calcularmos a densidade de

estados de banda, o que faremos a seguir.
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DENSEIDADE DE ESTADOS

Até agora consideramos duas maneiras distintas de
descrever as propriedades das bandas de energia em modeles
unidimensicnais: (12 Energia como fungio do vetor de onda k,e (22
Energia gomo fung3o dos parametros da impureza C(profundidade,.
alcanced. A partir de agora iremos mostrar outra forma de
descrever as propriedades das bandas.

E sempre necessario saber quantos estados se encontram
em uma particular faixa de energia, por exemplo, a faixa entre E e
E+dE uma vez que os estados eletrdnicos estico distribuidos
homogéneamente no espaco k e n3o homogéneamente na escala de
energia. A contagem direta dos estados frequentemente n3ioc ¢
possivel, 2 portanto devemos calcular uma relag8o direta entre a
densidade de estados £(E) e a energia. Outra razdo para estudarmos
a densidade de estados ¢ gque ha diferengas marcantes entre
cristais tri e unidimensionais,

Esta informag3o ¢ particularmente interessante quando ao
cristal perfeito adicionamos impureza. Veremos gque a forma com que
os estados se distribuem na banda ¢ mudada drasticamente com esta
adigZo. A densidade de estados local também pode ser determinada
através do nosso modelo CApé&ndice B2, contudo tal aplicag3c nZo
foi efetuada por nds. Entretanto, mostraremos que ¢ possivel
inferir algumas caracteristicas locais dos nossos resultados.

Existem varios métodos para calcular a densidade de
estados, entretanto nos deteremos em apenas um. O método langa m3o
das fung®es de onda de Bloch e € conhecido como "métode de Green
de uma particula*™ para o calculec da densidade de estados. Veremeos
também que o método da matriz espalhamento, indiretamente Catravés
de alguns elementes da matriz espalhamentoc), iréd nos auxiliar a
determinar a densidade de estados para o cristal com impureza; na
verdade as duas técnicas est3o intimamente ligadasuw.

QO desenvolvimento detalhado das duas técnicas nZEo sera
explicitade aqui (vide Apéndice B), como no Primeirc Capitulo

analisaremos apenas os resultados encontrados.
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1)Sistemas periddicos:
Ficou demonstrade no Apéendice B que, para  sistemas
periddicos, a densidade de estados por unidade de volume obedece a

uma relagdo muito simples (equag¢io (B23)D>:

o Ced = - 4’2“ Imlr—l——].
e Kom ‘HJ

L

iy o

onde: w.': x S:z & o Wronskiano para o sistema periéddico. Portanto
basta que tenhamos conhecimento das autofung®es para o problema
sob estudo para que a densidade de estados fique determinada, uma
vez que o Wronskiano esta relacionado com estas fungBes,

QO resultado acima foi encontrado usando as fungBes de
Green, entretanto este resultado seria o mesmo n3c importande a
técnica empregada.

Desta forma, empregando a equagidoc acima para determinar
a distribui¢io dos estados de banda encontramos:

aJ)Para fungfes delta:

A densidade de estados por unidade de volume referente

ao cristal perfeito pode ser identificada como:

[a-i—Z]sinCad) + xo.cosCad)] se ¢ > O

pled = -2 — 2 1
k" o sinCkdd _

[ct-*-‘:T;-]sinthd) - xo.coshCadD] se ¢ < Q.

Craficamente a densidade de estados, referente as +trés primeiras
bandas, para o cristal perfeiteo pode ser vista abaixo, onde
consideramos trés casos distintoes xoxd = 1, 2 & 3 Ca ordenada
mostra a densidade de estados em unidades arbitrarias, a abscissa
mostra a energia em unidades adimensiocnais ca. d%>.

O graficos demonstram o esperado, © aparecimento de
gsingularidades de ¥Yan Hove nos limites supsricres e inferiores de
cada banda de energia. As singularidades de Van Hove est3o
associadas intrinsecamente a di mensionalidade do problema
Cunidimensicnal), e sobretudo 4 simetria translacional do cristal

perfeito. Além disso podemos observar que quanto menor € o produto
24
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Fifuras 12 - Densidade de estados para © cristatl perfetto:
com xo0.d = {,2 e 2.

(xo¥d) as bandas se tornam mais largas e os "gaps® se tornam mais
estreitos. Se continuassemos a diminuir o valor deste produto
atingiriamos um por:io onde o elétrons estarfiam livres; por outro
lade, se aumentassemos © produte encontrariamos como resultade o©
estado ligado da fungfo delta e bandas , com energia positiva,
cada vez mals estreitas.

E importante observar dgug as singularidades de Van Hove
aqui s3o intrinsecamente distintas daqgquel as no caso
tridimensional. No caso Lridimensional existem muito mais
singularidades pois a zona de Brillouin possue as mais wvariadas
formas dependendo da espécie cristalina considerada e, tambem
maiores oportunidades do gradiente de & ser nulo Cvide discussio
na pagina abaixod.

b)Para pogos de potencial:

A densidade de estados por unidade de volume referente

ao cristal perfeito pode ser identificada como:

m qs.

ak?  d.sinCkdd

poC £ =

onde:
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ﬁzh}z]sinCa b2 a .'?2+a2
gs={bh + a. : cosCfFad + (= + b.———|cosCa.bdsin(Bad +
E‘.ﬁz & aazfi
(p*-c®>% sinCa.bd
- > 3 p sin{3ad se £ > 0O
2o 3
(Sz—az sinhCobd o ﬁ‘z-az
gs=|b + a. " = cos(C/fiad + 5 b. g coshCablsin(?a2> +
2n { 2a*p
cp*+a®>? sinhCobd
+ sinClad se £ £ 0

Bazﬁa o

Graficamente poderemos obter a densidade de estados,
referente as trés primeiras bandas, para o cristal perfeito que
pode ser vista abaixo, onde consideramos dois casos distinteos p»a=
i, 3, com Yz = ,i?z-!-az e d=2¥%a, a ordenada mostra a densidade de

estados em unidades arbitrarias, a abscissa mostra a energia em
— _2 2
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Figuras 12 - Densidade de estados para o cristal perfeito:
d=2%a, y¥a = 1. e 3.

As equagBes obtidas acima poderiam ser derivadas de
forma distinta da que empregamos, uma forma até certo ponto bem
simples & que pode ser encontrada na majoria dos livros referentes

a estado sélide, a saber: .
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wer = 52 - (2)/(5):
ou seja basta conhecermos a relagdo de dispers3o para podermos
determinar a equagZo para a densidade de estados. Contude, a
equag3ic acima sé pode ser utilizada para cristais perfeitos, ©
objetive deste trabalho ¢ estudar outras técnicas para efetuar -se
calculos desta natureza, além do que o método de fungXo de Green €
muito mais poderoso.

Podemos observar da equag3o acima que gquando o gradiente

de £ se anula, como consequéncia aparecem as singularidades de Van

Hove.

2)Simetria Translacional Interrompida:

A inclusXo da impureza no cristal perfeito, como vimos,
proveca © surgimento de estados de impureza, Jue possuem a

caracteristica de serem localizados espacialmente préximos a
impureza. Por outro lado estes estados também s¥o localizados em
energia, no sentido j& discutido no Primeiro Capitulo., nos "gaps .

Verificamos no Apéndice B que a inclus3i3o da impureza

altera a densidade de estados de tal forma que (B-33) fornega:

f
= 18 _¢2 .2z :
pCed = p Ced + Zog - o Im |———g .F(t,uz.ws,b)
WSCws.wSD

onde © segundo termo do lado direitec (ligado aoc Teorema de Friedel
e ao Tsorema de Fumi 2% da origem as ressonéncias e
anti-ressonancias, e o terceiro termo, proveniente das condigBes
de contorno periddicas de Born-Von Karman impostas ao nosso
sistema, seri analisado mais adiante.

O desenvolvimente feito no Apéndice B, num certeo sentido
é singular, pois frequentemente © que os Fisicos fazem ¢ calcular
a densidade de estados a partir da equag3o secular envolvendo ©
Hamiltoniane do sistema™®®, onde a evol ugiEoc em energi:a da
densidade de estados ¢ encontrada sem deduzir uma equagio
analitica. Esta técnica também ¢ muito poderosa no sentido de
poder ser aplicada a sistemas com coordenagdoc

desordenada~-aleatdéri a(zm.
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E fisicamente compreensivel dque, se fizermos o alcance
da impureza crescer muitc, ao ponto de se estender sobre todo o

cristal, o que verificamos, como consequéncia, ¢ uma mudanga no

background de energia para as bandas. Isto pode ser melhor
visualizado na Figura 14, para © caso da primeira banda
considerando o© elégtron quase livre (xoxd=l.D>2, Desta forma é

esperado gque o terceiro termo exiba este comportamentco, uma ve:
que primordialmente o segundo Ltermo da origem a
Canti-Dressonancias.

Ezste resultado pode também ser verificado analisando a

equagdo acima. Quande o alcance da impureza aumenta, a tendéncia

do elemento fzz Cque ¢ a reflexdo das ondas de Bloch sob a agdo

[

'4-——mwo---—b-

AMPLITUDE

ul-oalllllil‘Jo‘lsblllll_l Iul_&r ill‘rvld'éolrlllll“:6O

ENERGIA

Figura f4 - Mostrando a densidade de estades do (Alcristal e
CBlcristal matls background, guanda xoxd = .

da impureza) da matriz espalhamento & de se tornar menor, de tal
forma gque quando © alcance tomar tode o cristal ele se anula,
anulande como consequéncia o terceiro termo da equagXo. Por outro
lado, o. elemento J"m (que traduz a transmissio das ondas de Bloch
sob ac3c da impureza) tende a se tornar igual a 1 Cumd), © que faz
com que © angulo de fase (¥) seja nulo (cu ceonstanted, anulando
desta forma o© segundo termo da equagiic, sé restando, ent3o, na
equagFo acima pOC.s:-!-WoD que & a densidade de estados para o cristal

perfeito e Wo o© background de energia adicionado ao cristal,
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confirmande o grafico esbogads acima CFigura 140.

Por outro lado, se o alcance da impureza n3o se estender
sobre tode o cristal o papel deste terceiro termo & redistribuir
os estades eletrdnicos, poderemos perceber esta tendéncia gquando
compararmos graficos para varios alcances da impureza. Poderemos
‘melhor entender este comportamento analisando os resultados
cbtidos a seguir.

Escolhemos o caso do elétron quase livre (xosd=l.> como
exemplo, uma vez qu= (no cristal perfeito) a evolugl3oc em energia
da densidade de estades em qualqguer caso (n¥Io importande o valor
de xo»d) ¢ uniforme, como verificado nas Figuras 12 e 13. £ claro
‘que h& alterag¢@es entre os varios casos, mas relacionadas
fundamentalmente com a largura das bandas e “gaps*™ de energia,

Abal xo temos graficos CFiguras 18> exibindo o

comportamente do Angulo de fase do elemento fzz da matriz
espal hamento ("?12 = Ifizl.ei'f), bem comoc a derivada em energia do
ingulo de fase para as trés primeiras bandas. Az abscissas
mostram a gnergia em unidades adimensionals, as ordenadas
exibem as amplitudes em unidades arbitrarias, o alcance da
impureza & de uma célula unitéria (mn=12, estameozs considerando

aqul e nos préximos graficos um cristal contende 300 ceélulas

A) Angulo de fase (&) do termo ‘?12

7,

Y

u "
e
3 3

j/w

BT IRt i s S Ml o

e ENFRGA. ENERGA

Y Derivada 8f-9«&;
da matrix espalhamento;

Figuras {5 - (A2 angulo de fase do etemento |, (B> derivada em
energia de £; guande xox¥d = [., " mn=!, na=3200.
29



unitarias (na=3002. Podemos notar o© aparecimento de resscniancias
¢ anti-ressondncias, e até¢ certo ponto uma alguma alteracXo nos
outros estados sletrdnicos.

Abaixoc temos um grafico ((Figura 182 exi bindo al

compertamento daquele terceiro termo, para as trés primeiras
bandas, considerando mn=1, na=3200 Cordenadas em unidades
arbitrarias). Podemos notar nitidamente a tendéncia gque esta

contribuigio possul em retirar estados de niveis mais altes em
energia e trazé-los para nivelis mais baixos, uma vez gque na
equagfo para gLed devemos considerar esta contribuigie como

sende negativa.

B
Lol
]
=
’-..-
9
G
=
I
-3
- 2.00
Figura 16 - O termo Im -E——Ei~;m . F(ws.we;b) »onde xoxd = ?1,,
WEC Vo ¥ b -
mn=! e na=300,
A soma dos trés termos: densidade para o©o cristal
perfeito, contribuiglo oriunda do Tecrema de Friedel e
"contribuig@o proveniente das condig®es periddicas*, pode ser

visualizada no grafico abaixo ( de propésito n3Io exibimos aqui os
estados localizados nos “gaps™ de energia, uma vex que ja& foram
estudados no capitule anterior),
Claramente podemos perceber a contribulciIc de todos os
termos, as singularidades provém do termo relacionado asc Tecorema
30



de Friedel. Ne final do primeire capitulo afirmamos que a
densidade de estados nos mostraria a alteragfio dos estades de
banda quando adicionamos a impureza ao cristal perfeito, e de fatc

¢ o que percebemos agqui. Em termos de locallzag3ic no espage real,

)
O
o
=
_J
ol
=
<L
Iy !
wz‘darlllll'l'o'Ml T Illz-orolr'll'lllhl‘OIT‘IFrITII&IIIIIIIIEIEIII
ENERGIA
Figura 17 - Contribuicae dos tres termos para o densidade
de estiados. Onde xo¥d = !., mn=! & na=300.

os estados (anti-Dressonantes (8f/8z) sZo.os mais enfaticos em
relagic aos espados de banda, pois as fungBes de onda assocliadas a
estes estados exprimem isto.

O que deve ccorrer com a densidade de estados quando
aumentamos o altance da impureza? A resposta pode ser visualizada
no conjunto de graficos gque segue (Figurasz 18). Nestes gr&ficos
estamos considerande novamente © caso do elétron guase livre
(xoxd = 1.) e © alcance & cinco vezes superior ao casc anterior
{mn = 52,

O numeroc de estados Canti-dressonantes aumenta e ocorre
uma redistribui¢io dos outros estados de banda, ne sentide de
procurarem energias mais balxas., Portanto a tendéncia suposta no
infcio deste tépico permanece valida: estados de energias mais
altas se deslocam para anergias mais baixas; ou seja occorre uma
mudanga no background de energia, claramente relacionada com o

termo proveniente das condig¢®es de contorno de Born-Yon Karman.
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Figuras 8 - (40 angulce de fuase do elemento f12' B> derivada em
ene gia de £, (C2 o terceiroc terme Inf. ..F(u’s.w‘r;b)].
CD> densidade total. Onde xoxd = ., mn = 5 e na=300,
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Para que possamos perceber melhor o efeito do termo
m{...F(vk,ws;b)] vamos ampliar alguns g@rarficos  jA estudados,
considerando o casco do elétron quase livre (xoxd = 1.2 com mnh=1 e
mn = S (Figuras 19,20). Agera fica bem evidents tudo o que ja

discorremos scbre sste termo.

L
0
=
L i skt
£ “J
=
Laf
‘E)1DE>I||:||1—-|0.r510!111111r[‘k)||Il|1l'6.é0'"""'1'.60
ENERGIA
(R
L
(1]
=
b=
—
0.
=
< K‘ /
—1'0'0' T T T_B—!_S"O' L DL T 7‘63‘ T 1 rrrr "é:) T 1 1717 Tr 'dl:.

ENERGIA
()

Figuras {9 - Quando xo*d=f., mn=f, na=300: CA> Im{...F()}.
CB> densidade total.
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AMPLITUDE

_1.0bfllllll—-'lolsla1ll'llllcl‘éollll'llllol'%ollll'lll;‘do
ENERGIA
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=
<
“1‘D'IGI'—I|IIIlulofsbl"llllld" IrIIITIIOI'%IIrI'TT?BD
ENERGIA
(%)

Figuras 20 - {uando xoxd=!., mn=5,

CBY densidade totol
34
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AMPLITUDE

Unma outra forma de obrservar o comportamento daquele
terceiro terme ¢ observar como fzz varia com o alcance da
impureza. Os graficos abaixo demonstram este comportamento. Os

graficos foram feitos considerando: alcances mn=% e mn=81, para

xo¥d=1., na=300 & para a primeira banda de energia. Pcdemcs
verificar que em dada energia a amplitude de f}z cas a cero,
permanecendo neste valor ale o limite superior da banda, a nic ser

que contribui¢@es provenientes da tendéncia dos estades procurarem
nivels energeticos inferiores CFigura 21 CB22 mude este
compor tamento. Desta forma fica evidenciade gque de fatec a
contribuigdo do tLterceirc terme estid de acorde com © gque ja

afirmamecs.

i
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1
i i
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!
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)
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AMPLITUDE
i
i
|
p— il

S A S PP ¥ "I I SIS VSR A 7" I,
H o EN?—:drgclA ose v ENERGIA
()] (®)

Figuras 2f - Quandeo xo¥d=1., na=300: (42 mn=5 2 CBY mn=100.

-Estados entrando na banda:

Finalizando o3 cilculos vamos verificar um  caso
interessante, que pode ser usado para ilustrar qualgquer outro
semelhante, ilustrado nas Figuras 6, estado localizadeo sainds da
22 banda e entrandc na 12, xoxd=1. e W°=-3. Sera que o método
descrito aqul € apropriado para explicar o estado entrando na
banda inferior? Para verificar isto faremos trés graficos exibindo
a densidade de estados da primeira banda, gquando xo¥d=l., mn=7,9 e
11, gque podem ser vistos abaixo CFiguras 222.

Percebemes o© surgimento de uma ressonincia  extra,
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préxime ac limite superior da  banda, proveniente do estado
localizado que entrou na banda. As cutras caracteristicas
relacionadas com a redistribuicio dos estados eletrénicos,
proveniente do termo Im{...F(ws,ws;b)], e quantoe as outras
Canti-Jdressonincias permanecem como evidenciadas anteriormente, a

menos de uma diminuig@o da distancia em energia entre as mesmas.
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Figuraz 22 - Densidade total referente a primeira banda quando:
xo*¥d=1. & CAD mn=7, (B> mn=2 & CC) mn=1{1.
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DISCUSSAQ GLOBAL DOS RESULTADOS

Come em outros campos da fisica tedrica, existem
primordialmente dois tipos de trabalho na pesquisa de redes com
impureza. Um tenta tratar um modelo simplificado © mais exatamente
possivel, e © outro tenta construir uma teor:ia aproximada para um
modelo realista. Métodos exatos como o Método da Matriz
Espalhamento bem como o Método de Green de Uma Particula tém sido
usados em varios ramos da fisica, ent3io ¢ natural que muitos
investigadores, particularmente nés, tentem atacar o problema de
sistemas com impureza através destes métodos. Por outre lado, o
mesmo  pode ser dito acérca dos métodos aproximados como  por
exemplo a Tecria de Perturbag3iio e a expansIc em termos de
perturbagfoc da fungdo de OCreen. Contudo, tem sido provade que
métodos aproximados n3c podem em geral proporcionar informagtes
Uteis scobre os detalhes da estrutura do espectro de tais sistemas,
sendo algumas vezes mesmo enganosos, ainda que eles possam ser
efetivos em célculos de propriedades fisicas macroscédpicas, em
geral o© que interessa. Este reconhecimento tem sidoe evidente
através de desenvolvimentos recentes de teorias exatas e os
cilculos numéricos baseados nelas(zovzs’. 05 quais revelam o fato
de que o© espectro de sistemas com impureza podem possuir
preopriedades notaveis que sZo inteiramente inesperadas a partir
das teorias aproximadas.

A parte de tais situagBes, investigag®es do primeiro
tipo s3o indispensavelis para esclarecer o dominio de
aplicabilidade das teorias aproximadas e elucidar a natureza da
aproximagio envolvida, assim proporcicnando a estas teorias uma
base firme.

Neste sentido ¢ que todo o nosso trabalho fei dirigide e
desenvolvido. Ele explica ou prevé varias propriedades espectrais
caracteristicas tais como as estruturas de pico nos espectros
(relacionadas as (anti-dressonfncias), energias especiais (estados
localizados ou de impurezal, e a localizag3o das autofungdes, a
partir de um UGnico e mesmo principico (Matriz Espalhamento) uma vez

que mesmo a densidade de estados depende dos elementos da matriz
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espal hamento.

Apesar da maior parte doz nossos calculos terem sido
feitos em relagio a um Unico caso - elétron quase livre, todas as
conclusfBes (que exibiremos no quarto capitule) advindas destes
resultados podem e devem ser extendidas também até o ocutro extremo
que ¢ “Light binding*.

O rcarater local dos estados de impureza ¢ interessante
ne sentido de que eles influenciam profundamente o©os espectros; em
relagdo a densidade de estados esta evidéncia ¢ mais singular.
Particularmente o termo envolvendo F(wg.ws;b) ¢ importante uma vez
que ele demonstra uma redistribuicico em todos os niveis
eletrédnicos de uma banda, ao contraric do Teorema de Friedel
(relacicnadeo aoc termo af/aeb que demonstra a surgimento de
Canti-dressonéncias para valecres especiais de energia.

O carater local dos estados de impureza tambem &
evidente quande determinamos os niveis energéticos no “gap*" de
energia. Este fate fica patente gquando analisamos os graficos
envol vendo o ceoeficiente de atenuagio C,uz) das fungSes de onda
associadas aos estados de impureza (Figuras 7 e 9).

Muitc embora o carater local fique elucidade segunde
estas analises, o© espectro total de energia também leva em
considefagzo o carater n¥o local, que fica evidenciado pela quase
manutengdo da estrutura da densidade de estades guando colhamos
para os estados proximos aoc meio das bandas.

E evidente que sistemas unidimensionais coOmo os
descritos por nés s3ao hipotéticos, contudo Se pudéssemos
experimentalmente submeter o© nosso cristal hipotétice a uma
excitagio, por exemplo luz (laser), que resultaria em transig¢des
de elétrons de uma banda infericor para niveis de impureza C(no
"gap®), como ©s niveis s3o fihnitos e estreitos Cdiretamente
relacionado com © tempo de vida médicd apenas alguns elétrons
sertam promovidos a estes niveis, e permaneceriam 14 por um “bom*
tempo. CGraficamente isto poderia ser percebido através de uma
saturagdc no espectro de absorgfico do material.

O que queremos dizer, aqui, € que o cristal real possul
propriedades que podem ser explicadas num modelc simples, come & o
caseo de uma dimensfo. Passaremos agora a expor as conclus@es a que

chegamos, bem como perspectivas posteriores de trabalho.
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CONCLUSBE

G

Levando-se em consideracdc as analises expostas durante

tode o desenrolar do trabalho fica clarce gque:
* Método da Matriz Espalhamento:

—£ um metode simples, de facil assinilacio e devide s
propriedades da Matriz Espalhamento, adequado para calcularmos um
grande numerc de observavels ou propriedades de transporte:

~Apropriade para caleularmes exatamente os estados de
impureza;

~Podemos visuallzar literalmente todos os estadoes de
impureza, n3o importande se s3o rasocs cu profundos;

C metode pode ser aplicade a gqualguer cenfigurag3o de
potenclial unidimensional;

¥ CaAlcule da Densidade de Estados:

-0 Método de Funcilic de Green de uma particula ¢ nmuito
podervso, e apropriade para calculos envol vendo o5 estados de
banda;

~Fica obvia a correlagifo existente entre o Métode da
Matriz Espalhamento e a Densidade de Estados. se observarmos as
equagcBes derivadas para a Densidade de Estadcs CApéndice B,

-Encontramos um resultade interessante envolvends o
termo F(ws.ws;b). e flisicamente plausivel no sentidc de que ele
explica a redistribuigfo dos niveis eletrénicos de banda quando
adicionameos a impureza;

—A distribuig3o dos estados de banda encontrada, tanto
no caso puro quanto no com impureza, a partir das equacBes
deduzidas por nds pessul uma explicacfio que traduz o que de fato

encontramos em caAlculos realistas.

As informac®es fisicas advindas dos calculos sXo
importantes, se levarmos em consideragic gque apesar de estarmos
utilizando sistemas hipotéticos Cunidimensionais) a extrapol agZo

para casos reais (tridimensionais) & factivel.
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PERSPECTI VAS:

0= cdlcules podem ser estendidos a sistemas mais
complicados, como por exemplo:

-varias impurezas, distribuidas periddicamente ou
aleatériamente proporcionando o surgimento der sistemas
desordenados

~super -redes;

~sistemas bidimensiocnais;

-A densidade de estados local também pode ser calculada.
como ja esbogado no final do Apéndice B;

-0s calculos podem ser utllizades para comparar o
criticar outras formas de abordar o problema, como por exemplo a

AproximagZo de Massa Efetiva.
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APENDICE A
METODO DA MATRIZ ESPALHAMEMTO MMEX

1?7 Porque Matriz Espalhamento?

Vamos utilizar esta t@cnica por causa das DI oPr i enadies
tundamentais da matriz espalhamento.e tambem pPorgque  atraves Jdela
poderemos  determinar qualquer observavel ou proprieades  de
transporte, come por exemplo a corrente, a dens:dade de estadoes,
etc.

Propriedades da Matriz Espalhamento (SD:

a)Unitariedade da Matriz S:

Uma importante propriedade da matriz S o que ela o

unitaria se o Hamiltoniano for Hermitiano.Desta forma:

5t =1,
#*
S5 s
11 Zz1
Com: ST = N .
3 s
1z 2z

E os elementos da matriz S estioc sujeitos as seguintes condigles:

Isill-__lszzl & Isnzlzlsal'
Isulz * IS:z'z =1,
.S°_ +s .5 =o.
11" "1z 21" "oz

biGimetrias da matriz =

E esperadoc que a matriz S possua simetrias que reflita
as simetrias do Hamiltoniano, como exemplificadeo acima. desta
farma:

~s@ © potencial incluso no Hamiltoniano for real. a
matriz S deve ser simétrica como consequéncia da simetria de tempo
reverso (Lime reversal symmetry), assim:

-
55 =1

t
E

-5 um operador qualquer U comutar com < Hamiltonixno H

ele também comuta com a matriz S.

A-1



IT1>2 Formalismo:

Desenvol veremos aqui o formalisme MME no contexte de

modelos unidimensionais. O rformalismoe inicia COm A SURSSL LA,
costumeiramente empregada na teoria de bandas oo solidoes. de gue o
movimento dos eletrons de valéncia se processa adeguadamente num

campo medic dos outros sletrons. bem como num camps  dos éantros
atdmicos, o campo total & assumido pericdico com periodicidade 3a
rede cristalina (esquema de Bloch)., Desta rforma a TUNGCAO dew anda
de um elétron com energia E no cristal, deve satisfazer a equag i

de Schrodinger:

: v
o4 L =22 =0 Ca-1%
~
onde: VEE Laplaciano; xe = ameE’
A

@ ¥V & o potencial periodico., Bloch mostroeu que as soluglies de  uma

equacdo deste tipo possuem a forma:

+
wlrd = o elro, CA-2D

onde ¢(r2 possui a mesma periodicidade da rede. Assim, esta fung3o
de onda representa uma onda viajando na direg3c *k mas modul ada
pelo campo periédico da rede. O vetor de onda k & fungo de », o
om geral n¥eo ¢ real para todeos os valores de x. Desde que valores
complexos de k proporcionam fungBes de onda nifo estacionarias ¢ e
portanto sem significade fisico aparente) . a existencia de regides
de energias proibidas em cristais esta intimamente conectada com
as relacBes entre k © x. Deve seor observado que o momentum ofot.ive
de um elétron na rede cristalina & assim h]k] e ndo Ay como e para

elotrons livres,



IT. a2 Aplicag3c a sistemas perfeitos:
Fara uma rede unidimensional a equagdoc de Schrodinger

torna-se simplesmente

jrd
a” & - Em VvV c e
—_— + oy pIOND = - NI . wA-3D
d‘\t‘. hl\
onde agora V @ fungdo de x somente, e possul periodic:dade . o

comprimento da célula unitaria. Assim. supomos a forma.

w
V(D = 2 v(x=-mal,
m=—m
tal que: vixd=| ulx se |x| < a2
N ) CA-4)
o] se |x| z ar2.
Desta forma, a equagdo CA-3) pode zer raescrita como:
A€y 30
— t FCxylxd = O Ca-50
dx
onde: f(xd = §--nl—— [E - V{xD],
&
*
A zolugdo geral da equagdo CA-B) pode ssr e=crita ma [ oOT mad
wixd = A gngJ + B hg(x) CA-GD
- onds gng) e h$CxJ sdo duas solugbes, linsarmente
independentes, da equagHo (A-8).Daqui por diante mediremos a
energia em unidades de ECﬁeke)/CamDJ, ou ainda ¢=E. . Para |x-mal
{a-2, teremos como solugio:
p ) = A gix -~ mad + B h (x - mad, CA=72
m m e m e

Fara |x - Cm + 13a| L a-d, teremos como solugdo !

wm+1Cx3 = Am+1 g‘Cx—Cm+1)a3 + Bm+! h;Cx—£m+1a)3, CaA-8D
A-3



Com © auxilioc das equagBes CA-72, (A-S> & a condigdc (A-2D
poderemos mostrar que as constantes Aj ° B, podem ser calculadas
com facilidade. Basicaments o que astamos fazendo agui e uma
variante do Teorema de Floguet. que utiliza as funcdes de Eiloch

gxpilcitamente, Concomitantemente, COnsegul mos:

- -1 . - . -
cosCkad 25556737 [ h$Ca/23.gsL*a«ED + hsk—aan.gRua»cﬁ -
- 98Caf23.h;C—afED - QrC—aJEJ.h;CaNE) ] CA-ED
ande: WwWg,hd = gaCxJ.h;CxD - hg(x).géCx) CA-102

& constant® para qualquer valor de x & denomina-se Wronskiano do
sistema de fun¢Bes considerado. Como as fungdes gGbe = hCCxD s30
linsarmente independentes, a fungdo wg,hd & diferente de zero . A
equagioc (A-8) & a equacio para a constante de propagagio k. guando
lombramos que h€CxJ =) g€CxJ contéem a energia & como parametro e
que também ¢=Mw, wverificamos que CA~-9) proporciona a relagfo de
dispers3o (wrkR) para © sistema em estudo,

Apesar da equagio acima ser geral, devemos escrevé-la em
termos da matriz espalhamento S, por causa da conveniércia doste
formalismo. Supondo gque o potencial ulx) descritoc em CA-4) s=Fja
qualquer (par, impar ou uma mistura de ambos), podemoes escraver
duas solugBes para o problema gquando |x|£a/8, tais como: Caqui

omitimos © subscrito & de propésitod
gl =D & hi =2

Vamos supor que © nosso potencial possa ser representado por

o |
olF
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Se o considerarmos come um centro espal hador pederemos  supor  as

seguintes solugBes para a equagio CA-B);

Regi 3es: X 5 —asg x 2 a~a
glxD: &lk,.xD> + Sx: SC -k, %D S:E Sk, x> CA-LLD
nCxD: S aC ~k . xD S., 9k, =) + 8C~k,x.

<1 <

(nde £ & a fungXo de onda que Tepressnta o sletron 1ncidenta
hora da esquerda, hora da direita do centro espal hador, e 5‘\I 3 O
slementc da matriz espalhamento para o cristal perfeito. Mais
tarde verificaremos que a forma desta fungdo e mais generica do

que esta proposto agui,

Para =ra-2 : ng,h)zsle[BCk,xJB’(—k,x) - 8°Ck,>x08C-k,x21, Ca-1ad
para =x<{-a-2 : w(g,h)=S£!£9Ck,x)6’C—k.x) - @' Ck,x0C-k,x2].

Ja que wWg,h) & constante para qualquer x, temocz qus:

S;e = SE!' CA-12D

2
Para x>a/8 1 wg,g 2=|S, | [6Ck,x08"C—k,x0-67Ck,x26C k331
2

para x<£-a-g: u(g,g¥)=(1-lsaj] JEBCk, %28 C =k, %D =87 Ck , xD6C -k . % ]

Novament.eo ng,g*) é constante para qualquer x. teremos:

IS, 21% = Is,,15 =1 - |5, | CA-14a2)
O mesmo calculo para w(h,h*) produz:
1,15 =1 - |s,,|% ¢ A-14b)
Para >>a 2 w(g.h*)=812822[9Ck.xDQ’C-k,xD—B’Ck,xDSC—k,x)];
para < -a 2 w(g,h*3=-811$;1[9(k.xJQ’C—k.xJ—Q’(k.x)QC—k,x)].
Agui novamente ng,hx) & constantes para qual quer

*, consequentemente:



* * »
= - 3 S, = -5 5

S S : . CA-15D
S:Ebéa : 11752 11 1 & AL

é? - u? N B
ISJ‘1 I = Isfel . CA-LSD
De (A-18), escrevendo: s , = is, .| &°
1& 1 &
¢ racil verificar que: S;e = —S!j "213.
CA-17D
* - _ -l
Si0 T TSpe ®

Para o caso de um potencial qualquer poderemos esquemat.izar:

xX=—ar 2 ' K=a- 2
gec—a/8)=9Ck,—a/83+5u16C-k.—a/B) geka/29=b:£6Ck.af&)
gac—a/2)=8 Ck,—a/23+8119 C=k, ~a~22 g;ka/&)zbjev Ck.arZl

xX=—ar2 XZars&

h Coar 2)=5_ 8(-k,-a~2> h Cas23=5,.0Ck, a2 +8C—k,a-2)
€ £1 € &8

h8C—3X83=8219 C=k, —a a3 heCa/a)=S£29 CkiarsZd+8 Ck,a-2d

Com & ajuda das equaglies (A-123, CA-172 & da tabela azcima. &
equagso CA-92 fica facilmente determinada em termos de a, k, » @
dos Sii apropriadoes, Consequentemente, podemos detsrminar os
niveis de wenergias permitidos Cautovalores da equacido de
Schrédinger CA-5)D) para © nosso problema, limitando o }ado direito
da equagHo C(A-9) entre [-1,1). Como exemplo vamos considerar:

tkx

OCk,x) = @ @ 67CKk,30 = 8C~k,% = 6Ck,-xd = o LKX

logo:

wg,h) = -2ikS, _,

utilizando a equag8c (A-12>. Por outro !ado:

A-G



[h Ca 23.,.g'C-a~3>+h (-a-22.g ' Car2d~3 Cas32. W' (-a-2)
& & & &£ &

-g (-a-2).h’Car2d] = 2ik [e_"ka - ¢s sﬁ_—ane‘ka}
& & 14 2&

1

as duas squagdes acima nos proparcionam:

cosCka+sed

cosCka) = w—Tg—tT——
F -4

que @ a nossa equagio geral, wvalida para qualguer
unidimensional.

CaA=-18D

Slstema



I1.b5 Aplicag83e a sistemas com centros ospal hadores:

Dande prosseguimento ao farmalismo. devemos estabelscer
que: quande a simetria translacional do cristal « quebrada  se)a
por superficies, imperfeicles ou impurezas. ©% 9letrons nio &
movem da mesma forma Qque no cristal perfeito, AOS olementos
localizados que ocasionam a falta de simetria translacional,

daremos © nome de ’‘centrol(s) espalhadorCes)’ de moviments dos

elétrons, Os elétrons podem ser considerados como sendo
espalhados por estes centros, ©® ©st® processo de espalhamento
pode ser descrito por uma 'matriz’ de espalhamento o, que

meramente relaciona as amplitudes o fases das fung@es espalhadas
com as das fungSes incidentes.

Estamos interessados em estudar um centro espal hador om
particular, que é a adigio de impurezals) a um cristal perfeito,

Passaremos agora a exprimir formalmente o MME aplicado a este

caso,

Vamoes considerar que temeos um cristal infinito =
adicionamos a impureza, que pode variar de alcance d =]
profundidade —EOCOU sS8ja, um pPogo quadradol. No Caso
esquematizado, © potencial cristalino V(x) & uma sucessio  de
fungtes delta, contudo oS argumentos empregados no
desenvol vi mento abai xo sdo validos para qualquer potencial

cristaline V{xD.

L]

\
o\F
T

Az fungBez de onda para o cristal perieito. solugdss da

equagdco de Schrédinger CA-3), serio identificadas por:

RS I e RS FEP CA-19D



onde n & indice de banda. Se a impureza tiver alcance infinito. a

equacixo de Schrodinger CA-3) torna-se:

&

&
- S RV vy pCxD = O
o

dx M

podemos escrevé—la na forma:

dg &m
—_— = V(XD + 2 Jelx) = O {A-C0D
&£ &
dx A
com: =2 -y =%mE CA-21)
o & el
a3
com fungBies de onda:
pqu,x) @ puc-q.x). CA-222
com v indicando a banda. Na pratica, noés apenas mudamos o

zero de energia, Mas podemos considerar que, se a impureza n3o
tiver alcance infiniteo as fungSes de onda acima continuam
validas, dentro do alcance da impureza, como base para a fung8c de
onda verdadeira,

Desta forma, para x{-d-2 ou ®xds2, a fungdo de
onda geral valida &:

YCx> = Ay, Ck,20> + By -k, = Ay Ck, >3 + By C~k,x3,
para =-d/2{x{d-2 a fungdc de onda valida &:
z2(xD = apqu,xJ + ﬁpuc—q,XD = angq,xD + ﬁvzc—q,xj.

As fun;Bs# de onda acima s¥o validas para ¢ & ¢ numa banda de
energia, s indistintamente para 20 ou <0 @ 220 ou £<0. Casc ¢ o
¢ estejam num gap de energia, desta forma, tanto k como q s=3Jo
nameros complexos, assim:

~para x{-d~2 ou x>d-E, a fungico de conda valida &:

* - .
y (x =¢C w$C+Cu1 + 1u2).x3,

A-%



onde: u = para gap direto,

1 0O

para gap indireto;

-] wg(iCyl + iygb,xb deve tender a zero guando x-*m;
-para —d/2<{x<d-&8, a fungioc de onda valida &:

zCx) = re Sy iph,xd 4 59€C—Pé T oipL, 0.

Loge do que foi mostrado acima podemes inferir gue se
soubermos as solug®es para a #quagdc de Schridinger (A-3) (gquando
WO=O), atomaticamente as soclugBes para woxo Coquagdo CA-20D)
ficam determinadas, levando-se em consideracioc CA-21).

Agora vamos calcular o5 elementos da matriz
espalhamento. Para tanto vamos comegar suponde que ¢ & & eost3o
numa banda de energia. Desta forma, se dividirmos o nosso probl ema

em tLrés regimes teremos:

y:Cx) = V€Ck,x) +‘PlJV€C-k,xD 50 X< -d-&;

y;,Cx) = o p, (g0 + AR, e, C-q,50 se -draixid 2
+*

y3(x3 = ijVka'x} se »x>d-2;

suponde que uma onda (representando um eletrond caminhs da

esquerda para a direita. Ou ainda:

y;(x) = f},v;c"k!X) 58 xXC-d- 3
y;CXD = a_gg(-q,x) + ﬁ‘pg(q,xD se -dr2<x{d- 2;
y;Cx) = Fopv (ki + y C-k,3) se x>ds2;

supondo uma onda caminhando da direita para a esquerda, onde F &
- vl

¢ elemento da matriz espal hemento para o cristal com impureza.

Sabemos que cada grupo de equagBeos acima deve satisfazer

as seguintes condigBes de contorno:

A-10



+ + + +
Y, C-d-2> = y (-d-2> yCd/2 = ydsad,
CA-23)
+ + + +,
Y C-ds@> = yrC-drad Yz Cdo@> = yrcde,

onde as (') significam derivadas primeiras om relagSo a x. com o
auxilio das condi¢g®es de contorno acima podemos determinar com
facilidade os coeficientes yij'

Utilizando as condig@®es de contorno CA-23), teremos:

WSCk,—d/ED + J;lykc—k,-d/E)

o 9, Cq,-dr2> + f3p C-g,~drB) (D

i

V;Ck,—d/BJ + ftjw;c—k,—dfa) a*p;Cq,-d/ED + B*p;C-q,~d/23 Cid

A, (qd@ + fp C-q,d@ = P y Ck,dr2) C éded

, = ' — : L ]
Ol_'_w;Cq,d/i:.D + (3'+ng g, d- 2D J"‘Ev-'&c‘c,d =P} Ciwd

tal que de (WD e CWwd podemos sncontrar:

o ¥ Ck,d@y C-q,dr@ -y, Ck,d 2 ~q, dr@D
r¥= ﬁ* = 2 5 z CA-24D

. ¥ Ck,d @9 (q, d/2 -y Ck,d/BDy Q. drD

com o auxilio de (O, (W & (A-24), podemos sncontrar que:

N _ +* - - - - - . - .
fjj-[WSCk, ds@(r'e, (q, d/@+p (-q,dr22]-y Ck,-d/@1r (g, ~drad+
+9£C—q,—d/ED]]/[V$C—k,-d/83[r*w{Cq,—d/83+w;C—q,-d/8)J-y;C—k,-d/a)

[r+ngq,—d/2)+wgc-q,—d/833] CA-25)

com © auxilio de (2, (iiid e (A-24,28), podemos encontrar que:

: rle, Cq.dr2>+p C-q,ds2 | [y Ck,-d2>+0 4 Ck,-ar2>
P == 8 < L= . CA-2B)
* v Ck,dsad rfPQCq,-dxaapac-q.-dzaa

UWilizando as condigBes do contorno CA-Z3), sncontram-s:

A-11



F o v, ok, —ds@d A, C~q,=dB + f3_p (q,-d2) Cod

:,)

=k, —ds2D

5 V) * p C-q,=dsB + i gCq, ~d 2D C o

it

a_ng-q,d/ED + B_pCCq,d/ED fgevSCk,d/ED + wg(-k,d/&D Cved

x 0,0~ drB + 3 Cq,dr@) = Py (k. dr2) vy (kL dr2) C teeed

de Cv) & (v sncontramos:

a ¥ <k, —d /@y (q,-d/2 -y C-k,-d 2 pl(q, ~d 2
i 5 ‘ 4 CA-27D
o  caeT

- wac—k,—d/BJQQC—q,—d/ED—v;C-k,—dJEJng—q,-d/E)

com © auxilic de Cuid, Cuwiw & CA-272, encontramos:

=1y’ C— s " - / - ~k ,d~ T’ -qg,d 2D+
P s [wsc k,ds2dirTp ¢ q-d/2+p Cq,d/2 ) -y C~k,d 2> 0r r C(—q,ds2>
+p;Cq,d/83]]/[w‘Ck,d/EDEr-pgc—q,d/8)+p;Cq,d/8)]—w;Ck,d/BD

tr-pgc—q.d/2)+94Cq,d/2)J] CA-28>

com @ auxilio de (), (widd e CA-27.28) toremos:

re C-q,=d/2>+e Cq,-d23 | [P__y Ck,dr2d+y C-k,d 2>
Py, == * ez ¢ £ . CA-29)

y C-k,~ds2> rnvgc—q,d/8)+wng.d/23

Dosta forma a nossa matriz & fica determinada, supondo que & o 2
pertencem a uma banda de energia.
Agora vames supor que ¢ esteje num gap de energia,

Dividindo, novamente o© problema em trés regides peoder emos

estabelecear:

y‘CxJ = ijec—y! - iye,xD se x<-d-2;
tal que: lim Véc-“1- 1pa,x3 =0
M == 20
ngXJ = apQCq,x) + ﬁpgc-q,xD se —-do2dxsdo2;

A1



yaCxD = Cewsc“j + tua,xJ s Xrdo2.
tal gue: iIim wst! + zua,x) = 0Q

X -

As equaglieos acima devem satisfazer as condi¢Bes de contorno
identicas a8 (A-23). Desta forma poderemos montar o© seguinte

conjunto de equagles:

CIVGC-M,—d/ED = aw‘Cq,—d/EJ + ﬁwgc-q.—d/ED Cind
Czw;C—y,—de) = ap;Cq,—dfaﬁ + ﬁp;C-q,—dfai <D
awgiq,df83 + ﬁpgc-q,dfa) = C8w£Cy,deD Cocd2
ap;Cq,d/ED + Bvéc-q,dfai = CEV;Cy,d/.E) C x4

com: M= “I + iye.

Bom, utilizando (x) & (i) encontramos:

w i, drBde C-q,dr8d -y Cu,d 23e’C-q,d 2D
= |= & ¢ £ . CA-30)

o

com © auxilio de Cixd, (x2 & CA-300, podemocs obter:

wec—y,—dJEDIrP;Cq,—d/2)+p;C—q,—d/2)] =
= ¥;Cou,—d/@Iry (q,-ds2+p (g, ~d 2D CA-31)

que & uma equagdo transcendental. £ interessante notar qus a

11 Cequag8c CA-250)

quandec k=u, ou seja quando estamos num gap de energia.

equagdo acima ¢ equivalente aos pdlos em &~

Bom, como o que desenvolvemos até aqui podemos calcular
os estadés localizados com o auxilico da equag8c CA-9), com oS
correspondentes Sij para um cristal perfeito, & ainda a equacHe
transcendental (A-31). Como estamos interessados em calcular os

estados localizados, a equag8c (A-9) pode ser reescrita como:

A-lz



¢ - -1 > - »
C=-12 cosh(yeaD —ém[ hﬁ(a/a).g@_( a2l + hé'c 3/2).98(:&/8) +

- g,Cas@ . hlC-as2> - g (-as2).h’'(ar2d ] CA-32)

Desta forma podemos montar o seguinte algoritmo:
a2 Escolhemos s, s © lado direito de CA-32) estiver no intervalo
(1,-1] & porque estamos numa banda (n3c nos & interessante). caso
0 lado direito fér menor gue (-12 estamos num gap indireto
Cnos interessal) e My=m, {=1; calculamos Ho do lado esquerdo,
Caso o0 lado direito seja maior que €13 estamas num gap
direto Chos interessa) = y1=0, £=0; calcul amos o Mo
correspondente do lado esquerdo;
b2 tendo encontrédo y=y1+iy2, substituimos em CA-31) e verificamos
2 a equagic Lranscendental se@ wverifica, caso afirmativo
encontrammos um estado localizado, c¢asco contraric n3c & ostado
localizado:
C) repetimos os itens a @ b para novos valores de ».

o método desenvol vido agqui & geral © valido
para aplicag3o a qualquer sistema unidimensional, a extensio
desta Ltécnica para modelos bi e tridimensionais nEo =)

transparente,

A-14



IT.c) Generalizagio:

Como foli proposto no final do toépico Cl.ad, as fungBes
SCk,x) s80 gendricas nc sentide de que podem,. 1nclusive. seor
escritas como sendo as fung®es de Bloch do cristal perfeirto,. Se
considerarmos, @ clare, que & osquerda ¢ a Jdireita Jdo centro
espalhador os estados de banda podem ainda ser represent ados pwl as
fung@ies de Bloch do cristal pertfeito.

Desta forma, so escrevemos:

Regi Tes: < -ds2 x2d-2
gl=D: y-ng,)-O + J’”%c—k,xb y!EVka’xD CA-332
hCxD: .Pejly&c—k,xj J"ZEVQC](,XJ + tysc-‘k,x).

poderemos mostrar com uma certa facilidade que Cchegaremeos a um

resultade semelhante® ac do final do tépico €1.ad, ou seja

_ cosCkd+a)

osCRal) = CA-342
cos( ka -—F?;;Tq_

onde d & o alcance da impureza © ¢ & uma fase com o mesmo

significado sxpressado na equasfo CA-172.
O resultado acima & encontrado através de um chdlculo semslhante ao

empregado no referido tdpico.
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APENDICE B
CALCULO DA DENSIDADE DE ESTADOS

Formalismo de fungdes de Green de um corpo:

AdAplicag3o a sistemas periddicos sem perturbagio:
A fung3o de Green pode ser definida come as solucdes da

equagdoe diferencial inhomogénea do tipo:

[¢ - H (x> ] G (x,x" ;&) = SCx-x"D CE-LD
O [ &)

sujeita a certas condi¢®es de contorno para x ou %', o indice oI
indica fungio de Green para o© potencial perfeito. O operador
Hermitiano HOCx) possul  um conjunto completo de autofunc®es
wé__c XD} isto é:

= & 3 CB-23
HOCxD wECxJ & ngx B

onde {w€Cx)} satisfaz &s mesmas condigdes de contorne que
Glx,x"; &), O conjunto {W£Cx>} pode  sar considerado COMS

ortonormal :

CB-3

-

*
J ws,Cx) wECxD dx = 65

2

Para x » x', teremos:

[¢ - H (0] 6 Cx,x";&) =0
[a) s ]

que ¢ semelhante a4 equag3o de autovalores (B-2). Desta forma

podemos escol her:

G Cx,x’;s) = A (x'D yw (x> , quando x > x°’ CB-4>
° < €

onde £ ¢ um autovalor ( por exemple no continued, representando
uma onda viajando para a direita, onde Afo’) ¢ constante. Por

cutro lado, para x { %', bLeremos também:



[8 - H CxD] G {x,x";&> =0 ,
o o
assim:
GOCx,x’;s) = BsCx’) w:Cx) , quande X « xX° CB-8)

repreosentande uma onda viajande para a esquerdsa, onde B‘Cx’) &

constante. De forma geral podemos escrever:

x — Hd ¥ L] = L4 *
G (x,x";8d = [ eCx—x’> ALK w 00 + 80x’ - B_Cx'> wsc:o], (B-6)

para um autovalor s,

A fungdo de Green deve ser continua, assim:

»x{x’ o x’

lim G (x',x':;s2 =lim GOCx:,x’;a) CB-72
& -Q o - S0

com: { x' = X' - & 3

%
Il
X
+
)

Que nos fornece © seguinte resultado, se utilizarmos a SQUagiao
CB-B2:

%
A (xS w(x') - B (X' p (x"> =0 CB-82
& £ £ &

For outro lado, sabemos que o Hamiltoniano HOCx) pode ser escrito

COomo:

2 2
HC ) = - 4 Voo CB-G>
Q 2

&m dx

onde Vix) representa o potencial periddico do problema em estudo.

-Consequentemente a equagio (B-1) torna-se:



»Z q®

=m dx®

= V(xD GOCx.x';a) = HOx~x"'2 , (B-10)

integrando os dois lados da equag8o acima, encontramos:

»x* x’
+* + 2
EEL = Eﬂis J GOCx,x’;e) dx + J d zG Cx,x' ;82 dx +
g} k . , dax° ©
x’ x*
.
- gm Vi) G Cx,x’ ;6 dx CB-11D
52 o
x,

cOmo GOCx,x’;s) ¢ continua & fazendo &-+0 loge apds a integragio,

sncontramos que o©os Unicos termos gque nEo se anulam sXo:

d_ -2 G, O, x75ed = 22 CB-12)
dx , dx . K2
X=X =X

Ja gque GOCx,x’;53 @ V(xD s3o fungles continuas. A squagio acima &
uma c¢ondigdo geral e valida para qualquer sistema em ostudo.
Com o auxilio da equaglSoc C(R-8), a equaglo acima nos fornece o

seguinte resultado:

»* &m
A > » » r » r —_— .
Cx’D w "Cx’"D - B (x’) w "Cx") = =— C(B-13D

ﬁz

Incorporande (h?/am) as constantes AGCxﬂ) -] BECK’), as equagles

CB-8) & (B-13) tornam-se:

%
ACX') w(x’) - B (xX’) 9w (x'D) =0
& & & &
CB-14D

ACx'D yp "(x’> - BCx'D ptCx'D =1,
& & & &



K2 K2
com:; A (x') = A Cx'D » B Cx*D) = B (x"2. CBE-15D
& & & &
=m =m

Existira wuma udnica solug¥e para os coeficientes desconheocidos
ASCX’) -] BSCx’). somente se o© Wronskiano do sistema de equacdes

acima ndo for nule, ou seja:

o L] * »? N
= i * - . ') o= . CB-1G2
Ws stCx p) wsCx p) v, Cx’2 l,vECx Q
[ w:Cx’)
Desta forma: ACx') = — 0
& w®
4 € (B-172
w Ox'D
BCx') = 2
W
s &

Lonsequentemente, com © auxilio das squagles C(B-19) e CB-17), a

equagdo (B-8) torna-se:

2m o BCx=x"D YD w (3D + 8Cx" =30 w Cx') wCsd
——D[ X~x"3 w, (x> y_ x O r,.vsx],

GOCx,x’;sZ) = >
KW
&

CB-18>

a constante CO pode ser calculada com © auxilio da equagio CB-12D:

G »
d. S Cx, %7360 = §Eé 2 pCx"d p (xD
dax |, K: wo € €
K= &
CB-19D
c »
4 GoCx.x’;s'D = ?_r_n_ -—3 Yy (x*D w* (x’2,
dx R K w € € B
x=x" &
logo (fazendo &-0, encontramos):
2m co » ? : *° 2m 2m
—-— wg(x’) wsCx’) - ws(x’) ¥ Cx'2 )] = —, Gy = —,
A WS » et



Desta forma : C =1, CEB-202

Portanto:

Z2m 1 . o, » . *
- = [QCx—x’D pOx'D w (xd + 8(x"-x> w (x’D v Cx)]
K2 & & & &

G Cx,x’ ;8
Q

mo

(B-213

A equaglo acima representa a fungdo de Green para © cristal
perfeito, ela & genérica, ou seja valida para qualquer potencial
periddico WV(x?, desde que conhegamos as autofungdss {y 0}
solugles da equaglo C(B-2D. -

Bom, por outro ladeo sabemos que!:

- 1 _ 1 *
ColXrX: 6 = ——pre— = H. GO Z"’s’cx} Vo0

G Cx,%;6) = Zw*,CxJ v (D8 ~ &)
o & &

Usando a identidade: lim ———%—7—— = P —Lw > 3 n sUxD,
t vy x

Fe
y=-0
consegui mos:

Im[G Cx.x;c)] = —nz e’ = & |y 0
Q &

conmequentemente a densidade de estados por unidade de volume

pode ser expressa pela equaco:

P Cx;60 = — —1— Im[GoCx.x;s)] . CB-22>

onde G Cx'x's) 6 © elemento diagonal de G Cx,x"sﬁ

uubstltu1ndo a @squagsic (B-21) na aquagao acima ¢ integrando eom
tode © espago, encontramos:



p e = - Z gp [1 ] (B-22)

que & a densidade deo estados total para o cristal perfeito. Agui
novamente a equagl®o ¢ genérica, basta conhecermos as autofuncSes
{y:ng)}, sclugties da equaglo de Schrodinger. para que possamos

avaliar o Wronskiano.



BlAdiciconando impursza:
O Hamiltoniano do sistema pode ser escrite como 2 Soma

de um termo que identifica o cristal pertfeito HoCxD. Mal% tima

perturbagdo identificada por H1Cx), assim:

HCxD = HoCxJ + H‘CXJ > CB-245

© nessc objetivo aqui & encontrar uma equagidc para a funcac de

Green, onde © cristal perfeito esta Sujeito a perturbagic H‘ij.

Se {¢€Cx3} © © conjunto de fungBes de onda para o

cristal com impureza, poderemos escrever:

HCx>.¢fo> = s.¢f<x).

derivando em relag3c A energia conseguli mos!

3T 6¢f(x3

HCx).—EL = ¢f v . CB-25>

Se ¢ijD ¢ uma outra fungdo de onda correspondendo ao mesme valor

& de energia, ou seja:

HCKD.¢:Cx) = $.¢:Cx3,

multiplicandoe a equagdo (B-25) por ¢f(x> & a equagdoc acima por
Cé¢f<x)/as), a seguir subtraindo os resultados encontramos:

3°¢0 3¢50
S°C30 . HC30 1 - i HCxY . @5C30 = 9500 . 0500
2 ) N = ) "Pa - ¢z '¢s' '

&

por Dupfo lado, substituinde © Hamiltonianoe no resultado acima

conseguimoes reduzir a squagHc s



nqn

& £ £
Serr 4Fcn z 5 a¢1Cx) 6¢8Cx) ¢ o 3 6¢1Cx) B-26
P lx '¢1 = m ax o= 'A% Ps 9% ’

Integrande a egquagdo acima no intervaleo Ca.b) de

comprimento encontramos:

b
2m & & _ £ & .
= qusz).qzs‘(x)dx = F(¢1,¢z,x)] CB-27)
A a
a
£ & £
' P ~ 6¢1Cx) a¢sz3 oo 2 6¢1Cx3
com: F(¢1.¢2,x) - as tTax %2 "ds | ax

© lado direito da equagic (B-27) sé depende dos pontos limitrofes
do intervalo.

Agora vamos tentar determinar quanto vale a integral
acima, quando a-(-Nd /2> e b-+(Nd-2), onde L = Left € R = Ricght.,

Primeiro vamos expressar as fun¢g®es em termos da matrix
espal hament o

e w:(x) & wg(xb
@ CxD te——— , P XD ] ——————
R L
¥, PO e, — 7 2¥e Cxd
zs f 2V CxD F ooy (x>: 225
11’ ¢
& =
Para : x-=b 4¢LC>-:) izwsCx)
s —3 -
¢R = wECxJ + J;waCx),
& *
para : xX-a ¢LCxJ = v, CxD +‘? WSCx);
-4
s —
¢ = 321wsCx)

onde as fungaes Y0 s3o soluglies do problema sem impureza.depois

de algumas manipul ag@es algébricas poderemos chegar ao seguinte

'resultado:



b
S [gScx. ¢fC0ax = | F(w voib) + & .2 F(v_.y_;b) +
e R P 12’ s’ e 12° " 22’ s g

a

CB-28)2
272 o » * -
T s Vv v | - fth(ws’ws;a) * J“zi.‘)"“F(ws,w‘;a) )

Existe um fato que deve ser considerado agui, @m nossa
derivag3c de y e w* atravées do teorema de Bloch com os devidos
fatores de normalizagXo, estas s3o definidas a menos de um fator
de fase multiplicativoe e 7% (yx$Cx)=ei'm§}x6Cx)) em (dy-rds) o
(azwasax). Entretanto fu e J’zz também s8o alterados por este
fator de fase (‘Psz =) .721 nfo altsram? o que deixa a equacHc acima
inalterada.

Desta forma para um potencial de impureza simétrico,

poderemos sscrever:(F _ = o F = » )
12 21 11 22

b

a
em| &. . & _ » _ . - -
ﬁ,—z quLx). ¢LCdex = J"ﬂ. [F(ws_,wg,b) F(yus,ws,a)] 35— Wst_ woew D

+ J"ﬂ.fzz[F(w‘,w‘;b) - F(w:,w:;a)] (B-29

Com o auxilio de CB-27), o Primeiro terme do 1ado

direito da equagfo acima pode ser identificado com:

b b

- d 2m 2 2m 2 2m

Flvoveib) = Flyov_;a) = = JIWSCXDI dx = = Jl“gCXDI dx = =
a a

o
b
. = * ow Em _z2vmsr » 2
Flvooveib) - Flv v _za) = = =7 th;CxD] dx = 0,
' a
ja que 9‘5(30 = w:C-—x), poderemos mostrar que:
* -
Flvo voib) = - Fly, v ;2)



consequentemant.o:

m & & =m a y:z
— J;RCKD.¢LCx)dx = —;.J’ Bl w" Lw w I o+ 2,

1277 22 F(\I's_.- ws;b)
ChR-3al2

Agora a funglio de Green retardada pode ser identificada

como:

GRCx, %7 ;8 = AJOCx-x"D q{(x*).q{c}o + 80’ %D ¢>fo'> ¢:’Cx>],
da mesma forma que no inicio do Apéndice, podemos mostrar que:

a1

& &
#® W€C¢L,¢R)
consequentemente: (para X? =X =x+8D
£ L&, _ (o) -
W‘C ¢ ¢=RD =¥ \'r‘SC ¥ w2

desta forma, fazendo x'-x, teremos sedquinte forma para a fungo

de Green retardada:

R _ 2m i & £
G{X, %82 = —, - .¢RC><).¢LC><),

z )
L ‘?1awscws'ws>

integrando no intervalo Ca,bd chegamos a:

b b

JG“Cx,x;a)dx " 1 sz (0. $5Cxddx, ¢B-32)

# wcw.wnn

a

Fubstituinde (B-21) em (B-32D, sncontramos:

: ° Z2m i 1 9 yiz 2”?23
GRCx, x;eddx = =T, - P—— Fly_.v_:b),
N A SR oe wWoly Lyt € €
a e ¥ ¥ 12 e e e

B-10



por outro 1lado:

b
1 R
Ked = - — Im |G7C(x,x;eddx,
o
consequentemente:
a F
Ked = - Em o ! +11m—1-_—-5;_-‘—’-
rf w ng.w J"lz
5
- E.Im P -2z
i Wscwc,w‘

G primeiro termo do lado direito Ja& & nosso conhecido, ou S@ja,. a

densidade de estados para o cristal perfeito P, Ce). @ escrevendo

Py = L? |- &%, a diferenca entre a densidade de estados do
cristal com impureza e a densidade de ostados do cristal perfeito

pode ser identificada com:

Al
-

.Im

= pl&d - prcD = CB-332

2|"’"

S M P s
© primeiro termo do lado direitoc da equagEo acima j& € conhecido
dos fisicos de estado s6lido, mais comumente conhecido COmo
Toor ema de Friedsl que dé& origem as ressonincias e
anti-ressonancias,entretante o segundoc termo & novo o deve ser
analisado com mais detalhes.

O elemento .P ® © Wronskiano nds ja eontendemos e

conhecemos © comportamento, por outro lado o slemento F(w "W b)
possuinde a forma descrita em CB-28) e (B-272 reflata a
dimensionalidade do problema em estudo. S& © nosso problema fosse

infiniteo este termo seria nule, devido as condigdies de contorne e
periddicas:

v C(ad = p C(bd,

B-11



o slemento F(ws,ws;b) ¢ imaginario puro. Por outro lado, se o
cristal fosse infinito este terme seria nuleo uma vez que ele surge
come consequencia das condigBes de contorno periddicas (Born-Von
Karman>.

Se o potencial de impureza nic for simetrico, teremos:

12 - 21 -
Fo= - 2 e s e (e
1% * 2z 12 zZ
»
12
F_o=»
12 Z1

Segue Que, com um raciocinio semelhante ac que fizemos acima, a
diferenga entre a densidade do cristal com impureza e o cristal

perfeito pode ser identificada como:

* *

I S =F
_ _ _1 a9z 1 ( 12 zz 11 22 . vE
A = pled pOCsD = - 3= ;.Im - < .F(wg.ws,b).e

o
Ly:zlwscws’ws>

(B-34D

Una outra forma de detectar o efeito da impureza, scbre
& densidade de estados, & calcular a densidade de ostados local,
Qu seja, determinar a densidade de estados como fung3c da
distancia em relag¥e A impureza. Podemos chegar a este resultado a
partir da equag3c (B-29), fazendo a=ld e b=Cl+10d Cintervalo de
uma celula unitdria com ld-b), para o caso de um poco de impureza

simetirico conseguimos:

Cl+10d
em]| . & - -
= quC)O.e::LCx)dK = J"u. [F(wsnps;(l*-l)d) - F(ws.wg;ld)] -
1d
*
+ Jaz.J}zDT(WS.WQ;C1+1Dd)—F(w$,ws;ld)]. CB-35)

Com © auxilio das fungBes deo onda da Pagina £, o primeiro termo do

lado direito da equagio acima pode ser identificado com:

B-1g



Cl+13d

» * _ &m z _ 1 2m
F(ws,wg;(l+1)d)-—F(w5,w€;ld) == Iw‘(x)| dx = ===,
h
ld
podemos também perceber que:
. Cl1+12d
_ &m 2
F(ws,ws,cuwd) F(wg,ws,ld) = 7 [[¥.00 JPdx,
ld
consequentemsnte:
Cl+ild Cl+idd Cl+12d
emi & & 2m 2 2m 2
il = —_— . . — 2 .
e ¢RCXD.¢LCx)dx J:z'ﬁa |w5(x3| dx + Jaa'?az > Jip}Cx R
id ld id
Nos levando a deduzir que a densidade de estados local, que pode
ser identificada como:
Cl+13d
XKed = - ~£— Im GRCx,x;s)dx.
ld
pode =er escrita na forma:
d
e Csd )
e = 2 -Llam B T2z 2kid [w 0 )%dx].  c¢B-3ed
N n x2 WOCW *) €
e Ve ¥e o
Que ¢ a densidade de estados local em termos de C1) celulas

unitarias distante da impureza.

considerassemos Cld-a).

O mosmo resultado seria obtido se
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