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RESUMO

O presente trabalho aplica o formalismo Weberiano ao estudo do movi-
mento de uma carga em um capacitor plano ideal, utilizando a energia pro-
posta por W. Weber em 1848. O objetivo é estudar a existéncia ou nio de
uma velocidade limite neste formalismo.

A situagdo estudada é a de uma carga movendo—se ortogonalmente as
placas de um capacitor plano ideal, onde sdo desprezados os efeitos de borda
e de radiacio eletromagnética.

O primeiro caso estudado é o de uma energia potencial Coulombiana junto
com a energia cinética classica. Concluimos que nao ha velocidade limite
neste caso, com a carga podendo atingir velocidades acima da velocidade da
luz. Porém a velocidade s6 diverge para uma diferenga de potencial infinita.

O segundo caso analisado é o de uma energia potencial Coulombiana junto
com a energia cinética relativistica. Concluimos que hi uma velocidade limite
neste caso, sendo que a carga nunca atinge uma velocidade maior do que a
da luz, qualquer que seja o potencial entre as placas.

O terceiro caso pesquisado é o de uma energia potencial Weberiana junto
com a energia cinética cldssica. Encontramos que novamente nao ha uma velo-
cidade limite, como no primeiro caso, sO que agora a velocidade pode divergir
mesmo numa regiao limitada de espaco devido a uma diferenca de potencial
finita e factivel. No caso de um elétron a velocidade iria a infinito para uma
diferenca de potencial de 1MV, Além disto neste formalismo a carga sofreria
uma forca do capacitor mesmo guando estd fora dele, desde que esteja sendo
acelerada simultaneamente por algum agente externo. Ela se comportaria den-
tro e fora do capacitor como se tivesse uma massa inercial efetiva que depende
do potencial eletrostatico onde se encontra, havendo mesmo situacoes onde
esta massa efetiva seria negativa.

Por Gltimo é analisado a energia potencial de Phipps junto com a energia
cinética classica. Encontramos que a carga atinge a velocidade da luz de
maneira nao assintética para uma diferenga de potencial finita, tal que além
deste ponto ela passaria a ter uma velocidade complexa (imagindria). Isto
indica uma himitacao deste formalismo.



A conclusio geral é que a lei de Weber juntamente com a mecénica New-
toniana apresenta limitacdes quando aplicada a velocidades préximas da luz,
devendo ser aplicada apenas em situagdes de baixa velocidade. Por outro lado
os resultados experimentais estdo de acordo com as previsdes relativisticas
para esta situagao, mesmo para cargas se movendo a velocidades préximas 3
da luz,



ABSTRACT

This work applies Weber's formalism to study the motion of a charge in
an ideal plane capacitor, utilizing Weber's energy presented in 1848, The goal
is to study the existence of a limiting velocity in this formalism.

The situation analysed is that of a charge moving orthogonally to the
plates of an ideal plane capacitor. We neglect electromagnetic radiation and
edge effects.

The first case studied i1s that of Coulomb’s potential energy plus the clas-
sical kinetic energy, We conclude that there is no limiting velocity here. The
charge can attain velocities larger than that of light, but the velocity only goes
to infinity for an infinite potential difference.

The second case analysed is that of a Coulombian potential energy plus
the relativistic kinetic energy. We conclude that there is a limiting velocity
here, and the charge cannot attain a velocity larger than that of light for any
potential difference in the capacitor.

The third case studied ts that of a Webernian potential energy plus the
classical kinetic energy. We found once more that there is no limiting velocity
here, as in the first situation, but now the velocity can go to infinity in a limited
region of space due to a finite and feasible potential difference. For an electron
the velocity goes to infinity with a potential difference of 1MV. Moreover in this
formalism the charge would experience a force from the capacitor even when it
1s outside of the capacitor, provided the charge is simultaneously accelerated
from another external source. The charge would behave inside and outside
the capacitor as if it had an inertial effective mass which depends on the
electrostatic potential where it is located. There would even be situations
where this effective mass would be negative.

Lastly it is analysed Phipps’ potential energy plus the classical kinetic
energy. We found that the charge attains the light velocity, but not asympto-
tically. due to a finite potential difference. so that beyond this point it would
have a complex velocity. This indicates a limitation of this formalism.

The general conclusion is that Weber's law together with Newton's me-
chanics presents limitations when applied to velocities near the light velocity.




and should be applied only to situations of low velocity. On the other hand
the experimental results are in agreement with the relativistic predictions for
this situation, even for charges moving near the light velocity.
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Capitulo 1

Introducao

1.1  Preliminares

Neste trabalho apresentaremos um esboco do desenvolvimento histérico do
eletromagnetismo. sua origem e seus desdobramentos posteriores, com énfase
nos trabalhos de André Marie Ampére (1775-1836). Wilhelm Eduard Weber
(1804-1891) e Hermann von Helmholtz (1821-1894). Esta énfase deve—se ao
fato que nosso objeto de estudo tem por base a forca entre cargas elétricas
pontuais proposta por W, Weber em 1846.

Os outros dois personagens., Ampére e Helmholtz, foram fonte de ins-
piracao e critico do trabalho de Weber, respectivamente. Com “fonte de ins-
piracdo” quero dizer que Weber utilizou o trabalho de Ampere sobre a forca en-
tre elementos de corrente como base para seu trabalho. Neste eshoco histérico
também abordaremos a retomada da forga de Ampére, o que vem ocorrendo
em especial nos Ultimos dez anos, e a critica da lei de Biot-Savart.

Apos este esbogo historico aplicaremos o formalismo classico, relativistico
e Weberiano do eletromagnetismo a uma situacao importante: uma particula
com carga ¢ € massa m movendo—se perpendicularmente as placas de um
capacitor plano ideal. para em seguida analisarmos os resultados obtidos.



1.2 Notacgao

No decorrer deste estudo algumas grandezas vetoriais ou relacionadas com
estas grandezas aparecerao e muitas com subindices. Definiremos agora que o
subindice 1 sernpre referir—se—a & particula que é acelerada (carga de prova):
o subindice 2 semnpre referir—se—a a placa do capacitor com uma densidade de
cargas positivas e que serd denominada “placa 5;" e o subindice 3 sernpre
referir-se~a 3 placa do capacitor com uma densidade de cargas negativas e
que sera denominada “placa 53"

A posicao, velocidade e aceleragao da particula e dos elementos de carga
das placas em relagao a um referencial inercial serio representadas por veto-
res nas formas r,. v, e a,. respectivamente; onde 1 igual a 1. 2 ou 3. Como
veremos adiante, a lei de forga obtida por Weber é relacional, ou sefa, depende
somente da distdncia. velocidade e aceleragio entre as particulas interagen-
tes. A distancia relacional é dada pelo médulo da diferenca entre dois vetores
posicao, ou seja, r,, =| r,, |, onde r,, = r, — r,; a velocidade relacional é dada
por !

dr,,
oy = —2, 1.1
e a aceleragao relacional por
Y
r, = —- 1.2
2 dtz ( )

As grandezas relacionais f,, e ¥, em algumas situacées serao escritas
como produtos escalares de grandezas nao relacionais; e.g. v,. v, e v,, (vide
apéndice B);

Fy= o F oy, (1.3)

- — r
onde f,; — ~* e v,
LN}

!Quando estivermos defininde alguma grandeza usaremos = como simbolo de definigio,
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Foy T Vig " Ve — (;"JT: V13)2 + Ty, '3191 (1.4)
X

onde a,, = d%v,J. As demais grandezas serdo explicitadas no decorrer do

trabalho.
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1.3 Objetivos

Deve ser dito neste momento que esta tese é parte de um trabalho mais
abrangente, que vai além dos objetivos deste mestrado. Nosso objetivo con-
siste no estudo do comportamento de uma particula com carga ¢ e massa
m (nos exemplos numéricos esta particula serd sempre um elétron ou um
positron) movendo-se perpendicularmente as placas de um capacitor plano
ideal (com uma densidade de carga de sinais opostos, médulos iguais e dis-
tribuida homogeneamente) pelo formalismo Weberiano, e por uma modificagio
deste, para em seguida compararmos os dades obtidos com outros formalis-
mos e resultados experimentais.

Como veremos adiante, no inicio da década de 80 tivemos uma retomada
da forca de Ampére entre elementos de corrente. que apesar de ser pouco
estudada atualmente nunca foi refutada experimentalmente. Com isto houve
também um renovado interesse na lei de Weber entre cargas pontuais. pois
podemos deduzir a forca de Ampére a partir dela (apéndice C). Além disto a
lei de Weber satisfaz a conservagao de energia, momento angular, momento
linear e o principio da a¢do e reagdo na forma forte (apéndice D), além de ser
uma lei relacional.

A situacao que vamos estudar encontra-se representada na figura 1.1,

onde; r; posicao da particula,
r; posicao do elemento de carga dg..
r3 posicdo do elemento de carga dga.
z, posigao da placa com densidade de carga + o,
-2, posi¢ao da placa com densidade de carga -o.

12
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Figura 1.1: Capacitor plano com uma densidade de carga *o¢ em suas
placas, e uma particula com carga ¢ e massa m movendo-se perpendicular-
mente as placas.
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Capitulo 2

Introducao Histérica

O eletromagnetismo como ¢ conhecido hoje teve seu inicio na descoberta,
em 1820, de Hans Christian @rsted (1777-1851) que corrente elétrica gera
campo magnético (BRSTED. 1820). Entre nds existe a crenca que esta des-
coberta foi obra do acaso. Uma leitura, mesmo que superficial. dos artigos de
@rsted e sobre seu trabalho revela—nos fatos interessantes:

1. A descoberta que corrente elétrica gera um campo magnético nao foi
acidental.

2. rsted estava inserido na corrente filoséfica da “Naturphilosophie™. Esta
corrente via o universo como um todo interagente, portanto nada mais
natural que buscar uma origem comum para a luz, calor, eletricidade e
talvez o magnetismo,

3. A unificagdo destas. digamos, manifestacdes da natureza ndo era tdo
descabida pois existiam alguns estudos e alguns relatos neste sentido,
e.g., o trabalho de Benjamin Franklin e relatos de que objetos metadlicos
atingidos por raios apresentavam propriedades magnéticas.

4. O trabalho de Grsted teve uma divulgagio rapida e de grande reper-
cussao no meio cientifico e varios cientistas iniciaram seus estudos nesta
area de imediato e com isto houve um aprimoramento rapido dos resul-
tados de @rsted. Talvez esta seja uma das causas de subestimarmos o
trabalho do cientista dinamarqués *.

!'Para maiores informagdes soB.r:: Prated e suas idéias ler (MARTINS, 1986) ¢ v livro
de FRANKSEN.
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A unificagdo da eletricidade com o magnetismo era um fato mais ou menos
esperado pela comunidade cientifica da época e quando esta unificacio ocorreu
um grupo de cientistas tiveram dificuldade em aceitd~la. Este fato deveu—se
a simetria apresentada pelo problema (para uma discussio aprofundada deste
ponto ver (MARTINS, 1988)). Houve virias tentativas no sentido de buscar
uma outra solugdo. Ha, por exemplo, a de Jakob Berzelius (1779-1848) que
propds a seguinte explicacdo: a corrente ao passar pelo condutor criaria quatro
polos magnéticos e o campo gerado por estes pdlos apresentariam o aspecto
de uma flor de quatro pétalas (vide figura 2.1). Este modelo explicaria somente
em parte a simetria apresentada pelo campo magnético de um fio percorrido
por uma corrente elétrica.

Figura 2.1: Modelo proposte por Berzelius para o campo magnético ao
redor de um fio (figura extraida de (MARTINS, 1986)).

A maior repercurssao da descoberta deu-se na Franga e sua divulgagio
teve inicio com a publicacio do trabalho de @Drsted nos Annales de Chimie
et Physique e de comunicacio, em 04/09/1820. da descoberta 3 Academia de
Ciéncias de Paris por Francois Jean Arago (1786-1853).

Neste periodo, final do século XVIIl e inicio do XIX, a fisica na Franca es-
tava sofrendo grandes alteraces devido a influéncia de Pierre Simon de Laplace
(1749-1827) e Claude Louis Berthollet (1748-1822). O projeto dos fisicos La-
placianos (Poisson, Biot. Malus. Gay-Lussac, etc) era levar a matematizagio
existente na dindmica, estdtica, hidrostitica, hidrodindmica e mecénica ce-
leste & fisica dita experimental onde tinhamos um tratamento qualitativo dos
fendbmenos envolvidos como, por exemplo, o estudo do calor, eletricidade.
magnetismo e da |uz.
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Os eventos que prenunciaram o inicio da matematizacao e quantificacao
das ciéncias fisicas foram os estudos de Laplace e Lavoisier sobre o calor,
que foram publicados em uma memdria intitulada "Mémoire sur la chaleur’
(LAVOISIER e LAPLACE. 1783) e os trabalhos de Coulomb sobre eletricidade
e magnetismo (COULOMB, 1785).

Escrever sobre a fisica Laplaciana seria estender-se por demais para uma
breve introducao. Por isso para os interessados indicamos algumas referéncias
para 0s que guiserem maiores informagdes. Para uma visdo da fisica Laplaci-
ana como um todo ler (FOX, 1975), para um exemplo de matematizagdo da
optica temos o trabalho de Etiene Louis Malus sobre a dupla refracio (MA-
LUS, 1811) e para uma visdo mais abrangente que conduziu Malus a este
trabalho ler (FRANKEL, 1974). Biot foi o discipulo mais préximo de Laplace
e um representante caracteristico dos Laplacianos, sobre ele ler (FRANKEL,
1977). Sobre a influéncia de Newton sobre este periodo ler (ABRANTES,
1989).

Como foi dito anteriormente, o trabatho de @rsted teve grande repercussao.
Laplacianos e anti-Laplacianos -~ possivelmente Ampere era anti-Laplaciano,
a este respeito ler (CANEVA, 1980) —- se dedicaram ao assunto. Para ter—se
idéia deste fato faremos uma pequena cronologia dos acontecimentos:

abril/1820:  Orsted faz sua descoberta.

19/08/1820: Arago assiste a uma repeticdo do experimento de
@Drsted realizado por Auguste la Rive em Genebra .

04/09/1820: Arago comunica & Academia de Ciéncias de Paris a
descoberta de Brsted .

18/09/1820: Ampére apresenta uma memdria em que descreve um
aparetho que mede corrente elétrica a partir de
efeitos eletromagnéticos.

25/09/1820: Ampére apresenta um trabalho sobre a interacao
entre duas correntes,

25/09/1820: Arago descreve seus experimentos em que um fio atua como
ima sobre as limalhas de ferro.

16/10/1820: Arage mostra que podemos imantar agulhas a partir de
solendides .

30/10/1820: Biot e Savart comunicam que mediram a intensidade de um
campo magnético de uma corrente, dado pela
equacdo 2.1 {em notagdo moderna).

16



Ho Istﬂ xr .
dBy(r)) = £2 2L (2.1)

Este é o campo magnético no ponte r; devido ao elemento de corrente
I ds; localizado em ry. Temosr = ry — 1.

Entre a comunicacio de Arago em 19/08/1820 e o trabalho de Biot e Savart
transcorrem aproximadamente 40 dias. Em um tempo extremamente curto as
idéias evoluiram de um resultado qualitativo para um resultado quantitativo.

Mas a primeira lei de forca entre elementos de corrente foi dada por Ampére
em sua verso final em 1823 (AMPERE, 1827). Ela é dada por :

uolily r 3
4; 2r_3(2d31 v dsy — ﬁ(dS; -I‘)(d92 r)) . (2.2)

dFf = —

Esta € a forca exercida pelo elemento I3d); no elemento I;dl;. Mas a lei
de forca entre elementos de corrente que utilizamos atualmente foi proposta
por H. Grassmann (GRASSMANN, 1845) em 1845 a partir do trabalho de
Biot e Savart, Em notagdo moderna temos que a forga de I,dl, em 11dl; por
Grassmann £

ng?l = I]dS] X ng, (23)

onde dB. é dado por 2.1.

As duas leis quando integradas sobre circuitos fechados conduzem a um
mesmo resultado (TRICKER, 1965. pp. 55-58). Mas estas leis tém como
base pressupostos diferentes. A base da lei de Grassmann é o experimento de
Biot-5avart e para eles a corrente elétrica ao passar pelo condutor cria uma
disposicdo complexa de pdlos magnéticos e estes pélos agiriam sobre outros
pdlos magnéticos. Para Ampére existe somente uma interago entre correntes
elétricas. Assim ele supde que um im3a tenha uma corrente superficial similar
a um solendide.

A diferenca crucial entre estas duas abordagens é que na visdo de Gras-
smann a forca ndo satisfaz o principio da acdo e reagio para elementos de
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corrente. Na visao de Ampére este ¢ um principio bdsico e a sua lei satisfaz
este principio e na forma forte.

Apds este impulso inicial de 1820 a 1823 a eletrodindmica entrou em um
periodo de pouca fertilidade na opinido de W. Weber pois nenhum principio
basico foi obtido a partir da lei de Ampére. como ocorreu com a lei de Ke-
pler. pois esta foi corroborada por um principio fundamental, ou seja a lei da
gravitacao de Newton.

Os avangos ocorridos apds o trabalho de Ampére, por exemplo. a lei de
indugdo de Faraday, foram obtidos independentemente da teoria de Ampere.
Assim Weber se propde colocar a eletrodinimica em uma base similar a gra-
vitacao. ou seja, buscar uma lei fundamental. Para isto Weber toma como
base a forca entre elementos de correntes dada pela equacio 2.2 e a hipdtese
de Fechner (FECHNER, 1845).

Esta diz que a corrente elétrica em metais é devido a quantidades iguais
de cargas positivas e negativas se moverem no fio com velocidades de igual
magnitude mas com sentidos opostos. Hoje sabemos que isto nao é verdade
J& que em geral apenas os elétrons se movem. Para a deducio da lei de Weber
ver (WEBER, 1848) ou (T. E. M., arts. 846-851) e para uma dedugdo as
avessas, ou seja. a partir da lei de Weber obtermos a lei de forca de Ampére,
ver o Apéndice C.

Deve ser ressaltado que se assumimos a forga de Weber entdo podemos
derivar a forga de Ampére, equacao 2.2. mesmo quando apenas os elétrons sdo
responsaveis pela corrente. OQu seja. nao & necessdria a hipdtese de Fechner
como Weber utilizou. mas apenas a neutralidade das correntes.

No artigo de 1848 Weber chega a seguinte lei de for¢a (em notacio mo-
derna) que a carga ¢, exerce na ¢,

r 1 2
F, = K- — 7Ty — - .
2 r;gj{]+cg(rnrs 2)}» (2.4)
que pode ser escrita como
7\ 1 3. .
FJ‘ = Hﬁ{l + f_‘g Vg * Vi E(T'J ‘V,3)2 T Iy 'al:?]}a (‘3'5)

r7

onde
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I

Hl

r,.—T,, i =0 — Ty |,

Tu

rg?

d y o — d?

4 Ty = i (2.6)
2.6

Yy~ V,, By, = &y v Ay,

2. 998 x 10%ms™1,

, q.qt .

4%,

Esta forga, equacido 2.4, pode ser derivada de uma energia potencial generali-

zada dada por

N 72
U=-—(1-:2). 2.7
(- ) (2.7)

A equacdo 2.4 apresenta as seguintes propriedades:

1. E uma lei de forca relacional. ou seja. depende somente das distancias,
velocidades e aceleracoes entre as particulas envolvidas.

2. Satisfaz o principio da acao e reacao na forma forte: a forca sempre esta
na linha que liga as cargas interagentes.

3. Pode ser derivada de uma energia potencial {equag3o 2.7).

4. Satisfaz os principios de conservacdo (momento linear, momento angular
e energia), ver apéndice D.

Um resultado importante que podemos derivar com a forca de Weber é a
lei de inducao de Faraday. Esta deducao pode ser encontrada nos livros (T.
E. M., art. 855) e (H. T. A. E., p. 204) e nos artigos (WESLEY, 1987 ¢ 1990
b, ¢). Uma das propriedades da lei de Weber é a conservacao de energia, que
nao foi mostrada no artigo de 1848, e s6 veio a ser provada em um artigo em
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1871 (WEBER, 1871). Neste intervalo de 1848 a 1871 uma série de criticas
foram feitas a lei de Weber, especialmente por Hermann von Helmholtz.

A base da critica de Helmholtz era seu artigo “Sobre a Conservacio da
Energia” onde provou que uma forca dependente da posicio e velocidade da
particula ndo deveria conservar a energia. Mas esta critica ndo procede no caso
da forca de Weber pois esta é mais geral e depende também da aceleracio.

Os trabalhos de Helmholtz em fisica de alguma forma estio relacionados
com a fisiologia, nao devemos esquecer que ele era médico 2. Por exemplo,
seu artigo “Sobre a Conservagao da Energia” tem inicio em seu interesse no
estudo do calor animal. Seu trabalho sobre eletrodindmica surgiu do interesse
na propagac¢ao de impulsos nervosos. Este estudo dependia de como a corrente
fluia em condutores extensos e as teorias existentes na época conduziam a
resultados contraditérios, Helmholtz, diante destes dados. inicia um estudo
das teorias existentes: teoria dos potenciais de Neumann, teoria de Weber
e a teorra de Maxwell, a fim de investigar qual era a correta. Seu estudo
tedrico mostrou problemas em relag3o 3 teoria de Weber pois esta conduzia a
situagoes de instabilidade.

Os resultados destas investigacdes foram publicadas em uma série de ar-
tigos intitulados “Sobre a Teoria Eletrodindmica”. As criticas iniciais 3 teoria
de Weber estdo nos artigos de 1870 e 1872 (vide bibliografia). No artigo de
1872 Helmholtz sintetiza seus objetivos, resultados e perspectivas para novos
estudos e cujo trecho transcrevemos;

O plano de minha memdria [a de 1870] era principalmente
pesquisar aquelas diferencas [entre as teorias de F. Neumann, W.
Weber e J. C. Maxwell no que diz respeito 3 energia potencial entre
elementos de corrente] * que fossem suscetiveis 3 experimentos
praticos.

Deve ser esclarecido aqui que as vérias expressdes do poten-
cial que formei diferem uma da outra por somente uma constante
(em minha meméria de 1870 denominada por K). Obtemos a ex-
pressdo de Neumann se colocamos K=1, a de Maxwell se K=0,
e a de Weber se K= -1. O estudo mostrou que as expressdes
com K negativo conduzem a consequéncias impossiveis, isto &,

?Uma boa biografia de Helmholtz é a de KOENIGSBERGER
*Helmholtz rejeitava a hipdtese de Ampire que a mteragio entre elementos de corrente
se restringe a uma forga dirigida no sentido da reta que une os elementos de corrente.
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a um equilibrio instdvel da eletricidade nos condutores que, uma
vez pertubado. poderia dar origem a uma intensidade de corrente
infinitamente grande e a cargas ilimitadas. Por outro lado as ex-
pressoes com K positivo, ou com K=0, dao um equililibrio e tavel,
e, mesmo para correntes abertas dao diferencas que 530 dificeis de
detectar com noss0s meios experimentais atuais; de maneira que
o que € ainda uma ambiguidade na concepgio matematica da lei,

a saber 0 valor da constante K, parece nao ter efeito na aplicacao
dela nos experimentos (HELMHOLTZ, 1872, p. 531).

E neste artigo de 1872 que se encontra uma critica a lei de forga de Weber
que discutiremos em seguida. Além disto nestes artigos Helmholtz ajudou
a tornar a teoria de Maxwell conhecida e acessivel aos fisicos do continente
europeu.

O argumento de Helmholtz contra a lei de forca de Weber € o seguinte:
Tomemos uma casca esférica de raio a ndo condutora. fixa, com uma densidade
de carga 0 homogeneamente distribuida, com uma particula de carga ¢ e massa
m em seu interior (vide figura 2.2).

A energia potencial dentro da casca esférica obtida a partir da equacao 2.7 é

aoq vl

U=~ g (2.8)

e a energia total é dada quando somamos a energia cinética da particula
(E=const);

E=—1-—=)4+—: (2.9)

Repare que a energia ndo depende da posicio da particula no interior da
casca esférica. A equacao 2.9 pode ser escrita na forma

'!)2

2

aoyq
E=— +(m-
: ( 3e,ct

aoq

) (2.10)
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AZ

Figura 2.2: Casca esférica com uma densidade de cargas ¢ homogenea-

mente disiribuida, com uma particula de massa 1 e Carga g em seu interior
(r < R).
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Se aumentarmos o valor de ¢ até tornarmos o coeficiente de v? negativo
ou muito proximo de zero podemos aumentar a velocidade da particula inde-
finidamente quando uma pequena forca esta presente. Este efeito nunca foi
observado,

Além desta critica de Helmholtz outros fatores contribuiram para o es-
quecimento da lei de Weber: O sucesso da teoria de Maxwell em explicar o
experimento de Hertz {ondas eletromagnéticas) e a dificuldade da teoria de
Weber em faze-lo pois esta é uma lei de agdo-a—distiincia; o trabalho de Lo-
rentz em eletromagnetismo e logo a seguir o sucesso da relatividade restrita
{baseada no conjunto das equagdes de Maxwell mais a forca de Lorentz).

Como foi dito anteriormente, a lei de forca entre elementos de corrente que
atualmente utilizamos foi proposta por Grassmann e teve como base o trabalho
de Biot e Savart, Por isso em muitos livros textos a forca dada pela equacio
2.3 é denominada incorretamente de lei de Biot e Savart, em outros, for¢a
de Lorentz e chegando ao extremo de ser denominada de lei de Ampére (niao
confundir com a circuital). Este estado de confusdo. ou melhor imprecisio
histérica. comegou a ser revista no inicio da década de 80 em uma série de
artigos de P. Graneau, P. T. Pappas e outros onde, por meio de experimentos.
obtém novos resultados e questionam a validade da equacio 2.3.

Os experimentos atualmente envolvem circuitos (nicos pois, como disse-
mos, quando dois circuitos fechados estdo envolvidos as duas leis conduzem
as mesmas previsdes., O resultado de que a forca de um circuito sobre um ele-
mento € a mesma por Ampére e por Grassmann ¢ vélida desde que o circuito
seja fechado e o elemento de corrente que sofre a forca ndo pertenca a este
mesmo circuito (TRICKER, 1965, pp: 55-58). Caso o elemento faca parte do
circuito este resultado pode nio ser mais valido. Para esclarecermos em que
pontos as duas leis sao diferentes, atentem para as situaces mostradas na
figura 2.3. As duas leis conduzem a resultados diferentes:

Para a situacdc (A) da figura 2.3, a lei de Grassmann prevé uma forga de
(no MKS)

o 11 ,
dFS, = f-%dzldlg e dF%, =0, (2.11)
iz
e a lei de Ampére prevé uma forca de
dF§, = dF4 = 0. (2.12)
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Figura 2.3: Elemcentos de corrente,

Para a situacdo (B) da figura 2.3 a lei de Grassmann prevé uma forga de

dF§, = dF$, = 0, (2.13)

e a lei de Ampére prevé uma forca de

o diydly
dF?l = _dF?z - f;flfz "lfz 2712' (2.14)

E baseado na situagdo (B} da figura 2.3 que tém sido realizados expe-
rimentos de circuito Unico para tentar distinguir as forcas de Ampeére e de
Grassmann. Esta repulsdo entre elementos de corrente colineares prevista
por Ampére mas nao por Grassmann sugere que um fio com corrente pode
estar tracionado (tracdo de Ampére). Esta pode ser a explicagio para mui-
tos fenbémenos observados (ruptura de fios, aceleragdo eletromagnética de
projéteis. péndulos de impulso eletromagnético. etc). S6 tem se conseguido
encontrar uma explicagao quantitativa para estes experimentos baseado na
forca de Ampére, mas n3o na de Grassmann. Se bem que deve ser ressaltado
que esta ainda é uma questao em aberto e novos resultados experimentais e
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tedricos t&€m sido publicados continuamente questionando posices anteriores
(ver. por exemplo, os artigos de Moyssides).

Para uma discugao mais aprofundada consultar os trabalhos de P. Graneau.
P. T. Pappas. P. G. Moyssides e T. E. Phipps (vide bibliografia) e para uma
visao ;.eral dos experimentos realizados consultar (ASSIS, 1990).

Junto com estes trabalhos experimentais recentes de revisio das leis de
Ampere e Grassmann temos a redescoberta da lei de Weber {lembramos que
com Weber chegamos a forca de Ampére, mas nao & de Grassmann).

Esta redescoberta tem levado a novos resultados e a novos modelos. Te-
mos por exemplio a aplicagdo de uma lei de Weber 3 gravitac3o fornecendo
a precessao do periélio dos planetas, um modelo para a implementacio do
principio de Mach e da derivacdo do principio de equivaléncia (proporciona-
lidade das massas inerciais e gravitacionais), ete: (TREDER. 1972), (TRE-
DER. von BORZESZKOWSKI, van der MERWE e YOURGRAU, 1980). (EBY.
1977), (SOKOL'SKIl e SADOVNIKOV. 1987), (ASSIS, 1989 a). (WESLEY,
1990 a, d). (GRANEAU, 1990 a. b. ¢}. Temos a introdugio do tempo retardado
na ler de Weber para com isto obter os efeitos de radiacdo eletromagnética e
entao superar a limitagao da lei de Weber ser uma teoria de ac3o & distincia:
(MOON e SPENCER, 1954 a, b, ¢). (WESLEY. 1987). (WESLEY. 1990 a, b,
¢, d). Temos uma comparagio sugestiva entre a forca de Weber e as forcas
nucleares (PEARSON e KILAMBI. 1974). E temos ainda propostas de acres-
centar termos de ordens superiores em v/c 4 energia e forca de Weber para
com isto superar as criticas de Helmholtz (PHIPPS. 1990 a).

E dentro desta retomada recente da lei de Weber que se encaixa esta tese,
Estudaremos esta lei com o objetivo de delimitar suas regides de validade.
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Capitulo 3

Estudo do problema proposto

3.1 Preliminares

Foi dito anteriormente que um dos objetivos é comparar os resultados ob-
tidos nos célculos com resultados experimentais e um aspecto particularmente
interessante é a existéncia de uma velocidade limite (BERTOZZI, 1964).

Em um artigo recente A. K. T. Assis e R. A. Clemente (ASSIS e CLE-
MENTE. 1991) mostraram que duas particulas carregadas interagindo entre
si tendem a uma velocidade limite v/2¢ de acordo com a lei de Weber. Deve
ser ressaltado que esta velocidade limite ocorre para 7,,, mas nunca simulta-
neamente para #,,, v; e v; como na relatividade restrita,

A energia potencial de Weber é dada por

gig; 1 7
U, = -—(1- 2L} (3.1)
47e, 7oy 202

Sera que ao modificarmos este potencial obteremos uma velocidade limite
condizente com os dados experimentais?

T. E. Phipps no artigo "Toward Modernization of Weber's Force Law”
(PHIPPS, 1990 a) propde a seguite modificacio para a equacio 3.1

iq; 1 &
o= it o= 2
o frg

Repare que quando expandimos a equagdo 3.2 em série de poténcia obtemos
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como primeira aproximacao a energia potencial Coulombiana

;1
U, = &g, L

- ' 3.3
47E, 1oy (3-8)

e em segunda aproximacao o potencial Weberiano dado pela equacio 3.1,
Uma generalizacao do potencial 3.1 também foi proposta por A. K. T. As-
sis & R. A, Clemente (ASS5IS e CLEMENTE, 1991) dada por

g; 1 1 7
= 1 =l (3.4)

U, = _
4me, Ty 25 ¢t

J
para § # 0. Assim quando § = 1 temos o potencial Weberiano e para § = 1/2
temos o potencial de Phipps. Quando o potencial dado pela equacdo 3.4 foi
atilizado (ASSIS e CLEMENTE, 1991) para o célculo da velocidade limite de
duas particulas carregadas interagindo uma com a outra foi obtido o seguinte

resultado para a velocidade limite: 713 = /28c e | vy |=| vz [= /28¢/2.
Ent3o para § = 1 temos que fy» = v/2¢ e I vi |=| va |= v2¢/2. como foi

dito anteriormente. Para § = 1/2 temos que 713 = c ¢ | vy |=]| vy |= ¢/2.
Deve ser notado que para § = 2 temos f1z = 2c e | vy |=| vy = ¢. Para
todos os casos apresentados acima os valores limites de 713 e | v |=| vy |

sao diferentes, o que ndo ocorre na relatividade restrita.

Aqui vamos nos restringir ao caso em que § = | (potencial Weberiano) e
§ = 1/2 (potencial de Phipps). Deve ser ressaltado que o trabalho de Assis e
Clemente envolve duas particulas interagentes movendo=-se radialmente sem a
presen¢a de campos externos, enquanto em nosso trabalho temos uma vnica
particula interagindo com as placas de umn capacilor.

Antes de iniciarmos os cdlculos gostariamos de fazer algumas consideragdes
sobre a configuracio do problema (figura 3.1).

Uma particula de massa m e carga g com velocidade inicial v, (velocidade
antes de entrar no capacitor) incide perpendicularmente a placa negativa do
capacitor pela abertura A e ¢ acelerada (se for carga negativa) e desacelerada
(se for carga positiva) devido 3 diferenca de potencial entre as placas, adqui-
rindo uma velocidade v; (velocidade no interior do capacitor) e saindo ou nio
por uma abertura B com uma velocidade v, (velocidade depois). Sempre,
heste trabalho, as particulas incidirdo da esquerda para a direita (ver figura
3.1}. Um estudo do movimento da partfcula no sentido paralelo s placas foi
feito no artigo (ASSIS, 1989 b) e uma reinterpretacio dos resultados obtidos
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pode ser encontrado em (WESLEY, 1990 a) e (ASSIS e CALUZI. 1991). Neste
ultimo trabatho se encontram também os principais resultados desta tese.

Temos duas abordagens para nosso problema: Calculamos a forca sobre
a particula e depois resolvemos a equacao diferencial: ou entdo obtemos a
equacao da energia e a partir dela fazemos nossa andlise. Optamos pela
segunda abordagem ( vide apéndice A ).

Neste trabalho n3o levaremos em conta a radiagdo emitida pela particula
acelerada. a redistribui¢do de cargas no capacitor devido a forga que a particula
exerce sobre elas. a perda de energia da particula devido 3s correntes induzidas
no capacitor, os efeitos de borda ( 0s buracos pelos quais a particula entra
e sai do capacitor com a consequente distorgdo que eles geram no campo
elétrico em suas proximidades) e o fato de todo capacitor ou acelerador real
ter dimensoes finitas. Em resumo nio consideraremos nenhum tipo de perda
de energia.
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Figura 3.1: Configuragio do problema estudado. Particula de massa m e
carga g entrando em um capacitor plano ideal pela abertura A e saindo

pela abertura B .



3.2 Formalismo classico

Neste caso a energia da particula é dada por

EY = US + ES, (3.5)

onde: EY é a energia total cldssica,
UE ¢ a energia potencial Coulombiana,
I ¢ a energia cinética classica,

Das equagdes A.31, A.32 e A.33 (apéndice A) temos a energia potencial Cou-
lombiana e a energia cinética cidssica ¢ dada por:

of (3.6)

onde m € a massa da particula e v, sua velocidade (a componente da velo-
cidade serd. neste trabalho, sempre na direciio z portanto daqui para frente
omitiremos o subindice z das equagdes). Assim a energia total é dada por

z
4oz, ' mv;

+ K, (3.7)

oz . v}

+ K, (3.8)

Ef(z, < 2y) = L2 4 T4 g, (3.9)
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onde: ¢ é a carga da particula;
o densidade de carga na placa positiva;
2y posicao da particula;
¢, permissividade do vicuo (¢, = 8,85 x 10712 F/m);
v, velocidade da particula na entrada do capacitor:
v, velocidade da particula no interior do capacitor:
vq velocidade da particula na saida do capacitor;
K €& uma constante arbitraria.

Para fins de caiculo temos que atribuir valores numéricos a z, quando este-
se encontrar no intervalo —z, < z; < z,. Vamos escrever z; na forma

zZ] = az,, (3.10)

onde a € um pardmetro adimensional entre -1 e 1. Assim quando a = 1 tere-
moes z) = 2, sea = 0-5 teremos z; = 30/2. etc. Qutro parametro presente
nas equacdes 3.7, 3.8 e 3.9 ¢ a densidade de carga que pode ser escrita na
forma

2
o= 3.11
; (3.11)
onde: 2 € a carga total na placa positiva.
A € a area da placa.
Temos ainda que
tnAAE
- ay 3.12
Q 22, (3.12)
onde: Ay é a diferenca de potencial entre as placas (Ap > 0).
Substituindo 3.12 em 3.11;
€.
= . 3.13
= (3.13)
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Deve ser notado que as grandezas aqui introduzidas ndo dependem do forma-
lismo utilizado, pois estas sao caracteristicas do capacitor.

Substituindo a equagdo 3.13 nas equagdes 3.7. 3.8 e 3.9. e fazendo K = 0
temos

A 2
qu(zl < —g,) = _% + %} (3.14)
, Apz  mut
E-?(_ﬂTu _: 2 E ED) = qigf_l + L , (315)
2z, 2
A 2
BR(es <) = 922 %, (316

Estamos interessados na velocidade da particula ao sair do capacitor, dentro
do capacitor e no quadrado da velocidade da particula em funcdo da energia
cinética que a particula ganha ao atravessar o capacitor.

Iste nos mostrara explicitamente a existéncia ou nido de uma velocidade
limite. Sabemos que a energia se conserva no caso cldssico e entio podemos
dizer que a energia total antes da carga entrar no capacitor é igual 3 energia
depois que ela o atravessa. Utilizando as equacdes 3.14 e 3.16 podemos es-
crever que

A v’ A mu
9 2‘»0 + 2a — qz(p + ?_d (3.17)
Definindo
_ qAp
"y, = —ﬁé{-, (318)

a equacao 3.17 pode ser escrita como
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(3.19)

Pela definigdo 3.18 temos duas situactes possfveis: g>0em, >0 ou
g < 0em, <0 Isto deve ser levado em considaderagdo na equagdo 3.19,
pois estamos intercssados em solugdes reais para 3.19. Ent3o quando i, > 0
(neste caso estamos trabalho com particulas de carga positiva) a equacdo 3.19
tem solugoes reais para
m, vl

m = 4ct (3.20)

Se fizermos m, /m = v?/4c¢? obteremos um valor imagindrio para vy e
isto indica que a particula retornou antes de atingir a abertura B (figura 3.1).
como veremos mais adiante .Para m, < 0 (neste caso estamos trabalhando
com particulas negativas) sempre teremos solucGes reais,

Utilizando as equacfes 3.14 e 3.15 podemos escrever que

vy v n;w
— =42 —-2—1 . 3.21
T (R (321)

Aqui também temos que impor condicdes sobre m,/m quando m, > 0
{(pois para m, < 0 sempre ha soluces reais para v;), que é dada por (para
que haja soluges reais para v;}:

TH 1

g 21+ a) , paraa# —1- (3.22)

el

Como —1 < a < 1 esta condi¢3o sobre m,/m inclui a dada pela inequacio
3.20 . bastando para isto colocar a = +1 em 3.22

Vamos agora estudar esta equagio em alguns casos particulares. Pela fi-
gura 3.2, vemos que uma particula com carga positiva; e.g. um pdésitron, entra
no capacitor com uma velocidade v, /¢ = 0.1 e sai com uma velocidade v,/c.
Esta velocidade v,/ c depende da diferenca de potencial entre as placas. Assim
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quando a2 diferenga de potencial é Ag = 2000V a particula entra com uma
velocidade v, /c = 0.1, é desacelerada e sai com uma velocidade v, /c = 0.045.
Para uma diferenca de potencial Ay = 3000V a particula é desacelerada,
atinge a velocidade v;/c == 0 em a = 0.66, sendo entdo acelerada novamente
no sentido da placa negativa.

A figura 3.3 mostra que uma particula com carga negativa; e.g. um elétron,
entra no capacitor com uma velocidade v, /¢ = 0.1 e sai com uma velocidade
de vy4/¢ . Como no case anterior vy/c também depende da diferenca de po-
tencial. mas com uma alteracdo: a particula é continuamente acelerada (antes
ela era continuamente desacelerada). Com uma velocidade inicial pequena
(va/c = 0.1) e uma diferenca de potencial ndo muito elevada (A = 0.3 MV)
conseguimos velocidades acima da velocidade da luz. Como sabemos, isto
nunca foi observado experimentalmente.

Para o caso classico falta—nos analisar o comportamento do quadrado da
velocidade em funcdo da diferenca de potencial do capacito (Ay). Da equagio
3.17 temos

vi _ Vi Y

o= c_g 2 - (3.23)

Podemos ver pela figura 3.4 que ndo existe uma velocidade limite para o
caso classico no caso de uma particula de carga negativa ja que v? cresce

linearmente com o aumento da diferenca de potencial.
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Figura 3.2: Uma particula positiva (pésitron) entra no capacitor em A com
v, = 0.1¢ sendo desacelerada. O grifico indica a velocidade de saida v, ou
o local de retorno para virias Ap.
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Figura 3.3: Particula negativa (elétron) entra no capacitor em A com
v, = 0.1c sendo acelerada. O gréafico indica a velocidade de saida v, para

vérias A,
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Figura 3.4: Quadrado da velocidade como funcio da diferenga de potencial
entre as placas {caso de um elétron com v, = 0).
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3.3 Formalismo relativistico

A energia da particula é dada por

Ef =US + EE, (3.24)

onde: EF ¢ a energia total relativistica,
U5 é a energia potencial Coulombiana,

E{ € a energia cinética relativistica.

Das equacgoes A.31, A32 e A.33 temos a energia potencial Coulombiana.
A energia cinética é dada por:

mac’ . (3.25)

s

E]i’ _
onde: i, é 3 massa de repouso da particula,
v a velocidade da particula em relagdo a um referencial inercial.

Assim a energia total é dada por, adicionando a constante arbitraria K e

utilizando 2 equagao 3.13

A o
ER(zy < —2) = ~2% 4 B8 _ 4K, (3.26)
2 ,\/] . EZ
Agz myct
Ef(—2, <2 <2) = g g(p-,_l = - myet 4+ K, (3.27)
o _1 . E'l-,
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2
Ef(z, < 2) = + - m,ef + K - (3.28)

Como no formalismo cldssico estamos interessados na velocidade da particula
ao sair do capacitor, dentro do capacitor e no quadrado da velocidade da
particula em funcao da energia cinética que a particula ganha ao atravessar o
capacitor. Utilizando as equacdes 3.26 e 3.28 temos que {utilizando também
a conservacdo da energia):

:

A o€’ A o
_9ae L e 980 M (3.29)

> \/1 2 -

c

[} O]

que pode ser escrita como

v, 1
R AL : (3.30)
c (=) s

Lembrando que m,, = ¢Aw/2¢* entdo (pepando apenas a solucdo positiva

para vs/¢):

vy 1
“ = |1- = : 3.31
C J =B 1

Vamos estudar a equagao 3.31. Estamos interessados em solucdes reais
para a equacao 3.31 e isto ocorre quando

1

1- 0= ) zm >0- (3.32)

Se tivermos problemas com divergéncia na equagdo 3.31, (vi/e — £o0),
eles acontecerao quando
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'U2 m
1 - 2y _ g2 — . 3.33
I( cz) mﬂ] (3.33)

Ou seja, para um valor de m,,/m dado por
1
: (3.34)

Repare que se tivermos problemas com divergéncia eles ocorerrao para
56 que isto nao ocorre pois no caso

particulas positivas (m,/m, = 0).
da equagdo 3.34 teriamos vy/c imagindrio.
Os zeros da equagio 3.31 sdo dados quando

v? . m
1— &)V _g 12 1= 3.35
(-2 o ey g, (3:35)
ou seja, para um valor de m,/m, dado por
., 1 )|
e e (3.36)

Da equacao 3.31 € facil ver que vy/c -+ 1 para m,/m, — Zoo (isto §,

Ap — too).
Na figura 3.5 apresentamos um grifico da equagdo 3.31 onde temos que:

1 1
AS ——=—==— = 20, 3.37
a1-% 27 &30)
1 1
B= =+ - >0 (3.38)
21— %

O ponto P indica a velocidade inicial normalizada ( v,/¢ ) da particula
antes de entrar no capacitor. As particulas negativas { m,/m, < 0 ) sdo
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Figura 3.5: Gréfico da equagdo 3.31.

aceleradas pela diferenca de potencial entre s placas do capacitor e saem com
uma velocidade maior que v, (v, < vy < ¢). Agora uma particula positiva
(m,/m, > D) é desacelerada pela diferenca de potencial do capacitar e sai
com uma velocidade menor (v, > vy > 0). A regido hachurada na figura 3.5
(A < m,/m, < B) é uma regiao em que nio temos solugdes reais para v,/c.
Mas como veremos adiante, para m,,/m, > A a particula, com carga positiva,
retorna antes de atingir a placa positiva, ¢ veremos também que isto ocorre
mesmo para m,,/m, > B.

A velocidade no interior do capacitor é dada pelas equactes 3.26 e 3.27.
Assim

; 1
ey |1 - e , (3.39)
TN - S ey
onde a = z/z,. Lembramos que —1 < a <1 ( sea = —1 vem de 3.39 que
v/e = dLvy/c). Teremos solucdes reais para a equacao 3.39 quando
1
1- ‘ >0 (3.40)

[(1 - E‘f&)"lfz _m—""(l +a)]3

[ e
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As possiveis divergéncias da equagdo 3.39, (v/c — +Loo). ocorrerdo
guando

(1 - f’g)'lﬁ - Er’-'3-“5(1 +a)*=0- (3.41)

C m,

Ou seja, para valores de m, /m, dados por (supondo a # —1)

1
Mo : (3.42)

Mo (1+a)y/1- 3%

Aqui também teremos problemas de divergéncia somente para valores po-
sitivos de m,,/m, (pois —1 < a < 1). Os zeros da equagdo 3.39 sdo dados
guando
ve

) - %(1 +a)f-1=0, (3.43)

[(1-

ou seja, para valores de m, /m, dados por (supondo a # —1)

. 1 1 1
o — 4 + _ . (3.44)
m, (1+a) (1+a) /j_u

s

De 3.39 é facil ver que | v;/¢ |— 1 para m,/m, — T oo,
Vamos construir um grafico para a equagao 3.39 similar a figura 3.5.
Definicoes:

WU A R (3.45)

1 1 1
G=- .
(1+a:)+(1+u} ]1- %

o2

(3.46)

As equactes 3.45 e 3.46 podem ser escritas em funcao de A e B, equacoes
3.37 e 3.38:
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F = e (3.47)
G = (12fa)' (3.48)

A finha tracejada. na figura 3.6, indica o valor m,/m, em que poderiamos
ter uma divergéncia, Também podemos ver as posicdes relativas de A, B. F e
G. As equagdes 3.47 e 3.48 indicam para que valores de m,,/m, a velocidade
da particula seria zero (v;/c = 0). Vamos graficar as equacoes 3.47 e 3.48 para
termos uma idéia de seu comportamento. Vames supor que uma particula com
carga positiva incida na abertura A (vide figura 3.1). lembre-se da esqueda
para a direita, com uma velocidade v, = 0, 5¢ (vide figura 3!7)

A curva | indica os possiveis valores da equagcao 3.47 e a curva |l indica
os possiveis valores da equagdo 3.48 (caso em que v,/¢ = 0,5).  Assim

valor de m, /m, = 0,077 (A = 77kV) e o valor onde podena ocorrer uma

hVi/C

0 A FhoohBdG =

Figura 3.6: Grafico da equagio 3.39.
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Figura 3.7: Grafico para as equagdes 3.47, curva I, e 3.48 , curva [I.
va/e = 0,5 é a velocidade inicial.
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divergéncia é m,/m, = 0,578 (Ap = 0,68MV). Agora vamos supor que
temos m,, /m, = 0,578. Isto levard a uma divergéncia? Nio, pois se supormos
my/m, = 0,578 o ponto de retorno serd no interior do capacitor em a¢ =
—0,73. Repare que A < 0,578 < B. Agora vamos supor m,/m, > B, por
exemplo. m,/m, = 3,0. Teremos duas solugbes possiveis: ¢« = —0,28 ou
o = —0,95. A solugao fisicamente viavel é ¢ = —0,95. Ou seja, os pontos de
retorno estao sempre sobre a curva | da figura 3.7. Sempre que m,/m, > A
(ver figura 3.5) vem que a particula retornard antes de at:ngir a placa positiva.
E isto ocorrerd mesmo para my/m, > B (figura 3.5).

Falta—nos analisar o comportamento do quadrado da velocidade de saida
{vqg) em fungdo da diferenca de potencial entre as placas do capacitor. Levando
em consideracao a equacao 3.31 temos

2
Eg. = 1= . e Ly (3.49)
SN

m.,

Vamos estudar o comportamento das equacbes 3.31, 3.39 e 3.49 para
situagoes particulares. A figura 3.8 mostra o comportamento da velocidade
de saida (vq/c) da particula para diversas diferengas de potencial. No grafico
(A) a particula (pésitron) entra no capacitor com uma velocidade v, = 0, 1c e
no grifico (B} a velocidade de entrada é v, = 0,9c¢.

Na figura 3.9 temos o comportamento da velocidade de safda vy /¢ de um
elétron com uma velocidade de entrada v, = 0, 1¢, Repare o comportamento
assintético da velocidade de saida (v,/c) da particula. Nosso objetivo é ver
se hd ou nao esta velocidade limite no formalismo Weberiano.

A figura 3.10 mostra o comportamento da velocidade do elétron no inte-
rior do capacitor. Aqui também verificamos um comportamento assintdtico
da velocidade, v, indica a velocidade com que a particula entra no capacitor
(va = 0,1c) e vy a velocidade de saida da particula. Por exemplo, com uma
diferenca de potencial de 0.5MV entre as placas a velocidade de saida serd
vy = 0,87¢. A figura 3.11 tem especial importancia para nés. pois faremos
graficos similares para os vanos formalismos que estamos estudando. Consi-
deramos um elétron com velocidade inicial desprezivel, v, = 0. Ele é acelerado
e sua velocidade de saida do capacitor (a0 quadrado) estd graficada em fungéo
da diferenca de potencial entre as placas (Ap). A energia cinética ganha pelo
elétron ao atravessar o capacitor é gAw. Repare que a curva do formalismo
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relativistico sai abaixo da curva do formalismo classico. Aqui novamente ve-
mos um comportamento assintdtico da velocidade vy/c, mas apenas no caso
relativistico.
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Figura 3.9: Elétron entra no capacitor com v, = 0, 1¢ sendo acelerado. A
velocidade de saida (vg/¢) é dada em fungio de Ay,
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Figura 3.10: Comportamento da velocidade do eléiron no interior do capa-
citor para vérias diferengas de potencial. Caso em que v,/¢ = 0,1
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3.4 Formalismo Weberiano

A energia total da particula quando consideramos o potencial Weberiano e
a energia cinética classica é

EY U8+ EY, (3.50)

onde: KLY é a energia total Weberiana;
U é a energia potencial Weberiana:
E{, é a energia cinética classica.

Devemos lembrar que neste caso vale a conservacio da energia (ver Apéndice
D). A energia potencial Weberiana est4 calculada no Apéndice A. Assim quando
substituimos A28, A.29 ¢ A.30 em 3.50, ternos. adicionando a constante ar-
bitraria K

2 2
_E’O'ED _ qoz, v mv“

- t——+K, (3.51)

Biley = —2) = == 2, ¢ 2

e WL v} vl

E¥l—z, <z < =z, =+
7= S 21 £ %) € 2e, cf 2

+ K, (3.52)

N ) 90z, GOz, vi muvi .
Er(z, = = —_— 4 = . 53
(20 € 21) - + 2, o + 5 + K (3.53)

Sabendo que 0 = ¢,Ap/22, podemos escrever as equagdes 3.51, 3.52 e 3.53
comao.

gAp  gApvl  mul K

Bl s =) === = 59t

(3.54)
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A Apziv?  myl
_98van  9hvaY, LK, (3.55)

2 =z, 2ct 303 2

w d mvy - " .
Ei(z, €< 2) =+ 5 + 5F ?%— 5 + K- (3.56)
Definindo:
) ¢V (2)
m =m+ —, 3.7
7 ¢t ( )
onde V(0) = 0. e V(z) é o potencial eletrosttico no ponto z. podemos
escrever as equacoes 3.54. 3.55 e 3.56 na forma
" ) gAp  mivt
Ef(my < ~2) = -T2+ —2 1 K, (3.58)
2 2
gApz;  m'v?
Ex(—z, < S — L4 K, 3.59
Honsmsa)= 580 0 (3.59)
A m'v?
E¥(z, < ) = --+w% +TE LK (3.60)

As equacdes 3.58 a 3.60 sdo similares 35 equacdes 3.14 a 3.16. A dnica
alteragao é que agora temos m' em vez de m. Vemos entdo que a mudanca
essencial do formalismo Weberiano em relacao ao formalismo cldssico pode
ser interpretada como uma mudanga na massa inercial da particula. Esta
passa a se comportar como se tivesse uma massa efetiva m' que depende do



potencial onde a particula se encontra e da carga da particula. mas nio do médulo
de sua velocidade. Os efeitos mais interessantes do formalismo Weberiano vio
ocorrer quando esta massa efetiva vai a zero, havendo entio uma divergéncia
na velocidade e na aceleracio, e quando ela se torna negativa.
Antes de continuarmos a analise das equacbes 3.54. 3.55 e 3.56 vamos
retornar a energia potencial calculada no apéndice A e que é dada por

2
oz, Z, v} ]
U}f(m < - zo) — _99% _ 9%, (3.6])

2

gozo gozy v;

7 PR T =4+ ——, 3.62
Pl <z <z)=+4 iy %, o (3.62)
: 992 | 9929 :

Uz, < 21) = + + T (3.63)

Destas equacdes podemos obter a forga exercida pelas placas do capacitor
sobre a particula quando esta se move apenas ao longo do eixo z;

F(z < —z) = 224}, (3.64)
£,
i
_ qa v 2144 o
F(—}:‘!D | ':_: 2,’(,) = —;[1 4 2—“':—2 =+ T]k, (dbb)
Flo < 1) = - 220 550

onde a, € aceleracdo da particula na direcdo normal as placas do capacitor.
As equacdes 3.64 a 3.66 sio resultados que nio obtinhamos com o forma-
lismo cléssico. A particula sofre a ago de uma forca, exercida pelas placas,
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quando ela possui uma aceleragdo mesmo quando esta fora do capacitor. Uma
possivel situacao de teste para estas previsoes é estudarmos como um oscila-
dor harmbnico carregado eletricamente ¢ afetado pela presenca do capacitor.
Este tipo de andlise vai além dos objetivos desta tese, mas fica como uma
possibilidade para estudos posteriores.

Vamos agora retomar as equagdes 3.54 3 3.56. Escrevendo a velocidade vy
da particula ao sair do capacitor como uma funcio da velocidade de entrada.
va. & de m,, obtemos;

bd \/— imy  m-mev (3.67)

m+m, m+m,ct

Aqut também estamos interessados em que a equacao 3.67 tenha solucdes
reais. |sto ocorre quando

drn,, m—m, v
o+, mom,c

Temos duas situagbes claras a serem analisadas.

1. m, = 0. neste caso a particula terd carga positiva e estamos interessa-
dos em soluges reais para a equagao 3.67. Isto ocorre quando

[~

muv

C: —_—— e mem—
Y7 4e + o?

A

m (3.69)

2. m, < 0, neste caso a particula terd carga negativa e a equacio 3.67
tera solugdes reais quando

m, > =-m - (3.70)

Escrevendo a equacio 3.67 de um modo mais conveniente
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amy
Ya _ __:?;_._i_l %Eé (3.71)
c 1+ %] 4 2 gd '

Vamos graficar a equacdo 3.71 para estudarmos seu comportamento em
alguns casos particalares. Com particulas de cargas posistivas, e. g um
positron, teremos um situagdo extremamente similar ao caso classico, como
podemos ver na sequéncia de graficos. Na figura 3.12. gréfico (B) temos o
comportamento da velocidade de saida. vy/c . em fungdo de m,/m para o
formalismo cldssico. No grifico (A) temos o comportamento da velocidade
de saida. vy/c, para o caso Weberiano. Em ambos a velocidade de entrada no
capacitor € v, = 0, le. Na figura 3.13, graficos A e B, temos que a velocidade
de entrada no capacitor € v, = ¢. Como foi dito. ha um comportamento
similar quando uttlizamos o formalismo cldssico e o Weberiano para particulas
positivas, Considerando particulas com carga negativa o comportamento da
velocidade em funcao de m,/m apresentara caracteristicas marcantes, vide
figuras 3.14 e 3.15. Para os dois formalismos ndo temos uma velocidade limite.
No formalismo classico a velocidade v, tenderd a infinite quando | m,, | /m
tender para infinito. o que significa uma diferenca de potencial infinita. Mas no
caso Weberiano a velocidade v, tende a infinito quando | m,, | /m - 1 (figura
3.16). Supondo que a particula negativa seja um elétron, entdo a diferenca
de potencial entre as placas é aproximadamente 1MV, no caso limite em que
| m, |= m. Resumindo, com uma energia finita obtemos velocidades muito
acima da velocidade da luz com o formalismo de Weber, e este resultado nao
é corroborado por dados experimentais.

Passaremos agora a estudar o comportamento da particula dentro do ca-
pacitor. Utilizando as equacoes 3.54 e 3.55, lembrando que a = z;/z,. onde
—1 < a < 1. e da defini¢do m, = gAp/2c* podemos escrever que

N —c S ._,:.M.E
v \/_ (1l + a) L m-—m, v (3.72)
¢ m+ m,a m + m,a c?
Estamos interessados em soluctes reais entdo
2my(l+a) m—m,
_Zmull+a) 2 >0- (3.73)

m+ mya m+ myac
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Figura 3.12: Comportamento da velocidade de saida vy/c¢ em fungio de
m,/m. No grifico (B) temos o caso cldssico e no grafico (A) o Weberlano
com v,/¢ = 0,1 { a particula estd sendo desacelerada, carga positiva, caso
do pdsitron).
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Figura 3.14: O comportamento da velocidade de saida vy quando aumenta-
mos a diferenca de potencial entre as placas. Particula negativa (elétron).
Teoria Weberiana.
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Figura 3.15: O comportamento da velocidade de saida v; quando aumenta-
mos a diferenga de potencial entra as placas. Particula negativa {elétron).
‘Teoria classica,
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Figura 3.16: Divergéncia da velocidade da particula com carga negativa
(elétron) quando | m,/m |=1, v, = 0,
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A maneira mais facil de estudarmos a equagao 3.72 é vendo as situacoes
limite. Temos que v;/¢ diverge quando o denominador vai a zero, ou seja,

0= (3.74)

Comoa = z;/2, temos ~1 < a < 1. Isto significa que esta divergéncia 56
ocorrerd dentro do capacitor se my, > moum, < —m.

Os zeros da equacio 3.72 ocorrerao quando o numerador vai a zero. ou
s€ja

~ 2mu(1 + a)e? + (m — mya)v] =0- (3.75)

Isto significa que

2

4 . 3.76
m  2(1 +a)c? +v? (3.76)

My v

E facil ver que neste caso ( como —1 < a % 1)

0 —2— < — < 1 3.77
T 4ct4+ v T om T ( )

Isto significa que a velocidade s vai a zero dentro do capacitor no caso de
cargas positivas (m, > 0). O ponto onde isto ocorre é dado por 3.76, ou seja

. 2
(= ¥ _y=g,. (3.78)

Variando—se m,,/m entre os limites da equagéo 3.77. pode—se obter o ponto
de retorno para quaisquer valores de a entre -1 e 1. Por exemplo, o ponto de
retorno ocorrerd em a = 0 para my,/m = v2/(2¢* + v]).

Para iniciarmos a analise da equacio 3.72 devemos lembrar que my/m é
funcio da carga da particula e da diferenca de potencial entre as placas do
capacitor ( m,/m = gAp/2me* ). Teremos duas regides a serem analisadas:
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D < 1MV e Ay > 1IMV. Em termos de m,/m temos trés regides:

m,/m o>

1, -1 < m,/m < 1em,/m < —1. No geral teremos cinco

situacoes a serem analisadas

1. Ap < IMV

(a)

(b)

g>0e0 < m,/m< v2/(4c® + v?). nestas condicdes a particula,
e.g. um poésitron, entra no capacitor com uma velocidade inicial
ve. (vide figura 3.17), é desacelerada e sai com uma velocidade
vqe. Na figura 3.17 temos um pdsitron com v, = 0, 1¢ entrando no
capacitor com uma diferenca de potencial entre as placas de 2000V,
sendo desacelerado, e saindo do capacitor com uma velocidade
vy = 0,045¢.

g>»0evl/(4dc® +vE) < m,/m < 1. Nestas condicdes a particula
positiva entra no capacitor. incidindo perpendicularmente & placa
negativa, com uma velocidade v,, é desacelerada até atingir a ve-
locidade nula no interior do capacitor em um ponto @, dado por

1 - Twy
Q, = e s T

m
oy .2
m
e passa entao a ser acelerada na diregio da placa negativa, deixando
o capacitor com uma velocidade vy = —v,. Um exemplo desta

situa¢ao € mostrado na figura 3.18.

g<0e—-1<m,/m<0. Nestas condigbes a particula negativa.
e.g. um elétron, entra no capacitor com uma velocidade v,. é ace-
lerada e deixa o capacitor com uma velocidade vy. Na figura 3.19
temos um exemplo para esta situagdo, um elétron entra no capa-
citor com uma velocidade v, = 0, 1c é acelerado e sai do capacitor
com uma velocidade vy = 2¢. Isto para uma diferenca de potencial
de 0.5MV. Repare que a velocidade de safda é maior que a veloci-
dade da luz para uma diferenca de potencial finita A = 0,5MV.
Esta € uma situagio andloga ao caso cléssico. pois atinge—se velo-
cidades acima da velocidade da luz. Portanto tanto o formalismo
Weberianc quanto o formalismo cléssico diferem da relatividade
nesta situacdo, visto que vg/¢ pode atingir valores maiores de 1.

2. Ap > 1MV

62



(a) ¢ < 0 e m,/m < —1. A particula entra no capacitor com uma
velocidade v, e é acelerada até sua velocidade divergir no interior
do capacitor. Esta divergéncia ocorrerd para ¢ — —m/m,, nao
podendo ultrapassar este ponto (além dele teriamos v, complexo).
Um exemplo desta situagao é mostrado na figura 3.20. Um elétron
entra no capacitor com v, = 0,1¢ sendo acelerado e para Ap =
1MV a velocidade diverge em a = 1. Para Ap = 1,6MV a
velocidade do elétron ird divergir em a = 0, 66.

(b) ¢ > 0 e m,/m > 1 Este é o caso mais curioso de todos. Ele
também apresenta 0 mesmo comportamento do anterior: carga
sendo acelerada até uma velocidade infinita. O mais curioso é
que agora temos uma carga positiva m,, > 0 sendo acelerada em
direcdo a placa positiva. A figura 3.21 mostra ¢ comportamento
da velocidade de um positron com v, = 0,1c sendo acelerado.
Para J¢ = 5MV a velocidade diverge em a = —0,20. O motivo
deste comportamento é que nesta situacao a carga estaria se com-
portando como se tivesse uma massa inercial negativa. lLogo sua
aceleragao € oposta a diregao da forga aplicada.

Vale ressaltar que nos casos 2a e 2b os pontos em que a velocidade diverge
sa0 aqueles onde a aceleracio vai a infinito, ou seja, onde a “"massa inercial
efetiva” da particula definida no intenor do capacitor por,

Mie = 1+ Mud, (3.79)

vai a zero.

A figura 3.22 mostra o comportamento das cinco situacoes estudadas. A
figura 3.23 p6e em um mesmo grafico as situagoes indicadas na figura 3.22.
casos {C) e (D), e a figura 3.24 pde em um mesmo grafico as situagdes indicada
na figura 3.22, casos (A) e (B).

Falta-nos analisar o comportamento do quadrado da velocidade em funcio
da energia cinética que a particula ganha ao atravessar o capacitor . Levando
em consideragao as equacgoes 3.54 e 3.56, e a conservacao da energia, podemos
escrever que
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13
[~
L

ghp (B - F) (3.80)
v? 2 *
met 1+ (3 + §)

A figura 3.25 mostra o comportamento da equacao 3.80 para uma caso
particular em que v,/c — 0 e g < 0. aqui mais uma vez fica evidente a
divergéncia da velocidade da particula. v;. Podemos ver neste grafico o caso
classico comparado com o Weberiano. onde este sempre estd acima da curva
do formalismeo classico.
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Figura 3.17: Pésitron entra no capacitor com uma velocidade v, = 0.1¢
sendo desacelerado por uma diferenga de potencial de 2000V e sai com

uma velocidade vy = 0,045¢.
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Figura 3.18: Pdésitron entra no capacitor com uma velocidade v, = 0, 1¢,
sendo desacelerado e atinge a velocidade v; = 0 em a, = 0,65. Isto para
uma diferenga de potencial entre as placas de 3000V.
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Figura 3.19: Elétron entra no capacitor com uma velocidade v, = 0,1c
sendo acelerado pela diferenca de potencial de 0,6MV e sai do capac:tor

com uma velocidade vy = 2e.
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Figura 3.20: Elétron entra no capacitor com uma velocidade de v, = 0, 1¢
sendo acelerado. Caso Ap = IMV a velocidade do elétron divergird ao

atingir a placa positiva. No caso em que Ap = 1,5MV a divergéncia

ocorre em a4 = 0,66,
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Figura 3.21: Pésitron sendo acelerado em diregao & placa positiva por uma

diferenga de potencial entre as placas de 5MV. Q ponto de divergéncia é
a = —0,20,
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Figura 3.23:; Comportamento da velocidade de uma particula com carga ne-
gativa (elétron) no interior de um capacitor em funcio de sua posicio para
varias diferengas de potecial, sendo a velocidade de entrada v, = 0, le,

A curva pontilhada indica a divergéncia para Ap = 1,6MV e para
Ay = 1MV a divergéncia ocorre em @ = 1.
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Figura 3.24: Comportamento da velocidade de uma particula com carga po-
sitiva (pésitron) no interior de um capacitor em fungio de sua posigao para
varias diferengas de potencial, sendo a velocidade de entrada v, = 0, lec.
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Figura 3.25: Comportamento do quadrade da velocidade em fungdo da
energia ganha pela particula (eléiron) ao atravessar o capacitor.
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3.5 Teoria de Weber modificada: Potencial
de Phipps

A energia total da particula é dada por
Ef = Uf + E, (3.81)

onde: Ef é a energia total,
Uf é a energia potencial de Phipps,
E{; é a energia cinética classica.

Das equacoes A.25, A26 e A.27 temos a energia potencial de Phipps
(PHIPPS, 1990 a). e a energia cinética é dada pela equacdo 3.6. Assim a
energia total é dada por, adicionando a constante arbitraria K e utilizando a
equacao 3.13:

A
EX(z < -2,) = _9 (P{\/l ~ =+ —arcsm— oy K, (3.82)
T2 2

P _ qAp v v LT E o omy

Bf (-2 <z < 2) = + 25201 - S Mareoin 1) 24 T k(389
P thp mvd
Er(z, < 2;) = —{ I—w—i—marcsm—}+ > + K- (3.84)
c

Como em outros formalismos, estamos interessados na velocidade da
particula ao sair do capacitor, em seu interior e no quadrado da velocidade da
particula em funcdo da energia cinética que a particula ganha ao atravessar o
capacitor. Utilizando as equa¢des 3.82 e 3.84 podemos escrever que

A 2
-9 cp{ 1— -2 + —arcsm—}-l— -T-}-
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muj
2

_ 44y vi

+ 2 arcsin -—} + —= (3.85)

Aqui temos uma dificuldade que nao tinhamos nos formalismos anteriores,
uma funcao transcendente. Portanto nio podemos escrever vg/c¢ em fungio
de m, /m e vg/c. Mas podemos escrever 3.85 como

v v
m,, i .
e 2 & T : (3.86)
2{\/1 - %4 + Yarcsin ¥ + /1 - % -+ Y aresin ¥}
Supondo que v,/¢ = 0 entdo 3.86 fica
e
Mw _ _ e . (3.87)

m vi | b .
2{\/1— - + " arcsin ™ + 1}

Vamos estudar os extremos de m,/m. Para m,/m = 0 temos que v/¢ = 0,
Ja que por hipétese v, /¢ = 0. Para m,/m — +oo vem

‘Uﬁ U4 .Uy
2{ l—c—2+?arc51n?+1}:ov (3.88)
Mas para quais valores reais de vy/c isto poderia ocorrer? |sto ocorrerd quando

o
\/1 o M resin =t - -1 (3.89)

ol ¢ ¢

Sabemos que arcainﬁc“ ¢ definido para vy/c entre —1 e 1. Vamos fazer um
esboco para o lado esquerdo da equagdo 3.89 (figura 3.26). Vemos que para
valores reais de v,/c o denominador da equacio 3.87 ndo se anula. Para um
elétron com v, = 0 a sua velocidade de saida do capacitor em fung3o de
./ é mostrada na figura 3.27. Neste caso ndo teremos divergéncia como
no formalismo Weberiano, mas o comportamento nio é assintético como no
caso relativistico.
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Figura 3.26: Comportamento do lado esquerdo da equacio. 3.89.
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Para v,/c = 1 a equacéo 3.86 fica

Ei
e _ e R (3.90)
m ,2{\/] + “arcsin % + ’r}

Para a velocidade da particula, pésitron, ter um valor zero na placa positiva
devemos ter m,, /m = 0,194 (vide figura 3.28).

Agora vamos estudar o comportamento do quadrade da velocidade em
funcao da energia cinética ganha pela particula (¢Ap), estamos considerando
um elétron com velocidade inicial v, = 0. O comportamento (vide figura 3.29)
€ similar ao formalismo Weberiano. Repare que a curva sai por cima da curva
do formalismo classico.

Levando em consideracdo as equagdes 3.82 e 3.83. podemos escrever que

[X]

2

o
=

Mw PERY . (3.91)
u? F]
m 2{a[\/1 - % + % arcsin 4] + \/1 “ arcsin .}
Aqui também vamos supor v, = 0, entio a equacio 3.91 fica
vi
Tl —4
— = el (3.92)
Z{a[\/-— %+ “ arcsin —‘]+ 1 }
Teremos divergéncia (m,,/m — o) quando
vf z, vy .
al\{1 — = + — arcsin —| = -1~ (3.93)
¢t ¢ ¢
O maximo valor de v; /¢ é 1 e quando isto ocorre temos que
2
o= -==-0,637- (3.94)

Podemos interpretar a equacao 3.92 da seguinte maneira. Quando m,, /m —
—oo a particula, supondo um elétron, atingira sua “velocidade limite” v; = ¢
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em a = —0,637. Vamos diminuir a diferen¢a de potencial entre as placas tal
que. por exemplo, m,/m = —2. Agora a particula atingirad sua "velocidade
limite”, v; = ¢, em & = —0,473. Supondo m,,/m = —0, 2 a particula atingira
sua “velocidade limite” em a = 0,955 e para 0 > m,,/m > —0,194 a particula
deixarad o capacitor sem atingir a "velocidade limite” (figura 3.30).

Um fato interessante é que a particula nunca atingird o seu valor limite no
intervalo —1 < ¢ < ~0,637. para v,/¢ = 0.

Concluindo podemos dizer que quando temos uma energia potencial tipo
Phipps e a energia cinética classica, a particula atinge uma “velocidade limite”
¢ para um certo potencial, numa certa posi¢ao interna ao capacitor, ndo ha-
vendo solucao real para a velocidade além deste ponto. Nao hd divergéncias
para a velocidade neste caso (como havia no formalismo Weberiano). Mas
a velocidade limite que se obtém aqui ndo € assintdtica como no caso rela-
tivistico, pois agora dv/d(A¢) ndo tende a zero quando v -+ ¢ para um certo
potencial.

Um grafico qualitativo € apresentado a seguir comparando os quatro casos,
figura 3.31.
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similar ao resultado obtido com o formalismo Weberiano no intervalo

0<2|my,| /m<0,4, ver figura 3.25.
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Figura 3.30: Comportamento da equagao 3.92.
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Figura 3.31: Elétron com velocidade inicial v,/¢ = 0. Situagbes: rela-
tivistica (R), classica (C), Weberiana (W) e de Phipps (P).
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Capitulo 4

Discussoes e Conclusao

4.1 Discussoes e Conclusao

Quando utilizamos o formalismo Weberiano obtemos alguns resultados
extremamente interessantes como mencionado no final do capitulo 2. Dentre
os estudos anteriormente realizados encontra—se o trabalho de A. K. T, Assis
(ASSIS, 1989 b). onde estuda-se o movimento de um elétron movendo—se
paralelamente as placas de um capacitor na presenca de um campo magnético
perpendicular a0 campo elétrico (experimento de Kaufmann e Bucherer) e o
resultado foi a explicagdo do experimento sem a introducdo da variacio da
massa (ver também (WESLEY. 1990 a. b, ¢, d) e (ASSIS e CALUZI, 1991)).

Motivado pelos sucessos anteriores do formalismo Weberiano e em es-
pecial pela explicacao do experimento de Kaufmann, iniciamos o estudo do
movimento de particulas carregadas, especificamente elétrons e pésitrons,
movendo-se perpendicularmente 3s placas de um capacitor plano ideal, sem
a presen¢a do campo magnético. com o objetivo de verificarmos se a eletro-
dindmica de Weber mais 2 mec@nica Newtoniana (F = ma ou E§ = muv?/2)
prevé uma velocidade limite, como prevé a teoria da relatividade restrita.

Quando calculamos a for¢a sobre a particula, utilizando o formalismo We-
beriano, exercida pelas placas do capacitor, obtivemos os resultados dados
pelas equagdes 3.64 a 3.66. Repare que na regidio externa ao capacitor temos
uma forga que serd exercida sobre a particula quando esta estiver acelerada.
Isto ndo € previsto no eletromagnetismo classico.

Como dito anteriormente uma possivel sitvacio de teste para estas pre-
visoes é estudarmos como um oscilador harmdnico carregado eletricamente é
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afetado pela presenca do capacitor. Nao temos informagoes se algum experi-
mento neste sentido foi realizado.

No formalismo Weberiano temos a conservacio de energia, entdo quando
igualamos a energia da particula antes de sua entrada no capacitor. equagao
3.54, com a energia da particula no interior do capacitor. equagao 3.56, ob-
temos a equacdo 3.72. Da andlise desta equacdo foi que obtivemos nossos
principais resultados.

Estes resultados estdo sintetizados na figura 3.22. Nos casos (A) e (B) te-
mos o comportamento da velocidade no interior do capacitor de uma particula
positiva. Quando comparamos este resultado com o caso classico, figura 3.2,
o compertamento é extremamente similar. Esta similaridade se torna mais
clara quando comparamos as figuras 3.2 e 3.24.

O caso (C) da figura 3.22 mostra uma limita¢ao para o formalismo We-
beriano mais a mecinica Newtoniana. Para uma diferenca de potencial finita
(0.5MV) obtemos uma velocidade acima da velocidade da luz. Mas temos
evidéncias experimentais da existéncia de uma velocidade limite (BERTOZZI,
1964). Além da ndo existéncia de uma velocidade limite o formalismo We-
beriano conduz a divergéncias da velocidade no interior do capacitor e um
exemplo disto é mostrado no gréfico (D) da figura 3.22. Este resultado cotro-
bora as criticas de Helmholtz & formulagio de Weber (HELMHOLTZ, 1872) de
uma forma mais contundente. Na critica de Helmholtz a instabilidade surgia
guando uma forca de origem nao elétrica, por exemplo a forga de atrito, estava
presente. Em nosso caso a instabilidade é devida somente a forcas de origem
elétrica.

O caso (E) da figura 3.22 é o mais curioso de todos e mostra um aspecto
da teoria de Weber que sera discutido a seguir. Repare que temos um pdsitron
(¢ > 0) sendo acelerado na direcio da placa positiva, e sua velocidade diverge
em um ponto no interior do capacitor. O motivo deste comportamento é que
nesta situacao a carga estaria se comportando como se tivesse uma massa
inercial negativa. Logo sua aceleracio é oposta & direcio da forga aplicada.

Vimos no estudo do formalismo Weberiano (Weber + mv?/2) que as equacbes
que regiam este caso podiam ser colocadas na mesma forma que as equagdes
do formalismo cléssico (Coulomb +mv?/2), apenas substituindo m por m'.
Esta quantidade m' é o que chamamos de massa inercial efetiva e é dada por
m+qV (z)/2c*. Vemos entdo que ela depende da carga de prova e do potencial
onde ela se encontra, mas n3o da velocidade da particula. Os pontos em que
a velocidade diverge sdo justamente aqueles onde a massa efetiva vai a zero,
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e as situacdes mais interessantes s3o nas regides em que a massa efetiva é
negativa. No caso de um elétron vimos que a divergéncia ocorre para uma
diferenca de potencial de 1MV,

Esta massa efetiva dependente do potencial nos lembra da relacio de Eins-
tein £ = me?, onde E agora seria a energia potencial eletrostatica (gV). S6
que deve ser enfatizado que no caso do formalismo Weberiano a massa efetiva
depende nao s6 do potencial mas também da geometria do problema. o que j3
nao ocorre na relatividade. Por exemplo, caso tivéssemos uma mesma carga
g movendo—-se no interior de uma casca esférica carregada eletricamente até o
potencial V ela se comportaria, de acordo com o formalismo Weberiano, como
se tivesse uma massa inercial dada por m + gV /3¢?, (HELMHOLTZ, 1872),
em vez de m + gV /2¢*. Portanto deve—se tomar cuidade com esta analogia
com a relatividade. Para uma discussio aprofundada da relagc3o entre massa
e energia potencial dentro do contexto da relatividade ver (MARTINS, 1989)
e (PETEAN. 1991).

Este € um ponto do formalismo Weberiano que necessita de um estudo
mais detalhado. Uma primeira tentativa de suplantar estas dificuldades foi
a ado¢ao da meodificacdo proposta por T. E. Phipps (PHIPPS, 1990 a) ac
potencial obtido por W. Weber. equacio 3.1, que é dada pela equacio 3.2.
Repare que a forma da equacio é altamente sugestiva,

Quando se faz uma modificagdo deste tipo a massa efetiva deixa de ser
independente da velocidade como no caso de Weber, e passa a ter um valor
diferente para cada velocidade da particula. Foi por este motivo que Phipps
consegui superar as criticas de Helmholtz (a0 menos para baixas velocidades).
Mas obviamente o potencial de Phipps ainda ndo foi testadu experimental-
mente e no momento € apenas uma hipdtese interessante,

Ao utilizarmos esta equagio obtemos a energia dada pelas equacées 3.82,
3.83 e 3.84. Empregando o mesmo procedimento do formalismo Weberiano,
igualando a energia da particula antes de entrar no capacitor € no interior do
capacitor, temos a equacdo 3.87 onde v,/c = 0.

A equacio 3.87 esté plotada no gréfico da figura 3.30. Aqui nio pudemos
escrever v; em fungdo de m,/m como no caso Weberiano devido 3 presenca
da funcao transcendente arcsinv;/c. Entéo escrevemos m,/m em fungio de
‘U,‘/C,

O resultado. figura 3.30, foi uma "velocidade limite” v/c = 1 mas seu
comportamento nao ¢ assintético como na relatividade, pois agora dv/d{Ap)
nao tende a zero quando v -+ ¢ para um certo potencial. Além deste ponto a
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velocidade torna—se imaginéria.

Para uma compara¢ao final dos formalismos relativistico, classico , We-
beriano e de Phipps fizemos um grafico qualitativo mostrado na figura 3.31.
Repare que o formalisrno de Phipps n3o apresenta divergéncia mas sua inade-
quacao em relacao ao formalismo relativitico é mais acentuada que o forma-
lismo Weberiano.

Como nac conhecemos nenhum resultado experimental conclusive que
mostre cargas sendo aceleradas até atingir velocidades superiores 3 da luz
podemos concluir que dos quatro casos estudados o relativistico é o (nico
compativel com os resultados experimentais.
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4.2 Perspectivas

Apesar do que concluimos esta tese abre varias possiblidades futuras de
pesquisa que valem a pena serem mencionadas. Podemos, por exemplo, reto-
mar o problema usando capacitores reais de dimens3o finita. incluindo também
os efeitos de borda. Podemos também incluir os efeitos da radiacio eletro-
magnética e dentro do formalismo de Weber isto pode ser feito usando o tempo
retardado como utilizado por Wesley (WESLEY, 1990 a. b. ¢, d). Os trés for-
malismos problematicos utilizaram a enrgia cinética classica. Uma outra pos-
sibilidade é utilizar o formalismo de Weber ou de Phipps juntamente com uma
energia cinética relativistica. Isto ndo é t3o arbitrdrio ou incompativel assim
como talvez possa parecer & primeira vista. O ponto é que a prépria energia
cinética cldssica pode ser derivada como umna energia de interagao gravitacional
de qualquer corpo com o restante do universo, usando para isto uma energia
do tipo da de Weber na gravitagao (ASSIS, 1989 a). Pois bem, recentemente
Wesley conseguiu mostrar que mesmo a energia cinética relativistica pode ser
derivada por um procedimento semelhante utilizando para a gravitacio um
potencial do tipo de Weber mas ligeiramente modificade (WESLEY, 1990 d).
E provével que ao utilizarmos uma energia de Weber ou de Phipps juntamente
com uma energia cinética relativistica também obtenhamos uma velocidade
limite como no caso de Coulomb mais energia cinética relativistica, mas uma
andlise detalhada destes casos estd além dos objetivos desta tese. Por (ltimo
vale ressaltar a importincia de se testar experimentalmente, para baixas ve-
locidades (v?/c? < 1), a dependéncia da massa inercial com o valor da carga
e do potencial eletrostatico onde esta se encontra, como previsto pela lei de
Weber. Cremos que tal estudo tem uma importincia muito grande como um
teste definitivo da validade ou das limitacdes da lei de Weber.
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Apeéendice A

Célculo da energia potencial de uma particula em um capacitor
plano ideal utilizando o potencial de Weber e o potencial de
Phipps

Em nosso problema vamos supor uma particula carregada incidindo per-
pendicularmente sobre a placa negativa do capacitor com uma velocndade ini-
cial v, {velocidade antes de entrar no capacitor) dada por v, = v.,k e 5la
posicio dada por r; = zk. Temos trés regides distintas para calcularmos
a energia: 7y < -z, —%, < 25 < 2, € 2, < z. WUtilizando o formalismo
Weberiano vamos calcular a energia na regido —z, < z; < 2, e para isto va-
mos utilizar a energia potencial obtida por W. Weber (WEBER, 1848) dada por

PR IR

W o_ Al
Yo Ame, 1y 2c? (A1)
onde: g; e g; sao duas cargas pontuais,

¢, permissividade do vacuo (¢, = 8,85 x 107'% F/m),
ri; disténcia entre ¢; e g;,

fi; velocidade relacional entre ¢; e g;,

¢ =2.99 x 10® m/s.

Na formula de Weber esta constante ¢ é a razdo entre as unidades eletro-

magnéticas e eletrostdticas de carga. Os primeiros a medi—la experimen-
talmente foram Weber e Kohlrausch, em 1856 (KOHLRAUSCH ¢ WEBER,
1856). O valor que encontraram foi, dentro do erro experimental, o mesmo
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valor que a velocidade da luz no vacuo. Esta medida foi um dos primeiros
fatos quantitativos concretos indicando uma conex3o forte e profunda entre
o eletromagnetismo e a dptica (ROSENFELD. 1957), (KIRCHNER, 1957),
(JUNGNICKEL ¢ McCORMMACH. 1986, pp: 145~6 e 176-7). O resultado
obtido por Kohlrausch ¢ Weber foi utilizado por Maxwell em apoio 3 sua
propria teoria eletromagnética (T.E.M. art. 771 e 787).

A equacao A.1 relaciona cargas pontuais, e como as placas do capacitor
sao extensas faremos ¢; = toda, onde o s3o as densidades de carga das
placas, que supomos distribuidas homogeneamente nas placas. e da é o ele-
mento de drea das placas. Assim a equacdo A.1 pode ser escrita como

, T
dvy = 2042 1 i va) (A.2)

4me, 1y 2(:2?'?]-

onde utilizamos o resultado da equagio 1.3. A energia total é obtida quando
tntegramos a equacao A.2:

U, =f @V + [ dUs- (A.3)
8a 85

Calculando U: Vamos utilizar coordenadas cilindricas para facilitar nossos
calculos. Temos que, dentro do capacitor:

( r = Ell:,',
ry = pcosfi+psinfy + z,k,
ry2 =1r; —Ip= —pcosg;—psinﬂj'+(21 —Ea);ﬁ
g = (Pz_ + (21 — 2,)%)%, (A4)
vy = ik,
vz =0,
Vig =V =V = Ulk'
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Ainda:

-

r, = ak,

rs = peosti + psindy — z,k,

rys =T,—rs= —pcosfi — psinéy + (21 + z,,)fc,

i3 = (92, + (a1 + 2,))Y%, (4.3)
v, = unk,

vy =0,

Viz :V]—V32‘UIE'

Sustituindo A.4 e A5 em A2 teremos

Qoda 1 vi(a — =)
dlyy = - 1- : AB
S, G s )
@oda 1 vi (21 + 2,)°
dU;"’Sz war (1_‘ 1 ) (A.?)

dme, (P2 + (21 + 22)2)12 0 2¢(p? + (21 + 2,)?)

Substituindo A.6 e A.7 em A 3 e sabendo que du = pdpdf teremos

w 7 7 qpdpdd 1 vi{z — z,)*
vg = | )

o dne, (i (o)) T 2t 1 (v a))

-

o 4me, (074 (4 2)2) Y 2e2pE + (21 + 20)?

7)- (A8

)

_ /R 7 g pdpdf 1 vi(a + 2)°
D

Calculando a integral obtemos a energia potencial da particula. onde a
hipitese que R?* » (2 + 2,)? ¢ R? 3 (2, — 2,)? foi utilizada. Assim:
v =201+ 1Uf) <un< (A.9)
= — — ), —Z, S m N - .
F €, ! 2¢? ¢ !

Repare que esta energia potencial é a cldssica corrigida por um fator de-
pendente da velocidade.
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Utilizaremos agora uma modificacdo proposta por T. E. Phipps (PHIPPS,
1990 a} a equacdo A.1:

L]
P _ 9i4 _1”(1 _ 51)1/2_ (A.10)
YooAme, 1y

Fazendo ¢; = tode e utilizando a equagdo 1.3, a equagdo A.10 pode ser

escrita como

-g;0da 1 b Vi)
dU‘-";:éqa ﬂ_l (res - Vi) )1/2_

A.ll
4me, 1y c¥r? ( )

Neste caso calcularemos a energia potencial para as trés regides possiveis:
1} 21 € —200 2) —2, < 21 < 2, e 3) 2z, < 2. Aqui vamos considerar o
potencial de cada placa para no final somarmos o potencial da configuracio
dada pela figura 1.1.

1)Potencial devido A placa 5

A energia potencial devido a placa Ss. figura A1 ¢ obtida quando substi-
tuimos A.5 em A.11 e integramos. Com isto obtemos

, - 2 dpd8 2 )2
UE = —gc f /’ pdp N vi(z; + %) . (A12)
dre, (p? + (21 + 2,)2)V/ et (p? + (2, + 2,)%)

Fazemos uma mudanca de variavel:

ni{z + 2,)

t .
e(p? + (21 + 2,)%)/?

+

Il

(A.13)

Para (2, + z,) temos duas possibilidades: A) z;+z, = 0, portanto 2, > —z,;
e B) 21 + z, < 0. portanto 2, < —z,. Primeiro vamos estudar a possibilidade
em que z; + 2, = 0 (logo pegamos o sinal superior em A.13 pois por definigdo

vamos sempre escolher ¢ positivo) e quando fazemos isto estamos calculando
a energia potencial na regido indicada na figura A.2. Integrando A.12 em 6:
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Figura A.1: Placa 5;.

Figura A.2: O hachurado indica a regiao de cdlculo,



—gio [F pdp vi{z) + 2,)*
Uj; = / 1- . (A4
o %oo(ﬁ+M+a¥W4 ety A

Levando em consideracao A.13, os limites de integragao sao dados por

vy
p=0-—ot=—,
C

1 2 ) N
P e(R? + (21 + 20))Y/*
e temos que
pdp _ _ulatz)dt (A.15)
(07 + (21 + 2,)%)1/? ¢ t '

Substituindo os limites de integracdo e a equacdo A.15 em A.14 teremos

P o_
1Uss = %e.c o Oa dt - (A.16)

Quando calculamos a integral A.16 obtemos

UP — go{z + za)’th{ - vi(z + 2,)? c\/-R2 + (21 + 2,)%
L 26,6 e2(R? + (21 + 2,)?) (2 + 2,)

2
'Ul(zl -+ zo) 1— v_l . i + Q‘,TCSE.TLE}' (AIT)

— arcsin +
c(R? + (z1 + 2,)%)1/2 ez oy ¢

Agora vamos calcular a energia potencial para z; + z, < 0 e quando faze-
mos isto estamos calculando a energia potencial na regido indicada na figura
A.3. Neste caso a equagdo A.13 é dada por (agora pegamos o sinal de baixo
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~n Y

Figura A.3: O hachurado indica a regiao de calculo.

em A.13 para que t seja positivo):

vi(z + 2z}
b . A18
e(p? + (21 + 2,)2)1/? (418)
Entio temos
pdp vi(z1 + 2,) dt
= —- .19
(07 + (21 + 2,)7) 12 - 12 (A.19)

E os limites de integracdo sao dados por

™
=0+ —{ = —
C

]

(| (zl + zo) ,
(R (21 + )P P2

p~=R—-——t=—
[

Substituindo A.19 e os limites de integracdo na equagio A.12 temos

vilx tou}
M j_.:(n2+lfu+tu)’)';5 u.).lf_zdt (A.20)
2e,¢

P [rva—
nlis = u 17
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Calculando a integral temos
C\/Rz 31 + zo

UF __ qg(zl + zo)vl{ 1— U¥(21 + 39)2
ITYas 2¢,C 2(R2 + (31 -+ za) ) (::"1 + zo)
T
vi(21 + 20) \/ _ H% Ly arcsm-—} {A.21)
[& ¥y

+ arcsin B+ (o1t zp)zj"rﬁ :

) Potencial devido A placa 5
Fazendo um célculo anslogo ao anterior chegamos que (ver figura A.4)

e — 20)? c\/ﬁ"? + (2) — 2,)?

go{z — 2,)0n vf
Wiy = —————{y|} = )
2¢,¢ (R + (21 — 2,)%) v1(z1 — 2,)
v ¢
- . — a‘rcszn—-} (A.22)

1.)1(31 - zo) — 4

— arcsin (B (o1 - 2) 5173 -

valido para 2; > z,. Para a outra regido temos

vl{ -vl - za)z C\/R2 + (21 - 30)2+
2£ c HR? + (21— 20)Y) vi{z — =)

Z] — 7 T
‘Ul( 1 = ) —_— 1 — E.% . -.E -+ ﬂ,TCSlTl"“} (A23)
c Uy

-+ arcsin (,',(RZ + (zl — 39)2)1/2

P
U, =

valido para 2z < z, .
Fazendo um esquema geral das situagbes em que calculamos o potencial
figura A.5. entdo o potencial para as diversas regides ¢ dado por:
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Figura A.4; O hachurado indica a regiao de cdleulo.
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Figura A.5: Esquema geral para os cdleulos dos potenciais.
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( UL+ UL, parazp € —2z,,
P JUR + UE, para —z,< 21 < 2
UF — 13 | ¥4 [ - = &0 (A.24)

JU£S+ IU{:.H para o = &

Quando substituimos os valores na equacdo A.24 obtemos que, quando
Rz (5 +2,) e RE > (2 - 2,)%:

P _ _99% vi Ve o Ve 925

Up(z) < —2,) = — - 1 - .2 + - aresin — }. (A.25)

Qaoz v, vy T .

Uf(w.za <z <z)= Eol{\/ - c'_; + — arcsin E}’ (A.26)
_ 992 T

{\/ — + 24 arcsin -—} (A.27)

Expandindo as equacdes A.25. A.26 e A.27 em série de poténcia e conside-
rando somente até segunda ordem em v/c temos

2
g0z, 9Oz Y,

Wia < _p) = A.28
UP (31 -~ zn) ED 269 Cz‘l ( )
2
w _,99n  qoz v
Up(—z. S a1 S =) =+ ” %, C;.» (A.29)
2
Up(zo < &) = + 220 4 8720 Y (A.30)

]
€, 2e, cf

onde U} é a energia potencial de Weber nestas regices. Comparando a equagao
A.29 ¢ A9 vemos que a energia potencial Weberiana é uma aproximagao em
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segunda ordem de v/c da energia potencial calculada a partir da equagao A.10.
o potencial de Phipps.

Deve ser feita a seguinte observagdo sobre a energia potencial Weberiana
Ug. Caso tivéssemos utilizado o potencial dado por A1 e calculado a energia
o resultado seria 0 mesmo que as equacoes A.28, A.29 e A.30.

A energia potencial cldssica também € uma aproximagao da energia poten-
cial Weberiana. Assim temos:

US(m < —2,) = — 122, (A.31)
€
Uf{—2, < m < 2) = +qu1, (A.32)
US (20 € 2) = + o2 (A.33)
ED
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Apéndice B

As grandezas relacjonais f,, e f,, em fungdo das grandezas

vetorials

Temos quer, = :c,;' + y‘} + zk e r, = :1:3.2' + y_,}' + z,fc. A diferenca entre

eles ¢ dada por

Ty, = (Iu - Ij); + (yl - y_‘J)} + (zt - zJ)ka (Bl)
¢ 0 modulo por
Py = (zo— 2, + (W — ) + (2 — =) (B.2)
Entdo:
;o= dry, . (-’1:- = Ia)(ix + i’:) + (yv - y:)(!:h — 3}3) + (za — 3:)(‘%1 — éJ)
YT dt [(:El - -’15;;)2 T (1 — yj)z + (zt - 33)2]1/2 ,
(B.3)
que pode ser escrito como
T,
o= T2 v, (B.4)
17
ou
Tig F'LJ Vi, (BS)
onde 7,, = :—:'JL
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Partindo de d{r,,7,,}/dt temos que

d(ru"‘ia)

da Prafy T Tagfasy (B.6)

que pode ser escrito como

d(ry,f :
T:J?ij = (rt;tr J) - 7'12.? " (B?)

Substituindo B.5 em B.7 temos

d(r,,f,, - VtJ)

dt - (?‘J 'VIJ)Eﬁ (B‘a)

TagFey =

mas I, = ri,f,;. Substituindo isto em B.8 obtemos

d(r,, « vi;)

Tighhy = dat — (Foy - Vig) =V Vi = (R vi,) +1,-a, (B9)
Logo:
" 1 . 2
Ty = T_[V‘IJ Vi (P s Vig) g Ay (B.10)
13
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Apéndice C

Deriva¢do da lei de forga de Ampére a partir da lei de forga de
Weber

Historicamente o processo inverso foi o que ocorreu, ou seja, Weber derivou
sua lei a partir da forca de Ampere . Quem estiver interessado nesta derivagao
consultar (WEBER. 1848). (T. E. M., art. 846-851) ou (H. T. A. E.. p. 200).

Nesta derivacao vamos supor que cada elemento de corrente I;dl; é cons-
tituido de cargas positivas dg;, e negativas dg,_. com velocidades v, e v,_,
e aceleracdes a;, e a;_. respectivamente. Além disto suporemos que cada
elemento de corrente é neutro, —dg;, — dg;_.

Como estamos tratando com elementos infinitesimais temos r;, = r;. =
r; (vide figura C.1). A forga do elemento 2 em 1 é dada por

dF oy = Fy_ -+ Fa_ 1o +Foy o + Fayay, (C-l)

onde Fy_;_ é a forca que as cargas negativas em 2 exercem nas cargas
negativas em 1, e de modo semelhante para as outras { Fa_ 1., etc).
Utilizando a forca de Weber dada pela equacao 2.5

Giq; iy 1 3.
F,= M:ﬂ :{ " —{Vij vy — 5(’:‘:" Vi) o+ g - aigl)s (C.2)

podemos escrever as dF;; como, lembrado que ¢ = 1/, /i€, ¢

dge_dg_p, 7
dFQ_}l_ — '?2 QI I %[ 2
12

B(F )2 ]
4 — 2=tV uo - P AT T R o ST —
A C Vi-2 1-2 5 Fiz+Vi-2 Tiprdy—-2-|,

(C.B)
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Figura C.1: Posicao dos elementos de corrente eletricamente neutros em
relagdo a um referencial O.

_ dgz+dq1+ Ho f‘ﬁ

3.
dF;. 14 = e vir g Vip g~ S (FiaVige-) Frang o,
47 riz 2
(C.4)
dgr+dqit ibo P12, 4 K
dFz, - = ——DT €+ Vi a4 Vio 24— —(?'12'Vx—,2+)2+1‘12'81—,2+],
47 ris 2
(C.5)
dgz.dqry i Ty2 3. :
dFgyq4 = —QT['C2 + Vg 24 Vi 24 — ,—(le 'V1+,2+)£+1‘12 '31+.2+]'
4n Tis 2

(C.6)

Somando as equagées C.3, C.4, C.5 e C.6 temos que
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dgodgri o T . .
dFz, = ~ Mi%[z(vw—Vl-)'(V2+—V2—)—37‘12'(V1+—Vl-)7'12'(V2+—V2—)]'

T
(C.7)
Utilizando as relagoes
Ldly = dg. vy +dgi-vi- = dgig (Vie — Vio), (C.8)
Ldly = dga Ve +dga..vao = dgg (Vs — Vo), (C.9)
obtemaos:
¥ = —pﬂhh%[zdh dly — {1y - dly) (Fra - dla)] (C.10)

Est‘a é a lei de forca entre elementos de corrente obtida por Ampére
(AMPERE, 1827). Esta derivacdo da for¢a de Ampére a partir da lei de Weber
foi baseada em (WESLEY. 1987) e {ASSIS, 1989 a).
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Apéndice D

A lei de forca de Weber e a conservagio do momento linear, do
momento angular e da energia

Vamos supor que 0s cOrpos apenas interagem entre si através de forcas do
tipo de Weber:

K T?J lei:sg a
FJ‘ = a(l - 'é'c—z + o )T,J, (Dl)
— Ty
onde K = L.
D.1 Conservacgido do momento linear

0O momento linear de duas particulas interagentes é definido por

P = mjVy + mavy: (D.2)
Assim
dp _ dv, dv,
dt - Var T ae (D.3)
d
d—i’ = F, + Fy, (D.4)

onde Fy = F3, e Fy, = Fy;. Usando o fato de que a forca de Weber satisfaz
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% terceira lei de Newton (a¢3o e reagdo) vern entao

dp

T =0 (D.5)

Este resultado pode ser facilmente generalizado para um nimero qualquer de
cargas interagindo através da lei de Weber.

D.2 Conservagio do momento angular

O momento angular de duas particulas é definido por

L=r; % mpVy + Ty X mavy (D.6)
Assim
dL dvy dvs
i =T~ m]"-‘-i"i + Iy X my i . (D7)

Mas F;; = —F;;. Entao:

dL
Et" = (r; ~ rg) x Fa, (D.#)

dL
EZI'ngFg)' (DQ)

Como a lei de Weber satisfaz 3 terceira lei de Newton na forma forte
(riz // Fa1) temos

dL

5 = (D.10)
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Este resultado pode ser facilmente generalizado para um nimero qualquer
de corpos interagindo entre si através de forcas de Weber e de forgas de outro
tipo (gravitacionais, elasticas, etc), desde que todas elas também satisfagam
a terceira lei de Newton na forma forte.

D.3 Conservacao da energia

Vamos supor que teros 2 corpos interagindo entre si. Definimos a energia
total por:

Er=T+U, (D.11)

onde T € a energia cinética dada por

myvy -V HIYA LR ERS
S L K (D.12)

e U a energia potencial de Weber dada por

K 7l
Us —(1 - -2). D.13
1'12( 2(:2) ( )
Assim
dEr K I, riafi
T = M8 -V -+ PigAg -V — 1'_:1“2(1 - ﬁ ot T) (Dil"l)

Sabendo que 13 = 13 - V}2 € levando em consideracdo a segunda e terceira
leis de Newton e a relagdo D.1 vem :

—— =Fy - (vi —vz) — Fa - (Vi — V2), (D.15)
portanto

=T _p. (D.16)
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Este resultado também pode ser facilmente generalizado para um nimero
qualquer de corpos interagindo através de forcas de Weber e de forgas de
outro tipo (gravitacionais, eldsticas, etc) desde que elas satisfacam a terceira
lei de Newton na forma forte e também possam ser derivadas de uma energia
potencial {dependente ou n3o da velocidade).
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