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Resumo

Na primeira parte deste  trabalho estudamos a
ambigiiidade entre duas definicSes da Energia do Vdcuo, a saber, a
Soma das Energias de Ponto Zerc e o minimo do Potencial Efetivo,
primeiramente estudada por Eric Myers [17]. Denominamos ‘esta
diferenca de Anomalia de Ponto-Zero (ZPA) e mostramos que para um
campo real escalar massivo e auto-interagente, na geomelria das
placas paralela de Casimir, a ZPA é indetectdvel, via Forgas de
Casimir. Além disso, apresentamos possivelis generalizagges da ZPA
e mostramos que, em condicSes muiito gerals, a ZPA Rencormalizada &
nila e o Polencial Efelivo e a Soma das Energias de Ponto-Zero
Renormalizados coinciden.

Na segunda parte do ‘trabalho ndés generalizamos e
melhoramos a Regularizaczo de Zel’dovich da Densidade de Energia e
Pressao do Vécuo. Para fazermos isto nés reinterpretamos suas
somas divergentes associadas. Também introduzimos um pardmetro de
escala de massa m para sanar uma - inconsisténcia de

dimensionalidade. Observamos que a Energia e Pressao do Vécuo sao

dependentes da escala mas a Equaggo de Estado € = -P nao o €.



ABSTRACT

In the first part of this work we study the ambiguity
between two definitions of vacuum energy, namely, the energy of
Zero-Point fields and the minimum of the Effective Potential,
first devised by Eric Myers (17]. We name their difference
Zero-Point Anomaly (ZPA). We show that for a massive and
Interacting real scalar fleld in the geometry of Casimir plates
the ZPA is undetectable via basimir Forces., Further, we point out
possible generalizations of ZPA and show. that under very general
conditions the Renormalized 2ZPA vanishes and the Renormalized
Effective Potential and Zero~Point Energy coincide.

In the second part of this work we generalize and
improve Zel’dovich's Regularization of the Vacuum Energy Density
and Pressure. In order to do t-h’is. we reinterpret their divergent
sums. We Introduce also a scaling mass parameter ln‘ In order to.
solve a dimensional inconsistency. It turns out that Vacuum Energy
and Pressure are scale-dependent but the State Equation € = -P is

not.
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CAPITULO | - INTRODUGAO

Este trabalho nasceu com o objetivo de se compreender
com maior profundlidade ¢ vacuo qua?.mtiqo._. Cqm este objetivo
estudamos dois aspectos diferentes do vacuo: a equivaléncia entre
o minimo do_Potencial Efetivo e a Soma das Energlias de Ponto Zero,
primeiramente proposta por Eric Myers [17] e a equagdo de estado
g = -P, onde € é a Densidade de Energia do Vacuo e P a_Prgsséo
do Vacuo, derivada da Teoria Quantica de Campos, primeiramente

por Zel’dovich [26].

A motivagdc para a realizaglo da primelra parte deste
trabalho, a eQuivaléncia entre o minimo do Potenclial Efetivo e a
Soma das Engrgias_de Ponto Zero, fol dada por um artigo escrito
por Eric Myers [17]). Sabemos que os efeitos da energia do vacuo
séo Iimportantes em problemas tais como : Quebra Esponténea de
Simetria [13], a compactificacdio das dimensdes extras em Teorlas
de Kaluza-Klein [38], a auséncia de uma Constante Cosmoldglca
[39}. Efelto Casimir em dlversas geometrias [18-22, 40-44],
flutuagSes do vacuo causadas por um "background field" _(por
exemplo: gravidade) [45-51], e em "Bag Models" da QCD {52-54]. Em
tais prqblemas_ é comum o uso de métodos fqnqionais da Teoria
Quéntica de Campos para se obter a Energia do Vacuo como ¢ minimo

do Potencial Efetivo. Infélizmente, na abordagem de métodos



-funcionalils, a interpretagdo intuitiva usual da Energia do Vacuo
como Soma das Energias. de - Ponto Zero & obscura, dal entdo o _
interesse de se demonstrar a equivaléncia do minimo do Potencial
Efetivo e a Soma das Energias de Ponto Zero.

Foi mostrado por Myers [17] e também por Blau et all
[25] que para o Efeito Casimir usual, isto &, um campo real
escalar de massa nula, o minimo do Potencial Efetivo é idéntico a
Soma das Energias de Ponto Zero. Porém, ¢ sugerido por eles que,
no caso de um campo real massivo e/ou sujeito a Iinteragdo, o
"minimo do Potencial Efetivo néo seja idéntico a Soma das Energias
de Ponto Zero, pols, segundo Myers, esta diferenga entre as duas
energias vem da dependéncia de escala do sistema, ou melhor, é
induzida pela renormalizagdo da agdc quadratica sob uma
transformagio de escala. Ent8o, segulndo a sugestdio dos autores
acima,realizamos, no capitule III deste trabalho, o calculo
explicito do Efeito Casimir, em uma geometria de placas paralelas,
para um campo real com uma auto-interagdo que pode incluir termo
de massa. Nosso malor objetivo era sabermos se a energia observada
é devida ao minimo do Potencial Efetivo ou & Soma das Energlas de
Ponto Zero, ou seja, sabermos se esta diferenga, que chamamos de
Anomalia de Ponto Zero, poderia ser observada.

O resultado encontrado nos motivou a generalizarmos a
definigdo da Anomalia de Ponto Zero e estudarmos qual sua origem e
implicag¢fes fisicas, como ser ou ndo observavel no caso mals geral

possivel. E disto que tratamos no capitulo IV..



A motivacgdo para a realizagio da segunda parte deste
trabalho foi dada por um artigo escrito por Zel’'dovich [26]. Em
seu.. artigo Zel’dovich defende a  tese de que a Constante
Cosmolégica ndo deve ser assumlda come nula. Ele considera o vacuo
como um meio de extensdo infinita ao qual deve ser associado um
tensor de energia-momento e ndo um vetor de enefgia-momento. Com
isto, primeiro usando invariancia relatlvistica, ele mostra que,
macroscopicamente, o vacuo fisico pode ser considerado um fluido
perfeito com uma equagio de estado dada por: & = -P; depois,
usando Teoria Quantica de Campos e o fato de que a densidade de
energia e pressédo do vacuo sdc dadas pelas componentes Too e T11
do tensor de energia-momento, respectivamente, ele mostra a
validade da mesma equagio de estado.

Para reallizar esta demonstragio, no ambitc da Teoria
de Campos, Zel’dovich (vela apéndice VII da referéncia [26]) faz
uma Regularlzagéio do tipo Pauli-Villars e assume um numero
infinito, continuo e n#o degenerado na massa dos campos presentes.

Na nossa proposta ndés generalizamos no capitulo V a
Regularizacio de Zel’'dovich de forma a podermos ter um numero
qualquer de campos, degenerados ou n&q na massa. Mostramos que
suas condigBes de renormalizagd8oc podem ser enfraquecidas e

finalmente mostramos como a introdugdo de um parametro de escala

de massa torna as expresstes obtidas consistentes.



Apresentamos  no.-.capitule II  um - breve resumo de
Métodos Funcicnais em Teoria Qudntica de Campos, com vistas ao
entendimento do Potencial Efetivo que é& um dos objetos basicos
usados no Capitulo III e capitule IV e também para tornar este
trabalho auto-suficiente para o leitor que nio esta acostumado

com estes métodos.
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CaPiTULO |l - METODOS FUNCIONAIS EM TEORIA QUANTICA DE CAMPOS.

"I1.1. - Introducac

Uma teoria de campos quantizada pode ser definida a
partir do chamade Funcional Gerador das FungBes de Green, também
conhecido como Amplitude de Persisténcia do Vicuo sob a influéncia

de fontes de campos externos.

Este ‘"approach" usa o conceito de 1ntégrais de
trajetoéria, originalmente Introduzido por Feynman, que mostrou que
o formalismo de integrais de trajetéria podia ser visto como uma
alternativa =aos formallsmos tradicionals de Helsenberg e
Schrddinger da mecédnica quéntica [5,9].

Na secfio 11.2. usaremos um método perturbativo [3,8]
para encontrarmos a soluglio da egquacio de Dyson-Schwinger, ou
seja, faremos uma expansfio em série de poténcias na constante de
acoplamento A. A solugdo da équaqaq de_Dyscn~Schwinger; que & o
funcional: gerador das fungdes de Green, pode ser escrita=como-uma
expanséo funcional: das fungdes- de Green de n-pontos. Entdc, na
verdade, o que teremos é primelro uma expanséc em fungdes de Green
de n-pontos e cada funglo de Green de n-pontos. (graflcamente
representada pelo propagador cheio) -sendo expandida em poténcias

de A [4].



Na secgfdio I1.3. usaremes um méitodo ndc perturbativo
[3,8]. Através de uma transformagdo funcional de Legendre
encontraremos o fundional gerador das fungdes 1PI, que sera
posterlormente expandide em poténcias de h. Tal funcional é
chamado de Acég_Efetiva,.pois ele contém, além da Agdo Classica,
todas as corregdes quanticas. Uma expansio alternativa do
funcional gerador das fungdes 1Pl nos f{fornecerid o Potencial
Efetivo com o qual obteremos a densidade de energia do vacuo. Tal
como @ Acgdo Efetiva, o Potencial Efetivo contém, além do Potencial

Classico, todas as correcgdes quanticas.

Este capitulo &€ uma revisio de métodos funcionals em
teoria quantica de campos, e fol incluido por motivo de clareza e

também para fixar a notacgdo dos objetos matemédticos necessarios.

II.2. - Fungoes de Green em termos de Integrais de trajetéria.

Considere a densidade lagrangiana de um campo real
escalar neutro ¢(x), num espago-tempo de Minkowski N-dimensional
M, com uma auto-interagdo dada por aV(¢), onde Vig) €& um

polinémio local em ¢

= 19 ogte - Ln2g2 -
g = 2§p¢a $ - ng ?«V(oﬁ).‘ | (1)



A agdo classica é dada por
S = de[%3p¢6p¢ - 1n%® - AV{¢)]. (2)

A Amplitude de Persisténcia do Vicuo é definida pelo

funcional {4]
zlJ] = %ID¢ exp{ifdx[%8u¢3u¢ - m%® - AV(¢)-+-J¢]}- (3)

Dp = Tdp € o elemento de

com J & J(x) sendo uma fonte externa,

volume no espago de campos e N uma constante de normalizagdo tal

que [7)

zlo] = 1. (4)

Z[J] é o funcional gerador das func¢des de Green que

sfio os coeficientes da expansfo funcional [4]

Z2l1] = (i) del... dan(xll..fJ(xn)Gn(xl...xn). (5)

n!
n=0

Dito de outra forma: do funcional gerador Z2Z[J],

equagiio (5), extraimos as fungdes de Green de n-pontos

{n)
PR St t)
G (x...x) = GV e y——5T 7| (6)
1 n |J=0

‘a1



- Prova-se [1,5-7] que Gh{xt,...,xn) nada mais é que o
valor esperado no vacuo do produto cronolégico de n-operadores de

campo, isto é

BJ(XI)...BJ(Xn) J=0

= (i)n<0|T¢(x1)...¢(xn]|0>. (7)

Pela prépria forma da expressfio (7) a fungido de Green
Gn(xi,....xn) é¢ também conhecida como Amplitude de Transiglo

Vadcuo-Vacuo ou ainda Amplitude de Persisténcia do Vdcuo [16].

Seguindo um método devido a Symanzik [2,3] é possivel

mostrar que o funcional gerador Z[J] satisfaz a equacfico formal
[(o + n®)(-18/83(x)) + AV’ (-18/8J(x))]Z[J] = J(x)2[J]  (8)
onde temos a identificagéo

—1§_ = ¢

. (9)
3] °op

0 subscrito na equagio (9) indica que ¢ & visto como

op
operador. A equacghdo (8) é a chamada equagBo de DYSON-SCHWINGER
para o funclonal gerador Z[J] [3], induzida pelo principio da agdo

cladssica e pelas relagdes de comutacio a tempos iguais.

A presenga do termo AV(¢), para V{(¢) sendo um

polinémio de ordem malor que 2, significa que temos auto-interagéo

8



e .em geral ndo podemos calcular Z[J] diretamente, ou seja,
encontrar a solugio da equag8o de DYSON~SCHWINGER (equagdo (8)).

Mas, se A é& pequeno podemos contornar ¢ problema encontrando uma
solugdo perturbativa em poténcias de A.
Em A=0, na verdade, estamos tratando com um campo

livre, polis a auto-interagfio é nula. A equagdo a ser satisfeita é

entéo

(o + mal[-iazo] = Jz 1], (10)
a8J

que ¢ induzida pela equag8o ndc homogénea de Klein-Gordon
(@ + n*)plx) = J. (11) .

0 funcional gerador (3) é escrito, neste caso, como
z 1J] = %JD¢ exp{;j&x[%a“¢a”¢ - gﬁé¢2 + J¢]}. (12)

Realizando uma integracio por partes da integral em dx

na equacgio (12), e fazendo agora a substituigio [4,11]
¢(x) = ¢(x) - Jdx'D(x - x'JJ(x") (13)

onde ¢(x) é& solugio da equagio homogénea de Klein-Gordon e com

9.



D(x-x') satisfazendo
(o + n®)D(x—x') = 3(x~x'), (14)
e usando o propagador de Feynman definido como
AF(x*x’) = ib{x-x"), (15)
teremos
ZO[J] = ZOIO]exp{-%Iaxldsz(xl)Ar(xl- xa)J(xz)}. (16)

Finalmente, usando a condicdo de normalizacio (4) obtemos 20[0]=1

e entdo
: i
ZO[J] = exp{-2 dxldsz(xl)AF(xi- x2)J(x2)}. (17)

A expans&b da exponencial na equabﬁo (17) pode ser

representada diagramaticamente como na figura—l {3,11].

X X
_ 1 1 1JK X 11
ZOEJ] =1+ 2% X+ 3 2% x * 3!§ § *

Flgura-1

A aplicagBo da equagdo (6) na equacdo (17) gera as

funcdes de Green de n-pontos, para ordem A=0 (campo livre). Por

10



exemplo as de ordem 2 e 4 sio dadas por :

Y - -
Gz(xx'xz) = AF(x1 xz), (18a)
0 . — — — . f— —
G4(x1,xz,x3,x4) =-[ AF(x1 x )8 (x - %)+ Ap(x1 xa)AF(x2 x,) +
+ Bk - x )8 (x - x)]. (18b)

As equagbes (18) também podem ser representadas

diagramaticamente como na flgura-2 [4].

0 =
Gz(x1'xz) =

N

.
1

L] - - L] L] L ]
0 - 1 2 1 3 1 4
G (X1 'x2’><3’>(4) = ., . + . . + . .
3 4 2 4 2 3

Figura-2

Note que as fungdes de Green com nuimeros impares de
pontos s8o nulas .(por causa do J° da equagio (17)). Podemos
identificar AF(X1— xz) como o propagador de um sinal de x, para
X, ds sinals gue ele. propaga sdo estados de particulas e

anti-particulas simples, uma vez que eles (os sinais) s3o solugdes

da equagdo homogénea de Klein-Gordon (4]
(o + m2le(x) = O. (19)

‘Voltemos ao funcional gerador Z[{J] dado pela equagio

(3). Este podé:ser escrito usando a equagio (9) imediatamente como

11



ZLJ) = %JD¢exp{—iAdeV{-16/6J)}exp{ildx[%6“¢3”¢._ %m2¢2+J¢]}.(201

Com um pouco de &lgebra, prova-se gue este funcional

pode ser escrito na forma

2[J] = exp{-anxV(-ia/eSJ)}%Jwexp{ijdx'[iap¢a”¢ - -;-m2¢2_+.1¢]}. (21)

A integral em D¢ agora reduz-se ac conhecido gerador

livre ZOEJ] dado pela equaglo (12). Dai podemos escrever

zlJl = exp{*lh[de(*i&/&J)}Zo[J]. (22)

que é soluglio da equaglo (8) (veja apéndice-II.A.).

Fazendo-se a expansfio em série da exponencial, obtemos

o0
- n " i
20J1=) (-1d) [Idgv(*ia/aJ)] exp{-zfdgldsz(xl)AF(xi—xa)J(xz)}.

n=0

(23)

Esta expansdo em série de poténclias de A, combinadas
com a expressdo (6) das fungdes de Green, corresponde a expansio
perturbativa de Feynman~Dyson da teorla, ou seja, & expansdo em
termoé de diagramas de Feynman, e permite 6ﬁter imediatamente as

"regras de Feynman a eles associados.

12



Os diagramas de Feynman assim obtidos s&o chamados
conexos e desconexos. Fisicamente, diagramas desconexos
representam processos independentes, tais como processos fisicos

nio relacionados em diferentes regides do espago-tempo [9].

Para obtermos apenas diagramas conexos definimos um

novo funcional gerador W{J] [3-6,12] pela equacio
Z[J] = exp(iuW[J]). (24a)
No espago-tempo euclidiano esta relagédo se torna
ZE[J] = exp(-WE[J]). _ (24b)

Em analogia com a equagiio (6), as fungdes de Green
conexas (Gz(xl,....xn)) s8o dadas pelas derivadas funcionais de

WiJ] com relagdo a J(x)

8"W([J]

dJ(x )...87J(x ) ) (25)
"1 _:n

J=0

GElx,yen o)X ) = (-1)"1

A equacdc de DYSON-SCHWINGER para fungdes de Green

conexas ¢ agora [3]

exp{"iw[J]}[(u + m2)(-18/81) + AV‘(—ia/aJ)]exp{iW[J]} = J(x). (26)

13



Uma outra maneira de se encontrar os diagramas de
Feynman & usando ¢ método de "Saddle Point", o que corresponde a

uma expansfo assintética em poténcias de h [4].

0 integrando na equagdo (3} é oscilatério e assim a
integral de trajetéria nio é bem definida. Para resolver este
problema existem duas maneliras: adicionando-se um fator
convergente exp{-h@fe¢2dx}, com €>0 ou fazendo-se uma continuaciio
analitica para o espago-tempo euclidiano, através de uma rotacgio

de Wick (veja apéndice-II1.B.).

Realizando a rotacdo de Wick, o funcional gerador

(3) escreve-se no espaco-tempo euclidiano, como
2 [J] = NEID¢ exp{-s 6,31} , (27)

onde NE é uma constante de normalizacgiio e SE[¢,J] é a aglo

classica no eépaqo—tempo euclidianc dada por
= ldx|15 #3 1,242 -
SE[¢.J] de[23u¢au? +om ¢ + AV{(g) J¢]. (28)

Agora expandimos a agdo em torno do campo ¢0,

definido como ponto estacionario. de SE , ou seja,

14



: _ _ 3S_ .
_ _ e
SE[¢,J] = SE{¢0,J] + del nm——6¢(x1)(¢(x)—¢éx1}) +

825 . .
-2 % -
+ J&xidxz 3 x1)6¢{x2)(¢(x)—¢3x1])(¢(x)—¢éx2)) + ..., (29)

onde © campo ¢°, sendo ponto estaclonarlo de SE, satisfaz a

equaqio”
=0 . (30)

Das equag@es (28) e (30) é facil ver que ¢, obedece a

equacglo classica de movimento com o termo de fonte
— - 2 ) N _
8,8,8,% Wbt AV ($) = J. ) (31)

Com a expansfo funclonal (29) de SE[¢,J] e a equacglo

(30) o funciocnal gerador (27) fical

ZE{JI = NEexp{—SE[¢°,J}}x

| 8°s_ .
;JD¢€XP{—%[dX1dX2 W(Mx)—ﬂ&x”) (¢(X)"¢3X2))}. (32)

~

Sempre que nao causai‘ duvidas, delxaremos de colocar a barra que

indica Qsﬁaqo-tehpo euclidiano.

15



A segunda. variacgfo da agio é dada por

848 +m + AV“(¢O)]5(x1—x2}. (33)

8°s
E
[ pp

6¢(x1)6¢{x2).

Calculando-se a integral gaussiana em ¢ na equagdo

(32) e usando a idéntidade para operadoreé
detM = exp{trinM}, (34)
temos

=N ? . _1 _ 2 "
ZE[J] —NEexp{ SE[¢0,J] ztrln[ 6“6“+m +AV (¢0)]}. (35a)

Comparando a equagdo (35a) com a equagdo (24b), vemos

que, a menos da constante de normalizagio, temos
= 1 - 2 t
W_J] S l¢,,J1 + 2trln[ 8p8p+m +AV (¢0)]. (35b)

. 0 primeiro termo SE[¢O,J] did a contrlbuigdo classica
para as funqées de Green (O(ho)). o0 que corresponde a diagramas em
drvore. O proximo termo fornece a primeira corregdo quantica para
as fungdes de Green (O(h)), o que corresponde a diagramas em um
"loop". Se na equacghdo (35) incluissemos derivadas variacionais de
malor ordem de SE[¢.J], teriamos as proximas corre¢6es e

poténcias de h.
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Deve - ficar claro que. ¢6, sende solucgdo da equacgio
(31), & um funcional de J. Note que se V'# O, ¢0 obedece a uma
equagio néo"iinear. Novamente uma maneira de se resolver este
problema é usando Teoria de Perturbacdo, realizando uma - expansio
ao - redor de A=0. Com  isto notamos qué na verdade temos uma
expansdo em ordens de A, que correspondem ac numerc de vértices
dos diagramas; e em ordens de h, que correspondem ao numero de

"loops".

II.3. - Aq;o e Potencial Efetivos

Apés termos encontrado o funcional gerador Z2[J] das
fungdes de Green desconexas e W[J] das conexas, vamos, finalmente,
encontrar o funclonal gerador das fung®des de Green irredutiveis de
uma particula (1PI), algumas. vezes chamado Fungdo Vértice [12].
Diremos que um diagrama é 1PI se ele ndo é.separado em duas partes
ao cortarmos qualquer um dos propagadores simples do campo ¢. E
claro que qualquer diagrama conexo pode ser obtldo unindo-se por

propagadores simples do campo ¢ os seus constituintes 1PI [3].

0 valor esperado no vacuo do campo na presenga de uma

fonte externa J(x) é definido por (3,5 e 12]

o sWLJl
qbéx) = 360" (36)
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que é também chamado Campo Cléssico.

Note que o valor esperado no .vacuo do éampo quantico
¢, é dado por <Ol¢lO> = #, que é. uma constante devido a
invariancia de translacic do vacuo. O valor esperado do vacuo, 5,
é o limite de ¢£x) quando J -» 0, e portanto, neste caso ¢c é uma

constante [3,5], isto é,
¢ = ¢c(x) 120" : L (37)

0 funcional gerador r[¢c] das fungles de Green
irredutiveis de uma particula (1PI) é definido através de uma

transformagiio funcional de Legendre de W[J] [3,5 e 12]

Tl ] = WIJI - Ide(x)¢c(x). (38)

Nés podemos expandir F[¢c] em poténcias de ¢§x) como

segue:

o
_ 1
F[¢c] = E:;;Iﬁxl...dxn¢£xl).,.¢éxn)F£xl...xn). (39)

n=0

Uma vez que a expanséo (39) é de caracter altamente
ndo local, noés podemos expandir, alternativamente, F[¢c] em
poténcias das derivadas de ¢c ( que é expandir cada campo em (39}

ao redor de um ponto comum X, © qual escrevemos como x) [3].

18



Temos entéo :
= _ 1 '
ri¢_1 = Idx[ Ulg ) + 2Z(¢c)6“¢ca ¢+ ...], (40)

onde veremos adiante que o prim€iro termo U(¢c) é¢ a generalizagdo

do potencial classico e é conhecido como Potencial Efetivo.
Podemos isolar'Uf¢c), colocand0'¢gx) = p = constante.
Com esta escolha, todos' os terimos da equacio (40) serdo nulos,
exceto o primeiro (3,5], e assim
Tlpl = - QU(p), (41)

onde € é o volume do espago-tempo,

Tomando—-se as transformadas de Fourler

- Egk) = I&x¢£x}exp{ikx} (42a)
e
ngi,...,kn)a(k1+..Lfkn) =
= Iﬁxi...dxnrgxl,;..,xn)exp{i(k1x1+...+knxn)}, (42b)

— 0 _
Tipl = Q gTrgo,...,o); (43)
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e comparando com a equacido (41), obtemos
nN
Ulp) = - i P F(0,...,0). (44)
n! n

A expansio aclima corresponde a uma expansio das
fungdes vértices ao redor de momentos Zero, o gue
diagramaticamente corresponde a graficos sem propagadores

externos ("sem pernas").

A expansiio em "loop" de WE[J] pode ser obtida usando a

equagidc (35b)
= - = - -1 - 2 "
2,13 = exp{-¥_[J]} exp{ s_[g,, ) 2n—ln[ 8,84 n° + AV ‘%’]}'
(45)

No espago-tempo euclidiane o campo classico ¢c(x),

dado pela equaclio (36}, fica

_ W_[J]
¢£x) = - —. (46)
8J(x)
Da definigdo (46) e do resultado (45) temos [12]
SSE[¢0,J]
¢£X}._= ." '-'--"—-gj———-—-“ + O(h). (47)
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e agora usando a equagdo (28), vemos que
¢£x) = ¢0 + O(h), (48)

o que mostra que, na aproximagdo em arvore, ¢ = ¢O [5].
[+ .

Da equacdo (38) temos (vela apéndice-I1I.C.)

6F[¢c1
6¢c = -J(x), : (49)
ainda no limite
lim ¢ = ¢o (50)
hyo °©

e no casoc J—0, ¢c = ¢ (equaglo (37)), e, portanto, FE[¢c] pode
ser interpretado como a agfio classica mais corregoes quanticas,

sendo por esse motlvo chamada Acdo Efetliva [3].

Agora, da mesma forma que usamos a expansdio em h

("loop") para WE[J] (equaqéo (45)), fazemos a expansido de FE[¢C]

na forma2
FE[¢c] = FE[¢c] + hFE[¢c] + ... (51)
Para verificar que a expans;o em poténcias de hi corresponde a

expans;o em "loop" veja apéndice-I1I.D..
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o termo I' [¢ | é a agdo classica
[+

Como j& vimos
' 0

rle] = sgleJ1 + IJ¢c§x.l (52)

0

Para calcularmos ¢ termo FE[¢c] em O(h), escrevemos
1

(53)

com

¢1 ~ O0(h). (54)

Agora expandimos SE[¢G,J] em torno de ¢

a5 [¢ J]

_ 2
s.(¢ .71 = s (9, J] + de—w[¢ ) + O(h"), (55)

3s_l¢,.J]
SE[¢O,J] = SE[¢C,J] + [dx——mm——T——¢ (x). (56)
Da equaglo (28) temos

8s_[¢_,J] -
E o0 -'Idy Jty) Slx-y) = - J(x). (57)

3(%)

Substituindo a equacio (57) na equagBo (56) e depois o

resultado na expansdo de WE[J] {equacdo (35b)) temos
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AEEENUREE jdx Jx) 6 (x) +
+ llndetjdx[ma a +m + hV"(¢)]. : (58)
2 H K =
Da equag3o (35b) temos que o funclonal gerador das

fungdes 1PI, obtido pela transformagfio funcional de Legendre de

W[J], no espago-tempo euclidiano é dado por
rig 1 =Wl + Ide(x)¢c(x}. (59)

Substituindo o resultado da equagdo (58) na equacgdo

(59) temos

rlg.) =s_is_J1 - Idx Jx) ¢ () +

+ %lndetjdx[-apau +me o+ AV“(¢2] + Ide(x)¢c(x). (60)

Usando a equagdo (53) podemos escrever a equaglo (60)

como

rle 1 =514 .31 + Jax J(x) ¢ (x)

1, 2 L aun : -
+ zjndetjdx[—auau +m o+ AV (¢g]. (61)

Porém, em ordem O[hO), temos ¢o = ¢E e usando a

equacdo (52) temos
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= ’ 1 - 2 "
FE[¢c] = FE£¢C] + hzlndet[dx[ Buau +m” + AV {¢2]' (62)

Para encontrarmos a expansio de U(¢g fazemos J=0,

entdo ¢c= p = constante [5] e

rlel = [V[p] + h%lndet[—anau +m o+ AV"(p)]]Q. (63)

Fazendo uma continuac8o analitica para espago-tempo

euclidiano, a equacio (41) fica
r_lel = auip). (64)
Comparandc as equagdes (63) e (64), temos
Up) = Vip) + h%lndet[—auap + AV (p)]. (65)

Portanto para ¢c = constante podemos escrever

2

= 1 - "
Ulg_) - Vig ) + halndet[ 8,8, * M+ AV (¢c)]. (66)

Como vemos U(¢c) ¢ o potenclal- cléassico V(¢c),

calculado em ¢c, mais corregdes quanticas. Por esse motivo U(¢c) é

chamado de Potenclial Efetivo.
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Se - determinarmos. ¢ = p, isto implica J(x) = J

(constante). Para tais ¢ e J a equag3o (49) torna-se

— = J. (67)

Assim, quando J—0, o a é solugdo para

& .o, (68)
2%

ou seja, é ponto estacionario de V. Se colocafmos.¢.= caﬁstahie na
hamiltoniana classica .do sistema, V(é) tprna-se a densidade de
energlé {espacial) constante do sistema.cléssico. U(g) & entéio a
generalizacéio quéntiéa de V(¢); ou sejé, a densidadé de energia do

vadcuo para a teorla quéntica de campos [3].
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; .
CaPITULO Il = ANOMALIA DE PONTO ZERO -

ITI.1. - Introdugao

H4 alguns anos atras Eric Myers [17] mostrou que a
Densidade de Energia do Vicuo calculada via Potencial Efetivo
poderia ser identificada com a Soma das Energias de Ponto Zero
(ZPE), a menos de um termoc anémalo, que:denominaremos Anomalia de
Ponto Zero (ZPA). Segundo ele, esta diferenga entre as duas
energias (ZPA), vem da dependéncia de escala do sistema, ou
melhor, € induzida pela renormalizagfo da acdo quadratica sob uma
transformaglio de escala. Isto nos leva a que para um campo livre
sem massa tal anomalia (ZPA) é nula, mas n3o quando um potencial,

que pode inclulr termos de massa e Ilnteragdes, é Incluido.

0 que fazemeos aqul é calcular a ZPA, no caso do Efeito
Casimir, para um campe escalar real com um potenclial arbiltrario
Vig). Discutimos  também a possibilidade da ZPA  ser

experimentalmente observavel.

Na segdo-IIl.2. fazemos um'pequéno resumo do calculo
para o Potenclal Efetivo em ordem h wusando a Fungio Zeta
Generalizada. Nas secgdes II1.3. e III.4. calculamos. o Potencial

Efetivo para um campo escalar real ¢(x) sujeito a um potencial
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V(¢) 'na presenga das Placgs de Casimir e quando elas s#o
removidas,'respectivamente. N;s segdes II1.5. e 111.6. calculamos
a Soma das Energias de Ponto Zero (ZPE) para”o mesme campo ¢ € nas
mesmas configuragdes, respectivamente. Na seglo 111.7. fazemos a
renormalizacéo_dg_Densidade de_Epergia do VAcuo e na segdo I11.8.

calculamos a ZPA.

I11.2. - 0 Potencial Efetivo
Vamos considerar um cambo escalar real ¢(xX) com um
potencial Vi¢). Sua acglo, no espago-tempo euclidiano de dimensdo
N¥m+1, é dada por
e |laslis 4¢313 y
SE = Idx[28“¢(x}6p¢(x) + Vc(¢(x))]. (1)
Fazendo a integracfic por partes da equacio (1), temos
= 1 2
S = Idx[ 100,00 + Vc(v.b)]. (2)

‘Por uma quest3o de comodidade retiramos o subescrito E

e as barras que indicam espaco—tempo'éuclidiano.

0 potencial efetivo em primeira ordem de h é dado pela
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equacio (2.66)1

. -
ve‘(&}) = vg&) + h——Indet 8 sie] (3)

2QH 6¢(x1)6¢(x2)
onde Qu é¢ o volume do espago-tempo.
Usando a equagiio (2) para calcularmos 625/6¢2.temos
M x) = =588 s [ 8 s @] @
1° "2 6¢(x156¢fx25 1 72 Hv c ’
Unia vez que o operador diferencial.M(xl,xz) & eliptico
por causa da continuacio analitica a um espago-tempo euclidiano,

nés podemos definir a Funcdo Zeta Generalizada CM(s) asgoclada ao

operador.ﬂ(xl.xz);como
Lyls) = 2(7‘1)-5' (5)

onde os Ai sdoc os auto-valores do operador M(xi,xalz.

— L L
Usaremos ¢ e nao ¢, uma vez que Isto nao acarretard erros, pols
c

o termo de fonte (J) é nulc e neste caso ¢ = ¢ = cte [3,5,22].
: c

Aqui consideraremos M um operador eliptico e hermitiano. Para uma
larga - classe desses operadores, principalmente em aplicaq;es

fisicas, os auto-valores s;o n;o negativos . veja referéncia [37].
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E bem conhecida a relagdo (veja apéndice - III.E.)

[4,17]
S dCM{s]
1ndet (M) = - -'—"a-—s-— 8=0" {6}
Fazendo agoré uma transformacfio de escala do operador
M, dada por

> M = ﬁ/anuz. (7)

onde p é um pardmetro de escala com unidade de massa, a relagéo

(6) fica

ch(SJ 5
Indet(M') = - -'-—&S— $=0 - 111(21!}1 )CIM(O), (8)
Finalmente wusando as equag¢des (3), (4) e (8)
escrevemos o Potenclal Efetivo como
_ _ . ch(s) 5
Ve£¢) = Vc(¢) - ﬁz—nu 45 |ls=0 + 1n(2np )CJ“(O) (9)
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III.3. - Calculo do Potencial Efetivo com Placas de Casimir

Vamos considerar o caso em que o campo ¢(x) satisfaz
as condigdes.de contorno de_Dirichlet (se anula) sobre duas placas
paralelas condutoras, colocadas a disténcia a uma da outra (Placas
de Casimir) [6,18 - 20]. A Func8o Zeta Generalizada do operador M,
com os auto-valores de_M satlsfazendo.as condigbes adima, é& dada

por

o
-8
MOE Z [1(2 + m°n°/a® + v"(a)] Q /a. (10)
(2m)™ © "

n=0 T

Para facilidade dos cdlculos ignoramos o fator Qn/a,

consliderando-¢ no final.

Usando a integral [17]

® 2 2y~ ™ °r(s-m/2) ;, 2ymr2-
I (K + &) K = ey (AT (11)

podemos escrever a equacgio (10) coﬁb

m/2 m/2-8
_n F(s-m/2) [,n,=
nm/2: F(S" ./2). m-2s ! 1.1;/2—5
+ m/2) (n n® + a®v/n . (12)
(2u)m I'is) a c
n=1
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A somatéria

(Fungdo Zeta de Epstein-Hurwitz). Nés podemos

~ 2 2]™ 1 -2 at’/? [
2::[n + C ] = -EC- v + ——E—:r—__" T(u-lfz) +
— : 20" F(u)|

<£2nnC) ,
“1/2 |

onde Kv(x) sdo as fungdes de Bessel modificadas de

+4) (mnc)™ 3

n=1

espécle, com as substituicdes

o
It

s - m'2
c? = dPy"/n?,
. c

obtemos

m/2 m/2-8
_im T{s-m/2) | . =
gyl = @]

n

(2n)™ F(s)

(m=1)s2 (m+t)/2-s
. oF F(s—;?+;)/a)[vn($)] .
2(2m)" ® €

(m-1)/2
2n 1 -
toa (2r)™ I'(s) [vc(¢)

4

] (m+1)/2-8

[zna(vn)172]

s—(m+192)

= - N1/2 s-{m+1)/2
-xZ[na(v:(¢)) ] _

n=1

31

da equagdo (12) tem a forma T(n®+c®)™

usar a férmula [21]

(13)

segunda

(14)

(15)

(16)



E de grande interesse o calculo de CA{(O), pois se

CM(O) for zero a ZPA também sera nula.3
Vamos escrever a equagdo (16) como
CM(S) = Cl(s) + Cé(S) + Ca(s),
onde cada termo Cl(s) € 6bvio, por comparagéo.

Usando as propriedades analiticas das fungdes

Bessel modificadas [(v(x), nio & dificil mostrar que §3(0)

(17)

de

= 0

(veja apéndice-III.B.). Também os limites do primeiro e do segundo

termo da equaclo (17} sfo triviais (veja apéndice-III.C.). Entéo

N AP L 0

wy (W+1) 72
2 (2m)™ ((ms1)rr2)! a{vc) ,para m impar

(0)= { _
™2 (-2

m/ 2
m (7277 )

,para m par.

(v»
2(2n) €

Da equagdc (16) calculamos chto) para os casos:

a) m impar

(18)

3

No capitulo v (General izaq;o da Anomalia de Ponto Zero)

mostrado que se (0) & zero ent;o a ZPA também é nula.
M

i
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m/ 2

£,(0) = T— T(-m2) (V™2 +
2(2m)" ¢
o [(fanw)
. 2 a(ym) ez Z -(m+1) 72
: m c wyl/s2q (m+l1})s2
(an)” - [pa(Vc) 17

{m-1)/2 (m+1) /2 v
_m (-1) wy (M+1)72 el (.. 1
((m+1)r2)1 a(vc) {1n{ 2] [1+§+"'+((m+1)/2)]}'

2(2m) 2ny
(19a)
b) m par
’ pim1)72 : (m+1)/2
CM(O) = F(-tm+1)/2)a(V")
2(2m)" €
11172
(m-1)/2 ® [Zantv::) ]
+ oF a(ym) ™72 Z -(m+1)/2
m c ' nyl/727(met) /2
(a2m) — [na(Vc) ]
2" (-1)'"/'2{\',..)1»/21 ve N PR
2z W20 e n - 2 T |
(19b)

Usando. 0s resultados das equagles (18) e (19) na

equaglo (9), encontramos o Potencial Efetivo como sendo dado por

a) para o caso m impar
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F(*m/z)(vg)

m/2 +

<[2an(v" )4

*(m+1)32

=-h =
of 2a 2(2m)"
(m-1)/2 o
- (ym) (1172 Z
(2n)m c
n=1

m ((m+1)r2)!

2 2(z2m) 2nu

(m—-1})s2 {m+1) /2 v
. hn (-1) (V:)(m+1)/2{ln[ c

1 1
2] _[1+E+"'+((m+1)/2)]}'

b) para ¢ caso m par

[na(V::' ) 1 /2] (m+1)/2

(20a)

(m+1) /2 +

<[2an(V" )1/2] |
-(m+1)52

-f u(m-l)/z
Vef = —2 '————-';" IT'(-m+1)r2) (V")
2(zn) N
{m=-1)/2 od
-5 n (V.,)(ml)/a Z
(2u)m c
n=1

um/Z (_1)m/2

h
* m (m/2)!

22 5 (2m)

[na(V:)

1/2] (m+1) /2

V||
m/2 (] - 1 1
(V:) {ln[;;§] "“[1"‘5"'. . +m]}.

(20b)

I11.4. - Calculo do Potencial Efetivo com as placas removidas

Para calcularmos o Potencial Efetivo com as placas

removidas,

vamos supor um volume igual aquele com as placas.

Os

auto-valores de M sfo agora dados por [6]
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A = K2 + m°n%/a® + v'c'(a),

e a Funcdo Zeta CGeneralizada por

1 o0

m - -5
C;(s) = J dnJ d Km [K2 + w°n%rd® + V:(a)] Qu/a.
(2n)
0 *m

Observe que agora n € uma varlavel continua.

(21)

(22)

Novamente, por uma questdo de comecdidade, lgnhoramos o

Q

fator E; até o cdalcule final quando entfc este fator serd levado

em consideracéo.

Usando a equagdo (11) encontramos

m/2 m/2~8
Cg(s) = den L C(s-n/2) [ °nra® + V:(al] . (23)

(2u)m Ir(s)

Novamente, usando a equagdo (11) temos

(m-1)/2

C;{s) = a

{m+1})/2-s
F(s=(m+1)/2) {0 =
F(s) [Ve‘¢’]

2(en)"

Com o resultado da equagdio (24) temos

apéndice~111.C.) para os casos:

35

(24)

(vela



a) m impar .

/
(-1) (m+l)} /2
((m+1)s2)1

tm-1)}/2
(25a)

6 . _ atm+1)s2
°(0) = a [V"(¢)]
M 2(2m)" ¢

b} m par

0

CM(O) = 0. (26)

Da equagdo (24) calculamos C;’(D} para os casos:

a) m impar

(m—1)s2 (m+1) 72

(-1)

112
m ((m+1)r2)!

o, __T (
CM (0) = a(VS)

2(zm)

yn )
c -1 1
x{ln[;ﬁ—‘l—z}-[l*'a"'. ..+ (m+1)/2 ]}. ) (27&)

b) m par

=1)/2
(m-1) (m+1) 72

c,?,'m) = M- tme1)/2) a(V") (27b)

2(zm)"

Usando as equacgdes (26) e (27) na equagdio (9), o

Potencial Efetivo para as placas removidas & dado para os casos:
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< 4
a) m impar

- . "

o _hn(m 1)/2(_1)(m+1)/2 o (o172 Vc . .

ver 2 m { (m+1}72)! (v In 2| 1+5+"'+(( 13720 {°
- 2(a2m) ) © 20 "

(28a)

b) m par

(m=-1)/2
m

2(am)"

(m+1)s2 (28b)

[=]
||
N o

or rM{-(m+1)r2) (Vg)

I11.5. - Calculo da Soma das Energias de Ponto Zero {(ZPE)

com as Placas de Casimir

Agora vamos calculaf as Somas das Energias de Ponto
Zero para .o campo satlsfazendo as condigdes de contorno de
Dirichlet (se anulando) sobre as Placas de Casimir. Os
auto-valores da energia de ponto zero, para cada mode de oscilagéo

séo dados por
2 22,2 - 1/2
w o= [ Ip|® + n"n’ra +_V:(¢) ] . (29)

A energia total (soma) de pbnt6 zéro é dada por

Note que para o espago tridimensio n al (m=3) este é o potencial

Coleman-Weinberg [131].
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onde a somatéria é reaiizada sobre todos os modos. Como nas
: 2 S ' > .
direg¢des perpendiculares ao eixo que une as placas os p séo

continuos, a somatéria passa a ser uma integral.

[+ ] . .
m-1,-2> - ) 172
E = f?_'- ‘[—i—mﬂl’—l [ 1B]% + w*n/a® + v (3) ] L™ (31)
(2m)™
n=0

onde LP_I sio as areas das placas?

Novamente, recorrendo a técnica da Fungdo Zeta, agora

assoclada ao operador # (Hamiltoniano), encontramos que

m
m-1,2 1/2-8
CR(S"I/Z) = Z ILlTpl [ i3|2 + n°n%/a® + V:(a) ] . (32)

— (2m)™"

Com isto a ZPE é dada por

L™ lim[ gyp(5-1/2) ] (33)
8=->0

E:E
2

5

Na verdade as placas sao hiperplanos de dimensao m-1 num espago

de dimensac m.
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- Observando a.equagido (32) vemos que esta tema mesma

forma da equagéo (10), apenas que agora a integral & feita em m-1

dimensdes. Entdo trocando s por s-1n2 é simples encontrarmos

(m+1)/2

o) = X Cis=n/2) [nzi ™"
(s-1\2) = o~ NG [Vc'{cﬁ)] +

Cx

. aﬁm/2 _F(S"(?+;)/2)[v"(a)
- (zm)™ Fis ¢

T+

](m+1)/2—s

4nm/2 1

* a(an)'" F(s-1/2)

(m+1)/2-8
] N

[vgca)

o0

_ S]5" 1) /2
xZ[na(V‘c'(tﬁ)) ud ]

n=1

[zna(v“)vz]
—(m+1/2)

(34)

Fazendo ¢ limite s — 0, encontramos para a ZPE

m/2
=hymt =®

2(21_:)"'

r(—m/z)(V:)m/Z +

{m-1)/2
m-17

2(2n)"

- !21- al. T{-(m+1)r2) (V::')(m“/2

ny1/2
(m-1)/2 |< zan(v ]
cha™ T (ym) 1) 72 Z (m+1)72

()™ c [na(V")“z] me1)72 ° (35)
1 c
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II1.6. - Calculo da Soma das Energias de Ponto.zero (ZFE)

com as placas removidas

Agora para o case sem placas, mas no mesmo volume

: Q=Lm_1a, a Soma das Energias de Ponto Zero &

0

@ m=1;3 . 1/2
=1 J dnj —C‘—;J—f—l [ 13|° + «*n/a® + v"(9) ] L™ (36)
- (2mr) '
0 ‘o

Novamente, usando a Fuhc;ﬁo Zeta Generalizada associada

ao operador hamiltoniano ¥, obtemos

'  m=1,- - 1/2-s
Q;e(s-ua) = ‘l‘ dnj —g—mj_%l- [ |'ﬁ|2 + n%/a + V:(qb) ] . (37)
(2n)
0 ‘e :

Usando a relagdo (11) para calcular as integrais em

qu]"p)| e dn, temos

m/ e

° n F{s-(m+1)/2) _ g (mel}/s2-s
- = "
Chels-172) O—— — T3] [Vc(.p)] (38)
(em)” N
Fazendo o limite s — 0, temos
' (m-1)/2
B = - " aL™"'% I{-im+1),2) (v-n)(mﬂ)/z . (39)
2 - "
2(2n)
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I11.7. - A Energia do Vacuo Renormalizada

Como sabemos, somente diferencas de energias sao
fisicamente significativas. Com base no tratamento usual do Efeito
Casimir, ja conhecido, vamos calcular a densidade de energia do
vacuo como a diferenga da densjdﬁde de energia entre as duas
conf iguraqéeé do campc no volume QH = Lm_la quando as placas
estdo colocadas a uma disténcla a uma da outra e quando elas sdo
removidas (levadas ao infinito). Nos dois casos os resultados ndo
sdo lguals, pols as placas introduzem modificagdes no espectro de

energia dos modos normais do vacuo. Estas modificagbes podem ser

medidas via forga de Casimir [19,20].

A Densidade de Energia do Vacuo calculada via

potencial efetivo & dada pela diferenga

Via) = Vv - V_, (40)
e das equagbes (20) e (28) temos entéo:
a) para m impar
h oa? /2
v (a) = 5 F(-m/2) (V)™° +
A 2(a2n) S
y1/2
(m-1)/2 |<[2an(V" ]
-h E (yn) (#1172 }:: “(m+1)/2 C (a1a)
(Zﬂ)m [ - [na(V::')UZ] (m+1)/2
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b) para m par -

w172
. L (m=1)r2 —irrz 2 | E?:?:Y?i i
Vef(a)-= ~ h w}zn)m _(V:). E:: (yr)l/2yme1)/2
7 . ' n=1 [na [~ ]
. "
h nmfz_(—lJm’z w2 Vc 1 1
" wr e . -(1+E+"'+““‘T(m/z] -

(41b)

Antes de calcularmos a energia do vacuo via Soma das
Energlas de Fonte Zero, devemos lembrar que a Scoma das Energias de
Ponto Zero n3o ¢é Densidade de Energia. Para compararmos os
resultados, calculamos a Densidade de Energia do Vacuo &(a) que é
a diferenga entre as duas confliguragdes do campo no volume QH =

1™'a, dada por

(42)

Usando as equagdes (35) e (39) na equacdo (42) temos

=h IM/Z /2
gla) = = F(-m/2) (V)™°  +
“ 2(zm)” €
"y 1/2
(m-1)/2 o | [Zan(Vc) ]
-y (ym) #1172 }E: “(m+1)72 _ (43)
(21[)“‘ c - [na(vz)l/a] {m+1)/2
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| Note que o primeiré=termo'dafequaqﬁo-(43) é divergente
para o caso m parﬂ Isto mostré. que a prescrigdo usual para o
Efeito Casimir-nfio cancela todos os péibsh'ﬁindé'observando este
termo, vemos ‘que o mesmo independe de a na energia total. Seguindo
autores co.mo Elizalde e Romeoc [21], termos independentes de a na
energia total ndo tém éigﬁificado fisico e dependem do esquema de
regularizagédo. Entfo a energia do véicuo renormalizada (fisica,
observada) lnao deve conter tals termos.

Porém, pafa continuarmos coerentes, também devemos
retirar tais termos 'de'Ver(a).- Dadas as conslderagdes acima, &
fédcil ver que a densidade- de energia do vacuo renormalizada

calculada via Potenclal Efetlvo & dada por

]

W .(a) - - pin-tise (yn) (1) /2 Z
ef m c
(2n)

{fzant)*"]
—(m+1)52

1/2q (m+1)r2°
[na(V;‘) ]

(44)

n=1

e a densidade de energia do vacuc renormalizada, calculada via

Soma das Energias de Ponto Zero, por

g%a) = - n D72 (yn) ()2 Z
(am)™ °c

<[zan(v:)"2]

~(m+1)/2
2’
[na(vn)1/2](m+l)
c

(45)

n=1
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~ TII.8. - A Anomalia de Ponto Zero (ZPA)

‘Comparandc as ‘equagbes {44) e (45) venmos que as
densidades de energia do vacuo renormalizadas sfo idénticas quando
calculadas de ambas as maneiras. Ent8oc a Anomalia de Ponto Zero

renormalizada é nula
A& =0, (46)

A retirada dos termos inversamente proporcionais a a,
com a Justicativa de ndo terem significado fisico pode parecer
obscura. Mas note que realmente tais termos ndo sfo relevantes
para o célculo da forga de Casimir por unidade de 4rea, pols esta

& dada por

= .8 E{ 48 o
Casimir 04 (-1 ® T3a aVer(aJ] . (47)
0 leitor mals atento pode levantar a questdo: " A

anomalia realmente ndo existe ou ela existe e ndo pode ser medida

via foréa de Casimir ?“.

Se entendemos a anomalia como a diferenga das
densidades de energias do vécuo 'renorméiizadAS, ‘entdo ela

realmente nﬁo.existe péra o sistema estudado.




Se, . por outro lado, entendemos . anomalia ' como a
diferenca das densidades de energia do véacuo nio renormalizadas,
ela existe para o sistema estudado. Observe, porém, que ela nio ¢
realmente relevante para o cdlculo da forga de Casimir e até mesmo

parece ndo ter significade fisico.

II1.9. - Conclusao

Neste trabalho generalizamos os resultados de Eric
Myers [16]. Mostramos que mesmo para um campo escalar real
suJelto a um potenclal V(¢), colocado em uma regifoc ndo compacta
do espago-tempo (Placas de Casimir), a anomalia ndo renormalizada
para um espago-tempo de dimensdo par independe das placas e ndo
pode ser medida (observada) via forga de Casimir. Para um
espacgo~tempo de dimensfic impar, a anomalia ndo renormalizada
depende das placas, mas esta é proporcional ao inverso da
disténcia entre as placas (@™') e assim independente de a na
densidade de energla por unidade de 4rea das placas e também nio

pode ser observada através da forga de Casimir.

Entendendo a Anomalia Renormalizada como uma . grandeza
com significado fisico, isto é, observavel, vimos que, para o
sistema estudado esta & nula e que a Anomalia Nio Renormalizada

ndo tem significado fisico.
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Ainda notamos que a Soma das Energias de Ponto Zero
nio & sempre idéntica & derivada da fungdo Zeta calculada em s=0,
(compare as equagBes (19) e (35)) como antecipa Myers [17]. Por

exemplo, entre outros, um termo logaritmico aparece na equacéo

(19) mas ndo na equagdo (35).

A propéslto, incidentalmentg ainda queremos enfatizar
que, tanto quanto & de nosso conpecimento,_o resultado aqui obtido
do calculo exato, em "1-loop”, da Energia dg Casimir para um Campo
escalar com  massa e auto-interagente ndc ¢é conhecldo na

literatura.
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/£ . L
CAPITULO |V - GENERALIZAGAO DA ANOMALIA DE PONTO ZERO

Iv.l. - Introduq;o

Neste capitulc generalizamos a definiglio de Anomalia
de Ponto Zero {(ZPA). Mostramos: que a ZPA vem dos termos
divergentes da ZPE. Baseados apenas na hipotese fisica de que a
energia observada deve ser finita, ou melhor, que sendo a energia
uma grandeza ndc absoluta, observamos apenas diferengas de energia
entre duas configurac¢®es diferentes do sistema e esta diferenga
deve ser finita para queISeja um observdvel, mostramos que a ZPA
nio pode ser observada. E claro que esta afirmativa somente e
valida no espago-tempo de Minkowski, nfo sendo valida quando
tratamos de espagos curvos, uma vez que em Teoria de Gravitagéo a

energla é uma grandeza absoluta.

Na secdo IV.Z. generali;amos a_definigﬁo da ZPA. Na
segdo Iv.3. mostramos'a dependénpia da ZPA_dos_termos divergentes
da ZPE. Na secgdo IV.4. verificamos os resultados obtidos no
capitulo anteriqr. _ Na sggﬁo CIV.S. aprgsentgmos um  caso

interéssante de um campo magnético. E na segdo IV.6. mostramos que

a ZPA ndo pode ser observada.
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" IV.2. - Calculo da Anomalia

Como sabemos, em Teoria Quantica de Campo (QFT) o

Potencial Efetivo em ordem O(h) é dado pela equacgéo (3.3)

o
o ) 8’513
ACERACE _____[W]

onde, agora, o volume do espago-tempo é

com L™ sendo o volume espacilal e T um intervalo de tempo.

Se ja M(xi.xz) a matriz da segunda varliag3oc da

S[¢] dada pela equaciio (3.4)

3°s19]

L - _ _ oM " (o
M(xi.XE? .— W —.8(}(1 Xal[ é a”av "' V (¢)],

(1)

(2)

(3)

onde realizamos uma continuagdo analitica para o espago-tempo

euclidiano, ento M(xl,xz) é um operador eliptico,

E muito conhecida a relagio (veja apéndice - III.E.

(23] )

'dQM(s)"

ds s=0 '

IndetM{x ,x_) = -
- O It
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onde qﬂ{s) é a Fungdo Zeta Generallizada associada ao operador M,

dada por
Culs) =) A%, (5)
com os hi sendo os auto-valores de M(xi,xa).

Das equagdes (1) e (4) podemos escrever

(6)

_ _ ) dg (s}
V() = VF{¢} - hsﬁ; 5| o

Os auto-valores de .M(xi,le dados pela equagdo (3)

podem ser escrltos como
A =w +h , (7)
onde hl representa os auto-valores do operador hamiltoniano ¥.

A Fungdio 2Zeta Generalizada assoclada - ao operador

M{xi.xz) com os auto-valores dados pela equagdo (7) & dada porl

Para o caso de os auto-valores h serem continuos, . a somatéria
i
deve ser trocada por uma integral. Também nac se deve esquecer de

incluir o elemento de volume.
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| _ |dw 2 —s '
_CM(S} = | w o+ h1 T. (8)

Se os auto-valores hl independem de w, podemos usar a

relagio (3.11)

o

2 2 )"° ™ °ris-mr2] mz-
(00 ) -lema) e
=00 .

e reallzando a integral em dw, obtemos como resultado

2172 1/2~s
F[s 172] E:: [ ] . (10)
i

q (s) =

:a|-a

Usando a equagiio (5), vemos que a Fungdo Zeta

Generalizada CR(S-I/Z) assoclada ao operador K é dada por

1/2-8
CR(s-1/g) = Z [ hi ] . : (11)

i

As equaqéés (10) e (11) nos d3o a importante relagdo

entre as duas Funcdes Zeta

'1'“F[s-1/2]
2\/&-‘ F[S]

gyls) = QR(S~LQ)T. o (12)

Por outro lado, sabemos que a Den31dade da Soma das

Energias de Ponto Zero (ZPE) & dada por |

S0



AT

Entdo a ZPE é dada por
€ =" 1im e, (s-12) (14)
T 830 H E

Para calcularmos o VB}E) devemos encontrar Cﬁ(ﬂ). Da

equagio (12) temos

ZV;" Y(s-1/2) E%%E%iil C}e(s-1/z)T +

Qh(s) =

1 V¥[s] _ . _ 1 F[s 1/2] _
ﬁ TsT Fls-172] g,(s-1/2)T + = TTs) Gqls-1/2)T,  (15)

e entdo

. Ly(0) = ~Lim {cu{s-u'a)} +

i . Ils-1r2]
+ lim ¥(s-1/2) G,,(s-1/2)T +
58 {zﬁ“_ - TlsT — °%
1 Tlis-1s2) ., _
+ = Ts] Cﬂ(g hq)j } . {16)

Substituindo a equagdo (16) na equaglo (&) temos
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- o s o)

_h . 1 _ [[s-1/2] _
— éi@ { ¥(s-1s2) T c}e(s 172) +

2L 2va
+ 1 Fls-1s2] C’(s-;/2]  | (17)

Comparando as equag¢®es (17) e (14) vemos que

- h , 1 I'is-1,2]
Vi) = & - —— linm Y{s-1/2) T g ,(s-12) +
el( 2Lm 550 { 2 ,r—n'l . - T'ls H
1 TIis-1rs2]
+ ¢l {s-1/2) }. (18)
v sl H }

A equacio (18) mostra que o Potencial Efetivo pode n#o
ser ldéntico a ZPE, tendo um termo adicional, o qual denominamos

de Anomalia de Ponto Zero (ZPA).

A ZPA é dada entdo por

- h 1 FEis-1,2]
A = - — lim ¥(s~1/2) &, (s-1s2) +
o™ s_io { WA ]"IS| F 4
1 Tlis-1s2] .,
+ = FTs] CHFS 1r2) }. {19)

E, finalmente, wusando .as equacdes  (18) e (19)

escrevemos

v }5)' = £ + A. (20}
e _
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IV.3. - A Dependéncia da ZPA e do parametiro de escala

- dos Termos Divergentes da ZPE

Sabemos que como CM(S) € analitica em s=0 [15,23,25],
entdo cM{O) € sempre finita. Observando a equa¢5o (12), podemos

notar a ocorréncia de dois casos.
No primeliro caso CR(s—hQ) ¢ analitica em s=0, entio

e;“(-m') & finita (21)

e ainda
Cﬁ(-uq) € flnita também. . (22)

Portanto, usando as relagées (21) e (22) na equagdo

(19), temos que a ZPA é nula
A=0. (23)

No segundo caso CR(s—u?) nio é analitica em s=0, e

entdio (apdés o processo de regularizacéo)
'CRbeqj = (fefmos finltos) + (termos'divergentes}. (24)
Més, pelo fato de CM(S) ser sempre analitica em s=0, a
estrutura de pbélos dos termos divergentes deve ser a mesma de I'[s]

em s=0. Assim podemos escrever
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g(sm2) = Cls) ¢ Tls] B(s), (25)

onde C{s) e B(s) sdo fungdes analiticas em s=0.

Para verificar que realmente a estrutura de pdlos de

C“(S-LQ) é a mesma de I'[s] basta escrevermos a equagdo (12) como

. 2/ g, (s) _ |
cR(S-I/ZJ = m Iis]. (26)

Uma vez que QM(S} é analitica em s=0, podemos escrever

CR(s-va) = gi(s)l'[sl], (27
onde
2VEﬂcM(s)
gls) = Fls-17 31T a (28)

¢ uma fungdo analitica em s=0.
A equagdo (27) mostra, entdo, que realmente a

estrutura de pélos da funcéo GR(S-hQJ ¢ a mesma de I'(s) [25].

Agora usando a equagdo (25) na equaglo (19) temos.
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A = ;E;-égg { ¥(s-1/2) %%g% + P(s-1/2)B(S) +
+ Tls] 3 B(S) + B'(s) } (29)

A= D {'«If(-uz)B(O) . B’(O)} - 1im {r[slB(S)}. (30)
2Lm 2Lm g=0

A equagiio (30) mostra que a ZPA nio depende dos termos
finitos da ZPE, mas apénas dos termos divergentes. Ainda usando as

equagdes (25) e (30) na equagio (18) temos

v (9) = ey o+ -h—mg@ {l“[s]B(s)} +

2L" 2L
h , h
+ — {W(—ifz)B(O) + B (0)} - ——;.gig {F[s]B(S)}. (31)
2L 2L
- h - h .
v £¢) = — C(0) + — {@{—1/2)3(0) + B (0)}, (32)
° 2L" 21"
V.,Sa) =&+ A, (33)

com A sendo a parte finita da ZPA e £ a parte finita da ZPE.

Da equacdo (31) vemos gque a parte divergente da ZPE ¢é
exatamente cancelada com a parte divergente da ZPA, fornecendo a
convergéncia necessaria para o Potencial Efetivo, quando calculado

usando-se a Fungdo Zeta Generalizada.
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Vamos agora realizar uma transformagio de escala do

operador M-
Mo N = Memp®, (34)

onde 4 &€ um parimetro de escala com unidade de massa.
Com a transformagfio de escala (34) o Potenclal Efetivo

dado pela equagio (6) fica (veja apéndice III.E.)

dcﬂ(s)

o L ]
ORI i IR R LC LU B

Note que, se CR(S-1/2) @ analitica em s=0, da equagio

{12) temos

CM(O) =0, {36)

E, portahto. neste caso n3o ha dependéncia de ¥ no

Potencial Efetivo.

No segundo caso, em queé Cﬂ(s—'wz) ndo é analitica em

s=0, temos que

g, (0) = - BOIT. (37)
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- As equagtes (36) e (37) mostram que a dependéncia no
Potencial Efetivo de um pardmetro de escala p estd relacionada a

parte divergente da ZPE.

Do fato da ZPA e do parametiro de escala p dependerem
apenas da parte divergente da ZPE, esperamos que a ZPA e p nio
tenham significado fislico, ou seja, ndoc devam ser observavels,

e fazem apenas parte de um esquema matematico.

Iv.4, - Verificaq;o dos resultados obtidos no Capitulo - III

Nesta segdo calculamos a ZPA para o «caso do
Capitulo - III diretamente do resultado fornecido pela equacgio
(30).

Da equagdo (3.34} vemos que quando a dimensfo m do
espago € fimpar, apenas o segundo termo ¢é divergente, e entéo

escrevemos

m/2

_ an I'ls] 1
B(s)T([s] = (zm)" (s-1). .. (s=m11/2) Tls-1/2]

_ y (m+1)r2-8
o)

(38)

Da equagio {38)_temos que
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t ! ! V'(9) (39)

B(s) = (s-1}...(s-m+1)s2) T[s-1/2] c

m/2 ](m+1)/2—s
(2m)™

“Calculando a funcdio B(s) em s=0 temos

(m-1}/2

an (_1)(mn)/2 oy (me1)s2
B(D) = - = o (D7) [Vc(¢)] . (40)

Realizando a derivada da fungdo B(s) e depois

calculando em s=0, temos

(m-1)/2

(m+l) /2 (m+1) 72
, _ _ an (-1) "
B'(0) = 2(21’!}m (tm+1)/2}! (Vc(¢]] *
1 1 "
x[ w(-1s2) - [ 1 + 3t Ty ] + ln(Vc) ]. (41)

Usando os resultados das equacdes (40) e (41) na

equacdo (30) e restabelecendc o volume aiy'l, temos

(P12 (g1 s2 _ oy ime1)sz . :
A= 4(zn)" ((m+1)/2)! [VcF¢)_] [ln(vc)-[1+5+' ' '+(m+1)/2]]
py 1172 _ y(m+1)s2 '
+ —-———-———-F[-(m+1)/2][V"(¢)] (az)
4(2m)" ©

Comparando  as equagdes (3.20a) e (3.35) vemos que esta
é realmente a ZPA na presenga das placas, quando a dimensio

espacial m é impar.
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Quando a dimensdo espacial m é par apenas ¢ primeiro

termo da equacgido (3.34) é divergente,_e'entﬁo escrevemos

n(m+1)/2 ris} 1 _ y{m+1)s2-s
B(s)Ils] = =—3 (S—l)...(s—mfz)'rls—ile'{Vc(¢)]
(43)
Da equagdo (43) temos que
. q (12 Sy 1 ~_ y(me1)s2-s o
B(s) = (2m)® (s-1)...(s-m2) Tls-1s2] [Yc(¢)) (44)

Calculando a fungdo B(s) (equagdo (44)) em s=0 temos

- m/2

B(0) = - % (-1)* "2 V' (3) " (45)
- 2 (2 )™ (ms2)!} c :

Realizando a derivada da funqﬁo'B(s) (equagio (44)) e

depois calculando em s=0, temos

[V R

2 (-1)"? _ym2p
B'(0) = [v:(¢)] [¢(—1/2)—[1+

1 "
2 (2m)" {mr2)! oot ﬁ]+1n(vc)]'

(46)

Usando os resultados das equacgSes (45) e (46) na

equacgio (30) e restabelecendo o fator alF'i, temos
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Yl (gi)m/?[._ ALl S S 1) =
A= — V"(¢]] [W(-1/2)~[1+ - +,, .+ ———]+1n(V"]] +
m (ms2)! ¢ 2 n/2 c
S 2alem)” VYT M :
' ' “h n/2 _ w2
PR L — r[-m/zllv"(qb)] . (47)
2a(2m)™ ©

Comparando as equagdes (3.20b) e (3.35) vemos que

realmente esta é a ZPA quando a dimensd@o espacial m:é par.

Para as placas removidas, da equacdo (3.38) vemos que
quando a ‘dimensdo do espago m & impar, o Unico termo é divergente
e idéntlco ao segundo termo divergente da equagio (3.34) e -0

resultado da 2PA & o mesmo conseguido das equagbes (38) a (42).

Comparando agora as equagdes (3.28a) e (3.39) vemos

que as ZPAs s#o as mesmas.

Quando a dimensdoc espacial m é par, a equagdo (3.38)

nido tem termos divergentes e portante

B(O) = @, - (48)

e assim, da equaglo (30), temos

A=o0. (49)
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Comparando as equagdes (3.28b) e (3.38) realmente

notamos que a ZPA é nula.

IVv.5. - A ZPA em um Campo Magnético Externo Homogéneo

Salam e Strathdee mostraram em seu artigo [33] a
~ possibilidade de que um campo magnético forte pode conduzir a um
restabelecimento da simetria na'teéria. Neste mesmo artigo eles
calculam o potencial efetivo e a ZPE, em ordem h, para um sistema
elementar colocado ao longo do eixo-z. O mesmo potenclal efetivo
também foi calculado, posteriormente, por Ghlka e Visinescu usando

a técnica de regularizagdo da Funcio Zeta [34].

Os auto-valores do operador hamiltoniano sdo dados por

[35]
) 2 172
w(k,n) = [k +m o+ (n+1/2)2eﬂq , (50)

e o fator de densidade de estado deve ser trocado por

a3k eH dk
e

(2m)? am 2’ oy

Das equagSes (50) e (51) temos que a ZPE ¢ dada por
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_ n "k el

que conduz {(veja apéndice - IV.A.) a

2vVa Tls] (2eH)27®
Ils-1s2} 1612 (s-1)

C}e(s—1(2) = C(s-1,ul, (53)

onde {(z,q) & a Fungdo Zeta de Riemann Generalizada e

2
_ m+eH

oii (54)

A funcéo CR(S—LQ) da equacgdo (53) tem um pdlo simples

em s=0,

2vr T[s] 1 :
Fls-1/2] =~ 5° (55)

que reflete o fato da equagio (52) ser divergente,
Salam e Strathdee para obterem a “"parte finita" da

energia do vécuo multiplicam a équaqéo (53) por s e calculam a

derivada com respelto a s em s=0 [36]

2-5
CH(s-vz) 2 - % —[Ezi—— L(s-1,u}, (56)
16n° (s~1)
E = 2 (2eH; [ ' (-1,u) + &(-1,u) - ln(eH/anuz)C(-i.u} ], (57)
lém



onde p é um parémetro de escala com unidade de massa.

‘. A ZPE dada -pela equacdo (57) é& ent8o idéntica -ao

potencial efetivo éncontrado (veja o calculo no apéndice IV.B.). -
A razdo disto fica .clara quande observamos que a

prescricgéio usada por Salam e Strathdee, na verdade, transforma a

CR(S‘1/2) calculada em s=0 na Cﬁ(s] calculada em s=0, - também;

Para se ver isto, basta substituir a equaqéo (55) na

equacgio (26). Entéo
g - L
C“(S-LQ) 2 - - Cﬂ(s). (58)
Agora, usando. a prescricdo usada por eles,-
CR(-uz) = - CM(O). (59)
Note que CM(OI # 0. Entfio temos anomalla, mas esta se

anula quando realizamos a prescricido de renormallzagfio usada por

eles.

63



IV.6. - A ZPA Renormalizada

"A Densidade de Energia do Vicuo dada pela equacdo (14)
pode ser divergente, mas este fato nio nos causa incémodos, pois
sabem&s que sendo a energia uma grandeza ndo absoluta no
espaqo—tempo de Minkowski, apenas diferencas de energias tém
significado fisico, ou seja, s#o observaveis. Entendemos aqui
Densidade de Energia do Vdcuo Renormalizada (observada)l como a
diferenga das Densidades de Energla do Vicuo em duas diferentes
conflguracses.

Sabemos que este procedimento de subtrag@es cancela os
pdlos da ZPEZ e faz com que a Densidade de Energla do Vacuo

Renormalizada seja finita [25].

Se ja eo a Densidade da Soma das Energlias de Ponto Zero
em uma dada configuragdo; entfo a Densidade da Soma das Energias
de Ponto Zero é dada por

e =& - &, (60)

com & dada pela equaciio (14) e

-~

\ad -~ L . .
Naoc serao conslderados aqui os casos onde istoe possa nao ser

verdade.
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: gfg {C;,(s—uz)}. (61)

O mesmo procedimento & feito'para o Potencial Efetivo,

e entio
T AR s (62)
ef ef ef
com
° = g% - &° (63)
ef
Usando as equagdes (20), (60), (62} e (63) temos
st = (8-8% + (a-a% = g° - A%, (64)
onde AR € dada por
O T | (65)
Usando a equaglo (61) podemos escrever
o h . 1 Fis-172]
A = - — Iim{ —— ¥(s-1/2) C (s-1/2) +
21" a0 { 2va ITs] #
+ 1 Ils-1/2] C (s 1/2) | (66)
2‘“_’—['! I'[S] H
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E finalmente

. .C {g~1r2) - Cp {s-i1s2)
AR = - i ¥(s-1/2)"[s-1/2] e H +
2Lm 8->0 2\_/1;-1 ) | _ : Tisl .
. o-l
L) (s-1/2) - &, (s~1/2)
+ I'is-1,2] ¥ ad (67)
zﬁﬂ F[S]

Mag, como ja vimos, a ZPE Renormalizada é finita e

portanto

m {cﬂ(s—ua) - c:{(s-vz)} ¢ finita. (68)

Seja F(s} a fungdo definida como

F(s) = Cu(s-uz) - C:f(s—va) ' (69)

como, na equacgédo (68), €" & finita, entfo F(s) & analitica em s=0
e portanto

F(0) é finita | (70)
e também

F*(0) é finita. Bt I
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Agora usando. a definigdo '(69) na equagdo (67) temos

R h . ' F(s}
A= - —— Ilim W(s-1/2)T [s-1/2]
2Lm 520 { 't/‘E I
1 ol F’(s)
+ zﬁ_’ r[S 1/2] m’r‘ } . (72)

Com os resultados das equagles (70) e (71) a equagéo

(72) fica
AR = 0. (73)
Portanto

(74)

IV.7. - Conclusao

Neste capitule generalizamos o concelto da Anomalia de
Pqnto Zero (ZPA), encontrando-a de uma forma geral. Mostramos que
a ZPA e o pafamétro de escala u sdo sempre induzidos, ou melhor,
dependentes da parte divergente da ZPE e que por esta razdo ndo
devem ter .- significado fisico, ou seja, serem observados ou

medidos. Esta conclusdo ficou demonstrada na segio IV.6. para a
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ZPA. .

Ficou também evidente que a prescri¢éo usada por Salam
e Strathdee transforma a ZPE no potencial efetivo, resultando dai

a igualdade des resultados por eles encontrada.

Também ficou evidente o cancelamento das partes

divergentes da ZPA e da ZPE no Potencial Efetivo.

Esta dependéncla do parémetro de escala p da parte
divergente da ZPE pode ter alguma aplicagio no estudo da Anomalia

Conforme [15,17].
Os .resultados aqul obtidos est8c de acordo com os

resultados obtidos no capitulo anterlor, onde estudamos um caso

partlicular de conflguragdo, ou seja, o caso das placas de Casimir,
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o . . .
CAPITULO V - GENERALIZAGAO DA REGULARIZAGAO DE ZEL'DOVICH

/
DA ENERGIA DO VACUO

V.1, -~ Introduq;o‘..

Una das malores dificuldades em relagdio ao vacuo
fisico & como conciliar sua estrutura quantica (microscépica) com
sua estrutura macroscépica. Ya. Zel’dovich estudou este: problema

seriamente [26].

. No apéndice II da referéncia {26] ele primeiro usa
Relatividade Especial para mostrar que, macroscoplcamente, o vacuo
fisico pode ser consideradc como um fluido perfelto com uma

equagiio de estado dada por
£ = -P:- o . . (1)

"onde € é a Densldade de Energia do Vdcuo e P é a Pressdo do vdcuo..
N3o existem argumentos quinticos em tal apéndice.

A equacdo (1) & bem conhecida, principalmente por
cosmologistas. Ela vem do fato de o tensor.enefgia-momentum3do

vacuo ser dado por
T =Ag =-Pg , (2)

69



onde A é a Constante .Gosmoldgica. As equagdes (1) e (2) foranm,
pela primei-ra: velz,' atribuidas ao vacuo fisico por Gliner [27].
Zél'dovich deduziu a equagdo (2), no mesmo artigo, usando a
Invariincia de Lorentz de Tuv' Uma. prova mais explicita foi dada
por Gr¢n [3]. A diferenca entre as estimativas Teérica (QFT) e
experimental da Constante Cosmolégica A é nos dias de hoje um

intrigante desaflio para os fisicos teéricos [29].

No mesmo artigo [26], apéndice VIII, Zel’'dovich deu
uma prova para a equacfio (1) usande um tipo de regularizacfio de
Pauli-Villars {30-32]} para a Densidade de Energia e Pressfo do
Vdcuo. Neste trabalhce nés apontamos algumas deficiéncias nesta
prova de Zel'dovich e propomos uma prova mais geral que

acreditamos ser mais correta fisica e matematicamente.

Na_seg&o V.2, nés resumimos a regularizacgio usadé por
Zel'dovich. Na segéo V.3.. apresentamos nossa proposta de
regularizagio. Na segdo V.4. introduzimos um parametro de escala
u‘ para sanar o problema de .inéonsisténcia dimensional da

regularizac8o de Zel'dovich.
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v.2., - Regularizaqgo de Zel’dovich

A Densidade de Energia de Ponto Zero (2PE) (ou

Densidade de Energia do Vdcuo) de um campo escalar com massa m &

dada por

L0

3
e = ILJ—J J ancp®dpy p? + p® ,

z|znh
o

00
€= KJ pldpv p® + u® |
0

e =K I(n), (3)

onde p = mc.

Para um campo de spin semi-inteire, a Densidade

de Energia do Vdcuo é negatliva e dada por
€ = —4KI(u). (4)
A Pressdo do Védcuo para campos de spin inteliro é dada

por

KF(u), (5)

v
"
.oom
(AR
1]

Pt
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e para campos de spin semi-inteiro

P = -4KF{u), (6)

onde
00
I(p) = j p2dpv p* + u? | (7)
Jo
e
’ . ‘p4dp
F(ll) = 3 .
pa + pa (8)

Zel’dovich considera o vacuo fisico como um fluido
perfelto que é uma mistura de oscilagdes de ponto zero de campos
de bésons e fermions. Zel’dovich, entso, propde que a Densidade de

Energia do Vécuo e a Pressfo sejam dadas por

-]
€ = J f(u)I{uldu, (9)
0
e
: 1]
P= I f(u)F(p)dy, (10}
0

onde a funcgdio f(u) é continua.

Agora ele introduz um "cut-off" para o momentum (bol e

usa uma Regularizago tipo Pauli~Villars [30] para conciuif que,
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se-a funglo f(p) satisfaz as equagdes de vinculo
If(u)du - If(u)uzdu.=- If(u)“du =0, .
entdo a Energia e Pressgo Renormalizadas sio dadas por
e = % If(p)p‘1n(u)du = -p,

e portanto a equagsio (1) é satisfeita.

V.3, - RegularizaqSO de Zel’dbvich Generalizada

Nossa proposta & mulito simples. Nés

modificamos as equagdes (9) e (10) para

¢ = ZC("”””«»’ - 'Zc(go)rpzdp\/ p* + u?,
ped - ped 0
(1]
1 da
P = ZC(!p)F(p‘p} = ZC(“’)S —.pde__
ped gt} Vp? e

0 N

(11)

(12}

apenas

(13)

(14)

onde as somas sdo sobre todos os campos do vacuo, u¢ é a massa do

campo ¢ e Clp) é uma funglio real ‘definida sobre o conjunto de
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campos ¢ = {g}. Observe que, formalmente, as equagdes (13) e (14)
sdo ldénticas as equagdes (9) e (10) de Zel’dovich mas, agora, a

soma & sobre o conjunto ¢ de campos, que pode ter um numero

qualquer de campos, finito ou infinito.

As 1integrais nas equagdes (3) e (5) podem ser

calculadas por um "cut-off" P,

o .
0
e(po) = ZC(«:)[ pzde p2 + uz, (13")
pe® Yo
P, '
- 1 X!
P(p,) = Zc_(qo)_5 —BF (14’)
gt ] Vp?e
€ usando a expansio
2 2 -4
[ n u
1+-2 = 1 + l7e _ l__f + ... (15)
2 2 2 8 a
p p p

nés encontramos das equaqﬁes-(ia')ve (14’ ) (veja apéndices V.A. e

V.B.):

S . e e
c(pol = EE:C(¢)3?1p_u¢ * = CFw]uw .+ -
¥ @
: +...__p; Ce) + 9y W - liintz Y clon®  (16a)
+) Clp 7) Clok, - gin(2p o,
v 4 ¢
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P(pol_ = -%ZC(rp')u;In T -;—6 (q)}u; +
S 4
p4 P2
0 _ ‘o 2 1 4
+ +3) Cly) = C(qp)u(p + gin2p ) C(qp].ufp . (16b)
¢ 9 7 v

Para que a energia € e a press8o P sejam finitas
gquando P— © nés devemos impor as seguintes equacdes de

vinculo:

Y clp) =0 (17a)
(2 .
2
J Clou =0 (17b)
4
7]
): C(go)u; =0 (17¢)
P
e entdo a energla e preés&o renormalizadas séo:
e = 1Zc(go).u‘1n poo= -p (18)
8 2 2 : '

P

e novamente a equacBo (1) & obtida.

Observe 'que nossas equaces (17) e (18) séo" validas
para quaisquer numeros de campos (finito ou infinito), mas as
equagdes (11) e (12) de 2Zel'dovich sio validas apenaé para um

nimero continuo de campos.

75



V.4. - 0 parametro de escala na

_.-,Regularizagad de Zel’dovich Generalizada

E facil mostrar que para obter a equagdo (18) para a
pressdo e energia do vacuo a equacio de vinculo (17c) nfo é
necessaria. Usando somente as equacgdes de vinculo (17a) e (17b)

has equagdes (16) e fazendo o limite para P, — = nés temos

m ° Po) -1 (19)
po->°°;P tpoj

Tm

Por esta razfio, a equagfio de estado
e = -P (20)

¢ Independente da divergéncia logaritmica e a equagBio de vinculo
(17c) n3o & necessaria para fornecer a equaclio de estado. Contudo
a equagfio (17c) alnda é necessiria para obter-se uma expressdo
matemitica bem definida para a energia e pressfo do vacuo.

Observe que na energia e pressfo renormalizadas de
Zel'dovich, equacBio (12), bem como em nossa equaglo (18), o
lqgaritmo tem um argumento que é dimensional. De fato, "¢ ten
dimensiio de momentum. Isto ocorre _porque a equagio de vinculo
{17c) desfaz a adimensionalidade, como & facil ver na equaéao
(16). Para sanar esta situagdo nés usamos um procedimento
f reqiiéntemente usade na regularizagio por Funglio Zeta [4]. Nés

introduzimos um parémetro de escala arbitrario com dimensdo de
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* _' * * *
massa m e entdo g =mc. A massa m ¢é uma constante independente

dos campos @.

*

Inserindo E; = 1 no argumento do logaritmo nas
i

equagdes (16) nés obtemos

o : *
'y =1 Al 1 4t
€ [Fb'" ) 8§:C(¢)u¢1n[u.] + 8§:th)u¢1n[2po] +

¢

Cle), (21)

P(podfd = C(w)u ln[ ] C(w)u In[m—]
2 4
p P
7 4 0 2 0
- = C(w)uw - EE}:C(¢]“¢ * 13 }E&(@) (22)
¢

9 | v

Segue 1med1&tamente das equagdes (21) e (22) que todas
as equagBes de vinculo (17) s#io necessarias para obter a energla e
pressio do vacuo independentes do "cut-off" P, mas somente as
equagdes (17a) e (17b) sSo necessarias paré npvaménte obtermos a

eduaqﬁo de estado para o'vécuo.

' K
e () = %Zcuo)u;m[mgl = -P(u") (23)
? K
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A origem do parametro p* na equagfo (23) & claramente

da necesslidade de separarmos as partes divergentes de € e P [8].

Embora agora as expressdes para a energla.e pressédo do
vacuo séo dependentes da escala, elas sd8o Iindependentes do
"cut-off" e ndo sofrem de inconslsténcia dimensional. Observe
também que a equagl8o (23) é independénte do parametro de escala.
Nas palavras dé referéncia [4], "A fisica nfo muda, somente nossa

maneira de interpretar as constantes”.

V.5. - Conclusao

A regularizacio de 2Zel'dovich ¢é reallzada con
integrais dadas pela equag8es (9} e (10); observe que isto implica
em um nimero continuc de diferentes campos (diferentes massas) no
vacuo. Se pensarmos no vacuo como um tipe de fluido, nés
concluimos que este vacuo ¢ uma mistura de um numero infinito de
campos (nfo enumerdveis) em seus estados fundaméntais. Nossé
abordagem nfo elimina esta possibilidade ; maé, por outrd_laqu
ela permite qualquer ﬁﬁmero de campos: finito, infinito enumeravel

ou infinito nio enumeravel.
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Ainda notamos que a fuﬁqéb f(u) das integrais (9) e
(10) é uma fungio apenas da massa, i, do campo € entfo ndo pode
ser uma funcio bem definida. Por exemplo, se nés temos dois campos
com mesma massa (por exemplo: massas nulas) , entdo nés temos uma
ambigiildade pafa definir o valor de f(p){ Nossa abordagem elimina
este préblema dé degenerescénéia da massa, uma vez que, Clg) &
funcdo do campc ¢ apenas. Nossa ébordagem é mais émﬁla, pérmitlndo
estados degenefados dé hass# e n#o apenas estadés néo degenerados

de massa, como na abordagem de Zel'dovich.
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/ ~
CaPiTuLO VI - CoNcLusAo

Como sugerido por Eric Myers [17] e Blau et all [26]
calculamos no Capitulo - III deste trabalho a Densidade de Energia
do Vacuo por dois processos diferentes come Soma das E:nergias de
Ponto Zerc e como o minimo do Potencial Efetivo, para uma campo
escalar real ¢(x) queito a um potencial V{(¢), que .podé. 1ﬁ§iuir
termo de ‘mas'sa, no caso das placas paralelés de Casiﬁir. “Nosso
objetivo priﬁcipal era 'verificar se realmente estas duas
defini¢des da Energla do Vicuo niio eram idénticas, apresentando um
termo anémalo {Anomalia de Ponto Zeroj, como sugeriram os autores

acima.

Apbés o célculo explicito, descobrimos que a Anomalia
de.Ponto Zero para este caso existia quando compariavamos a Soma
das Energiés de Ponto Zefo e o minimo do Potencial Efetivo em uma
dada conflguracio (pér'exemplo: com as placas removidas). Mas,
como. sabemos, | somente podemos medir diferengas de energlas, pois
energia n&o € uma grandeza absoluta. Quando, éntﬁo, procuramoé
encontrar uma Anomalia de Ponto Zero Observével verif 1camos que a
mesma para este caso é nula, ou seja, a Forga de Casimir calculada

pelos dols processos & idéntica.
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Observamos também que, para este caso, a prescricgio
para encontrarmos a energia do Qécﬁo observavel usual para o
efeité Casimir nfo cancela todos os pblos da Soma das Energias de
Ponto Zero. Necessitamos, entfo, de argumentos  fisicos para

retirada deste pélo [21].

A propésito, .incidentalmente, notamos . que, tanto
quanto & de nosso conhecimento, o resultado da Energia de ‘Casimir
para um campo escalar massivo e auto-interagente entre placas

paralelas, é novo na literatura.

0O fato de a Anomalia nfio poder ser observada para este
caso nos fez pensar se este era um resultado particular (para este
caso) ou era um resultado geral, ou saja, se a Anomalia observavel
é sempre nula. Isté nos motivou na reallzagiio do Capitulo IV deste
trabalho. Neste Capitulo, iniclalmente, generalizamos a definigfo
da Anomalla de Ponto Zero. Depois mostramos que esta tem sua
origem nos termos divergentes da Soma das Energlas de Ponto Zero,
0 que nos levou a concluir que a Anomalia nfo tem significado
fisico. Entdo mostramos, finalmente, que é Anomalla de Ponto Zero
Observavel é sempre nula. Estes resultados mostram que a diferenca
entre a Soma das Energias de Ponto Zero e o minimo do Potencial
Efetivo depende do esquema de renormalizéq&o uéado para tornar a
Soma das Energias de Ponto Zero finita. Nossa definiqﬁo de
Anomalia de Ponto Zero (equagiio (4.19)) é mais geral e nfo depende

do esquema de renormalizagdio. Note que, para alguns casos, comc o
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do campo magnético externo homogéneo (IV.5.), a diferenca entre a.
Soma das Energias de Ponto Zero e o Potenéial Efetivo é nula,
porém a Anomalia de Ponto Zero ndo. Isto ocorre, como mostramos,
porque a prescrigio de renormalizagio usada transforma a Soma das

Energias de Ponto Zero no Potenclial Efetivo.

Ng segunda parte do trabalho (Capituloe V) nossa
Generalizag8io da Regularizacio de Zel'dovich permite a presenca de
um numero qualquer de campos, finito, infinito enumeravel ou
infinito nfo enumeravel. Nossa generalizacfio, também, permite uma
degenerescéncia nas massas dos campes, uma vez gue nosso regulador
ndo é uma fungdo das massas, mas sim do préprlo campo. Alnda
mostramos que necessltamos de apenas duas das equagdes de vinculo
para obtermos a equagdoc de estado, € = -P, para o vacuo. Também
tornamos a regularizagfio mais consistente dimensionalmente com a
inclusfio de um parametro de escala:que, como notamos, ndo provoca

alteracdes fislcas nos resultados.
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APENDICE

IT.A. - A equaq;o'de Dyson-Schwinger para o funcional gerador Z[J]
Queremos mostrar que

2{J] = exp{-iAJ;xV(-iS/aJ)}ZOIJ], (1)

¢ soluglio da equagéo
[(o + n®) (-18/83(x)) + AV’ (-18/83(x))]Z1J] = J(x)ZLJ]. (2)

0 andlogo funclonal de

é
[xl,—lﬁ-] = 18” (3)
J
é
s )
[J[X).‘iw] = 18(x Y). (4)
Repetidas aplicacBes desta equacdo ddo :
P 0 | 5 n-1
[J(X),['im] ] = lné(x-y) [-1W] . (5)
Para uma fungfio F(¢) arbitraria temos a expansioc de
Maclaurin
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o0
N ¢
Fig) =) £ ™ (o)

n=0

(6}

e fazendo a correspondéncia ¢ — '123 , segue da equacfic (5) que

(1)
' (n) : _— :
[roa.[renay] =) B9t 6700 = 17 (0.
n=l

Entfo

[J(x),hlv [-1:—_1-@-] dy] = 1AV’ [-1%_,-@7] .

Da conheclda relagéio

e*Be™® =B + [A,B] + %[A.{A.B]] .,

onde A e B sfo operadores, fazemos

A= 1?&]\’["1—5%—97](’3’ y
B = J(x),

e teremos
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(9)
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exp{-ihlv[—ingéﬁldy} J(x) exp{lhlv[-inggj]dy} -

= J(x) + av’ [—123—(3,7]. (12)

pols uma vez que A comuta com {A,B) {veja equacﬁo'{S)). somente os

deis primeiros termos' do lado direito da equagdio (9) ndo sdo

nulos.

Das equacgdes (1) e (12) podemos escrever

- exp{ixj\i{-i‘s ]dy}[..l(x) + AV’ [-1'5 ]]z [J] =
aJiyi aJIyi o]
= exp{iij[—lTng > ]dy}J(x)Zo{J] N

+ em{thV[-ithwldY}AV' [“1%WY]ZO[J] . (13)

Usando nc primeiro termo do lado direito a equagéo

(1.10) e o fato de V(-i8/8J), V' (~-15/8)) e &/3) comutarem, teremos

J(x)2ZLI] = (o + m")[—igj-(;)-] [exp{iajv[ai_%wj]dy}zolJl] .

+ v [‘13—3677] [exp{nlv[-ig-ﬂw] dy}ZOIJ}] . (14)
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“Novamente usando a equagdo (1) teremos
[(o + m)(-18/8J(x)) + AV’ (-18/81(x))]2Z[J} = J(x)ZLJ]. (15)

Isto mostra que a equacdo (1) é solugdo da equagdo (2)
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II.B. - Continan;d analitica para-o Espago-Tempo Euclidiano [5].

Para se obter © espago-tempo Euclidiane do
espaco-tempo de Minkowski fazemos uma rotagio no sentido dos
ponteiros do reldégio, no plano complexo do elixo real ao eixo
negativo imaginario (veja figura-a).

Um ponto no espago-tempo euclidiano, denotado por X,
estd relaclonado ao correspondente ponto X no espago-tempo de

Minkowski por

X = (x,x), (1)
4
X, = -ix4 {real), (2)
d*x = -1a'%, (3)
x° = _;2' ' (4)
8 ¢ote = -3 ¢3 ¢ (5)
H [Tige™!

0 .correspondente espago de .momentum euclidianoc &

definido tal que

.k Y e
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Agora entdo fazemos uma rotacdio no sentido contrario
ao dos ponteiros do relégio, no plano complexo k, do eixo

positivo real ao eixo imaginario positivo (veja figura-b).

k = (E,k4), (7)
k0 = 1k4 (real), (8)
d% = 1d%, (9)
k? = -k, (10)

. Note que kx = k°x°-k.x, transforma-se em E4§4—§.§.

1 Imke . Im Xe
A ke plane Y xe plane
Euclidean
space

| _
.\ Minkowski space
f —>Re ke . d : > Re Xo
Minkowski spoce ‘/

Euclideon
" space

EiGURA-QL A " FieuRka-b
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or.le ]

. B -~ ¢ _
I1.C. - Demonstragao de 33:??7_ = -J(x)} [5]

A transformacgdo funcional de Legendre de WE[J] é
rle ] =W [J] + Idx¢£x)J(x). (1)

Fazendo a derivada variacional de F£[¢c], temosl

8¢ 1] 3¢ (y)
¢’ _ OW{J] c 3J(y)
3 <) 3_x) " JAY 39 (x) Jy) + [dy 5.t 0. @

srig 1]
e _ aWIJ] 8J(y) } 3J(y)
3 _(0 - Idy 33(y) 8¢_Gy * Idya(x yly) + [dy 56_Ga ). (3
Mas, vimos (equagdo (2.46)) que

R X5 2] (a)

Substituindo a equagdo (4) na equagio (3) e realizando

a segunda integral temos

1

Uma vez que neste apéndice somente trabalhamos no espago-tempo

euclidiano, retiramos o sub-indice E.
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arig |
" e o gy W) '

dy SoY?
56_(x) [V 560 %) - I - |d SJly)

i !
3 =-Jx). -
¢, (x] (6)
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I1.D. - Equivaléncia entre a expansao em "locp" e

a expansao em poténcias de h [12,13]

Considere um diagrama de Feynman com um numero v, de
vértices com N pernas, ! linhas internas, E linhas externas e L
"loops". Para um diagrama com VN vérticés, existem NVN linhas
internas ou externas. Como uma linha interna origina—se em um
vértice e necessariamente termina em outro vértice,_esta & contada

duas vezes. Assim temos
NVN = E + 21, (1)
Como exemplo, para a teoria A¢4, N =4 e a equagdo (1)
fica

4y = E + 21. (2)

O nimero de momentos internos independentes é igual ao

nimero de "loops", e pode ser encontrado como
L=1-V+1. | (3)
Substltuindo a equagdo (2) na equagio (3) temos

L=V+1- (E2). (4)
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Como exemplo para a teoria A¢4 temos [4]

——>—— , para o) e 0_(_7&0);

Figura-1

., para O(h) e O(A);

h 3
w

Figura-2

> () > () > e 5 [} > , para O(h%) e O(Az);

Figura-3

, para om°) e O}

Flgura-4

e [j , para O(h) e 0(x%).

Figura-5

Uma vez que a ordem da constante de acoplamento (A) &
© numero de vértices, a O(A) ndo determina o nimero de “loops" e

somente podemos afirmar que
LsV+1. - (5)

Vamos introduzir um pardmetro ht que multiplica toda

a lagrangiana e ndc somente a parte de interacfo, ou seja,
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exp{SéJ }‘ S : (6)

Lembramos que em um diagrama conexo, cada vértice e
cada linha externa contribuem com um fator de 1/h, e que cada
- linha interna contribui com um fator h. Uma vez que em um diagrama
conexo temos I linhas internas, V vértices e E linhas externas,
entdo a ordem O(h) de cada diagrama é

I-V-E
) .

h: (h (7)

Usando agora a relagéic (3} temos

ho; (mETE,

(8)

Para obtermos um diagrama da expansio de (1/h)F[¢c] ou
(I/h)G:(xl....,xn), nés selecionamos um diagrama 1PI da expansio
de (1/R)S[J] e multiplicamos pelo propagador inverso (h™'), no
caso de F[¢c], ou pelo fator de vértice (h™!), no caso de
G:(xiu...xn), para cada linha externa (veja equagiio (1.39) e a

x - PP
expansdo de Gn(xl,...,xn) ; AG (xl,...,xn)].

Entdo os termos na expansiio de (l/h}F{¢c] ou

(l/h)G:(xl,...,xn) terdo fatores na ordem

L

@ ! = (1/p) )t (9)
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Conseqiientemente, na. expansio em série de F[¢c] ou

Gc(xl,...,x ), a poténcia de h conta o nimero de “loops".
n n
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IIL.A. - Um caso particular : V(¢) = 1M%"

Como uma verificacdo de noussos cdleulos vamos caloular

\ r(al para o caso parlicular
L
Vig) = m%p®, (1)
no euspago-tempo quadri-dimensional (m=3).

Usando a equagio (1} no resultade (3.42), tomos
a K _(znaM)
VH {a) = - hM_ é _:E___ (2)
ef ] 2
HTT

Supondo aM << 1, podemos usar a expansio [20]

r2)K 0 = 2Py + 07, x << 1 (3)
para obtermos
a o
V(@) = - P E L. [ Ir(z) O(aMJ“]. (4)
ef 2 4 2
GY) ] (naM)
n-

2 =
Desprezande termos da  oerdem  O(aM) na  expansio,

Lteremos
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Vita) = T (5)

[

Este resultado concorda COm 0S5 resul Liados ja

conhecidos [21].
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LB - ¢ (0) =0

0 limite de C,_!(&;] quande 5§ — O nao ¢ direto,

requercnde alguns culdadoes. Estudcmos o comportamento de

2 {m-1)r2

e 1 - (m+1) 72—
lim CB(S) = 1lim{ a="% ...— FTa) [vu(¢]] N
0 50 (am)™ «
= (m+1) 02 1/2
RERC
xZ[na (V"(E})) lf.-’.] [zna(vzﬂ) ] (1)
& 2-(m+1773)
n=1

Do fato de as fungdes de Bessel modificadas de segunda

espécie Kp(x) se¢ comporlarem assintoticamente como ecxponencials

decrescenles, a séric acima € uniformemente convergente, Dai

podemos pausar o limite para dentro da somatéria, floando com

-]

Zn(m—l)f'd 1 - (m+1)/2-5
I'im C(b) = limd a= —— V"(¢} x
3 m r(Eb) I
30 530 {om)
n—1
s—{m+1)/2

<[2rla(V" ] ! _:::;]

c . {2
s5-{m+1/2)

xlina(V:(a))Va]

Note que
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2H(m—11./2 _ (m+1)/2 i a (m+l)s2
Lim{ a" e [V'_'{qb}] [m(v" ) ] -
540 (o)™ v
zn(m""l)/H _ L o (m+1)r2
= == [(V"((b)) ‘-[nl”} ] ! (3.]
. m Ll
(am) .

exjiztc & & finito,

Agora a fungio I{U(x) & inteira (analitica em &) na

. 2 .
varijavel . NDai temos

im |<[pna(V" ]f“] |<[ana(v" 1’{2] (4)

5-(m+1/52) - (m+1/2) !
-3

que também existc e & finito.

E, alnda, tecmos que

Com os resultados das cquagbes (3), {4) e (5) vemos

que

lim §3{s) = 0, (6]
50

Ve ja Batemann, vol [I, Pag yv.
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ITT.C. = Limites tvteis

Caleculemos os limilos

Fs-m 2]

Vim L=

=30

Fls—tm+1dr2]

lim - Fle]
530
i) Se m & par , podemos cscrever
MNs-msz] _ 1

CTIsl T (s=17T T TESwen)
cntao

Fls-m/2]  (-1)1

R N ) R YR Y

&5-#0

Para m par, m+l & impar e [l-tme1irz]l existe

finito, entdo

Fis-im+1)s2]

lim s = 0,
s-30
i1) Se m & impar, podemos cscrever
Me-tmerrra] _ 1
sl (s-1)...(s—(me1drz) !

cntao
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B é

(5)
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s—tmeryonl (13!

R S i PO tr
530
Fara m impar, Fl-a2] cxiste e & finito, entio
Lim LI87m721 (8)
ris)
5-30
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¥is)

ITI.D. I:(f;) = -

= lim
530

Calculemos o limite

Lim $'8)
I F(Sj .
50

Da livre do Batemann,

e 1.7(2)), temos

(1)

paginas 1 e 15 (formulas 1.1(1)

T, ntp® .
Plsh = lin ey t5an) (2)
n-Ho
[ 4
1 1 .
¥(s) = lim [ logln) - = - ... - _L ] (1)
1= s+n
n-¥n
A equagio {(3) pode ser escrita como
{s+1)... {=+¢n) +
¥(s) = lim [s(s+1)...(s+n)]log(n)- : EE5+2;...E?+n) + .4
e ) sls+1).. . (s+n-1)
s{a+1) ., (s+n) T
Das equagdes (2) ¢ (4) podemos escrever
{s+1)...(s+n) +
[5(s+1)...{s+n))log(n)-| + s(s+z)...(s+n) +
+ g(s+1)...(3+n-1)
timb(s) _ timlim | — : -
,.-.-)OF(_‘..:] - t7 -y -F00 ‘ s(s+1 ). {u#n)
s{s+1).. . (s+n} (5)
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Luncelande  os denomitioda es e brocande o ordem  dos

limitbtes {eremos

¥(s)

bim )

530
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I11I.E. - ftndelh = ~§;[U]

Beja A oum operador com aulwo-valore: A| eodefinamos o

Fungao Zeta assoclada ao operador A como

¢ (5] = AT (1)

A derivada da funcio Zeta calculada om s=0 &

CA(S) = ¥ exP{lnAI“} = ¥ HXP{”SlﬂAi} : ()
C;(H] = -¥ InAi ﬁxp{—slnAl} , {1

G0 = -p = —ln[rfhi] , (4)
Indela = —C;{O). (%)

Agora reallzando uma transformacio de escala

A s d = Aromp” | (6)
onde p & um parametro de escala, temos
—_ - 2 =
CA{S) = Y [Al/anp ] , {7)
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C‘A(S) = {:’.n.u] E}\l .

-3 B
C__A,'lfai = [.Enp] CA{S) ,

=2

Cy'a(s;) = lf'!(impa)[::np:!] CA(SJ + ('r:m.tp' C;;(:—;)

22, (0) Intamu®)g () + ¢ (0)

Indetd =  Indeth - In(anpg)f;A(U)

Indet

—C;(U) - h‘:(znu")cA(m
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IV.A. - 1:”(&;—1!?.) para o campo magnéltico

Detfinindo a fungio CJ(’(S_UEJ oI

e ) oy

dk cH 2 2 1rams
f;”(s—wa) = o am Z [k +m o+ [n+1x2)2el{] . (1}
~ o n=-0
temas que
& = Ny (s-1/2) (2)
S Rt Sl |

A integral em dk pode ser realizada usando a relacio

(3.11), tendo como resullado

o« 1-:3

el n'’” Fls-1] m°+eH
Gyels12) = Z an on Flsoase) |2 Sem || (3)

n—0

Da definlgio da fungio Zeta de Riemann Genera]izada3

Cis.p) = Zw s n)E (1)
n=0

temos

Ve ja Bolemann, volume 1, pagina 24,
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_ 2/rrls] (2eH)7® _
Cyels-1r2) = Flacise] 5 ¢ls-1,u). (5)
16m™ (=-1)
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IV.B. - O polencial efetivo para o campo magélico
. T
A fungdo Zetla associada ao operader & 5/8¢° & dada por
[34]

o0 m

2 -8
d k eH 2 2 .
Cm(s) = J = E [k +m o+ (n+1fa]£eH] QM. (1)

Usando a relagio (2.11) e a definigdo da Funcio Zeta

de Riemann Generalizada (IV.A.4), tenos

. 2-8
Cyls) = (zegg‘ ¢ls-1,uQ, (7)
l1én™ (=)
ondo
B m2+EH 1)
© TeeH :
Entdo uzmando a equacio (3.9) lemos
h (2eH)? 2
th = 35— 5 [ Ci-1,u) + £{-1,u) - InleH/zap™)c(-1,u) ]. {4)
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V.A. - Integrais nteis

Seja I(u) a integral dada por
5 RS TEE
Ilp) = (p + u“] pdp . (1)

Vamos colocar um "cut-off" A ¢ depols fazer o llimite

A — wm. A integral I(p) fica entio
A

_ A2
T, A} = [pd + p“] pdp. {2)

4]

A integral (2) pode =er resolvida usando a integral

Indefinida

b b

2 21/29 2 2 2 ?1”3
[p +M] pdp = [p +u][p + u'] psa +

=] A

2 2% 2 4 2 21172
- [p + u] pu /8 - /BImEp + [p + u“] . (3)
Usando a expansao assintotlca
2, 2} 12,2 14, 4 2, 2
[1 + u'/p'] =1+ M /p - /P, para p/pt <<, {11

temos a equagio (V.12a}.
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Para caloulammos o integral

e )

2 2717,
Flpy = {p + u'] pdp ., (5)
0

usamos a integral indefinida
2 27V 4 2 270 s
Flp) = J [p + u] pdp = [p + u”’] p /a4

2 2) ' 2 4 2 2)'7*
- 3[p” + ] P8 - 3u/Blip + [p + p ] . {6)

Agora usando a expansio assintolica (4) lemos a

equagdo (V.12b).
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