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CÃLCULO DAS FAIXAS DE ENERGIA HÃO-RELATIVfSTICAS 

DO SHLFETO DE CÃD~nn* 

NELY"PADIAL AHMAD 

RESUHO 

Neste trabalho calculamos as faixas de enerp.ia ele 

trônicas 
- + + 

do CdS utilizando o metodo APW-k·p (não relativrs-

tico). Foi usado o valor a = 5,832 ~para o parâmetro da re 

de e V = - 0,675 Rv nara o potencial constante fora const · · ,. 
das esferas na aproximação "muffin-tin". Foram obtidos nove 

(9) nrveis de energia no ponto r - centro de zona de 

Brillouin- sendo quatro (4) triplamente degenerados (sime­

tt;ia r 15). dois (2) duplamente degenerados (simetria r 12) e 

três (3) não degenerados (simetria r
1
). O valor do "gap" di 

reta obtido foi E
8 

= 3.43 ev entre os nrveis r 15 v e r 1c.Com 

as funçÕes de onda e os nrveis de energia no ponto r foram­

calculados os elementos de matriz do momentum a serem utili 
- + + 

zados na expansao k•p, para obtermos as faixas nos eixos de 

simetria 

2'!1 ) 3'!1 'TI (1,0,0 , --2 (1,1,0) e- (1,1,1). 
a. a a 

Os resultados obtidos não dif~rem, qualitativamen­

te, dos outros encontrados na literatura, embora houvesse -

discrepância entre os cãlculos existentes quanto aos nrveis 

em r, provenientes do ni:vel 4d do cãdmio. O valor que enco.!!. 

tramas nao difere muito do nrvel atômico 4d do cãdmio. É de 

se esperar que correçÕes devido ao fato do potencial não 

ser ·constante fora das esferas ''muffin-tin'', bem como corr~ 

çÕes relativrsticas devem alterar quantitativamente os re -

sultados. 

*Trabalho realizado com auxrlio do Conselho Nacional de 

Pesquisas, Fundação de Amparo. â Pesquisa do Estado de São 

Paulo e Fundo Nacional de Desenvolvimento Cienti:fico e 

TecnolÔgico do Ministério do Planejamento e Coordenação -

Geral. 
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CAPfTUU1 T 

INTRODUCÃO 

Neste trabalho, calculamos as faixas de energia eletrônicas 

do sulfeto de cidmio com estrut11ra 
-+ ... 

APN-k·p (ondas planas aumentadas -

"zincblend", usando o método ... ... 
k·p). Este composto e un semicon 

dutor do tipo II-VI, aparecendo com estrutura "zincblend" e hexago­

nal. Tem "gap" direto de 2,50 ev (4970R)' situado no ponto r e cor­

respondendo à região do azul do espectro. 

Em anos recentes, grande esfÔrço teórico e experimental foi 

dedicad~ ao estudo da estrutura de faixas de energia e propriedades 

correlatas dos compostos II-VI. Embora o sulfeto de cidmio com es -

trutura hexagonal tenha merecido bastante atenção, muito pouco se­

preocupou com ele na estrutura "zincblend" e o Único trabalho expe-

rirnental de que 

mes ePitaxiais, 

Stuckel 

... . -temos not1c1a e o espectro de refletividade de fil-

realizado por Cardona, Heinstein e 

e outros
2 

calcularam as faixas de 

1 Holff • 

energia deste com 

posto, pelos m~todos das ondas planas ortogonais (OPH) auto-consis­

tente e o das ondas planas ortogonais empiricamente refinado. Pode­

mos, no entanto, afirmar que o emprigo do m~todo APII tem acarretado 

melhores resultados que o m~todo OPW, tanto quanto ao tempo comput~ 

cional envolvido como quanto à precisão, pelo menos no que diz res­

peito a estruturas com grande fator de empilhamento. 
3 - . Herman e outros usaram o metodo que combina algumas carac-

terfsticas de uma aproximação de primeiros principias e algumas ca-

racteristicas 
. ... . de uma aprox1maçao emp1r1ca: primeiramente, utiliza 

ram o m~todo OPW (com exchange de Slater) para calcular as faixas -

de energia e, a partir dai, introduz~ram uma correção empfrica. 

Bergstresser e Cohen tiveram dificuldades em obter um mode­

lo razoável de faixas para CdS cÚbico usando fatores de forma obti­

dos por cilculo pseudopotencial, para Cd e S (embora o tenham feito 

com facilidade para CdS hexagonal). 

O m~todo APH foi proposto, oriRinalmente, por Slater em 

1937 4 , mas não foi usado, durante muito tempo, devido às dificulda­

des de cilculo. Com o desenvolvimento dos computadores eletrÔnicos, 

começou a ser grandemente utilizado e aperfeiçoado. Poderfamos nos 

servir dele para calcular os autovalores e as autofunçôes do hamil­

toniano e111 qualquer ponto da Zot~a de Br11louin. Entretanto, o cilcu 
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lri se torna mais r~niclo, se o usnrmos soMente no ponto de maior siMP 

tria da zonn ç ohtivcrrnos, pelo m~to,to de extrapolnção as en(•r-

gias e nontos .. as autofunçÕes nos outros 
.5 Cardona e Pollack foran - -+ -+ 

OS prÍncÍros R USar O ffiPtodo k•n , 

partindo de alguns dados expcrirnrntais. 
r; 

Entretanto, foi Parada queM 
-+ -+ 

primeiro usou o k·p baseado en primeiros . ~ . 
pr1nc1p1os, em 1968, no câl 

culo de faixas do telureto de chumbo. 

!lo CapÍtulo II deste trabalho, damos uma descrição do método 

CapÍtulo discussão 
-+ -+ 

APIL o III traz urna do esquema k•p enquanto que -
CapÍtulos IV v trazem, respectivamente, resultados dos ~ 

os e os nt 

veis de energia no ponto r e as faixas de energia nos outros pontos­

da Zona de Brillouin e, final~ente, no CapÍtulo VI, apresentamos as 

conclus~es ã que che~amos. 
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CAPfTULO II 

O Hf':TODO APH 

II.l- Anroxi~ação de um eletron 

Em cada átomo do cristal, podemos distinguir duas partes : 

a nrimeira, um caroço formado nelo nÚcleo e pelos eletrons das ca­

madas interiores; a segunda, formada nelos eletrons de condução e 

de valência. 

Designando os caroços por (a,b) e os eletrons exteriores -

por (i,j) e, ainda, admitindo, somente, interação coulombiana, no­

demos escrever o hamiltoniano do sistema: 

" H = 

onde 

< h2 
L (- 2!! 

a a 

a,i 

z e 
a 

r ab 

r .. 
1] 

r ai 

M 
a 

m 
e 

Z e
2 

a 

= 

= 

= 
a 

= 

= 

r . 
a1 

carga do 

distância 

distância 

distância 

massa do 

t!t.assa do 

h2 
(- 2m 

e 

caroço 

entre 

entre 

entre 

caroço 

eletron 

a 

os 

os 

o 

a. 

+i_ 
a<b 

caroços 

eletrons 

caroço a 

a e 

i e 

e o 

+z_ 
i<j 

2 
e 
r .. 

1] 

(I I. 1) 

b 

j 

eletron i 

Em seguida, vamos usar a aproximação de Born-Oppenheimer. 

Primeiramente, suponhamos os nÚcleos fixos em certas posi 

çÕes Ra. O hamiltoniano para o sistema de eletrons e: 

-2.. 
i 

+2._ 
i <j 

2 
e 
r .. 
1) 

(II. 2) 
a,i 

~ + + + + 
Sejam~ (r

1
, r

2
, ••• , r., ... , R

1
, ..• ,R , ... )e E , respec-e 1 a e 

tivamente, as autofunçÕes e os autovalores de H • Neste caso, te 
e 

mos: 

H '!' = e: '!' e e e e 
(III. 3) 

Segundo o método de Born-Oppenheimer, devemos admitir que 

cada autofunção do hamiltoniano completo (II.l) é produto de uma 
- + + -autofunçao N (R 1 , ••• ,R , ••• )dos caroços por uma autofunçao n a · 

Ve(t1 , t
2 
.•• ~i) do sistema de eletrons: 
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·-+ -+ -+ -+ 
'Y (r

1
, ... ,r., ... ,P

1
, ... ,P) 

· 1 R 
= 

4 -+ -+ -+ -+ -+ 
• N.,, (R 

1 
, ••• , R , ••• ) 'V (r 

1 
, ••• , r . , ... , rr 

1 
, ••• , R , ••• ) 

'~ a e 1 a 
(II. 4) 

Substituindo a função o/ na equação de Schroedinger e, despr~ 

zando os tirmos nio adiah.iticos-, encontramos, para os caroços: 

\.t2 .... 2 
" > + c cR. > 2M a e a a 

2 j Z e -+ 
+ 2__ -- >;N (o • • P. • • •) = E: 

a<b rab a 

(II.S) 

tores 

o/ e uma função de onda de muitos eletrons e depende dos ve 
e 

de posição 
.... 
R dos caroços, que entram 

a _,. 
os supusemos fixos nestas posiçÕes. E: (1> ) , · e a 

como parâmetros, pois -

ta~hé~ função das coor-

denadas dos caroços,~ a energia total do sistema de eletrons e a -

contribuição adiabâtica destes eletrons â energia total do cristal. 

Nosso interesse, entretanto, é resolver a Equação (II.3) n~ 

ra determinar as funçÕes de onda e os nrveis de energia 

Usar~mos, para isso, o método do campo auto-consistente 

eletrônicos. 
(7) 

de Hartree : 

o movimento de um eletron, no campo de todos os caroços e demais 

eletrons, pode ser aproximado pelo mdvimento de um eletron no camoo 

dos caroços - considerados em suas PosiçÕes médias - ~ no campo da 

distribuição média dos demais eletrons. 

Hartree admitiu que essa distribuição fÕsse a média esféri­

ca da distribuição de carga real e que os eletrons se movessem inde 

pendentemente uns dos outros nesse campo médio. A função de onda, -

desse modo, pode ser esc ri ta como produto 'de funçÕes de onda de. um 

sÕ eletron 

... 
.. • <I> (r ) 

n n 

Nesta aproximação, a função·do eletron ... 

(II.6) 

... 
i, <1>. (r.), depende , 

1 1 

somente, da coordenada r. deste eletron. 
1 

Podemos, assim, notar que o modelo de Hartree ignora a çor-

relação espacial de qualquer par de eletrons devido â sua repulsão-

coulomhiana instantânea, Além disso, não leva em conta o princrpio­

de exclusão de Pauli, que exige uma função anti-simétrica nas coor­

denadas dos eletrons. 

ximaçâo 

Esta propriedade 
8 

de Hartree-Fock 

de anti-simetria e levada em conta na apr~ 

, que usa a função de onda anti-simétrica: 

(II. 7) 
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onde Pv e a permutaçao de ordem v entre os eletrons eTi simboliza as 

coordenadas e o spin do eletron i. 

As autofunç;es para cada eletron, assim, satisfazem a equa -

çao (para espectro não-depenerado) 

dT. + T <!>.(T.) "] _,. J 1 1 

onde 

= c.<!>. 
1 1 

_,. 
(T.) 

1 
(II.B) 

(II. 9) 

sendo V. o potencial do eletron i no campo dos caroços. 
1 

T é o operador integral 

_,. 
T~.(T.)= 

1 1 

jf.i 
2_ 
j 

tal que : 

é o potencial da distribuição de carga tridimensional. 

(II. lO) 

(II .11) 

Para cada configuração eletrônica, hã diferentes combinaçÕes 

dos números quânticos que são consistentes com sua si~etria, corres­

pondendo, a cada uma delas, uma das funçÕes w • Devemos, neste caso, 
e 

~sar uma combinação linear destas funç;es. No caso de uma camadi fe-

chada, hã somente uma possibilidade e, desta forma, sÕ precisamos de 

uma função de onda antissimétrica. 

Havíamos suposto que eletrons diferentes movem-se num poten­

cial.efetivo, esfericamente simétrico, produzido pelos caroços e por 

todos os outros eletrons. Desta forma podemos expressar cada uma das 

funçÕes<!>.(;.) que aparecem na Equação (II.B) como produtos de fun-
1 1 

ções de ondas radiais R(r) por funçÕes de onda angulares ou harmÔni-

cos esféricos Y(S,<t) e funç;es de spin n • 
No entanto, o tratamento dos termos de exchange ainda traz -

9 grande dificuldade. Vamos usar a simplificação feita por Slater 

que propÔs que se usasse o potencial de exchange de um gãs de ele 

trons livres. 

Fazendo uma analogia com o caso eletrostãtico, podemos ex 

pressar o potencial de exchange em t;rmos de uma densidade de carga­

fictÍcia, a densidade de carga de exchange. Para um gãs de eletrons­

livres, a densidade de carga de exchange,na posição do eletron cuja-
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funçio de onda estamos encontr3nrlo, tem m~dulo i~ual ~ densidade to­

tal'de carr,n correspondendo a todos os eletrons de mesmo snin que 

aquele em questao. 

Pensando em têrmos fÍsicos, c coMo se reMove~semos da rep,iao­

en·volvendo o eletron estudado uma car"a eletrônica unitária, de !l'odo 

que ao considerar este ele-tron, ·devemos considerar com ele uma nuvem 

de car~a positiva. Assim, a carga de exchange representa a remoçao -

de uma carga eletrônica unitária do conjunto de todos os eletrons de 

mesmo spin que aquele onde atua o potencial de exchanr,e que estamos­

encontrando. 

No gás de eletrons livres, o potencial de exchange pode ser-

escrito 

VSlater( ) 
exch P = (II.l2) 

onde estamos supondo numero igual de srins para cima e para baixo e 

sendo p a densidade eletrônica total. As distâncias sâo medidas em 

unidades atômicas e as energias em Rydbergs. 

Cum'!')re 

mo de exchange 

lembrar que há outras aproximaçoes 

. J,E, Robinson, J.R. Schrieffer e 

usadas para o ter 
10 -

outros , levando 

em conta a repulsâo coulombiana instantânea, introduziram um fator­

corretivo no exchange de Slater, dependente da densidade do sistema. 

Kohn e Sham
11 

usaram um gás de Fermi, onde os eletrons interar,ern,no 

lugar do gás de eletrons livres, encontrando um termo com valor 2/3 

d 1 d S 1 L ~ F . 12 -aque e e ater. .\~. erre1ra encontrou uma expressao para o -

potencial de exchange que leva em conta os fenômenos de correlaçâo­

estatfstica e coulombiana e, também, a energia cinética dos eletrons. 

Nesse trabalho, usando a aproximaçâo de Hartree-Fock-Slater, 

reduzimos o problema do movimento de muitos eletrons ao problema do 

movimento de um Único eletron num potencial efetivo produzido pelos 

caroços atômicos e por todos os outr~s eletrons. Sabemos que, devi­

do à estrutura da rede cristalina ser periÓdica, o operador energia 

potencial de um eletron num sÓlido tem, também, a mesma periocidade 

da rede. 

Usando a representaçao 

.. 
~.(T,) =R ,(r) Y. (S,~)n 

1 1 n,x.. N,m 
(II.l3) 

e, aplicando o método de separaçao de variáveis, reduzimos as equa­

çôes de onda a equaçoes radiais: 



[ 

d2 
--

2 
+ V(r) + 

dr 
rur,,r.<r) = r. r u Q , !c ( r ) (II .14) 

II.2 - O Potencial "'luffin-Tin" 

Na seçao anterior, vimos que o hamiltoniano de um eletron 

num cristal pode ser escrito 

H • 
p2 -+ 
-- + V(r) 
21" 

(II.lS) 

+ 
onde V(r) e o potencial periódico, com mesma periodicidade da rede, 

. 1 . - " ff" . n 13 
'Vamos usar, para este potenc1a , a aproXlMaçao mu 1n-t1n 

'centradas em cada âtomo da rede, colocam-se esferas que se tocam-

mas não se superpÕem • Dentro de cada esfera, consideramos o potencial 

esfericamente sim~trico e, fora delas, constante. 

O potencial esfericamente sim~trico dentro de cada esfera ~ -

aproximado pela soma do potencial atômico, com a m~dia esférica da 

contribuição dos âtomos vizinhos. 

O potencial coulombiano, em Rydbergs, pode ser escrito: 
r 

V (r) 2 j ,l. r '(" 4rrp(r')dr 1 + 

onde p(r) e a densidade de carga atômi~a: 

p(r) ~ 2_ 1 2 - 4- u ,(r) w • 
1T n,x. n,x.. 

n,9. 

sendo w o numero de eletrons na camada n,t 
n,t 

radial normalizada, que ~ solução da equação 

Slater (II.l4). 

(II.l6) 

(II.l7) 

e u ,(r) é a funçao n,x-
radial de Hartree-Fock-

O potencial atômico e o potencial coulombiano ~ornado ao ter-

mo de exchange. 

Para encontrarmos o potencial dentro de cada esfera devenos, 

ainda, encontrar a m~dia esférica da contribuição dos âtomos vizinhos. 

Suponha que f(t) seja uma função esfericamente sim~trica do vetor! , 
+ • 

centrada no ponto r , como mostrado na F1gura II.l 
o 

A m~dia da função f, numa superfrcie esf~rica de raio r, em-

tôrno da orirem, ~ dada por: 

<f>= l --2 
4rrr 

s 

f(Ods = ~.( f(Or
2 

sen8d8dcfl = t5 f(0sen8d8 
4rrr 'J 

(II.l8) 



l ' -

E 
Ql 

.~ ... 
o 
III 

~l-----_;t~ ... --------lo 

-I 
H 
H 

<{ 
0: 
::l 
(.!) 

ü: 

Ql 

VI 
UJ 
0: 
o 
1-
UJ 
> 

VI 
o 

UJ 
0: 
1-
z 
UJ 

o 
t<t 
~ 
..J 
UJ 
0: 



Mas 

2 2 2 ( • r + r - 2 r r c os A 

donde 

senA d 8 

o o 

1 = ---r r 
o 

- 1f; -

que, substituindo na Equação (II.l8), acarreta: 
- -+ 

1 )r 0 +r 
f

.. . = '2'r'r 
numa super 1c1e o 
esférica JiÍ' -1J 

o 

<f> (II.l9) 

Com esta fÓrmula, podemos calcular a média esférica da con­

tribuição dos átomos vizinhos, tanto para o potencial, como para a 

densidade de carga. 

Para calcular o valor constante do potencial fora das esfe­

ras deveríamos ou calcular a média espacial do potencial cristalino 

nestas regiÕes ou achar um valor, exigindo-se que, numa cela unitá­

ria, a carga total fÔsse nula. Nesse trabalho, como justificaremos­

adiante, tomaremos simplesmente a metade do valor do potencial cris 

talino no ponto em que as esferas se tocam. 

II. 3 - As Ondas Planas Aumentadas (APH) 

Tendo assumido a aproximação "muffin-tin" para o potencial, 

devemos encontrar as soluções da equação de Schroedinger para um ele 

tron. 

Dentro das esferas, onde o potencial é esfericamente simétri 

co, as soluçÕes podem ser expressas como combinação linear de produ­

tos de funçÕes de ondas radiais por harmônicos esféricos: 

V(;) = ~ c~,rn u~,E(r)Y~,m(8,~) 
~.m 

-onde u~,E(r) deve satisfazer a equaçao radial 

potencial cristalino. 

(II .20) 

-+-
(!!.14) sendo V(r) o 

Fora das esferas, onde o potencial é constante, as soluçÕes 

são ondas planas que, por sua vez, também podem ser expandidas em -
- . ~ . 14 harmon1cos esfer1cos 

-+- + 
ik.r' 

e 

.. 
-+- .... 

iK·R 
a e p 

t 

z_ i~j~(kr)YQ,m(!l,dl)Y;,m(AK,$K) 
m--~ (!1.21) 
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onde (rK,óK) sao 

função de Rcssel 

- 1 R -

+ 
as coorclc1ladas an~ulares do vetar k 

esf~ricn de arde~ Q. e a rclaç~o entre 

ê mostrada na FiRura II.2 

_i 9 (kr) e a 
-+' -.- -+ 
R , r'e r 

p 

Para encontrar os coeficientes c 9 , exigimos que a funçio 
, ,m 

de onda seja contÍnua na superfície da esfera. Obtemos, assim, a on 

da plana aumentada (Aup;men ted Plane l·lave): 
00 9, 

u' (r) .+ ...... , + + 

* 2__ z_ <!>APH óelk•r + ik·R 
4ni\(kR ) 

n,9,,E 
= pe P Yt,m(flK,thK) 

Jl=o m=- 9, J > p 
u 9 E(Rp) 

p ' ' ' ... 

Y, (6,1jl) (II.22) 
"',m 

onde 

J
'=l, fora da esfera 

õ 
fora da esfera 

1=0, dentro da esfera dentro da esfera 

No caso de sÓlidos cuja cela unitâria contêm mais de um tipo 

de itomo, o potencial do cristal pode variar de uma esfera para ou -

tra, exigindo o rndice p, que aparece na parte radial da função de 

onda. 

II.4- Simetrias 

a) de Translação 

A hamiltoniana de um eletron, sendo a soma da energia cinê 

tica com a energia potencial periÓdica na rede, ê, também, periÓdica 

na rede, ou seja, invariante por translação. Assim, a autofunção, so 

lução de 

deve satisfazer ao teorema de Block: 

+ + + 
'I' (k, r + R ) 

n 

-+ + + 

(II. 23) 

(ÍI.24) 

(Deste modo, 

ção). 

k nos informa como 'l'(k,r) se comporta sob uma transla -

( + +) . . Agora, como o/ k,r deve ser determtnada expandtndo-a como uma 

combinação linear de funÇÕes conhecidas com coeficientes desconheci­

dos (a serem determinados por um processo variacional), estas funções 

conhecidas padem ser restritas a 

translação! da mesma maneira que 

funçÕes que se transformem, 
~ -+ -+ 

a prapria 'l'(k,r), 

sob 
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_,. _,. 
Assim, ao cxpnndirmos ~'(k,r) em um conjunto de ondas plan~s 

aumentadas, nos rcstrin~iremos 
_,. 

soMente àrpt("las cnj os vetares rlc on­
-> 

um vetor X da rede rec[proca. De fa 
M 

da sejam a soma do vetor k com 

to, vejamos como uma onda nlann com vetar de onda no conjltnto 

{k +Km} se transforma sob uma translação primitiva Tn 

_,. _,. • (.... .... -+ -+ + -+ • (_,. ... 
T e i (k + Km). r ~ e 1 k + Km). (r + Rn) ~ e i k • nn e 1 k + Km) • r 

n 

porque 

aplica 

(II. 25) 

" 1 

Ora, mas este é o mesmo resultado que se obtem quando se 

T sÔbre uma 
n 

onda plana comum. 

Ainda, nela 
- APW -+- -+-

expressao da w (k,r) vemos que ela se trans -

forma da mesma Maneira que uma onda plana comum. 

b) de notacão 

Alem das translaçÕes, existem outras operaçoes de simetria­

que deixam um cristal (ou a haMiltoniana de um eletron) invariante • 

. Em particular, cristais com estrutura do ZnS são deixados invarian­

tes pelas 24 operaçÕes do grupo Td (grupo de ponto tetraédrico), o 

qual é subgrupo do grupo espacial. 
_,. _,. 

0 resultado de tal invariância e impor a W(k,r)certas ex i-

gências quanto as suas propriedades de transformação sob rotaçÕes -

e reflexÕes. 

Para qualquer ponto k dentro da primeira zona de Brillouin­

haverã, dentre as 24 operaçÕes do grupo Td' alguma~ operaçÕes R 
_,. 

que deixam k invariante, no seguinte sentido: 
... _,. ... 

Rk ~ k + Km (II. 26) 

... ~ 

onde Km e um vetor da rede rec1proca. 

Ao conjunto de operaçÕes R c: T'd que satisfazem a Eq • (II. 26) 

damos o nome de grupo ... 
... 

do vetor de onda k que, de agora em diante, 

será chamado G (k) 
o 

Explicando melhor (II.26), as operaçoes R levam k em si mes 

mo, mais, no máximo, um vetar da rede recÍproca. Os Únicos casos em 
_,. ... 

que Km = O são aquêles em que k corresponde a um ponto na superf[ -

cie da primeira zona de Brillouin. 

As operações de 
_,. 

Td que não têm esta propriedade levarão k 

em outros vetares, que, ... 
de k " 

. ... 
conJuntamente com k , constituem a ''estrela 

... ... 
'!' (k, r) 

.... 
Se o grupo G (k) descreve as propriedades rotacionais de 

o 
, esta deve se transformar de acordo com um parceiro de uma 

de suas representaç~es irredutfveis, ou devP se anular identicamen­
..,. _,. 

te. Agora, se W(k,r) pode ser expandida em têrmos de um conjunto de 
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fun(Ões conhecidas coM coeficientes a ser~M determinados ~or um nro­

cesso variacional, pode-se exi~ir (e exire-se) 0ue estas funç~es· se 

transformem de acordo com a mesma representação irredutÍvel que .. .. 
lll(k,r). 

Queremos encontrar os autovalores Ek 
da hamiltoniana R de um eletron. Sabemos que 

- .... 
e as autofunçoes '(k,r) 

- .. as operaçoes R de G (k) 
o 

comutam com II e, portanto, R e 1! possueM um espectro comum de auto -

funçÕes. 

Ainrla: 
r 

HRIV.C! = 
.1 

r 
RJPV. rt = 

.1 
(II. 2 7) 

o que mostra que 

gi a E. Isto quer 

r('( 
RIV. e também uma 

.1 
dizer que 

r 
RUJ ('( -

. e ' 
.1 

autofunção de H, 

no máximo, igual 

com a mesma ener 

a uma combinação 

linear das demais. 

r a + + 
R'!'. (k,r) 

J 
= 

Analiticamente: 

r (R) •. 
('( 1 J 

r 

r .. .. 
w.rx(k,r) 

1 
(II. 28) 

fl ..... ..... -
Diz-se que "'· (k,r) se transforma de acordo com o j-esimo 

- .1 
pareei ro 
. .. da representação irredutrvel r do grupo do vetor de onda 

('( 

G (k) • 
o 

O coeficiente r (R) •• é o elemento 
CY. 1 J 

(i,j) da matriz que repr~ 
r + + 

As funçÕes '!':('( (k,r) 
1 

senta R, na representação irredutrvel ra s ao 

parceiros numa base para esta representaçao e ntt é a.dimensão dare-

presentaçao r. 
CY. 

II.S - Ondas Planas Aumentadas Simetrizadas (~) 

conjuntoA{ko:di:}pl:n::a:::e::a::;:n:~!
0

d:e~~~,;~,
0

:~: ~:::::c:ma:o: 
junto completo. Fora das esferas, elas são ondas planas e por isso,­

formam um conjunto completo; entretanto, dentro das esferas isso não 

acontece. ~esta região, elas são, simplesmente, soluçÕes da equaçao­

de Schroedinger com energia E, servindo, portanto, somente como base 

para exp::::o{::P~:;ç~e; :;:}e::ec:::::t:a:::t:: ::::g::j:·parte de-

onda plana tem :etor de :nda {k + lm} • Precisamos formar, a partir­

dessas funçÕes, um outro conjunto que tenha as propriedades de trans 

formação desejada, ou seja, cujas funçÕes transformem-se de acordo 

com um parceiro de uma representação irredutrvel do grupo do vetor .. 
de onda G (k) 

o 
Para i~so, usamos operadores .. 

representação irredutrvel r do grupo r, (k). 
.APU + + - a o_ 

das w (k + K ,r) sao projetadas em funçoes m m · 

de projeção para cada 

As ondas planas aument~ 

que se transformam de 

acordo com os parceiros daquela representação, formando as ondas pl~ 
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nas aumentadas siMetrizadas (SAPtn: 

r 
(l 

'l'j~ 
.. .. .. 

(k + K r) m' 
.. ... 

+ K ,r)= 
m 

r* (R) •• R'~'Arw (k + "K ;;) 
n J~ m 

(II.29) 

onde R e uma 
- + 

operaçao de G (k). 
o 

e o operador de projeção 

* r (R) • • R ex J ,, 

onde a soma se extende a todas as operaçoes R. 
r 

(II.30) 

('t -+ -+ .... -
A SAPH 'l' •• (k + K ,r) se transforma de acordo com a j-esima 

J>- - m -+ 
coluna da representaçao r do grupo do vetor de onda k : 

(l 

r (R) • 
ex nJ 

... ... ... 
(k + K , r) 

m 
(II.31) 

Assim, -as SAPW sao parceiros numa base para a representa -

çao r 
(l 

Se esta representação for unidemsional, teremos, somente, 

uma 
r 

(l 

'1'11 

função 

( ... k ... ... 
+ K , r) 

m 

Se for bidimensional teremos o par de funçÕes 

... ... ... 
(k + K , r) 

m 

e também o par 

... + 
+ K , r) 

m 

r ex + 
e '!'22(k 

... ... + 
(k + K , r) 

m 

+ ... 
+ K , r) 

m 

cujas funçÕes podem ser ou nao linearmente independentes das funçÕes 

do primeiro par. Se for tridimensional teremos assim três grupos de 

funçÕés que podem ser ou não linearmente independentes. 

Sabendo como construir as SAPW's a partir das APW's, esta­

mos em condiçÕes de expandir as funçÕes de Bloch como ~ombinações -... 
lineares de SAPW's com diferentes K 

+ + 
K , r) 

m 

m 

(II. 32) 

onde a somat6ria em m e sÕbre as diferentes APW's e a em ~ aparece 

no caso em que uma dada APH pode ser projetada em mais de um grupo -

de funçÕes linearmente independentes. 

Sabemos, ainda, que os Am~ são os mesmos quando expandimos­

parc~iros de uma mesma representação irredut[vel. Alem disso, o teo­

rema de Higner-Eckart garante que 



r 
<'I' Cl 

i 
a O se 
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{i 

e como o elemento de matriz não depende do parceiro 

r 
< \jl Cl 

i !H-E 
r 

I 'I'. (l > 
J 

(II. 33) 

(II. 34) 

podemos fixar a atençao em apenas um dos parceiros da representaçao 

irreduti"vel. 

Os coeficientes Am~ devem ser determinados por um processo 

variacional: 

(II.35) 

Estas quantidades serao as mesmas para cada parceiro da base, como 

podemos ver pelas Equações (II. 33) e (II. 34), Assim, a de?;enerescê!!_ 

cia de qualquer autovalor ê, justamente, a dimensão da representa 

çao, que, por sua vez, e~igual ao n~mero de parceiros na base, 

Recapitulando o que fizemos atê aqui : desejávamos encon 

trar os autovalores e as autofunções da equação de Schroedinger num . ... 
determ1nado ponto k da primeira zona de Brillouin. Sabendo que a 

função de onda deve se transformar de acordo com uma representaçao­
+ 

do grupo do vetor de onda G (k), concentramos nossa atençao em uma 
o 

representação irredutfvel deste grupo, encontrando as funçÕes de on 

da e os nfveis de energia para esta representaçao. 

Expandimos então a função de onda 'I' em têrmos de um con -

j~nto de SAPW's , cada uma caracterizada por um vetor de onda do ti 

po { k + Km} , Os coeficientes desta expansão são determinados por -

um procedimento variacional. r r 
Substituindo na expressão <'I'.CIIH-EI'I'.Cl > 

1 1 

pansa.o em termos das SAPH' s, obtemos: 

m,t 

rn',t' 

r r 
A a 

m, t 
q• a 
i,~ 

... ... ... , I (k + K ,r H-E 
m 

r 
Cl 

A I n I 
m •"' 

r 
Cl 

'I' . n I 1,, 
-+ + -+ ' (k + K , r) , 

m 

por sua ex-

(II.36) 

~ 

Assim, um elemento de matriz tfpico na equação secular sera: 
r 

~\jl a 
·-. • n 

1 • " 

. + .......... I I ... ... .... 
(k + K , r) H- E 'I'. 1 n 1 (k + K , r) :;> 

m 1 ,~ m 
(II. 37) 

Lembrando que as SAPW's foram obtidas através do operador 

de projeção, podemos simplificar o elemento de matriz acima. Assim: 



' ! 

r 
a+ -;-+1 I <'!', ,(k + K ,r) H-E 

l,x. m . 

r 
•<r a 
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r 
l!jrt -+-+ 4 
,

1
, 1 ç 1 (k + K ,r)>~ 

' • m 

r a 
n. ' n ' 

1 ' " 

,.,Al'H(+k + .,. -+) 
~ K , r > 

m 
(II. 31l) 

- .... 
e, como H-E comuta com as OJ>eraçoes R do grupo G (k), obtemos, usan­

o 
do as regras de operadores de projeção para representaçÕes irredutí-

veis unitárias, 

r 
< a. ,,,APH (.,.k p • n • 1,, 

= --

-+ -+ APW -+ + + 
+ K ,r)[H-Efr • .,w (k + K ,r) 

m 1,N m = 

.... 
onde G e a ordem de G (k) e n e a dimensão de r 

o a a 

Substituindo P9, 9,' pela sua expressao: 
' 

r a mA PI< (..,.k 
nl'.,l'.' T + 

.... .... 
K ,r)> 

m 
= 

a _G 'Ç'" 
n r:-... 

APF .... .... ... I I APW .... .... .... r (R) 1 <'1' '(k + K ,r) H-E R'V. (k + K ,r)> 
a l'.,l'. m m 

Cl - R 

(II. 39) 

(II. 40) 

vemos que o elemento de matriz entre duas SAPW's ~ uma combinação li 

near definida de elementos de matriz entre duas APW's. 

Finalmente, podenos escrever a expressão geral para o ele -

mento de matriz do hamiltoniano entre duas SAPW's: 

L 

(l(H-En)gg' = Sgg' - Enagg' + 471 2_ 
l'.=O r=R 

p 

(II.41) 

i onde 
.... .... .... 

'Cl gg' 
R 

g = k + K 
m 

... ... ....... 
g'= k + K 

rn 

[ 0<\ , Rk , - 471 
g g 

..... 
i (Rk I e g 

..,. _..,r 
k ) • 

g p 

p 

(II.42) 
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* -+ -+ r (n) ,(k .~k ,) 
a mm g R [

O (i 
k , nk , 

r, g 
R 

-+ -+ 
i (Rk , - k ) • rp 

e g p; 

Ygp,'I = (29+l).it(kgRp)j9.(kg,Rp) :E_ 
R 

-+ 
jQ(IRk, 

" . 

I Rk • g 

-+ 
- k ln ) 

~· 

- k: I g 

(II. 43) 

(II. 44) 

Como estamos somente interessados em considerar os zeros do 

determinante como função da energia, não precisamos levar em consi­

deração os termos 0 e G/na que aparecem na Equação (II.40), visto­

que eles não alteram o resultado. 
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CAPÍTULO III 

-+- -+ 
o HÉT0DO ~ 

Um autoestado do hamiltoniano 
r .... .... 

11 de um eletron e definido por 

uma função de Bloch ~ ~.(k r) 
n, 1 ' 

r 
fllll rt 
· n, i 

-+- -+ 
(k, r) = 

.... .. E 
n 

.... 
(k) 

-+ r (k) 
l!l rt 

n,i 
.... .... 

(k, r) (III.l) 

r (k 'r) 
onde 1.lJ a. 

n,1 
se transforma de acordo com o parceiro i da represent~ 

ção irredutÍvel r do grupo do vetor de onda G (k) e n é o Índice de 
a: o 

faixa. Para cada k , estas autofunc~es formam um conjunto completo. 

Se conhecemos os autoestados e os autovalores de H num ponto 

da rede recÍproca, node~os 
.... .... 

determinar, usando o método k•p 

autovalores e as autofunç~es em qualquer outro ponto. 

os 

Este método 

para o Germânio e o 

foi, primeiramente, usado 

Silício. Partiram eles de 

5 
por Cardona e Pollack , 

resultados experimen -

tais para alRuns "gaps" e elel"lentos de matriz do momentum, utilizan­

do os restantes como parâmetros ajustáveis, ate que os resultados 

coincidissem com as faixas medidas por reflexão no ultravioleta. 
6 Parada , entretanto, mostrou ser possÍvel cheg~r a bons re 

soltados, partindo de uma teoria baseada apenas em primeiros princí­

pios. Nossos cálculos, para o CdS, foram baseados na sua versao nao-
• ~ • --i'" -+ 

relat1v1st1ca do k·p , que iremos desenvolver a seguir. 

.... .. 
III.2- k•p nao relativÍstico 

Em lugar do conjunto de funçÕes de Bloch, usaremos, para ex-
- .. pandi r urna autofunçao de H num ponto k 

çoes de Kohn-Luttinger definidas por; 

... ... ... 
X ( k - k r) . o' n,1 

r (ko) 
III a 
n, i 

' o conjunto completo das 

...... 
(k , r) 

o 
TII.2) 

fun 

Podernos,então, escrever urna autofunção de H em termos dos X 

= 
... 

X .(k 
rn' J 

rn' j 

... ... 
k , r) 

o 
(III.3) 

onde na sornatÕria devemos considerar todos os parceiros de todas re­

presentaç~es irredutíveis a que correspondem as faixas. 

Substituindo essa expansão na Eq. (III.l), obtemos 



·• ·r (k) 
r.m'-1 J!lll a. L = 

n,1 
m' .i 

+ 
= E (k) 

n 

+ + + 
com K = k - k 

o 

n, 1 
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+ + f 2 ? iV.r 1í + 
e -- ( •:)-

2T" 

... r (k ) 
lV ('t o 

M' j 

... 
+ E (k 

m o 

+ + 
(k , r) 

o 

h ) + -m 

+ 
] r < k ) K-+ 'l'rt o + + 

(k , r) 
·r J m,i o 

(III.4) 

* ~ + + 
que.multiplicada (anhos os membros) por X .(k- k ,r) e integrada 

m,1 o 
em todo o volume, acarreta: 

~ 
cm,-~ ![~: +2 + 

F.n (i{} J K + E (k ) - r. 
mm' r. •• + 

n,1 m o lJ 
m, j 

h -+ +i,j ) r <k: ) + _,. 
+ K·p I 

'i' r:t. o (k. r) = r) 
m m ,m rn' .l 

(III.S) 

para cada n e cada i. 

Resolvendo, então, a equaçao secular: 

. { [1í2 +? + 
det l 2 m K- + Em (k

0
) -

h + • • 

} o I Ô • • + - K-r 1 :J = o 
m,m I.,J m m ,m 

~ . + 

= 

-encontramos OS UI.VelS de energia F. (k) e os coeficientes da 
n 

exnansao. 

Podemos observar que, na matriz da equação secular, os Únicos 
- + + elementos fora da diagonal sao os termos k·p , o que justifica o nome 

adotado para o método. 

~o entanto, para resolvermos o problema co~pletamente, deve.­

rÍamos calcular um determinante de ordem infinita. Podemos contornar­

esta dificuldade utilizando apenas um pequeno n~mero de soluç~es para 
+ . 

o ponto k , visto que estamos interessados em apenas alguns nÍveis -
o . 

de condução e de valincia acima e abaixo do ''gap 11
• O bom resultado do 

método irã depender deste n~mero e também da precisão com que foram 

obtidos os ~ . n1ve1s em 
+ 
k 

o 

III.3- Elementos de matriz do momentum 

Seja cr um operador que comuta com todas as operaçoes do grupo 
+ 

do vetor de onda k 
+ o 

a G (k ) 
o o 

e o elemento 

Neste caso, o grupo G 
op 

de cr - ~ . e, no mi.ni.mo, 

de matriz de cr entre duas SAPW 1 s é: 

igual 
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r o r _,. K _,.) I I '" (O (k _,. _,. > 
<'V (k + " .r o .. + K , r) a 

I,J o m 1,.1 o m 

APIT _,. r 
G _,. _,.) I I w llt (k .... .... 

~ /Iii /\() <'!' (k + K ,r rr .. + K , r)> 
.. w n !li o m J,J o n 

(III. 7) 

reduzindo o problema ao c;lculo do elemento de matriz entre uma APW 

e uma SAP'J. 

.... 
~!o caso do operador momentum p , no ponto r, isto nio acontece, . .... ... 

vtsto ser o grupo de pum subgrupo de G (k ). Desta forma o operador 
o o .... -p comuta apenas com algumas das operaçoes 

.... - -k , sendo as representaçoes deste ultimo 
o 

representaçÕes de G • Além disso, podemos 
op 

elemento de matriz diferente de zero entre 

do grupo do vetor de onda 

redutfveis em uma ou mais 

afirmar que só haver; 

SAPW's que se transfor -

mem de acordo com o mesmo parceiro da mesma representação deste Úl­

timo subgrupo. ... 
Para as operaçÕes R.que pertencem ao grupo do operador p ,exi~ 

tem transformaçÕes unit;rias U e u que reduzem as matrizes das re -

presentaçÕes r 0 (R) e rw(R) ã forma diagonal em blocos: 

r' (R) 0 

r • (R) 
w 

* = u 

* = u 

r (1 
(R) U 

-rw (R) u 

Sejam B e T, respectivamente, as operaçoes do fator do subgru­
-+ 

po G · e as operaçÕes de G (k ). Neste caso : 
op o o 

r , 
<'Y n 

I,J (k 
o 

r' ...... , ... , w 
+K,r)p'!' .. 

m . L ,J 
( ... k ... ... + K ,r)> 

o m = 

* * U ., rn(T)., Ju" r (B ) . L, J·r ~" n, ~ , m w m, J 
T,B Mm 

'(III. 9) 

onde SL,t é a soma dos possrveis valores de L e ! que fazem rQ(Y)I,L 

e r• (Y). , corresponderem a mesma posição (linha e coluna) e ã mesma 
w 1 '"" 

representação irredutrvel - de dimensão n 1 - do subgrupo G , ao 
op 

qual Y pertence. 

Reduzimos dessa forma, o elemento de matriz entre duas 
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SAPP's ao elemento de mntriz entre duns APW's. 

Consideremos as duas APW's: 

9. 
.+ .... 
1k •• R 

e 1 P 41! 2_ 2_ i Q, 

j.(k.R ) 
' 1 p 

e 

a 
u 9 (R ) 

' p 

a( ')Y* (n'.,~'.) Y 
u9. r ~,,1'1 1 1 9,,m 

,..API\' ( ) , ik •• r 
T 1(, , r = ~e J + o 
Eb J 

p 

q,=n m=-.~ 

(A',<'>') 

9. 

~ 
m=-9, 

Tomando, en t ao, 
.... 
p na direção z , temos 

APW" + + I+ APP + + 
< 'l'E · ( k • , r) r> I '!'E · ( k • , r ) 

1 ' ' J 
a h 

' k. 
1Z 

p 

onde 

+ k. 
1 z l"" .. 1] 

e 

"(+ 1 k -
j' 

= 

' 9. 
1 

(III .lO) 

(III.ll) 

(III.l2) 

FÜ,j ,i) = 4 
(Q,+ 1) - m y 

[ 

2 2] 1/2 

1!~ 4(9.+1)2-1 9.m 
(A!,<'>!) Y. (A!·,<'>!) 

1 1 ,,+ 1, m J J 

• 

R 
e 

• 1) = a b P.(R )P
9 1

(R) 
"' p ,+ p J' o [ 

+ 2 ( 9.+ 1) 
r 

com 

P~(r') 

I(a,b,9.,2) • I(b,a,9.,1) 

dr' 

-
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CAPf'I'HLO IV 

CÃLCULO DOS 9!VEIS DE ENERGIA NO PONTO r --·--

I\7 ·,1 - Introdur~ 

ns vetares rle translação da rede, pnra a estrutura "zinc 

blende", são 

~ a (~ y) al = + 
2 

~ a (; -;) a2 = 2 + 

~ a (y ~ 

a3 = 2 + z) 

~ ... e os vetares K da rede rec1proca sao m 

~ ~ ~ ~ 

K = ml hl + m2b2 + m3h3 m 

com 

.. 
b .. c 

1 ~ ~ ~ 
i,j,k na ordem cfclica. 

a .• (a. x ak) 
1 J 

A estrutura cristalina do CdS é mostrada na fi~ura IV.l. Usamos o 
15 parâmetro da rede citado por Pearson 

a • 5, 8 32 ~ 

Hâ outros valores encontrados na literatura. 

exemplo, cita 5,820 ~ e Stuckel e outros 2 usaram, em 
o 

o valor 6,081 A • 

IV.2 - Determinação do potencial cristalino 

16 
L.Roth , por 

seu trabalho, 

Na Secção II.2, vimos que o potencial cristalino, na apro­

ximação ''muffin-tin'', é a soma do potencial at~mico com a média es 

ferica dos âtomos vizinhos. 

Para achar o potencial at~mico, usamos o esquema proposto-

por Herman e 
17 . 

Skillman que apresentam o potencial visto por um 

eletron para os âtomos de Cd e S livres. Entretanto, esse potencial 

jâ inclui o exchange (aproximação de Slater), de forma que é melhor 

partir dos orbitais tabelados por Herman e Skillman, calcular a de~ 

sidade de car~a at~mica, de onde se obtém o potencial coulombiano -

que difere do potencial visto por um eletron pelo tempo de exchanre 

(vide Seção II.2). 
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FIGURA IV 1 

ZONA DE BRILLOUIN PARA A ESTRUTURA 
ZINC BL ENDE 



- JG -

------ ---.:e 
..,.. .... -T 

......... ___ .............. 

· FIGURA IV_ 2 

ESTRUTURA CRISTALINA DO Zn S 
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TAHfLA IV.1- N~mero de ntomos -- de cada tipo (1 ou 2) em cada camada. 

I Tipo de âtomo 7-~Úmero de átOMOS 
. I r: Rato da cam~ L. na camada unidades de a 

1 1 1 o I 

2 2 4 {3/4 
I 

3 1 12 v12 
4 2 12 .,fTI I 4 

5 1 6 1 

6 2 12 {1914 

7 1 24 ..r612 
8 2 16 Vz714 

9 ' 1 12 [2 

lO 2 24 {3s I 't 
11 1 24 ~12 

12 2 12 \[4314 

13 1 8 .[3 

14 2 24 vSrl4 

15 1 48 I[Ít.l2 

16 2 36 \ÍS9 I 4 

17 1 6 2 

18 2 12 ~/4 

19 1 36 fÍal2. 

20 2 28 ..f(s I 4 

. 
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Para encontrRr a contrihuição devida aos âtomoR vizinhos, 

distribu{rnos os ntomos em esferas centradas em Cd e S, dctcrminan 

do quantos átomos de cada tipo estão em cada camada. O resultado­

i mostrado na Tabela IV.l, onde o ~tomo tino 1 pode ser Cd ou s.­
conforme a esfera esteja centrada e" Cd ou S. 

Conhecendo, então, a teoria desenvolvida no Capftulo II e, 

com auxflio de um programa simples, podemos obter o potencial cris 

talino, visto pelos átomos de Cd e S. 

Em seguida, encontramos os raios das esferas ''muffin-tin", 

achando o ponto de potencial comum a átomos de Cd e S mais prÕxi -

mos, como mostrado na Figu~a IV.3. 

Escolhemos, inicialmente, o potencial constante como meta­

de do valor do potencial comun, no ponto onde as esferas se tocam: 

Vconst. = -0,675 Ry 

Esta média, embora mais pobre que a obtida fazendo a média 

espacial do potencial cristalino na região de ondas planas, tem a 

vantagem de ser muito mais simples que a outra. Ademais, iremos va 

riat este potencial constante e ver corno isso afeta o '1 gap''. 

IV.3- Cálculo dos autovalores 

Para obtermos as funçÕes de onda e os nfveis de energia 
~ 

num ponto k da zona de Brillouin, usando a teoria apresentada na 
o 

Seção II.S, devemos resolver a equação secular: 

de t {H-E } ~ ~, g,g = o (IV. 1) 

Vejamos, em linhas gerais, os passos seguidos para isso. 

Devemos lembrar que a dimensão da matriz do determinante 

desta equaçao e o numero de APW's do conjunto de expansão das aut~ 

funçÕes, que i infinito. 

que um pêqueno numero de 

A experiência, no entanto, tem mostrado -
~ 

g' s, prÕxirnos da .origem, dã U11la precisão-

razoável. Sabendo que as APH' s transforrnarn-s.e, sob as operaçÕes R 

do grupo G (k ) corno ondas planas comuns , podemos encontrar um 
~ o 

nÚmero de p,'s, tais que: 

r .~ ~ 
ex 1<t1>. r 

P •• e o 
1J 

R 

* r .. 
1J 

o (IV. 2) 

onde, variando j, tomamos apenas aqueles para os quais os resulta 

dos dão combinaçÕes diferentes de ondas planas. Usamos, entao, a-

expansão da 

presentação 

função de Bloch em quinze 

irredutfvel r de G (k ), 
ex o o 

desses vetares, 

onde escolhemos 

para cada re 
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5.0 
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1.50ua 1.0 
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2.0 

3.0 

4D 
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<Ryl 

FIGURA IV- 3 

POTENCIAL CRISTALINO E RAIO DAS ESFÉRAS "MUFFIN- TIN" 

s 

""' ... 
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~ " k = (o,n,n) 
o a 

Foi escolhido o ponto r para se efetuar o cilculo APW ini­

cial , por .ser o ponto de maior simetrin da zona, tornando, assi~, 

o câlculo mais simnles e abreviando o te~po de cálculo ao mâximo -

possÍvel. 

Na 

4rr 

r:~ uação 

(R2 
p 

(II.41) aparece uma 
~ u; (r,Fn) 

(r, E ) 
n r = R 

p 

série e n 9, 

onde R 
p 

e o raio da esfera p na aproxiMaçao "muffin-tin''. O momcn-

to angular orbital l pode variar de n a oo • No entanto, a série con 

verge, rapidamente, de nodo ~ue um pequeno numero de l's e suficien 

te. A experiincia tem mostrado que se sornarmos de 1 =O a 1 = 13, te 

mos uma precisão muito boa. 

Temos, entao, um programa que calcula: 

i) as derivadas lo!'arftnicas 

u 1 E (R ) n, , > n 

onde ru(r) é a solução da equaçao radial (II.l4). O método de 

~ournerov é utilizado para resolver esta eouação. 

ii) os fatores rv.--+ -+ 1 ,R-+ -+ 1 e v-+ -+ 1 g,g g.~ ~.g 

energias. Estes fatores (II.42, II.43, II.44) 

, que independem das­

dependem anenas dos 

elementos de simetria, dos vetores da rede recfproca e dos valores de 1 

Por causa disso, esta parte do cilculo é feita isoladamente para -

cada representação, independente da parte em que aparece o valor 

de E. 

O pro~rama, Íinalmente, substitui os resultados dos cálcu­

los acima na matriz ~n-J 1 • n determinante é, entao, encontrado 
' - • " Jg,!g 

pelo metodo da tr1angulaçao, para cada válor de E, admitido como-

parimetro. Variando E numa região convenientemente larga, verific~ 

mos para quais de seus valores o determinante muda de sinal, obten 

do, assim, as rafzes da equação secular (Método de Newton). 

IV.4- Resultados 

Procurando os zeros do determinante, para cada uma das ~in 
. - ..j.. 

co representaçoes de G (k ), numa faixa de 30 ev, encontramos os 
o o 

resultados anresentados da Tabela IV-2. n "gap'' estã entre os nf 

veis rlSv e rlc e tem o valor 3,45ev. Este resultado ê maior que o 
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TA 111' LA I V, 2 - N{v~is dr Encrgi~ no ponto r da zona de Brillouin, 

c?----

dos pelo ~;todo APW, neve-se somar V • -n,fi75 Rv 
const 

para se obter os valores absolutos. 

NÍvel Energia Energia 
(Ry) (e v) 

rlS,4 T 1. n flQ 14.81 

I 
.. ~ 

fl2 ,2 ! n.912 12.40 - --+ • r 1. 3 + 0,'1()2 12.26 
I 
I 
I 

I ~ 
rls,3 - 0.624 8.48 

' -

..... , r J ~ 
I I' 

ç. 
> 

' l I 
. r 1,2 -!- 0.151 2.05 

.. -
.) 

I .. 
! 

I 
p;ap 

. riS, 2 I -0.103 t -1.40 

- r1s,1 • 
r12,1í' -o 734 

. .r< 

-9.98 

J~~i -0.999 
\ I 

-13.58 

(1.t. -c c' 

+} ~~~2. 
' ' c\ v 

S>'" o. ~~""" 

o.IJl'i-

0 'lei~ + , . .(_ 

-\- o. o z~ 1 

o-<)~t;J'Z.-~ 

~ Oo~-\-5 
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resultado cxpPrimnntal ci tndo na . 1 -l1teratura QUP. e de 2.Snev. 

Variamos, entao, o valor do potencial constante V , oh-
cons t 

servando o efeito desta variaç~o no " ,, gap • corno mostrado na Tabela-

IV.1. Podenos notar que: 

i) n nfvel de valência e o de condução decrescem ouase que linear -

mente, 

nÍvel 

com o aumento do m~dulo do potencial constante V 
const 

de valência decresce mais lentamente que o de condução, 

() 

fa 

zendo cor.1 que o ''p,ap" também decresça com o aumento do mÓdulo de 

v 
const 

ii)n valor experir1ental de "p,ap" 2.5ev é obtido com o potencial de 

-n,szs Py. Assim, variando o potencial de -n,n75 para -0,825(22?), 

variamos o ''gap'' de 3.45 ev para 2.50 ev (3~%), o que mostrou 

que o ''gap'' é bastante sensrvel ã variaçao do potencial constan-

te. 

~a Tabela IV.4, apresentamos a composiçao das funçÕes de onda, ou 

seja, os termos correspondentes ã onda plana (região fora das esfe 

ras) e aos membros L = n, L ~ 1, L = 2 e L = 3 da expansão (região 

dentro das esferas, 

Podemos, também, 

em tôrno dos átomos 

notar que os ~ . 
n1ve1s 

de Cd e S). 

fl2,1 e flS,l, degenerados, 

correspondem a funçÕes de onda fortemente localizadas no átomo de 

Cádmio (Ãtomo 1), com L= 2. Isso nos leva a dizer que corresponde'"­

ao nrvel 4d do cádmio. 
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T/IREL/1 TV.1- Variação do "gap" c dos nrveis de energia do ponto! 

função da variação do potencial constante. 

I . ! 'I~ 1 T' I 
I I Energia 

Nrvel r 1 c 

Energia 

Gap I Potencial · lVe · 15v 

1 
Constante I 

lv 1,------~,------~,-------.-,-----r-----.----~ 
I c , Relativa I Absoluta 1 Relativa Absoluta 

I (Ry) I (Ry) . (Ry) I (Ry) (Ry) 

I ! ! i 
(Ry) (e v) 

i 
1-0,625 : -0,141) I -(),771 I 
: -(),675 1-0,103 1-0,778 

'-0,725 1-(),06() 1-0,785 

I I I i -o,8oo 
1 

o,oo3 
1 

-o, 797 

0,130 

1

1 :::::: 

-0,555 

I 

0,150 

0,170 

0,~_29 -0,601 

o, 2 76 3.75 

0,253 3.43 

o ,2 30 3. 13 

0,196 2.66 

2.01 I -0,900 0,08R -0,812 0,236 -0,664 0,148 

'----~--~----~--~--~--~--~ 
( (' 

_ (.ÓL) -7 /0) 
~ \.j .. c. 21 c 



~epr. 

I 
~}1,1 

I 
í''"~-Jr 1 '2 

~ 
·!'1,3 

. r~ e2,1 

~.A..<.lt2,2 

r~, 15,1 
I 

Energia I Onda Plana 

I 
I 
I . ··. 

I -~ / \ ~ I . t 

1

-0,999 I 0,509,.1. c .. 
. ·õ. (-,~(., . -

I I o. 151 fl,263 
0. Z I$ 

0,901 11 1),643 ~ 
Cl.':\SJ5 O,bi-) 

I -0,.735 I 0,025 I 
0,912 

o.o2~· . I 
0,592 / 
tl. Gil 

i ' ·-o, 73.í _: o,o53 
- c !§IJT-S . \"Ge-t> lf} 

r~r15,21-0,l03t?l 0,426 
' . .lco. o t.·(\' O ·'11-':1 
·r I 

\"'~i 15,31 0,623 0,516 
' f--. bSét- I e.$'{?:, 

r~·lrt5,4 l,OR9 

N{.\1,3<?_ 

·n,169 \ 

CJ.D~G, 

L = O 

Átomo 1 

o' o 31 
--e, • o l o •· .• 

0,181 
e>-!13 
0,323 

15 .3oo 
o,ooo 
o· 

o,ooo 
C) 

o,ooo 
CJ 
o,ooo 

o 
o ,000 

o 
1 \ -o ,ooo 

1 

.:: ""--

ÁtOMO 2 

0,456 
().C..~G-1 

0,5S4 I 
0 .(/~D 

0,0(')4 
o,cJ 

o 6 ~no_ ·I· 
o,ono 
o 

0,000 
···a .. 
o,ooo 

o 
0,000 

o 
ro,~oool 

.-.c ......... 

L = 1 

Átomo 1 

o,ooo 
(_)- .. 

n,ooo 
a 

n, oon 
G. o 

o,ono 
··L'· 

o,nnn 
o 

o, o no 
. B:o 

0,015 
6 .o( 2 
0,193 

o 2'-13 
(ií;6z~ 

c.ut,q 

Ãtomo 2 

1 o0ooo 
I -
I 2;000 

I o,nnn 
I Q. c) 

I 
o,noo 

. u 
I 

o,ooo 
o 

0,024 
o o 2,1 ~ 

0,496 

o 'l?o 
n,141 
(.; (j (, 

1 O, :R?R 
IC,J;)S' 

. 

I 

! 

I 
I 

L = 2 
I 

Átomo 1 Átomo 2 I 

0,000 I o,onn 
. 0 . .., (.r· .. • • I 
n,ono I o,ooo 

c I c 
I o, n no 1 

D. c. I 
o,973 I 
o .71-c I 

0,000 
o. o 
0,001 
(, : G<..: I 

0,04R 0,355 
{). o Ç,C, o. 3! <{ 

0,919 0,001 

o (J~'J 0 O() I 
0,055 o,ooo 
C0T-I (;o 

o,ono 0,145 

e ~ I Õ~nônl' r o . o o _ 
1 

'C t; c+ ·I c 'L ( c i 

I 

L = 3 

Átomo 1 I ÃtolT'o 2 

0,002 
•(j -,~·( . .' ~ 

0,000 
c 

0,001 

0. o 
0,000 

c 
o,ooo 
·o 
0,000 

(i 

o. 00 4 
c cc.; 1 

o ,003 I 

';,~cdell 
' ("; ri 

o' 000 
o 

0,000 

c 
0,'127 

o (• (' ~ 
0,000 

c I 
0,000 +-~ .... i ~-/!) 

c i 
~·o o '1 I 
o ,IJ01 I 
G- ... l! 

I o,ooo 1 

' 
é ! 

\ rr, oÕLi'\ ! 
I I I 
C· 11 



CAPfTllLO V 

r.i\LCllLO DAS FAIXAS DI' E'IE!H~TA 'lOS EI'\OS DE ST'!T'TRt/1 

V.l- r.âlculo do" elel"Pntos 
.. 

de rnatriz de .!'.. 

C:onhecendo os ... . 
UlVPlS de ener~ia e as funçÕes de onda em r, apli_ - .. .. 

camos o Metodo k•p desenvolvido no r.aprtulo III, para encontrar os 

veis de energia eM qualquer outro nonto da zona de Rrillouin. 

... 
n> 

Primeiranente, precisanos dos elef'lentos 
. .. 

de matr1z de p , llsando 

regras de seleção, 

do que a Matriz do 

mi te ano. 

podeMos elirninar os elementos que são nulos, lembran 
-+ - • • -operador p e auto-adJunta po1s ele e um operador her 

O grupo do operador n é UM suhrruno de Td constituído por qua-x 
tro elementos, que são aqueles que deixam x invariante e cada um deles-

forma uma classe. Na Tabela V,l apresental"OS a tabela de caracteres do 

grupo de p , Por meio de transformacÕes unitárias convenientes podemos 
X 

transforMar as matrizes da~ representaçÕes irredutíveis de Td, corres -

pondentes aos elementos do grupo de p ,na forma diagonal em 
X 

respondentes - -as representaçoes irredutrveis deste ÚltiMo. A 

blocos cor­

Tabela 'i/:. 2 

mostra esta redução e, também as Matrizes unitárias da redução e a base 

das representaçÕes irredutrveis, Para os 

reduçÕes idênticas são feitas. 

grupos dos operadores p e p -
y z 

.. 
Por out~o lado, sabef'lOS que p se transforMa COT'10 rlS • para as 

operaçÕes do grupo Td, e que \ 

"r1s 

Assim, podemos, a priori, 
... 

saber quais os elementos de matriz de p que-

poderão ser diferentes de zero. Na Tabela V.3 mostramos estes elementos 

para as representaçoes irredutfveis de interêsse e, na Tabela V.4, uti­

lizando as propriedades de transformaçÕes de base das representaçÕes 

irredutÍveis e as reduçÕes dos grupos dos operadores p e p , 
y z 

indica ... 
mos todos os elef'lentos de p diferentes de zero. 

Na Tabela V.S, apresentaMos os resultados encontrados para os ... 
elementos de matriz de p entre as funçÕes de onda transformadas, isto e, 

funçÕes que, para as operaçoes do grupo px' se transformam de acordo 

com as representações irredutfveis do grupo deste Último operador, 
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TABELA V - 1 Tabela de caracteres do Rrupo px 

E . JC 
I I - i -

I 

I r 
I "1 1 1 1 I 1 

I j 

I 
r 

"z 1 1 -1 -1 I 
I 

I i\3 
I 1 -1 1 -1 I I I 

i\4 1 I -1 -1 -1 

I I I 
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TARE LA V.2 -- - Redução das representaçoes irredutfveis do Grupo Td 

em representaçoes irredutÍveiS do Grupo· de l'x 

(a =1)2/2, b = 1/2. c = 3/2) 

! I I I 
[Representação I Base da l'epre- Matriz Uni tâ- I Tranforrnação da 

!irredutível do I sentaçao I ria da Redução Base Reduzida 
I I 

~rupo Td I I 
I i 

rt I R I 1 rt = "1 

I I 

l: ] 
T I 

r12 = "1 
2 2 1 

r 12 X - y I 
I 

8 -z.? - ..t. T I r12 = "'z 2 

I 
I .-1 o r<r) I X o = "'1 
I I 15·1 

I J 

r t5 
I T 

"3 I y o a a r1s 2 = 
I I , 

I i 
I I I o T 

"4 z a a r15.3 = 

I - - i 

4 2 z2)+ 
I 

X (y -
r2 

4 2 2 1 r2 "2 y (z - X )+ = 
z 4 (x 

2 2 
. . - y ) . 

I 
' 

' 2 x2) -1 o T J yz(y - o r25 = -"2 1 . 

I r2s zx(z 2 x2) o T 
"3 - a a r25 = 2 

I 
I 2 y2) T xy(x - o a a r2s = !!.4 3 '- -
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... 
TARELA V.1- Elementos de matriz de p diferente de zero (entre fun-

çÕes de onda transformadas) 

r I"' lr<r> = 
< 1 · "x 15; 1 > 

<r<T) 1~ lr<T) 
12;1 X 15;1 

>- <r(T) I" Ir 
12;1 ~'x 15;1 

<r> I" Ir I" I <rl5;1 ~'x 15;1 > = <r15;1 Px r15;1 > 

<r<r> I" lr<T) = <2>, 

> = l,f 
'12;15 

15;2 Px 15;2 ""15;15 

l-<-r_(_T_)_I_"_I_r·-(T_)_)_=_(_3_)_'l--.-----------------ll 

15;3Px 15;3 "15,15 
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+ 
TABELA V.4 - Elenentos de matriz p diferentes de zero. 

<r 12,llnxlr 15 , 1> .. -<r l,.,·lr > 12,1 y 15,2 

= (VÍ) M 

2 12;15 

= <r I 1 r >-O)., 
15,3 nz 15,3 - '15;15 

(2) 
= H15;15 

(3) 
D M15;15 
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'l'Alll'T.A V. 5 - ElPnPntos de rnatri z do rnnmPntum HT'l'~( n c 0 rlesir,n.1:-> as 
----- "•" 

IE lenen to 

I. 
IM 1; 1 
! 1; 15 

'I 2 ; 1 
. 1; 15 

I H 3; 1 
I 1; 15 

1'!1;2 
I 1; 15 

! 'I 2; 2 
I · 1; 15 
I 
I 3·2 
.:-~1;15 

I 
I 

M 1; 3 
1; 15 

M2; 3 
1; 15 

3; 3 
M 1; 15 

M 1; 4 
1;15 

M2; 4 
1;15 

M 3; 4 
4; 15 

1 ; 1 
M 12; 15 

2 ; 1 
M 12; 15 

1 . 2 
M12; 15 

2 ; 2 
M12;15 

1 . 3 
Hl2;15 

2 ; 3 
Ml2;15 

1 . 4 
Ml2; 15 

reprcscntaçocs, Me n desiRnam os nfvcis correspon~en-

tes a a e P respectivamente) en n/m ua, 

Parte Real Parte Imaginária 

-0,6311 0,5435 

I 

I 
0,5315 I -0,2715 

I 
I -0,09163 I 0,1717 

! I 
I -0,7618 

I 
o,n27 

I 

I 0,634R -0,6357 

I 0,002949 -0,02580 
I 

0,2508 I -0,3414 

I 
-0,1107 0,09364 

I 0,3965 -0,1796 

-0,03451 0,03356 

0,02880 0,001508 

0,07859 -0,05897 

0,03067 0,03269 

o. 6 32 6 -0,7698 

0,04212 0,1977 I 

3. 85 3 -2,462 

-0,2974 -0,9751l 

-1,412 1,149 

-0,1485 -0,09048 
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TABELA TV.5 - Continuaçio 

i : 
I 

F.lenento r arte Real ! Parte Imaginária 
I 

I 
2 . 4 I 2,226 '112;15 J 

-0,3261 

I 
' 

(3)Hl ; 1 i 
I 

I . 15; 15 I -o ,rn716 0,0000 
I I 
! (3)Hl ;2 I k: 15;15 I -0,2450 -0,8531 

I 
3)Hl ; 3 ' I 15;15 I -0,05817 -0,2713 

I 

! ( 3) '11 ; 4 i 

I '15;15 I -o, 3R'll 0,6584 
I I 

2 ; 2 
i '115; 15 -0,003365 I 0,0000 
I 

I 
'!2 ; 3 ! 
"15;15 I -0,2407 1,652 

! I 

i 2 . 4 ! 11 15;15 I -0,000711Q 
J 

0,0007349 
I I 
i '13 ; 3 i ' I . 15;15 I n,04598 0,0000 
I I 

I '13 ; 4 I 
'15;15 I 0,3966 

I 
-0,4604 

I I 

M15;15 -0,0005381 0,0000 
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V.2 - Resultados pnra as f ni xas de simetria 

Tendo os valores dos elenentos de natriz do momentum e dos 

nfveis de enerria no ponto r , pode~os resolver a equação secular­

(III.6). Efetuamos o cálculo en dez pontos sôbre cada un dos eixos 

A, À é Z:::, oh tendo as faj_xas de enerp,ia apresentadas nas Fip.;uras -

V.l, V.2, V.l. 

Pelos resultados obtidos podenos observar que o CdS e um 

semicondutor de ''r,ap" direto, localizado no centro da zona de 

Brillouin (ponto r ) 

Comparando nossos resultados com os outros jâ existentes 

podemos afirmar que: 

a) nossos resultados nao diferem, qualitativamente, dos re 

sultados de Herman e outros
3

, que calcularam as faixas num interva 

lo ben menor que os nossos (lSev). Ouando comparados aos de Stuckel 

e outros
2

, verifica-se que a diferença fundamental consiste no fa­

to do deles apresentar o nfvel correspondente do nfvel atômico 4d 

do cãdmio muito baixo do encontrado por n;s. Entretanto, Herman e 

Skillman 17 encontram nara o nfvel 4d do cádmio atômico o valor 

- 1.344 Ry que está bastante pr;ximo daquela por n;s encontrado 

-1.409 Ry 

A fim de estudarmos a influincia do valor do ''gap'' no aspe~ 

to geral das faixas de energia, variamos o seu valor para 2,50 eV­

(mantendo todos os outros valores inalterados) e calculamos as fai­

xas de energia no eixo A • Os resultados estão apresentados na Fig~ 

ra V.4 • Por ela oode-se observar que nao houve mudança considerá­

vel, a nao ser na regiio do ''gap'' pr~xima ao ponto r 
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CAPfTULO VI 

DeterminaMos, no presente trahnlho, as faixas de energia 

não-~elativfsticas do CdS , se~icondutor II-VI de ''Rar'' direto 

(ponto r) e estrutura ,, • ft ~ - + + ztnc-Nend , atraves do metodo APW-k•p. 

Como foi dito anteriormente, a aproximação muffin-tin pa 

ra o potencial cristalino, na qual o mitodo APW utilizado esti -

baseado, deve apresentar bons resultados para estruturas de gra~ 

de fator de empilhamento, da{ ter sido o seu emprep,o Praticamen­

te confinado a tais casos. SÔ recentemente é que aplicaçÕes fo 

ram feitas 
(19) 

Man te 

às estruturas de Pequeno fator de empilhamento (dia -

. bl d( 20)) - d . 1 e z1nc- en . Para estas o meto o convenc1ona 

mente utilizado é o OPW (ondas planas ortop,onalizadas) e suas va 

riaçÕes, combinado com o método do pseudopotencial. 

Dentre os semicondutores II-VI de estrutura zinc-blend -

foi escolhido o CdS não apenas pelo seu interêsse tecnolÓgico g~ 

ral, mas por estar ele sendo estudado por grupos experimentais -

do Departamento. Além disso, a determinação do esquema de faixas 

do material serviria para elucidar a[gumas discrepâncias bisicas 

existentes entre os cálculos já existentes (principalmente quan­

to aos nfveis, em r, Provenientes do nfvel 4d do Cd), assim como 

explicar os dados experimentais publicados. 

De um modo geral nossos resultados, apesar de nao leva­

rem em conta correçÕes relativfsticas e as devida i utiliz•ção 

da aproximação "muffin-tin" para o potencial , não diferem qual!_ 

tativamente dos ~esultados obtidos. Quantitativamente, entretan­

to, discrepâncias existem. 

Da análise da Tabela V.4 várias conclusÕes podem ser obti 

das, a saber: 

a) o n!vel de valência <rl5,2) apresenta 43% de sua função de on-

da localizada . - fora das esferas 50% tôrno-na regtao e quase em 
' 

do átomo de s (função do tipo p) • enquanto que o nfvel de con-

dução (r 1 , 2 ) apresenta apenas 26% na região de onda plana, 18% 

em tôrno do átomo de Cd (função do tipo S) e 55% em tôrno do 

ãtomo de S (função do tipoS).· A sensibilidade de cada nfvel a 

variação do potencial constante depende da composição da fun 

ção de onda. A primeira vista, como a função de onda correspo~ 

dente ao nfvel r 15 , 2 esti mais localizada na região de onda 

plana que aquela correspondente ao nfvel r1,2 • poderfamos es-
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perar varinçao mais forte no primeiro em comparaçao com o sepu~ 

do. Entretanto, uma função do tipoS, deve ser muito mais 
~ 

sens1 

vel a variação do potencial constante que uma do tipo p. nesta 

forma, não i estranho que o nível rl5,2 decresça ~ais lentamen­

te que o de condução, acarretando uma diminuição do ''gap'' com o 

au"mento do mÓdulo de V 
const 

Estas funçÕes, ainda apresentam grande contribuição dentro das -

esferas, donde pode-se concluir que as correçoes relativísticas 

deveriam desempenhar papel i~portante. Entretanto, como a con -

centraçao ocorre principalmente em tôrno do ãtomo de S (o mais­

leve) não sedevem esperar correçÕes enormes. 

h) abaixo do nível de valência (energia ~enor) ~ . 
aparecem os n1ve1s-

rl5,1 e rl2,1 degenerados, os quais correspondem ao nível atôni 

co 4d do Cd (mais de 90~ das funçÕes de onda desses nÍveis cor­

respondem ao termo ~ = 2 em tôrno do ãtomo de Cd). Estes nÍveis 

aparecem no cálculo de Herman 3 , mas não de Stukel e Euwema 2 e o 

valor de sua energia não difere muito daquela do nÍvel atômico-

4d do Cd 17 • 

c) de um modo geral os níveis encontrados em r aprese~tam 40 a 

60% de suas funçÕes de onda situados na região de onda ~lana , 

excetuando-se os nÍveis de valência provenientes do nÍvel atê­

mico 4d do Cd e os nÍveis de condução r 1 2 
e r 1ç

4 
, que apre-

. ' ' sentam percentagem muito menor. É de se esperar, portanto,que-

as correçÕes devido à utilização da aproximação "muffin-tin"·­

para o potencial não devam alterar consubstancialmente o esqu~ 

ma de faixas obtido, embora, certamente, irão modificar quant! 

tativamente os resultados encontrados. A correção devido ao fa 

to do potencial não ser constante fora da esfera pode ser fa -

cilmente levada em consideração, 'expandindo o potencial crista 

lino, na região considerada, em série de Fourier. Jâ as corre­

çÕes ao potencial muffin-tin na região dentro das esferas(con~ 

tribuiçÕes não-esféricas) podem ser levadas em conta como per­

turbação. CorreçÕes relativísticas poderão ser importantes pa-

1 
~ . 

ra a guns n1ve1s, principalmente aquelas devidas à interação -

spin-Órbita. 

A influência das correçoes acima apontadas nas faixas 
.... .... 
k•p obtidas não pode ser facilmente discutida, devido ao fato das 

faixas dependerem de um n~mero grande de níveis de energia e fun­

çÕes de onda em r, nas quais as correçÕes influenciam de modo di­

ferent~. Entretanto, o aspecto geral das faixas concorda com os -

jâ existentes e deixa-nos antever que as discrepâncias quantitat! 

vas existentes poderão desaparecer se as correções mencionadas fÔ 

rem realizadas. 



- 54 -

Operadores do r,runo de nonto Td 

Definimos o resultado de uma operaçao R sÔbre uma função .. 
f(r) como : 

.. -1-+ 
Rf(r) = f(R r) 

A Tabela AI dã o resultado da aplicação de cada operador R sôbre 

o vetar: 

... 
r = (x,y,z) 

A Tabela III traz os traços Xr das diferentes classes nas repre­
Ct 

sentaçÕes r 
. Ct 

Devemos observar, ainda, que, para o vetor 

k = (11/a)(O,O,O), 

o grupo G (k ) 
o o 

e o prÓprio gruno Td • 
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TABELA AI - Resttltndo da aplicaç~o de cada operador R s~bre o vetor 
.... 
r a (x,y,z) 

Operação I Efeito em (x,y,z) I Classe 

I 
Rl I (x,y,z) E 

I 

i I R2 (-x ,-y·, z) 

3C?. R3 
I 

( x,-y,-z) 
4 

p4 (-x' y '- z) 

i 
I Rs 

I ( z, x, y) I 
I 

I R6 ( y, z. x) 

I 
R7 

I ( z,-x,-y) 

I 
R a (-y,-z, x) llc

3 I 
R9 I (-z,-x, y) 

R lO I (-y. z ,-x) 

Rll 
I (- z. x,-y) I 

R12 ( y,-z,-x) 

. 
Rl3 ( y,-x,-z) 

! 
R14 (-y. x ,- z) 

. 
RlS (-x' z,-y) 6 JC4 

R16 (-x,-z, y) 

R17 (-z,-y, x) 

R18 ( z,-y,-x) 

R19 (-y,-x, z) 

R20 (- z. Y ,-x) 

R21 ( x,-z,-y) 6 JC2 

R22 ( y, . x, z) 

R23 ( z, y, x) 

R24 ( x, z. y) 
I 
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TABELA AII - Matrizes e Tabela de caracteres das representaç~es d~ grupo de ponto Td • 

: \ E j 3r4 / - Rr.
3 

:- ·I 6 Jc 4 I 6 .rc 2 

I I Rl I Rz R3 R4 I Rs R6 R7 Rs R9 R1oR11 R1z I Rl3 R14 R1s Rl6 Rl7 R1s I Rl9 Rzo Rz1 Rzz Rz3- Rz4 

l <r 1 ) 11 l 1 i 1 .. ~ - _1 -- _I 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

I (r ) I 1 -r -i 1 1 ., 1 1 1 1 1 1 i -i-- r-= 1 -1 -1 -1 -1 -1 I ~ 1 -1 -1 -1 - 1 -1 
I 2 11 I 1 . 

I I I ! - ------

Jcr12)11 I 1 /1 1 1 tllz-~~~-%-=-~~-%,-%-};z-Y.a -1 -i 1!.2- 1;,z 1/;~ ijp -i % %. -1 _;.-~ % 
1 

/<r12)12 I o I o o o irv;--~zJ31iJ%Jo/z-JY.~0'iJ% o o-f:ií..<,-&l_~z li"% o 0~;t-So/;t, o J3i;?.-J}j~ I 

/cr12)21 i o lo o o jlio/.e,l\"f;c-v:Y,-,J3;é3/~.:4;J%,JS/.z o o-\l}i-~ IBh ~"' o ~~~-J;j"- o ~;o-IMí~ I 

/<r 12) 22 I . 1 I 1 1 1 1-Y"' -~ -Y~ -~ -% -%-%.-:Yz L 1 1 -Y?-- -~ -h-~ 1 -v~ -Lf;t. '1 -% -lf;o : 

I Yr i 2 1 2 . -1 L o o 1 

I 12 1 i . ! 
I '1cr ) 

1 
1 l-1 1 -1 -1-0 o--r1-r1--o--o o o lo 

1 15 11 I 

i ( T' ) I I I I : · 15 12 I o 1 o o o o 1 o -1 o -1 o 1 1 -1 o o o o -1 o o 1 o o 
.-----~ l -- --- --- . - .. ------ -----, 

I C r 15 ) 1 3 1 o i o o o 1 1 o 1 o - 1 o -.1 o ! o O· o o -1 1 o -1 o o 1 o 
r I ---~ 

! <r 15 ) 21 1 o 
1 

o o o I 1 o -1 o -1 o 1 o 1 1 o o o o -1 o o 1 o o 
i I I 
ICr15)22 i 1 

1
-1 -1 o o o o o o o 1 o o· o o o -1 -1 o 1 o o 1 o 

I I 
l<r15)23! o I n I n 1 o o o -1 o 1 o -1 o o 1 -1 o o o o -1 o o 1 

I I I 
l(r15)31 I 0 I 0 o o o 1 r) 1 o -1 o -1 o o o o 1 -<L . o -1 o o 1 o 

1 o :.1 1 
. I I 
!<r15)32 I o 1 o o o 1 o -1 o o o o -1 1 

.,..,..,~-=->-~ 

o o -1 o o o o 
. I I l<r15)33! 1 1 -1 -1 ! o o o o o o o o f-1 -1 o o o o 1 o o 1 o o 
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TABELA Ali- Matrizes e Tabela de Caracter~ das representaçÕes irredutíveis do grupo de ponto Td. 

(Continuação) 

i I 

! 3 -1 o 1 -1 
1 Xr 15 

\<r25>u 1 -1 1 -1 o o o o o o o o o o 1 1 o o o o -1 o o 
I 

j<r25>12 I o I o o o o 1 o -1 o -1 o 1 -1 1 o o o o 1 o o -1 o 
I 1<r25>13 () o o o 1 o 1 o -1 o -1 o o o o o 1 -1 o 1 o o -1 

l<r25)21 1 o o () o 1 o -1 o -1 o +1 o 1 -1 o o o o 1 o o -1 o 
I 
,<r 25> 22 1 -1 -1 1 o o o o o o o o o o o o 1 1 o -1 o o -1 
I ,<r 25> 23 o o () () 

I o 1 () -1 o 1 o -1 o o -1 1 o o o o 1 o o 
1<r25)31 I o o () () o 1 n 1 n -1 o -1 o o o o -1 1 o 1 o o -1 

<r2s>32 I o o o () 1 o -1 n 1 () -1 o o o 1 -1 o o o o 1 o o 
I ,<r2'i>33 1 1 -1 -1 I o o o o o o o o 1 1 o o o o -1 o o -1 o 

\ X r 25 I 3 I -1 I o 1 -1 

-1 

o 

o 

o ' -o 
' 
' 

-1 

o 

-1 

o 
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APÊNnrr.E B 

neterftl:innc:Ío do~ vetorC's sereJTl: considerados na expansélo das APH' s 

Como estamos interessados em calcular os estados eletrÕnicos, 

usando o mitodo APU no nonto r temos: 

.... 2'1T 
k

0 
= a (o,n ,o) 

.... 
Os vetares g serao, entao, ip,uais a vetores da rêde recfpro-

- ~ ~ 4 . 
ca, que expressos em funçao dos versares e ,e ,e f1cam : 

X y Z 

K 
m 

sendo 11
1 , M3 ou todos pares ou todos ~ 

1mpares. 

Aplicando a (IV.2), podemos saber, para cada representaçao 

quais 
.... 

os g's que contribuem na 

tados da Tabela ll. 1, o'nde a 4~ 

ex~ansão. Assim, encontramos os resul 

componente i formada pelo fndice j 

conforme (IV.2), e por um sinal (que serve para distinguir represen­

taçoes de mesma dimensão). Os quinze vetares são escolhidos na ordem 

crescente do mÓdulo. 
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TABELA R.l- Vetares para a expans;o da funç;6 de B1och em APW's 

I 
ln o 
11 1 

11 -1 

lo 2 

12 o 
1 3 

1 -3 

2 2 

I~ 
-2 

4 
I 
13 1 

/3 -1 

/o 2 

12 4 

12 -4 

r1 

() +1 

1 +1 

1 +1 

o +1 

2 +1 

1 +1 

1 +1 

2 +1 

2 +1 

o +1 

3 + 1 

3 +1 

4 + 1 

2 +1 

2 +1 

i 

I 

I 

() 4 

5 3 

5 -3 

o 6 

() 6 

6 4 

6 -4 

7 3 

7 -3 

o 2 

7 5 

7 -5 

o 4 

8 4 

8 -4 

r2 

2 -1 

1 -1 

1 -1 

2 -1 

4 -1 

2 -1 

2 -1 

1 -1 

1 -1 

8 -1 

-1 1 

1 -1 

8 -1 

2 -1 

2 -1 

I 
I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 
I 
I 

r 12 

() 2 () +l 

2 o 2 +1 

1 3 1 +1 

1 -3 1 +1 

o 4 o +1 

3 1 3 +1 

3 -1 3 +1 

o 2 4 +1 
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