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RESUMO

O objetivo desta Tese € o estudo do fendmeno da inducio de correntes
entre circuitos pela eletrodinamica de Weber.

Mostramos que a lei de indugao de Faraday é consequéncia da eletro-
dinamica de Weber. Isto € mostrado de duas maneiras: (A) Calculando a
forca eletromotriz que vem da integracio da forga por unidade de carga ao
longo de um circuito. (B) Calculando a forca eletromotriz a partir da energia
magnética dos circuitos.

Outra questdo analisada aqui se refere as indugbes de corrente quando
nao ha variagao aparente do fluxo de campo magnético no circuito induzido.
Nessa classe de indugdes analisamos o caso das indugdes unipolares. Mostra-
mos que a lei de Faraday da indugdo se aplica também nesses casos, como se
verifica pela eletrodinamica de Weber.



ABSTRACT

The goal of this work is the study of induced currents between circuits
by Weber’s electrodynamics.

We show that Faraday’s law of induction can be derived from Weber’s
electrodynamics. This is shown in two ways: (A) Calculating the electro-
motive force by the line integration of the force per unit charge along the
circuit. (B) Calculating the electromotive force through the magnetic energy
of the circuits.

We also analyse the induction of currents when there is no apparent
variation of the flux of the magnetic field. Unipolar induction is aiso analysed.
We show that even in these cases Faraday’s law of induction can be applied,
as is verified by Weber’s electrodynamics.
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1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é utilizar a forga de Weber entre cargas elétricas
para analisar aspectos novos na lei de indugdo de correntes. Vamos tratar do
caso da inducgédo entre dois circuitos quaisquer, do caso da indugao unipolar
e da situagao onde a lei de indugao de Faraday parece néao valer.

Uma discussao ampla e recente da lei de Weber apresentando suas prin-
cipais propriedades e caracteristicas, 0s experimentos recentes relacionados
com ela, assim como seus desenvolvimentos técnicos nos Gltimos anos se en-
contra em [1] e [2].

E fato conhecido que a ler de Weber satisfaz aos principios de conservagio
de momento linear, de momento angular e da energia. No caso de nio haver
movimento relativo entre as cargas se reobtém a for¢a de Coulomb e a lei
de Gauss. Com a lei de Weber se deriva também a forga entre elementos
de corrente de Ampére, a partir da qual se derivam outras duas equagdes de
Maxwell: a lei circuital de Ampere e o fato de se anular a divergéncia do
campo magnético. Para uma demonstragao de todos estes fatos ver [2] ou o
Treatise de Maxwell, referéncia [3].

Weber mostrou que a lei de inducao de Faraday (outra das equagdes de
Maxwell) também pode ser derivada a partir da forga de Weber. Uma prova
disto também se encontra no livro de Maxwell, [3]. Na prova de Weber e de
Maxwell se utiliza a hipétese de Fechner, usual no século passado, segundo
a qual uma corrente elétrica em um condutor metélico comum é constituida
de cargas positivas e negativas se movendo em dire¢des opostas em relagio
ao fio com uma velocidade de mesmo médulo. Desde o inicio do século se
sabe que esta hipotese ndo é verdadeira, j4 que os fons positivos ficam fixos
na rede cristalina e apenas os elétrons se movem, sendo os responsaveis pela
corrente,

Um dos objetivos da Tese é reobter a lei de indugado de correntes a partir
da forca de Weber no caso geral, sem utilizar a hipétese de Fechner. Re-
centemente o fisico J. P. Wesley iniciou a pesquisa nesta direcio ao analisar
num caso particular apenas o movimento dos elétrons, [4]. A restricio da
analise de Wesley é que ele analisou apenas o caso de variagcio da corrente
no circuito primario, deixando de pesquisar o caso em que ha movimento re-
lativo entre os dois circuitos (como quando um ima se aproxima ou se afasta



de um circuito fechado, gerando entio uma corrente elétrica), ou quando
apenas parte de um circuito se move ou ainda o caso em que ha variagio
de corrente simultinea nos dois circuitos. Embora o caso geral seja compli-
cado de analisar de maneira completa, um dos objetivos da Tese € pesquisar
os termos nao fechnerianos em algumas geometrias particulares. Com isto
almeja-se ampliar a pesquisa de Wesley e entido analisar criteriosamente a
relevincia destes termos nao fechnerianos. Isto é feito de duas maneiras, ou
seja, comparam-se 0s termos nao fechnerianos com os demais termos que le-
vam a lei de Faraday, e de outro modo, deriva-se a iei de indugdo via energia
entre os circuitos de corrente sem considerar a hipotese de Fechner. Isto leva
A conclusao que de fato os termos nao fechnerianos sao nulos.

Além desta linha central de pesquisa analisamos a situagao onde ocorre
inducdo de correntes elétricas apesar de aparentemente nao valer a lei de
indugido de Faraday (lei dos fluxos). Exemplos de experimentos famosos
nesta categoria se encontram bem descritos no livro de Feynman, referéncia
[5]-

Por ultimo espera-se iniciar a pesquisa da indugdo unipolar dentro deste
novo enfoque, assunto de grande relevancia experimental. Novamente a idéia
é ampliar a pesquisa de Wesley (referéncia [6] neste caso) para o caso de
movimento de parte de um circuito.

Estes dois ultimos assuntos tratados estao intimamente relacionados, desde
que o caso em que ndo ha variagio de fluxo (que violaria a lei dos fluxos de
Faraday) é um caso particular dos experimentos de indug¢do unipolar, como
veremos.



2. INDUCAO DE CORRENTES PELA LEI DE WEBER

Nesta parte objetivamos calcular a forca eletromotriz devida a um circuito
qualquer (onde a forma é arbitraria e a corrente pode ser funcao do tempo),
num circuito com as mesmas caracteristicas gerais que o primeiro, a partir

da lei de Weber:

5 _ @142 T12 ""12 7’127"‘12
By _ M2 | N2
41reor ol o2 ]

sendo ry; = |f; — 72|, a distdncia entre as duas cargas cujas posigdes sao
efy (Ffla =71 — T2 efig = ,.n), T2 = “—;? e fip = ddt , sa0 a velocidade
e aceleracio relativas, o = 8.85x107!? F/m a permeabilidade do vicuo, e

c= (#060)_% = 3x10°® m/s. Em termos das velocidades das cargas, o) = %3
e Uy = 42 (sendo ¥y = #) — &) e das acelerages, d; = e Gy = 92 (sendo

at
diz = a1 — d3), podemos escrever 713 e 13 como:

. dri, x -
Ti2 = dt =T12° V12

- drig 1
rMg=—— = [‘012 U2 — f'u + fi2 012]
dt Tt

~Usando a hipétese de Fechner das correntes em fios condutores, de que
a corrente é formada por ions positivos e negativos movendo-se em sentidos
opostos com a mesma velocidade absoluta, chegamos a lei de Faraday da
indugao de correntes. Em seguida mostramos que nao valendo essa hipotese,
os termos que aparecem a mais sao nulos nas situagoes da figura 1 (a serem
discutidas mais para a frente).

Em seu A Treatise on Electricity and Magnetism, {3], James Clerk Max-
well apresenta no tltimo capitulo, Theories of Action at a Distance, os desen-
volvimentos de Weber com relacao a sua forga entre particulas carregadas,
criticas relativas ao assunto, e no artigo 856 comenta sobre a teoria de Weber
da indugao de correntes elétricas. Neste artigo Maxwell mostra como calcula-
se a forca eletromotriz entre dois circuitos a partir da for¢ca de Weber.
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Figura 1: Casos em que a partir da forga de Weber se obtem a lei de Faraday exasiamenie (sem & hipétese de Fechner)



Foi mostrado por Helmholtz ¢ Thomson (ver art. 543 do mesmo livro),
que se a forca de Ampere for verdadeira, e se o principio da conservagao
da energia for valido, entao o fenomeno descoberto por Faraday da inducao
segue por necessidade. Devemos lembrar que a lei de forca de Weber teve sua
origem na forca entre elementos de corrente de Ampere. Além disto a forca
de Weber é compativel com o principio de conservagao da energia. Logo a
lei de Weber deve explicar o fenomeno de indugao de correntes.

Na dedugao feita por Weber, apresentada por Maxwell no dltimo capitulo
de seu livro, [3], a corrente elétrica nos fios estd de acordo com a hipdtese
de Fechner das correntes. Na época essa questao de como e do que era feita
a corrente elétrica estava ainda aberta, sendo a sugestao de Fechner uma
possivel explicacdo.

Sejam dois circuitos quaisquer, onde os elementos de corrente estao em
destaque com as respectivas cargas, como na figura 2, temos entio:

dqi3: Carga positiva ou negativa, componente do elemento de corrente
do circuito 1.

dgey: Carga positiva ou negativa, componente do elemento de corrente
do circuito 2.

dgi_ = —dq4; dga— = —dga4: As cargas positiva e negativa nos elementos
de corrente tém o mesmo valor absoluto, fazendo-os neutros eletricamente.

T = 19y = 73 — 11: Distancia relativa entre os elementos de corrente.
= |ry|: Médulo do vetor 7
= ff_l: Vetor unitario na direcdo de 7o

qn+: Velocidade de drifting das cargas positivas ou negativas no elemento
de corrente do circuito 1, ou seja, velocidade das cargas em relagao ao fio.

Ug4: Velocidade de drifting das cargas positivas ou negativas no elemento
de corrente da circuito 2, ou seja, velocidade das cargas em relagao ao fio.

1_/"1,2: Velocidade do elemento de corrente do circuito 1 ou 2 como um
todo, ou seja, do elemento como parte de um condutor que se move com
certa velocidade V', velocidade do fio em relacdo a um referencial inercial.

Uiy = Vigs + ﬁ;, 1=1, 2: Velocidade total da carga d¢;+ em relagio a um
referencial inercial.

Vigr = |Uigx|: Modulo da velocidade de drifting das cargas positivas ou
negativas no circuito 1 ou 2 (i=1, 2).

e $ 9 |
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Figura 2: Dois circuitos quaisquer com os elementios de corrente (neutros) em destaque para am M e um . As
velocidades de drifting das cargas nos flos aparecem com I{ndice “d". As velocidades dos elementos de corrente sio 01 L]
¥, sendo Tig = Fiag + V.-. im1, 2: a velocidade total da cargadq; 4 em relacio a um referencial inercial.
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Foo= %(fy’,-i): Aceleragao total das cargas positivas ou negativas no cir-
vt d ou 2 (i=1, 2), em relagio a um referencial inercial.

—TL + I:“‘ O vetor unitario na dire¢do da corrente em cada ponto
kd

do circuito 1 ou 2 (1—1, 2).

E valido em geral que:
Ldl = dgiy (g — 02),i = 1,2. (1)

A forca por unidade de carga exercida por dq1+ e dql_ em dgyy € (d2F1+ 24+
&2F,_ 2+¢)/dga4+. No caso de dg;_ temos (d'zFH. o + d2F)_ 2-)/dqa—.

Seguindo Maxwell e utilizando a neutralidade dos elementos de corrente,
citado acima, temos que a forca pot unidade de carga atuando em Igdlg é
2[(42F1+ 24 + PF_54)/dge + (P Foya + & F_ 2-)dgz-] = (PFi 2y +
BF_ 5 — &@F o — dF_5_)/(2dg2;). No caso da indugio de correntes
sO nos interessa a componente desta forca paralela a Ldl,, por isto mul-
tiplicamos escalarmente este resultado por dl. O resultado final é obtido
integrando sobre os circuitos 1 e 2. Portanto sendo F‘,J a forca de { em
J» a forga eletromotriz induzida pelo circuito 1 no circuito 2, fem, ,, sera
(integrando ao longo dos circuitos 1 e 2):

fem, 2 = (dzﬁdql+adqz+ + dgﬁdq1—,dqzt — dzﬁd?l-},dqg_ — dzﬁdql_
e 2dgy+

.dth-) ] le
(2)

onde as forgas sao dadas pela equagido da forca de Weber e o elemento de
integracio correspondente ao circuito 1 aparece quando usamos a equacio
(1). Isto resulta em (os detalhes para estas contas podem ser encontrados
em [2}, capitulo 4; ou em [3]):

feml,g = % ff[(?“?l - tﬁlfl - 2‘72 . (ﬁllIl - 3(?‘; . ‘_}1)(1?' . d-l.ll).[l

=3(F - Vo)(# - dl) Iy — 7 @1y — d1-)gay
+hdly - (Tray + 014-) + Lidly - (Dagq + Taa)

S B 0
—511" . dll(r . (U1d+ + Uld—))
3. = .. dl
+§(T - diy )(F - (Vay + U2a-}) 1] T 3)

12



2.1 Inducao com a hipotese de Fechner

Quando utilizamos a hipétese de Fechner das correntes, de que tanto as
. cargas positivas como negativas, num elemento de corrente, tém a mesma
velocidade mas em sentidos contrarios, os termos que contém as velocidades
de drifting (quatro 1iltimos termos de (3)) vao a zero. De acordo com (3},

entao obtemos:

fechchﬂer — @ffp[lﬂl . ‘?1 _%)

—3L(F - dh)(7 - (Vi ~ V&)
7‘ . dl-z

—F - (@14 — 51-)q1+]

Sendo M o coeficiente de indugdo mitua:

M= ,ugffdll dlg

(4)

()

podemos escrever a for¢a eletromotriz quando utilizamos a hipétese de Fech-

ner como (ver [2], capitulo 4; ou [3]):

d(I, M)

fem]_'z = - dt

que ¢ o resultado classico conhecido.

13
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2.2 Indugao sem a hipétese de Fechner em alguns casos par-
ticulares

A pergunta que segue imediatamente € se no caso geral, ou seja, quando
nao vale a hipétese de Fechner, continua valendo esse mesmo resultado. Nosso
passo seguinte é apresentar algumas situagoes especificas onde o resultado

acima é valido, mesmo no caso geral.
' A forga eletromotriz geral que calculamos a partir da forca de Weber é a
eq. (3). Portanto no caso geral, quando as velocidades das cargas nos con-
dutores podem ser de qualquer valor, a femyemz € (usando ¥igy = :!:v,-dif,»):

d(I]_M) Ho " 1 - -
femyz = — & + EfCIfcz[Il(vld+ — ve-)(F - dlz);(ﬁ -dh)
- - N A 1

+ 5 (vaas — vaa-)(dly - dly)(7 - 12);

3 - — ~ — 1 ~ A~
—EI;('URH. — U]d_)('l" . dll)(i" . dlg);(r . ll)

3 N - N - 1 ~ -~
+§I]_(U2d{+ -_ ‘Uzd_)(’l" . dll)(r . dlg)r—2(‘r . 12)] (7)

O primeiro termo do lado direito de (7} é obtido dos cinco primeiros
termos do lado direito de {3). Os quatro dltimos termos de (7) se anulam
quando usamos a hipdtese de Fechner (¢4~ = —0;44 ), mas agora queremos
saber o valor destes termos quando nao usamos esta hipé6tese.

O segundo termo de (7) quando integrado primeiro ao longo de C, ar-
bitririo, pelo teorema de Stokes, se anula. A partir da dltima equagio,
podemos notar que dados dois circuitos quaisquer, temos que calcular as

seguintes integrais:
# - )(dh - dl
A:ff{ 2)(1-21 2) (8)

B = _?(f (F'?l)(ﬁ'fl)(f'°tﬂ2)

(9)

C = j{j( (F- fz)(’?":?])(’:'tm) (10)

Mesmo para os casos mais simples, essas integrais nio sao faceis de resol-
ver analiticamente. Propomos estudar o integrando, mostrando que os efeitos

14



computados de elementos de corrente dos dois circuitos, cuja distancia rela-
_ tiva é a mesma, se cancelam quando somados. Em outras palavras, quando
integramos (integrais A, B ou C) ao longo de um dos circuitos, fixando um
.elemento de corrente do outro circuito, encontramos um valor que é o mesmo
em magnitude, porém com o sinal oposto do que se encontra quando se
calcula esse mesmo efeito em outro elemento simétrico desse tiltimo circuito.
Quando enfim efetua-se a integracdo ao longo deste dltimo, o qual se calculou
as integrais em partes elementares, encontra-se o valor zero como resuitado.
Par a par, os efeitos sobre os elementos desse iltimo circuito cancelam-se
mutuamente, resultando numa ag¢ao nula para A, B e C, nas situagoes pro-
postas da figura 1. Para as situagdes propostas vamos usar este método para
calcular as integrais acima.

O primeiro caso que vamos estudar é o da figura 3. Temos dois circuitos
circulares de raios R; e R,, paralelos um ao outro e ao plano zy, com centros
ao longo do eixo z tal que 2, — 2y = d, 1 = Rycos¢y, y1, = Rysend,,
29 = Ryco8¢s, y2 = Hasend,. Temos entao:

r = ( Rycos¢y — Ricos¢r, Rasend; — Rysengy, d) (11)
Iy = (—sendy, cosdy,0) (12)

i = (—sendq, cosgz, 0) (13)

7.l = —Rsseng,cosdy + Rysendocosdy (14)
7 Iy = Rysendacosdy — Risendycosds (15)

I, - I; = send sends + cosgycosd, (16)

Para resolver as integrais de A a C escolhemos dois elementos de corrente
— -
no circuito Cy, dI¢ e dlf, simétricos em relagio ao eixo y (ver figura 3):

$=7— 8 )

Também escolhemos dois elementos de corrente no circuito Cs, dl§ e i3,
simétricos em relacio ao eixo ¥

¢ =7 — ¢4 (18)

15



Figura 3: Dois circuitos circulares de raios fj e Ry dispostos de modo que o0s planos que o4 conidm slo paralelos.
A distincia entro eages Plancs que sko perpendiculares wo cixo 3 & “d”.
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Vamos agora calcular os integrandos de A a € somando as contribuigdes
de dl“ interagindo com d[ 2, e de dI" com dl"’ Os integrandos denotaremos
por: .

pq_ (o E)dh - db)

= (19)
r
2O = (7 L)(F- dzll)(r - dly) (21)
T
Vamos usar (14) a (16) para somar as duas contribuic¢ées (lembrando que
sen(w — ¢) = sengd e cos(x — ¢) = —cos¢). Temos:
A = R, dl:‘db [(send3cosd}
—sengicosdy)(sendlsendy
dlldlg
+cos@icosdy)] + By [(sendbcosd’
~—sen¢!1'cosq52)(send>lsenq52 + cosd’cosdh)] (22)

entdo ao utilizar (17) e (18) vem:

dlldlz

£2A = R (sengisengg + cosdicosdy)(sendicosd]
—send: cosdy — sendjcosdy + sendicosd;) =0 (23)

Calculando o segundo integrando,

d*B = Rledlldlz [(—senglcosds + sengicosd?)*(sendicosd?
—sencﬁ“cos%)]
dlldl )
+/ R, [(semﬁ'{cosqbg — sendjcosdl) (—sendjcosd]

+scn¢“cos qﬁg )] (24)

onde o primeiro colchete se refere ao par “a” e o segundo ao par “b”. Ao
utilizarmos {17} e (18) vem que este integrando também se anula.

17



O ultimo integrando pode ser avaliado, também quando se soma a con-
tribuicdo dos pares,

didl
d&*C = RR, I;fz[(—sen¢gcos¢g

+seng3cosdd ) (senddcosd? — send®cosdl)?]
dl,dl
+R R, :_5 2 [(sendicosdy

—sendicosds )(—sendgicosd? + sendicosdi)] =0 (25)

onde notamos que a soma dos efeitos dos pares se anulam, como nos casos
anteriores de d*A e d*B.

O resultado final é obtido integrando estes resultados de ¢¢ = —7 até
(e ¢ indo entdo de 37” até 7), e depois integrando de ¢ = 0 até 2x (e ¢% de
7 a —x). Como os integrandos ja sdo nulos para todo ¢§ e ¢3, as integrais
vao ser nulas automaticamente. Concluimos entdo que A = B = C' = 0 no
caso da figura 3, mesmo sem supor a hipétese de Fechner.

Passando para o caso da figura 4, temos dois circuitos circulares de raio
R, e Ry, localizados no mesmo plano zy, com centros ao longo do eixo y tal
que 2y = Bycosd, y1 = Rysendy, 23 = 0, £2 = Racosds, y2 = d + Rysend,,
23 = 0. Logo temos,

7 = (Racos¢y — Ricosdy,d + Ryseng; — Rysendy,0) (26)
I, = (—sengy, cosgy,0) @27

i, = (—sendgq, cosd,,0) (28)

7 I, = deos¢y + Rpsendycosdy — Rycososend; (29)
7l = dcosgy — Rysendrcosds + Ry sen¢ycosdy (30)
I-I,= cos¢cosdy + sengdsends (31)

Agora escolhemos dois elementos de corrente em cada circuito, simétricos
em relagio ao eixo y tal que (ver figura 4):

$=7—¢} (32)

¢y =7 — ¢} (33)

18
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. . wgn
Figura 4: Dois circnitos circulares de raios Ry e R; dispostos ne mesmo plano. A distincia eptre os centros &"d
ao longoe do eixo y.
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Vamos calcular agora os integrandos de A a C'somando as contribuiges de
dl} interagindo com dl3, e de dI% com dl3. Lembrando que sen(r — $) = seng
e que cos(m — ¢) = —cos¢, e de acordo com (19), (20) e (21),

A =

dl:jb [(dcosgy — Rysendicosd?

+Rysendeosdi)(cosdfcosdy + sendisend?)]
+dl;flz [(—dcosds + Risengtcosd?
— Ry sendjcosd])(cosdicosds + senglsend?)] = 0 (34)

onde no segundo colchetes (referente i acio do elemento “b” do circuito 1 no
elemento “b” do circuito 2) substituimos “b” por “a”, de acordo com (32) e

(33).

No caso de d%B, temos:

&*B

dl:,fl2 [(deosét + Rasendgcosds — chos¢gsen¢‘l‘)2(dcos¢g

—Rysengicosds + Rysendicosd?)]

d
+dt5 : [(—dcosgy — Rysengicosds + Racosdlsend?)? (—deosd?
+ R sengicosdy — Rysengicosd?)] =0 (35)

onde no segundo colchetes (referente & agao do elemento “b” do circuito 1
1o elemento “b” do circuito 2) substituimos “b” por “a” de acordo com (32)

e (33).

Calculando agora a soma dos efeitos dos pares no caso do integrando d%C":

&C

dl
1{5‘”2 [(dcosd} + Rpsendicose?

—Rjcosdysend])(dcosdl — Risendicose? + Rysendfeosdy)’]
dhdl

+ :.5 2[(‘_‘1‘9"3"9¢’£1l — Rysengjcosd}

+Racosdysendy)(—dcosds + Riseng?cosd?

—Rysengfcosgs)’| (36)

que ¢ zero, pois se cancelam as agdes como no caso de d?A e d*B, ou seja,
onde no segundo colchetes (referente 3 agio do elemento “b” do circuitio 1

20



no elemento “b” do circuito 2) substituimos “b” por “a” de acordo com (32)
e(33).

O resultado final é obtido integrando estes resultados de ¢f = —7 até J
(e ¢¢ indo entdo de 3T até Z), e depois integrando de ¢§ = 0 até 27 (e ¢5 de
= &« —x). Como os integrandos ja sao nulos para todo ¢? e ¢4, as integrais
vao ser nulas automaticamente. Concluimos entdo que A = B=C =0 no
caso da figura 4, mesmo sem supor a hipétese de Fechner.

A dltima situa¢iao que vamos analisar deste modo é a da figura 5. Nesta
temos dois circuitos circulares de raios R; e R; dispostos de maneira que
o plano do circuito dois (de acordo com a figura) é perpendicular ao plano
que contém o circuito um. O circuito 1 estd no plano zy com centro na
origem. O circuito 2 esta no plano yz com centro em z = d, y = 0. Agora
as componentes espaciais de um ponto do circuito 1 sdo: x, = Rycos¢y,
1 = Bysend; e z; = 0. Para um ponto também genérico no circuito 2
temos: z, =0, y; = Raseng; e 29 = d + Rycos¢,. Entao:

F = (—Ricosdy, Raseng, — Risengy,d + Rycosg,) (37)
I, = (—sengy, cosdy,0) " (38)
[, = (0, cosga, —sengs) (39)
¢ -~
7 -l = Rycosdsend, (40)
7.l = —dsendy — Rysendicosds (41)
Iy - I = cosgycosdy (42)

A escolha dos elementos de corrente nesse caso segue o mesmo principio
que nos outros casos, com a diferenca de que para um elemento do circuito 2,
escolhemos dois elementos do circuito 1. Escolhemos portanto dois elementos
localizados em ¢% e ¢4 do circuito dois, simétricos em relagio ao eixo z Eles
estao representados na figura 5-a. Temos entdo:

¢ =27 — 45 (43)
Para ¢2 escolhemos dois elementos de corrente no circuito 1, localizados
em ¢$ e ¢f, simétricos em relagdo ao eixo y, como representado na figura 5-b.

Eles estdo a uma mesma distancia r do elemento localizado em ¢%. Temos
entao:

1 =7—¢ (44)
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Figura 5@ Dois circuitos circelares de raios R ¢ Ay dispostos de modo que os planas que os contdm sio perpendic-
ulares. a) elementos sim étricos no circuito 2 em destaque. b) elementos simétricos no circuito 1 cuja disthncia relativa a
am dos elementos do circuito 2 é 4 mesma. ¢) o meamo que b), agora relativo ao suiro elemento do circuite 2.
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Para ¢4 escolbemos outros dois elementos de corrente no circuito 1, loca-
lizados em ¢! e ¢°, simétricos em relagdo ao eixo y, como representado na
figura 5-c. Eles estao a uma mesma distancia r do elemento localizado em
¢b. Temos entio:

‘#13 =% — 9”!; (45)
Além disto, ¢t = 7 + ¢% e @7 = —o2.
De acordo com as expressdes para os integrandos (19), (20) e (21), calcu-
. lamos :

d*A: Somando as acoes dos elementos “a” e “a” do circuito um no ele-
mento “a” do circuito dois,

2A dlldlg

[(COS¢) co.sgb )(-—(2-!361'."}.(;’)2E — R136n¢]"605¢2“)]
1442

T (cosgicosdy)(—dsengy — Risendicosgy}]  (46)

Utilizando (44) vem:

PA = B2 (cosgtcosss)(~dsends — Rusendtoosds)]

dlldlg
+ 3

[(—cosdicosd3)(—dsend; — Risengicosdy)] =0 (47)

sendo esse resultado valido para quaisquer ¢5 e ¢3. No caso de d*B, temos

we somar a acio dos elementos “a” e “a” do circuito 1 no elemento “a” do
<
circuito 2, obtendo d*Bjy:

&B, = ‘ﬂ“ﬂ? [( Rysendicosd®)?(—dsengl — Rysend®cosdd)]
‘ﬂ‘d‘lz [( Rzsengicosd$)?(—dsend?
—Rlsenq&l cosgs )] (48)
ou seja,
d’B, = dlld}g?[(Rgsenégcosgél) (—dsendy — Rysengicosey)] (49)

onde substituimos “a” por “a” de acordo com a eq. {44) no segundo colchetes
de (48), que é referente a acao do elemento “a” do circuito 1 no elemento
a” do circuito 2.
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\ 7ora somamos as agoes dos elementos “b” e “8” do circuito um no “b”
ircuito dois, usando a equacao (45). Obtemos d?B; procedendo como
.ccINOS na equacio (48):

£B, = dlldlz

2[(Rgsen¢2cos¢b) (—dsengb — Rysengcosdt)] (50)

Sornando finalmente d*B, e d*B,, temos d®B, que é zero, pois @5 =
¢ =71 — b e ¢b = 2x — ¢4, por (43) e (45).

No caso de d?C, somando as agoes dos elementos “a” e “a” do circuito
um no elemento “a” do circuito dois, temos:

a
1

dIldlg

d*C [(Rzsendicosds)(—dsendl — RysengScosdl)?]

dl
+ 1:112
"

[(—Rzsendcosd?)(—dsends — Rysendteosdd)?] (51)

que é zero. Em (51) ja substituimos “a” por “a” de acordo com a eq. (44)
no segundo colchetes que é referente & agdo do elemento “a” do circuito 1 no
elemento “a” do circuito 2.
0 resultado final & obtldo integrando, no caso de d*A e &2C, ¢¢ de —Z
% (e portanto ¢¢ de 3T a Z) e ¢4 de 0 a 21 (e portanto ¢ de 27 a 0)
Como os integrandos sao nulos para todo ¢§ e @3, as integra.is vao ser nulas
automaticamente. No caso de d?B integramos ¢ de 0 a % (e portanto ¢¢ de
ral ¢tdema el de2ra Ve ¢ dela2r (eporta.ntoc;&" de 27 a
0). Como os mtegrandos sa0 nulos, as integrais vio a zero automaticamente.
Concluimos entao que nos trés casos da figura 1 a lei de indugio obtida
pela eletrodinamica de Weber sem utilizar a hipétese de Fechner, eq. (7),
vai se reduzir 3 lei de Faraday, eq. (6), sem sobrar nenhum termo adicional.

O caso geral de circuitos de contorno e disposigao arbitraria é tratado na
proxima secao.
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2.3 Inducao sem a hipotese de Fechner no caso geral

Na sec@o ancerior mostramos que os quatro ultimos termos da equagao
(7) se anulam no caso de circuitos de forma circular dispostos de maneira
simétrica. Agora vamos utilizar circuitos de forma arbitraria.

Nesta secho comparamos a ordem de grandeza dos integrandos destes
termos com a ordem de grandeza dos integrandos dos termos que geram a let

de indugao de Faraday na forma (6). Para isto vamos usar a equacao (3).

A expressio f&@z ocorre em todos os termos do integrando de (3) e entéo

vamos deixa-la de lado agora. Os cinco primeiros termos de (3) geram a lei de
Faraday na forma (6). Entre estes, os quatro primeiros contém: 21;(V; - dhy),
21, Vy-dly, —311(1‘-1‘-}1)(7"-511), e —3L(#V,){(#dl). A ordem de grandeza destes
termos é I;Vdl,, onde V ¢é a velocidade relativa entre os dois circuitos. Ja o
quinto termo de (3) que leva a Faraday contém —dg; 4 (@14 —a;-)-#. A ordem
de grandeza deste termo & £(I;)dl;r, onde r ¢ a distancia média entre os dois
circuitos {isto pode ser visto observando que Ldl = dg14 (V14 — ¥3-}). Ja os
quatro tltimos termos de (3) contém I1(v144 + tha-)- cﬁl, 11 (V344 — Tag-) - cfll,
3L (Tias + 010 )l(F - dh), € —2L[F - (Toay + 02a-))(7 - dly). A ordem de
grandeza destes termos é do tipo Iyvadly, onde vy é a velocidade de drifting
tipica das correntes nos circuitos.

Temos entdo de comparar [; Vdl; com [vedh, e %(Il)dllr com [vgdl;.

Sabemos que a vy tipica é da ordem de alguns milimetros por segundo em
condutores metalicos usuais. Se houver uma aproximacao ou afastamento
entre os dois circuitos teremos que I, Vdl; >> Ivgdl, ja que em geral nestes
casos V >> vy (como foi o caso das experiéncias de Faraday). Quando
comparamos essas velocidades no caso de geradores de corrente alternada
comuns {usados em industrias, residéncias, etc; enfim, os aparelhos orde
se usa mais frequentemente a lei de indugao de Faraday como principio de
funcionamento fisico), a velocidade de rotagao do circuito induzido é em geral
de centenas de metros por segundo (102m/s), enquanto que a velocidade de
drifting tipica é da ordem de mm/s (10~?m/s). A razao do primeiro pelo
segundo ¢ de (10%) nos casos comuns de geradores de corrente alternada
(que pode ser estendido em geral, ja que as situagtes envolvem velocidades
desta ordem). Podemos notar entdo o quanto € pequena a acao dos termos
adicionais (dltimos quatro termos da eq. (3)), em comparagao com os termos
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que deduzem a lei de Faraday proporcionais & velocidade relativa entre os
circuitos, principalmente nas situagdes mais comuns de laboratério e nas
maquinas industriais que funcionam pelo principio da indugio de correntes.

Agora analisamos o caso em que ndo hi movimento relativo entre os

"+ circuitos (V = 0), mas quando £(J;) # 0. Temos entdo de compa-

#(I)dlhr com Lvydl;. Uma situagdo tipica é do tipo I; = Isenwt, de
tal forma que £(I;) = wlcoswt, que é da mesma ordem de grandeza que
wly. Logo o que estariamos comparando seria wr com v4. Como r é ti-
- picamente da ordem de centimetros ou metros e w é usualmente igual ou
maior que a frequéncia da corrente alternada para finalidades residenciais e
industriais comuns que é da ordem de 60 Hz, vem que wr >> vy, e portanto
%(Il)dllr >> Lvgdly. No caso de correntes induzidas quando se abre ou
se fecha um circuito, esta aproximacao vai ser ainda muito melhor devido
ao fato de que a variacao de corrente é muito mais intensa. O caso pratico
mais comum que podemos citar é o dos transformadores que funcionam pela
indugdo de correntes por variagio de correntes num circuito primario indu-
zindo um secundario. Para esses casos onde a distincia entre os circuitos é
da ordem de cm, ¢ w da ordem de dezenas ou centenas de rad./s, a razio
entre wr e vy é em geral da ordem de (10°), novamente uma razio muito
grande para ser observado o efeito dos termos adicionais.

Vemos entdo que mesmo que a soma dos quatro ultimos termos de (7)
nao seja nula para alguma geometria especifica, ela vai ser desprezivel em
comparacgio co. ——i(IlM).

Na proxima segdo veremos por outro raciocinio que a soma dos quatro
ltimos termos de (7) tem de ser exatamente igual a zero para circuitos de
forma arbitraria.
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2.4 Inducao no caso geral pela energia

Podemos encontrar a lei de indugdo de Faraday a partir da auto-energia e
da energia miitua entre dois circuitos. Estas dedugdes podem ser encontradas
no Treatise de Maxwell, referéncia [3] (artigos 543 e 578 nesse caso).

O objetivo desta secio é mostrar de um modo alternativo que os termos
adicionais que tratamos na secao anterior sao de fato nulos. Isto leva 3
conclusdo de que chegamos a lei de indugéo de Faraday exatamente, a partir
da eletrodinamica de Weber aplicada a circuitos de corrente, mesmo que a
hipétese de Fechner nao seja verdadeira.

O caminho que apresentamos é baseado na energia magnética de interagio
entre dois circuitos de corrente, bem como na auto-energia de cada um deles.
Vamos usar a expressio para a energia potencial entre duas cargas dg, e dg,
dada por:

LU = d‘hdfhl 1 — 7‘_2)

dmeg T 2c?

Esta é a energia de Weber, de onde se deriva sua lei de forca. A energia
entre os circuitos de corrente é calculada a partir da energia entre os ele-
mentos de corrente (ver figura 2), usando a expressio da energia de Weber
para encontra-la. Para calcular a energia entre dois elementos de corrente,
portanto, sem fazer hipéteses sobre as velocidades das cargas nos elementos
(a nao ser a neutralidade dos elementos de corrente), ou seja, nao vamos im-
por a hipétese de Fechner, simplesmente somamos as energias entre as cargas
dos elementos de corrente. Para dois elementos neutros como os da figura
2 calculamos: d*Usg,,dgp, + Uy aqy + PUsgy_dgy, + @*Usgy _ag,_. A partir
da expressdo para a energia de Weber encontramos o valor: podgrydgsy (7 -
[G14 = $1-])(F - [Tay — 03-])/4%7 para esta soma. Se Lidl; = dgiy (3ip — 5:_),
t = 1, 2, esta expressio fica: ﬁllfg(%)(f'-(ﬁl)(f'-tﬂg), ou seja, este € o valor da
energia entre dois elementos de corrente de acordo com a energia de Weber.
A energia entre os dois circuitos (figura 2) é a soma das energias entre seus

(52)

elementos de corrente, par a par, ou seja: PR X ] ngf@, que ¢ igual

(ver {3] ou {2], cap. 3) a 2N [, § § “—71;—“22, ou ainda I; LM (M o coeficiente
de indugao mitua). Portanto calculamos a energia entre dois circuitos de
corrente a partir da soma das energias entre todas as cargas que compde
um circuito e as que compée o outro, ou seja, integrando ao longo dos dois
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circuitos a energia entre dois elementos de corrente (estamos usando as de-
finicdes da figura 2). A auto-energia de um ou de outro circuito de corrente
¢ calculada da mesma maneira. A diferenca é que integramos a energia entre
elerentos de corrente do mesmo circuito. Chamando a energia mitua £,,,
-:0 M o coeficiente de indugao mutua entre os circuitos, encontramos:

Em = IIIQM (53)

onde [ e I; sdo as correntes nos circuitos. As auto-energias E; e E,, corres-
pondentes aos circuitos de corrente 1 e 2, respectivamente, sao:

B = %fﬁLI (54)
€ 1
By = DLy (55)

onde L, e L, sao os coeficientes de auto-inducao correspondentes aos circuitos
1 e 2, respectivarnente.

Estas energias sao as mesmas que encontramos no eletromagnetismo classico
quando integramos as energias entre os elementos de corrente ao longo dos
circuitos. Uma prova disto se encontra no Treatise de Maxwell, referéncia [3],
artigo 578. Helmholtz, W. Thomson e F. Neumann (ver também referéncia
[3] artigo 543), deduzem a lei de indugio de correntes de Faraday a partir
destas energias que encontramos. O cilculo das energias feitas por eles é a
partir do eletromagnetismo classico. Mas como chamamos a atencido acima,
o resultado cléssico para a energia entre elementos de corrente integrada ao
longo dos circuitos é o mesmo que quando calculamos usando a energia de
Weber entre cargas pontuais. Em uma nota de rodapé de J. J. Thompson
incluida no artigo 544 do Treatise do Maxwell (referéncia [3]) encontramos
esta dedugdo que apresentamos a seguir.

Vamos chamar a energia magnética devido as correntes nos dois circuitos
de T,. De (53) a (53) vem entao:

1 1
TE = §L1112 + MI]IQ + 5[121;

de onde podemos calcular

aT. oT. oT,
dTe = a—IldII -+ a—l_lzd.[g + Egdx
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onde z é um parametro qualquer que determina o coeficiente de indutancia
mutua entre os circuitos. Podemos citar como exemplo o caso de duas espiras
frontais que ja discutimos, onde o coeficiente de indutancia miitua M pode
ser calculado e obtemos (ver figura 3 e Grover, referéncia [17], Capitulo 11,

paginas 77 a 79):
M= :—; fo/RiRy

‘onde fé um coeficiente que vem da tabela 1 como fungao da variavel &'2:

2 _ (R — R+ &2
(Rz + R1)2 + d?

Portanto os parametros que determinam o coeficiente de indutancia mitua
M, neste caso, sdo R, Hs e d. Esses sao exemplos dos parimetros represen-
tados por z em %T;.

Desde que T, é uma func¢io quadratica homogénea de I; e I; vem:

aT. oT.
=hag oI, T + by al,
enté‘b
oT. oT. OT. oT.
QdTe = a—IldI I]daIl + a—hdj'z + Igda—],z

subtraindo a expressao para dT, da 2dT., encontramos

aT. + Izd% - ngdm

dI. = Ilda_fl ol oz

mas % € a forga em relagao a coordenada z agindo no sistema, entio, desde

que nao supomos qualquer forca externa agindo no sistema, E%dm sera o
aumento na energia cinética mecanica 7,, devido a0 movimento do s1stema
A dltima equacao fica entio:

oT. a7,

A(T. +Tn) = hd g + hdg
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k2 I Diff. | logsf | Diff. || &2 i Diff. | logs | Diff.
0.010 | 0.021474 Z2.33101 0.260 | 0.003805 3.58034

—4159 -9340 - 156 —1819
020| 017315 23842 2701 .003649 .58215

—2378 —~8598 — 149 -1805
030 | 014037 17248 2801 .003500 54410

—1653 —4013 - 141 —1792
040 | 013284 2333 290 | .003359 52618

—1258 —4319 - 135 —1783
0.050 j 0.012026 7.03014 0.300 | 0.003224 3.50835

—1009 —3807 - 120 -~1773
0601 011017 04207 310 | 003096 49062

—~ 838 —3437 - 124 - 1767
070 | .010179 7.00770 320 | 002071 47295

— 715 —3162 — 118 —1760
080 | 009464 3.87608 330 | 002863 45535

- 621 —~2048 - 113 —1757
000 | .008843 54662 340 | .002740 43778

~ 546 —2772 — 108 —1754
0.100 | 0.008207 3.918%0 0.350 | 0.0026317 342024

- 487 —2627 —1041 —1753
110 | 007810 89263 360 | .0025276 4021

— 439 ~2500 —1000 —1753
1201 007371 86754 370 | .0024278 .38518

— 397 =2407 — 961 —-1754
130 006974 84347 330 { .0023315 36764

— 883 —2321 - 924 —~1756
140 | .006611 .B202¢ 3980 | 0022301 35008

— 333 —2248 —~ 889 —1760
0.150 | 0.006278 3.79780 0.400 | 0.0021502 3.33248

— 308 —2181 — 856 —1765
160 | .005970 7599 410 | .0020846 31483

— 285 —2124 — 825 —1769
.170 | .005685 75475 0019821 29712

— 265 —2074 — 795 —-1778
.180 | 005420 73401 . 0019026 27934

— 247 ~2030 — 7867 —1786
190 | 005173 q1371 0018259 28148

- 232 —1091 - T0]|_ ~1796
0.200 | 0.004941 3.60380 0.450 { 0.0017519 324352

- 218 -1957 — 714 —1807
210 | .004723 67423 0018805 22545

- 208 -10928 —~ 689 —1819
220 | 004518 85407 A70 [ .0018116 20726

— 193 ~ 1899 - 865 —1832
2230 | .004325 63598 480 | .0015451 .18394

— 183 - 1875 — 643 —1844
240 | 004142 61723 490 § .0014808 17048

- 173 — 1854 — 622| _ —1862
0.250 | 00030689 3.50869 0.500 | 0.0014186 3.15186

- 1684 —1835 — 601 —1879

tabela 1
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' trabalho feito pelas baterias nos dois circuitos cujas forcas eletromotri-
-cs a0 A; e Aj,, durante o tempo dt é:

A Ldt + Ay LLydt
O calor produzido no mesmo tempo é, pela lei de Joule:
(RiI} + RoI3)dt

Pela conservacao da energia o trabalho feito pelas baterias deve ser igual
ao calor produzido no circuito mais o aumento na energia do sistema, entio:

Arhdt + Ay Ldt = (R\IT + RyI2)dt + d(T, + T),,)

Substituindo o valor encontrado de d(T, + T.») na expressao acima, obte-
mos

d a7, dal.|
Il [A] - RlIl - aa—h} +Iz [Az— Rz]g - aafz] - 0

ou
d d
' [Al - R0 — E(Lpﬁ + IzM)] + I lAz — RByI; — E(szz + IlM)l =0

Thompson conclui dizendo que utilizando apenas a lei da conservacio da
energia chegamos nesta iltima equagao. Vamos agora utilizar a segunda lei
de Kirchhoff para circuitos elétricos. De acordo com esta lei a soma algébrica
das diferencas de voltagem em torno de qualquer malha de um circuito é nuia
({5], cap. 22, segao 22.3). Neste caso cada circuito é constituido de uma tnica
malha. Concluimos entdo que cada um dos colchetes desta iiltima equagao é
nulo. E isto é exatamente a lei de Faraday onde queriamos chegar, levando
ainda em conta o efeito da auto-indutancia de cada um dos circuitos.

Nés mostramos a seguir outra dedugio da lei de inducio de F araday a
partir da energia, como Maxwell apresenta em seu Treatise (referéncia (3]
artigos 578 a 582).

Seja T, a energia magnética do sistema formado por dois circuitos (figura
2) de correntes I; e I, temos entio:

1

Te=2

L%+ %szf + MNLI,  (56)
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Podemos chamar a I; e a L, os “momentos de inércia elétricos” dos
circuitos 1 e 2 e ainda M o produto da “inércia elétrica” dos dois circuitos.
Estamos fazendo uma analogia com um sistema mecéanico de dois corpos,
~nis a expressao dos dois prinmieiros termos da energia é semelhante Aquela da

.ia mecanica de dois corpos rigidos em rotacio (com as correntes fazendo
-apel das velocidades angulares de rotacao). O tratamento lagrangeano se
aplica igualmente, por exemplo, dando nomes como “inércia elétrica” aos
coeficientes de indugdo. Assim o fez Maxwell para mostrar a similaridade
entre as energias e explicar o fundamento da aplicagio deste formalismo
mecanico a um sistema elétrico.

Diferenciando T, com respeito a I; obtemos a quantidade p;, que no caso
mecanico pode ser chamado de momento relativo a ;. No caso elétrico
podemos chama-lo de “momento elétrico” do circuito 1. Seu valor é:

n=LL+ M (57)

Sendo V a forca eletromotriz no circuito, proveniente de algo como uma
bateria (fem independente da fern da indugdo) e R a resisténcia 6hmica do
circuito, podemos dizer que nesta situagio existe uma forca eletromotriz
V — RI disponivel para mudar o momento do circuito. Vamos chamar esta
forca eletromotriz Y. Através da equagio da forga generalizada F dada pela
lagrangeana £, F = £(%%) — %5, onde ¢ e ¢ 530 as variaveis generalizadas,
calculamos Y como:

d aT.

— &P ag
sendo @ = [ Idt e p o momento elétrico. Desde que T, nao envolve Q, o
ultimo termo é nulo e a equagio da forca eletromotriz fica:

(58)

d
V—RI—Y—d—tp (59)
oun d
V=RI+EP (60)

Aplicando ao circuito 2 este calculo, temos (para um circuito sem outro
tipo de fern além da indugdo, quer dizer, sem baterias, V; = 0):

d
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onde R, € a resisténcia do circuito 2, ou seja:

d
RzIz - —-d‘i(MI]_ + LgIg) (62)

mesmo valido para o circuito 1:

d
R]_Il - —;&(M.& + LlII) (63)

onde R, é a resisténcia do circuito 1. E estas expressoes sio novamente a lei
de Faraday que queriamos derivar.

A partir dos calculos da se¢ao anterior e desta, concluimos que a lei de
indugdo de Faraday é uma consequéncia da eletrodinimica de Weber, ou seja,
os termos adicionais que mostramos serem muito menores em relagio aqueles
que levam a lei de Faraday no calculo usando a lei de forga, siao de fato zero,
pois o calculo acima nao faz qualquer hipétese sobre as correntes.
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3. O DISCO DE FARADAY

Faraday foi o primeiro a idealizar um experimento de indugdo de correntes
onde a “lei dos fluxos” nao se aplicava, pelo menos a primeira vista. Em
1831 construiu um disco de metal que tinha ligado por contatos deslizantes
no centro e na borda um galvandmetro, sendo o primeiro livre para girar
em torno do eixo de simetria. Um ima permanente era fixado proximo ao
disco, o que junto com o movimento do disco provocava uma corrente no
galvanometro (ver figura 6):

‘Figura 8: O disco de Faraday. Contatos deslizantes conectam ¢ galvandmeiro ac disco que gira em torne de sea sixo
na presenca de um campo magnético constante.

Nesse caso o ima , fios e galvandmetro estao fixos no laboratério, em
relacdo ao qual gira o disco. Os contatos deslizantes sao feitos no centro e
na borda do disco.

A idéia principal para se afirmar que a lei dos fluxos ndo vale é que o
circuito formado pelo disco e pelo galvanémetro nao varia de forma ainda
que o disco gire, nao havendo portanto variacao de fluxo nesse circuito uma
vez que o ima esta parado (ver referéncia [5]).

Dos experimentos de 1831, [7] (paragrafo 85), Faraday explicava que o
material do disco esta cortando as linhas de campo do magneto, ocasionando
assim a corrente. A pariir dos experimentos e conclusdes de Faraday é que
F. Neumann e Maxwell formularam a lei de indu¢ao como a conhecemos,
portanto é dela que temos que tirar uma explicagao para o fenomeno.
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Na ultima segao derivamos a lei de indugio de Faraday a partir da forga
de Weber aplicada a circuitos. Nesta se¢ao em particular portanto, estamos
dando continuidade & pesquisa, analisando uma situacio em que verificamos
a aplicabilidade da lei de inducdo de Faraday.

Dada a forma da expressao da indugio de Faraday podemos estudar o
caso usando a equivalente “lei dos fluxos”:

d ~ o
fem:—a(ij-da)z—%@m (64)

O exemplo da figura 6 é um caso que alguns autores como Feynman,
[5], dizem ser uma excessio i regra do fluxo, ou seja, onde nio se aplica.
Este caso mostra um disco condutor que pode girar sobre um eixo fixo na
presenca de um campo magnético. Contatos se fazem no eixo e na borda do
disco, completando um circuito fechado com um galvanémetro. Quando o
disco gira, o circuito, no sentido do lugar geométrico do espaco onde estao as
correntes, sempre € o mesmo. A parte do circuito onde est4 o disco, se move
sem que haja mudanga do lugar geométrico da corrente. Apesar disso h4 uma
fem induzida, constante no tempo para uma rotacao a velocidade constante
do disco, como se observa no galvanémetro. A explicagio, de acordo com
Feynman, {5], vem com a forga de Lorentz, ¢E + ¢ix B, onde as cargas livres
do disco sofrem uma forga proporcional ao seu valor e & §x B, sendo ¥ = I x7
(@ a velocidade angular do disco e 7 a posicio de certa carga livre deste ao
longo do raio) e B o campo magnético do imi. De acordo com Feynman
ainda, a fem que se calcula através da forca de Lorentz integrada ao longo
do raio do disco nio se pode igualar a uma variagio de fluxo.

Podemos portanto calcular a forga eletromotriz de acordo com Feynman
através da forca de Lorentz e assim a corrente pelo galvanémetro. Para sim-
plificar e exemplificar vamos considerar um disco de raio ¢ com velocidade
angular constante w imerso num campo magnético homogéneo e perpendicu-
lar ao plano do disco, como na figura T

- —

B 10 W

A

8

Figura 7: Disco de raio & na presen¢a de um campo magnético homogéneo ¢ uniforme perpendicular as planc em
que gira o disco,
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Encontrando entao a polarizagdo provocada no disco pelo seu movimento
de rotacao no campo magnético, podemos estimar a corrente pelo galvanémetro
cujos contatos deslizantes se fazem no centro e na borda deste.

A partir da figura 8 podemos entender melhor a situagio:

; M’“"}'W

. W‘ e
J';’“'M/’ /s
de diice E'

Figura #: Mesma situacio que da figura 7 vista de cima do plano que contem o disco. Uma seglo clomentar do disco
em destagque.

Para uma secao elementar do disco podemos calcular a tensiao induzida
V pelo movimento no campo magnético (que vai ser também a tensio entre
o centro e a borda). Ela é dada por:

oF - a = = Bwa?
v=[Z.di=[@ExB)-d= 65
oedi= [(Gx B)-di=2 (65)
Esta € a tensao aplicada no galvanometro. Considerando uma resisténcia
equivalente a soma das resisténcias 6hmicas do disco condutor, dos fios con-

dutores e do galvandmetro, R, a corrente pelo circuito sera:

Buwa?

I= 2R

Para exemplificar, podemos estimar a corrente I quando ¢ é 10cm, w ==
lrad/s, R = 18, B de 5x10~° Tesla (campo magnético terrestre tipico). Com
esses valores obtemos uma corrente de aproximadamente 0,3¢A e portanto
uma tensao induzida no disco de aproximadamente 0,3xV. Com um pequeno
ima industrial cujo campo magnético na proximidade de um dos polos é da

(66)
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ordem de cem vezes o valor do campo magnético terrestre, encontramos os
valores de corrente em torno de 30uA e uma tensao de 30V, valores possiveis
de se medir com um galvanémetro.

Essas mesmas equagdes para V e I podem ser encontradas usando a lei
de Weber. Assis, [8], calcula a for¢a sobre uma carga pontual movendo-
se em uma regiao de campo magnético uniforme e mostra que a expressao
da forca nesse caso é igual a expressao de Lorentz com a diferenca que a
velocidade © que aparece na expressdo € aquela relativa entre a carga e a
fonte do campo magnético e nao em relagao ao observador, como no caso da
forca de Lorentz. No caso de o imi estar parado em relagao ao observador,
como neste apresentado, as equagoes sio idénticas, resultando que os mesmos
valores podem ser derivados a partir da forca de Weber,

Mostramos a seguir que se pode chegar a esses mesmos valores usando a
lei dos fluxos, ao contrario do que afirmam alguns autores, [5].

Consideremos uma se¢ao do disco como na figura 8, com o galvanémetro
conectado por contatos deslizantes no centro e na borda do disco (figura 9):

—

Figura 9 Seglo do disco em deatague com o galvandmetro conectado por contatos deslizantes na borda ¢ no centro.

Vejamos 0 que acontece a essa se¢ao isoladamente, como fizemos no

calculo anterior, observando a construcao da figura 9 pela parte de cima
(figura 10):

G o

Figura 10: O mesme que em 9 mas visto de cima do planc que contem o disco
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Girando o conjunto: anel externo e condutor da secio elementar do disco,
vamos encontrar a partir da regra do fluxo a corrente pelo galvanémetro e
a tensao ao longo do raio do disco, pois esta é a mesma que a induzida na
secao elementar deste.

Pela figura 10 observamos que fechamos circuito ligando as extremidades
do galvandmetro por dois caminhos, como mostramos na figura 11:

mk/i

caninde &
7 morcronts dv dicr

Figura 11: Saindo do centro {um dos terminais do
dois caminhos que levam ac outro terminal do
determinando os caminhos am ¢ dois.

galvandmetro} para & borda da disco pela seclo slementar, temos
galvandmetro: Um por um lade da borda do disco « outro peio outro lado,

sendo que ambos os caminhos perfazem certa area (figura 12):

Figura 12: Os caminhos determinam &reas correspondentes,
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Quando o disco gira, ou melhor, quando o fio elementar (se¢do elementar
do disco) gira, a drea A; diminue, enquanto que Az aumenta. O campo B
é uniforme e esta “saindo” do plano do papel. Segundo a lei dos fluxos,
no circutto de caminho 1 este estd diminuindo, provocando uma corrente
neste caminho que tenta anular essa diminuicdo, como na figura 13. No
caso do caminho de irea A, acontece justamente o contrario. O fluxo esta
aumentando e surge uma corrente neste de modo a tentar diminuir o fluxo
do campo B, como mostra a mesma figura 13:

Figura 13: Devido b variacio de fluxo nas breas correspondentes aos caminhos, temos uma circulagio de corrente
em cada um deles.

Como observamos, as correntes concordam no sentido pelo galvanémetro,
quer dizer que temos portanto forcas eletromotrizes induzidas com a mesma
polaridade no galvanometro. Vamos calcular entao cada fem para o caso
desta se¢ao elementar do disco (o que € calcular a fem sobre o disco como
um todo}, como mostra esquematicamente a figura 14:

fom,

fon, t e e @

Figura 14: As correntes que circulam pelos caminhos um e dois sio do sentido quando passam pelo gal-
vandmetire. Podemos representar isao como duas batsrias em paralelo.
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As dreas A; e A; da figura 12 so dadas por: A; = 7ra2% e Ay = ma?(1 —
2£3. O fluxo portanto em A4, é Bra*l e em Ay, Bra®(1 — £). As fem’s
induzidas sio da mesma intensidade e estio em paralelo como na figura 14.
Portanto, o valor da tensdo aplicada ao galvanometro pode ser calculado
por (64). Sendo w = %if temos entdo que a fem é dada por: Bwa?/2, o
que concorda com o célculo usando a forca de Lorentz ou Weber. A lei do
fluxo pode portanto ser aplicada nesse caso, o que vale dizer que a lei que
deduzimos na secao anterior (lei de indugdo de Faraday), se aplica neste
caso também, ao contrario do que afirma Feynman [5]. Embora negado por
Feynman, o fato de a lei dos fluxos também poder ser aplicada nestes casos
foi defendido por alguns autores como Panofsky e Phillips, [9], e outros [10].
Concordamos com estes autores e com seus calculos, que sdo analogos aos
que apresentamos aqui.

{loncluindo esta secio podemos dizer que ha duas maneiras igualmente

.udas de calcular a fem: Ou por g7 x B, ou pela lei dos fluxos (64). Ambas
chegam ao mesmo valor quantitativo.
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4. INDUCAO UNIPOLAR

Indugao unipolar é o caso geral do que estudamos na segao anterior, ou
seja, ndo s6 o disco pode girar, mas também o magneto. De forma que apesar
do movimento, o campo de indugdo permanece sempre 0 mesmo no tempo,
embora possa variar de ponto para ponto, como na figura 15:

Figura 15: Caso geral do disco de Faraday. Agora o imi também pode gitar sob seu eixo. liso caracieriza um
experimento de indugio unipolar.

Tomemos dois cilindros, um sendo um condutor e o outro um magneto,
ambos com possibilidade de girar ao redor de seus préprios eixos, que estio
alinhados por uma reta comum, como na figura 16:

Mol it
Y\ V7 *

{"‘ m&

Figura 18: Dois cilindros dispostos frontalmente, livres para girar sob o eixs comum, sendos nm o disco condutor ¢ o
outro Um magneto cujas faces aio Norte e Sul.
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Devido ao efeito Hall conhecido, esperamos que ao girar o condutor, dei-
xando o ima parado em relag¢do ao laboratério, temos uma polarizagao indu-
zida ao longo do raio do disco, como na figura 17.

;WM

b
é

-
e emdubr

Figura 17: Coonsiderando a situagie da figura 16 com apenas o disco girande & ¢ magnete parade em relagio ac
laboratério. Ocorre uma polariaagio no disce por efeite Hall

Tomando a situagao em que o magneto gira no sentido oposto (estando o
condutor parado em relagdo ao laboratério), havendo entre os dois cilindros
o mesmo movimento relativo, esperamos a mesma polarizacio no condutor.

Para verificar a polarizacdo no disco usa-se um galvandmetro com conta-
tos deslizantes sobre este, o que forma um circuito. Os experimentos primei-
ramente concebidos e realizados sio de Faraday. Comecando seus estudos
com discos condutores girando em campos magnéticos em 1831, continuou
até 1851 com experimentos mais elaborados visando entender a origem das
correntes em condutores se movendo em regides de campos magnéticos, como
veremos logo adiante.

Tanto nos experimentos de Faraday como em outros experimentos (ver
referéncias 7], paragrafos 85 a 139 e 3070 a 3163, e [11] a [14]), o galvanémetro
ficou parado em relagao ao laboratorio, bem como seus condutores. Isso pode
levar a suspeita de que pode haver indugao no galvanometro e seus fios, Se as
linhas de campo magnético giram com o magneto que as origina quando este
gira sobre seu eixo de simetria, ou se estdo paradas em relacio ao laboratério
apesar do movimento do ima, é uma questao sob estudo.

No caso de as linhas acompanharem o movimento do magneto quando
este gira, chega-se a conclusdo de que no caso de, por exemplo, girarmos o
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disco e 0 magneto juntos, uma corrente flui pelo galvanometro devido ao fato
de que as linhas de campo, por girarem, cortarem o material condutor do
galvanometro e seus fios, provocando a indugéo. Se pensarmos na mesma si-
tuagao de girar o disco e o magneto juntos, com o campo magnético parado no
laboratério, agora é o disco que est4 cortando as linhas de campo magnético
provocando a indugdo. Pensando intuitivamente no problema em que o disco
€ o magneto giram juntos, nao havendo movimento relativo portanto entre
ambos, esperamos que nao haja polarizagio no disco pelo simples fato de que
nao ha movimento relativo entre este e 0 ima. As experiéncias (ver referéncia
[13]) mostram que nestas situacdes o galvanémetro (que est4 parado no labo-
ratorio) registra uma corrente. Por este motivo, de haver corrente apesar de
nao haver movimento relativo entre o ima e o disco, apenas um movimento
absoluto de rotagio, alguns autores como Kennard (referéncias [11] e {12])
associam este efeito a algo que acontece a sistemas que giram em relacao a
um espago ou referencial absoluto. Kennard desconsidera quaisquer efeitos
sobre o galvandometro devido i rotacio do ima.

Os primeiros experimentos, como citamos, foram idealizados e construidos
por Faraday. Em 1832 Faraday (ver referéncia [7] paragrafo 218) construiu
um experimento como o da figura 15 para investigar a inducdo em condutores
que se movem em campos magnéticos, de modo que o disco e o magneto
girassem juntos, eletricamente isolados um do outro. Ele observou que a
agulha do galvanémetro era deflexionada como no caso de girar apenas o
disco, deixando o magneto parado em relacio ao laboratério. A conclusio
fol que deixar o magneto parado ou girando causa o mesmo efeito no disco
que gira.

Em 1851 (referéncia (7] paragrafos 3070 a 3163) Faraday j4 investiga com
um experimento mais elaborado. Usando uma, construgio que permitia girar
o condutor independentemente do magneto, deixando o galvanémetro fixo

no laboratério, como na figura 18: ¥ '&5‘4/’/
J‘hc-

@ eouladvs dollizanses N
fz?ui'.h'uc/mndt;m;

Figura 18: Experimento de inducio unipolar de Faraday.
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Faraday relata que a forca que o magneto provoca nao deve ser conside-
rada como girando junto com este, assim como os raios de luz do Sol nao
giram junto com este em seu movimento de rotacio sobre si mesmo ([7],
paragrafo 3090). O magneto girando sob acao de suas proprias forgas so-
freria uma ac¢do sobre seu préoprio material condutor (ima feito de material
condutor), produzindo uma polarizagao que o condutor externo leva ao gal-
vandmetro da bancada.

Nesse ultimo caso Faraday usa uma construcdao que é equivalente a da
figura 15 mas com a modificagdo de que o disco condutor € o préprio magneto
cujo material & condutor.

Devido a questio de o galvanémetro estar sempre parado em relacao ao
laboratorio nas experiéncias j& realizadas, propomos experimentos, dos quais
faremos previsbes, onde o galvanometro também pode girar. Consideramos
que a questiao fundamental envolvida é a da figura 16, onde o movimento
relativo entre o ima e o condutor é o que fundalmentalmente interessa na
questio da indugio unipolar.

Nés estudamos o fendmeno a partir da lei de forga de Weber, calculando
a forca em uma carga livre de algum condutor proximo a um imi, quando
tanto um como o outro podem girar, como na figura 15. Ao calcular esta
forga estaremos portanto calculando aquela que atua em uma carga livre do
galvanometro ou do disco. A diferenca da forga, em uma carga livre do disco
~ da que atua em uma do galvanometro, esta na velocidade angular que em
- geral é diferente para estes dois condutores (uma vez que tém movimentos
independentes).

A partir do trabalho de Assis, [15], onde se calculam as for¢as atuando
em uma carga pontual devido a uma casca esférica carregada homogenea-
mente girando com certa velocidade angular, podemos analisar o caso de um
magneto e de uma carga que podem estar em rotagao, como uma carga livre
do disco e o magneto da figura 17.

Tomemos uma casca esférica de raio R feita de um material isolante,
carregada uniformemente com uma carga Qp (“M”, pois adiante faremos
do movimento de cascas carregadas, um magneto) fixa na casca, girando
com uma velocidade angular constante Jps em relacao ao laboratorio e outra
centrada no mesmo ponto, de carga oposta —Qz, raio R 4+ dR, girando com
Dap + &y, em relacao ao laboratério, tal que Wy e &3, estio na mesma direcio.

Na visao do eletromagnetismo classico estas duas cascas nio geram ne-
nhum campo elétrico na regiao r < R e geram um campo magnético uniforme
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nesta regiao. Para a casca de carga @p este campo é, {15]:

B’(T < R) — p‘OQMwM

6r R (67)

onde Qs € a carga na casca e Wy sua velocidade angular constante em relagao
ao laboratdrio. As duas cascas juntas geram entdo (supondo dR << R):

E(r<R)=0 (68)
e Q -
=4 — Holy My

B(r < R)= -2~ (69)

sendo &, portanto relacionado com a corrente que produz o campo B e @y
a velocidade de rotagdo do magneto formado pelas duas cascas.

Uma carga pontual ¢; movendo-se internamente as duas cascas com uma
velocidade vy, em relagdo ao laboratério vai sofrer entao uma forga de Lorentz
dada por

F=qF +qt xB':—%{& X B (70)

Panofsky e Phillips, [9] (capitulo 9 neste caso), discutem a situagio de
condutores que se movem na presencga de campo magnético, fazendo corregdes
na maneira de se encarar variagoes de campo magnético nestas situagdes, ob-
tendo inclusive termos onde a divergéncia do campo magnético pode nao
ser nula. Estudaram o caso de indugdes unipolares quando o condutor é
uma barra retangular que se move na presen¢a de um campo magnético
homogéneo e uniforme que é perpendicular a barra condutora, e um gal-

vanometro é conectado a barra por contatos deslizantes, como mostra a figura
19:

dooes das velooidadda

O~

b

barvs,

]

Figura 19: Experimento de inducio unipolar considerado por Pancfsky e Phillips. Os movimensos sio & velocidades
conslanies.



Nesta situacdo nao ha variagao aparente do fluxo magnético, como no
caso da figura 15. Eles concluem que nio ha corrente induzida no circuito
galvanoémetro-barra quando ambos se movimentam com a mesma velocidade,

qualquer que seja, em relacao a fonte de campo magnético. Seus resultados
tedricos sdo os seguintes (tabela 2):

movimenlo b fﬂn ;:;Wﬁ 1y

bovg  fomk s @ Gabran.
r o (4] vb
O r v} (o)
(s} ~ W L g1}
'y - ° v
0 o r iR
ar ] g (o]
tabela 2.

Estes resultados sdao equivalentes aos que mostramos a seguir pela eletro-
dinamica de Weber, onde estudamos o caso da figura 15. Na eletrodinimica
de Weber, como veremos, este cilculo é bastante simples, mesmo nestes casos.

Do ponto de vista da eletrodinimica de Weber, [15], uma carga q; que
tem velocidade ¥ e aceleragio d; em relagao ao laboratério, dentro de uma
das cascas carregadas que gira com velocidade angular wys (figura 20):

-
AW

Figura 20: Uma carga gy que tem velocidade @y « acel i
carregatas wae goe e velo:-idad; roguiar whr 1 ¢ aceleragio d) em relagio ao laboratdrio, dentro de uma das cascas
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sofre uma for¢a dada por

F_"(rl < R) = 1—2%?;:%?2[&'1 + np X (War X 1) + 207 X Oy + 71 X ;wM] (71)

Portanto para encontrar as forcas que agem em uma carga do condutor
devido a um magneto, quando ambos podem girar com certa velocidade em
relagao ao laboratério, calculamos as forcas que agem em ¢, a partir da
expressio acima, somando as agdes das duas cascas, que geram o campo 5.
Vamos considerar um movimento de rotagéo da carga ¢; em torno do centro
O com velocidade angular &, paralelo a Wy e a &,,. Temos para a casca de
carga Qu (figura 21), com %4 = 0, §, = & x 7, & = —wip:

X

L

Figura 21: Movimento de rotagio da carga g1 em iorno do centre O com velocidade angular 3 paralela a Wasrea
@n, dentro uma casca de carga Q pg, com Edf‘- =0, =& x7, & = —w%ﬁl.

A forga exercida pela casca carregada com Qu na carga ¢, ¢ dada por:

2 H1Qum -
FoMemq = —m(‘*’M ~w)h (72)

e para a casca de carga —Qys (figura 22):

Figura 22: O mesmo que a figura 21 mas para & casca de carga —@Q s girando com velocidade angular dpy + &n -
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temos a forga:

aQdm

“TamesRlwiPr ~ (om + wa)?B1 + 201 (war + wa)f] (73)

F -QMemql =
sendo w;, relacionado com a corrente no magneto constituido pelas duas cas-
cas, que produz o campo B J calculado para as duas cascas.

O efeito na carga q, é Fy = FQMemql + F_QMemql

™ quM 2 .
= M 2 9w (wp — 4
13} 12”0623[ Wi — 2wa(war — w1)}pi (74)
Em (74) w, é relacionado com a corrente no magneto que produz B, sendo
portanto proporcional a velocidade de drifting das cargas que em movimento
produzem B. Em geral w? << wnwa ot wyw;. Temos entdo usando (69):

P = 6%:5%;%[%(@’54 —w)]p1 = —q Blwm — wi]py (75)

A indugao no disco de metal (w; = wp) quando estiver préximo ao pélo
de um magneto, existe somente quando ha uma velocidade relativa angular
de rotacio entre ambos, de acordo com a eletrodinamica de Weber.

Considerando ainda que o campo B (do magneto de velocidade angular
wp} € uniforme e perpendicular ao disco de raio a e velocidade angular wp,
podemos calcular a tensao radial no disco como j4 fizemos na secao anterior,
integrando a forga por unidade de carga ao longo do raio, obtendo:

V — _B(wM ; wD)a2

(76)

que € o mesmo resultado obtido na segdo anterior para o caso particular de
wp = 0 {disco de Faraday). Agora mostramos que a polarizacao no disco é
puramente dependente do movimento relativo entre o disco e o imi (figura
17).

Quando utilizamos um galvandémetro como na figura 15, temos outro
condutor {como o disco) que pode sofrer polarizacio. Considerando que
também o galvandmetro e os fios que fazem contato com o disco estio sob a
acao do mesmo campo homogéneo e perpendicular B (calculando como antes,
supomos o galvanémetro e o disco dentro das cascas carreagadas), podemos
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prever o que acontece, ou seja, a corrente pelo galvanémetro, quando este
também pode girar (proposta que ainda nio foi testada experimentalmente).

Consideraremos que as velocidades angulares do disco, wp, do magneto,
wy, e do galvandmetro, wg, sao constantes e todas no mesmo sentido de
rotagao em relagio ao laboratoério.

Mostramos a seguir um quadro prevendo simplesmente quando a corrente
pelo galvanometro é diferente de zero, “*”, ou simplesmente nula, “0”, em
funcdo da condig¢io de velocidade diferente de zero, “X”, ou nula, “0” dos
componentes: Disco, magneto e galvanémetro. Quando “X” esta marcado
para wp e wg, 1ss0 quer dizer que ambos giram no mesmo sentido, com a
mesma velocidade, ou seja, giram juntos. Usamos somente a equacao da
forca sobre uma carga livre dada pelo magneto para prever os resultados,
pois uma carga livre no galvandmetro ou no disco estd sujeita a essa forga,
que depende do movimento relativo entre esta e o magneto. No caso de uma
carga nos condutores que compreendem os fios de contato e o galvanémetro,

Fy = —q1B(wym — wg)) (77)
€ no caso de uma carga do disco, figura 23,

F = —qB(wym —wp)py (78)

Figurs 23: Forgas nas cargas livres do disco & do galvandmetro calculadas considerando s agio das cascas carregadas.

Encontramos os seguintes resultados previstos por Weber (tabela 3):
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galvanémetro

tabela 3.
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Dos experimentos propostos, apenas os de niimero 1, 2,3 e7 ja foram
realizados (wg = 0), concordando com o previsto por Weber. Os resultados
previstos 4, 5, 6 € 8 ainda n3o foram testados experimentalmente.

De acordo com os resultados obtidos sobre a for¢a nas cargas livres, nota-
mos que ha circulagio de corrente pelo galvanémetro quando hi movimento
relativo entre o imi e um condutor, podendo ser este o galvanometro ou o
disco. Quando o disco e o galvanémetro giram juntos (formando um condu-
tor unico) em relagéo ao mi, o registro no galvanémetro é nulo pois ambos,
galvandmetro e disco, estdo sob agio de uma forca igual sobre suas cargas
livres. Se wg = wp (casos 3, 5 e 8), as forcas sobre as cargas livres nas
duas partes do circuito sio iguais em intensidade, porém nio concordando
no sentido ao longo do circuito (figura 24), portanto nio havendo circulagao

de corrente:
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Figura 24: No caso de o disco e o galvandmetro terem & meama velocidade angular as forcas sobre as swas Cargas
livres sio iguais, de modo que nio b4 circulacko de corrente no circuito galvandmeiro - disco, pois & forga liquida ao longeo
do circuito & nula.

Sempre quando temos movimento relativo entre o imé e um dos conduto-
res, estando o outro parado em relagio ao imi, temos circulagio de corrente,
como nos casos 2, 4, 6, e 7. Nesses casos as cargas livres do condutor que se
movem relativamente ao {m3 sofrem uma forca diferente de zero, enquanto
que as do condutor que nio t&m movimento relativo a ele nio sofrem forca.
Como o circuito é formado pelos dois condutores em série, um com uma forga.
sobre suas cargas livres diferente daquela sobre as cargas livres do outro, te-
mos circulagdo de corrente (figura 25):
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Figura 25: A corrente circula pelo galvandmetro quande hé ums forca liquids diferente de sere ao longo do circuito
galvandmetro - disco, ou seja, quando a forca sobre ss carges livres desse circuito age hars ma parte teferente ao disco,
hors na parte referents ao galvandmetro.

Parte do assunto tratado nesta segiio, como as previsdes acima se encon-
tram na referéncia [16], um artigo sobre indugio unipolar e eletrodinimica
de Weber abordando estes pontos, mostrando a concordincia das prevides
da eletrodinamica de Weber e os experimentos ja feitos, e ainda sugestoes e
previsOes para novos experimentos.

Podemos concluir esta se¢do ressaltando a questio fundamental da pola-
rizagao (proposta na figura 17), que de acordo com a lei de Weber é explicada
com o movimento relativo entre o cilindro condutor e o cilindro magnético.
No caso de se usar um galvanometro para medir tal polarizagio chamamos a
atencao para a indugdo que ocorre neste, como vimos, devido a0 movimento
relativo em relagio ao magneto.
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5. CONCLUSOES

Nas primeiras segoes desta Tese consideramos o problema da inducio de
correntes a partir da lei de for¢a de Weber. Encontramos uma expressio para
a fem sobre os circuitos onde mostramos que quando se aplica a hipétese de
Fechner das correntes obtém-se a lei da indugdo de Faraday. No caso ge-
ral, ndo fazendo hipdteses sobre ag correntes, encontramos termos adicionais
aqueles que levam a lei da indugio de Faraday. A partir de algumas situacbes
particulares onde estes termos s3o nulos e da comparacao dos termos de onde
segue a lei de Faraday, concluimos que a relevancia destes dltimos é muito
pequena em termos praticos. O calculo da fem a partir da energia indica que
estes termos adicionais sdo de fato nulos, pois se obtem a lei da inducio de
Faraday no caso geral (sem hipétese sobre as correntes) por este método.

Estudamos uma situagio tipica que alguns autores como Feynman, [5],
afirmam ser uma excessdo & regra do fluxo, que é equivalente a lei de Faraday.
Concluimos que nao ha excessao alguma, desde que aplicamos a mesma regra
do fluxo para resolver o problema.

A questao da indugdo unipolar foi abordada e mostramos que a partir da
eletrodinamica de Weber fica claro que a lei de indugio deduzida, ou seja,
a lei de Faraday, ¢ sempre valida nas situacdes de indugdo. A inducio nos
casos proximos a um pélo de um magneto, quando nao hé variagio aparente
do fluxo magnético, que tanto intriga, é explicada pela lei de Weber de modo
direto, mostrando que esta depende exclusivamente do movimento relativo
entre os condutores e o magneto mesmo nas situacdes simétricas como a
da figura 16. A dificuldade em aplicar a lei de inducio de Faraday por
alguns autores que estudaram o problema se deve a dificuldade que existe
em se enxergar uma variacac de fluxo nestas situagdes, como mostramos no
exemplo particular de indugao unipolar que é o disco de Faraday. A partir do
célculo da forca sobre as cargas livres dos condutores na presenca de campos
magnéticos e pela caracteristica fundamental da eletrodinamica de Weber de
ser totalmente relacional quanto a interacio entre as particulas, é que foi
possivel descrever o fenémeno da indugao unipolar com simplicidade.

Concluimos que a partir da eletrodinimica de Weber aplicada a circuitos
de corrente, a lei de indugdo de Faraday é uma consequéncia e que é valida
para todas as situagdes de indugdo de correntes. Conseguimos, portanto
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deduzir a lei de indugdo a partir de uma eletrodinamica puramente relacional,
mostrando que quando escrita na forma de uma forca integrada ao longo dos
circuitos apresenta uma solugao bastante simples aos problemas de inducio
comum e unipolar. Esta forga é exatamente a forga de Weber calculada para
estas situagoes. '
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