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RESUMO 

At~ recentemente, os trabalhos sobre instabilidades 

resist:ivas têm sistematicamente considerado um sistema em equ~ .. 

lÍbrio estático no qual uma pequena perturbação é introduzida. 

Este modelo não é inteiramente auto-consistente, porque, em 

virtude da resistividade finita do plasma, o fluido tem uma ve 

locidade de difusão resistiva de equilÍbrio dada por VR ~ r
0

/TR 

(ou o que e equivalente, aB 
:H 

f O no equilíbrio) .O efeito de VR 

nao se processa na escala de ~empo TR' como se argumentava, e 

sim na escala de tempo necessária para o fluido atravessar a 

camada resistiva, ou seja, 6/VR. Em outras palavras, VR pode 

ser desprezado somente para modos nos quais y6/VR >> 1. A in­

clusão de VR na análise de modos resistivos tais que y ""VR/6 

tende a estabilizar o modo. 

A análise do efeito de VR f O na estabilidade de mo-

dos resistivos, tem sido até o presente somente restrita a 

modos, para os quais a perturbação está localizada no entorno 

da camada resistiva. O trabalho desenvolvido nesta tese esten 

de esta análise para outros modos resistivos para os quais o 

efeito ele VR f O ainda não havia sido estudado. Em particular, 

analisaremos o modo Kink Interno Resistivo e o modo ele Reco-

nexao. 

Mostramos com este trabalho, que o Modo Kink Interno 

nao e afetado pelo fluxo de difusão. No entanto o Modo de Re-

conexao e atenuado pela presença ele um fluxo difusivo ele velo 

cidade. A razão ele crescimento do modo de Reconexão, quando 
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se considera VR f O fica reduzida cerca de 35% em relação ao 

valor encontrado para a an~lise do modo, usando o modelo de 

equilíbrio est~tico. 
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ABSTRACT 

Until recently works on resistive instabilities has 

systematically considered a system in static equilibrium 

on which a small perturbation is introduced. This model is 

not completely self-consístent, because, due to the finite 

plasma resitivity the fluid has an equilibrium resistive 

diffusion velocity given by VR = r 0 /TR (in another words, 

~~('O in equilibrium). The effect of VR does not occur in 

the time scale of TR' as usually given, but in the time 

scale necessary for the fluid to go through the resistive 

layer, i. e., 6/VR. In another words, VR can be neglected 

only for medes in which the growth rate Y>> VR/6. An incl~ 

sion of VR in the analysis of resistive modes, such that 

y ~ VR/6, tends to stabilize the mode. 

Up to now, the analysis of the effect of VR f O in 

the stability of resistive medes has been restricted to mo 

des for which the perturbation is locaiized in the neigh-

borhood of the resistive layer. In this work this analysis 

is extended to other resistive medes for which the effect 

of VR I O is not yet been studied. ln particular, we will 

analyse the resistive internal kink mode and the reconnec-

tion mode. 

We show that the internal kink mode is not affected 

by the diffusion flux. llowever the reconnectfon mode is a-

tenuated by the presence of a velocity flux diffusion. When 

we consider VR I O, the growth rate of the reconnection mo­

de is reduced by about 35% relative to the static equili-

br:ium case. 



fNDICE 

I INTRODUÇÃO 
pag1nas 

1 

II DEDUÇÃO DAS EQUAÇOES BÁSICAS 

1 - MHD com Resistividade 

2 -· Equilíbrio 

3 - Equações Perturbadas 

4 - Região MHD Ideal 

5 - Camada Resistiva 

III ANÁLISE DO MODO KINK INTERNO RESISTIVO E DE 

RECONEXÃO 

IV 

1 - Discussão Inicial 

2 - Modo Kink Interno Resistivo 

3 - Modo de Reconexão 

4 - Casamento Assint6tico 

5 - Soluções Analíticas da Equação de Auto-valor 

para o Modo de Reconexão 

6 - Solução Num~rica da Equação de Auto-valor p~ 

ra o Modo de Reconexão e Resultados 

7 - Figuras 

8 - Tabelas 

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS 

V APtNDICES 

VI 

A -

B -

c 

REFERENCIAS 

9 

12 

15 

18 

23 

28 

29 

30 

.32 

36 

43 

50 

54 

55 

58 

84 

86 

94 



.1. 

Atualmente o esquema mais promissor para a realiza-

çao de um reator de fusio termonuclear controlada ~ o siste 

ma de confinamento magn~tico. Neste sistema uma coluna de pla:;. 

ma de alta densidade (n~ l0 14 cm- 3) e de alta temperatura 

(T>lO keV) ~mantida em equilÍbrio, sem contacto com paredes 
A! 

materiais, por campos magn~ticos criados por bobinas exter-

nas ao plasma e/ou por correntes que circulam no mesmo. I! ne-

cessârio, no entanto, manter este plasma continado por tempos 

razoavelmente longos, da ordem de 1 sec.( com isto se quer 

dizer que o tempo característico de decaimento das grandezas 

características do plasma, por exemplo, a temperatura, deve 

ser maior que 1 sec.). No entanto, como uma coluna de plasma 

confinada magneticamente não é um sistema em equilÍbrio ter-

modinâmico, várias instabilidades tendem a ser desenvolver no 

plasma, provocando uma rápida destruição do equilÍbrio, mag-

netohidrodinâmico num tempo muito menor do que o necess ârio 

para a fusio termonuclear. Por isso o estudo de plasmas confi-

nados magneticamente tem sido em grande parte relacionado com 

instabilidades que podem se desenvolver num determinado sis­

tema e esquemas para suprimÍ-las. 

As instabilidades mais perigosas que podem destruir 

um sistema de confinamento magnético sio as chamadas instabi-

lidados magnetohidrodinâmicas (MHD) ideais. Estas instabilida 

des se desenvolvem em escalas de tempo da ordem de microsegu!:!. 

dos e levam a uma violenta destruição do delicado estado de 
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equilÍbrio MHD. As instabilidades MHD ideais sao assim deno-

minadas porque elas podem ser descritas por um sistema de equa­

çoes em que o plasma é considerado um fluido condutor perfeito, 

ou seJa, com resistividade nula, imerso num campo magnético de 

equilíbrio. Este modelo permite construir um princípio varia­

cional extremamente poderoso para o estudo das instabilida­

des MHD(l,Z). Utilizando-se este princípio, é possível atual­

mente se fazer um estudo criterioso dos sistemas de equilíbrio 

MHD mais estáveis com respeito às isntabilidades MHD, determi 

nar o espectro das oscilações características do sistema e pro 

jetar sistemas de confinamento em que sô as instabilidades me-

. "l~b . (3,4,5) nos perigosas para o equ1 1 r1o possam ocorrer · . 

Naturalmente um modelo mais apropriado para a descri 

çao de plasmas termonucleares tem que incluir efeito•., dissi-

pativos, tais como, em particular, a resistividade finita do 

plasma. A difusão causada pela resistividade n do plasma se 

processa numa escala de tempo muito lenta dada por 

4rrr5 

llC 

onde é uma dimensão característica da coluna de plasma e c 

a velocidade da luz. Por outro lado as instabilidades MHD 

tem um crescimento exponencial num tempo característico 

por 

onde V = 
A 

TH ;::: 

B/ 

v 
A 

é a velocidade de Alfvén, B o campo 

tico e p a densidade do plasma. Como s ;; 'l/'R e um 

dado 

magne-

numero 



extremamente pequeno, ou seja E "' 10-S, 10-
6

, para plaslllas te_!: 

monucleares, se acreditava inicialmente que, uma vez elimina 

da as instabilidades MHD ideais, os efeitos da resistividade 

finita do plasma ocorreriam numa escala de tempo muito lenta 

para destruirem o equilÍbrio MHD. 

No entanto, foi mostrado por Furth, Kill~n e 

Rosenbluth(õ) que a resistividade do plasma perm:lte que ha­

ja um movimento relativo entre o fluido e o campo magnético, 

ocasionando instabilidades com uma razão de crescimento dada 

por 

y "' (2l:L:)C! 
'R' 

onde a e um número entre O e 1. Portanto estas instabilida 

des resistivas são mais lentas que as instabilidades MHD 

ideais mas bem mais rápidas do que a difusão resistiva do 

plasma. A importância das instabilidades resistivas é que elas 

ocasionam o rompimento de linhas de força e posterior reco-

nexão, formando ilhas magnéticas dentro do plasma. Estas ilhas 

se deslocam para o exterior do plasma, provocando um rápido 

transporte de energiaC 7l. Por isso as instabilidades resis-

tivas são denominadas "tearing modes". Os "tearing modes" sao 

extremamentes importantes para explicar não só fenômenos que 

ocorrem em plasmas de laboratório(B, 9 ), mas também fenôme­

nos astrofísicos, tais como manchas solares(lO) e a dinâmi-

ca da magnetosfera (11) terrestre . 

O estudo analítico dos modos resistivos sao feitos 

1 d . d d 1" . (6,12,13) em gera empregan o-se a teorla e cama a 1m1te . C o 
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mo a resistividade do plasma ê pequena e a razao de crescimen­

to do modo resistivo ê proporcional a uma certa potência posi­

tiva da resistividade n e y sio inicialmente desprezados e as 

equaçoes MHD ideais sio resolvidas para uma perturbação no 

entorno do estado de equilÍbrio ~lliD. A solução não trivial 

destas equações que satisfaz condições de contorno apropriadas 

no centro e na superfície da coluna de plasma tem, em geral, 

um ou vãrios pontos singulares dentro do plasma onde a solu-

çio diverge. No entorno destes pontos é considerada uma pequ_EC 

na camada resistiva de espessura ô<<r 
o 

onde 11 e y nao sao 

nulos. Todas as grandezas dentro da camada resistiva sao 

re-escalonadas de modo que os termos proporcionais a 11 se tor 

nem da mesma ordem que os outros relevantes nas equaçoes que 

descrevem o sistema perturbado. o sistema de equaçao 

resultante ê entio solucionado com a condiçio de contorno de 

que a soluçio tenda assintoticamente para a soluçio das equa-

ções MHD ideais fora da camada resistiva. O auto-valor y e 

determinado pela condiçio de casamento assintótico das solu-

çoes nestas diferentes regiões. 

Até recentemente, os trabalhos sobre instabilidades, 

têm sistematicamente considerado um equilíbrio estãtico em 

torno do qual uma pequena perturbação é introduzida. Este mo­

delo nio é inteiramente auto-consistente porque em virtude da 

resistividade finita do plasma, o fluido tem uma velocidade de 

difusio resistiva de equilíbrio dada por VR ; r 0 /TR. (ou, o 

que é equivalente, :lfl/<lt;"O no equilÍbrio). O argumento para 

desprezar VR e que os modos resistivos tem uma escala de tem 

po muito mais rãpida do que TR ou seja y TR >> l, e porta!l: 
• 
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to o efeito de uma pequena velocidade de difusão nao é importan 

te. No entanto, Dobrott, Prager e Taylor(l 4) mostraram recen 

temente que o efeito de VRnão se processa na escala de tempo 'R' 

mas sim na escala de tempo necessiria para o fluido atravessar 

a camada resistiva, ou seja, 

pode ser desprezado somente 

Segundo a refer~ncia (14) a 

6/VR. Em outras palavras, VR 

para modos tais que y6/VR>>I(l 4). 

inclusã.o de VR na análise de mo 

dos resistivos tais que y ~vR/6 tende a estabilizar o modo. Es­

tes resultados iniciais foram confirmados por trabalhos pos-

. . d lh d ~ . (lS) . 1. ter1ores ma1s eta a os tanto numer1cos · , sem ut1 1zar a 

teoria de camada limite, como analíticos(l 6 ,l 7). 

A análise do efeito de VR na estabilidade de modos 

resistivos tem sido até o presente, restrita somente a modos em 

que a perturbação está localizada no entorno da camada resisti 

va. O trabalho desenvolvido nesta tese estende esta análise P!'l: 

ra outros modos resistivos em que o efeito de VR f O ainda nao 

havia sido estudado. No entanto, para explicar em mais detalhe 

o trabalho aqui desenvolvido e sua relação com trabalhos ante-

riores, se faz necessário discutir inicialmente a geometria do 

sistema de equilíbrio e a topologia dos modos resistivos. 

A configuração de equilÍbrio considerado é uma coluna 

de plasma cilíndrica infinita e peri5dica de raio a e 
, 

pen~ 

do L = 2 1T R. No plasma circula uma corrente longitudinal Ip 

na direção elo campo Bz criado externamente. A corrente de pla~ 

ma cria um campo poloidal B 
e' 

conforme mostrado na Figura 1 (a). 

Este sistema e um modelo de uma coluna toroidal de plasma de 

raio maior R e raio menor a, como em um 
. (18) 

tokamak . Nos SlS-
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temas experimentais de interesse .o campo poloidal é muito me-

·
nor que o campo longitudinal, ou melhor, B /B <va/R<< 1. O equi_ e z 
Iibrio é considerado simétrico de modo que todas as grande-

zas de equilÍbrio so dependem da coordenada radial r. Então as 

perturbações no ·~ntorno destes equilÍbrio podem ser compostas 

em componentes de Fourier nas coordenadas 9 e z ou seja 

X(r,9,1!, t) = X(r) exp [i(m9 + yt], onde X representa qualquer 

grandeza perturbada. Seri mostrado posteriormente que a solu 

ção das equações MHD ideais é singular na superfície r = 

de o valor das 

q (r) 

grandeza q(r), definida por 

rB 
;E 

= .RB
9 

r ' o 
on 

é igual a m, ou seja, q(r )= m. A perturbação tende a formar 
o 

uma estrutura helicoidal dentro da coluna ele plasma, conforme 

indicado na Figura l(a). A estrutura radial elos modos resis-

tivos com número poloidal m > 2 é, no entanto, bastante di.fe-

rente dos modos com número poloiclal m=l. Para os primeiros a 

perturbação tende a ser localizada, formando ilhas magnéticas 

no entorno da superficie ressonante r=r . 
o 

Isto é indicado na 

Figura l(c) para os modos m=Z. Nesta figura ~representa a 

componente radial do deslocamento elo fluido associado com a ins 

tabilidade. Para os modos com m=l, a perturbação é pratícamen 

te constante na região dentro da superfície r=r . Neste o caso 

certas aproximações que são utilizadas na anilise dos modos com 

m > 2 não se aplicam. Na realidade os cálculos apresentados 

no artigo original de Furth, Killeen e Rosenbl~th(l) sobre mo 

elos ele instabilidade resistivos, s6 sao viliclos para modos 

com m > 2. Os modos resistivos com m=l s6 foram estudados re 
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Cente·mente(19 • 20 J. A -1. ana .1se dos efeitos de VRf O sobre 

nas referências (14). a (17) 

os 

modos resistivos apresentados tam 

bgm s6 € vilida para modos com m > 2. O objetivo desta te­

se é estender esta anilise para os modos com m=l porque, es-

tes modos são extremamente importantes para explicar as chama-

das mini-disrupções em t k o. k (21 , 2 2) o wma s . 

Existem dois modos resistivos que podem ser excita 

dos com o numero poloidal m•l, o modo kink interno resisti-

vo(lY) e o modo de reconexão(ZO). Estes dois modos dif0rcm 

pela estrutura radial do deslocamento perturbado,dentro da ca-

mada resistiva conforme indicado na Figura 2 (a) e 2 (b) e pelos 

valores da razão de crescimento e espessura da camada resisti 

P d k . k . . . 1/3 .:.1 6 va. ara o mo o ·1n 1nterno res1st1vo y "-E: -c 11 e 
3/5 -1 2/5 

y "- s 'H e 6 '" E: r 0 • para o modo de reconexão De acordo com o 

critério de Dobrott, Prager e Taylor, o efeito de VRf O so e 

importante para modos tais que y6/VR'" 1. Embora este cri-

tério não tenha sido derivado explicitamente para os modos m•l, 

seri mostrado neste trabalho que também para estes,o critério 

é vilido. Utilizando-se os valores de y e 6 dados acima, ver! 

f . · d k. k · · · ~;v -1/3 , ·1ca-se que para o mo o 1n 1nterno res1st1V0 yu R~' E: • >>~ 

e para o modo de reconexao y6/VR '" 1· Portanto a velocidade de 

difusão resistiva VR s6 deve influir na :razão de crescimento 

do segundo modo. Este resultado seri verificado pela anilise 

mais rigorosa a ser apresentada nos capítulos seguintes. 

Deduziremos as equações bisicas que descrevem o nos-

so sistema no capítulo II. Na seção (II-2) faremos um breve es­

tudo sobre o equilÍbrio do sistema. Na seção (II-3) considerare-

mos as perturbações e trataremos o problema em duas regiões clis 
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tintas. Uma região que é bem descrita pelas equaçoes de MHD 

(ll-4), e uma outra região resistiva no entorno do ponto singu­

lar r 0 onde q(r0 ) • 1 e F(r0 ) • O seção (II-5) 

No capítulo III analisaremos especificamente os modos 

de instabilidade Kink Interno Resistivo e o modo de Reconexão. 

seçao (III-2) e seção (III-3). Na seçao (III-4) estudaremos o 

casamento assintótico das soluç.ões encontradas para o modo de 

Reconexão nas duas regiões distintas do plasma. Estudaremos na 

seção (III-5) as soluções analíticas da equaçao de auto-valor -

para o modo de reconexã.o e a solução numérica da mesma equaçao 

na seçã.o (III-6). Discutiremos os resultados encontrados para 

o modo de reconexão na seção (III-7). Finalmente, faremos nos­

sas apreciações, conclusões e sugestões para trabalhos futuros, 

no capítulo IV. 



CAPITULO II 

DEDUÇOES DAS EQUAÇOES BÁSICAS 

II-I MHD COM RESISTIVIDADE 

II-2 EQUILIBRIO 

II-3 EQUAÇOES PERTURBADAS 

II-4 REGIÃO MHD IDEAL 

II-5 CAMADA RESISTIVA 
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II- I EQUAÇOES MHD COM RESISTIVIDADE 

Consideremos uma coluna de plasma cilfnclrica de com-

primento L = 21rR, conforme mostrado na Figura l(a). O campo 

magn6tico ele equilfbrio ~ dado por Ê (r) = B (r) ê + B (r)~. o oe o~ 

Vamos supor um equilfbrio estacionário com uma velocidade de 
~ 

difusão V(r) = V r, mantida por fontes apropriadas .. Tanto o 
o 

equilfbrio como as perturbações em torno do mesmo, ser ao eles 

cri tas pelas equações MHD resistivas (Z 3), ou seja: 

dv 1 - ..> 

p dt = -- J X B - v c p 
(2-1) 

.... -
v E l ·a B 

X = - -- ãt c 
(2- 2) 

~ 1 ~ ~ ~ 

E + -- v X B = n J c 
(2- 3) 

... 
V X B 

4 ·rr -' 
= -- J c 

c 2-4) 

v. l3 ·- o c 2-5) 

~ 

Nestas equaçoes p ~ a densidade do plasma, V a ve 

lociclacle elo fluido,J a densidade de corrente do plasma p, a 

pressão cin€tica que ~ suposta aqui como uma grandeza escalar, 
.> 
E o campo el~trico, B o campo magn6tico,n a resistividacle elo 

plasma, c a.velociclade da luz, e 

da convectiva. 

cl 
dt 

= J)_ _, -+v.'Vea 
3 t 

deriva-

Todas estas equaçoes estão escritas no sistema C.G.S 



.lO. 

nao racionalizado. As condiç6es de validade destas equaçoes 

sao discutidas em . detalhe na referência (23). Além destas 

equaçoes, vamos supor que os deslocamentos do plasma sio in-
~ . 

compress1veiS isto é 

~ . v. v ~ o (2-6) 

Esta hipótese permite simplificar um pouco a álge­

bra necessária para obter as equaç6es perturbadas. Pode-se mos 

trar rigorosamente que esta hipótese é válida para a análise 

de modos cuja fonte de energia livre é a corrente que circu 

la no plasma, como os modos aqui considerados (6 ). Vamos tam­

bém supor que a resistividade do plasma é constante, el.iminan 

do desta forma modos resistivos de menor importância que sao 

ocasionados pelo gradiente da resistividade( 6l. 

O siste.ma de equações (2-1) a (2-6) pode ser sim-

plificado consideravelmente. Inicialmente utilizamos a lei 

de Ampére, equaçao (2-4), para substituir a densidade de cor-
_,. 

rente J nas equaç6es (2-1) e (2-3) pelo rotacional do cam-

"" po magnético B. Em seguida notamos que como os modos a serem 

estudados sio incompressfveis, equaçio (2-6), o gradiente da 

- - ~ pressao nao e relevante 

ma, eliminamos Vp da 

para a dinâmica dos mesmos. Desta 

equaçio (2-1) aplicando à. mesma, o 

for 

op~ 

radar rotacional V 
X 

Finalmente, substi tuimos o campo elétri-

co a partir da lei de Ohm, (2-3), na lei de Faraday, equaçao 

(2-2), para obter uma equaçio de cl.ifusio para. o campo magne-

tico. Entio o sistema de equaç6es (2-1) a (2-6) se reduz a 
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... 
~~) ~ 1 

_, 
~ 

\j X c p -4rr \j X [c v X B) X B 1 c 2- 7) 

_, 
n c 2 oB -" ..>. 

Êl -- - v X (V X B) - "4Tf' Vx (V x @t (2- 8) 

-"' v . B ~ o (2-9) 

v :t = o (2-10) 

São seis as variáveis indenpendentes deste sistema, 
_.:.. ..... -~ 

as três componentes de V e as tres componentes de B. Portanto 

somente as duas primeiras equaç5es (2-7) e (2-8) são neces 

sárias para determinar a solução do sistema. As equações (2-9) 

e (2-10) tem um papel de condições iniciais, porque pode-se mo2_ 

trar que elas foram satisfeitas pelas soluções das equaçoes (2-7) 

e (2-8) em t = O, elas também o serão para t > O (
23

). 

_J, ~·:.. 

A segui r vamos considerar as grandezas V e B como 

sendo dadas pelo valor de equilÍbrio mais uma pequena perturb!!: 

çao em torno do mesmo, ou seja, 

-~ 

V (r, e,;o;,t) = V~(r) + ~ (r,e,;o;, t); 

~ __:, _.... ~ 

B (r,8,;o;,t) = B
0
(r,t) + B

1
(r,8,2,t);IB

1
i«IB

0
1 (2-12) 

A densidade do fluido, p , é considerada uniforme e 

constante porque o gradiente e perturbação da dens.idade, na o 

- ' d ' -d d (6,14,15) sao 1mportantes para os mo os aqu1 cons1 era os • Subs 

tituindo as equações (2-11) e (2-12) nas equações (2-7) a (2-10), 

e desprezando os termos de segunda ordem, obtemos as equaçoes 

de equilÍbrio e as equaçoes perturbadas, que são analisadas nas 

seções seguintes. 



.12. 

II-2 EQUIL!BRIO 

As equaçoes de ordem zero sao essencialmente as equ2: 

çoes (2-7) e (2-10) com --:~o ~ O. No entanto vamos 

supor, que o equilÍbrio é mantido em estado estacionirio 
aB 

fontes 

tringe 

apropriadas, ou seja, ----0 ~O 
a t 

Esta hip6tese nio 

a validade ele nossos resultados, porque o efeito 

também 

por 

res-

ele 
-"' 

3B so é importante na camada resistiva. Desta forma esta 
at 

moclificaçio pode ser incorporada, efetuanclo-se os cilculos para 
'""' 

a camada resisti v a em um referencial onde ~t B = O localmen 
_, 

te. O referencial apropriado tem velocidade -V e portanto,os 
o 

resultados a serem obtidos na aniltse das equações perturba 

das continuarão igualmente vilidas para este casoC 14l. 

Assim, as equações que descrevem o equilíbrio sao: 

~"' ...J>. 

V X (V X B ) 
o o 

"' V.B =O 
o 

·-' 
V.V =O o 

1 
lfii 

_, 
V X (V X l3 ) o· 

(2-13) 

(2-14) 

(2-15) 

(2-16) 

Conforme mencionamos na introdução deste capítulo, os 

campos de equilÍbrio são considerados da form[l: 

(2-17) 

-' 
B

0 
= B

09
(r) § + B 0 ~(r) ~ (2-18) 
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Para estes campos as equaçoes (2-13) a (2-15) sao tri 

via1mente satisfeitas. A equação (2-16) fornece então a expre~. 

sao para V o 

A (2-19) --r 

onde A 6 uma constante. Como V 6 a velocidade de difusão resis o 
tiva, a constante A e proporcional i resistividade n. Esta ve-

locidadc diverge em r= O, o que indica simplesmente que e 

nccessirio colocar uaa fonte na origem, para manter o equil{-

brio em regime estacionirio. Da equaçao (2-14) obtembs então 

as equaçoes para as componentes do campo magn6tico, ou se-

j a: 

8 
8 

1 
r 

o (2-20) 

(2-21) 

Estas equaçoes sao integradas sem dificuldades. As 

soluç5es passiveis sao: 

Boe = l]_r ' Bo" 
( 41T A 

B =h r nc 
08 l 

onde, 

= bc o 
~ 

-1) 4rrA 

2 
nc 

(2-22) 

c 2- 2 3) 

b 
1 

e b
2 

sao constantes de integração ajustáveis as 

condiç5es de contorno apropriadas. A·solução (2-22) corresponde 

a uma coluna de plasma com uma densidade de corrente uniforme, 

e a solução (2-23) corresponde a um equil{brio especial, con-
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sistente com uma difusão estacionária. 

A forma particular do equilÍbrio nao e, no entanto, 

importante para a análise das instabilidades resistivas. Por­

tanto os resultados a serem obtidos são, em princípio, válidos 

para equilÍbrios mais gerais do que os representados pelas equ~ 

çoes (2-22) e (2-23) (1 6). 
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. II-3 EQUAÇOES PERTURBADAS 

As equaçoes perturbadas de primeira ordem correspon­

dentes as equações (2-7) a (2-10) são dadas por: 

~ 

a v _,. 
~ .~ 

~ r--1 c~. v) v (V V)VlJ 1 v [ (V X 
-'. . .>. + 

X B' ) X 11 + 
Po v X + o o "' 4~"- o 

- 3t 

-'o -" 
+ (V x B1 ) X B J ( 2- 2 4) o 

= 
_, 

V :x: (V x B~ (2-25) 
= 

3t 

-" 
v Bl = o (2-26) 

-" 
v v = o 1 

(2-27) 

Este sistema de equaçoes pode ser reduzido a duas equ~ 

çoes diferenciais ordinárias para as componentes radiais das 

perturbações Vlr e Blr" O tratamento algébrico corresponde!.} 

te é bastante longo e está, portanto, desenvolvido no Apêndi-

ce A. As grandezas perturbadas sao decompostas em componentes 

de Fourier nas direções 9 e ~. ou seja, 

~ 

[i yt] v,(r,e.~,t) = V (r) cxp (me + h) + 
1 1 

(2-28) 

'~~ 
_,_ 

[i B 1 (r,8,~,t) = B
1 

(r) exp (mO + k~) + yt] (2-29) 

Portanto o comprimento de onda na direção longi tudi­

nal é dado por 1 = ~n/k. Naturalmente como o nosso sistema de 

equilÍbrio (coluna periÓdica de período L = Z1rR), e um mode-
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lo para um sistema toroidal de ra1o maior R, um numero inteiro 

n de comprimento de onda tem que estar contidos em um 

do do sistema, ou seja, 21TR = nÀ 

Desta forma nós obtemos que: 

.k ~ n/R 

Experimentalmente é verificado que só os modos com 

longo comprimento de onda (pequeno valor de n) s ao perigosos 

para a destruiçio do equilfbrio; em particular lnl• 1. Neste 

trabalho nós vamos considerar somente lni=L Por outro lado, 

vamos simular sistemas toroidais de grande razio de aspecto, is 

to é, R/a >>1. Isto implica que 

ka « 1 (2-31) 

Esta quantidad,e é utilizada corno um parâmetro pequ!!. 

no de comparaçao, para simplificar os cálculos apresentados no 

apêndice A. Em outras palavras, consideramos neste trabalho 

somente modos com longos comprimentos de onda, comparados com 

o raio menor da coluna do plasma,a. Assim o sistema de equa-

çao resultante (equações (A-58), (A-61) e (A-64) 

v o 

B .1 r 
rF 

yB 
lr 

[ H + 

'FV 
l. lr 

+ 

dr if:-CrF)]} <Ir 

v d rl3 o - -- lr 
r dr 

d v1 r C! r 

+ nC
2 

41T 

3 d rV d V 
+ dr 0 dr 

3 

r_irFtl dr d (rB )­
-;prp ~dr 1r 

~ 

(2-32) 

l [.l:_ dr d 'l1 - r I (2-33) 
' 2 L r dr dr J 



F =K B 
oz 

d 
H = -4 (kr) d·r B oz 

onde desprezamos todos os termos de ordem 2 (kr) ou 
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(2-34) 

potên-

cias superiores de (kr) bem como os termos que continham v 1 ~ 

e B1 ~. de acordo com as justificativas apresentadas a 

da equaçao (A-64) no apêndice A. Também fizemos uso do 

ro de onda azimutal, m = -1, como justificaremos na 

(II-4). 

As equaçoes (2-32) e (2-33) constituem o 

parti r 

~ 

nume-

seçao 

sistema 

bisico que deve ser solucionado. Conforme foi mencionado no 

capítulo introdutório, este sistema é resolvido, utilizando­

se a teoria de camada limite(l 3). Duas regi6es sao consi-

deradas: A região MHD ideal, onde os termos proporcionais a 

e V são desprezados, e a camada resistiva nas 
o 

vizinhan 

ças do ponto singular r = r
0 

da equação MHD ideal. O casa­

mento assintótico das soluç5es das equaç6es correspondentes 

às duas regiões, permite-nos determinar o auto-valor y e a es 

pessura da camada resistiva o, de forma autoconsistente. 
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. II-4 REGIÃO MHD IDEAL 

No limite n +O, a equaçao (2-33) torna-se simples-

mente Blr -
iF 
y A fim de simplificar a notação das e-

quaçoes que se seguem, definiremos a componente radial do des­

locamento associado i perturbação como: 

ou seja, 

equaçao 

v . ~ 
lr 

(2-32) 

(2-35) 

fdt. Substituindo-se Blr ~ iFt; e v
1
r ~ yE, 

obtemos, conforme ap~ndice B; 

na 

o (2-36) 

g - r FH (2-3 7) 

Como os modos a serem estudados sao lentos compara-

dos com o tempo magnetohidrodinâ.mico 'H, o termo ele inércia 
2. 

4 "Y p na equaçao (2-36) pode ser desprezado 

A equaçao resultante 

d 3F2 crr-r , 

pois 

(2-38) 

(2-39) 

tem um ponto singular no ponto r = r
0

, onde F(r
0

) = O. Natu­

ralmente, nas vizinhanças deste ponto, o termo ele inércia nao 
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pode ser desprezado e tem que ser considerado juntamente com a 

resistividade finita do plasma, 

A equação (2-39) tem que ser solucionada com condi 

çoes de contorno apropriadas em r=O e r=a, A condição de re-

gularidade em r~O depende do valor do numero poloidal m e p~ 

ra prosseguirmos temos .que especificar este número. Para os 

modos m = -1 (o sinal de m ~ escolhido de tal maneira que o mo 

do i; "' exp [i (m e + K1>õ) + yt] tenha heli ticidade no mesmo sen 

tido que as linhas de força do campo magnético 

l'l
0 
= B

08 
(r) 1l + B 0 ~'- (r) ~) considerados neste trabalho. As con 

dições de contorno são: 

( r; ·- const r - o 
I 

\_~; 
(2-40) 

= o r = a 

transportando a expressao para H do apêndice A equaçao (A-40) 

I·J PC z kz z 1) - ~ m + r - -
2 2 

2 k !: 
m 

( ....2:1 B 
r oe 

2 
+ 2 m 

-k"T a~ Bo~) (2-41) 

m 
r 

B + kB
02 08 

Boo 
=m--~(1+ 

r 

k B 
;/B RL-) , m = 1 

08 

definimos anteriormente 

q (r) - (2, -·42) e 

Boe 
r 

2R 
( BOB 

I' = 

d B02 
dr 

(h43) 

- 1) 

Sendo assim podemos escrever a grandeza g como: 



g(r) "' :r 

Portanto a quantidade 

(-ZR d B _ l) 
Boe dr oz 
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(2·-45) 

(2-46) 

Este resultado indica que a solução da equação (2-39) 

pode ser obtida como uma expansao em potência do parâmetro pequ~ 

no (kr) 2 , ou seja: 

+ ~1 
" 

+ (2-47) 

(kr) h 

Vamos supor que o perfil de equilíbrio da grandez.a -

q(r) é uma curva monotonamente crescente a partir de um valor 

menor que 1 na origem, atê um valor maior que 1 na superfície 

do plasma r = a, conforme 

corresponde aos perfis de 
21) 

• Então a equação (2-39) tem um ponto singular dentro 

plasma em r • r
0

, onde q(r
0

) • 1 e P[r
0

) = O. Neste ponto a so­

lução de (2-39) pode ser descontínua e a solução da equaçao pa­

ra E
0

(ordem zero); 

(2-48) 

que satisfaz as condiç6es de contorno (2-40) e simplesmente: 

= jconst.: 
ç;o 

'L 
r < r~ 

(2-49) 
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Esta solução ~ mostrada esquematicamente na Figura 3. 

A equaçao para ~ 1 é obtida 

mo da equação (2-39), ji que 

substituindo-se 1;
1 

no 

'1 <vg <;o "' (kro) 2. 

Temos então a seguinte equaçao para ;
1 

d 

dr 

3 7 r F~ d 

dr 
t;l 

segundo ter-

(2-50) 

a qual pode ser integrada sem dificuldades nos dois domfnios, 
+ 

e obtemos: 

( ---ª--ç;l = 
I dr 
1 
i 

'\ 
\ ---ª--;1 = l 

I dr 
(_ 

--r F, J g(r) dr; 
Q 

3 2 r . F 
o 

const 
-~ 

r F 

O < r <r 
o 

onde a constante pode ser escolhida simplesmente igual a 
( ro 

(2-51) 

E; \ g(r)dr. Naturalmente esta solução diverge em r = r ,., 
o o _)o 

No entanto, como a solução dentro da camada resist:iva terá que 

casar-se assintoticamente com a solução (2-51), ê importante d~ 

terminarmos o comportamento dela em torno de r = 

zinhanças deste ponto temos: 

F(r) 
\ d B08 
L C (ir _::.r.::__.)( 1 - q ) -

e lembrando que q(r
0

) = 1 temos 

F (r) "' -
B08 d q) 

C--rCJ.T·)(r 
r o 

- r ) 
o 

r . Nas 
o 

vi-

(2-52) 



Substituindo-se (2-52) em (2-51) temos 

d 
clr 

r r 
ço j o g(r)dr 

Jo __ 
---- = 

. 22. 

(2-53) 

Portanto a solução apropriada dentro da camada resis­

tiva deverá ter um comportamento assintótico dado por !; '" 1/(r-rJ 

a fim de obter o casamento com a solução da região MHD ideal. 
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TI- 5 

Vamos agora considerar uma região de espessura o nas 

vizinhanças do ponto r = r
0

, onde os termos proporcionais a y, 

n e V
0 

nao são desprezíveis" A largura li desta camada resisti 

va sera determinada de forma auto-consistente pelo reescalona­

mento das grandezas nesta região. No entanto podemos antecipar 

que 8 << r e portanto a camada resistiva pode ser conside­
o 

rada plana. Desta forma simplificaremos a equação (2-32) e 

(2-33) dentro da camada, desprezando os termos adicionais devi 

do i curvatura cilÍndrica. Utilizando novamente a variivel ~ 

(equação (2-35)), m = -1 e k
2r? <<1 as equaçoes (2-32) e (2-33) 

tornam-se 

yB lr \ T d B . F 
o dr lr + ly ·r, + 

(2-54) 

2d2 
1'\C B 
4rrdr 2 lr 

(2-55) 

respectivamente. As grandezas perturbadas ~ e B1r tem que variar 

rapidamente numa escala de comprimento da ordem da espessura da 

camada à, afim de conectarem apropriadamente às soluções MHD di 

vergentes fora da camada. Definindo a variivel radial interna na 

camada resistiva como: 

X -
l 
'i 
'I 
ii 
I 

I 



de r = r 
o 
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Notemos que para 8 << r x ~ 1 somente o, entorno 

Quando Ir-rol >> 6 , x-,. 00 o As equaçoes (2-54) e 

(2-55) ficam então: 

2 41Tp yV r o o o 
--~3--

v 
o 

6 
_<l_B 
dx lr - i 

B (r-_Q_q) X 
oe dr r - o -1---------- 6 

2 
nc 

41To
2 

(2-57) 

(2-58) 

Fizemos uso da expressao (2-52) para F. As relaç6es 

entre o segundo e o primeiro termo e entre o terceiro e o pr! 

meiro do lado direito de (2-56) são da ordem de li <<1. Da 

mesma forma a relação entre o terceiro e o primeiro termos 

do lado esquerdo de (2-56) ~ de ordem li. Todos estes termos 

podem portanto ser desprezados em relação aos demais. O se­

gundo termo do lado esquerdo também é de ordem li mas nao de-

ve ser eliminado indiscriminadamente, porque contêm outras 

grandezas pequenas como y, V , as quais ainda não foram ava­o 

li adas. 

A equaçao (2-56) pode ser escrita como: 

Boe(r 
d 

o2x 
d\ d2t; crrq)r d2 + r_IS__ = o (2-59) --3 v o --z l 

_______ 7) ______ 

--t Bl dx dx 4-"P yV 
~ _r 

r dx o o o 
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Os efeitos da resistividade n, e da velocidade de di 
fusio V, sio evidentes na equaçio (2-58) e (2-59). A resisti­

o 
vi.dade introduz um termo de difusio (derivada segunda de B1rl, 

e V introduz um termo de dispersio (derivada terceira de~). 
o 

Ambos os termos tendem a produzir uma transiçã.b suave das gran-

dezas perturbadas atrav~s da camada, eliminando a descontinui­

dade das soluções MHD Ideais. Na análise dos modos resistivos 

com lm 1~ 1, s6 o termo de difusão tem sido considerado(
19

•
20

l. 

No entanto, ~ evidente que dependendo do valor relativo das 

grandezas y, 6, V e n, o termo de dispers i o pode se tornar com-
o 

parável ao termo de difusio. O valor relativo entre todas estas 

grandezas dependem da relaçio entre duas escalas de tempo que 

estio de certa forma "embutidas" nas equações (2-57) e (2-58) 

o tempo magnetohidrodinimico rH que redefinimos como: 

ro I/41Tpo 

rB 
L o 

d ] r-q dr r o 

e o tempo de difusio resistiva Jl. 
2 41Tr
0 -r 

nc 

definido como: 

(2-60) 

(2-61) 

Conforme mencionamos no capítulo introdut6rio deste 

trabalho, o efeito da resistividade é medido atrav~s do parame 

tro pequeno s = rH/rR <<L Naturalmente, para que a resisti­

vidade seja relevante, o termo de difusio resistiva na equaçio 
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(2-57) tem que ser da mesma ordem que os termos de menor or-

dem nas equações (2-58) e (2-59). Isto pode ser conseguido a-

través de um reescalonamento das grandezas que aparecem 

nas equações (2-58) e (2-59), em termos do parimetro s. ln-

troduziremos uma razio de crescimento adimensional A defini 

da como: 

Y - c:a 

e uma velocidade de difusio também adimensional. 

c -
V T o R 

Defiúiremos · a espessura da camada 6 

(2-62) 

(2-63) 

por 

(2-64) 

e as variáveis ~ e Bir também de forma adimensional 

E=r ;=­" o s 

B lr 

(2-65) 

(2-66) 

As constantes a,b,c, sao determinadas pela· imposi 

çao de que diferentes termos nas equaç5es (2-SB) e (2-59) se­

jam de mesma ordem. Naturalmente, para que a análise de cada 

camada limite seja válida, é necessário que todos estes ex-

l 
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poentes tenham um valor absoluto menor que 1 um. Todas as va-

riâveis normalizadas sao consideradas da mesma ordem de grandf:. 

za, isto é: 

( 2- 6 7) 

Em termos destas grandezas normalizadas, as equaçoes 

(2-58) e (2-59) tornam-se: 

+.2_ 
c 

· - b-c 
'I' ~ xss 

a+b+l E. . ;::: 

d 'I' 1-a-b c---s + 
dx 

_x_ 
ÀC 

2 d 'I' Zb+c-a-1 
-- s 
1 

2 
c X 

2 1 d 'I' l-a-2b 
---E 

À dx2 

(2-68) 

(2-69) 

A escolha das constantes a,b.e c fixa as caracterÍ2_ 

ticas dos modos correspondentes e isto serâ apresentado em de-

talhes no pr6ximo capitulo. No escalonamento discutido ac1ma, 

foi escolhido de ordem 
o 

c o 
Naturalmente isto é possfvel poE 

que o sistema de equaçoes (2-58) e (2-59) é linear, e daÍ a or­

dem de uma grandeza pode ser escolhida de forma arbitrária. A 

constante C também é de ordem 

e é proporcional a n-l 

resistividade do plasma. 

o c porque V e proporcional 
o 

de modo que C e independente 

a n 

da 

I 
ii 
·I 

I 
I 
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III - DISCUSSÃO INICIAL 

Neste capitulo, vamos especificar o escalonamento das 

diferentes grandezas dentro da camada resistiva, atrav~s da es-

colha das constantes a,b e c introduzidas no capitulo anterior. 

As equaç6es resultantes serão então resolvidas e as soluções 

serão casadas assintoticamente com a solução na Região MHD ideal, 

dada pelas equaç6es (2-4 7), (2-49) e (2-53). Duas escolhas di-

ferentes para, a,b e c são passiveis, levando ao modo Kink (19) 

e ao modo de Reconexio (20). Cada um desses casos sera tratado 

independentemente. A escolha das constantes a,b e c ~ sujeita a 

certas condições de contorno. Inicialmente os termos devido a 

resistividade finita do plasma tem que ser da mesma ordem que 

os termos de menor ordem das equações (2-68) e (2-69). Em segu.r_J_ 

do lugar, o sistema de equaç6es resultante tem que possuir uma 

1 solução assintótica, quando x+oo, dada por ~-v - , afim de ser 
X 

possível o casamento com ç 
1 

(equação (2-53)) na Região MHD ideal. 
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i II 2 MODO KINK INTERNO RES I STIVO 

A escolha mais simples para as constantes a, b e c 

e: 

(3-1) 

Com esta escolha e mantendo somente os termos de me-

nor ordem nas equaçoes (2-68) e (2-69), temos: 

_ _x__ 
2 

À 

+ 

( 3-2) 

(3- 3) 

d3 ~ 
Os termos ---~ e 

dx 

d'!' c---,-- ficam multiplicados por 
ax 

E 
1/3 

e portanto podem ser desprezados em relação aos .-termos de ordem 

mais baixa. Como a grandeza c nao aparece no sistema acima, ; 

evidente que a velocidade de difusão, v0 , não influe na razao 

de crescimento do modo, derivado a partir destas equações. Uma 

solucão ex ata das equaçoes c 3- 2) e ( 3-3) e ~ ~ c te. , quando s 

solução assintótica e ~ 
1 Portanto casamento x-+oo e uma ~- o 
X 

com a solução MHD ideal e possível. As equaçoes (3-2) e (3-3) 

sao as mesmas equações derivadas por Coppi e colaboradores para 

o modo Kink interno resistivo (19). Nesta refer~ncia, o sistema 

acima € solucionado analiticamente e uma relação de dispersão 

Ó derivada para À. NÓs não vamos repetir aqui o trabalho desses 

investigadores. De qualquer forma a nossa an5lise prova corret~ 

mente que a velocidade de difusão v0 (ou, o que e equivalente 

-f-~) pode ser desprezada nas equações de equilíbrio para o mo-
c l-

•Jo Kink Interno Resistivo, conforme já havíamos argumentado na 
introdução desta tese. 
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li I - 3 MODO DE RECONEXAO 

Hi uma segunda possibilidade de escolha para as cons-

tantes a,b e c, embora esta Última não seja tão evidente como o 

foi a escolha para o modo Kink Interno Resistivo. A partir da 

equação (2-63) nos notamos que o comportamento assint6tico de-

sejado para ou seja, - 1 
~"o­

x pode também ser obtido se 

'!' ~ 'Y 
0 

= c te., e b = c. Então escolhemos para'!' uma função da 

forma: 

'Y - '~'o + d'l' e l 

onde 'Y
0 

= cte, e 'Y
1 

= 'l'
1

(x). Substituindo (3-4) nas 

(2-67) e (2-68) temos: 

1f + o 
. d 

'!' E 1 

a+b-1 
s 

2b+c+d-a-1 
'l'1s 

- b-c = -x~s 
d'l' · l 1-a-b+d 

+ c ·crx-- E 

(3-4) 

equaçoes 

(3- 5) 

(3-6) 

A e'sco.Íha possível para as constantes a. b, c e d e 

então: 

a = b = c = d 

com esta escolha, as equaçoes (3-5) e (3-6) tornam-se: 

+ 
À 

c 

+ 
1 
À 

( 3-7) 

( 3- 8) 

(3- 9) 
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Os termos '1'
1 

e 
d'!'l 

cdx- na equaçao (3-6) ficam multi-

plicados por .z;s e podem ass1rn ser desprezados. As- equaç6es 

(3-8) e (3-9) 

tituindo-se 

podem ser 

1 d 2 

À -- dxz'l'1 

combinadas numa só equaçao para~. subs 

de (3-9) em (3-8), obtemos: 

2 
i; - X i; = (3-10) 

Quando c~ O, a equaçao resultante~ a mesma equaçao 

derivada por Basu e Coppi para o modo de Reconexio (20). Vemos 

que para este modo, o efeito dispersivo da velocidade de difu­

sao V 0 ~ importante, e pode a1 ter ar o auto valor À (ou seja, a 

razio de crescimento y). A equação (3-10) tem uma solução assi~ 

tótica dada por E ~ - '!' 0/x de maneira que o casamento com a 

solução MHD ideal externa pode ser efetuado. A derivada tercei-

ra de E tem vários efeitos importantes nas características do 

modo. Inicialmente notamos que com c = O, a equaçao homogênea 

resultante admite urna solução para e urna solução ímpar. No en­

tanto com c f O a solução não possui paridade específica. Por 

outro lado, a derivada terceira altera o comportamento assint6-

tico da solução divergente de (3-10), ou seja de E"' exp[i/ 2v'T] 

quando c = O para E 'V exp[3x 5/ 3;sc 1/ 3 ] quando c f O. Isto di­

ficulta a solução nurn~rica da equação (3-10) e tarnb~rn impede a 

possibilidade de urna representação integral conveniente para a 

mesma soluçio (20). Nos limites c >> À e c << A ~ passivei so­

lucionar a equação (3-10) analiticamente. Estas soluç6es e o 

rn~todo num~rico para solucionar a equação acima serao apresen­

tados após urna breve discussã.o sobre o problema de casamento as 

sintótico com a solução MHD ideal. 
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III - 4 CASAMENTO ASSINTÜTICO PARA O MODO DE RECONEXAO 

Podemos notar, da equaçao (2-53), que o comportamento 

assint6tico da solução ~ na região MHD ideal pode ser expressa 

da seguinte forma: 

1 

~o 

onde 

X = e 

= 

À 

H 

I.. H 
-z 

'ITX 
~e E 'externo 

= -
·rr í ro 

31 d. ]2 ! g(r)dr < 

r o lBoe dr q, J 0 

(3-11) 

( 3-12) 

Usando agora (2-49), (2-51) juntamente com (3-11) po-

demos escrever a solução para ~ nas vizinhanças de r 0 ou equiv~ 

lentemente x-+0. 

r - r o 

Já que procuramos escrever todas as grandezas 

(3-13) 

(3-14) 

numa 

forma adimensional e normalizada, continuaremos nesta prática -

para fazermos o casamento assint6tico de forma correta. 

Quando x+O na região MHD ideal temos: 

temos: 

= iFV lr 

'I' = -ext 

d c i(rB · --q) E 'l' O 8 dr r 
0 

(3-15) 



' 
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Estamos considerando b = c para que E assuma o com­

portamento assint6tico desejado. Com estas consideraç6es pode-

mos escrever uma expressao para o campo magn~tico. 

(3-16) 

( 3-1 7) 

onde ~O e urna constante. 

A descontinuidade na derivada 1ogaritrnica A' e dada 

por ( 1) 

E o o + 
-~ ÀH o -2/5 

c 
TI 

A' (:5-18) 

Vamos agora impor que as derivadas logaritrnicas se 

igualem em cada mudança de região. Devido ao fato de estarmos -

tornando 'int = 'o + •
215

, 1 , 'o = cte. Ternos que multiplicar a 

derivada logaritmica da região interna por .- 2/ 5 para equilibrar 

mos as ordens de grandezas. 

E 
-2/5 

'!'. 
1nt 

1 

"' ·ext 

d 
--' I + dx ext x-+0 

(3-19) 
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-2/5 
€ 

'!'. 
Int 

d -- 'ji I dx int x-+.oo 
1 d 

~ '~' dx'jiextlx_,.o-
ext 

(3-20) 

onde 'Jiint e 'Jiext sao os campos interno da camada resistiva e 

externo respectivamente. 

Associando (3-19) e (3-20), temos: 

-2/5 
E d 

-- 'ji I dx int x+ro 

-2/5 
E _Q_ 'l' I ~ 

dx int x+-ro 

1 d -- 'ji I dx ext x-+0-

'j!. 
Int 

A I = 
-2/5 

E 

x+-oo 

Usando a expansao 'ji. 
lnt 

2/5 
··'l'o+c 'Jil 

Da equaçao (3-9) nos escrevemos: 

d 
dx 'Ji ext I x+cf -

(3-21) 

(3-22) 

(3-23) 

que em (3-22) fornece a seguinte condição de casamento assint6--

tico. 

f, I xiJ!r; )dx -
o 

2/5 
1TC 

ÀH 
(3-24) 
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Potanto, solucionando a equaçao (3-10) para ~ e usan­

do-a em (3-24) poderemos determinar a razão de crescimento do 

modo de instabilidade ora em estudo. 

Não foi possivel encontrar uma solução analitica pa­

ra (3-10), como justificado no final da seção III-3. No entan­

to ~ possivel para valores assint6ticos de c. 
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I II - 5 SOLUÇOES ANAL!TICAS DA EQYAÇAO DE AUTO··VALOR PARA 

MODO DE RECONEXÃO 

o 

A equaçao (3-10) ou seja: 

apresenta dois parâmetros a ser variados numa integração nume-

rica. No entanto, uma redefinição das grandezas nos permitirá 

reduzir o problema a um parâmetro apenas. 

Seja e (3-25) 

ou 

c d3 dz 
t

2h 
.À 574 -h + ---h - t 

dt
3 

dt
2 (3-26) 

definindo o parâmetro 

~ 
-5/4 

- CÀ ( 3-2 7) 

temos 

3 d2 
t 2h A<:!_h + -h - t 

dt 3 dt
2 

(3-28) 

SOLUÇOES PARA VALORES ASSINTdTICOS DE A 

A) A « 1 

Neste caso podemos expandir h em função do parame-

tro pequeno A. 
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h = h o + llhl + J\zh 
2 

+ ... (3-29) 

Usando c 3- 2 9) em (3--28) obtemos: 

(h" - tzh )J\o + (h"' + h" - t 2h )li' + o o o 1 1 

2 2 + (h'" + h" - t h
2

)!1 + ••• 1 2 t (3-30) 

Donde obtemos a seguinte hierarquia de funções: 

a) 11" o t 2h o t 

b) h" t 2h = - h"' (3-31) 1 1 o 

c) h" 2 h III t h 2 = -
2 1 

onde o símbolo ~i d hi dt bem como para ordens superiores. 

Podemos notar, no sistema (3-31) que as soluções das 

equaçoes a e c são Ímpares e a da equaçao b e par. 

Usando as definições (3-25) em (3-24) obtemos: 

("oo 
ÀS/ 4 I [1 + th(t,!l)jdt = -

,_;' -oo 

2/5 
1fC (3-32) 

Portanto, como h
1 
~par th

1 
e Ímpar e nao deve afetar 

a integração (3-32) por ser sim~trica. Definindo. 

G(i\) = (3-33) 

utilizando (3-29) em (3-33) encontramos: 

G(!l) = (3-34) 



de C3-31) h" 
th = o - 1 o t 

C3-35) em C3-34) fornece: 

GCA) 
d2 

dt 2 
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C3-35) 

C3-36) 

fl possível uma solução analítica para a equaçao "a" 

do sistema (3-31) como tamb~m a primeira integral em (3-36) con 

verge facilmente. Uma discussão detalhada desta solução esti 

no apêndice C. 

Da equaçao (C-22) e (C-38) temos: 

G(A) = 7 r(3/4) + 2,2'A2 
-rr r ClT4) ~ (3-37) 

Usando os valores conhecidos da função Gama presente 

na equaçao (3-37) encontramos: 

G(A) = 2,12 + 2,2SA 2 
C3-38) 

Finalmente combinando C3-27), (3-32) e (3-38) encon-

tramas: 

l 5/ 4 C2,12 + 2,25 cz ) 
À+ 5/2 

= - 'ITE 
2/5 

C3-39) 

C3-40) 

Resolvendo (3-40) para 1 5/ 4 e usando a definição de 

À C equação C 2- 62) temos. 



3/5 
Y ~ _c __ 

TH 

c 2/5 o 2 4 [- .:":..':____ + 
~ - À -

H 

ou seja: 

B) A ~ 0 

2 4/5 
(_:rr_ _ _s __ - 19,08 

À2 
H 
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c 3-41) 

O cilculo para A' ou equivalentemente para G(A),qua~ 

do A ~ O foi efetuado por Furth e colaboradores (l) como tamb~~ 

por outros autores. Na realidade, nestes ci1cu1os À era manti-

do no lado esquerdo da equação (3-10) e o termo ct;'" era des­

prezado como ji fri.zamos anteriormente. Desde que somente a pa!: 

te antissim~trica de (3-28) contribui para A', esta omissão 

tem um err6neo efeito sobre A', tornando-a aparentemente inde-

pendente de A e consequentemente independente de v
0

. 

De (3-37) encontramos para A ~ O. 

G(O) ~ 2Tir(3/4)/r(l/4) * 2,12 

cujo cilculo detalhado está no apêndice C. 

Da equaçao (3-32) para este caso. 

A' ~ ÀS/ 4 G(O) 

A' r(l/4) 
2Tir(3/4) 

1TC 
2/5 

- ----
ÀH 

e usando novamente a equaçao (3-10) 

y 
2/5 

c 
2/5 

TI C 

E 
2/5 

[- 1. 48 

(3-42) 

(3-43) 

(3-44) 
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C) 1\ » 1 

O caso de grandes valores de 1\ acontece quando a 

laçio entre as grandezas c e·l5 / 4 se torna grande. Isto 

r e-

acon-

tece ou quando o valor c e demasiado grande comparado com o 

outro,ou simplesmente quando À+Ü. 

Nio podemos entretanto, simplesmente tomar o lim \+oo 

na equação (3-28) porque a função h nio exibiri o comportamento 

assint6tico correto. Vamos então reescalonar as grandezas com 

1 o objetivo de preservarmos o comportamento h '"t quando t+oo, Fa-

zendo: 

t 
a A z (3-45) 

o exato valor dos parãmetros a e b para que seja alcançado o 

objetivo desejado e: 

a 

ou seja 

d3 
f -3 

dz 

G(A) 

lim 
fl+oo 

1 
5 e b 

z 

1 
5 

Neste caso a função G(A) torna-se: 

= 

(3-46) 

(3-47) 

(3-48) 
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Tomando a transformada de Fourier de (3-47) temos: 

+ .k3 
l g 

'f-' [ f(zll 

= -

= g(k) 
{oo 

= J 
... .! -<X> 

onde 6(k) 6 a função de distribuição delta de Dirac. 

(3-49) 

(3- 50) 

A função g(k) 6 bem comportada em toda a região do es 

paço, o mesmo acontecendo com sua derivada. No entanto g(k) e 

descontinua em k = O e sua primeira derivada 6 descontinua de 

salt6 infinito, conforme a discussão apresentada no ap~ndice C. 

Da equação (C-43) e (C-44) a função g(k) pode ser es-

crita como: 

f A 
u(k)/u(O) k > o 

g (k) = 

~ B u*(-k)/u(O) k < o 
''-

onde 

u* (-k) = kl/2 H(2) r 1_ -i1f/4 kS/2 l 
1/ S L 5 e 

de (C-51) e (C-52) encontramos que: 

A - 1rTan ( _:rr_) 
10 B - n [ranC{0J - zi) 

De (C-53) temos que: 

zf(z) = -1 i l · í ( ) Í E Z g (E) e- i E Z. } +-- lTil g-se -
21f o c s+ 

(3-51) 

(3-52) 

( 3-5 3) 

(3- 54) 

(3-55) 

usando (3-55) ou simplesmente (3-55) em (3-48) encontramos fi-



nalmente qve: 

lim 
1\.-l-oo 

G(A) 
-:175 
A 

. 4 2 • 

2 (3-56) 

Tanto (3-37) quanto (3-36) foram integrados numerica-

mente usando um m~todo desenvolvido por Sakanaka, Galvio e Ma­

chado o qual seri esquematizado na pr6xima seçio. 

De (3-32) e (C-55) 

(3-57) 

ou seja 

À = (3-58) 

ou ainda 

(3- 59) 
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II l-6 SOLUÇÃO NUMERICA DA EQQACÃO DE AUTO-VALOR PARA O MODO 

DE RECONEXAO E RESULTADOS 

O nosso objetivo aqui ~ encontrarmos a auto funçio,SQ 

lução da equação diferencial (3-10) e que exiba um comportamen­

to assint6tico hiperb6lico quando t+oo, Em seguida calcularmos a 

função 6' (À) equação (3-24). 

Para alcançarmos este objetivo, fizemos uso do método 

numérico desenvolvido por Sakanaka, Galvão e Machado que passa-

mos a esquematizi.lo como se segue: 

De forma mais geral seja a equaçao (3-10) 

+ 
2 

x__ ~ 
c 

(3-60) 

como a solução assint6tica y = 1 
t 

limite t+oo,Usaremos a se-

guinte discretização: 

t = { tk} ' y (t) = { l} 
k 

p 

h - tk+l - tk = cte. 

utilizando também as diferenças finitas 

ke;[l,Nj 

(3-61) 

(3-62) 

(3·-63) 

Usando (3-61] , (3-62) e (3-63) para aproximar a equaçao (3-60) 

obtemos: 

k .. 1, N (3-64) 

onde Dk e um operador definido como: 
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(3-65) 

e onde 

onde 

a.~Z+a a ~ 2\h/c s
0 

~ - Za y ~ - 2 + a 

n = ô'l! B ~ B - ôt
2 (3-66) k o k 

O sistema de equaçoes (3-64) pode ser escrito na forma 

de uma equação matricial: 

1-sl y 1 o o 
Cl sz Y 1 o 

Cl B3 y 1 

o -1 a. s4 Y 

JQ~ 

o 
o 
o 
1 

1 

y 1 -

Cl ~-1 y . 1 

-1 Cl ~ y 1 

O -1 a fk+ 1 y 

-1 a 

y 1 
Q 

'N-4 y í 
-1 ct R.. 

··N-3y 

O -1 a ~-z 

,-------------------------· 
O -1 a 

o o -1 

(3-67) 

I f2 
o 

-r.lfll 
f1\ 

• 

o o 

I 

(3-68) 

ly 
I ~-1 1 -T-" 

y 

BN 

..l 
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·onde fi e gi , i ~ 1, 2 são escolhidos de tal fonna que a solução assintó­

tica fica introduzida nas extremidades do intervalo. A matriz ID pode ser 

fatorada em duas matrizes; uma direita D e uma esquerda E. Tal que: 

E • D = ID 

11 o o o 
I a2 1 o o 

b3 a3 1 o 
o b4 a4 1 

ak-2 1 

bk-1 ak-1 1 

E --
bk ak 1 

o bk+l ak+l 

----------------

I sl sz s3 
,_ 

íc1 d2 1 o 
o c 2 d3 1 

o o c:3 d4 

I~---~'--~--~~ 

D I 

1 

~----------

1 

1 o o 
dN_4 1 O 

~-4 ~-3 1 

O c:N-3 dN-2 

o o 

! 

(3-69) 

(3-71) 

PN-4 qN-4 

PN-3 qN-3 

PN-2 qN-2 
~ --· ',- -- --- -

PN-1 qN-1 
.o qN 
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onde os coeficientes a., b., c., d. sao dados pelas seguintes 
1 1 1 1 

.f6rmulas de recorr~ncia encontradas, usando-se a equação (3-69). 

-1 
c N-3 - rN-3' 5 N-2 - -1 

c N-2 + 5 N-2' rN-2 ~ a/~-2 + rN-2 

y 

Com isto podemos escrever: 

N-2 
;2_ rkqk 
k~1 

(3-72) 



XN-1 2 N-l -

XN = ZN -· 

YN xN/qN 

bN-3xN-5 - aN-3xN-4 

bN-2xN-4 - aN-2xN-3 

N-2 
.L rkxk 
k~I 

N-1 
~· skxk 
k~l 

YN-1 ~ (xN-1 - qN-lYN)/pN-1 

y 
N··3 

. 4 7 • 

(3-73) 

Feito isto, escrevemos um programa em FORTRAN e in­

tegramos a função desejada. 

Da equação (3-.10) e (3·-24) notamos que a auto-função 

Y(t,A,c) depende do parâmetro c bem como a função ó' (A,c) 

equação (3-24). Usamos então o prJ~edimento descrito na seçao 

Ill-5 at~ i equação (3-28), onde, para efeito de cãlculo nume-

rico, tomamos A ~ •o ~ l e definimos A ~ c. Estas considera-

ç6es não alteram em nada os resultados, porque todas as infor-

maç6es contidas em A *o e c passam a estar imbutidas no pa-

râmetro A . Com isto a equaçao para~·. equação (3-24) 

nou-se a equaçao (3-32), ou seja: 

~ roo [1 + th(t, A)] dt 
i 

~./-00 

to r-

(3-74) 

uma solução tÍpica de auto-função h(ll.,t) e apresentada na fig. 
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(3). Pudemos notar que o comportamento assint5tico para a au-

to-função h(A,t) ~ 1/t quando t > t 
crÍtico 

independe do pa-

rimetro A. O que na realidade acontece ~ que o perfil da auto-

-função, fig(3) achata-se e alarga-se para valores crescentes 

de A e assim os seus pontos crÍticos se distanciam mais um do 

outro. Efetuamos a integração da equação (3-60) na forma (3-28) 

para vários valores de A abrangendo um intervalo de [10- 3 , ZOOJ e 

em seguida calculamos a quantidade I(A), equaçao (3-34) e en­

contramos que no limite A-"oo lim IC!ff = 2,20. Pudemos tamb~m 
A-;oo A 1; 5 

notar que este limite já ~ alcançado para valores nao exagera-

damente grandes de A, ou seja 

lim 
1\->20 

I ( J\) = 
- A 1/ S 

2,20 

A~ 20 i.e. 

0-75) 

A tabela I mostra a relação entre as várias grande-

zas A, I(A), G(Ap), G(Ag), Vo/A e y/B, cujas representações ana 

l{ticas estão esboçadas na pr6pria página da tabela I. 

Para a construção desta tabela fizemos uso das rela-

çoes (3-27}, (3-32), (3-33), (3-37), (3-48}, (3-57) e (3-75). 

Podemos notar que G(A} assume valores consistentes 

com I(A) para pequenos valores de A. Já as quantidades G(Ag) e 

L(A) não tem significado para valores pequenos de A. Estas 

funções, ao contrário de G(A) s5 assumem valores consistentes 
' 

para grandes valores de A . 

Finalmente a figura (4) mostra a depend~ncia expl{-

cita do auto-valor y com a velocidade de difu~ão v
0

• Esta fig.':l_ 

ra foi plotada usando-se simplesmente as quantidades v 0;A e 

y/B da tabela I. Encontramos uma atenuação na razão de cresci-

mente y, em virtude das contribuições do fluxo difusivo v0 , de 
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cerca de 351 em torno do valor c ~ 2. Este valor ~ realmente 

uma quantidade caracteristica da difusão. No entanto, o valor 

A não pode ser tomado arbitrariamente grande. Este efeito est~ 

bilizante não acontece nas mesmas proporções para A(s) grandes 

como para A(s) pequenas. Da figura (4) podemos notar que pa­

ra A >> l a variação relativa de y em função do parâmetro v0 

~ muito mais suave que para pequenos valores de A. Observamos 

tamb€m que para A • O hi um valor critico para o auto-valor y 

dado pela equaçao (3-44) 

2/5 
'ITC ' 

2/5 2/5 4/S 
6' . 
cr1t 

--- ou y E [ 1 48 --€ l 

para valores 

to o fator 

ÀH 

ÀH < O 

exp(yt) da 

'H , ÀH . 

temos y como um numero positivo e porta!_! 

solução. dominari o comportamento da 

auto-função ~(r,t). 

Para qualquer valor de v 0 f O teremos c f O e o au­

to valor y da equação assint6tica (3-4l),seri sempre menor que 

o auto valor y 't. , relacionado a 
Crl lCO 

6 . • cr1t. 
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, 
· SUPERFICIE PERTURBADA 

, 
L_____ SUPERFICIE ONDE q (r ) ::: 

( a) 

q=l;r=r0 

( b) ( c) 

Fig. I 
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camada resistiva 

o ) "_ m = I Kink interno ruistivo 

!_.__ 

r 

b ) m = I modo de reconexão 

r 

c ) 

r 
D 

camada resistiva 
Q (r) o 

~ ~ d ) I 

\~I j 
;,.___ ~o_ 

r o (J r 

Fig. 2 
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TABELA I 

A I (A) G(Ap) G ( i\g) L (A) V/A y/B 

1 ,OOxlO -3 
2,12 2,12 o , 50 8,44 4, 72x10 -4 5, 50x10 

-2 

·o) 
1 ,00 x10 · 2,12 2,12 o ,80 5,33 4, 72xl0 -4 5, 50xl0 -2 

l ,OOxlO 
-1 2,13 2,14 1,26 3,38 O ,O 5 5 ,50x10 

-2 

o ,50 2,22 2,68 1,74 2,55 0,23 5,2 9x10 
-2 

1 ,00 2,35 4,37 2,00 2,35 0,43 5 ,O 5x10 
-2 

1,50 2,48 7,18 2,17 2,29 o ,60 4 ,80xl0 
-2 

2,00 2 ,60 11 ,lx10 1 
2, 30 2,26 o, 77 4, 70x10 

-2 

3,00 . 2,78 2 ,24x10 l 2,4 9 2,23 1,08 4 ,40x10 
-2 

4,00 2, 93 
. 1 

3 ,81x10 2,64 2,22 1,37 4 ,20xl0 -2 

5 ,00 3,06 5 ,84x10 1 2,76 2,22 1,63 4 ,10x10 
-2 

7 ,00 3,26 2 2, 95 2,21 2,15 
-2 

1 ,l2xl0 3 ,90xl0 

1 ,OO.x10 l 3,50 2 3,17 2,21 2,86 
-2 

2 ,27x10 3, 75x10 

3,00xJ0
1 4,35 2 ,O 3x10 

3 
3, 95 2' 20 6' 9) 3 ,15x10 

-2 

3,20xl0 1 4,3 9 2, 3lxl0 
3 

4,00 2, 20 7,2 9 3 ;10xl0 
-2 

5 ,OOxlO l 4,81 5 ,63x10 3 4,37 2 '20 1 ,04x10 1 2, 80x10 
-2 

1,00x102 5,53 2, 25x10 
4 

5 ,O 2 2, 20 1 '81x10 
1 2 ,54x10 

-2 

2 S ,OOx10 4 ' 
3,15xJ0 1 -2 

2,00x10 6,35 5,77 2 '20 2, 35x10 

(oo 

+ 2,25!\2 
I (A) ; 

I [1 + th(t ,A) J dt G(A) 2,12 ; 

_} -oo 

G(Ag) 2A1/5 A= CÀ-S/4 L(A) ; lim 
I (A) 

~1~ /\"""" 

V /A - i\ 1TTR 2/5 
y/B ~ (c/ A) 4/5 

- I (A) A=---'Ã-c; o ro H 

B 
3/5 -1 

E TH 
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CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS 

FUTUROS 

Como salientamos em virias partes deste trabalho,at& 

recentemente, os trabalhos tratando instabilidades resistivas 

em plasmas, sistematicamente despresam a influência de fluxos 

de difusão sobre a dinimica do plasma, argumentando que os mo-

dos resistivos têm uma escala de tempo muito mais r5pida que 

'R' No entanto, a escala de tempo correta, está relacionada com 

o tempo necessário para o fluido atravessar a camada resisti-

va. Em outras palavras VR s6 deve ser desprezado para modos 

em que y6/VR >> 1. 

O modo Kink Interno Resistivo tem uma razao de cres­

cimento dada por y "' c. 1 1 3 ,~ 1 e a largura da camada 6 "' c
1

/ 3 r 0 
-1/2 -Portanto, para este modo, y6/VR"' c · >> 1, nao elevemos espe-

rar que o fluxo de difusão afete a instabilidade do mesmo. Es­

ta hip6tese foi confirmada rigorosamente neste trabalho, Na 

seçao III-2, concluímos que o escalonamento das grandezas tal 

que o comportamento assint6tico ~+1/x, x+oo fique estabeleci-

do, leva-nos a outras equações, contendo apenas os termos de 

menor ordem. Neste escalonamento, todos os termos contendo 

c(VR), sáo ele ordens maiores que os demais termos. Portanto,p~ 

demos concluir finalmente que o modo Ki_J2_~Interi1Q___Resistivo e 

indiferente i presença de fluxos difusivos atrav6s da camada 

singular, onde estas instabilidades tendem a se desenvolver. 

3/5 -1 
No entanto, para o JV!OdSJ __ de_B:econ~xáE, y '"E 'H e 

.c 2/5 
u '\, E temos que y6/VR ~ 1. Portanto, sob este crit&rio, 

a probabilidade elo modo ser afotado por fluxos de difusão e 
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bem grande. 

Res6lvemos este problema da forma padrão usando teo-

ria da camada limite. No entanto, o fluxo difusivo introduziu 

um termo de dispersão na equação de auto valor para ~ , remo-

vendo as propriedades de simetria e paridade e obviamente im-

pediu-nos de encontrar uma solução exata e geral em todo o 

espaço complexo para o auto valor y. 

Foi possível encontrar soluções exatas para valores 

assintõticos do parimetro A e portanto do fluxo de difusão. 

Para A >> 1 encontramos que a razão de crescimento 

tem uma depend~ncia direta com o quadrado do fluxo de difusão 

e e sempre menor que a razão de crescimento anteriormente cal-

culada para VR o eq. (3-41). 

Para A= O encontramos o valor crítico da derivada 

logarítmica 11 ' ~ 
cr1t. que define as condições de instabilidade 

do modo, conforme expresso na eq. (3-44). Para ÀH < O o mo­

do se torna instivel. 

Para A >> 1 encontramos que y esti relacionado com o 

fluxo de difusão mediante uma pot~ncia (-1/5), eq. (3-59). TaJ!! 

b~m neste regime a razão de crescimento y ~ atenuada pelo flu-

xo de difusão embora o seJa de uma forma mais suave. 

Para valores intermediirios de A conseguimos o auto 

valor y numericamente. Para valores característicosV0TR/rO cv 2 

da velocidade de difusão encontramos que o auto valor y e cer-

ca de 35% menor que o anteriormente calculado para VR = O. 

O auto valor y mostra uma dependência razoável com 

o fluxo de difusão. No entanto a influ~ncia relativa para va-

lor~s grandes de A se torna muito suave como podemos notar na 
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figura 4. 

Em suma, podemos dizer que é considerável o erro de 

se desprezar o efeito de um fluxo de difusão no modo de Reco-

nexao. 

Uma extensão possível para este trabalho ê retomar 

mos todo este tratamento, tanto para o modo Kink Interno Re-

sistivo como para o modo de Reconexão, incluindo também os 

efeitos cinéticas do plasma. Tem sido encontrado que os efei-

tos cinéticas ocorrem com um caráter estabilizante em algUns -

modos e especialmente 
- (20) 

no modo de Reconexao. Um tratamento com 

pleto incluindo a velocidade de difusão e os efeitos cinéticas 

deve levar a resultados muito bons. 
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APENDICE A 

Pretendemos trabalhar aqui de forma mais detelha-

da, o sistema de equação que descreve o sistema perturbado. 

Iniciaremos pelas equaçoes (2-24), (2-25), (2, 26) e (2-27) 

que se seguem abaixo . 
.>. 

• 'iJV 

p o v x l "/ + c\~ o. v l \· l + c\\. v l v o ] ~ 

{ 4\ vx [ (vxB 0 )xB1 + (vxÊ1 )xÊ
0 

l} 

-" 
v . Bl 

_,. 
v . vl 

o 

~ o 

2 
nc 

41T 

(A-1) 

(A- 2) 

(A-3) 

(A-4) 

Decomporemos as grandezas perturbadas em compone~ 

tes de Fourier da forma: 

-" ·-' 
f 

1 
(r, (J, z , t) ~ f 1 (r) exp [ i ( m e+ k z) + y t J (A-5) 

portanto o comprimento de onda na direçio longitudinal, e 

dado por \ ~ Zn/k. Como ji dissemos, o nosso sistema de 

equilÍbrio ~ um modelo para uma estrutura toroidal de ra1o 

maior R. Um numero inteiro de comprimentos de onda tem que 

caber dentro de um período do sistema, ou seja, 

2'JTR n\ k n 
~ -R-
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Experimentalmente ~ verificado que so os modos com 

longo comprimento 

do equilibrio. Em 

de onda, são perigosos para a destruição 

particular I n I = 1 o que implica que ~ » l a 

ou 

ka << 1 (A-6) 

Esta quantidade sera usada como parimetro pequeno 

de comparaçao para simplificar a ilgebra envolvida no trata­

mento analÍtico do problema ora apresentado. 

Vamos primeiramente desenvolver a equaçao (A-1) u-

sando propriedades do operador nab1a v 

1 
4ír 

Seja 

~ 

y 

4 

v o 

-

-

"" a 
v1 + 

3t 

[v0 (r), 

-' ~ -~ -' 
(VO.í!)Vl + (V 1 . V) V O (A-7) 

o ' o ] (A- 8) 

(A-10) 

(A-11) 

Por simplicidade, nao escreveremos ·mais as coorde-

nadas das grandezas. 
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vt + vl ar . r r r 

(A-12) 

1 v v 1 
VOVlrl] iiE(yV +V 3 v + _l.!-º.) 3 

(yVlr + 3 
~ -· 

r ar 18 O ar 18 r r 3 8 ar 

usando (A-5) encontramos. 

_, l _ll:r1_ ( v + 
v o 3 3 vx :V ---- V 1 z) - ik(yv

18
-v

0 v18 ) ' r Y lz r ar ar 

(A-13) 

Trabalhando a coordenada r e ê de (A-13) encontramos: 

[vxLJ r 

ik (yVlr + -~·-V )V + íkV 3 
V ar O lr O ar Ir 

d 3 3 
- y v - vo v ar lz ar ar lz 

(A -15) 
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Deixaremos os resultados (A-14) e (A-15) para futu-

ros tratamentos. O nosso objetivo a seguir 6 conseguirmos um 

sistema de duas equações contendo apenas as grandezas v
1

r e 
-

Bir" Com este intuito, definiremos o operador W como se 

segue: 

w = [ o -' 
d 

3Z 
1 
r 

E tomaremos 

- ~ w. (vxt) 

1 
+ -:z 

r 

3 r
2 

( im V ) -1 
8r r le j 

2 m2 a (k +-)---V V 
r2 ar O lr 

l 3r +-­
r2 3r 

+ 3 
v o 

8 
(ikVJ} ] ar ar 

2 

(A-16) 

+ l-3-(ikV ) + 
L3r lz 

(A-17) 

[ ar cim 2 3 . 
J 

y 
vle) usando (A-4) Seja Al - -z- ar + r ar(lkVlz) r r 

(A-18) 

ou seja estamos fazendo uso da hip6tese de que o fluido e im-
-' 

compressível v.v1 = O. 

1 r ar 3 im 2 3 v o _a_ (ikV12 ) l Seja Bl = -T" v (---V ) + r 
" c ar o 3r r 1 e ar :n J r 

também usando (A- 5) 



B, 1 
- - ·-z-1 r 

2vo 
- ---

r 

1 cl - ··--z 
r 

ar 
ar 

3 
ar 
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v o 
32 

rVlr 
1 3 rV 0 (ikV12 ) 

~2 
- --z- -ar 

c r r 

(ikV
12

) (A-19) 

r V ar lr 

(ikV 1 ) 
z 

(A-20) 

Rearranjando A1 , B1 e c1 algebricamente, encontra­

mos as seguintes expressoes: 

Al = -

Bl = -

-

cl 

yVlr 
--z-

r 

1 
-2 
r 

1 
-2 
r 

1 
--y 
r 

l 
-z· 
r 

-

3 
ar 

3 
ar 

8 
ar 

_Y3 a 3 -"-v _?:r_ (ikV 12 ) r -ar ar lr r r 

2 2 
_L 3 3 a 

vir r v
0 -z - arrv0 2 ar ar r 

2V 
3 rV

0
(íkV

12
) o (íkV12 ) - ----r ar 

rV0 
a v __ L a 

VOVlr ar lr 2 ar r 

2 2 = y(k + m )V -:z lr 
r 

2 
m 

+ --z-) 
r 

vlr 

v ar lr 

(A- 21) 

(A- 2 2) 

(A- 23) 



Seja: 

__,. 
Se ]( 

F 

~ 

B 

1 
+ -z 

r 
1

-

L 

d 
- ( 3 8 r 

2 2 2 
(m + k r - 1) 

v + 
8r lr 
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(A- 24) 

Vamos agora trabalhar o lado direito da equaçao (A-1). 

[o, k l "" 

m 
r ' 

_, _,. 
K.B 0 

_n}_ 
- r 

" ~ 

- (vxB 0)xB1 + 

B 

e 

o e 
+ 

_, 

_, 

B lr 

Bo 

kBOz 

_, 
(17xB 1)xB 0 

(A-26) 

(A-2'7) 

[o, BOe' Bo z J (A- 2 8) 

(A- 2 9) 

(A-30) 
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1 --
r 

im - ----
r (A- 31) 

fizemos uso da propriedade v x v(f) ~ O. 

As componentes radial e azimutal de (A-31) podem ser 

expressas como: 

2kB
08 

~ (--- - kF -
mr 

[ 
Boe 2 2 2 ] a lllk. F----(m +kr) (A-32) 

ar rm 

+ 

F J B - iF a B
12 ar lz 3r 

(A- 33) 

Tamb6m guardaremos os resultados (A-32) e (A-33) para 

posteriores tratamentos. 

Aplicaremos o operador W em (A-31) 

·- A w. (vxs) 1m a B B --z- 3r. · oe lr 
r 

+ 

+ 



a r2F(im B ) + 2 3 F("kB )J 
ar r le r ar ·1 

· lz 

Usando a eql\açao de Maxwell (A-3) 

iF a a 1 
A= r--rB -2 - i ar ar lr -z 

r r 

Bz 
i [ 3 

rBlr 
a m 

Bo e) + r 
2 a 

Blr - -2 - r(- -ar ar r ar r 

l 
Blr 

3 3 rF l (r a rF) 3 = -2 r - + -2 --
3r ar ar ar r r 

de (A-3) B = + i _d_ rB 
le m ar lr 

kr B 
m lz 

.65. 

(A-34) 

(A-35) 

F(ikB 1 z) 

(A-36) 

a
3
r(kBOz) J = 

Blr 

(A-37) 

ZiB 0 2 2 2B 0 2 2 c2 = ----~-c~+ k )··ª-ra + ---ºcm 2 + k ) (kr)B
1

z 
mr r2 ar lr mr r 

(A- 38) 

w.cvxs) (A- 3 9) 

simplificando (A-39) 



W. (7xS) =- irJ { .1: lrJl-rB
1 

- __1_
2 

[. H(r) 
r r a ar . r r F · · 

a 
+ --r 

ar 

2iBo e 2 z a 
- -·__,-(k r )-rB + 

:o ar lT mr 

1 [ 
2

Bo e z 2 z ~ -'-- -··- (m + k r ) + ZF 
2 mr 

r 

onde 

H (r) 

Tomemos agora a equaçao (A-2) 

a ·"' ·--B 
dt l 

.66. 

(kr)B
12 

(A-40) 

(A-41) 

(A-4Z) 

(A-43) 

1 3 1 d ' - - ··-rV B - - --rV B -
r ar O lz r ar lr Oz 

1m 
r V B ] lz oe. 

(A- 44) 
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_,_ 

(ii d 
2 

k 2B ika
3
rBlz' 

kmB vx(VxB
1

) 
m 

Blr = :;rrBle + L 
+ + + 

lr r lz r r 

2 d 1 3 im a \(!_ ik a 
Ble + k Ble --rll. + -- -T -ar r ar le r ar r ' r ar 

1 ~r ~B + m2 B - mk B l 
r ar ar lz -z lz r le - (A-45) 

r 

2 _,. 
vx a - n

4
c vx (vxB

1
) 

1T 
(A-46) 

Vamos tratar a equaçao (A-44) separando suas compone~ 

tes usando (A-3), (A-4) e (A-5). 

PARTE RADIAL 

2 
n c C i1

2
n a + B + 

41T ar 1e 

onde 

r 

2 
+ _lll __ B + k 2B + ik a Blz) 

r2 Ir 1r ar 

v o 
= iFV -1r r 

2 2 2 
- (m + k r -

-
3-r!l. + 

ar lr 

B 
1)~!_ + 

r 
2ik J 

r Blz . 

a 
--ll ar 1r 

im - 3-rB + · k 3 B 1-L ar le ar lr 
2ikll 
r lz 

r 

(A--47) 

(A-48) 
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PARTE AZIMUTAL 

2 
.'l.'O__ C- kmB + 

41T r lz 
a 1 a a Bl · --rB. + im ....c..I. ) 

ar r ar 1e ar r 

m - ---·(kB. ) 
r 1 z 

PARTE AXIAL 

-yBl . z 

1 __d__r _!_B + Blze 
r ar ar lr 

r 

2 . -
m 2ml ml d B B - -B. -z· 18 - lr r ar lr 
r r 

a -r ar 

(A- 49) 

2im l -z Blr _ 
T 

(A-50) 

1 a im imv B _ -rV R - V ll + 
r :Jr lroz r 18 Oz r lz oe 

2 -k 
nc (~- _i__rB 

41T T 3T lT 
1 a a --r ~-ll + 
r ar ar lz 

(A-51) 



1 __ ii__ r V B 
r 3r 1r Oz 

lmv B + _:imv B 
r 18 Oz r lz oe 

ik ~rB 
r 3 r lr 

B = i FV - 1 ~r V B V 3 B + Y lz lz r ar O lz - lr ar Oz 

2 
+ nc 

41[ 

1 
41[ 

o0w. [vx.C1 1 -· "lf,T 

d Í Vx ,ê:J --B = 
8t. li' . I' 

3 [ vx:01
8 

--B = 
dt 18 

3 [vxP}
2 

--B = 
H J z 

[vxs] 
8 

w. [vxs] 

2 
[vx (vxÊ 1 )] r 

nc - 4rr 

o 
L 

nc r . 1 - 41[ ~.vx(vxB 1 )J 0 

2 
[vx (vxÊ1)] z nc - -4'IT 

Portanto este conjunto de equaçoes forma o 
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(A-54) 

(A-53) 

(A-511) 

(A-55) 

(A-S ti) 

(A-57) 

(A-58) 

sistema 

de seis equaçoes diferenciais linearmente independentes dese-

jado. 

Podemos notar que em todas as equaçoes deduzidas at~ 

agora, somente permaneceram as derivadas parciais na coorde-

nada r como consequência do fato de que as grandezas pcrtu].: 

badas foram escritas numa representação de Fourier conforme 
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d (A-5). Sendo assim abandonaremos doravante, a notação 3rf(r) 

e usaremos simplesmente -cfr-f(r) bem como as derivadas de or 

dens superiores.Lembram-nos também que faremos uso de (A-6), 

bem como o nGmero de onda azimutal m a -1 conforme justifi-

cado anteriormente. Sendo assim o nosso sistema torna-se: 

l) d r2V .. <rr o l -ª-r 3 -ª-V + 3_9-rv -ª-v 
r dr dr i r dr O dr i r 

+ 

Ir H +__<!.r _d_ rF J } + 
_ dr dr . 

(A-59) 

2) Y [v 1 z + (kr)V1e] + v _<!__ 
[v iz + (kr)V J a 

O dr iB 

iF r 

(kr)B18 J + __!11_ B -ª- B I B + (A- 60) 
4"Po ' i z 4"Po ir dr Oz 

3) (ik) [ yV ir 
d ] [Y + _c_i_ v I cl +--v v - -V a 

dr O ir dr O dr iz 

i d 2kB 08 kF 
cl2 

BOz)Bir a 

- 41rp~ 
-- FB (-- + + --2 -
dr iz r dr 

(A- 61) 



iFV. 
~r 

+ ( 2ik) 

iFV i e 

6) B iFV Y iz ~ iz 

2 

VQ. _<!__ rB + 
r dr ir 

1 d --rV B 
r dr O 1z 

d d B + nc 
4Tir drrdr 1.z 

F ~ -
Boe 

+ kBOz r 

H 

d --V B 
dr O 16 

. 71. 

(A-6 2) 

nc 2 d d 
+ --·--r--B 4Tir dr dr 1.e 

(A-63) 

(A-64) 

(A-65) 

Estamos procurando um para de equaçoes que contenha 

apenas as componentes Vir e B1 r. As equações que mais se apr2 

ximam do par de equações que queremos são (A-59) e (A-62). No 

entanto elas cont~m contribuições de v1 z e Biz' Vamos portan­

to comparar, termo a termo, todos os termos que aparecer nes-

tas equações e se possivel desprez5-los no sentido de alcan-

çarmos o nosso intento. 

Para isto, vamos tratar o sistema de equaçoes nas 

duas regiões distintas. Uma caracterizada pela condutividade 

infinita n ~ O e onde a coluna de plasma pode sem perda de 
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generalidades, ser considerada em repouso e neste caso v 0 =O. 

Esta região é denominada "região de MHD ideal". A outra re-

g1ao se situa nas vizinhanças da região onde F • O. Nesta re-

gião n f O e v 0 (r) f O. 

REGIÃO DE MHD IDEAL 

n • o e v0 (r) • o 

~-- d 3 _c!__y 2 (k ) l) r -crrr dr 1.r + iy r viz l·p d d B 
• dr r <rrr ir + 

d d _c!__B 
+ íB1.r -,r;:-r dr rF - 4í(kr)Bir dr Oz 

+ 
d 

--,fr BOz 

1 _ _c!_FB 
-~o dr 1.z 

1 ZkBoe dz 
- -·-- (----- + kF + --

4np0 r dr2 

1 
- 4np

0 

iFV 
ir 

+\r4BOe_ J 
2kBOz (kr)Biz 

- r 

(A-66) 

(A- 6 7) 

(A-6 8) 

(A-6 9) 
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5) y BiS iFV18 
- rVir 

d Boe (A-70) -d:f ----
r 

6) yB1 z ~ iFV vir 
d 

I) (A- 71) - crr iz Oz 

substituindo-se (A--69), (A-70), (A-71) em (A-67·) 

(kr)rV1 r d _ Bo e_J 
iFV d ir ------ -crr:- + -TrrPõ"Y- ---B 

y r. dr O z 

o segundo termo e Último do lado direito se cancelam. 

c y -

v 
1.r d B 
y crr oe 

c y -

(A-72) 

Da equaçao (A-72) observamos que a grandeza Viz e 

da ordem de (kr)Vir ou seJa 

Viz ~ (kr)V1 r que em (A-71) produz 

[
··r d l 

B '\• __ l::_y:_(kr) - ----Jl 1 V 
1 z dr O z " 1 r 

(A-73) 

usando estes resultados em (A-66) temos 



r d 3 d v· 2 · (k ). 2v r dr r dr lr + • ly r lr 

d --r 
dr 

l·p -ª..r d B 
dr dr r 1 r + 

I
-4Boo ) 2 'l4Boe . l 

+ -···--- 2kB (kr) V - ----- 2kB jCkr)V x 
~ r Oz lr r Oz. lr 

-ª._B 
dr Oz 

.74. 

Podemos portanto desprezar todos os termos quesao 

de ordem (kr) ou de ordens superiores. A dupla de 

(A-66,69) fica portanto da seguinte forma: 

_y_ d 3 -ª-v 
r dr r dr 1 r 

iFV · lr 

REGIÃO RESI STIVA 

d ·· iF --r dr 
d -rB 
dr lr 

+ i 
[

d 
dr r ~-rF 

dr 

equaçoes 

(A·· 74) 

No interior da camada nao podemos despresar n e 

nem v0 (r). Como a camada~ extremamente fina, vamos considerar 

uma geometria planar. Al6m disto consideraremos tamb6m que a 

derivada de uma grandeza perturbada € maior que a pr6pria grag 

dez a. 

d dr rf(r) (A-75) 
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Lembramos que v
0

(r) ~ 
A "A" está relacio-onde ---
r 

nada com a resistividade "n". 

3) 

Usaremos tamb~m a simplificação de notação 

d 
-~-f(r) ~ f' (r) 
dr 

. ZB 1r 
B' _ O lr 

Oz 4rrp
0 

F" 
+ 

+ !':_v, + 
r 0 lz 

kr
0 2F) (---)B. 

· 4nr 0 lz 

A 
ro (kro)Vie 

B' Oz 

l A iA (kr )V' A y)V' -:;:- (y- - 2-J (kr0 Jv 1 
+ + (~-2 -

r O 2 O lr 1z r .r 
o r o r o 

J2. V" -1 2kB 08 kF B" ) Blr -~ ---( + + 
.to lz 4rrp

0 r o Oz 

--~- 1 -(ZkB +B' )B' __ __l__(FB )' 
4rrpo oe oe 1r 4·rrpo . lz 

iFV -
1r 

2 
+ nc B" 

47f- 1 e 

2 
A~ B ' + __!l_':__ B" + 
ro 1r 4rr 1r 

2 
_ 2 i_'l.'õ__ B 

4rr 1 r 

A - -~B' + 
r 0 :te 

-

B" + 
1r 

(A-76) 

(A-7 7) 

(A-7 8) 

(A- 7 9) 

(A-80) 
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2 
-v B' + T]C B" 

lr Oz 41T lz (A-81) 

Redefinindo a variivel r como: 

(A-82) 

Jogo 

f • (r) d 
-· . dr f(r) = 

1 d 
o dxf(x)= (A-83) 

à < < 1 

Dentro da camada a função F(r 0) _ O, portanto po­

demos desenvolver-la em s~rie de Taylor 

F "' -

"' -

Boe 
(---

r 

2 
d F +--
dr2 

(A- 8 4) 

estas considerações introduzidas na equaçao (A-76) mostram que 

o segundo e terceiro termos da lado direi to sao de ordem 6 << 1 

quando comparados com o primeiro termo do mesmo lado. 

Usaremos a seguinte aproximação na eq.(A-77) 

(A-85) 

O primeiro e terceiro termos do primeiro par~nt~ 

s1s do lado direito de (A-78) são de ordem 6<<1 quando compa-

rados com a ordem dos termos do segundo par~ntesis do mesmo 

lado. O segundo termo do primeiro par~ntesis ~de ordem ;qua~ 

do submetido a mesma comparação anterior,usando argumentos se-



melhantes a estes nas demais equaçoes, o nosso sistema 

-se: 

1) V'" + 
1r 

OV" + 
Ir 

2A 
o 

Boe d 
C --r- dr q) r o 2 Boe d o4x(krol 

o B" 4 C ) B X ·1r- -rdrq·r 41Tp lz 
4" 00 r 0A o o 

= 

13 o e d i(-----g_) 
r dr To 

---41TPo 

1 
3) r c y -

o 
iA . > 

+ ---(kr )V + To o lr 
A I 

(--y)V 
2 1z 

r o 

4) 

5) 

yBlT 

Y l'J e = 

r o 

iFV1 r -

iFV -le 

B' 
1r + ~ 
o 4"Po 

2 2 
A 2i .B~B~' nc ll' + +--- -z · (kro)Blz lr 

4 " 0 2 lr 4TI r
0

o 

Boe d 
r v (----- ·rr) + 

O Ir r ~ r 0 

~. 2 
Ll. nc 

41T 
B lr 

r o 

A ---B -2 18 
r o 

6) yB
12 

= iFV
12 

__ A_B' -V B' + 
r

0 
1z 1r Oz 

2 
nc -- B" 
41T 1 z 

• 7 7. 

torna-

CA-87) 

(A-88) 

(A- 8 9) 

(A-90) 

(A-91) 
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Definindo um parimetro pequeno E = 
'R 

onde 'R e 

TH sao os tempos característicos, resistivo e de MHD ideal res 

pectivamente. 

'H 
1 E = << 

'R 

b ÀE 
a ro Jhpo. 

o - r os y - -- TH - ----~ TH B r-l O e dr r 0 

2 
ATR 41Tr

0 c vi = y~l TR - .. --r e 
nc r o 

v = yro~ vi e = yro~e vlz = yrO~z Ir 

Blr 

Blz 

= 

i BoeCr ~~) scl/J 
dr ro 

= i d'l_ g 
Bo e C r cFr }r E 1jJ z 

o 

xlj;" .Zb+c-a--1 
--E 

ÀC 

Ble = 1 B
08

(r 

(A-92). 

(A-93) 

--ª.g_ flj; -dr ) r s e 
o 

(A-94) 

= 

(A-95) 



• C a+e-b+l \ 2a+e-b) - , e+a-2b+l 
- 1 E - -s r; ~ + l E s c z - , z 

ÀC 

a+c - a+b 
4)1/!s ~-x~s 

C1p' c-b+l 
- ---E + 

À -

+ 
g+l 

E: 

1/J" c+l-2b 
-À-s 

• 79 • 

(A-96) 

+ 

(A- 9 7) 

ZiljJe f+l 
--À--E: 

CljJ~ f+l-b 
- --À-E: + 

,,, " 
'e f+l-2b + ---E: 
À 

lj!" g+l-2b 
+ --E: 

À 

1-a 

c+l 
2 

C•'•' 'z g+l-b 
--€ 

À 

E: lj! 
À z 

(A-98) 

+ 

(A-99) 

(A-100) 

(A-101) 

As constantes a,b,c,d,e,f, e g devem ser escolhidas 

de tal forma que as oito equaç6es acima se tofnem equilibra-

das em ordem de grandeza termo a termo, al~m de apresentarem o 

comportamento assint6tico E ~ 1 
X 



. 80. 

(a 
I 

b = c = d 1 -3-
a escolha~ 

f o , 1 

I! = e = - "3 

(A-·103) 

satisfaz as exig~ncias mencionadas acima. 

Notamos tamb~m que com uma tal escolha, apenas os te! 

mos que cont~m ~ e 1)! em (A-94 e 97) ~ que são de ordem inferior 

termos do parimetro pequeno s e portanto são os termos que re-

gemo comportamento do sistema descrito por elas. 

O sistema (A-94) a (A-102) pode ser expresso da se-

guinte forma: 

" = _x_l)!" 1) ~ 
Àz 

2) À 
2 

(kr
0
H

2 
= x(kr

0
)1)!

2 
+ " ) 2 x lkr

0 
1)! 8 

3) À(kr 0 Jr.~ = iJ.P' - xl)!~ 

4) 1)! = - X~ + _1_1)!" 
À 

5) 1' e it; + _1_1)!" 
À 8 

6) -1 _l_IP" 
>J!" = - xt.z - i(kr

0
) f, + 

" À z 

essao para >J! no sistema de equa -

+ il)! 

(A-104) 

(A-105) 

(A-106) 

(A- kO 7) 

(A-108) 

(A-109) 

1)!" = constante o 

Usando esta nova expr 

çoes (A-94) a (A-101) temos: 



1) ~'" + 

Zb+c+h-a-1 
E 

4 i(krol g+4b-a-l 
--------x w s 

ÀC Z 

+ 

. a+e-b+l 
l (E 

Zi(kr ) o 
), 

g+l 
lj; E + 

z 

c e+l+a-b 
+ -E.'t:: + 

À O'z 

" e+a-2b+l 
~ZE 

- a+c c c+l+h-b 
XI; E - --~-lj;l E 

lj;" 
1 

À 

c+1+h-2b 
E 

= 

+ 

f+1 
E 

q,~ f+l-b 
-À-E 

w~ f+l-2b Ziwo c+l Zi c+h+1 
+-:~--c +_À ___ E + À lj;1E 

a+g 
6) lj; E z 

C•'•' •z g+l-b ii; a 
--À-s - Tkr

0
) E 

+ 

! !I ,j, 
'z g+l-2b •z g+l 

---À-E - --À-E 

7) ,,, ' c+ h- b 
•1 E o 

+ 

. 81. 

(A-lll) 

= 

(A-113) 

(A-114) 

+ 

(A-115) 

(A-116) 

(A-117) 
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8) -, -b . d 
E, s + 1E,

0
s + = o (A-118) 

(A-119) 

Analisando este sistema a erma termo por termo, conclui 

remos que a escolha: 

3 b = f h 2 d 2 (A-120) a = 5 ' 
= c -- g = = 5 ' 

= e 5 

torna-o consistente tanto no equilfbrio das equações quanto as 

ordens de grandezas do termos como tamb~m no camportamento as­

sitótico E: -~- 1 - quando x -+ 00 • . X 

Podemos finalmente escrever o sistema da 

forma: 

1) E,"' À " + ---E, 
c 

= 

2) w
0 

= constante 

s) x ~; 
0 

+ i E, = -
1-w" 
À e 

6) ÍE, + Ckro)xçz .. o 

7) ljJ' - iw + i (kr 0Hz 1 0 

8) E,' + i E, + i(kr 0)ç -z 

o 

o 

seguinte 

(A-121) 

(A-122) 

(A-123) 

(A-124) 

(A-125) 

(A-126) 

(A-127) 

(A-128) 
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Com esta escolha para as constantes a,b,c,d,e,f,g e 

h, notamos que as equaçoes (A-121) e (A-124) só contém as con­

tribuiç6es desejadas isto é de B1r e V1r. 

_x_lJi" 
À 1 

_l_lji .. 
À 1 

(A-129) 

(A-130) 
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APENDICE B 

Vamos trabalhar aqui o sistema (2-32) e (2-33) na re-

g1ao MHD Ideal. No limite de resistividade nula i.e. n = O te-

·" A -remos V 
0 

(r) = ---y- r a n = O. Estaremos formando o modo I m I = 1 

e considerando kr << 1. 

yBlr = i(rF)~ 

usando o resultado (B-1) na equaçao (2-32) temos. 

_irF~_ [H + 

Fr 

l d 
r dr 

+ H _i_ r _i_ rF 
dr dr 

portanto, 

(B-1) 

(B- 2) 

(B- 3) 

d 2 3d [d d d d dr (4ny pr dr i;) + (rF) dr r dr (rF) ~ - ~·dr r dr (rF) I - (Fr)H~ =o 

seja 

g = FHr e f(r,F.~) = (rF) r _i_ r _i_ Cr"r - ~_i_. r-ª- (rF)J /dr dr 'h dr dr _ 

d d ( F)­-r-- r 1; clr dr 

·r 

F 3 dF + 3rF ddr~ + ~ + .rf, dr 

(B-4) 

(B- 5) 



f(r,F,O (rF) Ir~ 3r~ 
dF + d~ 2 r2(d~) (dF) + di 3rF -- + 

L dr dr dr 

2 d 2F r 2F 
d2~ 

~F 3r~dF r2 t;~!: J + r~-- + -2 - - -
dr 2 dr dr dr 2 

os termos semelhantes e de sinais opostos se cancelam. 

f(r,F,n d 2 2 d 
= -r F -~ dr dr 

Portanto a expressio (B-2) torna-se 

d 3 2 2 d 
dr r ( 4rry p + F ) dr~ 

F ~ kB -Oz 

H ~ 

g - rFH 

---
r 

- g~ o 

. 85. 

(B- 6) 

+ 

(B-7) 

(B- 8) 

(B-9) 

(B-10) 

(B-11) 
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Cilculo de G(A) para os valores assint6ticos de A . 

A << 1 

t,' = ÀS/ 4G(A) 

hx G(A) lim 
x~oo 

[1 + th(t,A)] dt 

h(t,A) = h 0 (t) + Ah 1 (t) + A2h 2 (t) • ... 

G (A) 
('oo d t =; -t 

V-oo 

d 2h o 

(C-1) 

(C- 2) 

(C- 3) 

(C-4) 

(C- 5) 

Primeiramente, notemos que e possfvel solucionar-se a 

equaçao (3-31-a) analiticamente. 

Seja 
dz 

---h 
dt 2 o 

7 

definimos 
t-

z -z-

entio (B-6) torna-se: 

z d 
2

~ - ( 2 z - ~ ) * 
dz~ 

t 2h = o 

h 0 CtJ = 

t (C- 6) 

Y(z)e -z (C-7) 

(C- 8) 

Suponhamos uma solução particular para (C-8) da se-

guinte forma: 

~ 

r ) " f dt: V ( t} e 2 t y ,z = z 1 . 
p Jc 

(C-9) 

onde o expoente I! I I 

~- ' o contorno c e a função V(t) devem ser 
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determinadas com condiç6es de contorno apropriadas. 

Substituindo (C-9) em (C-8) encontramos: 

Í ~ 2 d zt 1 zt J 
,)c dtV(t) \_Ct - 2t) crt e + (2a + -zl (t - 1)e 

z -1/2 -a z 
Cz-l z e (C-10) 

uma integração por partes para o primeiro termo do integrando de 

(C-10) leva-nos a: 

V(t) (t 2 - 2t)e 2 t t 2 - r dt ezt L- _i_ {V(t) (t 2 - 2z)} 
h jc dt 

(2a + +) (t - 1)] ~ ( ~ ) 1 /Zz-a.ez (C-ll) 

onde t
1 

e t 2 sao os extremos do contorno de integração c . 

Se exigirmos que o integrando se anule identicamente 

ao longo do contorno c teremos: 

-ft { V(t) (t
2 

- 2t)} - (2a + -i) (t- l)V(t) ~ o (C-12) 

Sendo assim o contorno c fica consistentemente de-

terminado, isto e, 

(C-13) 

de (C-12) temos: 

V ( t) ~ K [t ( 2 - t) J "'- 3 I 4 ( C-14) 

onde K e uma constante de integração. 

Usando (C-14) em (C-13) 

- K(t2 - 2t)2ezt tz 2-1/2 1/2-a z 
= z e (C-1 S) 
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O percurso mais simples que pode ser usado em (C-15) 

e o segmento do e1xo real no plano complexo começando em t • O 

e seguindo at~ t = 1. Para isto concorrem tamb~m os parimetros 

K e a • 

1 = a -z- e K = - z-1/Z (C-16) 

Portanto 

(

1 t ~ .. -1/4 
= - - 2 j 

0 
dx L x ( x - 2 ) J 

-1 2 zt (1-x) 
e (C·-17) 

Notemos que h
0

(t) ~uma função par. 

Desenvolvendo G(O) em (C-4) e usando (C-17) obtemos: 

roo dt 
G (O) • . t 

j_oo 
X + _!_h X ) 

t 2 0 -X -x 

onde (C-18) foi integrada por partes. 

+ 

O limite quando x~oo em (C-18) e zero porque 

(C-18) 

tanto 

h 0 quanto sua derivada tem um comportamento proporcional a 

exp(-x 2). 

G (O) 

fazendo 

G(O) 

= -

t = (_q__) 1/2 
1-x em (C-19) 

r 1 d 
= -2 I _x_ 

)o ,/8 

r C -1/2) 

rr 

(1 -x) 1/2 

lxCZ-x) 1
174 

dt ll --1/4 -- dx[xCZ- xJj 
t 2 o . 

j 

-1 2 zt (1-x) 
e 

(C-19) 

temos 

-3/2 -y 
y e dy 

(C-20) 



G (O) r (-l/2) 
- 2 3/4 

x r(3/4)r(3/2) 
!'(9/4) 
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(C-21) 

Utilizando as propriedades padr6es das funç6es Gama e 

Hipergeom~trica obtemos finalmente: 

G(O) = 211 r(3/4) 
r (1/4) 

;; 2,12 c c- z 2 J 

A hierarquia de funç6es (3-31) pode ser expandida em 

po1in6mios de Hermite da seguinte maneira: 

h" o t
2h o t (C-23) 

h" t "2h = -h'" 1 1 o (C-24) 

h" t 2
h = -h l!f 

2 2 l (C-25) 

h = -t 2/2 ~ a (O); (1), (2) 11 e L-o' 1' 2 n=O n n (C-26) 

-t 2/2 
00 

a (O) , ( 1) , ( 2) (H, h' = "' tH ) e o ' 1 ' 2 n=O n n n (C-27) 

-t 2/2 
00 o , 1 ' 2 (t 

2
- 1) Hn] h0,1,2 2 [H"- ZtH' + e "'n n=O n n (C-28) 

ho"' 1 z 
' ' 

O' 1 ' 2 [H'"- 3tH"+ 3 (t 2-l)H' - (t 3-3t)Hnl "'n n n n ,j 

portanto (C-23) torna-se 

~--· "'no (2n + l)lln(t) = - t 
-"'--n=O 

onde utilizamos a propriedade padrão: 

(C-29) 

(C-30) 
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H" - 2tH' + 2nH = O 
n n 

(C- 31) 

Multiplicando (C-30) por -t 2/2 
e ~m e integrando no 

intervalo c--.-l encontramos: 

~- o 
L a ( Zn + 1) 

- n n=O 

---- 2 
)_

! e-tHHdt 
n m 

-00 

li = -n,m 

fazendo m = Zv + 1 

z" (4v+3) (2v+l)! 

(27r) 1 / 2 (m+l) 
cm; 1) ! 

21/ 2 H (t) 2v+l 

2" (4v+3) (Zv+l)! 

m impar 

(C-32) 

(C-33) 

Usando (C-31) e (C-29) em (C-24), multiplicando por 

-t 2/2 e Hm e integrando no dom{nio dos polin6mios de Hermite en-

contramos que: 

a (1) = (n+l) (Zn+S) (O) 
n (Zn+lT- an+l (C-34) 

mas os coeficientes a
0 

so existem para os valores n+l = 2v+l (v= 

= o ' 1 ' 2 ' . . . ) . 

(1) = 
"2v 

2l/Z (2v+_l) (4v+5) 

z" (4v+3) (4v+l) (2v+l)! 

= e-tz/2 :jt 
v=O 

21 / 2 
(Zv+l) (4v+S)Hzv (t) 

z" ( 4v+3) ( 4v+l) (2v+l) ! 
(C-35) 
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Devido i estrutura das equaçoes (C-24) e C-25) ser a 

mesma, os coeficientes a(Z) 
n 

(n+l) (2n+5) 
· (2n+1) 

(O) 
"n+l 

sao: 

mas os coeficientes a~~~ s6 existem para n+l • 2~ 

(2) 
a2v-l 

f 
n=l 

z 1 1 2 ~(2v+ll(4~+5) 
2°(4~+1) (4v-l) cz~+l): 

Hzv-l(t) 

(C-36) 

(C-37) 

z 3 1 2 ~ (2~+1) (4v+S) I 
~~~- 00 

2/? 
te-t ~H (t)dt 

2v-1 -
2~ (4~+1) (4~-1) (2~+1)! 

L 
~-1 

z 3 1 2 ~cz~+1JC4~+s) 
2~(4v+l) (4v-1) (2v+l)! 

onde n = 2v-l (Ímpar) 

~czv+l) (4v+S) 
· ( 4 v + 1 ) c 4 ~ - 1 ) ;...,( z:.--~_,+..,.1-.oc) -.: c c- 3 s) 

1 ~ . 
O fator [C2v+l)!]- faz com que a ser1e convirja ra-

pidamente 

G;;: 2,25 (C-39) 

finalmente, agrupando (C-38), (C-22) em (C-5) encontramos: 

G(A) = 2,12 + 2,25/\ 2 = 2,12 + 2,25czÀ-S/Z (C-40) 

fi >> 1 
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Para obtermos o correto comportamento assint6tico da 

soluçio da equaçio (3-38) redefiniremos o problema conforme e-

quaçao (3-46·) a (3-51). Desta forma temos 

(C-41) 

onde 

f(z) = r-~ [gckJJ = cz'IT)-~{ooe-ikzgck)dk (C-42) 

e a funçio g satisfaz a seguinte equaçio diferencial: 

d 2 3 d 
--2 g(k) + ik g(kl = - Z1ri dk o Ckl 
dk 

(C-43). 

No limite quando k+O podemos remover o segundo termo 

do lado esquerdo de (C-43). Neste limite, notamos que a deriva­

da g' (k) ~ descontfnua de salto infinito e a funçio g(k) ~ des-

contínua de salto finito. 

Ademais o espaço de soluç6es da equaçao (C-43) ho-

1 mogenea contém as funç6es de Hankel de ordem v = - 5-, ou seja: 

u(k)/u(O) k > o (C-44) 

g(k) 

u* C -k) /u (O) k < o (C-45) 

onde as constante A e B podem ser complexas. 

lim g (k) - lim g (k) = A - B = 11 g = -Zni 
k+O+ k+O-

(C-46) 

lim g' (k) - lim g (k) = 1\g' (k) = O 
k+O+ k-+o-

(C-47) 

A = a + ic B = b + id (C-48) 
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A - B ~ 2rri a m b e c • d - 2u (C-49) 

como 

[ 
l du ] Tan arg Cu CIT). 

B (u~W ddk u* ( -k)\+o- = O 

(C-50) 

tan cl"ol (C-51) 

Associando (C-48), (C-49), C-50) e (C-51) e usando 

as propriedades das funções de Hankel (complexas) encontramos: 

A • -

B 

z f ( z) 

nTan ( 
1
"
0 

) 

"[Tan C l"o ) - 2i] 

De (C-41) temos: 

= 1 Íoo e-ikzzg(k)dk 
21T I 

1./-oo 

(C-52) 

(C-53) 

_a_ -ikzdk 
ak e 

(C-54) 

Integrando-se (C-54) por partes e lembrando que g(k)é 

descontínua e g' (k) = -2ni0 (k). 

i [ icz -icz 'j zf(z) = - 1 + 2 lim g(-c)e - g(E)e _ 
.n c+O 

(C-55) 

usando (C-55) na equaçao (C-41) temos: 

G(A) (C-56) 

usando o valor da descontinuidade da função 6g temos finalmente 

que: 

G(A) 2A 1/5 (C-57) 
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