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RESUMO

Até recentemente, os trabalhos sobre instabilidades
resistivas tém sistematicamente considerado um sistema em equi
librio estatico no qual uma pequena perturbacido é introduzida.
Fste modelo nao € inteiramente auto-consistente, porque, em
virtude da resistividade finita do plasma, o fluido tem uma ve

locidade de difusdo resistiva de equilibrio dada por VR==rO/TR

28
a2t

nao se processa na escala de -tempo =

(ou o que €& equivalente, # 0 no equilibrio).0 efeito de Vi

R como se argumentava, e
Sim na escala de tempo necessaria para oifluido atravessar a
camada resistiva, ou seja, 5/VR. Em outras palavras, VR pode
ser desprezado somente para modos nos quais yé/VR *»> 1. A in-
clusio de VR na analise de medos reéistivos tais que y’hVR/é ‘—
tende & estabilizar o modo.

A analise do efeito de Vi # 0 na estabilidade de mo-
dos resistivos, tem sido até o presente somente restrita a
moedos, para 0s quais_a perturbacaoc esta localizada no entorno
da camada rvesistiva. O trabalho desenvolvido nesta tese esten
de esta analise para outros modos resistivos para os quais o]
efeito de Vi # 0 ainda nao havia sido estudado. Em particular,
analisaremos o modo Kink Interno Resistivo e o modo de Reco-
nexao.

.Mostramos com esfe trabalhe, que o Modo Kink Interno
ndo & afetado pelo fluxo de difusdo. No entanto o Modo de Re-
conexdo é atenuado pela presenca de um fluxo difusivo de velo

cidade. A razao de crescimento do modo de Reconexdo, quando



v

se considera VR # 0 fica reduzida cerca de 35% em relacdo 40
valor encontrado para a andlise do modo, usando o modelo de

equilibrio estdtico.
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ABSTRACT

Until recently works on resistive instabilities has
-systematically considered a system in static equilibrium
on which a small perturbation is introduced. This model is
not completely self-consistent, because, due to the finite
plasma resitifity the fluid has an equilibrium resistive

diffusion velocity given by VR = rD/TR (in an@ther words,

3B
at

the time scale of 1

# 0 in equilibrium}.‘The effect of Vi does not occur in
p+ 88 usually given, but in the time
scale necessary for the fluid to go through the resistive
layer, 1. e., G/VR. In another words, VR can be neglected
only for modes in which the growth rate vs» VR/S. An inclu

sion of V, in the analysis of resistive modes, such that

R
¥ & Vg/§, tends to stabilize the mode.

Up to now, the analysis of the effect of Vp # 0 in
the stability of resistive modes has been restricted to mo
des for which the perturbation is localized in the neigh-
borhood of the resistive léyer. Iin this work this analysis
is extended to other resistive modes for which the effect
of VR # 0 is nog yet been studied. In particular, we will
analyse the resistive 1nternal kink mode and the réconnec~
tion mode. |

We show that the internal kink mode is not affected
by the diffusion flux. However the reconnection mode is a-
tenuated by the presence of a velocity flux diffusion. When

we consider VR # 0, the growth rate of the reconnection mo-

de 1s reduced by about 35% relative to the static equili-

brium case.
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I - INTRODUCAO

Atualmente o esquema mais promissor para a reallza-
¢do de um reator de fusdo termonuclear controlada & o siste
ma de confinamento magnético. Neste sistema uma coluna de plas
ma de alta densidade [ni 1Q14cm"3]‘ e de alta temperaturé
(T&lﬂ keV) € mantida em equilibrio, sem contacto com paredes
materiais, por campos magnéticos ériadog por bobinas exter-
nas ao plasma e/ou por correntes que circulam no mesmo. E ne-
cessario, no entanto, manter este plasma continade por tempos
razoavelmente longos, da ordem de 1 sec.( com isto se quer
dizer que o tempo caracteristico de decaimento das grandezas
caracteristicas do plasma, por exemplo, a temperatura, deve
ser malor que 1 sec.). No entanto, como uma coluna de plasma
confinada magneticamente nio & um sistema em equilibrio texr-
modinamico, varias instabilidades tendem a ser desenvolver 1o
plasma, provocando uma rapida destruicdo do equilibrio, mag-
netohidrodinamice num tempo muito menor do que o necessario
para a fusao termonuclear. Por isso o estudo de plasmas confi-
nados magneticamente tem sido em grande parte relacionado com

instabilidades que podem se desenvolver num determinado Sigm=

tema e esquemas para suprimi-las.

As instabilidades mais perigosas que.podem destruir
um sistema de confinamento magnético sao as chamadas instabi-
lidades magnetohidrodinamicas {MHD) ideais. Estas instabilida
des se desenvolvem em escalas de tempo da ordem de microsegun

dos e levam a uma violenta destruicao do delicade estado de



equilfhrio MHD. As instabilidades MID ideais sio assim deno-
minadas porque elas podem ser descritas por um sistema de equa-
coes em que o plasma & considerado um fluido condutor perfeito,
ou seja, com resistividade nula, imerso num campo magnétice de
equilibrio. Este modelo permite construir um principio varia-
¢cional extremamente poderoso para o estudo das instabilida-
des MHD(I’Z). Utilizando-se este principio, & possivel atual-
mente se fazer um estudo criterioso dos sistemas de equilibrio
MHD mais estavels com respeito as isntabilidades MHD, determi
‘nar o espectro das oscilacgdes caracteristicas do sistema e pro
jetar sistemas de confinamento em que sG as instabilidades me-

. - - : (31455)
nes perigosas para o QQUlllelO possam ocorrer .

Naturalmente um modelo mais apropriado para a descri
cac de plasmas termonucleares tem que incluir efeitos dissi-
patives, tais como, em particular, a resistividade finita do
plasma. A difusao causada pela resistividade n do ."plasma  se
processa numa escala de tempo multo lenta dada por
éﬂrg

R
. nc

onde ry ¢ uma dimensfo caracteristica da coluna de plasma e c

a velocidade da luz. Por cutro lado as instabilidades MHD

tem um crescimento exponencial num tempo caracteristico dado
por
To
"‘L" N = [,
H v
A
onde V, = B/ V4sp & a velocidade de Alfven, B o campo magné-

tico e p a densidade do plasma. Como € = /Ty € um  ndmero

I




»
[N
.

extremamente pequenc, ou seja € v 10“5, 10~6, para plasmas ter

monucleares, se acreditava inicialmente que, uma vez elimina
da as instabilidades MHD ideais, os efeitos da resistividade
tinita do plasma ocorreriam numa escala de tempo multo lenta
para destruirem o equilibrio MHD.

No entanto, foi mostrado por Furth, Killesn e

Rosenbluth‘ﬁj

que a resistividade do plasma permite que ha-
ja um movimento relativo entre o fluido ¢ o campo magnético,
ocasionando instabilidades com uma razao de crescimento dada

por

Y ~ "lL—) Tﬁl
onde o & um nimero entre 0 e 1. Portanto estas instabilida
des resistivas sao mais lentas que as instabilidades MHD
ideais mas bem mais rspidas do que a difusao resistiva do
plasma. A importancia das instabilidades resistivas & que elas
ocasionam o rompimento de linhas de forga e posterior Teco-
nexao, formando ilhas magneéticas dentro do plasma. Estas ilhas
se deslocam para o exterior do plasma, provocando um rapido
transporte de energia{?). Por isso as instabilidades resis-

tivas sao denominadas 'tearing modes™., Os '"tearing modes' sao

extremamentes importantes para explicar nao sO fendmenos  que

(8,9)

ocorrem enm plasmas de laboratdrio , mas também fenome -
.o . (10) s
nos astrofisicos, tais como manchas solares e a dinami-
Fapr (11)
ca da magnetosfera terrestre .

0 estudec analitico dos modos resistives sac feitos

(6,12,13) (g

em geral empregando~se a teoria de camada limite



mo a resistividade do plasma & pequena e a razao de crescimen-
to do médo resistivo € proporcional a uma certa poténcia posi-
tiva da resistividade n e v sao inicialmente desprezados e as
equacoes MHD ‘ideais sao resolvidas para uma perturbacio no
entorno do estado de equilibrio MHD. A solugdo ndo  trivial
destas equa§6es que satisfaz condigoes de contorno apropriadas
no centro é na superficie da coluna de plasma tem, en géral,
um ou varios pontos singulares dentro do plasma onde a  solu-
¢do diverge. No entorno destes pontos & considerada uma peque

na camada resistiva de espessura G<<r0 onde n e vy nac sao
nulos. Todas as grandezas dentro da camada resistiva a0
re-escalonadas de modo que 0s termos proporcionais a n se toxr
nem da mesma ordem que 0s outros relevantes nas equagoes que
descrevem o sistema pérturbadﬂ. 0 sistema de equacao
Tesultante € entdo solucionado com a condigac de contorno | de
gue a solugao tenda assintoticamente para a solucdo das equa-
coes MHD ideais fora da camada resistiva. O auto-valor y €&

determinado pela condi¢ao de casamento assintdtico das solu-

¢oes nestas diferentes regioes.

Até recentemente, os trabalhos éobre instabilidades,
téem sistematicamente consideradoc um equilibrio estitico em
torno do gual uma pequena perturbacao & introduzida. Este mo-
delo ndo ¢ ihteiramente auto-consistente porque em virtude da
resistividade finita do plasma, o fluido tem uma velocidade de
difusido resistiva de equilibrio dada por VR = rO/TR.'(ou, 0

que € equivalente, 38/3t#0 no equilibric). O argumento para

@y

desprezar V gue os modos resistivos tem uma escala de tem

R

po muito mais rapida deo que. 7 ou seia vy Tp 7> 1, e portan

R

b



to o efeito de uma pequena velocidade de difusao ndo € importan

(14}

“te. No entanto, Dobrott, Prager e Taylor mostraram recen

temente que o efeito de V_nao se processa na escala de tempo

R TR
mas sim na escala de tempo necessaria para o fluido atravessar
a camada TrTesistiva, ou seja, S/VR. Em outras palavras, VR

pode ser desprezado somente para modos tais que Yﬁ/VR>>1(14)~

Segundo a referéncia (14) a inclusdo de VR na anialise de no
dos resistivos tais que vy NVR/G tende a estabilizar o modo. Es-
tes resultados iniciais foram confirmados por trabalhos pos-

(15)

teriores mais detalhados tanto numéricos " ~‘, sem wutilizar a

teoria de camada limite, como analiticos(16’17],

A analise do efeito de VR na estabilidade de modos
resistivos tem sido até o presente, restrita somente a modos em
que a perturbagdo estad localizada no entorno da camada resisti
va. O trabalho desenvolvido nesta tese estende esta analise pa

ra outros modos resistivos em que o efeito de V, # 0 ainda nao

R
havia sido estudado. No entanto, para explicar em mais detalhe
o trabalho agui desenvolvido e sua relacgao com trabalhos ante-

riores, se faz necessario discutir inicialmente a geometria do

sistema de equilibrio e a topologia dos modos resistivos.

A configurégéo de equilibric considerado & uma coluna
de plasma  cilindrica infinita e periédica de raio a e perio
do L = Z7R. No plasma circula uma corrente longitudinal Ip
na direcao do campo Bz criado externamente. A corrente de plas
ma crig um campo poloidal Be’ conforme mostrado naIﬁgura].(aL
Este sistema & um modelo de uma coluna toroidal de plasma de

)

. . . : 18 )
raio matoer R e railgo menor a, .Come em um tokamak( . Nos sis~



temas experimentais de interesse .o campo poloidal & muito me-
‘nor que o campo longitudinal, ou melhor, Be/Bz na/R<< 1. 0O equi
1ibrio € considerado simétrico de modo que todas as grande-
zas de equilibrio s6 dependem da coordenada radial r. Entd3o as
perturbacoes no <entorno destes equilibrio podem ser compostas
em componentes de Fourier nas coordenadas 6g z ou seja

i(r,@,g, t) = %(r) exp [i(mﬁ + yt], onde i represenfa qualquer
grandeza perturbada. Serd mostrado posteriormente que a ~so0lu
cdo das equacdes MHD ideais € singular na superficie r = T, on

de o valor das grandeza q(r), definida por

Cl(r) = ‘RB

& igual a m, ou seja, q(ro)= m. A perturbacao tende a formar
uma estrutura helicoidal dentro da coluna de plasma, conforme
indicado na Figufa 1{a). A estrutura radial dos modos resis-
tivos com numero poloidal m > 2 €, no entanto, bastante dife-
rente dos modos com nlimero poloidal m=1, Para os primeiros,l a
perturbacao tende a ser lacalizada, formando ilhas  magnéticas
no entorno da superficie ressonante =T . Isto € indicado na
Figura 1(c) para os modos m=2. Nesta figura & representa a
compoenente radial.do deslocamento do fluido associado com a ins
tabilidade. Para os modos com m=1l, a perturbacdo € praticamen
te constante na regiﬁo dentro da superficie =T . Neste caso
certaé aproximacoes que sao utilizadas na analise dos modos com
m > 2 nao se aplicam. Na realidade os calculos apresentadocs

no artigo original de Furth, Killeen e Rosenbldth(ﬁ) sobre mo

dos de instabilidade resistivoes, s0 sdo validos para modos

com m >» 2. Os modos resistivos com m=1 s6 foram estudados re



(19,20)

centemente A analise dos efeitos de VR#‘U sochre os

modos resistivos apresentados nas referencias (14).a (17) tam

-

bém s6 € wvalida para modos com m > 2. O objetivo desta te-
se ¢ estender esta analise para os modos com m=1 porque, es-

tes modos sao extremamente importantes para explicar as chama-
- 21,22 '
das mini-disrupgoes em tokamaks( ’ ).

Existem deis modos resistivos que podem ser excita

dos com o nimero poloidal m=1, o modo kink interno resisti-

(20)

vo(lg) e o modo de reconexao . Estes dois modos diferem
pela estrutura radial do deslocamento perturbado,dentrc da ca-
mada resistiva conforme indicado na Figura 2{a)e 2(db) epelos

valores da razao de crescimento e espessura da camada resisti

va. Para o modo kink interno resistivo vy %alfﬁfq'e Sfbel/sr
H
~ 3/5 -1 2/5
para o modo de reconexaoc vy v e Ty e sve T, De acordo com o

O

-

critério de Dobrott, Prager e Taylor, o efeito de Ve# 0 sd @&
importante para modos tais que yé/VR% 1. Embora este cri-
tério nao tenha sido derivado éxplicitamente para os modos m=1,
serd mostrado neste trabalho gue também para estes,o critério
é valido. Utilizando-se os valores de vy e § dados acima. veri
fica-se que para o modo kink interno resistive YS/VR% evL[%>l
e para o modo de reconexio Yﬁ/VR v 1. Portanto a velocidade de
difusido resistiva VR s6 deve influir na razio de crescimento
do segundo modo. Este resultado serda verificado pela analise
mals rigorosa a ser apresentada nos capitulos seguintes.
Deduziremos as equagOes basicas que &escrevem 0 nos-
so sistema no capitulo 1I1. Na secao {LI-2) faremos um breve es-
tudo sobre o equilibrio do sistema. Na secdo (I1-2) considerare-

mos as perturbacgOes e trataremos o problema em duas regides dis



tintas. Uma regifdo que € bem descrita pelas equagoes de MHD
(I1-4), e uma outra regiao resistiva no enterno do ponto singu-
lar r, onde q(ro) = 1 e F(ro) = (0 segao (II-5)

No capitulo III analisaremos especificamente os modos
de instabilidade Kink Interno Resistivo e o modo de Reconexao.
secao {III-2) e segéo (ITI-3). Na secao (III-4) estudaremos ©
casamento assintdtico das solugOes encontradas para o modo de
Reconex@ap nas duas regioes distintas do plasma. Estudaremos na
secdo (III-5) as solugles analiticas da equagdo de auto-valor -
para o modo de reconexdao e a solucac numérica da mesma equagao
na secao {III-6). Discutiremos os resultados encontrados para
o modo de reconexao na secao (II1I-7). Finalmente, faremos nos-
sas apreciagles, conclusoes e sugestdes para trabalhos futuros,

no capitulo IV.
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I1-1 EQUAGOES MHD COM RESISTIVIDADE

Consideremos uma coluna de plasma cilindrica de com-
primento L = 2wR, conforme mostrado na Figura 1(a). O campo
magnético de equilibrio & dado por lﬁo{r) = Boe(r) g + Boﬂ(r)%.
Vamos supor um equilibric estacionaric com uma velocidade de
difusao V(r} = VO}, mantida por fontes apropriadas, Tanto 0

equilibrio como as perturbagOes em torno do mesmo, serao des

critas pelas equggaéé MHD resistivas(zs), ou seja:
mg_.if - L TxF- v (2-1)
PxE o= - _%._’g“ | (2-2)
E + -%f ? X E = 7 ? {(2-3)
vV XB = 4C'”- ] (2-2)
v. B =0 (2-5)

-

Nestas equagoes o & a densidade do plasma, V a ve

locidade do fluido,J a densidade de corrente do plasma p, a

pressao cinética que & suposta aqui como uma grandeza escalar,

-
-

E o campo elétrico, B o campo magnético,n a resistividade do

plasma, ¢ a velocidade da luz, e 4. 9 _ 4 v, v é a deriva-
at 3 t :

da convectiva.

Todas estas equagdes estao escritas no sistema C.G.S5




.10,

nao racionalizado. As condicoes de validade destas equacoes
sao discutidas em .. detalhe na referencia (23). Além destas
equacdes, vamos supor que os deslocamentos do plasma sio  in-

compressiveis  isto &
v. V=0 (2-6)

Esta hipotese permite simplificar um pouco a alge-
bra necessiria para obter as equacoes perturbadas. Pode-se mos
trar rigorosamente que esta hipotese & valida para a  analise
de modos cuja fonte de enérgia 1ivre & a corrente que circu
la no plasma, como 0$ modos aqui considerados(ﬁ), Vamos tam-
bém supor que a resistividade do plasma & constante, eliminan

do desta forma modos resistivos de menor importancia que $30

ocasionados pelo gradiente da resistividade(ﬁj.

0 sistema de equagoes (2-1) a (2-6) pode ser sim-
plificado consideravelmente. Inicialmente utilizamos a lei
de Ampére, equagao (2-4), para substituir a densidade de cor-
rente f“ nas equagdes (2-1) e (2-3) pelo rotacional do cam-
po magnético B. Em seguida notamos gue como oS modos a serem
estudados sao incompressiveis, equagao (2-6), o gradiente da
pressio nio & relevante para a dinamica dos mesmos. Desta for
ma, eliminamos vp 98 equagdo (2-1) aplicando a mesma, 0 Ope
rador rotacional ?x'* Finalmente, substituimos o campo elétri-
co a partir da lei de Ohm, (2-3), na lei de Faraday. equacao

(2-2), para obter uma equacio de difusio para o campo magné-

tico. Entao o sistema de equacgces {(2-1) a {[2-6} se reduz a



NN

b

oo

d, ~u D .
T x (p=$H= = T x [(VxB) XB ] (2-7)
3B PR it c2 &
== T x(VXEB - S vxvx B) (2-8)
v .B=0 (2-9)
v .V =0 (2-10)
Sio seis as variaveis indenpendentes deste  sistema,

i

as treés componentes de V e as trés componentes de B, Portanto
somente as duas primeiras equactes (2-7) e (2-8) sao neces
sarias para determinar a solucdo do sistema. As equacdes (2~9)
e(2-10) tem um papel de condigoes iniciais, porque pode-se mos
trar que elas foram satisfeitas pelas solucoes das equagdes {2-7)

e (2-8) em t = 0, elas também o serao para t > 0(23).

-

.
A seguir vamos considerar as grandezas V e B como
sendo dadas pelo valor de equilibrioc mais uma pequena perturba

¢ao em torno do mesmo, ou seia,

e

i

Vv (r,0,2.t) = Vo[r) + %V(T,G,i, t) l%.! <<]V0]{2_11)

e % — l_?n .
B (rﬁgi‘z’t) = Bn(rstJ ¥ El(l‘,g,ﬁ,t);|B11<<]Bol (2"12)
A densidade do fluido, o, € considerada uniforme ¢
constante porgue o gradiente e perturbacao da densidade, nao

(6,14,15) Subs

sao importantes para os modos aqui considerades
tituindo as equagdes (2-11) e (2-12) nas equacgdes {2-7) a (2-10),
¢ desprezando os termcs de segunda ordem, obtémos as equagoes

de equilibrio e as equacgdes perturbadas, que sdo analisadas nas

secdes seguintes,
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11-2 EQUILTBRIO

As equagOes de ordem zero sao essencialmente as equa
goes (2~7) e (2-10) com -—== = 0, No entanto vamos também

supor, que o equilibrio & mant%do em estado estacionidrio ° por
3.5

fontes apropriadas, ou seja, O =0 Esta hipotese ndo res-

tringe a validade de nossos reiﬁltados, porque o efeito de

"ﬁﬁ; $s0 € importante na camada resistiva. Desta forma esta

mggificagéo pode ser incorporada, efetuando-se os calculos para
e

a camada resistiva em um referencial onde ZtB = localmen

te, O referencial apropriado tem velocidade —V; € portanto,os
resultados a serem obtidos nma analisc das equagdes perturba -

. - . ) C e 14
das continuarao igualmente validas para este caso( ).

Assim, as equacdes que descrevem o equilibrio sdo:

r Y e o __.}:.._,. . - BN - _

0 ¥ x (Voo TV, ] 7w Yx L0 VxB) xB ] (2-13)
-3 e n CZ —

- T P el 3 .
vx (V x B) i 7 ox (7 xB) (2~14)
B =g | (2-15
v * Po )
Vo VO =0 (2-16)

Conforme mencionamos na introducio deste capitulo, os

campos de equilibrio sao considerados da forma:

I

V

0 Vo(r) T (2-17)

i

s - :- ,
Bo Boe(r) g Buﬁ(rj % (2~18)
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Para estes campos as equagoes {2-13) a (2-15) sao tri
vialmente satisfeitas. A equacgac (2-16) fornece entio a expres

530 para v,

y o= D

5 2 (2-19)

onde A & uma constante. Como V_ & a velocidade de difusao resis
tiva, a constante A & proporcional a resistividade n. Esta ve-
locidade diverge em v = 0, o que indica simplesmente que é

necessirio colocar uma fonte na origem, para manter o equili-

brio em regime estacionario. Da equacgao (2-14) obtemds entao
as equacoes para as componentes do campo magnético, ou se-
ja:
2 ’ = -
n c 3 1 3 (r BOB . _a [VOBO& =0 (2-20)
4w 3 T AT
2 2B
ng dy S0z . Wgﬂ(TV B = -
- st ol 2-0%0s) = 0 (2-21)
Estas equacdes sao integradas sem dificuldades. As

solugdes possivels sao:

BDB = q; , BOz = QF (2-22)
(= -1 AmA
B08 ﬁlr N . Boa b2 T ) (2~23})
nc
onde,
bJ e bz sho constantes de integragao ajustaveis as

condicgdes de contorno apropriadas. A ‘solucac (2-22) corresponde
a uma coluna de plasma com uma densidade de corrente uniforme,

- - Nl he g 2 x
e a solucdo (2-23) corresponde a um equilibrio especial, con-
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sistente com uma difusZo estacionaria.

A forma particular do equilibric n3o &, ne entanto,
importante para a analise das instabilidades resistivas. Por-
tanto o0s resultados a serem obtidoé sao, em principio, validos
para equilibrios mais gerais do que os representados pelas equa

ches (2-22) e (2-23)(16),



II- EQUACOES PERTURBADAS

[

As equagoes perturbadas de primeira ordem correspon-

dentes as equacdes (2-7) a (2-10) s3o dadas por:

aVv

1 L) Vo+ (v mV 19 T B T+
DOV X L——E}? + \i 0 Q 1J = z—_ﬁ_wm X [ (Vx O) X-Blj
Py ~ . .
+ (¥ xB)x B ] (2_~24)
By . 4 s . Y ) .
Bt— = V,X[VO X Bl * Vi X BO] R Vox (V x BQ (2-25)
P
V.By =0 \ - (2-26)
i
V.V, =0 (2-27)
Este sistema de equacces pode ser reduzido a duas equa
coes diferenciais ordinarias para as componentes radiais das

perturbagoes Vlye B 0 tratamento algébrico corresponden

1r®
te & bastante longo e esta, portanto, desenvolvido no Apendi-
ce A. As grandezas perturbadas sio decompostas em componentes

de Fourier nas direcoes 8 e 2, ou seja,

F,(rae ,ﬁ,t) = {?‘l (1’) exXp [l (m@ + kg} + 'Yt:.] (2"28}
i 1

B (r,8,2,t) = B () exp [i (mo + ke) + vi] (2-29)

Portanto o comprimento de onda na difegéo longitudi-

nal € dado por A = 27/k. Naturalmente como o nosso sistema de

equilibrio {coluna periddica de periodo L =2¢R), & um mode-
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lo para um sistema toroidal de raio maior R, um nUmero inteiro
n de comprimento de onda tem que estar contidos em um perio

do do sistema, ou seja, 27TR = n)

Desta forma nos obtemos que:
k= n/m

Experimentalmente & verificado que so os modos com
longo comprimento de onda (pegueno valor de n) siao perigosos
para a destruigio do equilibrio; em particular |n|= 1. VNeste
trabalho nos vamos considerar somente |[n|=1. Por outro lado,
vamos simular sistemas toroidais de grande razdo de aspecto, is

to &€, R/a >»>1. Isto implica que

ka << 1 . (2-31)

Esta quantidade & utilizada como um parametro peque
no de comparagao, para simplificar os cdlculos apresentados no
apendice A. Em outras palavras, consideramos neste trabalho
somente modos com longos comprimentos de onda, comparados com
o raio menor da coluna do plasma,a . Assim o sistema de equa-

cao resultante (equagoes (A-58), (A-61) e (A-64)

dr” B Tlr P d r3 P
ar © 72 T dr dr

L |
By [0, dar 4 )
e ]} (2-32)

L R R )

gy Ydr *gﬁag rdr dr

d Vlr ., 34 rv_ dVor_irFjl dr d (rB
T~ e wrararmmn r—— 11‘

M wn
J
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' Boe d
F=KB  -—S22 | H=-4(k) g7~ B_, (2-34)
onde desprezamos todos os termos de ordem (kr)z ou poten-

cias superiores de (kr) bem como os termos que continham V%

e Blz, de acordo com as justificativas apresentadas a partir
da eguagao (A-64) no apendice A. Tambem fizemos uso do nlme-
ro de onda azimutal, m = -1, como justificaremos na secdo

(11-4).

As equacgoes (2~32) e (2-33) constituem o sistema
basico que deve ser solucionado, Conforme foi mencionado no
capitulo introdutdrio, este sistema & resolvido, utilizando~

{13). Duas regioces sao consi-

se a teoria de camada limite
deradas: A regiao MHD ideal, onde os termos proporcionais a
n e VO sao desprezados, e a camada resistiva nas vizinhan
c¢as do ponto singular r = T da equacao MHD ideal, O casa-
mento assintotico das solucgBes das equacdes correspondentes
as duas regides, permite-nos determinar o auto-valor ¥y ¢ a es

pessura da camada resistiva &, de forma autoconsistente.
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Ir-40 REGIAQO MHD IDEAL

No limite n= 0, a equacgao (2-33) torna-se simples—
iF |
¥

quagoes que se seguem, definiremos a componente radial do des-

mente By, o= Vi« A fim de simplificar a notacao das e~

locamento associado a perturbagio como:

V
AT
£ = 5 (2-35)
pu seja, V. - = 1&£dt, Substituindo-se B = 1Ff e V,_. = v& na
" lr ir ir
equagao (2-32) obtemos, conforme apendice B;
da 1 2 2, d .
= Tyt ¢ FY) S £ - gg = 0 (2-36)
g = r FH ’ (2-37)

Como os modos a serem estudados sao lentos compara-

dos com o tempo magnetohidrodinamico 1y, o temmo de  inércia
2
4 7y p na equacao (2-36) pode ser desprezado pois
2 .
LA (v 1) <<l (2-38)

F

A equacao resultante

3 dE ‘
R -2 S : (2-39)
tem um ponto singular no ponto r = T onde F(ro} = 0, Natu-

ralmente, nas vizinhancas deste ponto, o termo de inércia ndo
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pode ser desprezado e tem que ser considerado juntamente com a

resistividade finita do plasma.

A equacdo {2-39) tem gue ser solucionada com condi
¢bes de contorne apropriadas em =0 e r=a., A condicao de re-
gularidade em r=0 depende do valor do numero poloidal m e pa
ra prosseguirmos temos que especificar este nﬁm@ro; Para 08
modos m = ~1 (o sinal de m € escolhido de tal maneira que © mQ
do £ v exp {i (m @ + xe)+ yt] tenha heliticidade no mesmo sen

tido que as linhas de forga do campo magnético

§6= Bge(r) g + BO?Er) 32) considerados neste trabalho., As con

di¢cdes de contorno Saoc:

ey
ey
i

| - = const r = 0

{ (2-40)
ik |

transportando a expressao para H do apendice A equagao (A-40)

li
<
-

]
&

2 2 2
o Tl 2.2 . 2 kT m Zmnm d - o
R e o (3B * g Bog) (2-41)
B k_ B
e L = q 00 e ToE. =
F o= - BJ + kB, m-—— (1 * =ty }, m =1
08
definimos anteriormente
rBoz . - BOSl ' )
G(r) =y (2-42) e Fo=-——|1- g (0| (2-43)
08 i .
Hoa - 2 L (2R 4 B0z : (2~44)
- T 568  dr AN

Sendo assim podemos escrever a grandeza g cOmo:




DZQA

2
B
.2 08 - ZR d B . i
g{ry ~»  2(kTr7) — (Boe 33 0z - 1) (2-45)
?ortanto a quantidade
L__g_zim (kzrz) << 1 (2-46)

Este resultado indica que a solucdo da equagio (2-39)
pode ser obtida como uma expansao em potencia do parametro peque

no (kr)z, cu seja:

£ o= F + E'l e 7 (2_47)
{1} (kr}~*

Vamos supor que o perfil de equilibrio da grandeza -
q{r)} & uma curva monotonamente crescente a partir de um valor
menor gue 1 na origem, até um valor maior que 1 na superficie
do plasma r = a, conforme & mostrado na figura 3. Este perfil

corresponde aos perfis de q(r) obtidos experimentalmente(ﬁ”ig’

21) .

. Entao a equagic (2-39) tem um pento singular dentro do
piasma em r = r_, cnda_q(rﬂj = 1 & P(roj = (}. Neste ponto a so-
lugdo de {Z-39) pode ser descontinua e a solucgido da equacgio pa-

ra gg(ordem 2e10) ;

3.2
g%I‘F i% g2 0 | , (2-48)

que satisfaz as condic¢des de contorno (2-40) & simplesmente:

jf60§st,: o< r;
8y = 4 {2-43)

i

Lﬁ rt < r < oa
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Esta solucgdo & mostrada esquematicamente na Figura 3.

A equagao para El ¢ obtida substituindo-se €1 no-segundo ter-
mo da equagao (2-39), ja que Ei g &O ur {kﬁ)]z.
Temos entao a seguinte equac¢ao para El
32
d . 3
dr dr ©

¢ obtemos:

( ; E £ - _
,___.__,, 1 = _..3,,..,9.,,,2, g(r)dr; 0 < 7T <1‘O

I b ~F
) A (2-51)
/\% .
o4& o const . "
é R - - 3 I‘0<I‘<a
; dr r~ F

onde a constante pode ser escolhida simplesmente igual a
T

o - .
50 t g(r)dr., Naturalmente esta solugao diverge em 1 = r o
J

No entanto, como a solugdo dentro da camada resistiva tera que
casar-s5e assintoticamente com a solucdo {2-51), & importante de
terminarmos o comportamento dela em torno de r = T Nas vi-

zinhangas deste ponto temos:

d Fl,r - r d B, B o4 gl
- v : o) - 08 _ _ 08 r-r
Fr) _ =37 sr=r T [(”3? 11 -a) T dr o
"o
¢ lembrando que q(ro) = 1 temos
B d g
P - (R - ry) (2-52)
T

o
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Substituindo-se (2-52) em (2-51) temos

fro ' T0
_ ao / glr)dr qu/ g(r)dr
d Ao _ o)
R E ny =
dr 71 - B 2 B 2
3r7o6e d g _ Z 31 Toca d 1722
TOL T H?CEJT (r-r,) Yo 177 H?Cii 67k
0

(2-53)

Portanto a solugao apropriada dentro da camada resis-
tiva devera ter um comportamento assintotico dado por £ v I/Q«r&

a fim de obter o casamento com a solugao da regido MHD ideal,
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II-5 CAMADA RESISTIVA

Vamos agora considerar uma regido de espessura § nas
vizinhangas do ponto r = L onde 0s termos proporcionais a v,
noe Vg ndo sio despreziveis. A largura § desta camada resisti
va serda determinada de forma auto-consistente pelo reescalona-
mento das grandezas nesta regiao., No entanto podemos antecipar
que § << r, ¢ poertanto a camada Trtesistiva pode ser considef
rada plana. Desta forma simplificaremos a equagdo (2-32) e
(2-33) dentro da camada, deSpreZando 0os termes adicionais devi
do a curvatura cilindrica. Utilizando novamente a variavel §
(equacgao (2-35)), m = -1 e ker <<l as equacgoes f2—32) e (2-33)

ftornam-se

A 2 3
2 d° ¢ d” € 2 d7 ¢
- dwp v |yr7 —~=°- V (3r orT =t =
0 [ o) drz 0 0 drz o} drs ]
2 . 2
... 24d . . 2.d°F,
= - iFr? =z B + 1HB + ir7 (=) B (2-54)
0 er ir 1r 0 drz r, 1r
«B = - Y d B + qivEE o+ 'ﬁgié? B . 2-55
1y odr "1r tres 4ndrz it (2-55)

respectivamente. As grandezas perturbadas § e Byr tem que variar
rapidamente numa escala de comprimento da ordem da espessura da
camada 6, afim de conectarem apropriadamente as solugdes MHD di
vergentes fora da camada. Definindo a variavel radial interna na
camada resistiva como:

r - T
O

X E
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Notemos que para & << ro, ¥ v 1 somente entorno
de v = r_. Quando lr-v0] >> 6, X=«., As equacgbes (2-54) e

(2-55) ficam entao:

I3 2 l R {rm_(.‘j.l_..q ¥

fjiuf;gfg rgfg . xS d%e sdls 1 _o® ar )To a2
gl = - u +
5 b Vo ay? r dy ™ 5 ar lr

+ iH(r B i 2(@35

o’ 1r Yo 5 e Pir (2-57)

T
v
- o d 8 d LIy
¥B, . = - — 4B, - iX2p ¢ + e d
1r 5 dy ir o L374) . XxE B
¥ r, .o dr T Waz arl 1r

(2-58)

Fizemos uso da expressaoc (2-52) para F. As relacdes
entre o segundo e o primeiro termo e entre o terceiro e o pri
meire do 1lado direito de (2-56) saoc da ordem de § <<1, Da
mesma forma a relacao entre o terceiro e o primeiro termos
do lado esquerdo de (2-56) ¢ de ordem §. Todos estes termos
podem portantoc ser desprezados em relacao aos demais. O se~
gundo termo do lado esquerdo. também & de ordem & mas nio de-
ve ser eliminado indiscriminadamente, porgue contém outras

grandezas pequenas como v, V _, as quais ainda nac foram ava-
o

liadas.
A equacao {(2-56) pode ser escrita como:
d 2
B _(r q)_ &
3 2 1) .. X
a’ oye ate 08 drirg d’ (2-59)
dx> Vo ay? dnp YV 12 L4l Biy :
: ol o X
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0s efeitos da resistividade n, e da velocidade de di
fusaoc Vo’ sho evidentes na equagao (2-58) e (2-59). A resisti-
vidade introduz um termo de difusao (derivada segunda de Bji,),
e Vo introduz um termo de dispersdo (derivada terceira de ).
Ambos os termos tendem a produzir uma transigab suave. das gran-
dezas perturbadas atraves da camada, eliminando a descontinui-
dade das solucdes MHD Ideais. Na analise dos modos Tesistivos
com |m |= 1, s o termo de difusdo tem sido considerado(lg’zo)°
No entanto, & evidente que dependendo do valor relativo das -
grandezas vy, O, VO en, o termo de dispersao pode se tornar com-
paravel ao termo de difusio. O valer relativo entre todas estas
grandezas dependem da relacdo entre duas escalas de tempo que
estao de certa forma "embutidas' nas equacoes (2-57) e (2-58) ;

0 tempo magnetohidrodinamico Ty que redefinimes como:

r  Jdup
_ 0 0
T, (2-60)
(%0 fTar 4 ]r
0
e o tempo de difusao resistiva T definido como:
4??@
T (2-61)
nc

Conforme mencionamos no capitulo introdutorio deste
trabalho, o efeito da resistividade & medido atraves do parame
tro pequeno £ = TH/TR <<1., Naturalmente, para que & resisti-

vidade seja relevante, © termo de difusio resistiva na equagao
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{(2-57) tem que ser da mesma ordem qﬁe 0s termos de menor - or-
dem nas equacgdes (2-58) e (2-59). Isto pode ser conseguido a-
través de um reescalonamento daé ° grandezas que aparecem
nas equacdes (2-58) e (2-~59), em termos do parametro €, In-
troduziremos uma razio de crescimento adimensional » defini

da como:

Y OE e? art -1 (2-62)

e uma velocidade de difusio tamhém adimensional.

V T
R .
- | (2-63)

Definiremos  a espessura da camada & _ por

s =, e | (2-64)
e as variaveis & e Byr também de forma  adimensional
= r £ ‘ 2-65
E=1 & (2-65)
B, = 4B (rSq)_ %% (2-66)
ir 08" dr TO

As constantes a,b,c, sao determinadas pela’ imposi
cao de que diferentes termos nas equagoes (2-58) e (2-59) se-
jam de mesma ordeim. Naturalmente, para gue a analise de <cada

camada limite seja vdlida, € necessario que todos estes ex-
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poentes tenham um valor absoluto menor que 1 um. Todas as va-
ridveis normalizadas sio consideradas da mesma ordem de grande

za, isto €:

A v E oy o] | : (2-67)

Em termos destas grandezas normalizadas, as equagoes

(2-58) e (2-59) tornam-se!

B EF a0 a’F awbel _ y 4% v 2brc-asl
T T ¢ I ¢ = 3Ty oe (2-68)
dx dx dy :
: 2
_ — b-c d ¥ 1-a-b _ 1 d° ¥ 1-a-2b _
Y = xEe - C“a'*x“ £ + 0 :i“;_z— £ (2-69)

A escolha das constantes a,b.e ¢ fixa as caracteris
ticas dos modos correspondentes e isto sera apreseﬁtado em de-
talhes no proximo capitulo., No escalonamento discutido acima,
£ foi escolhido de ordem eg Naturalmente isto & possivel por
que o sistema de equacoes (2-58) e (2-59) é linear, e dal a or-
dem de uma‘grandeza pode ser escolhida de forma arbitraria. A

constante C também & de ordem &° porque v, & proporcional a n

-

e 7T, e proporcional a nwl, de modo ague C & independente  da

‘R
resistividade do plasma.
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11T - DISCUSSAO INICIAL

Neste capitulo, vamos especificar o escalonamentc das
diferentes grandezas dentro da camada resistiva, através da es-
colha das constantes a,b e ¢ introduzidas no capitulo anterior.
As equagdes rvesultantes serdo entido resolvidas e as solmgﬁés
serao casadas assintoticamente com a solugao na Regiao MHD ideal,
dada pelas equacdes (2-47), (2-49) e (2-53). Duas escolhas di-
ferentes para, a,b e c sao possiveis, levando ao modo Kink {19}
e ao modo de Reconexdo (20). Cada um desses casos sera tratado
independentemente. A escolha das constantes a,b e ¢ € sujeita a
certas condicoes de contorno. Inicialmente os termos devido a
resistividaée finita do plasma tem que ser da mesma ordem que
0s termos de menor ordem das equacgoes (2-68} e (2-69). Em segun

do lugar, o sistema de equacgtes resultante tem gue possuir uma
1
7 X
possivel o casamento com £q (equagdo (2-53)) na Regiao MHDideal.

solucdo assintdtica, quando y»=, dada por £~ , afim de ser
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i - 2 MODO KINK INTERNO RESISTIVO

A escolha mais simples para as constantes a, b e c

Com esta escolha ¢ mantendo somente os termes de me-

nor ordem nas equacoes {2-68) e (2-69), temos:

2 | 2
d® = X d®y
—_ Eo= A e (3-2)
d;?— kz dxz
2(
R (3-3)
dx
a° dy 1/3
Os termos ——=%" & C-3— ficam mulitiplicados por e '
dy ax

e portanto podem ser desprezados em relacao aos . termos de ordem
mais baixa. Como a grandeza ¢ nao aparece no sistema acima, ¢é

evidente que a velocidade de difusao, V nao influe na razao

0°
de crescimento do modo, derivado a partir destas equacgoes. Uma
solugdo exata das equacdes (3-2) e (3-3) é £ = cte., quando
y+» e uma soclucdo assintdotica &€ § o ~%— . Portanto ¢ casamento
com a sclugaec MHD ideal & possivel. As equacdes {3-2) e (3-3) ,
sio as mesmas equacoes derivadas por Coppi e colaboradores para
o modo Kink interno resistive (19). Nesta referencia, o sistema
acima & solucionado analiticamente e uma relagao de dispersao
¢ derivada para x . NOs nao vamos repetir aqui o trabalho desses
investigadores. De qualquer forma a nossa analise prova correta
mente que a velocidade de difusao vy (ou, o que & equlvalente
9B

~==) pode ser desprezada nas equagoes de equilibrio para o mo-

&t
do Kink Interno Resistivo, conforme ja haviamos argumentado na
intreducao desta tese. '
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IIT - 3 MODO DE RECONEXAO

Ha uma segunda possibilidade de escolha para as cons-
tantes a,b e ¢, embora esta (0ltima mic seja tao evidente como o
foi a escolha para o modo Kink Interno Resistiveo. A partif da
equacao (2-63) nos notamos que o comportamento assintdtico de-

sejade para & , ou seja, £ m-%_ pode também ser obtido  se

vo= ¥, = cte., e b = ¢. Entao escolhemos para ¥ uma fungaoc da
forma:

v vy v oedey (3-4)
onde vy = cte, e ¥, = ?1(x). Substituindo {3-4) nas equagoes

(Z2-67) e (2-68) temos:

3 Z 2
a” I A d° E a+b-1 x_ d 2b+c+d-a~1 _
3t T 7 e 7 e (3-5)
dy d . ody
d a
b : ¥
. - d — b- <71 1-a-b+d 1 1 d+i-a-2b .
‘PO + ‘iJlE( = ~x&c « + C"&*‘)‘(‘“—‘E 4 ot "5\“ ”E__ZE a (3“6)
X
A escolha possivel para as constantes a, b, c e d ¢
entao:
= ‘:?'_% \ = = 4 = mzm -
a =~ , b=co=4d : (3-7)

2
a’F A a? I3 ~ X d7vy
.3 ¥ C ? - AcC . 2 (3-8)
dy dy dy ™
. 1 dZW1
Yo = x5 * =3 5 (3-9)
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dy
0s termos Wl e C_H;~~ na equagao (3-6) ficam multi-
piicados por 52/5 ¢ podem assim ser desprezados. As. equagoes

(3-8} e (3-9) podem ser combinadas numa s0 equagac para £, subs

2 .
tituindo-se —%m MQ—EWI de (3-9) em (3-8}, obtemos:
dy
3 2
S N L T (3-10)
3 2 0
dy dx

Quando ¢ = 0, & equagao resultante & a mesma equacgao
derivada por Basu e Coppi para o modo de Reconexao (20}. Vemos
que para este.modo, o efeito dispersivo da velocidade de difu-
sao VO € importante, e pode alterar o auto valor r(ou seja, a
razio de crescimento y). A equacdo (3-10) tem uma solucio assin
tética dada por E ~ - YO/X de maneira que © casamento com a
solugac MHD ideal externa pode ser efetuado. A derivada tercei-
ra de & tem varios efeitos importantes nas caracteristicas do
modo. Inicialmente notamos que com ¢ = {, a equagdo homogénea
resultante admite uma solugdo para e uma solucdo impar. No en-
tanto com ¢ # 0 a soclucdo nao possui paridade especifica. Por
outro lade, a derivada terceira altera o comportamento assinto-
tico da solucac divergente de (3-10), ou seja(krgfveprg/ Zwﬁﬂ

S/B/SCl/E} quando ¢ # 0. Isto di-

quande ¢ = 0 para £ ~ exp[BX
ficulta a solugdo numérica da equacao (3-10) e também impede a
possibilidade de uma representagao integral conveniente para a
mesma solucao (20). Nos limites ¢ >> A e ¢ << A & possivel so-
lucionar a equagao (3-10) analiticamente. Estas solugoes e 0
ﬁétodo numeérico para solucionar a equacao acima serao apresen-

tados ap®s uma breve discussao sobre o problema de casamento as

sintdotico com a solucdo MHD ideal.
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11 - 4 CASAMENTO ASSINTOTICO PARA O MODO DE RECONEXAO

Podemos notar, da equagao (2-53), que o comportamento
assintotico da solugdo & na regido MHD ideal pode ser expressa

da seguinte forma:

A
1 4 H .
B g ] N —— [ g = E L:S“ll)
50 dr "e 1+r0 1TXZ e externo
onde

r-1r ) T T

X =l o A a . F_ 1 Oy (rydr < (=) (3-12)
Ty H r3} d }2 }0 — R
‘Df%m<qu, J

Usando agora (2-49), (2-51) juntamente com (3-11) pbn

ou equiva

demos escrever a solugao para & nas vizinhangas de Ty

lentemente x-0,

A

- _Hy - o -
£y = 50(1 * 1TX) x-+0 T T, (3-13)
Ay .
. = Egrx x+0 r o+, (3-14)
Ja que procuramos escrever todas as grandezas numa

forma adimensional e normalizada, continuaremos nesta pratica -
para fazermos o casamento assintdtico de forma correta.

Quando x-0 na regiao MHD ideal temos:

YB}Y = iFVlr = iFroyg

tomando
B
De d . d C
B 2 (“—“i‘j—d—rCi)('iX c Blr = ICTBO-G '&?Q}TOE b4
temos:
v = - eP7C T (3-15)
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Estamos considerando b = ¢ para que £ assuma o com-
portamento assintdtico desejado. Com estas consideracdes pode-
MOS €SCTrever uma expressao para o campo magnético.

A

- H ~-2/5 -
! EO {1 + 'ﬁ € ) X'+O r < TO
Eo= \ " s ' {(3-16)
z &0 ?ze yv+0 ro>oTy
.
A
—_ H -2/5 .
g “ey (¢ /5 X) x>0
ext ﬁ \ {(3-17).
L E, 2SR X90*

S

onde EG & uma constante.

A descontinuidade na derivada logaritmica A' &  dada

por (1)
C_ 1 dy, 14, Ca . o0
VTR E x0T F A e0m T T T
' 0 ~2/5
£
T
2/5
A = - ff | (3-18)
H
4
Vamos agora impor que as derivadas logaritmicas se

igualem em cada mudanga de regiao. Devido ao fato de estarmos -

tomando VY. = ¥y * ez/swl, ¥, = cte. Temos que multiplicar a

int
2/5

derivada logaritmica da regido interna por e para equilibrar

mos as ordens de grandezas.,

€~2/5 d
b

1 d

el S = e S *
dy “int'y~ ¥oxt dy "ext'y=+0

(3-19)
int
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' 6;2/5 EgTW'n* oo @g;__ éi'WeXtI >0 (3-20)
int OX  HHEOXT ext X X
onde Yine © Yoxy S30 0s campos interno da camada resistiva e
externo respectivamente.
Associando (3-19} e (3-20), temos:
EMZ/E WCL\y_ I _ﬁi/,i _(.i_\y 1 :_1 _él.._xy i -
¥oop dx intiyoe ¥ip dx intiys-e .Wext dy “ext x=+0*
14 |
S —y | - {(3-21)
yext dy ext’y=0
o EMZ/S d xre 1T82/5
AT T Eg Yine =y
int Y= H
; - x - Z/5
Usando a expansao Yope = Y9 t € ¥y
- Y I (3-22)
0 j-= dx ) . H
Da equacdo (3-9) nds escrevemos:
a’ -
=¥, = A(¥, * x&) , (3~23)
a 21 0
" .

que em (3-22) fornece a seguinte condiglo de casamento assinto-~

tico.

= E2/5

/e
A = A/ (1 + Xj?}dx S (3-24)
.’ -0 O

*H
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Potanto, solucionando a equacao {3-10) para § e usan-
do-a em {3-24) poderemos determinar a razao de crescimento do
modo de instabilidade ora em estudo.

Nao foi possivel encontrar uma solug@o analitica pa-
ra (3-18), como justificado no final da segao III-3. No entan-

to & possivel para valores assintéticos de c.
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Ity - 5 SOLUCOES ANALITICAS DA EQUACAO DE AUTO-VALOR PARA 0

MODC DE RECONEXAO

A equaciao (3-10) ou seja:

3 2
d o d — 7
¢ —xg &+ s & - x &= x¥,
dx’ dx
apresenta dois parametros a ser variados numa integrag¢doc numé-

rica. No entanto, uma redefinicao das grandezas nos permitira

reduzir o problema a um parametrc apenhas.

y
- - hpwil — {} — 1/4’ brd
Seja £ T ~a—— h e ¥ = A t (3-25)
.AI74
. 13 L7
% §~§h s 174 Q—ih R AT
dt dt
3 2
C d d 2 ,
— —xh + =——=h - t"h = t (3-26)
IPLTE I dt?

definindo o parametro

A= ck—5/4 (3-27)
temos
3 2
2 dn e don - thh o= ¢ (3-28)
gt dt

SOLUCOES PARA VALORES ASSINTOTICOS DE &

A) L o<« X

Neste caso podemos expandir h em funcdc do parame-

tro pequeno A.
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2
ho=hy + Ay + ATh, + ... | (3-29)

Usando (3-28) em {3-28) obtemos:

(hy = t'hal e (g o ony - R

L T (3-30)

Donde obtemos a seguinte hierarquia de funcgoes:

oo Z -
a) ho t h0 t

Y 2 . — [N A)
b) hy - t’h = - hy (3-31)
¢) hY - t2h, = - B

) 2 1

', d . )
onde o simbolo hi rEs hi bem como para ordens superiores.

Podemos notar, no sistema (3-31) que as solugoes das
equagoes a e ¢ sao impares e a da equagao b € par.

Usando as definictes {3-25) em (3-24) obtemos:

e | 2/5
3574 [ [reth(e,n)]dt = - ﬂle : (3-32)
“”/—“m

Portanto, como hy & par th, ¢ Impar e ndo deve afetar
a integracao (3-32) por ser simétrica. Definindo.

7

G(A) = ,/ ) i+ th(t,a)] dt (3-33)

N # 2 O5

utilizando (3-29) em (3-33) encontramos:

/e 2 /e
/ —o

G(A) = ;’ (1 + tho)dt A

et g
-

thydt + o(a%) + ... (3-34)
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de (3‘“31) hY
‘ _ 0
tho = '—t‘— -1 (3"'35)

(53-35) em (3-34) fornece:

/2 ae gl 2/
G(A) = at & w s a4/ th,dt (3-36)
A T A IR
E possivel uma solugao analitica para a equagdo  "a"

do sistema (3-31) como também a primeira integral em (3-36) con
verge facilmente. Uma discussao detalhada desta solugao esta
ne apendice C.

Da equacao (C-227Z) e (C-38) temos:

G(A) = 2n %%%%%%_ s 2,254° (3-37)

Usando os valores conhecidos da funcac Gama presente

na eqhagéo (3-37) encontramos:

2

G(A) = 2,12 + 2,254 (3-38)

Finalmente combinando (3-27), (3-32) e (3-38) encon-

tramos:
2 2/5
5/4 < o . T ' .
X (2,12 + 2,25—;:377) = AH _ (3 39}
2/5 _
2202w e 8y s 2o (3-40)
i ' x
Resolvendo {(3-40) para AS/Q e usando a definicao de

x (equagao (2-~062) temos.
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- - 4/5
3/5 2/5 2 4/5
v = £ .50,24 [- 55— r (T - 19,08 cHyl/e] (3-41)
H % H AH
. -
ou seja: Yy = YULI ~ 0,39A§n34/5 cz)
B) A= 0

0 calculo para A' ou equivalentemente para G(A),quan
do A = 0 foi efetuado por Furth e colaboradores (1) como também
per outros autores. Na realidade, nestes calculos 2 era manti-
do no lado esquerdo da equagao (3-10) e o termo <c&' era des —
prezado como ja frizamos anteriormente. Desde que somente a par
te antissimétrica de (3-28) contribui para A', esta omissao
tem um erroneo efeito sobre A', tornando-a aparentemente inde-
pendente de A e consequentemente independente de Vo

De (3-37) encontramos para A = 0.

H3]

G(C) = 2nT(3/4)/r(1/4) & 2,12 (3-42)

cujo calculo detalhado estd no apendice (.

Da equacao (3-32) para este caso.

2/5
sro= a2t ey = 2am . o e (3-43)
H
\5/4 L, 1(1/4)
2ur (3743
e usando novamente a equagao (3-10)
~2/5
H H
2/5 2/5 _
. € i e’ 4/5 _
Y = m**_;“—"'— L 1.48 "”"‘i"*‘“‘“ :t (3 44)

H H
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O A o»>» 1

O caso de grandes valores de A acontece quando a re-

/4 se torna grande. Isto acon-

lacdo entre as grandezas ¢ e A
tece ou quando o valor ¢ € demasiado grande comparado com = o©
outro,ou simplesmente quando A>0.

Ndo podemos entretanto, simplesmente TOWAT - o lim A-e
na equagao {3-28) porque a funcdo h nao exibira o comportamento

assintOtico correto. Vamos entao reescalonar as grandezas com

c objetivo de preservarmos o comportamento h v % quando t-oe, Fa-

zendo:
- ,4 . 1. = LD
t = A%z h = a°f (3-45)
0o exato valor dos parametros a e b para que seja alcancado o}
objetivo desejado &:
.1 ) 1 s
a= <z e b = - T (3-46)
ou seja
3
é“g r - sz = Z ‘ (3-47)
dz

Neste caso a funcao G(A) torna-se:

G(a) = A1/5 ffﬂm[l + zf[Z)sz = x"1/4c1/5j/pw[l-+zf(z)]dz

A e N
/—X ) y .
1im SLA) . lim’// [1+ 2£(2) az (3-48)
175 o |
Ao A }c+oow -
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Tomando a transformada de Fourier de {3-47) temos:

2

3;% + ikSg = - 2ﬂi;§35(k) | (3-49)
Frem] =em = [ e eaa | (3-50)

onde 8{k) € a funcdo de distribuicgido delta de Dirac.

A funcdo g(k) € bem comportada em toda a regifdo do es
paco, o mesmo acontecendo com sua derivada. No entanto g(k) ¢
descontinua em k = 0 e sua primeira derivada ¢ descontinua de
salto infinito, conforme a discussdo apresentada no apendice C.

Da equacgao {C-43) e (C-44) a funcao g(k) pode ser es-

crita como:

f A u(l)/u(o) k > 0
g(k) = ' {3-51)
‘\ B u*(-k)/u(0) X < 0
N
onde
u(k) = kl/zﬁg}% [ 2 in/t (572 ] (3-52)
wr(-k) = kM2 (2] [ L oin/h 52 (3-53)
de (C-51} e (C-52) encontramos que:
A= - rTan({5) . B = “1?[Tan(f%) - 2i] (3~54)
De {C-53) temos que:
2£(z) = -1+ lim [g(-e)e’®% - gle)e 167 ]  (3-55)
g+ *

usando {3-55) ou simplesmente {3-55) em (3-48) encontramos fi-
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nalmente que:

1im EEA

% =2 : (3-56)
Ao A _

Tanto (3-37) quanto (3-36) foram integrados numerica-
mente usando um método desenvolvido por Sakanaka, Galviaoc e Ma-
chado o qual serd esquematizado na proxima secdo.

De (3-32) e (C-55)

5/4 1/5 5

= chl/

cte =4'= k5/4G[A) = 24 (3-57)
ou seja
ﬂEZ/S (3-58)
Aoom e -5
22X clfﬁ
I
ou ailnda
ﬁ€4/5 (3 9)
L O — ~59
27, A C17§
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II1I~6 SOLUCAO NUMERICA DA EQUACAQO DE AUTO-VALOR PARA O MODO

DE RECONEXAQ E RESULTADOS

0 nosso objetivo aqui & encontrarmos a auto fungfo,so
lugao da equagao diferencial (3-10) e que exiba um comportamen-
to assintotico hiperbdlico quando to«x. Em seguida calcularmos a
fungaé a' {1} equagdo (3-24).

Para alcancarmos este objetivo, fizemos uso do método
numérico desenvolvido por Sakanaka, Galvao e Machado que passa-
mos a esquematiza.lo como se segue:

De forma mais geral seja a equacao (3-10)

3 2 2 b4
d” = Aod e X" o= 0
CLE o+ 28 F . X% o=, (3-60)
dxj C dXZ < C
como a solugdc assintotica Yp = - % limite t»«.Usaremos a se-
guinte discretizacgao:
= = ok - - = : '
to= {t, ), Y{t) = (3} , ho= ity -t =cte. ke[ 1N }
(3-61)
utilizando também as diferencgas finitas
YU oA (Yk~1 - 2Yy +'Yk+1}/2 ' (3-62)
e -y - 3 a— .
YA | Yy o, * ZYkml 2Yk+1 + Yk+2}/2h (3-63)

Usando (3-61), (3-62) e (3-63) para aproximar a equagao {3-60)

obtemos:
k = 1, N (3-64)

onde Dy ¢ um operador definido como:
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P gd = Mg oy T OBt Wiy T Y (3-65)
e Zk = ntk , onde
onde
o = 2 + 0o , o = 2xh/c By = - 26 , vy = - 2+ @
s = 2h°/c = 5y g, = g, - 6tZ (3-66)
» 0 ’ k 0 k

0 sistema de equagoes (3-64) pode ser escrito na forma

de uma equagao matricial:

D (Y} = {2y}

(3-67)
o §
.ID 1 Dk }
8 100 0 £, g
1y | 2 T
o BZ‘Y 1 0 0 0 fl
-1 o 83'y 1 0 5 o
0 -1 o 84 Y 1
i
-1 - - j
- 'Y 1 -
= o Hav 1 r
-1 % @_Y 1
0 -1 ) %+1y
: ~1 o
% ¥
' 1 :
o - (3-68)
N-4v 1 ]
; R Y '
0-1 « BN_Z l
: Y 1
?_gl 0 0 0 -1 o) EN_I v
-vg; ~g, 0 0 0 -1 o BN
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onde fi € g5 - i = 1,2 sdo escolhidos de tal forma que a solugdc  assinto-

tica fica introduzida nas extremidades do intervalo. A matriz 1 pode ser

Fatorada em duas matrizes; uma direita D e uma esquerda £. Tal que:

-

E.D = D (3-69)
1 0 0 0 f
a, 1 ¢ 0
b3 az 1 0
G b4 an 4
oooooooo ’ - (3:-?0)
Doy %z 1
-1 Py ?
- bk ay 1
0 Prep P
10 0
bN~3 a3 1 0
b2 -2 1
ry T T3 TN-a TNz T2 |t O
. . Shio Sz Swo S _
S1 S5 Sy N~4 7“N-3 "N-2Z | "N-1
¢ 4 1O Py 9 7
6 o, dgl P, q
0 0 (;"3 d4 p:z) q3
0 0 0 g : :
%2 %110
D= C 1 :
k-1 %k (3-71)
% et |
. - 1
ey 11 0 0 |
N dN-”4 1 0 , :
N-g -3 Pn-4 GN-g |
. &
0 ooz dyez | PNz -3
o 0 SNz PNz N2
PNl -1
A ) qN :




onde os coeficientes A b.

1

A6,

, ci,'di sac dados pelas seguintes

férmulas de recorréncia encontradas, usando-se a equacio (3-59).

&1:

- = - = = :--“1
by = by =0, ¢y =8y, 2, =afBy , dy =y, bg=- 8
0o Py = fpeap = - ey, ay = £ - a,q
YT Ay s Gy T By 7 by -oapdy

DyProy = 3gProq > G T TPyApig v Gy
=1 % Py.z v PNz T Y * Pyog
ltag, s a7 E
O, vy = - gy/8) » 1, = - rydy/c,
0, s; v81/81 5 s, = - gy * sydy)/c,
= c_1 - T g ¥ I + 5 ¥ o= af + T

N-3 N-3° ®N-2 N-2 N-2° IN-2 N-z 7 IN-2
N-2 N-2

= By_1 ~ 2 T p q =y~ 2. T.q

N-1 ~ TxPx N-1 “s Tk

| N-2
= e 2o mad /Py o Ay T By

k=1
TE;J
e Sy 7 SNL19N-1 (3-72)
k=1
= (o - b, . -dk)/c, , b = - 71
k+1 k ¢ Px+2 X

Com 1sto podemos escrever:
“1
Ly T 3%y
23 - b3x1 - a3x2

_.b-
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XN-3 % PNe3 T PNosFyes T Ay-3XN-g
XN-2 % EN-2 T PNe2¥N-4 T An-2%N-3
N--2
N-l T OEN-1 T ZET "k

k=1

N-1
TN -gg; 51
Ty T Xy/ay
Y =

N-1 = (yer ™ Ao/ Phen

Nez T Oyog 7 Prop¥ney T e ¥Nd/Cyeg

Yoz = (nos ~ dyopnez 7 Ph-aYnen T OnesYd/Ones

(3-73)

Ve = O = dig Yy © Y 7 PVneg - 3 Y /G

Feito isto; escrevemos um programa em FORTRAN e in-
tegramos a funcgao desejada.

Da equacao (3-10} e (3-24) notamos que a auto-fungiao
Y(t,r,c)] depende do parametro ¢ bem como a funcio A'(A,E) ,
equagao [(3-24). Usamos entaoc o procedimento descrito na secdo
IT1~-5 até a equacao (3-28), onde, para efeito de cidliculo numé-
rico, tomamos x = wo = 1.8 definimes A = ¢. Estsas considera-
coes nao alteram em nada os resultados, porque todas as infor-
magoes contidas em A ¥y € C Dpassam a estar imbutidas no pa-
rametro A . Com isto a equacgido para A', equacdo (3-24) tor-

nou-se a equagao (3-32), ou seja:

st o= 22t /f [1 + th{t,s)] dt (3-74)

uma solucgdo tipica de auto-funcgdo h{A,t) &€ apresentada na fig.
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(3). Pudemos notar que o comportamento assintotico para a au-

" to-fungao h{a,t} ~ 1/t quando t > t independe do pa-

critico
rametro A. O que na realidade acontece € que o perfil da auto-
~funcaoc, fig(3) achata-se e alarga-se para valores <crescentes

de A e assim os seus pontos criticos se distanciam mais um do

outro. Efetuamos a integracao da equacgao (3-60) na forma (3-2§

5

para vdrios valores de A abrangendo um intervalc de[10 7,200]e

em seguida calculamos a quantidade I(A), equacao (3-34) e en-

contramos que no limite A-»w 1im l%%% = 2,20, Pudemos também
A

. )
notar que este limite ja & alcancado para valores nido exagera-

damente grandes de A, ou seja A 20 1e.

. tfA) .
lim 175 = 2 20 {(3-75}
A--20 Al 5 .

A tabela I mostra a relacdo entre as varias grande-
zas A, I{A}, G(Ap), G(Ag), WA e v/B, cujas representagoes ang
liticas estao esbogadas na propria pagina da tabela 1.

Para a construgéé desta tabela fizemos uso das rela-
¢des (3-27), (3-32), (3-33), (3-37), (3-48), (3-57) e (3-75).

Podemos notar que G{A) assume valores consistentes
com I(A) para pequenos valores de A. Ja as quantidades G{Ag} e
L(A) nao tem significado para valores pequenos de A. Estas
fungdes, ao contrario de G(A],SS assumem valores consistentes
para grandes valores de A

Finalmente a figura (4) mostra a dependencia expli-
cita do auto-valor y com a velocidade de difu§§o VO‘ Esta figu
ra fol plotada usando-se simplesmente as quantidades Vo/A e
v/B da tabela I. Encontramos uma atenuacac na razao de cresci-

mente v, em virtude das contribuigoes do fluxo difusivo VO’ de
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cerca de 35% em torno do valor c ~ 2. Este valor € realmente
uma quantidade caracteristica da difusdo. No entanto, o valor
A nao pode ser tomado arbitrariamente grande. Este efeito esta
bilizante nac acontece nas mesmas pProporcoes pafa A(s) grandes
como para A(s) pequenas. Da figura (4} podemos notar que pa-
ra A »> 1 a variagao relativa de v em funcic do parametro Vd
& muito mais suave que para pequenos valores de 4. Observamos
também que para A = 0 ha um valor critico para o auto-valor v

dado pela equacgao (3-44}

s 245 2/5 L2/5 475

c .
AL o= - ou vy = == I - 1,48 o
cr;t AH Ty L AH J

para valores iy < 0 temos y como um numero positivo e portan
to o fator exp(yt) da solucac, dominard o comportamento da
auto-funcao £(T,t).

Para qualquér valor de VD # 0 teremos ¢ # 0. e o au-

to valor vy da equagao assintotica {3-41), 6 sera sempre menor que

o auto valer v __e... ., relacionado a &

cCritico crit.”
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-SUPERFICIE PERTURBADA

y rBz
SUPERFICIE ONDE q(r) =
RB,
(a)
qzi§ r= ro

(b) (c)

Fig. !



camada resistiva

& ,
a) m=1 Kink interno resistivo
fo ¢
b) | m= | modo de reconexdo
A
U r
o

o |

comada resistivo

g{r}

d) ,
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o I(a)
1,00x10'5 2,12
1.00x10 > 2,12
1,00x10 ™ 2,13
0,50 2,22
1 00 2,35
1,50 2,48
2,00 2,60
300 2,78
4 00 2, %
5,00 3,06
7,00 3,26
1 00x101 3,50
3.00x10% 4,35
3,20x108 4,39
5.00x10% 4,81
1, 00x10% 5,53
2,00x10% 6,35
/o

1(A) = /f 1+ thit,n) ] dt

VA

G{A = ZA il

{ g}

‘V‘-U/A = '_"'{"'"'"' 3 A
35 -1

B = Ty

G(Ap)

2,12
2,12
2,14
Z2,068
4,37
7,18
11,1x10°
Z,24x10
3,81}{10
5,84x10
1,12x10
2,27x10
2,03x10
2,31x10
5,03x10
2,25x10
€.00x10

L ¥ S BN S R O i s e

TABELA 1

G(ag)

0,%
0,80
1,26
1,74
2,00
2,17
2,9
2,49
7,64
2,76
2, %
3,17
3.9
4,00
4,37
5,02
5,77

;o G(A)
==cl—5/4 © LA
T
To'p

L{A)

8,44
5,33

3,38

It

3

7,55
2,35
2,29
2,26
2,23
2,22
2,22
2,21
2,21
2,20
2,20
2,20
2,20

2,2

3

VO/A

-4
4

4,72x10
4,72x10
0,05
0,23
0,43
0,60
0,77
1,08
1,37
1,63
2,15
2.86
6,
7,29
1.04x107
1,810
3.,15x10 *

2

= 2,12 + 2,257

v/ B

5, 50x10
5,530x10

5,50x10

5,2%10

5,05x10
4 80x10
4,70x10
4 ,40x10
4 . 20x10
4,10x10
3,90x10
3,75x10
3,15x10
KN 102(10
2,80x10
2,54x10
2,35x10

54

-2
-2
A
-2
-
~Z
-2
~2Z
2
-2
-2
-2
-2
-2
2
A
-2
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CONCLUSQOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS

Como salientamos em varias partes deste trabalho,até
recentemente, os trabalhos tratando instabilidades resistivas
em plasmas, sistematicamente despresam a influencia de fluxos
de difusio Sobré a dinamica do plasma, argumentande que os mo-
dos resistivos tem uma escala de tempo muito mais rapida que
T No entanto, a escala de tempo correta, esta reldcionada com
o tempo necessario para o fluido atravessar a camada resisti-
“va. Em outras palavras VR s6 deve ser desprezado para modos
em que ya/VR >> 1.

¢ modo Kink Interno Resistivo tem uma razao de cres-

cimento dada por y ~ El/BTél e a largura da camada sfuel/s T

—1/2>

0 -
Portanto, para este modo, yé/VR g > 1, nao devemos espe-
rar que o fluxo de difusao afete a instabilidade do mesmo. Es-
ta hipotese foi confirmada rigorosamente neste trabalho, Na
secao 1II-2, concluimos que o escalonamento das grandezas tal
que o comportamentc assintdtico g+1/x, x»= figue estabeleci-
do, leva-nos a outras equacgoes, contendo apenas 0% L[ermos de
menor ordem. Neste escalonamente, todos os termos contendo

c(V sao de ordens maiores que os demais termos. Portanto,pu

Ny
demos concluir finalmente que o modo Kink Interno Resistivo e

indiferente a presenca de fluxcs difusivos através da camada

singular, onde estas instabilidades tendem a se desenvolver.

No entanto, para o Modo de Reconexao, Y'Ues/STél e

& 52/5 Tos temos que Yé/VR ~ 1. Portanto, sob este criterio,

a probabilidade do mode ser afetado por fluxos de difusao €
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bem grande.

Resolvemos este problema da forma padrao usando teo-
ria da camada limite. No entanto, o fluxo difusive introduziu
um termo de dispersdao na equagao de auto valor para & , remo-
vendo as propriedades de simetria e paridade e obviamente im-
pediu~-nos de encontrar uma solugac exata e geral em todo 0
espago complexo para o auto valor .

Foi possivel encontrar solucdes exatas para valores
assintoticos do parametro A e portanto do fluxo de difusido.

Para A »> 1 encontramos gue a razao de crescimento
tem uma dependencia direta com o quadrado do fiuxo de difusao
e & sempre menor que a razdo de crescimento anteriormente cal-
culada para VR =0 . eq. (3-41).

Para A= { encontramos ¢ valor critico da derivada

'

logaritmica -
g crit.

que define as condicotes de instabilidade

do modo, conforme expresso na eq. (3-44). Para », < 0 o© mo-

H
do se torna instavel.

Para A >> 1 encontramos que vy esta relacionado com o
fluxo de difusao mediante uma potencia (~1/5), eg. (3-59). Tam
bém neste regime a razao de crescimento y e atenuada pelo flu-
xo de difusao embora o seja de uma forma mais suave.

Para valores intermedidrios de A conseguimos o auto
valer v numericamente. Para valores caracteristicostTth v 2
da velocidade de difusdo encontramos que o auto valor y € cer-
ca de 35% menor que o anteriormente calculado para Vo © 0.

0 auto valor y mnostra uma dependencia razoavel com

o fiuxo de difusdo. No entanto a influencia relativa para va-

lores grandes de A se torna muito suave como podemos notar na



figura 4.
Em suma, podemos dizer que & consideravel o errov de

se desprezar o efeito de um fluxo de difusao no modo de Reco-

nexao.

Uma extensdo possivel para este trabalho e retomar:
nmos todo este tratamento, tanto para o modo Kink Interno Re-
sistivo como para o modo de Reconexao, incluindo também oS

efeitos cinéticos do plasma. Tem sido encontrado que os efei-
tos cinéticos ocorrem com um carater estabilizante em alguns -

(20

modos e especialmente no modo de Reconexao. 'Um tratamento com
pleto incluindo a velocidade de difusio e os efeitos cinéticos

deve levar a resultados muito bons.
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APENDICE A

Pretendemos trabalhar aqui de forma mais detelha-
da, o sistema de equagao que descreve ¢ sistema perturbado.
Iniciaremos pelas equacgoes [2-24), {2-25), (2,26} e (2-27)

que se seguem abaixo.

. 8-\?1 Y Y - -
. T r =
p{}VXL PEn + [\10.v)‘v1 + (Vl.v)vo ]
P ox [ (oxBxB, + (vxB,)xB ]} (A-1)
){ i7 0/"*"1 1’0
3%1 —— Y M . SO ncz BN
—— = Vx [V, x B, + leBO_J -~ v x(VxB) {A-2)
o
v.B = 0 (A-3)
1
v.V, = 0 ' (A-4)

Decomporemos as grandezas perturbadas em componen
tes de Fourier da forma:

-

£ (roz,t) = £(r) exp [1( me+kz) + vt ] (A-5)

portanto o comprimento de onda na direcao longitudinal, €
dado por X = 2Zx/k. Como ja dissemos, o nosso sistema de
equilibrio & um modelo para uma estrutura toroidal de raio
maior R. Um numero inteiro de comprimentos de onda tem que

caber dentro de um periodo do sistema, ou seja,

2wR = ni k =

ag
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Experimentalmente & verificado que so os modos com
longo comprimento de onda, sao perigosos para a destruicao
do equilibrio. Em particular |n|= 1 o que implica que % >> 1

ou

ka << 1 (A-6)

Esta quantidade sera usada como parametro pequeno
de comparacdo para simplificar a algebra envolvida no trata-
mento analitico do problema ora apresentado.

Vames primeiramente desenvolver a equagao (A-1) u-

sando propriedades do operador nabla v

r 3 - -t o e 1,:}, rl
+ E
v X | V, + (Vg.v)v1 (Vi,v] 5

?0 L3t "1 -3
j%f- 7 X [(Vng)xﬁl + {VXgi)xﬁo ]
ol 5 Ky A 5 A 5 _
Sejs = -2 AL I . -
Seja ¥ S Vo (Vv (VD (A-7)
. " .
Vo2 V(). 0, 0] (A-8)
Vo= [V (re.z, )V (rie,2,1),V, (r,0,2,8) ] (A-9)
i ¥ = r .._§._ o 7 A -
(vo.v)v1 \fo(r) Y Vl(r,ew,t) (A-10)

b

) - _ W g .
(V1 -0V = [Vyp(r 0.2, 0) 50 Vo (r),

;

Vle[r,e,z,t)XO(r} Q]

r 4
{(A-11)

Por simplicidade, nao escreveremos mais as coorde-

nadas das grandezas.
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- V..V
.i') = . <+ ..-.M.?,Hm __8_.._ i .......MB«M 18 0.,_.
[ler 0 ar Vlr ¥ V1r 3T VD’ leéFVO arvie * T ’
lez VG 3T 1"12 i (A-12)
iji* 43 (vV Vv i V, -
T 36 1z O ov 1z
V..V
) 3 1870
- ar (WVyo * Vg 57 Vye * — )

2 P 3 ]
- [ e 7 —_—
3z (yvl arvbvlr) Br(y\lz * VG T Vlz) ?
V., W ‘ )
1 ar 5 160 1 3 3 -
OV Ve aE Vit ) T p g UV v ar VeV ) ]
usando (A-5) encontramos.
vx;g = im (yV,_ * jﬁlwﬁm V,_ ) - ik{yVv,,. -V 2y 3
" T YVig r or lz T™1s g ar 18 77
ik(yV, o+ 2VV. ) - (V. o+ v, v, )
] ir 3r 0 ir ar Y1z ¢ sr 1z’ 7
1 ar ] .oim 3
Far OWVpg * Vg5 Vig) = 5 GV v gy vy 0] (A-13)
Trabalhando a coordenada 7T e 8 de (A-13) encontramos:
3 - i - - .. 9 _ ' _
[vx 2] Loy [mvy - kv ] vV, SR eV, - (koY )Y (A-14)
[yx2] = ik(yV,_ + -5V )V, +ikV, = V. -
L 49 ir s 07 "1y 0 sr "lr
] d 3
-7 57 Viz T 37 Vo 3 1z (A-15)
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Deixaremos o0s resultados (A-14) e (A-15) para futu-
ros tratamentos. O nosso objetivo a seguir € conseguirmos um

sistema de duas equacoes contendo apenas as grandezas Vlr e

Bir' Com este intuito, definiremos o operador ﬁ COMmo se
segue:
o=To, -2 L] (A-16)
L az T 39 _ :
E tomaremos W.(in}
W (fo-’:‘) = v(kz +¥£)V + (k2 +Ln~%)-i-‘\f M + —E-}—(jk\/ ) o+
: LAY YZ- 1r rZ ar 0 1r {ar iz

. 2 . } .
I ar im i 57 Aim 1l ar 3 ,im
Z2ar Ut Vi) ] " zer Vol Vied T [;“z“'a‘?"’e“s‘%(?‘fle)*

3 2 - -
o2 V) R (kv ) (A-17)
Seia A, = L. [ wﬁﬁi {iﬁ v )-+r2 ii[ikv ] J usando (A-4)
eJa - r2 L or r 1la 3T 1z
- Y 3r . 3r 2 S _
A1 r2 3r  ar Vlr T {1k\12) (A-18)

ou seja estamos fazendo uso da hipOtese de que ¢ fluido €& im-

-t
compressivel V.V, = 0.

. 1l 7 oer 3 im 2 9 A
seja By 73 L5 Vo 5 GiVie) t T e Vo it (Lkvlz)‘J

também usando {A-5]
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2
I SU:E S L2 B S Ly -
Bl h 7 51 Vo 2 Vir ) 3 rVO(lkvlz)
T ar
= () 3 . .
© o ar RV (A-19)

I S im I S 3 . -
©17 77 r Vo5 Vig) 7 3700 3r TVir

A S v ik, ) (A-20)

2 ar 0 1z
Rearranjando Al, B1 @ C1 algebricamente, encontra-
mos as seguintes expressoes:
Al :

PR l‘r - Y 9 5 .._.3_.._ - _%L ' -
Ay 2 3 ar T a1 r— (1kvy,) (A-21)
poo .18 20 8% o2 a3
1 . aT 0 2 r 2 ar 0 8r lr

T 3T T
2V
1 3 . 6 3 -
L2 S rvﬁ(lkvlz) T r  sr ( kvlz} (A-22)
Coo= - A2 gy By oL oy
‘1 2 ar 0 ar ir 2 9 0 1r
T T
- A2V tikv, ) (A-23)
rZ 3T 0 1z : '
. 5 2w’ 2 mf 3
W. {'\?X‘a{’) = vy (k7 + _;T>Vl + (k7 + 5 3 "g—r—vovlr + Al + Bl+ Cl
N 2 2.2 a4 4 1 s 303 ]
(7% E) 2 ‘(m * kT 1) Vlr T AT T ar Vlr ¥

=i
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(A-24)

Vamos agora trabalhar o lado direito da equacao (A-1).

seja:
N - i . Y - D = - =Y
(VXBOJKBl-%(VxBl)XBO = (BO.V)B1-+(Bl.V)BG-—V{Bl.EG) {A-25)
> T Bi1gPoe 3 3 ]
(B,.9)By = |- =% » Bir 5 Boer Bir 31 Bos (A-20)
. B..B
18, = im g - 08716 im
(By- V)8, [ + BoeByp * 1KBy By T 1 DBpsBye
B..B .
. G71lr 1im . :
tOLkBy Byt e 7 BBy, 7 lkBOZBlzl (A-27)
A r n - . g
Se K = [0, 2, k] e By = [0, By, BOZ] (A-28)
S o ) -2
F= K.By = 2= B, + kB, (A-29)

_ . -y i r--‘a ‘ o . _ 3 U
B o= (IxBy)xBy + (VxB )xB, ' {A-2U)
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vxf = (3P (iFBy, + By ot By ) - ik(iFB, + By B BoiBlr)’
o k(1FBy - BﬂiBle} g%(iFBlz v By é% By,Jo
AN e __zBoiBle ] (A= 31)
fizemos uso da propriedade v x v(f) = @.

As componentes radial e azimutal de (A-31) podem ser

expressas Como:

31 = F - lr 8 mprp “00,.2, ,2.2 A~
[vxB], = F(kBy, - =B, ) + —L L R[F-2(n" + k°r5)] (A-32)
2kB 2z 2kB
uvEl = (—— 08 _ xp . B 08 3 3 _
vabje - m oy KE Srz BOz)Blr+ (—= arBOz) ar Bir ¥
TZ2iB
0o 2.2 .2 ;} : igp A _
+§;:;§m_ (k"r7) - ST F By, 1F 37 Blz (4-33)

Também guardaremos os resultados (A-32) e (A~33) para
posteriores tratamentos.

Aplicaremos o operador W em (A-31)

2 2B, . B. .
. Y 2z . i 6718, . d
W.(vxg) = (§74“k }(1FBir'- Or )+ I?V 5T Boeglr

T T

*

+ I'Z —Sai: lF(lkBiy) l +

1 5 _Z....1im
E'ﬁr 1R Byg)
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A [ A RN | A T - .
Pz Lar B oar TOT Bood T aeBre sy iBg,) | (3w
A T3 pipdinm 208 nes e
Azw“12 [ 57 TP Byg) vt ogn F(lkB}z)] . {A-35)

Usando a equagao de Maxwell (A-3)

. - iF 3 8 oA BFy 8 3 G
AZ - TZ r T oar t Blr r2 (ar)(rar rBlr] T F(lkBlz)
(A-36)
S S B B m 2 3 3 .
BZ = I_2 LosT rBlr T r(r BOe}'Fr AT Blr ar(kgﬂz)}
I 8 . .8, i 8. 9 -
T2 Blr 5T © 3T ko = (r ar k) 3T Blr
T T
- L X rs (kBy ) - o lrB A (kB ) ] (A-37)
r2 3T ir 0z . r2 " 1r ar 0z '
L ke
de (A-3) Bl@ =+ = 3T rBlT . Bl?
Z 2B B
. 2 e 1e
(2 z (;7 + k7Y (- ———;7““0
21B Z 2B 2 .
. e L 2.8, T O0pm Z -
€ = mr (rz'*k )arrglr"k mr (1,2*}'k )(kr}Blz (A-38)
W. (vx8) = W2+k%'ms #1093 g B A +B,#C (A-39)
- (vxg) 2 B "7 57 Pt T2 Bt Y

simplificando (A-39)
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- vy o iTF 1 a_j‘ 1 7 3 3 _
W. {7xg) i:? s S B1 ;7; LH(r)-&arr 37T J (rB )}
Z1iB 2B
L TTT0e 2 24 38 H;w_[_“_m()e 2 2.2 ]
é;§~(k T )3¥rle‘+ Tz !5;—(m +k%r") + 2F (kr)BlZ
(A-40)
onde
2.2 2
_ o 2..2.2 oo 2K°r® om m- 5.
H(r} {(m™ + k T I)E - :;j_ (?BOO By vl Oz}

Tomemos agora a equacao (A-2)

R 2
B R L e (U xR e T LB 1 - mel 3
SB = vx Lvoxﬁl + leBO] 7o Vx(vxB.)
v ¥R = I 1 —
VgxBp = 10. By . VeBig (A-41)
"? = [ 1 - P . A -
VixBy = | VyoBo -V Boo =V B Vo By ] (A-42)

oV xB, o= LvlaBDz = VizBge-

=
|
-

“VeBy, 2 VpBggds VBt VerOQ} (A-43)

kl

VX g = [iﬂ V.B. + ™ v B 4 ikV.B. + ikV. B

. T 0716 T ir 0so 071z 1r 0z°
ikV. B, - ikV, B - 2y B - 2 vy B
i 1870z 1z708 ar 0716 or 1r Qe”
L8y ey © . im im
T arrEOBlz T arr‘erOz T V18BOZ " VIZBOe]

(A-44)



Y
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. [iﬁ'iirB y g alp e sklp, - kmpo
rZ ar” 16 r2 1r 1r ar iz’ r lz
2 5 1 3 in 3 “lp ik 3

YEByg m 37 T3 Pe Y Y 3% x 0 7 3T Pig T

I S R B W ﬁi g. - Mk g ] (A-45)

T 8r 3r 1z 2 71z r 1§ ¢
VX - D VXfVXﬁ ) (A-46)
dx A

Vamos tratar a equacao (A-44) separando suas componen

tes usando (A-3), (A-4) e (A-5).

PARTE RADIAL

v 2.
| = 10 ...___O__a_ ..nc _Z_{._EE__B___
YBlr - lFVlr T arrglr Iy (TZ 5T Bla *
m2 2 P
f Py TRB T Akgy By
y 2
. 06 8 ne’ {L;mga 3 94
YBlr 1}Vlr T Brlglr ¥ 4 rSarr 3dr lr
2 2 2 Byr 2ik
R e = l
. .
onde
im 9 5 1 2.3 3 Bir 9k
2ot TSP T T3 et st T2 YT

(A~47)

(A-48)
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PARTE AZIMUTAL

. rpr oo 3. _ 9
vByg = 1KV By, - 1KYy Bog ~ 53V0B1e T 37Y1rP00
- Dt (- kmp o, x4 - L1 9 g g A %li )
4w r 1z 10 ar r er 19 ar r
(A-48)
3 .. - 3 Bf}e
1RV B, = KV Bag = 33V By T AV 7 YL 5T T
) B
2 1 2 _ 1 3. 3 la
T ar T E?TBIG - v ayY 5FP1r T 2
m m2 omi mi 23
- (kB ) o=y By - Sy By oo- o aeBy
T T
B
- - 8 08 _ 3
1Big T ARV - VL 5T Y 57 YoPye ¢
+ T]CZ _1_ kN iB ~ i (m2+k2r2+1)B + Zim B —I
47 v o3r arl1se r2 718 rZ ir .
(A-50)
PARTE AXIAL
: N N I im im '
YBlz - T arYVOBlz T BrrVUBOZ T VieBG 'rvlzBGe
ne” ik @ 1 3 2 m2 mk
S U artByy T T AR 3tz 7 By, - % Bla)
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1 3 im im s i 4
T r g?rverﬂz 77V16802 ) ?VizBOG i?vlz Vir drBOz

ik _mk 2
ENE T T B9 * KBy,

- .18 8
vBy, = ARV = 25Vl 7 Ve 57 Boz t

2.
ne? 1 oa 3 1 .2 2.2 )
* A ;_—1: -é_fr E\_?Blz ;? (m= + k'r }Blz] (A-53)
[oxBl = L [vxB] (A-53)
Pp iy A o
o Tvxdl = 2o [uxé] (A-54)
0 ) 4y L B8
S 1 s o )

o W Lyxp] = W, [vxa] (A-55)
S = [yxPl - ne’ Cvx (vxB, )] (A-56)
at 1Ir . jr 4o L 174r
3 . e _ ne? r _ 9 | _
tByy = Lvxfl, - T [vx(vxB)], (A-57)
3 - nel .
sEBy, T vaﬁﬁz - = th(vaI)IZ (A-58)

Portanto este conjunto de equacoces forma o sistema

de seis equagoes diferenciais linearmente independentes dese-
jado.

Podemos notar que em todas as equacoes deduzidas até
agora, somente permaneceram as derivadas parciais na coorde-
nada v como consequencia do fato de que as grandezas pertur

badas foram escritas numa representacac de Fourier  conforme
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(A-5). Sendo assim abandonaremos doravante, a notacgao g%f(r)

\ . d : .
g usaremos simplesmente ?ﬂ;f(r) bem como as derivadas de or

dens superiores.Lembram-nos também que faremos uso de (A-6),

bem como o nimero de onda azimutal m = -1 conforme justifi-

cado anteriormente. Sendo assim o nosso sistema torna-se:

a .2, d° y 4 3 _d, -

U™V drzjvir oy @t O dytar T OUar 0ar “ir

-y . d . ‘,r d 7 =
+ Zlk{?ﬂyrv Vv + Ty mguviz + yr\iz)

074z 0 dr
.:_l_z_}?_{}._.@_r_d_rg ..-,.]_3_4_1‘. T—H +-.._d.;r.__d__rF:]}+
-Aﬂpﬁ rdr dr Tir Tl . dr ~ dr :
4BGS
+ (=2 - 2 kBy,) (kr)B, (A-59)
d

2 v[Vy, OVl Vo Vg, ¢ (V] =

- _iF 7 S A~

EEETR LBiz*'(kTJBie]'*4npoBir<hrBOZ (A-60)

) d a d .

3) Gk [vwWy v qrVoVar |- v s Vol & Ve, ®

2B 2
i d 0@ d _
Tigy dr oAz (—f— * kF + P By By

- (2KkByg *'§§BOZ37§?Bir - (A-61)
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A
; = 4 _ 0 _@_ ne _d_ 3_.@._
4)‘YBir lrvir B drlEir ¥ T dr drBlr
4wr
. qcz .
v (AR T By (A-62)
B : 2
. _ . _ d 08 4 nc” d d
V) ¥Byg T Ve - Vi dr Ty a7 VoPre T anTar Tdr Bie
ncz 21
I ) Bir (A=6.3)
T
| e 14 oy d
6) yBy, = APV, - gy TVBy, - Vi awBe, 7
L0’ 4 d g (A-64)
Cdar dr Cdr Tiz ’
B
F=- 90 4 kB
T 0z
H o= - 4(kr) LB
4 dr Y0z (A-65)
Estamos procurande um para de equagoes que contenha
apenas as componentes Vﬁr e Bir' As equagles que mais se apro

ximam do par de equacgdes que gueremos sdao (A-59) e (A-6.2). No
entanto elas contém contribuigdes de Viz e Biz' Vamos portan-
to comparar, termo a termo, todos os termos que aparecer nes-
tas equacgfes e se possivel despreza-los no sentido de alcan —
CAaTmos o noesso intento,

Para isto, vamos tratar o sistema de equacgoes nas
duas regides distintas. Uma caracterizada pela condutividade

infinita n = 0 e onde a coluna de plasma pode sem perda  de
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generalidades, ser considerada em repousc & neste caso Vb =0,
Esta regido & denominada "regidio de MHD ideal". A outra re-
giao se situa nas vizinhangas da regido onde ¥ = 0. Nesta re-

giao n # 0 e VG(T) # 0.

REGIAO DE MHD IDEAL

n=20 e Vﬂ(r) = 0

¥ d 3 d . . d d
1) ¥~ dr - drvir * ZIY[kr)Viz = AP gET g TBy *
4B -
. d d o d [ "Poe
*ABg L FE T gt - 4l(kr)Bir dr 0z +\ _?mm-'ZkBOzJ(kr)Biz
(A-66)
2) e _LF B ;
v [Viz * (kr)viﬁl - EFEE iz - (kr)BiBJ *
B
ir d _
Y Fwey dr Poz (A-67)
ey ,_d R S 2 -
3) Ak Vy —Y gV, Treg dr iz
2kB 12
L S 9, -
ihmo T art __}Cz‘: ir
1 d d i
- T (szOB ¥ dr BOZ} dr B’j,r (A-68)
4y yR, = iFV (A-69)
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5) vB = vV, - rv, -4 -—B—O—@_ " (A-70)
SRR ie ir dr T A

6) vBy, = iV, - Vo 57 By, (A-71)

substituindo-se (A-69), (A-7C0), (A-71) em (A-67)

iF [iF CVir

B,  + 2 -

= e 1L d
Y Lvﬂ.z * (kr)\l‘i(%] - _I%% y Az y dr 0z Y

(kr)rVy . g Bee] LA T
Y dr T . 4'rrpoy dr "0z

o segundo termo e uGltimoe do lado direito se cancelam.

2 Vv vV

. __F 1z - r d
(v 4ﬂp0y)( T ¥ kViG) (kr) vy dr BOG
R 2 F2
- (OO I T 4 =
Cy 4ﬁpOY )Viz Oy 4wp0¥ )Lkrjvie
T d

- (“?“ ?ETBOB)(kr)Vir (A-72)

Da equacao (A-72) observamos que a gfandeza Viz e

da ordem de (kr)Vir ou seja

Ve, ™ (kr)Vir que em (A-71) produz

. TiF Ty
Bz ™ LT”“") - T Poz it (A-73)

usando estes resultados em {A-66) temos
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d 3.4 £ 2 iy (k) tv, = iF

Y oL w28y L
v &t I Vir ar F By
. d  d . d N
PP gyt gy TR - MUIB . gr By, o
4B i 4B '
08 . 2 _ | "Pos o d
- ZkBGZ}(kr) V. kﬁ?m_' 2kBy, | (kr)Vy, % B,
Podemos portanto desprezar todos os termos que sao
de ordem (kr} ou de ordens superiores. A dupla de equagoes

(A~66,69) fica portanto da seguinte forma:

_._.Y_ e —_— = 7 —m —_— 3 *d E _.cl_- 3
i’ I Vir IF 35T gr¥Bip 1 Lﬂ?z‘ drr}

(A~74)

REGIAQ RESISTIVA

No interior da camada nao podemos despresar n e
nem Vo(r}. Comc a camada € extremamente fina, vamos considerar
uma geometria planav, Além disto consideraremos também que a
derivada de uma grandeza perturbada ¢ maior que a propria gran

deza.

rf{r) =~ ‘rE%;f(r) (A;75)
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‘ A — )
Lembramos que Vo(r} = - onde "A" esta relacio-
nada com a resistividade "'n'.

Usaremos também a simplificacdo de notacic

d .
G Elr) = £7(r)
irzP
. 2 tr - Iy - (] — ’ 0 T
1) (yrg + 3A)VY. = ToAVYL ¢ 2ik(yrgV,,  + 24V} ) = oy P
41 (k1) iréBlT . , kr,
fogms By By s Y (RBge T 2F) bgpp) By, (AS76)
0 0 0
A A
2) vV + (kr.)V + SV 2 , N
L lz 0 19J Ty 1z rO(RTO)VIB =
iF Bir
BT [ Big ¥ (krglByy }+' Tio g By2 (A-77)
i A iA . ‘ A ‘
3) by ) (ke )V o+ =5 (krg)Vy o+ G - vV -
0 T T T
0 0 0
._Jcl iR} = _...1 ZkBOe + k}: 3 B!l ) —
L 1z 4ﬁpﬁ T, 0z ir
- el (2KB. .+ B B! - - (FB, ) (A-78)
4wpo s e’ 71T 4ﬂp0 . 4
4} yB,_ = iFV. - Dpr . .nC gy . nc’ 21 er B tA-79)
Y9 1r rG 1r 4 1ir d r2 TG iz
0
Y yB. = iFV, - 1.V Cﬁgﬁf Lo Ap L Ag
AR el ¥ le 0"1rt r 2718 T 18
TO 0
2 .2
y DE7 g . _2inc’ (A-80)
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2
- - A ) 1 "
6) vBy, = 1FV;, - -;5812 " VipBog Tﬁr Bl (A-81)
Redefinindo a variavel Tt como:
r -1y
R — (A-82)
logo
1 I - L 4. = gt -
£r0r) = g flr) = 5 g f00 =8 £ (x) (A-83)
§ <<
Dentro da camada a funcgao P(ro) = 0, portanto po-

demos desenvolver-la em série de Taylor

, 0o d d7E 2
Foo- (- T, (T -71y) +— |  (xr-71)" -
BOe dq
v ey dr)ro 8% (A-84)

estas consideracgoes introduzidas na equacac (A-76) mostram que
o segundo e terceiro termos da lado direito sao de ordem § <<1
guando comparados com o primeiro termo do mesmo lado.

Usaremos a seguinte aproximacao na eq.{A-77)

B B, . B B

_E?EBBOZ v "ﬁ%pok F _4wpok T drq)rO

O primeiro e terceiro termos do primeiro parente
sis do lado direito de (A-78) sao de ordem &<<1 quando compa-
rados com a ordem dos termos do segundo parentesis do mesmo
2 quan

lado. O segundo termo do primeiro paréentesis € de ordem §

do submetido a mesma comparagao anterior,usando argumentos Se-
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. melhantes a estes nas demais equagoes, 0 Nosso sistema torna-
-5€:
yrp + 3A 2iks> 2A
[RA t — il L} ‘\ =
b vy v S O L T T £2
B
2 6 d 4
AR 3
Ay Wy 2, Boo a 5 x(kry)
= x8TBY - 4 (= ) (A-86)
17 r dr *r 4o 1z -
4HQOTOA

e 1. Ay . A
2) v [Vlz k) sV, vV

,ro 1z rO
R
De d
1(ww;w-75%~)r0 ] ir BGB dg
- Sy B + (kr,)B + - { =3
4wp9 [ lz 0/ "1e 4ﬁpofkr0) ry dr ry
{A-87)
i Ay e v e A gy Ayt - Age
3) '?“('Y" ﬁffg(krﬂlvlr i (krﬂ)vlr v (= Y)Vlz V1
0 T 0 T 0
0 0
o 1 ( BDB_EL ) Pl e X (Egﬁ Qﬂ} B!
dnp k r dr Yy & dwp r dr'r 1z {A-88)
0 0 0 0
A nCZ nCz 21
4y By, = ARV L - o5 By Y By w?f'ikrG)Blz (A-85)
0 476 rﬂ
BOB(}. A
o) yByg = 1FVyy - raxlr(“”?*”“?ﬁp)ro P10
) Ty
ABy % 2inc?
- Ty, " & Blﬁ ™ '-'Blr (A-90)
A nCZ
6) vBy, = ¥V, —vo B, 2 Vi Bl Y o B (A-91)
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T

Definindo um parametro pequeno & = TH— onde TR e
‘R
Ty $ao 0s tempos caracteristicos, resistivo e de MHD ideal res
pectivamente.

g = I (A~92)
R
b Cae? Ty Ve,
§ = Tge  , ¥ E oo 5 Ty =T a
H B 18 ]
t 06 dr Ty
4nr2 AT
o, r — O Cz B e V, = v
R ~ Z ’ h J 1 Y51
nc 1"0
Vig = ¥TgE o Vyg T oYTpE 5 Vg, T ovTgE, (A-93)
= i _dq c - s . dq £
Bir - Bﬁe(r dar )TOQ Vo BIB L Bﬁe(r dar )ro & 1be
_ s dg g
Bio = 1 Bpolr 3¢ )roe v,
oy e b = . 3bra+e-1 Zb¥e, .y .
1) T+ {%ea"‘b Ly g .Pyge s 2i (k) (25 e bravesl . g 2b¥er y -
" 41 (kr ) x
xv" Zb+c-a-1 0 z__g+4b-a-1 Qs
= SCE T £ (A-94)
d C_, e+l-a-b C,, d+i-a-b
2) £,e% + (krpdee - 2e1e5 TR (kry) FEle
= g ¢Z€b+g~2a N J%{kro)$8€b+f—2a +“;;igwﬁwgc~2a (A-95)
A by (krojx
a-b+l

5 (2 - k) Eoe (ke



_ (Ea+e~b+1 %€2a+e~b]€é N ig;ee+a"2b+1
1 8
) ___W‘ﬁw:________ c-b . _Xif}ZE.
(kr)hc * AC
1) pedtC o XE€a+b E%;Ec~b+1 N 1g’€c+1—2b
. Zl(kro)wz g+1
3 [
. a+f atb+d . Ziwe f+]
5] wae = . xies 17 - — 5 g
LYo £41-2b | _2iy e+
A A
B atbh+e C$£ g+l-b i
6} ¢?Ea+g T T XEgE vE kro
1-a
' g+l-2b €
P Yy
—, =D . d . e _ 2 -
7} &'e - 1£8e + 1(kr0)gza = [W.Vlm Oj
§) €170 - iwesf + i(krgye,e® = 0 {ﬁ.§1= 0]
Avx M E VRSV ES Y by g W#

As constantes a,b,c,d,e,f,

de tal forma que as oito equacoes acima se tofnem

¢ g
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(A-96)
(A-97)
e
A
(A-98)
N
(A-99)
(A-100)
(A-101)

voecov 1loe (krG) << b {A-10G2)

devem ser escolhidas

equilibra-

das em ordem de grandeza termo a termo, além de apresentarem o

comportamento assintotico & w~

1

X
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— = - = .__.:..l..._-
| {a b o d z
a escolha,ﬁ (A-~103)
= £ = N
k% = £ = §, e = 7

satisfaz as exigencias mencionadas acima.

Notamos também que com uma tal escolha, apenas os ter
mos que contém ¢ e‘¢ em (A-94 e 97) & qué sao de ordem inferior
termos do parametro pequenc ¢ e portanto sao os termos que Te-
gem o comportamento do sistema descrito por elas.

O sistema (A-94) a (A-102} pode ser expresso da se-

guinte forma:

1) = Ay (A-104)
P
2) 2P (krgde, = x(krgdy, + xlkeg) ag + iy (A-105)
5) alkrgle, = iv' - ¢, (A-106)
Ay o= - xE o+ i v (A-K07)
§) y, = - iF + ——y" (A-108)
f AT
6) v, = - xt, - i(kro)“l £+ 1 v (A-109)

D

I IIEIIIET Y

e eeas e Uma.seeunda.pessihilidade de escolha €:

Tttt Y

(A-110). Yy = constante

5530 para ¥ no sistema de equa — Usando esta nova expr

coes (A-94}) a (A-101) temos:




1}

2)

4}

)

6)

7)

.81.

= g z ~1 = - - 3b+’-+'"-- Z Ty —
LI (%¥€a+b . SEb)g N Zlﬁkrg)(%éz ate ]%_2€4b+egz}_
Xty 4 i(kr,)
_ "1 Zb+cth-a-1 _ 0 g+tdb-a-1 _
T e ¢ C XV, € (A-111)
. _etla d+2a c., etl+a-b c.' d+l+a-b
S E + (kTO)Eee *SE,E + (kro) L
iy i1
. u%?wzeb+g+~J%(kr0)¢agb+f~r g€ M a1y
A X by (kro) A (kro)
{%Eza_ E1+a) (kr )2'{:‘ + [kj{‘ }2E|Ea""b+1 -
c ‘ 0 ]
., a+re-b+l A Zate-b v _ . etra-Zb+l
- 1{e - ze Jlkrgle! - £ e
WA
- L Cth-b Ky 8 , A
= e + l(kro) T (A-113)
a+ +c+h — a+cC . +1+h-b
woga c o, 11,}183 C = - xERTC ~%~w1ec .
2i{kr ) Py S
. 07 v A S | €c+1ﬂx2b (A-114)
A zZ A
_ 2iy cy ! :
a+f _ ath+d .7.a o _f+1 _ g _f+1-b
J}GE = XEGE - 1fe - -"-‘—'}\—-““-8 5 € +
) - 21y
. ﬁwﬁm.f+1 Zb _g_ LCrl 21 €c+h+1 (A-115)
X A 1
cy! =
atg a+bte z g+tl-b it a
Ve R A T}roig "
Ve gel-ap | Ye ged
polog8rl - EgErd (A-116)
WigC+“"b - iwasf . i(kr0)¢zgg = 0 | (A-117)
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b d

8) T'e™? + i et 4 i(kr e e’ = 0 (A-118)

EVvESME Vgt v, Vg, v A v ey ] : (A-119)

Analisando este sistema acima termo por termo, conclui

remos que a escolha:

a::g:,b:(::f:g:hmm,d:ez‘_% (A“‘"lzo)

torna-o consistente tanto no equilibric das equacles quanto as

ordens de grandezas do termos como também ne camportamento as-

sitotico & -+ i , guando y = =
Podemos finalmente escrever o sistema da seguinte

forma:

Tt ___z\__ tt - _X__m " -
1) € e Ty (A-121)
2) vy ® constante (A-122)
3) z“(krg)gé - Ac(krajg; = wi *oaxdg (A-123})
4) 9y = o~ xE eyl | (A-124)

0 X PERS! ‘
5} xg, * ig = wlww” {A-125)
” & A 0
6) if + (krgdxe, = 0 (A-126)

N L s - _ e

73 vy gy = 1(kr0)¢z 0 ) (A-127)

8) €' + if + i(kro)£7 =0 (A~128)

e
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Com esta escolha para as constantes a,b,c,d,e,f,g e
h, notamos que as equagoes (A-121) e (A-124) s0 contém as con-

tribuicoces desejadas isto e de B1r e Vlr‘

Cem o+ g = Xy | | (A-129)

= _ 1 t -
by T oxE Lt vy | (A-130)
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APENDICE B

Vamos trabalhar aqui o sistema [(2-32) e (2-33) na re~

giao MHD Ideal. No limite de resistividade nula i.e. n = 0 te-
N ~

remos Vo (r) = —%— T &« n = 0. Estaremos formando o modo {m ! =1

e considerande kr << 1.

YBlr :'iFvlr = vyiFg L YBlr = 1(rFlg (B-1)

usande o resultado (B-1) na equagao (2~32) temos.

4y d  2dy ., Lo 1 d o d ey L
= ar T oFré = 1(rF} { < T drl(rP}E

irFg d d - -7
- [H*r-d—Er Lrr (B-2)
Ey .
L et Eey = e fvrs e -
. d d . oz
+ FEr 4o rF (B-3)
portanto,
2 d d \
"a@g {4wy OTB%E) + (rF) [E;Tﬁgf (rF)g - E!'a—i-;r —(%(IF)I - (Fr)Hz = 0
seja
. . _ d - d
g = FHr e f£(r,F,£) = (rF) &ﬁ; Lo -ctrfan] 60
ﬁ%}?é%;(rP)z = F& + 31E %% + STF(ﬁf +
dF 2. a’s Fale
+ Z( dr )( ) + T (E 7 * 7 } (B.«S)

dr dr
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d . d d ., , .2 zd’s
fgr ATt 7O ER T SrEgp b A
T
e _ . dF . de 2,.dgy dF
£(r.F.0) = (rF) [Fp o+ 31e 91+ 5vF g2+ arf(§H (D)
2 2 . 2
2.d% | 2. d% . . dF _ 2 d%F

TrE I e L e

dr dr
os termos semelhantes e de sinais opostos se cancelam.
f{I‘,F,E} = a‘f? F¥ o g

Portanto a expressao {B-2) torna-se

d 3 2 2. d
a—?r {(4ny"c + F )a—l—i - g = 4§
B
I _ 08
F = RBOZ -aas
_ d
H = 4(RTJEFBOZ

.85.

(B-6)

(B-7)

(B-8)

(B-9)

(B-10}

{B-11)



APENDICE C

Calculo de G{A) para os valores assintdticos
A o< 1

ao= 2

=
1imV//ﬂ 1+ th(t,a)] dt
o oL )

h(t,8) = hy(t) + ah () * A’h, (1) +

G(A)

. 2 P
/‘” . d™h w

6(4) =/, q; 0 2/
s -— dt

G(A) = G(0) + A%G
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de &

(€-1)

(C-2)

(€-3)

(C-4)

(C-3)

Primeiramente, notemos que & possivel solucionar-se a

equacgao {3-31-a) analiticamente.

Z

Seja ~ié§4%)~ tzho =t
dt
tZ
definimos Z = —— , hg(t) = Y(z)e "
entao (B-6) torna-se:
1%y 1,dy 1 2 1/2 2
o R B v R ab At A A
dz
Suponhamos uma solucgao particular para (C-8)
guinte forma:
y (2} = 2% [ dt v(t)e?"
& S

vy 't

(C-6)

(C-7)

(C-~8)

da se-

(C-9)

onde ¢ expoente ''z', o contorno ¢ e a fungaoc V(t) devem  ser
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determinadas com condigoes de conterno apropriadas.

Substituindo (C-9) em {L-8)} encontramos:

/dtv(t} [ -2 e v 2o v P - et -
C L

L

(%)_1/2z"°‘eZ (C-10)

uma integragao por partes para o primeiro termo do integrando de

{C-10) leva-nos a:

t ]
V(t)(tz - Zt)eZt Z fﬁ dt GZtLé%» {V(t}(tz - 2z}t -

Y e
- (2a+ =) (t - D] - (m%m)lfzz““ez (C-11)

onde t, e t, sao 0s extremos do contorne de integragao c
Se exigirmos que o integrando se anule identicamente

ao longo do contorno ¢ teremos:

LoV f-2t)r - (20 4 D (t-1V(t) = 0 (C-12)

Sendo assim ¢ contorno ¢ fica consistentemente de-

terminado, isto €,

t 1/2-
(£% - 2t) v()e?t|? = 2T e (C-13)
tg Naa
de (C~12) temos:
v(t) = K [e(z ~ ty]e7?/8 (C-14)

onde K € uma constante de integragao.
Usando (C-14) em (C-13)

2 ~1/2.1/2-a_z

, Co= 2 z” e

t

2zt
e

- K2 - 21) (C-15)

1
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G percursoc mais simples que pode ser usado em {(C-15)
€ o segmento do eixo real no plano complexo comecando em t = 0

e seguindo até t = 1. Para isto concorrem também os parametros

Ke g
«=-—5- e K=-2 12 (C~16)
Portanto
' -1.2
1 . _ vt C (1=%3
hy (t) = - —;—m/ dx [x(x - 2] 1/4 o2 (C-17)
A0
Notemos que ho(t) é uma funcdo par.
Desenvolvendo G{0} em (C-4} e usando (C-17) obtemos:
2 dh X X
dt d"h . 1 0 1
G(0) = e e = ldm (5 e + = h I
Sew ETdT dt | L2 |
N / m—zghodt (C-18)
WAL

onde (C-18) foi integrada por partes.

0 limite quando x»= em {C-18) & zero porque tanto

hO quanto sua derivada tem um comportamento propercional a
exp(~xé).
~1.2
® o 1 - —=t 7 {1~y
o) =4 [ §adtr = - 2/{ dr ff dx[x(z-x)] 7 e’
J0 ot S0t Jjo )
{C-19)

fazendo t = (jéff)l/z em (C-19) temos

1 . 1/2 P -
(o) = ‘ijf d_i(, (1 -x) 77 y 3/26 Ydy _
40 J8 _iX-(Z“X)1 Y
1
= - LMD g Y2 A ey ey (€-20)

Yes 0
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G(O) = . T(‘l/Z) < F(3/4)T 3{2) 14(i

( 9 1 _
574 (974 T 3 g 2T g (el

] L3

Utilizando as propriedades padroes das fungoes Gama e

Hipergeométrica obtemos finalmente:

G(OY = Zu M%%%é%%_ = 2.12 (G-22)

A hierarquia de fungoes {3-31) pode ser expandida em

polinomios de Hermite da seguinte maneira:

2

hy - tohy =t (C-23)
R - tzh = R (C—24)
1 1 0
h' - tzh = ~h'" .
2 2 1 (C-25)
A R
ot (0); (1).,(2) -
hG,l,Z = g “/;_:_ Cd.n Hn . (C 26)
n=0
y C et S 0L () gy ey (C-27)
0,1,2 L Oy n n
n=90
B! e"tz/z S G012 THr - 2tH + (t5- 1) H_] (C-28)
0,1,2 ) an_ L n n ' n
hnv — "t2/2 zm: 0’1’2 H!" - ZtH" + 5[12“1)1{' - (tS‘"St]Hvl
0,1,2 = ¢ <5 “n [‘n n n n
(C-29)

portanto {C-23) torna-se

8

2,. |
e t7/2 Z ag (20« 1H_(0) = - t (C-30)
It

onde utilizamos a propriedade padrao:
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H; - 2tH' * Zan = 0 _ {(C-31)
— ~t%/2
Multiplicando (C-30) por e HWte integrando no
intervalo (-=,«) encontramos:
_®. o 2 © 2
0 T -t _ ~ -t“/2
van o (2n+1) J{m e ~ HH dt = _xf{m te Hodo
N .. 1/2
< 0 ] n 1/2_ . _(2m) (m+1) .
ﬁ%ﬁ a (Zn+1)2727" "n o Soom (ﬂ%l) ; nm impar
(C-32)
fazendo m = Zv + 1
aD i m21/2 .
2ol 2V (4v+3) (2v+1) !
o 1/2 -
L2 < 2 H, 4 (t]
hy(t) = e 5 /2 > - Zvrl (C-33)
n=0 2¥ (4v+3) (2v+1)!

Usando (C-31) e (C-29) em (C-24), multiplicando pof

2
3 t /sz e integrando no dominioc dos polinomios de Hermite en-

contramos que:

(1) _ (n+1)(Zn+5)  (0) -

“n (Zn+1) “n+l (C-34)
mas os coeficientes gy s6 existem para o$ valores n+l = 2v+1l (v=
= 0,1,2,...).

(1) _2M2(aue1) (aves)

IV Y (4v+3) (4v+1) (2v+1) D : :

22 (29+1) (4vr5)H, (1)

2 @
i D
hl(t) = e :Ej

(C~35)
$T0 2V (4v+3) (4v+1) (2v+1) !
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Devido 4 estrutura das equagdes (C-24) e C-25) ser a

mesma, os coeficlientes aéz) sao:
(z) . _(n+1)(2Zn+5)  (0) i,
“n B (Zn+1) “n+l (C-36)
mas os coeficientes aégi SO existem para n+l = 2v
L2y 2T (291 (4ves)
2yl 9V (4ya1) (du=-1) (2u+1) ]
Z % 1/2

671 2 (4v+1) (4v-1) (2v+1)!

mas G m‘j/f t h,(t)dt

G = ﬁs’ 2/ 2y (20e1) (4929) / te"tZ/EH (t)ydt =
F71 2V (4u+1) (Av-1) (2v+1)! oS- Zv-1

1/2

s 232, (0ue1) (4vs) [(zﬂ) (n+1): |
951 2% (4v+1) (4v-1) (2v+1)! @y
onde n = 2v-1 (impar)
_ 1/2 < (Zv+1){4v+5) -
G = 4n™"7 223 C S NCTES A R EATIR N (C-38)

O fator ((2v+1}1]"l faz com que a série convirja ra-

pidamente

GE 2.25 ) (-39}

finalmente, agrupando (C-38), (C-22} em (C-5) encontramos:

2

G(A) = 2.12 + 2.258% = 2,12 + 2,25ce27%/2 (C-40)

A o>>» 1
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Para obtermos o correto comportamento assintotico da
solugao da equacao {3-38) redefiniremos o problema conforme e-
quacio {(3-46) a (3-51). Desta forma temos
G(a) = AI/SMJ// (1« zf(z) | az (C-41)
onde
el e o -1 /7 -3 ,
£(z) = F 7 [ga] = (2m /elkzg(k}dk (C-42)
e a fungao g satisfaz a seguinte equagao diferencial:

a* 3 a o
~~7Tg(k) + ik"g(k) = - 2=i Eﬁ'ﬁtk) {C-43) .
dk

No limite quando k-0 podemos remover o segundo termo
do lado esquerdo de {C-43). Neste limite, notamos que a deriva-
da g'{k) & descontinua de salto infinito e a fungdo g(k) & des-
continua de saltc finito. '

Ademais o espago de solugoes da equagao (C-43) ho-
mogenea contém as fungoes de Hankel de ordem v = ~%~, ou seja:

g A ulk)/u(0) k > 0 {C-44}
g{k) =
KIF u* (-k)/u(0) k < 0 | (C-45)
onde as constante A e B podem ser complexas.

lim g(k) - 1im g(k) = A - B =ag = -2v1 {(C-46)
k0" k+0~
tim g'(k) - lim g(k) = ag'(k) = 0 (C-47)
k-0* k-0~

A=a+ic , B=1b + id | (C-48)
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A~ B = Zri a=b e c=4d - Zn (C~49)

b () = Al 920 e - Bl aE v Gl Lg- = 0
(C-50)

como

1 du
u dk
i
Re (5 3p)

Im ( 1 du

= Tan [arg(a EF)] = tan (%%) | {(C-51)

Associandoe (C-48), (C-49), C-50} e (C-51) e usando

as propriedades das funcoes de Hankel {complexas) encontramos:

A= - ﬁTan(gﬁT) (C-52)

juvd
!

= - w[Tan(jﬁy} - 2i] (C-53)

De (C-41) temos:

zf(z) = 217T f/f B_lkzzg(k]dk :’,Tl}‘/ g (k) 3ake-1kzdk
o (C-54)

Lt - 0 (=]

Integrando-se (C-54) por partes e lembrando que g{k)é

descontinua e g'{k) = -27i6 (k).
26(z) = - 1+ - lim [g(-e)e’®® - g(e)e 157 ] (C-55)
" ge+0 - i '

usando (C~55) na equacgao {U-41) temos:

cr) = AYS A tin {iii—l’ii’f [e-e) - el ]l (c-s6)
_ e~+0 ) )
X-voo

usando o valor da descontinuidade da fungao Ag temos finalmente
que: '
Geny = a5 o g m1/ALL/S (C-57)
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