GERACAO DE FOTONS MUITO DUROS POR

ESPALHAMENTO COMPTON INVYERSO DA

RADIACAO SINCROTRON

monografia apresentada para
defesa de tese de mestrado

no Instituto de Fisica

"Gleb Wataghin" (I F G W)
UTUNICAMP.

Antonio Luiz Fernandes Mardgu: 3



A MONICA,
COM AMOR



AGRADECIMENTOS

A meu pai e minha mae por terem me colocado no
primeiro anco primirio, pois se nfo fosse isso nio estaria aqui.

Ao Prof. Dr. Bernardo Lakes pela sua orientacgido
nos assuntos ralacionados ao IFGW/UNICAMP.

Ao Prof. Pauloc Roberto Labegalini pelo seu
empenho, como Chefe do Departamento de Fisica e Quinica
(DFQ/ICI/EFEI), pela capacitagdo dos docentes do DFQ.

A assembléia do DFQ por ter aprovado meu pedido
de afastamento, de dois anos, da EFEI para continuar meu curso
de mestrado.

A CAPES por ter financiado meu projeto de tese.

Ao Prof. Dr. Ariel Caticha por ter proposto este
tema de tese, pela orientagio segura e constante, e pela
disposig@o em discutir sobre o tema mesmo apds ter se
transferido do IFGW/UNICAMP.

A Prof>. Dr*. carola Dobrigkeit(?hinellato por
ter aceito a coorientagdo deste projeto, por ter assumido
oficialmente a orientagdo apés a transferéncia do Ariel, e
principalmente por ndo ter medido esforgos, através de sua
orientagio segura e constante, para que fosse possivel
defendermos esta tese de mestrado neste semestre. |

Aos professores Dr. Joseé Bellandi Filho e Dr.
Antonio Rubens Brito de Castro pelas sugestdes e disposicdo em
discutir sobre o tema da tese,

Ao Prof. Dr. Farnézio Moreira de Carvalho Filho,
atual Chefe do DFQ/ICI/EFEI, por me liberar sempre que precisei
me deslocar para a UNICAMP.

Ao Prof. Dr. ZElcio Rogério Barrak, Diretor do
Instituto de Ciéncias (ICI/EFEI), por ter colocado & minha
disposigcdo todos os recurso do ICI.



Ao Departamente de Ralos Césmicos e Cronologia
(DRCC/IFGW/UNICAM) por ter cedido suas dependéncias para a
realizacdo deste projeto.

A CPG/IFGW e sua secretaria pelo apoio
institucional.

A Matilde, secretaria do DFQ, por ter me
auxiliado na digitacio do texto da tese.

Ao Prof. Sebastido Fernandes por ter me ajudado a
editar o texto da tese.

A Monica, em especial, por ter me aglientado todos
estes anos. '

Enfim, a todos que direta ou indiretamente me
auxiliaram e me incentivaram durante este projeto.

OERIGADO ...



RESUMO

0 mecanismo mais eficiente para se gerar fétons
com energia da ordem de 100 MeV ou acima & o espalhamento
Compton inverso de 1luz de laser por elé&trons relativisticos.
Pode-se elevar a energia dos fétons emitidos aumentando-se a
energia dos elétrons (o gue encarece muito os experimentos) ou a
energia do féton. 8. Caticha-Ellis sugeriu (1983) que um feixe
intenso de raios X pode ser obtido pela retrodifragdoc da
radiagdo sincrotron em um cristal, abrindo assim a possibilidade
de se gerar fétons duros pelo espalhamente Compton inversec da
prépria radiagdo sincrotron. Dessa forma os fétons emitidos
podem ter energias maiores do que a energia do feixe de elétrons
(virios GeV), sendo altamente colimados e ndo polarizados.
Esses fotons podem ser usados en experiéncias de fisica nuclear
e para se testar a eletrodindmica quéntica.



THE GENERATION OF VERY HARD PHOTONS BY INVERSE COMPTON
SCATTERING OF SYNCHROTRON RADIATION

BSTRA

The most efficient mechanism to generate photons
in the 100 MeV energy range is by Inverse Compton Scattering
(ICS) of laser from relativistic electron. The energy of the
emitted photons can be increased by faising either the energy of
the electron, which is very expensivé, or that of the photon.
With the sugestion (S. Caticha-Ellis, 1983} that intense X-ray
beams could be obtained by back-reflecting synchrotron radiatiocon
using a crystal diffracting at normal incidence, the possibility
is now open of generating very hard photons by ICS of the
synchrotron radiation itself. The photons emitted in this way
will have energies raﬁging all the way up to the electron beam
energy (up to the several GeV), will be non-polarized and highly
collimatedﬂ The photons may be used to study phenomena of
guantum electrodynamics and nuclear physics.
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carfTuLO 1

INTRDDU(;AO

Ha gquase meio século o espalhamento Compton
inverso & estudado.

A principio foi usado para descrever interacgdes
de raios césmicos e atualmente este espalhamento & utilizado na
geragdio de fétons de energias da ordem de centenas de Mev,
polarizados, para o estudo da fotodeé;ntegraqao do deuteron no
projeto Laser + Eletrons Gama Source (LEGS) do National
Synchrotron Light Source (NSLS) de Brookhaven National
Laboratory (BNL).

Apds a sugestdo de S. Caticha~Ellis da construgio
de novas linhas de luz  nos anéis de armazenamento
retrodifratando. radiagdo. . X por um c¢ristal, ficou aberta a
possibilidade de utiliéacﬁo da propria radiag8o sincrotron como
fonte de foétons para o estudo do efeito Compton inverso com os
elétrons do anel de armazenamento.

0O recuo dos elétrons ndo é desprezivel neoe ECI da
radiagdoc sincrotron e a energia dos fétons espalhados & da ordem
da energia dos elétrons, alguns GeV. _

Este projeto de tese tem como objetivo estudar o
espalhamento Compton inverso da radiagdo sincrotron
retrodifratada por um cristal a angulos de Bragg préximos de
n/2. Para isso apresentaremos algumas caracteristicas da
radiagdo sincrotron no capitulo 2, os resultados obtidos por
Ariel cCaticha e S. Caticha-Ellis para a difragio dinémica dos
raios X em um cristal de grafite para &ngulos de Bragg préximos
de m/2 no capitulo 3 e deduziremos a se¢dco de choque de
Klein-Nishina que descreve este espalhamento no capitulo 4. No
capitulo 5 obteremos uma estimativa do fluxo de foétons
resultantes do espalhamento Compton inverse da radiacdo
sincrotron retrodifratada por um cristal a 4&ngulos de Bragg
proximos de m/2. O0s comentdrios e conclusdes constam. do
capitulo 6.



cAPITULC 2

RADIA(}RO STNCROTRON

Luz Sincrotron é emitida por elétrons de alta
energia quando seu movimento & perturbado por um campo
magnético. Neste capitulo faremos um estudo das
caracteristicas dessa radiagido, iniciapdo com um breve histérico
tendo a preocupagéo de mostrar a origem desta grande &rea de
pesquisa. Faremos também uma breve discussiio sobre a
distribuicdc dos elétrons no anel de armazenamento, mostrando
sua influéncia sobre as propriedades da radia¢do sincrotron.

Através do estudo da radiagdo emitida por uma
carga em movimento discutiremos a distribuigic angular e
espectral da radiagdo sincrotron. Finalmente, apresentaremos
as propriedades de uma insergic no anel de arnazenamento, o
ondulador, pois ela serd Gitil para a viabilizac¢ic da utilizacgao
dos fotons gerados pelo espalhamento Compton inverso da radiacdo
sincrotron retrodifratada por um cristal,.

2.1. HISTORICO

Quase um século se passou desde que Llenard(”

em 1898, publicou os resultados dos seus estudos =sobre a
radiagdo emitida por uma carga elétrica movendo-se ‘em uma
trajetoria circular, onde calculou a razao da radiagao emitida
pelos elétrons sob a agdo da aceleragiao centripeta. Este
estudo foi estendido por schott'® en 1907, calculando a
intensidade e a distribuigdc angular da radiagdo dos elétrons em
varios caminhos dentroc de suas drbitas. Schott desenvolveu a
teoria classica da radiagdo de um elétron movendo-se em uma
regidao onde o campo magnético é homogéneo, como uma tentativa de
entender a natureza discreta dos espectros atomicos.
Entretanto este desenvolvimente baseado nos primeiros modelos
atomicos nao obteve grandes sucessos e por aproximadamente 40

anos as investigagoes de Schott sobre a ° intensidade, a
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distfibuiqﬁo espectral e angular da radiagao emitida por um
eletron so despertaram interesse academico.

O problema da radiagao de elétrons relativisticos
adquiriu interesse especial em fungac do rapido desenvolvimento
das técnicas de aceleradores ciclicos de elétrons.

Em um acelerador ciclico, como um Betatron por
exemplo, os eletrons se movem em trajetoria circular sob a agao
de um campe magnético que aumenta ad&abaticamente com © tempo e
é praticamente homogenec ac longo da‘trajetdria da carga. A
descrigdo teorica do regime de aceleragao foi langada por
widerde? . Ja gue, sob tais condigdes, o elétron torna-se uma
fonte de radiag@io eletromagnética, surgiu a questio sobre a
influencia da perda da energia radiada sobre a operagac de um
acelerador de inducgao.

A possibilidade de violagao do regime de trabalho
normal do Betatron foi primeiro apontada por Ivanenko e
Pomerancnuk“), estabelecendo que em um Betatron a energia do
eletron apenas pode aumentar atée um valor limite, por causa da
perda de energia por radiacao.

Em 1946, Blewett '™ publicou os resultados de
suas experiencias que testavam as predicoes de Ivanenko e
Pomeranchuck usando o  Betatron de 100 MeV da  GE,
recém-construido. Blewett acreditava gque a potencia total da
radiagao era em torno de 1 W, podendo ser avaliada por detegao.
Experimentalmente a radiacdo ndo foi diretamente detetada embora
a perda de energia pudesse ser inferida da estrutura das_érbitas

6)
¢ em seus cadlculos sobre

dos elétrons. Nesta eépoca, Schwinger
a radiagdo clé&ssica dos elétrons acelerados, mostrou que a
radiagdo, procurada por Blewett na regifio de microondas, seria
encontrada na faixa do infravermelho ou do espectro visivel.

Em 1947 Pollock'”

construgaoc de um Sincrotron de 70 MeV, usando a idéia da injecgio

formou uma equipe para a

de eletrons a partir do Betatron, Assim conseguiu chegar a
radiagao sincrotron de 300 MeV, dando inicio a esta grande drea

de pesquisa.



2.2. O FEIXE DE ELETRONS

Em um Sincrotron os elétrons s3o confinados em

uma trajetdria circular’® por elementos magnéticos como

mostrados na figura 1.
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FIG.1. ESQUEMA DO ANEL DE ARMAZENAMENTO DE ELIETROKS

Deseja-se escrever as equagoes de movimento de um
elétron que se move sobre uma trajetdria préxima a dSrbita ideal
(entende-se aqui esta Ultima como aguela em que um elétron com a
energia nominal E, coincidente com a projetada, uma ve:z
iniciando seu movimento na orbita ideal, o} mantera
indefinidamente). 0 tratamento destas equagoes de movimento
sera feito aqui em primeira aproximacao (linear), admitindo
portanto pequencs os afastamentos em relacaoc a orbita ideal.

Convém usar como coordenadadas gue especificam a
posigdao instantanea do elétron (s,x,z), onde € é a distancia ao
longo da oOrbita ideal, a partir de um ponto de referéncia
arbitrario, e %X e z sao as distancias horizontal e vertical
medidas a partir da orbita ideal. Aqui x e =z serao
considerados pequenos (muito menores do que o raio de curvatura

da trajetoria).



Durante cada revolucido o elétron perde
pequena fracao de sua energia através da Radiagéo Sincrotron.

Esta energia & compensada pelo ganho de energia na cavidade de
radiofrequéncia.

Analisaremos o movimento de um elétron P sobre
- . o 4 - P -
uma orbita plana ideal s, onde R{s) & o vetor posicdo do elétron
em relacdo a uma origem arbitraria como mostra a figura 2%,

PosiGAO Do &7

PoNTo DE
REPER EncIA Ty

s

FIG.2. ESQUEMA DA TRAJETORIA D0 ELETRON SOBRE  UMA

ORBITA
IDEAL S SUPOSTA CIRCULAR

Tomando-se os vetores unitarios paralelo,
perpendicular, ¢ , a 8 como

a ,e
2 23
= R o - -Rres) &R , (2.1)
ds 2
ds
podemos escrever o vetor unitirio na direcao z, =z , como:
2 2
:=axi = - R(s) 2, 4R
ds

(2.2)

Definindo-se a funcao de curvatura ¢G(s) como o
inverso de R(s), isto é

G(S) = o

(2.3)



temos‘que

da _ 4R _ _ susy _ - &(s)
ds a2 - R(8) °
e

g% = G(S) ; .

Portanto pode-se chegar a equagao da Erajetéria,

-.
r =

<3
]

onde

Para

<4
<4

<

Para

R(s) + Xets) + zZ(m
& _ aR .
at - *d—s-g + ke + X S
5§ (1 + xGla + X o + %2 2

QFI
%)

"°Ww denota a derivagao em relagdo ao

encontrarmos o médulc de ¥ fazemos:

= v: = 8%°(1 + ex)® + %% + &
= (1+Gx)2+-—-—-——*2+22 uzé
&2 )

baixa dispersao do feixe vale a aproximacdo

2
%% + 2% << 82 = P

(2.4)

(2.5)

considerando:

tempo.

{2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9a)

v = (1 4+ G x)&.

Portanto, para a aproximagao linear ilustrada na figura 3,
teremos

& (1 + ex)E

ou ainda

dl

( 1 + G x ) .

(2.9b)
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FIG.3.ILUSTRAGAO DA APROXIMAGAO LINEAR, EQUAGAO (2.9a)

0 campo-acelerador periddico forca os elétrons a
circularem em "pacotes™. A trajetoria de cada elétron,
pertencente a um pacote, tende a trajetoria de uma particula
ideal de referéncia no centro do "pacote" (que se move COm uma
velocidade constante ao longo da oOrbita).

Em uma situagao estacionaria as distribuicoes das
amplitudes de oscilagao e fases dos elétrons em um pacote também
serao estacionarias, com distribuigao gaussiana de amplitudes
nas coordenadas transversal e longitudinal come esquematizado na
figura 4. '

.FIG.4 "PACOTES" DE ELETRONS CIRCULANDO NO ANEL DE ARMAZENAMENTO



Para estudar o comportamento dos elétrons em sua
trajetoria circular dentro do anel de armazenamento podemos, em
primeira - aproximagao, considera-los como particulas que nao
interagem entre si e, a partir desta hipotese podemos descrever
os efeitos destas particulas. Quando o numero de elétrons no
pacote gque circula é grande, tipicamente maior gue 107,
interagbes entre os elétrons do pacote ou entre os pacotes
passam a ficar importantes. Temos uma série de efeitos
coletivos que devem ser levados em conta , como por exemplo:

1) O EFEITO TOUSCHECK

Deis elétrons oscilande, dentro do pacote, sofrem
espalhamento coulombiano, causando uma transferéencia mGtua de
parte de suas energias de oscilagao de uma coordenada para
outra. As novas amplitudes podem contribuir para um aumento
nas dimengées do pacote. Este efeito é significativo a baixas
energias, tipicamente da ordem de 1 GeV.

11) OSCILAGOES COERENTES

Cada eletron, no pacote que circula, produz um
campo eletromagnético, na camara de vacuo, que influencia o
movimento dos outros elétrons armazenados. Tais interagoes
coletivas entre elétrons podem gerar oscilagdes coerentes
instaveis, em gque os elétrons do pacote oscilam num modo
coletivo , com amplitude aumentando exponencialmente com o
tempo. Tais oscilagbes coerentes podem se dar tanto no
movimento longitudinal dos elétrons gquanto no transversal, e
podem levar também a um aumento do tamanho do pacote.

A interferencia construtiva dos campos de
radiagac dos eletrons dentro de um pacote pode gerar radiacao
sincrotron coekente, o que pode aumentar a perda de energia de
cada eleétron, acarretandc assim a diminuigio da vida média do
feixe. |

Vemos que uma série de efeitos sdo responsaveis
pela distribuigao do feixe de eletrons e portanto sido

responsaveis pelas propriedades da radiacdo sincrotron.
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2.3 PROPRIEDADES DA RADIACAO SINCROTRON

A.RADIAQO DE CARGAS EM MOVIMENRTO

Na Eletrddinamica cClassica®®’ ™, as equagbes
que descrevem as interagOes eletromagnéticas sao as equagdes de
Maxwell, que no vicuo, na presenqa! de fontes e no sistema
gaussiano de unidades tém a forma: '

V.E = amp 7.3 = o

. (2.10)
23 + 18 _ 3 93 - LOE _ 4am3
% c 5t x ¢ 3t c d

onde a densidade volumétrica de carga, p(f,t), e a densidade
superficial de corrente, ﬁ(f,t), para uma carga g em movimento,
como mostrado na figura 5, tém a forma:

p(f,t) q 5(% - §o(u)

(2.11)

J(r,t) q v (t) 8(r - £ )

9 :Zﬁ)

)

: . - -+ -»
FI1%.5. TRAJETORIA DO ELETRON, rD[t), E 5UA VELOCIDADE vo(t)

. Podemos escrever os campos elétrico e magnético
em fungao dos seus respectivos potenciais como

2 . w3 2 - -9, -1k
B = %A e E = - s 3t . (2.12)

Entdo as equagdes de Maxwell podem ser escritas
em termos dos potenciais como
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v + 28 R.4) = - anmp (2.13)
c 8t
i - LR _ g g9i,l8, _ _angy 2.14
Gt | MTEal T Tl (230

Usande as transformagoes de calibre

R — R =X + ¥
(2.15)
— 1 8A
¢ — ¢' = ¢ - S FF
e a condigao de Lorentz: V.2 + % %% = 0 , (2.16)

podemos  desacoplar as equagoes  (2.13) e (2.14), e como"
resultado, ficamos com duas equagoes de onda nao homogeneas, uma
para ¢ e outra para A:

2
va¢ - —1‘% = = 4mnp
c” ot
22 -(2.17)
v - LZR _ g
c at

As equagdes (2.17), Jjuntamente com a equagao
(2.16), formam um conjunto de equagoes equivalentes, sob todos
pontos de vista, as equagoes de Maxwell.

As solugdes das equagtes (2.17) sao:

3 >

sp £+ A =TV 4y
C

A(r,t) a’rrat’ (2.18a)

Il
air
I'_,
o
n
ot

$(r,t) J op(Er, ) a’rrat” . (2.18b)

Portanto, wusando os resulpados das equacées
(2.18) nas equagoes (2.12), determinamos os campos elétricos e

- . N . N -~ » .
magneticos para essa distribuicao de carga():

(*) CALCULOS NO APENDICE A
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42 (h - B)(1 - 8% Box [(h - #)sB]
E(r,t) q + (2.19a)
[ (1 - a.8)° R? (1 - n.8)°r ]ret

B(Z,t) h x B(E,t) (2.15Db)

onde o colchete com o indice "ret™ indica que a grandeza nele

compreendida deve ser estimada no instante retardado
.;

t =t - R/c.

-+ . R
r e a posigac do observador em t

-+, - . -, -
r e a posicao da carga movel em t
-» i + - -
R = r-r(t)

ﬁ/R é um versor dirigido da posigdo da carga para o
ponto de observagao

=
I

B = v (t) /¢
-
B - ‘&':

A diferenga entre t e t° & o intervalo de tempo necessario para
a luz se propagar de r até ¥, e é igual a |F - ¥ |/c. Podemos
notar que as equagoes (2.19) apresentam contribuigoes
dependentes da velocidade B e contribuicoes dependentes da

aceleracio B.

B.POTENCIA TOTAL RADIADA POR UMA CARGA

0 fluxo de energia & dado pelo vetor de Poynting:

B(r,t) x B(r,t) , (2.20)

3l
ala

que, com as valores para os campos elétrico e magnético dados
pelas equagdes (2.19), fica

BE(r,t) x [h x B(F,t)] = 3% {E°A - (E.mM)E}. (2.21)

o

I
&
=1 Le!
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Para obtermos a potencia radiada através do
elemento de drea d&, durante um intervalo de tempo 4dt, que
eqguivale & energia que foi perdida pelo elétron durante um
intervalo de tempo dt  retardado, fazemos

au(t’) = &(r,t).dR dat . (2.22)
‘= ; dt -

Lembrando que t = t - R/c , e portanto at = 1 - n.ﬁ ’

podemos escrever: s

aut) - g@,udt . e . (2.23)

at dt

Para encontrarmos a poténcia radiada por unidade
de angulo sdlido, @ , ,s6 precisamos dividir por dQ a equacdo
(2.23):

& . auit’) - (a.3(E,t)1 (1-a.B) B . (2.24)

dat ‘ag

a) caso nao relativistico

Quando uma carga esta acelerada, mas é observada
num referencial onde sua velocidade € pequena em comparagaoc com
a velocidade da luz, o termo (1-h.8) = 1. Entao o seu campo
elétrico tem a forma

B(t,t) = q [ Eé + élg%;—él ] ) (2.25)
ret

0 primeiro termo da equagao (2.25) e uma contribuigdo quase
estatica polarizada longitudinalmente ac vetor de propagagido n,
s0 sendo relevante perto da carga que se movimenta, e o segundo
termc & uma contribuigaoc polarizada perpendicularmente.

Resolvendo a equagaoc (2.21), gque determina o
vetor de Poynting para este caso, e utilizando este resultado na
' equacaoc (2.24) encontramos a potencia emitida por unidade de
angulo sdélido,
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. 2
‘a‘% = 9 3.3 sen® (2.26)
41c

onde 8 é o angulo entre a diregao do vetor 3 e a diregao do
vetor n como mostra a figura 6.

Portanto a potencia emitida instantaneamente em
todas as dire¢des é dada pela integral, em relagiao ao angulo
s6lido infinitesimal, df}, como mostra 'a equagioc abaixo

5
S

2
J"g%dn = -g—-g-éé , (2.27)

que & conhecida comc a foérmula de Larmor, para uma carga
acelerada nao-relativistica. Cumpre notar que a radiacao

emitida é polarizada no. plano que contém ? e 3, comc se pode ver
facilmente em (2.25).

& Observodor
P24
7/
8’ /
A v
v
”
P ©

N
é

FIG.6 ESQUEMA QUE HOSTRA A DI REG A0 Do OBSERVADOR KO

» >
REFERENCIAL FORMADO POR 8 E f.
b) caso relativistico

Quando uma carga esta acelerada mas sua

-

velocidade & comparavel & velocidade da luz, B —> 1 , o termo
(1-n.8) depende fortemente do angulo entre n e 8. Neste caso,

a expressdo da potencia radiada tem a forma:
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gg = = (% - (E.A)%1 (1-h.B) B° . (2.28)

Neste caso o campo elétrico, eguagao (2.19), fica com a forma:

ﬁ(i.',t) = ( [ n x [(ﬁ : é)"ég ] . (2.29)
c(l ~ n.é)aR ret

Portanto a equagao (2.28) toma a forma:

ae q° 3.3 - (h.B)? 3)2 - [h. (BxB)1?
= {B. (h.8)2 + (BxB) [n. (Bx8) ]
il dmc(1 - n.8)°

- 2B by (2.30)

0 resultado acima se réduz a equaq&o (2.26) se B — .0.
L potencia total emitida em todas as direcgdes

sera

_o2q® ( (B2 - (B2
P o [ R }rct . (2.31)

Em um anel sincrotron, se p for o raio da 6rbita,
a trajetébria do elétron serd dada por:

?'(t') = p (xcoswt’ + ;senwt') ’ (2.32)
sua velocidade por

-3 - wp ~ A

g(tr)y = o (ycoswt’ - xsenwt’) {2.33)

e sua acelerag¢ao por

2 ' ’
Biery = - £E (xcoswt’ + ysenwt’) . (2.34)

Assim a poténcia total emitida por esse elétron (2.31) & dada
por

\\

_24C pa.d (2.35)
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onde usamos ¥ = (1 - Bz)_“z e w=cBlp . Este resultado

foi obtido pela primeira vez por Liénard'’. A perda
radiativa, por volta, e

2
5E = z—ggp = -}’1%-337‘ | (2.36)

\-.

C. DISTRIBUICAO ANGULAR DA RADIAQﬁO EMITIDA POR UMA CARGA
ACETLERADA

Para uma carga acelerada em movimento ndo
relativistico a distribuigdo angular mostra o comportamento
simples em senze, expresso pela equagdo (2.26), onde & est§
medido em relagdo A acéleragao. No movimento relativistico os
campos de aceleragdo dependem da velocidade e também da
aceleracao. Por isso, a distribuigdo angular &é mais
complicada. Da equagao (2.1%a), pode-se calcular a componente
radial do vetor de Poynting, e obter

2 - - 2. 3.2
3.n] , = i [ L l h x {(h g)xm ] , (2.37)
R {1 - n.é) ret
cnde estdo presentes dois efeitos relativisticos. Um deles &

o efeito da relagdo espacial especifica entre é e ﬁ, que
determinard a distribui¢do angular detalhada. C outro & um
efeito relativistico geral, gque provém da transformacio do
referencial de repouso da particula para o referencial do
chservador, e manifesta-se pela presenga dos fatores (1 - E.ﬁ)
ne denominador de (2.37). No Ccaso de particulas
ultra-relativisticas, o segunde efeito & dominante para a
distribuigio angular.

Na equagdo (2.37), © produto 3.n & a energia por
unidade de &rea por unidade de tempo detetada num ponto de
observagdo e num instante t, e corresponde a radia¢do emitida
pela carga no instante t/ = t - R{(t")/c . Se gquiséssemos
calcular a energia radiada durante um intervalo finitoc de

aceleragdo, de t’ = T, até t’ = T2 , escreveriamos:
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= Tao Rt'l'zl/c .
E = (8.n)]_ 4t

I. T }/c
t= : ] H( |

t*aT

=5 2 [§(f’,t).ﬁ}§‘dt' . (2.38)
t'=T

i

Vemos entdo que a grandeza Gtil e significativa &
[§(F,t).A)[dt/dt’],isto &, a poténcia radiada por unidade de
drea em termos do tempo no referencial da carga. Por isso,
definimos a poténcia radiada por unidade de &ngulo sdlido como:

dp(tl)  _ 32, 0).m%E = AdE,t (1-hd) B (2.39)
an dt

Se imaginarmos que a. carga & acelerada por apenas um curto
intervalo de tempo, durante o qual é e B 880 essencialmente '_'-.-'
constantes em dire¢do e mdédulo, e se observarmos a radiagdo a
uma distlncia suficiente da carga para que n e R se modifiquenm
desprezivelmente durante o intervalo de aceleragdo, veremos gque
(2.39) & proporcional & distribuigdo angular da energia radiada.
Com a equagdo (2.37) para o vetor de Poynting, a distribuicdo
angular ficara com a forma:

dP(t’) _  g° [ | A x ((A - B)x]I® |
du anc [ (1 - A.8)° ]ret ’ (2.40)

No caso de um movimento retilinio, é é paralelo a é, e a equagio
(2.40) fica com a forma

dP _ 2 stenze

ah -~ dnc (1 - Bcose)°

(2.41)

Para £ << 1 a equagdo (2.41) se reduz ao resultado de Larmor.
Para B ~ 1 a distribuicdo anqular est& concentrada em 2 lobos
estreitos gquase paralelos A& direcdo de é, como mostra a

figura 7.
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FIG.7.ESQUEMA DA DISTRIBUIG:O ARGULAR DA ENERGIA RADIADA PDR UMA

CARGA ACELERADA NA DI RE;:O DO SEU MOYIMENTO

O angule 6 - para o qual a intensidade é um
max
maximo e

.= cos"[%(¢1+1532-1)] . (2.42)

max

Quando £ — 1, eme;x — % , € a intensidade do pice é
proporcional a 7°. No caso de particulas relativisticas, 6 -

max
e muito pequeno, da ordem da razao entre a energia de repouso da

particula e a sua energia total. A distribuicdo angular esta
confinada num cone muito estreito, na direcao do movimento.
Para estes angulos pequenos, a distribuicac angular toma a forma

2.2 2
% = _E%c':ﬁ_ 7’ (762)2 5 ; (2.43)
(1 + ¥6)
Na figura 8, o pico ocorre em 86 = 1/2 , e os pontos de
meia-potencia estdo em %6 = 0.23 e 8 = 0.91 . 0 angulo

nedio quadratico de emissac, no limite relativistico, e

z 172 _ 1 _
<8" > = 3 = (2.44)
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FIG.B.DISTRIBUIQ;D ANGULAR DA RADIAQ:O EMITIDA POR UMA CARGA ACELERADA

Em um anel sincrotron, em que os elétrons estao
em um movimento circular, a distribuigdoc angular da radiagac ¢
dada peor:

2 - 2 2 2
gggtr! _ _q 1§| . [1 _ :en & cos ¢ _ ] © (2.45)
4nc ( 1 - Bcoso ) v (1 - Bcose )
onde a aceleracao 3 é perpendicular a sua velocidade 3 e
escolhemos nosso sistema de coordenadas onde 3' esta,
instantaneamente, na diregac z e é na direcdo % , como mostra a

figura 9.
Z
g\ g oBSERVADOR
A -
/
!
T
(=)
Y, }
| >
N !
N
N
N
X NI “
FIG.9 SISTEMA DE COORDENADAS ADOTADO HA EQUAG KO {2.45) { 6RBI TA

CONTIDA NO PLAKD X2Z)
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Observamos, na equagao (2.45), gue embora a
distribuicao .angular seja diferente da gue aparece no caso da
aceleragdo linear, o© mesmo pico caracteristico do efeito
relativistico, dirigido para a frente, também esta presente.
No limite relativistico, y >> 1 , a distribuigao angular e dada
por

!
ap _ gaaz 87° [ 1 - ar’e°cos®¢ ]

anc (1 + 7%6%H° ( 1+ 7%6%)?

(2.46)

e o angulo médio quadratico da emissdo, nesta aproximagdo, é
- dado pela equagao (2.44), tal como no movimento unidimensional.

D. INTERDEPENDENCIA %'DISTRIBUIQﬁO ESPECTRAL E ANGULAR

A radiagao emitida em um anel sincrotron usual,
onde a carga descreve um movimento c¢ircular, abrange
comprimentos de onda em uma faixa bastante larga, incluindo
desde alquns Angstroms até& dezenas de metros. Toda a_emissﬁo
se origina em uma regiac pequena, que pode ser comparada a um
worificio" pelo gual a radiagao passa. Dentro dessa analogia,
esperariamos gue os comprimentos de onda longos sofressem forte
difracdo, ao passo que oS comprimentos de onda curtos nao fossem
afetados por difragao.

Esperamos entao, em e = 0 o feixe com uma
grande concentragaoc de comprimentos de onda curtos e em 6 # 0
uma grande concentracac de comprimentos de onda longos. Na
verdade a parte visivel do espectro é& tdo estreita, em w,
comparada com a faixa total da enmissdo, que no visivel a
radiacdo é rigorosamente "branca”. '

Para calcularmes a distribuigaoc espectral da
radiagac emitida por uma carga em movimento circular partiremos
da poténcia emitida por unidade de angulo sélido

ar(t) _ o (1lhAx[ (h-Bx«FN% _ .
an Amic [ (1-hE)° ]rﬂ' Rty 1* (2.47)
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onde aefinimos

R(t) = [ /4= (RE) ] t (2.48)

e o campo elétrico é dado pela eqguagdo (2.19a). Na equacao
(2.47), a poténcia instantanea esta expressa nho tempo do
observador, pois queremos considerar o espectro observado de
freqliencias. vamos fazer a hipdtese de que a particula é
acelerada e emite radiagac so durante um intervalo de tempo
finito, de modo gue a poténcia radiada seja zero para tempos
anteriores e posteriores a este intervalo. Além disso supomos
gque a energia total radiada seja finita.

A energia total radiada por unidade de angulo
solido € a integral no .tempo de (2.47):

AW F= dp(t)

an ~  te.dn

at = [CiR(t)1%at = f:i(t).'A’(t)*dt . (2.49)

4 integral acima pode ser expressa, também, como uma integral
sobre © espectro de frequencias. Introduzindo a transformada
de Fourier i(w) de i(t),

Rw) = (am) 73T R(t) &'“t at (2.50a)
e a sua inversa

liwt

) = (2m % R e at , (2.50b)

a equagao (2.49) pode ser egcrita como

% = % Jl dt -f: dw .f.,, aw B () R(w)e' @™ @D (2.51)

A troca da ordem de integracdao entre o tempo e a freguencia
mostra gue a integral no tempo € justamente a representagao de
Fourier da fungao delta §{w’'- ©). Por isso, a energia total
radiada por unidade de angulo sdlido fica

dw

o f’ dw 1X(w) > . (2.52)
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A igﬁaldade de (2.52) e (2.49), com restrigdoes matematicas
apropriadas para Z(t), consiste no teorema de Parseval. E
usual integrar somente sobre as freqliencias positivas, pois o
sinal negativo da fregiiencia nao tem sentido fisico. Entao a

relacgao

AW 4o dzwgw,52

an - !, awan W \ (2.53)
2 -~
define uma grande:za, %L , que & a energia radiada por

unidade de angulo solido por unidade de freqgiencia, que esta

_associada a polarizagao £:

2 -
4“:.,“513'8 = 1B(w).&1% + |Z(-w).£|° . (2.54)

como Z(t) & real, de (2.50), R(w)* = R(~w). Entdo:

2 -

' - (2.547)
que relaciona o comportamento da potencia radiada em fungaoc do
tempo ao espectro de freQﬁéncia da energia radiada.

A partir da equagao para o campo elétrico de uma
carga acelerada, (2.19a), obtemos uma expressac geral para a
energia radiada por unidade de angulo solido por uniﬁade de
intervalo de frequencia em termos de uma integral sobre a
trajetoria da particula. Devemos calcular a transformada de
Fourier (2.49) de K(t), dado pela equagao (2.48). Usando a
egquagdo (2.19a), e supondo dque a particula seja um elétron,
q = e , encontramos:

—>

17 - P e

c ] ﬁ X [(ﬁ - ﬁ)xg] dt”’
(1-n.8)°

2

to - (]

2
Bcn

172 _, 10 [t'»
e

é‘-—:

Consideremos que a particula tem velocidade constante exceto na
regiac proxima a origem. Para um observador distante da regido
onde ocorre a aceleragdao podemos desprezar a variagao do
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vetor P c¢omo mostra a figura 10, ficamos com:

com ?’(t') , e se colocarmos n na diregao fixa do

12 271 = r - h.Br .

>
FIG.10.ESQUEMA QUE MOSTRA O VETOR r VISTO POR UM OBSERYADOR __P_

Entao:

e

R (w)

, r _ ;; -), R & - -
[ o? ]112I eiw [t — SEP Uy se] o [(n - g)xa] dt.’
sen® (1-58F)°

Usando o© resultado acima na equacdoc (2.54') e resolvendo a
integral por partes, ficamos com o resultado da energia .radiada

por unidade de angulo solido e por unidade de intervalo de
freguencia:

2 N 2 1w [ - n.Tt) se)
d W(w,e ew A - . .
dw éQ L - ;cnl e.f e nx (N x 3) dt (2.55)

Para um dado movimento, conhecendo ?%f), ﬁ(ﬂ) e ﬁ(ﬁ) podem ser
calculadas, é a integral pode ser estimada como fungao de w e da
direcdo n. Se for analisado o movimento acelerado de mais de
uma carga, a amplitude 1wnica na equagiao (2.55) deve ser

substituida por uma soma coerente de amplitudes Kj(w), uma para
cada carga.



23

Para calcularmos a distribuigao de energia por
unidade de freqiiencia e de angulo s6lido, para uma trajetéria
cireular, é necessario calcularmos a integral na equagio {2.55).
Como a duragao do pulso e muito curta, é necessario conhecer a
velocidade ﬁ e a posigao ?(t) sobre apenas um peguenc arco da
trajetoria, cujos pontos tem tangentes na direcio do ponto de

observagao. A figura 11 mostra um sistema de coordenadas
apropriado. 0 segmento da trajetdria esta no plano Xy, com O
raio de curvatura instantaneo p. ‘Uma vez gque faremos uma

integragdoc sobre a trajetdria, o versor R pode ser escolhido no
plano xz, fazendo um angulo & (a colatitude} com o eixo x.
Somente para & muite pequeno, havera uma intensidade de radiagao
aprecidvel. A origem dos tempos é escolhida de modo que , en
t = 0, a particula esteja na origem das coordenadas.

=
M

OBSERVADOR

3

>

L 4
w
~£

g4
_V
FIG.11, ESQUEHA DD SISTEMHA DE CO O RDENADAS APROPRIADD PARA 0
CALCULOD DO ESPECTRO DA FREQUENCIA DA RADIAQ}.O EMITIDA POR
UHA PARTICULA RELATIVISTIC.A. CARREGADA , NUM MOVIMENTOQ
INSTANTAHEO CIRCULAR.

Se supusermos gue a particula s6 & desviada da
trajetoria retilinea durante um intervalo de tempo curto em
torno de t = 0 , e usando o resultado de que sO0 ha energia
radiada em direg¢des limitadas por 8 ~ 1}y , temos que a
equagdo (2.55) pode ser escrita como:

2 A z 2
d W{w,c) e W - 2
aerEl = Y g A () - & A, W) | (2.56)
dw dQ scr? L 8 & .
com h

€& =y sendo paralelo ao plano da orbita,

€. € perpendicular ane a g, e
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onde desenvolvemos todas as fungoes trigonométricas, definidas a

partir da figura 11, em séries de potencias.
As amplitudes Ay (w) e A, (w) sao dadas por

*o c2¢?
A {w) = 8 I exp [ [ — + 8 ]t + 2 ] ]dt (2.57a)
3p
+on 2.3
A, (w) = < I texp| 5 [ [ — + B ]n + St ] ]dt . (2.57b)
P 152
p
Mudando da variavel t para a variavel x = ct ( v %+ 85)% e

dividindo as integrais em duas, mudando a variavel em uma delas,
e juntando novamente, escrevemos a equagac (2.56) na forma:

dPww,g) _ _efw’p® [ 1, 92]2x
diz dQ 3nzca 72-
K ,,(§) 2
x |E.8 7 2, 62)1/2 - iE. e,,KzIS(E) (2.58)

onde K _(£) é uma fungao de Bessel (cilindrica) modificada de
segunda espécie e ¢ = (w/3w Y (v +62):"'/2 , com W, = c¢/p sendo
a frequencia na orbita circular.

Pa eguagao acima podemos tirar as seguintes conclusoes:

1) ha duas contribuigoes para a energia total radiada, uma tem
polarizacgao perpendicular ao plano da orbita e a outra tem
polarizagdo paralela ao plano da orbita. Caso se rest}inja a
observagdo a Angulos 8 de observagido suficientemente pequenos, a
contribuigdo com polarizagdo g perpendicular ao plano da érbita

pode ser feita arbitrariamente pequena.

11} A intensidade cresce quando 8 e w diminuem e decresce quando

& e w aumentam.

111) Para cada w fixo, a intensidade e aproximadamente constante
em 8 se 8° < ¥ % , e comega a diminuir guando e > ¥ b .
Entretante a largura da distribuigao em 8 depende fortemente de

e
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Se integrarmos a equagao (2.58) sobre todas as
freqiencias, teremos como resultado a distribuicao angular de
energia radiada:

W _ . d°W(w,§) _ 7€ 1 2) 52 5 o°
an = ¥ awan W = 165 ;-2-+e 1+77-2+92

Como na equagao (2.58), o primeiro, termo corresponde a uma
polarizagdo paralela ao plano da érbita, e o segundo, a uma
polarizagao perpendicular a este planofl Integrando sobre todos
0s adngulos e comparando as contribuigdes dos dois termos acima
concluimos que a energia radiada com a polarizagio paralela €
sete vezes maior gque a radiada com a polarizagao perpendicular.
Portanto a radiagaoc de uma carga em movimento relativistico é
fortemente, mas nao completamente, polarizada no planc do
movimento. ‘

As fungoes de Bessel, que aparecem na equagao
(2.58), tem as seguintes propriedades:

- [ In{£/2) + 0.5772... ] com v =0

K, (&) = { e para £ << 1
RN con veo T

K, (§) = /5% e € [1 + O(1/€)} com v g.q. e para £ >> 1.

Concluimos entac que a radiagao é desprezivel para £ >> 1. Da
definigao de £, vemos que esta condigdo aparece para angulos
grandes. Quanto maior a freqiencia, tanto menor o angulo
critico acima do qual a radiagao sera desprezivel. Isto mostra
que a radiagao fica largamente confinada no plano que contém o
movimento, sendo o confinamento tao mais estreito quanto maior -

for a freqliencia relativa a c/p. Se & fica muito grande, no
entanto, vemos que £ sera grande em todos os angulos, Entdo a
energia total emitida a esta fregiliéncia sera desprezivel. A

fregliencia critica w corresponde a fregiiéncia tal que a
[ »] v
poténcia emitida com w < ©_ seja igual a emitida com ® > w .
c
- Entao, achamos .

W = 3(c/p)/2 = 3w /2 . (2.59)

=]
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Por outro lado, restringindo ¢ angulo @ de
ocbservagao a. valores suficientemente pequenos, a contribuigao
com polarizagde € perpendicular ao plano da Jrbita pode ser
feita arbitrariamente pequena. Entaoc, analisando a radiagao
polarizada paralela ao plano da orbita, restringiremos nossa

analise ao termo em K2/3(E) da equagao (2.58):
2 1y 2

i_‘,ldt__.‘g--‘—‘l - —< [ © ]2 [ ;_} + 92]_ K2 (£) (2.60)

3m ¢ o]

Analisando os dois limites para w, quando 7 >> 1, isto e:

1) << W
[+

aPww,g) _ 3¢ (17 2’312 C(zs3) }°
dw 4Q c 4 ch n
e a largura angular e
2w 1,3
8 = —=
4 Lo LA ]
i) W >> W
c
d2W(w,€:) - e_2 3 w 2"372 El/S e—zE
dw df c 2n 2W

o]

e a largura angular ¢

¥ 8 =

[+

20 12
——<
(=

A figura 12 mostra,qualitativamente, a distribuicao angular para
freqiiencias pequenas em comparagaoc com w_, para freqgliencias da
ordem de w_ e para freqiencias muito maiores que w . Usa-se 78
como unidade angular.

A densidade espectral de energia emitida é dada
pela integragac da equagao (2.60) sobre o angulo sélide, dando
como resultado:.
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2
dw 172 €
B - 3 c 7 [

€|€

] FOK,, (%) ax . (2.61)

c

© pico de intensidade é da ordem de e°y/c , e a energia total é
da ordem de 2e27wc/c = 3e21‘/p . Este resultado concorda com o
valor obtido para a perda radiativa por volta nos aceleradores
circulares, eguagac (2.36).

As equagles (2.58) e (2.61) descrevem a energia
radiada por unidade de intervale de freqiiencia, por unidade de
angulo sélido e a densidade de energia emitida num intervalo de
freqﬁéncia, respectivamente, para um anel sincrotron.

E. FLUXO DA RADIACAO EMITIDA

Para calcularmos o numero de fotons emitidos por
elétron, do anel de armazenamento de um sincrotron, por
_intervalo de energia e por unidade angular , na diregac paralela
ao plano da orbita, partiremos da equagao (2.\?60), que pode ser
escrita na seguinte forma:
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2 - 2 2

d'Wlw,c . 3 w 5 1 2 2

dW.e) . e [w_]-; [—-2-4-9] K2 _(£) (2.62)
) 4m & ' 4

onde a = ethc " @ a constante de estrutura fina e vale

aproximadamente 1/137. Entdo o nimero de fotons emitidos por
elétron, por unidade de energia e por unidade de angulo solido é

\n

2 2
da°N _ 30 h w 5[ 1 2] 2
= - = ' -= + 8 K (£) . (2.63)
dhw df2 R (hwc)z e 2/3

onde se subentende a relagac dW = hw dN.
Usando a definigao de @, podemos reescrever a equagao acima na

forma

a°N o  hwp® [, 1 2]2 2

ey __ = —= [ —=+6"| K (&) . (2.64)
dhw AN a2 (hc)2 ",2 273

Entao, o fluxo de radiacao emitida € dado por

2 2
anN 3 2 1 2 2 :
TFodo - ©/314 x 107 hw p [ -t 8 ] K, (&) {2.65)

¥
) a°N,
onde hw esta em eV e p em metros, e m € expresso enm
fétons por elétron, por eV, por usr. '

Para um anel sincrotron de raio aproximadamente
igual a 10 metros, ¥ = 10.000 e hw = 10° eV, teremos um fluxo de
fotons, na diregao paralela ac plano do anel, de aproximadamente
6x10”° fétons por elétron, por eV, por psr (usr = mrad¢.lmrade).
Para o anel do Laboratéric Nacional de Luz Sincrotron (LNLS) de
raio de 2,7 metros, ¥ = 2.250 e hw = 1,25x103 eV, teremos
3 x 10°° fétons por elétron, por eV, por psr.

2.4. ONDULADORES

Para aumentar a intensidade da radiagéo
sincrotron, sac inseridos onduladores no anel de armazenamento.

Essa inser¢ao produz um campo magnético periodico
que causa deflexOes na orbita dos elétrons qué circulam no anel
de armazenamento, tendo como resultado o aumento da emissao de

radiagao sincrotron. 0Os onduladores defletem o feixe de
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elétrons em diregdes alternadas produzindo uma oscilagdo angular
do feixe. Entretanto cumpre ressaltar que os onduladores séo
projetados de forma a n8o produzir deflex3oco resultante ou
deslocamento no feixe de elé&trons que circulam no anel de
armazenamento.

12) - fl .
“2} ¢ uma estrutura magnetica com

Um ondulador
varios periodos, como mostra a figura 13, 0 ondulador preserva
a alta intensidade intrinseca da radiagido sincrotron, mas, por
outro lado, a sua distribuigao angular ‘é caracterizada por picos
em um ou em poucos comprimentos de onda, em contraste com a

radiagdo sincrotron, gue & branca.

FEIAE  DE
e TAGKS

FIG.13. ILUSTRA(,‘:O DE UM ONRDULADOR

Consideraremos a passagem de um eletron por um
periodo ao longo de um ondulador, como mostra a figura 14.

o

o
rd
-

FIG.14. ILUSTRAGAO DA TRAJETORIA DE UM ELETRON EM UM ONDULADOR.
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a) On&ulador Fraco

Quando o campo magnético do ondulador € pouco
intenso, tal gque o &ngulo méximo de deflexdio do elé&tron, com
relacio & diregdo média do feixe incidente, &, & muito menor que
¥! estamos no caso do ondulador fraco. Pocdemos ent&o
considerar a velocidade 1longitudinal do eleéetron come sendo
constante e portanto o seu movimento transversal serd um
movimento harmonico simples. No sistema de laboratdric, as
frequencias dos fotons cobservados podem ser calculadas
considerando a interféncia entre as ondas enmitidas nas
oscilagdes sucessivas do elétron para dois picos sucessivos no
seu movimento harménicc simples, Neste caso, o tempo
necessario para o elétron percorrer a distancia A, (conhecida
como pericdo do ondulador) sera Ao/Bc. Mas o fotdén leva somente
Aolc para percorrer esta mesma distancia. Quando a diferenga
entre esses tempos é igual a um periodc de oscilagao da luz,
A/c, teremos uma interferencia construtiva. Entao a condigao
de interferencia é dada por

rle = A_/Bc = A /c . " (2.66)

Para valores de 8 tendendo a 1, ( 1/8 — 1 } e muite proximo de
1/2%°. Assim a condigdao de interferéncia construtiva pode ser
escrita com a forma:

A= A /28 . (2.67)

Para radiacao emitida a pequenos angulos com rela¢do ac eixo do
ondulador, 8 << 1, a egua¢ao acima pode ser escrita como:

A = (10/272)(1 + ¥%8%) ) (2.68)

Esta equagdo nos mostra gue para cada &angulo de observagdo a
radiagao emitida consiste de apenas de uma tnica fregiiéncia.
Para encontrarmos as distribuicdes angular e
espectral da radiag@o emitida por um ondulador fraco podemos
partir das equagdes que usameos para a radiagdo de sincrotron
neste capitulo. A titulo de um exemplo simples consideraremos
um ondulador de periodo Ao e comprimento A, com A >> Ao, ohde
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: 13
seu campo magnético pode ser escrito como*? ;

B(t’) =" BD cosznvot' rect(hoiﬁ)vot' (2.69)

onde: v, = ¢ ! ho e

1 para ~1/2 < x < 1/2

rect(x) = {
0 para os outros valores de x

A distribuicio espectral da energia por unidade
de &angulo s6lido para a radiagdo vista pelo observador &
facilmente obtida da equagdo (2.56):

2 . . 2.2
dw _ 1 =2 2 2 _ 22,2 2{ 1 + 978 |
dodn = I C7 1£(e, ) 1% (1 + ¥%6%) B[ A .;] (2.70)
2e° 3, -1/2 -8 372 -1/s2
onde c = o (rre™) = b.5 x 10 cm” s .
2 1 + 7°6°
B [ L 2 v] representa o] resultado do seguinte
2 7 '
procedimento: dado B{t’) conforme (2.67), encontra-se a sua
transformada de Fourier B(v’) e posteriormente substitui-se a
2.2
varidvel v’ por é_i_ZEQ_ v . Isto & possivel na aproximacgdo
29

-

do ondulador fraco, onde a variagdo de B(t’) & muito maior gue a
variagdo de ?(e,¢). Neste caso despreza-se a variagdo de & com
t’ e portanto, considerando 6 aproximadamente constante, a

’ 2 2

relag8o usual g—z—- = ' 2: 2 - 23'2 _ " nos
1+ 9y8°(t’) 1 + y°o

2 .

leva a t’/ = ———315—5 t , desta Gltima relagdoc pode-se ver que
1+ y°6
2,2
yr = L* 7 2 v .
2 7

?{9,¢) engloba os fatores angulares dependentes da diregdo de
observagdo e pode ser decomposto em suas componentes paralela e
perpendicular & aceleracgdo ?, ﬂ, e ?; :

te,¢) = £+ £, = I + % ) (2.71)

com
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7 = 1+ y%8° + 2wzezsenz¢ e ?L - 27°%e° cos¢ seng
no=
(1+ 7%6%)° (1+ 7%6%°

Sequindo o procedimento acima descrito para B(t’)
dado, podemos escrever:

2 2

aw _ a'w _ 1 2.2 Y- 2y + 2,2 A yv _

i i) avan senéded¢ = [ Enc 7 i Bo > 3 - 1]dy
av Yy o 27y,

onde y = 1 + 1292.

Nota-se aqui claraménte a presenga da fungdc delta no

integrando, descrevendo o fato j& mencionado de gue para cada ©

2

ha uma fregiiéncia emitida vy = — 2
. 1+ 7% °

0 resultado da integral nos dd a energia radiada por unidade de

freqiiéncia:

) 2
aw  _ 1 2 2 L2 v . v
v m | 74
n ]
onde viv < 1 e v & a freqgiiéncia maxima contida no

espectro, igual a 272v0 (e = 0).

Os harmdnicos desta freqliéncia também satisfazem
a condigdo de interferéncia construtiva, porém as suas
amplitudes s&o despreziveis, no caso do ondulador fraco, frente
a da fregliéncia v. l

A figura 15 ilustra a radiagdo emitida por um
elétron que percorre um ondulador fraco.

A A %

N v
U . | >

b

A B
' F!G.lS.RADIM;KO EMITIDA POR UM ELEETRON EM UM ONDULADDR FRACO:

A} NO REFERENCIAL ONDE O ELE’:TR{)N PERMANECE EM REPOUSO E

B) NO REFERENCIAL LABORATORIO.
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b) ondulador Forte

Por outro lade, quande o campo magnético do
ondulador e intenso, tal que o &ngulo miximo de deflexio com
relagfio A direcglo média do feixe & da ordem de 1", o movimento
do elétron na diregao transversal é acompanhado por uma variagao
da sua velocidade longitudinal. Neste caso, adotamos © nosso
referencial como aguele gue se \'=move com uma velocidade
constante igual A velocidade média dlongitudinal do elétron.

Assim a condig¢ao de interferencia construtiva toma a forma:
o= (A /20°) (1 + K22 + 7%0%) , (2.73)

_ _ 2 _ -3
onhde K = &8y = eBoaojzmnoc = 9,34 x 10 Boho. ;
& € aproximadamente igual a VoI fv. '

com a amplitude do campo magnetico, Bo' medida em Gauss e os
comprimentos de onda em cm.
A freqgiencia angular & dada por: -

4n12c/AO : :
W = 5 = . (2.74)
i1+XK/2 +7%76

No caso do ondulador forte os harmdnices do
comprimento de onda, A, sio importantes. Suas intensidades
dependem do valor de K: para K prdximeo a 1 a poténcia radiada no
comprimento de onda fundamental, A, & m&xima e conforme K
aumenta, a importancia relativa dos harménicos também aumenta.

A figqura 16 mostra a radiagiio emitida por um’
elétron passando por um ondulador forte.
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CAPITUIO 3

RAIOS X

3,1 INTRODUCAO

O0s raios X foram descobertos em 1895 por

14) através de experiencias com  tubos de ralos

Roentgen
catédicos, conforme esquematizado na ‘figura 1, onde particulas
carregadas colidindo com um anteparo produzem radiagdo com
caracteristicas incomuns.

FIG.1. TUBO DE RAIOS CATODICUS

Em 1897, Stokes e Wichert propuseram que esta
radiagao consistia de pulsos eletromagnéticos transversais
produzidos atraves da colisdoc de particulas carregadas com o
anteparo. - _

Em 1903, J. J. Thomson‘'®’ calculou a razdo entre
a energia radiada e a incidente por unidade de &rea, ou seja, a
segao de chogue diferencial, gquando ondas eletromagﬁéticas
sofrem espalhamento por cargas livres. Considerando os raios
X como pulsos eletromagnéticos transversais, como €& usual no

Eletromagnetismo Cléassico, essa segdo de choque diferencial &
dada por“s’:

= ri sen’s {3.1)

onde: do/d} € a segac de chogue diferencial,

0

Q & o angulo sdlido do espalhamento, ma

e @ o angulo de espalhamento, -
como

0
-
o

carga do eletron,
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n é¢ a massa de repousc do elétron,

c + & a velocidade da luz no véacuo,

' 2

r € o raio classico do elétron, _L.e |
1] . 4m mne?

Cunmpre ressaltar que a expressfo (3.1) & valida
quando a onda incidente & polarizada, e 6 & o &ngulo entre a
diregdo de observagio e a direglo' de polarizagdo da onda
incidente (& claro que esta & perpendicular & diregio de
propagacéo) . Se os ralos X incidentes n&c forem polarizados,

pode-se fazer uma média sobre todas as dire¢des de polarizagio,

obtendo:
. 2 2
do A 1 e 2
a | - = 2 [.41r z ) (1 ¥ cosik) (3-2)
nao no
polarlzada

onde agora k €& o &ngulo entre a diregdo de observagio e o
sentido dé propagagao da onda incidente. Desta maneira ,
Thonson obteve o "“coeficiente de espalhamento" { segac de
chogue total )}

_ 9_11[_1__9_"1]2 : (3.3)
0 3 an ne2

Somente em 1905 surgiu uma evideéncia experimental
a favor da teoria de Stokes - Thomson, com a detegac da
polarizabilidade dos raios X, por Barkla“7’, permitinde sua
identificagdoc com as ondas transversais caracteristicas da
teoria eletromagnética de Maxwell. |

Atraves do aprimoramento das tecnicas
experimentais dessa época'®’, foi possivel a determinagio das

caracteristicas dos raios X, tais como:

1) alto poder- de penetragdo na matéria,

ti) auséncia de deflexdo quando submetidos a campos el&tricos e
magnetices

1i1) ejecao de elétrons quando incidentes sobre a matéria

(Efeito Fotoelétrico), A

gue nao estavam compativeis com a teoria desenvolvida ).
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Verificou-se entdo uma divisio dos fisicos da época, basicamente
em torno das, hipoteses corpuscular e ondulatoria. Nomes de
calibre ‘como Planck e Sommerfeld preferiam a interpretacgac
ondulatoria dos raios X, enguanto stark’®’ defendia sua
identificago com o0s guanta de energia eletromagnetica

introduzidos por Einstein'®’

em 1905. Entretanto n#io era
clara a conexao entre fenomencs envolvendo raios X e Efeito

Fotoelétrico, e Stark nidc contribuiu’ significativamente para a

compreensao do fenomeno. S6 em 1923, com os trabalhos de
Comptonm) e Debye‘zz), € gque surgiram abordagens baseadas nos
gquanta.

Em 1912 Laue, Friedrich e Knipping(zs'
descobriram a difracdc dos raios X . Laue descreveu o

espalhamento dos raios X através de uma formulacdo geométrica
simples baseada na teoria das redes dimensionais.

A teoria cinematica, formulada por Darwin®? em
1914, mostrou-se adequada pois seus resultados, com algumas
excessdes, reproduziam bem os resultados experimentais da
intensidade espalhada. 0 tratamento de Darwin continha a

explicagdo da extingdco dos feixes primdrio e secundério na

difragdo, e seu modelo .tebdrico concebia o cristal como composto

de pequenos blocos desalinhados aleatoriamente em relacio a uma
orientacgdo média.

Nesta época foli feita a primeira formulacdo da
teoria dinamica para a difragdo por Ewald’>, que resolveu o
procblema da propagagdo de ondas eletromagnéticas com comprimento
de onda préximo ao comprimento da periodicidade de um arrﬁnjo de
dipolos, localizados nos pontos de um reticulado tridimensional
e infinito. Este sistema autocensistente de osciladores emite
radiagdo eletromagnética, que se propaga no meio. A solucgdo
encontrada por Ewald para este problema, formulado originalmente-
por Sommerfeld, seu orientador de tese, estd baseada no problema
de autovalores e tem, como resultado final, o© conjunto das
fregliéncias permitidas para os osciladores no campo.

A formulagio da teoria dinimica em uso para a
difragao dos raios X foi concebida por Laue“m’ em 1931, Esta
- teoria resolve o problema da propagagio da radiagio
eletromagnética num meio onde a densidade eletrénica tem uma

distribuigdo continua e periddica. Esta formulacdo tem como
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principal vantagem, em relaglio & de Ewald, o fato de que a
superficie do cristal aparece naturalmente como condicgfo de
contorno para as equagdes de Maxwell, o gue permite implementar
un modelo mais realista do meio cristalino.

Em 1941, Borrmann'®’”’ observou a transmissfo
anémala dos raios X. 0 efeito encontrado foli obtide para
cristais essencialmente perfeitos, de calcita e quartzo, e se
refere ao decréscimo espetacular no coeficiente de absorc¢ido que
estes cristais apresentam gquando ajustados para difratar os
raios X no fngulo préximo ao de Bragg.

Em 1945, Zachariasen '

e precisa da teoria din&mica escolhendo parédmetros convenientes

chegou a uma visdo clara

para a descrigido do espalhamento dos raios X.

0 efeito Borrmann possui uma explicagdo tebrica,
que é conseqgiiéncia direta da teoria din&mica e foi publicada por
Laue'® em 1949. A versio aceita, até o presente, pode ser
extraida das equagdes contidas no livro de Zachariasen. Isto é
consequido essencialmente por redefinigdoc dos parémetros do
espalhamento.

A aceitagdo relativamente lenta que teve a teoria
dindmica pelos pesquisadores, deve-se & dificuldade existente na
época de se obter cristais de boa perfeigdo cristalogréafica,
condigdc fundamental para a aplicabilidade da teoria. O grande
sucesso conseguido na determinagdo da estrutura cristalina
justifica a falta de interesse no tratamento do problema do
espalhamento via teoria dinémica.

No periodoc anterior &a descoberta doj efeito
Borrmann, acreditava-se que a teoria din&mica poderia apenas dar
uma explicacdo um pouce mais complicada dos problemas que eram
resolvidos pela teoria cinemética.

Zachariasen mostra em seu livro que a intensidade
espalhada por cristais de pequena espessura se reduz 4 expressao
cinemdtica. Mas o contefido fisico da teoria dindmica apresenta
uma explicabao mais abrangente do espalhamento de raios X.

Neste capitulo analisaremos a difragdo de raios X
para dngulos de Bragg, 6, aproximadamente iguais a m/2. Para
isso precisaremos analisar a interferéncia de ondas planasmm,
o espalhamento de raios X por um cristal®” , a teoria dinémica

* - L] 31 L] L} -~ L) L) -
de difragdo de ralos x ), a teoria dindmica da difra¢&o dos
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raios X para cristais finos a Aangulos de Bragg préximos de
nfzmﬂ € apresentaremos os resultados derivados por Ariel
caticha ‘e S. caticha-Ellis®® para a difracio dinamica dos
raios X em um cristal de grafite para angulos de Bragg préximos
amnf2.

3.2 INTERFERENCIA DE ONDAS PLANAS

Quando um feixe de faios X incide sobre um
cristal os elétrons dos &tomos de cristal interagem com a
radiacdc, espalhando-a. A expressdo geral de uma onda plana

monocromitica, de comprimento de onda A, descrita num ponto P no - -

instante t é&:
y(2,t) = A exp[ i (Tc’o.i—’ - wt + ¢) ] (3.4)
cuja parté real é:

¥(2,t)

A cos[ fo.? - wt + ¢ ]

A cos[ 2n (Eo.'r’ - vt + ¢7) ] (3.5)

onde:

A & a amplitude da onda plana,

-

% & o vetor de onda; sua diregdo &€ a diregdo de prdpagacio

-

e seu mddulo é igual a 2u/Ar ,
g2 = QOJZH
v = w/2r é a freqiéncia da radiagéo,

$ e ¢ a fase en 2=0et =o0.

. Como estamos interessados no fendmeno de difracdo
em um determinado momento e ndo no processo de propagagiao,
eliminaremos a parte temporal das equag¢des anteriores.

No processc de espalhament6 da radliagdec pela
matéria podem ocorrer ¢ espalhamento elastico (ndc hé& perda de
energia: A,= a) e o espalhamento ineldstico (a energia da
radiagdo espalhada & diferente da incidente)}; esse 1ltimo é o
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espalhamento Compton gque ser&d analisado no capitulec 4. A
difragdo & resultado do espalhamento elastico.

' A superposigio de duas ondas wl e wz de mesmo
comprimento de onda A se propagando numa mesma dire¢3o resulta
em uma interferéncia cujo resultado depende da fase relativa das
ondas espalhadas.

FIG.2.DIFRAGAO DE DUAS ONDAS POR UM CRISTAL

A difragdo de raios X por cristais pode ser
interpretada como "reflexdes" pelos planos (hkl) da rede
cristalina. Na figura 2 as ondas incidentes tem a mesma
amplitude e a mesma fase inicial, sendo espalhadas en dois

planos distantes de d Desta figura pode-se ver que a

hkl~®
condigdo para interferéncia construtiva & que a diferenga de
caminhos para os feixes espalhados nos planos sucessivos do
cristal seja miltiplo inteiro do comprimento de onda A:

nr» = 2 dhkl send ' {3.6)

relagdo que & conhecida como lei de Bragg.

Num cristal existe um grande nimero de planos
equivalentes (hkl). Quando a equagdo (3.6) ndo & satisfeita, a
intensidade da onda difratada & nula devido & diferenca de fase
das ondas espalhadas nos diferentes planos. '
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3.3 ESPALHAMENTO POR UM CRISTAL

Suponhamos um feixe paralelc de ondas planas,
incidindo em dois centros espalhadores 0 e O/, estando O na
origem do sistema de referéncia e 0’/ em P (como mostra a figura

3. A onda plana incidindo segundo a direcgio ﬁ; seri espalhada,

por exemplo, na diregio B.
ll.

F1G.3.ESPALHAMENTO DE UM FEIXE DE ONDAS PLANAS FOR UM CRISTAL

A diferenga de caminho entre a onda espalhada em O e a onda
espalhada em 0O’ sera: "

R2-R .2 = (R-% ).2 = 2¢ (2 - 2).2 = 2n (3.%) (3.7)
K- R

onde g = —_— |g| = ﬂ_

27 ! A

Assim, supondo gque a onda incidente tenha
amplitude unit&ria, 2 = 1 , a onda espalhada em ¥ ser4:

i exp[ i (ﬁ - ﬁo).? ] = § exp (2ni §.?) . (3.8)
O coeficiente f & o poder de espalhamento do centro espalhador
en 2. No caso de termos n centros espalhadores localizados em

?J , & amplitude da onda espalhada sera:

G =

S

fj exp (2mi g.r? ) , ) (3.9)

=

onde fj & o poder de espalhamento de cada um dos centros
espalhadores,
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A difragio de raios X num cristal & o resultado
do espalhamente da radiagio pelas cargas elétricas nele
contidas, que vdo oscilar devido ao campo elétrico da onda
eletromagnética. A teoria clédssica de espalhamento para uma
carga elé&trica e, de massa m, desenvolvida por Thomson“S},
mos%ra gue a amplitude da onda espalhada & proporciocnal a

>~ Sseny , sendo R a disténcia ao ponto de observac¢do, ¢ a

\
vﬁ?gcidade da 1luz no vacuo e seny o fator gue leva em conta a
polarizagio da onda incidente. Pode-se ver, portanto, que a
densidade eletrdnica é predominante nos fendmenos de
espalhamento de raios X, j& que a massa do nGcleo & 10° vezes
maior gue a massa dos elétrons.,

No caso do cristal, a distribuigdo de elétrons &
descrita por uma fungdo p(?) , dada geralmente em unidades de
elétrons por ﬂa, e o nﬁmero de elé&trons numn elemento de volume
d? sera p(?)d?. A onda difratada por esse cristal ser& dada
entdo pela equagdo (3.9), onde a soma & substituida por uma
integrac¢ao:

G(3) = [ p(P) exp(2m B.r”) a2 (3.10)

Adotamos como nosso modelo para a distribuicgdo da
densidade eletrénica aquele no qual a funcido p(?) é o resultado
de uma soma de distribuigdes esféricas de carga, centradas en
cada atomo constituinte da matéria:

2 = 3 12 - 2 | , | .
p(r) ugipu[ 0 ] (3.11)

como mostra a figura 4.

-4

7

FIG, 4.ESQUEMA QUE HOSTRA A DISTIBUII;KO DE CARGA ELETROMNICA
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Rescrevendo (3.10) e utilizando (3.11), ficamos .
com:

. N
H = 0 1?2 - 2 | ( 2m 3.2 ) a ,
6(3) Ep“[ . ]exp m
f

N
= E u(g) exp( 2m §.i‘u ) , (3.12)
onde j‘u(g) =Sp, | B | exp( m 2.8 ) dR ,
com ﬂ =

?-7,

£y & chamado fator de espalhamento atomico ou fator de forma e &
a transformada de Fourier da densidade eletrénica do &tomo u.
Com a suposigdo de que a distribuigao'de cargas &
esférica, o fator de forma fica dependente de |8] = ~£§§E§—
Alguns modelos tém sido feitos para calcular a distribuicdo de
elétrons dos diferentes &tomos e a partir dai obter f 0

fu(igl = 0) & igual ao nimero total de elétrons do Atomo.

u'

_'.0 T T ll ..‘ ¥ T T T 'l : " I{”‘ sene/A
8.0 "02 04 06 0.8 1.0 $.2

FIG.S.FATOR DE FORMA PARA ALGUNS ATONOS E IONS EM FUNGAO DE {8 |[/2

A figura 5 ilustra o comportamentc de fu para alguns &4tomos e
ions.

0 aspecto caracteristico de um cristal & a
periodicidade do arranjo dos seus &tomos constituintes. Entéo
a densidade eletrdnica num cristal é: -

.

p(2 + %) = p(@) (3.13)
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para' g = na—a’ + nbﬁ + nc?:) com n, n, n_ inteiros e
variando de ., - » até 4+ w , definindo assim a rede cristalina.

Devido a esta pericdicidade a equacgio (3.8), que
& a transformada de Fourier da distribuigdc de cargas do cristal
pode ser reescrita como: '

6@ = I (1, p@exp( 2m 8.7 )a¥|exprzmB. (0,3 + nB + n 3

todas “celula
as

celulas "
N N N

a b c
= F(g) ) exp(znfg.z) r exp(ang.B) ¥ exp(ang.a) (3.13)
n =1 n =1 n =1
a b [
A transformada de Fourier da densidade eletrdnica
de uma célula, F(g), & chamada de fator de estrutura. Usando a

relagdo para a soma de uma progressio geométrica dada por:
TR = 1+ X+ AR+ +x = - - X (3.14)

podemos escrever:

aexp(zn 2.3
nE=0 l 1 - exp(2m 3.3)

F.3 .

1 - eXp(ZmNn 3.3)

sen{n N 3,3)
= 2 exp|lm((N - 1)8.3 )|, (3.15
sen(n 2_3) [ Bt ) ] )

e equivalentemente para as somas relativas &s direcdes B e 2.

0O gque realmente se mede em experiéncias de
difracdo & a intensidade da onda difratada, I(%), que é
proporcional a IG(§)I2. Teremos:

(%) = xig@I1? =
_ R _
le(g)!z[ sen(m N 3.8) Jz[ sen(m N B.3) ]2[ sen(n N_ 2.5) ]?

sen( g.g) sen(n 3.3) sen(n 3.?)

(3.16)

-

Pode-se ver que a identidade & diferente de zero apenas se
3.8=n , B3=-x , 33=1
inteiros.

. com h, k, 1 sendo nameros
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Estas condigdes, chamadas condig¢does de Laue, sio
facilmente interpretadas se lembrarmos da definicdo dos vetores
da base no espago reciproco, ou seja:

- > -
ha” + kb + 1c” (3.17)

2 = 2-2 -

3.4 CONDICOES DE DIFRACZO

A condiglo para se ocbservar difragdo num cristal
& a de qgque a equagdo (3.16) seja satisfeita. Na fisica da
matéria condensada se utiliza em geral o vetor de onda R = 2nd
e tem-se entdo para os vetores de onda incidente e difratado a
condigdo:

- N > >
R = R-R = 2mr’" = 2n(he” + kb" + 1) . (3.18)

Como a guantidade de movimento do féton é:
3 - R ’ |3| = —%— com h = constante de Planck,

vemos que a variagdo da quantidade de movimento num processc de
difragdo num cristal & proporcional a um vetor da rede
reciprocas:

AP =t—2‘&-T£= h B . ' (3.19)

Tomando os modulos dos vetores na equagdo (3.18) temos a lei de

Bragg:
Igl 2s§n8 — Iﬂl
2sene® 1
A - d ?

como mostra a figura 6.
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FIG.5.ESQUEMA QUE ILUSTRA A LEI DE BRAGG

No caso de termos (hkl) = (nH nK nL), onde n & o divisor comum
de h, kX, 1 teremos:

2dHKL Sengd = na ou' 2dhk1 sengd = A ., (3.20)
Portanto a reflexdc de n-ésima ordem do plano (HKL) pode ser
considerada como a reflexdo de 12 ordem do plano {hkl).

Uma maneira bastante elegante de representar as
condigdes de difragio é utilizando a "esfera de reflexao de

Ewald". Esse método & chamado "gconstrugao de 'Ewald".
T Ox Oy
Constroi-se uma rede reciproca com os vetores a, a,, a, e
desenha-se uma esfera de raioc lgol = 1'1, tangenciando o ponto
Hooo {ou 000); o vetor 30 val do centro da esfera até o ponto
HOM . A condigdo de difracgdo serd satisfeita para pontos gque
interceptem a esfera , pois nesse casoc teremocs a relagdo
- 30 = R satisfeita. Em outras palavras, © vetor g = 30 +

B aqa a diregdo do vetor (feixe) difratado pela série de planos
B quando se usa uma radiagio monocromatica de comprimento de
onda A. A figura 7 mostra a construgdo de Ewald em duas
dimensdes.

oae

FIG.'?.CONSTRUCKO DE EWALD EM 2D
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A existéncia de feixes -difratados depende da
orientacd3o do.cristal em relagdc ao feixe incidente e do raio da
esfera de Ewald A, ou seja, do comprimento de onda da radiacfo
utilizada. A intercessZo R Jppara o ponto (000), origem do
espago reciproco, com a esfera (condigfio imposta na construgéo
de Ewald), significa gue sempre ha espalhamento na diregdo do
feixe incidente, 2 = 30. A reflex3o (hkl) vai acontecer guando

i
! Pode acontecer tanto a

a esfera interceptar o ponto hkl.
esfera interceptar dois pontos simultaneamente, come de néo
interceptar nenhum. Em geral, um cristal colocado de maneira
aleatbébria sob um feixe de raios X monocromidticos, pode néo
apresentar nenhum fendmeno de difracgédo.

Para se observar. um espectro de difragdc de um
gristal, ou seja, permitir que a lei de Bragg ( ou as condigdes
de Ewald) seja satisfeita para vdrios planos cristalinos {(ou
para varios B ou ainda para varios pontos (hkl)) & necesséario
variar a orientagdo do cristal ou variar o comprimento de onda

da radiagdo incidente.

3.5 TEORIA DINAMICA DA DIFRACAC DOS RAIOS X

De acordo com a teoria dinamica da difragdo dos
raios X'*® o cristal & representado por uma susceptibilidade
eletrica (razdo entre os vetores polarizacio, B , & o0 campo
elétrico, ﬁ):

x('r’) = Exuexp(iﬁ.?) . _ {3.21)
H

onde H é um vetor da rede reciproca e X, & a conmponente de
Fourier da susceptibilidade elétrica correspondente a H. O
procedimento tedrico consiste em resolver as equagdes de Maxwell

para um meio c¢ristalino nio condutor ( o =0) , ndc magnético
(u = H, = 1), eletricamente neutro, periédico e continuo:

rot B = - é 5B/ at ; rot B = 2 aB/at

aivB = 3 ; aivd = 8 =~ , (3.22)
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onde:'

B = (@ B - (1 + 4y (ENHE = B + and
BE = ® . (3.23)

Temos uma onda plana, B e:nrzp[z'm(ﬂo.it - vt) ,
inecidindo no cristal , gque irad excitar ondas de Bloch ,
Y BHexp(2n1vt)exp(—an?H.?) , dentro do mesmo. Na aproximagao
de que apenas dois feixes tenham amplitudes D, e D apreciaveis,
0s raios X dentro do cristal saoc descritos por:

- = -3 2> =
K. r

"+ Bt TR . (3.24)

BZ,t) = e '“t (Boe‘

Geralmente é conveniente expressar as quantidades de interesse
em termos da freqﬁéncia, ¢ do angulo de incidéncia do feixe
externo incidente, ocu seja, em termos de iﬁ . Ccom

|ﬂ0| = K = wjfc. 0O vetor de onda i esta relacionado com ?0

através das condigtes de conterno para a continuidade tangencial
dos vetores de onda:

¥ = R +KA A, (Aests definido abaixo)  (3.25)

onde n é o versor normal a superficie do cristal.
Os vetores de onda ¥ e R + H devem satisfazer
a condigdo de estarem sobre a superficie de dispersao, isto e:

k* = K'(1 - x, + 26 e (3.26)
(R +H?* = k(1 - z, + 2£,) , (3.27)

onde EO e EH sao os defeitos de ressonancia que satisfazem a
relagao de dispersao:

€l = % Xy X . (3.28)

A quantidade A €& dada por:

1
= 4 +E -
A = 270 T . (3.29)
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A razao. entre as amplitudes 'DHIDB pode - ser -
expressa em termos do defeito de ressonancia €,:

RA = DH/D0 = 2£°/x;ﬂ . (3.30)

Convencionalmente o fator de polarizagcao de 1 ou cos26_ é
incorporado em X

Por outro lado o defeito de ressonéncia Eo pode
ser dado por:

€, = F L -y (y® +b/bl )% (x, 2 ) 2 0I"? (3.31)

x“l-b)+ab

y = , (3.32)
2|b11/2(x8 X-H)1/2
A.R
b = , (3.33)
ﬁ.(i’o + H)
a = K%K .#H+H) , (3.34)

e  aqui & o versor normal A superficie do cristal, orientado
para dentro do cristal, conforme mostra a figura 8.

FIG.8, VARIAS QUANTIDADES GEOHETRICAS DE INTERESSE,
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3.6 QiEBAQEQ DINAMICA DOS RAIOS X PARA CRISTAIS FINOS a
ANGULOS DE BRAGG PROXIMOS DE T/2

Na teoria din&mica da difragdo gquando e, = nj2
ambas polarlzaqoes de x_, sac equivalentes, os fatores de
polarizacao sao Y1 nao necessitam ser introduzidos.

No caso de cristais finos de comprimentoc L, com
superficies paralelas, no caso Bragg simétrice, i.e., para # =
H/H, as equagoes (3.26) a (3.29) implicam que a onda incidente
excita duas ondas de Bloch no cristal com a forma (3.24) e com
defeitos de ressenancia dados por:

— 1 1/2 — T 2 _
& = 3 Cx,x_ ) [ <y = (¥ 1) ] ’ (3.37)
onde ha se referem aos ‘dois ramos da superficie de dispersio e

onde:

xo‘—a
Yy = 1/2 (3.38)
(x, x_, )
com
2 Ro.ih B
a = . . (3.39)
2 K

As condigoes de contorno de continuidade
tangencial dos vetores de onda implicam que o vetor de Onda ?T
do feixe transmitido seja igual a ﬂ enquantoc as condlgoes de
contorno de continuidade das amplltudes da superficie de entrada
sao:
E = D
4]
E = R
H

D . (3.40)

+
9 - .
,D, + R.D . (3.41) -

o+ +

D
Analogamente na superficie de saida as condic¢des s3o:

_ * _ * - - -
ET = Doexp( iKﬂOL) + Doexp( 1KA0L) .e (3.42)

0 = R:D;exp(-lKA;L) + R“D‘exp(-lm_\.;L) . (3.43)

Resolvendo as equagoes (3.40) a (3.43) cbtemos os coeficients de
reflexao e transmigssao:
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"L . 2
- _1- KL{A" - A"

R = E_H = Rj. : 'Efpl ( - )_ ¢ (3-44)

(] : R‘k - Rlexple(A =-4)

E_ | (R} - R]) exp(-iKLAT) |2

A

T = = _ - _ _ - ) (3.45)

o R, - R*exleL(A - A)

A figura &% mostra a curva de reflexao

(continua) e a curva de transmissio (pontilhada) para a reflexao

(004) de um cristal de grafite, de 5 um de espessura, para
incidencia préxima a m/2 de f&tons de raio X de 3.694 keV. A

energia do foton incidente é dada em termos do parametro e
definido por:

X = TR, . (3.46)

onde a energia de Bragg hw_ e hmnc/d.

A
¢4 .
"'“..r-"’""“-"-"""'-w‘"-'\.'\l‘t“\ :\:l S FA Wt '\.-’lﬂl“;'t..“,“"""
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FIG.9.COEFICIENTE DE REFLEXAO {LINHA CON‘TfHUA} (c04) E.

TRANSMISSAO (LINHA PONTILHADA) EM FUNGAO DO PARAMETRO €

PARA UM CRISTAL DE GRAFITE DE 5 [im DE ESPESSURA PARA RAIOS

X DE 3.694 keV.
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Na figura 9 a refletividade maxima €& por volta de
98% e a largura em energia do pico é de 0.2 eV.

Cabe aqui fazer algumas observagdes de interesse
para o nosso trabalho:

1)pode-se ver que cristais finos difratando a &ngulos de Bragg
préximos a m/2 tém sua aplicagido como monocromadores de
radiagdo sincrotron‘®, requerendo condigdes nio téc
restritivas guanto A perfeig8o do cristal e sua superficie, em
comparagdo com as condi¢des guando se usa o cristal a é&ngulos

de Bragg quaisquer;

2)& possivel reintroduzir o feixe retrodifratado a n/2 em um
anel de armazenamento OV, caso se deixe uma Jjanela
'conveniente, figura 10, 'obtendo-se assim um feixe disponivel na
direcdio oposta. Aproveitando-se convenientemente a alta
refletividgde no cristal, acima de 95%, a intensidade do feixe
retrodifratadec serd alta. = Outro ponto positivo €& que o
coeficiente de transmissio de fétons, com comprimentos que nao
satisfazem a condigdo de reflexdo mdxima, & muito prdéximo de 1,
portanto estes foétons serdo totalmente transmitidos, o gué evita

o problema de superaquecimento e destruigdo do cristal;

3)outro ponto & a pequena abertura angular do feixe refletido.

‘—""FE'I»AE'. RE FLET Do

Cristed.
SaveLa SAMELA
o= B =& 7
Yy— Y
= gl
ANEL DE \ g
ARM AZENAMENTO

FIG.10 ESQUEMA QUE MOSTRA O FEIXE RETRODIFRATADO DE RADI&(;;O

SINCROTRON REINTRODUZIDO NO AHEL DE ARMAZENAMENTO.



cAPITULO 4

EFEITO COMPTON

Um dos processos de interagao entre fétons
incidentes e elétrons de um waterial absorvedor é o Espalhamento
Compton.

Neste processo, os fotons incidentes sao
defletidos de um angulo € com respeito a sua diregao de
propagagao inicial, transferindo uma fragao de sua energia para
o eléetron , assumido inicialmente em repouso, que é conhecida
como Energia de recuo do elétron. Esta energia e fungao do
angulo de espalhamento, podendo variar de zero '~ grandes
fragoes da energia do foton incidente.

4.1. HISTORICO

Em 1916 Compton iniciou cuidadosas experiéncias
anvolvendo raios X. Inicialmente Compton tentou descrever os
fenomenos associados ao espalhamento dos raios X pela matéria
através da Eletrodinamica Classica, . apesar da efervescencia da
fisica européia em torno da teoria quantica e de seus sucessos.
Destas tentativas utilizando a Eletrodinamica Classica, Compton
desenvolveu os modelos: (1) do elétron extenso ( 1917 ) e
ti1) do elétron anelar ( 1918 ), que foram abandonados por nao
ter sido encontrada comprovagac experimental. _

Einstein, como principal defensor da teoria dos
quanta para a radiagao eletromagnética, publicou um trabalho em
1917°*" no gqual, além de deduzir a férmula espectral de Planck
de uma maneira diferente, concluiu que a radiagaoc emitida, ou
absorvida por &tomos em equilibrio térmico com a radiacao ,
possuia carater direcional e carregava um momento bem definido.
Nao obstante, Compton prosseguia apenas guiado pelos resultados
de suas experiéncias e relutava em abandonar a hipdtese
ondulatoria da radiacao.

Em 1921, a partir de novas experiéncias,
concluiu que a radiagdo espalhada por um cristal
possuia freqiiéncia menor do que a da radiagdo do feixe

cOmpton(21’

incidente, fatoc que encontrava dificuldade de incorporagéo- a
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teoria cldssica de Stockes - Thomson, ja gue esta nao previa uma
mudanga do .comprimentc de onda quando a radiagdo sofre
espalhamento por cargas inicialmente em repouso, Isto foi de
fundamental importancia para gque Compton fosse conduzido a
elaboragao de uma teoria quantica para o efeito.

A fig.1 mostra o esquema da experiencia de
Compton, onde raios X monocromaticos de comprimento de onda A
incidem sobre um alvo de grafité. A distribuicao de
intensidade do feixe de raios X ‘espalhado em fungdo do
comprimente de onda de seus fotons é medida em fungido do angulo
de espalhamento @. Os comprimentos de onda dos fétons
espalhados sido medidos observando-se a reflexio de Bragg em um
cristal. A intensidade dos fétons espalhados & medida por um
detetor, como, por exemplo, uma camara de ionizagao.

Flg.1. ESQUEMA DA EXPERIENCIA DE COMPTON (36)

A fig.2 mostra os resultados experimentais do
Espalhamento Compton. Vemos que, embora o feixe incidente
consista essencialmente de fétons com um \nico comprimento de
onda A, os raios X espalhados ténm maximos de
intensidade em dois comprimentos de onda; um deles é o mesmo que
© comprimento de onda incidente, e o outro; A7, é maior que 2a
- por uma guantidade de AaA. Este é o chamado deslocamento
Compton AA = A'- A , e varia com o 5ngulo sequndo o gual os
raios X foram espalhados. |
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©=0 RAIOS X DA
LinHA K4 DO
MOLIB DE ni0
Y ESPALHADOS
POR, GRAFlTE
4
©=45° \

INTENSIDADE —>

e:w

I (nm )

]
Qo ¥ A el oo
FIG.2. 0S RESULTADOS EXPERIMENTAIS DO ESPALHAMENTO COMPTON  (18)
Compton supos que um quantum de raio X, de

freqiiéncia w € espalhado por um elétron de massa de repouso m,
inicialmente parado, como mostra a figura 3:

Fi1G.3. a) EFEITO COMPTON b) SEU ESQUEMA VETORIAL
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0 médulo do momento do féton incidente & hw /¢, o do féton
espalhado € hw /c e © é o angulo entre estes vetores momento.

0 principio de conservagio do momento nos diz que
o momento de recuo do elétron é igual a diferenca vetorial dos
momentos dos raios X inicial e final. Usando B8 = v/c , onde v
€ © médulco da velocidade de recuc do elétron, e a lei dos
cossenos, podemos escrever:

hw hm! 2 hwl hmf

| =

Pelo principio da conservacioc de energia temos que:
H

hwo = hw -~ E {(4.2)
£ 1 .

- - Fl

onde E e a energia cinética de recuo do eletron. Alem
disso sabemos que a Energia cinética do elétron pode também ser
escrita como:
2
ne

Entao, o principio da conservagao da Energia fica

2
mc

2 :
hwf = hm1 > )1/2 + mc (4.4)

(1-8

As equagoes (4.1) e (4.4) formam um sistema cujas
variaveis desconhecidas sao B e W, . Resolvendo o© sistema

formado por estas duas equagoes, obtemos que

“,
W = (4.5)
£ 1+ gggisen ( e );

2 2

me
& portanto
2h 29 2(Ev‘

AA = lf - hi = sen ( 3 }y = 2 hc sen ( > } (4.6)

mne
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: h
onde Ac = e

€ o comprimento de onda Compton do elétron.

A equagido (4.6) estd de acorde com os resultados experimentais
mostrados na fig.2.

4.2, SECAO DE CHOQUE DO ESPALHAMENTO COMPTON

Compton também calculou a distribuig¢ac espacial
da energia espalhada pelo elétron. Ele estudou a distribuigio
espacial da energia radiada por um corpoc isotrdpice carregado
em movimento, vista por um observador movendo-se junto com este

corpo. Compton escreveu (4.5) na forma:

w,
w, = (4.7)
f 1+ 2¢ senz( 8 ) '

c

2
hy h
com: o = —1 = — (4.8)
c nel mc.\1

e chamou atengdoc para o fato de que, segqundo a teoria cléassica,
se um féton de raio X é espalhado por um elétron gue se move na
diregdo de propagagio com uma velocidade g’c , a freqiiéncia do

-

raio espalhado a um 4dngulo @ & dada pelo principio de Doppler
por:

L
i

w = r {4.9)
f 28 senzt 8 )
1 -8 2

Vemos que (4.9) & exatamente da mesma forma de (4.7), derivada:
com a hipdtese do recuo do elétron espalhador. De fato , se
@« = B’/(1-B') ou, equivalentemente, B’= o /(1 + “J! as duas
expressdes ficardc idénticas. Assim, Compton argumentou gue,
no que se refere ao efeito sobre o comprimento de onda do raio X
incidente, & equivalente supor um elétron recuando ou um elétron
espalhador se movendo na diregdoc do feixe incidente a uma
velocidade acc/(l + ac). Para raios ¥ do RacC ({ A = 0.022 A

»
a = 1,09), Compton usou g8’ igual a 0.52, gue notou estar de
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acordo com a estimativa de Rutherford, que era de 0.5'3
Primeiramente, Compton obteve uma expressao para
a distribuigao angular produzida por um oscilador movendo-se com

a velocidade relativistica efetiva v = B’c , e depois usou a
correspondéencia
B’/ (1 -B') e a (4.10)

4

para converté-la na expressdo da distribuigdo angular dos gquanta
espalhados. 0 resultado final assim obtido equivale a uma
intensidade de raios X espalhados a um &ngulo 6 com a direc8o do
feixe incidente

e 2 1 + cos®e + 2a (1L + a)(1 ~ cosB)2
] I g e c

I{B,a)CX:N[ } o(4.11)

4mmc® 2 tl + ac( 1 - cose® )]5
onde I & .a intensidade do feixe incidente e N & o nimero de
elétrons, por unidade de volume, efetivos no espalhamento.

Integrando a equagao acima Compton encontrou o
que chamou de coeficiente de absorgao do espalhamento, definido
comoe a fragdce da energia do feixe primdrio removida pelo
processo de espalhamento, por unidade de comprimento:

o

o{a) 0 1
> = T e (4.12)
onde v, & dada por (3.3), e p € a densidade do absorvedor.

Da expressao {4.11) podemos obter segdo de choque
diferencial por elétron espalhador obtida por Compton segquindo
este raciocinio:

=1 _32 {1 + cos’s + 2a (1 + o )( 1 - cos@ )° y.(4.13)
Comptonz 4nmc2 [ 1 + x ( 1 ~ cose )]

do
dQ

Vemos gque a equagdo (4.13) se reduz a expressdao obtida por
Thomson (3. 2) no limite de baixas energias (a —0) :

Ez e 2 )
( — 2) { 1 + cos™® )
Thomson 4Trmc

do
dQ

|
8| =
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onde -agora usames € para designar o &ngulo formado entre a
diregdo de propagacio do feixe incidente e a direcgfo de
observagio.

' A figura 4 mostra a comparag¢ac entre os valores
tebricos e ‘os valores experimentais para a variagac do
coeficiente de absorgic do espalhamento com o comprimento de
onda dos raios X incidentes:

o

Q;ﬁ. ' X
;oo X
_ Ge _ BW Me' (Toria Classi)
P T2 wmrd A

9

X

L ¢ % 4__ (‘Eumﬁhﬁn’nm_)
f F 41 &hz;‘cﬁ -

XDADOS DPE HEWLETT PR R -

o ABCORGAC TorTaL PARA R-X

6 ol ow o3 o4 o5 o6 oI ofF d5 IX(P‘\

FIG.4. COMPARAGAD ENTRE A TEORIA E A EXPERIENCIA PARA A V ARIAG AD
DO COEFICIENTE DE ABSORGAO DO ESPALHAHENTO oM ©

COMPRIMENTO DE ONDA.

Para grandes comprimentos de onda nota-se que os
dados ndc foram corrigidos devido & foto-absorgdo nos Atomos de
carbono (efeito fotoelétrico) ]

A teoria apresentada por Compton depende
essencialmente da hipotese de gue cada " elétron espalha
completamente um quantum. Envolve também a hipdtese de que o
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quantum de radiagao possui inicialmente uma direcao definida e é
espalhade em wuma ouvtra diregao também definida. As
experiencias nas quais se baseia esta teoria indicam muito
convincentemente que o quantum de radiagao carrega consigo um
momento e uma energia bem definidos.

Curiosamente, no mesmo ano de 1623, Debye‘za’
publicou um trabalho sobre a teoria quantica do efeito estudado
por Compton, coincidente em muitos' pontos com a teoria de
Compton, e desenvolvida independentemente. Utilizando tamben a
cinematica foton - elétron, calculou n3c apenas o desvio do
comprimento de onda (4.6), como também a energia dos elétrons
gue recuam e a relagao entre o angulo de espalhamente 6 do
guantum emitido e o angulo ¢ dos elétrons.

tgp = 1 : (4.14)
{1+ ac} tg( 8/2 )

Debye concluiu entao que os elétrons sao sempre
espalhados na diregao dianteira ( 0 = ¢ = M/2 ) enquanto os
fotons o sdo em todas as diregdes ( O = ¢, s T ) , resultado
gque nao ficou evidente no trabalho de Compton. Ao contrario de
Compton, Debye referiu-se explicitamente ao artige de

. . (35
Einstein )

sobre o efeito fotoeletrico, e identificou seus
guanta de energia com agueles introduzidos por Einstein.

E’, no entanto, no cilculo da segio de chogue de
espalhamento da radiagdo que se verifica a diferenca mais
drastica entre os trabalhos de Compton e Debye. Debye invocon
o principio da correspondencia de Bohr, no sentido de gque nc
limite de grandes comprimentos de onda a Eletrodinamica Classica
deve ser valida e a segdo de chogue deve se reduzir & expressao
de Thomson (3.2). Assim, simplesmente modulou a segao de
choque classica com a razao entre as fregliencias da radiacio
espalhada e incidente, dada por (4.7). Segundo Debye a secao
de choque diferencial seria:

2 2 1 + cos?®

) | (4.15)
1+ %! 1 - cosg )

_ dfl|Debye 2

2
41mc

Apesar de gualitativamente semelhante & fdrmula
de Compton (4.13), a formula de Debye (4.15) encontra-se mais
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distante dos dados experimentais. A diferenga entre as
expressces de Thomson (3.2), Compton (4.13) e Debye (4.15) e
apresentada na figura 5.

ot

G3-

aR

odd

* 2

L & Jo

=

FIG.S. COMPARACAO ENTRE AS SEGOES DE CHOQUE (EM FUNGAO DO ANGULO
DE  ESPALHAMENTO & )  SEGUNDO  THOMSON ----, DEBYE — ~— ~— =

COMPTON—— E OS5 DADOS EXPERIMENTAIS PARA O = 1.09.

4.3. SECAO DE CHOQUE DE KLEIN - NISHINA"

Nesta segao analisaremos o espalhamento de fdtons
por elétrons' livres do ponto de vista da eletrodinamica
guantica.

. A PARTIR DESTA SE!;KO ADOTAREMOS h=¢c =1
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Apesar dos sucesscos alcangados pelos modelos
baseados na teoria quantica, era evidente, através do estudo do
proprio ‘efeito Compton, que ndo seria possivel resolver
satisfatoriamente todos os problemas sem antes atingir um
formalismo quantico adequado.

No periodo 1924 - 1926 os esforgos de de Broglie
e Schroedinger resultaram em uma versao ondulatdria da teoria
quantica. Até esta época as paf’ct:f.culas, como o eletron,
vinham sendo tratadas como corpﬁscul‘ps COm massa m e carga
elementar e. O comportamento ora ondulatdric ora corpuscular
da radiagdo eletromagnética inspirou de Broglie a questionar se
nao seria possivel que objetos tradicionalmente considerados
corpusculares exibissem caracteristicas ondulatérias. Surgiu
entdo a Mecanica  Ondulatéria que, através da formulacio de
Schroedinger, notabilizou-se rapidamente, em vista do alcance de
suas previsoes e relativa simplicidade.

. No ano de 1927 Schroedinger publicou um trabalho
ndo muito conhecido®”’ gque continha uma abordagem diferente do
efeito Compton. Considerou que os elétrons sao caracterizados
por uma fungdc de onda gque é solugdo da equagdo de Klein -
Gordon. Mais tarde verificou-se que esta eguagao nié era a
mais adequada para descrever os elétrons, j& que a eguagao
diferencial relativistica que os descreve deve levar em conta,
além de sua massa, 0 seu spin. Para Schroedinger, no entanto,
a radiagac consistia de ondas eletromagnéticas classicas, gue
sofrem reflexoes de Bragg em ondas estacionarias formadas pelos
eletrons incidentes e emergentes no processo de espalhlamento.
Este tratamento semi-classico diferiu em muito das concepgoes de
Compton e Debye, principalmente pele fato de nao invocar o
féton.

E  interessante ressaltar a diferengca entre a:
abordagem de Schroedinger e de Bohr e seus colaboradores‘aa).
Apesar dos dois tratamentos considerarem a radiacio como sendo
classica, segtindo Schroedinger o carater quantico residia nas
propriedades ondulatérias dos elétrons, enguanto que, segundo
Bohr, ocorria nos niveis de energia atomicos, ou seja, nos
atomos como um todo. Contude Schroedinger nao calculou as
segoes de choque de espalhamento da radiagio e dos elétrons de
recuo. 0 unico resultado obtido por ele foi o deslocamento do
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comprimento de onda dado por (4.6).

Foli necessario esperar uma formulacao adequada
para a Mecanica Quantica, desenvolvida por Dirac em 1927'%%,
Dirac escreveu pela primeira vez uma equagdo invariante por
transformagoes de Lorentz e gque descrevia particulas com spin
meio. Tornou-se possivel tratar de maneira conveniente o
efeito Compton, e no ano seguinte Klein e Nishina *® publicaram
um trabalho com a hoje famosa expressio para a se¢ao de choque
de espalhamento da radiagao por elétrons livres.

Deduziremos a seguir a férmula da segdo de chogue
de Klein - Nishina, que se ajusta perfeitamente bem aos dados
experimentais, para feixes nao polarizados.

Para o espalhamento Compton os diagramas. de
Feynman de ordem mais baixa em @ ( 2% ordem ) s&oc mostradeos na
figura abaixo (as contribuigdes de ambos os diagramas devem ser
incluidas para se ter invarifncia por transformagdes de calibre)

Ef k& 2,4 Rity

k. >
p)\ "k,\ P/i"&*‘

?f. 2 ?’; Ny
?A’.,.".."’I { ' Bl -’f
FIG.65. DIAGRAMAS DE FEYNMAN PARA O ESPALHAMENTO COMPTOM

0 elemento de matriz que descreve o processo é a1y,

s, = e(z2m)s( p, +k, -p -k )T (4.16)
cCom

_ 1 1
Teys ~ o, LF, 2, +x1 - £y 1’ﬂ1 - X - m%f]ui (4.17)
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onde ‘el € a polarizacao transversal do féton inicial

€, € a polarizagao transversal do foton final

P, = (51'E1) = quadrivetor momento inicial do
elétron
P, = (Ef,Er) = quadrivetor momento final do elétron
k, = (ﬁl,wi) = quadrivetor momento do féton inicial
k., = (if,wr) = guadrivetor momentoc do fbéton final
u, = u(pi,si) = & o spinor solugde da equagdo de
Dirac com energia positiva,

guadrimomento P, e spin s,

u = u(p,,s,) = é&o spinor solugdec da egquacdo de
Dirac com energia positiva ;
guadrimomento P, e spin S s

u

o]

€ o spinor conjugado ou adjunto llfwo, e 7

sao as
matrizes de Dirac,
- i
ﬂ ¥ au '
e satisfazem as seguintes propriedades:
ki = kf = 0 , € £, 1, kl.ei kf.er o, P, P, m

A equagao (4.17) também pode ser escrita como

;2 + m ;; + m J ,
Tem Ty, (£, IR e N L (4.18)

2 2 2 2
£f° - m £f° - m
1 2

onde f1 = P, + kl e f2 =p

A probabilidade de transigao por espalhamento no
alvo, por unidade de fluxc incidente resultard na segio de
choque de espalhamento:

3 3
m - d kf m g P,

2
- do = irl 2p .k

| k2

;L e'emisp + k. -p - k)|t - .
A %% 1 (2M)? 20 _(2M)°E,

(4.19)
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onde  (2/m) P, -k, e o fator de fluxo do eletron inicial,
m dspg .
—;*—3—— e o fator de espago de fase do estado
(2I) "E, final do eletron.
ff-—mz 23;’1.11i
Se definirmos: X, = ——— = — e
m \ n
2 2 '
x _ fz -m . 2p‘.kf
- = f
2 e g
a egquagao (4.19) toma a forma:
da 1.r ¥ K x )it |? dak‘ dap" (4.20)
c == e p+k-p. - T - .
2“55, £ Tt it om?e 2y E
f 1 f
com:
1ﬁf /{1 +n /2 o :
t'fi'_"-__z[ﬂf—#i-"#i'—/r]ui (4.21)
m X, X

Quer-se descrever o espalhamento de fétons por
elétrons nao polarizados, guando a polarizacgdo final do elé&tron
ndo & detetada. Para tanto a equagac (4.20) contem a média
sobre os estados iniciais de spins do elétron e a soma sobre os
estados finais de spins do eletron. Cada estado possui um
memento bem definide sendo integrado através da resolugao , A ,
de energia e momento .

O resultado da integral da equacgaoc (4.20) é:

2
(wr) dQ

3 < 4 - |
J da pfd kra (pf+ kf— P~ ki) = (4.22)

ot

‘ d{w_+ E_) ‘
f

onde 0 ¢ o angulo sélido formado pela direcdo do momento do
foton espalhado, medido com respeito a dire_géio do momento do
féton incidente. A

0 resultado da egquagae (4.22) & devido as
integrais:
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i dap{ 63(3‘& ﬁf- "p)l- Ry = 1 (4.23a)
e
(wf)zdn
iy wfzdwfdn $(E, + v~ E-w) = 76, FE) . (4.23b)
dw_ '

\.

Calculando-se o Jacobiano em (4.23b), tem-se:

8(w +E) 1 8 ? 1 8 [m*+ (P, + k - k)
£ f - 1 + £ = 1 4 1 i £
dw 2E 8w 2E Jdw
£ £ £ £ s
1 . k ﬁ .k p..X
> o > £ £ £
=1=-5—2(p, +k ~KkK).,— =15 — = = .
2Er 1 i £ ]'-Ef Er wf Er W
mle 8(u§+Ef) m2x1
Como: pr'kr = = ’ a—wr'—'—""— = 2 Ef w—r . (4.24)
. 1 . s wf 2
Entao: do =3 ; e |z, | [ ~ S ] aQ |, (4.25)
3415! 1
Como o = e2/4n e r = a/m = 2,8 x 107 cm , a equacgao (4.25)
pode ser reescrita como:
az mf 2 1 5
m 1 ;.,15'

A somatdria sobre os spins inicial e final pode ser resolvida da
seguinte forma:

1 , 1 _
§ = zLlc, 0" = 3Zluo 0n
5~5r

1
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_ ‘;2 +m A, +nm
. . n xl m xa
A matriz ) € calculada a partir de 0§ = 7% 0 +° e com

as matrizes de Dirac satisfazendo as seguintes propriedades:

¥ = ¥ r T U 07 N AN A} ;
kv o _ o, uv A = XX + 2a.b
(=2 — AET B
@9 -1, (%=1 , ¥ =%, =3 , mit=0.
Entao:
1 + + 0 1 - - =
S = '2'3‘% u. 0w uw 07w = f,’g“ wOu u 0u .
.Usando agora o operador projegio:
. X +n
Lu(p,s) U (p,s) = [—‘ ] , )
i £’ 2m Y EEY
1 _ _ h _ .p’ + m _
S=3L GO0w U Du=>F G,0 [—~—-—] Oy ©
2"’*:’{ f 11 £ 25‘ t€ VEE! £ra B B
\ - _ p. +m
e similarmente % uﬁ(pr'sr) uE(pf'sf) = [———rzm ]BE .
Ficamos com:
1 ,p’ + m _
s = 3 [(F) o [_""'—] Qap =
2m BE £l
i + m
= = TR[.lﬂ LAY F 0 ] . (4.28)
2m 2m ..
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Para simplificar nossos cilculos consideraremos a
seguinte transformagao de calibre para os novos vetcres de
polarizagao'®:

pi.Ci pl.cf
el = Cl - pi'ki ki ' ef = Cf - 5;—:3'{; kf . (4.29)

Se escrevermos a equagao (4.18) usando essa transformagao de
calibre veremos que T é invariante por esta transformacgao.

Os novos vetores polarizagao satisfazem as
seguintes propriedades:

1 ) 2B 2,
S = 3 TR[ 0 [ 1+ ] 0 [ 1+ ]] , (4.30)
com
;ﬁ +m A, +m
0 = & —, Ao+ E— £, . (4.31)
nx, mx,

Usando a definicao de f e as propriedades dos novos vetores

polarizagao, a equagao (4.31) pode ser simplificada tomando a
forma:

& K, (m -,ﬁ;-—)ﬁ) _f‘lﬂﬂ (m ~ g +X)

2pt.ki 2p1.kf )

Usando a identidade (m + ) (m -0 = n® - p2 =0, a équaqéo
(3.30) toma a forma:

L (EEK FEKa (. By KEE XA, 2
S=3 TR[[ 2p .k ¥ 2P1~kf][1 * ET][ 2pi.kl_+ 2p1.kr][1 Y

(4.32)
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Podemos notar gue a contribuigac total dos dois
diagramas de Feynman € invariante pela troca

{ ci'kl) L 2nd ( cfl-kf) ’ (4*33)
que permuta as varidveis inicial e final do féton. Da mesma
forma:

1.‘.
(e k) e (e,k) . \ (4.34)

Este € um exemplo da nova simetria das amplitudes de transigao,
a simetria de "crossing" ou de cruzamento.
A equagao (4.32) pode ser divida em duas

1 .
S = E (81 + Sz) r

onde Sl = TR[ [1 +-§?] K [1 + ;?] K ] que nac leva em conta o
recuo do e

S, = TR[ [1 +'§—‘] K {)-{l——i-;ﬁ] E] contribuigao do recuo

do e
_ [#lxi‘ﬁ!f P'Jrﬁ'l]
con = + .
2pl.k1 2pl.kf
Para calcularmos 31 partiremos de:
K [1 + {1] - K - /dlxigfe’f _P’rxt)z(i’!i -
n 2p1'k1 m 2pl.kf m

#1( —’p‘i){i_-i. 2pi'k1)‘ﬂ(r _ ’e’f‘( ‘Aﬂz’(i + ZPl-kf)}!'i

2p1'k1 m Zpi.kf n
_ _’p'fl){l’ff_‘p'iﬁf)(fﬂi_’dfﬁl ‘_.F’i'di‘ _ [l-i]l(—
Zpi.ki m 2pi.krm m m - m
e .e

2 _f

i
I #
m
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onde usamos a identidade (4.34). Entao S, toma a forma:

o= T (R (-F) k- ) ) k)

Como \
(+B)(-5) - o ,

€ -8 £ 1 ﬁﬁg( £
o m S [ B (AR 2 )

2p1.k’r

Como ¢ primeiro termo dentro do traco contém um nimero impar de
matrizes 7, S, toma a forma:

€% ’p’l['e’f‘](i'e’l_l_'e'leﬁ’f]]
m

S, =
m 2p:'k1 Zpi.kf
e .e P .k e .e P .k e.e e .e 2
5, = - z_iz_fl_ POall Bt S St PN Sl e rJ _ 8[ i f] ‘
m pi‘.k1 pl.kf n

Para calcularmos S2 também usaremos dque o
primeiro termeo dentro do traco contribui com zero pois contém um
numerc impar de matrizes gama. Entao ficamos com:

EXF ﬁf«“,ﬁ;]] '

2pi.k1 2pi.kf

’ﬁ)ﬂﬁﬂ-hk )!?Kﬂgi
2pi.ki Zpi.kr

s, = 2, Trz, Joe,- 3

0 trago pode ser dividido em guatro termos: dois
diagonais, cada um obtide do outro pela substituigio (4.34), e
dois termos cruzados. Os Gltimos sao iguais, j& que o trago de

um nimero iImpar de matrizes % & nuloc e ja que
Tr (2, ¥, ¥,..-%,, ) = Tr (7, ... T, ¥, 71{ '

igualdade esta obtida usando a propriedade da transposicac e
trocande ¥ por ¥’ através da matriz conjugagao de carga C .
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Resta apenas calcular os dois tragos nao triviais. Usando as

identidades . kﬁ2 = kf2 = 0, el2 = .c.»i_2 = = 1 e aplicandeo a

identidade A¥ = - ¥# + 2 a.b , obteremos:

T, el 'yiﬂ!lxiﬁf X, -X) £XF 1 =

Tr[ﬁlxlﬁr (xl-xf‘)#l‘xl]=

2 p, -k, Trig (K, - XKIEKT =,

= 2p..k Tr[ ( - - ){f)ﬁ(r + zef'kljﬂ'(f}(i] -
= 2 p.k Tri( - ¥ ¥ + 2.k gX1 =

= 2p,.k, 4 -Xk_.k + 2(er.ki)2 ] ,

e similarmente:

T, = Tr XL K - KIEKED =

= Tr[\gi;!l(-,e’f)(i + 2 kil.czef)(,k'l - );{f)(--}]»(f;_t’i + 2k .e)f 1=

= Trig @ (£ K K 2k e - 2k .e ¥ X & +4k .e X _.e (K <K ))A ]

= Tr[ P (g - 2e .e) (FXK 2k .e -2 ke XX&£ +

+4k.ek.e (X -¥X)1 =

= Tri-@ # K K2k .e - 2e .e2k .e ¥ &K K -2k .epg¥¥
+4e .e k.e PFUKFE +4k .e k. .e PgEK-K) -2
e .e 4k .e X .e J X, -X)1 =

= 4{- 2kf.e (- pl.ki e . k1r ) - 4ei.e kf.ei(pl.krer.ki) +

1 £

-zki.er(pl.kfef.ki) + 4ei.e‘_ kl.ertjpl.kl kf.ei) - 4 ki.er

kf.el(pni.ki e .e - pi.kf el.ei_} - 8 e, .e ki.ef kr.e1

_ _ 2 _ 2
(p1‘k1 pl.ki_)} 8 { (el.kr) pll.kl pi.kf(er.ki) }e.

O segundo termo cruzado T, e igual a T, i
finalmente, T, e obtido de T, atraves da substituicao

(4.34). Portanto S, toma a forma:

2 1 1
S. = =Xk .k - ] . : (4.35)
2 m +f pi.kf pi.ki
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Usando a conservac¢iao do momento:

: 2
(p, + Xk, - k) = p?
K .p -k P, S £ 1%
ey £
ficamos com:
p. -k p, .k
g = 2 [ Lty f_ g, . (4.36)
2 m2 pi.kr pl.k1
Entac § toma a forma:
r .k r .k
i 2 1i° 1 1°7f
S = — | 4(e .e )" + + -2] (4.37)
4m> 17 f p:'kr pl.kI '

e portanto a secao de chogue diferencial toma a forma:

X, mw 2 p. .-k p .k
deo _ o £ 2 177y 17 7r
do . 0 [ 1] [ R A ] . (4.38)

Se considerarmos que o elétron esta inicialmente
em repouso, e, e e recairdo nos quadrivetores E ec_ea secac
de choque diferencial toma a forma:

do r (A 2 A (A
—=—°[-5][—f-+ ! +4(ef.ei)2-2] (4.39)
dQl 4 wl ul wf

que ¢ a equagao de Klein - Nishina.

Se o feixe de fotons incidentes for
nao-polarizado e a polarizagdo do féton final nd3o for detetada,
é necessario, como no caso do elétron, tomar a média sobre g e
somar scobre € obtendo assim a segdc de chogue ndo-polarizada:

der do

arizada

=1~

dQ
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Usando-se o resultado: - } (e .e )2 = 1 + cos?®e -

chega-se a:

do (A

2 W 2 W
- L (L) - sene] .
2m ml wl ‘mr

na
po?nrlzada

an

Usando a eguagao gue relaciona W, com aﬁ, equaqﬁo (4.7), ficamos

com @
[ do ] B § [ e? ]2 { 1 + cos’e } .
an 2 4mmc? [1+ a_ (1 - cose)]?
aa( 1 - cosé )2
% 1+ = > - , (4.40)
[ 1 +cos™8 ] [ 1+ ac(l - ¢cos8) ]
com o = wllm . Con esta segdo de chogue se conseque uma

C
6tima descrigdo dos resultados experimentais.

Na verdade a andlise apresentada por Klein e
Nishima, no artigo, & de certa maneira semi~-cléissica, no sentido
de gue os célculos ndc foram realizados em sequnda quantiZacﬁo,
ou seja, foram efetuados senm uma quantizagdo explicita do campo
eletromagnético. No entanto, com o ripido estabelecimento da
Eletrodindmica Quéintica, surgiu a primeira abordagem do efeito
Compton neste espirito, executada por Tamm*®?  em 1930,
Segundo a Eletrodinamica Quéntica, ou seja, o© calculo dque
acabamos de mostrar, objetos com caracteristicas ondulatérias e
corpusculares dgue obedecem a edquagdo de Dirac ( elétrons ),
interagem com objetos também quinticos e duais que obedecem as
equagdes de Maxwell (fétons), de maneira gque, através de um
cdlculo perturbativo, & possivel calcular a segdc de choque para
o espalhamento da radiacdo, como calculamos, com a ordem de
aproximagio dgsejada ( pelo menos em principio }. A
conservagdo do guadrivetor energia - momento no processo,
necessaria para deduzir (4.6) acompanha naturalmente o
formalismo.



cariTUIO 5

'ESPALHAMENTO COMPTON INVERSO DA RADIACAG SINCROTRON

5.1. ESPALHAMENTO COMPTON INVERSO

Consideremos agora o caso de um foton, com
. -+ . P
energia w, e momento ka' gue e espalhado por um eletron, com
- i .
energia E1 e momento P, como mostra a figura 1.

E 3 —y
e Kf
—_—p BTN
KL

2Y
- e
Pe
x
FIG.1. ESPALHAMENTO FOTON ' + ELETRON, A ORBITA Do ELETRON ESTA

CONTIDA NO PLANO YZ.

De acordo c¢com a figura 1 os quadrimomenta
iniciais para o elétron e para o f6ton sfo dadas por:

pl = (7m!0l‘0!‘7mﬂ) e k = (mifoxor_wl) ¢ ) (5.1)
e os quadrimomenta finais por:

_ 2 _ - 2
P, = (Ef,ﬁf) onde Er 3{.3{ m e
kf = (wf,wrsene cos¢,mfsen9 sen¢,wfccssj (5.2)

A energia do féton espalhado & obtida a partir da
conservagdao do momento e da energia:

E, +w = E_+0 , fa’i+R’i=f§f+17:’f (5.3)

Resolvendo o .sistema formado pelas duas equagoes (5.3}, ficamos

com:
2 - _ _ 2 e . 2 _ 2
ES + 3{.3{ = (B, +0-w)>+ (B, +R Tc)f) .
2 -3 - _ 2 - 2 3 —
Como Ef + 3f.pf = m e wr2+ ?g.?g 0
- w + K .K = 0
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Temos'das equagdes (5.1) e (5.2) que:

31.ﬁ1 = -'1mbi ‘ Bl.ﬁf = 1mﬁwfcose e ﬁ}'ﬁr = - wlwfcose.
Entao:
-m? = - m® - 27mwl-+ 27mwf + 2“1”; - 23'm,ewi - 27mﬁwrcose -

1
+ 2mlwfcoss. :

Portanto:

1 + 8

W = o, (5.4)
1 - B cos8 + . ( 1 + cos8 )

onde: R € a velocidade do elétron incidente em unidades da
velocidade da luz c,

& € o angulo entre a diregao do féton espalhado e a
diregao do eixo z, eixo de simetria do problema na
geometria de espalhamento inverso ("backscattering"),
1 .
(1 - 32)1/2

’3’ =

A energia maxima do foton espalhade é obtida
quando o féton & espalhado na diregdoc do eixo 2z, i. e. , guando
& = 0 (Espalhamento Compton Inverso) . No limite relativistico,

quando E1>> mc® , temos ¥ >> 1 e pode-se escrever g = 1 - _EE

2y
2
; para 8 —— 0 pode-se aproximar cose = 1 - g— . Com
estas aproximac8es (5.4) se reduz a:
47%0,
W, = : (5.5)
‘ 4?’2&’1 2 2
1 + + ¥ €
m
]

Quande €& = 0 a equagdo (5.5) alcanga seu valor
maximo e toma a forma:
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T
w, = 2 (5.6)
max 47 l‘.l.)l
1 +
m
Na eguagac (5.6) podemos reconhecer dois regimes:
412w onde
1) gquando —1 << 1 — desprezamos — REGIME CLASSICO
' ¥m 0 recuo do
eletron
entao: w_ . = 47° w
Fmax L '

i.e., a energia maxima do foton espalhado aumenta linearmente
com a energia do féton incidente.

4gau onde o -
2) gquando —m >> 1 — recuo do — REGIME QUANTICO
eléetron é
grande
entao: w = 7m ,

.
fmax

i.e., a energia do foton espalhado alcanga o seu maximo gue é
igual & energia do eletron espalhador.
A transigao entre og dois regimes ocorre guando a

2
energia do foton incidente e dada por 4§mwt = 1, {(5.7)
2 2
- _ m _ m = m
ou seja: w = iy = iym 4E1 . (5.8)
|

Entao a energia do foton incidente gue caracteriza a transigio

entre os dois regimes, c¢lassico e gquantico, é inversamente

e

proporcional & energia do elétron espalhador.
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A figura 2 mostra o grafico da energia maxima do
foton espalhado, em MeV, em fungdoc da energia do féton
incidente, em keV, para algumas energias do eletron (100 MeV,
500 MeV, 1 GeV e 5 GeV).

Wy oo (MeV)
Jo'i - [#1 s = E V
W 2 A e > ee
104 ' 1GeV
s500 ™Me¥
2
LU - Joo™MeY
104 .\\SuAuTnxb
i
= |
10 )
REGIME
2 CLAASI Co

a ¥ L] T T T T T -,-UJA (.ﬁ(E'V)
- -y -4 A =i ok
10 i0 10 6™ 40 L] o 10
F1G.2.GRAFICO DA ENERGIA MAXIMA DO FOTON ESPALHADO ENM Fuugfo DA

ENERGIA DO FC;TGN INCIDENTE

Observa-sé que gquando a velocidade do elé&tron for
relativistica e dyw, >m , o© elétron transferira praticamente
toda sua energia para o foton espalhado, independentemente da
energia do féton incidente. Em ambos os casos w, & maior que
w, ao contririo do que se observa no espalhamento Compton por
elétrons em repouso, Portanto o espalhamento Compton inverso e
o melhor mecanismo para gerar fotons muito duros, radiagido 7, de
alta energia.

Agora vamos analisar a dependencia angular da’
energia do foton espalhado. A equagac (5.5) pode ser reescrita
em fungdo da energia maxima do foton espalhado da seguinte
forma: '

£ -
w = ma x _ : (5.9)
1+ (76} -
472w
rm

1 +
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No regime classico teremos:

o

w, = rax 2 . (5.10)
1 + (7€)

onde observamos gue para 0 = 7'1 a freqﬁéncia do foton

1'.

espalhado e reduzida a w_- /5 -

No regime gquantico:

W, o,
w, = max ; {5.11)
1+ (78)°
47w '
1
. 2 ' ¥
como neste regime 47w / >> 1 temos gue << 1l &
v Ym 472m

a dependencia com 78 € muito menor que no regime classico.
Vé-se claramente gue para 6 = 7 . a fregiencia do foton
diminuira pouquissimo, resultando em uma variagao muito menor
que no regime classico.

A figura 3 mostra a dependencia angular da
energia do foton espalhado, estando o angulo de espalhamento

dado em unidades de ¥90.

ond 0, at+

L] L] I}e
Y& af yo Lo 36 4e :5.05

w f r 'F .
u.l?/ Wimalx r/u'fma“
A F 9

1e- if ,
ct - e :
0.6 0.6 1 |
i
cA- ey i
|
|
|
)

=11

FIG.3.GRAFICO QUE ILUSTRA A DEPENDENCIA DA ENERGIA DO FOTON
£ SPALHADO EM FUNGAD DO ANGULO DE ESPALHAMENIO (EN UNIDADES
¥6), A) PARA O REGIHE CLASSICO (E=3Gev, w1=2,5ev)' E

BY PARA 0O REGIME QUANTICO (E=5GeV, &J1=10ke\|"]'.
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Observamos que a energia dos fotons espalhados no
regime quantico varia menos, em fungdoc do angulo de espalhamento
@ , do gue no regime classico, i.e., os fotons espalhados no
regime quantico s3o mais monocromaticos do que o fotons
espalhados no regime classico.

5.2 SECAO DE CHOQUE PARA O ESPALHAMENTO COMPTON INVERSO DA
RADTACKO STNCROTRON \

No capitulo 4, Espalhamentc Conmpton, deduzimos a
equag¢do para a segdo de chogue diferencial do espalhaménto
Conpton no referencial do laboratdrio, com Iﬁil # 0 , equacio.
(4.38). Reescrevendo esta eguacdo usando a transformag¢do de
calibre (4.29) que relaciona os quadrivetores e e e com os
quadrivetores € ec, ficamos com:

2
r mw 2 p, -t P, -t 2
de _ of £ 4 £, - —— k e, - 25k +
dan 4 pi.kl 1 pl.k1 H £ pl.kf £
pi'kt pi'kf
s + -2 ] - (5.12)
pi.kf pl.k1 d

onde os guadrivetores P, ki e kr sdo dados pelas equagdes (5.1)
e (5.2) e falta determinarmos os quadrivetores polarizagac para
os foétons inicial e final.

Estamos interessados no espalhamento Compton
inverso da radiagdo sincrotron retrodifratada por um cristal a
angulos de Bragg proximos de wn/2, como mostra a figura 4.
Entdo a polarizag8o do nessc fo6ton inicial serad a polarizagdo do
féton da radiagdo sincrotron pois apds a retrodifragdoc no
cristal os foétons conservam sua polarizag&o inicial. No
capitulo 2, Radiagdo Sincrotron, concluimos que, para &ngulos
pequenos de observacio, a radiagdo sincrotron & polarizada
paralelamente aoc plano da ©6rbita dos. elétrons no anel de
armazenamento, equag¢doc (2.58). Por hipdtese, o plano da drbita
dos elétrons & o plano yz (figura 1).' Entdo o vetor
polarizagido da radiagdo sincrotron emitida pSf esse elétron, e
consequentemente © vetor pelarizagio do nosso féton inicial,
estd contido no plano yz. Comoc a diregido da polarizagdo do
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FIG.4.ESQUEMA DA RETRODIFRAGAO DA RADIAGAO SINCROTRON POR UM

CRISTAL A KNGULOS DE BRAGC PROXINOS DE ns2.

féton & perpendicular a sua dire¢do de propagagio, direcdo z, a
diregdo do vetor polarizagdo sb pode ser a direg¢do y. Portanto
o quadrivetor polarizacdo do f6ton inicial tem a forma:

e = (0,0, -1, 0) . (5.13)

Considerando gque apds o© espalhamento Compton
inverso o fdéton se propague na diregdo caracterizada pelos

dngulos (8,¢) , o= dois vetores polarizagdes possiveis para o
féton final sdo:

€, = { 0, sengp , — cosg , 0 ) e

€, = ( 0 , cos8 cos¢ , cos6 seng , - send ) . (5.14)

Resolvendo os produtos escalares da equagao

r

(5.12) utilizando as equagdes (5.1) , (5.2) ,{(5.13) e (5.14)
podemos dividir a segao de chogue diferencial em dois termos:
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do x; W, 2 2 ©, (1 + B)
dal, . =T [ (1 +8)7 ] [ 4 cos ¢ + w_(1 - Bcos0) +
11701
u%(l - Bcoso)
NI 6 B ) 2 ] e
r® W 2 2
do _ ] £ 12 cose - B
al, _T[w—l(1+ﬂ)7][4sen¢[1—ﬁcosé ¥
1/ f2 .
wi(l + B} wr(l - Bcosé)
M E ) BT R ) R ] - (5.15)
Integrando ambas expressoes em ¢ , de 0 a 2n , ficamos com:
ao _ nrz { ] [ wl(l + B) . u%{l - Bcoso) ]
dcose e .c,, 2 w (1 +8)v) lw (1 ~ Bcose) w (1 + 3}
e
do _ nr W, cosé - g 2_1 . w (1 + B)
dcosel, w {1 +B)7) 1 -~ BcosB| - W, (1 ~ RBcosey -
177 f2
wf(l - Bcosg)
wx(l ) ] . {5.16)

Usando a relacgao:

1 w (1 + B)
dcogp = — ———— dw

B--]gl)

f

que e derivada da equagdo (5.4), podemos escrever as equagoes
(5.16) da seguinte forma:

dcf ' ~ Trrz 1 [ w, (1 + B)
du_ B 2 2 ~ © w (1 - Bcosa) *
fle ,e_, Y (1 +B)(R - ) £
wf(l - Bcos8) )
+ w1(1 sy ] (o.17a)
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' 2
gﬂ. _ 1 [2[[cose-3 2_1]
@ - 2 2 - W i - Bcoss
fle, ,e 7wl(1 + B (B ?ﬁ)
w (1 + 8) w (1 - Bcose)
¥ wftl ~ Bcosd) + wl(l ¥ B) ] . (5.17b)

Somando-se as duas expressoes da equagao acima, ficamos com:
i

2
d_o_ 3 T-'.'ro [[ cosg - B ]2— 1+ wi (1 + ﬁ)
- 1 - Bcoss w (1 - Bcosg
dw, 70,(1+ B (8 - 2 ) g L1~ Boose)
“r(l - fcosg)
+ o T+ A ] . (5.18)
Pode-se reescrever a expressdo (5.18) considerando ¥y >> 1 e
8 —» 0, em fungdo da variéavel wf/wm;x = X e do parédmetro
o = 412(01/7111:
mr® 2
do  _ o [[2X~1-—a+ocx]+ 1 _ _oX ]
dw_ 2 1 -a-aX X 1 + «
f 2 v, 117«

-

As figuras 5 e 6 ilustram a dependencia da equacdo acima com a
fregiéncia dos fotons espalhados, em unidades da fregiiéncia
maxima, para os regimes classico e quantico, respectivamente.

dS/duwy (mb/Mev)

2,61
QM A
RC 1
16 -
o ; i i . + ey o~ s v
2 o5 3o &F LA 3 5,0 P./“"f M E K

FIG.5S. SEl;KO DE CHOQUE DIFERENCIAL, FOR UNIDADE DE ENERGIA
ESPALHADA, PARA O ESPALHAMENIO COMPTOR INVERSO DA RJLDIAC;;O
S{NCROTRDN RETRODIFRATADO POR UM CRISTAL HO REGI ME

CLASSICO (E = 3 GeV , W, = 2,5 eV
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RETRODIFRATADA POR UM CRISTAL NO REGIME QUKNTICO (E = 5Ge¥

' Ui = 10 ke¥},

Comparando as duas figuras observa-se claramente
que enguanto no regime classico hi um crescimento suave da segdo
de chogue diferencial com u%/wﬁﬁx , para o regime gquéntico a
secdo de chogque é& considerfvel apenas para o%/qmé‘ proéximo a
1. Ja para uma freqiliéncia apenas 5% menor gque a maxima
(., = 0.95 w_-) a segdo de choque € reduzida de um fator
aproximadamente de 40.

E° ainda de interesse estudar a polarizagao do
foton espalhado na diregac de 8 = 0 . Consideremos gque o
foton incidente de guadrimomento P, esteja polarizado segundo o©
gquadrivetor polarizagao €. Analogamente seja E.© guadrivetor
pelarizagao do féton espalhado de quadrimomento P.-

Assim, da equagao 5.12 e considerando que p, -€e,=

1
p,.e., =0 obtenos:
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do - r_i [ mo, ]2 [ 4 [c c ]2 . P, -k, + pi'kf__ 5 ]
&, . T TR 1"Ee B-K, T Bk '

Chamemos os dois estados de polarizacao final do
foton espalhado de €., e €, tais que e, corresponda a mesma
direcdo de polarizagdo do foton incidente e €., a diregao
ortogonal. Neste caso (ci.tzn)2 = 1 e (E:,l.t:rz);a = 0 .
Estamos interessados nos casos em gue ¥ > 1 e 8 — 0 .,

Nestas condigtes pode-se escrever:
2

r m 2 5 2 2
do _ 4] f o _
al, ¢ ¢ [p:‘k1 ] ¢ [c"ef] ¥ m] e @ = Ao /m.
1'%
Lembrando que no regime classico a<<l, cbserva-se
que ‘a segdo de chogque -g—% sera muito menor gque % e
E_,E €, ,¢

1/ ez L
onde se conclui que a radiagao espalhada na diregac €& — 0 €
polarizada.

Se introduzirmos o parametro

do _ Go
dnf Eir€n dnf €irCre
P = 3o A 3o obtenmos
flE rBy 188
4 o’
4 +
1 + «

Ja se estivermos no regime quantico, a »>> 1 ,
observamncs gque as segoes de chogque para os dois estados de
polarizagao sao aproximadamente iguais e, portante concluimos
que a radiagao espalhada a 8 — 0 nao sera polarizada.

Neste caso, P ~ 0.

DA RADIACEO SINCROTRON RETRODIFRATADA POR UM CRISTAL A
ANGULOS DE BRAGG PROXIMOS DE T/2.

N

Nesta segdoc faremos um estimativa da ordem de
grandeza do fluxo de fétons resultantes do espalhamento Compton
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inverso da radiacio sincrotron retrodifratada por um cristal a
&ngulos de Bragg proéximos de w/2. 0 ntmero de fétons
espalhadoé no espalhamento Compton inverso, por unidade de tempo
e por unidade de energia, & dado por:

a’N _ do

wdE - 2 ano, o % . (5.19)
4
onde: aho- & a se¢do de chogque diferencial, por unidade de
f energia espalhada,

N & o nlimero de elétrons que circulam por pacote no
anel de armazenamento,

¢ & o fluxo de fétons iniciais.

O fator' 2 deve-se ao fato de gue estamos
estudando o espalhamento no referencial laboratério, i.e., onde
os elétrons se movem com velocidade da ordem de c e os fétons se
aproximam com velocidade -c. Assim o fluxo efetivo resulta
duplicado neste caso.

Temos radiagdo  sincrotron ‘ de 10 KkeV,
retrodifratada por um cristal. Esta radiag¢do incide sobre
elétrons, de 5 GeV, de um anel de armazenamento. A segdo de
chogque diferencial, por unidade de energia espalhada, para este
espalhamento Compton inverso (regime gquintico) & igual a 0,1
mb/MeV (figura 6)

0 nlimero de elé&trons por pacote que circulam no
anel de armazenamento, N_, €& dado pelo produto da correnté média
no anel, aproximadamente 500 mA (NSLS/BNL“S}), pelo intervalo
de tempo entre a passagem de dois pacotes consécutivos gue
circulam no anel de armazenamento, aproximadamente 100 ns,
dividido pelo mddulo da carga do elétron e. Portanto teremos
aproximadamente 3 x 10'' elétrons por pacote.

0 fluxo de fétons iniciais, ¢ , sera dado por:

N .c




g6

onde: N_ & o nimero total de fétons de 10 kev (6 x 10°°
fotons por eV , por usr (resultado obtido no Cap.2);

multiplicado por 3x10'' elétrons por pacote),
c & a velocidade da luz no vacuo,

v & o volume do pacote de elé&trons,
dQ ¢é o angulo sbdlido.

4

0 volume do pacote seri de aproximadamente 10”2

en® {consideramos o comprimentoc do pacote de 30 cm e usamos Ccomo
estimativa da dimensdc transversal o valor do projeto
LEGS'®®’ que & de 0.4 mm x 0.07 mm).

0 4&nguleo sbélido dQ) = cosg d6 d¢ = 1,0 usr
(por hipétese todos os foétons de ralo X emitidos num certo dQ
sdo refletidos pelo cristal e reincidem no feixe de elétrons, dé

& a abertura angular do feixe de radiagdo sincrotron,
-1 -4

aproximadamente igual a ¥ = 10 , entdo 4@ = 10 rad , e
d¢ é& aproximadamente igual a 1072 rd - cristal de dimensdo de
10 cm x 10 cm e situado a 15 metros de distéancia -), como

mostra a figura 8.

— D

FIG.8.ESQUEMA QUE ILUSTRA O ANGULD SOLIDO af}
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Entdo "1 = 5 x 10 fotons/cm.s. Portanto

teremos:

2
gliaf = 3 x 10*® fétons/Mev.s.
f

4
Da equagio (5.5) podemos determinar a resolucgéo

espectral dos fétons no espalhamento Coﬁpton inverso & dada por:
hwffwr ¥ 0,001 '

para foétons de 5 GeV temos -que dwf:= 5 MeV e portanto temos que

1.500 fétons/s

foram produzidos no espalhamento Compton inverso dos f6étons
retrodifratados incidindo novamente sobre os elétrons do anel.

Para o anel do Laboratéric Nacional de Luz
Sincrotron (LNLS) teremos um fluxo de aproximadamente 30
fétons/s, pois este anel possui 2,7 metros de raio, corrente
média de 100 mA, energia dos elétrons igual a 1,15 GeV e energia
critica, equagdo (2.59), igual a 1,25 Kkev. A tabela 1
apresenta os valores usados para a estimativa do fluxoc final de
fétons para um anel hipotético e para o anel do LHNLS.

Podemos aumentar estes fluxos de . fétons
espalhados se:

i) focalizarmos o feixe de fétons espalhados usande por
exemplo um cristal curvo (x10);

11) usarmos um cristal imperfeito (x10), ja& que este tipo de
cristal diminui a criticidade da reflexao de Bragg pois enm
um cristal- tipo mosaico temos esta reflexao para abertura
da ordem de minutos de arco e para um cristal perfeito e da
ordem de segundos de arco;

" 111) usarmos onduladores (aumento de 10° a 103).\



ANEL ANEL DO
HIPOTETICO LNLS
raio do dipolo 10 m 2,7 m
energia dos elétrons 5 GeV 1,15 GeV
¥ 16.000 2.250
4 3
(..)l 3x10 eV 1l,26x10" eV
g%a— (mbar /Mev) 0,10 0,44
f
niimero de fétons emitidos
por elétron, por eV, por usr 6x10”° 3x10° 7
tamanho do pulso 100 ns 100 ns
corrente média 500 mA 100 mA
nmero de elétrons
por pacote 3x10'? 6,25x10'°
angulo s6lide 1 usr 1 usr
volume do pacote 10" en® 107° en®
¢ (fétons/cm”.s) 5,4x10'® 5,6x10" "
resolugdo espectral 0,001 0,04
fluxo final 1.500 30

TABELA 1.VALORES USADOS PARA 4

FéTOHS PARA UM ANEL HIPOTéTICO E PARA O ANEL DO LNLS.

ESTIMATIVA

FLUXO FINAL

DE



CAPITULO 6§

COMENTARIOS E CONCLUSGES

Luz sincrotron & emitida por elétrons de alta
energia guando seu movimento & perturbado por um campo
magnético.

O0s elétrons s8o confinados em uma trajetéria
suposta idealmente circular e movimentam-se em pacotes.,

A poténcia total emitida por um elétron em um
anel sincrotron & dada por:

2
P = 29;: 3414
3p

e a distribuigdo angular da radiagdo por:

dap  _ qz_p 8¥ [1_ 47° & cof ¢ ]

an 4nC (1+1262)” (1+§§i

A radiagdo & fortemente peolarizada no plano da
érbita dos elétrons e seu fluxe emitido & dado por:

2
2

K., (&)

_ 3 2 1 2
m—6,314x10 hwp[?+9]

(onde ho estd em eV e p em metros), sende igual a 6x107° fétons
por elétron, por eV, por usr (para um anel de 10 metros de raio,

¥ = 10.000 e o = 10° eV) e igual a 3x10"° fétons por
elétron, por eV, por usr para o anel do Laboratédrio Nacional de
Luz Sincrotron ( de 2,7 metros de raio do dipoleo, 7 = 2.,..?.5:«.103

e energia critica de 1,25 keV).

Radiagdo X quando incidindo sobre um cristal de
grafite, a &ngulos de Bragyg proximos de mn/2, & totalmente
retrodifratada como mostra o grafico para o coeficiente de
reflexdo e transmissdo, em fungaoc do parametro £, para raios X
de 3.694 keV incidindo sobre um cristal de grafite de 5 um
(figura 9 do capitulo 3).

A segdo de choque do espalhamente Compton inverso
| para a radiagdo sincrotron retrodifratada a-éngulos de Bragyg
préximos de n/2 & dada port
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2
do  _ T, [ [ cose - g )2 1+ w, (1 + B)
Hﬁf z?wl(l +B8) (8 - %ﬁ y 1 — Bcosd @_(1 - Bcoss)
m‘jl - Bcosg)
Yo (T F A ]

Nosso estudo do espalhamento Compton inverso
identificou dois regimes: 1 Classica (onde o recuo do elé&tron
& desprezivel), 1) Quantico (onde. 0o recuo do elétron é
consideravel)

No regime de interesse deste trabalho, regime
guantico, a energia do féton espalhado alcanga seu maximo no
valor da énergia do elétron espalhador, sendo constante.
Enguanto gque no regime classico a energia espalhada @&

diretamente proporcinal a energia do féton inicial.

A energia dos foétons espalhados no regime
guidntico varia menos, em funcdo do dngulc de espalhamento 6, do
que no regime cléssico, i.e., os fétons espalhados no regime
quintico s3oc mais monocromdticos do que os fétons espalhados no
regime cléssico.

Obtemos radiagdo altamente energética, da ordem
de GeV, com uma resclugdo espectral muitc boa, 0.1% e naoc
polarizada.

Obtivemos 1,5 «x 10° fétons/s espalhados
considerande a situagdo hipotética de:

1} elétrons: E = b GeV

1 tiia = 500 mA

volume do pacote: 30 cm x 0.4 mm x 0.07 mm

11) cristal: -10 cm x 10 cnm
situado a aproximadamente 15 m do feixe,

mas podemos aumentar este fluxo de fdétons espalhados se:

i) focalizarmos o feixe de fotons espalhados.(x10),
ii) usarmos onduladores (aumento de 10° a 103),

iii) usarmos um cristal imperfeito (x10).
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O procedimentoc exposto pode ser aplicado para o
anel do Labaratério Nacional de Luz Sincrotron produzindo
aproximadamente 30 fotons/s espalhados e tamb&ém para os
seguintes casos:

a) estudo do espalhamento Compton inversoc entre fdtons de baixa
energia (infravermelho ou menor) e elétrons de 500 MeV (fonte

de raios X), \

N
b) estudo do espalhamento Compton inverso entre elétrons de um
acelerador linear {energia de aproximadamente 100 MeV) e
fétons de um laser de alta poténcia.



APENDICE A

DEMONSTRAGAO DOS RESULTADOS PARA E(¥,t) e B(Z,t)""

A partir das equagoes (2.11) podemos reescrever a
densidade volumétrica de carga, p(?,t) e a densidade superficial
de corrente, 3(?,t), da seguinte forma:

p(Ev ,tr) = q 8( - P/ ("))
FEr,er) = p¥' = cpB = cgB(tr) (2" - Pr(t")) (A.1)
onde: 2(t’) e V(t’) = %(tf) sao dados.

pada a dependencia espacial via fungdes &, comegamos integrando
em d°r":

|2 - 2n|
5t ¥ ——m—— - ¢t
o(2,t) = as (B - 2/ (7)) arrat’,
J. .lljontes 1? - ?'ll
entao:
|12 - Br(tn) |
aﬁw —t] .
$(2,t) = qj - at’ (A.2)
' |2 - 27(t") | |
Analogamente:
r7- r?(t7)
- L Ben) a[t' + | = L. t]
22,t) = 9 [ dt’ (B.3)
c |2 - 27 (t7) |

Para fazer a integral temporal, usaremos a seéuinte propriedade
da fungao &:
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Ig(t') sE(t?) - ajaer = | S (A.4)
“ E 2]
£f(t’) tem o valor:
|2 - 2/(t) |
F(t?) = £/ + = . (A.5)

Com o = t, entao:

Iﬂ

|2 - 27 (t)]

af_ _ 4, 4 1
=1 c dt’

CR

_ 1 (2 - 2 () a2’ (t’) _ 8B = ,
=1 + - ; =1-n.85=kKk (A.57)
c I? - ?!(tr)l [ dat ]

Entaoc, os potenciais de Liénard-Wiechert sac:

Pt = [ “Eﬁf%TT_ ]ret

3 ~ (A.6)
(2, t) = [ ge(t’) ] _
' KR(t’) ret
|2 - ()|
onde: "ret" quer dizer calculado em t’ + - =

para calcular os campos E e B é mais fdcil partir
das integrais [ dt’ do que dos potenciais retardados acima.

|12 - 27 (t%))
- t]

£ o+
22,0 - -ve - L& L qj_— V"I [ - at’
. | |2 - /()]

jﬁft') o [er + - i:(t’” - t] at

|2 - Br(tr)|

' (A.7)

+.
Qf
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3 |2 - 27 (t") |
(£7) slt7+ -t ]
12 - 27 (x|
Nota-se que ¥ sé aparece em R = t? - Z7(t’)| e como v = n %—:
s(t’ + R/ = t) _ _ = 8(t’ +R/fc - t . 87(t? + R/c - t)
ﬁr ( = / = _ 5 3¢ - / _J +n ( g [
e portanto:
>
_ _ 1 8a _ ~ §(t* + Rjlc - t ‘
E(Z,t) = -6 - 2355 =4 In { . ) at
[ . ' -
+ % J(ﬁ _ n)af‘t +RR/C t) at’, (A.B]
e com
. Btr) 8[t’ + Rfc = t] 444
B(Z,R) =qh x 3x J = dt
- { ,J Bens(er + Rie = B)) gor o
R
1 [Benysrper + R - t) 400l o
E] R dt} =
=—-q]ﬁx§5{t; +R/C-t)dtl’ +
R
+ g ] h x B a'[tfR+ R/E -t] gq¢» (3.9)
A segunda integral nas expressoes para FeB depende de:
a | 12 - 27 ("))

s (E(t’) - €) = gg 8 [E(€’) - t] onde £(t7) = ¢’ +

daf - ﬁ

e ac7 =k =1 - n. Entao:

cC
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f. g(t’) &7[£(t’) - t)at’ = I () Sz 81F - t] 5 af

bt -

- I 2L L 5(f - t)af ;

tomando \

K df

8[f = t]df, obtemos:

-]

I T geer) STLE(LY) - t] dt! = uv | - [ gf [ 21%1 ]a[f - t]af

—00

a g(f
=T & [ é ) ) l (A.10)
£(tr) = t,
Ccomo:
%f = g;r gt: , a integral (A.10) resulta
14 g(f)
=-[EE’[ K ]] ‘ (A.11)
retardado
Usando esse resultado, ficamos com:
= _ﬁ. -— g l d a’ - fl
ﬁ(_r);t) q [ KRa] o l:’c dtl’ KR ] ]
ret ' ret
(A.12)

2,t) = B x a1 a (axB _
_B)(rrt] - d [ KRz ] E [E at’ [ R ] ]
ret ret.
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Cdlculo de varias derivadas relevantes:

R = P- Pr(rr) =
R=[x=-x(t'N"+ (y -y (') + (z - zr(er))*)'”? (A.13)
AR _{x = X!)(—X') + (Y ~ ¥)(~¥') + (z - z')}(-2") _ _ R.¥
R = ) (=x") = }(-2") E-Y
dR _ _ s
agr = - 0.9 (A.14)
d -~_d B _1 d ) 1 R a 1 A, ~ =
s g R-R R+ R g 'ﬁG'Edt'R”'E;’)'ﬁ("n'V]
32' = (n 31)111 -9 (A.15)
xEl—ﬁ.g
ak _ -~ dv 1 dh Voo s nA -9V .9
dt_’__n’WE_[EET] E_'“'a“j R ¢
Y s D
K =-n ‘s’-(“'ﬁ)é“'v)+§f (A.16)
1 d 1 dk K dR
c at <“R)=E[W]R c ['cr]
(A.17)

1 [ 8.BR - (h.B) (R.0) + B.¥ 4+ ,c(-ﬁ.x;)]

- DR.B % - (0.8)% + g% - k(n.B)
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Como:

k(n.B) = [(7.B) - (7.B)%]

(A.18)

{(A.19)

B2, t) = q_ﬁ_ nd [1]

{A.20a)
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%57 [ %ﬁ ] x R *'gﬁ x gt' i & o resultado da Ultima derivada.
Como:
B a ~_B  (-(aHa-F) _B«ahY -Bx3
kR * at’ KR * R e
1"-.
= Bxfh 1 d B - (Bxn)1 - k)
g(?ft) - q o + 'C_K dt' [ ﬁ x Il + 5 2
<R kR ret

I

B x N 1 I d a ~
q [ <PR® t ok ac’ [ KR ] xrl]
ret

Notamos agora, comparando el (equagdes (A.20)), gue

B‘(?,t-) = - BE(Z,t) x n

Simplificagao final de B(E.t):

i B(Z,t) = n- B + n_d i ].14d E_
‘ < 2R% ck dt’ KR ck 4dt’ KR
- ret
_|h-B,a-Bd [1]_
I
KaRz CK at kR csz et

= e se— —

e Comos

(A.20b)

(A.21)
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gET [ 1 ] = { -1 ] [ - 7B + 8% - rn ., é ], ficamos com:

-]
CK?R ret

- | h-B) {v-s)sths BB _ %R ]
ret

3
CKk R cK

Qi .

% B2, ) = (Bh-B) { « + 7.8 - g% + RA .

\-.

onde:

Gh-B¢ .8 _ B _A-BHEE -«B

3 . 2 3
¢k R CK R CKk R

(A.22)

Por outro lado:

Ax(h-B) «B) = (h-B BB -8

Portanto

E(Z,t) = g (h-B-6) A« (-8 xB] ] .(A.zs)
ret

kRr? cx’r
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