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INTRODUGAD

Queremos, de inicio, esbogcar uma especie de panorama his

‘torico da l1ogica intensional, a partir das consideracoes de Frege

(ver [91).

De acordo com o seu principio de funcionalidade, o sig
nificado de uma expressao deve ser uma func¢ao do-significado  de
seus constituintes. No entanto, sao conhecidos os exemplos do pro
prio Frege em que esse principic parece falhar, se identificarmos
significado com denotacdao ou extensao. Um dos exemplos envoive a
chamada lei de Leibiniz, segundo a qual, substituindo-se em qual
quer senten¢a um nome por outro que denote o mesmo individuo, 0
resultado & uma senten¢a verdadeira se e somente se a sentenca o
riginal e verdadeira. Ora, tomemos a expressao "estrela da manha",

ue denota a mesma entidade que a expressao "estrela da tarde",ou
q

seja, o planeta Venus., Se a sentenca:
“"A estrela da manh3d nao e visivel hoje."

¢ verdadeira, do mesmo modo sera verdadeira a sentenca:

"A estrela da tarde ndo @ visivel hoje."

Entretanto, & verdadeira a sentenca:

"Necessariamente a estrela da manh@ & identica & estre i
- !
la da manha", i
mas e falsa a sentencga:
"Necessariamente a estrela da manha e identica a estre

la da tarde",




ja que a primeira expressa uma necessidade logica, enquanto a sg

gunda expressa um fato contingente da astronomia.

Outro exemplo de Frege e dado pelas duas setencas abai
xo, uma verdadeira e a outra presumivelmente falsa:
“Jo3o acredita que a estrela da manhd €& a estrela da ma
nha.

"Joao acredita que a estrela da manhd & a estrela da.tar

de."

Contextos como esses (de crenca , modalidade, etc.), on

de parece falhar a substitutividade, sao chamados de contextos o

b1Tquos ou referencialmente apacos.

A solucao de Frege para o problema esta emsuadistincao

entre o sentido de uma expressao (sinn) e a referencia dessa ex
pressao {bedeuntung). A referencia e, para Frege, o que, usualmen
te, consideremos como denotacao, como, por exemplo, os valores de
verdade, no caso de sentenc¢as, ou um determinado conjunto, no <ca
so dos predicados. Ja o sentido de uma expressao seria algo como
o significado-dessa expressao. No caso de uma sentenca, por exem

plo, seria o "pensamento” expresso pela sentenca, ou 0 que, usual

mente, se chama de proposic¢ao.

Mais tarde, passou-Se a usar a expressao intensao para

sentido e extensio para referencia. A partir dessa distin¢ao, con

sidera-se que as expressoes da linguagem natural tem uma especie
de ambiguidade, ou seja, das vezes uma expressao tem uma denotacao
“normal", mas outras vezes, justamente nos contextos opacos, uma

expressao denota o que e, ordinariamente, o seu sentido. Assim ,




duas sentencas podem ter a mesma denotacadoc (digamos, serem verda
deiras), mas, quando precedidas por um operador modal, denotam o
sentido das respectivas sentencas, isto e, as proposicoes expres
sas por elas. Como os sentidos de duas sentencas podem nao ser o
mesmo, nao se viola o principio de que a denotacdao de uma expres

sao complexa e uma funcdo das denotacdes das partes.

Naturalmente, para a construcao de uma Ssemantica que in
corporasse essa distincao, havia necessidade de se encontrar .uma
formalizacao para a nogao de sentido e uma maneira de se determi

nar quando uma expressao tem denotacac "normal® e quandc ela deno

ta um sentido.

Carnap foi o primeiro a tentar uma formalizaciao da no
¢ao de sentido, em [ 3 3. Levando em conta que o0 significado de uma
expressao deve determinar sua extens3o, Carnap sugeriu que o sen
tido de uma expressao {para ele, a intens3o) & uma funcao de pos
sTveis estados de coisas, tal que, para cada particular estado de
coisas, tem-se a denotacao dessa expressao (para é]e, a extensdo)
nesse particular estado de coisas. Naturalmente, surge o problema
de se saber o que & um estado de coisas. A sugestio de Carnap con

siste na identificacao de possiveis estados de coisas com modelos

de linguagem subjacente,

Coube a Church, pela primeira vez, a construcdo de uma
logica formal contando expressdoes que denotam intensoes, enguanto
outras denotam extensoes, ou seja, a construcido de uma 1o6gica in
tensional, segundo a linha sugerida por Frege (ver [6 ]). Contudo,
0 trabalho de Church consistia em um tratamento exciusivamente sin

tatico e n3ao semantico. Permaneceu o problema de se encontrar uma




interpretacao adequada para as intensoes.

David Kaplan [14] tratou de resolver o problema,constru
indo uma semantica para o sistema de Church, seguindo as ideias
de Carnap. Entretanto, ele se ateve a proposta de consisiderar es
tados de coisas como modelos da 1ogica subjacente e essa aborda

gem tem uma serie de inconvenientes.

Coube de fato a Montague,numa serie de trabalhos {[161],
[16] e [81), a tarefa de desenvolver completamente uma 1Ggica in
tensional e sua interpretac¢ao, tendo, para isso, se baseado nas
idéias da semantica de Kripke para a 1dgica modal. Como linguista,
seu objetivo, era, naturalmente, aplicar esse sistema {que chama

remos IL),na analise de fenomenos intensionais do Ingles.

Tomando os mundos possiveis como indices, Montague defi

ne sua intensao, a maneira de Carnap, como uma fung¢aoc do conjunto
de indices nas extensoes. Assim, por exemplo, ja que nome denota
um individuo em cada indice, segue-se que a intensdao de um nome.e
yma funcdo dos indices nos individuos. Tal intens@o e chamada de

conceito individual. Como outro exemplo, ja que um predicado mona

dico denota um conjunto de individuos em cada Indice, sua intensao

sera a funcao que da, para cada indice, o ronjunto denotado nesse

Tndice. Tal intensao se diz uma propriedade. Finalmente, uma sen

tenca dencta um valor de verdade em cada Tndice. Logo, a intensao

de uma sentenca e uma funcao de Tndices em valores de verdade,cha

mada uma proposicao.

Na 10gica intensiocnal de Monitague pode-se formar , para
cada expressao o, uma segunda expressao gue deve corresponder a

intensdao de a. Isso e feito sintaticamente, como veremos depois,



por meio de um operador ~, tal que, a cada expressao a, correspon
de uma expressac “a. De fato, tal operador funciona como um abs
tractor funcional sobre indices. Montague introduz, ainda, um se

gundo operador v, como uma especie de inverso do primeiro opera

dor.

0 sistema IL de Montague e, assim, um sistema extrema
mente forte, contendo inclusive a teoria dos tipos. De fato, como
bem observa Gallin [10], "a forca da Jdeia de Carnap para a anali
se da Tinguagem natural s0 aparece claramente qﬁéndo passamos pa
ra ordens superiores, onde & possivel atribuir intensdes a muitas
pontes do discurso, cuja analise e eludida pela logica de predica

dos ordinaria®.

Como e sabido, a Togica intensional de Montague se inse
re num contexto de Togica bivalente. No entanto, U. Blau levantou,
recentemente, algumas objecoes quanto ao uso desse tipo de 1ogica
na analise da linguagem natural (ver [2 1). {HE uma exposicao das
ideias de Blau no livro de Stegmliller {ver [18], 29 volume, Cap .

II), no qual nos baseamos para as consideracoes gue se seguem.)

A proposta de Blau & a construcao de um sistema com trés
valores, o qual seria um prolongamento da logica tradicional,. 0
autor parte de consideracCes analiticas em torno da linguagem e
procura mostrar que o pensamento, ao nivel da linguagem comum, po
de ser melhor caracterizado por meio de uma logica trivalente. A
redugac desse pensamento nao formal aos limites da l1ogica classji

ca seria feita atraves de procedimentos artificiais e algo arbi

trarios.

Segundo Blau, uma formalizag¢ao correta num sistema 1691




co so € viavel quando se compreende claramente,do ponto de vista
intituitive, como devem ser interpretados os valores de verdade .
A ideia €& decompor o valor "falso" da logica classica de forma
que as sentencas poderiam ser verdadeiras de um so modo , mas po
deriam ser falsas de diversas maneiras. 0 conceito de "falso" se
ria decomposto em dois conceitos diversos: o "falso" (F) e 0 "in
determinado™ (I). As sentencas da linguagem natural poderiam, en

tao, ser consideradas verdadeiras, falsas e indeterminadas,

Blau considera duas razoes para se atingir a indetermi
nacdo. A primeira delas & o uso que fazemos, na linguagem comum |,
dos chamados "conceitos vagos". Segundo ele, a vaguidade seria i

nerente a certas partes da linguagem natural, independendo mesmo

do contexto de uso.

A segunda razao aparece quando se usam enunciados com
signos nao referenciais como no famoso exemplo do "atual rei da
Franca". De acordo com Blau, as teorias classicas da referéencia,
de Frege a Quine , saolintuitivamente inadequadas e, portanto,nao
solucionam esse problema. Assim, os enunciados elementares devem
ter valor "indeterminado”, se o sujeito cai no ambito da vaguida
de do predicado ou se os pressupostos referenciais nac estao sa

tisfeitos.

Partindo dessas consideracdes, Blau formula um sistema

trivalente que considera adequado para tratar dessas situacgoes.

Na oponido de Stegmliller [181, a l0gica trivalente de
Blau ainda vira a desempenhar papel importante nas analises filo

soficas da linguagem e na linguistica".




Assim, temos, de um lado, a proposta de uma 10gica in
tensional, feita por Montague e, por outro lado, a de uma 1l0gica
trivalente, feita por Blau. Podemos pensar em unir as duas posi
cdbes. Desse modo, nosso objetivo, neste trabalho, & adaptar o sis
tema de Montague para tres valores de verdade, construindo um sis
tema intensional trivalente, que chamaremos de IL3, Esse sistema
pode ser caracterizado em poucas palavras da seguinte maneira:Ele
estd para a logica trivalente "standard”, como foi descrita por
Rosser e Turquette ([17]). como a 10gica IL de Montague estda para

a teoria dos tipos classicos, da maneira como foi descrita . por

Church e Henkin ([ 5 ],[123).

Estendemos, pois, a 10gica trivalente referida a uma 1§
gica intensional trivalente. Preferimos partir da Togica trivalen
te de Lukasiewicz-Tarski (descrita por Rosser e Turguette),em vez
de algum-outro sistema, como o de Lukasiewicz ou o de Blau,porque nos
sa intengdo, no presente estado de desenvolvimento do tema, e ape

nas o de mostrar a possibilidade matematica de tal logica.

Para a construcao do sistema IL3, faremos uso da exposi
cao de Gallin da 1ogica intensional de Montague'(ver [10]1). Para
facilidade do leitor, nao nos limitaremos a citar,mas repetiremos
varias definicbes e resultados, mesmo que sejam formalmente iden
ticos, de maneira que este trabalho possa estar auto-contido. Na

turalmente, forneceremos detalhes, quando as demonstractes se a

fastarem muite das demonstracoes correspondentes em IL.

No primeiro capitulo, apresentamos a Tinguagem e a se
mantica "standard" de IL3. No segundo capitulo, introduzimos a se

mantica generalizada, no sentido de Henkin, apresentamos uma axio




matica e provamos a correcao do sistema, relativamente a3 semanti
ca generalizada. No quarto capitulo apresentamos uma lista com va
rias demonstracoes de meta-teoremas de IL3, para que se tenha uma
boa compreensao sobre o funcionamento do sistema. Varios desses
resultados s3do utilizados no capitulo seguinte, onde .demonstrare

mos um teorema de completude generalizada. Finalmente, no Apendi

ce examinaremos alguns problemas relativos a IL3.

Queremos agradecer ao Prof. José Alexandre Guerzoni pe
los valiosos comentarios e sugestoes feitas durante a elaboracao

deste trabalho,




CAPITULOD 1

Neste capitulo, vamos descrever a linguagem e semantica
de IL3. Como dissemos, o objetivo e estender a logica intensional
Il de Montague, tal como esta descrita em Gallin [10], de maneira
a comportar treés valores de verdade que, do ponto de vista intui
tivo, serao entendidos como “"verdadeiro", "falso" e "indetermina
do". Tal como IL, a logica IL3 baseia-se na teoria des tipos, da

maneira como esta formulada em Church (ver [ 51]).

Comecamos, com a definicao de tipo:

Def. 1: ©O conjunto dos tipos de IL3 & o menor conjunto T, satisfa
zendo as seguintes condicdes, onde ¢, t e s sdo tres obje

tos quaisquer:

(i) e, £ e T 3
(i1) Se a, B & T, entao (0,B) € T 3

(iii) Se a ¢ T, entao (s,a) e T
A linguagem de IL3 contem os seguintes simbolos primiti

vos:

(1) Para cada o ¢ T, um conjunto enumeravel de variaveis:

(ii) Para cada o« ¢ T, um conjunto de constantes:




(ii1) Operadores logicos: =, A, ~, v.

(iv) Simbolos auxiliares: [, ]

Usaremos as letras 'x', 'y', 'z',...,'f",

g', 'h', com

ou sem sobrescritos e apostrofes, como variaveis sintaticas para

variaveis de IL3. Analogamente, usaremos 'c', 'd',..., para cons

tantes. Empregaremos, sem mencao explicita, algumas convengoes ob

vias sobre uso e omissao de parénteses, bem como a omissdao de Tn

dices.

Def. 2:

PDef. 3:

0 conjunto Tm, de termos de IL3 de tipoaé descrito re

cursivamente, como segue:

(i)
(i1)
(i)

(iv)

{v)
{vi)

(vii)

Se x e uma variavel de tipo &, entdo x € Tm,.
Se ¢ & uma constante do tipo o, entdo ¢ € Tm, .

Se A ¢ Tmas e B e Tma,_entao [AB] € TmB.

Se x & uma variavel de tipo o e A € Tmg, entao

A X A e TmaB.

Se A,B e Tm_, entao [A = B] € Tmg.
Se A ¢ Tma, entao A e Tmy o

Se A € TmaB, entao A € Tm, .

Se A e Tmy,, entao A se diz uma formula de IL3.




Passamos, agora a descrever uma semantica para IL3,

Def. 4: Sejam D e I dois conjuntos n3ao vazios. A estrutura "stan
dard" (ou, simplesmente, a estrutura) baseada em D e I &

a familia indexada (Md)a ¢ T de conjuntos, onde:

(1) M, =D
(1) M, =10, 2, 1)
(111) Mg = MBM“=_{F|F DA, > M)
(iv) My, = Mi ={F|F : 1~ Ma}
Def. 5: Dada uma estrutura (M) definimos a funcdao signifi

a‘a e T?

cado, como sendo uma aplicacaoc m que atribui a cada cons

I

tante Ca uma func¢ao de I em Mu; ou seja, m(Ca) E Ma.

Def. 6: Um modeto "standard" {ou, simplesmente, um modelo) de IL3,

baseado em D e I 'e& um sistema M = (M ,m) , onde

o aecT
(M} T e a estrutura "standard" baseada em D e I, e
a’a €
e a fungao significado definida em (Ma)a c T

Def. 7: Se M e um modelo baseado em D e I, D se diz o domTnio de

M e e denotado por Dom (M). I se diz o conjunto Tndice

de M e e denotado por Ind (M}.

Def. 8: Se M e um modelo baseado em D e I, uma atribuicado sobre
M e uma funcao a, do conjunto das variaveis de IL3 o con

de tal modo que a(xa) e M , para cada

junto U(Ma)a R




Def. 9:

Def, :

9

a € T. 0 conjunto de todas as atribuic¢Oes sobre M sera

denotado por At(M}.

Se o & At(M), X e uma variavel de tipo o e X € My, €n
tdo a{x/X) denota a atribuicao a', cujo valor a'(y) pa
ra uma variavel y € dgual a X se y e Xo € e a{y) em ca

so contrario.

0 valor do termo Ag em M, com respeito ao indice L e a

atribuicaoe a (em simbolos: VE a) e definido recursiva
mente como segue:
(1) WM (x) = alx))
L,a o o
Giiy v (c) = m(c) (4)
L,a a a
.o : M
(111) Vg,a (AuB Ba) = VT,Q (AaB) [vi,a (Bu)]

(iv) Vi,a (2 x, AB) = a funcdaoc F em M, cujo valor para
_ 0 y o
X € M, & igual a Vi,a' (AB) , onde a' = a{x/X}
M — _ M _yM .
(v) Ui’a (Aa-Ba) = 1 se vi,a (Aa) = Vi,a (Ba) :
M - M M .
vi,a (Aa*'Ba) = 2 se vi,a (Aa) 4 Vi,a (Bu) e:
(MYaeszev (A)-20 vl (B) =2, ou
4,0 o 4,4 o ?

M

(2} o e B£ e nao ocorre que, para algum X € MB’ Vi

(Aa} (x) =1 e Vi a (Ba) (x) = 0 ou vice =~

versda.

o




Def. :

Cef. :

Def. :

Def. :

12

13

14

M : ) M y ,_
Vi,a (a'-‘u{1 = Ba) = 0 se Vi,a (Aa) £ Vi,a (Ba) e nao

ocorre {1) nem (2).

M ~ _ - . ]
i.a ( Aa) = a funcao F em I, cujo valor para jel
M

e igual a Vj,a (Aa)

-

(vi)

o oM M ,
{vii) Vi,a (VA ) = Vi,a (Aéa) ({)

Uma ocorrencia da variavel x, no termo A e ligada  se

B

ela ocorre em uma parte de Aa da forma X XB Ba. Em caso

contririeo, a ocorrencia e livre.

Dizemos que o termo Ba e livre para x no termo AB(Xa)

se nenhuma ocorréncia livre de x em A(x) estd numa par

te ayC, onde y ocorre livre em B.

Se um termo Aa nao contém variaveis livres, isto &, ne
nhuma ocorrencia de variavel em A, e livre, entao Au se

diz fechado.

Se Aa contem 1ivres exatamente as variaveis distintas

Xg € ¥, €, para alguma atribuicao a, se a(x} = X e a(y)

M : M
= Y, podemos escrever VL,X,Y (A,) no Tugar de Vi,a (Aa).
_ M -, . -
Se Aa e fechada, Vi,a (Aa) e independente da atribuicao

a, e podemos escrever, simplesmente, VE (Aa).

A classe MF dos termos modalmente fechados <& a menor

classe tal que:

(i) X, € MF, para toda variavel X,
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(i) ~A € MF, para todo termo Aa.

B, € MF.

(iii) [A Ba] € MF, se AaB’ 8

af

[

(iv) [Aa Ba] c MF, se Aa, Ba € MF,

(v) X, AB € MFi.se AB € MF,

- M
Se um termo Aa e modalmente fechado, o valor Vi,a (Au)
€ independente de i € I. Nesse caso, estreveremos sim
M
plesmente, V(A ).
Escreveremos, ainda, VM (Aa) se Aa e fechado e modalmen

te fechado.

Passamos, agora, a definir as no¢oes semanticas usuais,

como as de satisfacdo, consequéncia e validade.

Dpef., 15:

Dada uma formula A, um modelo M, um indice £ e uma atri

 buicao a, dizemos que A @ satisfeita em M por £ e a se

VT a (A) = 1. Nesse caso, escreveremos: M, £, a sat A.

Nesse caso de A ser fechada, moda1mente fechada ou am

bos, podemos simplificar a notacao, escrevendo apenas, respectiva

mente:

Def. 16:

M,{ sat A,
M,a sat A,

M sat A.

Um conjunto T de formulas € satisfeito em M por { e a ,

se M,{,a sat A, para todo A € T'. Neste caso,escrevemos:




Def, 17:
Def. 18:
Def. 19:
tre eles,
Def. 20:
nectivos

M, 4, & sat T,

Dizemos que A € verdadeira em M, se M,<,a sat A para to

do indice 4 e toda atribuicio a.

Uma formula A & consequencia semantica em IL3 de um con

junto de formulas se, toda vez que M,{,a sat T, tambem M,
L,a $at A, Nesse caso, escrevemos I¢=7T? {ou, simp?eg

T—A).

mente,
Se A e consequencia semantica em .IL3 do conjunto vazio

de férmulas, dizemos que A & valida e escrevemos p—A,

em vez de ¢ —A.

den

Introduzimos, a seguir, varios simbolos definidos,

os conectivos, quantificadores e operadores modais,

T = [sz xt = Axi xz]

F = [Axt Xp = AXy T ]

~ = Axi[F = XI]

& ;_lxi Ayt[K ftt[fx = y] = AfII[fTJJ
D = Axi Ayz[[x&y] = x]J

Aplicando-se a definicao 10, verificamos que, para os co

~, & e >, obtemos as seguintes tabelas:




Def. :

Def. :

21

22

A {~A 8 |0 1 2 >0 1 2
0] 1 0 l0o 0 0 0 |1 1
(R 1o 1 2 110 1 2
2 | 2 2 10 0 o0 2 {2 2 2

Definimos, & seguir, outra conjuncac e uma disjuncao.

((A&B) = (B&A)) > {A&B)

I

for
lws)
n

~ (~ A& ~B)

=

=
we]
n

As tabelas correspondentes sao:

8 |0 1 2 v|o 1 2
6 10 0 o0 o |o 1 2
1 jo 12 o1
2 o 2 o 2 |2 1 1

Finalmente, definimos uma nova implicacao:

-

A>~B=~AVEB

A tabela correspondente e:

+ 0 1 2
0 T 1 1
1 0 1 2




Como se veé, a nova implicagdo e a implicacao do sistema de
Lukasiewicz-Tarski, o mesmo ocorrendo com a negacao (ver [17]). Se
gue-se gue os demais conectivos- podem ser introduzidos pelas defi
nicoes usuais, obtendo-se o sistema completo: |

Def. 23: A V B (A - B) - B

AANB=~(~AYV ~B)

As tabelas correspondentes, como se sabe, sao as Hseguiﬂ

tes:
' 0 1 2 il o0 1 2
0 0 1 2 D g 0 0
1 i1 1 1 o 1 2
2 2 1 2 2 0o 2 2

Tendo, previamente, definido o "verdadeiro” e o “"falso",

podemos agora, definir o terceiro valor, o "indeterminado®.

Def. 24:

Def. 25: Dizemos que A & uma formula sentencial se A e formada a

partir das formulas T, F e I, além de variaveis de tipo

%z, por meio dos conectivos =, ~,A , », V,

Def. 26: Uma formula sentencial e uma tautologia se ela e valida

em IL3.
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Def, 27: Uma formula qualquer de IL3 e tautologica, se ela e ob

tida a partir de uma tautologia, por substituicao uni

forme de variaveis por formulas de IL3,

Passamos, agora, a definir os quantificadores e os ope

radores modais intensionais.

Def. 28:
VX, A = [Axa A = xx_ T1
ER A = ~ VX, A
[Aa =B 1= [TA, = ABa]

Facilmente verifica-se que, em qualquer modelc M, os co
nectivos, quantificadores e operadores modais preservam, pelas d

finicoes anteriores, os significados usuais.

0s operadores modais extensionais de Lukasiewicz sao de

finides da maneira usual:

Def. 29:

vA (~A > A)

AR = ~(A * ~A)

Observamos, finalmente, que podemos definir um operador

de Stupecki, do que resulta ser funcionaimente completo o calculo




- .19 .
13
proporcional subjacente ao nosso sistema (Cf [17]).

A definicao & a seguinte:

Def. 30:
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CAPTTULOD 11

Introduzimos, inicialmente, uma semantica generalizada

para IL3, na linha de Henkin [11]. Isso & necessario, uma vez que
nac existe uma axiomatizacdao completa, ja que IL3 contém a teoria
dos tipes. A semantica generalizada € a mesma do capitulo anterior,

com as seguintes modificacgoes:

Def. 1: Sejam D e I conjuntos nao vazios. Uma estrutura baseada

em D e I & uma familia indexada {MquETde conjuntos,tais

que:

(i) M =0D;

(ii) Mt ={0,1,2}

(i11i) Maé

M
=

(iv) Maa

Def. 2: Un modelo generalizado (g-mode]b) de IL3, baseado em D e

I 8 um sistema M = (Ma’m)aeT’ onde:

(i) {M} e uma estrutura baseada em D e I ;
a aeT

(ii) m (a funcdo significado) & uma funcdo que atribui

a cada constante ¢, um elemento de M{i :

M

(ii1) Existe uma fungdo valoracdo, V', que atribui acada




. M
iel, aght e , .
£ e At (M) Aa £ Tma um valor VL,a (Aa) EMu’

satisfazendo as condigoes recursivas (1) a (7) , a

presentadas anteriormente.

As nogoes de satisfacdo, g-consequencia semantica, g-vali
dade e tautologia sao definidas de maneira semelhante 3@s anteriores,

com adaptacoes obvias.

Para simplificar, omitiremos o sobrescrito M da funcao VM.

Introduzimos, agora, um sistema de axiomas para IL3. Esse
sistema baseia-se no de Gallin [10], o qual, por sua vez, .e uma
adaptacﬁo do sistema de Henkin [12], com a simplificacao de Andrews
[1]. |

0s axiomas sao os seguintes;

At. gIIT A gttF A gttl = th [gx3
AZ. xa = ya e [xa = ya e fa,tx = fw:y]
A3 vx [f x =z g x] = [f = g]

A4, {Axa A (x))Ba = A (B ), onde AB(BG) e obtida de

substituindo-se todas as ocorrencias livres de x pelo termo B e
(i) Ba e livre para x, em AB(xa) : {(i1) nenhuma ocorréencia Tivre

o~

de x em A(x) estd no escopo de ~, ou ent3do B & modalmente fechado.

AS. Qf[vf

11
<
[{=]
—
M
—
_.h
il

A0 A 9]
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AS8. T =+ x, = X

A9. I » F =1
A0, I -T =T
A1, I -1 =T
Atz., 11 =1

A13. [A =B ] = [B = Aa]

A, vx_ A{x) ~» A(Ba) , .nas condicoes de A4,

A15. v¥x [A » B] >~ [A » vxBl , se x ndo & livre em A,
Alb, Aéa = A;a +~ YA = vA!

A17. O(A = B) ~ (A - OB) , onde A & modalmente fechado.

A18. [(A = B ) =1I1=1, se o« nao & t nem Bt

A Gnica regra de inferéncia e a seguinte:

De Aa = A& e da formula B, inferir a formula B', onde B' @&
obtida a partir de B, substituindo-se uma ocorrencia de A

(n3o imediatamente precedida por A) pelo termo A'.

Podemos demonstrar em IL3 as seguintes regras derivadas:




Regra :

Regra :

Regra :

Regra :

Regra :

Regra :

Regra :

Regra :

Ad.1.

Ad.2.

A4.3.

Ad.4.

Ad.5.
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R1: De Ai = Aé e A, inferir A'
R2: De AaB = A&B’ inferir ABa = A’Ba.
R3: De Aa = Aé, inferir BaBA z BaBAI
R4 De AB = Aé, inferir kxaA = AxaA'
R5: De AuE A&, inferir “A = TA'
R6: De Aéa = A;a, inferir YA = vA'
R7: De A = A&, inferir [B = Al = [B = A']
R8: De Aa = A& , inferir [A = Baj [A' = Ba]
Alem disso, temos os seguintes casos particulares de A4:
(AxOt AB)BOL = AB’ se X, nao-é livre em AB.
(kxu xa)Bq = By
(kxa [ABY CBJ)Ba = [{AxA)BI[xxC)B]
(Ax, [Ag = Cg1)B, = [(AxA)B = (AXC)B]
(Ax kyB AY)BQEEAy[(AxA)B], se x e y sao distintos e y nao

e 1

ivre em B.
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Ad.6, (Axa VA@B)Ba = Y[{axA)B]

Ad.7. (Axu “AB)BG = “[(axA)B], se B & modalmente fechado.

Antes- de apresentar resultados sobre o sistema proposto,

introduzimos algumas definicoes preliminares.

Def. 1: Uma demonstracdao de A em IL3 € uma sequéncia finita de

formulas, Aps Aosennshps satisfazendo as seguintes condi

coes:

1 £ i £ n e umaxioma ou foi obtido, a partir

de formulas precedentes, pela regra R.

(i) A, e a formula A.

Def. 2: A formula A & um teorema (formal) de IL3 se existe uma

demonstracao de A em IL3. Nesse caso, escrevemos }TIEA

(ou, simplesmente, - A).

Def. 3: Se ' & um conjunto de formulas, dizemos que A e consequen

cia sintatica de r em IL3, se existem formulas B1,BZ,.

B" em r, tais que f}L3 B » ... = B" » A. Nesse caso, es

creveremos T 5,5 A (ou, simplesmente, T F oa).

Def. 4: Sendo T um conjunto de formulas, dizemos que T Y {A}E&in

consistente se e somente se T | A > I,

Passamos, agora, a demonstracdao da correcac do sistema
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axiomatico proposto, relativamente 3 semantica generalizada. Nao e
dificil verificar a g-validade dos axiomas de IL3. Apenas o axioma
A4 oferece alguma dificuldade para um teste direto de validade.Con
tudo, vamos introduzir alguns lemas, des quais segue-se, 1imediata

mente a g-validade de A4, bem como & correcao da regra R.

Lema 1: Se x_nao & livre em A, entdo V, , (A) = v, z (A), para

todo X € Ma, tal que a = a(xa/x).

Demonstracao:

(i) Se A(xa) & uma constante ou uma variavel diferente
de Xy entao VL,E (A) = VL,a (A), pois x, nado ocor

re em A.

(11) Se A(xa) e'[CY5 DY] ou e [C = D] ou-e'“Ca ou e VCa,

o resultado segue-se da hipotese indutiva, pois X,

nao ocorre livre em C ou em D.

(iii) Se A(xa)-e AyY Cé, entao:

sub-caso (1i):

Se y = X, » entao VL,a (A) = F:MY + Mg, tal que
F(X) = Vi,a' (CY, onde a' =a(x/X) e Vi’a, (A) =
G:MY + MG’ tal que

G(X) V: o (C), onde 3' =3a{x/X). Logo, a'=a" ,

donde se segue © resultado desejado,

sub-caso {i1):

Se y # X » O resultado advem da hipotese indutiva.




Lema 2: Seja AE(Ba) um termo obtido de AB(xa) pela substituicgao

de ocorrencias livres de xa por Bu, tal que:

ml

(i}  x

livre para B
o

(i1) Ba e modalmente fechada ou nenhuma ocorrencia  de

x se da no escopo de ".

fntao, se a' = a(xa/vi’a (Bu)), entao
Viar (AxD) = v o (AGB)D).
Demonstracao:

Por dinducao no comprimento de A(xa).

(i) Se AB(xa) e constante ou variavel diferente de X

entao A(xa) = A(Ba). Portanto, pelo lema 1,

Vg (MDY = v, (BL).

Hipotese de Inducao: Se a' = a(xa/V- {Ba)),entéo

L,a
(C(x,)) =V,

v £

i a (C(Ba)), onde C tem menos sim

bolos 1tgicos que A(x).

e [cD], AB(B ) © [C(B,)D(B )], o resulta

o

(11) Se Aglx,)

do segue-se da hipotese de inducao.

(ii1) se AB(XG)-E Yy CG(XQ), entao:

sub-caso {1):

Se yY = Xg» pelo lema 1 tem-se o resultade, pois




(iv)

(v)
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sub-caso (ii):

Se yY # X AB(BG) e AyY Cﬁ(Bu)'
(lyY Cﬁ) = G:M
1 (CG)Ea' =

Mas, V > MG’ tal que,paraYE;MY,

(y/Y)

Lol

G(Y) = v,

y
1
4L,a a

vi,a(lyy Ca(Ba)) = F:MY > MG’ tal que, para Y ¢ MY’
F(Y)} = VL,E (CS(Ba)) g a = a{y/y).
Porém, para todo Y ¢ MY, a' = a'(y/Y) e 3 = aly/Y),

ocorre que a' = a(xa(vi’a (Ba)). De fato, seja z

uma variavel qualquer.

Se 2z # yez ¢ Xy s entao

a'(z)=a'{z)=a(z)=3(z)-= a(xa/\’i’a (Ba))(Z)

Se z = vy, entao Z # X" Logo,

a'(y) =Y =ETXQ/VL a (Ba))(ya)

Se z = Xy entao

a'(x. )= bV (B ) = Ve 7(By) =alx /v, 2/ By (%))

Como y nEo ocorre livre em B,> segque-se, pelo lema

} o= v,

1, qUe V’(:’a (Bﬂ. &’E o »

Portanto, pela hipotese indutiva, G(Y) = F(Y), para

todo Y ¢ My, i.e., Vi,a‘ (J\yY Ca) = Vi,a (}\yY Cé(Bu)).

Logo, Vi,a'

(Rglxg)) =V, o (Ag(B,)).

»

D1, ¢ resultadc advem da hipotese

AT

Se AB(xa) e [C

indutiva.

Se AB(xa) e °C entao:

-YQ
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sub-caso (i):

Se As(xa) nao contem X livre, pelo lema 1, tem-se

o resuitado.

Sub-caso (ii}:

Se Vi,a (Ba) = Vi.a (Ba)’ para todo i,j,a,
uiga‘ ( CY) = F:1 » MY’ tal que F(j} = Vj,ai(cy(xa));

, o (6B

v, (ACY(B&)) =G:I » MY, tal qge _G(‘]) - Vj

Como Vj,a(Ba) =V 4 (B ), para todo jelI, tem- se

gue a' = a(xa/Vj,a (Bu)). Logo, por hipotese de in
dugao, Vj,a' (Cy(xa)) =.Vj,a (CY{Ba)) e, portanto,
F(j) = 6(j) para todo jel, ou seja, Vi,a ( CY) =

Vo o (FC (8.

-]

(vi) Se A(xa) e v-C(xa), 0 resultado advem da  hipotese

indutiva.
Lema 3: Se VL,a (Ba) = Vi,a (Ca), para todo iel e a e At{M), en
t3ao Vi,a (AB(BG)) = Vi,a (AB(Ca))’ onde AB(Ba) e AB(C&)
vem de A(xa), substituindo-se todas as ocorrencias 11
vres de x por B e C , respectivamente.
Qo o o
Demonstracaa:

Por indug¢ao no comprimento de A(xa).

(i) Se A(xa) e uma constante ou uma variavel diferente
de X entao A(Ba) = A(Ca), donde Vi,a (A(Bu)) =
Vi,a (A(Ca)); Se A(xa) e x_, entdo A(Ba) e Bu e
A(Ca) e Cu . Assim, por hipotese, Vi,a(A(Ba)) =
V., (A(C )).

Lsa’ T a
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(ii) Se A(xa) g [DY Dé], o resultado advem da hipdotese

indutiva.

{iii) Se a(xa) e 1y Dy(xa)’ se X, = ¥, entdo nada ha a

-

substituir e A(Ba) e A(Ca). Se Xy # ya,_A(Ba) =

AY s DY(BG) e A[Cu) =AY DY (Ca).

Mas , Vi,a (}\y6 DY (B&))=-F‘ca1qur—.‘F(Y)z‘u'li’aI (D#Baﬂ
e Vi (}\y(S DY(Ca)) = G tal que G(Y) = vi,a‘(Dﬁ(Ca))’

-]

onde a' = a(y/Y) e Y ¢ MY'

Como V.

L,a‘(Ba) = Vé,a'(cu)’ para todo Y ¢ My, pois

y nao ocorre livre em C e nem em D, pela hipotese

indutiva, Vi,a(A(Ba)) = Vi,a(A(Ca))'

i e [D_ = D e ¥D_, Ttad -
(iv) Se A(xa) e [ v DY] ou & ¥D , o resulta q seqgue

-se da hipotese .indutiva.

(v) Se A(xa)-é “Dy(xa), entﬁo A(Ba) e ”DY(Bu) e A(Ca)
[ ”DY(Ba).
Ora, Vi,a(AD(Ba)) = F:1 » MY’ tal que, para j e I,
FG3) = vy o(D(B ).

Por outro lado, vL,a(AD(Ca)) =.G:I > MY’ tal que ,
(D(C )).

para j e I, G(J) = vj,a .

Como, para todo j e I, V (Ba) = V. (Ca), tem-se,

isa j.a
pela hipotese indutiva, que Vi,a(A(Ba))= Vi,a(A(Ca)).

Passemos, entdao, a demonstrar a corregao do sistema IL3

relativamente a semantica generalizada proposta.
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Teorema 1: (Teorema da g-validade}:

Se - A em IL3, entdo F:g A em IL3.

Demonstracao:

Mostramos que todos os axiomas sdo g-validos e que a re
gra R preserva a g-validade, Vamos oferecer a demonstracao para al

guns dos axiomas. Para os demais, o resultado e imediato,

A1, I = T X, [gx]

Geel M Gpel A Gpy

1) Suponhamos que, para algum valor de X o5 VL a(gx) = 0.
Entao, Vi’a(kxt[gx] = AxiT) = 0. Nesse caso,

Vi’a(gT) = 0 ou Vi,a(gF) = 0 ou Vi,a(gl) = 0.

2) Se n3o ocorre a hipotese do item anterior, entao te

mos dois casos a considerar:

2.1) Se, para qualquer valor de Xy Vi’a(gx) =1, se
gue-se imediatamente que \.z'/é a(gT AgF Agl) = 1.

2.2) Se, para algum valor de e Vi’a(gx) = 2, entao
v, a(kxi[gx] = AxtT) = 2. Nesse caso,

“i,a(ngﬂgF Agl) = 2.

I

A2, x = Yy ™ [[xa = yG] > [fazx faiy]]

Se at = tt e V., (x =y ) =2, entao

L, " o
Vi’a(xa) = 2 e Vi,a(ya) = 1 ou vice-versa, ou entadao,
VL’a(xa) =2 e V{’Aya} = 0 ou vice-versa.

Assim, & possivel que se tenha Vi a(fx = fy) = 0.




It

Ya) = fxz

Segue-se, entretanto, que Vi,a(xa = 3/OL~+((><(1

fy)) = 1.

A3, vx [f .x = gan] = [f = q]

V. ( x {fu X = gan]) = 1 s‘e‘e\l’,L a.(fus)[a'(x)] =

i Cng[a (x}] para todo a' = a{x/X), onde X ¢ M see

V-{:sa (g) = Visa (f)

A4, (Axa AB(X))BG = AB(BG)

Vi,a((xxa AB(XQ))Ba) - Vi,a (Axa AB(Xa))[VL,a(Ba)]'

Mas, VL a(kxu AB(xa)) = F:Ma N MB, tal que F({X) =

]

Vi’a.(AB(xa)) e F[Vi’a(Ba)] = Vi,a'(AB(XQ))’ onde

a' = a(xa/vi’a(Ba}).

Assim, pelo lema 2, temos que:

Vo i (g(x ) = v, (A (B)).

AS. of"f _ = géa] = [f =g ]
(i) a # t
Vi,a(D[ foy = géa]) = 1 see, para todo j ¢ I.

v, (7f) = V.’a(vg) see Vj,a(f) = Vj’a(g)




A6,

Al4.
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see V. (f) =V, (g), pois g e f sio modalmente

i,4d L,4
chados.
{11) o = t
Nesse caso, Vi,a(D[vféz = Vgét}) = 2 see, para

jel, tal que

Vi oUF) £V, 9), Y (F)(e) = 2 e

k|

Vj,a(g)(j) £ 2 see

i
-2
-

>
=
po—
L)

—

f —

1}

-n
-

—r
-

I

-

]
o
=

&
M

Vi,a(v Aa) L, o ’ . A,

vxa(A(x) > A(Ba).

(1) v, ,(A(B) = 0

L,a
Seja a' = a(x/Vi’a(BG)).

Pelo lema 2, Vi a.(A(x)) = Ui

fogo, Ui a(VxA(x)) = 0
(1) ¥, 4(A(BY) = 2.

EntEo,.peIO lema 2, V. a.(A(x)) = 2, onde

a' = a(vai a(Ba

togo, VL,Q(VXA) £ 1 e VL’Q(VXA > A(Ba)) = 1.
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Al5, vxa[A + B3 - [A - vx8].

(i) V. A > vxB) = 0.

L,a(

n
o
.

Entao, Vi,a(A) =1 e Vi’a(VXB)

0, para algum X ¢ Ma e a'=a(x/X).

Logo, vi,a'(B)

Mas, Vi,a'(A) = Vi,a(A):1 pelo lema 1 e a hipotese

de que x nao ocorre livre em A.
Entao, V., a'(A +~ B} = 0, donde se segue que:

Vi,a(VX(A > B)) = 0.

it
™a

(i) Vi a(f-‘k + ¥ xB)

(a) Vi a(A) =1 eV. a(VxB) = 2,

2 'L!
Vi,a'(B) = 2, para algum X ¢ Mu e a' =a(x/X).
Vt,a'(A) = Ui,a(h) = 1, pelo lema 1 e hipotese,
Ui,a‘(A > B) = 2 e, portanto, V£’a(vx(ﬁ > B))=2.

(b) v. (A) = 2 e vV, a(VXB) = 0

AL, »

V, ;(B) = 0, para algum X ¢ Mu e a'=a(x/X).

3

Como V, a.(A) = ¥, (A) = 2, segue-se que

3

V. a.(A—)- B) = 2.

4,

Logo, Vi’a(vx(A - B)) £ 1.

A6, A = A'- > VYA = VA',

A A0
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(i) a # t.

Temosﬁ

Ve oUW = ¥ LAY = v, (A (G) = v, ().
(11) o = t

(a) Vi, a(Thge = TAL) = 0.

Vi,a(A)(j) =0 e Vi,a(A')(j) = 1 (ou vice-versa),

para algum j & I.

Assim, v, (A = A'") = 0.

V. (AY # V. (A')} e ndo existe i ¢ I, tal que

VL’Q(A)(i) =0 e Vi,a(ﬁi)(i) = 1 {ou vice-versa).

A') = 2.

—
]
u
o
w
-
-
I=
all

A demonstracao da g-validade de A17 & formalmente aniloga

a de A15. Observe-se que o operador de necessidade funciona COmO um

quantificador sobre indices.

Mostramos, finalmente, que a regra R preserva a g- valida
de. De fato, suponhamos que §=g A= A" e }=g B, nas condicoes da re

gra.

Como Vi,a(A) = Vi,a(Al)’ para qualquer M, i, a, segue - se,

pelo lema 3, que V, a(B) = Vi,a(Bl) = 1, para qualquer M, i, a.

3

Fica, assim, demonstrado o Teorema da g-validade,do qual

seguem-se, imediatamente, os seguintes corelarios:




Corolario 1:

Se I' L A em IL3. entd3o T kg A em IL3.

Corolario 2:

Se & e g-satisfazivel, entdo I & consistente.
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CAPITULOD III

Retornamos a axiomatica de IL3, apresentando uma lista

de metoteoremas, com o objetivo de fornecer uma compreensao maijor

do sistema. Varios desses resultados serzo utilizados no proximo

capitulo, guando demonstraremas um teorema do completude generali

zada,

T1.

T2.

T3,

Td.

T5.

T6.

T7.

T8.

T9.

T10.

Ti1.

T12.

A

I
pe

=T
Fyx T
FOT
o

Se A =z B , entac B = A
o o a

C
o

m

Se A =zB e ~B_=C_, entaoc HA
: o o o o o
Sef—an Az(xa), entao F—AZ(BQ), nas condicoes de A4
Se A, entEot—qu A

Se r—At(x), entao F—Az(Ba), nas condicoes de A4

%kﬁxAB(Xa) = Aya AB(ya), onde A(x) e A(y) s3o identicas, ex
to que A(x) tem ocorréncias livres de x onde A(y) tem ocorrén

cias livres de y, e vice-versa.

-V X, A(x) = vy, A(y), nas condicoes de T10

i

vau LA X = B X 3 = LA Bl, onde x nao ocorre livre em

B o ot o

A nem em B.




T13.

T14.

T15.

T16.

T17.

T18.

T19.
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Se HA{T), rA{F) e +A(I), entiao A (xi), onde A{T}, A(F

)

e A{I) s3ao obtidos de A(xI), substituindo-se todos as ocor

réncias Tivres de x por T, F e I, respectivamente.

1

X =y - [x =y = [fOth = faBy]j

o o o o

[fup = g * [Fx, = 9x 1]

EE o X

(a) F[T =+ T1 =T H[T~+F]=F3r-[T 1] ="L3+[F>T]:=
FOF > F1 = T3 +[F > I1 = T3[1 »T] = T3 +[I » F] =
H[I - 1] = T.

(b} +mF = T3 =T = F; =711 = 1

(¢) F[F V F]l =F3r[TVF]l=T3+[IVF] =1;r-[FVT]:=
[TV T) =TyF0L VT =Ty [FV I]=I;-[TVI]=
—II VvV I] = 1.

(d) —[F A F]1 = F; ~[T A F1 = F3; [T A F] = F; —[F A T] =
FLT AT] = T3 ~[1 AT) =13[FAI3 = F;[TAI]ES
{1 A I3 = 1.

(e) +I[F =2 F1 = T3 +-[T = F1 = Fs3+[1 = F] = I3-[F = 7] =
[T =2 7] = T3 +~[1 =T] =2 I3 (F = 11 = I; [T = 1] =
~[I = 1] =T,

~A se A & uma tautologia ou A & tautologica.

I—ﬂx(BOL) + 3x A(x), nas condicﬁes de Ad.




T20.

T21.

T22.

T23.

T24.

T25.

T26.

T27.

T28.

T29.

T30.

T31.

T32.

T33.

T34.

T35.

T36.

T37.

T38.
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3 x/t X/t

F"HXI—'XI

F3x, [A = x,], onde X, nao & livre am A,
- axe [Xt = 1]

!—[BOt = Ca] > [[Ba = Cu] -+ [AB(B) = AB(C)]], nas condicoes de
A4,

F[Ba = Bé] > [[Bct = B&] -+ [AGBB = AQBB'jji

k[[AaB = A&B] > [ABu = A'Ba]]

OA - A

A > OA, se A & modalmente fechado

A + OA

Se A, entao -OA (regra de Godel)
F10OA -O710A

~0(A - B) » (DA » OB)

FAOA = ¢ TTA
F10A = O7IA
FOCA = CA
=00A = DA
HOOA = DA
HOCA = ©CA




T39.

TA40.

T41.

142,

T43.

T44.

T45,

T46.

T47.

T48.

T49.

T50.

T51.

Taz.

Ta53.

Th4.

T55,

T56,

157,

~O[A A B] DA A OB

FOLA V B] = CAVOB

~OAVOB -~ O[A ¥V B]

- O[A A B] > oA A 0B

~0O[A - B] » [¢A » ¢B]

F—DVXG A = vx[A

3 X0A

F03x A
r—aquIA +~ O3xA
i—vaa A > vXOA
—O(B = C) = (B = C)
l_AAa = f/.sa - D(Aa = V'Féa)
Se A eT, entao r — A
Se 'HA e T CA, ent§0 A+ A
Se +A, entao T ~A
Se T+A e T'+A ~ B, entao THB

Se THA, entao FEvx, A, onde x ndao ocorre livre em T

Tu{A} B se e somente se 'FA - ... » A - B (teorema de
deducao)

' —A > 1 se e somente se T'H[A = FJ V [A I3

LA ~> VX, B]1 = vx [A -~ B], se x nao ocorre livre em A

39 -
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758, r—vxa [A > B] + [vXA » vxB]

[axA > B], se X nao ocorre livre em B

T59. —vx, [A - B]
T60. =A A 32X, B - ax [A A B]

T61.-0%3x [A A Bl >O7LA A 3xBI, se x nio ocorre livre em A
T62. f—O[A A ax, BT » ¢ax [A A B], se x nao ocorre livre em A
T63. +[1 > (B] > OCI + BJ

Te4, ~0OLI -~ EB A Al} -~ OLI - 71[B ATTAlY » O[I »71[B A [A = 1111~

Ol - 18]
T65., +~0OI = I
T66. F[an A A X, B} > [fvxA A 3xB] -+ 3ax[A A B]ll]

n_ — - .
X A vxg .. vxa ! [x = x]], onde x nao e Jivre em A

Te7. +—3ax [A
o

— . . n-
e x e distinta de xo,...,x 1.

Fornecemos as demonstracoes de alguns dos resultados a
presentados acima. Yamos nos ater, especialmente, aqueles que se
afastam das demonstracbes de teoremas analogos de IL. As demons
tracoes dos outros resultados podem, em geral, ser reconstruidas,

consultando-se Henkin {12] e Andrews [ 1 3. As demonstracoes das

regras R1 a R8 sao imediatas, usando-se T1 e a regra R.

T8, Se +A, entao E-qu A

(2) [A =T] = A A7




- 4] .

(3) [A =T] (1), {2) xR
(4) Axé Azoax T (3) x R4
(5) VX A (4) x Def.v

T9., Se r—At(x), entao t—AI(Bu), nas condicoes de A4,

(1) At(x) Hip.
(2) wx Ai(x) (1) x T8
(3) At(Ba) (2) x T7

T13. Se FAI(T),!—AI(F) eFAI(I), entao I—Ai(x )

i
(1) A(T) Hip.
(2) A(F) Hip.
(3) A(I) Hip.
(4 D Al )T = A(T) A4
(5) EAXIA(XI)]F = A{F) A4
(6) [ax Alx )11 = A(I) A4
(7)) DA AXITA D AG)IFA Dix Alx )T (4),(5),(6) x Taut.

(8) [xx A(xt)]Tn [ax A(xz)jFﬂ Iax A(xz)]I =

Vgt[[kxtA(xt)]xi] | A1 x T9
(9) th[[AXIA(XI)]Xz] (7),(8) x R
(10) th A(xi) (9), A4 x R
(11) A(xz) (10) x T7

T14.r—xa =y +[x =y = [fan = faBYJ]




(1)
(2)
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Xy S ¥y " Xy S ¥, ™ fatx = aty A2
Xy EY T Xy TV, (qu(fusz = fasy}xa =
a2 (f oz 2 F y)y) A2 x T9

fuBy = fuBy T1
(fug¥ = f_aBy) =T (3),A7 x R
X, T Y, 7 X BV, {(fqu = faBy) = T) (2),(3),(4),54xR
X, =Y, > X, =Y, fqu = faBy (1),A4 x R
VX, X, > Xy Aj3

F - X4 (1), def. de v e F

Ti18. —A se A & uma tautologia.

Demonstracao: Por inducac no numero de ocorrencias de variaveis

Tivres em A.

(4) A nao contem varjaveis livres, isto e, contém
apenas T, F e I, além dos conectivos. Nesse ca
so, podemos facilmente mostrar que A = T ou
HFA = F ou+A = I, pois se A for atomica, o re
sultado sai de T1., E, se A for molecular, por
T1, A = A e, por hipOtese de inducdo, cada
componente B de A e tal que ~B = I ou+B = T
ou -B = F. Assim, por T17, VA = T ou A = F ou

A I. Como A & tautologia, segue-se, da cor

Hl

recao, que A = T. Portanto, ~A, por A7 e R,




(b)

TZD.}—axi Xz
1y T~ X,
(2) T
(3) IX, XI
T21.+—ax1*1xz
(1) F=F
(2) Axt [F =
(3) Axt [F =
(4) TF
(5} 7£xxt X,
(6) 7in X4
(7) vaz'71x
(8) axt'ﬂxi
T22. —3x [A =
&3
(1) A = A
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—

A e A(x). Seja A' igual a A(T), A" igual a A(F)
e A" igual a A(I). As tres formulas sdo tautole
gias, pois, em caso contrario, para alguma atri

buicao a, que desse a X, 0 valor 0 , 1 ou 2 ,

Vi a(A(x)) # 1. Logo, por hipotese de inducao ,
temos: HA', FA" e mA"™, Assim, por T13, segue-se

que HA,

X T19
T2

(1), (2), Taut.

T1
F = [F = F] A4
x_ 1F (1),(2) x R
{3),Def.
= ax, T3] (4),Def. F
(5),Def;v
{(6) x Taut.

(7) x Def. 3

= x3}, onde x nao e livre em A.

T1




(2)
(3)
T24. ~B =
o
Demonstrac
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o
1
=
{
w
>
L |
=
1"

Xa] 719

3x [A =x ] {(1),(2}, Taut.
Ca > [[Baezca] > [AB(B) = AB(C)] nas condicoes de A4,

aog: Por inducao no comprimento de Ag(xa):

Caso Espec

i)

ii)

iii)

iv)

ial: X, nac ocorre livre em A(x) e, portanto,

Por T1, A = A
o

o
Logo, por tautologia,

B=C-> [[B=C]~» [Aa = Aa]]

Se AB(XQ) e constante ou variavel diferente de Xy recai

mosS no caso especial.

Se AB(xa) ex ,A(B)eB eA (C)ecC

o B' o o B o

Assim, por tautologia, temos que

Cc - [B =C -8B =€ 1]
o o o o o o

jwn
11

Se AB(xa) e [DYB(X) D+(x)], temos 0 seguinte:

c, > ([Ba =C. 1~ mxain(x) D'(x)]BOL =

—
—_—
—

[1E}

ax_ [D{x) D'(X)3Ca)’ por T14 x T9

(2) B =C =~ [Bu = Ca + [D(Ba) D'(Ba)J =

o QL

[D(Ca) D' (C_)17, por (1) x A4

Se A (x ) e ~D(x ), entao, ou B e C sao modalmente fe
B 43 8 [ n . =
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chados, ou X nao ocorre livre. Nessa ultima hipotese,
recaimes no caso especial. Assim, suponhamos que Baeeca

sao modalmente fechados. Temos:

——
—_

—
=
15l

Ca > [Baizﬁa -+ lxa[“D(x)]BaEEkxa[“D(x)]Ca],
. por T14 x T8

—
[
o —
[=s)
2
1

Ca > [Ba = Ca > ”D(Ba) = “D(Ca)]

por (1) x A4

(v) Se AB(xa) & VD(xu), 0 raciocinio & analogo ao do item

anterior,

(vi) Se RB(xa) e D{x) D'(x), entdo

IH

AB(Ba) e D(B ) = D'(Bu) e
AB(C ) e D(C )} = D'(Ca).
Temos © seguinte:
(1) Ba = Ca + [Ba = Ca - Axa[D(x) = D'(x)]Ba =
kxa[D(x) z D’(x)]Ca]
por T14 x T9
(2) Bu = Ca > [BOt = Ca - [D(Bu) = D'(Bu)] =

[D(Ca) = D'(Ca)]]
por (1) x Ad

(vii) se Ag(x ) & ay D (x ), B & yoey#x, pois, do contra

rio, tem-se o caso especial. Entao:

{1) Ba = Ca - [Ba = Ca -+ D(Bu) = D(Ca)]’ por hipotese

indutiva
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(2} VYEBu = Ca + [B = C = D{(B }

o N o D(Ca)]] . por T8

{3) B =C = [Bot = COL > Vy[D(Ba)

o o D(C, )31 .,  por A1,

ja que y nao ccorre tivre em B nem em C, pois, por

hipotese, tais termos sdo Tivres para x.

(4) [vy(AyD(Ba)y = AyD(CG)y)] = [AyD(Ba) = AyD(CG)],
por A3 x T9

o
tn
—
<T.
e
——
L
——
o
-
111

D(Ca)) = [kyD(Ba) kyD(Cu)3 ;

por (4), Ad x R

(6) Ba = c05 - [Ba = ca - xyD(BG)

ayB(C 31,
por {3) e {(5) x R

T27.-0OA = A
(1) A = T » YA = T A 16
(2) A = ~T.- A =T {1) x Ab
(3) 0A > A (2) x Def. me =, R, A7
T30. Se A, entacr+-OA
(1) A Hip.
(2) A =T (1} x A7, R
(3) "A = T (2) x R4
(4) A=T {3) x Def. =
(5)0A (4) x Def. O
T48.P—D(Ba = Ca) = (B=2¢C)

(1) O(¥~B = ¥*C) = ("B = ~C) Ab x T9
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(2) B = B A6
{3) ¥c=¢ A6
(4) O(B = C) = ("B = °C) (1),(2),(3) x R
(5) OB = €} = (B =¢C) (4), Def.

T49. A = f, o+ O(A, = ¥f, )
(1) oA, = YF,,0 = (CA, = f,.) A5 x T9
(2) A = A AGI
(3) ofa = ¥f, ) = ("A = £, ) (1},(2) x R
(4) ("A=f,.) oA = ¥ ) (3), Taut.

753, Se I — A e T—[A = B], THB,.

Demonstracdao: Pelas hipoteses e Definigao 3, temos:

FYp e 7 vy g > A)

¥} > eee = yhg v (g > [A > BD)

Usando o teorema -A > (B = A} e troca de premissas m ve
zes e n vezes, podemos supor que a cadeia inicial & a mesma. Assim,

temos:

{1) EYy T e 2 Yy (A > B)

(2) P > A
(3) -A = (Y1 SO RE R B) (1),Troca de premis
sas
(4) YT e T Y (Y1 SRR B) (2),(3), Transitivi
dade

ie, T B
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T55. Tu{A} - B seeT+A~+> ... > A> B

(1) SerrA~> ... > A~ B, temos tambem que TH+A ,. pela
Def, 3 e T.50. Logo, por varias implicacdes de T53,
I+ B.

(2) Se TU{A} ~ B, pela Def. 3 e troca de premissas, temos
que FF—Y1 Toaee. 7Y 7 A+ ... A B. Por T5D e T53,
seqgue-se que '=A »~ ... > A * B,

T56. T' A -1 see I'/fA = F] V [A = I]

Demonstracdo: Consequencia imediata das seguinte tautologia:

[[A=F]} VLA =111 =1A~> 1]

I59. +v¥x, [A~> B) = [sxA > B], se x ndo e livre em B.
(1) [A =+ B3] = [1B = 1A] Tautologia
(2) an[A > B} = vx, [A » B] Tt
(3) wx, [A= B] = vxy [TTB >TA] (1),{2) x R
(4) wxy, [A = B] = [vx1A > B (3),757 x R
(5) VX, [A + B] = [vxA = B] (4),Taut. x R
(6} wvx., [A > B3 = [3xA = B] (5),Def. 3

o

T60. +~A A ax_ B > ax, [AAMB], sex nao e livre em A,
(1) vx((B =+ A) = IB) » (yx(B = A) =+ wx71B) T.58
(2} wvx{{(B > A) »B) > {(3xB > A) - vxB) (1),759 x R

(3) vx{({B + A) = 7B) + ({3xB = A} ~» 13xB) (2),Def. 3, Taut.
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(4} ({axB » A) »TaxB) » TTvx{(B » A) » 7B} (3), Contrap.
(5) ~({3xB + A) »7axB) » 3x{{B > A) - T1B) (4) x Def.s
(6) (A 3xB) - ax(A A B) (5) Def. 1

Taut. ; R

763. ~(A -~ OB) » o{I > B)

(1) (I »~ oB) »0O(I + OB) T28

(2 o{1 - 0B) -~ (OI ~ OOB) T32

(3) oOB -+ B 127

(4) OI = 1 T27 e T28

(5) o(I - oB) ~ {I - D0OB) (2),(4) x R

(6) O{I  OB) » (I+B) (3),(5) x Taut,
(7)oo(I - oB) - (I -~ B) (6), T30 e T32
(8) o{I - mB) > {1 > B) (7), T27 x 128
(9) (I » oB) » oO(I -~ B) _ {1) e (8) x Taut.

T64. ~0O(1 ~ (B A A))Y - O(I = (B A A)) > O{I - (B A(A = 1)) -
{I - 7B)

(1) (I > (B A A)) » (I > B AA)) - (I -+ UBA(A=T1)) ~

(1 - 7B) Tautdlogia

(2) {1 - B A A)) > (I -~ B A A)) > (I - B A(A = 1)))

> ol ~ 7B) (1) x T30 x T32

T66. F(an A A X B) »~ ({vxA A axB) » 3ax(A A B)}

(1) (A A B)Y » (A = 7B) Taut.
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(2) vx(T7(A A B) » (A +7B)) (1) x T8

(3) vx7(A A B) » vx(A + TIB) (2) x 758 e Taut
(4) vxI(A A B) » {vxA > vxIB) {3) x T58, Taut.
(5) HyxA-»vxTB) +~ ax(A A B) (4) ,contrap.e Def. 3
(6) T(vyxA -~ TaxB) » 3x(A A B) (5),Def.3,Taut.

(7)Y (vxA AaxB) » ((vxA A 3axB) > (vxA - 7I13xB)) Taut.

(8) (vxA A axB) > ((vxA A 3axB) - ax(A A B)) 6,7, Taut.

T67. 3 x[A (x 2 x}], x nao livre em A e distin

to de X ,...,X

(1) x = x T1

(2) vx vxo...vxn_1 (x = x) | (1) xn+1 aplicacoes de T8
(3) ax(A = x) 122

(4) ax(A = x) Avx vx®...ovx™ 1 (x = x)  (2),(3), Taut.

n=1"(x = x)) (4) x T66 x Taut.

(5 ax{(A x) A vxP...vx

1t




CAPTTULD IV

Passamos, agora, a demonstrar a completude do sistema

IL3, relativamente a semantica generalizada do capTtulo II. Preli

minarmente, introduziremos algumas defini¢coes e alguns lemas.

Se A e um conjunto finito de formulas, denotamos por

Cnj(a) a conjuncdo, em alguma ordem fixada, das formulas de A.Con

vencionamos que, no caso de A ser vazio, Cnj(a) = T.

Def. 1:

Def, 2:

Lema 1:

Se T = (FL)Lem e uma sequencia arbitraria de conjuntos

de formulas, dizemos que T e relatjvamente consistente

em IL3 se, para todo {ew e para todo subconjunto fini
to 4, de T, o conjunto de formulas { Cnj (ai)|i Ew @

consistente em IL3.

Dado T como na definicaoc anterior, dada na formula A, e

{ew, dizemos que A & relativamente i-consistente com T

em IL3, se a sequencia obtida de T, acrescentando-se A

a Ti’ g relativamente consistente em IL3,

Seja ¥ um conjunto consistente de formulas em IL3 e su

ponhamos que existem infinitas variaveis de cada tipo
que nao ocorrem em formula alguma de %. Entdc, existe ,
R

= (Zh) de conjun

para cada k € w, uma sequéencia I ).
iiew

tos de formulas, satisfazendo as seguintes condicoes:

(1) Para cada ke w, ZE = ¢ para todos, exceto um nilme

ro finito de valores de . ¢ .




(2) Para cada 4ew, existe uma quantidade enumeravel de
variaveis de cada tipo que nao ocorrem em nenhuma

- k .
formula em nenhum Zi’ para 4 e m.

Demonstracao:

Seja (io, 2%y, (41,A1),..., uma enumeracao de todos os
pares ({,A), onde Lew e A & uma formula de IL3. Defini

remos, entao, Zh, por inducao em k, do seguinte modo:

(I) Se k = 0, entao Zg =1 € Zi = ¢ ; para 4 > 0.

(i1) Dado IF satisfazendo (1) e (2), definiremos gheT,

Suponhamos que (Lh,Ah) seja o par (L,A).

Temos 0Ss seguintes casos;

Caso 1) A n3o e relativamente i-consistente com Z?. En
t30, zlt! o 5k
Caso 2) A e relativamente i-consistente com Zh.
Caso 2.1) A nao & da forma 3x _Bou 0B, Ent50,2h+7
g como Eh, exceto que EE+? = Eﬁ:U{A}.
Caso 2.2) A & da forma 3 X, B(x). Entao , seja
sf*1 como tF . exceto que EE+I -
ZE U{A,B(y )}, onde y @ a primeira

variavel de tipo © que n3ao ocorre em

k

%, nem em B(x). Além disso, B(y) &ob

tida de B(x)}, substituindo-se todas

as ocorrencias livres de x por y.

Caso 2.3) A & da forma ¢B. Entdo, seja sl co

mo Zh, exceto que ZE+] = EELJ{R} e ,




aiem disso, seja z?+] ={ B}, onde j =
o menor numero diferente de i, para o

k
ual R .

Lema 2: Cada ):Fe e relativamente consistente em IL3,

Demonstracao:

Por inducao de k.

Caso 2) A .e relativamente i-consistente com Zk.Te

o= 0

Suponhamos que 19 seja relativamente inconsistente.

1 n-1

Ent3o, para algumas formulas BO, B ,...,B € L,a

formula 0[80 N e A Bn_i] seria inconsistente em
IL3 e, por T29, Z seria inconsistente, contrarian

do a hipotese inicial do lema 1.

k>0

Suponhamos que Eh seja relatijvamente consistente e
gue (Lk,Ak) seja o par (4,A), Mostramos que gt
e relativamente consistente. Temos varios casos a

considerar.

Case 1) A nao e relativamente i-consistente com

Z&. Entao, Zh+? e relativamente consisten

te, pois Zk*l = Zh .

mos alguns sub-casos.

Caso 2.1} A nao e da forma 3 xB ou ©B. Co
mo gh+] e obtido de Zh,acresceﬂ
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tando-se A a EE, segue-se imedia

Zk-r?

tamente que e relativamente

consistente,.

Caso 2.2) A & da forma 3xB. Seja y, 2 pri
meira variavel de tipo o que nao
ocorre em Zh nem em B(x). Supo

nhamos, por absurdo, gue zh+? se

ja re1at1vamen?e inconsistente
Entao, para alguns conjuntos fi
nitos &j C z?,j £ w, 0 conjunto
(ocnila ) |3 # v renita,) A

A A B(y)l)
e inconsistente em IL3. Temos,en
tao, o seguinte, onde T @ 0o con
junto
totnjla )3 # 1)

T =o[Cnj(Aa.) AA A B(y)] -~ 1 por defi de consisténcia
4 (Def.4Cap.11)

FFVy(o[an(gi) AA AB(y)]l ~ 1) por T54
Fkayo[an(A&) AAAB(y)] >~ I por T59

FFOHy[an(gi) AR AB(y)l > 1 por T45

I‘FOEan(ai) AA A 3yB] > oay[an(ai) AA A B(y)]

por T62
T FO[an(&i) AAA3yB] » 1 por transitividade
r Fo[an(Ai) AA A a3axB] » 1 por T11

r FO[an(&i) ART > 1 por tautologia




Lema 3:

Logo, por definicao de consisten
cia, 0 conjunto:

{oan(aj-)]j #itu{dlCni(a;) A AT}
seria inconsistente, contrariando

a hipotese.

Caso 2.3} A & da forma ¢B. Seja j o menar
numero diferente de i, paraoqual
£; = ¢ e suponhamos que g+l fos

se relativamente inconsistente.En

tao, para conjuntos finitos 4, C

Ei,ﬁ € w, 0 conjunto

LoCnj(s,) |0 # i3 ulolCni(a,) A A}

u{¢B}

seria inconsistente em IL3.

No entanto, temos o seguinte:

ko[an(Ai) AAT ~ Oan(ﬁi) A OOB

T42
HO[an(AL) A AT > C©OB
Tautologia
Fo[Cnj(a,) A A] > ¢B
T38 .

Desse modo, 0 conjunto

{Can(ﬂg)M#j,i}U'{‘<>an(ﬁi) A AL

seria inconsistente, contrariando

a hipdotese.

k2 - - . -
= Yhew L. Entgo, a sequencia L = (2

TE ) e
Seja Z i &)LEw g re

lativamente consistente.
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Demonstracao:

Consequéncia do lema 2, uma vez que ZE c ZE+T, para bk,
A€ w.
Lema 4: T, e consistente em IL3, para todo < € w.

Demonstracao:

Consequencia do lema 3, pois, se £, fosse inconsistente,
haveria uma formuia A e T, tal que Fy 3 A > 15 logo,

'_IL3 OA + 01, e, como ij| 4 ¢l - I, ségue-se que J—IL30A
> I e, portanto, T nao seria relativamente consistente.

Lema b5: Se A &€ uma formula,iew e A € relativamente i-consisten

te com L, entao A € L.

Demonstracao:

Basta escolher k, de maneira que o par (4,A) seja ( ih’

Ah). Como A €& relativamente i-consistente com z® . por

e+l

construcao A € Zi C ZL

Lema 6: Se A & uma formula e fi ~A, entao A e %,

Demonstracao:

Consequencia dos lemas 3 e 5.

Lema 7: fi & um conjunto maxinal consistente, isto &, para to
da formula A, A € EL gu 1A & Ei ou A I ¢ E{.
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Demonstracao:

Suponhamos, por absurdo, que A ¢ Ek, TA £ T e A=1¢

fi. Logo, para conjuntos finitos g}, A% AM C T Lisw ,
1

g A
0s conjuntos

{étnj('ﬂ})fj#1}U{6[an(Ai) AAY,
{oan(a'j'.HjM}u{é[\:nj(a;) ATIAY,
{c{:nj(ﬂ}')ﬁ;H}u{o[an(,ﬁ"E') AA = I}

sio consistentes em IL3, pelo lema 5 & def. 2.

Agora, seja b = ﬁ} U a} U A}“eseja T ={6an(aj)]j £1i}.
Por T42, seque-se qgue 0 que for acarrefado por

{anj(A;) A Oan(ﬁ}) A Oan(ﬂ?)} tambem sera acarretado

por { anj(&j)|j% i} , isto e, T.

Por definicao de consistencia, temos:

Tf—o[an(ai) AAl - T,
T FO[an(ﬂi) ATAT ~ T,
I Fo[an(ai) A(A=1)] -1
Por contraposic¢ao, def. de ¢ e tautologia:
r=1-03(Cnj(a,) A A)
r =1 > 03(Cnj{a,) A TA)
r =1 = Dﬁ(an(aL) A(A=1))
Por T63, temos:
reo(1 ~ a(Cni{a,) A A))
reo(1 » o(enj(a,) A TA))

T —0O(1 - D(an(ﬂi) A(A = 1))




Temos, ainda, 0 seguinte:

r-of1 - ) , por T53 e T64
I ~0OI » DB . por T32 e Th3
I'-1 - OB , por T65

' =0B + 1 s por tautelogia e def, ¢

Logo, por definicao de consistencia, o conjunto
{Otnj(ﬂj)|je:m e inconsistente em IL3, contrariando o le

ma 2, o qual garante que fi e relativamente consistente.

T
[}
{0
I=
n
—
™
™1

Corolario: Se A ¢ Ei, entao A

1l
—
™

[

Se 1A ¢ Ek, entac A =

Lema 8: Para cada{ e w e cada formula B(xa), tem-se que 3 xB{x)

e I, se e somente se B(y,) ¢ EL , para alguma variavel

y, que e livre para x em B{x).

Demonstracao:

Um dos lados segue-se do Tema 6 e T1%, 0 outro Tado vem

do lema 3 e da construcgao de Ek+?.

Lema 9: Para cada{ € o e cada formula B, temos que ¢B & T, se e

somente se B € Ej , para algum j € w.

Demonstracao:

Yamos demonstrar apenas uma das implicacoes. Suponhamos

que B & %,

7 e, por absurdo, gque ¢B ¢ ZL’

Por T29, T5D0 e lema 6, segue-se que i # Jj, pois Zj - 0B,
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Pelo lema 7, 0B ¢ L; Ou 0B = 1 ¢ L;

{i) Se 710B ¢ Ei , entao OB ¢ T; » por T34, Nesse caso,
T & relativamente inconsistente, pois o conjunto

{0D7B, ¢B} e inconsistente em IL3 por T37.

——

(ii) Se ¢B = I ¢ T, s entao o conjunto {¢{¢B = I}, OB} &

inconsistente em IL3, pois:

(¢B = 1) - (0B = I) Tautologia
(0B = 1) - (¢B = 1) T28 x céhtraposicéo
0o(0B = 1) » (0B + I) por tautologia

A partir dos lemas precedentes, prova-se facilmente o

lema fundamental, correspondente ao lema de Lindenbaum, que @ 1]

seguinte:

Lema 10:

Seja & um conjunto consistente de formulas de IL3 e su
nonhamos que exista uma quantidade enumeravel de var1§
veis de cada tipo, que nao ocorrem em nenhuma formula

de ¥. Entdo, existe uma sequencia T = (T.)

de conjun
< jew Jun

tos de formulas, satisfazendo as seguintes condicgoes:
(i) I contem I,
(ii) Para cada £ ew,fi e um conjunto makimal consistente

de formulas de IL3,

A

(ii1) Para cada {cwe cada formula B(xa), 3xB(x) € T. se

e somente se B(ya) £ Ei , para alguma variavel y ,

que e livre para x em B(x),

(iv) Para cadaie w e cada formula B, 0B ¢ fi se e somen

te se B ¢ E; , para algum § € W,




Corolario: Seja 1 = (fk)iem uma sequéncia de fdrmulas, nas condi
coes do lema 10. Entao T satisfaz também as seguintes

condicoes:

(v) Para cada {cw e cada formula B(xa), vXx B(x)eT.
A
se e somente se B(ya) £ fi , para toda variavel

y que e livre para x em B{x),

(vi) Para cada {ew e cada formula B, DB ¢ Ei se e S0

mente se B € Zj » para todo j € w.

Podemos, agora, demonstrar o resultado abaixo, do qual

seque-se 0 Teorema de Completude Generalizada.

Lema 11: Se Z & um conjunto consistente de formulas de IL3, en
tao 2 e g-satisfazivel por um g-modelo M = (Ma,m)OcaT
de I1L3, baseado em D e I, onde I & enumeravel e D, bem

como cada dominio My, > € no maximo enumeravel,

Demonstracao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que haja uma

guantidade infinita de variaveis de cada tipo, nao ocorrendo em I.

Assim, seja I = (ZL)Lew

formulas, satisfazendo as condi¢les (i) - {vi) do lema

uma sequencia de conjuntos de

10 e seu corolario. Seja, ainda, aeT e 4 € w, Defini

mos a seguinte relacao:

BJEZ’{:

n
ik

o B, (mod i) se e somente se [A

A

Essa €& uma relacao de equivalencia entre teoremas de

IL3, em face de T1 e tautologia.
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Usaremos a segquinte notagao: Var = {x:x e variavel de

tipo a}. Por T22 e propriedade (iii) de I, existe, paracadaAcTm
o

e iecw, alguma variavel x ¢ Var_, para a qual A = x (mod 7). De

fato, a propriedade (iii) implica que existem infinitas variaveis

095535 CONCic0es, DOiS, Dara QUAisquer variavers distinigs, 1

xl e Var_, por T67 e pela propriedade (iii), segue-se que

s} n-1
a

e
Xxiste uma variavel x, distinta de X ,.sv4% ..

tal queAazxe i

A18m disso, por T28, a formula x = y+ O[x = y] e demons
travel em IL3 e, portanto, a relacao x =y (méa i) & independente
de i ¢ w, para variaveis x e y. Escreveremos, entao, simplesmente,
x 2 y, Denotaremos por x/= a classe de equivalencia de X, €M var,,
sob essa relacio. Escolhemos D como sendo o conjunto quociente ,
Vare/E, consistindo de todas as classes x/=z, para x ¢ vare. D e,
entio, no maxime enumeravel. Finalmente, fazemos I = w € passamos
3 construcao de um g-modelo M = (Ma,m)aeT de IL3, baseado em D e

I, usando-se a sequencia Z.

Inicialmente, definiremos simultaneamente, por recursao
em @ € T, um conjunto M, e uma funcao 1  de Tm, em M, satisfazen

do as seguintes condigoes:
(1) Para i, § e I, x & Varg, u (x), (i) = w (x}{J),
(2) Para todo X & M, existe um x € Var, tal que X =

we (x) (1),

(3) Para i e I, A, B e Tm_, ua(A)(i) = ua(B)(1) se e 50

n

mente se A B {(mod 1).

Essa funcio dara origem tanto a atribui¢ao quanto a fun

cao significado.
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1) o = t: Se:ja M;t = 3 :{091,2}. Se AIE f'{- » ;LII(A;C)('E)=
1.

Se —IAI £ vf/{-, HI(AI)(-I) = U. Se (A = I) £ Z’(", MI(AI)
(i) = 2.

Mostramos que u; satisfaz as condicoes (1) a {3).

(1) Por T28, x; - Ox, € um teorema de IL3, e, pela pro
priedade (vi) do corotario do lema 10, se Xy € T s

entao ele pertence a todo E&.

(2) Por T20, T2%1, T23 e propriedade (iii), temos que vy

el,, 72 el. e w=1c¢t€l, ,para algumas varidveis
Y, z, w. Portanto, M (y)(1) = 1, w(z}(i) = 0 e

UI(W){i) = 2.

(3} Segue-se da maximalidade de fi.

2) Seja My = D = Var /=, ue(Ae)(i)-E Xx/=, onde x € uma
variavel de tipo e, para a qual A& 2 x (mod i1). Isto
e bem definido, pois A = y (mod i) se e somente se
y € x/=. Em particular, b, (x.)(i) = x/=. Assim, va
lem as condicoes (1) e (2), A condicao (3) verifica-

-se diretamente, pois UE(A)(i) = ue(B)(i) se e somen

te se A 2 x (mod i} e B =2 x {(mod i) se e somente se

IE}

A B {mod i}.

3) @ By: Suponhamos que Mo Mg, MY’UY ja estao defi

nidos e que as condi¢oes (1) a (3) valem para P
. . Mg 1

Hy o Definimos as funcqes Mgy de TrnISY em (MY }* da

seguinte maneira: Dado A € Tm,, i €1 eXE€ MB,seja
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X € Var8 escolhida de tal modo gque X = UB(X)(i) e fa

Camos UBY(A)(i)(X) = UY(ABY XB)(i)-

Tal variavel x existe, pela condi¢ido (2) para B. A
funcao UBY esta bem definida, pois suponha-se que Yy
e Varg e UB(y)(i) = X = UB(X)(i). Pela propriedade

(3) para B, x = y (mod i) e, por T25, Ax = Ay (mod i).

Portanto, uY(Ax)(i) = UY(Ay)(i), pela condicao (3) pa

ra Y.

Mostramos, agora, que valem as condicoes (1) a (3) pa

defini .
ra Mo e definimos MOL

(1) Suponhamos que f ¢ Var, e i, j e I. Mostramos que

w (F)(1) = u (£)(5).

Il

Seja X € MB' X = HB(x)(i) = uB(x)(j), pelas condi

coes (1) e (2), para B.

Temos que:

e (FY G XY = (Fx) (1) e u (F)(3)(X) = w (Fx)(5).
Assim, basta mostrar que p (fx}(1) = wu (fx}(3).

Seja y £ Var tal que fx ¥ y (mod i). Por 728, a

v?
sequinte formula e demonstravel em IL3:

fx = y +~ O(fx = y).

Assim, temos fx = y (mod j) e, pelas condicCes {1)

e {3) para v,

w, (P (1) = u (yd () = w (v (3) = w (£x)(]).

Py

(2) Se A e Tm,, i e I, entdo u (A)(i) = n (F)(1), pa
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I
—h

ra atgum f ¢ Vara. De fato, suponha-se que A

(mod i). Ent3o, se X ¢ M_, digamos X =

B!
por TZ26, temos que AXB = fxB e, portanto , Ax
fxB (mod i). Assim, pela propriedade (3) para v,

Ho A (D OO = w (A (1) = w (Fx) (1) = u (F) (1) (X).

n

Definimos, agora Mg da seguinte maneira:
_ 13 Gy . Mg
M, = Tu (F)(9) : f e var } C M,

Pela condicao (1), M, e indepéndente de i € I e
a condicao {2) e satisfeita para &, pois, se F €

M,» entdo F = u (f)(i).

0‘.’
Seja A, B e Tm e i ¢ I. Entao, as seguintes con

dicoes sao equivaléntes:
(a) W (AY(i) = n (B)(i)

(b) Para todo Y & Mg, n (A)(i)(Y) = w (B)(i)(Y)

(c) Para todo y & Varg, ua(A)(i)[uB(y)(i)] _
Ua(B)(i)[UB(Y)(i)]

(d) Para todo y € Varg, (Ay)(i) = uY(By)(y),

UY
por definicao de Moy

By (mod 'i), 5.:pe3a

(e) Para todo y € Varg, Ay

propriedade (3) para Y.

I tF

By ] € Z.

(> por de

(f) Para todo y € VarB , TAy
finicao de =,

(g) vx[Ax = Bx] € fk, onde x & a primeira varia

vel de tipo B que nao ocorre livre em A ou B,
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pela propriedade (v) parafk (corolario do Je

ma 9).

{h) [A = B] ¢ Zi’ por T12.

(i) A = B (mod i),

Observe-se que, se A & Tma, B € TmB, ie 1, en

tao u (AB)(i) = w (A)(i)[wug(B}(i)], pois,  supo

m

nha-se gue B Xg (mod i). Por T26, temos AB = Ax
(mod i). Logo,

uY(AB)(i}

1l

MY(AX)(i) =

= g () (D Tug() ()T = (A (1) Tug(B) (1),

o

pois wp(B) (1) = ug(x)(i).

o = 48: Suponhamos que MB e My ja estdo defini

dos, satisfazendo, portanto, as condic¢cdes (1),(2)
e (3) para B.

Definimos, inicialmente, a fungao Mo s de TmOL em
[Mé]l, da seguinte maneira: Tendo-se A € Tma e
i € I, escolha-se f ¢ Vara, de modo que se tenha
A= f (mod 1), e facamos u (A)(i) = u (“f) € Mg,
Isso esta bem definido, pois, se tivermos g eVar,
e A2 g {(mod i), entdo f g.g , ou seja , f =g
(mod j) para todo j e I. Logo, Yf = Yg (mod j),pa
ra todo j £ I, por A16,

Pela condigao (3) para B, segue-se que uB(Vf)(j)
= MB(Vg)(j), para todo j £ I. Assim , uB(vf) =
Hg(Yg) em Mé.

Mostramos que valem as condigoes (1) a (3} para

a e definimas Ma.
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A condicao vale pois, para f ¢ Vara, iel,
temos que u (f)(i) = UB(Vf), que @ indepen

dente de i & [.

Se A e Tm, i1, entdo Ua(A)(i) = ua(fni),
para algum f € Var , uma vez gue , se A= f
(mod i), entao u (A}(i) = uB(“F) = u (F)(i).
Podemos, entao, definir Ma da seguinte manei

ra:
M, = Lu (FYG)|f € var Je Mg,

Pela condicao (1), isso e independente de i
£ I, donde se segue que a condicao (2) & sa

tisfeita para o.

Se A, B ¢ Tma, i € 1, escolhemos f, g ¢ Vara,
de modo que se tenha A = f {(mod i) e B = g

(mod 1).

Entac, pela condicao (3) para B, ASeproprie
dade (vi) de T (corolario do lema 10), as se

guintes condi¢Oes sio equivalentes:

(a) u, (A)(i) = w (B)(i)

(b) wg(¥f) = uglvg)

{(c) Para todo j e I, ug(¥F)(j) = wg{¥g)(Jj)

{d) Para todo j € I, ¥f = g (mod j)

{(e) Para todo j £ I, [Vf = vg] ¢ Ej

(f) o[¥f = vgl & L

11

(g) £f = g1 e T,




g (mod i)

n

{(h) f

I

(i} A = B (mod 1)

Temos, assim, definida a estrutura (Mm)m:T para IL3, ba
seada em D e I. Pelas condicoes (1) e (2}, cada dominio M & no

maximo enumeravel.

Definimos, agora, a funcao significado da seguinte ma

neira:

Provamos, fi

m)aeT' i

Temos, assim, um g-modelo M = (M,

nalmente, que existe uma funcdo valoracao, VM, em M.

Suponhamos que A € Tm_, a € At(M). Suponhamos, ainda ,

que as variaveis livres de A estdo entre as variaveis distintas

xo,x1,...,xn'1, onde xR & do tipo ap. Escrevemos, entac, A como

A(xo,...,xn'1) e escolhemos uma sequencia yu, y19”,,yn'1 de dis

- k . . . .
tintas variaveis y , de tipo op, satisfazendo as seguintes condi

coes:

(a) vy, VFIG) = alx®)

(b) yh e Tivre para x? em A

Pelas condicoes (1) e (2) para a, s a{x®) - ua&(y) (i) ,
independente de y ¢ I, para alguma variavel y do tipo 'uh. Como

y =y, uly)(i) = wly) (i) = a{x®), para uma quantidade enumera
vel de variaveis y'. Assim, para k < m, existe uma quantidade enu
meravel de variaveis yh, satisfazendo a condicao (a), donde se se
gue que existe uma sequéncia ya, 5/‘|,...,yn"‘i de distintas varia

veis, satisfazendo (a) e (b). Chamamos essa sequéncia de sequéncia
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representativa para o termo A e atribuicdo a. Convencionamos que

~ . . 0 n-1 — L= .
a sequencia original, X ,...,X , contem todas as variaveis 11

vres de A,

Seja K o termo A(yo,...,yn"i), obtido a partir de A,

substituindo-se todas as ocorrencias livres de x!2 por yh, para k

<n.
Dado i € I, definimos a funcao valoracao como segue:
V) = w (B e M
A4, _UOL € o
Mostramos que o valor ua(ﬁ)(i) nac depende da sequencia
yo,...,yn_1. De fato, suponhamos que 20, z1,...,zn"1 g outra se

by

(i). Assim, yh = zh {mod i), donde se segue por varias a

quéncia representativa para A e a. _EntEo ,uuh(yh)(i) = a(x

Uah(zh)

n-‘i)

Ik

plicacdes de T24, que Aly®,. ...y A(zo,...,zn"1) (mod 1). Lo

go, u [A(y®,...,y"" 1)30) = u rA(2%,..., 2" D10,

Para completar a construcao do g-modelo e, portanto, a

demonstrac¢ao do lema 11 mostramos, finalmente, que VM e uma fun

cdao valoracaoc em M. Para issoc, temos que verificar as clausulas
recursivas da definicao 10 do capitulo I. Vamos fornecer, apenas,

a verificacdao da clausula (V), a qual caracteriza o sistema IL3.

. 4] - . . .- - .
Sejam X ,...,xn 1 as distintas variaveis livres de [Aa

=B, e escolhamos uma sequencia representativa yo,...,yn'1 .para

B (i).

o

[A, =Byl ea. SejaV, (A =B)) = w. (A =B )(1) = w. (A,

]

Temos varios casos a considerar:

1) Suponhamos que “z(ﬁa = B}

o 1. Entao, pela definicao

de H,t’(icx = BOE) € I,

¢+ Logo, ua(ﬁﬁ)(i) = ua(E&)(i),pois




2)
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do contrario, pela propriedade (3), A, # B (mod i),

donde [WGE 'Ea3 ¢ fx.

Se uz(ﬁa = Ea)(i) = 2, entao (Ka = Ha) =1eZI;, pe
la definicao de ug. Assim, pela maximilidade,7[A = B]
¢ fk e [A = B] ¢ fi . Por outro lado, o = t ou o= Bt,
pois, do contrario, pelo axioma i8, temos [(Ka = §a)5

171 = I, donde se segue gque I € EL , 0 que & impossi

vel,

Temos, assim, dois sub-casos:

2.1} Seja o = t e, por absurdo, suponhamos queut(ﬁt)
(i) =0 e ut(EI)(i) = 1 (0 caso inverso e simi

lar.)

Pela definicdo de uy, "H € f& e Bye T, Como,
€

por hipotese, [E,t = LB_IJ £ 1 flé . pela maxima

lidade e tautologia, segue-se que I € Zi.

Suponhamos, agora, que W (A.) = 2equen A ){{)=
we (B i),

Pela propriedade (3), [A, = Ei] £ L, e, pela

definicao de Mo At =1 ¢ Zi'

Il
[we)

Pela maximalidade de T. [K/t

/{_.’
[A, = B,]

I
—
)

e

i

=1 ¢ fi ou*mli z Ei]

Segue-se que, se 1[AI = Bt] € Z,é , entao I € Z{,

2.2) Seja, agora, a = Bt e suponhamos. que EABI = BBI]
=TI e .,
A

Suponhamos, ainda, por absurdo, queL%I(ﬁBz)OU(X)




= 1 (B__)(i)(X) = 0, para algum X ¢ M

¢ Hpt BI) B*

Pela propriedade (2), seja Xg € Vars, tal que
X = uB(xB)h).
Pela definicao de Mgy temos:
ngr B V00 =, (R x,)(6) = 1
uBi(BBt)(T)(X) = UI(EBI XB)U) = 0
Pela definicao de My KBZ XB‘? L, e j{EBIXB) £
T..

A

i A 7
Logo, por tautologia e lema 6, [ABIXBﬁ (BBI xB)j
£ T,
A

Mas, a seguinte formula e tautologica:

A x =T AB X, = F +[{(A. . x, = TAB =F)

Bt "8 Bt "B BL"B g% g

(Rg, xg =

-+

BBI XB)j.

Assim, segue-se que T(ABi Xg = Bth xB) £ ZL'

Por cutro lado, temos n—(ABIEB8 **ABI xBE BBsz)’
por T15 x T9 e, por tautologia, T(KBIXBEEEBIXB)+
(A

n

ge © Bagle

Como consequencia, T(KB =B mas isso

L Bi L7
€ absurdo pois, pela hipotese inicial, [KBI?EEBIJ
£ 3.
£

Fica, assim, demonstrade o lema 11, a partir do qual se

demonstra, imediatamente, o seguinte:

Teorema 1: {da Completude Generalizada):




Corolario
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Se £ € um conjunto consistente de formulas de IL3,entac

T & g-satisfazivel em IL3,

1:

Corolario

Se }=g A em IL3, entdo TFA em IL3,

2

Corolario

Se T F:g A em I1L3, entdo I' |- A em IL3.

3 (Teorema da Compacidade Generalizada):

Seja £.um conjunto de formulas de IL3. Entdao, & & g-sa
tisfazivel em IL3 se e somente se todo subconjunto fi

nito de ¥ & g-satisfazivel em IL3.




APENDICE

Yamos apresentar, neste Apendice, alguns problemas re

Tacionados com o sistema IL3. E nossa intencao retomar alguns de

les em trabatlhos futuros.

Problema 1:

Alem do sistema IL, Montague constru{d uma gramatica(co
nhecida como PTQ), chamada por ele de “fragmento" do Ingles (ver
[161). Seu objetivo era traduzir cada expressao do Ingles em uma
expressao de IL, aplicando, em seguida, a semantica proposta, ou
seja, dando, imediatamente, uma interpretacao formal para as ex
pressdes da linguagem natural. A traducao do Ingles para Il segue
um procedimento rigorosamente formalizado, ao contrarjodas "tradu
coes" da linguagem natural para o calculo de predicades de 12 or
dem, usuais em Cursos introdutorios de Logica. A traducao propos
ta por Montague segue exatamente a estrutura sintatica de cada
sentenca inglesa e, alem disso, deve satisfazer uma serie de re
gquisitos. Por exemplo, cada expressao inglesa deve ser traduzida
em uma e apenas uma expressao de IL, ou seja, nao existem expres
sGes basicas ambiguas. Outro requisito e que deve existir uma cor

respondencia uniforme entre as categorias do Ingles e os tipos de

IL.

No nosso caso, com a construcao do sistema IL3, temos ,
como problema fundamental a aplicacao da gramatica de Montague, e
ventualmente reformulada, ao novo sistema, de modo a verificar sua

adequacao e possivelmente obter resultados novos, ao se levar em




conta a indeterminacao da Tinguagem natural,

Problema 2:

Conforme dissemos na Introducao, 0 nosso objetivo era a
penas o de mostrar a possibilidade matematica da construcao de um
sistema intensional trivalente. Coloca-sem entao, o problema, in
timamente relacionado com o problema anterior, de verificar qual

& o sistema majs adequado para aplicacdao na analise das Tinguagens

naturais.

Problema 3:

No sistema IL3, admitimos o aparecimento do valor inde
terminado apenas ao nivel das expressoes de tipo t e tipo at. Dai,
a necessidade da introduc50 do axioma 18. Como poderiamos modifi
car a semantica de IL3, de maneira a admitir indeterminacao para
qualquer tipo? Alem disso, como poderiamos introduzir constantes

individuais sem denotacao?

Problema 4:

Vimos que o sistema IL3 contem os operadores modais in
tensionais, bem como os operadores extensionais de Lukasiewicz.Se
entendermos esses ultimo operadores como “necessario" e "possivel",
algumas teses podem ser consideradas contra-intuitivas. Assim,por

exemplo, a seguinte:
(Mp A Mg) > M(p A q) ,

significando que duas proposicoes quaisquer sao consistentes en

tre si.

Outra delas e:




Mp”*(M-vP""MCI)s

significando que, se uma proposi¢dc e sua negagcac sao ambas POSssI

veis, entao qualquer proposigao e pessivel,

0 problema colocado pelas modalidades de Lukasiewicz e
o de saber que sentido g esse de "possivel", diferente do sentido
encontrado nos outros sistemas usuais. Ora, como IL3 contem 0S
dois tipos de modalidades, esse probiema pode ser esclarecido se
se expleram as relacoes existentes enire 0s opéﬁadores modais ex
tensionais e intensionais. Algumas dessas relacoes, por exemplo ,

sao as seguintes:

FIL3 OA - AA

yILB AR - [OA
}ZILs YA + OA

i R > VA

Problema 5:

n

Como observamos na Introducgdo, o valor "indeterminado
surge intuitivamente, da decomposicdao do valor "falso" da logica
cl13ssica. No entanto, poderiamos também considera-lo como uma de
composi¢ao do valor vyerdadeiro". Em outras palavras, poderiamos
considerar, como & usual,, 0 Caso de uma logica trivalente, com
dois valores distinguidos. Esse procedimento tem levado a questoes
interessantes, por exemplo, tornando mais claras as relacoes exis
tentes entre a 10gica polivalente e outros tipos de logica, como
a logica paraconsistente (ver [7 1). Um problema que se coloca €,

entio, o de se construir uma 1ogica intensional trivalente com
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dois valores distinguidos. Isso leva, naturaimente, a¢ problema

da construcao de logicas intensionais polivalentes quaisquer.

Problema 6:

Podemos definir em IL3 os operadores Jh’ Kk = 0,1,2, que

sao tais que, para qualquer g-modelo M = (M ,m) V. a(Jh(A))=1

o ael?
see ‘J}é a(A) = k (Cf.[17],

]

As definigoes sao as seguintes:
Jg(R) =~~ > A)

Jo(R) = ~(A ~~A)

CJ,(A) A =~A

111

1Ll

5
Informalmente, diremos que uma formula e "bem comporta

da" se ela tem valor 0 ou 1.

Definimos sintaticamente esse conceito, do seguinte mo

do:
A* = 3, (A} V J5(R)

Algumas propriedades desse operador de "bom comportamen

to" s3ao as seguintes:
A% > (m)x
A* A B* > (A A B)* A (AV BY*A (A~>B)*A (A=B)* s
vX[A(Xx)I* = [vx A(x)1* , ’
(DA} »~ A*
[‘D(A > B)I1*+ [(OA)* > (O B)+] ,

se - A, entac (O A)}*,




Isso parece indicar a possibilidade de se encontrar uma
condicao necessaria e suficiente em IL3 para que uma formula A se
ja teorema de IL, mostrando, assim, que nos contextos onde n3ao ha

indeterminacao, o sistema IL3 se reduz ao sistema IL.




[1]

[2]

[3]

£4]

[5]

(6]

[7]
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