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Resumo

Neste trabalho levantamos, e investigamos do ponto de vista conceitual, evidéncias
de que a complexidade algoritmica pode ser vista como relativa a légica. Propomos,
para tanto, novos modelos de computacgao fundados sobre logicas nao-cléssicas, estu-
dando suas caracteristicas quanto a expressabilidade computacional e eficiéncia. A
partir desta visao, sugerimos um novo caminho para estudar a eficiéncia dos modelos
de computacao quantica, enfatizando a anélise de uma légica subjacente a tais mode-
los. O contetido da tese esta estruturado da seguinte maneira: no primeiro capitulo
apresentamos uma analise conceitual da nogao de ‘computagao’, indicando como este
conceito tem mudado desde os trabalhos fundacionais da década de 1930, e discu-
tindo se o conceito deve ser considerado como puramente fisico, puramente l6gico-
matematico ou uma combinagao de ambos. O Capitulo 2 introduz duas versoes de
‘méquinas de Turing paraconsistentes’, usando sistemas logicos diferentes e obtendo
modelos com diferentes poderes computacionais (quanto a eficiéncia); tal resultado
constitui uma primeira evidéncia a favor da relatividade logica da computacao que
queremos defender. Outra evidéncia na mesma diregdo é apresentada no Capitulo
3, através da generalizagao dos circuitos booleanos para logicas nao-cléssicas, em
particular para a logica paraconsistente mbC e para a loégica modal S5, e da anélise
do poder computacional de tais generalizagoes. O Capitulo 4 consiste numa introdu-
¢ao a computagao quantica, para logo (no Capitulo 5) estabelecer algumas relagoes
entre modelos de computagao quantica e modelos de computagao paraconsistente,
de maneira a propor uma interpretacao logica dos modelos quanticos. No capitulo

final (Capitulo 6) descrevemos varias relagoes entre mecénica quantica e logica para-

1X



consistente, relacoes estas que sugerem potencialidades com alto grau de relevancia
a respeito da abordagem paraconsistente dos fendomenos computacionais quanticos e

que incitam a continuar explorando esta alternativa.



Abstract

This work provides evidences to view computational complexity as logic-relative, by
introducing new models of computation through non-classical logics and by studying
their features with respect to computational expressivity and efficiency. From this
point of view, we suggest a new way to study the efficiency of quantum compu-
tational models consisting in the analysis of an underlying logic. The contents of
the thesis is structured in the following way: the first chapter presents a conceptual
analysis of the notion of ‘computation’, showing how this concept evolved since the
decade of 1930 and discussing whether it can be considered a pure physical or a
pure logic-mathematical concept, or a combination of both paradigms. Chapter 2
introduces two versions of ‘paraconsistent Turing machines’, by considering different
logic systems and obtaining models with different computational capabilities (with
respect to efficiency); such a result constitute a first evidence in favor of the logical
relativity of computation that we are defending here. Another evidence in the same
direction is presented in Chapter 3 through a generalization of boolean circuits to
non-classical logics, particularly for the paraconsistent logic mbC and for the modal
logic S5, and by analyzing the computational power of such generalizations. Chapter
4 consists in an introduction to quantum computation. This is used in Chapter 5
to establish some relationships between quantum and paraconsistent models of com-
putation, in order to propose a logic interpretation of quantum models. The final
chapter (Chapter 6) describes several connections between quantum mechanics and
paraconsistent logic; such relationship suggests highly relevant potentialities in favor

of the paraconsistent approach to quantum computation phenomena encouraging to
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continue exploring this alternative.
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Capitulo 1

Um marco conceltual

E um fato conhecido, como nota por exemplo Richard Soare em [S0a96, pags. 287
288], que os matemaéticos vém realizando calculos e algoritmos pelo menos desde a
época dos Babilénios (por volta de 2000 a.C.). Talvez o mais conhecido algoritmo
antigo (datado de 300 a.C.) seja o algoritmo de Euclides que encontra o méaximo di-
visor comum entre dois nimeros. Além de especificar algoritmos, no final do segundo
século antes de Cristo os matematicos e astronomos gregos jé tinham construido um
sofisticado mecanismo, chamado Antikythera, que permitia computar informagoes
referentes aos movimentos dos astros. Com esse mecanismo era possivel calcular
as fases da lua e determinar calendarios solares, possibilitando predizer eclipses lu-
nares e solares com base em progressoes aritméticas definidas pelos Babilonios (cf.
[FBMT06]).

Por outro lado, o tedlogo e filosofo catalao Ramon Llull (1232-1316) propds, por
volta de 1275, sua Ars generalis ultima ou Ars Magna (publicada em 1305) que con-
sistia num método de combinar atributos (selecionados de varias listas) de tal modo
que as combinagoes geravam idéias, e projetou diversos mecanismos baseados em
rotagoes de discos para obter tais combinagoes. O método de Llull pode ser conside-
rado uma das primeiras tentativas de produzir conhecimento por meios mecénicos,
uma explicacao geral desse método e sua génese pode ser encontrado em [Hil71|. Llull
tem sido, inclusive, considerado um precursor da moderna légica simbélica e mesmo

da programacao de computadores, conforme Ernest Moody sugere em [Moo67].
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Mais recentemente, em 1642, Blaise Pascal construiu uma maquina com capaci-
dade de realizar somas e subtracoes, a conhecida Pascalina, considerada por muitos
como a primeira calculadora mecénica do mundo. Em 1671, Gottfried W. Leib-
niz foi um pouco mais longe e idealizou uma maquina com capacidade de realizar
adigoes, subtracoes, multiplicacoes, divisoes e raizes quadradas. Por volta de 1834,
Charles Babbage desenhou (mas nao conseguiu construir totalmente) uma maquina
mais complexa do que as anteriores, a qual é conhecida como Analytical Engine (cf.
[Cop08]).

Este esbogo histoérico é suficiente para mostrar quao antiga é a nogao de algoritmo,
e quao velha é a tentativa humana de construir maquinas para realizar, de maneira
automaética, computagoes cada vez mais complexas. S6 na década de 1930, porém, é
que surgiram as definigoes rigorosas (mateméaticas) da nogao de procedimento algo-
ritmico (também chamado procedimento efetivo ou procedimento computdvel). Tais
defini¢bes emergiram principalmente na procura de uma resposta a um problema co-
locado pelo matematico David Hilbert, no final da década de 1920, conhecido como o
Entscheidungsproblem ou Problema da Decisdo, que pode ser enunciado da seguinte

maneira:

Problema da Decisao: existe um método (ou procedimento) ‘efetivo’
para se determinar a validade (ou, equivalentemente, a teoremicidade) de

qualquer formula da légica de predicados de primeira ordem?

O Problema da Decisao foi resolvido (com resposta negativa) inicialmente por Alonzo
Church, em [Chu36al, e depois por Alan Turing, em [Tur36]|, com uma demonstragao
alternativa.

Na especificagao do problema, Hilbert nao indicava formalmente em que consisti-
ria a nocao de ‘procedimento efetivo’, mas deixava claro que as operacoes envolvidas
nesses procedimentos deveriam ser de carater finitario. A busca de uma resposta
ao Problema da Decisao fez entao necessério inicialmente propor uma defini¢ado ma-
teméatica que de alguma maneira capturasse a idéia intuitiva de procedimento efe-
tivo. Entre os principais formalismos que surgiram na década de 1930 nesta diregao,

encontram-se as fungoes recursivas (propostas por Jacques Herbrand e Kurt Godel,



com importantes conseqiiéncias obtidas por Stephen Kleene), as fungoes \-definiveis
(propostas por Alonso Church e Stephen Kleene), o modelo abstrato de méquinas
proposto por Alan Turing em [Tur36] e a formalizagao dos processos de manipula-
¢ao finita de simbolos exposta por Emil Post em [Pos36] (que é bastante similar &
proposta de Turing, embora tenham sido formulag¢oes independentes). Estes (e ou-
tros) formalismos foram demonstrados serem extensionalmente equivalentes, i.e., a
classe de fungoes definidas pelas diferentes teorias é exatamente a mesma (embora
as defini¢Oes sejam intensionalmente diferentes, como argumentado por Soare em
[S0a96]).

A tese de que o modelo abstrato de maquina proposto por Turing (agora chamado
de mdquina de Turing), ou qualquer outro formalismo extensionalmente equivalente,
captura de maneira precisa o conceito intuitivo de procedimento efetivo é usualmente

conhecida como Tese de Church-Turing, e pode ser enunciada do seguinte modo:

Tese de Church-Turing: um procedimento é efetivamente computéavel

se, e somente se, pode ser computado por uma maquina de Turing.

Esta é uma tese que tem a peculiar propriedade de ser impossivel de ser demonstrada
matematicamente, pois compara um conceito intuitivo com uma definicdo matema-
tica. A Tese de Church-Turing é usualmente justificada pelas evidéncias de que
diferentes definicoes de computabilidade tém resultado ser extensionalmente equiva-
lentes; contudo, existe uma razao que talvez tenha maior peso: o cuidado e o rigor
(embora nao constitua um argumento matemético) da analise de Turing. De fato, foi
86 a partir da definicao de Turing que Godel convenceu-se de que se tinha chegado
a uma defini¢do satisfatoria do conceito de procedimento efetivo (cf. [Sie06]). Por
outro lado, Robin Gandy, em [Gan88, pag. 76|, chega a afirmar que a analise de
Turing nao constitui apenas um argumento a favor da Tese de Church-Turing, mas

que chega a ser ela mesma, de fato, um teorema, que enuncia como:

“Teorema de Turing: toda funcao efetivamente calculavel por um ser
humano abstrato [i.e. sem limitagoes de tempo e espago| seguindo uma
rotina fixa é efetivamente calculéavel por uma méquina de Turing - ou

equivalentemente, efetivamente calculavel no sentido definido por Church
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- e reciprocamente.” (cf. [Gan88, pag. 77|, traducao nossa).

Wilfried Sieg, numa série de artigos entre 1994 e 2008 (|Sie94, Sie97, Sie02,
Sie06, Sie08]), apresenta de maneira bastante detalhada as principais idéias de Godel,
Church e Turing em relagao a nogao de computabilidade. Nesses artigos, e também
em [MS95] e [S0a96|, fica claro que os formalismos propostos por Godel, Church,
Turing e Post sao baseados na analise das operagoes realizadas por humanos quando
envolvidos em processos de computacao (no caso de Godel e Church, dentro de um
sistema formal, como sera explicado adiante). Em [Sie02] Sieg também mostra que,
a partir das idéias de Robin Gandy em [Gan80|, a nogao de procedimento efetivo
comegou a ser estudada desde um marco conceitual mais amplo, ndo apenas consi-
derando as operacoes realizadas por humanos que computam, mas também qualquer
operacao possivel de ser levada a cabo por uma maquina (sob certas restri¢oes de
finitude e localidade). Desta maneira a nogao de procedimento efetivo passa do es-
tagio de estar delimitada meramente pelas restricoes de nossos sentidos ao estagio
de estar delimitada pelas leis da natureza.

Em [Deu85| David Deutsch vai ainda mais longe, reinterpretando a Tese de
Church-Turing como sendo um ‘principio fisico’. Além disso, Deutsch argumenta
que a nocao de computabilidade estd delimitada por nossas teorias fisicas e que,
portanto, a ciéncia da computacao deve ser considerada um ramo da fisica.

O presente capitulo apresenta os principais pontos conceituais das idéias de Go-
del, Church, Turing e Post (Segao 1.1) e de Gandy e Deutsch (Segao 1.2) a respeito
da nogao de procedimento computével, visando mostrar como o estudo deste conceito
tem mudado a partir da década de 1930. Logo depois, levando em conta as idéias
expostas (e argumentos de outros cientistas), apresenta-se uma discussao a respeito
de qual é (ou deve ser) a natureza da nogao de computagao (Segao 1.3). A partir
desta discussao na Secao 1.4 descrevemos os objetivos que pretendemos atingir com
esta tese, os quais consistem basicamente em retomar as idéias de Godel e Church,
de conceber processos de computacao como sendo realizados dentro de um sistema
logico dedutivo (em conjunto com algumas idéias de Turing), mas com uma mudanca
conceitual radical: considerando logicas nao-classicas (em particular, logicas para-

consistentes) como logicas subjacentes. Tal mudanga conceitual nos permite definir
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modelos de computagao paraconsistentes, os quais serao descritos nos proximos ca-
pitulos, que servem para mostrar a nogao de complexidade algoritmica como sendo
relativa a légica e para explicar algumas das caracteristicas da computacao quéntica

a partir de uma nova perspectiva.

1.1 A computagao como um processo realizado por hu-

manos

Como afirmado anteriormente, os formalismos propostos por Gédel, Church, Turing
e Post para capturar a nocao de procedimento efetivo sao baseados na anélise das
operagoes realizadas por agentes humanos quando envolvidos em processos de com-
putagao. Porém, Godel e Church concebiam tais processos como realizados dentro
de um sistema formal dedutivo, enquanto Turing e Post os imaginavam como mani-
pulagoes simbdlicas nao necessariamente encaixadas dentro de um sistema dedutivo.

Essas idéias sao apresentadas a seguir.

1.1.1 Idéias de Godel e Church a respeito da nogao de procedi-

mento efetivo

Como ja foi mencionado, tanto Godel quanto Church (em conjunto com outros ma-
teméaticos) propuseram definigoes formais alternativas para o conceito intuitivo de
procedimento efetivo: Gédel (e Herbrand) através das fungoes recursivas! e Chuch
(junto com Kleene) através das funcoes A-definiveis?. As funcdes recursivas sio de-
finidas, de maneira construtiva, partindo de um conjunto pequeno de funcgoes base
e permitindo algumas operacdes elementares para gerar novas funcdes.> Por outro

lado, a teoria de fungdes A-definiveis (ou cdlculo lambda) prové uma linguagem para

"Embora o proprio Gédel, na época em que a teoria foi proposta, nio estivesse convencido de
que sua defini¢do fosse o suficientemente abrangente para incluir todas as possiveis recursoes, cf.

[Dav82].
2Contrariamente a Gédel, Church em [Chu36b, pag. 346] afirma explicitamente que o propésito

desse artigo é propor uma definicdo de calculabilidade efetiva que corresponda satisfatoriamente ao

conceito intuitivo.
3Para uma defini¢ao formal veja, por exemplo, [CE05].
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denotar fungoes e estabelece um conjunto de possiveis conversoes para as féormulas
da linguagem. Dentro da linguagem sao escolhidas algumas férmulas para denotar
nameros naturais, as quais sdo chamadas de ‘numerais’. A idéia de computagido
no calculo lambda consiste entdao em transformar férmulas, representando fungoes
e numerais como parametros, em ‘formas normais’ (através das conversdes permiti-
das). Desta maneira, as conversoes definem os passos do algoritmo e a forma normal
representa o resultado da computagao (cf. [Chu36b]).

A equivaléncia entre fungOes recursivas e fungoes A-definiveis foi inicialmente
demonstrada por Kleene. Segundo Church, “o fato de que essas duas defini¢oes
amplamente diferentes e igualmente naturais de calculabilidade efetiva resultassem
ser equivalentes, acrescenta forca as razoes para acreditar que elas constituem uma
caracterizacao de essa nocao que é consistente com seu entendimento intuitivo usual”
(cf. [Chu36b, pag. 346], traducdo nossa).

Além dos formalismos de fungoes recursivas, funcdes A-definiveis e sua equiva-
léncia, o que mais nos interessa salientar aqui é que tanto Gédel quanto Church
pensavam na idéia de computacao como sendo realizada dentro de um sistema for-
mal (dedutivo). Para Godel a esséncia de um sistema formal consiste em substituir
o raciocinio por operagdes mecanicas de formulas (cf. [G6d64]). Por isso, quando
define a nogao de ‘sistema formal matematico’, em [G6d34], exige que as formulas, os
axiomas e as regras de inferéncia sejam definidas de maneira ‘construtiva’. Indicando

com isso que:

e para cada regra de inferéncia deve existir um ‘procedimento finito’ que permita
determinar quando uma férmula é uma conseqiiéncia imediata (devido a essa

regra) de um conjunto de formulas; e

e devem também existir procedimentos finitos para determinar quais sao as for-

mulas com sentido (férmulas bem formadas) e quais sdo os axiomas do sistema.

Em [G6d64], Godel indica que ‘procedimento finito’ pode ser entendido como ‘pro-
cedimento mecanico’ no sentido de Turing (i.e., computével por uma maquina de

Turing).
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Considerando S como sendo um sistema formal que valida os requisitos ante-
riormente mencionados, Godel define uma fungdo ¢(z) (de naturais em naturais)
como sendo “computdvel em S se para todo numeral m existe um numeral n tal que
¢(m) = n & demonstravel em S” (cf. [G6d36, pag. 397|, tradugdo nossa). Entao,
ele define uma seqiiéncia de sistemas logicos S;, onde ¢ = 1,2, ... indica a ordem do
sistema (sendo Sj a aritmética classica). O sistema S; contém, além dos axiomas
logicos, variaveis e quantificadores para nimeros naturais, para classes de nimeros
naturais, para classes de classes de nimeros naturais, e assim sucessivamente até
classes de tipo i. Seguindo esta idéia, Godel indica que toda fungao recursiva é com-
putével em Sp; além disso, num comentério adicionado a [G6d36] (cf. [G6d86, pag.
399]), ele afirma que se uma fungao é computavel em qualquer sistema .S; entao é
computavel também em S; e que, portanto, a nogdo de computéivel é, num certo

sentido, ‘absoluta’.

Uma idéia similar & de Godel é proposta por Church indicando que uma fungao
F & “computdvel dentro da logica [i.e. dentro do sistema formal dedutivo em consi-
deragao| se existir uma expressao f na logica tal que {f}(u) = v é um teorema se, e
somente se, F'(m) = n é verdadeiro, sendo p e v expressoes que representam os intei-
ros positivos m e n” (cf. [Chu36b, pag. 357|, traducao nossa). Na definigdo do que
é um sistema logico, Church indica que as regras de inferéncia devem ser recursivas
(no sentido das fungoes recursivas de Godel) e que os conjuntos de axiomas e regras
de inferéncia devem ser recursivamente enumeraveis. Esta idéia é equivalente & de
Godel, mas é exposta de maneira um pouco mais cuidadosa e sem fazer referéncia a

uma seqiiéncia de sistemas de diferentes ordens.

Nas propostas de Godel e Church parece haver um argumento circular, pois am-
bos justificam a nogao de computabilidade dentro de um sistema formal exigindo
condigdes de recursividade (que corresponde a outra definigdo do conceito de com-
putabilidade) sobre os axiomas e as regras de inferéncia do sistema. Contudo, como
apontado em [Sie97, pag. 165| (traduc@o nossa), “nosso entendimento do conceito
geral de calculabilidade é explicado [pelas idéias de Godel e Church| em termos de
derivabilidade numa logica, e as condigbes [impostas sobre os axiomas e as regras de

inferéncia] esclarecem a idéia de que dentro de tais formalismos l6gicos se opera com
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uma nogao efetiva de conseqiiéncia imediata”’. Dessa forma, embora as propostas de
Godel e Church possam perder em comparacao com uma proposta com maior apelo
& intuicao como a das maquinas de Turing, descritas a seguir, sua vantagem consiste
em mostrar como a computabilidade pode ser compreendida no &mbito de sistemas

l6gicos dedutivos.

1.1.2 As maquinas de Turing e a Formulacao de Post

Em |Tur36|, Turing propoe um modelo abstrato de maquinas (hoje chamadas mdqui-
nas de Turing). A definicdo do modelo é baseada na analise das operagoes realizadas
por agentes humanos quando envolvidos em processos de computagao. Turing ini-
cia sua analise lembrando que computacoes sdo normalmente realizadas através da
escrita de simbolos num papel. Imagina o papel dividido em células e observa que
o carater bidimensional do papel nao é essencial no processo de computacao, e por-
tanto limita a anélise das operagoes dquelas que podem ser realizadas num papel
unidimensional (i.e., numa fita dividida em células).

Considerando que as operacodes no processo de computacdo sdo realizadas por
agentes humanos, Turing indica que estas sao determinadas pelos simbolos observa-
dos e pelo ‘estado da mente’ do agente que esta realizando a computacio. Assim,

levando em conta as limitacoes sensoriais dos agentes humanos, coloca condigoes de

delimitacao e localidade:

e Delimitagao: os simbolos de leitura/escrita e os estados da mente devem ser
‘imediatamente reconheciveis’; portanto, os conjuntos de simbolos e de estados
da mente devem ser finitos.* Além disso, somente um namero fixo de células

da fita pode ser observado em cada instante de tempo.

e Localidade: somente as células da fita que estao sendo observadas podem ser

modificadas.

Por dltimo, Turing divide as operagoes anteriormente descritas determinando

quais seriam as operagoes mais simples possiveis, i.e., as operagoes ‘atomicas’ através

4Se fossem infinitos haveriam simbolos ou estados da mente arbitrariamente similares (cf. [Tur36,

pag. 249]).
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das quais as operagdes mais complexas podem ser realizadas. Essas operagoes sao:

e Mudanga de um tnico simbolo dentro das células observadas, junto com uma

possivel mudanca do estado da mente.

e Mudanga das células observadas em uma tinica posicao, junto com uma possivel

mudancga do estado da mente.

E através destas operacoes atomicas que Turing define seu modelo abstrato de ma-
quina.

Os numeros computéveis sao entao definidos por Turing como aqueles cuja ex-
pressao decimal pode ser calculada (escrita) através de suas maquinas, observando
que estas maquinas podem, em principio, ser usadas para realizar qualquer outro tipo
de célculo simbolico. Além disso, propoe seu modelo de maquina como abrangendo
todas as possiveis computagoes, justificando esta afirmacao em trés argumentos: um
apelo direto a intui¢do (o argumento apresentado acima), a prova de equivaléncia
com outras defini¢oes (especificamente com o conceito de definibilidade no calculo
funcional de Hilbert e com as fungoes A-definiveis) e ainda exibindo uma grande
classe de ntimeros computéveis por suas maquinas.

Os argumentos de Turing sao bastante convincentes; em particular o primeiro,
baseado na intuigao do que é um procedimento efetivo (analisando o que uma pessoa
faz quando esta envolvida num processo de computagao). Esse argumento elimina a
necessidade de lancar mao de outra nocao de computabilidade, diferentemente dos
argumentos de Godel e Church sobre computagoes em sistemas dedutivos.

Vale a pena notar que no argumento de Turing esta implicita a pressuposicao de
que todo procedimento efetivo pode ser realizado por um agente humano ‘idealizado’
(sem limites de papel nem de tempo) que computa. Soare chama a esta pressuposigao

de ‘Tese de Turing’, a qual enuncia assim:

Tese de Turing: “se uma fungao ¢ informalmente computavel (i.e. de-
finivel por um procedimento mecanico finito ou algoritmo) entao é com-

putordvel (i.e. computada por um computador humano idealizado no
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sentido de Turing).” (cf. [Soa96, pag. 293], tradugdo nossa).’

Dessa maneira, levando em conta o ‘Teorema de Turing’ enunciado anteriormente e
a validade dos reciprocos (i.e. das implica¢oes nos sentidos contrarios) desse teorema
e da ‘Tese de Turing’, obtém-se o que chamamos anteriormente de Tese de Church-
Turing.

Além de propor seu modelo de méaquinas, Turing definiu uma maquina especifica
que chamou de mdquina universal. Essa méaquina recebe como entrada a defini¢do
codificada de qualquer uma outra méquina, mais um dado de entrada para ela, simu-
lando o comportamento da maquina codificada de tal maneira a produzir o mesmo
resultado que ela produziria. Usando esta definigao, e outros elementos, Turing mos-
tra que existem problemas que nao podem ser computados por suas maquinas. Em
particular, ndo existe uma méaquina tal que, recebendo como entrada a codificagao de
uma maquina de Turing qualquer e um dado de entrada para ela, determine se essa
méquina com esse dado de entrada para ou nao (este problema é conhecido como
Problema da Parada).

Através da axiomatizagao de suas maquinas em logica de predicados de primeira
ordem Turing mostra uma importante equivaléncia: esta logica é decidivel (i.e.,
existe um algoritmo para determinar se uma féormula ¢ teorema ou nao) se e somente
se o Problema da Parada for computével. Portanto, pela nao-computabilidade do
Problema da Parada, Turing conclui o resultado notavel de que nao pode existir
procedimento de decisao para a logica de predicados de primeira ordem, i.e., que o
Entscheidungsproblem tem uma resposta negativa.

Em 1936, o mesmo ano em que Turing introduziu seu modelo de maquinas abs-
tratas, Post publicou o artigo [Pos36]. Nesse artigo, o qual foi escrito aparentemente
sem conhecer as idéias de Turing, Post propoe um modelo de computacao surpre-
endentemente similar as méquinas de Turing. No modelo de Post o ‘solucionador
de problemas’ ou ‘trabalhador’ realiza manipulagoes simbélicas sobre uma fita uni-
dimensional, potencialmente infinita nas duas direcoes e dividida em células, de

maneira analoga as méquina de Turing. As manipulagoes primitivas contempladas

5 .1 . 2
°A palavra utilizada por Soare para se referir a processos computados por humanos é computo-

rable, a qual estamos traduzindo como computordvel.
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por Post para a manipulagao dos simbolos sdo praticamente as mesmas estipuladas
por Turing. Contudo, diferentemente de Turing, Post somente sugere (mas nao de-
monstra) que sua formulagao é equivalente as formulagdes de Godel e Church, nao
propoe nenhuma defini¢ao equivalente ao modelo de maquina universal, somente faz
uma breve mencao da aplicabilidade de sua formulacgao a sistemas de logica simbélica
e propoe a redugao de outras formulagoes & sua como uma ‘hipotese de trabalho’ (e

nao como uma tese ou uma defini¢do).

1.2 A computacao como um processo realizado por ma-

quinas

Esta secao pretende mostrar como a analise do conceito de computabilidade mudou
seu foco, passando de imitar agentes humanos a imaginar o que maquinas enquanto
sistemas fisicos podem executar: em outras palavras, a partir da analise de Gandy
ocorre uma mudanca de paradigma de maneira a levar em conta operacoes que
podem ser realizadas por maquinas (enquanto objetos fisicos sob certas restrigdes),
sem que se tenha necessariamente que imitar o que os humanos fazem quando estao
computando. A seguir, apresentaremos os argumentos de Gandy e Deutsch nesta

direcao.

1.2.1 A generalizacao de Gandy a respeito das maquinas de Turing

Em [Gan80|] Gandy observa (ja no resumo) que a “analise de Turing sobre o con-
ceito de computacao nao se aplica diretamente a dispositivos mecénicos em geral”
(traducao nossa) e depois afirma que o que Turing fez foi provar o que ele chama de
‘Teorema T” (ou ‘Teorema de Turing’ em [Gan88|, o qual ja foi enunciado na pagina
3). Nesse ‘teorema’ é estabelecida uma relacao entre o que pode ser computado por
um ser humano abstrato (sem limitagoes de tempo e espago) e o que pode ser com-
putado por uma maquina de Turing. Para Gandy, “embora alguns argumentos de
Turing possam ser aplicados indiferentemente a pessoas ou maquinas, existem passos
cruciais na analise de Turing onde ele apela ao fato de que o célculo é realizado por

um ser humano. Um de tais apelos é usado para justificar o pressuposto de que a



12 Capitulo 1. Um marco conceitual

computagado procede como uma seqiiéncia de passos elementares. Um humano pode
somente escrever um simbolo em cada instante de tempo. Mas, se nos abstraimos
de limitagoes praticas, é possivel conceber uma maquina que imprime um nimero
arbitrario de simbolos simultaneamente” (cf. [Gan80, pags. 124-5|, tradugao nossa).

O proposito central de Gandy em |Gan80| é analisar o que pode ser computado
por maquinas em geral e prover argumentos para o que ele chama de ‘Tese M’; a

qual enuncia assim:

“Tese M: o que pode ser computado por uma maquina é computavel

[por uma maquina de Turing].” (cf. [Gan80, pag. 124|, tradugao nossa).

Para isso, propoe uma estrutura matematica como um formalismo abstrato para
representar dispositivos mecénicos discretos que evoluem deterministicamente, ex-
cluindo explicitamente qualquer tipo de dispositivo analégico (pela possibilidade de
que estes permitiriam realizar operacoes nao-intuitivamente computéveis, de alguma
maneira infinitas), mas permitindo a execugao de operagoes em paralelo. Nesse for-
malismo os estados dos dispositivos mecénicos sao representados através de uma
classe particular de conjuntos chamados conjuntos estruturais®, que permitem re-
presentar os componentes da maquina em hierarquias. As transi¢oes de estados sao
entdo representadas através de fungoes sobre esses conjuntos, sob certas restrigoes
(analogas as restrigoes de delimitacdo e localidade impostas por Turing).

Mesmo abrindo a anélise da nogao de computabilidade a um escopo mais am-
plo, Gandy finalmente mostra que tudo o que pode ser computado por um dispo-
sitivo mecéanico, descrito pelas estruturas matemaéaticas por ele consideradas, pode
ser computado por uma maquina de Turing. Mostra, desta maneira, que a Tese de
Church-Turing pode ser formulada de maneira equivalente neste escopo mais geral,
completamente desvinculada de qualquer referéncia a agentes humanos. Este fato
pode ser visto como mais uma evidéncia favorével & Tese de Church-Turing.

E importante salientar que, embora os principios propostos por Gandy estejam

parcialmente justificados em consideragoes fisicas, sua formulacao é totalmente abs-

5N3o0 é nosso objetivo apresentar aqui os detalhes técnicos, mas proceder a uma analise conceitual
da proposta de Gandy. Detalhes técnicos podem ser consultados diretamente em [Gan80], ou em

[SB99], onde sdo apresentados de maneira simplificada.
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trata e independente de qualquer teoria fisica. De fato, Gandy faz uma diferenciagao
(embora um pouco obscura) entre ‘dispositivos mecanicos’ e ‘dispositivos fisicos’.
Aparentemente, os dispositivos fisicos sdo aqueles dispositivos que podem ser defi-
nidos através de uma teoria fisica qualquer e os ‘dispositivos mecinicos’ sdo aqueles
cuja evolugao pode ser descrita de maneira discreta, deterministica e com as condi-
¢oes de delimitacao e localidade por ele impostas.

Como apontado por Gandy, “as tnicas pressuposicoes fisicas a respeito dos dis-
positivos mecénicos (...) sao a existéncia de um limite inferior nas dimensoes lineares
de cada parte atéomica [em congruéncia com os postulados da mecénica quéntica| e a
existéncia de um limite superior (a velocidade da luz) na velocidade de propagagao
das mudancas [em congruéncia com a teoria da relatividade].” (cf. [Gan80, pag.

126], tradugao nossa).

1.2.2 Deutsch e sua proposta reducionista da computacao a fisica

Como mencionado anteriormente, Deutsch em [Deu85] vai mais longe do que Gandy
em sua interpretacao de processos de computacao como sendo realizados por maqui-
nas. Para ele, maquinas sao objetos fisicos reais, portanto o que pode ser realizado
através de maquinas esta determinado pelas leis da fisica, e ndo por teorias matema-
ticas. Algumas colocagbes de Deutsch sao bastante discutiveis. Nesta se¢do, vamos
apresentar as idéias por ele propostas, deixando a discussao de algumas delas para
a préoxima segao.

Deutsch argumenta que a Tese de Church-Turing tem implicita uma afirmagao
fisica, e propoe explicita-la através de um principio fisico (com igual estatuto epis-

temologico de outros principios fisicos), o qual enuncia da seguinte maneira:”

Versao fisica da Tese de Church-Turing: “todo sistema fisico fini-

tamente realizavel pode ser simulado perfeitamente por uma maquina de

"E interessante notar aqui que Post, em [Pos36], propde que a continua verificagao da Tese de
Church-Turing (a qual ele aceitava s6 como uma hipotese de trabalho) pode levar a que se converta
numa lei natural, ao invés de uma definicdo ou ‘axioma’. Como apontado em [So0a96, pag. 301],
isso sugere que Post talvez pensasse na Tese de Church-Turing como uma lei natural como o s&o as

leis da fisica newtoniana. Contudo, Post ndo explorou a fundo esta alternativa.
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computagao universal operando por meios finitos.” (cf. [Deu85, pag. 99|,

tradugao nossa).

Na sua versao da Tese de Church-Turing, Deutsch reinterpreta a nogao intuitiva
de procedimento efetivo como procedimentos que podem, em principio, ser com-
putados por um sistema fisico ‘finitamente realizével’; indicando por sistema fisico
finitamente realizavel todo sistema composto por objetos fisicos que podem ser pre-
parados e medidos através de experimentos. Por ‘simulagao perfeita’ ele entende que
o comportamento da méquina deve ser ‘funcionalmente indistinguivel’ do compor-
tamento do sistema (i.e., o comportamento de entrada/saida da méquina deve se
corresponder & preparacao e as medigoes do sistema, sob uma certa interpretacao de
seus elementos). A nogao de ‘maquina de computacao universal operando por meios
finitos’ substitui o uso de um modelo particular (como, por exemplo, o modelo de
maquina de Turing), pretendendo atingir com isso uma maior generalidade.

As condig¢bes de Deutsch para considerar uma maquina como ‘operando por meio
finitos’ sao similares as ja presentes na anélise de Turing, mas com referéncia a ele-
mentos do sistema fisico: “(i) somente um subsistema finito (embora nao sempre
o mesmo) pode mudar em cada passo de computagao, (ii) as mudangas dependem
unicamente do estado de um subsistema finito e (iii) as regras que especificam as mu-
dangas do sistema podem ser dadas finitamente no sentido matemaético (por exemplo
como um inteiro).” (cf. [Deu85, pag. 100], tradugao nossa).

Deutsch afirma que sua versao da Tese de Church-Turing é melhor definida, e
menos ambigua, do que a versao original. Ele justifica esta afirmacao dizendo que
sua versao sO faz referéncia a conceitos objetivos, tais como ‘medig¢ao’, ‘preparagao’
e ‘sistema fisico’ (presentes em ‘teorias da medi¢ao’), diferentemente de conceitos
ambiguos como ‘procedimento efetivo’, o qual nao se encaixa dentro da estrutura
das teorias fisicas existentes.

Para Deutsch, as maquinas de Turing nao satisfazem a versao fisica da Tese de
Church-Turing na fisica classica. Seu argumento para justificar essa afirmacao é o

seguinte:

1. A dinAmica cléssica é continua, portanto, o ntumero de possiveis estados de um
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sistema classico formam necessariamente um continuo.

2. As maquinas de Turing permitem unicamente uma quantidade enumerével de

configuragoes.

3. Portanto, as maquinas de Turing ndo podem realizar uma simulacao perfeita
de qualquer sistema fisico classico (simulagoes discretas de sistemas continuos

podem ser consideradas s6 como aproximagoes, ndo como simulagoes perfeitas).

Por outro lado, Deutsch define um modelo de ‘computador quéntico universal’, e
afirma que esse modelo satisfaz sua versao da Tese de Church-Turing na mecénica
quantica.

Embora o modelo de computador quantico proposto por Deutsch permita um nu-
mero nao enumeravel de configuragoes (devido ao uso de nimeros complexos em sua
descrigao), esse modelo s6 consegue computar a mesma classe de fung¢oes computadas
por méaquinas de Turing. Sua vantagem parece estar na eficiéncia dos algoritmos.®
Mesmo assim, Deutsch afirma que “nao existem razodes a priori de porque as leis
da fisica devem respeitar as limitagdes dos processos matematicos que chamamos de
‘algoritmos’ (i.e. as fungdes computaveis por maquinas de Turing)” (cf. [Deu85, pag.
101], tradugao nossa). Dessa forma, Deutsch reconhece que a Tese de Church-Turing
poderia em principio ser derrogada através de leis da fisica.

Outras afirmagoes discutiveis de Deutsch a respeito da natureza da nocao de

computabilidade, que serao avaliadas na préxima secao, sao as seguintes:

e “Toda maquina de computacdo M computa uma tunica fungdo. Contudo, pa-
rece nao haver uma diferenca fundamental entre mudar o estado inicial no qual
M é preparada e mudar sistematicamente a constituicao de M, para que ela

se converta em uma maquina diferente M’, computando uma funcao diferente.

8Algumas caracteristicas da mecanica quantica permitem certo tipo de processamento em para-
lelo, o que pode ser usado na definigdo de algoritmos eficientes. Contudo, ndo héa ainda um resultado
que mostre, de maneira definitiva, a superioridade desse modelo em relagao ao modelo classico de
maquina de Turing em termos de eficiéncia (uma introdugao a computagao quantica é apresentada

no Capitulo 4.)
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Para isso é til considerar maquinas com duas entradas, a primeira entrada cor-
respondendo a um ‘programa’ para determinar qual funcao computar. Desta
maneira, a cada maquina M corresponde um conjunto C(M) de ‘fungdes M-
computéaveis’. Uma funcao f é M-computavel se M pode computar f quando

é preparada com algum programa.

O conjunto C'(M) pode ser acrescentado através de aumentar o conjunto de
mudangas na constituicio de M que sao identificadas como possiveis M-
programas. Dadas duas maquinas M e M’ é possivel construir uma maquina
composta cujo conjunto de fungoes computéveis contenha a uniao de C(M) e

C(M).

Nao existe uma razao puramente légica que determine porque nao podemos
continuar ad infinitum construindo méquinas cada vez mais poderosas, nem
para determinar que existe uma funcao que esta por fora do conjunto de fungoes
computéveis de todas as maquinas fisicamente possiveis. Embora a logica nao
proiba a computacao fisica de fungoes arbitrarias, aparentemente a fisica o faz.”

(cf. |Deu85, pag. 98|, tradugao nossa).

e “Nao é obvio a priori que todas as fungOes recursivas sejam computaveis na
realidade fisica. A razao pela qual é possivel construir, por exemplo, calcula-
doras eletrénicas, e pela qual podemos realizar aritmética mental, ndao pode ser
encontrada na matematica ou na logica. A razdo € que as leis da fisica per-
mitem a existéncia de modelos fisicos para as operagoes aritméticas tais como

adigao, subtragao e multiplica¢ao.” (cf. [Deu85, pag. 101], traduc¢ao nossa).

e “Ver a hipotese de Church-Turing como um principio fisico ndo somente faz a
ciéncia da computacao ser um ramo da fisica, também faz que parte da fisica
experimental seja um ramo das ciéncias da computagao.” (cf. [Deu85, pag.

115], tradugao nossa).
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1.3 Computabilidade: a vertente fisica versus a concep-

cao légico-matematica

A nogao de computabilidade deve ser considerada como sendo puramente fisica? Ou,
pelo contrario, deve ser considerada como sendo puramente loégico-matematica? Ou,
de uma maneira mais conciliadora, deve considerar tanto elementos fisicos quanto
logico-matematicos?

Na década de 1930, quando a nocao de procedimento efetivo comegou a ser defi-
nida de maneira rigorosa, as teorias propostas eram abstratas, consistindo em defi-
ni¢des puramente mateméticas ou logicas, sem referéncia direta a teorias fisicas (as
descricoes dos trabalhos de Godel, Church, Turing e Post acima mostram isso clara-
mente).” Por outro lado a proposta de Deutsch proclama, explicitamente, a nogao
de computabilidade como sendo puramente fisica. A oposicdo radical destas duas
concepgoes é devida, em boa parte, & mudanca de foco do que se entende quando se
fala em ‘computacao’: no &mbito dos trabalhos fundacionais da teoria da computa-
bilidade a palavra computagdo se refere a nocao intuitiva de procedimento efetivo,
e a suas defini¢oes formais. Diferentemente, quando Deutsch fala em computagao
refere-se a um processo que pode ser realizado por uma maquina enquanto sistema
fisico real, portanto restrito as leis da fisica e nao ao que possa ser o conceito intuitivo

de procedimento efetivo.

Uma primeira critica a proposta de Deutsch repousa sobre a alegacao de que
existam afirmagoes fisicas implicitas na Tese de Church-Turing: é claro que essa tese
é puramente abstrata, pois os modelos de computacao definidos por Church e Turing
sao construtos mateméticos independentes de qualquer consideragao fisica. Porém,
a proposta de Deutsch é interessante no sentido de mudar o escopo da nog¢ao de com-
putabilidade, abrindo uma discussao a respeito do que pode ser computado através

de ‘sistemas fisicos finitamente realizaveis’. Entendendo a nocao de computacao no

9No trabalho de Turing as restricdes sobre as operacdes que suas maquinas podem realizar sdo
justificadas em restrigoes sensoriais dos seres humanos, o que pode ser considerado como restri¢ées
fisicas. Porém estas justificacbes agem somente como principios que guiam a intuigado na diregao da

defini¢do matemaética do que seja um procedimento efetivo.
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sentido amplo de processos que podem ser computados por maquinas fisicamente
realizaveis, vale a pena nos perguntar sobre a classe de fungoes que podem ser com-
putadas através de maquinas, e pelos limites sobre a eficiéncia dos processos de
computacao; além disso pode-se discutir se essas caracteristicas sao determinadas
por consideragoes fisicas ou logico-mateméticas. A seguir apresentamos algumas

reflexOes nestas direcoes.

1.3.1 Sobre a classe de fungoes computaveis

Como descrito acima, Gandy ja havia analisado a nocdo de computacao desde um
escopo mais amplo do que as anélises de Gddel, Church, Turing e Post. A de-
monstragao de Gandy de que seu modelo abstrato de maquina consegue computar a
mesma classe de fungoes que as maquinas de Turing mostra a abrangéncia da Tese
de Church-Turing. Por outro lado, a analise de Gandy mostra claramente como
a classe de fungoes computaveis ¢ determinada por questoes matematicas (embora
se referindo abstratamente a objetos fisicos sob certas restrigoes), pois sdo precisa-
mente as restrigdes colocadas sobre as estruturas matemaéticas, consideradas como
descrevendo méquinas, que delimitam o que pode ser computado.

Devemos aceitar aqui um argumento de Deutsch, apresentado acima, que levaria
a dizer que o modelo de Gandy pode nao ser a priori construtivel na realidade
fisica. Contudo, é indiscutivel que a tese de Gandy estabelece, matematicamente,
os limites do que pode ser computado por qualquer sistema fisico que possa ser
descrito através das estruturas por ele contempladas. Isso mostra quao incorreto (e
mesmo disparatado) é o argumento de Deutsch no sentido de que nao existem razoes
logicas (ou matemaéticas) que determinem o que pode ser computado por méquinas
fisicamente realizéveis.

A nocédo de sistema fisico finitamente realizavel proposta por Deutsch é ainda
mais geral do que o modelo de maquinas considerado por Gandy, incluindo, em
particular, sistemas cujos possiveis estados sao representados por uma quantidade
nao enumerével de configuracées. Porém, o modelo de computador quantico proposto
por Deutsch computa a mesma classe de fungbes Turing-computaveis. Esse fato

mostra, em lugar de apontar fraquezas das méaquinas de Turing, a abrangéncia da
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Tese de Church-Turing: ela pode ser estendida a certos modelos descritos através de
nameros complexos (operando em instantes de tempo discretos, e sob restrigoes de
delimitacao e localidade). De fato, Ethan Bernstein e Umesh Vazirani, em [BV97|,
mostram que o computador quantico proposto por Deutsch pode ser considerado um
modelo de computacao discreto, em lugar de analégico.

Por outro lado, Itamar Pitowsky, em [Pit90], argumenta a favor da possibilidade
das teorias fisicas permitirem construir maquinas que computem mais do que uma
méquina de Turing, e de maneira mais eficiente, contra-argumentando as idéias de
Stephen Wolfram expostas em [Wol85]. Mas nao é s6 Pitowsky que defende esta
posicao, varios modelos de hiper-computagao (i.e., modelos teoricos de computagao
que podem, em principio, calcular fun¢oes nao computéveis por maquinas de Turing)
tém sido propostos, varios deles usando teorias fisicas na sua constituicdo, ou nas
justificativas de suas possibilidades de construcio.©

As teorias de hiper-computacao estdo longe de serem aceitas de maneira geral; sédo
varias as criticas feitas a esses modelos. Em particular, Paolo Cotogno, em [Cot03],
apresenta argumentos bastante convincentes contra a hiper-computacdo. Ele mos-
tra como uma boa quantidade de modelos de hiper-computagao estao sustentados,
direta ou indiretamente, sobre a realizagdo de uma tarefa infinita em tempo finito
(o que é conhecido como uma supertask) ou na considera¢ao de nimeros reais com
precisao infinita na descricao do modelo. Isso leva, de maneira imediata, & conclusao
de que os processos contemplados nessas teorias nao podem ser considerados como
procedimentos efetivos (no sentido de Hilbert), e portanto nao invalidam a Tese de
Church-Turing, como sugerido por varios dos proponentes dessas teorias.

Cotogno também observa que devemos separar cuidadosamente o nivel episte-
molégico do nivel ontoloégico: a nao-computabilidade é uma propriedade da ma-
neira matematica como representamos nossas teorias fisicas, mas isso nao implica,
necessariamente, que essa seja uma caracteristica essencial do sistema fisico (possi-
velmente exista uma maneira mais adequada de descrever esse sistema fisico, sem
introduzir elementos nao computéaveis). Portanto a definicao de um modelo de hiper-

computagao dentro de uma teoria fisica nao implica, necessariamente, sua construti-

0Para uma introducdo a modelos de hiper-computacéo veja [Sta04].
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bilidade fisica. Qutro argumento contra a possibilidade de se construir maquinas de
hiper-computacao é baseado na impossibilidade de realizar medigoes com precisao
infinita.

Consideramos entao razoavel concluir que a classe de fungbes computaveis por
uma classe de maquinas, definidas através de certas estruturas matematicas ou 16-
gicas, é completamente determinada por caracteristicas formais das estruturas em
consideragao. Porém, a andlise matemaética ou légica nao implica a priori a cons-
trutibilidade fisica das maquinas. E necessaria uma teoria fisica (ou quimica, ou
biologica) que permita levar o modelo abstrato de maquina a sua construgao real.
No caso do computador quantico de Deutsch (e de outros modelos de computagao
quantica) o modelo abstrato de maquina e a teoria fisica que permite a elaboragao
desse modelo se juntam, sendo esse modelo de maquina quantica definido precisa-
mente através das estruturas matematicas e principios fisicos usados para descrever
os sistemas microscopicos. Talvez seja essa juncao que faz Deutsch desconsiderar

questoes logicas e matemaéticas na delimitagao do que pode ser computavel.

1.3.2 Sobre a eficiéncia dos processos de computagao

Considerando definida uma classe de fungoes como sendo computéaveis, e pressupondo
também que o modelo de computacao que define essa classe pode ser fisicamente
realizavel, é possivel ainda ocorrer que o algoritmo para computar uma fungao exija
tantos recursos que ele ndo pode ser realizado na préatica. A partir da década de
1960 o uso de recursos (principalmente espaco e tempo) dos processos de computagao
comecou a ser estudado de maneira sistematica, surgindo uma nova area de pesquisa
que hoje é conhecida como complezidade algoritmica.

O estudo da complexidade de um algoritmo avalia de que forma o uso de um de-
terminado recurso é escalonado em relagao ao tamanho do dado de entrada. A com-
plexidade algoritmica divide as fungdes computéaveis em tratdveis e intratdveis. Uma
fungdo (ou problema) é considerada tratavel se existir um algoritmo que compute
essa fungdo com demanda de recursos crescendo de maneira no maximo polinomial
em relagdo ao tamanho do dado de entrada; de outro modo, a funcao é considerada

intratavel.
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As classes de complexidade algoritmicas sdo definidas para modelos de compu-
tagao particulares. Por exemplo, a classe P é a classe de func¢ées que podem ser

computadas por maquinas de Turing deterministicas!!

em tempo polinomial, i.e.
com a execuc¢ao de uma quantidade de instrugoes delimitada por um polinémio em
relacdo ao tamanho do dado de entrada. Porém, vérios resultados mostraram que
uma boa quantidade de modelos de computacao sao equivalentes quanto a sua efici-
éncia as maquinas de Turing deterministicas, i.e. que conseguem computar qualquer
func¢do em um nimero de passos equivalentes (a menos de um nimero polinomial de
passos) ao que levaria computar a mesma fun¢ao numa méaquina de Turing determi-

nistica. Isso levou a muitos pesquisadores da érea a acreditar numa versao mais forte

da Tese de Church-Turing (cf. [Pap94, pag. 36|), que pode ser enunciada assim:

Versao forte da Tese de Church-Turing: todo modelo ‘razoavel’ de
computacao calcula, com demanda de tempo equivalente (a menos de um
ndimero polinomial de passos), a mesma classe de fungées que podem ser

calculadas por maquinas de Turing deterministicas.

Esta versao é um tanto ambigua, j4 que nao se explica claramente o que se quer dizer
por modelo ‘razoavel’ de computagao. Em [Pap94, pag. 45| Christos Papadimitriou
considera o modelo de maquina de Turing nao-deterministico como irrazoéavel, por
ser ‘nao realista’, sem expor nenhuma razao para esta afirmacgao. Por outro lado,
Peter van Emde Boas em [van90| divide os modelos de computagao em duas classes,
a primeira classe correspondendo aqueles modelos que podem ser simulados eficiente-
mente (em tempo polinomial) por maquinas de Turing deterministicas, e a segunda
classe correspondendo a modelos de computacao que validam o que ele chama de
‘Tese da computagao em paralelo’, que caracteriza as méquinas em paralelo como
aquelas que permitem computar em tempo polinomial o que pode ser computado

por maquinas seqiiéncias (da primeira classe) em espago polinomial. van Emde Boas

"Uma maquinas de Turing é chamada ‘deterministica’ se para cada configuracio da maquina
existe no méximo uma instrugao que pode ser executada; caso contrario, a maquina é chamada
‘nao-deterministica’, pelo fato de que em alguns instantes de tempo a maquina precisa realizar uma
escolha, de maneira nao-deterministica, entre as multiplas instrugbes que podem ser executadas.

Estas nogdes sdo formalmente definidas no préoximo capitulo.
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afirma entao que “a primeira classe de maquinas representa a classe de modelos
seqliéncias razoaveis. Contudo, para os modelos de maquinas na segunda classe nao
é totalmente claro se podem ser considerados como razoaveis. Parece que as maravi-
lhosas aceleragoes obtidas através de modelos de computacao em paralelo da segunda
classe de maquinas requer severas violagoes de leis basicas da natureza” (cf. |[van90,
pag. 14|, tradugao nossa).

O principal problema atual em complexidade algoritmica consiste em determinar
se a classe de func¢oes computaveis em tempo polinomial numa méaquina de Turing
nao-deterministica, denotada por NP, é igual a classe P. A maioria de pesquisadores
da area acreditam que estas duas classes sdo diferentes, mas ninguém conseguiu
demonstra-lo até agora. Em [Sma98| Steve Smale inclui o problema de determinar
se P = NP entre uma lista dos principais problemas matematicos a ser considerados
no século XXI. Além disso, o Instituto Clay de matematicas oferece um premio
de US$1.000.000 para quem resolver esse problema (veja http://www.claymath.org/
millermium/index.php). Por outro lado, na pagina web http://uww.win.tue.nl/~guoegi/
P-versus-NP.htm aparece uma lista de enlaces a trabalhos que tentam contribuir &

solucdo do problema P =7 NP, muitos deles com erros ja apontados.

Entendendo por modelos de computacao razoaveis aqueles que podem ser cons-
trutiveis na realidade, os modelos de computacao quéntica representam o maior
desafio para a versao forte da Tese de Church-Turing j&4 que em principio eles seriam
fisicamente construtiveis, e ha evidéncias de que eles poderiam ser mais eficientes
do que as maquinas de Turing. Os modelos quénticos, embora definidos através de
principios fisicos, podem ser estudados sem fazer referéncia alguma a propriedades

fisicas como ¢ mostrado em |[For03].

De maneira anédloga ao que acontece com a determinacao da classe de fungoes
computaveis, parece claro que a eficiéncia dos algoritmos, dentro de um determinado
modelo de computacao, estd determinada pelas estruturas matematicas ou logicas
usadas na defini¢ao do modelo (embora seja dificil determinar os limites). Porém, a
existéncia de um modelo matemético nao implica a priori a construtibilidade fisica
desse tipo de maquinas. E necessaria uma teoria fisica (ou quimica, ou biologica)

que permita representar esse modelo abstrato para leva-lo a sua construgao real.
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As idéias de Deutsch, expostas na Sec¢do 1.2.2, buscam resumir a computagao
a um ramo da fisica, desconsiderando o papel da logica e da matemética no esta-
belecimento dos limites do que pode ser computado e da eficiéncia dos processos
de computacgao. Em trabalhos posteriores de outros pesquisadores, ao parecer bas-
tante influenciados pelas idéias de Deutsch, o conceito de computacgao é tratado
como sendo essencialmente fisico. Em [EJ96], por exemplo, os autores comegam o
artigo afirmando que “Os conceitos de informacao e computagdao podem ser adequa-
damente formulados somente no contexto de teorias fisicas |...] Quando os efeitos
quénticos comecam a ser importantes, por exemplo ao nivel de atomos e fotons, a
teoria classica da computacao, puramente abstrata, torna-se fundamentalmente ina-
dequada.” Contrariamente, as conclusoes a que chegamos nesta se¢ao indicam que,
mesmo que a noc¢ao de computacao seja analisada num escopo mais amplo, os limites
da computacao e da eficiéncia das méquinas é determinada por propriedades logicas
ou mateméticas dos modelos considerados,'? embora os modelos sejam definidos se-
guindo principios fisicos para assegurar sua construibilidade. Nesta visao os modelos
abstratos de computacao recobram sua relevancia, sendo tteis para estudar a classe
de fungoes computaveis e as caracteristicas quanto a eficiéncia de méquinas definidas
por certo tipo de estruturas loégico-matemaéticas, sejam estas ‘razoédveis’ ou nao, de

um ponto de vista fisico.

1.4 Relativizagao da computacgao através de légicas nao-

classicas

Pode-se pensar que a maneira cléssica, abstrata, de analisar os processos de com-
putagao ja chegou no seu limite: a Tese de Church-Turing estabelece o limite do
computavel e a versao forte da Tese de Church-Turing indica os limites quanto a

eficiéncia dos processos de computagao (modelos que quebram estes limites estao fa-

12 importante mencionar que em [CD08| Walter Carnielli ¢ Francisco A. Déria discutem a
dependéncia dos fundamentos da computabilidade a pressupostos logicos, concluindo que de fato
a ciéncia da computagdo é dependente da logica; alguns dos argumentos sao baseados em nossa

proposta de modelos de ‘maquinas de Turing paraconsistentes’ (Capitulo 2).
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dados a serem considerados ‘irrazoaveis’). O objetivo desta tese é propor um caminho
abstrato, consistindo numa relativizagao através da logica, para estudar a eficiéncias
dos modelos de computagao, justificando como os modelos obtidos podem ser con-
siderados razoéveis e indicando como essa analise abstrata pode ser usada para um
melhor entendimento de alguns modelos de computacao ‘concretos’, como é o caso
dos modelos de computagao quinticos. Para isso vamos retomar algumas idéias da
teoria ‘classica’ da computagao (i.e. algumas idéias de Godel, Church, Turing, Post

e outros).

Como descrito na Se¢ao 1.1.1, Gédel e Church consideravam os sistemas 16gicos
(sob certas restrigoes de recursividade) como teorias que permitem substituir o ra-
ciocinio por operagoes mecénicas de férmulas, e definiam a nocao de computagao
como realizada dentro de um sistema formal, exigindo condi¢oes de recursividade
sobre os axiomas e as regras de inferéncia para que os sistemas possam ser conside-
rados como operando sob uma nocao de conseqiiéncia imediata. Dessa maneira, a
computabilidade é explicada em termos de derivabilidade numa légica. E importante
mencionar que os sistemas formais considerados por Godel e Church pressupéem a

logica classica como logica subjacente.

A nocéo de circuito ldgico nos permite pensar de uma outra maneira a nogao
de computagao, como sendo realizada através de uma logica. Um circuito légico
consiste numa conexao aciclica de um numero finito de portas, onde cada porta
realiza a operacgao correspondente a um operador logico. Cada circuito tem um
numero fixo n de entradas e um nimero fixo m de saidas. Normalmente os valores
de entrada/saida s@o os valores 0 e 1 (representando, respectivamente, os valores de
verdade ‘falso’ e ‘verdadeiro’). Portanto, um circuito logico computa uma fungao
f:{0,1}™ — {0,1}™, e é possivel mostrar que para toda fungao deste tipo existe
um circuito légico que a computa. Estamos pressupondo, por enquanto, que os
operadores logicos sao aqueles da logica cléssica, e que as operagoes das portas estao
determinadas pelas tabelas de verdade desses conectivos.

O paragrafo anterior parece indicar que através de circuitos légicos qualquer
funcao pode ser calculada e que podemos fundamentar a nocao de computagao em

operagoes puramente logicas (sem precisar de um outro formalismo para expressar o
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que é computéavel). Porém, um circuito l6gico pode ser usado somente para computar
fungoes onde o comprimento das entradas (e as saidas) é fixo. Se quisermos usar
circuitos logicos para computar fungoes do tipo f: {0,1}* — {0,1}, onde {0,1}"
representa o conjunto de seqiiéncias finitas de simbolos 0 e 1 (sem incluir a seqiiéncia
vazia),'® precisamos definir uma familia de circuitos lgicos, i.e., um conjunto infinito
de circuitos logicos contendo um circuito para cada comprimento de entrada.

Para uma familia de circuitos l6gicos ser considerada um algoritmo é necessério
que se possa obter a descricao de cada circuito da familia de maneira algoritmica,
e é aqui que precisamos recorrer a uma outra definicdo formal de procedimento
algoritmico. Usualmente se coloca a restricio de que a familia de circuitos seja
uniforme, indicando com isso que a familia deve poder ser gerada por uma maquina
de Turing. Familias uniformes de circuitos booleanos conseguem computar as mesmas
fungoes que as computadas por maquinas de Turing (cf. [Sav98]).

Parece impossivel definir a nocao de computagao usando elementos puramente
logicos; neste sentido, podemos dizer que a nocdo de computacio é ‘pré-logica’.l4
Contudo, as idéias acima abrem a possibilidade de definir modelos de computagao
sobre logicas nao-classicas, e de estudar suas conseqiiéncias. E isso que pretendemos
fazer neste trabalho, sem procurar definir modelos de hiper-computagao (pois os
sistemas formais que vamos considerar satisfazem as restri¢oes impostas por Godel
e Church), e centrando-nos em mostrar como a nogao de complexidade algoritmica
pode ser vista como relativa a logica.

Nessa diregao, no Capitulo 2, através da defini¢ao de teorias de primeira ordem
que representam computacoes em méaquinas de Turing e da substituicao da logica
subjacente de tais teorias por logicas paraconsistentes, definimos dois modelos dife-
rentes de maquinas de Turing paraconsistentes; com diferentes caracteristicas quanto
a eficiéncia. A definicdo desses modelos segue, de certa maneira, a idéia de Gddel e
Church de que computagoes podem ser definidas através de sistemas dedutivos, mas

amplia radicalmente a perspectiva deles lancado mao de outras logicas, o que permite

BFuncdes f: {0,1}7 — {0,1} servem para representar ‘problemas de decisio’, i.e. problemas
cujas Unicas respostas possiveis sdo ‘sim’ ou ‘nao’. Todo problema (representavel por uma fungio)

pode ser traduzido num problema de decisao.
14 Agradeco a Anderson de Aratjo por me levar a refletir sobre este assunto.
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explicar a eficiéncia dos modelos de computacao em termos de suas logicas subja-
centes. Os sistemas formais considerados, em lugar de axiomatizar alguma teoria
aritmética, axiomatizam maquinas de Turing, aproveitando dessa maneira a analise
cuidadosa de Turing sobre o conceito de procedimento efetivo. Além disso, tornam
a analise dos processos computaveis independente de qualquer teoria aritmética.'®

A nocao de circuito logico é generalizada, no Capitulo 3, para permitir definir
circuitos através de logicas nao-classicas; em particular, légicas paraconsistentes e
logicas modais. A generalizagao é realizada usando um método seméantico denomi-
nado cdlculo de anéis de polinémios, introduzido por Walter Carnielli em [Car05], o
qual é apto para diversas logicas, incluindo légicas nao caraterizéveis por matrizes
finitas. O uso de ‘varidveis ocultas’ na constitui¢ao dos circuitos, para algumas logi-
cas nao-classicas, permitem um certo paralelismo no processo de computacao, o que
pode ser usado para definir algoritmos eficientes.!6

Uma introdugao a& computacao quéntica é apresentada no Capitulo 4, e no Capi-
tulo 5 estabelecemos algumas relagoes entre modelos de computagao paraconsistente
(introduzidos nos capitulos anteriores) e modelos de computagao quantica. Desta
maneira, mostramos como os modelos abstratos que propomos permitem explicar al-
gumas das caracteristicas da computagao quéntica a partir de uma nova perspectiva.
Na outra dire¢do, mostramos como os principios da mecénica quantica permitem
representar algumas caracteristicas dos modelos de computacao paraconsistentes, o
que abre um caminho para sua possivel construgao.

Levando em consideracao a relevancia atual da pesquisa em computacao quantica,
e o interesse em determinar a verdadeira capacidade que os modelos de computagao
quantica possam oferecer quanto a eficiéncia, o valor de nosso trabalho radica em
mostrar um caminho alternativo para estudar estas questoes. Além disso, nossa

proposta tem a vantagem metodologica de permitir estudar questoes de complexidade

15 A partir das idéias apresentadas no Capitulo 2, e algumas idéias apresentadas no Capitulo 5,

foi escrito o artigo [AC09], o qual ja foi publicado no Journal of Logic and Computation.
16 A generalizacdo do modelo de circuitos logicos para logicas néo-classicas foi publicada em

[ACO7]. Além disso, na definigdo do modelo de circuitos 16gicos para a logica modal S5, foi neces-
sario definir um calculo de anéis de polindmios para essa logica; com esse resultado se escreveu o

artigo [AC09], o qual esta sendo submetido a publica¢ido numa revista internacional arbitrada.
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algoritmica de um ponto de vista bastante abrangente, nao se limitando apenas a
tentar explicar o que a estrutura da mecénica quéantica nos capacita, mas mostrando
como propriedades logicas subjacentes a alguns modelos de computagao determinam
sua eficiéncia.

Embora os capitulos 2 a 5 sejam bastante técnicos, as defini¢des e demonstragoes
ali apresentadas constituem as evidéncias que sustentam a posicao filosofica que es-
tamos querendo defender: a eficiéncia dos processos de computacao pode ser vista
como relativa a uma légica subjacente ao modelo de computagdao. Sob essa mesma
perspectiva, faz sentido estudar o poder computacional dos modelos de computacgao
quéntica através do estudo de uma logica subjacente a tais modelos. Por outro lado,
como seré descrito no Capitulo 6, a ‘interpretacao paraconsistente’ de algumas ca-
racteristicas da mecanica quéntica parece ser bastante frutifera. Devido a relevancia
filosofica que tem oferecer uma boa interpretacdo do formalismo quéantico, de tal
maneira que possa ser geralmente aceita, nosso trabalho também pode ser valioso
por sugerir novas alternativas nessa direcgao.

Para facilitar o entendimento deste trabalho a pessoas de diversas areas do co-
nhecimento, incluimos dois apéndices: o apéndice A é uma introdugao & logica para-
consistente e a logica modal, que sdo usadas na definicao dos modelos de computagao
aqui introduzidos (capitulos 2 e 3); e o apéndice B contem alguns elementos de al-
gebra linear, necesséarios para a definicdo dos postulados da mecénica quéntica e dos

modelos de computagao quantica (Capitulo 4).



Capitulo 2

Maquinas de Turing

paraconsistentes

Como mencionado no Capitulo 1, Turing em [Tur36| define um modelo abstrato de
maquina automdtica (conhecido como mdquina de Turing (MT) na literatura con-
temporanea) e apresenta argumentos, bastante convincentes, sobre a adequagao desse
modelo para capturar a no¢ao intuitiva de procedimento efetivo. Além disso, mostra
que existem problemas que nao podem ser computados no seu modelo, em particular,
o problema da parada. A partir dai, indicando como expressar computacoes de suas
méquinas em teorias de primeira ordem, Turing demonstra que a légica de predica-
dos de primeira ordem é decidivel se e somente se o problema da parada é decidivel
(i.e., computavel). Portanto, por redugao ao absurdo, fica demonstrado que a logica
de predicados de primeira ordem é indecidivel. Esta demonstracao é apresentada de
maneira simplificada por Richard Biichi em [Biic62|, e uma versao mais recente e
mais simples é apresentada por George Boolos e Richard Jeffrey em [BJ89, Cap. 10].

A seguir (Segao 2.2), tomando como referéncia [BJ89| e acrescentando novos axi-
omas, definimos um método para construir teorias que representam computagoes
em mdquinas de Turing deterministicas (MTDs). Para mostrar a adequagao das
teorias obtidas definimos formalmente o que significa ‘representar uma computagao
numa teoria’ e provamos que nossas teorias satisfazem tal definicdo. Em seguida

mostramos que, se aplicado para axiomatizar computacoes em mdquinas de Turing

29
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nao-deterministicas (MTNDs), esse método pode levar a teorias contraditorias, e
portanto triviais (dado que estamos pressupondo a logica classica como logica sub-
jacente). E claro que a trivializacdo significa aqui um colapso indesejavel da teoria
de computacao subjacente.

Para evitar a trivializagdo das teorias que representam computacoes em MTNDs

existem, pelo menos, duas opgoes:

1. o caminho ‘classico’ que consistiria em modificar as teorias de maneira a evitar

contradicoes; e

2. o caminho ‘paraconsistente’, que partiria da possibilidade de mudar a légica
subjacente das teorias por uma légica paraconsistente, nao banindo as contra-

digdes mas tolerando-as (sem levar a trivializagao).

O caminho classico permite adequar as teorias para que possam representar compu-
tagoes em MTNDs (tal como é definido para esse tipo especifico de maquinas), mas é
estéril no sentido em que nao permite a definicdo de um novo modelo de computagao.
O caminho paraconsistente, pelo contrario, abre a possibilidade de definir um novo
modelo de computacao através da interpretacao das teorias contraditéorias mas nao
triviais. E precisamente este segundo caminho que nos interessa seguir aqui.

Um primeiro movimento na diregao do caminho paraconsistente consiste em de-
finir um modelo de mdquinas de Turing paraconsistentes (MTPs) usando a logica
LF11* (Segao 2.3). Mostramos que as MTPs permitem um certo tipo de paralelismo,
mas podem, porém, ser simuladas em tempo polinomial por MTDs e, portanto, nao
representam nenhuma vantagem quanto & eficiéncia respeito ao modelo classico de
MT.!

Um segundo modelo de computagao paraconsistente é introduzido na Segao 2.3.
O modelo é definido seguindo a mesma metodologia da defini¢do do modelo anterior,
mas usando uma logica paraconsistente definida dentro da logica modal S5 (em lugar
de LFI1*). Nessa logica, além de definir um operador de negagao paraconsistente,

¢ definido um operador de conjungao ‘nao separavel’, o qual permite estabelecer

!Este primeiro modelo de MTPs ja tinha sido definido em [Agu06], mas a demonstracdo de que

pode ser simulado em tempo polinomial por MTDs é apresentada pela primeira vez aqui.
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relagoes entre diferentes valores de diversos elementos da maquina (chamaremos estas
maquinas de mdquinas de Turing paraconsistentes nao-separdveis (MTPNSs)). A
caracteristica de nao-separabilidade permite aproveitar de uma melhor maneira o
processamento em paralelo, tornando possivel computar em tempo polinomial (nas
MTPNSs) qualquer problema em NP. Desta maneira mostramos que, se P # NP
(como muitos pesquisadores em complexidade algoritmica acreditam), a nogao de
complexidade algoritmica resultaria relativa as légicas subjacentes aos modelos de
computacao.

A ‘teoria da computagao paraconsistente’ ja é mencionada em [SCO00] como uma
area de pesquisa emergente. Nesse artigo as ‘maquinas dialéticas’ sao sumariamente
descritas como maquinas de Turing que agem em concordéancia com a légica dialética
(um tipo de logica paraconsistente) na presenga de certas contradigoes, mas nao é
apresentada nenhuma definicdo concreta de um modelo de computagao paraconsis-
tente. As maquinas dialéticas de ‘tipo 1’ s@o descritas como MTs tais que, quando
‘encontram’ uma contradi¢ao, podem ‘proceder’ com a computacao de maneira sa-
tisfatoria. Os autores indicam que “nao é dificil descrever como uma maquina pode
encontrar uma contradi¢do: para algum enunciado A, ambos A e ~ A aparecem nas
saidas ou nas entradas.” (cf. [SC00, pag. 196, traducdo nossal). No entanto, nao
¢é claramente especificado como A e ~ A podem aparecer nas entradas ou saidas
da maquina.? Além disso, também nao é especificado como as maquinas dialéticas
procedem quando encontram uma contradicao. Logo depois, os autores esbocam o
que eles chamam de ‘idéia central da teoria da computabilidade paraconsistente’,
que consiste na afirmacdo de que “tais maquinas de Turing [as méaquinas de Turing
dialéticas de tipo 1] podem ser usadas para computar fungoes diagonais que sao clas-

sicamente vistas como nao-computaveis.” (cf. [SC00, pag. 197, tradugdo nossal).

2Varias questes podem ser colocadas sobre a vaga descricio dada em [SCO00]: o ‘enunciado A’
corresponde a um simbolo de entrada/saida da méquina ou corresponde a uma seqiiéncia desses
simbolos? Como é representado ~ A numa méquina dialética? ~ A corresponde simplesmente a
um simbolo (ou seqiiéncia de simbolos), que se pressupde como sendo contraditério a A, ou sao
as entradas e saidas desse tipo de méquinas marcadas com sinais positivos e negativos? A e ~ A
precisam aparecer na mesma célula para serem considerados contraditérios? Nesse caso, como

podem aparecer juntos A e ~ A?
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Seus argumentos nesta diregdo sao obscuros devido a falta de uma definigao clara do
modelo de computagao adotado.

Um segundo tipo de maquinas paraconsistentes, as maquinas dialéticas de ‘tipo 2’,
sao brevemente descritas em [SC00| como “maquinas cuja metaldgica é dialética: para
uma tal maquina, M, um de cujos estados é x, ‘M estd em x’ e ‘~ (M estd em x)’
podem ser ambos verdadeiros.” (cf. [SC00, pag. 197, tradugao nossal). Os autores
entao propoem duas questoes a comunidade paraconsistente: (i) podem as maquinas
dialéticas de tipo 2 computar fungbes classicamente nao computaveis? (ii) continua
o problema da parada sendo vélido no caso das maquinas paraconsistentes?

Nos termos usados em [SC00], as MTPs e as MTPNSs propostas aqui correspon-
deriam a méquinas paraconsistente de tipo 2. Como é mostrado nas segoes 2.3.2 e
2.4.2, nem as MTPs nem as MTPNSs conseguem computar problemas nao compu-
taveis em MTs classicas. Desta maneira, damos uma resposta negativa (restrita aos
modelos por nés propostos) & primeira pergunta formulada em [SC00|, mostrando
que a hiper-computagao (i.e. a computagao de fungdes nao-Turing-computaveis) nao
é uma propriedade inerente aos modelos de computacao paraconsistente. Como con-
seqiiéncia disto, levando em consideracao que as MTs classicas sao casos especiais
de MTPs e de MTPNSs, damos também uma resposta & segunda questao colocada
em [SCO0]: o problema da parada continua sendo valido nas MTPs e nas MTPNSs,
portanto, a nao validade do problema da parada nao é nenhuma caracteristica sub-
jacente aos modelos de computacgao paraconsistente.

Antes de descrever o método de axiomatizagao de computagoes em MTs (que seré
usado para definir as MTPS e as MTPNSs), apresentamos uma defini¢ao formal das
MTs classicas. Também definimos formalmente os conceitos de MTDs, MTNDs, MTs
probabilisticas, as classes de complexidade algoritmica P, NP e BPP, e o conceito

de NP-completude.

2.1 Definicoes preliminares

Informalmente, uma MT pode ser descrita como sendo constituida por uma cabeca

de leitura/escrita e uma fita unidimensional potencialmente infinita em ambas as
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diregoes (veja por exemplo [CEO05]). A fita é dividida em células, cada uma das quais
com capacidade de conter um tinico simbolo. Em cada instante discreto de tempo a
méquina se encontra em um determinado estado, e com a cabega lendo uma célula
especifica da fita, a qual é considerada como sendo a posicdo atual da maquina. A
configuracao atual da méquina consiste na juncao do estado atual e do simbolo que
estd sendo lido na posicao atual. O comportamento da maquina estéd determinado
por um conjunto de instrugoes, as quais indicam a operagao a se realizar dependendo
da configuracao atual. As inicas operagdes que a maquina pode realizar sdo: escrever
um novo simbolo na posigao atual (substituindo o simbolo anterior) ou realizar um
movimento da cabeca & esquerda ou direita, passando a uma célula subseqiiente da
atual. Os estados, os simbolos de leitura/escrita e as instrugoes sdo conjuntos finitos.

Formalmente, uma MT pode ser definida da seguinte maneira:

Definicao 2.1. Uma mdquina de Turing (MT) M é uma estrutura matematica

(Q,%, M, I) onde:
e Q={q1,92,---,qn} (com @ # ) ¢ um conjunto finito de estados da maquina.

o ¥ ={s1,52,...,8n} (com (X —{s1} # 0)) ¢ um conjunto finito de simbolos de
entrada/saida (ou alfabeto de entrada/saida). Por convengao s; representa o

simbolo vazio.

e M = {R,L} é o conjunto de movimentos da maquina, onde R indica movi-

mento a direita e L indica movimento a esquerda.

o [ = {iy,ig,...,i} (com I # ) é um conjunto finito de instrugdes, onde cada

ij ¢ uma quadrupla® de alguma das formas:

iS5k ql, (I
QiSqu17 (H)
qistql. (HI)

3Na definigao original de Turing as instrugdes sdo definidas por meio de quintuplas (cf. [Tur36]).
Contudo, é possivel demonstrar que ambas as defini¢oes sdo equivalentes. Utilizamos aqui a definigao

por meio de quadruplas para facilitar o processo de axiomatizacao que sera definido a seguir.
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O tipo de instrucao (I) indica que, quando a méquina estiver no estado g;,
lendo o simbolo s;, vai escrever o simbolo s;, e vai passar ao estado ¢;. O tipo
de instrucao (II) indica que, quando a maquina estiver no estado g;, lendo o
simbolo s;, vai se deslocar uma célula a direita e vai passar ao estado ¢;. O
tipo de instrugao (III) é similar ao (II), com a diferenga que o movimento se

dé a esquerda.

Uma computagdo numa MT comega no instante de tempo ¢t = 0, com o dado de
entrada (uma cadeia de simbolos de X)) escrito na fita a partir da posigao 0 até a po-
si¢ao ¢—1 (considerando que as posigoes da fita sdo enumeradas por niumeros inteiros
e que o comprimento do dado de entrada é ¢). Por convencdo, a maquina comega
sua execugao no estado q1, lendo a posigao 0 da fita. Em cada instante discreto de
tempo a méquina executa no maximo uma instru¢ao, dependendo da configuracao
atual. Se a maquina alcancar uma configuracao na qual ndo tem nenhuma instrugao
a ser executada, a maquina para, e o resultado da computagao é dado pelos simbolos
escritos na fita.

O determinismo/nao-determinismo nas MTs é definido da seguinte maneira:

Definigao 2.2. Seja M = (Q,%, M, I) uma MT. M é uma MT nao-deterministica
(MTND) se existir instrugoes iz,iy € I (x # y) tais que i, = ¢;5;0P,q e iy =
¢:5jOPyqy, (onde g;, q1, qr € Q; s; € ¥ e OP,, 0P, € XU{R, L}). Caso contrario M
¢ uma MT deterministica (MTD).

A definicao anterior estabelece que uma MT é nao-deterministica se contém duas
instrugoes com os mesmos dois simbolos iniciais. Levando em conta que esses dois
simbolos sao os que determinam quando a instrucao é executada, as MTNDs sao
aquelas MTs que podem chegar em configuragoes para as quais existem miltiplas
instrugoes factiveis de serem executadas, tais configuracoes serao chamadas de confi-
guragoes ambiguas. Quando uma MTND alcanga uma configuragao ambigua, escolhe
e executa uma tUnica instrucao dentre as multiplas possiveis.

As MTs probabilisticas sao casos especiais de MTNDs:

Definigao 2.3. Uma mdquina de Turing probabilistica (MTPr) é uma MTND tal
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que, ao chegar numa configuragdo ambigua, escolhe a instrugdo a ser executada de

acordo com uma distribui¢ao de probabilidade.

Para definir a classe de complexidade algoritmica BPP é conveniente considerar
que as MTPrs escolhem as instrugoes a serem executadas de acordo com distribui¢oes
de probabilidade uniformes, i.e. que no caso de existirem n possiveis instrucgoes a
serem executadas qualquer uma delas sera executada com probabilidade % De agora
em diante, sempre que fizermos referéncia a uma MTPr estaremos considerando que
a maquina faz escolha de instrugoes de acordo com uma distribuicao de probabilidade
uniforme.

O tempo de computa¢ao numa MT (de qualquer dos tipos anteriormente descri-
tos) é simplesmente o nimero de instrugoes executadas, contadas a partir do comego
da computagao (tempo ¢t = 0). A maneira como o tempo de computagao ¢ escalonado

em relacao ao tamanho do dado de entrada é definido assim:

Definigao 2.4. Seja M uma MT com alfabeto de entrada/saida ¥ e seja f: N — N
uma funcao. M termina em tempo f(c) se para toda entrada a € X* (onde X~
denota o conjunto de todas as possiveis cadeias finitas de simbolos pertencentes a
¥)) de comprimento |a| = ¢ o tempo de computac¢ao de M é no méaximo f(c), para

todo ¢ € N.

Usualmente as classes de complexidade algoritmica sao definidas em termos de
‘decisao’ de linguagens, onde uma linguagem consiste num conjunto de seqiiéncias
(ou cadeias) finitas de simbolos pertencentes a um determinado alfabeto (ou conjunto
de simbolos) ¥. Antes de definir as condigdes sobre as quais uma MT ‘decide uma
linguagem’, é preciso definir como uma MT ‘aceita’ ou ‘rejeita’ cadeias de simbolos.
Para isso, vamos partir do suposto de que toda MT tem dois estados distinguidos,
um estado de aceitagdo qs e um estado de rejeicao q,, € de que o estado final de toda
computagao numa MT (se a MT parar) é um desses dois estados. Além disso, vamos

denotar por M(«a) o fato da maquina M comegar com o dado de entrada a.
Definigao 2.5. Seja M uma MT com alfabeto de entrada/saida ¥ e seja a € ¥*:

e Se M é uma MTD: M aceita (resp. rejeita) « se a computagao de M(a) para

e deixa a maquina no estado gs (resp. qp).
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e Se M é uma MTND: M aceita o se existir uma computagao de M(a) (com
possiveis escolhas nao-deterministicas de instrugdes a serem executadas) que
pare e deixe a maquina no estado gs; por outro lado, M rejeita a se toda

computacao de M(«) péra e deixa a maquina no estado g,.

e Se M é uma MTPr: M aceita (resp. rejeita) a se todas as computagoes de
M () param e pelo menos % dos caminhos de computagao terminam no estado
gs (resp. qn), i.e. se a probabilidade de M («) terminar no estado g5 (resp. ¢p)
é maior ou igual a % (nesta definigao o valor % é arbitrario, de fato, a definicao
pode ser feita de maneira equivalente usando qualquer valor constante ¢ tal

que 3 < ¢ <1, cf. [AB09)).

Podemos agora definir o que significa decidir uma linguagem por meio de uma

MT.

Definigao 2.6. Seja M uma MT com alfabeto de entrada/saida ¥ e seja L C X*
uma linguagem. M decide a linguagem L se, para todo o € ¥*, tem-se que: se a € L

entdo M aceita «, caso contrario M rejeita a.

Note que a defini¢ao de decisao de uma linguagem exige que a computagao sempre
pare. As classes de complexidade algoritmica P (tempo polinomial deterministico),
NP (tempo polinomial nao-deterministico) e BPP (tempo polinomial probabilistico

com erro limitado) sdo entao definidas como as seguintes classes de linguagens:

P ={L | existe uma MTD que decide L e termina em tempo f(c) = c*,

para alguma constante k € N},
NP ={L | existe uma MTND que decide L e termina em tempo f(c) = c*,
para alguma constante k € N}.
BPP ={L | existe uma MTPr que decide L e termina em tempo f(c) = c*,

para alguma constante k € N}.

Para definir a classe de linguagens NP-completas é necessario definir antes o que

significa uma ‘reducdo polinomial’. Nessa definicdo vamos considerar que uma MTD,
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com alfabeto de entrada/saida ¥, computa a funcao f: X7 — X3 (onde X1, ¥y C X))
se para todo @ € ¥} o processo de computacao de M(«a) sempre termina e deixa na
fita a cadeia de simbolos f(«) (a partir da posi¢do em que a maquina parou, para

evitar problemas técnicos).

Definicao 2.7. Uma linguagem L; C X7 ¢ reduzivel em tempo polinomial a outra
linguagem Ly C X35 (o que serd denotado por Ly <, Lg) se existir uma MTD que
compute, em tempo polinomial, uma funcao f: ¥7 — X3 tal que o € L; se e somente

se f(a) € Lo, para todo a € X7.

E facil mostrar que se Ly <, Ly e Ly € P entao L; € P. Vamos agora definir o

que é uma linguagem NP-completa.

Definicao 2.8. Uma linguagem L é NP-completa se L € NP e, para toda linguagem
L; e NP, L; <, L.

Como conseqiiéncias das defini¢goes anteriores temos que P C BPP C NP e
que se existir alguma linguagem NP-completa em P entao NP C P (em tal caso
teriamos que P = BPP = NP); porém ¢ amplamente acreditado que P # NP. Por
outro lado, embora ainda nao se conheca nenhuma demonstracao definitiva de se a
inclusao P C BPP é propria ou nao, existem evidéncias para pensar que P = BPP
(cf. [ABO09)).

A seguir, definimos o método para axiomatizar computagoes em MTs em teorias

de primeira ordem.

2.2 Axiomatizando computagoes de maquinas de Turing

Para axiomatizar a computagdo de uma MTD M, com uma seqiiéncia de sim-

bolos a como dado de entrada, vamos inicialmente definir uma teoria de pri-

4

meira ordem Appc(M(a)).* Esta teoria ¢ definida sobre a linguagem £ =

4Usamos o sub-indice LPC para ressaltar o fato de que a logica subjacente a teoria A & a logica
de primeira ordem classica (LPC), e acrescentamos o parametro M(a) para indicar a maquina de

Turing e o dado de entrada em consideragao.
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{Q1,...,Qn,S1,...,5m,</,0}, onde os simbolos @Q;, Sj e < sao simbolos de pre-
dicados binarios, ’ ¢ um simbolo de fun¢ao unéria e 0 é um simbolo de constante.
Na interpretagao intensional das sentengas em Arpc(M(a)), que denotaremos por
Z, as varidveis sao interpretadas como ntmeros inteiros e os simbolos em L sao

interpretados da seguinte maneira:

e Q;(t,x) indica que, no instante de tempo ¢, M(a) esta no estado g;, com a

cabega de leitura/escrita localizada na posicao x da fita;

S;(t,z) indica que, no instante de tempo ¢, M(a) contém o simbolo s; na

célula da posigao x da fita;
e < (z,y) indica que x é menor do que y, na ordem padrao dos nimeros inteiros;
e /(z) indica o sucessor de z;

0 indica o numero 0.

Para simplificar a notagao, usaremos = < y em lugar de < (z,y), 2’ em lugar
de '(z) e x # y em lugar de —(x = y). A teoria Appc(M(a)) é constituida pelos

seguintes axiomas:

e Axiomas para estabelecer as propriedades dos simbolos ' e <:

Vz3z(z = 2'), (A1)
VeValy(((z = 2") A (2 =) — (z =y)), (A2)
VaVyVz(((x < y) Ay < 2)) — (z < 2)), (A3)
Va(z < a'), (A4)
Vavy((z <y) — (x # y))- (AD)

e Um axioma por cada instrucao i; de M. A defini¢ao de tais axiomas depende do

tipo da instrucao. Os esquemas apresentados a seguir indicam como construir
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os axiomas para instrucoes de tipo (I), (II) e (III) respectivamente:
viva ( (@it) A 850,00 ) = (@) A it

V(w2 — (A (St — sxt',y)))))), (Ai; (D)

=1

ViV ( <Qi(t, x) A S;(t, x)> — <Ql(t’, ')A

Vy(?\(Si(tjy) — Si(t’,y))»)a (Agj (IT))

i=1

Vth((Qi(t,:v’) ASj(t,x’)> — <Ql(t',3:)/\

Vy(}n\(si(t, y) — 5@@’&)))))- (Adj (IIT))

i=1
e Um axioma para especificar a configuracdo® inicial da maquina. Considerando

o dado de entrada o = s;,5; ...58;, ,, com comprimento c, este axioma é

definido através do seguinte esquema:

c—1

c—1
7=0 j=0

onde 0’ representa a iteracao da fungdo sucessor j vezes sobre a constante 0.

Boolos e Jeffrey em [BJ89| definem adicionalmente uma sentenga H que repre-
senta as condigoes nas quais M(«) para. Eles mostram que Appc(M(a)) F H se
e somente se a MT M com a entrada a péra. Dessa maneira, a decidibilidade da

LPC implica a computabilidade do problema da parada. Portanto, como é conhecido

®De aqui em diante a expressdo ‘configuracio da maquina’ sera usada num sentido mais amplo,
nao indicando somente o estado atual e o simbolo que esta sendo lido pela maquina mas abrangendo

também o contetdo das outras posigoes da fita nesse instante de tempo.
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que o problema da parada nao ¢ computéavel (em maquinas de Turing), conclui-se
por reducao ao absurdo que LPC néo é decidivel (por maquinas de Turing ou por
formalismos equivalentes).

Para os objetivos de Boolos e Jeffrey as teorias Appc(M(a)) s@o suficientemente
fortes, mas nosso objetivo aqui é representar computagoes em MTDs de uma maneira
precisa. A seguir vamos definir formalmente o que significa ‘representar computa-
¢oes’ em MTDs, e vamos mostrar que novos axiomas precisam ser adicionados as
teorias Arpc(M(a)) para atingir nosso objetivo. A defini¢ao de representagao de
computagoes em MTDs aqui proposta (Defini¢ao 2.11) é baseada nas defini¢oes de
representacao de fungoes e relagoes (defini¢oes 2.9 e 2.10) introduzidas por Alfred

Tarski, Andrzej Mostowski e Raphael M. Robinson em [TMR53|.

Definicao 2.9. Seja f uma fungdo de aridade k, A uma teoria arbitraria e
o(x1,...,xE, ) uma formula bem-formada em A (com k + 1 variaveis livres). A

funcao f é representada por ¢ em A se f(my,...,my) = n implica:
1. AFp(m,...,mg,n),
2. se n # p entdao A b —p(my,...,mg, D), e
3. Ak p(my,...,mg,x) >z =n;

onde 7 representa o numeral n.

Definigao 2.10. Seja R uma relacao de aridade k, A uma teoria arbitriria e
o(x1,...,x) uma formula bem formada em A (com k+1 variaveis livres). A relacao

R é representada por ¢ em A se:
1. (mq,...,my) € R implica A F p(my,...,my), e
2. (mq,...,mg) ¢ R implica A - —p(my, ..., mg).

Definicao 2.11. Seja M uma MTD, a o dado de entrada para M, e
pM(a)) = (Z,Q),Q4,...,Q0, SV, Sy, ..., Sh, <t/ 0") a estrutura determi-
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nada pela interpretacdo intensional Z.5 Uma teoria A, na linguagem £ =

{Q1,Q2,...,Qn,S0,51,--.,5m-1,<,,0}, representa a computagao de M(«) se:
1. <M & representada por ¢(z,y) :=z < y em A,
2. M & representada por p(z,y) =2’ =y em A,

3. Q! é representada por p(x,y) := Q;(x,y) em A (parai=1,...,n), e

i
4. S;‘ é representada por ¢(z,y) := Sj(z,y) em A (para j =1,...,m).

Teorema 2.1. Seja M uma MTD e o« o dado de entrada para M. A teoria
Arpc(M(a)) nao representa a computagio de M(«) (no sentido estrito da Defi-
ni¢ao 2.11).

Demonstragao. As relagdes QY e S;-‘ nao sao representadas, respectivamente, pelas
formulas Q;(z,y) e S;j(x,y) em A, pois a condicao 2 da Definicdo 2.10 nao é sa-
tisfeita para essas relagdes: quando M () estd num estado ¢;, no tempo t e na
posi¢ao z, nao estd em nenhum outro estado g; (com j # 7). Nesse caso, temos
que Arpc(M(a)) F Qi(t,Z) (por demonstragdo em [BJ89, Chap. 10]). Mas, por
outro lado temos que Appc(M(w)) ¥ —Q;(t,Z): pense por exemplo numa MT
‘ndo-padrao’, com as mesmas instrugoes de M, mas que comeca a computagio si-
multaneamente nos estados g1 e ¢o, na posicao 0 da fita. Esta MT nao-padrao valida
todos os axiomas em Az pc(M(a)), mas nao valida =Q2(0,0). Uma situagao similar
ocorre com as relagoes Sj. E possivel definir MTs nao-padroes permitindo multiplos
simbolos nas células da fita, multiplos estados e posi¢oes da maquina de maneira
simultanea, e diferentes configuragoes da méaquina em tempos anteriores a 0 e poste-
riores ao tempo de parada (se M(«a) péra), de maneira que a maquina valide todos

os axiomas em Arpc(M(a)). O

O Teorema 2.1 mostra que é necessario estender as teorias Appc(M(a)), para

impedir interpretacoes nao-padroes e permitir representar computagoes de acordo

87 representa os nameros inteiros, as relacdes Q! expressam duplas de instantes de tempo e
posigoes da fita nas quais M(«) esta no estado g;, as relagdes S;-* expressam duplas de instantes de
tempo e posi¢oes da fita nas quais M(a) contem o simbolo s;, <" é a relacao de ordem padrao em

Z, " & a funcdo sucessor e 0" é o niimero 0.
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com a Defini¢ao 2.11. Conseqiientemente, definimos a seguir as teorias A} p~(M(a))
como teorias intrinsecas as computagoes das respetivas M(a), através da adigao de
novos axiomas as teorias Az pc(M(a)). Na especificagdo dos novos axiomas vamos
supor que antes de comegar a computagao (instantes de tempo t < 0) a maquina nao
estd em nenhum estado e nao tem nenhum simbolo (nem sequer o simbolo vazio) nas
células da fita. Também vamos supor que depois de terminar a computagao (caso
a computagdo termine) a méquina continua infinitamente na tultima configuragao

alcancada. Os novos axiomas sao definidos da seguinte maneira:

e Um axioma para estabelecer a configuragao de M(«) antes do comego da com-

putagao:

Vive | (t < 0) — </"\ —\Qi(t,x)> A 7\ -S;(t, x) . (At-)

i=1 j=1

e Um axioma para estabelecer a configuragao de M(«) depois de terminar a

computagao (caso a computacao termine):

ViV <ﬁ( \/ (Qi(t,a:) A Sj(t, z))) — YuVy (t <u—

4,7 Inic.

((Z\l(Qi(t,y) Qzuy) (/_\ ty—>5(uy)>)>>7 (At))

onde o subindice ‘¢, 5 Inic.”, na disjuncao, indica que sao consideradas somente
combinagoes de i, j tais que g;s; coincidem com os dois primeiros simbolos de

alguma instrucao de M.

e Um axioma por cada simbolo de estado ¢; de M, para estabelecer a unicidade

de estado e posicao da maquina em todo instante de tempo:

Vth Qi(t, JU) — /\ ﬁQj(t, SC) A\ Vy (y 75 xr — /\ —|Qi(t, y))
Jj#i =1
Ag;)
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e Um axioma por cada simbolo de leitura/escrita s; de M, para estabelecer a

unicidade de simbolos em cada posicao da fita em todo instante de tempo:

viva | Si(t,x) > J\ ~S;(t2) | - (Asj)
1#]

Teorema 2.2. Seja M uma MTD e o o dado de entrada para M. A teoria
A7 pe(M(av)) representa a computagio de M(a).

Demonstragio. E facil demonstrar a representacao da relacio < e da funcio '*. A
representacao das relagoes Q' e Sf segue da prova em [BJ89| e da aplicagao direta

dos novos axiomas introduzidos nas teorias A} po(M(a)). O

O seguinte teorema mostra que o método de axiomatizagao, até aqui definido,
quando usado para axiomatizar computagoes em MTNDs pode levar a teorias con-

traditorias.

Teorema 2.3. Seja M uma MTND e o o dado de entrada para M. Se M(«)

alcanga uma configura¢ao ambigua entdo a teoria A} po(M(a)) € contraditoria.

Demonstracao. Pela demonstragao em [BJ89], pode se deduzir de A} p-(M(«)) uma
férmula que expressa a configuragdo ambigua. Entao, usando os teoremas correspon-
dentes as instrucoes que podem ser executadas em tal configuragéo, podem se deduzir
formulas expressando multiplicidade de estados, posi¢coes ou simbolos em algumas
células da fita. Depois, usando algum dos axiomas (Ag;) ou (As;) obtém-se uma

contradicao. 0

Em [0di89, p. 48] Piergiorgio Odifreddi estabelece uma condicao de ‘consisténcia’
na sua defini¢do de M'T, indicando com isso que a maquina nao pode conter instrugoes
‘contraditérias’, i.e., instrucoes realizando operagoes diferentes e para ser executadas
na mesma configuragao da maquina. Desta maneira, a definigao de Odiffredi corres-
ponde & definigdo de MTD, definindo depois as MTNDs através da eliminagao da
condicao de consisténcia, indicando que uma tnica instrugao deve ser escolhida em

caso de se alcancar uma configuragdo ambigua. O Teorema 2.3 mostra que a idéia de
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consisténcia em MTs, proposta por Odifreddi, corresponde & consisténcia das teorias
intrinsecas das computagoes (i.e., das teorias A} p(M(av))).

Note que as contradi¢oes nas teorias intrinsecas das computacoes para MTNDs
surgem devido ao uso de miultiplos axiomas da forma (A4; (I)), (A4; (II)) ou (Ad; (III))
para o mesmo instante de tempo t. Isto em combinagao com o uso de algum axioma
do tipo (Ag;) ou (As;). O multiplo uso de axiomas (Aj; (I)), (Adj (II)) ou (Ag; (IIT)),
para o mesmo instante de tempo ¢, indica a execugao simultanea de multiplas ins-
trugoes, o que pode levar (no tempo ¢t + 1) & multiplicidade de simbolos em algumas
células da fita, ou & multiplicidade de estados ou posi¢oes da méquina. Por outro
lado, os axiomas (Ag;) e (As;) estabelecem a unicidade dos elementos anteriormente
mencionados, levando portanto a contradigao.

As teorias A} p(M(ar)) podem ser facilmente adaptadas para lidar com a idéia
de que uma tnica instrucao é escolhida quando a méquina alcanga uma configuragao
ambigua, desta maneira obtendo teorias adequadas para representar computacoes em
MTNDs. Porém, como ja foi mencionado anteriormente, este ndo é nosso objetivo
aqui. Nosso interesse é generalizar a nogao de M'T através de loégicas paraconsistentes,

e € a isso que nos dedicamos na proxima sec¢ao.

2.3 MaAquinas de Turing paraconsistentes

Existe uma grande diversidade de légicas paraconsistentes, propostas a partir de
diferentes perspectivas filosoficas, mas com a carateristica comum de se tratar de
logicas que suportam contradigoes evitando a trivializagao dedutiva (i.e. a dedugao
de qualquer féormula). Formalmente, uma logica L é paraconsistente se existir uma
teoria (ou conjunto de formulas) I', na linguagem de L, e formulas v e 3 tais que I' -,
a, 'k —a el ¥ 3 (nesse caso, o simbolo — é chamado de negagao paraconsistene).

Na definicao das MTPs é possivel, em principio, usar qualquer loégica paraconsis-
tente de primeira ordem. Na definicao do primeiro modelo de MTPs vamos utilizar a
logica paraconsistente LET1* (introduzida em [Cdd00]), devido ao fato de se tratar
de uma légica de primeira ordem e com uma seméntica simples e bem estabelecida,

além de permitir uma interpretagao natural das conseqiiéncias das teorias intrinsecas
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as computagoes e dar a possibilidade de controlar a execugao das instrugoes através
de condicoes de ‘inconsisténcia’.

LFI1* é a versao de primeira ordem da légica LFI1, a qual é uma ldgica de
inconsisténcia formal (LFI) (cf. [CCMO07]|) que estende a logica positiva classica
incluindo conectivos de consisténcia o e inconsisténcia e. Em LFI1 (e portanto em
LF1I1*) as nogoes de inconsisténcia e contradi¢ao coincidem, através da equivaléncia
e A — (AAN—-A), e o conectivo de consisténcia serve para recuperar o carater explosivo
das contradictes: se I' Frprp a e I' Frppp —a entdo I'oa Frppp B, para toda
formula 3. Além disso, é importante ressaltar que LEFI1* permite codificar todas as
inferéncias validas da légica de primeira ordem classica.

Passamos entao a definir o primeiro modelo de MTPs e na Secao 2.3.2 analisamos

algumas caracteristicas referentes a seu ‘poder’ computacional.

2.3.1 Definicao do modelo de MTPs

Para definir as MTPs, inicialmente substituimos a logica subjacente as teorias
A7} po(M(a)) pela logica LEI1*, obtendo teorias A} pyq+(M(a)) que permitem axi-
omatizar computacoes de MTNDs sem levar a trivializacao. Interpretando estas
teorias vamos definir em que consiste uma MTP.

Para as teorias A} pjq«(M()) a demonstracao de [BJ89] continua valendo, pelo
fato de LFI1* ser uma extensao da logica positiva classica. Portanto, como des-
crito anteriormente, a aplicacao de multiplas instancias de esquemas de axiomas do
tipo A¢; (I), (A4; (II)) ou (A¢; (III)), para o mesmo instante de tempo ¢, denota a
execucao simultinea das respetivas instrucoes, o que pode levar a multiplicidade de
simbolos em algumas células da fita, ou a multiplicidade de estados ou posi¢oes da
méaquina. Tal multiplicidade, em conjun¢ao com o uso de axiomas do tipo (Ag;) ou
(Asj), necessariamente levam a contradigoes, as quais em LFI1* sao identificadas
com inconsisténcias. Portanto, as inconsisténcias nas teorias AJ py.«(M(a)) estao
relacionadas a multiplicidade (de estados, de posi¢des da maquina ou de simbolos
em uma célula da fita).

Tirando proveito dessa interpretacao de inconsisténcia como ligada a situagoes de

multiplicidade nas teorias AJ p;1-(M(a)), e do fato destas teorias serem capazes de
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suportar contradigoes, adicionaremos condigoes de inconsisténcia nos dois simbolos
iniciais das instrugoes de forma a controlar sua execugao. Assim, ¢; indicard que a
instrugao sera executada unicamente no caso em que a maquina esteja em multiplos
estados ou posigoes, enquanto 5; indicard que a instrucao serd executada unicamente
no caso em que a célula da fita (onde a instrugao vai ser executada) contenha mul-
tiplos simbolos. Estas condi¢oes correspondem formalmente a colocar o conectivo e,
respectivamente, na frente do predicado @; ou S; no antecedente dos axiomas que
expressam instrugoes. Estas condigoes aparentemente inécuas permitem aproveitar
o paralelismo das MTPs, como ser4 mostrado adiante.

Note que os axiomas do tipo (Aéj (1)), (Ag; (II)) e (A4 (III)) ndo s6 expressam a
acao das instrugoes, mas também especificam que os simbolos nas células da fita que
nao sao modificadas pela instrugao sao preservados, i.e. continuam sendo os mesmos
do instante de tempo anterior. Portanto, nas MTPs é necessério levar em conta que
cada instrucao é executada numa posicao especifica da fita, levando o conteido das
células nao modificadas pela instrugao para o proximo instante de tempo; esta tarefa
é realizada de maneira independente & execucao das outras instrucoes.

Uma MTP é entao definida como:
Definigao 2.12. Uma MTP é uma MTND tal que:

e quando a méaquina alcanca uma configuracao ambigua executa todas as pos-
siveis instrugoes simultaneamente, o que pode produzir multiplicidade de sim-
bolos em algumas células da fita, e multiplicidade de estados ou posig¢oes da
maquina;

e cada instrucao é executada nas posicoes em que a configuragao atual se corres-
ponde com os dois simbolos iniciais da instrugao;

e cada execucao de uma instrugdo preserva os simbolos nas células que nao mo-

dificada, levando-os para o seguinte instante de tempo;

e podem ser adicionadas condigoes de inconsisténcia (ou multiplicidade) nos pri-
meiros dois simbolos da instrugao, para controlar que a instrugao seja executada

somente em situagdes de multiplicidade (como descrito acima);
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e a miquina para quando nao hé instrugoes a serem executadas; nesse caso,
algumas células da fita podem conter miiltiplos simbolos, portanto cada escolha

desses simbolos representa um resultado da computacao.
O seguinte exemplo mostra uma computagao numa MTP:

Exemplo 2.1. Seja M uma MTP com instrugoes: 41 : q100q2, ia : ¢101qs, i3 :
@20Rq3, i4 : q21Rqy, i5 : q300gs, i : qaDlgs, i7 : q500gs, is : ¢510gs, 9 : g50° * gg €
110 : g6 * 1gg. A Figura 2.1 esquematiza a computagao de M, comegando com o dado
de entrada o = 0. As instrugbes a serem executadas em cada instante de tempo

estao escritas entre paréntese.

t =0 (i1,1i2) q1
[eJofofofo] -
—2 -1 0 1 2
t =1 (i3,14) q2
- [ofofo1]oo] -
—2 -1 0 1 2
t =2 (is,i6) 193: 9
- lofJofo]olo] -
—2 -1 o0 1 2
t=3(i7,i8,i9) qs5
~[o]o]o1o1]0 |-
-2 -1 0 1 2
t:4(i10) q6

N N O L

t=25 g6
SN N I N

-2 -1

Figura 2.1: Exemplo de computacio em uma MTP

As instrugoes de M podem ser entendidas da seguinte maneira:

e As instrucoes i3 a ig correspondem a uma MTD M’ que, comecando no estado
q2, computa a func¢ao identidade para uma entrada de comprimento 1 (na

linguagem {0, 1}), deixando o resultado na posi¢ao 1 da fita.

e As instrugoes iq e io criam uma multiplicidade de simbolos, que representam
todos os possiveis dados de entrada, permitindo executar M’ em paralelo para

todas as entradas.
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e Asinstrugoes i7 a i19 determinam se as computagoes em paralelo de M’ produ-
zem um unico resultado (nesse caso, a fungdo computada por M’ é constante),
escrevendo 0 na posicao 1 da fita; ou multiplos resultados (nesse caso, a fungao

computada por M’ ndo é constante), escrevendo 1 na posi¢ao 1 da fita.

Portanto, podemos pensar em M’ como uma caixa preta (ou ordculo) que pode ser
substituida por outra MTD, que compute uma funcao f: {0,1} — {0,1} diferente
da identidade. Desta maneira, a MTP M determina se a funcdo computada pelo

oraculo é constante ou nao.

Até que ponto podemos aproveitar o paralelismo provido pelas MTPs? E isso

que vamos discutir a seguir.

2.3.2 Poder computacional das MTPs

Poderiamos ingenuamente pensar que seria facil definir uma MTP que computasse o
problema de satisfatibilidade de formulas do cdlculo proposicional cldssico (SAT)T em
tempo polinomial: poderiamos considerar como oraculo uma MTD M’ tal que, dada
uma férmula « do célculo proposicional classico e uma valoragao para as variaveis em
a, determine o valor de verdade de « para essa valora¢ao em tempo polinomial (o que
é relativamente facil de definir). Acrescentando instrugoes que gerem multiplicidade
de simbolos nas posigoes correspondentes & valoragao (generalizando o que fazem as
instrugodes i3 a ig do exemplo anterior), poderiamos dessa maneira representar todas
as possiveis valoracoes para que M’ realize a valoracao da formula em paralelo. E
por tltimo, acrescentando a instrucao ig11 : ¢f0°1gs41 (onde gf é o estado final de
M), seria possivel eliminar a ambigiiidade do resultado quando a féormula nao seja
nem contradicao nem tautologia.

Contudo, o paralelismo permitido por este primeiro modelo de MTPs tem pro-

priedades peculiares que podem levar a ‘anomalias’ no processo de computagao.

70 problema SAT consiste em definir um algoritmo que, dada uma férmula do calculo propo-
sicional classico como entrada, determine se essa féormula é satisfativel ou nao, i.e., se existe uma
valoracdo que faz a férmula tomar o valor verdadeiro. E bem conhecido que SAT é um problema

NP-completo.
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Por exemplo, considere uma MTD M’ com instrugoes: iy = ¢100q2, i2 = q111¢3,
i3 = q20Rqy, iy = q31Rqq, i5 = q@21Rgs, ig = qsllqs e i7 = ¢500g5. Se M’ comega
a computagdo com um tunico simbolo (0 ou 1) como dado de entrada, pode se veri-
ficar que M’ computa a fungdo constante 1 (deixando o resultado na posi¢ao 1 da
fita). Porém, se M’ é considerada como um oraculo que comega a computar com
os simbolos 0 e 1 (ambos simultaneamente) como dados de entrada, produz entao
como saida 0 e 1, como se M’ computasse uma funcao nao constante. Este exem-
plo mostra que diferentes caminhos de computacao do ordculo podem se misturar
de maneira indiscriminada, gerando caminhos de computa¢do que nao sao possi-
veis na MTD (considerada como oréaculo) quando computa de maneira seqiiencial,
e produzindo resultados indesejados. Portanto somente MTDs que nao produzam
resultados anémalos (i.e., resultados que ndo podem ser obtidos se a MTD computar
de maneira seqiiencial) podem ser consideradas como oréculos. As MTDs com estas
propriedades serao chamadas de paralelizdveis.

Conseqiientemente, para definir uma MTP que computasse SAT em tempo poli-
nomial precisariamos que a MTD M’, que determina o valor de verdade da férmula
dada uma valoragao, fosse paralelizavel. Definir uma MTD com estas propriedades
nao é nada fécil, e talvez seja mesmo impossivel: na verdade, essa tarefa é equiva-
lente a demonstrar que P = NP (o que seria uma conseqiiéncia direta do Teorema
2.4, apresentado a seguir).

O paralelismo permitido por estas primeiras MTPs, embora possa ser usado para
explicar algumas propriedades da computagao quantica (veja o Capitulo 5), pode ser
simulado em tempo polinomial por MTDs (Teorema 2.4), e portanto nao representa

nenhuma vantagem quanto & eficiéncia.
Teorema 2.4. Toda MTP pode ser simulada em tempo polinomial por wma MTD.

Demonstragao. Seja M uma MTP com n estados e m simbolos de entrada/saida. A

MTD M’ para simular M ¢é definida assim:

e Vamos supor que a fita de M’ é dividida em 2n + m faixas (estas 2n + m
faixas podem ser reduzidas a uma faixa mudando a linguagem de M’, sem

implicagoes quanto a eficiéncia).
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e As faixas i (1 <i < n), na posigao p, serao usadas para representar os estados
¢; em que M se encontra nessa posicao, representando com 1 a ocorréncia do

estado e com 0 a nao ocorréncia.

e As faixas j (n+ 1 < j < n+m), na posigao p, serdo usadas para representar
os simbolos s; presentes na célula de M nessa posigao, representando com 1 a

ocorréncia do simbolo e com 0 a nao ocorréncia.

e Asfaixas n+m-+1 a 2n+m serdo usadas para calcular os estados que resultam
da execugao em paralelo das instrugoes em M; o valor da faixa n + m + i, na
posicao p, indicara se o estado ¢; ocorrera nessa posicao no seguinte instante

de tempo, representando com 1 a ocorréncia e com 0 a nao ocorréncia.

e O simbolo $ sera usado na faixa 1 de M’ para delimitar a area na qual M est4

em algum estado.

O dado de entrada para M’ é representado de acordo com as convencoes anteriores,
e os delimitadores $ sdo colocados nas posigdes —1 e 1 da fita (antes e depois da
posi¢ao 0, que é onde comega a computacao de M). Para simular um passo de
computacao de M, M’ deve percorrer quatro vezes a parte da fita delimitada pelos
simbolos $. No primeiro percurso (de esquerda a direita), M’ simula a execu¢ao em
paralelo em M das instrugoes do tipo (II) (onde a agao consiste em um movimento
a direita): em cada posigao p, M’ escreve valores nas faixas n +m+1 a 2n +m de
acordo com as instrugoes de M e o contetido das faixas 1 a n+m; além disso, desloca
os delimitadores $ se for necessario. O segundo percurso é similar ao anterior, mas
no sentido contrario e simulando a execugao de instrugoes do tipo (III) (onde a acao
consiste em um movimento a esquerda). No terceiro percurso (de esquerda para a
direita de novo), M’ simula a execugao em paralelo de instrugoes do tipo (I) (onde a
agao consiste em modificar o simbolo da célula): em cada posigao p, dependendo das
instrucoes de M e do contetido das faixas 1 a n + m, M’ escreve valores nas faixas
n+ 1 a n+ m (correspondentes a simbolos escritos pelas instrugoes de M) e nas
faixas n +m + 1 a 2n + m (correspondentes as mudangas de estados das instrugoes

de escrita). Finalmente, no quarto percurso (de direita a esquerda), M’ copia os
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valores das faixas n+m 41 a 2n 4+ m nas faixas 1 a n, e reinicia as faixas n+m+ 1
a 2n + m deixando-as com valores 0.

Vamos mostrar agora que a simulagao de n passos de computagao é realizada em
tempo polinomial: depois de n passos de computacao em M, o estado mais a direita e
o estado mais a esquerda podem estar separados no maximo por 2n células; portanto,
essa é a separacao maxima entre os delimitadores $ em M’ na simulacao do n-ésimo
passo de computagao. Como em cada percurso que M’ realiza na simulagao de um
passo de computacao a cabeca da maquina deve se deslocar entre os delimitadores $,
além de realizar operagoes de escrita em cada posicao, cada percurso na simulagao do
n-ésimo passo toma no maximo 4n passos (ignorando os passos devidos a possiveis
deslocamentos dos delimitadores $, que sdo um ntmero constante de passos). Dessa
forma a simulagdo da n-ésima instrugao exige no maximo 16n passos. Portanto, para
simular os n primeiros passos de computagao, M’ vai demorar no maximo n(16n)

passos de computacdo, i.e., O(n?). O

Note que cada escolha de elementos de uma MTP (em qualquer instante de
tempo) representa uma configuragao de uma MT classica, portanto, podemos pensar
na configuragao de uma MTP como sendo um conjunto de configuragoes (classicas).
Assim, sob o suposto de que no final da computacao de uma MTP deve ser escolhida
aleatoriamente uma tnica configuracao das multiplas possiveis, de maneira a obter
um tnico resultado, e de que cada configuracao é escolhida com a mesma probabi-
lidade, podemos adequar a defini¢ao de aceitagao de cadeias de simbolos (Defini¢ao

2.5) para MTPs da seguinte maneira:

Definigao 2.13. Seja M uma MTP com alfabeto de entrada/saida ¥ e seja o € ¥*.
M aceita (resp. rejeita) o se a computagao de M(a) para e pelo menos % das
configuracoes finais® tem como estado g5 (resp. gy), i.e. se a probabilidade de obter

uma configuracao final com estado gs (resp. ¢,) é maior ou igual a %

Nas MTPs o tempo de computacao nao pode, porém, ser definido como o ntimero

de instrugdes que a maquina executa; pois num mesmo instante de tempo miltiplas

8Por ‘configuracoes finais’ nos referimos as configuragdes no instante de tempo em que a com-

putacao termina.
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instrugoes podem ser executadas simultaneamente. O tempo de computagdo numa
MTP deve ser definido como o nimero de passos de computacao, onde um passo de
computagao corresponde a execugao (simultanea) de todas as instrugoes que podem
ser efetivadas na configuracao atual da maquina. Podemos entao definir uma nova
classe de complexidade algoritmica, a qual chamaremos de BParP, que corresponde
a classe de linguagens que podem ser decididas por MTPs em tempo polinomial com

erro limitado.

BParP ={L | existe uma MTP que decide L e termina em tempo

f(c) = ¥, para alguma constante k € N}.

E claro que P C BParP (pois as MTD sao casos especiais de MTPs). A inclusio

no outro sentido é conseqiiéncia do Teorema 2.4:

Corolario 2.1. BParP C P.

Demonstragdo. Basta acrescentar instrucoes na MTD M’, definida na demonstracao
do Teorema 2.4, para determinar se o niimero de simbolos 1 na faixa correspondente
ao estado g5 é pelo menos % dos que tem na faixa correspondente ao estado ¢, ; nesse
caso M’ deve passar a seu estado de aceitacdo, caso contrario deve passar a seu

estado de rejeicao. O

Portanto, BParP = P. O que mostra que este primeiro modelo de MTPs intro-

duzido nao acrescenta nada quanto a complexidade algoritmica.

2.4 Maquinas de Turing paraconsistentes nao-separaveis

No modelo de MTPs definido na se¢do anterior diferentes caminhos de computagao
podem se misturar indiscriminadamente, nao permitindo aproveitar de maneira ade-
quada o paralelismo intrinseco ao modelo. Isto ocorre devido a que, em situagoes de
multiplicidade, todas as possiveis combinagoes de estados e simbolos nas células da
fita s@o considerados na execucao das instrugoes. Esta caracteristica é conseqiiéncia
direta de algumas propriedades da logica LFI1*  usada na definicdo do modelo: a

conjuncao em LFI1* valida a regra de separagao (i.e., se Fppri= AAB entao bFprn- A
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ebkrrn+ B) e aregra de adjungao (ie., se bppri» Aebppri= B entdo bppr« AAB).
Assim, se A% 1 (M(n)) E Qi(t,T) A Sj(t,T) e A% pr(M(n)) F Qi(t, @) A Si(¢,T),
¢ também possivel deduzir A} ;;q.(M(n)) F Qi(t,T) A Si(£,T) e AF gy (M(n))
Qr(t,T) AS;(t,T). Conseqiientemente, se se quiser definir um modelo de MTPs onde
os diferentes caminhos de computacao nao se misturem totalmente, deve-se conside-
rar uma légica paraconsistente onde nao seja vélida a regra de separacao ou a regra

de adjungao (ou ambas).

9 mas nao exis-

Existem logicas paraconsistentes com conjungbes nao-adjuntivas,
tem logicas paraconsistentes onde a regra de separagdo nao seja valida. Seria inte-
ressante definir um novo modelo de MTPs usando a extensao a primeira ordem de
D2, porém novos axiomas teriam que ser propostos para indicar quando diferentes
elementos no processo de computacao podem ser considerados em conjunto. Pre-
ferimos, entdo, definir uma légica paraconsistente na qual nao seja valida a regra
de separacao, de forma a permitir interpretar os diferentes elementos da maquina

correspondentes a um caminho de computacao como estando inter-relacionados, o

que permitird pensar em caminhos de computacao independentes.

2.4.1 Definicao do modelo de MTPNSs

Seguindo as idéias em [Béz02| (veja também [Béz05|, [MarO5a] e [Mar05b|) uma

negagao paraconsistente — é definida dentro da logica modal S5 por —,A o4

10

(onde = é a negagao classica e ¢ é o operador de possibilidade). Além disso,

definimos aqui uma conjun¢ao nao-separdvel N, em S5 por AN, B S o(ANAB) (onde

A € a conjuncao classica), que servira para representar propriedades que podem ser

9 A loégica paraconsistente ndo adjuntiva mais conhecida é a ldgica discursiva D2, introduzida por

Stanistaw Jaskowski em [Ja$48] e [Ja$49], a qual conta com extensdes a primeira ordem, cf. [dD95].
19 Algumas propriedades do operador —, sdo apresentadas em [Béz02| e [Béz05].
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conjuntamente validas. Algumas propriedades desta conjungao sao as seguintes:

Fs5 A Ao B ndo implica Fg5 A nem g5 B, Aol

Fgs A e Fgs B implica Fg5 A Ao B, Ne2

/\04

/\05

(
(
(
(
¥s5 ((ANe B) N (C Ao D)) = ((ANs D)V (C Ao B))) (
(

)

)

( )
Fs5 (A Ao B) < (B Ao A), )
( )

( )

Fss (A1 Ao (A2 AL ANAY)) —o(A1T N A Ay). Aob

A propriedade (A1) reflete o carater nao separavel de A, enquanto (As2) mostra que
Ao valida a regra de adjungao e (As3) indica a nao associatividade de A,. (Ao4) mos-
tra que A, é comutativa, (As5) é uma conseqiiéncia de (As1) que sera relevante para
o inter-relacionamento de elementos, e (A.6) é uma aplicacao simples da defini¢ao
de A que sera util adiante.

Uma logica paraconsistente ‘nao-separavel’, que chamaremos PN S5, é obtida a
partir da logica modal S5 através da fungao de tradugao x: ForPNS5 — ForSh

definida indutivamente por:!!

A* = A se A é atomica,

(meA)* = om(A)",

(ANs B)* =o(A" AN BY),

(A#B)* = A*#B* for # € {V,—};

A relacgao de conseqiiéncia de PN S5 é definida com base na tradugao * por:
I' Fpygs A se e somente se I'™ g5 A",

onde I representa um subconjunto de ForPNS5 e I'* = {B*|B € I'}. Dessa maneira
a logica PN S5 fica completamente definida, e é uma sublégica de S5.
No espirito das LFIs (veja [CCMO07]), podemos definir um conectivo e de ‘in-

consisténcia’ em PNS5 por eA LA N oA (0o que é equivalente a ¢A A oA

" ForPNS5 é o conjunto de formulas proposicionais definida (da maneira usual) sobre a assina-

tura o = {—s, Ao, V,—} € ForS5 é o conjunto de féormulas de S5.
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em S5), um conectivo o de ‘consisténcia’ por oA e A (o que é equiva-
lente a 0-A v OA em S5), uma negacao classica = por —A & A A, oA (o
que é equivalente a o—=A A (0-A vV OA) em S5, de onde se deriva —A) e uma
conjuncio classica por AA B < (A Ay B) Ao (0A Ay 0B) (0 que é equivalente a
S(ANB)AN(OAAB)VOAA-B)vVO-AAB)VO(RAA—-B)) em S5, de onde se
deriva AA B). Com estas defini¢oes, os ‘principios de explosao’ (AA—,AN0A) — B,
(A Ao (F0A Ns0A)) — B, (AN 76A) Ao 0A) — B e ((A Ny 06A) Ao 7A) — B sao
teoremas de PN S5. Tendo em conta tais caracteristicas PINS5 pode legitimamente

ser considerada como uma LFT.

Para poder usar PN S5 (em lugar de LFI1*) na defini¢ao de um segundo modelo
de MTPs é necessario primeiro estender esta logica a primeira ordem (com igualdade).
Isso pode ser feito considerando S5Q~ (a versado de primeira ordem com igualdade
de S5) em lugar de S5 na definigao da logica, adaptando a funcao de tradugao * para
incluir os quantificadores e a igualdade. Contudo, para simplificar o trabalho, vamos
considerar S5Q~ em vez de definir a nova logica, olhando os conectivos —, A, ® € ©
como defini¢bes. A definicado de PN S5, tanto quanto & explicagdo de como pode ser
obtida sua versao de primeira ordem, tem a intencao de mostrar que o fragmento de
S5~ que vamos usar corresponde a uma légica paraconsistente, com uma conjuncao
nao-separéavel.

Para definir o novo modelo de MTPs, o qual chamamos de mdquina de Turing
paraconsistente nao-separdvel (MTPNS), vamos substituir a logica subjacente das
teorias A} p(M(a)) pela logica S5Q~, e vamos interpretar essas teorias através
da seméntica de mundos possiveis. Para isso, é necessario primeiro indicar o tipo
de negagao (— ou —) e de conjungao (A ou A,) que vamos considerar em cada
ocorréncia desses operadores nos axiomas de Agso-(M(a)). Além disso, vamos
assumir a propriedade de associatividade & direita nos lugares em que o operador
Ao aparecer, i.e., A No B#C, onde # & A ou A, serd equivalente a A A, (B#C)
(isto é necessario devido & nado-associatividade do conectivo A). A interpretacao

dos conectivos nos axiomas de Agzo-(M(a)) serd a seguinte:

1. Nos axiomas (Al) a (A5) as negagdes e conjungoes sao as classicas.
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2. A negagao nos axiomas do tipo (A4 (I)) (em y # x) é a negacao cléssica.
Nos axiomas do tipo (Agj (I)) a (Ag (III)) a conjuncdo no antecedente & A,
e, levando em conta a propriedade (A,6), somente a primeira conjun¢ao do
conseqiiente é Ao, as outras s&@o a conjuncdo classica. Além disso, na parte
que indica a preservacado dos simbolos nao modificados pela instrucao (i.e.,
na conjun¢ao A", (Si(t,y) — Si(t’,y))) ¢ preciso mudar o antecedente por
Si(t,y) No (Qi(t, z) AS;(t, x)), para que sejam preservados somente os simbolos
relacionados (ou que podem ser conjuntamente validos) com a configuragao que

estd causando a execugao da instrugao.
3. Nos axiomas (Atg) e (At_) as negagoes e conjungoes sao as classicas.

4. No axioma (At ) somente a conjuncao no antecedente é A, os outros conecti-

vOos 820 o0s cléssicos.

5. Nos axiomas (Ag;) e (As;) todas as conjungoes sao classicas, mas as negagoes
880 7, (exceto em y # ). Além disso, é necessario adicionar o conectivo ¢ antes
dos predicados @; e S; no antecedente dos axiomas (para que este antecedente

possa ser satisfeito nos instantes de tempo da computagao).

Para interpretar as teorias A%yo- (M(a)), de maneira a definir o modelo de
MTPNSs, vamos partir da interpretacdo Kripkeana'? dessa teorias e vamos pensar
nos mundos possiveis como representando configuragoes da maquina, de acordo com

a seguinte definicao:

Definicao 2.14. Seja w um mundo possivel na interpretacao Kripkeana de
Afso=-(M(a)). Se Qi(t,),...,S; (¢, —~1),8;,(t0), S (t1),... sio predicados va-
lidos em w, entao w representa a configuracao da MT M, no instante de tempo ¢,

dada pela interpretagao intensional I (descrita acima) dos respetivos predicados.

12Por ‘interpretacéo Kripkeana’ nos referimos & semantica relacional (também chamada de ‘se-
mantica de Kripke’ ou ‘semantica de mundos possiveis’) introduzida por Saul Kripke para demons-
trar a completude e decidibilidade de sistemas modais normais. Para uma descricao desse tipo de

semanticas veja [CP0§|.
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De acordo com as consideragbes anteriores, a interpretagdo das teorias
A§5Q: (M(e)) indica a computacao em paralelo de todos os possiveis caminhos de

computagao de M, para o dado de entrada «, pois:

1. Pelo axioma (Atg) existe um mundo wy representando a configuragao inicial

de M(a).

2. Pelos axiomas do tipo (Agj (I)) a (Ag; (III)), se o mundo w; representa uma
configuragdo nao final (na qual alguma instrucéo i; pode ser executada) de
M(a), no instante de tempo t, entdo existe um mundo Wy41,5 que representa

a configuracdo de M(«a) depois da execugao de i;.

Note que, nos casos em que existem diferentes mundos representado configuragoes
da méaquina para o mesmo instante de tempo, é possivel que uma configuragao indique
que M (a) estd no estado g;, lendo o simbolo s;, na posicao z da fita, enquanto uma
outra configuracao indica que M(«) esta lendo o simbolo s;, na posi¢ao x da fita.
Se nao existir uma configurac¢do (para o mesmo instante de tempo) na qual o estado
na posicao x seja ¢;, € o simbolo nessa célula seja s;, dizemos que ¢; esta inter-
relacionado com s;. De maneira analoga se define o inter-relacionamento para os
diferentes elementos da maquina.

De maneira similar ao modelo de MTPs anterior, para tirar proveito do pa-
ralelismo intrinseco ao modelo, serao introduzidas condig¢oes de inconsisténcia nas
instrugoes das MTPNSs para controlar sua execugao. Nesse caso, pela definicao do
conectivo de inconsisténcia em S5@Q~ e sua interpretacdo em mundos possiveis, a
condicao ¢7 indicard que a instrucao sera executada somente se duas configuracoes
simultaneas (i.e., para o mesmo instante de tempo) da maquina diferem em seu es-
tado ou em sua posigao atual. Por outro lado, a condigao s} indicara que a instrucao
serd executada somente se duas configuragoes simultianeas diferem no simbolo da
célula onde serd executada a instrugao.

Uma MTPNS é entdo definida como:
Definicao 2.15. Uma MTPNS é uma MTND tal que:

e quando alcanga uma configuracdo ambigua, com n possiveis instrugoes a ser
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executadas, a maquina se divide em n copias, executando uma instrugao dife-

rente em cada copia;

e condicoes de inconsisténcia podem ser adicionadas nos dois primeiros simbolos
das instrugoes, permitindo controlar (como indicado acima) as configuragoes

nas quais a instrucao deve ser executada;

e a méquina para quando nao ha instrugdes a ser executadas; nesse caso, a
maquina pode estar em miultiplas configuracoes simultdneas, cada uma das

quais representa um resultado da computagao.

Note que uma MTPNS executa de maneira paralela todos os possiveis caminhos
de computagao de uma MTND, sem misturar caminhos de computacdao como no
modelo anterior. Além disso, as MTPNSs permitem controlar a execugao das ins-
trugoes levando em consideragdo diferentes configuragoes simultdneas da maquina,
o que possibilita aproveitar o paralelismo do modelo. Mas até que ponto podemos

aproveitar tal paralelismo?

2.4.2 Poder computacional das MTPNSs

Nas MTPNSs, de maneira similar ao que acontece com as MTPs anteriormente de-
finidas, os miltiplos resultados obtidos numa computagdo podem ser considerados
como resultados possiveis, dos quais um deles deve ser selecionado de maneira alea-
toria. Portanto, as noc¢oes de aceitacao e rejeicao de uma cadeia de simbolos neste
modelo de méquinas podem ser definida da mesma maneira a como foi feito para as
MTPs (Definigao 2.13), e o tempo de execu¢ao pode também ser definido de maneira
similar. Podemos entao definir uma nova classe de complexidade algoritmica, a qual
chamaremos por BPNSP, que corresponde & classe de linguagens que podem ser

decididas por MTPNSs em tempo polinomial com erro limitado.

BPNSP ={L | existe uma MTPNS que decide L e termina em tempo

f(c) = ¢*, para alguma constante k € N}.

E facil demonstrar a seguinte inclusao:
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Teorema 2.5. NP C BPNSP

Demonstragao. Seja M uma MTND, com linguagem de entrada/saida ¥, que aceita
a linguagem L. A MTPNS M’ definida acrescentando a M uma instrucao iyy; :
qns;j5;qs por cada simbolo s; € 3 aceita L com probabilidade de erro 0 (i.e. aceitando

(resp. rejeitando) com probabilidade 1 as cadeias aceitas (resp. rejeitas) por M). O

O Teorema 2.5 mostra as potencialidades quanto & eficiéncia das MTPNSs. Le-
vando em consideracao os teoremas 2.5 e 2.4, e a crenga comum de que P # NP,
os modelos de MTPs e MTPNSs resultam ser diferentes quanto a eficiéncia, embora
ambos modelos tenham sido definidos através do mesmo método mas usando logicas
diferentes. Esses resultados servem como evidéncia para mostrar que a complexi-
dade algoritmica é relativa a logica. O modelo de MTPNSs também mostra como
o paralelismo (sem limites) pode ser expresso através de conceitos logicos, além de
mostrar a relevancia que tem a possibilidade de estabelecer relagoes entre os dife-
rentes elementos de uma computacdo em paralelo (sem essas relagoes o paralelismo
pode ser simulado eficientemente através de modelos seqiienciais, como é mostrado
pelo Teorema 2.4).

Nao parece muito natural considerar o modelo de MTPNSs como ‘razoével’, no
sentido de poder ser fisicamente construivel. Mesmo assim, como mencionado no
Capitulo 1, as relagoes deste modelo com modelos de computagdo quantica (que
serao apresentadas no Capitulo 5) permitirao interpretar algumas das caracteristicas
da computacgao quantica desde uma perspectiva logica. No sentido contrério, algumas
propriedades quanticas permitirao pensar num possivel caminho para a construcgao
efetiva de modelos de computacao definidos através de logicas paraconsistentes.

Na interpretacao das teorias paraconsistentes de computagao apresentadas neste
capitulo as inconsisténcias sao interpretadas em termos de multiplicidade (de esta-
dos, de posi¢oes da maquina ou de simbolos em células da fita). Por outro lado, a
semdntica de tradugoes possiveis introduzida por Walter Carnielli em [Car90| (estu-
dadas por Joao Marcos em [Mar99|) permitem interpretar logicas paraconsistentes,
de maneira adequada, traduzindo féormulas em multiplos ‘cenarios logicos’. Existe,

sem duvida, uma admiravel analogia entre a seméntica de tradugoes possiveis e a
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maneira como foram aqui interpretadas as teorias paraconsistentes de computagao, a
qual sugere uma estreita relagao entre os conceitos de inconsisténcia e multiplicidade,
que estd em concordancia como a interpretagao de multiplos mundos da mecéanica

quéntica. No Capitulo 6 acrescentamos outros comentérios a respeito desta relagao.



Capitulo 3

Circuitos paraconsistentes

No capitulo anterior foram definidos dois modelos de computagao paraconsistente,
generalizando o conceito de méquina de Turing, e foram investigadas algumas carac-
teristicas desses modelos com respeito & complexidade algoritmica, mostrando que
de certa maneira a eficiéncia dos processos de computacao pode ser vista como rela-
tiva & légica. Neste capitulo propomos um caminho diferente para definir modelos
de computagao paraconsistente e para estudar questoes de complexidade algoritmica
através de propriedades dos sistemas logicos. O caminho aqui proposto consiste na
generalizagao do modelo de circuitos booleanos para permitir definir circuitos base-
ados em logicas nao-classicas.

Um circuito booleano consiste, basicamente, numa colecao finita de varidveis de
entrada e portas logicas conectadas de maneira direcionada e aciclica, onde as varié-
veis de entrada tomam valores em {0,1} (0 representando ‘falso’ e 1 representando
‘verdadeiro’) e cada porta calcula uma operagao booleana (usualmente AND, OR
ou NOT). Os circuitos booleanos podem ser vistos como computando fungoes da
forma f: {0,1}"™ — {0,1}". Uma computagao particular é realizada estabelecendo
os valores das varidveis de entrada, calculando nivel por nivel os valores de saida
das portas (de acordo com as tabelas de verdade dos conectivos logicos) e conside-
rando as saidas das portas finais (ndo conectadas a outras portas), em alguma ordem
preestabelecida, como a saida do circuito.

E claro que o modelo de circuitos booleanos é baseado na [dgica proposicional

61
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cldssica (C'P), pois as portas funcionam de acordo com a definigdo funcional dos
conectivos dessa logica. Para definir circuitos logicos para uma logica L é necessario
definir o conjunto de valores permitidos como entradas e saidas das portas e as
operagoes que as portas realizam, de acordo com alguma seméntica para L.

Uma generalizagao obvia dos circuitos booleanos, para logicas finitamente va-
loradas, consiste em considerar os finitos valores de verdade como os valores de
entrada/saida e definir as operagoes das portas de acordo com as definigoes fun-
cionais dos respectivos conectivos. Desta maneira, os circuitos baseados em légicas
multi-valoradas, no conjunto de valores de verdade A, computariam func¢des da forma
fr A" — A™. Contudo, a generalizagdo para logicas nao caraterizaveis por matrizes
finitas (como € o caso de varias logicas paraconsistentes) nao ¢ tao trivial.

A generalizacado de circuitos booleanos aqui proposta é alcangada por meio do
cdlculo de anéis de polinomios (CAP) (que sera descrito na Segao 3.2), o qual permite
definir as operagoes das portas através de operacoes polinomiais, com algumas carac-
teristicas interessantes que permitirao definir circuitos para uma ampla variedade de
logicas nao-classicas, incluido algumas nao caracterizaveis por matrizes finitas (Se¢ao
3.3).

Como casos particulares sao apresentados os modelos de circuitos paraconsisten-
tes mbC' (Secao 3.3.1) e de circuitos modais S5 (Segao 3.3.2), mostrando algumas
caracteristicas referentes a eficiéncia destes modelos. Também é definida uma sub-
classe de circuitos modais S5 (através da definigdo de uma negagao paraconsistente,
como foi feito no Capitulo 2, Se¢ao 2.4), nessa classe os circuitos podem ser con-
siderados como sendo paraconsistentes, conservando boas caracteristicas quanto a
eficiéncia.

Antes de introduzir a generalizagdo do modelo de circuitos booleanos para logicas
nao-classicas apresentamos uma defini¢ao formal do modelo cléssico, além de algumas

defini¢oes referentes & complexidade algoritmica.

3.1 Definicoes preliminares

Formalmente um circuito booleano pode ser definido da seguinte maneira:
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Defini¢ao 3.1. Um circuito booleano é um grafo direcionado aciclico C' = (V, E),
onde V é o conjunto de nds e E é o conjunto de arestas. Os nds aos quais nao chega
nenhuma aresta sao chamados entradas do circuito e sdo denotados por variaveis (1,
Z9, ..., Tp) ou por valores constantes em {0,1}; os outros nos sdo chamados portas
légicas, e sdo associados a conectivos em {—,A,V}.! As portas légicas associadas
ao conectivo — tem uma tnica aresta de entrada e as portas logicas associadas aos
conectivos A ou V tem duas arestas de entrada. As arestas sem noés de saida sédo

chamadas saidas do circuito.

Um circuito booleano computa fungoes da forma f: {0,1}"™ — {0, 1} da seguinte

maneira;:

Definigao 3.2. Seja C' um circuito booleano com n varidveis de entrada e m portas
de saida e seja x € {0, 1}" um valor de entrada. C calcula o valor de saida atribuindo

valores a seus nos de maneira indutiva:

e 0 no6 correspondente a variavel de entrada x; toma como valor o i-ésimo digito

de z; e

e 0 no correspondente a uma porta loégica, com arestas de entrada vindo de nés
cujos valores ja foram atribuidos, toma o valor obtido de aplicar (aos valores

de suas entradas) a fungao correspondente ao respetivo conectivo logico.

Os valores atribuidos aos nés que sao saidas do circuito, ordenados de alguma maneira

preestabelecida, representam o valor de saida do circuito (denotado por C(z)).

Como ja foi mencionado no final do Capitulo 1, através de um circuito logico
somente é possivel computar uma fungao da forma f: {0,1}" — {0,1}™, onde o
tamanho do dado de entrada e do dado de saida (n e m respectivamente) sao fixos.
Para computar fungoes onde o dado de entrada pode ser de qualquer tamanho é
preciso definir familias de circuitos. Uma familia de circuitos é uma seqiiéncia infinita

{Cp}nen onde C,, é o circuito que computa as entradas de tamanho n. Estamos aqui

'De maneira mais geral, os circuitos booleanos podem ser definidos como relativos a uma base
(ou conjunto de conectivos), sempre que a base seja um conjunto completo de conectivos para CP.

O conjunto de conectivos mais comummente usado é {—, A, V}.
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interessados na decisao de linguagens através de circuitos logicos, portanto o tamanho
do dado de saida seré sempre m = 1.

O modelo de familias de circuitos 16gicos, como definido acima, é considerado um
modelo de computacao nao-uniforme, pelo fato de definir um algoritmo (ou circuito)
diferente para cada comprimento do dado de entrada. Com este modelo podem ser
computadas func¢oes nao-computéiveis por MTs: considere, por exemplo, a familia de
circuitos booleanos {Cy, },en tal que C,, é um circuito que computa a fun¢ao constante
1 se n corresponde ao codigo de uma MT que nao para para algum dado de entrada
(Cy, pode consistir na negacdo da primeira variavel de entrada mais a disjuncao
desse valor com todas as variaveis de entrada), caso contrario C,, é um circuito que
computa a fungao constante 0 (C,, pode consistir na negacao da primeira variavel de
entrada mais a conjungao desse valor com todas as variaveis de entrada). A familia
de circuitos {Cy, }nen, definida dessa maneira, decide a linguagem L = {z € {0,1}* |
o comprimento de x corresponde ao cédigo de uma MT que nao para para algum
dado de entrada}, a qual é uma linguagem nao-decidivel através de MTs.

A complexidade algoritmica da computacao de fungoes através de familias de
circuitos booleanos é medida, principalmente, com base em dois paraAmetros: o ta-
manho (i.e. o namero de portas) e a profundidade (i.e. o tamanho do maior caminho
entre variaveis de entrada e portas de saidas) dos circuitos em relagao ao tamanho do
valor de entrada. Existem resultados que estabelecem relagoes entre o tamanho dos
circuitos, nas familias de circuitos booleanos, e o tempo de computagao em modelos
de maquinas seqiienciais, como é o caso do modelo classico de MT (alguns desses
resultados serdo mencionados adiante). Por outro lado, existem também resultados
que estabelecem relacoes entre a profundidade dos circuitos e o tempo de computagao
de modelos de maquinas em paralelo (cf. por exemplo [CK02, Segao 6.2.5]).

Antes de definir classes de complexidade algoritmica para familias de circuitos
booleanos é preciso definir o que significa aceitar /rejeitar valores de entrada e decidir

linguagens através deste modelo de computacao.

Definigao 3.3. Seja C,, um circuito booleano com n variaveis de entrada, C,, aceita

(resp. rejeita) um valor de entrada x € {0,1}" se Cp(z) =1 (resp. Cp(z) =0).
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Definicao 3.4. Seja {C), },en uma familia de circuitos booleanos, a linguagem L C
{0,1}* & decidida por {Cy, }nen se, para todo z € {0, 1}*, tem-se que: se x € L entao

C, aceita z, caso contrario C, rejeita x.

Agora podemos definir a classe de complexidade algoritmica P 1y, de linguagens

decidiveis por familias de circuitos booleanos de tamanho polinomial:

P /poly =1L € {0,1}" | existe uma familia de circuitos booleanos que

decide L com circuitos de tamanho no maximo T'(C,) = nF,

para alguma constante k € N}.

Em [ABO09] é demonstrado que P C P /poly- Tal inclusdo é propria, pelo fato de
existir linguagens nao decidiveis em P /.1, (que claramente nao pertencem a P). Em
[AB09] é também demonstrado que BPP C P,y

Usualmente é colocada a restricdo de uniformidade na defini¢do das familias
de circuitos booleanos, para evitar a computacao de fungoes nao computaveis por
méquinas de Turing, indicando como isto que a familia deve poder ser ‘gerada’ por
uma MT (i.e. que existe uma MT tal que comeg¢ando com entrada 1™ produz como
saida uma descrigdo do circuito C), da familia). Além disso, para impedir ocultar
questoes de eficiéncia na defini¢cao da familia, é também exigido que a M'T que gera os
circuitos compute em tempo polinomial (em alguns textos esta condi¢do é chamada
de P-uniformidade). Adicionando esta condigao segue-se que P = P /.1, mas ndo se
segue (de maneira direta) que BPP = P, (a demonstragao de que BPP C P/,
mostra que é possivel definir familias de circuitos booleanos de tamanho polinomial
para todas as linguagens em BPP, mas nao indica como gerar tal familia através de
um algoritmo eficiente).?

O modelo de circuitos logicos é generalizado introduzindo nao-determinismo e
probabilidade, de maneira anéloga a como foi feito com as MTs. Assim, um circuito
booleano nao-deterministico é definido como um circuito no qual a entrada é dividida

em dois valores = e y, sendo x o valor de entrada a ser computado e sendo y um

2S¢ se demonstrar que BPP C P /poly ainda com a condi¢do de P-uniformidade teria-se que

P = BPP, o que néo foi demonstrado até agora e pode ainda ser falso.
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valor obtido de maneira aleatéria. Um circuito booleano nao-deterministico C' aceita
o valor de entrada z se existir um valor y tal que C(z,y) = 1, e rejeita x em caso
contrario. Conseqilientemente, um circuito booleano probabilistico é definido como
um circuito booleano nao-deterministico no qual todos os valores y sao gerados com
a mesma probabilidade, aceitando (resp. rejeitando) a entrada x se C(z,y) = 1
(resp. C(x,y) = 0) para % dos valores que pode tomar y (ou, equivalentemente, se
a probabilidade de que C(z,y) = 1 (resp. C(z,y) = 0) é maior ou igual a %)3 A
defini¢do de decis@ao de linguagens em estas generalizagbes continua sendo a mesma
(Defini¢ao 3.4), mas considerando as novas defini¢oes de aceitagao/rejeigao.

Com as definigdes acima, e considerando somente o tamanho da entrada x (des-
considerando o tamanho de ), sdo introduzidas classes de complexidade algoritmica
anélogas as classes NP e BPP: NP /), (a classe de linguagens decidiveis por fami-
lias de circuitos booleanos nao-deterministicos com tamanho polinomial com respeito
ao tamanho de z) e BPP /1, (a classe de linguagens decidiveis por familias de cir-
cuitos booleanos probabilisticos com tamanho polinomial com respeito ao tamanho
de z e com erro limitado). Obviamente, P /5,1, € BPP /oy € NP /. Um re-
sultado nao obvio é que BPP /., € P01y (portanto BPP Jpoly = P /poly), sem se
considerar a condicdo de P-uniformidade.?

A seguir descrevemos o calculo de anéis de polinémios, para depois generalizar

os circuitos booleanos para logicas nao-classicas.

3.2 O calculo de anéis de polinémios

O CAP, introduzido em [Car05|, consiste basicamente em traduzir formulas de uma
logica em polindémios com coeficientes num corpo finito (ou corpo de Galois), e rea-
lizar dedugoes através de operacoes sobre esses polindmios. Denotando os corpos de
Galois, como é usual, por GF(p"™) (onde p é a caracteristica do corpo, sendo neces-

sariamente um ndimero primo, e n é um nimero natural), as operagdes do CAP sao

3Nesta definicdo, igual ao que acontece na definicdo de aceitacio através de MTs probabilisticas,

o valor % pode ser substituido por qualquer outra constante ¢ tal que % <c<l1l.

4Este resultado é enunciado em [SM02, pag. 778], como um caso especial de um resultado

publicado em [BGS81].



3.2. O célculo de anéis de polinémios 67

governadas pelas seguintes regras:

e Regras do anel, que correspondem as propriedades de adicao e multiplicacao
num anel: a adicao é associativa e comutativa, existe um elemento ‘zero’ e
todo elemento tem ‘inverso aditivo’; a multiplicacao é associativa, existe um

elemento ‘um’ e a multiplicacao é distributiva respeito a adicao.

e Regras polinomiais, que permitem as seguintes redugoes de polindmios: a adigao
de p vezes = pode ser reduzida ao polinémio constante 0, e elementos da forma
z' - 27 podem ser reduzidos a z*(mod ¢(z)), onde k = i 4 j(mod (p" — 1)) e
¢(z) &€ um polindémio primitivo (i.e., um polinémio de grau n nao reduzivel,

com coeficientes em Zy).

e A metarregra de substituicao uniforme, que consiste na substituicao de variaveis

por polindémios (em todas as ocorréncias da variavel).

e A regra de Leibniz, que permite substituir polindomios por polinémios equiva-

lentes.

Definir um CAP para uma légica especifica consiste, portanto, nos seguintes
passos: (1) selecionar um corpo finito F', para representar os valores de verdade, es-
colhendo um subconjunto de elementos como valores designados; (2) definir a fungao
de tradugao de formulas em polindmios com coeficientes em F'; (3) em alguns casos,
definir ‘restri¢cdes polinomiais’, estabelecendo equivaléncias e relacoes de conseqiién-
cia entre diferentes polindmios. Estas definicoes devem ser propostas de tal maneira
que as operagoes sobre os polindémios permitam realizar dedugoes validas.

O CAP pode ser visto como um método de prova ou como uma seméntica algé-
brica na qual a estrutura dos polinémios reflete a estrutura das féormulas da logica.
Para entender o CAP como uma seméantica é preciso adaptar as nogoes de valora¢ao
(Definigao 3.5) e relagao de conseqiiéncia (Defini¢ao 3.6) da seméantica de valoragoes.
As nogoes de satisfagdo e validade sao definidas de igual maneira que na seméntica

de valoragoes, mas levando em consideragao a definigdo de valoragao para o CAP.
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Definigao 3.5. Seja F' o corpo algébrico e X o conjunto de varidveis algébricas de
um CAP para uma logica L; uma L-CAP-valora¢do é uma fungao v: X — F. i.e.,

uma L-CAP-valorag@o é uma atribuicao de valores do corpo as variaveis algébricas.

Para simplificar a notacao, a atribuicao de valores as variaveis em X dada por
—
uma valoragdo v serd denotada por X,, e o valor do polinémio P para a valoragao

v serd denotada por P[}v].

Definigao 3.6. Seja F' o corpo algébrico e X o conjunto de varidveis algébricas
de um CAP para uma logica L, e seja * a funcio de traducdo de formulas de L
a polindmios em F[X]. Considerando D C F (D # )) como sendo o conjunto de
valores designados. Uma féormula o de L é uma L-CA P-conseqiiéncia do conjunto de
formulas T de L (o que sera denotado por I' e, «) se, para toda L-CAP-valoragao
v, tem-se que oz*[)—fv] € D sempre que 'y*[)—(:,] € D para toda formula v € T.

Nos casos em que D é um conjunto unitario (D = {d}) temos que 1 « se e
somente se o é redutivel, através das regras do CAP para L, ao polindomio constante
d.

Vamos agora apresentar, consecutivamente, CAPs para a logica CP, para a 16-
gica paraconsistente mbC' (a qual é uma logica fundamental na hierarquia das ldgicas
da inconsisténcia formal (LFIs), que estende a logica positiva classica incluindo um
conectivo de consisténcia e definindo um conectivo de inconsisténcia através da ne-
gacao da consisténcia, mas onde inconsisténcia e contradicao nao sao equivalentes,
cf. [CCMO07]) e para a logica modal S5.5 Nos trés casos o corpo escolhido é Zs (os
inteiros modulo 2), portanto, as regras polinomiais sdo x +x ~ 0 e - © =~ x, onde
a relagao = indica que o polinémio da esquerda pode ser reduzido ao polinémio da

direita. Consideraremos o 1 de Zy como o tunico valor designado.

®0 CAP para CP e mbC foram introduzidos em [Car05]. No caso de mbC, uma pequena
corregao foi feita em [AC07]. O CAP para S5 foi um resultado obtido no desenvolvimento da idéia
dos S5-circuitos. Com esse resultado escrevemos o artigo [AC09] onde, além da definicdo do CAP
para S5, sdo estabelecidas relagbes deste célculo com uma seméantica algébrica para essa logica,
com logica equacional e com o estilo equacional de provas de Dijkstra-Scholten; indicando como
esses resultados podem ser estendidos a outras logicas modais. O artigo estd sendo submetido a

publicagao numa revista internacional arbitrada.
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Sob a assinatura o = {—, —} (que é um conjunto completo de operadores para
CP), uma wvaloragao cldssica é uma fun¢ao v: ForCP — {0,1} (onde ForCP & o

conjunto de formulas de C'P) tal que:
v(—a) =1 se e somente se v(a) =0,
v(aw — ) =1 se e somente se v(a) = 0 ou v(f) = 1.

O CAP para CP é definido de maneira que os polinémios em que sdo traduzidas

as formulas representam as condigoes de uma valoracgao cléssica:

Definicao 3.7. Seja X = {xp,,2p,,...} um conjunto de variaveis algébricas. O
CAP para C'P é determinado pela funcao de tradugao *: ForCP — Z3[X], definida

recursivamente por:%
(pi)* = xp, se p; € uma variavel proposicional,
(ma)"=a" +1,
(a—= B =a"(f"+1)+1.
Através das definices a VB E —a — feaAf E —(a — =), sao obtidas
as tradugdes para os conectivos V e A, dadas por (aV ()" = o*f* + a* + 3% e

(A B)* = a*p.

O seguinte exemplo mostra como sao realizadas as dedug¢oes no CAP para CP.

Exemplo 3.1. cp pV —p:
(pV-p) =p"(=p)" +p" + (-p)°
=ap(zp+1)+ap+a,+1
R XTpTp +xp + 1
Rrptapt+l
~ 1.
Como conseqiiéncia de que as valoragoes cléssicas constituem uma seméantica

correta e completa para C'P, e da defini¢ao da fungao *, obtém-se o seguinte teorema
(cf. |Car05]):

50s produtos serdo denotados por concatenacio (eliminando o simbolo -) como é usual.
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Teorema 3.1. Fop « se e somente se Rop a.

Vamos agora definir o CAP para mbC. Nessa logica as formulas sdo definidas,
da maneira usual, sobre a assinatura o = {A,V,—, -, 0}, onde o denota o operador
unario de ‘consisténcia’ e tem-se a propriedade de que os operadores nao sao inter-
definiveis. E possivel mostrar que mbC nao é caracterizavel por matrizes finitas, mas
¢ caracterizavel por uma seméntica bi-valorada nao vero-funcional (cf. [CCMO07]).
Nessa seméantica, uma mbC-valora¢ao é definida como uma funcao v: FormbC —

{0,1} (onde FormbC & o conjunto de formulas de mbC) tal que:

= 1 se e somente se v(a) =1 e v(f) =1,

A B)
aV ) =1 se e somente se v(a) =1 ou v(f) =1,

(

(

v(a — B) = 1 se e somente se v(a) = 0 ou v(B) = 1,

( implica v(a) = 1,
(

=0
oa) = 0 implica v(a) = 0 ou v(—a) = 0.

Note que as duas tltimas condi¢es introduzem um certo ‘indeterminismo’ na defi-
nigdo de v, pois nao determinam completamente o valor das formulas complexas em

termos dos valores das subformulas.

Para capturar o indeterminismo presente na definicaio das mbC-valoragoes, o
CAP para mbC é definido introduzindo um elemento adicional: wvaridveis ocultas.
As variaveis ocultas sdo variaveis diferentes daquelas definidas para as varidveis pro-
posicionais, que tomam valores (pertencentes ao corpo) de uma maneira aleatoria.

O CAP para mbC' é definido da seguinte maneira:

L : _ !/ / " / /! :
Definigao 3.8. Sejam X = {xp,,2p,,...} e X' = {x,,,2,,2,,,Ta,, -} conjun-
tos disjuntos de varidveis algébricas, indexadas por varidveis proposicionais p; e por
formulas de mbC denotadas por «;, respectivamente. As variaveis em X’ sao chama-

das de waridveis ocultas. O CAP para mbC' é determinado pela funcao de tradugao
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x: FormbC — Zs[X U X'], definida recursivamente por:

a— ) =a*(f"+1)+1,
—a)* = a*xl, + 1,

oa)* = (a*(xl, + 1) + 1)xl.
O seguinte exemplo mostra uma dedugao com o CAP para mbC:

Exemplo 3.2. k0 (p A —p Aop) — ¢

((pA=pAop) = q)
=(A-pAep) (¢ +1) +1
=p (=p)"(ep)"(¢" + 1) +1
= ap(xpzy, + 1) (zp(x, + 1) + Dy (zg +1) +1
R (wpa), + o) (2pT;, + Tp + 1)y (g + 1) + 1
R (Tpy, + Tpy, + Tpy, + TpTy, + Ty + Tp) 7y (24 + 1) + 1

1.

%

Como conseqiiéncia de que as mbC-valoragoes constituem uma seméntica correta
e completa para mbC, e da defini¢do da fungao *, obtém-se o seguinte teorema (cf.

[Car05]):
Teorema 3.2. b, « se e somente se o Q.

No caso da logica modal S5, pode ser demonstrado que essa logica ndo é carac-
terizavel por matrizes finitas (cf. [CP08|) e também nao é conhecida uma seméantica
bi-valorada néo vero-funcional para essa légica. Portanto, para definir o CAP para
S5 & necessario explorar outro caminho. O caminho que noés seguimos (cf. [AC09)])
é baseado numa defini¢ao sintatica de S5. Como é bem conhecido, S5 pode ser

definido sobre a assinatura ¢ = {—,—,} (onde OO0 denota o operador unario de
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‘necessitacao’), definindo as férmulas da maneira usual e estendendo C'P mediante

a adigao dos seguintes axiomas e regra de inferéncia:

O(a = 8) = (Ba — 0B), (K)
Oa — «a, (T)
a — O-0O-a, (B)
Oa — O0«, (4)
F « implica + Oa. (Nec)

Em S5 é usualmente definido um operador unério de ‘possibilidade’ ¢ por O« S

—-a. Os conectivos A e V sao definidos da mesma forma que em CP.
Na definicdo do CAP para S5, além de incluir varidveis ocultas, sao introduzi-
das restrigoes polinomiais, as quais sao regras adicionais a ser levadas em conta na

redugao dos polindémios. O CAP para S5 é definido por:

Definicao 3.9. Seja ForS5 o conjunto de formulas de S5, e sejam X = {zp,, Tp,, ...}
e X' = {Z0a,, T0ay, - - -} conjuntos disjuntos de variaveis algébricas, indexadas por
variaveis proposicionais p; e por formulas de S5 da forma Oa;. O CAP para S5 é

determinado pela funcao de tradugao *: ForS5 — Zy[X U X'], definida por:
(pi)* = xp, se p; &€ uma variavel proposicional,
()" =a* + 1,
(@ —=p)" =a"(F"+1) + 1,
()" = x0q.-

As variaveis em X’ sao chamadas de varidveis ocultas e estdo condicionadas pelas

seguintes restrigoes polinomiais:

T0(a—p) (:E\:‘oz (xDﬁ + 1)) ~ 0, (CK
roa(a” +1) =0, (cT

)
)
a*(r0-0-a +1) =0, (cB)
20a (2000 + 1) 0, (c4)

)

o ~ 1 implica z, ~ 1. (cNec
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Pelas definigoes dos operadores V e A, as tradugoes para estes conectivos sao as
mesmas que no caso de C'P; e pela definicao de ¢, a tradugdo para este conectivo é
dada por (Qa)* = zg-o + 1.

Algumas propriedades das variaveis ocultas (demonstradas em [AC09]) sao:

Lema 3.1.
zoL ~ 0, (a)
TOaT0-a ~ 0, (b)
TOma & T, (c)
TO-Oma X T0-Oas (d)
T ~ 1 or xog = 1 implica voavg) = 1, (e)
TO(arB) R T0aTOs (1)
T000 X 20as (g)
L0000 A 0-Oas (h)
TO-Oe + 1 =~ 20,- (1)

Um exemplo de dedugéo realizada com o CAP para S5, que mostra o uso das

restri¢coes polinomiais, é o seguinte:

Exemplo 3.3. g5 O(0(p — Op) — p) — O(O0p — p):
(OE(p — Op) — p) — O(00p — p))*
= (OO —0p) = p)"(OO0p — p)* +1) +1
= 20(0(p—0p)—p) (20(0Tp—p) T 1) + 1.

Por outro lado temos que:

(O0p — p)* = (00Op)*(p* + 1) + 1
= (z0-op + D" +1) +1
~ (zoo-p +1)(=p)" +1

~ 1 (pela restrigao polinomial (cB)).
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Logo, pela restri¢dao polinomial (cNec), obtém-se que zgmp—p) ~ 1. Portanto,

(OO — Op) — p) — D(Omp — p))* ~ 1.

As propriedades (a) e (b) do Lema 3.1 permitem eliminar algumas ocorréncias
de variaveis ocultas nos polinémios, enquanto as outras propriedades (com exce¢ao
da propriedade (e)) permitem reduzir a complexidade das formulas que indexam as
variaveis ocultas. Porém, essas nao sao todas as redugoes possiveis. Outras redugoes

validas sao as seguintes:

Lema 3.2.
TO-(anB) X TO(-av-5)> TO~(avg) X T0-aP0-8:
ZOaZ0(avE) ¥ T0as TO(av-a) ~ 1,
TO(ava) =~ Tas TO(ave) =~ TO(BVa)>
TO(av(BVE)) N TO((aVB)VE)s TO(av--p) = T0(ave):
LO(av—(8A6)) & LO(av(~Bv-5))> TO(av-(8v8)) 2 L0(av-8)T0(av-5):
TO(av(pv-g) = 1, TO(av(8AS)) N T0(avB) T aVs)s
TO(evOp) = Tha®0 + T0a + 208, TO(avos) ~ T0a®0-g + 20-5 + 1.

Considerando que — pode ser definido por a — (3 Eav 0 em S5, as proprieda-
des do Lema 3.1 (desconsiderando a propriedade (e)) e do Lema 3.2 permitem reduzir
as variaveis xQ, a casos em que « é um literal (i.e. uma variavel proposicional ou a
negagao de uma variavel proposicional) ou é uma seqiiéncia de disjungoes de literais
nao contraditorios (i.e. uma seqiiéncia de disjungoes de literais onde nao aparecem
p; € —p;, para alguma variavel proposicional p;).

A restri¢ao polinomial (cNec) pode ser substituida pelas propriedades dos lemas
3.1 e (e), devido a que o polinémio a* nao é reduzivel ao polinémio constante 1 para
0s casos nos quais « é uma seqiiéncia de disjungoes de literais nao contraditorios.
Isso permite realizar dedugoes de uma maneira mais simples e totalmente equacional.

Em [ACO09] é demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 3.3. Fg5 a se e somente se g5 a.
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A seguir, vamos generalizar o modelo de circuitos booleanos para logicas néao-

classicas, aproveitando as definigdoes anteriores.

3.3 Circuitos baseados em légicas nao-classicas

Havendo descrito o CAP, fica agora facil estender a nogao de circuitos booleanos

para logicas caracterizaveis por esse tipo de seméntica:

Definigao 3.10. Seja L uma logica proposicional provida de um CAP sobre o corpo
finito GF (p*). Um L-circuito é um grafo direcionado aciclico C = (V, E), onde V ¢
o conjunto de nds e E é o conjunto de arestas. Os nos aos quais nao chega nenhuma
aresta sao chamados entradas do circuito e sao denotados por variaveis (x1, g, .. .,
r,) ou por constantes correspondentes a elementos em {0,1,...,p* — 1}; os outros
nos sdo chamados portas ldgicas, e sao associados a conectivos de L. As portas logicas
tém um numero de arestas de entradas igual a aridade do respectivo conectivo. As

arestas sem noés de saida sao chamadas saidas do circuito.

Um L-circuito computa fungées da forma f: {0,1,...,pF —1}" — {0,1,...,p* —

1}™ da seguinte maneira:

Definigao 3.11. Seja L uma logica proposicional provida de um CAP sobre o corpo
finito GF (p*) e seja C um L-circuito com n variaveis de entrada e m portas de saida.
Para o valor de entrada z € {0,1,...,p* — 1}" o circuito C calcula o valor de saida

atribuindo valores a seus nos de maneira indutiva:

e 0 n6 correspondente a variavel de entrada x; toma como valor o i-ésimo digito

de z; e

e 0 no correspondente a uma porta logica, com arestas de entrada vindo de nés
cujos valores ja foram atribuidos, toma o valor obtido de aplicar (sobre os
valores de entrada) o polindmio definido no CAP para o respetivo conectivo
l6gico; o que pode introduzir variaveis ocultas no processo de computacao. Tais
variaveis ocultas tomam valores em {0,1,... pF— 1}, atribuidos de maneira

aleatoria e levando em consideragao as restrigdes polinomiais (se existirem).
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Os valores atribuidos aos nés que sao saidas do circuito, ordenados de alguma maneira

preestabelecida, representam o valor de saida do circuito (denotado por C(x)).

Note que, devido ao possivel uso de varidveis ocultas, existem L-circuitos nao
deterministicos mesmo considerando que as entradas sao deterministicas, i.e., o inde-
terminismo neste modelo é introduzido pelas operagoes logicas, e ndao por considerar
as entradas como sendo nao deterministicas (como ¢ o caso na defini¢ao de circui-
tos booleanos nao-deterministicos). O indeterminismo é entao uma conseqiiéncia da
logica subjacente.

E importante também notar que, tendo em conta que os corpos usados na defi-
ni¢do do CAP sao finitos, a computabilidade classica (i.e., através de maquinas de
Turing ou formalismos equivalentes) das raizes dos polindomios definidos sobre es-
ses corpos, assegura a computabilidade das fungoes computadas através de familias
uniformes de L-circuitos, para qualquer logica L. Portanto, os L-circuitos nao re-
presentam vantagens quanto & computabilidade (isto é, quanto & extensao da classe
de fungbes computaveis), mas, como sera mostrado a seguir, podem representar in-
teressantes vantagens quanto & eficiéncia.

A seguir descrevemos casos especificos de L-circuitos, para as logicas mbC' e S5,
esclarecendo como o indeterminismo introduzido pelas varidveis ocultas pode levar a

computagoes eficientes.

3.3.1 Circuitos paraconsistentes mbC

O modelo de mbC-circuitos é completamente determinado pelas defini¢oes 3.8, 3.10
e 3.11. Uma primeira pergunta que surge, de maneira natural, é se a classe de
fungoes computéveis através de familias uniformes de mbC-circuitos é igual & classe
de fungdes computéveis através de familias uniformes de circuitos booleanos (ou,
equivalentemente, através de MTs). Por um lado, pelo argumento apresentado acima
para L-circuitos em geral, toda fungao computada por uma familia uniforme de mbC-
circuito é Turing-computéavel (i.e. computavel em MTs). Na outra diregao, devido
ao fato de mbC' ser uma sublogica de C' P, podemos ser levados a pensar que a classe

de fungoes computéveis através de familias uniformes de mbC-circuitos seria menor
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que a classe de fungbes Turing-computéaveis. Porém, como mostrado em [CCMO07,
Teorema 74|, C'P pode ser traduzida em mbC' de maneira conservativa através da

funcao f: ForCP — FormbC definida por:

t(p) = p para toda variavel proposicional p,
tla#tB) = t(a)#1(B) para # € {A,V, =},

t(ma) = t(a) — (p A (=p A op)).

Portanto CP pode também ser vista como uma sublogica de mbC. Através da
tradugao conservativa t (que assegura que I' Fop « se e somente se t(I") b t(a),
onde t(I') = {t(v)|y € I'}), familias uniformes de C' P-circuitos podem ser convertidas
em famfilias uniformes de mbC-circuitos computando as mesmas fungoes.

As vantagens dos mbC-circuitos dizem respeito & complexidade algoritmica. A
seguir, daremos algumas indicacoes de como as varidveis ocultas podem ser usadas
neste modelo.

Considere inicialmente o mbC-circuito definido pela féormula —p A —¢q, represen-
tado graficamente pela Figura 3.1 (denotamos as variaveis de entrada colocando como
subindices as variaveis proposicionais respetivas). Se as variaveis de entrada associa-
das as variaveis proposicionais, tomam ambas o valor 1, o valor de saida do circuito

representa a conjungao da negagao das duas variaveis ocultas (z) e x!). Portanto o

P g
circuito computa essa conjuncao aleatoriamente, embora as entradas tomem o valor

fixo 1.

(xpzy,+1)(zqzy+1)

Figura 3.1: mbC-circuito para a férmula —p A g

Em mbC pode ser definido um operador de negagao classico ~ por ~ « oo

(p A (=p A op)) (pode se verificar que (~ a)* = o* + 1, tal como para a negagao
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em C'P). O circuito para calcular a negacao classica é representado graficamente na

Figura 3.2.

Circuito  o* =
para o 1 a1

(zp(zp+1)+1)zy

Figura 3.2: mbC-circuito para a formula ~ o = o« — (p A (—p A op))

Se quisermos computar aleatoriamente a conjungao das variaveis ocultas (diferen-
temente da conjuncao de suas negagoes), isso pode ser feito através do mbC-circuito
associado a formula ~ —pA ~ —gq: se as varidveis de entrada tomam o valor fixo 1, o
circuito tem como saida zj,zj,.

Generalizando o procedimento anterior, substituindo uniformemente as variaveis
proposicionais p; de uma féormula o de CP por ~ (—p;), obtém-se uma férmula
de mbC' cujo circuito associado, ao fixar os valores de entrada com o valor 1, com-
puta aleatoriamente a fungdo computada deterministicamente pelo circuito booleano
correspondente a «. Desta maneira, podem-se traduzir computacgoes deterministicas
(em circuitos booleanos) a computagoes nao-deterministicas (em mbC-circuitos) sem
considerar entradas aleatorias.

Considerando que as variaveis ocultas tomam os valores 0 e 1 com a mesma
probabilidade (i.e., com probabilidade 1/2), o mbC-circuito definido para a férmula
«, como especificado anteriormente, determina a satisfatibilidade de « com proba-
bilidade dada pelo nimero de valoragoes que fazem « tomar o valor verdadeiro.
Agora a pergunta é a seguinte: podem ser definidos mbC-circuitos tais que, através
das operagoes com variaveis ocultas, calculem deterministicamente (ou pelo menos
probabilisticamente, com probabilidade maior ou igual a 2/3) a satisfatibilidade das

respetivas féormulas o7

Variaveis ocultas podem aparecer nos niveis intermediarios dos mbC-circuitos
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(ou dos L-circuitos em geral) e depois desaparecer devido a redugbes polinomiais
na relagdo com outros conectivos. Isso acontece, por exemplo, no mbC-circuito
da Figura 3.2. Isso sugere que as varidveis ocultas podem ser usadas de alguma
maneira ‘inteligente’ para resolver problemas de forma que os resultados obtidos
sejam corretos com uma alta probabilidade, permitindo assim resolver problemas de
maneira eficiente.

Para especificar de maneira mais ampla a questao colocada acima, vamos intro-
duzir a classe de complexidade algoritmica BPmbC ), como sendo a classe de
linguagens decidiveis por familias de mbC-circuitos com ntimero polinomial de por-
tas (de acordo com o tamanho do dado de entrada) e com erro limitado (definida de
maneira analoga a como foi definida a classe BPP /1, mas sem necessidade de di-
vidir a entrada em dois, pois o indeterminismo nos mbC-circuitos é introduzido pelos
operadores logicos). A questao acima corresponde entao a determinar a rela¢ao de
BPmbC .}, com outras classes de complexidade algoritmica (em particular, com

as que foram mencionadas na Se¢ao 3.1), é isso que fazemos no seguinte teorema.

Teorema 3.4. BPmbC),,,, = BPP,,,,.

Demonstragao. Primeiro vamos provar que BPP /., € BPmbC 1, circuitos bo-
oleanos probabilisticos podem ser traduzidos em mbC-circuitos trocando as entradas
nao deterministicas por subcircuitos correspondentes a mbC-férmulas da forma —p;
(com a condigao de que zp, ndo pode ser uma entrada do circuito original) e fixando
o valor dos xp, com o valor 1. Essa tradugao acrescenta o ntimero de portas logicas
em uma quantidade igual ao ntimero de variaveis de entradas nao deterministicas no
circuito original, que tem de ser menor ao tamanho do circuito, portanto o tamanho
do circuito obtido continua sendo polinomial com respeito ao tamanho do dado de
entrada.

Agora vamos provar que BPmbC ., € BPP /,,: mbC-circuitos podem ser
traduzidos em circuitos booleanos probabilisticos trocando portas de negacao e de
consisténcia (o) por subcircuitos correspondentes a C P-férmulas, respectivamente,
da forma —(aApl) e =(aA—pl) Apl; onde a é a formula que descreve o subcircuito

cuja saida é a entrada da porta a ser trocada, enquanto p/, e p/l sdo novas variaveis
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proposicionais que correspondem a novas entradas x,, e z,s que devem ser consi-
deradas como nao-deterministicas. O nimero de portas acrescentadas na troca das
portas de negagao e de consisténcia é fixo, e o numero total de trocas é igual ao
nimero desses conectivos no circuito original (que é obviamente menor ao tamanho
do circuito), portanto o tamanho do circuito obtido continua sendo polinomial com

respeito ao tamanho do dado de entrada. O

Pelos resultados mencionados na Segao 3.1 e o teorema anterior, BPmbC 1, =
P /p01y = P, se nao se considerar a condigao de P-uniformidade. Contudo, ¢ ainda
possivel que familias P-uniformes de S5-circuitos consigam decidir linguagens de
maneira mais eficiente que as familias P-uniformes de circuitos booleanos (i.e. que
BPmbC,,,, 7P /poly, com a condigao de P-uniformidade). Nesse caso, os mbC-
circuitos mostrariam, de uma outra maneira, que a complexidade algoritmica é rela-

tiva as logicas subjacentes aos modelos de computagao.

3.3.2 Circuitos modais S5

De maneira similar aos mbC-circuitos, os S5-circuitos estao completamente determi-
nados pela definigdo geral de L-circuito (defini¢oes 3.10 e 3.11) e pela defini¢ao do
CAP para a logica modal S5 (Definicdo 3.9). E facil mostrar também que a classe
de fungoes computaveis por familias uniformes de S5-circuitos é a mesma classe das
fungoes computaveis por familias uniformes de circuitos booleanos. Vamos mostrar
a seguir, contudo, como os Sb5-circuitos podem ser usados para calcular fungoes e
resolver problemas de maneira eficiente.

Diferentemente do que acontece no CAP para mbC', no CAP para S5 as varidveis
ocultas nem sempre tomam valores de maneira totalmente aleatéria. As restrigoes
polinomiais, presentes na definicdo do CAP para S5, estabelecem certas inter-relagoes
entre variaveis ocultas e variaveis associadas a varidveis proposicionais. Por exemplo,
pela restri¢ao polinomial (cT), se x;, toma o valor 0 entao x, também toma o valor 0.
Esta caracteristica impede pensar nas variaveis ocultas, introduzidas pelos conectivos
légicos, como simples entradas aleatoérias, permitindo um melhor aproveitamento

dessa varidveis no processo de computagao.
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De maneira analoga ao que fizemos com os mbC-circuitos, vamos introduzir a
classe de complexidade algoritmica BPS5 ., como sendo a classe de linguagens
decidiveis por mbC-circuitos com nimero polinomial de portas e com erro limitado.
Para mostrar as potencialidades dos S5-circuitos quanto & eficiéncia vamos estabele-

cer algumas relagoes entre BPS5 .1, e outras classes de complexidade algoritmica.

Teorema 3.5. BPP,,,, C BPS5,,,,

Demonstracao. Circuitos booleanos probabilisticos podem ser traduzidos em S5-
circuitos trocando as entradas aleatorias por subcircuitos correspondentes a férmulas
Op; (com a condicao de que x,, nao pode ser uma entrada do circuito original) e
fixando o valor das entradas x,, com o valor 1, o que acrescenta o nimero de portas
do circuito original no maximo em um ntmero polinomial respeito ao tamanho do

dado de entrada. O

Vamos voltar ao problema que estavamos tentando resolver na segao anterior,
que consiste em determinar satisfatibilidade de férmulas de C' P de maneira eficiente
aproveitando as variaveis ocultas presentes nos L-circuitos. Vamos considerar a como
sendo uma formula de C'P e vamos denotar por a[p;/3;] a formula obtida ao substituir
em « as variaveis p; por ;. Através do S5-circuito C' definido por Qalp;/Op;] V
Oalp;/Og;] (Figura 3.3), fixando os valores das entradas zp, € x4, com o valor 1, pode-
se determinar a satisfatibilidade de o de maneira probabilistica com erro limitado,
acrescentando somente um nimero polinomial de portas respeito ao tamanho da
formula « (denotaremos por C; o circuito descrito pela formula (Qafp;/Op;]) e por

(s o circuito descrito pela formula (Oafp;/Ogi])):

e Se a ¢ tautologia (Qalp;/Opi])* = zg-afp,/op,) + 1 = 1 (pelo Teorema 3.3,
a restrigdo polinomial (cNec) e a propriedade (b) do Lema 3.1), portanto
Ci(x) = 1 independentemente do valor de entrada x. Se a é contradigao
(Calpi/Op;i])* ~ 0 (pelo Teorema 3.3 e a restrigdo polinomial (cNec)), portanto
C1(z) = 0 independentemente do valor de entrada x. Se a ndo é tautologia
nem contradigao, a probabilidade de que C1(1™) = 1 é igual a soma da pro-

babilidade de que (a[p;/Op;])* = 1 (com as entradas z), fixadas no valor 1),
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que ¢ maior do que 0, mais a probabilidade de que zg-q[p,/mp;) = 0 dado que

(af[pi/Opi])* = 0, que por pressuposto é % Portanto, a probabilidade de que

1
3

C1(1™) =1 é estritamente maior do que
e Obviamente C5 tem o mesmo comportamento de C7, conseqiientemente temos
que C(1?") = 1 com probabilidade 1 se « for tautologia, C'(1?®) = 0 com
probabilidade 1 se « for contradi¢io e C(12") = 1 com probabilidade maior do

que % se a nao é contradicao nem tautologia.

e O numero de portas de C é duas vezes o nimero de conectivos em «, mais duas

vezes 0 numero de variaveis proposicionais em «, mais 3 (trés).

(0]

Circuito: api/Op:]*

. para « ZDﬁa[pi/Dpi]+1
V | #0-alp; /Op;1¥0-alp; /Oq;) 1
Fa ——(0}
Circuito  alpi/Ug]* “Oalp;/Oa;] T
para «

Figura 3.3: S5-circuito para determinar a satisfatibilidade de o

O resultado acima sugere que todas as linguagens em NP podem ser decididas
por familias de S5-circuitos, com ntimero polinomial de portas em relagao ao tama-
nho do dado de entrada, de maneira probabilistica e com erro limitado (i.e. que
NP 01y € BPS5/,.1y); pois indica como determinar satisfatibilidade de formulas
de CP (que é um problema NP-completo) de maneira eficiente. Porém, a solucao
proposta define um S5-circuito diferente para cada férmula de CP (nao uma familia
com um unico circuito para cada tamanho do dado de entrada) e a generaliza¢ao nao
parece facil, pois ao considerar circuitos que permitam representar formulas arbitra-
rias (de um certo tamanho) perde-se a possibilidade de que a férmula que descreve

tal circuito seja uma tautologia ou uma contradi¢cdo, nao permitindo aproveitar de
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maneira direta o condigdo (cNec). Contudo, o subcircuito associado a formula «
pode ser considerado como se fosse um ‘oraculo’, que calcula o valor de verdade de
«a recebendo como entrada os valores de suas variaveis proposicionais. Deste modo,
a inclusao NP /., € BPS5 ), pode ser obtida como relativa a oraculos que cor-
respondem a circuitos na classe P,y .

E evidente que a validagdo da condigao (cNec) envolve uma operacio complexa: a
determinacao de se a® =~ 1. Contudo, os resultados que apresentamos sao evidéncias
a favor da eficiéncia dos S5-circuitos, o que indica uma vez mais que a complexidade
algoritmica pode ser vista como sendo relativa as logicas subjacentes aos modelos de
computacao.

De maneira similar ao que acontece com os modelos de MTPs, é dificil aceitar, de
maneira direta, que o modelo de L-circuitos (em particular para o caso de S5) seja
um modelo de computagao ‘razoavel’ (no sentido de ser fisicamente construtivel).
E interessante, portanto, pensar em L-circuitos definidos através de outras logicas
nao-classicas ou em subclasses de S5-circuitos que permitam ainda realizar tarefas
de maneira eficiente, mas que nao envolvam operacoes complexas de maneira tao
evidente. Nesta dire¢do, retomando idéias que ja foram apresentadas no capitulo
anterior, pode se considerar a logica paraconsistente PN S5 (definida na Segao 2.4.1).
Na subclasse de PN S5-circuitos é possivel ainda computar a satisfatibilidade de
uma C'P-férmula «, de maneira probabilistica com erro limitado, através do circuito
definido pela formula a[p; /Op;]V (e [p; /Og;] V ea[p; /Or;i]). O que pode ser vantajoso
se existir um CAP para PN S5 que nao envolva operagoes complexas.

No Capitulo 5 serao apresentadas relagdes do modelo de L-circuitos (para os casos
particulares das logicas aqui consideradas) com modelos de computacdo quéantica,
procurando, desta maneira, explicar algumas caracteristicas da computagao quéntica
a partir de outra perspectiva légica e, na outra direcao, dando evidéncias para que

se possa considerar este modelo (para certas logicas especificas) como ‘razoavel’.



Capitulo 4
Computacao quantica

A computacdo qudntica investiga os fundamentos de uma teoria da computacao base-
ada nos principios da mecanica quantica (i.e., da teoria fisica que trata da estrutura
da matéria). Embora a mecénica quantica tenha sido formulada na década de 1920
e a teoria da computabilidade tenha surgido na década de 1930, foi s6 na década
de 1980 que foram definidos os primeiros modelos de computagao através da mecé-
nica quantica, e a partir dai comecaram a ser estudadas as vantagens que esta nova
abordagem dos processos de computagao pode trazer.

Numa conferéncia sobre ‘fisica e computagao’ que teve lugar no MIT em 1981,
Richard Feynman formulou uma pergunta crucial: seriam os fenémenos da mecé-
nica quantica eficientemente simuléveis numa méquina de Turing classica? Feynman
apresentou boas razoes para acreditar que a resposta fosse negativa, argumentando
que tal simulacdo parece impossivel sem incorrer num retardo exponencial. Além
disso, sugeriu que para poder simular eficientemente a evolucao dos sistemas quéan-
ticos seriam necessarios computadores que funcionassem de acordo com as leis da
mecanica quantica; nao definiu, porém, um modelo apropriado para tal objetivo.
Estas idéias foram publicadas em [Fey82].!

Poucos anos depois David Deutsch formalizou a idéia de Feynman, definindo

'E importante indicar que Yuri Manin, em seu livro [Man80], ja tinha apontado as possiveis
vantagens de construir computadores sob os principios da mecanica quantica, mas nesse momento

a idéia nao foi suficientemente divulgada.

85
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modelos de computacao baseados na mecénica quéantica. Tendo inicialmente gene-
ralizado o modelo de MTs através de um modelo de mdquinas de Turing qudnticas
(MTQs) (em [Deu85]), posteriormente Deutsch formulou o modelo de circuitos logi-
cos através de um modelo de circuitos quanticos (CQs) (em [Deu89]). Esses modelos

serao descritos na Segao 4.2.

Em |[Deu85| Deutsch, além de definir o modelo de MTQs, mostrou a existéncia
de uma MTQ universal, a qual tem a limitagdo de estar submetida a um retardo
exponencial na simulagdo da MTQ que recebe como entrada. KEssa limitacao foi
superada por Ethan Bernstein e Umesh Vazirani, em [BV93] (uma versao melhorada
desse artigo ¢ [BV97]), definindo um modelo de MTQ universal que permite simular

qualquer MTQ em tempo polinomial.

Outro resultado importante, que vale a pena mencionar aqui, é a demonstragao
da equivaléncia entre os modelos de MTQs e CQs obtida por Andrew Yao (publicada
em [Ya093]). Yao demonstrou que qualquer fungao computével em tempo polinomial
numa MTQ pode ser computada por um CQ de tamanho polinomial. Esse resultado
legitima a definicdo de algoritmos quénticos através de CQs, ao invés de MTQs, o
que parece facilitar o trabalho de se especificar algoritmos quéanticos.

Desde a definicao dos modelos de MTQs e CQs, sao varios os algoritmos quan-
ticos que tém sido definidos (na Segao 4.3 serdo descritos alguns deles), mostrando
algumas vantagens quanto a eficiéncia desses modelos de computacao com respeito
a seus analogos classicos. Entre esses algoritmos, o mais influente, que levou muitos
pesquisadores a acreditar nas potencialidades da computacao quéntica e impulsou
fortemente a pesquisa nessa area, é o algoritmo de fatoragdao de inteiros em tempo
polinomial, proposto por Peter Shor em [Sho94| (uma versao mais recente desse ar-
tigo é [Sho97]). Nao existe nenhum algoritmo classico que permita fatorar inteiros
em tempo polinomial, e a complexidade para realizar esta tarefa é chave para o bom
funcionamento dos protocolos de encriptacao de dados. Porém, pelo fato de que nao
se conhece a verdadeira complexidade deste problema (é um problema na classe NP,
o qual se acredita que nao pertence a P e que nao ¢ NP-Completo), a existéncia deste
algoritmo nao implica, dentro do quadro tedrico atual, a superioridade em eficiéncia

dos modelos de computagao quantica.
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Antes de descrever os modelos de computacdo quantica e de explicar alguns
algoritmos, vamos apresentar uma breve introdugao & mecénica quéantica, limitando-

nos aos elementos necessarios para uma compreensao dos modelos de MTQs e CQs.

4.1 Uma breve introducao & mecanica quantica

A mecanica quéntica surgiu, a comegos do século XX, como resposta ao descobri-
mento de véarios fendémenos que estavam em contradi¢do com as leis postuladas pela
fisica cléssica, principalmente o chamado problema de ‘radiacao de corpo negro’. Os
calculos realizados, através das teorias fisicas predominantes nessa época, para deter-
minar a intensidade de radiagao de corpos negros quando aquecidos (em fungao dos
comprimentos de onda), eram totalmente divergentes com os dados obtidos experi-
mentalmente. Para resolver esse problema, Max Planck em 1900 propds considerar a
amissao de radiagoes como ocorrendo em pacotes (ou ‘quanta’) de energia. Com esse
pressuposto, que segundo ele mesmo era um simples artificio matematico sem valor
fisico, conseguiu dar uma formulacao teérica que permitia calcular valores muito pro-
ximos aos obtidos experimentalmente. A idéia de ‘quantizacao’ foi depois usada por
Albert Einstein, em 1905, para explicar o chamado ‘efeito fotoelétrico’. Porém, foi s6
na década de 1920 que se chegou a formalizagao da teoria quantica como o resultado
do trabalho conjunto de varios fisicos, entre eles Niels Bohr, Werner Heisenberg, Max
Born, Louis de Broglie, Erwin Schrédinger e Paul Dirac.

Inicialmente, em 1925, Heisenberg propos a mecdnica matricial na qual sao re-
presentados os niveis de energia através de auto-valores de matrizes infinitas. Depois,
em 1926, Schrédinger introduz a mecdnica ondulatdria, representando a evolucao dos
sistemas quanticos através de uma equagao de onda, hoje chamada de ‘equacao de
Schrédinger’. Nesse mesmo ano, o proprio Schrodinger demonstrou a equivaléncia
entre essas duas formulacoes. Posteriormente, a mecinica matricial e a mecénica
ondulatéria foram imersas numa teoria mais geral, em boa parte gragas ao esforco
de Paul Dirac e John von Neuman. Foi entdao que essa teoria comecou ser chamada
de mecdnica qudntica.

Na formalizacdo de von Neumann-Dirac a mecénica quantica é apresentada por
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meio de postulados. Tais postulados indicam como representar sistemas fisicos mi-
croscopicos através de estruturas matematicas chamadas espacos de Hilbert, como

serd descrito a seguir (tomando como referéncia [NC00] e [Gru99]):2

Postulado 1. Todo sistema fisico isolado tem associado um espago de Hilbert (De-
finigdo B.15), o qual é chamado de espago de estados do sistema. O sistema é com-
pletamente descrito por seu vetor de estado, o qual é um vetor unitario (Defini¢ao

B.20) no espago de estados do sistema.

Os espacos de Hilbert considerados na mecénica quantica sao espagos de Hilbert
complexos, i.e., espagos de Hilbert definidos sobre o corpo dos nimeros complexos;
portanto, os espagos de Hilbert de dimensao n (onde n é um ntumero natural) podem
ser considerados como sendo C™ (o espago de Hilbert sobre o corpo C dos ntimeros
complexos onde os vetores sdo n-uplas de elementos em C). O sistema quantico
mais simples e de maior relevancia para a computac¢ao quantica é o qubit (ou bit
qudntico), utilizado como a unidade bésica de informagao, anélogo ao bit na compu-
tagdo classica. Formalmente, um qubit é um vetor unitario num espago de estados
bidimensional (para uma descri¢do matemética mais precisa ver Apéndice B) .

O estado geral de um qubit é usualmente definido usando a notagao de Dirac,
e tal notagao é utilizada no formalismo da mecéinica quantica com o objetivo de
simplificar o contetido notacional e facilitar o entendimento das equacoes. Como
apresentado na Defini¢ao B.18, na notagao de Dirac os vetores sdo denotados por | -)
e sao chamados de ket e os vetores duais (i.e., os vetores transpostos conjugados dos
kets, veja Definigao B.17) sao denotados por (- | e sdo chamados de bra. Utilizando
a notagao de Dirac e tomando |0) e | 1) como os vetores base do espago de estados

bidimensional, o estado geral de um qubit é definido pela equacao:

[4) = al0) +5]1), (4.1)

onde o e B sdo nameros complexos. A condicdo de que o vetor v seja unitario

(Definicao B.20) é equivalente & condigdo de que |a|? + |3|> = 1, onde |a| denota o

2No Apéndice B sao apresentados elementos de algebra linear necessarios para entender a mecé-
nica quantica no nivel que aqui precisamos. As definigdes no apéndice serdo usadas nos postulados

e na descrigao de conceitos a seguir.
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modulo de a;? tal condicio é comumente chamada de condi¢io de normalizagdo. Os
coeficientes « e 3 sdo denominados amplitudes de probabilidade.

Comumente |0) e | 1) sdo tomados como os vetores-coluna:

1 0
10) = 0 1) = A (4.2)

Um qubit é diferente de um bit classico pelo fato de que o qubit pode estar numa
superposi¢ao de estados (dada pela equagao (4.1)), o qual pode ser interpretado
fisicamente como a existéncia simultdnea do qubit nos estados [0) e |1).

Existem véarios referentes fisicos que podem ser usados na implementacao de um
qubit; um deles é o estado de spin, ou direcdo do momento angular, de uma particula
de spin 1/2.

A funcao que descreve o estado de um sistema quéntico, atribuindo amplitudes
de probabilidade aos diferentes estados base do sistema (que no caso de um qubit é

dada pela equagao 4.1), é usualmente chamada de fun¢do de onda.

Postulado 2. A evolucdo de um sistema quantico fechado é descrita por uma trans-
formagao unitdria, i.e., o estado |1 ) de um sistema no tempo t; se relaciona com o
estado |9 ) do sistema no tempo to por um operador unitario U (Defini¢ao B.26),

chamado operador de evolucdo, o qual depende somente dos tempos t; e to,

[¥") =Ulv). (4.3)

O postulado 2 descreve como os estados de um sistema quéntico em dois instantes
de tempo diferentes estao relacionados, enquanto o sistema nao é observado. Uma
versao mais refinada deste postulado pode ser expressa através da equagao de Schro-
dinger, a qual descreve a evolucdo de um sistema quantico em tempo continuo.? Os
modelos de MTQs e CQs sao modelos discretos de computagao, portanto é suficiente

apresentar o Postulado 2 na sua versdo mais simples.®

30 modulo de um némero complexo a = a + bi é definido por lo| = Vaa = va? + b2, onde
a = a — bi é chamado o conjugado de a.

4A equacdo de Schrédinger e a derivagdo do postulado 2 (a partir dessa versdo mais refinada)
s@o apresentadas em [NCO00, p. 82-83].

*Existem modelos de computagio quéntica continua, como os descritos em [LB99], [Bra98| e

[VS00]; mas esses modelos nao serao aqui apresentados.
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Um operador unitéario U pode ser representado, com respeito a uma base B,
por meio de uma matriz M (Definigdo B.10) tal que, para estados |i), |j) € B, o
elemento na fila ¢ e coluna j de M representa a amplitude de transi¢ao do estado |5 )
ao estado |4 ). Além disso, como U é um operador unitario, tem a propriedade de que
se Ul) = |9') entdo |9 ) = UT| ') (onde UT representa a transposta conjugada de
U), o que expressa o fato fisico de que os processos quantico sdo reversiveis (desde
que nao seja realizada nenhuma medigao sobre o sistema) e que U t representa o
processo inverso a U.

Exemplos de matrizes unitarias para operar sobre qubits sdo as chamadas matri-

zes de Pauli:

01 )
X = , Y = , Z = . (4.4)
0 .

A linearidade (Defini¢ao B.9) dos operadores unitarios permite especificar as transfor-
magoes que realizam indicando somente as mudancas sobre os estados base. Assim,

as matrizes de Pauli realizam as seguintes transformagdes:

1) — —|1). (4.7)

Na evolugao de um sistema quéntico pode ocorrer um fenémeno denominado
interferéncia qudntica. FEsse fendomeno é representado pela soma (interferéncia
construtiva) ou a subtragao (interferéncia destrutiva) das amplitudes de probabi-
lidade para o mesmo estado base. Considere, por exemplo, o estado de um qubit
|v)=1/v2(]0)+]1)) e o operador unitario:

1 |1 1

H=—sl ] (4.8)
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O operador H realiza as seguintes transformagoes:
1
H:|0)— —(|0)+ 1)),
10) 7 (10} +11))

1
1)— —(]0)—1|1)). 4.9
1) \/5(! )—11)) (4.9)
Ao aplicar H sobre o estado |1) obtém-se:

1

H|y)=—=(H|0)+ H|1)) (pela linearidade de H)

S

2

1 1 1
_ <ﬂ(\o>+11>)+\/§(!0>—\1>>)

1 1 1
0 =1 —-10)—<|1
10)+ 511 +510) = /1)

S

N |

0

~

Note que as amplitudes de probabilidade do estado | 0) se somam (o que indica que
houve interferéncia construtiva), enquanto as amplitudes de probabilidade do estado

| 1) se subtraem (o que indica que houve interferéncia destrutiva).

Postulado 3. As propriedades dos sistemas quanticos que podem ser medidas sao
chamadas observdveis e sao representadas por operadores auto-adjuntos (Defini¢ao
B.25). A saida numérica de uma medigao, de um estado | ) com respeito a um
observavel A, é um dos auto-valores de A (os conceitos de auto-valor, auto-vetor
e auto-espago sao apresentados na Definigao B.22). Ao se realizar a medi¢ao, o

auto-valor m; é obtido com probabilidade:

Pr(m;) = (¢ |P[v), (4.10)

onde P; é o projetor no auto-espago de A com respeito ao auto-valor m; (i.e., P, =
| mi)(m; |, sendo | m;) o auto-vetor associado ao auto-valor m;).

O Postulado 3 descreve um tipo especial de medigoes em sistemas quanticos
chamadas medidas projetivas, o que é suficiente para nossos propoésitos. Uma versao
mais geral desse postulado pode ser encontrada em [NCO00|.

A medicao tem um efeito colateral, que consiste no colapso do estado do sistema
(representado pela fungao de onda) ao estado representado pelo auto-vetor |v)

associado ao auto-valor obtido na medigao.



92 Capitulo 4. Computacgao quantica

Para o caso de um qubit pode ser construido um observéavel A, o qual é chamado
de observdvel padrao, usando a representacao diagonal (Defini¢ao B.23) e tomando

como auto-vetores |0) e | 1), com os respectivos auto-valores 0 e 1; assim:
10 0 0
A=0/0)(0|+1]1)(1|=0 +1 = . (4.11)
0 0 1 1

Para o estado |¢) = «|0) + (| 1), numa medi¢do com respeito a A obtém-se o
valor 0 como saida com probabilidade Pr(0) = (¢[|0)(0]|%) = |a|?, ou valor 1
com probabilidade Pr(1) = (|| 1)(1]|¢) = |8]%. O estado do sistema depois da
medigao colapsa ao estado |0) ou |1), dependendo de se o valor obtido na medicao
¢ 0 ou 1, respectivamente.

Diferentemente da mecénica classica, na mecanica quéntica a observagao ou me-
digdo de um sistema influi nele de maneira radical, fazendo-o mudar de estado de
uma maneira nao deterministica, perdendo irreversivelmente o estado anterior a me-
dicio. E esta uma das grandes diferencas entre a mecanica classica e a mecanica
quéntica: a medicao é o ato que introduz indeterminismo e probabilidade na teoria

quantica.

Postulado 4. O espago de estados de um sistema fisico composto é o produto
tensorial (Definigao B.27) dos espagos de estados dos sistemas fisicos que o compoem.
Além disso, se se tem os sistemas numerados de 1 a n nos estados representados por
|Y1) a |1y ), respectivamente, entdo, o estado do sistema composto por esses n

subsistemas ¢é representado por |11 ) ® |[12) ® ... ® | ¢y ) (Definicao B.28).

O espago de estados bidimensional associado a um qubit é comumente deno-
tado por Hs. De acordo com o postulado 4, um registro composto por dois qu-
bits, usualmente chamado de 2-qubit, tem associado um espaco de estados Hy =
Hy; ® Hy (um espago vetorial de dimensdo 4). A base padrao de tal espago é
{]0,0),]0,1),]1,0),|1,1)}, onde |4,5) denota o produto tensorial |i) ® [j). O

estado geral de um 2-qubit é da forma:

\w>:ao\O,O)+a1|0,1>+a2\1,0>—i—a3|1,1>, (4.12)



4.1. Uma breve introdugao 4 mecéanica quantica 93

e a condigao de normalizagao é:
|aol” + [ + [aa]? + Jas|? = 1. (4.13)

De maneira mais geral, para um registro composto por n qubits, chamado de

n-qubit, o espago de estados é Hon = H2®" (onde HSQ" representa o produto tensorial
n—vezes

——
Hy; ®...® Hy. O espago Hon é de dimensao 2™). Para uma base B = {| ;)]0 < i <

2"} de Han, o estado geral de um n-qubit é da forma:

2" —1
) = aili), (4.14)
=0
e a condicdao de normalizacao é:
2n—1
> e =1. (4.15)
1=0

Na mecéanica quantica os sistemas compostos tém uma propriedade particular:
alguns estados de sistemas compostos nao podem ser expressos através do produto
tensorial dos estados dos sistemas que o compoem, esses estados sao chamados esta-
dos emaranhados. Um exemplo de estado emaranhado de um 2-qubit é o seguinte:

1
V2
Se se supuser que existem qubits |p) e |v) com estados |¢) = ap|0) + a;|1)
e |v) = Bol0) + Ai[1), tais que |[¢) = |@) @ [7), entdo [¢) = aofo|0,0) +
aof1]0,1) + a1Bo[1,0) + a1 Bi|1,1), logo apBo = 1B = 1/v2 e apBr = 1By = 0;

mas isso nao é possivel, pois ooy = 0 implica que a9 = 0 ou B; = 0, logo, no

[¥) (10,0) +1,1)). (4.16)

primeiro caso (ag = 0) obtém-se que agfy = 0, o que contradiz que apfy = 1/v2, e
no segundo caso (41 = 0) obtém-se que a1 31 = 0, o que contradiz que a3 = 1/v2.
Portanto, |1 ) nao pode ser expresso como produto tensorial de dois qubits.

Note que no estado |9 ), se se realizar uma medicao sobre qualquer um dos qubits,
baseado no observavel padrao descrito acima, obtém-se o valor 0 com probabilidade
1/2 ou o valor 1 também com probabilidade 1/2. Porém, apods a realizagdo da me-

digao sobre um dos dois qubits o estado do sistema composto colapsa a |0,0) (se
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o valor 0 for obtido na medigao) ou a |1,1) (se o valor 1 for obtido na medigao).
Portanto, ao medir o outro qubit vai-se obter o valor 0 com probabilidade 1, ou o
valor 1 com probabilidade 1, respectivamente. i.e., a medi¢ao do estado de um dos
qubits determina o estado do outro qubit, e o mais assombroso é que isso de fato
acontece, mesmo em situagoes em que os dois qubits estao distantes um do outro.
Os estados emaranhados nao tém equivalente na fisica classica, e sua existéncia é
uma das caracteristicas mais contra-intuitivas da mecénica quantica. Sua relevancia
na defini¢do de algoritmos quéanticos eficientes nao é ainda clara.

Os postulados 1 a 4 determinam completamente como deve ser descrito um sis-
tema fisico microscopico, com evolucao temporal discreta, o que é suficiente para a
descri¢ao dos modelos de MTQs e CQs.

Embora a mecéanica quéantica tenha se mostrado experimentalmente valida, ainda
hoje, oitenta anos ap6s o surgimento dessa teoria, ndo existe um consenso entre os
fisicos de como interpreté-la para explicar de maneira unificada o que acontece a
nivel microscopico. A partir da primeira formulagao da mecénica quéntica surgiram
varias interpretagoes dessa teoria, interpretagoes essas com pontos de divergéncia
muito fortes, e algumas delas com elementos bastante discutiveis.

Entre as diferentes interpretagdes da mecéanica quantica a de maior aceitacdo é a
chamada interpretagao de Copenhagen (embora recentemente outras interpretagoes
estejam ganhando aceitagao, segundo [Teg98|). Tal interpretagao, contudo, néo con-
siste em um conjunto de idéias tnicas e claramente definidas, mostrando-se como um
denominador comum de varios pontos de vista divergentes em miltiplos aspectos,
mas baseada principalmente na nocao de complementaridade de Niels Bohr.

Como descrito por Max Jammer em [Jam74, p. 104], mesmo que nao seja facil
se definir a nocao de complementaridade sugerida por Bohr, as idéias expostas por
ele podem ser descritas indicando quando uma teoria pode ser interpretada via com-
plementariedade. Uma teoria T admite uma interpretacao via complementaridade

se as seguintes condig¢Oes sao satisfeitas:
1. T contém (pelo menos) duas descrigoes D; e Dy de seus aspectos substanciais.

2. D1 e Dy se referem ao mesmo universo de discurso U (no caso de Bohr, a
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microfisica).
3. Nem D7 nem D», isoladamente, dao conta exaustiva dos fenémenos de U.

4. D1 e Dy sao mutuamente excludentes, no sentido em que sua combinagao,

numa descri¢ao Unica, leva a contradigoes logicas.

No caso da mecéanica quantica, D{ e Do podem ser tomadas como as descri¢oes que
interpretam os objetos microfisicos como ondas e como particulas, respectivamente,
levando & chamada dualidade onda-particula.

A nocéo de interpretacido via complementaridade sugere, naturalmente, a possi-
bilidade de se utilizar alguma l6gica paraconsistente como logica subjacente a teorias
que admitam tal tipo de interpretacao, em particular & mecénica quéntica. Essa é
precisamente a idéia que trabalham Newton da Costa e Decio Krause em [dK04] (cf.
também [dK06]), onde eles chamam de c-theories as teorias com estas caracteristicas.
Ainda de uma maneira mais especifica, a nocao de interpretacao via complementa-
ridade sugere que se lance mao da idéia de seméantica de tradugoes possiveis (ja
mencionada no final do Capitulo 2): aspectos complementares poderiam ser pensa-
dos como diferentes tradugoes do mesmo estado de coisas.

Ainda em relagao & interpretagdo de Copenhagen, é importante ressaltar que
nessa interpretagado é possivel afirmar que existem grandezas fisicas que nao tém
valores determinados em certos estados quanticos. E s6 através da medicdo que se
determinam tais grandezas. Portanto, a funcdo de onda s6 pode ser considerada
como uma ferramenta para calcular as probabilidades dos valores a ser obtidos nas
medigoes.

Outro tipo de interpretagdo da mecénica quantica conhecida como interpreta-
¢ao de miltiplos mundos, da qual existem varias versoes (cf. [Vai02]), consiste de
variagoes, reinterpretacoes ou aprimoramentos da interpretacdo de estados relativos
proposta por Hugh Everett em [Eve57|. Na interpretagao de multiplos mundos a fun-
¢ao de onda nunca colapsa. Antes da medicdo todos os possiveis estados coexistem
no ‘mundo’ descrito pela fungao de onda | ). A medigao divide o mundo em multi-
plos ramos ou multiplos mundos igualmente reais, cada um dos quais corresponde a

um componente classico da superposigao |1 ). A interpretagao de multiplos mundos
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baseia-se no postulado de que todo sistema isolado evolui deterministicamente, de
acordo com a equagao de Schrodinger, e portanto, como o universo é um sistema iso-
lado, deve necessariamente evoluir de acordo com tal equagao. O colapso da fungao
de onda violaria tal postulado.

Um outro tipo de interpretagao da mecénica quéntica, que nos interessa aqui
mencionar, é a chamada interpretaciao de varidveis ocultas® (também referida como
teorias de varidveis ocultas, pois algumas dessas ‘interpretagoes’ nao somente inter-
pretam a mecénica quantica mas também introduzem novos elementos na formaliza-
¢ao). Uma caracteristica dessas teorias é a tentativa de formalizar a idéia, ja sugerida
por Einstein, de que a natureza age de maneira totalmente deterministica e portanto
a mecanica quantica s6 pode ser vista como uma aproximacao probabilistica & rea-
lidade fisica, sendo o indeterminismo o produto do desconhecimento dos valores de
certas propriedades ou ‘variaveis ocultas’. Neste tipo de interpretacao também nao
hé colapso da fun¢éo de onda, pois o estado do sistema é sempre totalmente deter-
minado pelos valores das variaveis ocultas. A chamada ‘teoria de de Broglie-Bohm’

¢ talvez a mais representativa dentro deste tipo de interpretacoes.”

4.2 Modelos de computagao quantica

Como mencionado acima, nesta secao vamos apresentar os modelos de MTQs e CQs,
modelos estes que podem ser considerados como os modelos ‘padroes’ da computagao
quéantica. O modelo de MTQs sera apresentado seguindo [0za98] e [ON00], e o
modelo de CQs sera apresentado seguindo [NC00| e [Gru99|.

4.2.1 Maquinas de Turing quanticas

O modelo de MTQ é uma generalizagao natural do modelo de MTs, definido mediante

a suposicao de que os elementos da méquina correspondem a observaveis de um

SEm principio, as variaveis ocultas introduzidas no calculo de anéis de polinémios (Secao 3.2) séo
diferentes das variaveis ocultas da interpretagdo da mecanica quantica. Contudo, o uso de variaveis
ocultas no célculo de anéis de polinémios foi inspirado nas teorias quanticas de variaveis ocultas.

De fato, essas variaveis foram inicialmente chamadas de varidveis qudnticas em [Car05].
"Para maior informacio a respeito de teorias de variaveis ocultas veja [Gen05].
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sistema fisico microscopico.

Na generalizagdo vamos considerar @ = {q1,...,¢,} como sendo o conjunto de
estados da maquina e ¥ = {s1,...,8,} como sendo o alfabeto de entrada/saida,
vamos definir uma configura¢do de fita T' como uma seqiiéncia infinita de simbolos em
¥, que representa o conteido da fita num determinado instante de tempo (portanto
deve conter um nimero finito de simbolos diferentes de s1, que por convencao é o
simbolo vazio), e vamos denotar por T'(j) o simbolo na posigao j da fita.

Pelo Postulado 1, o estado de uma MTQ M, no instante de tempo t, é represen-
tado por um vetor unitério | () ), no espaco de Hilbert H(Q, ) gerado pelo espago
de configuracoes C(Q, %) = Q x ©# x Z, onde X% ¢ o conjunto de todas as possiveis
configuragoes de fita T'. Cada elemento | ¢;, T, n ) de C(Q, X) representa uma possivel
configuracao de uma MT classica, sendo ¢; o estado atual, T' o conteido da fita e n
a posi¢ao atual da maquina. Portanto, o estado de uma MTQ pode ser considerado
como uma superposicao de configuracoes de uma MT classica.

Pelo Postulado 3 e a discussao subseqiiente, os observaveis correspondentes ao
estado atual da maquina, & posi¢ao atual da méaquina e ao simbolo na posicao j da

fita sao representados, respectivamente, pelos operadores:

n m
q=> ila)ail, p="Y_ plp)(pl, TG) =D ilsi)(sl. (4.17)
i=1 peZ i=1

Uma computacdo numa MTQ M comeca no instante de tempo ¢ = 0; nesse
instante, M é preparada (através de alguma agao experimental) num estado inicial,

que segundo o Postulado 4 é representado pelo produto tensorial:

| ¢(0) > = | qo0, T%niciala 0 > (418)

A computacao é realizada em passos de duragao fixa 7. Portanto, como estabelecido
pelo Postulado 2, a evolucao de M em cada passo de computagao é descrita por um
operador unitario U em H(Q, ). Assim, depois de n passos de computagao o estado

de M ¢é descrito por:
[ (7)) = U"[4(0)), (4.19)

onde U™ denota a aplicagao n vezes do operador U. Esse operador, como indicado
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acima, pode ser representado como uma matriz M, onde o elemento na fila ¢ e coluna
J representa a amplitude de transicao da configuracao C; a configuragao Cj.

As transi¢oes de configuragoes no processo de computacdo de uma MTQ, de
maneira similar a como se faz para as MTs probabilisticas, podem ser representadas
por meio de uma arvore (Figura 4.1), onde os nos correspondem a configuragoes (de
MT classicas) Cj, e as aresta entre os nos C; e C; sao assinaladas com «;;, indicando
a amplitude de probabilidade de passar da configuracao C; a configuragao Cj. A raiz

da arvore corresponde a configuragao inicial Cy = (qo, Tinicial, 0)-

Co

Q014 Qol,

Ch . 1

012, 112, Ql1p2y, 01,2

n

m

021 Cs C2k 021

Figura 4.1: Arvore de computagao numa MTQ

Diferentemente de uma MT probabilistica, onde cada computagao particular per-
corre somente um caminho da arvore (de acordo com as probabilidades dadas), nas
MTQs a computacao percorre todos os possiveis caminhos simultaneamente. Como
o numero de nés vai crescendo exponencialmente em cada nivel da arvore, isso sig-
nifica que a MT(Q pode estar, num momento da computacdo, numa superposicao
de um nimero exponencial de configuracoes, de acordo com o nimero de passos da
computagdo. Dessa maneira, as MTQs expressam um tipo de paralelismo no pro-
cesso de computagao, o que é chamado de paralelismo qudntico. Porém, para se
obter o resultado da computacao deve se realizar uma medicao ao final do processo
e, devido ao Postulado 3, somente uma configuracao da superposicao é obtida de

maneira probabilistica, perdendo irreversivelmente as outras configuracoes.® Por-

8Para determinar quando termina o processo de computagio numa MTQ, para realizar a medicio

do resultado, é acrescentado um qubit de indicador de parada & configuragdo da maquina; esse
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tanto, o paralelismo deve ser aproveitado, através da interferéncia quéntica, antes
da computacao terminar, de maneira a aumentar a amplitude de probabilidade dos
resultados desejados e diminuir a dos nao desejados. Alguns cominhos da arvore
podem desaparecer devido & interferéncia destrutiva.

E importante indicar que a interpretacio das computacoes em MTQs, como pro-
posta em [Deu85|, é realizada através da interpreta¢ao de multiplos mundos da mecé-
nica quantica. Esse tipo de interpretacao permite pensar os estados superpostos das
MTQs como a coexisténcia de configuracoes de MTs classicas, e o paralelismo quan-
tico como a execugao simultanea das diferentes possiveis computagoes. Em [Deu85],
Deutsch chega a afirma que nao é possivel explicar a computacao quéntica através
de qualquer outra interpretagdo da mecéanica quéntica sem se perder totalmente o
poder explicativo. No Capitulo 5 (Se¢ao 5.2) vamos apresentar alguns argumentos
contra esta afirmacgdo de Deutsch.

Além de substituir os elementos da MT por observaveis de um sistema micros-
copico, Deutsch, na sua definicdo do modelo de MTQs, exige condicoes de ‘finitude’
similares as impostas por Turing para suas méquinas abstratas. Assim, as operagoes

de uma MTQ estao restritas pelas seguintes condigoes:

1. Somente uma parte finita do sistema pode mudar durante cada passo de com-

putacao.
2. A mudanca deve depender somente do estado de um subsistema finito.
3. As regras que especificam a mudancga devem ser dadas finitamente.

Para satisfazer estas condigoes, os elementos da matriz que representa o operador de

evolucao U devem ser da forma:
5(Q7T(p)7q/7T/(p),1) se p/ :p+1
<q’,T/vp’|U|q7T,p> = 5(q7T(p),q/,T'(p),O) se p, —p (420)

d(¢.T(p),q, T'(p),—1) sep/=p—1

qubit deve ser modificado adequadamente pelo operador de evolucao e é medido em todo instante

de tempo, até se obter o valor 1 como saida, o que indica que a computagao terminou (cf. [0za98]).
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sempre que T'(m) = T(m) para todo m # p, e (¢, T',p'|U|q,T,p) = 0 em outro
caso. A fungao 0 é da forma §: Q x ¥ x Q x ¥ x {-1,0,1} — C, e é chamada funcio
de transi¢ao local. Os valores em {—1,0, 1} representam os movimentos da cabega de
leitura/escrita (a esquerda, ndo movimento e a direita, respectivamente) e C repre-
senta o conjunto dos nimeros complexos computéaveis. Portanto, §(q, s,q¢’,s',d') = ¢
é interpretado assim: se M estd no estado ¢, lendo o simbolo s, entdo, com uma
amplitude de probabilidade ¢, a maquina M escreve o simbolo s’, faz 0 movimento
d’ e passa ao estado ¢'.

Para assegurar que o operador U seja unitario, e portanto M seja reversivel, §

deve validar as seguintes condigoes:

1. Para toda (¢,s) € Q x X:

> 16(g,5,q 8 d)* = 1. (4.21)

ql7sl7d/
2. Para toda (¢, s), (t,r) € Q x X, com (q,s) # (t,7):

Z 5(q,s,q,8,d)-6(t,r,q,s,d)=0. (4.22)

ql’sl’d/
3. Para toda (q,s,r"), (t,r,s") € Q x ¥

Z St,r,q,s',d —1)-6(q,s,¢,r',d)=0. (4.23)
q'€Q,d'€{0,1}

4. Para toda (q,s,r’), (t,7,s") € Q x ¥%

Z 5(t,r,q,s',—1)-8(q,s,¢',7",1) = 0. (4.24)
7eqQ

O operador de evolucao U é totalmente determinado pela funcao de transicao
local, conseqiientemente, as MTQs podem ser definidas por meio dessa funcao de

transicao sem fazer referéncia ao operador de evolugdo como nog¢ao primitiva.
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4.2.2 Circuitos quanticos

O modelo de CQs é uma generalizacao, também natural, do modelo de circuitos 16gi-
cos classicos (ou circuitos booleanos), definido mediante a suposigao de que o circuito
¢é implementado através de um sistema microscopico e, portanto, condicionado pelas
leis da mecanica quantica.

Um CQ é entdo uma colecao finita de varidveis de entrada e portas conectadas
de maneira aciclica e direcionada, onde as variaveis de entrada, em lugar de bits
classicos, sao qubits (de acordo com o Postulado 1), e onde as portas (chamadas
portas qudnticas), em lugar de realizar operagoes booleanas, realizam transformagoes
unitarias (de acordo com o Postulado 2).

Devido a propriedades da mecéinica quéntica, diferentemente dos circuitos 16gi-
cos classicos, onde as operacoes de fanin e fanout sdo permitidas,” nos CQs estas
operacoes nao sio possiveis. A primeira é impossivel por se tratar de uma operacao
nao reversivel, o que vai em contradigao com a reversibilidade da evolugao dos siste-
mas quanticos (enquanto nao sao realizadas medigoes), e a segunda é impedida pelo

Teorema de Nao-clonagem:

Teorema 4.1. Nao existe uma transformacdo unitdria que copie ou clone qubits
arbitrdrios; i.e., nao existe transformacgao unitdaria U tal que Ula,0) = |a,a) para

qualquer qubit |a).

Demonstragao. Suponha que exista uma transformagao unitaria U tal que Ul a,0) =
|a,a) para todo |a). Sejam |a) e |b) dois estados ortogonais (portanto podem ser
tomados como base para o espaco dos qubits). Pela definigao de U, tem-se que
Ula,0) =|a,a) eU|b,0) =|b,b). Considere |¢) = %(\a>+|b>); pela linearidade
de U:

Ule,0) = \}i(U]a,0> +U[5,0))
1
= %(]a,a) +1b,0)). (4.25)

9A operagéo de fanin consiste na unifo de duas conexdes em uma s6, contendo a disjuncio do

conteiido das duas conexées; enquanto a operagdao de fanout consiste na divisdo de uma conexao

em varias, cada uma contendo uma cépia do contetido da conexao inicial.
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Mas, por outro lado, pela defini¢ao de U tem-se que:
1
Ule,0) =lc.c) = S(la,a) +]a,b) +b,a) +1b,b)), (4.26)
o que contradiz o resultado obtido acima. ]

Nos CQs o numero de saidas das portas deve ser igual ao nimero de entradas,
de forma a assegurar a reversibilidade das operagoes. Porém na saida do circuito
podem ser descartados alguns valores, de maneira que o resultado da computagao
corresponde aos valores obtidos na medi¢do de um subconjunto especifico de qubits
de saida.

As medicdes num CQ sdo realizadas ao final do circuito.!® Tais medicoes sdo
regidas pelo Postulado 3, e portanto obtém-se um valor de maneira probabilistica,
dependendo das amplitudes de probabilidade do estado do sistema ao momento de
realizar a medicao; nesse momento, como consequéncia desse postulado, o estado do
sistema colapsa ao autovetor correspondente ao autovalor obtido na medicao.

De maneira anédloga ao que acontece nas MTQs, nos CQs os estados superpos-
tos e a linearidade dos operadores unitarios permitem realizar processamento em
paralelo, o que corresponde ao paralelismo quantico neste modelo (que também é ex-
plicado através da interpretagdo de multiplos mundos da mecanica quéntica). Esse
paralelismo, tal como no caso das MTQs, deve ser aproveitado antes de se realizar a
medigao e perder-se irreversivelmente a superposicao de estados.

Como ja foi mencionado no comego deste capitulo, Yao demonstrou em [Yao93|
que qualquer fungdo computavel em tempo polinomial numa MTQ pode ser com-
putada por um CQ de tamanho polinomial (usando somente portas quanticas ‘ele-
mentares’, que correspondem a um conjunto de portas quanticas ‘universais’, o que
sera descrito adiante). Esse resultado legitima a definigdo de algoritmos quanticos
através de CQs, ao invés de MTQs, o que parece facilitar o trabalho. Na proxima

secao vamos descrever alguns algoritmos, definidos através de CQs, que ilustrarao

10)Medicdes em passos intermédios dos CQs séo as vezes realizadas, e os resultados séo usados
para controlar outras portas. Contudo, estas medigbes podem ser substituidas por portas quanticas
controladas (que serdo descritas adiante), postergando a medigéo para o final do circuito e obtendo

o mesmo resultado (cf. [NCO00, p. 186]).
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como funciona o paralelismo nesse modelo; mas antes disso vamos apresentar al-
gumas portas quanticas que sdo de uso comum e vamos descrever um conjunto de
portas quanticas universais.

As matrizes de Pauli (Equagao 4.4) e o operador H (Equacao 4.8) sdo exemplos
de portas quanticas que operam sobre um qubit. A matriz X de Pauli é chamada
de porta de megagao, pois inverte os valores base |0) e |1). O operador H é cha-
mado de porta de Hadamard e é comumente usado no comego do circuito para gerar
superposigoes perfeitas de estados (i.e. superposi¢oes onde todas as amplitudes de
probabilidade sao iguais), para depois, aproveitando a linearidade dos operadores
quénticos, realizar processamento em paralelo sobre todos os elementos da base.

Outras portas comuns, que operam sobre um qubit, sao as chamadas porta de

fase (denotada por S) e porta 7/s (denotada por T)!!:
10 1 0
S = T = Cl. (4.27)
0 i 0 et

Um tipo especial de portas quéanticas sao as chamadas portas controladas; nessas
portas tem-se um qubit de controle que determina se a operagdo sobre os outros

qubits é ou nao realizada. Um exemplo destas portas é a chamada porta de negagao

controlada: 3 )
10 00
01 00
X, = (4.28)
0 001
0 0 1 0
Esta porta opera sobre um 2-qubit, realizando as transformacgoes:
X:[0,0) —10,0)
10,1) —10,1)
[1,0) —[1,1)
|1,1) —|1,0) (4.29)

"Esta porta ¢ denominada 7/s, embora na defini¢io apareca o exponente 7/4, devido a que
anteriormente esta porta era expressa por uma matriz equivalente onde aparecia o exponente /s
(cf. [NCO0, p. 174]).
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Note que o segundo qubit é negado somente se o primeiro qubit é |1) (se o primeiro
qubit é |0) ndo se realiza nenhuma operagao). A representagao grafica da porta X,
num CQ é:

— |z)

ly) — [z @y)

Figura 4.2: Representagao grafica da porta X,

Em geral, a representagao grafica das portas U-controladas é:

|z) T |2)

1) 1)

) S0

Figura 4.3: Representacao grafica de uma porta U-controlada

De maneira similar & existéncia de conjuntos de portas cldssicas universais,
os quais sao conjuntos de portas booleanas através das quais qualquer funcao
f:{0,1}™ — {0,1}™ pode ser calculada, existem também conjuntos de portas quan-
ticas universais, os quais sao conjuntos de portas quanticas tais que qualquer trans-
formagao unitaria pode ser aproximada, com precisao arbitriria, por um circuito
quantico contendo somente portas desse conjunto. No caso dos circuitos quénticos
é exigida somente uma ‘aproximagao’ com precisao arbitraria, pelo fato do conjunto
de transformagoes ser continuo. Existem multiplos conjuntos de portas quénticas
universais, um deles consiste nas portas H, S, X, e 7/s apresentadas acima (cf.
[NCO00, Secao 4.5.2]). Outro conjunto “de portas universais consiste da porta de Tof-
foli T' (que é uma negagao duplamente controlada) e da porta H, este conjunto é
interessante por mostrar, de certa maneira, o minimo que deve ser acrescentado a

computacgao classica para obter todas as potencialidades da computagao quéntica
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(cf. |Aha03]).

4.3 Algoritmos quanticos

Vamos agora apresentar alguns algoritmos quénticos: o algoritmo para resolver o
chamado problema de Deutsch sera apresentado em detalhe, para ilustrar como sao
realizados os calculos nos algoritmos quénticos e como funciona o paralelismo e a
interferéncia quantica. O algoritmo para resolver o chamado problema de Deutsch-
Jozsa e os algoritmos de Daniel Simon (para calcular o periodo de uma fungao), de
Peter Shor (para fatorar nimeros inteiros em seus componentes primos) e de Lov
Grover (para procurar dados numa base de dados desordenada) serao brevemente

descritos.

4.3.1 Algoritmo para o problema de Deutsch

Dada uma fungdo arbitraria f: {0,1} — {0,1} e um ordculo'? U; que realiza a
operacao Uy¢| z,y) = |x,y® f(x)) (onde @ representa adicao modulo 2), o problema
de Deutsch consiste em determinar, usando Uy uma tnica vez, se f & constante
(f(0) = f(1)) ou balanceada (f(0) # f(1)). Classicamente parece inevitavel usar o
oraculo que computa f duas vezes,!3 para o valor 0 e para o valor 1, para depois
comparar os valores e determinar se f é constante ou balanceada. Com um CQ),
aproveitando o paralelismo intrinseco a este modelo, é possivel obter f(0) e f(1)
mediante uma tnica aplicacao de Uy, produzindo um estado superposto, com ambos
valores da funcgao, que pode depois ser modificado de maneira a determinar se f é
constante ou balanceada.

Uma solugao probabilistica para este problema foi proposta por Deutsch em
[Deu85| e a primeira solu¢ao deterministica foi proposta por Cleve, Ekert, Mac-

chiavello e Mosca em [CEMMO8|. A figura a seguir representa um CQ que resolve,

12Um oraculo é um dispositivo que trabalha como uma caixa preta, computando uma funcio sem

especificar de que maneira.
13Em [Cal07], Christian Calude propde uma de-quantizagao da solugdo do problema de Deutsch,

mostrando como esse problema pode ser resolvido classicamente. Porém essa proposta nao é aceita

em geral.
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de maneira deterministica, o problema de Deutsch:'4

|0) H H
Uy

1) H

! ! I !
| %o ) [ 1) [2)  [v3)

Figura 4.4: Circuito quéntico para resolver o problema de Deutsch

Os kets | 1; ) na parte baixa do desenho serao usados para explicar como funciona
o circuito.

No comego do circuito, as entradas sao representadas pelo produto tensorial:

[%o) =10,1). (4.30)

Depois de aplicar as primeiras duas portas de Hadamard obtém-se o estado super-

posto:
) = H|0)® H|1)
1 1
- <ﬂ<|o>+|1>>) ® <ﬁ<|o>\1>>>
= 2 (0.0) = [0,1)+]1,0) [ 1,1)). (4.31)

A porta Uy, aplicada sobre o estado |1 ), computa a fungao f em paralelo produ-

zindo:
[2) = Uy (;<|o,o>—|o,1>+|1,o>—|1,1>>) (4.32)
:%(|0,0€Bf(0)>*|0,1®f(0)>+|1,0@f(1)>*!1,169f(1)>)
= 2 (CDO0y & (10) ~ 1)) + (~1Y (1) @ (j0) ~ 1))

(5000 +11)) @ (FH10) = (1)) se f(0) = f(1),
= (L10)=11)) @ (L5(10) = [1))) se f(0) # F(1).

MEste CQ foi tomado de [NCO00, pp. 33], e corresponde a uma pequena variacdo do circuito

proposto em [CEMMO98].
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A porta de Hadamard, no final do circuito, produz uma interferéncia de tal maneira

que gera o estado:
£0) @ (J5(10) 1)) se £(0) = £(1),
1)@ (F5(10) (1)) se £(0) # f(1):

Portanto, ao fazer uma medi¢do sobre o primeiro qubit de |3) obtém-se 0 (com

|¥3) = (4.33)

probabilidade 1) se f é constante, ou obtém-se 1 (com probabilidade 1) se f é ba-
lanceada. Note que o algoritmo é deterministico, e efetua uma tnica aplicacao de

Us.

4.3.2 Algoritmo para o problema de Deutsch-Jozsa

O problema de Deutsch-Jozsa consiste na generalizacao do problema de Deutsch para
fungoes f: {0,1}" — {0,1}, onde f é balanceada se f(z) = 0 para a metade dos
valores € {0,1}" e f(x) = 1 para a outra metade dos valores, e onde se parte da
premissa de que f é constante ou balanceada (cf. [DJ92]). Um CQ para resolver
este problema, representado na figura a seguir, é uma generalizacao natural do CQ

anterior:

n n
0)&" —— e A e f—

| 1) H

Figura 4.5: Circuito quantico para resolver o problema de Deutsch-Jozsa

O registro de entrada é agora constituido por n + 1 qubits e toma o valor
|0)®" @ |1). Novas portas de Hadamard sao adicionadas ao circuito nas entra-
das e saidas do oraculo Uy, o qual opera sobre os n + 1 qubits calculando a funcao
Ur(l21, . s 2n,y) = |21, 20,y @ f(21,...,25) ). Neste caso, quando sao medi-
dos os primeiros n qubits no final da computagao, se todos os valores obtidos sao
0 entdo f é constante (com probabilidade 1), em outro caso f é balanceada (com

probabilidade 1).15

150s calculos sao apresentados em detalhe em [NCO00].
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Note que a solugao quantica do problema de Deutsch-Jozsa efetua uma tnica
aplicacao de Uy, e determina se f ¢ constante ou balanceada de maneira determi-
nistica. Classicamente parece inevitavel que, no pior caso, o ordculo que computa
f deve ser usado 2"~! 4+ 1 vezes para determinar se f é constante ou balanceada
(deve-se calcular f com diferentes entradas até encontrar dos valores diferentes ou
até calcular a metade dos valores mais um). Como a complexidade de um algoritmo
é medida pelos recursos usados no pior caso, a solugao classica deterministica para
determinar se f é balanceada ou nao tem complexidade exponencial, enquanto o al-
goritmo quéantico para solucionar o mesmo problema tem complexidade polinomial.
Porém, pode se mostrar que o problema de Deutsch-Jozsa pode ser resolvido pro-
babilisticamente (com probabilidade de erro pequena) em tempo polinomial em um

modelo de computagao classico.

4.3.3 Algoritmo de Simon

Dada uma fungao f: {0,1}" — {0,1}" tal que, para todo = # 2/, f(x) = f(2') se
e somente se ' = x & s (onde & denota a operagdo, bit a bit, do ou-exclusivo), o
problema resolvido por Simon (cf. [Sim97|) consiste em determinar o periodo s de
f. Para este problema nao existe uma solugao classica eficiente (i.e. com tempo
polinomial).

Em sua solucao Simon define um CQ que realiza um procedimento ao qual chama
Fourier-twice (e que em outros lugares ¢ denominado Hadamard-twice). Esse circuito
recebe como entrada um registro de 2n-qubits inicializado em |0™,0™ ), aplica trans-
formagoes de Hadamard nos primeiros n-qubits, em seguida aplica a transformagao
U (que funciona como um oraculo similar ao do algoritmo anterior) e por tltimo
aplica de novo transformagoes de Hadamard sobre os primeiros n-qubits. Analisando
esse circuito fica claro que, se a funcao computada por Uy satisfaz as condigoes acima
mencionadas, ao medir os primeiros n-qubits obtém-se um valor y; tal que y; - s =0
(mod 2). Para calcular s o procedimento Fourier-twice é executado um numero de
vezes O(n), produzindo, com uma alta probabilidade, uma quantidade k de valores
i, linearmente independentes (se vistos como vetores), os quais sao suficientes para

determinar s resolvendo o sistema de equagoes lineares y;- s = 0 (mod 2), 1 <i < k.
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A validagdo da independéncia linear dos y; e a solugao do sistema de equagoes y; -
s =0 (mod 2),1 < i <k, érealizada classicamente, pois existem algoritmos classicos
que resolvem esses problemas em tempo polinomial. Assim, a solugdo proposta
por Simon, combinando procedimentos cléssicos e quanticos, é mais eficiente que os

algoritmos puramente classicos (i.e., sem componentes quanticas) conhecidos.

4.3.4 Algoritmo de Shor

Inspirado no algoritmo de Simon e em resultados da teoria dos numeros, Shor (em
[Sho94|) definiu um algoritmo que aproveita as propriedades quanticas para fatorar
nimeros inteiros de maneira eficiente, reduzindo o problema de encontrar um fator

primo ao problema de encontrar o periodo de uma funcao, da seguinte maneira:
1. Se o ntmero n a ser fatorado é par, entao o algoritmo retorna o fator 2.

2. Se m é um numero primo, o que pode ser verificado eficientemente através do
algoritmo classico denominado AKS (apresentado em [AKS04]), o algoritmo

retorna n.

3. Através de algoritmos classicos eficientes decide-se se n é uma poténcia de um
ntimero primo (i.e. se existem p,k > 1 tais que n = p* e p é primo), e nesse
caso o algoritmo retorna p. O algoritmo apresentado em [Ber98| serve para
verificar eficientemente se n é uma poténcia perfeita e calcular p e k, e através

do algoritmo AKS se determina se p é primo.

4. Se n nao corresponde a nenhum dos casos anteriores, i.e., se n é um numero
composto impar que nao é poténcia de primo, o fator primo é calculado da

seguinte maneira:

(a) Escolhe-se aleatoriamente um namero x tal que 1 < z < n.
(b) Se mdc(z,n) > 1 o algoritmo retorna mdc(z,n).

(¢) Se mde(z,n) = 1 se calcula, através de um CQ o periodo r da fungao

r/2 =

f(a) = z* mod n. Se r for impar ou z —1 (mod n) (o que acontece

com baixa probabilidade) o procedimento falha e deve ser executado de
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novo, em caso contrario, o algoritmo retorna mdc(:nr/2 +1,n). O fato de
a func¢ao f(a) = x®* mod n ser periodica (sob as condigoes especificadas
para x e n) e de que mdc(xr/ 2 +1,7n) corresponda a um fator primo de n
(sob as condigoes especificadas para r) sdo teoremas da teoria dos nimeros

(consequéncias do chamado ‘Pequeno Teorema de Fermat’).

Note que, no algoritmo de Shor, o tnico calculo realizado quanticamente é o cal-
culo do periodo da fungao f(a) = z* mod n, quando n é um namero composto impar
que nao é poténcia de primo e x é co-primo de n. O calculo desse periodo através
de um algoritmo classico tem a mesma complexidade do que achar um fator primo
de n. O CQ para calcular tal periodo consiste, basicamente, em calcular a funcéao
f(a) = 2% mod n aproveitando o paralelismo quantico para depois extrair o periodo
através do CQ que computa a denominada transformada de Fourier qudntica, mais
algumas operagoes adicionais. Shor demonstra que o ntimero total de portas quan-
ticas necessérias para construir esse circuito é polinomial com respeito ao tamanho
do dado de entrada. O CQ que computa a fungao f(a) = x* mod n no algoritmo de
Shor é especificado em detalhe, diferentemente dos algoritmos anteriores onde sao

supostos oraculos que computam as respetivas funcoes f.

4.3.5 Algoritmo de Grover

Em |Gro96|, Grover define um algoritmo quéntico que serve para buscar um elemento
(que satisfaz uma determinada propriedade) dentro de uma lista desordenada de
dados. Pode se pensar, por exemplo, no problema de buscar o nome de uma pessoa
numa lista telefonica através do seu ntimero de telefone. Numa lista de N elementos
um algoritmo cléssico precisa verificar % + 1 elementos, no pior dos casos, para obter
o elemento procurado com probabilidade maior do que %; i.e. o algoritmo toma O(N)
passos para realizar a busca. O algoritmo proposto por Grover consegue encontrar
o elemento procurado, com probabilidade maior do que %, em O(v/N) passos; o que
representa uma melhora quadratica com respeito ao tempo de computagao.

O problema de se encontrar um elemento dentro de uma lista de dados pode ser

especificado abstratamente como o problema de inverter uma fungao, i.e. dada uma
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fungao f e um valor fixo y tal que f(r) = y (para um tnico valor x), o problema

consiste em determinar x.

O algoritmo de Grover pressupoe a existéncia de um ordculo Uy que computa a
fungao f (de maneira similar aos algoritmos anteriores, exceto no algoritmo de Shor),
e é também pressuposto que N = 2" para algum n € N. As entradas do circuito sao
n+ 1 qubits, os primeiros n qubits no estado |0) e o ultimo qubit no estado |1). No
primeiro passo do algoritmo cria-se uma superposicao uniforme de estados através
de portas de Hadamard, e em seguida é realizada a chamada iteracdo de Grover um
ntimero r = [7v2"/4] de vezes (o que corresponde a O(v/N)). A iteracdo de Grover
utiliza o oraculo Uy, e a partir daf sao usadas portas de Hadamard e de mudanga de
fase para fazer girar o vetor de entrada de maneira a fazé-lo se aproximar cada vez

mais do vetor que representa o valor x.

Michel Boyer, Gilles Brassard, Peter Hgyer e Alain Tapp, em [BBHT98|, gene-
ralizam o algoritmo de Grover para casos em que o numero m de elementos que
satisfazem a propriedade de busca é maior do que 1, mas com a condicao de que m
deve ser conhecido com antecedéncia. Além disso, eles esbogam a maneira como pode
ser realizado o algoritmo quéntico para contar, numa lista desordenada, o ntimero de
elementos que satisfazem uma certa propriedade. Esse algoritmo foi depois definido
em detalhe por Brassard, Hoyer e Tapp em [BHT98|. Esses resultados implicam
a possibilidade de resolver problemas NP-completos em tempo O(y/2"), que conti-
nua ainda sendo de ordem exponencial com respeito ao comprimento n da entrada,
mas que representa uma melhora quadratica com respeito aos algoritmos classicos.
Finalmente, Charles Bennett, Ethan Bernstein, Gilles Brassard e Umesh Vazirani,
em [BBBV97|, demonstram que o algoritmo de Grover é 6timo, no sentido em que
nao pode ser definido um algoritmo quéntico de busca, baseado num oréculo, que
consuma menos recursos. Isso implica que problemas NP-completos nao podem ser
resolvidos eficientemente através de CQ baseados em métodos de busca ‘ingénuos’,'6

i.e., em listas desprovidas de estrutura.

16Para uma apresentacio detalhada destes resultados veja [NCO00].
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4.4 Sobre o poder computacional dos modelos quanticos

Para estudar o poder computacional dos modelos quénticos foram definidas classes
de complexidade algoritmica e foram estabelecidas algumas rela¢ées com classes de
complexidade existentes. Entre essas classes talvez a mais representativa é BQP,
contendo as linguagens que podem ser decididas por familias uniformes de CQs de
tamanho polinomial (ou, equivalentemente, por MTQs em tempo polinomial), com
probabilidade de erro limitado. BQP é definida de maneira analoga a BPP (Secao
2.1) e caracteriza as linguagens que podem ser decididas eficientemente através de
CQs e MTQs.

Devido a que as maquinas de Turing probabilisticas podem ser vistas como casos
particulares de MTQs, tem-se que BPP C BQP. O algoritmo de Shor para fatorar
nimeros inteiros com um nimero polinomial de portas quanticas é uma evidéncia a
favor de que a inclusao BPP C BQP é propria, pois esse é um problema que muitos
pesquisadores acreditam nao ter solucao polinomial probabilistica, com erro limitado,
nos modelos classicos. Determinar, de maneira definitiva, se a inclusao BPP C
BQP é propria ou ndao é um dos grandes desafios atuais da pesquisa em computagao
quantica, pois tal resultado mostraria se realmente esses modelos quanticos permitem
realizar computagoes de maneira mais eficiente.

Sao muitos os trabalhos e as conjeturas a respeito das potencialidades quanto &
eficiéncia dos modelos quénticos: alguns pesquisadores acreditam que as potencia-
lidades sao devidas aos estados emaranhados (cf. por exemplo [Joz98|), enquanto
outros acreditam que sao devidas a existéncia de amplitudes de probabilidade ne-
gativas, que permitem diminuir a probabilidade de obter resultados nao desejados
e aumentar a probabilidade dos desejados (cf. [Aha98| e [For03]). Por outro lado,
simulagoes cléssicas eficientes de algumas subclasses importantes de CQs ja foram
demostradas (cf. [AB06| e [TD02]). Propostas que ajudem a esclarecer as verdadei-
ras potencialidades da computacao quéntica sao de grande relevancia e é isso que
pretendemos fazer no seguinte capitulo, propondo uma maneira de entender algumas

caracteristicas da computagao quantica através de nogoes logicas.



Capitulo 5

Computacao paraconsistente

versus computacao quantica

Embora os modelos de computagao paraconsistente introduzidos nos capitulos 2 e
3 sejam generalizacoes dos modelos de MTs e circuitos booleanos através da logica,
e as MTQs e os CQs sejam generalizagoes dos mesmos modelos de computagao re-
alizadas a partir de uma perspectiva totalmente diferente (através dos principios
da mecanica quéntica), os modelos de computagao paraconsistente e quantica pos-
suem vérias caracteristicas semelhantes que serdo descritas neste capitulo. Kssas
semelhancas abrem um novo caminho para interpretar a computacao quantica, des-
velando caracteristicas importantes de uma logica subjacente a tais modelos, o que
pode ser 1util no esclarecimento de suas potencialidades. Na outra direcao, as seme-
lhancas também abrem possibilidades de pensar em implementagoes fisicas de certas
propriedades logicas presentes em modelos de computacao abstratos, que & primeira
vista parecem nao razoaveis.

Este capitulo é organizado da seguinte maneira: inicialmente mostramos como
podem ser simuladas algumas computagoes de MTQs através de MTPs (Secdo 5.1),
apontando as semelhancas e diferencas entre estes dois modelos. A seguir indica-
mos algumas relagoes entre os modelos de CQs e L-circuitos (Segao 5.2) para as
logicas mbC' e S5. Finalmente, propomos uma maneira de representar computagoes

quéanticas através de nogoes paraconsistentes e modais (Segao 5.3).

113
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Como afirmado por Christos Papadimitriou em [Pap94, p. 45|, o problema
P =7 NP consiste em determinar se o retardo exponencial na simulacao de uma
MTND, através de uma MTD, é inerente a esses modelos de computacao ou é pro-
duto de nosso limitado entendimento do indeterminismo. As relagoes entre computa-
¢ao paraconsistente e quantica aqui apresentadas mostram uma interessante relagao
entre paralelismo e indeterminismo: o paralelismo pode ser obtido através de um
indeterminismo ‘parcialmente controlado’, como sera explicado principalmente na
Secao 5.2. Assim, nossa abordagem logica permite um melhor entendimento do pa-
pel do indeterminismo nos processos de computagao, e mostra um novo caminho

para estudar questoes de complexidade algoritmica.

5.1 Simulacao de MTQs através de MTPs

No primeiro modelo de MTPs, descrito na Segao 2.3, cada funcao de escolha de va-
lores dos diferentes elementos da méquina (i.e. estado e posi¢ao atual da maquina e
simbolos em cada célula da fita) representa uma configuracao de uma MT classica;
portanto, a configuracdo de uma MTP pode ser interpretada como uma ‘superposi-
¢ao’ de configuracoes de uma MT. Sob esta interpretagao, e supondo que no final da
computacao deve ser realizada s6 uma escolha de valores dos elementos da méaquinas
para obter um tunico resultado (assumindo que toda combinacao de valores tem a
mesma probabilidade de ser escolhida), as MTPs sao similares as MTQs: as MTPs
podem ser consideradas como MTQs nas quais sdo permitidas somente superposi-
coes uniformes, i.e. superposicoes onde os estados com amplitudes de probabilidade
diferentes de 0 tem a mesma magnitude.’

Contudo, nao é possivel representar estados emaranhados nas MTPs através da
mera interpretacao da multiplicidade de valores como superposi¢ao de estados: note
que qualquer superposicao uniforme emaranhada de estados exclui alguma combina-

cao de valores dos elementos constituintes,? enquanto, nas MTPs, qualquer combina-

LA magnitude de uma amplitude de probabilidade é seu modulo elevado ao quadrado.
2Por exemplo, no estado emaranhado |¢) = %(| 0,0) +]1,1)), somente as combinagdes do

valor 0 no primeiro qubit com o valor 0 no segundo qubit, e do valor 1 no primeiro qubit com o

valor 1 no segundo qubit, sao permitidas; as outras combinagoes sao excluidas.
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¢ao de valores na configuracao da maquina pode ser obtida (i.e. nenhuma combinagao
é excluida).

Outra caracteristica importante na representacao de estados quéanticos é a nogao
de fase relativa. Considere, por exemplo, os seguintes estados de um qubit: |9 ) =
%(|0> + 1)) e |p) = %(|O> —]1)). As magnitudes das amplitudes para o
estado | 1) em ambos os estados sd@o as mesmas (a saber %), mas as amplitudes
tém sinal diferente. Diz-se que duas amplitudes de probabilidade a e b diferem por
uma fase relativa 0 se a = b, onde # & um namero real e € é chamado fator de
fase relativa. Os estados |1¢) e | ¢) acima diferem por uma fase relativa de 7 nas
amplitudes do estado |1), e por um fator de fase relativa /™ = —1. A nocao de
fase relativa nas MTQs também néao é diretamente representavel através das MTPs,
e essa caracteristica é essencial para a interferéncia quéntica, que é o mecanismo
provido pelas MTQs para aproveitar o paralelismo no processo de computagao. O
mecanismo provido pelas MTPs para aproveitar o paralelismo é bastante diferente da
interferéncia quantica: consiste na adi¢ao de condi¢oes de inconsisténcia na defini¢ao
das instrugoes (como explicado na Segao 2.3).

Apesar das diferencas entre MTQs e o primeiro modelo de MTPs, o modelo de
MTPs permite vislumbrar os estados superpostos como estados contraditoérios, pro-
pondo uma interpretagao logica para esse fendbmeno quéntico e, na outra direcao,
indicando como modelos de computacao com estados contraditérios podem ser fisi-
camente implementados. Por outro lado, com os estados contraditorios e as condi¢oes
de inconsisténcia, as MTPs permitem resolver os problemas de Deutsch e Deutsch-
Jozsa com a mesma eficiéncia que no caso quéantico, mostrando como esses problemas
podem ser de certa forma ‘de-quantizados’™ (com as restri¢oes impostas aos oraculos

nesse modelo):

e O Exemplo 2.1 (p. 47) mostra como o problema de Deutsch pode ser resolvido
através de MTPs. Note que a MTP do exemplo determina se uma funcao
f: {0,1} — {0,1} & constante ou balanceada computando f(0) e f(1) em

paralelo.

3De forma totalmente distinta da que propde Christian Calude em [Cal07].
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e A solugao para o problema de Deutsch-Jozsa é uma generalizagao simples da
MTP do Exemplo 2.1: o dado de entrada deve agora ser uma seqiiencia de
n simbolos 0; as instrugoes i; e 45 devem ser substituidas pelas instrugoes
i1 = q100q2, iz = q101¢q2, i3 = q10Rq1, iy = q10Lg3, i5 = q30Lq3 ¢ i = q30Rqy
(que trocam os zeros da seqiiéncia de entrada escrevendo os simbolos 0 e 1
em cada uma das n posicoes, para representar desta maneira todos os possiveis
valores de entrada), e o ordculo M’ deve ser uma MT paralelizavel que compute

uma fungao f: {0,1}" — {0,1}.4

Pelo Teorema 2.4, a solucao dos problemas de Deutsch e Deutsch-Jozsa através de
MTPs implica a existéncia de MTDs para resolver esses problemas, o que mostra
como alguns algoritmos quénticos podem ser ‘de-quantizados’, sob as restrigdoes im-
postas aos oraculos nas MTPs.

As MTPs também mostram a importancia dos estados emaranhados no processo
de computagao: os estados emaranhados correspondem a inter-relagoes entre dife-
rentes propriedades ou elementos da maquina (no sentido definido na Secao 2.4.1),
sem tais inter-relagdes o paralelismo das MTPs pode ser simulado de maneira efici-
ente por MTDs (como mostrado no Teorema 2.4). Isso explica, em certa medida, a
relevancia dos estados emaranhados na computagao quantica.

O segundo modelo de MTPs, que chamamos de MTPNSs, é um pouco mais
proximo ao modelo de MTQs. Esse novo modelo permite representar estados ema-
ranhados de maneira direta, pois as configuracoes das multiplas copias criadas na
execugao de uma MTPNSs nao se misturam (como explicado na Sec¢ao 2.4), ao con-
trario do que acontece no primeiro modelo de MTPs. Considere, por exemplo, o
estado emaranhado |9 ) = %ﬂ 0,0)+]1,1)) como representando os simbolos nas
células das posicoes 0 e 1 da fita de uma MTQ M. Se se pensar que o estado dos
outros elementos de M corresponde a um estado cléssico (i.e. a um estado base, sem

superposigao de diferentes configuragoes), o estado de M ¢é equivalente ao estado

4Neste caso a funcéo néo precisa ser constante ou balanceada, e a MTP determina se a funcéo é
constante ou ndo, o que corresponde a um problema mais geral do que o problema de Deutsch-Jozsa.
Porém, é importante ter em conta que o oraculo deve ser uma MT paralelizavel, o que torna dificil

resolver problemas NP-Completos desta maneira, como explicado na Secao 2.3.
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de uma MTPNS M’ cuja execucao dividiu a méaquina em duas copias: uma copia
contendo o simbolo 0 nas posicoes 0 e 1 da fita, a outra copia contendo o simbolo 1
nas posicoes 0 e 1 da fita e os outros elementos de M’ sendo iguais aos de M. As-
sim, estados emaranhados de MTQs podem ser representados pelas configuragoes das
multiplas copias criadas na execugdao das MTPNSs. Contudo, igual ao que acontece
com o primeiro modelo de MTPs, as MTPNSs também nao permitem representar
fatores de fase relativa de uma maneira direta, o que dificulta a simulacao da inter-
feréncia quéntica. Por outro lado, as condi¢Ges de inconsisténcia nas instruces das
MTPNSs parecem ser um mecanismo mais eficiente do que a interferéncia quantica
para o aproveitamento do paralelismo, pois através do paralelismo e a interferéncia
quantica nao é possivel definir um algoritmo, baseado num método de busca ‘ingé-
nuo’, que resolva um problema NP-completo em tempo polinomial (cf. [NC00, Cap.
6]), enquanto nas MTPNSs é possivel (é uma conseqiiéncia imediata do Teorema

2.5).

Através do modelo de MTPNSs propomos também uma interpretagao logica de
um fenémeno quéntico: estados emaranhados podem ser considerados como con-
juncgoes nao separdveis, pois é através da conjun¢ao nao separavel, definida na Se-
¢ao 2.4.1, que foram definidas as inter-relagoes entre os diferentes elementos das
MTPNSs, o que possibilita pensar em diferentes copias ou configuragoes indepen-
dentes da maquina. Na outra direcao, modelos de computagao com elementos com
valores nao separaveis poderiam ser implementadas através de estados quanticos

emaranhados.

Outro modelo de MTPs pode ser definido através da extensao da légica con-
siderada na definigdo das MTPNSs com um novo operador de possibilidade. Um
operador de possibilidade seria usado para representar configuragoes ‘positivas’ e o
outro configuragoes ‘negativas’. Estabelecendo, por meio de axiomas, o comporta-
mento dos dois operadores de possibilidade (de maneira que o comportamento desses
operadores seja analogo ao comportamento do + e o —), é possivel representar a no-
¢ao de fator de fase relativa para superposicoes uniformes. Seguindo este caminho,
talvez seja possivel definir um modelo de MTPs muito mais préximo ao modelo de

MTQs, desvelando cada vez mais uma logica adequada para interpretar os modelos
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de computagao quantica.

5.2 Relacoes entre CQs e L-circuitos

As variaveis ocultas usadas na definicdo dos L-circuitos permitem também estabe-
lecer algumas relagoes entre esse modelo de computagao e os CQs. Tais relagoes
mostram, em certa medida, que a computagao quantica poderia ser frutiferamente
explicada através de uma interpretacao de varidveis ocultas, em oposicao & idéia de
Deutsch de que algumas caracteristicas da computacao quantica, como o paralelismo
quéntico, nao podem ser adequadamente explicadas através de uma interpretagao
diferente da de mundos possiveis (cf. [Deu85]).

Com o intuito de relacionar L-circuitos e CQs propomos simular estados su-
perpostos através de variaveis ocultas. Nos mbC-circuitos, por exemplo, o circuito
correspondente & férmula —p produz a saida (—p)* = xp:r; + 1. Logo, se o valor de
entrada é x, = 1 entao a saida ¢ aleatéria, dependendo do valor que tomar a variavel
oculta x;. O valor obtido na saida do circuito se comporta de maneira anéloga ao
valor obtido na medi¢ao de um qubit no estado [¢)) =|0) 4 |1). Assim, a variavel
oculta :L‘;, pode ser interpretada como o estado superposto |1 ), e a porta de negacao
serviria para produzir tal estado superposto, de maneira analoga ao valor computado
pela porta de Hadamard com a entrada | 0) nos CQs.

O paralelismo nos mbC-circuitos é atingido, entao, substituindo as varidveis de
entrada por variaveis ocultas (através de portas de negagao, como explicado na Se¢ao
3.3.1) e operando sobre essas variaveis ocultas. Por exemplo, o mbC-circuito corres-

pondente & formula (~ —p) A(~ —¢) produz a saida x;

¢ © que corresponde & compu-

tagdo em paralelo da conjuncao de duas variaveis proposicionais, sob a interpretacao
que estamos propondo. O problema consiste em definir estratégias para aproveitar
os estados superpostos que resultam das computacoes em paralelo, eliminando va-
ridveis ocultas, de maneira a obter (ou, pelo menos, aumentar a probabilidade de
obter) um valor desejado na saida. Por exemplo, no caso de computar em paralelo
os diferentes valores de verdade que pode tomar uma férmula proposicional, o valor

desejado poderia ser 1 se a férmula fosse satisfativel ou 0 em caso contrario. Definir
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uma tal estratégia para o caso dos mbC-circuitos parece impossivel, devido ao fato
que as variaveis ocultas tomam valores de maneira totalmente independente, mas é
por outro lado perfeitamente possivel em L-circuitos construidos sob outras logicas

(como no caso de S5), onde os valores de algumas variaveis estao inter-relacionados.

Nos Sb-circuitos, o operador de inconsisténcia e pode ser usado para simular a
porta de Hadamard de maneira mais aproximada que a negac¢ao nos mbC-circuitos.
Neste caso, como (ep)* = (g, + 1)(2g-p + 1), se o valor de entrada é x, = 0 entao a
saida é -, +1 (pela restricao polinomial (cT)), e se o valor de entrada é ,, = 1 entao
a saida é x, + 1 (também pela restri¢ao polinomial (cT)). Portanto, dependendo
do valor de entrada se produz estados de indeterminacao diferentes, que podem ser
interpretados como superposicoes diferentes. Esse comportamento é similar ao que
acontece com a porta de Hadamard, que produz a superposigao |1 ) = %ﬂ 0)+]1))
para o valor de entrada |0), e a superposicao |9 ) = %(! 0) —|1)) para o valor de
entrada | 1). A dupla aplicacao do operador de inconsisténcia produz como saida o
valor constante 0, o que se corresponde com o que faz a porta de Hadamard para a

entrada |0 ), mas ndo para a entrada |1).

O paragrafo anterior indica como podem ser simuladas diferentes superposicoes
de estados através de diferentes variaveis ocultas, e como as varidveis ocultas podem
desaparecer mediante a aplicagdo de outros conectivos. Por outro lado, no CAP
para S5, existem varidveis ocultas indexadas por féormulas complexas que podem ser
decompostas em termos de variaveis ocultas indexadas por férmulas de complexidade
menor, como é o caso de TOprg) que € igual a rm,r0,; e existem outras varidveis
ocultas que nao podem ser decompostas dessa maneira, como por exemplo Zryqg)-
As variaveis ocultas que nao podem ser decompostas em termos de variaveis inde-

xadas por formulas de complexidade menor podem servir para representar estados

emaranhados.

Embora os mbC-circuitos e os S5-circuitos, através da interpretagao que estamos
propondo, nao consigam representar fielmente as caracteristicas dos CQs, mostram
de maneira clara que ha uma possibilidade de interpretar a computacao quantica por
meio de varidveis ocultas, sem necessidade de aludir a mundos possiveis. Também

mostram como o paralelismo nos processos de computacao pode ser obtido medi-
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ante a introdugao de indeterminismo, parcialmente controlado de acordo com certas

restricoes.

5.3 Expressando computacoes quanticas através de no-

coes modais paraconsistentes

Inicialmente, seguindo a idéia sugerida no final da Secao 5.1, vamos propor uma ma-
neira de representar registros de qubits (considerando somente superposigoes unifor-
mes) através de uma logica com dois operadores de possibilidade, mais um operador
de ‘produto tensorial’. Indicamos a partir dai como podem ser definidos operadores

sobre essas representacoes, permitindo assim expressar computagoes quanticas.

Na representacao de qubits usamos literais para expressar os valores que podem
ser obtidos no processo de medicao: as varidveis proposicionais representarao o valor
1 e a negagao das variaveis proposicionais representarao o valor 0. Dessa forma,
retomando a defini¢ao do operador e na logica modal S5 (apresentada na Segao 2.4),
a formula ep (que ¢é equivalente a Op A O—p em S5) expressa a possibilidade de obter
os valores 0 e 1 na medigao do qubit representado por p. Essa féormula serd entao

usada para representar o estado superposto [¢) =[0) +|1).

Para representar a nogao de fase relativa estendemos S5 acrescentando um novo
operador de possibilidade, o qual vai interagir com o operador de possibilidade alética
de S5 imitando as regras dos sinais algébricos de + e —. A logica resultante sera
chamada ldgica das modalidades pro-possiveis e anti-possiveis (PN ). E claro que
PN é uma léogica legitimamente bi-modal, no sentido em que as modalidades atuam
de maneira independente, e contudo podem se combinar (cf. [CP08|). Nessa logica o
novo operador de possibilidade, chamado de anti-possibilidade, serd denotado por &
(definindo o operador dual de anti-necessidade & por HJA o —9—A), e os operadores
usuais (aléticos) de possibilidade e necessidade de S5 serdo denotados por ¢ e [, e
denominados de prd-possibilidade e pré-necessidade, respectivamente. Vamos supor
que & obedece as mesmas propriedades que o operador de possibilidade na légica

modal K. Além disso, os seguintes axiomas regularao a interacdo entre as diferentes
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modalidades (usamos a = 3 para denotar (« — ) A (8 — «)):

OOA = A, (AX1)
QPA — OA, (AX2)
OOA — OA, (AX3)
OEA — DA, (AX4)
OHA = [A, (AX5)
OEA = EA. (AX6)

Em PN sao validas as seguintes redugoes de modalidades:

Teorema 5.1.

POA = A, O0A = QA, HOA = QA, HOA = 9A,
OEA = EA4, O0A = [A4, OHA =4, O0A = A4,
POA = 0A, O0OA = 0A, HOA = QA, LOA = 0A,
[H0A = 0A, O0A = DA, O0A = DA, OEA = DA.

Seguindo as idéias apresentadas na Secao 2.4, podem ser definidas duas negacoes
paraconsistentes (—g e —¢) e duas conjungoes nao separaveis (Ag e Ag) em PN:
AL O—=A, AL O—A, ANgBE §(ANB) e ANy BE O(AA B). Desse modo,

adicionando a PN o esquema axiomatico:
Oi(ANQ;B) = 0iAN0:0;B, (AXT)

onde O;,0; € {9,0}, podem ser definidos quatro conectivos de inconsisténcia:
o A £ A Ay pA (que é equivalente a $—A A A em PN), o A = A Ay —pA
(que é equivalente a 9=A A QA em PN), o_A | N 7oA (que é equivalente a
O—ANpAem PN)ce A det ANg—oA (que é equivalente a $ANOA em PN). Esses

conectivos serao usados para representar diferentes estados superpostos uniformes da
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seguinte maneira:

o_ A representa o estado [¢) =|0) +|1),
o_ A representa o estado [¢) = —|0) —|1),
e A representa o estado 1) = —|0) 4| 1),
o, A representa o estado [¢p) =|0) —|1).

Nesta representacao as magnitudes das amplitudes de probabilidade nao sao consi-
deradas, ja que estamos supondo que todas s@o iguais e portanto nao necessitam ser

explicitamente apontadas.

Usando a negagao —¢ quatro conectivos de consisténcia podem também ser de-
finidos (usando a negagdo —¢ em lugar de —¢ se obtém definigoes equivalentes):
o A o —¢ o, A (que é equivalente a E-AV EHA em PN), o_A B —po_ A (que é
equivalente a [1-A VA em PN), oiA e oo, A (que é equivalente a H-A VvV [EHA
em PN)eo_ A & e, A (que é equivalente a J-A V HA em PN). Com estas

definicOes as seguintes derivagoes podem ser demonstradas:

Teorema 5.2.

Aa _\4>A) O+A l_PN Ba <>A7 ﬁ®A7 Oi -A l_PN B7 <>A7 ﬁ@Av Oq:A I_P]V B,
QA,—@A,O_A I—pN B; A, —|<>A7 Oi—|A l_PN B; A, —|<>A’ OZF_‘A l_PN B.

Na representagao de m-qubits, o estado base | ay,ag,...,a,) (onde a; € {0,1})
sera representado por ¢;(a1 Aag A...Aay), onde O; é § se o fator de fase relativo é
positivo ou é ¢ em caso contrario, e onde o;j = p; (1 < j < n)sea; =1ouaq; =-p;

em caso contrario.

Para expressar o produto tensorial vamos acrescentar a PN o conectivo ®, regido
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pelos seguintes axiomas:

OA® OB) — G(ANA B),
(AANB)®@C) — (A C)A (B®(0)),
A®(BAC)) — (A2 B)A(A®C)).

$A® GB) — H(A A B), (AXS8

OA®OB) — O(AA B), (AX9

OA®$B) — O(A A B), AX10
( )

(
(
(
(
(
(

Para ilustrar como estes axiomas podem representar produtos tensoriais, considere as
formulas e, A e o, B, as quais representam os estados |1) = [0)+|1)e|p)=1]0)—
. e e, eosaxiomas (AX8) a (AX13),
tem-se que o . A® e, BFpy G(mAN-B)ANQ(AANB)ANG(AN-B)ANOG(ANB), que
sob a interpretagao que estamos propondo expressa o estado [P, ) = [V )R |p) =
[00) —|01)+[10) —|11).

Para expressar o fenémeno da interferéncia quantica, consideraremos que as pos-

| 1), respectivamente. Pelas definigoes de e

sibilidades ¢ e ¢ se anulam mutuamente. Portanto, é licito estabelecer que a formula
a interfere destrutivamente na teoria I' se I' Fpy &a e I' Fpy da. Conseqiiente-

mente, os estados de n-qubits sao representados por teorias em PN assim:

Definigao 5.1. Seja I' um conjunto de féormulas de PN, com conjunto de varidveis
proposicionais Var(I') = U’YEF Var(y) = {p1,p2,-..,pn}. A teoria I' representa o
estado do n-qubit | 1) em PN se:

1. as formulas que representam os estados-base presentes em |1 ) (i.e. os estados-

base com amplitudes diferentes de 0) sao conseqiiéncias de I' em PN, e

2. as formulas que representam estados-base ndo presentes em |t ) nao sdo con-

seqiiéncias de I' em PN, ou interferem destrutivamente em TI'.

Os exemplos a seguir ilustram a representagdo de estados de n-qubits na logica
PN:

Exemplo 5.1. Seja I' = {&(—p1 A—p2), &(p1 Ap2)}. Pela definigao 5.1, I' representa
o estado emaranhado [¢) = [0,0) +[1,1) em PN, pois I' Fpx &(—p1 A —p2)
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(que representa o estado base |0,0)), I' Fpy ®(p1 A p2) (que representa o estado
base |1,1)), I ¥pn &(—p1 A —p2) (portanto, a formula —p; A —pa ndo interfere
destrutivamente em I'), T' ¥ pn O(p1 A p2) (portanto, a férmula p; A po nao interfere
destrutivamente em I'), I" ¥pn & (—p1 A p2) (que representa o estado base [0,1)) e
I'¥pn &(p1 A —p2) (que representa o estado base |1,0)).

Exemplo 5.2. Seja I' = {e_p;,e,pi}. Pela definicao 5.1, I' representa o estado
1) =10) em PN, pois I' Fpy $—p1 (que representa o estado base [0)), I' ¥pn
®—p1 (portanto, a formula —p; nao interfere destrutivamente em I'), e I' Fpx p1
(que representa o estado-base | 1)), mas I' Fpy Op1 (portanto, a formula p; interfere

destrutivamente em I).

As computagoes nos CQs consistem basicamente em transformagées, nivel por
nivel, do estado de registros de qubits através de operadores unitarios. Para expressar
computagoes de CQs por meio de nogoes logicas, os operadores unitarios de aridade
n serdo representados por fungoes F: ForNQ — ForNQ, onde ForN(Q é o conjunto
de féormulas que representam algum estado de um n-qubit em PN. Para F' ser bem
definida, se a e 3 sao férmulas de PN que representam o mesmo estado de um
n-qubit, entdo F' deve satisfazer a condigdo F(a) = F(8). Por outro lado, pela

linearidade dos operadores quénticos, as funcées F' devem satisfazer as condigoes:

F(Qilar Ao Nap) Ao AQ(BL AL A BR))
=FQilacr Ao Nan)) A AF(Qj(BL A ... AB)), (5.1)

onde i, 0; € {®,0} e ay, §; sdo literais com variavel proposicional p;, e
F(®a) = 0F ($a). (5.2)

Portanto as fungoes para representar operadores unitarios podem ser descritas in-
dicando somente as transformacgoes que realizam sobre as representacoes de estados
base. Por exemplo, as transformagoes realizadas pela porta de Hadamard (Equagao

4.8) sao representadas pela fun¢ao H tal que:

H(®-p) = e, p,
H(@P) =eo,.D. (53)
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E as transformacoes realizadas pela porta Uy, do CQ definido na Secao 4.3.1, sao

representadas pela funcdo U tal que:

&(—p1 A —p2) se f(0) =0
&(—p1 A p2) se f(0) =

U (—p1 A —p2)) =

&(—p1 A p2) se f(0) =0,

& (—p1 A —p2) se f(0) =

8 1.
{@@1 A—pa) se £(1) =0,
1.

U (—p1 A p2))

U(O(p1 A —p2))
&(p1 Ap2) se f(1) =

&(p1 Ap2) se f(1) =0,
S(p1 A —p2) se f(1) =

U(S(p1 A p2)) (5.4)

Para expressar a aplicagdo de uma porta unitaria, que opera sobre n-qubits, sobre
um registro de m-qubits (com m > n), os qubits a ser considerados serao especificados
por meio de subindices, quando for necessario. Por exemplo, a expressao Ha(®(p1 A
p2)) indicara que a transformagao H vai ser realizada sobre o qubit representado por
p2. Assim, o resultado de aplicar uma transformacao Fj, . ;,, de aridade n, sobre a

representacao de um estado base de um m-qubit sera:

Fipnin(@ar Ao ANom) =0( N\ ) @ F(&(ou, Ao ANa,)).  (5.5)
j¢{i1,--~7in}

Usando as defini¢oes anteriores (e denotando através de concatenacao as trans-
formagoes de um mesmo nivel do circuito) podem ser expressos CQs cujas transfor-
magoes preservem a uniformidade dos estados. Por exemplo, o CQ da Segao 4.3.1 é

expresso pela formula:

Hy(U(H1H2(9—p1 @ Op2))).

As transformacoes realizadas pelo circuito podem ser seguidas eliminando o co-
nectivo ® e os operadores presentes na formula que representa o circuito, levando em

consideragao as propriedades de ® e dos operadores F', e a defini¢ao 5.1. No exemplo
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anterior, supondo que f(0) = f(1) = 0 em 5.4, as transformagoes realizadas sao as

seguintes:

Hi(U(H1H2(6—p1 © 9p2)))

= H1(U(H1H2(9(=p1 A p2)))) por (AX8)

(U(H1(®p1) ® H2(dp2))) por (5.5)

= H1(U((&p1 A &—p1) @ (Op2 A d—p2))) por (5.3) e def. de e, eo,

= H1(U(O(p1 Ap2) A &(p1 A —p2) A O(=p1 Ap2) A (=p1 A —p2)))
por (AX8) a (AX13)

= H1(OU(&(p1 A p2))) ANUG(PL A —p2)) A OU((=p1 A p2)))A
U(O(=p1 A —p2))) por (5.1) e (5.2)

= H1(0®(p1 A p2) A S(p1 A —p2) A OO (=p1 A p2) A S(=p1 A —p2))
por (5.4)

= Hy

= H1(O(p1 Ap2) A &(p1 A —p2) A O(=p1 Ap2) AS(=p1 A —p2))

por Teorema 5.1
= O(H1(O(p1 Ap2))) A H1((p1 A —=p2)) A Q(Hi(S(=p1 A p2)))A
H1(®(—p1 A —p2)) por (5.1) e (5.2)

= $—p1 A e po.

A representacao de computacoes quéinticas que propomos através do formalismo
modal da légica PN pode ser considerada uma legitima linguagem de programagao,
que substitui operagoes algébricas por operagoes logicas, aproximando-se bastante
de uma linguagem de programacao funcional classica. Essa linguagem caracteriza
um fragmento importante da computacao quéntica que corresponde as computagoes
quéanticas onde todas as superposicoes sao uniformes: de fato, com base na Definicao
5.1, é possivel demonstrar sem dificuldade tal caracterizagdo. Uma linguagem de
programacao como a que propomos pode ser proveitosa na defini¢do e validacao de

algoritmos quénticos.



Capitulo 6

Paraconsisténcia, fendmenos
quanticos e computacao: algumas

reflexoes

No capitulo anterior foram apresentadas e avaliadas algumas relagoes entre os mo-
delos de computacao paraconsistente, introduzidos nos capitulos anteriores, e 0os mo-
delos de computacao quantica. Defendemos que certas nocoes logicas, especialmente
baseadas em légicas paraconsistente, sao naturalmente apropriadas para interpretar
e compreender o alcance e as potencialidades da computagao quantica. O ponto alto
de nossa analise concerne dois aspectos essenciais: primeiro, estados superpostos,
indispensaveis na teoria quéntica, podem ser legitimamente considerados como esta-
dos inconsistentes, e segundo, que estados emaranhados podem, igualmente de forma
natural, serem vistos como conjuncoes nao-separdveis. Além disso, indicamos como
o paralelismo intrinseco aos modelos de computagao quéntica pode ser simulado (ao
menos parcialmente) através das varidveis ocultas nos L-circuitos e sugerimos como
o conceito de fase relativa pode ser interpretado através de certos operadores modais

de pré-possibilidade e anti-possibilidade.

Embora essas relagoes sejam parciais, sugerem um novo caminho que pode re-

sultar frutifero na interpretacdo da computacao quéntica. Tal caminho ainda nao
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foi totalmente explorado, jA que existe um universo enorme de logicas paraconsis-
téntes (e ainda podem ser definidas infinitas novas logicas), cada uma delas com
caracteristicas proprias. Assim, ndo é uma tarefa facil identificar se de fato todas
as propriedades da computacao quantica podem ser representadas adequadamente
através de alguma logica paraconsistente. Acreditamos, contudo, firmemente que
uma tal interpretagao seria 1til ao esclarecimento das verdadeiras potencialidades de
tais modelos de computagao.

Apresentamos agora alguns argumentos que justificam nossa confianga na inter-

pretacao paraconsistente da computagao quantica:

1. Outras propostas com elementos similares: em [Bat05|, Giulia Battilotti
chega, através de um caminho totalmente diferente ao seguido por nds, & mesma
conclusao de que a logica ‘interna’ & computacao quantica deve ser paracon-
sistente e que as contradigoes sao Tuteis para representar estados superpostos.
Por outro lado, Maria Luisa Dalla Chiara, Roberto Giuntini e Roberto Lepo-
rini em [DGLO3] propoem ‘logicas computacionais quanticas’ definindo novos
operadores logicos através das portas dos CQs; as logicas por eles definidas
incluem operadores de negacao paraconsistentes; os autores, porém, nao fazem

mencao explicita a tal caracteristica.

2. Algumas propostas indicando que a légica paraconsistente é ade-
quada como légica subjacente & mecanica quantica: num escopo mais
amplo, alguns trabalhos apontam que a logica paraconsistente é apropriada
para ser usada como logica subjacente & mecanica quantica em geral (néo so-
mente para os modelos de computagao quantica). Um desses trabalhos (ja
mencionado no final da Segao 4.1) é o de Newton da Costa e Décio Krause (cf.
[dK04] e [dKO06]) que propoem uma logica paraconsistente para caracterizar o
conceito de complementariedade introduzido por Niels Bohr. Outra proposta
na mesma direcdo, mas com um outro enfoque totalmente diferente, é a de
Dalla Chiara e Giuntini (cf. [DGO02]), que consiste em definir ‘logicas quanti-

cas paraconsistentes’ através de certos tipos de estruturas algébricas. Embora

estas idéias sejam diferentes das idéias propostas no presente trabalho e pare-
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gam nao ter qualquer aplicagao na interpretagdo da computagao quantica, tais
propostas também apontam caracteristicas paraconsistentes na descricao que

a mecinica quantica faz do mundo fisico.

3. Semelhancas entre semanticas adequadas para légicas paraconsisten-
tes e interpretagoes da mecénica quantica: é realmente surpreendente
que novas propostas de semanticas, que resultaram ser aptas para caracterizar
logicas paraconsistentes, estejam baseadas em concepgoes muito proximas dos
principios norteadores de algumas interpretagoes da mecénica quantica. Em
particular, a semdntica de tradugoes possiveis (ja mencionada no final do Ca-
pitulo 2), traduzindo féormulas em multiplos ‘cenérios logicos’, guarda bastante
semelhanca com a interpretagao de multiplos mundos: cada cenéario légico pode
ser pensado como correspondendo a descrigao de um dos miltiplos mundos; de
fato, esta idéia ja é apontada em [MS04|. Na mesma diregao, as logicas para-
consistentes definidas através de loégicas modais, devido a sua interpretagao por
meio da seméntica de mundos possiveis, também permitem capturar a idéia de
multiplos mundos da mecéanica quantica. Por outro lado, o calculo de anéis
de polinémios (descrito na Sec¢ao 3.2), ao introduzir ‘variaveis ocultas’ para
expressar o indeterminismo dos conectivos presentes nas loégicas paraconsisten-
tes (e outras logicas nao classicas), segue a mesma idéia das teorias quénticas
de variaveis ocultas, indicando que o indeterminismo implicito na seméntica

dessas légicas é produto do desconhecimento dos valores de tais varidveis.

Devido & importéncia de se oferecer uma interpretacao sélida da mecénica quan-
tica que possa ser comumente aceita pela comunidade cientifica, continuar explorando
conexodes entre tal teoria fisica e logicas paraconsistentes representa um desafio de
grande relevancia. Nao deve ser por acaso que tao variadas propostas acabem apon-
tando relagoes entre conceitos quanticos e paraconsistentes.

Comegar por estudar uma logica subjacente ao escopo da computagao quantica,
ao invés de estudar uma logica da mecéinica quantica em geral, representa vantagens
metodologicas porque muitas das caracteristicas essenciais da mecénica quantica ja

estao presentes nos modelos de computacao quéantica, onde podem ser estudados
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de maneira simplificada para depois serem estendidas a sistemas quénticos em ge-
ral. Além disso, o desejo de entender as verdadeiras potencialidades da computagao
quéantica tem estimulado fortemente a analise rigorosa de algumas propriedades fun-
damentais da mecéanica quéntica, como é o caso dos estados emaranhados, e parece
estar renovando o debate a respeito da interpretacao da mecénica quéantica. Deutsch,
por exemplo, afirma em [Deu85| que os computadores quanticos podem ser uteis na
validagao da interpretagdo de miltiplos mundos. Questoes referentes & nao-localidade
e interacgao a distancia também estao sendo amplamente discutidas, em relagao a tais
discussoes vamos fazer a seguir algumas observacoes. Ainda mais, ndo podemos per-
der de vista que o que se configura como computacao quantica poderia, em principio,
ser estudado de maneira abstrata, independente dos principios contemporaneamente

aceitos pela mecénica quantica.

Desde o trabalho fundacional de Turing (cf. [Tur36]), no qual definiu o modelo
de maquinas abstratas, foi explicitada a condi¢cdo de que o ntimero de células ‘ob-
servadas’ pela méaquina a cada instante de tempo deveria ser limitado, e de que as
mudancas de simbolos nas células da fita deveriam também estar confinadas ao frag-
mento observado, reduzindo finalmente tal fragmento a uma tdnica célula. Portanto,
o modelo de méquina de Turing opera de maneira estritamente ‘local’, sem permitir
qualquer tipo de ‘acdo a distdncia’. De maneira analoga, quando Deutsch definiu
o modelo de MTQs foi colocada a restricao de que a maquina deveria operar por
‘meios finitos’, indicando com isso que : “(i) somente um subsistema finito (embora
nao sempre o mesmo) pode mudar em cada passo de computacao, (ii) as mudangas
dependem unicamente do estado de um subsistema finito e (iii) as regras que especi-
ficam as mudancas do sistema podem ser dadas finitamente no sentido matematico
(por exemplo como um inteiro).” (cf. [Deu85, pag. 100], tradugao nossa). Dessa
forma, tendo em consideragao que as condigbes impostas por Deutsch sdo bastante
similares as impostas por Turing, poderiamos entao concluir que as MTQs operam

de maneira local?

A primeira vista parece que a resposta a pergunta formulada no parégrafo anterior
deve ser claramente afirmativa, porém, algumas propriedades quénticas como o0s

estados emaranhados de fato permitem certo tipo de acao a distancia, de acordo
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com algumas interpretagoes da mecanica quantica (cf. [Ber08]).

A questao da nao-localidade na mecénica quantica tem sido extensamente dis-
cutida. No famoso argumento de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) com respeito
a ‘completude’ da mecanica quantica (no marco da disputa entre Einstein e Niels
Bohr sobre o status e a interpretagao dessa teoria) a ‘localidade’ é considerada como
um pressuposto (cf. [EPR35]). A nogao de localidade consiste na impossibilidade de
acao a distancia: se dois sistemas fisicos estao suficientemente distantes, nenhuma
acao fisica num dos sistemas pode afetar o estado do outro sistema. Partindo desse
pressuposto, e de alguns outros, EPR propoem um experimento mental por meio do
qual chegam a conclusao de que a mecénica quéntica s6 pode ser entendida como
uma descri¢ao ‘incompleta’ do mundo fisico.

Em 1952, David Bohm, seguindo as idéias de Einstein, propos completar a teoria
quéntica introduzindo ‘variaveis ocultas’ (cf. [Boh52|). A teoria proposta por Bohm
tem o mesmo poder de predicdo da versao ortodoxa, e tem certas caracteristicas
nao-locais.

Considerando algumas pressuposicoes plausiveis, John Bell demonstrou, em 1964,
que qualquer teoria realista local para o experimento proposto em EPR deveria
satisfazer certas desigualdades (hoje chamadas desigualdades de Bell), as quais sao
incompativeis com as predigoes da mecanica quantica (cf. [Bel64]). A demonstracao
de Bell exclui, portanto, a possibilidade de ‘completar’ a teoria quantica através de
uma teoria na qual seja valido o principio de localidade. Varios experimentos tém sido
realizados para comprovar se desigualdades similares as propostas por Bell seriam
violadas na realidade. Os resultados obtidos favorecem amplamente as predigoes
da mecénica quéintica. A demonstracao de Bell pode também ser interpretada como
postulando a necessidade de considerar teorias nao-locais se se pretende obter teorias
mais completas que preservem o poder preditivo da mecénica quéntica.

Numa posi¢ao mais extrema, Sanda Popescu e Daniel Rohrlich em [PR94| pro-
poem a nao-localidade como um axioma da mecénica quéntica e formulam a pergunta

de se essa seria a tnica teoria que concilia ndo-localidade e causalidade.! Desde tal

! Agradeco ao professor Marcos de Oliveira pela indicacdo do texto de Popescu e Rohrlich, e por

sugerir que os modelos paraconsistentes por nés propostos também contém certas caracteristicas de



132 Capitulo 6. Paraconsisténcia, fen6menos quanticos e computagao

perspectiva, e levando-se em conta a discussao anterior, os modelos de computagao
quantica podem entao ser pensados como intrinsecamente nao-locais, e talvez seja
essa a propriedade crucial que pode permitir computagoes mais eficientes.

Por outro lado, o modelo de MTPNSs (definido na Segdo 2.4) ao dar a possibili-
dade de estabelecer inter-relacoes entre diferentes elementos da maquina, elementos
estes possivelmente distantes, permite também um certo tipo de acao a disténcia;
semelhante ao obtido através dos estados emaranhados (de fato, no Capitulo 5, Se¢ao
5.1, as inter-relagoes nesse modelo foram usadas para simular estados emaranhados).
Nos L-circuitos (definidos na Sec@o 3.3), as ‘restri¢des polinomiais’ permitem tam-
bém estabelecer inter-relagoes entre elementos distantes (como ja foi mencionado na
Segao 5.2), portanto pode também ser considerado um modelo de computac¢ao nao
local.

E interessante indicar que no primeiro modelo de MTPs (definido na Segao 2.3),
onde nao é possivel criar inter-relacoes entre diferentes elementos da méaquina, e no
modelo de mbC-circuitos, o qual ndo contem restrigoes polinomiais que liguem os
valores de diferentes variaveis, nao existe nenhuma possibilidade de agao a distancia.
Esses modelos sao precisamente os que resultam ter menor poder computacional com
respeito & complexidade algoritmica (cf. capitulos 2 e 3).

Finalmente, consideramos que nosso trabalho propoe um caminho interessante
para estudar questoes de complexidade algoritmica desde uma nova perspectiva 16-
gica, aplicavel em particular & computacao quéntica. S&o varios os problemas e
alternativas a explorar que ficam em aberto, e naturalmente esperamos continuar a

desenvolver as idéias aqui propostas em trabalhos futuros.

nao-localidade, o que serd discutido adiante.



Apéndice A

Elementos de légica

paraconsistente e modal

No presente apéndice apresentamos uma breve introducao & légica paraconsistente
e a logica modal, com a intengao de facilitar o entendimento de nossas propostas a
leitores com menos conhecimento sobre este tipos de loégica. Para um estudo mais

aprofundado desses temas recomendamos [CCMO07] e [CP08|, respectivamente.

Antes de definir o que é uma ‘légica’ é preciso definir uma ‘linguagem’ através
da qual serdo expressas as formulas ou enunciados da légica. A linguagem de uma
logica L é definida sobre uma assinatura C = {Cy}nen, onde C),, é um conjunto
de simbolos que representam conectivos de aridade n. A linguagem ou conjunto
de formulas bem formadas (FBFs) de L é definida escolhendo-se um conjunto de
varidveis (usualmente um conjunto infinito enumeravel) e definindo recursivamente

as regras de formacao das férmulas.

No caso da ldgica proposicional cldssica (CP), a linguagem pode ser definida
considerando o conjunto de variaveis proposicionais X = {p1,p2,...} e a assinatura
C com Cy ={~}, Co = {A,V,—} e C, =0 paran =0en > 2 (o conetivo unario
- é chamado negac¢do e os conetivos binarios A, V e — sdo chamados conjunc¢ao,
disjuncao e implicacao, respectivamente). As FBF sdo definidas recursivamente,

usando ‘(" e ‘)’ como simbolos auxiliares, mediante as seguintes regras:
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1. Se a € X entao o é uma FBF.
2. Se o e uma FBF entao —« é uma FBF.

3. Se ae [ sao FBFs entao (a # ) ¢ uma FBF, onde # é qualquer dos conectivos

A, V ou —.

4. FBFs somente podem ser geradas através das condigoes 1 a 3.

Vamos agora definir o que é uma logica, de forma geral, com base na nocao de
‘relacao de conseqiiéncia’. Dado um conjunto For de férmulas de uma linguagem,
uma relagao de conseqiiéncia |F é um subconjunto de p(For) x For, onde p(For)
representa o conjunto das partes de Flor. Uma relagao de conseqiiéncia é tarskiana se,
para quaisquer formulas a e 3, e conjuntos de formulas I' e A de For, sao satisfeitas

as seguintes condicoes:!

Reflexividade: o € I" implica I' IF a, (Conl)
Monotonicidade: (A IFa e A CT') implica I' IF a, (Con2)
Corte: (AlFa eI ol ) implica AUT IF . (Con3)

Neste apéndice vamos considerar somente relagoes de conseqiiéncia tarskianas.

Um ldgica (tarskiana) L é uma estrutura da forma (For, ), contendo um con-
junto de formulas e uma relagdo de conseqiiéncia (tarskiana) definida sobre essas
féormulas.

Uma légica pode ser expressa de diversas maneiras; uma delas consiste em se
definir um conjunto de férmulas a serem consideradas como os axiomas do sistema,
e definir regras de inferéncia que permitim deduzir algumas férmulas a partir de
outras. Esse método de definir uma logica é chamado método axiomdtico (ou hilber-
tiano). Usualmente a regra de substituicao uniforme, que consiste na substituigao
simultanea de todas as ocorréncias de uma variavel proposicional por uma férmula,
estd implicita na defini¢do dos sistemas axiomaticos (ou os axiomas realmente cor-
respondem a esquemas axiomdticos, onde sdo usadas meta-varidveis para representar

formulas arbitrarias).

Do lado esquerdo da relacio I, as formulas e conjuntos de férmulas sao usualmente separadas

por ¢’ o que expressa a unido dessas férmulas.
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A l6gica positiva cldssica (CPY), que ¢ o maior fragmento de C' P que nao contém

o conectivo de negagao, pode ser definida através dos seguintes axiomas:

o (8 a), (Ax1)
(0= 8) = (@ = (8—7) — (@ =), (Ax2)
a— (B — (anpB)), (Ax3)
(@nf) = a (Ax4)
(@nf)— 5, (Ax5)
a— (avg), (Ax6)
~ (v ), (Ax7)
(=) = (8 =) = (@V §) =) (Ax8)
a vV (a— g). (Ax9)
¢ a regra de inferéncia:
ne>f (MP)

chamada regra de modus ponens, que indica que a férmula § pode ser deduzida das
formulas o e a — 3. CP pode ser definida estendendo a linguagem de CPT com

um conectivo de negacao — e acrescentando o axioma:
a— (ma — f). (Ax10)

Para definir o que é uma ‘logica paraconsistente’ é necessario primeiro definir
outros conceitos, o que faremos a seguir.

Uma teoria de uma logica L é qualquer conjunto I' C For. Uma teoria I', de
uma logica com operador de negagao —, é contraditdria se existir uma féormula o tal
que I' IF a e T' IF —a. Por outro lado, uma teoria I' é trivial se para toda férmula o
tem-se que I' IF a.

Em CP é valido o principio de explosdo, que afirma que para toda teoria I' de
CP e toda férmula a e § tem-se que I', o, max I 3. Portanto, em C'P toda teoria
contraditéria é necessariamente trivial.

As ldgicas paraconsistentes sao definidas como logicas que servem como base de

teorias contraditérias mas nao triviais, i.e. uma légica L é paraconsistente se existir
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uma teoria I' e formulas a e 3 de L tais que ' IF a, T' IF v e T' ¥ 3 (onde o simbolo
J¥ denota a negagao da relagao IF). Fica claro, entao, que as logicas paraconsistentes
separam as nogoes de contraditoriedade e trivialidade com respeito as teorias logicas.

As logicas da inconsisténcia formal (LFIs) sao uma hierarquia de logicas para-
consistentes, definidas por Walter Carnielli e Joao Marcos (ver referéncias e detalhes
em [CCMO07]), que estendem C'PT introduzindo um conectivo de negagao (com ca-
racteristicas paraconsistentes) e conectivos unarios o e ® que expressam consisténcia
e inconsisténcia, respectivamente. Nas LFIs o principio de explosao nao é valido,
mas é valido um principio de explosdo controlada que estabelece que para toda teo-
ria I' e toda formula o e B de uma logica L tem-se que I', a, =ax, ocx IF 3. O conetivo
o nas LFIs permite, entao, representar uma nogao de ‘consisténcia’ na linguagem
objeto, e as propriedades do conectivo e sao definidas (axiomaticamente) de ma-
neira a se comportar de maneira dual ao conectivo de consisténcia. A idéia das
LFIs é que permitem pensar na equacio CONTRADICAO + CONSISTENCIA —
TRIVIALIDADE, ao contrario do que acontece em CP, onde CONTRADICAO =
TRIVIALIDADE.

Uma logica fundamental na hierarquia das LFIs, chamada mbC', pode ser definida
axiomaticamente estendendo C'PT com os conectivos -, o e e, e acrescentando os

seguintes axiomas:?

aV -a, (Ax11)
oa— (0= (~a— B)). (bel)

Adicionalmente, em mbC' tem-se as seguintes defini¢oes (« = (—maNoar), L S (BA),

~aZa— LeeaZ~oa.
Outra LFI que estamos usando neste trabalho, denominada LFI1, pode ser de-

finida acrescentando a mbC' os seguintes axiomas:

—“oa — (aA-a), (ci)
o — (cf)
a — —a, (ce)

20s axiomas serdo nomeados de acordo com as convencdes em [CCMO7].



o (@NB) = ((ean )V (efNa)), (cj1)
o (@Vp) < ((eaN=P)V (e A —ar)), (¢j2)
o (@—=f) = (anef), (cj3)

onde o — 8L (v — B) A (B — a).

Esta breve introdugao sobre as logicas paraconsistentes, mais as referéncias su-
geridas, é suficiente para um guia ao leitor nao-especialista.

Vamos agora descrever brevemente em que consistem as légicas modais.

As ldgicas modais sao extensoes da logica classica obtidas através da introducgao
de conectivos que permitem expressar modos de qualificar & verdade, tais como
possibilidade (usualmente representada pelo conectivo ) e necessidade (usualmente
representada pelo conectivo O). Uma classe de logicas modais, denominadas ldgicas

modais normais, € definida como a classe de logicas nas quais é valido o axioma:
O(a — 8) — (0o — 07), (K)

e a regra de inferéncia:

F « implica + O (Nec)

chamada regra de necessitagao. Nessas logicas o conectivo de possibilidade pode ser
definido em termos dos conectivos de negacao e necessitacao: Qa & O-a.

A légica modal normal mais fraca, que estende C'P acrescentando o axioma (K) e
a regra de necessitagao é denominado K. Outras logicas modais normais sao obtidos

mediante a introducao de novos axiomas. Alguns desses axiomas sdo os seguintes:

Oa — a, (T)
a — O-0O-e, (B)
Oa — O0«, (4)

A logica modal S5, usada em varias partes deste trabalho, pode ser definida
acrescentando-se a K os axiomas (T), (B) e (4).

Até agora definimos os sistemas de logica de uma maneira puramente sintética,
sem considerar valores de verdade ou qualquer interpretacao dos simbolos da lin-

guagem. Uma logica pode também ser expressa de maneira seméntica, definindo a
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relagao de conseqiiéncia mediante a interpretagao dos simbolos da linguagem em al-
guma classe de estruturas matemaéaticas. Usualmente uma logica é definida de ambas
as formas: de maneira sintatica e de maneira seméantica. E preciso entdo demonstrar
que a representacao sintatica e a representacao seméntica sao equivalentes; isso se
faz mostrando que: (1) a relagdo de conseqiiéncia sintatica é um subconjunto da
relagdo de conseqiiéncia seméntica, nesse caso se diz que a representacao sintatica
da logica é correta com respeito a representagdo seméntica; e (2) a relagdo de con-
seqiiéncia seméantica é um subconjunto da relacao de conseqiiéncia sintatica, nesse
caso se diz que a representacgao sintatica da logica é completa com respeito a repre-
sentagao seméantica. Se uma representacao seméantica de uma logica é equivalente a
uma representacao sintatica, diz-se que essa seméantica é adequada para essa logica

(ou que caracteriza essa logica).

Um tipo particular de seméntica, chamado semdntica de matrizes, consiste
em traduzir féormulas da linguagem numa ‘matriz’. Uma matriz é uma tripla
M = (M,D,0), onde M é um conjunto nao vazio (usualmente os valores em M
representam valores de verdade), D é um subconjunto de M denominado conjunto
de wvalores designados (que representam os valores considerados como verdadeiros), e
O é um conjunto de fungoes sobre M que sdo usadas para interpretar os conectivos

logicos (usualmente essas fungoes sdo representadas através de tabelas-verdade).

E facil definir uma seméntica de matrizes com dois valores de verdade para CP,
e muitas outras logicas podem ser caracterizadas por matrizes finitas (i.e. matrizes
onde o conjunto M é finito). Contudo, nao é possivel caracterizar mbC' e S5 (e ou-
tras logicas paraconsistentes e modais) através de matrizes finitas tais que os valores
de verdade sejam verofuncionais (isto é, tais que o valor de verdade de uma sen-
tenga complexa dependa funcionalmente dos valores das sentengas componentes (cf.
[CCMOT7]| e [CPO08|, respectivamente). Por exemplo, nas logicas paraconsistentes, se
0 representa o valor-verdade ‘falso’ e 1 representa o valor-verdade ‘verdadeiro’, a ne-
gagao — nao é verofuncional, pois o valor-verdade v é tal que v(—p) =1 se v(p) =0,
mas funcionalmente indeterminado se v(p) = 1. Em outras palavras, v(—p) nao
depende sempre funcionalmente de v(p). De forma um tanto similar, nas logicas

modais temos que v(dp) também nao depende sempre funcionalmente de v(p).
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Apesar de que uma seméantica nao-verofuncional como acima é 1util do ponto de
vista meramente matematico, deixa a desejar da perspectiva semantica propriamente
dita, ja que ndo explica o funcionamento seméntico dos conectivos. Outros tipos
de seméantica foram propostos para interpretar esse tipo de logicas: no caso das
logicas paraconsistentes um tipo de seméntica adequada é a chamada semdntica de
tradugoes possiveis (cf.JCCMOT]), e no caso das logicas modais uma das seménticas
mais bem sucedidas é a chamada semdntica relacional ou semdntica de mundos
possiveis, devida a Saul Kripke (cf. [CP08]).

Vamos fazer uma breve descricao da seméntica relacional, necesséria para se
compreender a definigdo do modelo de MTPNSs (Se¢ao 2.4.1).

Um modelo relacional é uma tripla M = (W, R, v), onde:
e W é um conjunto nao vazio cujos elementos sao chamados de mundos possiveis;

e R é uma relac¢ao binaria em W chamada relacdo de acessibilidade (se wy,we €

W e (w1, wsz) € R se diz que wy é acessivel a partir de wy);

e cv: Var — p(W) (onde Var representa o conjunto de variaveis proposicionais
da logica) é uma fungdo que associa variaveis proposicionais a mundos possi-
veis (a func¢@o v determina, para cada variavel proposicional, em que mundos

possiveis ela é verdadeira).

A nogao de verdade (ou satisfagdo) de uma férmula o (de uma logica modal L) em
um modelo relacional M = (W, R, v), no mundo w € W (denotado por M, w F «), é

definida recursivamente por:
1. M,w E p se e somente se w € v(p).
2. M,w E -« se e somente se M, w ¥ «.
3. M,wE aAN(seesomente se M, wFaeM,wE (.
4. M, wE aV 3 se e somente se M,wF o« ou M,wE (.
5. M,wFE a — (3 se e somente se M, w ¥ a ou M,w F j.

6. M,w E O« se e somente se M, w' F « para todo w' € W tal que (w,w’) € R.
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7. M,wE Qa se e somente se existir w’ € W tal que (w,w’) € Re M,w' F a.

Uma férmula « é vdlida em um modelo relacional M se for verdadeira em todos
os mundos possiveis de M.

Algumas férmulas da légica modal estao associadas a propriedades da relacao
de acessibilidade. Por exemplo, numa classe de modelos relacionais apropriada para
uma logica modal onde a formula (T) seja um teorema, a relagao de acessibilidade
deve ser reflexiva (i.e. para todo mundo w € W deve ter-se que (w,w) € W). Na
classe de modelos relacionais adequados para a logica S5 a relagao de acessibilidade
deve ser reflexiva, simétrica e transitiva.

Neste apéndice somente descrevemos sistemas de légica em nivel proposicional.
Através da introdugdo de operadores de quantificagdo como V (‘para todo’) e 3
(‘existe’) podem ser definidas outras logicas com maior poder expressivo, chamadas
l6gicas de ordem superior, a partir das logicas de primeira ordem ou de predicados. A
definigao de logicas paraconsistentes e modais de ordem superior e mesmo de primeira

ordem esté fora do escopo deste apéndice.



Apéndice B

Elementos de algebra linear

No presente apéndice apresentamos alguns elementos bésicos de algebra linear, com

a intencao de evitar ao leitor nao iniciado a necessidade de consultar um livro de

algebra linear para o entendimento do Capitulo 4.

Defini¢gao B.1 (Corpo). Um corpo é um conjunto C, que contem pelo menos dois

elementos, munido de duas operagoes binarias: adi¢ao (denotada por +) e multipli-

cagao (denotada por -), tal que as operagoes satisfazem as propriedades:

1.

Associatividade da adigao: (a + b) + ¢ = a + (b+ ¢), para todo a,b,c € C.

. Existéncia de identidade aditiva: existe um elemento em C', denotado por 0,

tal que a +0 =0+ a = a, para todo a € C.

. Existéncia de inversos aditivos: para todo elemento a € C' existe um elemento

em C, denotado por —a, tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.

. Comutatividade da adigao: a + b = b+ a, para todo a,b € C.
. Associatividade da multiplicagdo: (a-b)-c=a- (b-c), para todo a,b,c € C.

. Existéncia de identidade multiplicativa: existe um elemento em C, denotado

por1,talquea-1=1-a = a, para todo a € C.

Existéncia de inversos multiplicativos: para todo elemento a € C, se a # 0

entdo existe um elemento em C, denotado por ¢~ !, tal que a-a ' =a~!-a = 1.
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8. Comutatividade da multiplicagao: a-b=1b- a, para todo a,b € C.

9. Distributividade da multiplica¢ao em relagao a adigao: ¢-(a+b) = (c-a)+(c-b),
para todo a,b,c € C.

Definigao B.2 (Espago vetorial). Seja C' um corpo, cujos elementos serao chamados
de escalares. Um espaco vetorial sobre C' é um conjunto nao vazio V', cujos elementos
serao chamados de vetores, munido de duas operagoes: adi¢cao vetorial (denotada por
+) e multiplicagao por um escalar (denotada por justaposigao). A adi¢ao vetorial
atribui a cada par de vetores (u,v) € V x V um vetor u+ v em V, enquanto a
multiplicacdo por um escalar atribui a cada par (a,u) € C' x V um vetor av em V.

Essas operacoes devem satisfazer as propriedades:

1. Associatividade da adigao vetorial: (u+ v)+w = u+ (v + w), para todo

u,v,weV.
2. Comutatividade da adi¢ao vetorial: u + v = v + u, para todo u,v € V.

3. Existéncia de identidade para a adicdo vetorial: existe um elemento em V,

denotado por 0, tal que u+0=0+u=u, paratodoue V.

4. Existéncia de inversos para a adi¢ao vetorial: para todo elemento u € V existe

um elemento em V', denotado por —u, tal que u+ (—u) = (—u) + u = 0.

5. Distributividade da multiplicacao por um escalar em relacao a adigao vetorial:

a(u+v) = au+ av, para todo a € C e para todo vetor u,v € V.

6. Distributividade da multiplicagdo por um escalar em relagao a adigao de esca-

lares: (a + b)u = au + bu, para todo a,b € C e para todou € V.

7. Compatibilidade da multiplicacdo por um escalar com a multiplicagdo de esca-

lares: (a - b)u = a(bu), para todo a,b € C e para todou € V.

8. Existéncia de identidade para a multiplicagdo por um escalar: 1lu = u, para

todo u € V, onde 1 denota a identidade multiplicativa em C.
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Defini¢cao B.3 (Subespaco). Um subespago de um espago vetorial V' é um subcon-
junto S de V' que satisfaz as condigoes de espaco vetorial com respeito as operacgoes

obtidas restringindo as operagoes de V' a S.

Definicao B.4 (Combinagao linear). Seja V' um espago vetorial sobre o corpo C;

qualquer expressao da forma:
a1vy + ...+ apVnp,

onde a; € C' e vij € V para todo i, é chamada uma combinacao linear dos vetores

Vi,...,Vn.

Definicao B.5 (Independéncia linear). Seja V' um espago vetorial sobre o corpo C.
Um subconjunto ndo vazio de vetores S de V é dito linearmente independente se

nenhum elemento de S pode ser expresso como combinacao linear de outros vetores

em S. Em outras palavras, se para todo vi,...,vy em S, tem-se que:
a1vi+ ...+ a,vyp = 0 implica que a; = ... = a, = 0,
com ai,...,ap € C. Se um subconjunto de vetores S de V néao é linearmente

independente entao é linearmente dependente.

Definigao B.6 (Subespago gerado). Seja V' um espago vetorial sobre o corpo C. O
subespago gerado por um subconjunto de vetores S de V, denotado por span(S), é

o conjunto de todas as combinagoes lineares de vetores de S. Isto é:
span(S) = {a1vi+ ...+ apvn | a; € C,v; € S}.

Definigcao B.7 (Base). Qualquer conjunto de vetores S de V' que seja linearmente

independente e que gere V (i.e., que span(S) = V') é chamado uma base de V.

E possivel demonstrar que todas as bases de um mesmo espaco vetorial tem a
mesma cardinalidade, isso permite definir a no¢ao de dimensao de um espago vetorial

assim:

Definicao B.8 (Dimensao). A dimensdo de um espago vetorial V' & a cardinalidade

de qualquer base de V.
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Pode ser provado que, se V' é um espago vetorial finito (i.e, de dimensao finita)
n sobre um corpo C, entdo V é isomorfo a C™ (o espago vetorial sobre C' onde os

vetores sao n-uplas de elementos em C).

Definigao B.9 (Operador linear). Sejam V e W espagos vetoriais sobre o mesmo

corpo C. Um operador linear é qualquer funcao A: V — W tal que:

n n
A (Z aiui> = ZaiA(ui),
i=1 i=1
para todon > 1, todo a; € C' e todo u; € V.

Definigao B.10 (Representacao matricial). Sejam V' e W espagos vetoriais finitos
sobre o corpo C, e seja A: V — W um operador linear entre esses espacos. Suponha
que vi,...,Vm € uma base para V e que wq,...,Wy € uma base para W. Entao,

para cada j = 1,...,m, existem ntimeros ai; € C até a,; € C tais que:

n
A(vy) = E a;jwi.
i=1
A matriz, de dimensao n X m, cujas entradas sao os valores a;; ¢ chamada de repre-

sentacao matricial do operador A.

Definigao B.11 (Produto interno). Seja V' um espago vetorial sobre o corpo C,
onde C' =R ou C = C. Um produto interno em V é uma fungao (-,): VxV — C

com as seguintes propriedades:
1. (v,v) >0, para todo v € V, e (v,v) =0 se e somente se v = 0.

2. (ru+ sv,w) =r(u,w) + s(v,w), para todo u,v,w € V e para todo a,b € C.

3. Se C =R entao (u,v) = (v,u) ou se C = C entao (u,v) = (v,u), para todo

uveVl

Definigao B.12 (Norma e distancia). Seja V' um espago vetorial com produto in-

terno e sejam v,w € V. A norma do vetor v esta definida por:

Vil = v (v, v).

Todo niimero complexo o pode ser escrito na forma o = a + bi, e sua conjugada @ é dada por

@ = a — bi. Logo, (v, u) representa a conjugada de (v,u).
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E a distdncia entre os vetores v e w esta definida por:
dist(v,w) = ||v —w]|.

Definigao B.13 (Seqiiéncia de Cauchy). Seja V' um espago vetorial com produto

interno, uma seqiiéncia vy, va,... de vetores em V é uma segiéncia de Cauchy se:
lim; j—oo(dist(vi, vj)) = 0.

Definigao B.14 (Seqiiéncia convergente). Seja V um espago vetorial com produto
interno, uma seqiiéncia vi,va,... de vetores em V & convergente se existe um ele-
mento v € V tal que, para todo ntimero real €, existe um ntmero natural N tal que

dist(v,v;i) < € para todo i > N.

Defini¢ao B.15 (Espago de Hilbert). Um espago de Hilbert é um espago vetorial

com produto interno completo, i.e., onde toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

Todo espaco vetorial com produto interno de dimensao finita é completo, portanto

é um espago de Hilbert.

Definigao B.16 (Vetor dual). Seja V' um espago com produto interno sobre o corpo
Cesejav € V, ovetor dual de v é o operador linear v: V' — C tal que V(w) = (v, w),

para todo w € V.

Defini¢ao B.17 (Transposta conjugada de uma matriz). Seja A uma matriz de
dimensao n x m, cujos elementos a;; sdo ntmeros complexos (o primeiro subindice
indica a fila, e o segundo a coluna, do elemento na matriz). A transposta conjugada
de A, denotada por Af, é uma matriz de dimensao m x n com elementos bji = aij,

onde @;; denota a transposta conjugada de a;;.

E possivel demonstrar que, se V é um espaco de Hilbert complexo (i.e., sobre o
corpo C) de dimensdo n, a representacdo matricial de ¥ é o vetor-coluna de C™*!

que corresponde & transposta conjugada do vetor-linha v, para todo v € V.
Defini¢cao B.18 (Notagao de Dirac). Na notacao de Dirac:

1. Os vetores de um espago de Hilbert V' s@o denotados por |-), e sdo chamados

de kets.
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2. O produto interno de | v) com |w) é denotado por (v |w).

3. Os vetores duais dos kets sdo denotados por (-|, e sdo chamados de bras.
Assim, o dual do vetor |v) é denotado por (v|], e (v|(|w)) = (v|w) para

todo |w) € V.

4. Dados um ket |v) e um bra (w|, o produto externo de |v) com (w| é o
operador linear |[v)(w|: V — V tal que |v)(w]|(|u)) = (w|u)|Vv), para
todo vetor |u) de V. Observe que (w|u)|v) denota o produto do escalar

(w|u) pelo ket |v).

Definigao B.19 (Ortogonalidade). Seja V um espago vetorial com produto interno.

Dois vetores u, v € V sdo ortogonais se (u,v) = 0.

Definigao B.20 (Vetor unitéario). Seja V' um espago vetorial com produto interno

e v € V um vetor, se diz que v é um vetor unitdrio se ||v| = 1.

Definigao B.21 (Base orto-normal). Seja V um espago vetorial com produto in-
terno. Uma base orto-normal para V é uma base onde todos os elementos sao

unitarios e onde todo par de elementos sao ortogonais.

Definigao B.22 (Auto-vetor, auto-valor e auto-espago). Seja A um operador linear
sobre um espago vetorial V' (A: V' — V). Um auto-vetor de A é um vetor diferente de
0 tal que Av = vv, onde v é qualquer escalar. Neste caso v é chamado o auto-valor
correspondente ao auto-vetor v. O espago gerado pelos auto-vetores de A é chamado

de auto-espaco de A.

Definigao B.23 (Representagao diagonal). Seja V' um espago vetorial com produto
interno. A representagao diagonal de um operador linear A: V' — V é uma represen-

tacao da forma:

i
onde os vetores |i) forman um conjunto orto-normal de auto-vetores de A, com
auto-valores correspondentes \;. Observe que |i)(i]: V — V é um operador linear

(ver Definigao B.18) para todo i.

Diz-se que um operador A é diagonalizdvel se tem representagao diagonal.
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Definicao B.24 (Operador adjunto). Seja A: V' — V um operador linear sobre
um espago vetorial com produto interno V. Entao existe um tnico operador linear
A*:V — V tal que:

<A(u), V> - <u7 A*(V»v

para todo u,v € V. O operador A* é chamado operador adjunto de A.

Se (ai;) € a representacao matricial de A (Defini¢ao B.10) entao a representacao

matricial de A* ¢ dada pela matriz transposta conjugada (a;;)" (Definigao B.17).

Defini¢ao B.25 (Operador auto-adjunto ou Hermitiano). Um operador linear A:
V — V num espago vetorial com produto interno V é chamado auto-adjunto ou

Hermitiano se seu operador adjunto é ele mesmo, isto é, se A* = A.

Definigao B.26 (Operador unitario). Um operador linear A: V' — V num espago
vetorial com produto interno V' é unitdrio se Ao A* = I, onde o simbolo o representa

a composicao de operadores e I representa o operador identidade sobre o espaco de

Hilbert V.

Definigao B.27 (Produto tensorial de espagos vetoriais). Sejam V e W espagos ve-
toriais de dimensao finita com bases {v1,...,vn} e {w1,..., W}, respectivamente.
O produto tensorial de V e W, denotado por V@ W é um espaco vetorial de dimen-
sao n - m gerado pelo conjunto {(vi, wj) : vi € V,w; € W}, e com produto interno

dado por ((vi, wj), (v, w1)) = (vi, Vk)(Wj, w1), para todo vi, vi € V e wj, wy € IW.

Definigao B.28 (Produto tensorial de vetores). Sejam V e W espagos vetoriais de
dimensao finita com bases {v1,...,vn} e {w1,..., W}, respectivamente. O produto
tensorial dos vetoresv =" ja;vie Vew = E;nzl bjw; € W, denotado por vew,
é dado por:
n m
VW= Z Z a;bj(vi, wj).
i=1 j=1
Definigao B.29 (Produto tensorial de matrizes). Sejam u uma matriz de dimensao

m X n e v uma matriz de dimensao k X [, o produto tensorial de u e v, denotado por
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u® v, ¢ uma matriz de dimensao mk x nl obtida assim:

U111 U11v12 ... U12V11  UI2V12

U11V21  U110V22 U120V21  U120V22
u11v. u12v

UR V= U1V U2V =
U21V11  U21V12

U21V21  U21V22




Referéncias Bibliograficas

[ABOG|

[ABOY]

[ACO7]

IACO09)]

[Agu06]

[Aha9s)

Anders, Simon e Hans J. Briegel: Fast Simulation of Stabilizer Circuits
Using a Graph-state Representation. Physical Review A, 73(022334):1—
9, 2006. Versao preliminar disponivel em: http://arxiv.org/abs/quant-ph/

0504117.

Arora, Sanjeev e Boaz Barak: Computational Complexity: A Modern

Approach. Cambridge University Press, 2009.

Agudelo, Juan C. e Walter Carnielli: Unconventional Models of Compu-
tation Through Non-standard Logic Circuits. Lecture Notes in Computer

Science, 4618:29—-40, 2007.

Agudelo, Juan C. e Walter Carnielli: Paraconsistent Machines and their
Relation to Quantum Computing. Journal of Logic and Computation,

2009. Versao preliminar disponivel em http://arxiv.org/abs/0802.0150.

Agudelo, Juan C..: Da Computacao Paraconsistente a Computacao
Qudntica. Tese de Mestrado, Universidade Estadual de Campinas- UNI-
CAMP, 2006.

Aharonov, Dorit: Quantum Computation. In Stauffer, Dietrich (editor):
Annual Review of Computational Physics, volume VI. 1998. Versao pre-

liminar disponivel em: http://arxiv.org/abs/quant-ph/9812037.

149



150

Referéncias Bibliogréficas

[Aha03|

[AKS04]

[Bat05]

[BBBV97]

[BBHTYS)|

[Biic62]

[Bel64]

[Ber9s]

[Ber08]

Aharonov, Dorit: A Simple Proof that Toffoli and Hadamard are Quan-
tum Universal. Versao preliminar disponivel em http://arxiv.org/abs/

quant-ph/0301040, 2003.

Agrawal, Manindra, Neeraj Kayal, e Nitin Saxena: Primes is in P.
Annals of Mathematics, 160(2):781-783, 2004. Disponivel em http:

//annals.math.princeton.edu/issues/2004/Sept2004/Agrawal.pdf.

Battilotti, Giulia: Basic logic and quantum computing: logical judge-
ments by an insider observer. International Journal of Quantum Infor-
mation, 3(1), 2005. Versao preliminar disponivel em: http://arxiv.org/

abs/quant-ph/0407057.

Bennett, Charles H., Ethan Bernstein, Gilles Brassard, e Umesh Vazi-
rani: Strengths and Weaknesses of Quantum Computing. STAM Journal
on Computing, 26(5):1510-1523, 1997.

Boyer, Michel, Gilles Brassard, Peter Hgyer, e Alain Tapp: Tight Bounds
on Quantum Searching.  Fortschritte der Physik, 46(4-5):493-505,
1998. Versao preliminar disponivel em: http://arxiv.org/abs/quant-ph/

9605034v1.

Biichi, J. Richard: Turing-machines and the Entscheidungsproblem.
Mathematische Annalen, 148:201-213, 1962.

Bell, John S.: On the Einstein-Podolsky-Rosen Paradoz. Physics, 1:195—
200, 1964.

Bernstein, Daniel J.: Detecting perfect powers in essentially linear time.

Mathematics of Computation, 67(223):1253-1283, 1998.

Berkovitz, Joseph: Action at a Distance in Quantum Mechanics. In
Zalta, Edward N. (editor): The Stanford Encyclopedia of Philosophy.
2008. Disponivel em http://plato.stanford.edu/archives/win2008/entries/

gm-action-distance/.



Referéncias Bibliograficas 151

[Béz02]

[Béz05]

[BG81]

[BHT9S|

[BJS9)

[Boh52]

|Bra9gsg|

[BV93]

[BV97]

[Cal07]

[Car90|

Béziau, Jean Yves: S5 is a paraconsistent logic and so is first-order clas-

sical logic. Logical Studies, (9):301-309, 2002.

Béziau, Jean Yves: Paraconsistent logic from a modal viewpoint. Journal

of Applied Logic, 3:7-14, 2005.

Bennett, Charles H. e John T. Gill: Relative to a Random Oracle A,
PA £ NPA +£ co— NP? with Probability 1. SIAM Journal on Compu-
ting, 10(1):96-113, 1981.

Brassard, Gilles, Peter Hgyer, e Alain Tapp: Quantum Counting. Lec-
ture Notes in Computer Science, 1443:820-831, 1998. Versao preliminar

disponivel em: http://arxiv.org/abs/quant-ph/9805082.

Boolos, George e Richard Jeffrey: Computability and logic. Cambridge
University Press, 3rd. edigao, 1989.

Bohm, David: A suggested interpretation of the quantum theory in terms

of hidden variables I and II. Physics Review, 85:166—-193, 1952.

Braunstein, Samuel L.: Error Correction for Continuous Quantum Va-

riables. Physical Review Letters, 80(18):4084-4087, 1998.

Bernstein, Ethan e Umesh Vazirani: Quantum complexity theory. Proc.
of the 1993 ACM Symposium on Theory of Computing, paginas 11-20,
1993.

Bersntein, Ethan e Umesh Vazirani: Quantum complexity theory. STAM
Journal on Computing, 26(5):1411-1473, 1997.

Calude, Christian S.: De-quantizing the solution of Deutsch’s problem.
International Journal of Quantum Information, 5:409-415, 2007. Versao

preliminar disponivel em: http://arxiv.org/abs/quant-ph/0610220.

Carnielli, Walter A.: Many-valued logics and plausible reasoning. In Pro-

ceedings of the Twentieth International Symposium on Multiple- Valued



152

Referéncias Bibliogréficas

[Car05]

[CCMO7]

[CDOS]

[Cddoo]

[CEO05]

[CEMMO93]

[Chu36a]

Logic, paginas 328-335, Charlotte, NC, USA, 1990. IEEE Computer So-
ciety.

Carnielli, Walter A.: Polynomial Ring Calculus for Many-valued Logics.
In Werner, B. (editor): Proceedings of the 35th International Symposium
on Multiple-Valued Logic, paginas 20-25. IEEE Computer Society, 2005.
Versao preliminar disponivel em CLFE e-Prints vol 5, n. 3, 2005: http:

//wuw.cle.unicamp.br/e-prints/vol\_5,n\_3,2005.html.

Carnielli, Walter A., Marcelo E. Coniglio, e Joao Marcos: Logics of For-
mal Inconsistency. In Gabbay, D. e F. Guenthner (editores): Handbook
of Philosophical Logic, volume 14, paginas 15-107. Springer, 2nd edigao,
2007. Versao preliminar disponivel em CLFE e-Prints vol 5, n. 1, 2005.

http://wuw.cle.unicamp.br/e-prints/vol\_5,n\_1,2005.html.

Carnielli, Walter A. e Francisco A. Doria: Are the Foundations of Com-
puter Science Logic Dependent? In Dégremont, C., L. Keiff, e H. Riickert
(editores): Dialogues, Logics and Other Strange Things - Essays in Ho-
nour of Shahid Rahman, paginas 87-107. Londres: College Publications,
2008.

Carnielli, Walter A., Joao M. de Almeida, e Sandra de Amo: Formal
inconsistency and evolutionary databases. Logic and logical philosophy,

paginas 115-152, 2000.

Carnielli, Walter A. e Richard L. Epstein: Computabilidade, funcoes com-
putdveis, logica e os fundamentos da Matemdtica. Sao Paulo: Editora

UNESP, 2005.

Cleve, Richard, Artur Ekert, Chiara Macchiavello, e Michele Mosca:
Quantum algorithms revisited. Proceedings of the Royal Society of Lon-

don. Series A, 454:339-354, 1998.

Church, Alonso: A note on the Entscheidungsproblem. Journal of Sym-

bolic Logic, 1(1):40-41, 1936.



Referéncias Bibliograficas 153

[Chu36b|

[CKO02]

[Cop0§]

[Cot03]

[CPOS]

[Dav82]

[ADY5)]

[Deu85|

[Deu89|

[DGO2]

[DGLO3]

Church, Alonso: An unsolvable problem of elementary number theory.

American Journal of Mathematics, 58:345-363, 1936.

Clote, Peter e Evangelos Kranakis: Boolean Functions and Computation

Models. Springer-Verlag, 2002.

Copeland, Jack: The Modern History of Computing. In Zalta, Edward N.
(editor): The Stanford Encyclopedia of Philosophy. 2008. Disponivel em

http://plato.stanford.edu/archives/fall12008/entries/computing-history/.

Cotogno, Paolo: Hypercomputation and the Physical Church-Turing The-
sis. British Journal for the Philosophy of Science, 54:181-223, 2003.

Carnielli, Walter e Claudio Pizzi: Modalities and Multimodalities. Sprin-
ger, 2008.

Davis, Martin: Computability and unsolvability. New York: Dover Pu-
blications, Inc., 1982.

da Costa, Newton C. A. e Francisco A. Doria: On Jaskowski’s Discussive

Logics. Studia Logica, 54(1):33-60, 1995.

Deutsch, David: Quantum theory, the Church-Turing principle and the
universal quantum computer. Proceedings of the Royal Society of Lon-
don. Series A, 400:97-117, 1985. Disponivel em http://www.qubit.org/

resource/deutsch85.ps.

Deutsch, David: Quantum computational networks. Proceedings of the

Royal Society of London. Series A, 425:73-90, 1989.

Dalla Chiara, Maria Luisa e Roberto Giuntini: Quantum Logics. In
Handbook of Philosophical Logic, volume 6, paginas 129-228. Nether-
lands: Kluwer Academics Publishers, 2002.

Dalla Chiara, Maria Luisa, Roberto Giuntini, e Roberto Leporini: Com-

putational Logics. A Survey. In Hendricks, Vincent F. e Jacek Malinowski



154

Referéncias Bibliogréficas

[DJ92]

[dK04]

[dKO06]

[EJ96)|

|[EPR35]

[EvebT7|

[FBM06]

(editores): Trends in Logic: 50 Years of Studia Logica, paginas 229-271.
Kluwer Academic Publishers, 2003. Versdo preliminar disponivel em:

http://arxiv.org/abs/quant-ph/0305029.

Deutsch, David e Richard Jozsa: Rapid solution of problems by quantum
computation. Proceedings of the Royal Society of London. Series A,

439:553-558, 1992.

da Costa, Newton C. A. e Décio Krause: Complementarity and paracon-
sistency. In Rahman, S., J. Symons, D. M. Gabbay, e J. P. Bendegen
(editores): Logic, Epistemology, and the Unity of Science, volume 1.
Springer, 2004.

da Costa, Newton C. A. e Décio Krause: The Logic of Complementarity.
In Benthem, J. van, G. Heinzmann, M. Rebuschi, e H. Visser (edito-
res): The Age of Alternative Logics: Assessing Philosophy of Logic and
Mathematics Today, paginas 103-120. Springer, 2006. Versao preliminar

disponivel em: http://philsci-archive.pitt.edu/archive/00001559.

Ekert, Artur e Richard Jozsa: Quantum Computation and Shor’s Facto-
ring Algorithm. Reviews of Modern Physics, 68(3):733-753, 1996.

Einstein, Albert, Boris Podolsky, e Nathan Rosen: Can quantum-
mechanical description of physical reality be considered complete? Phy-

sical Review, 47:777-780, 1935.

Everett, Hugh: Relative state formulation of quantum mechanics. Re-
views of Modern Physics, 29, 1957. Tesis de doutorado, Princenton
University: reimpreso em The Many-Worlds Interpretation of Quantum
Mechanics, B. DeWitt e N. Graham, eds., Princenton University Press,
1973; The theory of the universal wave function, p. 1-140.

Freeth, T., Y. Bitsakis, X. Moussas, J. H. Seiradakis, A. Tselikas, H.
Mangou, M. Zafeiropoulou, R. Hadland, D. Bate, A. Ramsey, M. Allen,
A. Crawley, P. Hockley, T. Malzbender, D. Gelb, W.Ambrisco, e M. G.



Referéncias Bibliograficas 155

[Fey82]

[For03)

[Gan80]

[Gan88|

[God34]

[G5d36]

[God64|

[Gds6|

[Gen05]

|Gro96]

Edmunds: Decoding the ancient Greek astronomical calculator known as

the Antikythera Mechanism. Nature, 444(30):587-591, 2006.

Feynman, Richard P.: Simulating Physics with Computers. International

Journal of Theoretical Physics, 21:467-488, 1982.

Fortnow, Lance: One Complezity Theorist’s View of Quantum Compu-

ting. Theoretical Computer Science, 292:597-610, 2003.

Gandy, Robin: Church’s thesis and principles for mechanisms. In The
Kleene symposium, paginas 123-148. The Kleene symposium, North-
Holland, 1980.

Gandy, Robin: The confluence of ideas in 1936. In Herken, R. (editor):
The universal Turing machine: a half-century survey, paginas 51-102.

Springer-Verlag, New York, 1988.

Godel, Kurt: On undecidable propositions of formal mathematical sys-

tems. In [G6d86], paginas 346-369. 1934.
Godel, Kurt: On the length of proofs. In [G6d86], paginas 397-399. 1936.

Godel, Kurt: ‘Postscriptum’ to [Gdd34[. In [God86], paginas 369-371.
1964.

Godel, Kurt: Collected works, volume I: Publications 1929-1936. Oxford
University Press, 1986.

Genovese, Marco: Research on hidden variable theories: A review of re-

cent progresses. Physics Reports, 413:319-396, 2005.

Grover, Lov K.: A fast quantum mechanical algorithm for database se-
arch. In STOC ’96: Proceedings of the twenty-eighth annual ACM sym-
posium on Theory of computing, paginas 212-219, New York, NY, USA,
1996. ACM Press, ISBN 0-89791-785-5.



156

Referéncias Bibliogréficas

[Gru99|

[Hil71]

[Jam74]

[Jas48]

|Jas49|

[Joz98|

[LB99)

[Man80|

[Mar99)

Gruska, Jozef: Quantum computing. Cambridge: McGraw-Hill Interna-

tional (UK) Limited, 1999.

Hillgarth, Jocelyn N.: Ramon Lull and Lullism in Fourteenth-Century
France. Clarendon Press (Oxford), 1971.

Jammer, Max: The Philosophy of Quantum Mechanics. John Wiley &
Somns, inc., 1974.

Jaskowski, Stanistaw: Rachunek zdan dla systemow dedukcyjnych spr-
zecznych. Studia Societatis Scientiarun Torunesis, Sectio A, 1(5):57-77,
1948. Traduzido ao inglés como ‘A propositional calculus for inconsistent

deductive systems’ in Logic and Logic Philosophy, 7:35-56, 1999.

Jaskowski, Stanistaw: O koniunkcji dedukcyjnej w rachunku zdan dla
systemow dedukcyjnych sprzecznych. Studia Societatis Scientiarun To-
runesis, Sectio A, I(8):171-172, 1949. Translated into English as ‘On
discussive conjunction in the propositional calculus for inconsistent de-

ductive systems’ in Logic and Logic Philosophy, 7:57-59, 1999.

Jozsa, Richard: Entanglement and Quantum Computation. Oxford Uni-
versity Press, January 1998. Versao preliminar disponivel em http:

//arxiv.org/abs/quant-ph/9707034.

Lloyd, Seth e Samuel L. Braunstein: Quantum Computation over Con-

tinuous Variables. Physical Review Letters, 82(8):1784-1787, 1999.

Manin, Yuri: Computable and Uncomputable (in Russian). Sovetskoye

Radio, Moscow, 1980.

Marcos, Joao: Semdnticas de Traducdes Possiveis. Tese de Mestrado,
Universidade Estadual de Campinas, Instituto de Filosofia e Ciéncias

Humanas, 1999.



Referéncias Bibliograficas 157

[Mar05a]

[Mar05b]

[Moo67|

[MS95]

[MS04]

[NCOO]

[0di89)

[ON00]

[Oza98]

Marcos, Joao: Modality and paraconsistency. In Bilkova, M. e L. Behou-
nek (editores): The Logica Yearbook, paginas 213-222. Prague: Filosofia,
2005.

Marcos, Joao: Nearly every normal modal logic is paranormal. Logique

et Analyse, 48(189/182):279-300, 2005.

Moody, Ernest: History of Logic. In Edwards, Paul (editor): Encyclope-
dia of Philosophy, volume 8, pagina 530. New York: Macmillan, 1967.

Mundici, Daniele e Wilfried Sieg: Paper machines. Philosophia Mathe-
matica, 3(3):5-30, 1995.

Mateus, Paulo e Amilcar Sernadas: Ezxogenous Quantum Logic. In Proc.
of CombLog’2004, Workshop on Combination of Logics: Theory and Ap-
plications, paginas 142-149. CLC, Department of Mathematics, IST, Lis-
bon, Portugal, 2004. Disponivel em: http://wslc.math.ist.utl.pt/ftp/

pub/SernadasA/04-MS-fiblog24s.pdf.

Nielsen, Michael A. e Isaac L. Chuang: Quantum Computation and
Quantum Information. Cambridge: Cambridge University Press, 2000.

Odifreddi, Piergiorgio: Classical recursion theory. The theory of functi-
ons and sets of natural numbers. Studies in logic and the foundations of

mathematics, volume 125. Amsterdam: North-Holland, 1989.

Ozawa, Masanao e Haramichi Nishimura: Local transition function of
quantum Turing machines. Theoretical Informatics and Applications,
34:379-402, 2000. Versao preliminar disponivel em: http://arxiv.org/

abs/quant-ph/9811069.

Ozawa, Masanao: Quantum Turing machines: local transitions, prepa-
ration, measurement and halting. Disponivel em: http://arxiv.org/abs/

quant-ph/9811069, 1998.



158 Referéncias Bibliogréficas

[Pap94] Papadimitriou, Christos: Computational Complezity. Adisson-Wesley,
1994.

[Pit90] Pitowsky, Itamar: The physical Church thesis and physical computational
complezity. Iyyun, A Jerusalem Philosophical Quarterly, 39:81-99, 1990.

[Pos36] Post, Emil: Finite Combinatory Process-Formulation 1. The Journal of
Simbolic Logic, 1(3):103-105, 1936.

[PR94| Popescu, Sandu e Daniel Rohrlich: Quantum nonlocality as an axiom.
Foundations of Physics, 24(3):379-385, 1994.

[Sav9g| Savage, John E.: Models of Computation: Ezploring the Power of Com-
puting. Addison-Wesley, 1998.

[SB99| Sieg, W. e J. Byrnes: An abstract model for parallel computations. The
Monist, 82:150-164, 1999.

[SCO00] Sylvan, Richard e Jack Copeland: Computability is Logic-Relative. In
Priest, Graham e Dominic Hyde (editores): Sociative logics and their
applications: essays by the late Richard Sylvan, paginas 189-199. Lon-
don: Ashgate Publishing Company, 2000.

[Sho94| Shor, Peter W.: Algorithms for Quantum Computation: Discrete Log
and Factoring. In Proc. 35th Symposium on Foundations of Computer
Science, paginas 124-134. IEEE Computer Society Press, 1994.

[Sho97] Shor, Peter W.: Polinomial-Time Algorithms for Prime Factorization
and Discrete Logarithms on a Quantum Computer. SIAM Journal on
Computing, 26(5):1484-1509, 1997.

[Sie94| Sieg, Wilfried: Mechanical procedures and mathematical experience. In

George, A. (editor): Mathematics and Mind, Logic and Computation
in Philosophy, paginas 71-117. Oxford University Press, 1994. Versao
preliminar disponivel em: http://www.hss.cmu.edu/philosophy/techreports/

26_Sieg.pdf.



Referéncias Bibliograficas 159

[Sie97]

[Sie02]

[Sie06]

[Sie08)]

[Sim97]

[SM02]

[Sma9s|

[S0a96]

[Sta04]

Sieg, Wilfried: Step by recursive step: Church’s analysis of effective cal-
culability. Bulletin of Symbolic Logic, 3(2):154-180, 1997.

Sieg, Wilfried: Calculations by man € machine: Conceptual analysis.
In Sieg, W., R. Sommer, e C. Talcott (editores): Reflections on the
Foundations of Mathematics: Essays in Honor of Solomon Feferman,
paginas 396-415. A K Peters, 2002. Versao preliminar disponivel em:

http://www.hss.cmu.edu/philosophy/techreports/104_Sieg.pdf.

Sieg, Wilfried: Gddel on computability. Philosophia Mathematica,
14:189-207, 2006.

Sieg, Wilfried: Church without Dogma: Azioms for computability. In
Lowe, B., A. Sorbi, e B. Cooper (editores): New Computational Pa-
radigms, péaginas 139-152. Springer Verlag, 2008. Versao preliminar
disponivel em: http://www.hss.cmu.edu/philosophy/sieg/Church\%20without\

%20dogma . pdf.

Simon, Daniel R.: On the Power of Quantum Computation. SIAM Jour-
nal on Computing, 26(5):1474-1483, 1997.

Stockmeyer, Larry e Albert R. Meyer: Cosmological Lower Bound on the
Clircuit Complexity of a Small Problem in Logic. Journal of the ACM,
49(6):753-784, 2002.

Smale, Steve: Mathematical Problems for the Next Century. Mathema-
tical Intelligencer, 20:7-15, 1998.

Soare, Robert L.: Computability and recursion. The Bulletin of Symbolic
Logic, 2(3):2847321, 1996. Disponivel em: http://www.math.ucla.edu/~asl/

bs1/0203/0203-002.ps.

Stannett, Mike: Hypercomputational Models. In [Teu04/, paginas 135—
157. 2004.



160

Referéncias Bibliogréficas

[TD02

[Teg98|

[Teu04]

[TMR53]

[Tur36)|

[Vai02]

[van90|

[VS00]

[Wol85|

Terhal, Barbara M. e David P. DiVincenzo: Classical Simulation
of Nominteracting-fermion Quantum Circuits.  Physical Review A,
65(032325):1-10, 2002. Versao preliminar disponivel em: http://arxiv.

org/abs/quant-ph/0108010.

Tegmark, Max: The Interpretation of Quantum Mechanics: Many
Worlds or Many Words? Fortschritte der Physik, 46:855-862, 1998.

Versao preliminar disponivel em: http://arxiv.org/abs/quant-ph/9709032.

Teuscher, Christof (editor): Alan Turing: Life and Legacy of a Great
Thinker. Springer, 2004.

Tarski, Alfred, Andrzej Mostowski, e Raphael M. Robinson: Undecidable
Theories. In Brouwer, L. E. J., E. W. Beth, e A. Heyting (editores):
Studies in Logic and the Foundations of Mathematics. North-Holland,
1953.

Turing, Alan M.: On computable numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem. Proceedings of the London Mathematical Soci-

ety, 42(2):230-265, 1936. A correction, ibid., 43:544-546, 1937.

Vaidman, Lev: Many-Worlds Interpretation of Quantum Mechanics. In
Zalta, Edward N. (editor): The Stanford Encyclopedia of Philosophy.
2002. Disponivel em http://plato.stanford.edu/archives/sum2002/entries/

gm-manyworlds/.

van Emde Boas, Peter: Machine Models and Simulations. In Leeuwen,
J. van (editor): Handbook of Theoretical Computer Science. Elsevier Sci-

ence Publishers B.V., 1990.

Vélez, Mario e Andrés Sicard: Sobre un modelo de computacion cudntica
sobre variables continuas. Disponivel em: http://sigma.eafit.edu.co:90/

~asicard/archivos/ccc.ps.gz, 2000.

Wolfram, Stephen: Undecidability and Intractability in Theoretical Phy-
sics. Physical Review Letters, 54(8):735-738, 1985.



Referéncias Bibliograficas 161

[Yao93| Yao, Andrew C.: Quantum circuit complexity. In Proceedings of the 34th
IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, paginas 352—
360. IEEE Computer Society Press, Los Alamitos, CA, 1993.



