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Fundamentos Lébgico-Epistemolégicos da Aritmética — Resumo
Gartbaldi M. Sarmiento

RESUMO

Tomando-se por base uma andlise 16gico-epistemoldgica da nogdo Fregeana de analiticidade, e
uma (re)definicio dessa nogdo em termos de teoria de modelos, proponho uma abordagem ‘neo-
logicista® para fundameﬁtag:"aio da aritmética elementar. Este enfoque logico-reducionista consiste
na derivagdo formal dos axiomas da Teoria Geral de Conjuntos (arcabougo seméntico para a
aritmética de Peano em segunda ordem) de um sistema légico de ordem superior, cuja base
axiomatico-definicional ¢ caracterizada pelo acréscimo do axioma da extensionalidade, a um
fragmento da logica de segunda ordem (total), e pela introdugdo de um principio de abstragdo
analitico que denominamos de ‘principio de equipoléncia Iégica’. Além disso, estabelego um
critério logico-epistemolégico para a demarcagdo de defini¢des contextuais analiticas baseado na

(re)definigdo de analiticidade e no principio de equipoléncia logica.

ABSTRACT

Taking as starting point a logico-epistemological analysis of Frege’s notion of analyticity, and a
(re)definition of this notion in model-theoretic terms, I offer a ‘neo-logicist’ approach to the
foundations of arithmetic. This logico-reductionist approach consists in the formal derivation of the
axioms of General Set Theory (which is the semantic framework for second-order Peano
arithmetic) from a higher-order logical system, whose axiomatic-definitional basis consists of
axiom of extensionality and an analytic principle of abstraction which we shall call the “principle
of logical equipollence”. Furthermore, I establish a logico-epistemological criterion for
demarcation of analytical contextual definitions based on the (re)definition of analyticity, here

proposed, and the principle of logical equipollence.
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INTRODUCAO

Leibniz € considerado o precursor da 16gica simbolica pela sua idéia, de inspiragfio cartesiana, de
mathests universalis, ou seja, de um calculo conceitual (universal) a priori, que permitiria estudar
todas as combinagdes possivels entre os conceitos de qualquer 4rea do conhecimento humano. Em
1847, com a publicagio de Mathematical Arnalysis of Logic, de Boole, inicia-se uma nova época na
histéria da légica, retomando-se a proposta de Leibniz —de um caleulus ratiocinator—, mediante
uma sintese entre a 16gica formal aristotélica e o simbolismo leibniziano.

Em Laws of Thought, publicado em 1854, Boole tomou como postulado que as leis
fundamentais da légica sdio de natureza algébrica relativamente a forma (ou estrutura sintatica)
justificando-se, assim, a apresentagio da logica sob a forma de um calculo simbdlico.

Frege, com o seu Begriffsschrift, publicado em 1879 —desenvolvendo uma concepgio de
légica oposta a de Boole—, considera a idéia leibniziana de uma lingua characteristica. A
contribuicdo de Frege, nesta obra, pode ser resumida em dois aspectos principais: primeiro, a
intredugic e desenvolvimento da légica de relagSes, que representou a diferenca basica entre a
logica escolastico-aristotélica e a 10gica modema; segundo, a introdugéo do conceito basico de um
sistema formal {ou ‘calculo simbdlico’), que trata de um certo tipo de sisterma algébrico definido
matematicamente, considerando-o como uma representacdo abstrata da no¢do de uma linguagem
(formal).

Frege, ao contrario de Boole, nio tencionava representar simplesmente uma logica abstrata
por meio de férmulas, mas expressar um conterido por intermédio de uma linguagem formalizada.
De acordo com Frege, o cilculo simbélico de Boole representa apenas o aspecto formal da
linguagem.

Nos Grundiagen, publicado em 1884, Frege tinha como objetivo precipuo apresentar um
fundamento filosofice para a aritmétfica, mostrando que todas as verdades da aritmética sfo
analiticas. Este projeto seria realizado pela derivagdo formal das leis bésicas da aritmética de um
conjunto de principios logicos gerais (i.e., verdades analiticas).

A derivagdo seria expressa em uma linguagem formal, na qual as regras ldgicas de
inferéncia sdo dadas explicitamente. Estabelecendo-se, por conseguinte, uma base logico-formal

para a aritmética elementar.
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Esta doutrina filoséfica ¢ denominada de logicismo. O logicismo € o enfoque
epistemoldgico cuja tese filoséfica (geral) estabelece que as verdades da matemdtica sdo analiticas
e, em conseqiiéncia, derivaveis exclusivamente da logica.

Sob esta perspectiva Idgico-epistemolégica trata-se em primeiro lugar de estabelecer uma

base logico-axiomatica; em seguida, de reduzir a matematica, da seguinte forma:

1°.  expressando-se todas as definigdes matematicas em termos de conceitos [dgicos basicos;
2°  derivar dessas definigdes e dos axtomas ldgicos, por meio de regras de inferéncia, todos os

teoremas da matematica.

Na monografia Was sind und was sollen die Zahlen?, publicada em 1888, Dedekind
defende uma variante da doutrina logicista para fundamentacio da matematica. Dedekind admitia
que as nogdes de conjunto e funcic formam uma parte da ldgica (de ordem superior) ¢ sdo
necessarias para a derivagio da matematica.

Com a descoberta da amtinomia de Zermelo-Russell, em 1901, Frege e Dedekind
abandonam essa doutrina filosdfica. Mas, Russell-Whitehead, nos Principia Mathematica,
publicado em 1910-13, por meio da feoria de fipos, retomarm a perspectiva logicista. Nesta teoria,
cujo objetivo era a reducdo logica da teoria de conjuntos —base principal para a formalizagio da
matematica—, todas as entidades as quais referem-se as propriedades da teoria de conjuntos
(conjuntos, conjuntes de conjuntos, etc.) devemn ser consideradas numa hierarquia de tipos, tais que
cada entidade pertenga exatamente 2 um s6 tipo. Transpondo-se assim, as antinomias da teoria de
corjumntos.

De fato, o primeiro tipo € constituido por individuos (entidades que ndo sdo conjuntos); o
segundo tipo € formado por conjuntos cujos elementos sdo entidades do primeiro tipo; e, assim
sucessivamente. Portanto, consideram-se apenas conjuntos cujos elementos sfo entidades de tipo
imediatamente inferior. Contudo, a introducdo de certos axiomas, como por exemplo, o axioma da
redutibilidade', cuja analiticidade nfio foi justificada, interrompeu este projeto logicista.

No livro Frege’s Conception of Numbers as Objects, publicado em 1983, C. Wright retoma
a linha de pesquisa de Frege, introduzindo uma proposta denominada hoje de ‘neo-Fregeana’, viz.,

a logica de segunda ordem acrescida do ‘principio de Hume' (como axioma)’ permite derivar os

! Expresso formalmente, (Vx)(3w)(¥z)..{Vz, ){w(zl,...,zn) & X250 2, )) onde x tem tipo de ordem
(tss i M K/ (Pyaeins v, ) € W € uma fbf predicativa de tipo de ordem (%),...,£,)/ 7/ (p[,.... ¥, ), comr £ k.

2 Veja discussiio sobre a analiticidade do principio de Hume no Cap. I: sec. 1.3, §4, desta tese.
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axiomas de Peano. Infelizmente, esta proposta de Wright & insatisfatoria na medida em que, as
criticas feitas por Boolos —e, discutidas nesta tese, no Cap. I: sec. 1.3—, séo suficientemente fortes
para refutar o cardter 16gico do principio de Hume.

A perspectiva logicista que proponho nesta tese, de um ponto de vista filosofico, trata-se,
em Ultima andlise, de um enfoque alternative aqueles de Frege, Dedekind e Russell-Whitehead.

A presente tese monografica, inscrita na intersegfio da drea de Fundamentos de Matematic=
com a drea de Filosofia da Matematica, tem por objeto de estudo um sistema Iégico de ordem
superior para a fundamentagfo 16gica da aritmética elementar. Esse sistema logico caracteriza-se
pela utilizagdo: do axioma da extensionalidade, do esquema de compreensdo e pela introdugio de
um principio de abstragio analitico, i.e., o principio de equipoléncia Idgica, demonstravel em wma
linguagem de segunda ordem total. Denomino esse enfoque, sob uma perspectiva légico-
extensional, de ‘neo-logicista’. Esta expressdo, em conformidade com o significado que lhe ¢
conferido nesta dissertacdo —i.c., pressupondo-se uma redefinigdo da nogfio de analiticidade de
uma sentenga—, refere-se a abordagem reducionista, segundo a qual, a teoria geral de conjuntos
finitos (em segunda ordem) é redutivel ao sistema 16gico supracitado.

Nos Prolegbmenos da tese, apresentam-se as hipdteses filosdficas gerais e, sido
estabelecidos: a base axiomdtica e o fragmento definicional que constituem o sistema légico de
ordem superior £. No capitulo I, faz-se uma exposigao resumida do enfoque logicista Fregeano,

bem como da abordagem neo-Fregeana. No capitulo IT, discute-se a problematica desta tese:

1. Subproblema principal: derivagdo dos axiomas da teoria geral de conjuntos finitos (em segunda
ordem) tomando-se por base o axioma de extensionalidade, o esquema de compreensfo e as regras

de inferéncia de £.

2. Subproblema secunddrio: demonstragido da analiticidade de uma defini¢éio contextual, em £,

formalmente andloga a ‘Lei V das Grundgeseitze’, via principio de equipoiéncia 16gica.

Concluindo, o capitulo III tem por finalidade a discussio das principais implicagdes
filosoficas desses resultados, no que concerne aos aspectos epistemolégicos acerca da natureza
légico-extensional e da neutralidade tdépica do sistema £; bem como, de um critério geral de
analiticidade para definigbes contextuais de ordem superior. Deve-se ter presente que esta tese
monografica esta circunscrita a demonstracfo, em nivel metaldgico, de cada um dos subproblemas

mencionados acima, assim como, 4 andlise légico-epistemoldgica desses resultados.
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As principais contribuicées (originais) apresentadas nesta tese de doutorado

podem ser resumidas da seguinte forma:

L

RESULTADOS PRINCIPAIS

A definicdo da nogdo de funcdo-conceito, a formulagdo e a derivagde do principio de

equipoléncia logica do axioma da extensionalidade

[v. Prolegomenos IX, §5; Cap. H: sec. I1.2, §3]

11. A derivacdo dos axiomas da Teoria Geral de Conjunios (finitos) com base no sistema logico £
[v. Cap. II: sec. 1.2, §4]

1. A demonstragdo da andliticidade de um andlogo formal da ‘lei V' das "Grundgesetze”
[v. Cap. H: sec. IL.2, §3]

e 1 = ‘aredugdo Iégica da Aritmética de Peano em segunda ordem’
[v. Cap.II: sec. 11.3, §3]

o I = ‘a redugdo logica da teoria dos nimeros cardinais (finitos)’
[v. Cap. II: sec. IL1, §1 e sec. IL.2, §5]

IV. Uma (re)defini¢do do conmceito de andliticidade de uma sentenca em segunda ordem
[v. Cap. I: sec. I1.2, §1]

V. A formulacdo de um critério geral de analiticidade para defini¢Bes contextuais de ordem

superior

[v. Cap. II: sec. IIL.1, §1]
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PROLEGOMENOS

Este capitulo introdutério frata da exposigio preliminar das hipéreses filosdficas gerais e do
estabelecimento da base axiomatico-definicional da linguagem do sistema logico de ordem superior

{£). Esta introdugde geral constitui, em certo sentido, o fundamento tedrico de toda a tese.

I. LINEAMENTOS GERAIS DAS HIPOTESES FILOSOFICAS

O conjunto de hipdteses filoséficas, relativas ao escopo desta tese, € constituido por:

s Tese logicista (resfrita): todos os rermos aritméticos especificos s&o definiveis estritamente
com base num alfabeto 16gico ¢, os axiomas da aritmética elementar s3o derivdvels apenas de

axiomas ¢ regras de inferéncia da logica.

e Critério (de Tarski) para nogoes Iégicas: uma nog¢io é logica, somente se é invariante sob
todas as transformacdes [aplicagdes 1-1] do universo de discurso de uma estrutura qualquer; ou,
posto de outra forma, uma nogio, com referéncia ao universo de discurso, é dita légica se, e
somente se, ¢ levada sobre si propria, através de cada aplicagdo injetora, cujo dominio e imagem

coincidem com a totalidade do universo de discurso.

» Pressupostos logico-filosdficos basicos:

1°.  Categoria l6gica de objetos. Esta categoria é formada exclusivamente por classes, conjuntos e
valores-verdade: V° ,F°.

Seja ¢(x, p1 , ..., p» ) uma formula de €. Denomina-se (L:={x: ¢(x, p,,...,p,)} de classe,ie. é
a extensio do predicado ¢. Num sentido légico, conjuntos sdo individuos de uma classe fixa (I (ou
(I-elementos), isto significa que, os elementos da classe (U s3o todos os conjuntos x que satisfazem
Hx, Py ees Pp)-

Dizemos que  é definivel com respeito apn , ..., pp. S¢ ¢ tem exatamente urna varidvel livre x,
entdo a classe (I é definivel.

Vi= {x : x = x}' é a classe universal (i.e., a classe de todos os conjuntos) e, A:={x : x # x}

classe vazia.

' A igualdade entre individuos € introduzida no sistema logico £ via ‘lei de Leibniz’ [v. Df IL1, sec. I1, §5].
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2°  Categoria logica de operadores. Esta categoria € constituida essencialmente pelos conectivos
proposicionais, quantificadores e a identidade, que caracterizam a estrutura da linguagem formal, e
pela relagdo de pertinéncia, denotada da maneira usual por ‘e’; acrescentando-se como férmulas
atbmicas, na linguagem £, expressdes da forma ‘re3’, onde f é um termo e X é wma varidvel (de

segunda ordem) monddica. Considerando-se a seguinte interpretacdo metalingiiistica:

Seja Z o universo de discurso [universo de individuos]. Uma transformacio (aplicagdo 1-1)
definida sobre 2 induz transformagBes” sobre conjuntos de individuos, relagbes entre individuos, e

assim sucessivamente. De modo tal que, um individuo x € um ‘C-elemento’ de um conjunio de
individuos €; um conjunto (de individuos) C é um ‘C"-elemento’ de um conjunto de conjuntos de
individuos C”, etc. Nesta acepgio, pela definigio de uma transformacio induzida, a relagiio de
pertinéncia ¢ invariante sob toda transformagfo de 22 sobre si préprio.

Isto significa que, via esta interpretagfio metalingtiistica e, consoante o critério de Tarski, a

relacio de pertinéncia pode ser introduzida na linguagem £ como um operador /dgico’.
» Hipdteses ontoldgicas:

12, Existem objetos abstratos, i.e., objetos sem localizagdo espago-temporal.

2%, [No que tange ao status existencial das classes] Existem wumiversais (ou conceitos gerais

abstratos) de forma independente do pensamento conceitual subjetivo.

* Hipdteses gnosiolégicas:

12. O conhecimento matematico ndo depende de relagdes causais, i.e., a referéncia de nomes,
predicados ¢ quantificadores de uma sentenga matemadtica ¢ independente de qualquer relagio
causal entre o sujeito cognoscente ¢ o constructo matematico, visto que um objeto abstrato ndo

corresponde a nenhum dado sensorial ou intuigdo sensivel.

* Considerando-se, de forma especifica, 0 dominio de quantificacdo 4 das varidveis de primeira ordem e, uma
transformagio £ tal que, dom()) = ran(f) = A. Entéio, f induz uma transformagéo f* em que dominio ¢ imagem
coincidem com o dominio de quantificagdo (4}, i.e., o conjunto poténcia de 4. E, assim sucessivamente.

* A relacfio binaria de pertinéncia pode ser interpretada, em nivel de metalinguagem, no sentido de um funcror
légico da seguinte forma:

'x e Xy (as)[((v x (E)———E—-){T,J_})(X,x) =T];

onde ‘x & um (T-elemento, X é um Velemento'. Em outros termos, o par (X, x) esta na relaglo ‘e’ see existe
um functor iégico &, com argumento (X, x), tal que, £(X, x) toma o valor-verdade verdadeiro.
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2%, O conhecimento matematico € a priori, i.e., esse conhecimento nio necessita de justificacio

epistemoldgica pela experiéncia.

. LINGUAGEM FORMAL £(1)

Sintaxe Formal de £(1). Fixemos um tipo de similaridade unissortido 1. Nesta segio, introduzimos

uma formalizagio (£) da linguagem de segunda ordem totel ((PY), i.e., para qualquer estrutura

AU ={A; {R; bie1, {f; e 0, A= D, sefa A, o conjunto poténcia de A", _ﬁ’" admite quantificagfo

sobre U <o A,.

§ 1. Simbolos primitivos

@
(i)

1. constantes ldgicas:

os conectivos légicos do calculo de predicados de primeira ordem;
0s valores-verdade: V°, F~.

2. varidveis de primeira ordem: Xy, X{y vouy X,y ces X, Vo 2, U, V, W,

3. constantes de primeira ordem: ¢,, ¢, ...;
4. varidveis (de segunda ordem) n-ddicas: X, X[, ..., X, Y, Z, para cadan > 0;

5. constantes (de segunda-ordem) n-ddicas: P, P, ... .

§2. Formulas atdmicas

Consistem nas mesmas férmulas atdmicas de ¥ (t) acrescidas de:

Para cada n>1, X"{(z,,...t,), onde X" & uma varidvel de segunda ordem n-adica e f,
3 n gun

onde Term [conjunto dos rermos de ¥ (1)) denota o menor conjunto que satisfaz:

(?)

variaveis (de primeira ordem) e as constantes séo termos.

(i) sety, ..., ,cTerme F, é um simbolo de fungfo n-ario, entdo F (4,....1,) € Term.

§2.1. Férmulas

S0 definidas indutivamente por:

X,-O, PfO EForm,

... toeTerm;
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X (1,51, ) € Form,
Pr(ty,....1, Y eForm,

2. paran>0Q,
onde 1; € uma variavel de primeira ordem ou constante;
3. & orm ¢ fechado sob os conectivos proposicionais;

4. & orm é fechado sob a quantificag@o de primeira e segunda ordens: se ge Form, =l e X" é

uma varidvel relacional n-aria, entdo (VX" )g, (3X™)g « Form.

§3. Regras de inferéncia

Acrescentam-se as regras de deduc#io natural, da 1dgica de primeira ordem, as seguintes regras de

inferéncia em £:

vx"
RII: P ) U(:)@ (e¥)
VX g Sy e
X
(]
got7) o B o
RI 2: . ) —Y (@)
1X e ¥

onde: Si‘f Yp =y (S:’,(f )qp)tl...r,,, & 1 ={t),nl,), 1.6, S“”Y(j‘)@ ¢ obtida de ¢, pela substituigio de

cada ocorréncia de X”(4,...,t,) por o(1,....1,), para uma dada fbf o, tal que, nenhuma das varidveis

livres ¢; tome-se ligada apds a substituig&o.

§4. Axioma e proposicio fundamentais de £.

(£.1) Axioma da Extensionalidade:
V:E(X"(J?)H Y"(J?))H Xt =y,
onde X denota uma sucessdo finita de varidveis de primeira ordem de £ Iie., (Kseees X, )

Proposicdo (£%) [Esquema de Compreensdo). Seja X" wma varidvel de segunda ordem n-ddica e

$(x),-... %, ) uma formula de " em que X" ndo ocorre livre. Entdo,

F X", ... Vxn(qii(xl,...x,,)HX”(xl,...x,,)).
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Demonstracdo.

L Vx5, (800,003, ) <> 9850000, )) Demonstravel em £’ [Calc. de Pred. de 12 ordem)]

2. Vx ...Vxn(gﬂ(xi,...,xn)e X (xpyeen X, )) Subst. da fbf ¢(t) pelavar. X"(f) na linha 1

1]

AX"Vx, ...Vxn(gzﬁ(x,,...,xn) o X'(x),.x, )) 2, i3 [regra de inferéncia RI 2].

Observagdo. Podemos mostrar que o esquema de compreensdo €, de fato, logicamente equivalente
i regra de introdugfio do quantificador existencial em segunda ordem [v. van Dalen (1997), pp.
149-50].

§5. Terminologia de £. Estabelecemos nesta subsecio as definicdes bdsicas do sistema 16gico £.
As defini¢es Dy H.1 e D 1.2 introduzem na linguagem do sistema £, respectivamente, a relagdo
de igualdade e o operador de adjungéo.

Definicées Principais
Df IL1 Defini¢io de igualdade para individuos [Lei de Leibniz]

(x = )y (VX)X ()6 X(3)) -
Observagdo: a nogdo de igualdade ¢ considerada em uma acepcao Iogica, 1.e., ‘x = 3’ se, e somente
se, x € y denotam o mesmo objeto.
Df L2 X=0 o4 (Vx)(xeX)
DfH3 XE[le}@gxerx:y

& é o conjunto vazio; [X | y] € o conjunte cujos elementos s30 os elementos de X e o conjunto

». Do axioma £.1 segue-se que & e [X | y] sdo unicamente determinados pelas propriedades

expressas pelas definigdes Dy, 11.2, 3.

Definicées Derivadas
Df 1141 {x}:=1F | x]
Df 142 {x,yy= x| Y]

Df 1143 o pr= {{x) i, 013

10
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Resulta da Df I1.4.3 e do axioma £.1;

F,»="y )y x=x"Ay=).

Base Relacional de £. A existéncia ¢ unicidade de cada uma das definigbes seguintes €

estabelecida, via esquema de compreensio e axioma £.1, valendo-se de Df. 11.4.3.

Df 151 1,0 406, 1)} =g {2: @@z = G, ) A 95, )} 5 e

‘a classe dos pares ordenados {x, v} tais que ¢(x, ¥} .

D52 PX) @ 4 (Vx)x X = Qu)(Fv)(x = (u,v))), Le.,
‘X é uma classe de pares ordenados’.

Df 153 Seja fuma classe de pares ordenados. Entdo,

Fune(f) & 4 BUIA(V)(YNY2N(x p) e f Al z) e f > y=1z), L,

Func(f) designa que ‘f € uma fungdo (ou relagdo funcional)’.

Df 1L6.1 Dados Q= {V°, F*} e um predicado (n-4dico) ¢(¥) e £. Seja H; X250 uma
fun¢3o #-aria, definida por:

fiX=ved(X),ie, f37=V see v(#(F)=T,¢ f,z=F see v(f(Z)=1,
para uma dada valoragdo v na metalinguagem de £; onde x={x,..,x,). O functor logico f; ¢

denominado de fumcdo-conceito’ (n-4ria), de primeiro nivel, definida por meio da formula

#(x,,...,x,), com varidveis livres (de primeira ordem) x;.
Df1.6.2 Seja um conjunto X # &. Entéo,

Er, (5,7) &4 g(x) = g1, L2,

E,, ¢arelacdode equivaléncia sobre X induzida pela fungfio-conceito X 2,0,

* Note que, para cada predicado (n-adico) ¢ de €, existe uma tnica fungéo-conceito f; correlativa a ¢(x},

com respeito a um dado deminio ﬁX,- =@, ie, (VOELZIVENf(E)=v ¢ ¢(X)], onde vel.

i=}

11
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Definicdes Suplementares

Df1L.7.1 XY &y (Vx)(x € Xox €Y).

Df1L72 2% = (¥ YCX).

[ll. DEFINICAO DE LOGICA

Seja I um conjunto de formulas. Uma /dgica & um par (£, C,) onde ¥ é uma linguagem definida
sobre um vocabulario 1 tal que, 7 [t] € uma classe (a classe das _*-sentengas do vocabulario ©) e

C, I)y={¢ : '@} ¢ denominado de operador de conseqiiéncia de Tarski. (¥, C, ) satisfaz as

propriedades seguintes:

() reI=CMcC(3);
(ify ToC(I);

(i) C (C,(T)=Cu(T);

() o(C (T C,(a(I), para qualquer endomorfismo o de _¥.

IV. ARCABOUCO TEQRICO DA TESE

O arcabougo tedrico desta tese pode ser representado, na metalinguagem de £, pelo seguinte

diagrama esquematico. Supondo-se consis(TGC) entdo:

Seja £ =4 _£" + Ax. da Extensionalidade (£.1);

£ = TGC + (Principio de Equipoténcia) [via Equipoléncia Logica e DEF. 1.3 (Cap. II)]
TGC = AP¥ [via DEF. 2.1 (Cap. II)]

S £ APY.

AP? : ‘aritmética de Peano em segunda ordem’;

TGC: ‘teoria geral de conjuntos (em segunda ordem)’.
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CAPITULO I

Neste capitulo, faz-sc¢ uma exposigio, em linhas gerais, do enfoque logicista Fregeano.
Considerande-se, também, segundo uma abordagem neo-Fregeana, a possibilidade de uma
reformulagiio desse projeto de fundamentagfio logica da aritinética. No apéndice, deste capitulo,
acrescenta-se uma explicagdo sobre as nogdes de conceito e de extensdo (de um conceito) na

acepgdo Fregeana.

L1 OPROJETO LOGICISTA FREGEANO

Nos Grundlagen, Frege apresentava como objetivo principal uma defini¢do de mimero cardinal
com base em categorias estritamente logicas, permitindo deste modo a redugdo dos postulados
basicos da armética elementar a leis logicas, em outros termos, a demonstrago de que os

postulados basicos da aritmética sdo analificos. De acordo com Frege (1884)

Espero ter, nesta menografia, tornado plausivel que as leis aritméticas sefam juizos analiticos [o grifo
¢ meu] e, por conseguinte, ¢ priori. Em conformnidade com isto, a aritmética seria apenas uma logica
mais desenvolvida, cada teorema da aritmeética uma lei logica, ainda que derivada. ... [Clomputacdo
seria inferéncia.’
O logicismo Fregeano consiste na doutrina filoséfica, cujo objetivo precipuo € mostrar que
a aritmética elementar trata estritamente das relacdes analiticas entre conceitos.
O enfoque Fregeano caracteriza-se pela utilizagdo de principios contextuais em segunda

ordem que apresentam a seguinte forma geral:
(*)  (YF)YG) @x.Fx = @x.Cx SE(F,G))

onde ‘E’ dencia uma relagéio de equivaléncia, F, G sdo conceifos quaisquer ¢, ‘@’ designa um
abstrator com respeitc a um dominio primitivo de objetos.

A sentenca (*) expressa que: dois conceitos F e G slo coextensivos, com respeito a um
dominio (primitivo) de individuos se, ¢ somente se, F ¢ G estio em uma dada relagio de
equivaléncia E.

Em particular, a famosa ‘lei béasica V* das Grundgeseize der Arithmetik de Frege (1893)

consiste numa instincia inconsistente de (*).

' Veja Grundiagen §87.
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§1. Nidmeros como extensdes de conceitos

Apresentamos os delineamentos gerais da andlise Fregeana do conceito de niimero. Considere-se
inicialmente a seguinte observagdo de Frege. No §62 dos Grundlagen, Frege assinala que hi uma
indeterminag@o associada 4 defini¢do: Num(n) =4 IF(N, Fx = n). Ou seja, a definicio ‘n é um
numero se, e somente se, existe um conceito F tal que n é o nlimero que lhe convém’ ¢ aplicavel
apenas na condicdio de que esteja pressuposto, explicitamente, um critério para decidir o valor-
verdade de qualquer igualdade da forma: ‘N, Fx = »’. Caso contrario, ndo seremos capazes de
decidir, por exemplo, se ‘Jdlic César é um numero’. Expresso sob outros termos, ndo hd um
procedimente geral de decisic que permita determinar o valor-verdade de toda assercdo de
identidade da forma ‘N, Fx =, em que ¢ € wm termo singular qualquer cuja expressdo sintitica seja
distinta de ‘N, Fx’.

Neste caso, Frege apresenta a seguinte alternativa, introduzida no §68, que consiste na

defini¢do explicita de mimero
0 numero que convém ao conceito F € a extensio do conceito “equinumeérico ao conceito 7.

Isto significa, conforme o enfoque Fregeano, que o conceito logico de correlagéo biunivoca
(ou correspondéncia bijetora) é anterior ao conceito de nimero. Nos §§72, 73 Frege acrescenta uma
explicacio de como a nogdo de aplicagdo bijetiva pode ser formulada em termos légicos: um
conceito Fs estd em correlacio biunivoca com outro conceito Gs se, e somente se, existe uma
relagdio (bindria) H(x, ¥) que correlaciona biunivocamente os objetos que caem sob F com o0s
objetos que caem sob (. Assim, o niimero de Fs consiste na classe (de equivaléncia) de conceitos
que iém a mesma cardinalidade do conceito F,

Ao contrdrio da andlise de Dedekind ¢ Peano —segundo a qual, os niimeros naturais
constituem, em vltima andlise, um conjunto fechado com relacdo & operagfo sucessor, aplicada a
um primeiro elemento (que n3o seja ele préprio um sucessor)—, Frege considera a preeminéncia da

nocio de niimero cardinal em relacio 4 de nimero ordinal.

Nos §§74-79, Frege estabelece definicdes para os ntimeros singulares:
V=N [x:xzx], L=Ne[x:x=0], ..., n+ L=N[ V], x=4].

Estas defini¢Bes pressupbern um significado preciso para o operador numérico ‘N, qual

seja, no sentido da definig&o explicita acima.

14
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§2. A relevincia do principio de Hume para o enfoque Fregeano

O ‘principio de Hume’ estabelece que: ‘numero de Fs = numero de Gs se, e s0 se, existe uma

correspondéncia 1-1 entre os Fs e o5 Gs*, onde F ¢ G denotam conceitos. Formalmente,

N Fx=N Gx
see
VxVsz(ny ARxz—p= Z)A Vx‘v’sz(sz ARz x= y) A ‘v’x(Fx — (I GCy ~ ny))
[A‘v’x(Gx = () Fy A Ryx)) ]

Cabe observar que o principio de Hume ¢ um principio de abstracfio (consistente) cuja

expressdo formal apresenta a forma geral dada pelo esquema de de nicbes contextuais (*) [v.

demonstragdo da consisténcia na sec. 1.3, § 3].

Na parte II das Grundgeseize, Frege deriva o principio de Hume de sua definiciio explicita

¢ nimeros. Baseandoe-se exclusivamente neste principio, Fr 2 aqonstra as ‘leis basicas’ da
d B d I te neste principio, Frege d= zonstr ‘leis b T d

aritmética (i.e., os axiomas de Peano-Dedekind):

AP;Z

AP;:

AP3:

APa,:

APjI

onde:

N(0)
Vx(Nx = 3p(Ny A Suc(x, y)))

1. Func(Suc)
2. Fune[Conv(Suc))

~Ix.Sue(x, 0)

\?’x(Nx - VF(F(O)A Vx(Nx ~nFx— Vy(Suc(x,y) - Fy)) - Fx)];

o predicado ‘N&’ denota ‘£ é um nitmero natural’;

‘Suc(x, y)? denota que ‘y é o sucessor imediato de x na sucessdo numérica’;

‘Func(RY designa que a ‘relagfio R € funcional’, i.e.,

Func,, (Rvw) =4 VxVy(R(x,y)—> Vz(R(x,s:) ~» y= z));

‘Conv(RY designa a ‘relagio reciproca de i’, i.e.,

Conv,,, (Rvw)(x,y) =4 Ryx.
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A relevincia do principio de Hume, para o projeto filoséfico logicista de Frege, pode ser

expressa no seguinte enunciado (admitindo-se a hip6tese de que mimeros sdo objetos):
O principio de Hume implica a infinidade dos niimeros naturais [Teorema de Frege]’.

Este principio, no dmbito de um sistema de segunda ordem, é necessario para a derivacgio
do segundo postulado de Peano (todo niimero natural tem um sucessor unicamente determinado).

Nas Grundgesetze, Frege mostra que a defini¢iio explicita de ntimero implica o principio de
Hume. E, as proposi¢tes analiticas com relagdo 20 conceito de mimero sio exatamente aquelas
derivaveis deste principio. Assim, o principio de Hume desempenha uma funcio essencial na
demonstrag¢do de analiticidade de propriedades aritméticas —formuladas com base no conceito de
nimero,

No §70 dos Grundiagen, Frege mostrou a relevincia do conceito de relagio para a

definicZo de nimero natural e acrescentou

O concelto relacional pertence —assim como o simples conceito—, a esfera da logica pura. Aqui néo
interessa o conteudo particular da relagfio, mas exclusivamente a sua forma logica. Se algo pode ser

afiriiado sobre ela, a verdade desse enunciado resulta analitica e € reconhecida g priori.

Neste paragrafo supracitado, Frege expressa a anterioridade da nogfio de relacdo para a
definicdo de nimero natural, na medida em que, sob um tratamento sintatico-formal, o que
interessa € exclusivamente a forma logica e nfo o contedo especifico da relagio. Em
conseqiiéncia, uma teoria geral das relacdes estabelece wma conexdo enftre a logica e a aritmética
elementar.

De fato, nas Grundgesetze, Frege afirma:

Eu reduzi Nimero 4 relagio de equinumerosidade, e reduzi esta Gltima a correspondéncia muitos-um.
... 3¢ estou certo em pensar que a aritimética ¢ um ramo da logica, entdo a nogdo de ‘correspondéncia’

deve ser expressa em termos estritamente logicos. ... O conceito ¢ a relagdo sdo os fundamentos sobre

os quais estabeleci minha construcdo’. [O grifo € meu]

? A nogiico de infinito, subentendida neste teorema, consiste na nogdo de infinito no sentido de Dedekind: um
dominio D ¢ infinito somente se, existe uma fun¢do injetiva f de D em D e um objeto ¢ em D tal que ¢ ndo
estd na imagem de f.

* Veja Grundgesetze 1, §0.
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§3. O axioma V das Grundgesefze e a Antinomia de Russell

O axioma V (ou principio do contexto) das Grundgesetze consiste em um principic de abstragio
que estabelece condigdes para a igualdade das extensGes de conceitos. Este axioma é necessario,
segundo o enfoque Fregeano, para estabelecer a referéncia das extensdes de conceitos de primeiro
nivel ——evitando-se a indeterminacio citada anteriormente. Além disso, extensSes de conceitos sdo
necessarias para a formulagio da definicdo explicita e, consegiientemente, na demonstragdo do
principio de Hume. Todavia, os axiomas da aritmética sdo derivaveis do principio de Hume sem a
necessidade de recorrer-se ao axioma V nem 2 existéncia de extenses de conceitos.

Devemos observar que Frege associou a aplicagdo do principio do comtexto, enquante
critério de identidade dado por uma relagfio de equivaléncia, a defini¢dio por abstragfo logica —i.e.,
o procedimento de passar a estrutura quociente determinada pela relagdo. De maneira que, os
elementos do conjunto quociente (i.e., as classes de equivaléncia definidas pelos conceitos)
proporcionariam os referentes dos termos numéricos singulares. Transpondo-se, por conseguinte, o
problema da indeterminagio da referéncia dos niimeros cardinais.

O axioma V caracteriza o sistema 1dgico de Frege sob uma perspectiva logico-extensional,
na medida em que fixa as condigdes de identidade de conceitos quando esses tém as mesmas
extensdes. Observa-se, em relagio a estrutura formal deste axioma, que este principio de abstragfio
¢ analogamente similar & seguinte propriedade: ‘fungdes sfo idénticas quando tém © mesmo
grafico’. Neste sentido, esse tratamento extensional significa que, quando (Vx)(Fx & Gx) é
verdadeiro é possivel substituir *#s’ por ‘Gs’ em quaisquer contextos, conservando-se o valor-
verdade de cada uma dessas expressdes formais.

Como foi observado por Frege, nada impede a transformagdo da generalidade de uma
identidade da forma (Vx)}(Fx < Gx) em uma identidade de curso de valores. Apenas a
transformagfo reciproca —em decorréncia da antinomia de Russell—, nfo € possivel em geral. Em
conseqiiéncia deste fato nfo pode ser mantido, em geral, que a sentenga ‘o conceito Fx tem o
mesmo curso de valores do conceito Gx” denota 0 mesmo que a sentenga ‘os conceitos Fx e Gx tém
sempre 0 mesmo valor-verdade para o mesmo argumento’. Posto sob outros termos, deve ser
considerada a possibilidade de que existam conceitos que ndo tenham exiensao.

Neste sentido, a nogfo de extensio de um conceito era essencial ac projeto reducionista
Fregeano, pois teria assegurado a formalizagfio da defini¢do explicita de nimero em termos légicos

e, mediante regras logicas de inferéncia, o principio de Hume seria derivado desta.
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Em 1901, Russell descobre que uma contradigio (a ‘Antinomia de Zermelo-Russell’) pode
ser derivada do ‘Axioma V’, tomando-se o conjunto de todos os elementos que satisfazem a

propriedade de ‘néo ser elemento de si proprio’.

Considere-se agora 0 Axioma V das Grundgesetze:
e fle)=£.g(e) = (V) f(x) = g(x)],

onde £#(x} denota a extensdo do conceito h. Esse axioma expressa formalmente que a identidade

das extensdes de dois conceitos quaisquer é logicamente equivalente & co-extensionalidade desses
conceitos, 1.e., esses conceitos assumem os mesmos valores-verdade para os mesmos argumentos.
Isto significa que as extensdes de conceitos sdo introduzidas por intermédio de suas condi¢des de

idenfidade.

De acordo com o enfoque Fregeano: ‘todo conceito % tem uma classe £.h(s)’ como sua

extensdo, €
(1) & f(e)=2.g(e)= (Vo) f(x) = g(x)];
como os elementos de £.k(g) sfo tais que
(1) (Vx)[x e&.A(8) = A(x)] [pelo principio de abstragio (irrestrito)]d,
segue-se que (1) implica (). Posto isto, seja y=z.h(s) e A(x)=4 x €x ; entdo, tem-se a seguinte
instancia de ():
(Vx)[x ey = x gx]. (D

Fazendo-se x = y em (1) infere-se que: yey <> yey,

a qual € logicamente equivalente d contradicfio: Ai(y) A —h(). O

Assim, em virtude do fato de que uma contradigio é derivavel da implicagdo (f), resulta
que é falso que ‘todo conceito 7 determina uma extensao &.k{e)’. Portanto, as hipéteses (1) € (})

sdo reciprocamente inconsistentes.

4 Axioma da abstragdo (em primeira ordem): (Hy)(Vx)(x ey gp(x)), onde ¢(x) é uma formula na qual a
variavel v ndo ocorre livre.
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§4. Rejeicio do Axioma V ‘modificado’ das Grundgesetze

Apos a comunicagio de Russell, Frege fez uma ‘modificagio’ no axioma V para evitar a derivagio
da contradigio —atenuando ao miximo possivel o efeito da antinomia de Russell sobre sua teoria
de extensic de conceitos—, contudo, a versic modificada do axioma V mostrou-se inconsistente.

Como assinalado por Quine (1955), Frege introduz a seguinte forma variante deste axioma:
(W)y = {gx) oy ex(gx)=9y]. I
De modo que, para qualquer conceito ¢, resulta que £(¢x) compreende:

(i) exatamente os objetos x tais que, ¢x ou,

(if) todos os objetos que satisfazem a condigdo (7), incluindo-se a propria extensédo ¥(¢x) ou,
(i#) todos os objetos que satisfazem a condigdo (7), excluindo-se a prépria extensdo (¢x).

Quine’ {peste artigo de 1955] demonstra que da sentenga (I) e de (x)(3y}x # y) deriva-se

uma contradigio.

Segundo Frege, sob um aspecto epistemologico, a ro¢o de extensdo de um conceito €
essencial para uma explicagdo da apreensdo cognitiva de objeros Idgicos justificando-se, dessa
maneira, a independéncia da aritmética de qualquer tipo de intuicdo sensivel. Frege prople a
questdo seguinte:

[Clomo os nitmeros [naturais] podem ser apreendidos como objetos 16gicos, ... exceto que seja
permitido —pelo menos condicionalmente— passar de um conceito & sua extensdo. Posso, sempre
que falar da extensdo de um conceito —falar de uma classe? E, se niio, como 0s casos excepeionais séo

reconhecidos? [Q grifo é meu]®

De acordo com o enfoque Fregeano, a questdo €: mostrar que ha uma explicagio da nogdo
de extensio de um conceito que sirva aos propositos do logicismo.’

Como assinalado por Frege, no excerto acima, o enfoque logicista requer uma justificagdo
epistemoldgica da fungfio desempenhada, ndo apenas pela nogo de conceito mas, também, pela

nogdo de classe, bem como, em que sentido um conceito bem definido determina uma classe (ou

extensio).

S <On Frege’s Way Out’, Mind, vol. 64. Reimpresso em Selected Logic Papers (1966), pp. 150-1.

¢ Veja Grundgesetze, vol. 11, Apéndice; p. 253.

7 Esta questdio relativa a (re)interpretagéo da nogio de extenséo de conceitos € relevante, conforme destacado
por Burge (1984), para a perspectiva logicista Fregeana. [v. excerto de Burge no apéndice da Cap. I

19



Fundamentos Ligico-Epistemolégicos da Aritmétiea — Cap. 1

Garibaldi M. Sarmento

O esquema de abstracfo, que consiste num principio bédsico para a geragio de classes,
desempenhou um papel central no sistema 16gico de Frege visto que, um teorema de infinidade é
demonstrdvel com base exclusivamente no principio de abstragio irrestrifo e no axioma da
extensionalidade.

A demonstragdo de que o principio de Hume é uma counseqiiéncia logica da definigio
explicita de nmimero cardinal —exceto pelo fato de que a defini¢do explicita depende da teoria
Fregeana (inconsistente) de extensdes—, teria sido um procedimento que garantiria a consisténcia
do sistema logico de Frege. Porque, este resultado, sob um enfoque da teoria de modelos,
estabelece a existéncia de uma colecdo de objetos (i.e., a sucess#o infinita de mimeros naturats),

para os quais, os axiomas de Peano s3o verdadeiros.

12 ANALISE DO CONCEITO DE ANALITICIDADE

Nesta se¢dio, discutimos as principais definigGes de analiticidade de uma proposigio, assim como as

limitacdes formais dessas defini¢Ges.

§1. Definicao Fregeana de analiticidade

De acordo com Frege, o problema epistemoeldgico de classificacdo de uma proposigio verdadeira

como analitica,

[Clonsiste, de fato, em encontrar a demonstragio da proposiciio e, no regresso até as verdades
primitivas. Se, no decorrer deste processo, resultam-se apenas leis 16gicas gerais ¢ definigfes, entio a
verdade € analitica fo grifo & meu), pressupondo-se, também, que sejam tomadas em consideragio,
todas as proposicdes sobre as quais depende a admissibilidade de qualquer definicdo. ... Se, ... €
possivel conduzir a demonstragiio [da propesi¢do] valendo-se exclusivamente de leis gerais, as quais

nfo admitem nem necessitam de demonstragdo, entio a verdade € a priori.®

Isto significa que, segundo Frege, uma proposicdio analitica € aquela que é demonstradvel
exclusivamente por meio de axiomas légicos e defini¢bes. A demonstragiio de analiticidade de uma
proposicio implica que essa proposigio é uma verdade I6gica num sentido estrito. Esta definigéo
de analiticidade requer, por conseguinte, trés conceitos fundamentais: (i) conceito de
demonstragdo, (i) conceito de lei Iégica geral, (ifi) conceito de definicdo. Admitindo-se que, 0s
significados dos conceitos (i), (if) e (iii} estejam previamente fixados de forma inequivoca,

expressamos formalmente essa definigdo a seguir.

¥ Veja §3 dos Grundiagen.
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DEFINICAOQ (*). Uma senten¢a ¢ de um sistema formal-axiomético 3 ¢ analitica <4 F ¢gou ¢ é

uma definicdo (explicita) de 3.
De um modo geral, um sistema formal-axiomatico consiste em:
1. Uma lista T de termos indefinidos.
2. Uma lista F de formulas.
3. Uma lista T, de definices e, uma lista A de axiomas légicos”.
4. Uma lista Ty de sentencas derivaveis de I'o WA de acordo com certas regras de inferéncia.

O conjunto T é o gerador de F (o conjunto de todas as formulas bem formadas de 3); e o

conjunto A = I'y'UA é o gerador de 5 (o conjunto de todas as sentencas formalizaveis em J).
Seja CA)={w:ATol wis.

Assim, se A#=D ento, o conjunto C(A) € o gerador de todas as sentengas analiticas (1.e.,

demonstraveis) em 3, i.e., para toda sentenca ¢ em J, se ¢ € analitica entio geC(A).

Observagdo. No que se refere ao caréter analitico das ‘premissas’ ou hipoteses (subconjunto de F)

é suficiente verificar na demonstragZo de uma sentenga:

(i) se as premissas 530 axiomas /Ggicos, apds o procedimento de regresso (finito) as hipoteses
iniciais da demonstragio;
(if) se alguma premissa resulta de substituigédo por uma definicdo formalizada na linguagem.

Em conseqiiéncia da incompletnde da logica de ordem superior, com respeito a
interpretacio standard, ndo € possivel estabelecer como pré-condigdo que o sisterna formal 3 seja
dedutivamente completo, i.e., que toda sentenca vdlida de 3 ¢é demonstravel em 3. Nesta linha de

anslise, devemos considerar dois aspectos principais:

(i) se admitirmos que o conceito de validade —segundo o enfoque de teoria de modelos—, ¢
anterior a0 de lei l6gica, teremos que considerar o caso de sistemas formais axiomaticos que ndo

sio dedutivamente completos;

® Note que o conjunto A pode ser vazio.
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(#1} se admitirmos que uma lei Iégica pressupde um procedimento algoritmico geral —para decidir
se uma forma de argumento expressavel num sistema formal axiomatico ¢ valida ou nfio—, teremos

que considerar o fato de que o calculo de predicados é indecidivel.

Considere-se, agora, na citag@io anterior, a seguinie afirmacio: “todas as proposicGes sobre
as quais depende a admissibilidade de qualquer defini¢do.” Como Frege observa no §70 dos
Grundlagen, dois aspectos basicos devem ser levados em conta na andlise de admissibilidade de
uma defini¢io introduzida numa demonstragdo: (i) essa definiciic nio pode conduzir a uma
contradi¢do e, (i{) essa definicBo deve mostrar-se necessdria, i.e., uma defini¢do que permita
demonstrar uma proposicio, que ndo pode ser derivada formalmente sem o recurso a essa
definicéo.

Entretanto, como observado por Dummett (1991), Frege nfio apresenta explicitamente

nenhum critério especifico para correcéo 1dgico-formal de defini¢es em geral

The maost serious defect in Frege’s characterisations of the concepts of analyticity and aprioricity lies in
his failure 7o state the conditions under which a definition is correct [o grifo € meu]. The definitions to
which he allows appeal to be made in the course of that proof whose existence shows a proposition to

be analytic ... must, obviously, be correct ones; ...."°

Concorde plenamente com Dummett neste ponto, acrescentando que, para uma
fundamentacdio neo-logicista da aritmética, faz-se necessdrio um tratamento formal da corregio
l6gica de definicdes contextuais. Apresento na sec¢do I1.2, do préximo capitulo, um critério geral
para classificagdo de uma defini¢io como légica —o ‘critério de Tarski’ [v. Prolegdmenos I]. E,
em acréscimo, no capitulo III, um critério geral de amaliticidade para defini¢cdes contextuais [v.

Cap. II: sec. OL.1, §1].

§2. Defini¢iio de analiticidade @ /a Carnap

De acordo com Carnap (1928), podemos restabelecer a definicdo Fregeana de proposicBes
analiticas e, além disso, estabelecer a tese de que todas as proposicBes @ priori sdo analiticas,
estendendo-se, dessa forma, o conceito de analiticidade. Segundo Camap

O primeiro tipo de teorema pode ser deduzide somente de defini¢tes {pressupondo-se os axiomas da

logica, sem os quais nenhuma dedugfo €, em absoluto, possivel). Denominamos estes de teoremas

analiticos. ... Se um teorema analitico € transformado em um enunciade sobre as relagSes basicas,

' Veja “Frege: Philosophy of Mathematics™, p. 30.
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resulta uma tautelogia; ... Expresso na linguagem natural, isto significa que teoremas analiticos séo

enunciados tautologicos sobre conceitos ... '

Podemos interpretar esta acepgio de analiticidade da seguinte forma. Seja p uma varidvel
proposicional, entdo a férmula p — p expressa uma forma ldégica (ou tautcldgica) —o principio
cldssico de ‘identidade’. Esta formula pode ser exemplificada mediante “palavras logicas’ numa
linguagem natural como, €.g., 0 portugués:
£ Se x ¢ um namero par, entdo x € um nimero par.

As palavras ‘se’ e ‘entfio’ caracterizam a estrufura logica dessa asserg@o. Como essa
estrutura tem validade geral, segue-se que a senfenga

(if)  Todos os nimeros pares , sio nimeros naturais divisfveis por dois ,,

expressa uma verdade logica, na qual o complemento verbal (predicativo) ‘g’ consiste numa
definigdo da expressdo ‘p’ e, que substitui ‘p’ no conseqiiente do condicional implicito em (if); a
substituicdo de ‘x é niimero par’ por sua definigdo é uma operagdo compativel com a estrutura
l6gica subjacente da sentenca (i.e., a substitui¢io de um termo da proposicdo por sua definigio
preserva a verdade logica dessa proposigdo). Essa andlise sintatica metalingiiistica permite mostrar
que assergdes como () consistem em enunciados cuja verdade decorre estritamente de sua forma
l6gica, i.e., resulta unicamente dos significados dos fermos logicos que ocorrem em (i) ao passo
que, a verdade de uma assercio do tipo (i) é conseqiiéncia tanto da forma iGgica (implicita)
Vx(Px—(x) —que, neste caso, ndo se trata de uma sentenca vdlida (i.e., verdadeira em qualquer
dominio)— quanto de wma definigfo especifica.

Denomina-se de enunciado aralitico qualquer enunciado do tipe (i) ou do tipe (i), em
outras palavras, um enunciado ¢ analitico nessa acepgdo, somente se ¢ uma fautologia e/ou
expressa um relacio metalogica entre definigSes numa férmula proposicional ou numa sentenga em
uma linguagem de primeira ordem:.

Quine (1962) faz a seguinte critica a essa acepgio de analiticidade

I tend to teserve the term “logically true’ for the narrower domain, and to use the term ‘analytic’ for
the more inclusive domain which includes truths by essential predication. [o grifo ¢ meu| Carnap on

the contrary has used both terms in the broader sense. ...
The truths by essential predication are sentences which can be tumed into logical truths by

supplanting certain simple predicates ... by complex synonyms ... This formulation is not inadequate to

" Veja §106 de “Der logische Aufbau der Welf”.
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such further examples as ‘if A is part of B and B is part of C then A is part of C’; ... The relevant notion
of synonymy is simply aralytic co-extensiveness (however circular this might be as a definition).

To count analyticity a genus of logical tneth is to grant, it may seem, the linguistic doctrine of
logical truih; [0 grifo € meu] ... ‘Amnalytic’ means true by synonymy and logic, hence no doubt true by

language and logic, and simply true by language i the linguistic doctrine of logical truth is right.'?

Ha dois aspectos distintos nesta andlise epistemolégica de Quine que devem ser

destacados:

(1) O termo ‘analitico’ pode ser utilizado num sentido estrito de ‘verdade ldgica’, restringindo-se
assim, a amplitude desse conceito. Embora Quine utilize o termo analitico numa acepgfio mais
inclusiva, abrangendo-se verdades por predica¢fo essencial. Carnap, por outro lado, nio delimita a
amplitude do conceito de verdade logica, utilizando-o para explicar o significado do termo

analitico.

(if) Admitindo-se como certo que a nocdo de anzaliticidade € anterior ao conceito de verdade
logica, bem como uma nogéo estritamente lingiifstica, decorre que a doutrina lingiifstica da verdade
logica € legitima. Neste caso, uma proposicdo verdadeira € analitica se, e somente se, for
expressével, de modo sintatico, por meto de uma férmula restrita aos conectivos légicos do sistema
formal. Em outros termos, uma proposi¢o analitica reduz-se simplesmente a uma proposicio

verdadeira (ou tautologia) expressdvel em uma certa linguagem formal.

Com relagdo ao item (if), acrescento que, a condi¢fio de redutibilidade de uma proposicio
verdadeira a uma formula, restrita aos conectivos 1égicos da linguagem, ndo estabelece o caréter de
verdade logica no caso de uma sentenga em uma linguagem de ordem superior.

Nao obstante, a existéncia de um processo de raducdo ou um método generalizado para
representacio de teorias de ordem superior sob uma forma de primeira ordem —como apresentado
em Robinson (1966)—, ou, ainda que seja considerado, também, o procedimento geral de tradugio
de uma teoria de primeira ordem para uma sistema légico proposicional estendido —como o
sistema ON de Hailperin (1997).

Considerem-se, por exemplo, as seguintes sentenc¢as existenciais:
Gix)Fx =4 (31)(Fx AYXEYy> Y= x)) s

(3yx)Fx =4 (EIx)(Fx A Y Fy Ay = x)) ;

"2 «Carnap and logical truth’, reimpresso em Benacerraf and Putnam (1983); pp. 372-3.

24



Fundamentos Logico-Epistemoldgicos da Aricmética — Cap, [
Garibald: M. Sarmento

em que, a primeira sentenga expressa formalmente a ‘existéncia de pelo menos um objeto’,
enquanto a Gltima expressa a ‘existéncia de pelo menos dois objetos’ (que satisfazem uma dada
propriedade F), i.e., que ha um conjunto contendo pelo menos dois elementos.

Mas, de modo trivial, a segunda sentenca ndo € valida pois, € falsa em qualquer modelo
cujo dominio seja constituido por um ¥nico elemento. De modo que, a transcrigdo formal desta
sentenga para um sistema légico proposicional do tipe O¥, ndc a ‘transforma’ em uma verdade
légica ou tautologia.

Por outro lado, o sistema 16gico de Camnap, introduzido em ‘The Logical Syntax of
Language’, de 1937, pode ser descrito, em linhas gerais, como uma hierarquia de linguagens

formais caracterizadas pelas regras logicas L (L-rules):
(i) regras dadas pela aritmética recursiva primitiva, que constituem a Linguagem [ de Camap;

(if) regras definidas pela teoria de conjuntos ou por meio de uma idgica de ordem superior, que

constituem a Linguagem II de Carnap.

A Lingnagem II de Carnap consiste em um sistema de tipos de ordem superior sobre 0s
niimeros naturais, que inclui os principios de extensionalidade, indugfio e escolha [veja §30 de
Carnap (1937)]. Neste sistema, ¢ possivel mostrar que estes principios sio analiticos na Linguagem
I

De acordo com Friedman (1988),

By relativizing the notion of logical truth, Carap attempts to preserve this basic logicist insight in the
face of all the well-known technical difficulties: ... From Hilbert {and Gédel), Carnap takes the idea
that primitive recursive arithmetic constitutes a privileged and relatively neutral “core” to mathematics
and, moreover, that this neutral “core” can be used as a “metalogic” for investigating ... theories. The
point, however, is not to provide consistency or conservativeness proofs for classical mathematics, but

merely to delimit its logical structure: to show that the mathematical principles in question are

analytic in a suitable language. [O grifo é meu]”

Conforme apontado por Friedman, a Linguagem I consiste em uma especie de ‘micleo’
relativamente neutro, cujas regras L sio aquelas definidas pela aritmética recursiva primitiva,
constituindo-se assim, um arcabougo tedrico ‘mimimal’ para a formulagdo da sintaxe légica da
linguagem-objeto.

Além disso, Friedman acrescenta que, se a Linguagem II contém todos os tipos até o (1.e.,

todos os tipos finitos), a defini¢io de analitico na Linguagem II serd formulada, necessariamente,

"* Veja “Lagical Truth and Analyticity in Carnap”, p. 87.
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em uma metalinguagem mais forte, quantificando-se sobre conjuntos arbitririos de tipo de ordem
®. Portanto, em geral, a defini¢io de analiticidade de Carnap para uma linguagem de qualquer
ordem requer quantificagiio sobre conjuntos de ordem superior. Isto significa que, a extensdo da
no¢do ‘analitico em L’ para qualquer L depende da interpretagio dos quantificadores numa
metalinguagem mais forte [v. Carnap (1937), §34d].

Esta perspectiva logicista de Carnap entretanto, como Friedman assinala, esti

comprometida pelo teorema de incompletude de Godel,

For, as we have seen, Camap’s general notion of analytic-in-L is simply not definable in logical syntax
so conceived, ... Analytic-in-L fails to be captured in what Camnap calls the “combinatorial analysis ...
of finite, discrete serial structures™ (§2): that is, primitive recursive arithmetic. Hence the very notion
that supports, and is indeed essential to, Carnap’s logicism simply does not oceur in pure syntax as he

understands it.!*

Portanto, com respeito ao ‘micleo’ basico da hierarquia de linguagens de Carpap, como a
relacdo de conseqiiéncia (semdntica) em primeira ordem é recursivamente enumeravel (r.e.) —i.e.,
existe um algoritmo para gerar todas as conseqiténcias vélidas”® da I6gica de primeira ordem—,
entdo os teoremas da aritmética recursiva primitiva (Linguagem [) ndo séo analiticos na acepciio de
Carnap. Este fato, evidentemente, estende-se para a Linguagem II, pois o conjunto de —ntimeros de
(GGdel de— sentencas (analiticas) da teoria de mimeros de primeira ordem ndo é um conjunto

recursivo e, por conseguinte, néio pode ser especificado por meio de fungSes recursivas primitivas.

§3. Comparacio entre as duas defini¢des de analiticidade

Cabe observar que as duas acepgfes de analiticidade discutidas nos §§1, 2 nfo sfo reciprocamente
excludentes. A andlise critica de Quine —i.e., a andlise filosdfica a respeito da complexidade de
identificacio de defini¢des em certas linguagens naturais (e/ou linguagens formalizadas)— mesmo
que correta, ndo refuta a definicfio de analiticidade na acepgfio Fregeana. Analogamente, a analise
critica de Friedman € relevante para a acepgdo de Carnap, mas ndo para o enfoque de Frege —pois
as verdades analiticas, de acordo com Frege, nfo envolvem constantes ndo logicas. De fato,
conforme esta acep¢Ho, ¢ necessario mostrar que uma lei basica da aritmética € derivdvel de
axiomas légicos e definigGes, por meio de regras de inferéncia, e nio simplesmente mostrar que

essas lets basicas sdo verdadeiras ‘em virtude dos significados dos termos contidos nessas leis’.

14 op. cit., p. 93.
'* Note que, este conjunto ndo ¢ recursivo, pois o conjunto das ndo-validades ndo ¢ r.e. Além disso, a
conseqiiéncia em primeira ordem zdo € decidivel.
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No entanto, a definicdo Fregeana, prima facie, € insuficiente para caracterizar a tese
logicista (restrita) sob uma perspectiva de logica extensional. Se um fragmento da logica de
segunda ordem inchui a aritmética formal —que € incompleta—, podemos considerar a verdade de
uma sentenga aritmética, nio demonstrivel no sistema formal-axiomatico de Peano (em segunda
ordem), como uma verdade /dgica? Neste sentide —ou seja, considerando-se o fato de que a
consegtiéncia em segunda ordem ndo € recursivamente enumeravel— o projeto Fregeano de
encontrar um sistema axiomatico completo para a aritmética elementar ndo é realizavel. Contudo,
na se¢éo I1.2 do segundo capitulo, discutiremos uma (re)defini¢do do conceito de analiticidade que
serve como uma justificacdo filoséfica para um critério geral de analiticidade de principios

contextuais em segunda ordem e, que transpde esta limitagdo formal.

13 UM LOGICISMO NEO-FREGEANO?

Nesta segdo, serdo abordados: a perspectiva de um logicismo neo-Fregeano, de acordo com a
proposta de Wright (1983); o Teorema de Frege —que constitui um resultado centrai na
reavaliacio do enfoque Fregeano—; e a discusséo recente sobre o caréter epistémico do principio

de Hume.
§1. A perspectiva de um logicismo neo-Fregeano

Wright (1983), Boolos (1987) e Heck (1993) mostraram que os axiomas da Aritmética de
Peano em segunda ordem podem. ser derivados em um sistema formal axiomatico (de segunda
ordem), incluindo-se apenas o principio de Hume como axioma, sem a pressuposicio da existéncia
de extensées. Isto significa que ndo é necessirio admitir-se a ‘definig@o explicita’ de numero

cardinal:
Nx F(x) =df &EJ ((fi(x)a F(x))s
onde E, denota a relagio de equinumerosidade.

Neste caso, esta definicio é substituida pela seguinte interpretagio: o simbolo de fungéo
(ou operador) N em N F(x) representa uma funcio totalmente definida (NF designa somente ‘o
numero de Fs que ..."). Expresso de outra forma, NF ¢ um termo que denota um objeto no dominio

das variaveis (ligadas) que ocorrem na expanséo da relagdo E

Como Boolos (1995) assinala, estas duas concepgdes de niimero séo incompativeis
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Two thoughts about the concept of number are incompatible: that any zero or more things have a
(cardinal) number, and that any zero or more things have a number (if and) only if they are the
members of some one set. It is Russell’s paradox that shows the thoughts incompatible: the sets that
are not members of themselves cannot be the members of any one set. The thought that any (zero or
more) things have a number is Frege’s; the thought that things have a number only if they are the

members of a set may be Cantor’s ... [O grifo & meu]™®
Esta diferenciagfo conceitual concernente a defini¢do de mimero cardinal € essencial para a
caracterizacdo do enfoque denominado ‘nec-Fregeano’.
§2. O Teorema de Frege

Neste paragrafo, apresentamos uma demonstraciio do ‘Teorema de Frege’ —i.e., o principio de

Hume implica a infinidade da sucesséo dos numeros naturais— que, requer ¢ seguinte lema:
LEMA 1. O principio de Hume implica o segundo postulado de Pearno (AP;). Em que,

AP, : Se n é um nimmero natural, enifio o sucessor sn) é um numero natural uricamente

determinado.

E importante destacar que, na demonstragio do Teorema de Frege, utiliza-se a propriedade

217

denominada por Dummett (1991) de ‘extensibilidade indefinida’ * do conceito de mimero natural

pela qual, por meio de qualquer segmento inicial da seqiiéncia dos nimeros naturais, caracteriza-se
o proximo termo da seqlincia.

Considerem-se as definigGes seguintes:

O:=M,[x:x=x],

Suc(x, ¥) =¢ @AM, Iw : dw)] =y A 2N Hz) AN [w : gw) Aw = 2] =Xx));

Suc(x, ) significa que ‘ y é um sucessor de x°. M, denota o operador de cardinalidade Fregeano.
DEFINICAO (*) N(x) =g (VP)[HO) A (VXN TYN#x) A Buc(x, y} = Hy)) > #x)];

‘N(x) expressa formalmente, em uma linguagem de segunda ordem, que ‘x é um niimero natural’.

PROPOSICAO 1. F (7)) (YN (x)ASuc(x, y)-> N ()]

Demonstracdo:

18 <Frege’s Theorem and the Peano Postulates’, em The Bulletin of Symbolic Logic, vol. 1, 3, p.317.
7 Veja “Frege: Philosophy of Mathematics”, p. 317.
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N

(Y DIA0) A (FX)(VY)x) A Suclx, y) = 40)) — Hx)]
#0)

Suclx, y)

(Yx)(Vy)(#x) A Sualx, y] - 4())

HO) A (Ix)IP) ) A Sucly, ¥) > 40) - #x)
#x)

(YY) AKV) A Sucly, ¥) > 40))

#¥) A Sucly, w) ~> w)

)

H0) A (TN Hy) A Sucly, 2] > #z2)) - )
(val1]

NE)

N (x) A SBuclx, vi > N(y)

(VU (x) A Suclx, y) - N ()]

F Sucln,m)ASuclnkl>m=k
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H.

L, DL. (%), MP
H.

H.

H.

2, ev
3,5,6,in, MP
5, eV

8, ev
4,7,8,in, MP
3,4,5¢eH, i->
11, iv

12, DA. (*), MP
1,13, ¢H, i—»

14, i G

Demonstragdo. Suponha que existam conceitos ¢(x), w(x) tais que m = Nx : p()], £ = Mfx : w(x)] e,

que existam elementos ¢ e ¢’ tais que

wo)e n=MNr:ex)Axecl,

vicye n=MNfx: px)rx=c’].

Entio, Mx: o) Ax= ] =MNx: pyaxz ']

por conseguinte, via principio de Hume, existe uma relagdio funcional Z(x, y), que consiste em uma

correspondéncia 1-1 entre [x:p(x}ax#c] € [xiyp(x}ax=c].

Portanto, tomando-se

correspondéncia 1-1 entre os conceitos g€ y, i.e., m= k.U
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DEFINICAO 1. Seja F um conceito qualquer. Entfio, expressam-se mediante quantificadores

numericamente definidos:

(Fpx Fx = g —(3x ),

Fi®Fx =g (3P A @) (Fx Ay # x)).
PROPOSICAO K. 4 sucessdo dos nimeros naturais é infinita.

Demonstragdo. Suponha o contrario, que a sucesso dos niimeros naturais € finita ¢ limitada por »n

termos. Como, pelas Prop®. I, L1, » tem um sucessor unicamente determinado:
Suc(mm)= 4 QXM v o) = mA (G @(2) AN, v p(V) A v 2 2)= 7)),
segue-se que, via Def. 1,

(Vo) @u)elx) > @ENe() A Gydp(n) Ay = x))).-

Portanto, dado um conceito ¢, infere-se que (Elx)(go(x)A(EIny)(.;v( V)A y:;tx)), i.e., existem

pelo menos m termos (distintos) com m 2 x# +1; 0 que contradiz a hipotese. u}

§3. Os fragmentos consistentes do sistema légico de Frege

Terence Parsons (1987) mostrou que o fragmento de primeira ordem das Grundgesetze —um
conjunto completo de axiomas e regras de inferéncia para o calculo de predicados de primeira
ordem com identidade, expresso no sistema Fregeano, acrescido do principic de ‘abstragdio’ [lei
V]— € consistente. Isto significa que, no ambito da légica de primeira ordem, ao invés de admitir
que qualquer férmula determina um conjunto (que satisfaz essa férmula), verifica-se apenas que

r . - 18
Jormulas co-extensivas determinam o mesmo curso de valores.

Dummett (1991) apresenta o seguinte modelo (M) para ¢ fragmento de primeira ordem"’:

' Note que, a nogéo de curso de valores é uma generalizacio da nogio de extensiio de conceito para fungdes
arbitrarias [v. apéndice do Cap. I].

19 < et D, consist of the two truth-values together with the natural mumbers. For any #, let D,y be the union of
D, with the set of all its finite and cofinite subsets. The domain D is then to consist of every member of any of
the sets D,,, for any finite ». In the resulting model, a natural number &, considered as an element of D (or a
member of the transitive closure of an element of D), is to be identified with the set of all subsets of D having
exactly & members. It will be found that D contains all value-ranges definable by means of the limited
vocabulary.” [v. Frege: Philosophy of Mathematics, p. 219]
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seja Iy = Nu{T, 1}, onde N denota ¢ conjunto dos nimeros naturais. Definimos de modo

recursivo:

D, =Dy p5(Dy) U Dy,

Dnﬂ =Dnu§9;(Dn)U®n;
onde: @, (D, )={X:X ep(D,)ACard(X)=n+1}, comn=0,1,..;

D ={D'ch, D, -, éfinito}
Entfo, 0 dominjo de M1 sera definido por: D=JD,.

Portanto, se k€D (ou ke F, (X) e XeD, onde F, (X) é o fecho transitivo® do conjunto X)

entdo, k:={K:XS$ DA Card(K)= i}, i.e., cada niimero natural 421 € interpretado como o conjur*o

de todos os subconjuntes X de D tendo exatamente £ elementos.

Quanto ao fragmento de segunda ordem dos Grumdlagen, Boolos (1987) provou a
consisténcia de uma formalizagio FA desse fragmento —tomando-se o ‘principio de Hume’ em
lugar da Let V-—, por meio da construcéo de um modelo I, cujo dominio ¥/ consiste no conjunto
{0, 1, ... ¥p}. Modelo no qual, o dominio das vanidveis de conceito é o conjunto de todos os
subconjuntos de U, e 0 dominio das varidveis de relagdo bindrias (ou n-érias) € o conjunto de todas
as relagbes bindrias (ou n-drias) de U, i.e., 0 conjunto de conjuntos de pares ordenados (ou #-uplas)
de elementos de U.

Temos, via de regra, para cada n=1, T = {X7,..X},..}, i.e., 0 conjunto das varidveis de
segunda ordem r-adicas. Assim, definimos a seguinte inferpretacdo s como:

Ur' —5 @™, s(Xp))=Sep")  @2l).

nz2l

Seja Card(X) =4 ‘o mimero de elementos do conjunto X", E, seja f uma interpretagio® do

operador numérico N em 9. Entdo, o dominio de U tem a seguinte propriedade:

* Dado um conjunto C, o fecho transitivo de C é o menor conjunto transitivo {com respeito 2 <) que contém
C. '
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p)—LIU

para todo XcU, Card(X)e U; assim, definimos .
X = Card( X)

9% é um modelo para o principio de Hume®. Com efeito, seja uma interpretagio 5 tal que:
() MMENF=NG o Card(s(F))=Card(s(G)};
() M= EqF.G) o  =(s(F),s(@)), onde ‘~ denota uma correspondéncia 1-1.
Logo, como Card(s(F))= Card(s(G))<>= (s(F),s(G)} segue-se que, para toda interpretagio s
M (NF=NG © Eq(F,G)).

Além disso, Boolos” mostrou que FA & equiconsistente com a ‘aritmética de segunda

ordem’ (ou analysis).

Com relagio ao fragmento (de segunda ordem) do sistema das Grundgesefze, Dummett
(1991} observa que a inconsisténcia desse sisterna nfo decorre do Axioma V per se, mas da
maneira inadequada de introduzir a quantificagdo de segunda ordem, via operador de abstragio.
Pois, identificando-se conjuntos com extensdes de conceitos e tratando-os como individuos sobre

um mesmo dominio, resulta em uma ampliagdo desse dominio original. De acordo com Dummett

[T} may be seen as making an inconsistent demand on the size of the domain D, namely that, where D
comprises # objects, we should have #* < r, which holds only for » = I, whereas we must have n = 2,
since the two truth-values are distinct: for there must be " extensionally non-equivalent fimctions of
one argument, and hence »” distinct value-ranges. But this assumes that the funcrion-variables range
over the entire classical totality of functions from D inte D, [o grifo é meu] ... [notwithstanding] his
function-variables ... [range] only over those functions that could be referred to by functional

21 “To complete the definition of 9, we must define the funciion f by which the function sign N is to be
interpreted in 9. The cardinality of a set is the number of members it contains. U has the following important
property: The cardinality of every subset of U is a member of U. ... Thus we may define f as the function
whose value for every subset V of U is the cardinality of V.”[v. ‘The Consistency of Foundations’, em
Demopoulos (1995), pp. 216-17.

22 «QObserve that an assignment s of appropriate items to variables satisfies NF = NG in 9t if and only if the
cardinality of s(F) equals the cardinality of s(G) and satisfies FeqG in 9 if any only if s(¥) can be put into
one-one correspondence with s(G). Since the cardinality of s(¥) is the same as that of s(G) if and only if s(F)
can be put into one-one correspondence with s(G), every assignment satisfies (NF = NG <> FeqG) in IR, and
N is a model for Hume’s principle.” [op. cit., p. 217].

B op. cit., p. 220.
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expressions of his symbolism (and thus over a denumerable totality of functions), and of the domain D

of objects as comprising value-ranges only of such functions.?*

Expresso sob outra forma, existem mais conceitos do que objetos, o que contradiz um
axioma fundamental das Grundgesetze, de acordo com o qual para cada conceito, cuja definigio ¢
formalizavel na linguagem desse sistema, existe uma tinica extensio. No sistema 1égico de Frege,
h4 apenas um #nico universo constituido por todas as coisas que existem, e este universo é fixo. Em
conseqiiéncia, as fungdes (e, em particular, os conceitos) sdo definidos para todos os objetos, i.e.,

as varidveis (de primeijra ordem) percorrem todos os objetos do universo.

§4. O status epistemologico do principio de Hume

Consideramos, neste paragrafo, os principais argumentos e conira-argumentos acerca do carater

16gico do principio de Hume.
De acordo com Wright (1983)

The most immediate question is whether its right-hand side utilises only logical notions, that is,
whether the relation of 1-1 comelation among concepts is a purely logical relation. We can answer
affirmatively provided that we are content that any norion is purely logical which we can express using
only the usual truth-functional propositienal connectives, identity, and both first- and higher-order
guantification, ... [0 grifo ¢ meu].

N~ was originally presented as a definition; ... The point is simply that the ‘definition’ does not
everywhere provide the means for translating statements of numerical identity into statements involving
no specifically arithmetical concepts. The reason why not is the point of analogy between NV~ and

Axiom V ... that] utilise an equivalence relation whose field is not objects but concepts.”

Segundo Wright, é possivel reformular o projeto togicista de fundamentac¢io da Aritmética
a partir dos Grundiagen de Frege, admitindo-se o principio de Hume como axioma (em substituiciio
a lei bdsica (V) das Grundgesetze de Frege). Em outros termos, podemos considerar a logica de
segunda ordem acrescida de um principio de abstracfio para miimeros —estabelecendo a existéncia
de niimeros cardinais (no sentido do operador N, de Frege) como abstragdes com respeito a relagio
de equinumerosidade—, ao invés do axioma de compreensdo Fregeano (que estabelece a existéneia

de classes como extensdes de conceitos). Wright afirma:

* «Lrege: Philosophy of Mathematics”, pp. 219-20.
BeR rege's Conception of Numbers as Objects’, pp. 132-35,
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[TThere is a programme for the foundations of number theory recoverable from Grundiagen. The
programme is a logicist platonism, which may be characterised, in preference to the rubric of number-
theoretic logicism ... it is possible, using the concepts of higher-order logic with identity, to explain a
genuinely sortal notion of cardinal number; and hence to deduce appropriate statements of the
fundamental truths of number-theory, in particular the Peano Axioms, in an appropriate system of
higher-order logic with identity to which a statement of that explanation [i.e., N 7] has been added as an
axiom. [O grifo ¢ meu)

Naturaily, even without recourse to ‘naive’ extensions, or classes, there must be concern about the
possibility of carrying through this enterprise without inconsistency.**

De acordo com Wright, o ‘logicismo teérico-numérico’ € uma transcrigdo definicional de
N~ (ie., o principio de Hume), independentemente da linguagem formal, de ordem. superior,
utilizada para expressar tal verdade /dgica. Wright assinala que V™ consiste simplesmente em um
principio de abstragdio que fixa as condigbes de verdade de sentengas relativas a nameros. Além
disso, Wright mostrou que N~ permite derivar um principio de abstragdo naive para nimeros —t.e.,
o principio (VF)EyXy = N x:Fx)— que nfio conduz a nenhuma contradi¢do. Permitindo-se, por
conseguinte, 0 método contextual de introdugiio do operador de cardinalidade M.

No entanto, como apontado por Burgess (1984), as mesmas razbes justificativas para
admissdo da hipdtese de existéncia de nimeros aplicam-se com relagZo 4 existéncia de abstragBes
em geral.

A hipdtese de Wright, relativa ao fato de que N~ fixa de maneira inequivoca a referéncia
dos termos numéricos e pode ser considerado como um procedimento geral para assegurar as
condicoes de verdade aocs termos abstratos, requer uma justificativa metalogica. Visto que, de modo
analogo, esse principio contextual foi introduzido por meio do operador de abstragfio &, nas
Grundgesetze, via Lei V.

Em conseqgiiéncia, N~ ndo pode ser utilizado como um critério de carater universal para a
atribui¢fo de referéncia a termos abstratos. Segundo Dummett”’ (1991), faz-se necessario justificar
porque esse principio contextual, com respeito ao operador de cardinalidade N, nfio conduz a
nenhuma contradi¢io, enquanto ne caso do operador de abstraciio essa estratégia resulta na

antinomia de Russell.

* op. cit., pp. 153-54.
7 «Frege: Philosophy of Mathematics’, pp. 180-99.
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Além disso, o critério que Wright apresenta, no excerto acima, nfio é suficientemente forte
para justificar, em termos epistemoldgicos, que N~ reduz-se a uma sentenga analitica. Pois, N~ é

satisfativel somente em dominios infinitos.

Apresento em seguida, o contra-argumento de Boolos (1987} concernente 4 analise 16gica

de N~
As a result of the discovery of Russell’s paradox our idea of logical truth has changed drastically, ... ®

Boolos provavelmente refere-se ao fato de que, em geral, o principio de abstragio
(irrestrito) ‘xeX < P{x) associado A sentencga (fechada) da forma *Ix(Px v ~Px)’ —verdadeira
em todo dominio ndo-vazio— conduz a uma contradicéio. Logo, ndc pode ser mantido como um
principio (logicamente) véalido. Néao obstante, este fato nio compromete o projeto logicista quanto a
derivagdo dos axiomas de Peano. Por outro lado, o principal aspecto a ser considerado € acerca da
demonstragio da existéncia de um conjunto infinito de objetos, com base em principios

estritamente 16gicos. Boolos acrescenta que,

[Alnd we now see arithmetic’s commitment to the existence of infinitely many objects as a greater

difficulty for logicism than Russeil’s paradox itself.

De acordo com Boolos, Numbers® nio pode ser considerado como um principio légico. A
principal critica de Boolos refere-se ao fato de que, em FA ndo se dispSe de nenhum critério

Jformal para distinguir ‘Numbers’ da sentenga ‘SuperRussell” [ IxVG(Gnx <> Ip(GyAr=Gny))] e da
Lei (V) [ VEIIXVG(Gnx © Yy{Fy<> Gy)) ], no que tange ao caréter logico. Visto que, estas dltimas

sentengas (relativas 3 existéncia de extensdes) sfo formalizaveis pa linguagem de FA; por

B «The Consistency of Frege's Foundations of Arithmetic® (FA}, em Demopoulos (1995), p. 228.

2 ‘The sole nonlogical symbol of the language of FA [Foundations of Arithmetic] is 1, a two-place predicate
letter attaching fo a concept variable and an object variable. (n ... may be read “is in the extension” ...).

The sole (nonlogical} axiom of the system F4 is the single sentence

Numbers: VFAXVG(Gnx & FegG),

where Feqg(s is the obvious formula of the language of A4 expressing the equinumerosity of the values of
Fand G, viz.

e[V Fy— Iz(yez A GZAVZ{Gz >3y yoz A Fy))].

Here the sign m is used for the relation that holds between a concept G and the extension of a (higher
level) concept under which G falls.” [op. cit., p. 214]
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conseguinte, nio ¢ possivel manter que todo conceito determina uma extensfio. De acordo com

Booloes

Frege must deny that SuperRussell and Rule (V) are principles of logic — if he maintains that
comprehension axioms are principles of logic. ... But then Frege cannot maintain both that every
predicate of concepts determines a higher level concept and that every higher level concept determines

an extension and would thus appear fo be deprived of any way at all to distinguish Numbers from

SuperRussell and Rule (V) as a principle of logic. [O grifo ¢ meu]™

Admitindo-se, uma distingdo entre a nogio de verdade légica ¢ a verdade expressa numa

linguagem formalizada, de um sistema 16gico, Boolos (1990) acrescenta a explicagio seguinte

Even if the objection that the expression “is in” is not a logical “constant” is waived, this principle
[Numbers sentence] cannot be held to be a logical principle for a reason we shall consider at length: iz
commits us to the existence of too many objects. Here we should note that a truth’s being couched in
purely logical terms is not sufficient for it to count as truth of logic, a logical truth, a truth that is true
solely in virtue of logic. A distinction must be drawn between truths of logic and truths expressed in

the language of logic. [O grifo ¢ men]*!
Posto isto, considerem-se os aspectos seguintes:

1°. A “lei basica’ V das Grundgesetze ¢ verdadeira num modelo de primeira ordem [v. T.
Parsons (1987)]. Além disso, também ¢ verdadeira num modelo para o fragmento predicativo

mondadico de segunda ordem das Grundgeserze.

2°. A ‘antinomia de Russell’ é derivavel por meio do Axioma V num sistema légico de

segunda ordem total, i.e., que admite quantificagdo sobre conjuntos arbitrarios.

O primeiro resultado tem como conseqiiéncia que: a ‘forma 1égica’ da lei basica V ndo
acarreta nenhuma contradicio em primeira ordem, bem como no fragmento predicativo de segunda
ordem. Ao passo que, o segundo aspecto depende do fato de que esse sistema 10gico requer uma

interpretagdo standard.

Desse modo, como a ‘forma légica’ da lei bisica V ndo € exclusivamente o aspecto

responsavel pela derivagio da antinomia, resulta que, um andlogo formal dessa lei —um principio

 op. cit. p. 230.
V' “The Standard of Equality of Numbers® em Demopoulos (1995), pp. 245-46.
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de abstracdo {[v. defini¢do contextual, Cap. I, sec. 1.1}— prima facie, € examinavel quanto 2

analiticidade, independentemente dessa similaridade estrutural.

Entretanto, o ‘busilis’ da questdo estd no fato de que o principio de Hume somente admite
um modelo infinito, i.e., este principio é verdadeiro, somente se existir uma quantidade infinita de
objetos. Esta pré-condigio parece incompativel com a caracterizagdo de uma lei légica cuja
verdade é independente do numero de objetos existentes, conforme assinalado por Boolos nos
excertos acima.

Considero que o problema principal para a fundamentagio Iégica da aritmética elementar,
de acordo com o enfoque neo-Fregeano, concerne & demonstragdo de analiticidade do principio de
Hume. Por conseguinte, uma resposta afirmativa a esta questio assegura evidentemente o carater de
verdade logica deste principio. Este problema ¢ independente de um outro problema
epistemologico viz., a indeterminagdo da referéncia de N, F(x), i.e., a formulagdo de um critério
geral de identidade para os numeros cardinais, mediante o qual seja possivel deferminar o valor de

verdade de qualquer enunciado numérico da forma ‘N, F(x) =#’.

37



Fandamentos Lépico-Epistemoldgicos da Aritmética — Cap. 1
Garibaldi M. Sarmento

APENDICE DO CAPITULO1

Sobre as nog¢tes de curso de valores e extensio de conceitos

As no¢des Fregeanas de curso de valores e extensfio constituem duas nogdes basicas para a analise
do conceita de niimero no sistema légico Fregeano. Nos Grundiagen, Frege propds que os niimeros
naturais sejam identificados com extensdes de conceitos. Posteriormente (em 1891), foi introduzida
a nogao de curso de valores de uma fungdo, de forma que curso de valores € uma generalizacio da

extensdo de um conceite.

Em seu ensaio de 1891, Function und Begrijf, Frege define uma furg¢do como uma regra
que, em geral, transforma objetos, outras fungbes (saturadas), conjuntos de objetos, etc., em
objetos; sendo representada por meio de uma expressio incompieta (ou insaturada) que pode ter um

Ou VArios argumentos.

Um conceito consiste numa fungdo que tem como resultado especifico um valor-verdade, p.
ex.: ‘£2 = 1’ (expressa o conceito raiz quadrada de 1) que, tem como valor-verdade V para os
argumentos: & = —1, ou & = 1; e valor-verdade F para quaisquer outros argumentos. Observe que,

para Frege, um predicado representa a forma lingiiistica de um conceito.

Seja D—L D uma fungio. Podemos dizer, utilizando-se uma terminologia atual, que
‘curso de valores’ de uma fungfo expressa de fato, o grdfico de uma fungfo, i.e., o subconjunto G()

do produto cartesiano D x D, definido por G(f):= {{x, Ax)) : xeD}.

Em particular, G(fy.= {{x, y)e D x {F, ¥} : y = f(x}}, onde f denota um conceito, expressa

formalmente a extensdo de um conceito.
Assim, p. ex., se {{ay, (@) {ay, f{a))), ...} representa o curso de valores de f entdo,
g, VY, {@,,V),...} denota a extensio de um conceito obtido por meio da funcio f definida

anteriormente, para uma dada enumeracdo oeD, (1=0,1,...).

Decorre da definiciio de igualdade entre fungSes que: duas fungdes sdo iguais se, e 56 se,
ttm o mesmo grdfico. Logo, a igualdade ‘& f(e)=t.g(e)’ equivale logicamente a

G =G(g) -
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A interpretacdo usual da nogdo de curso de valores (e extensdo de conceito), segundo um
enfoque estritamente extensional, como grafico de uma fungfio, é compativel com a posigdo

Fregeana. Nio obstante, conforme destacado por Burge (1984) na seguinte nota de rodapé™

Frege provides an intuitive means of representing courses of values in terms of geometrical graphs,
where the argument of the function is the numerical value of the abscissa and the value is the numerical
value of the ordinate. (G & B 25/GGA, 1, 129). ... We are then quite ready to explicate this notion of a
graph in set-theoretic terms —- as a set of ordered couples, where the members of the couples are the
arguments and values of the function. This explication is, however, seriously at odds with Frege’s own
standpoint. The problem is not merely that Frege’s notion of the course-of-values of a predicate lacks
any limitations on the objects that can form members of the ordered couples. ... Rather, the point is that
the particular limitations imposed by the dominant, iterative conception of sets are very unFregean.
Frege conceived courses-of-values as being projections from predication, not constructions from
elements (cf. section IM). ... From his point of view, a course-of-values falling in its own extension is
no more peculiar than a predicate’s applying to itself. By contrast, a set’s belonging to itself is ruled out
from the outset by the iterative conception. Another way to put the point is that Frege’s extensions of
concepis violate the axiom of foundation. In fact, if the extensions of concepts are conceived as sets of
ordered couples, not a single extension of a concept is well-founded in either the argument or the value
position of the ordered couples. From the perspective of the iterative conception of set, this is

tantamount, I think, to saying that courses of values are not sets at all. [O grifo € meuj

There are, to be sure, set theories, often called ‘deviant’, that violate the axiom of foundation. But
I find it doubtful whether any of these provides an intuitively satisfying reconstruction of Frege's
notion of courses of values ... The lambda calculus provides some explication of a Frege-like
conception of function and concept ... But current model-theoretic interpretations of the lambda
calculus do not seem to me to be illuminatingly interpreted as reconstructing Frege’s notion of the

extension of a concept. [O grifo € meu]

Acrescento as seguintes observagdes a este excerto de Burge:

Observagio 1: o axioma citado acima (i.e., o axioma da regularidade) estabelece que: todo
conjunto nio-vazio x comtém um elemento y tal que x M y = & . Este axioma € suficiente para
excluir o fendmeno seguinte: a possibilidade de um conjunto xex, ou mais geralmente, uma

colegio de n conjuntos xi, . . . X, tais que X;€X, , Xa€Xy 1, . . . X2€X — 2 existéncia de tais colecdes

32 ‘Frege on Extensions of Concepts, from 1884 to 1903°, The Philosophical Review, xcii, 1; pp. 31-2.
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{ou de uma seqiiéncia de descenso infinito de conjuntos, i.e., x;, €x; para i = 1, 2, ...) é consistente

com uma teoria que tenha os outros axiomas da ieoria ZF.

Observagdo 2: no que se refere 4 utilizagfio do A—calculus para uma explicacio dessas nogdes
basicas, como foi assinaladoe por Aczel (1980), o sistema axiomatico das Grundgesetze contém

essencialmente o A—calculus™.

Segundo Frege, objetos ‘caem sob’ conceitos, ndo obstante, fodas as extensdes de conceitos
(e.g., nimeros) sdo de fato ‘objetos’. Frege estabelece uma diferenciagéo de fungdes de acordo com

0 que se denomina de niveis de fungbes:

(1) fungdes de primeiro nivel: fungGes cujos argumentos sdo objetos (ou argumentos de tipo
1); uma fungfio de primeiro nivel cujo valor para todo objeto (como argumento) € um valor-
verdade, consiste num conceito de primeiro nivel. Uma fungdo de primeire nivel de dois

argumentos cujo valor ¢ um valor-verdade é uma relagdo de primeiro nivel.

(ii) fungdes de segundo nivel: fungdes cujos argumentos sfo funcdes saturadas (ou completas)
de primeiro nivel; analogamente, temos conceitos de segundo nivel, i.e., se o resultado da fun¢do de
primeiro nivel (que constitui o argumento) € invariavelmente um valor-verdade. Por exemplo, ¢
quantificador universal denota um conceito de segundo nivel, cujo valor-verdade € V somente se, o
argumento € um conceito de primeiro nivel que tem o valor-verdade V para tode argumento (i.e.,

sob ¢ qual todo objeto cai).

(i) fuingdes de nivel n sdo construidas a partir de fungées de nivel » — 1, pela iteragdo do
procedimento: o argumento de uma funcic de nivel » é uma funcdo sefwrada de nivel

n—-1{paran=2,3,...).

> Frege structures and the notions of proposition, truth and set’, em: Barwise (Ed.) The Kleene Symposium
(1980}, pp. 31-60.

40



Fundamentos Légico-Epistemologicos da Aritmétiea — Cap. TI
Garibaldi M. Sarmenio

CAPITULO 1T

Neste capitulo, em primeiro lugar, apresentam-se as razdes justificativas para a redefini¢do de
analiticidade de uma sentenga, expressavel em uma linguagem de ordem superior, que —sob um
aspecto estritamente técnico—, transpde a limitagdo formal determinada pelo (meta)teorema de
incompletude da aritmética. Em seguida, discute-se a possibilidade tedrica de um problema
filosdfico essencial para a fundamentagfo da aritmética elementar. E, finalmente, demonstram-se 0s
axiomas da Teoria Geral de Conjuntos, considerando-se a base axiomatico-definicional introduzida
nos Prolegdmenos desta tese.

De um modo geral, o logicismo (ou o programa logicista de fundamentagéo da matematica)
é caracterizado pela redugio logica da teoria geral das estruturas —i.e., a teoria das estruturas
fundamentais da matemética: estruturas algébricas, estruturas topolégicas ¢ estruturas de ordem— 2
logica de ordem superior acrescida da teoria de propriedades (ou de conjuntos), propriedades de
propriedades, e assim sucessivamente. Por conseguinte, se a teoria geral de conjuntos (ou de
propriedades) é incluida como ‘parte’ da 16gica de ordem superior, entdo a matematica reduz-se a
légica.

Sob um aspecto filoséfico mais restritivo, concernente & tese logicista, esse enfoque
consiste na redugfo da aritmética elementar (ou Aritmética de Peano (AP)) a principios
estritamente 16gicos (definigdes e axiomas 16gicos). Ndo obstante, cabe observar que a aritmética
de Peano ¢é equivalente a teoria dos conjuntos finitos' —i.e., a teoria obtida mediante a excluséo do
Axioma do Infinito da teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel (ZF)— isto significa que, a
redutibilidade 16gica de AP pressupde que os nitmeros naturais (ou conjuntos finitos) pertencam a
categoria dos objetos 16gicos. Por conseguinte, podemos desenvolver uma teoria dos numeros
naturais e demonstrar todos os axiomas de AP sem recorrer a qualquer axioma de infinidade’.

Um método para demonstragdo de todas as propriedades basicas dos niimeros naturais, sem

um axioma explicito de infinidade, encontra-se em Bernays (1968) [v. Cap.’ I, Il ¢ TV].

A tese logicista (restrita) serd decomposta, para efeito de analise, em duas partes:

! Veja o apéndice (A) deste capitulo.

2 Zermelo (1909) foi o primeiro a reconhecer que a aritmética elementar pode ser desenvolvida sem um
axioma do infinito,
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1°. Os conceifos basicos da aritmética podem ser definidos em termos de nog¢Bes ldgicas, ou,
expresso de outra forma, a aritmética elementar trata exclusivamente de conceitos definiveis por
meio de nogdes logicas.
2% Os axiomas da aritmética podem ser derivados de axiomas l6gicos por intermédio de regras de
inferéncia de dedugio natural, ou, posto sob outros termos, os postulados de AP® sio dedutiveis
formalmente de um nrimero reduzido de principios légicos.

Assim, o arcabougo tedrico desta tese, apresentado neste capitulo, caracteriza-se por duas
linhas diretrizes: de uma parte, a anilise dos conceitos basicos da aritmética; de outra parte, a

demonstragdo dos axiomas da Teoria Geral de Conjuntos e, por conseguinte, a derivagio de AP®.

IL1 ANALISE DOS CONCEITOS BASICOS DA ARITMETICA

O primeiro ponto acerca da derivagiio dos conceitos fundamentais da aritmética € estabelecido ~—
considerando-se um vocabuldrio 16gico e, mediante, definicbes explicitas formalizaveis na
linguagem £—, com base nos pressupostos logico-filosdficos desta tese, no critério de Tarski e,

nas defini¢es principais de £ [v. Prolegdbmenos, sec®. I e I].

§1. Definicio de mimero cardinal por meio de categorias ldgicas
Considere-se inicialmente, uma (re)defini¢io’ de um sisterma-A restrito as funcdes-conceito.

DEFINICAO 1.0. Seja uma seqiiéncia de familias § = Fy, T1, ... onde Ty é uma classe de objeros
(individuos, conjuntos, etc.) com respeifo a seqiiéncia §. Se 5§, (para n =1, 2, ...} é uma classe de
fungdes n-arias de Fy (denominadas de F-fungdes n-arias), entdo F é explicitamente fechada se, e s6
se, todas as funcGes constantes e fungdes-projeciio sobre F, sdo F-funcdes e as F-fungdes sdo
fechadas sob composicéo.

DEFINICAO 1.1. Um sistema-A (para uma familia explicitamente fechada §) ¢ constituido por dois
F-funcionais: Ag—Q e QxF, —r—>Q, onde Q=4{V",F°},

tais que ['(Ax74(x), ¢) = h4(c) para todas as fungOes-conceito (unarias) iy em F, € ¢ em J.

* Veja Aczel (1980), pp. 38.

42



Fundamentos Logico-Epistemolégicos da Aritmética — Cap. I
Garibaldi M. Sarmento

Dado um dominio X # & de objetos e, para cada fbf ¢ de £ existe uma (dnica) fungo-
conceito f, definida em X [pelo esquema de compreensio e pela definigdo de f, ] tal que,

FGx.fox, €)= fo(c)=v,ondeve{V’',F'}.
Considerem-se as defini¢fes seguintes:

DEFINICAO 1.2. Dados os conjuntos X, ¥, dizemos que X ¢ Y sdo equinuméricos (denotando-se por

~(X, Y)) se, ¢ somente se,

(Yx)(X(x) > Ay NEG. ») A Yy A (VY NE(p) = QxXE(x, p) A X(x))) f\]

JE
( )( (VEXVPIVENE( ) AB(D,2) = x = ¥)

onde E é uma relacéio funcional.

DEFINICAO 1.3. O operador de cardinalidade denotado por ‘&’ ¢ definido por
AX)=AY (X, T),

onde 2% x 2% = ) & uma fun¢Zo-conceito induzida por E (na Df 1.2), com X = e X, .
O nimero cardinal A(X), do conjunto X, pode ser interpretado como uma classe de

equivaléncia com respeito ao produto cartesiano 2% x 2*2, i.e., como o conjunto {¥:2 (X, ¥)=V°},

no qual, 7. (X, 1) = v ¢+ ~(X, ¥), onde veQ2.

Com base nesta definigiio de numero cardinal, podemos definir explicitamente, por

exemplo, os niimeros cardinais (finitos) zero, um e dois. De fato,
0:={T},ie, 0 =R(D)=RA[|r:x=x],

em outros termos, 0 € o conjunto de todos os conjuntos que nio tém elementos;
1= {X: @A) A () Xy = x= y))}_E{X: (3) xx}
i.e., 1 é o conjunto de todos os conjuntos unitérios ou, de modo equivalente,
L= {X:= (x,(2)} = K@)

Procedendo-se de modo similar, definimos:

2= {X: (Hx)(EIy)(Xt AXyAx#E yA(Vz](Xz —>(z=xvz= }’)))} =

{X: @00 A G Ay 2 ) = {X: (303) 25}
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i.€., 2 é 0 conjunto de todos os conjuntos bindrios ou, de maneira equivalente,
2= {x:=(x.{@.121})} = /({2 121}).

Em geral,
L= (X @A Gy Ay = )} = {4 Bpx) X} -

Assim, pela DEF. 1.3, podemos definir todos os cardinais finifos de forma compativel com o
enfoque Fregeano. Todavia, ao contrdrio do tratamento formal das Grumdgeseize, a nogio de
cardinalidade —definivel por via de uma fungfo-conceito—, ¢ relativa a um dominio particular de

objetos. Pois, toda fungdo-conceito € uma fungéio parcialmente definida no universo de discurso.

O critério de Tarski € aplicavel 4 DEF. 1.3, i.e., esta defini¢iio de nimero cardinal consiste
em uma nogdo /dgica pois, esta nogdo aritmético-conjuntista € invariante sob qualquer

transformagio injetiva do universo do discurso sobre si préprio®.

§2. Razdes justificativas para a aplicabilidade do critério de Tarski

A reducio légica da aritmética consiste na demonstragdo de que a sentenga —formalizivel numa
linguagem de ordem superior—, que fraduz uma propriedade da aritmética elementar, sob a forma
de conceitos 16gicos, ¢ logicamente dedutivel de axiomas logicos.

Essa ‘tradugdo’ de uma propriedade (ou axioma) da aritmética em uma sentenga formada
estritamente por conceitos lbgicos basicos (ou nogdes logicas), exprime a logicidade (logicalityy
dessa propriedade da aritmética.

Nesta acepgio, o critério de Tarski fixa as condi¢Ges gerais sob as quais uma certa nogéo,
expressavel em uma linguagem formal, € logica. Admitindo-se que, uma defini¢do explicita serd
classificada como 16gica, somente se for constituida por nogdes légicas, entdo o critério de Tarski
estabelece a logicidade dessa defini¢do. De modo que, neste sentido, o critério de Tarski consiste

em um principio logico-epistemoldgico para a corregéio de uma definigo.

4 «“What are the properties of classes which are logical? ... [TThe only properties of classes (of individuals)
which are logical are properties concerning the number of elements in these classes. ... [TThese are logical
notions, and are essentially the only logica! notions on this level ... because ... you can always find a
transformation of the universe under which one of these classes is transformed into the other.” [v. Tarski
(1986), p. 1511

*Ou seja, a redugfio de uma dada nogHo & categoria dos conceitos lagicos, i.e., a classe dos conceitos légicos
fundamentais (caracterizada pelos conectivos proposicionais e quantificadores de primeira ordem e de ordem
superior).
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O critério de Tarski® fundamenta-se no conceito de transformagdo 1-1, i.e., uma aplicago
injetiva cujo dominio e imagem coincidem com o umiverso de discurso (de uma dada estrutura
abstrata). Segundo esse critério, uma nog¢fio qualquer expressivel em uma linguagem de ordem
superior ¢ denominada ‘logica’, somente se essa nogéio € invariante sob todas as transformagdes 1-1
possiveis do universo sobre si préprio.

Como Tarski observa, de acordo com esse critério, ndo hd exemplos de nogbes légicas
entre individuos, dado que é sempre possivel encontrar uma transformagdo 1-1 do universo sobre si
proprio, na qual um individuo € transformado em um individuo diferente.

Com relagio as classes de individuos, que sio de natureza légica, esse critério estabelece
que apenas duas classes (de individuos) sfio invariantes sob quaisquer transformagdes 1-1 do
universo sobre si proprio: a classe universal e a classe vazia. Analogamente, existem apenas quatro
relagBes binarias (entre individuos) que s#o logicas nesta acepgfo: a relagdo universal, a relagéo
vazia, a relagdio de identidade, ¢ a relagio de diferenca (ou negagéo da iguaidade).

De acordo com Tarski, ‘todas as propriedades mumericas de classes sdo ldgicas’ —veja a
DEF. 1.3 de nimero cardinal.

Tarski diz:

This means that twe notions cannot be logically distinguished if they have the same extension, even if
their intensions are differens. As it is usually put, we cannot logically distinguish properties from

classes. ... [I]t is a logic of number, of numerical relations. {O grifo é meu)’

Em consondncia com esta explicagfo, o principio de equipoténcia entre conjuntos reduz-se
a uma nogfo logica pois, pela DEF. 1.3, o numero cardinal de um conjunto qualquer consiste na
extensdo de uma fungo-conceito definida pela relagdo de equimumerosidade [veja discussdo no
Cap. III: sec. .1, §2]. Por conseguinte, na hipétese de que dois nimeros cardinais tenham a
mesma extensdo, resulta que esses mimeros cardinais nfo podem ser distinguidos logicamente.

Além disso, mostraremos na sec. 1.2, §5 que o principio de equipoténcia ¢ analitico.
Benacerraf (1981) assinala que, segundo o enfoque Fregeano

If the definitions are explicit definitions, then the requirement Frege imposes in the Grundgesetze, of
establishing the existence and uniqueness of the defined emity, would suffice 1o guaraniee that the
system including the definition was a conservative extension of the original system, and hence

consistent if the system was consistent prior to the introduction of the definitions ... [0 grifo € meu]

¢ Veja Tarski (1986), ‘What are Logical Notions?’; pp. 149-53.
7 op. cit., p. 151.
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although existence and uniqueness suffice to guarantee relative consistency, 1 am not sure that Frege’s
requirement that definitions be fully justified does not impose the further condition that it be proved

that existence and unigueness suffice to guarantee relative consistency.®

No caso especifico do sistema logico £, a existéneia e a unicidade de um dado objeto (e.g.,
um conjunto, uma familia de conjuntos, etc.) devem ser, a principio, asseguradas via esquema de
compreensdo € axioma da extensionalidade (£.1). Por conseguinte, qualquer definigfo explicita
introduzida em £ € estabelecida em conformidade com esta prescrigfo. Este fato, por seu turno,
assevera que o sistema £ tenha uma extensdo conservativa’ apds a introdugio da definigio. Nio
havendo necessidade de estabelecer, como pré-condi¢lio, a demonstra¢do da consisténcia do
sistema formal-axiomatico estendido para asseverar que a definicdo dessa entidade tenha sido
completamente justificada.

Assim, de acordo com o tratamento metalogico de nogdes logicas baseado no critério de
Tarski, a observagio de Benacerraf —acerca da necessidade de demonstrar que a existéncia e a
unicidade de uma dada entidade definida é suficiente para garantir a consisténcia relativa do
sistema—, pode ser substituida pela prescrigio de satisfabilidade de um critério geral para nog¢des

logicas.
Portanto, via aplicagdo do critério de Tarski, 2 base axiomatico-definicional, formalizavel
na linguagem do sistema 1égico £, incluindo-se o esquema de compreensdo, i.c.,
B:={L.1, &*, Df. .1, Df 11.2, Df. 1.3, Df. 1L.6.1},

acrescida da defini¢io de nimero cardinal [v. DEF.1.3], constitui uma extensio comnservativa do

sistema formal 9B e, por conseguinte, compativel com a consisténcia de B.

¥ «Frege: The Last Logicist’; em Demopoulos (1995), pp. 58-9.

® Sejam T e T” teorias formalizaveis nas lingnagens & e _£"’, respectivamente. Sendo que £’ é o resultado
da adigiio de novos simbolos a & e T o resultado do acréscimo de novos axiomas a 7, que s@o formalizados
na linguagem expandida _#£’. Diz-se que T” é uma extensfo de T se T ¢ I". Diz-se que I ¢ uma exiensdo
conservativade Tse TN ¥ =T, 1.e,

Yp Tk @ = T p(ouseja, setodo teorema de 7 na linguagem ¥ € teorema de 7).
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IL2 DEMONSTRACAQ DOS AXIOMAS DA TEORIA GERAL DE CONJUNTOS

Nesta secdo, em primeiro lugar, apresentamos uma redefini¢do da nogdo de analiticidade por
intermédio de um enfoque da teoria de modelos. Na segunda subsec¢#o, discutimos 2 analiticidade
do axioma £.1 ¢ do esquema de compreensdo (£*). Na terceira subse¢fio, consideramos a
possibilidade tedrica do problema central desta tese. Concluindo, nos pardgrafos 4 ¢ 5,
respectivamente, demonstramos os axiomas da teoria geral de conjuntos (TGC) —que constitui o

substrato (framework) para a interpretagio de AP®—, e o principio de equipoténcia.

§1. Redefiniciio de analiticidade

A motivagdo filoséfica para uma redefinicdio do conceito de analiticidade é estabelecer uma

fundamentacio légico-epistemologica que permita:
(i) formular um critério geral de analiticidade para principios contextuais em segunda ordem;

(#) a derivagdo formal dos axiomas da TGC, caracterizando-se, de fato, uma reducdo analitica da
aritmética de Peano. Pois, modulo isomorfismo, a TGC constitui o @nico modelo de segunda ordem
(com a interpretagio standard) para AP¥. De modo que a demonstragio dos axiomas da TGC

o~ s 2
assevere a redugio logica de AP®.
Considere-se, inicialmente, o teorema seguinte:

Teorema [de Lowenheim-Skolem] Se uma teoria 3 tem um modelo, entdo esta tem um modelo
finito ou denumerdvel; isto é, um modelo (D, f) no qual o confunto D é finito ou denumerdvel.
Além disso, se I’ ¢ um conjunto qualquer com |D’| = |D| e se 3 tem um modelo com dominio D,

entdo 3 tem um modelo com dominio I,

Corolario 1 [forma ‘descendente’] Toda teoria de primeira ordem consistente que fem um modelo

infinito admite um modelo denumerdvel.

Corolario 2 [forma ‘ascendente’] Toda teoria de primeira ordem consistente admite modelos de

qualguer cardinalidade.

Uma conseqiiéncia imediata do teorema de Léwenheim-Skolem € que nfo existem teorias
categdricas de primeira ordem que admitem um modelo infinito. Esses teoremas constituemn um
resultado limitative da capacidade expressiva de uma linguagem de primeira ordem. Esta
‘limitagdo’ decorre do fato de que: se uma /inguagem satisfaz algum dos teoremas de Lowenheim-

Skolem, entdo existem estruturas cuja cardinalidade ndo € expressavel por nenhum conjunto de
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sentengas dessa linguagem. O coroldrio ‘descendente’ diz que qualquer teoria de primeira ordem
—formalizada em uma linguagem de cardinalidade k>m—, que tem um modelo de cardinalidade
maior do que k admite, também, um modelo de cardinalidade k. Enquanto o teorema ‘ascendente’
diz que qualquer teoria —formulada em uma linguagem de primeira ordem cuja cardinalidade €
K>0—, que tenha um modelo infinito admite um modelo de qualquer cardinalidade superior ou no
minimo igual 4 de k. Por exemplo, a aritmética de Peano em primeira ordem (APM) tem modelos
de gualquer cardinalidade infinita.

De acordo com Frege [v. Grundlagen §§75-83], a seqiiéncia dos numeros naturais
caracteriza-se completamente pelos axiomas de Peano. Entretanto, se admitirmos que o conceito de
niimero natural reduz-se ao conceito de ‘conjunto’ entfio, este fato é verdadeiro somente se este
ultimo for considerado como um conceito bésico, cujo significado € anterior e independente dos
axiomas da aritmética elementar. Porque, conforme foi assinalado por Skolem (1934), ¢ impossivel
uma finica e completa caracterizagio das seqiiéncias numéricas com relagdo & axiomatizac#o da
aritmética de Peano em primeira ordem.

Este resultado estd estritamente relacionado com o (meta)teorema de incompletude da
aritmetica.

De fato, seja 91 0 modelo standard com tipo de ordem o, 1.e., N =(N; 5, +, », 0. E, seja
AP® a axiomdtica de Peano expressa em uma linguagem de primeira ordem. O teorema de
incompletude de Godel mostra que nenhuma extensio recursiva de APY tem as mesmas
conseqiiéncias (sintaticas) do conjunto de todas as sentencas verdadeiras do modelo 91.

Expresso de outra forma, do teorema de incompletude decorre que hi alguma sentenca ¢

—verdadeira em 9 e— indecidivel em AP™, i.e., AP? o & APY ¥ —¢. Portanto,

APY+p ¢ APY+ —p sdo ambas consistentes.

Seja P, um modelo de APY+ —p. Entdo, 9N ndo ¢ isomorfo a 91 pois, nio €
elementarmente equivalente'® a 91 (91 AP® + ). Ainda assim, pelo coroldrio 1 (do teorema de

Lowenheim-Skolem), 01, pode ser considerado depumeravel.

© peio Teorema do Isomorfismo, se duas estruturas mateméticas quaisquer sdo isomorfas, entdo elas sio L-
elementarmente equivalentes (le., 2=, B, se Yoel: AF o&BE o). Formalmente este teorema

expressa que:  VAYB eSrf, A=B = A=, B.
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Observe que, via extensdo (de Rosser) do teorema de incompletude, a iteragdo desse
procedimento gera uma sucessdo (binaria) de 2“ modelos (denumeriveis) de AP tais que,
nenhum deles é isomorfo ao modelo standard 91.

Se a nogdo Fregeana de analiticidade, como argumenta Benacerraf (1991), pressupde um
procedimento efetivo de demonstragdo [v. Cap. I: sec. L2, §2], deduz-se do primeiro (meta)teorema
de incompletude que a légica de ordem superior nio & adequada para a derivago da aritmética
clementar. Pois, em conseqiiéncia dessa incompletude, existem sentencas verdadeiras,
formalizaveis na lingnagem da aritmética, que ndo sio demonstraveis nessa linguagem, i.e., ndo séo
analiticas na acep¢do Fregeana. Em outros termos, segue-se da incompletude da aritmética de
primeira ordem que a conseqiiéncia (sintatica) em segunda ordem no é recursivamente enumerdvel
(».e.). Este resultado —coroldrio do teorema de incompletude de Gddel— estabelece que qualquer
sistema formal para a aritmética elementar tem uma sentenga indecidivel. Por conseguinte, nio ¢
possivel encontrar um sistema axiomdtico completo'! para a aritmética, i.e., AP® ndo ¢ uma teoria

dedutivamente complela.

Nio obstante, como assinalado por Read (1997), AP® ¢ completa no seguinte sentido: os
axiomas de Peano da aritmética de segunda ordem caracterizam o modelo standard? de AP®
categoricamente na semantica formal e teoria de modelos da l6gica utilizada para estabelecer 0s
postulados de AP®, Dado que, AP? com interpretagdo standard”® € categdrica, i.e., quaisquer dois
modelos standard de AP? sio isomorfos.

Sob este aspecto, a existéncia de um tinico modelo, médulo isomorfismo, para uma teoria
(i.e., categoricidade) € aceita como um critério' para a completude da negaglo (negation-
completeness)”. Assim, com referéncia a essa concepgdo de completude —com a nogdo de
demonstrabilidade substituida por uma nogdo mais fraca (de conseqiiéncia seméntica’ °}— temos o

resultado seguinte:

Il A jmpossibilidade de uma axiomatizagio finita da aritmética de Peano foi demonstrada (pelo uso de
modelos ndo-siandard) por Ryll-Nardzewski (1952).

12 De tipo de ordem o.

13 Veja o teorema de Dedekind no apéndice (F) do Cap. IL

' Veja o (metajteorema 2 no apéndice (F) do Cap. I1.

15 Una teoria axiomatica € dita completa com respeito 4 negagdo se, para qualquer sentenga s dessa teoria, 5 €
um teorema ou —S € um teorema.

' Uma senten¢a ¢ de uma teoria consistente § é uma conseqiiéncia semdntica de 3 se ¢ € verdadeira em
qualquer moedelo de 3.
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e 2} . . - r . roa
Proposicdo I. Como AP® é uma teoria axiomdtica (consistente) e calegdrica, para cada sentenca
2, r .. - aloe r . M
¢ de AP?, segue-se que ¢ é uma conseqiiéneia (semdntica) de APY ou —¢ é uma conseqiiéncia

(semdntica) de AP,

Demonstragdo. Se I e M; sdo modelos isomorfos de AP®, entdo para qualquer enunciado ¢, na
linguagem de AP®, 4 ¢ verdadeiro em ambos 9% e I ou, @ é falso em ambos. Agora,
suponha-se que uma sentenga ¢ ndo seja uma conseqiiéncia de AP®. Ento, pela definicio de
conseqiiéncia, existe um modelo %, de AP® que ndo satisfaz #. Seja I um modelo qualquer
de AP®. Entdo, como MM é isomorfo a M, (pois, AP? ¢ categorica), segue-se que —g é
verdadeira em 9.

Logo, como D1 é um modelo qualquer de AP, resulta que —¢ é uma conseqiiéncia de AP?. O

Esta proposi¢do ¢ relevante, sob um aspecto epistemoldgico, pois a existéneia de uma
sentenca aritmética indecidivel, em um dado sistema formal axiomatico da aritmética, nio impede
que haja uma forma de completude da aritmética em segunda ordem.

Segundo M. Dummett (1991)

The distinction berween epistemic and ontic necessity is precisely that between proof-theoretic and
model-theoretic consequence. A logical formula may be called ‘provable’ if it is a theorem of some
axiomatic formalisation, or derivable from the null set of hypotheses in a natural deduction system. A
statement is analytic in Frege's sense if it is the definitional equivalent of an instance of a provable
formula. If we franspose back from the mode of propositions to that of sentences, a starement is

analytic in Bolzano's sense if it is the definitional equivalent of an instance of a (model-theoretically)

valid formula. [O grifo ¢ meu]*’

A diferenciagdo filoséfico-conceitual entre a conseqiiéncia sintdtica ¢ a conseqiiéncia
semdntica, que Dummett assinala, reside na distingfio entre a nogdo de necessidade epistémica e a
no¢io de necessidade dntica.

Cabe assinalar que, com relaglio a nogdc de analiticidade em Bolzano, Coffa (1991)

acrescenta:

Bolzano introduced the notion of general validity (allgemeingiiltigheif): A proposition P is generally

valid relative to the set x, ..., x, of constituents when ... all propositions obtained by replacing x; , ...,

7 ‘Frege: Philosophy of Mathematics’, p. 29.
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x, hy arbitrary but grammatically admissible representations are true. ... [H]e proposed to call logically

analytic ali those propositions that are universally valid relative to all their nonlogical concepts.”®

Sob um aspecto seméntico-formal, mediante a teoria de modelos, dizemos que uma
sentenca expressivel num dado sistema formal (%) € (logicamente) vdlida se, ¢ somente se, essa
sentenca ¢ verdadeira em todos os modelos de T. Isto significa que —sob uma abordagem
filos6fico-ontolégica acerca da nogo de necessidade dntica—, nenhuma sentenga valida pode ser
verdadeira sob uma certa interpretag@o ¢ falsa sob outra interpretagdo. Por conseguinte, a nogdo de
validade de uma sentenga implica a verdade /dgica dessa sentenga.

Como assinalado por Wang'®, de maneira explicita, uma sentenga ¢ ‘logicamente
verdadeira’, somente se todas as senten¢as que apresentam a mesma forma l6gica (ou estrutura
sintatico-proposicional) sdo verdadeiras. De modo equivalente, acrescenta que, uma sentenga €
‘logicamente verdadeira’, somente se esta é verdadeira ¢ formada unicamente por constantes
logicas. Em outros termos, estas duas definigdes reduzem a nogdo de verdade logica (de uma
sentenga) s nogdes de forma logica, constantes 16gicas e, a nogéo de inferpretagdo.

Por outro lado, num sentido epistemolégico, a nogio de demonstrabilidade’ & correlativa 2
nogio de necessidade epistémica, .., reduz-se a relagio de dependéncia da proposigio deduzida
no conjunto de premissas que a implicam. Por conseguinte, a conseqiiéncia sintatica refere-se to-
somente i necessidade da conclusdo légica de uma demonstragio formal. Uma demonstracio
formal consiste em uma seqfiéncia (finita) de formulas bem formadas (fb/’s), em que cada formula
dessa seqiléncia € uma hipGtese, um axioma ou foi derivada, via regras de inferéncia, de fof’s
anteriores.

Posto isto, cabe observar que as definicdes de verdade, interpretagdo e validade dependem
necessariamente de nogdes basicas de uma teoria geral de conjuntos, ao passo que 2 nogdo de
dedutibilidade (ou demonstrabilidade) formal néo pressupde uma nogdo tedrico-conjuntista. Neste
fltimo caso, faz-se uso de nogdes de aritmética elementar, e.g., com respeito 4 complexidade das

formulas, ao comprimento das demonstrages, 4 aritmetizacdo da sintaxe via gidelizagéo, etc.

'8 Veja Coffa (1991) ‘The Semantic Tradition from Kant to Carnap’, p. 34.

19 Cabe considerar o excerto seguinte, de Hao Wang (1974)

“A sentence is logically true if all sentences of the same grammatical (or logical} structure are true; or,
equivalently, ... a sentence (or schema or sentence form) is {logically) valid if it is true in ali models, ... Or ... a
sentence is logically true if it is true but contains no constants except logical constants; ..” [From
Mathematics to Philosophy; v. pp. 143-4]

2 Isto &, a propriedade de toda formula, expressdvel em uma teoria (formal-dedutiva), para a qual existe uma
demonstracdo.
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Conforme apontado por van Heijenoort (1966), o enfoque logico de Frege-Russell pode ser
caracterizado como um enfoque axiomdtico, enquanto o enfoque de Léwenheim-Skolem pode ser
caracterizado como um enfoque fedrico-conjuntisia. No sistema logico de Lowenheim ndo ha
axiomas ou regras de inferéncia, fundamentando-se estritamente em uma teoria ingénua de
conjuntos. Neste caso, Liwenheim substitui a no¢do de demonstrabilidade (provability) pela nogio
de validade. Em conseqiiéncia, temos uma transi¢io do tratamento sintdtico-formal para o método
seméantico-formal.

A redefini¢do de analiticidade, que proponho nesta dissertaciio, visa estabelecer uma
correlacdo entre esses dois enfoques independentes.

Efetivamente, com base nesta andlise logico-epistemoldgica, a definigio de analiticidade
de uma sentenca, expressivel em uma linguagem de ordem superior, pode ser modificada (ou
estendida) de tal modo que abranja a acepgio de Bolzano, i.e., a nogéo de ‘equivalente definicional

de uma instdncia de uma foérmula vélida (no sentido da teoria de modelos)’.
Em conseqiiéncia desta acepgdo e da proposigdo anterior, estabelego a seguinte definicfio:

DEFINICAO DE ANALITICIDADE. Seja £ " uma linguagem de segunda ordem. Uma sentenca
ce £ " ¢é analitica quer seja demonstravel por meio de axiomas légicos (e definigbes), via regras

de inferéncia [na acepgdo de Frege), quer seja vdlida em sentido geral [na acepgio de Bolzano].

Observagdo. A nogéo de validade em sentido geral “E ¢ implica que ‘c é verdadeira em todos os

modelos standard’ , 1.e., todas as formulas validas em sentido geral sdo vélidas em sentido standard.

A reciproca nio € verdadeira.

Assim, de acordo com esta definigdo, a nogdo de analiticidade nfio pressupSe a nogio de
completude semintica de um sistema légico de ordem superior —ndo estabelece como pré-
condigdio, que um dado sistema formal-axiomético & seja dedutivamente completo, i.e., que toda
sentenca valida de & é demonstrdvel—, isto significa que, esta acepc¢dio de analiticidade é
aplicidvel a um sistema légico de ordem superior. Néo obstante, o fato de a ldgica de segunda ordem
ndo ter qualquer axiomatizagdo completa das sentencas validas em todos os modelos standard de
segunda ordem, nem dispor de um (meta)teorema de completude. Ao passo que, a logica de
primeira ordem tem uma axiomatizag¢io recursiva completa. Neste caso, consideramos apepas um

‘fragmento’ da 1dgica de segnnda ordem total.
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Concluindo, sob um aspecto estritamente filos6fico, esta (re)definicio de analiticidade
restabelece a tese Fregeana [v. §88 dos Grundlagen) de que as proposi¢Ses analiticas tém valor
cognitivo —i.e., apresentam um contetido informativo e expressam relagdes entre defini¢des. Pois,
esta defini¢do de analiticidade reintroduz, via nogéio de validade, o conceito de generalidade para a
classificagio de uma proposigéo (ou de uma sentenga).

Em acréscimo, serve como fundamento filoséfico para um critério geral de analiticidade de
principios contextuais em segunda ordem [veja Cap. III: sec. I11.1, §1].

§2. Discuss#o do axioma £.1 ¢ do esquema de compreensio (£*)

Apresenta-se, neste paragrafo, uma justificacio da andliticidade de £.1, do esquema de

compreensao e, por conseguinte, da consisténcia do sistema logico £.
Esguema de Compreensio

0 esquema de compreensio estabelece que toda formula é(x,,...,x,) de _# U(1} total e, em

particular, de _# (1), define uma relagfio »-dria em uma estrutura 2. Mais precisamente,

Seja §x) , ..., x,) uma formula em _¥ "(v) sem varidveis livres de segunda ordem e, seja

X" uma variavel de segumda ordem n-ddica. Entéio, para toda estrutura 2l € Est(1):
Al (BX7)Vr)... (Vx, )(X"(xl,...,xn ) By, )].

Derm:rrf.stn:zg;.{z’c»:'”r : Definindo-se S c A" como S:= {(al,...,an) eA” :AE dlay,-..,a, ]} entéo,

para algum S A" ¢ para todo ay, ... a, €4 temos

*) S(ay,...,a, )= AE dlay,...a,],

assim,

(a5, ) & Al X(x,...,x,)[a),000,,,5],

logo, (*) equivale a

AE X" (xp50 ¥, Map,-a,,5] & AE dlay,...a,], 1.e., S€, & SOmente se,

AE dla,....a,S], pois X" ndo € livre em ¢.

! Egta demonstragiio foi extraida de Cifuentes (1992), pp. 83-4.
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Portanto, (*) equivale a
A (X" (x1,ms ) > gé(xl,...,x,,))[al,...,an,S}
para algum § < 4" e para todo ay, ... a, €4. Logo,
2k (BX”)(Vxl)...(Vxn)[X”(xl,...,xn)<—) P %0)) 0

Esta demonstragéo de que a sentenga acima, expressavel em uma linguagem £Y(7) total, €

valida, —i.e., verdadeira em toda estrutura de tipo 7— consiste numa demonstragdo de

analiticidade do esquema de compreensio de acordo com a defini¢io de analiticidade proposta.
Axioma £.1 [extensionalidade)

£.1 ¢ analitico dado que, pode ser introduzido em qualquer modelo de segunda ordem, por
meio de uma estrutura quociente com respeito a relagio de equivaléncia induzida pela relaggo de
identidade (sobre o universo de individuos). Ou seja, £.1 é verdadeiro sob qualquer interpretacdo
(em sentido geral) e, portanto, satisfaz a defini¢io de analiticidade.

Conclui-se, no que tange a conmsisténcia, que o sistema de ordem superior £ € consistente
pois, a analiticidade do axioma £.1 e do esquema de compreensdo assevera, trivialmente,

Consis(£).

§3. Problema Central da Tese

Com o propdsito, agora, de introduzir o problema central desta tese, considere-se inicialmente o

seguinte excerto de Dummett (1998)

The context principle, enunciated in Grundlagen, ... required that the specification of the domain, in
such a way as to guarantee the existence of its elements, should be effecied by determining truth-values
for statements of the theory. It appears, therefore, to follow that the same stipulations must
simultaneously fix the domain and the intended interpretations of the primitives with respect to it. This,
at least, is what Frege attempted to do in Grundgesetze; given his general principles, ... [v. p. 369,
Chap. 14]%

De acordo com Dummett, este era o ‘problema central’ de fundamentos da matematica ¢, 0
status epistemologico de uma sentenga (demonstravel) em uma teoria formal-axiomética —como

logicamente verdadeira, ou analitica— constitei um problema subordinado. Concordando com esta

2 ¢Neo-Fregeans: in Bad Company?®, em Schirm (1998), pp. 369-87.
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classificacio e subordinagfio do problema da analiticidade (de uma sentenga), enunciamos como

problema fundamental desta pesquisa:

Problema Central: Sobre a especificagdo do dominio de uma defini¢do contextual, por intermédio
da determinag@o dos valores-verdade de sentengas formalizaveis numa linguagem de ordem

superior; de modo que seja assegurada a existéncia dos elementos desse dominio.

Em outros termos, quais sdo as condigdes (suficientes) para que sejam, de forma
simultinea, determinados os valores-verdade de sentengas de £ e fixado um dominio (ndo-vazio) de
objetos para uma dada defini¢do contextual em segunda ordem?

Estabelego a seguir, as (pré-)condigdes para uma resposta a esta questdo.

Introduzindo-se na linguagem do sistema logico £ o principio de equipoléncia logica: duas
fungdes-conceito sdo idénticas se, e somente se, suas propriedades definidoras sdo logicamente

equivalentes. Expresso formalmente,
TEOREMA PRINCIPAL. Sejam @, y predicados (n-ddicos) quaisquer de segunda ordem. Assim,
FF,=F, & (V¥)o(X) w(%)), (1)

onde:

ﬁ;(x,,...,xn,v)ﬁ_f;(x],...,xn)= v e

n
. denota uma fungdo-conceito definida no dominio 11X, # @, via predicado (n-ddico) c.

i=1

Demonstracdo.

F,=F, —)—(‘v’f)(‘v’v)(Fe,(E,v)(—)-FW(E,v)) [Axioma £.1]
(VI fpF = v £, 5 = v) [equivaléncia togica™)
—VE(p(F) p(X) [Df. de fungio-conceito]

Reciprocamente, temos:

(VENpE )y ()= =y [Ax. £.1]

2 Uma fungio y = f(xi,...,x,) pode ser sempre representada por uma relagdo (fincional) R(xy,...,x,,¥) tal
que R(x,...,X,,y) 6 verdadeira se, ¢ somente se, y éiguala f(xy,....x,).
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— F,=F, [Df de fungio-conceito].l

Observagdo. Este principio de abstracdo satisfaz as (pré-)condigbes do problema central via
defini¢iio de fungdo-conceito [v. Df. I1.6.1, Prolegémenos 11, §5].

Considere-se, agora, a definicio DEF. 1.1 [v. Sec. I, §1] de sistema-A (substractum
incorporado a linguagem £). Podemos expressar, via A—abstragio (aplicada as fungGes-conceito %,

hy), a forma geral de uma definigdo contextual em segunda ordem.

DEFINICAO 2.1. Sejam ¢, y varidveis (undrias) de segunda ordem. Entio, uma defini¢do

contextual, formalizivel em segunda ordem, consiste em uma nstincia de

() VoV ylix.Fp(x,v)= ix.F (x,v)& B (9(x), w(x)],

onde %, denota uma relagfio de equivaléncia qualquer, e F,(x,z)«>% x =z, para uma dada fungfo-
conceito ..

Em particular, temos a seguinte instancia de (1), corolario do teorema principal.

COROLARIO 1. Para todas as fungdes-conceito by, i, em Fy:
* Ix. By (x,v) = Ax F fx,v)(Vx)o(x) o p(x)) -
Demonstragdo. Suponha que para todo v: dx. F,(x,v)=2x.F, (x,v), entdo
F,(c,v)=T0x.F,(x,v),c)= T(Ax.F,(x,v),c) = F,{c,v) para qualquer individuo ¢ em Fo.
Assim, (Vx)(‘v’v)(Fw(x,v) = Fw(x»"))- Isto implica que F,=F,, por conseguinte,
(vxf@(x)o> p(x)) via TEOREMA PRINCIPAL.
Reciprocamente, suponha que (Vx]{ga(x)@ l)u’(x)) , segue-se que F,=F, .

Logo, Ax.F,(x,v)=Ax.F,(x,v). O

Observagdo. A equivaléncia (*) consiste em um andlogo formal do Axioma V das Grundgeseize de

Frege.
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Portanto, o teorema principal € o corolario acima representam formalmente principios
gerais, em uma linguagem de ordem superior, que satisfazem aos pressupostos do problema
central **

§4. Derivacio formal dos axiomas da Teoria Geral de Conjuntos em 2* ordem (TGC)

A base axjomatica que caracteriza® a TGC é constituida pelos axiomas seguintes:

(i) VXVY(Yz(z e Xz e X =7Y) [Extensionalidade]
(i) (YWIVDEN(Vx)(x eYrxeZvx=w) [Adfungdo}
(iif) (VFYVZ)EY)(Vx)x e¥<rx € ZA Fx) [Separagdio)

Considerem-se os fechos universais de todas as férmulas da forma
BXVx(qo(x) FEY Xx) *

onde ¢(x) é uma férmula da linguagem de £ que nfo contém X livre.
Sejam Q={V ", F" } e um conjunto qualquer X #.
O esquema de compreensio (*) estabelece em £ a existéncia de uma fungio-conceito fy

definida de X em € (via predicado @) tal que,
(VEXYAELS, ) ox fr =v o ¢(x)) , onde veQ.

A existéncia de uma fungfo-conceito f; assegura, por sua vez, a existéncia de uma relagéo

de equivaléneia induzida por f4, i.e., arelagio:
Ef& (x, )y flx)= (¥}

Portanto, temos a seguinte fatorizagéo:

f¢=f¢0?rfé com X% \%@ BN em que

Ty, € projecio candnica;

# Note que, valendo-se do principio de equipoléncia ldgica, no Cap. III, serd formulado um critério de
analiticidade para defini¢Ses contextuais da forma () acima. Além disso, o Corolario 1 permite demonstrar o
principio de equipoténcia entre conjuntos [veja o §5 desta segdo).

B Veja Boolos (1987), ‘Saving Frege from Contradiction’, reimpresso em Demopoulos (1995), pp. 449-51.
E, veja também, Wang (1962}, ‘A Survey of Mathematical Logic’, pp. 480-9.
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f; éaaplicagfio sobre %I induzida por f4 onde
¢

%f ={V",F’} (conjunto quociente).
é

Agora, podemos estabelecer os seguintes resultados.
O Principio de Extensionalidade —i.e., ‘dois conjuntos quaisquer sdo iguais somente se,

tém os mesmos elementos’—, € um caso particular (para » =1) do AXIOMA £.1.

TEOREMA 1 [Principio de Separag&o]zs. Se ¢(x;v) € uma formula de £ e X wm conjunto, entdio

existe um conjunto By cujos elementos sdo exatamente agqueles xe X que satisfazem §(x;7).
Demonstragdo. Seja ¥+ um conjunto qualquer. Para toda funcgfo-conceito xim;
fig(x)= v4>¢(x), existe um tnico conjunto B, (de elementos xeX) tal que ¢x). Com efeito, pela

Df 1.6.2, By & a classe de equivaléncia em X (do predicado ¢) determinada pela fungdo-conceito

hy (via relagdo de equivaléncia E,, ), Le.,
By =0y (V) = g (Ry(x)) = {y € X 1 7y(x) = y(») =V} ;
este conjunto € unico pelo Ax. £.1.
Logo, (VEXVEYIB,)(Vx)x €Bye>x € X nd(x)). 0

TEOREMA 2 [Principio de Adjuncido)” . Dados dois conjuntos By e w, existe um conjunto B,

constituido pelos elementos de Br e 0 conjunto w.

Demonsiragéo. Seja um conjunto X+, Assim, ¢ suficiente considerar a seguinte fungio-conceito

(de 2° nivel):

X XQ-—EL—)QQ Ly(x.hip(x))=ver dlx) =g x EBpvx=w,

onde: X-LE5Q; Ap(x)=veFx e, By =47 (V).

2 Este principio & uma conseqiiéncia imediata do esquema de compreensdo (£*). Com efeito, seja
@(x) 4 x € Z A Fx, para uma dada propriedade F, entdo via £*: EYVx(rp(x)HYx) .0

%7 Analogamente, este principio € uma conseqiiéncia imediata de £*. Com efeito, seja p(x)>yxeZvx=w

entdio, pelo axioma €%,  3YVx(p(x)¢>¥x). D
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Logo, (VEBF)(Vw)(EEﬁw)(Vx)(x €H, +x e[iﬂ;iw]); em que B, = E;'(V"). U

§5. Demonstracio do principio de equipoténcia

Demonstra-se a seguir que, 0 TEOREMA PRINCIPAL implica o principio de equipoténcia™ entre
conjuntos —i.e., ‘dois conjuntos equinuméricos tém o mesmo mimero cardinal associado’. Este €
um principio fundamental, pois constitui a base para a generalizacdo das propriedades da defini¢édo
de numero natural aquelas da defini¢io de niimero cardinal (finito).

Em £, podemos estabelecer a existéncia de um numero cardinal por meio de uma fungao-
conceito com respeito a um dominio de objetos. Em conseqiiéncia, demonstra-se que, para cada

comjunto X existe um Gnico conjunto A(X) associado, i.e., o nlimero cardinal de X.

Com efeito, podemos estabelecer com base nas definigGes anteriores ¢ no COROLARIO 1 o8

resultados seguintes:
PROPOSICAO 1. FvX3le(c = R(X)).
Demonstracgdo:
(&) [existéncia] é suficiente tomar uma fungfo-conceito (bindria) da forma:

2% x 2% L0
K1) - S D=y e (D)

onde ‘=’ denota a rela¢do de equinumerosidade; definindo-se ¢ = AY. /.(X,1).
Assim, pela DEF. 1.3, resulta que: ¢ =RA(X).

(i) [unicidade] suponha que exista outro mimero cardinal ¢’ tal que ¢'= &(X),

entio Yeco ¥ ec', logo ¢ = ¢’ pelo Axioma da Extensionalidade. O

PROPOSICAO 2. I VXY Y(A(X) = &) =X, Y))

Demonstracdo.

::(X,Y)—>(VZ}(Z(X, Zy=(Y, Z)) s == € uma relagio de equivaléncia;
AKX, Y= AZ B (K D) = AZR (Y, Z), via COROLARIO 1;

* Note que, o principio de equipoténcia é demonstravel, via axioma da escolha, em ZFC.
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=(X,Y)— RX) = A(Y). pela DEFINICAO 1.3.
A reciproca resulta de
20 (X,2)= AZh (Y. 2) (VI =X, Z)==(Y.2)). O

Como o principio de equipoténcia ¢ tradutivel em termos de conceitos 16gicos fv. sec. IL1,
§2], resulta que a teoria dos nimeros cardinais finitos é redutivel a nogdes logicas e derivdvel

formalmente de axiomas logicos.
Conforme apontado por Boolos (1997)

Peano arithmetic based on the von Neumann definition of the natural mumbers can be carried out

(interpreted) in a surprisingly weak theory of sets sometimes called General Set Theory...

Isto significa que, dada uma certa formalizagdo equivalente 4 TGC, tal come a axiomatica
apresentada, podemos demonstrar todos os postulados de Peano para o conjunto © (dos numeros
naturais), da maneira usual, admitindo-se apenas que ©® € um conjunto munido com um elemento
‘0’ e uma aplicacio g de ® sobre si proprio, para 2 qual vale o teorema de recursdo simples™,
demonstrivel em £. Portanto, baseando-se exclusivamente no axioma £.1, no esquema de
compreensdo —que satisfazem a defini¢do de analiticidade [v. sec. IL.2 §1}—, nas defini¢@es
principais e, na Df. 11.6.1 [v. Prolegémenos XI, §5], podemos derivar (formalmente) os axiomas de
AP®_ De forma equivalente, esta base axiomdtico-definicional do sistema £ torna possivel a
redugdo légica da aritmética elementar.

Observe que Boolos (1987) apresenta uma estratégia alternativa para a derivacdo formal
dos axiomas da TGC, utilizando-se um principio contextual denominado de principic de

similaridade’ —anilogo formal do principio de Hume—, que estabelece:

*F =G see FésimilaraG
ou seja, supondo-se que para cada conceito F existe um objeto associado *F —chamado a
subtenséio de F—, tal que subtensdes estdo em correspondéncia -1 com classes de equivaléncia da

relagdo de equivaléncia ‘similar a’.

* Veja “The Consistency of Frege’s Foundations of Arithmetic’, em Demopoulos (1995), p. 227.
30 Expresso formalmente: Sejam X um conjunto (ndo-vazio), ceX, e f uma fungdo de @ x X em X. Entéo,
existe exatamente um fungéo b . © — X, tal que

M0)=c e  h(sn)=f(n, K(W).

3 Veja ‘Saving Frege from Contradiction’, em Demopoulos (1995), pp. 446-7.
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F ¢ ‘similar a’ G see (F € pequeno v G é pequeno — F é co-extensivo com G, em que:

(i) um conceito F é chamado de pequernoc se o conceito V=[x : x = x] ndo estd em F, i.e., se Vndo
¢ equinumérico com um subconceito de F —dizemos que um conceito & € um ‘subconceito’ de um

conceito G se todo objeto gue cai sob F cai sob G;

(i{} um conceito F ¢ co-extensivo com um conceito G see todos objetos que caem sob F caem sob

G e, vice-versa.

Boolos demonstra, neste artigo, a consisténcia do principio acima e apresenta um esbogo da
derivagdo formal dos axiomas da TGC. Nio obstante, como Boolos observa, o principio de
similaridade ndo € suficiente para justificar epistemologicamente o projeto logicista. Visto que, de

modo andlogo ao principio de Hume, este principio somente € verdadeiro em modelos infinitos.

1.3 DEMONSTRACAO DOS AXIOMAS DE AP?

Nesta secdo, mostramos que AP® pode ser desenvolvida da maneira usual tomando-se como base a

TGC, mediante a introdugfo do conceito de nimero ordinal.

§1. Definicéio de fecho de um conjunto

Considere-se uma estrutura A=(4; {Ro, ..., Ry1}, {Fo, -, Foor}). Seja X 4.

Diz-se que um conjunto X € fechado se o resultado da aplicacio de qualquer operacdo aos

elementos de X estd em X. Em outros termos, se para todo j<v —1 e para todos a, ..., a; X,

F{ay,...a;.,) € X , supondo-se que F; esteja definida.

Sejam X; #»@, e X’(x,y) uma relagio bindria qualquer. Entdo, definimos formalmente o

fecho F de um conjunto X, sob a relagio X como:

F(X ):={x :(‘V’XZ)[X];XZ A(Vy)(b’z){(y eX, AXz(y,Z))—> z EXZ) -5 x EXZ]} (1)

cuja existéncia € estabelecida em £ pelo esquema de compreenséo.
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Expresso de forma equivalente, o fecho F(X;) de um subconjunto X; de A4, sob uma
aplicagdo F dada, é o0 menor conjunto fechado tal que X, EF(X,) contendo todos aqueles elementos
obtidos pela itera¢do da aplicagio F, partindo-se de X, :

F(X,)={XCA: X,CX A X fechado} .

Observe que o conjunto {{...}=& pois, 4 é um conjunto fechado que contém X,.

Introduzimos agora um teorema fundamental utilizado para demonstrar que todos os

elementos de um fecho tdm wma dada propriedade IP.
TEOREMA (*) Seja P(x) uma propriedade expressavel em £. Suponha que
() P(c) vale para todo ceX, .

(if) Paracadaj<v-I, se P(ap), ..., Plas,;) sd0 verdadeiras e F(ag,....a s, .1) € definida, entdo

P(I?j(ao,...,aﬁ_l)) é verdadeira.
Entfio, P(x) vale para todo xe F(X;).

Demonstragéo. As hip6teses (i) e (i) estabelecem que ¢ conjunto X = {x € 4 : P(x)}, cuja existéncia
é assegurada pelo teorema da separaciio, ¢ fechado e X, ¢ um subconjunto de X. Por conseguinte,

pela defini¢io de fecho, P(x) € verdadeira para todo xeF(X;). U

Observe que este teorema consiste em uma forma generalizada do principio de indugdo.

§2. Defini¢io de nitmero natural

Para o desenvolvimento formal da teoria dos mimeros naturais, no arcabougo axiomatico da TGC,
& usual iniciarmos com a teoria dos ordinais. Com efeito, introduzimos os conceitos basicos desta
teoria e, seguimos em linhas gerais o tratamento formal apresentado no Capitulo III: §§1-3 de
Bernays (1968).

Defini¢es principais:
Trans(x)=4 (¢yNy ex— yCx).

Con(x)=4 (Vy)(Vz)((y EXAZEXAYEZ)SYEIVE ey) .
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Fund(x) E‘#(Vz)((z;x AZED)— (Ely)(y ezna(ymx)= @)) .

Agora definimos o conceito de nimero ordinal como
Df 2.1 Ord(x) =4 Trans(x) A Con(x) A Fund(x).

Introduzimos, sem demonstra¢éio, as proposi¢des seguintes:
Prop. 2.1: (Ord(x)AOrd(y))—) (x=yvxeyvyex}).
Prop.2.2: (Ord(x)A Ord())AOrd(z)) > (x eyryez) > x e z).
Prop. 2.3: (Ord(x)A Ord(y)Ax €y)—> y ex .

Os enunciados principais necessarios para a demonstragio dos postulades de Peano sio:

Teorema 2.1: FOrd(9), onde 0 := {x: xeQ}.

Demonstragéo. E conseqiiéncia imediata da proposigio H(Vx)(xg@). O

Df22 x={z:zex|x}, i.e, x'=xu{x}. A existéncia deste conjunto x’ ¢ assegurada pelo
principio de adjungdo.

Teorema2.2: Sexex’,x'z0entdo,  F(Vx)(Ord(x)—> Ord(x")).

Demonstrag@o. E uma conseqiiéncia imediata da definigdo Df. 2.2. 0

Teorema 2.3: Sejam Ord(x) e Ord(y) entdo, +F(¥x)}Vy)(x'=y'>x=y).

Demonstragdo. Por hipdiese x* = . Isto significa que

(Vz)(z e(rui)eze(yud y})) ,pela Df. 2.2 e pelo prineipio de extensionalidade.
Em particular, - x e(x {x}) e, por conseguinte, temos que x =(y{y}), via e¥ e MP. De

modo similar, +y e(yu{y}) implica que y e{xu{x}).

Suponha que x # y entfo, os casos xe{y} ¢ ye{x} estdo excluidos e, portanto, xey ¢ yex.

Mas, pela Prop. 2.3 resulta que,

Fxey—ye¢x assim, yex Aygx,uma contradi¢io. Logo, x = . 0

Glizamp :
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Considere-se, agora, a seguinte definigéo:

Df2.3 Sue(x)=4 (3yY0rd(y) » y'=x} , onde x é um termo no qual a variavel y néio ocorre.

Isto significa que o conjunto x é um sucessor, somente se for o sucessor de algum niimero

ordinal.
Conseqilentemente, temos a seguinte defini¢io de nimero natural:
N(x)=4 O1d(x) A{x = 0 vSuc(x)) A(¥pXy €x = (¥ =0 vSuc(y))

onde x € algum termo no qual y nido ocorre.

O predicado N(x) expressa que um nimero natural € um ordinal x que € 0 ou um sucessor &,

tal que, todo elemento de x ¢ 0 ou um sucessor.

Além disso, definimos, com base no conceito de fecho de um conjunto {veja §1 desta

se¢do], o conjunto N dos nimeros naturais como o fecho do conjunto {0} sob a relagfio ‘zu{z}’,

via defini¢go (1): N = F({0}).”

Em seguida, demonstramos os postulados de Peano para os conjuntos que satisfazem o

predicado N(x) da definicdo acima.

§3. Demonstragiao dos axiomas de Peano

Agora, podemos derivar formalmente, com base nas definigdes e proposigSes anteriores, as

seguintes propriedades dos mimeros naturais:

AP, ENO)

Demonstragdo. E uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.1. O

AP;:  E () (N(x)—0=x)

Demonstracdo. F uma conseqiiéncia imediata da proposi¢iio: (¥x)(0= x). Com efeito,

F0=x'—x €0, assim, a conclusio segue de - (Vx)x £0) e das regras de inferéncia. O

2 Em outros termos, JF({0}) caracteriza os ‘conjuntos hereditariamente finjtos’ —elementos de V, [v.

Apéndice (A) do Cap. II]— formalmente:
F{oh= {x (VXWX AWy y € X > (puip e X) > xe X))
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AP F(VR)(NEx) > NG")

Demonstragdo. Por hipdtese: N(x). Como Ord(x), pela definicdo de N, segue-se que Ord(x*) pelo

Teorema 2.2. Em conseqiiéncia,

(i) Sex=0entiox’ =0, logo, Sue(x’).
(if} Se Suc(x) entdo Suc(x’), pois Ord(x).

Por conseguinte, se yex’, entdo yex v y = x. Temos que,
JExX, ¥ ¥

(i) Seyexentdoy=10v Suc(y), pois N(x).

(i)} Sey=xentioy=0v Suc(y), poisx=0v Suc(x), via principio de extensionalidade.

Logo,N(x). O
AP (Y (NI ANGIAX'= ) > x =)
Demonstragdo. E uma conseqiiéneia imediata do Teorema 2.3. U
APs: F (v¢)(¢(0) A (Vx)(x eNAg(x) > g(x') > (Vx)Y{x eN— ¢(x)))

Demonstragdo. B um caso particular do TEOREMA. (¥) [veja §1 desta se¢do], tomando-se X, ={0} ¢
N=F(o).” O

§4. Discussao do status epistemoldgico do conceito de nimero ordinal

A introdugdio do conceito de nimero ordinal na TGC permite a derivagdo formal dos axiomas de
APD e, por conseguinte, estabelece a analiticidade de AP?® Nizo obstante, o critério de Tarski ndo
é aplicavel diretamente 2 definicdo de nimero ordinal. Neste sentido, a nogfo de nimero ordinal

requer —nio que concerne 4 logicidade—, uma justificagio especifica.
Sejam duas cadeias™ X e Y. Entio

X é “similar (ordinalmente)’ aY < X=7,

3 Para uma demonstracio utilizando estritamente a teoria dos nmeros ordinais, veja Bernays (1968):
Cap. 111, §3. Veja também Hatcher (1968): pp. 177-8.

3 Uma cadeia (ou conjunto linearmente ordenado) é um par ordenado (X, p) tal que, a relagdo £ no conjunto
X é uma ordem total (em X), i.e., p 6 reflexiva (em X), antisimétrica, e transitiva.
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ie., X'e ¥ s8o similares (ordinalmente) se, e somente se, existe um isonorfismo de ordem’ enire os

conjuntos X e Y.

Acresce que a existéncia de um isomorfismo entre dois conjuntos JX, ¥, parcialmente
ordenados, caracteriza o fato de que qualquer propriedade expressavel em termos da relagio de
ordem em X tem uma andloga em Y. Ou seja, essas propriedades sdo logicamente indiscerniveis
com respeito a uma transformagio isomérfica entre esses conjunios. Resulta para X e ¥ uma
identidade de estrutura.

Denominamos uma classe de equivaléncia sob similaridade ordinal de tipo de ordem. E,
dizemos que o tipo de ordem de um conjunto bem ordenado™ define um ntimero ordinal.

Seja £ uma classe de conjuntos. Em geral, podemos estabelecer que

1. Para cada conjunto bem ordenado X, ord(X) —i.e., o tipo de ordem de X—, estd em O e

Xzord( X);
2. SeaeD,entio ord{o)=q;
3. SeXe Ysio bem ordenados entio X =Y < ord(X)=ord(Y).

Dado que o conceito de nimero ordinal pressupde a definicdo de um isomorfismoe entre
dois conjuntos, resulta que as propriedades basicas dos niimeros ordinais sfo aquelas invariantes
sob transformagdes de similaridade ordinal.

Este fato ndo € suficiente para assegurar o caréter légico do conceito de ntmero ordinal.
Entretanto, podemos estabelecer, via critério de Tarski, a logicidade de uma classe de nameros

ordinais. Pois, por defini¢gdo, um conjunto X é um cardinal se, e somente se,
i, X éum ordinal
€

2. Sea éum ordinal e o =X, entio X a..

A cada nimero ordinal o = ord(X) podemos 2ssociar um unico niimero cardinal

** Uma fung3o f : X—X* conserva uma relacdo de ordem {com respeito 2 uma ordem o para X ¢ uma ordem o’
para X°) s¢, e somente se, xpy — f(x)o'f(¥). Assim, um isomorfismo f entre conjuntos parcialmente
ordenados {X, p) e {X°, £} é uma correspondéncia 1-1 entre X e X" tal que ambos f ¢ a sua inversa [
preservam a relacio de ordem.

* Um conjunto parcialmente ordenado por p é bem ordenado por g se todo subconjunto ndo vazio de X tem
minimo. Em particular, existe 0, = min .X. Note que, se X é bem ordenado por o entfo € linearmente ordenado
por &

7 ¢q = X denota que: ‘existe uma fungéio bijetora de o em X"
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x = Card(X), designando-o por x=a.

Esta fun¢o de niimeros ordinais para os mimeros cardinais néo € injetiva pois, ha mimeros

ordinais diferentes correlacionados ao mesmo numero cardinal. Por exemplo,
o =ord({1,2,..})

02 = ord({X(, X2, -5 Y1s Y25 -+ })

s3o conjuntos com o mesmo namero cardinal N, i.e., @ =N, = w2.

Em virtude do teorema da boa ordenagio, a imagem da fun¢de anterior ¢ definida no
conjunto dos mimeros cardinais. Com efeito, suponha que x = Card(X) seja um nimero cardinal
qualquer. Entfio, pelo teorema da boa ordem, X pode ser bem ordenado. Se & = ord(X), entdo
« =& . Portanto, x é o niimero cardinal de pelo menos um niimero ordinal a.

Como o critério de Tarski é aplicivel aos nameros cardinais [v. sec.Il.1, §1] segue-se que o
conceito de ordinal inicial € de natureza logica.

Em conseqiiéncia, estabelecemos a logicidade de uma classe de ordinais necessaria para a

redugdio 1ogica de AP®,
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APENDICES DO CAPITULO I

(A) ZF,% E UM MODELO PARA AP®

Qualquer estrutura que satisfaga os axiomas da teoria de conjuntos fimitos em segunda ordem
(ZF 7y —em que, ZF, = ZF — 4x. do Infinito— constitui um modelo para a aritmética de Peano
em segunda ordem (AP™). Este resultado foi estabelecido por Ackermann (1937), utilizando-se um

modeio cujo dominio (de interpretacdo) € o conjunto N. Para definir a relagio de pertinéncia,

necessita-se da seguinte propriedade aritmética:

‘fodo nimero natural n tem uma unica representagdo sob a forma: n :2;12"' )
onde 0s x’s s8o niimeros naturais e x, < x; <.<x,.’

Entfo, para mimeros naturais (i.e., corjuntos) x € n, ‘xen ¢ verdadeiro® < ‘x ¢ um
expoente na representacio de # em (*)’.

Portanto, cada conjunto tem apenas um niamero firifo de elementos e o modelo elaborado
por Ackermann satisfaz os axiomas de ZF excluindo-se 0 Axioma do Infinito.

Observe que podemos considerar o Axioma do Infinito de ZF como estabelecendo a
existéncia do primeiro cardinal demumeravel, de maneira que podemos construir um modelo 71 para

ZF,?, entre os conjuntos de cardinalidade inferior a m, via teorema de recursdo (para ordinais)'.

De fato, tomando-se:

J(Vo, 0= Vo =, e

fWVa,my= Vo= F(fl) onde F(fl) =U{p(¥): V, eran(f}.)}. Assim,
Vi = 9 (Vo) nea

Vo=, ¥ -

O copjunto V,, tem as seguintes propriedades (por inducao):
1%V, étransitivo.

2 ooV, .

! Teorema da Recursdo. Seja f uma operacdo. Para qualquer conjunto 4 existe uma tnica seqiiéncia infinita
{4, | new; tal que,

(i) A=A

(ify Any= f(4,. n)paratodo neo.
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Todos os conjuntos neste modelo tém cardinalidade finita (menor do que w): todo xe Vv, é
finito. Além disso, se X é um subconjunto finito de V4, entio X'e V..

Além disso, V= {x: x é hereditariamente finito} = HF*®

Assim, 9t é um modelo para a feoria de conjuntos finitos, no qual a aritmética de Peano

pode ser desenvolvida formalmente.

(B) RESULTADOS METATEORETICOS PRINCIPAIS

e Metateorema de Incompletude. Estabelece que, em qualquer sistema formal w—consistente’
(adequado para a aritmética elementar), existe uma formula valida expressavel (numeralmente) no

sistema, mas ndo demonstravel no sistema.

o Metateorema de Indecidibilidade. Se a teoria aritmética é w—consistente, entdo esta ¢
indecidivel, i.e., se a teoria aritmética é w—consistente, entdo o problema de decisdo para estu

teoria ¢ insolivel,
(C) DEFINICOES BASICAS DA SEMANTICA DA LOGICA DE SEGUNDA ORDEM
Df. 1. Uma estrutura de segunda ordem € uma quadrupla A = (A4, A*, R*, ¢*), onde

A denota o universo de individuos;

A* = (4, | neN), seqiiéncia de universos de relagfes n-drias (#20), 4,2 @ (A7);
®* = (R"|i,n N}, seqiiéncia de constantes relacionais R €A

* ={¢; | ieN}, ¢; denotam constantes individuais.

No caso em que A, =g(4"), i.e, 4, coniém todas as relagBes n-arias (para todo n),

denomina-se 2 de fozal.

Df II. Uma estrutura de segunda ordem 2 ¢ denominada um modelo de segunda ordem. se o

esquema de compreensdo £* [v. Prolegémenos, sec. II] ¢ valido em 2.

Se 9 é total entdo, 2 é denominada de modelo standard (ou principal).

? Um conjunto C € hereditariamente finito (HF) se seu fecho transitivo (i.e., o mener conjunto transitivo, com
respeito a <, que contém C) ¢ finito.

? Qistema @—consistente: refere-se a um sistema formal no qual, para quaisquer (meta)varidve! x e formula
PB(x): KW(IX)-PB(¥) on ¥P(n) para todo mimero natural ». Note que, se um sistema formal da aritmeética é

w—consistente, entdo este & consistente. A reciproca ¢ falsa.
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Observagdo: da defini¢io de modelo resultam duas nogdes distintas de validade (de uma sentenga)

em segunda ordem:

() verdadeiro em todos os modelos, i.e., = ¢ (validade em sentido geral);

(#) verdadeiro em todos os modelos principais 2, i.e., AE ¢ (validade em sentido szandard).

Df. 1. Relagdo de Satisfacdo em _£(2):

[ alv,), se ik

1° se ceA, entdo av—"](vi)={ (V) .I
| e c, se i=k

2°, se Sc A" entio « X (X7y= a{X;), se i#k
i S S, se i=k

onde a(X')=S" ep(A") para nz]. Assim, definimos

fl

S (VX )pla)es para todo S C A7 A Q,{Q[J‘fgk ﬂ

AL (AX] ple]< paraalgum S ¢ 4": AE ¢|:a{-);—fﬂ .

(D) RESULTADOS DE INCOMPLETUDE EM SEGUNDA ORDEM

o Metateorema 1. Néo existe um sistema axiomdtico completo para .

Demonstragdo. Seja ! a colegio de sentengas em primeira ordem. Como AP® ¢ categérica,
segue-se que, o tnico modelo de AP®, madulo isomorfismo, & N=(N; +, ¢, 0, 1), i.e., 0 modelo
standard de aritmética. Supondo-se que a validade em segunda ordem € recursivamente enumerivel
(r.e.) entfio, para toda fbf e Th(N), onde Th(N):={c ¢ " : Nk ¢} , temos que:

NE gk APP— 4. Portanto, Th(N) é r.¢., ou seja, o conjunto’ das sentengas aritméticas

verdadeiras em primeira ordem, também, € r.e., ¢ que contradiz o teorema de incompletude.

Isto implica a incompletude, em sentido standard, da 15gica de segunda ordem. [J

* Note que, nenhum sistema formal-axiomatico da aritmética de primeira ordem —suficientemente forte para
deduzir o conjunto de sentengas aritméticas verdadeiras {¢ nenhuma falsa)}—, € completo com respeito &
negacio.
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Isto significa que, se fosse possivel uma axiomatica semanticamente completa, em sentido
standard, para £, entdo seria admissivel inferir dessa axiomética todos os teoremas de Th(N)
dos axiomas de APO), i.e., seria possivel uma axiomatizacdo completa de Th(l¥), o que contradiz o

(meta)teorema de incompletude da aritmética.

* Metateorema 11. Ndo existe um sistema formal (&) com uma familia recursivamente enumerdvel

de axiomas (e de regras) que admita completude fraca para £" (ie., F ¢ = Fg ¢).

(E£) COMPLETUDE EM SENTIDO GERAL DE "
e Lema. Todo conjunto consistente de sentengas é satisfativel em sentido geral.

» Metateorema. Para qualquer conjunto X de sentengas e qualquer sentenga ¢ temos que: se ¢ é

L. , ~ , . . . , i
uma conseqiiéncia em sentido geral de I, entdo ¢ é derivdvel sintaticamente de T em .

Demonstragdo. Seja ¢ uma conseqiiéncia (em sentido geral) de . Como toda interpretagio geral

que satisfaz £ também satisfaz ¢, segue-se que, ¥ Zw{—¢} (em sentido geral). Decorre do lema

anterior que T\J{—¢} é inconsistente. Por conseguinte, Z{—¢}1-¢. Isto implica que X¢. C

Observagdo. Supendo 2=, resulta que: qualquer formula vilida em sentido geral € demonstravel

. I
sem premissas em & .

Em resumo, em _¥", podemos obter todas as sentengas validas em sentido geral. Por outro
lado, ‘todas as férmulas validas em sentido geral sfio validas em sentido standard’. A reciproca nfo

¢ verdadeira [v. van Dalen (1997), pp. 151-2}.

(F) CATEGORICIDADE DE AP?

Df 1. Uma estrutura (4¢”,0"), onde A—2" 54 ¢ uma funglio ¢ 0"'c4, é denominada uma

estrutura de Peagno-Dedekind somente se:
AP,: (¥x)a(x)=0
APy (VX)) o(x)= o(y)—=x =)

APs:  (VX)0eX A(Vx)x e X—>o(x) e X)—(Vx)x & X)) )
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o Teorema de Dedekind. Toda estrutura 2 = {4;0",01) que satisfaz AP; (i =1, 2, 3) é isomorfa a
7= QG0N

* Metateorema 1. Uma teoria ‘T é completa com respeito & negagdo se, ¢ somente se, toda

sentenga de ‘T que ¢ verdadeira em um modelo de % é verdadeira em todo modelo de X.

* Metateorema 2. Se ¥ é categdrica, entdo ¥ é completa com respeito a negagdo.

Demonstragdo. Por hipétese T é categérica. Entfio, uma sentenca que ¢ verdadeira em um modelo
de T é verdadeira em qualquer modelo. Portanto, ¥ é completa com respeito a negacéo [pelo

metateorema 1]. O

(G) DEFINICAO RECURSIVA DE FUNCOES-CONCEITO DE NIVEL SUPERIOR

Seja v uma valoragdo. Podemos estabelecer recursivamente uma escala de fungdes-conceito:

. . 0 Ve, se U(Q’(x)) =T
(/) fungio-conceito (unaria) de primeiro nivel: X—o0Q; fx=

P, se o{—g(x))= J_-

(#) fungio-conceito (unaria) de segundo nivel.

J(U-]
IxQ—250

vV, se u{tb (x, (” )

0 e f6D (%, £30) =
F°, se u(—:(I)](x f(])x))=l

(iif) fungdo-conceito (unaria) de (n+1)-ésimo nivel (nz1): € obtida de uma fungdo-conceito de

n-ésimo nivel, generalizando-se o procedimento. Com efeito,

TS
X x{rx.. xQ-—f——>Q
Ve, se v((bﬂ(x, (l)x, ,f(”) )):T
(5 F % S0 I f 0, S0, S, ) =
" ¢ - . O, 150 8
. ose u(ﬂcb,,(x, X, f ] )

onde 3 denota uma n-tupla obtida a partir das fungBes-conceito precedentes.
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CAPITULO II

As ramificacdes do problema central desta tese e as principais implica¢bes filoséficas da redugio
logica da aritmética elementar, por intermédio da derivagfo da feoria geral de conjuntos —com
referéncia a base axiomatico-definicional estabelecida nos Prolegémenos—, séio discutidas neste
capitulo. A discussdo epistemoldgica, dos resultados anteriores, serd direcionada aos aspectos

l4gico-extensional, seméntico ¢ topico-neutro do sistema 16gico de ordem superior £.

IT1.1 RAMIFICACOES DO PROBLEMA CENTRAL

Nesta secdo, consideramos: a formulacdio de um critério geral de apaliticidade para definigGes
contextuais em segunda ordem; a relevancia filoséfica do principio de equipoléncia iogica ¢, a
discussio sobre um teorema de infinidade com relagfio as principais doutrinas filosoficas para a

fundamentag@o logica da aritmética.
§1. Critério geral de analiticidade

No Cap. T1, sec. 1.2, §3 introduzimos o problema central desta tese, i.€., o problema sobre as (pré-)
condi¢Bes para a especificagio simultdnea do dominio e das interpretagdes das formulas do sistema
16gico £ com referéncia a esse dominio de quantificagio. A resposta a esse problema, apresentada
nesta tese, ¢ dada pelos seguintes principios gerais: esquema de compreensdo [v. Prop. (¥),
Prolegdmenos I, §4], definicio de fumgdo-conceito [v. Df. 11.6.1, Prolegdmenos I, §5] ¢ o
principio de equipoléncia logica [v. Teorema Principal, sec. 112, §3].

Estes principios 16gicos, com base nos resultados estabelecidos no capitule II, sdo
suficientemente fortes para a demonstragdo dos axiomas da teoria geral de conjuntos (TGC). que
constitui, por seu turno, o arcabougo tedrico para a derivaco formal de APY Expressando-se, por
intermédio destes principios, as condi¢des (suficientes) para fixar, de maneira concomitante, o
dominio de predicagio e os valores-verdade das formulas de £ com relagéo a esse dominio —via
funciio-conceito, cuja existéncia é determinada pelo esquema de compreensdo—, por conseguinte,
estabelecemos uma correlagio logica entre um predicado, expressavel na linguagem do sistema
16gico estendide, e um dominio qualquer de cbjetos.

Como consegiiéncia deste resultado, e baseando-se na redefinicio de analiticidade

[introduzida na sec. I.2, §1], apresento uma resposta a um problema epistemolégico subordinado:
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Sobre a formulagdo de um principio de demarcac@o para definicdes contextuais

analiticas.’

Em outros termos, trata-se da formulagfio de um critério geral para demarcar principios

contextuats que sdo verdades logicas.

Critério de Analiticidade: zma defini¢do contextual expressavel sob a forma
YoV gy(?\x.Fq,(x, v)=Ax.F, (2,9} E, (o(x), y/(x))) (¢)
em uma linguagem de orvdem superior é analitica se, ¢ somente se:
(1) asentenca (¢) é vdlida em sentido geral (e, por conseguinte, em sentido standard),
ou,

(i) asenten¢a (+) é derivavel formalmente do principio de equipoléncia Idgica.

Seja ¢ uma sentenca qualquer de . B, seja _#£" + B(c) a expansio de _#" pela adigiio da
seguinte defini¢fo contextual:
B Ax.F,(x,v) = Mx.F,, (x,v) e (E {0(x).p(x)) v)?

Considerem-se 0s casos seguintes:

1. Suponha que (V) 2E ¢, i.e., ¢ € valida com a interpretagfio standard (i. s.). Entdo, podemos

expandir qualquer modelo 2 (em i. s.) a um modelo 2’ (em i. 5.) para ¥ L 3B(0).
2. Suponha que ¢ ndo ¢é valida em sentido standard, i.¢., (v2) 2k —¢ . Entdo, temos que
Ax.F,(x,v) = hx.F, (x, v} B (0(x), 9(x)) (B

pois, ¢ € logicamente falsa.

Por conseguinte, para todo modelo com interpretagdo standard, temos que:
(i) (V) UK B

ol

! ‘How to demarcate those contextual definitions that should count as logical truths in some extended sense of
the expression from those that should not ..." [v. Boolos (1993), Whence the Contradiction?, p. 228}

% Note que, se E, (...) ¢ uma relaggo de equivaléncia entdo, E, (...) v ¢ também € uma relagéo de equivaléncia.
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(i) (V) AR B

Portanto, os casos 1 e 2(¥) combinados mostram que: se fosse decidivel (recursivamente)
que a defini¢fio contextual A € valida em sentido standard, entdo seria decidivel se wma sentenga
arbitriria ¢ é valida em sentido standard®. Mas, em conseqgiiéncia da incompletude de £ " em
sentido standard [v. apéndice (D), Cap. II], isto ndo ¢ possivel.

Por outro lado, nos casos 1 e 2(if), como validade em sentido standard »do implica validade
em sentido geral, segue-se que M é analitica se, ¢ somente se, H é derivavel do principio de
equipoléncia logica (pelo critério de analiticidade).

Isto significa que, independemente da indecidibilidade da validade (em sentido standard)
de uma definigio contextual —expressavel sob a forma (#)—, o critério de analiticidade permite
caracterizar recursivamente um subconfunto de todas as definigbes contextuais em segunda ordem

validas em sentido geral e/ou derivaveis do principio de equipoléncia iégica.

§2. Equipoléncia logica

A lei de equipoléncia logica [v. Teorema Principal, sec. 112, §3] —derivivel formalmente da
defini¢fio de fun¢do-conceito, via axioma da extensionalidade (£.1)—, consiste em um principio de
abstragdo, i.e., em uma igualdade extensional que estabelece que duas fungSes-conceito sfo
idénticas com respeito & equivaléncia logica de suas propriedades definidoras. A relevincia deste
principio reside na demonstragio de apaliticidade de um analogo formal da ‘lei V' das
Grundgesetze [v. Corol. 1, sec. II, §3].

Andlogo forma! que, por sua vez, torna possivel a2 demonstragio do principio de
equipoténcia () entre conjuntos. E, por conseguinte, estabelece a redugio légica da teoria dos
ntimeros cardinais (finitos). Resultado fundamental para um projeto reducionista neo-logicista.

Observe que o principio de Hume (N7} ndo satisfaz o critério de analiticidade:
N~ ndo é derivivel do principio de equipoléncia logica e ndo é vélido.

Sob este aspecto trata-se em primeiro lugar de considerar que os operadores (de
cardinalidade) ‘R’ e /Y’ sdo conceitualmente diferentes pois, simbolizam nogdes incompativers —
em virtude da antinomia de Russell—, visto que o conjunto formado por todos os conjuntos que

no pertencem a si proprios nfo pode ser elemento de nenhum conjunto.

3 Isto &, seria decidivel se ¢ & satisfativel em todos os modelos principais de segunda ordem. Observe que,
neste caso, B(c) € valida em sentido standard <> ¢ € vélida em sentido standard.
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Em segundo lugar, temos as seguintes relacdes logicas entre N~ e¢ N~ (supondo-se
Consis(AP®)):

Eq. L. =N~ APY
Eq. L. #N" = AP®
onde Eq. L. denota ¢ principio de equipoléncia 16gica.

Podemos expressar N~ da seguinte forma: existe uma fungdo 3 de conceitos (de primeiro

nivel) a conceitos de segundo nivel, tal que

(YHY 9, (Fx)(Hx)} & 9,(Gx)(Hx)) & =, (Fx;Gx) *
onde ‘=, ’ denota a relagfio de equinumerosidade.

De fato, é suficiente tomar &...) como =, (Fx; ... x ...) em (¥).

Nio obstante, (*) néo permite uma demonstragdo dos axiomas da aritmética de segunda
ordem. Pois, para realizar esta derivagiio formal, € necessario recorrer ac conjunto universal, viz.,
V={x:x=x}.

A demonstra¢do de um teorema de infinidade (i.e., que V€ infinito) implica o postulado de
Peano®: ‘para todos os mimeros naturais m e n, se sm = sn entdio m =n’; onde ‘s’ denota a fungio

sucessor, No entanto, a antinomia de Cantor pode ser deduzida nesse sistema.

§3. Discussido sobre um teorema de infinidade

Consoante a demonstragio dos postulados de Peano com referéncia a base axiomatica da TGC e ao
conceito de nimero ordinal [veja a sec. [1.3 do capitulo anterior], deve ser assinalado que, para o
desenvolvimento de todas as propriedades basicas dos nfimeros naturais nfio ha necessidade de um
axioma de infinidade. Isto significa que, em relagdo ao enfoque logico-epistemoldgice proposto
nesta tese, um projeto ‘meo-logicista’ de fundamentagio logica da aritmética pode ser
implementado sem recorrer a um axioma que prescreva a existéncia de um conjunto infinito.

Por outro lado, no tocante ao projeto Fregeano, um teorema de infinidade, demonstravel

por axiomas 16gicos e defini¢des, era uma pré-condigio para estabelecer o posiulado de Peano —

* Veja Hatcher (1968), pp. 103-9.
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sobre a injetividade da fungdio sucessor——, citado acima. Contudo, ndo € possivel demonstrar a
existéncia de wm conjunto universal’.

Quanto ao enfoque logicista de Dedekind, apresentado na monografia ‘Was sind und was
sollen die Zahlen?', cabe observar que: a franscrigdo de sentengas acerca de propriedades dos
niimeros naturais em sentencas logicamente verdadeiras (sobre todas as estruturas satisfazendo os
postulados de Peano) pressupde —conforme apontado por Boolos (1990)—, a existéncia de um
conjunto infinito.

Boolos afirma que:

We have seen that in order to be able to claim that the function that assigns

N, s,l(a, By, 0(N,s,1)— .S') to any sentence S of arithmetic shows that “arithmetic is a part of logic”,

Dedekind needs a proof from logical truths that there are infinitely many objects. [O grifo € meu]

Uma sentenga da aritmética (expressa por uma sentenca § em logica de segunda ordem), na
qual todos os quantificadores referem-se ao predicado monadico ¥, & fungdo monddica s € &

constante 1, tem a forma logica seguinte:

VN, s}(a. By, 6(N,s)>S) (%)

onde as condigdes , B, 3, 6 denotam os axiomas de Peano.

Boolos mostra que, para freduzir uma dada sentenga aritmética S em uma sentenca Tr(S) de
segunda ordem da forma expressa por (¥), contendo apenas constantes légicas, é preciso recorrer a
um axioma de infinidade. Caso coniratio, nfio seré possivel estabelecer nenhuma relagdo légica
entre S e Tr(S).

Com relagio a reoria dos tipos (TT) de Russell-Whitehead, as fbf's de TT vilidas sdo
aquelas fbf’s verdadeiras em todas as hierarquias de tipos. Todavia, 0 axioma do infinito ndo €

verdadeiro numa hierarquia de tipo com um dominio finifo de individuos. Por conseguinte,

5 Eiste fato € conseqiiéncia da proposigao seguinte:
Proposicdo (*)

1. Niio existe um conjunto X tal que, para todo x, x€.X;

2. Seja um conjunto X # <. Ndo existe um conjunto Z tal que, para todo conjunto ¥, se existir uma fungio
bijetora ¥ Lix ,entdo YeZ;

3. Seja um conjunto X # . Nio existe um conjunto Z tal que, para todo conjunto ¥, se existir uma fungio

infetora y L x , entdio YeZ.
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conforme a defini¢do de analiticidade, este axioma nfio & um principio verdadeiro universalmente, e

portanto, ndo expressa uma verdade da logica formalizdvel em TT.

1.2 CONSEQUENCIAS LOGICO-EPISTEMOLOGICAS
§1. Sistema de légica extensional

As antinomias de (Zermelo-)Russell e de Cantor produziram, de certa forma, uma ‘cisdo’ enire a
logica de primeira ordem e a teoria de conjuntos. Isto é, as antinomias da teoria de conjurttos
causaram, com relagao a utilizagdo do principio de abstragdo (irrestrito), uma espécie de ‘solucido
de continuidade’ entre o enfoque légico-axiomatico ¢ o tratamento conjuntista, necessarios aos
fundamentos 1égicos da aritmética. Nio obstante, o fato de a 1dgica de primeira ordem ser a
linguagem basica para certas axiomatizagSes da teoria de conjuntos e, esta dltima consistir no
‘substrato’ (framework) para a teoria de modelos e semdntica formal. A estratégia formulada nesta
tese visa o restabelecimento de uma inter-relagio entre um sistema légico (de ordem superior) € a

teoria geral de conjuntos.

Essa inter-relagfio decorre da demonstragio dos axiomas da teoria geral de conjuntos, por
meio de um axioma ¢ um esquema de compreensdo analiticos, bem como, de definicBes basicas,
formalizaveis na linguagem do sistema l4gico £.

£ caracteriza-se como um sistema de l6gica extensional pelo fato de que os conjuntos (e as
classes) constituem um substrato do sistema 16gico £. Além disso, é estabelecida uma conexdo
entre predicados e conjuntos. Essa conexdio conceitual faz-se mediante a definicdo de Sungdo-
conceito e via Df 11.6.2 [v. sec. II, §5 dos Prolegdmenos].

Deve ser assinalado que, em £, toda fungfo-conceito determina uma relagio de
equivaléncia sobre 0 dominio de definigio dessa fungdio-conceito. Isto significa que toda fungdo-

conceito fy4 (definida pelo predicado ¢) determina uma extensdo 8,4(x), i.e., uma classe de

equivaléncia £,'(v") C dom(f,)°.

Esta defini¢do de extensio de um predicado, com respeito a0 dominio de uma funcfo-

conceito, caracteriza a conexdo entre a feoria geral de conjuntos e o sistema de Idgica extensional

S A extensdo de um predicado, com respeito a um dominio D, é um conjunto vazio somente se, V° eim(fs).
Pois, apenas para predicados da forma (Vx)(Px A wm!”x) , onde P denota uma propriedade qualquer, temos que

(VDY Vx)Bpé(x)= E)(VDAVx) fox V7, ie, (VO-4).
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£, na medida em que, a operaciio de formagdo da classe de equivaléncia d,¢(x), de um predicado

@(x), consiste em uma operagdo ldgica irrestrita e independente de um axioma de compreenséo
especifico. Dispde-se, desta forma, de um procedimenio que permite distingnir um conjunto D,
considerado como dominio de predicacdo (ou classe de referéncia), de um dado predicado ¢(x), da

extensdo dpd(x) desse predicado com respeito a D
Acrescento que a idemtidade de duas extensbes dpp(x) € Opw(x) (ie, a co-

extensionalidade dos predicados ¢ e w com respeito ac dominic de predicaciio D) implica que: ¢{x)

e y(x) determinam a mesma classe de equivaléncia sobre D, Le., X, =X, ¢ reciprocamente;
] W
onde E; (E, ) é arelacio de equivaléncia induzida pela fungfo-conceito f, (f, ).

Com referéncia as diferencas entre teorias de conjuatos e sistemas I6gicos de ordem
superior, como o sistema £, considerem-se, em seguida, as seguintes observagdes de Boolos.

Tendo em vista que, wum sistema logico de ordem superior pressupde a existéncia de
conjuntos, devemos considerar em que sentido esse sistema ldgico relaciona-se com uma teoria de

conjuntos. Segundo Boolos (1975)

First of all, “in second-order logic one quantifies over sets.” There are certain {second-order)
semtences of any given language that will be classified by second-order logic as logical truths (i.e.,
as valid), even though they assert, under any interpretation of the language whose domain forms a
set, the existence of certain sorts of subsets of the domain. (The sort depends upon the

interpretation.)® [ grifo & meu]

Na asser¢fo: ‘na légica de segunda ordem quantifica-se sobre conjuntos’, estd implicita a
pré-condigdo de existéncia de um dominio de quantificacdo (ndo-vazio). Sob um aspecto semantico,
se uma dada sentenca, formalizdvel em uma lingnagem de segunda ordem, quantificada com
respeito a esse dominio de objetos € considerada na acepgiio de generalidade —i.e., como sendo 0
conceito que convém a todos os individuos de uma classe— entdo, essa sentenca sera wma verdade
légica somente se, sua valoragdio for independente de uma interpretagdo especifica (na

metalinguagem), fixando um. certo conjunto (subconjunto desse dominio de quantificagio) que

’ Note que, a extensdo 8p¢(x) ndo é um subconjunto de qualquer outro conjunio que contenha somente
elementos x tais que ¢(x) é verdadeiro. Contudo, dado que, a principio, € possivel que exista um dominio de
predicagdo X, tal que, DX com A4t X — €, A, x = V° para algum xe XD, decorre que:

a funcfio-conceito #; ‘esfende’ f; ao dominio X para o qual &,¢(x)= <.

® Veja “On Second-order Logic”, p. 516.
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satisfaz uma dada propriedade definivel na lingnagem-objeto. Assim, nesta acepgdo, a nogdo de
validade, i.e., de verdadeiro sob gqualquer interpretagfio, € um conceito anterior ao conceito de
‘verdade 1dgica’.

De fato, como Boolos acrescenta, o conjunto vazio é o tinico conjunto com cuja existéncia

pode-se dizer que a logica de segunda ordem esta comprometida. Pois, conforme assinala

For since the empty set is a subset of the demain of every interpretation whatsoever and is the only
set to which no members of any domain belong, ‘AX vz —Xx’ may be taken to assert the existence

of the empty set independently of any interpretation, ...”

Acrescento que, com relagio ao aspecto extensional do sistema logico £, a base
axiomatico-definicional {introduzida nos Prolegémenos desta tese] diferencia-se, de um ponto de
vista filosé6fico, do enfoque de Dedekind.

Como afirma Ferreirds, no projeto reducionista de Dedekind, “as nogGes de comjunto e
aplicagiio formam parte da logica, e ... sdo a parte da légica essencial para derivar 2 matematica” [v.
Ferreirds (1994), p.261]. Ferreirds acrescenta que o logicismo de Dedekind fundamenta-se em uma
teoria de conjuntos'® e aplicagdes sem nenhuma referéncia a logica proposicional ou ao célculo de
predicados.

Nio obstante, com base na anilise epistemolégica que apresento no capitulo II, esta
abordagem & la Dedekind somente seré considerada um enfoque logicista se, a exemplo da
abordagem de Ldwenheim-Skolem, a2 nogiio de demonstragdo for substituida pela nogdc de
validade.

O enfoque neo-logicista, em contraposicio com esta perspectiva logico-extensional, que
proponho nesta tese, pressupde, obviamente, uma base axiomdtico-definicional incorporada a um
fragmento da légica de ordem superior. Apresentando-se uma justificacdo epistemolégica dos
axiomas e defini¢des —que formam essa base axiomaético-definicional—, de modo que a logicidade
dessas definicBes e a analiticidade dos axiomas sejam asseveradas, respectivamente, por intermédio

do critério de Tarski e, via (re)definicdo de analiticidade.

® op. cit., p. 520.

Y Dedekind admitia, antes da descoberta da antinomia de Zermelo-Russell, que o axjoma da abstragdo
(irrestrito) em primeira ordem ¢ o axioma da extensionalidade eram verdades logicas.
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§2. Aspectos semanticos e topico-neutralidade de £

A derivagio sintatico-formal dos axiomas da teoria geral de conjuntos (finitos) em segunda ordem,
por meio da base axiomitico-definicional e do conjunto de regras de inferéncia de €, estabelece a
analiticidade dos axiomas desta teoria. Isto equivale a afirmar, dado que a totalidade das férmulas
analiticas de £ ndo depende de nenhum outro pressuposto {extra-légico), que a classe de
conseqiiéncias (sintaticas) de £ é independente de qualquer teoria matematica; expresso de outra
forma, as sentengas demonstraveis em £ so satisfeitas em todos o0s modelos de segunda-ordem
(sob a interpretagdo standard).

Esta descricdo caracteriza o fato de que o arcabougo seméntico do sistema ldgico £,
mediante a demonstragio dos axiomas da TGC, pode ser desenvelvido independentemente de
qualquer teoria matematica particular.

De um modo geral, a teoria de conjuntos ¢ identificada com o substrato referencial da
logica de ordem superior, ou seja, com a base que permite fixar as nogles metalingliisticas de

interpretagdo, verdade e validade. Segundo Boolos (1975)

[TThe definability in set theory of the notion of second-order validity at once guaraniees both the
nonexistence of a reduction of the notion of set-theoretical truth to that of second-order validity and
ihe existence of a reduction it the opposite direction ... (otherwise set-theoretical truth would be
set-theoretically definable). However, the function that assigns to each formula of second-order
logic the sentence of set theory that asserts that the formula is a second-order logical truth reduces

second-order validity 1o set-theoretical truth."" [O grifo é meu]

Boolos observa que, na sucessio: (validade de primeira ordem, verdade aritmética de
primeira ordem, verdade aritmética® de segunda ordem, validade de segonda ordem, verdade em
teoria de conjuntos), cada uma dessas nogoes metalingiiisticas pode ser reduzida formalmente, via
funcdes efetivas, 4 subseqilente na sucessio, mas, a redugfio no sentido inverso ndo é possivel.
Assim, a redutibilidade da nogdo de validade (em segunda ordem) & nogo de verdade em teoria de
conjuntos ¢ compativel com a redugdo l6gica efetuada por intermédio da demonstragio dos
axiomas da TGC com base no sistema 1égico £.

Outro aspecto a ser considerado —com referéncia ao aspecto semantico de sistemas 16gicos

de ordem superior—, diz respeito & fradu¢do efetiva da linguagem da légica de segunda ordem em

' op. cit., pp. 518-9.

IZ Observe que, a verdade das sentengas da logica de primeira ordem ¢ definivel numa linguagem {expandida)
de segunda ordem monadica.
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uma linguagem légica de primeira ordem tal que, a nogéic de demonstragiio é conservada. Toda
teoria de ordem superior pode ser traduzida,”” em um sentido preciso, numa teoria de primeira

ordem, por meio de:

(f) adicdio de uma sequéncia (Ap; ) de predicados (i+1)-drios: Apy, Ap, , ..., Ap;, ... tal que, cada
Apn{x, Y1, ..., V) € da forma x"(yy, ..., y,.);

(i}) quantificacio restrita;
(iif) codificagdo dos simbolos da linguagem de segunda ordem.

Este procedimento de transcrigdo simbélica justifica, também, a utilizagio de propriedades
basicas da teoria de modelos. Pois, certas nogdes, e.g., validade no sentide standard, que sdo
verificadas apenas relativamente 4 seméntica da légica de segunda ordem, nfio apresentam
correlagdo na seméantica de primeira ordem.

Com efeito, podemos considerar, prima facie, a tdpico-neutralidade do sistema < na
acepgio de aplicabilidade universal'®. No entanto, o sistema £ ndo é ontologicamente neutro, pois
ndo apresenta contetido informativo (-conjuntista) nulo, dada sua natureza extensional, discutida na
subsegdo anterior.

Conforme assinalado por Friedman (1988),

Frege’s construction of arithmetic is not simply the embedding of a special mathematical theory
{arithmetic) in a more gemeral one (set theory). Frege’s Begriffsschrift is not intended to be a
mathematical theory at all; rather, it is to function as the logical framework that governs zll rational
thinking (and therefore all particular theories) whatsoever. As such, it has no special subject matter
{the universe of sets, for exampie) with which we are acquainted by “intuition” or any other special

faculty. {O grifo é meu]?

Segundo Friedman, o projeto Fregeano nio visa simplesmente reduzir uma teoria
matematica particular a uma teoria matematica geral (i.., uma teoria de conjuntos). Dado que, o

Begriffsschrift de Frege constimi um arcabougo de natureza estritamente /dgica.

"* Robinson (1974) apresenta um método geral para a representagio de teorias de ordem superior sob uma
formalizagfio de primeira ordem [v. pp. 19-48)]. Veja também, van Dalen (1997), pp. 150-1.

" No sentido de que, um sistema 16gico & aplicivel de forma independente do dominio de objetos, i.e., suas
regras de inferéncia e axiomas sfo imiversalmente verdadeiros.

'* Veja “Logical Truth and Analyticity in Carnap”, p. 84.
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Nesta acepgio, observo que, a realizagfio do projeto logicista de Frege requer: ou uma
redugfio imediata da aritmética elementar a um sistema logico ou, necessariamente, que esse
sistema 16gico (de ordem superior) contenha uma teoria geral de conjuntos.

A perspectiva filoséfica ‘neo-logicista’ que defendo nesta tese requer, obviamente, que a
redugdio l6gica de AP® seja realizada por infermédio da TGC." Todavia, foi justificado em termos
16gico-epistemoldgicos —via derivacdo dos axiomas da TGC—-, a analiticidade da base axiomatica
que constitui a TGC [v. Cap. II: sec. I1.2, §4].

Sob este enfoque, a TGC ndo estd simplesmente ‘incorporada’ 4 linguagem do sistema
légico £. Por conseguinte, o tratamento l6gico-extensional que caracteriza £ nfo consiste em um
enfoque ‘neo-Fegeano’.

Friedman observa, no excerto acima, que z abordagem reducionista Fregeana n&o tem um
objeto especial de estudo, e.g., o universo de conjuntos; em conseqiiéncia, o sistema logico de
Frege seria topico-neutro. Pois, seria aplicdvel universalmente ¢ ontologicamente neutro.

No ambito do sistema 16gico £ conjuntos sio considerados —numa acepgdo logica—,
como individuos. Neste sentido, ao contrario do que Friedman afirma, a compreensio da nogéo de
conjunto ndo pressupde uma ‘faculdade’ especial ou ‘intuicio’ sensivel. E, conseqiientemente, a
redugiio 16gica da aritmética ndo ¢ dependente de nenhuma intuigio espago-temporal. Além disso,
em consonincia com os pressupostos ontoldgicos admitidos nesta tese, conjuntos (e classes) sdo
objetos abstratos, i.e., objetos sem localizagho espago-temporal. E, portanto, o conhecimento

desses objetos ndo € condicionado por nenhuma intuigdo sensivel.

16 Pois, a redugio formal da TGC a um sistema légico (fragmenio de ordem superior) implica a redugdo
logica de AP,
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CONCLUSOES

Como 2 aritmética de Peano (em segunda ordem) —baseada na defini¢do de niunero natural de von
Neumann— pode ser desenvolvida (interpretada) formalmente na Teoria Geral de Conjuntos e, os
axiomas desta teoria sio demonstrdveis com referéncia a base axiomatico-definicional do sistema
16gico de ordem superior £, resulta que este sistema 16gico realiza a redugdo logica dos axiomas da
aritmética de Peano.

Expresso de outra forma, a abordagem légico-epistemolégica, apresentada nesta
dissertagio, ¢ suficiente para a demonstragio (metalégica) da tese logicista restrita. Concluindo,
acrescento que, o axioma £.1, o esquema de compreensdo, a definigdo de fungdo-conceito, o
principio de equipoléncia logica e o critério de Tarski constituem a base filoséfico-analitica de um

projeto neo-logicista de fundamentagao da aritmética.
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