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Resumo

Eate texto tem por objetive o estude sintdtico e semantico das légicas da
inconsisténcia formal (LFTs), as quals s2o Idgicas paraconsistentes que permitem
o uso de operadores para formalizar as nogbes de consisténcia e inconsisténcia.
Além das LFIs, sdo estudadas as logicas modais normais, as quais possuem
operadores para formalizar as nogGes modais de necessidade, possibilidade e
conhecimento. Para estas, mostramos como construir o varios sistemas modais
disponivels na literatura, bem como interpreté-los diante da semantica usual de
mundos possiveis.

A partir dos estudos acima, apresentamos uma ldgica que é, ac mesmo
tempo, paraconsistente e modal chamada Ci’. Investigamos algumas pro-
priedades da légica, como por exemplo, a completude. Tal 16gica foi utilizada
para evitar o paradoxo da cognoscibilidade, o qual ocorre em idgicas modais
com base na légica classica.

Abstract

This text has the purpose of studying the syntatical and semantical status
of logics of formal inconsistency (LFIs), which are paraconsistent logics with
linguistic operators to formalize the notions of consistency and inconsistency.
It also investizates normal modal logics, which have operators to formalize the
modal concepts of necessity, possibility and knowledge. For these logics, we
show how to construct modal systems, as well how to interpret ithem using
possible-world semantics.

(iven the two studies above, the main purpose of this dissertation is to show
a modal paraconsistent logic called CiT. We investigate some properties of this’
logic, for example, completeness. The logic is used to avoid a trouble with usual
modal reasoning based on classical logic: the knowability paradox.
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Introducao

“E foi assim que o phildsophos se proclamoun nio-filsofo e disse um
adeus nostalgico ao Ldgos em que durante tanto tempo se perdera. Foi
quando a velha paixao pela légica se reavivou em mim. As linguagens for-
mais pareceu-me exibirem toda a perfeigdo de que a linguagem natural era
essencialmente incapaz. Encontrei nos sistemas 16gicos muitas das virtudes
que eu buscara em vio nos discursos filoséficos. Mas eu tinha consciéneia
do prego que pagava por essas virtudes e perfeicGes. Aquelas linguagens me
apaixonavam enquanto nio diziam nada sobre ¢ Mundo.”

Oswaldo Porchat, Vida Comum e Ceticismo

O leitor deve procurar nas préximas péginas um estude acerca das 16gicas para-
consistentes e das 16gicas modais, mas também uma tentativa filoséfica de resolver um
problema, ou melhor, uma variedade de problemas que nascem na filosofia da 16gica,
passam pela légica e terminam em ontologia e epistemologia. Tais problemas ficam,
cedo ou tarde, clarificados. O leitor perceberd que este texto se situa entre a Filosofia
e a Légica, se existe alguma distingdo entre as duas disciplinas.

O leitor j& familiarizado com ldgicas da inconsisténcia formal e com légicas modais
pode poupar seu tempo e, simplesmente, pular os capitulos 1 e 2, os quais tém poucos
resultados originais, e ler somente a introdugio e o capftulo 3, pois as principais con-
tribuicdes deste texto se encontram nessas partes. O texto que segue resulta em uma
tentativa de apresentar uma extensédo modal de uma ldgica paraconsistente, ou melhor,
de uma légica da inconsisténcia formal. Esta é utilizada para esclarecer problemas fi-
loséficos tanto do 4mbito da ontologia quanto da epistemologia. Deste modo, realiza-se
um empreendimento dentro da chamada filosofia anaiitica, isto é, filosofia da andlise
l6gica®. Para tanto, a dissertagio foi dividida em vérias partes, as quais possuem uma
intrinseca conexao.

!Ferrater Mora sugere em seu livio 4 Filosofia Analitica: Mudange de Sentido em Filosofia que
“Muitos dos que praticam uma ‘boa’ andlise flosdfica - os ‘bons’ analiticos, ndo se preccupam em
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Nesta introducao, além de um itinerdrio da jornada, séo apresentadas caracteristicas
do método e do estilo de fazer filosofia que é adotado ao longo do texto, com a finalidade
de salientar a importéncia do uso da légica formal pelos filésofos no esclarecimento de
seus conceitos e argumentos. Mostra-se uma pequena histéria acerca do surgimento
das logicas néo-cldssicas, em especial das légicas paraconsistentes, e do seu impacto na
visao tradicional da racionalidade, com o intento de ilustrar a importancia de uma légica
universal. Algumas relactes entre légica e dreas da filosofia, tais como a ontologia, a
epistemologia e & ética, sdo exibidas.

O capitulo 1 consiste em um estudo das légicas da inconsisténcia formal (LFIs), as
quais foram propostas a partir do texto A Tazonomy of C-systems de Walter Carnielli
e Jodo Marcos. Alguns principios abstratos tteis na compreensio das LFIs e de ou-
tras logicas da literatura sfo iluminados. Conceitos que aparecem no decorrer da
dissertagdo sdo clarificados, quais sejam: relagdes de conseqiiéncia, contraditoriedade,
explosdo, trivialidade, finitamente trivializdvel, particulas minimais. Em seguida, séo
discutidos os chamados principios de ndo-contradicao, nao-trivialidade e as formas de
explosdo. Algumas definigbes vigentes de paraconsisténcia sio analisadas e, em seguida,
sdo definidas as LFIs e, em particular, os C-sistemas. Apés elucidados alguns conceitos
inicia-se uma abordagem sintética e seméantica da l6gica Cpy,, visto que é a partir dela
que as LFIs estudadas nesta dissertagdo sdo construidas. Sio exibidas, tanto ax-
lomaticamente quanto semanticamente, a logica “bédsica” da inconsisténcia formal bC
e algumas de suas extensbes até & légica Ci. Com isso, os operadores de consisténcia e
inconsisténcia sio analisados e sua relevincia é centrada no fato de que em bC é possivel
tragar uma distingio entre inconsisténcia e contradi¢do. Nota-se, mais adiante, que a
légica Ci tem a propriedade de criar uma equivaléncia entre aqueles conceitos, sendo,
por isso, responsavel pela origem de grande parte das ldgicas paraconsistentes exis-
tentes na literatura. Sao apresentados resultados acerca da impossibilidade de reducio
de operadores de (injconsisténcias. Por fim, é esclarecida a formulagio de vérias 16gicas
paraconsistentes tradicionais, os dC-sistemas, tais como a hierarquia C, de Newton da
Costa, a partir de uma base fundamental e da peculiaridade do modo de propagacio
de {in)consisténcias.

O capitulo 2 pode aparecer como um desvio de percurso, mas o seu estudo e com-
preensao sao Uteis para a formacdo do capitulo 3, no qual se concentra uma parte
importante do trabalho. No capftulo 2, investiga-se légicas modais, isto é, aquelas
que gostamos de chamar de metafisica bem feita e que formalizam os conceitos de ne-
cessidade, possibilidade, impossibilidade e contingéncia. Assim, faz-se um estudo da

anunciar que fazem filosofia analitica, ¢ sempre resistem a ser considerados como analfticos, sem mais,
a fim de nZo se verem equiparados com os que, & falta de outras virtudes, insistem em que tém de
LR

ser adeptos da  ‘andlise’.” Apesar da observagao do autor, ainda gostarfamos de deixar claro que
estamos inseridos no &mbito da filosofia analitica.



formagio e do funcionamento de vérios sistemas de légica modal alética, tanto por via
de suas respectivas axiométicas e modelos quanto provas de corretude e completude.
A importancia da légica modal para a filosofia é salientada, via uma aplicacdo com o
uso do argumento de Kripke para a elaboragio de verdades necessirias a posterior.
Em seguida, sdo abordadas, brevemente, contrapartes epistémicas das légicas modais
aléticas, ou seja, as logicas do conhecimento. Para estas sfo apresentadas as axiom-
atizagbes padrdes e os respectivos modelos. Uma exposicio da relevancia da logica
epistémica para a epistemologia € introduzida com base em problemas tais como a
definicdo de conhecimento, o paradoxo de Moore, os problemas do conhecimento e da
introspecgdo, os quais sdo examinados & luz da 16gica.

O Capitulo 3 usa o instrumental fornecido pelos dois capitulos precedentes, visto que
é nele que € exibida uma légica que é paraconsistente e, a0 mesmo tempo, modal. Nesta
parte, estende-se a LFI Ci com o operador modal de necessidade para a construcio
de uma légica modal da inconsisténcia formal. Para esta, elucida-se sua axiomética,
seméntica e provas de corretude e completude. Por fim, utiliza-se a 1dgica proposta
para o exame de problemas epistermoldgicos, tais como: o paradoxo da cognoscibili-
dade e o conhecimento de consisténcias. O paradoxo da cognoscibilidade tem recebido
muita atencdo porque ele mostra um modo de gerar o colapso do operador de conheci-
mento com a verdade, isto €, uma proposicio ¢ conhecida se e somente se é verdadeira.
A intencdo é mostrar que é possivel aceitar a tese verificacionista de que “se uma
proposigio € verdadeira, entdo ela pode ser conhecida”, bem como a sua versao alética,
desde que a ldgica base seja alterada para uma l6gica paraconsistente. Na légica modal

paraconsistente nao é licito concluir que ocorre o conhecimento de consisténcias.
Na concluséo, é feito um resumo de nossas principais contribuicdes e sao exibidos
os problemas que pretendemos abordar em futuras investigacoes.

Uma filosofia da andlise légica

Existem véarios modos possiveis de se pensar filosoficamente ou fazer filosofia. Neste
texto, a preocupacgdo consiste em apresentar um desses modos, ¢ qual se difere dos
demais nao em relacéo ac objeto de estudo, mas antes na maneira pela qual tal objeto
é compreendido e explorado. Mas se se deseja elucidar modos de fazer filosofia é porque
antes ja se tem claramente o que ela significa.

A filosofia nao se define por via das maneiras de efetivd-la, e nem possui apenas
uma definigdo. Para os objetivos almejados neste texto, por “filosofia” entende-se uma
érea do conhecimento que se ocupa em elucidar conceitos ontolégicos, epistemoldgicos
e referentes ao ambito da ética. A abordagem de tals nocdes é que vai diferir. E é



nesse movimento de distingdo que vai aparecer uma maneira possivel de fazer filosofia,
a qual denomina-se filosofia analitica®.

Mesmo sabendo que existem viérios tipos de andlise®, e que ndo existe uma maneira
tinica de identificé-la, os textos de filosofia analitica podem ser identificados a partir
de suas propriedades cruciais:

s Clareza e univocidade conceitual;

Uso da légica formal;

Uso da argumentacao;

Preocupagio com a solugio de problemas filoséficos.

E preciso que fique transparente ao leitor que este texto valoriza as propriedades
acima. Compartilhamos da crenga de que podemos, se nio acabar com, pelo menos
diminuir, as “ambiguidades, confusbes, faltas de sentido, obscuridades e afirmacBes
exageradas ou gratuitas”* se aceitarmos as propriedades acima. Deste modo, é util um
breve comentério acerca de cada uma delas,

A presente anélise almeja a clareza e a univocidade dos conceitos®. As duas nocdes
estdo interligadas e, por isso, se se tem qualquer uma delas, tem-se, automaticamente
a outra. De um lado, a univocidade dos conceitos significa que estes se referem, em
qualquer uma de suas ocorréncias, sempre ao mesmo objeto, a no ser que alteragio
expressa de referéncia seja mencionada. E por terem uma referéncia invaridvel ao longo
do texto se ganha clareza. Esta também se obtém com tentativas de dar seméanticas
a0s conceitos, isto ¢, esclarecer a que eles se referem e, conseqiientemente, qual o

2A terminologia filosofia enalitica nfo é de nossa autoria e também nio temos conhecimento acerca
de quando aparece pela primeira vez.

* “Em suma, a filosofia analitica nio ¢ uma ‘escola’ nem sequer uma tendéncia, e o mais a que
ge pode parecer ¢ a um conjunto de correntes caracterizadas por numerosas ‘técnicas’, ‘estratégias’,
‘estilos’ e ‘maneiras de fager filosofia ' gue se articulam bem com o exame de certos problemas, mas
que nio dependem de um determinado grupe de problemas. Nio existe nem ‘a’ filosefia analitica, nem
‘o8’ problemas da filosofia analitica; existem modos de analisar problemas filosoficamente ” Ferrater
Mora, p. 31.

“Mora, Ferrater, p.9.

“Em Naming and Necessity de Saul Kripke verifica-se a presenca da clareza e univocidade dos
conceitos,



seu sentido. Tanto a clareza quanto a univocidade sdo indispenséveis para que exista
comunicagao e troca de informagdes, fatos dificeis de serem encontrados em alguns
filésofos nao-analiticos, como J. Derrida e G. Deleuze®.

A ldgica formal é capaz de auxiliar o trabalho filoséfico porque consegue abstrair a
forma dos conceitos por meio da formalizagio, e porque ao fazer isso é capaz de elucidar
algumas propriedades que, de outro modo, permaneceriam escondidas. Aqui podem
aparecer dois tipos de filésofos analiticos: aqueles que fazem uso da légica cldssica e os
que, para efetuar a andlise, dispdem de um instrumental nao-cléssico.

O uso de argumentos ¢ traco fundamental da filosofia analitica. Os argumentos sio
formados por premissas e por conclusdo ou conclusdes. Em geral, depois de explicar
o significado dos conceitos, estes sio colocados em argumentos e em demonstragdes
com ¢ intento de chegar aos resultados desejados. Uma argumentacio tem por objetivo

justificar a verdade de certa conclusiio com o uso de proposicdes, se nao verdadeiras,
40 menos razodveis.

Os filésofos analiticos, freqiientemente, tentam resolver problemas filoséfcos. Por
esse motivo, esclarecem os conceitos que sdo usados nos argumentos e, por via da 16gica,
fazem uma andlise destes com o intento de resolvé-los.

A mais adequada espécie de filosofia é aguela que contém as propriedades acima’.
Deste modo, o estilo deste texto pode ser visto como analitico. Nao é dificil perceber
que o presente texto satisfaz as propriedades acima. A clareza e a univocidade con-
ceitual sdo obtidas com o uso das defini¢Ses. Utiliza-se a légica formal, em especial a
paraconsistente, para elucidar conceitos e problemas filoséficos tanto da epistemologia
quanto da ontologia. Cada demonstragio pode ser vista como uma argumentacio cujo
tinico fim é a anslise de algum problema ou conceito filoséfico.

E comum que textos de fillosofia analftica facam uso da ldgica quantificacional
classica e, por isso, poucas sio as tentativas de usar outros tipos de ldgica, distin-
tas da classica, para a andlise 16gica de conceitos filoséficos®. Este texto, se faz algum
tipo de analise, entdo a faz por via das légicas paraconsistentes. Deste modo, tenta-se
utilizar outros cinones da razéo na esperanca de que isso nfo nos leve ao rétulo de

®Basta ir até o livro Mil Platés para se certificar de um exemplo acerca do que consiste 2 auséncia
de precisio e clareza conceitual.

7E claro, nfo é lugar-comurn que os textos de filosofia devem valorizar as propriedades acima. Por
exemplo, o matemético Gian-Carlo Rota em seu texto The pernicious influence of mathematics upon
philosophy defende o contrdrio do que gostarfamos que fosse o caso. Lamentdvel é o fato de que o
autor pouco consegue avancar em Seus argumentos,

8 Apesar de poucas, as tentativas existem. Por exemplo, na parte acerca do paradoxo da cognosci-
bilidade comentamos algumas tentativas de usar légicas no-cldssicas para solucionar o paradoxo da
cognoscibilidade propostas por Heinrich Wansing e Timothy Williamson.
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iconociastas. Por isso, gostarfamos que o tipo de trabalho aqui apresentado fosse visto
como uma filosofia analitica nio-cldssica, pois é exatamente uma légica nic-cldssica,
isto é, a légica paraconsistente que é o instrumento de andlise.

O estilo deste texto € o analftico. Mas qual ¢ nosso método? Uma vez que a
investigagio filosofica deve nascer a partir da investigagio 16gica, segue-se que séo
estudados os vérios sistemas formais e suas miltiplas propriedades para depois inferir
as conseqiiéncias filoséficas. Deste modo, obtém-se a filosofia a partir da légica®.

Principios légicos

Durante cerca de vinte séculos, os filésofos se apolaram em alguns principios 1égicos
considerados os pilares para o bom funcionamento da razdo. Tais méximas sic usual-
mente conhecidas como:

¢ Principio da no-contradicao;
e Principio do terceiro-excluido;
e Principio da identidade;
» Principio da bivaléncia.

Sem a presenca de tais “leis da razéo”, o exercicio do pensamento se apresentava
como algo inalcancdvel. De fato, basta um exame da histéria da filosofia e da i6gica
para se certificar da importincia daguelas “leis do pensamento”. Pode-se considerar
Aristdteles como aquele que disseminou pela cultura 1égico-filoséfica o mito da necessi-
dade de principios légicos universais'®. No final de século XIX, com a algebrizacio da
logica feita por G. Boole e com a tentativa de derivar a matemaética a partir da légica
feita por G. Frege, os principios légicos j4 imaginados por Aristételes ganharam ainda
mais confianga e poder. Mas o que nos garante cada um dos principios acima?

Tradicionalmente, o principio de n&o-contradi¢io assegura que nio é o caso que
A e, a0 mesmo tempo, ~ A Isto é, ndo pode ser verdade que, concomitantemente,

®Inferir a filosofia a partir da légica j4 era tarefa imaginada por Russell, uma vez que ¢ autor
afirmava que os problemas da filosofia s80 problemas da Iégica ¢ o modo de filosofia Gue se obtém
depende da légica subjacente adotada.

WEm seu livio A Metofisica, Aristételes formula de trés modos distintos o principio de nio-
contradicdo, e em todas elas {ontolégica, psicoldgica e l6gica) percebemes uma defesa do mesmo.

110 simbolo ~ é utlizado para denotar a negacio cldssica.
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uma certa sentenga e a sua negacado sejam verdadeiras. Portanto, a esséncia de tal
principio é asserir que uma contradigdo deve ser evitada. Ou seja, nio é possivel ter
uma afirmacio do tipo AA ~ A2 E fAcil observar que tal principio é fundamental
raquele tipo de raciocfnio bastante usado por filésofos, 1égicos, juristas e matematicos
e denominado raciocinio por absurdo. Tal forma de inferéncia diz que se é derivada uma
certa contradi¢@o, entdo pode-se inferir exatamente a negagao daquilo que fez chegar
até ela. Entre os filésofos, Séerates’® usava tal tipo de estratégia argumentativa no seu
método maiéutico. E Kant'* nio fica atrds ao tentar compreender as antinomias da
razdo pura. Ja na comunidade composta por légicos e matematicos, é ficil ver provas
por redugéo ao absurdo na demonstragio de teoremas de légica proposicional cléssica
e teoria dos conjuntos. Do ponto de vista da intui¢do, parece que uma condigio de
possibilidade para pensar os objetos da experiéncia em geral é que tais objetos nao
sejam contraditdrios. Nem sequer é possivel representar, isto é, imaginar conjuntos de
fatos contraditérios sob, e sempre, os mesmos aspectos. Na linguagem-objeto de uma
l6gica munida com negagdo e conjungdo o principio de nio-contradicio foi enunciado
pela tradigio do seguinte modo: ~ (4A ~ A},

Outro principio caracterizado como vital para o funcionamento preciso da razao &
o do terceiro-excluido. Este sugere que dada uma certa proposicio A, entdo segue-se
A ou entdo ~ A. Isso significa que ou A ¢ verdadeira ou entdo a sua negacso o é, de
modo que nao é possivel uma terceira opgao ou escolha. Obtém-se o tertium non datur
a partir da negacdo de uma contradiggo. De fato, se ndo é ¢ caso que A e ~ A, entdo
é porque ou A ou ~ A. Tal imperativo também encontra respaldo na intuicde, visto
que sempre ¢ possivel optar pela construgao de ontologias dicotémicas, ou seja, é facil
dividir o mundo em duas partes. O terceiro-excluido na forma AV ~ A, assim como
o principio da ndo-contradicio, também é fundamental para a inferéncia de reducio
ao absurdo, pois a0 se colocar B como hipétese e se ele leva até uma contradicio, é
exatamente porque B ndo deve valer. Portanto, se nao vale B, entdo vale a negacio
de B.

O principio da identidade também possui alto grau de amparo empirico. Grosso
modo, ele diz que dado um certo objeto O, segue-se que O é idéntico a si mesmo, ou
seja, O = O. Isto €, O conserva a sua identidade. Nio é demais esclarer que todos os
principios aqui apresentados podem ser formulados de outros modos. A identidade, por
exemplo, além de ser algo que se dd entre objetos, pode ser também estendida para as
proposigoes. Deste modo, o principio da identidade se revela em proposigdes do tipo:

203 sfmbolo A é a conjuncéo.

13Veja o didlogo Teeteto de Platio.

4Veja a Critica de Razéo Pura.

*No capitulo 1 mostramos que a formulagio do principio de n3o-contradigo como ~ (An ~ A} é
apenas uma apresentagiio possivel.



“A — A” e ainda “A < A”'®. Parece que sem a identidade ao longo do tempo, os
agentes nao seriam, do mesmo modo que acima, capazes de representar os objetos da
experiéncia. Também seriam incapazes de dizer de um objeto que ele € algo, & medida
que o proprio objeto nao teria uma esséncia e, por isso, seria muito duvidoso acreditar
em sua existéncia.

O principio da bivaléncia fornece pistas para acreditar que dada uma certa proposicao
A, entdo deve existir um objeto, para falar como Frege, ligado & ela chamado valor-
verdade ou valor-légico. Tais valores, de acordo com a bivaléncia, podem ser divididos
em apenas dois: o verdadeiro e o falso. Conseqiientemente, se se tem uma proposigio
A, conclui-se que o valor légico de A é a verdade ou entdo a falsidade. E bastante
estreita a relagio entre a bivaléncia e o tergeiro-excluido, como se constata.

Cada um dos principios acima desempenhou papel importante ao longo do pensa-
mento ocidental. Seria visto como uma loucura duvidar da validade de algum desses
principios. Até mesmo nos tempos atuais, ainda é facil encontrar pesquisadores que de-
fendem a inviolabilidade dos principios l6gicos!”. Dada entfo a confianga nos principios
légicos e na légica cldssica, como foi possivel o nascimento de 1égicas no-cldssicas?

Légicas nao-classicas

Apesar do fato de que a légica cldssica estava bem consolidada na transicéo do século
XIX para o XX, ainda assim foi possivel que alguns investigadores questionassem a val-
idade dos principios ldgicos. Mas como isso aconteceu? Com o nascimento da tecria
dos conjuntos de Cantor e com as investigagdes de Frege, muitas pessoas ficaram inter-
essadas nos fundamentos da matemadtica. Um desses interessados era Bertrand Russell,
o qual levantou a suspeita da existéncia de uma contradicio derivada a partir da teoria
dos conjuntos, isto é, até o aparecimento do paradoxo de Russell. A grande quanti-
dade de paradoxos'® que surgiu na transicio dos séculos foi responsavel, por wm lado,
pelo nascimento de trés grandes escolas: o formalismo (David Hilbert), o logicismo
(Bertrand Russell) e o intuicionismo (Brouwer). Todas tentavam evitar e aniquilar
com os paradoxos que estavam aparecendo nas investigacSes acerca dos fundamentos
da matemdtica. Por outro lado, comegaram a aparecer pensadores que nio desejavam

0 sfmbolo — refere-se 3 implicagiio ao passo gue — ¢ a equivaléncia.

Kripke afirma “Already when I worked on modal logic it had seemed to me, as Wiggins has said,
that the Leibnitzian principle of the indiscernibility of identicals was as self-evident as the law of
contradiction. That some philosophers could have doubted it always seemed to me bizarre.”

18Por exemplo, o paradoxo de Russell, o paradoxo do mentiroso e o paradoxo de Grelling-Nelson .
O paradoxo de Russell mostra que existe um conjuntc que pertence a si mesmo se e somente se nio
pertence a si mesmo. O paradoxo do mentiroso é fundado em uma proposicio que é verdadeira se e
somente se é falsa. J4 o paradoxo de Grelling-Nelson nos mostra que uma dada proposicic tem certa
propriedade A se e somente se ndo tem certa propriedade A.



aniquilar as contradigbes, mas sim compreendé-las e estudar sistemas dedutivos que,
de algum modo, suportassem tais paradoxos. Jan Lukasiewicz é visto, por alguns,
como o fundador das légicas ndo-cldssicas, uma vez que foi um dos primeiros a langar
duvidas sobre a validade universal do princfpio de ndo-contradigio e outros principios
légicos. Lukasiewicz apresenta um texto intitulado O principio de néo-contradicdo de
Aristéieles no qual ataca as formulagdes do principio de nao-contradicéo e ainda inves-
tiga alguns sistemas polivalentes. Na mesma época, Vasiliev, com sua légica Imagindria,
levanta a suspeita de que seria possivel a construgio de légicas capazes de rejeitar os
principios légicos tradicionais. Estava aberto o caminho para as légicas nic-cléssicas e,

conseqlientemente, para as légicas paraconsistentes.

Stanlislaw Jaskowski, aluno de Lukasiewicz, na Polénia, estudava as légicas dis-
cussivas, as quais seriam caracterizadas como logicas paraconsistentes. As principais
motivacoes de Jaskowski, de acordo com Ayda Arrudal®, eram:

s A sistematizacdo de teorias que contém contradicdes;
» O estudo de teorias contendo contradigdes originadas pela falta de clareza;

e O estudo de teoria empiricas cujos postulados sdo contraditdrios.

Pode-se considerar Jaskowski como o primeiro légico que imaginou um sistema
formal capaz de suportar férmulas contraditérias, mas o autor ndo investigou além
da logica proposicional. Por isso, o Brasil é considerado o local onde ocorrea o nasci-
mento das chamadas légicas paraconsistentes. Estas foram desenvolvidas pelo filésofo e
légico Newton da Costa, o qual além de propor infinitos sistemas proposicionais para-
consistentes, conseguiu estendé-los para a légica de primeira-ordem . Inicialmente,
as logicas paraconsistentes foram definidas como légicas capazes de suportar teorias
contraditérias, sem que tais teorias fossem levadas & trivializagdio, isto é, sem que as
teorias fossem capazes de demonstrar todas as formulas. Deste modo, uma légica seria
paraconsistente se ela fosse contraditéria e ndo-trivial. Esta definicdo pode ser vista de
varias maneiras, e uma nogao um pouco mais particular de paraconsisténcia foi definida
por Walter Carnielli e Jofo Marcos: uma légica é paraconsistente se ela é nio-explosiva,
embora gentilmente explosiva, ou seja, se apesar de conter contradicdes ainda assim
ndo for capaz de se tornar trivial, mas torna-se trivial se contém uma contradicio ( ao
envolver a férmula A e a sua negagho) e mais alguma férmula especifica que dependa
exclusivamente de A, por exemplo, a consisténcia de A.

Tanto com base na primeira quanto na segunda definicio é possivel caracterizar
varios sistemas formais como ldgicas paraconsistentes. Mas sabe-se que a enorme quan-
tidade de ldgicas existentes na literatura ndo se esgota apenas no ambiente paracon-
sistente (existem logicas polivalentes, intuicionistas, relevantes, etc.). E mais, a partir

"Em Aspects of the Historical Development of Paraconsistent Logic.
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da logica cléssica, tanto proposicional quanto de primeira-ordem, é possivel construir
extensOes modais, epistémicas, dednticas, dentre outras. Portanto, existem infinitas
manifestacoes de sistemas légicos, inclusive incompativeis entre si. Essa pluralidade de

I6gicas mostra a riqueza o universo das légicas nao-cléssicas e leva ao pluralismo légico.
Segundo N. da Costa, “um dos acontecimentos mais revolucionérios das ciéncias for-
mais foi o desabrochar, em nossa era, das iégicas alternativas da cldssica, na acepcio
de que derrogam ou limitam leis centrais da mesma.”?0

Mas o que faz, diante de toda essa multiplicidade de légicas existentes, ser ainda
possivel determinar o que ¢ uma Iégica? Isto é, qual a natureza (esséncia) da légica?
Existem propriedades gerais que s80 comuns a todos os sistemas formais??!

As questdes acima s6 podem ser respondidas com o uso de uma teoria geral das
légicas, ou em geral, de uma ldgica capaz de mostrar quais sac as propriedades minimais
fundamentais que todos os sistemas formais devem ter para receber a qualificacio de
“logica”. Ora, € exatamente aqui que entra ¢ papel da légica universal. Esta foi
desenvolvida por um ex-aluno de Newton da Costa chamado Jean-Yves Béziau. A

l6gica universal é o estudo geral das estruturas légicas e se apresenta como uma légica
unificadora capaz de obter ferramentas légicas abstratas habeis o suficiente para definir
as propriedades mais gerais que qualquer sistema 1dgico deve ter para ser considerado
como uma légica. Assim, a légica universal pode ser vista como a légica das légicas
com as seguintes caracteristicas:

s Unidade;
o Generalidade;
» Abstracio;

» Indeterminagdo

Em O Conhecimente Cientifice, p.85.

21 A crenga em prineipios l6gicos universais capazes de determinar aguilo que é a Idgica € caracter-
izada por Béziau como o estégio religioso da légica: “We can jump from absoluteness to relativity,
saying that there are no absolute laws but relative laws and various logics, but if we stay at this level
we are still at the ‘“religious stage”: we have just swapped monotheism for polytheism ( and this is
not necessarily a progress).” em Universal Logic. Nesse sentido, é preciso dar um salto para a légica
universal, se de algum modo deseja-se situar fora do nivel religioso.
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Segundo Béziau, nio existe uma tnica 16gica, seja cléssica, intuicionista ou para-
consistente, e também néo existem lels absolutas da légica, tais como o principios
légicos. E dada a possibilidade de infinitos sistemas de légica, é fundamental encon-
trar um método para tratar toda essa multiplicidade de um ponto de vista abstrato e
operativo, apesar da pluralidade de sistemas.

Vimos, rapidamente, como se deu o desenvolvimento das légicas nado-cldssicas.
Agora, precisamos mostrar como essas l6gicas, inclusive a ldgica cldssica, sio capazes
de ajudar a filosofia na sua tarefa de elucidaco dos conceitos.

Légicas e Filosofia

Se a filosofia é elaborada a partir da légica e se esta se constitui como a esséncia
da filosofia, entdo € plausivel tentar mostrar ao leitor as relagdes que as légicas tém
com a filosofia. O objetivo aqui é mostrar que as légicas nio-clssicas, em especial
a paraconsistente, podem ser utilizadas para abordar alguns problemas em ontologia,
epistemologia e ética. Contudo, a prépria l6gica cléssica é fundamental para a andlise

filoséfica.
Ontologia

O termo “logica” pode ser, e na verdade é, utilizado em mais de um sentido. Alguém
poderia afirmar: “Isso nfo tem légica”, com o intento de exprimir o fato de que algo nio
tem uma ordem ou que néo se adequa aos cénones do senso comum. Outros poderiam
enunciar expressbes do tipo: “a ldgica da produc¢io” ou “a légica do sentido” para se
referir aos processos inerentes & produgio e ao sentido. Aqui ndo é usada a palavra
“légica” para designar algo distinto daquilo que os 1gicos atuais fazem. Mas, entdo, o
que os légicos fazem? O que é l6gica? E claro, néio existe um consenso.

“Pode a l6gica ser ontolégica?” Para que seja apresentada uma resposta 4 questio
crucial é preciso esclarecer o que se entende por “ldgica” bem como “teoria ontoldgica”
ou “ontologia’ ou ainda “carater ontolégico”. Pois sem saber, claramente, o que est4
sendo assumido como “légica” e como “ontologia” néo se separa do risco de cair em
pintanos de confustes e mal-entendidos, os quals geram mistérios que deveriam ser
substituidos por transparéncias. Na tentativa de responder se a ldgica tem um cardter

ontoldgico, deve-se, sem didvida, responder, antes, as questdes acerca da natureza da
logica e da ontologia. Isto é, deve-se tentar explicar o que é légica e o que é ontologia.

O que ¢é légica? Virios fildsofos e I6gicos j4 se defrontaram com essa questdo. Pode-
se afirmar que ndo existe um acordo, mas uma pré-disposicao de aceitar esta ou aquela
definicdo de acordo com fim almejado. Para Quine, a légica é o estudo sistemético
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das verdades Idgicas **, enquanto para Chateaubriand a légica é a filosofia estudada e
desenvolvida matematicamente® .

E comum que o termo “logica” seja compreendido comeo se referindo tanto & dis-
ciplina quanto aos sistemas formais. Como disciplina, a légica é vista como formada
por diversas unidades como a teoria dos modelos e da teoria da demonstracio, também
chamada de teoria da prova, ou entao como o estudo das inferéncias vélidas, ou ainda
como o estudo das leis do pensamento. J4 como sistema formal, pode-se dizer que temos
uma légica quando temos um conjunto de férmulas e uma relagao de consegiiéncia légica
sobre esse conjunto . Se quiséssemos apresentar uma definicdo de 1égica enquanto sis-
tema formal, poderfamos proceder do seguinte modo:

Dado um conjunto For de férmulas, e dada uma relagio de conseqiiéncia 1égica IF
, 8¢ja sintatica ou seméntica, sobre esse conjunto, uma légica L € um par do tipo
< For,l> %5,

24

Poderiamos argumentar que I, somente seria uma légica se tivéssemos um conjunto
de axiomas e modelos capazes de interpretar os axiomas. Se fdssemos mais exigentes
poderiamos dizer que a cidadania légica s6 seria obtida se tivéssemos também provas
de corretude e completude. Enfim, é possivel encontrar virias definicdes de légica,
inclusive incompativeis entre si.

Mas para o escopo do presente texto, enquanto um sistema formal, uma légica
é edificada a partir de uma linguagem, a qual contém alguns operadores, construida
indutivamente. As linguagens formais possuem uwma parte referente 3 sintaxe e outra
referente & seméantica. Deste modo, a ldgica é uma linguagem que possui tanto uma
sintaxe guanto uma seméntica.

A sintaxe cuida da gramitica da ldégica e também da no¢do de demonstracdo ou
prova. A gramética é responsdvel por determinar quais sdo as proposigoes com sen-
tido da linguagem formal, isto &, quais sdo as férmulas bem-formadas. E por via da
gramatica que somos capazes de dizer de um conjunto de simbolos se ele tem ou nio sig-
nificado em uma determinada linguagem. Depois de definido o conjunto de férmulas,
leva-se em conta a relagfio de conseqiiéncia légica. Em geral, quando pensamos em
conseqiiéncia estamos pensando em uma relagio de conseqiiéncia cldssica, a qual segue
os cdnones propostos por A.Tarski , isto é, a relagio deve ser reflexiva, monoténica
e transitiva. A relacao de conseqiiéncia do ponto de vista sintdtico = é a nocio de
demonstracdo. Uma demonstracio é uma seqiiéneia de férmulas da linguagem na qual

22tm Filosofia da Légica.

23Em Logical Forms.

#No capitulo 1 mostramos como definir a relacdo de conseqiiéncia lgica.

Bf comum denominar uma logica definida como um par como “1dgica abstrata”.
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cada termo ¢ ou um axioma, ou uma hipétese ou fol deduzida dos axiomas via aplicacio
de alguma regra de inferéneia.

A seméntica de uma linguagem ¢ dada a partir da nocfio de modelo. Quando
pensamos em dar uma seméntica para uma dada linguagem estamos pensando em
quando podemos dizer de uma férmula que ela é verdadeira, ou seja, especificar uma
seméntica € o mesmo que determinar as condicdes de verdade dos enunciados. Deste
modo, apdés obtida a linguagem pode-se dizer quando as férmulas sio verdadeiras.
Uma semantica é constitufda por valoragdes, isto é, funcdes que levam férmulas aos
valores-logicos. A partir das valoragdes somos capazes de definir uma nocio semantica
importante, a saber: validade. Uma inferéncia é vélida se para todas as premissas
verdadeiras for impossivel obter uma conclusgo falsa. Ou seja, uma inferéucia é valida
quando é verdadeira para qualquer valoragdo. Para a nocdo de validade utiliza-se em
geral o simbolo = o qual significa que sempre que todas as férmulas do lado esquerdo
da relagdo forem verdadeiras, segue-se que as férmulas do lado direito também sio
verdadeiras. Quando uma dada férmula A se segue de I dizemos que T é modelo de
A. Nesse sentido, uma valoragéo é um modelo quando satisfaz todos os axiomas da
teoria em questdo. Atentemos ao fato de que é imprescindfvel para que seja definida
corretamente a nogso de validade que se tenha especificado um conceito mais bésico,
qual seja: o conceito de verdade. Sabe-se, porém, que existem vérias teorias da verdade
ao longo da histéria da filosofia. Com isso, qual seria a mais adequada para definir a
nocio de validade?® E comum que se faga uso da nocio tarskiana de verdade. Em
geral, a verdade € vista como uma propriedade de enunciados responsével por ligar as
linguagens formais &s suas interpretacdes .

No interior de uma dada linguagem, poderfamos ser capazes de encontrar wm con-
junto de axiomas os quais devem ser satisfeitos pelas valoragdes. E se consegufssemos
achar uma determinacéo entre a parte sintdtica e a parte seméntica terfamos as provas
de completude e corretude. As provas de completude nos garantem que todas as
férmulas verdadeiras, ou validas, possuem demonstracio. J4 a corretude é capaz de
assegurar que todas as férmulas que podem ser demonstradas sio vélidas.

Deste modo, para os fins do presente texto, a légica é vista como um sistema formal
dotado de uma linguagem que possui uma sintaxe e uma semantica, além de existir
uma determinacao entre as duas partes.

O que ¢é ontologia? A ontologia, diferentemente do que acontece com a légica, pelo
menos do ponto de vista do senso comum, j& ndo tem tantos usos distintos. Con-
tudo, do ponto de vista filoséfico, a ontologia pode, inicialmente, ser vista como um

*Uma teoria da verdade precisa, no minimo, ser capaz de responder duas questdes, guais sejam: O
que é a verdade? Qual o critério para determinar quando uma proposicio é verdadeira?
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estudo acerca do conceito de ser, isto €, como wma teoria do ser . Mas o que é o ser?
Essa quest@o, quase banida dos discursos atuais, recebeu virias designacdes. Pode-se
pensar a ontologia como uma tecria do real. Tal concepcdo implica aceitar uma cate-
gorizagdo da realidade. Todavia, ndo € tdo fécil obter uma resposta & questdo. Uma
maneira distinta de ver a ontologia é como o estude da estrutura geral da realidade
(mundo). Outros usos podem ser feitos: ontologia enquanto mundo {conjunto de obje-
tos). Nesse sentido, determinar uma ontologia é o0 mesmo que determinar os critérios
a partir dos quals € possivel gerar um conjunto de objetos. Sabe-se também que sob o
rétulo “ontologia” repousam varios estudos sobre existéncia, propriedades, fatos, ete.

Um conjunto de objetos é modelo para alguma sentenca aberta desde que a leve até
& verdade . Imagine a quase-proposigio: “x é uma cidade do Brasil” Um conjunto
de objetos particulares, por exemplo, de canetas, independente da escolha do objeto,
qualquer um de nosso dominio que ocupasse a lacuna da quase-proposicio a transfor-
maria em uma proposigao, mas falsa. Dai, o conjunto de canetas ndo é um modelo para
a proposi¢ao. Um modelo € facilmente obtido com o dominio A tal que A = {Goiéuia,
Campinas}. A nogio de modelo é, eminentemente, uma nogio ontolégica.

Neste texto, a onfologia é vista como uma estrutura que comporta um conjunto
de objetos. Para falarmos como Wittgenstein: “Os objetos consituem a substincia do
mundo”® . Para os objetivos pretendidos, uma ontologia, ou teoria ontoldgica, é vista
como uma teoria acerca daquilo que é a estrutura da realidade.

Apés estabelecidos os significados de “légica” e de “ontologia” estamos preparados
para responder aquela questdo acerca do cardter ontoldgico da légica . Notemos apenas
que as definicOes que apresentamos de légica ¢ de ontologia ndo sio as vinicas. Todavia,
nosso interesse é super que sejam realmente razoaveis tais definicdes e ver o que acontece
a partir da aceitac8o dos pressupostos.

Podemos imaginar que a légica seja o espelho do mundo. Para Wittgenstein, no
Tractatus, proposigio 6.13, a légica nfo é uma teoria, mas uma imagem especular do
mundo. Para Russell, existe uma complexidade objetiva no mundo, e a complexidade
das proposi¢des a espetha. No livro Logical Forms de Oswaldo Chateaubriand encontra-
se uma tentativa de responder a seguinte questdo: Qual é a relacio entre um enunciado
e a realidade? E comum que seja separada a linguagem, de um lado, e o mundo, de
outro lado. Do lado da lingnagem temos as proposicdes, as sentencas e os enunciados®®.
Do lado do mundo, temos os objetos, as propriedades, a relacdes e os fatos. O estudo
da relagdo entre linguagem e mundo é essencialmente um estudo semantico-ontolégico.

%7 Tractatus Logico-Philosophicus, proposicao 2.021.
28 As trés expressdes so aqui tomadas como sinbnimas.
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Cada objeto encontrado no mundo deveria ter uma contraparte na linguagem e vice-
versa. Temos um espelhamento se para cada objeto do mundo existe uma e somente
uma imagem na linguagem. Um espelhamento é uma semelhanca formal entre duas
coisas, com pequenas diferencas. A tese de que “Uma verdade é légica se e somente se
é uma verdade onfolégica” enuncia a tese do espelhamento. Se toda verdade légica é
também uma verdade ontoldgica, entdo a partir do estudo das verdades légicas podemos
descobrir o funcionamento da estrutura do mundo via verdades ontoldgicas.

Mas o que desejamos exatamente dizer quando afirmamos que existe um espel-
hamento estrutural entre a légica e a realidade? Ora, queremos afirmar que a estrutura
apresentada pelas formas 1égicas das proposicdes revela a estrutura da realidade, isto é,
a arquitetura mais geral possivel daquilo que é o caso. Afirmamos que a forma légica
das proposigoes é o espelho da estrutura do mundo. llustremos com um caso sim-
ples: consideremos o enunciade do principio de néo-contradicio na linguagem-objeto,
tal como formulado pela antiga tradicio. Se a légica é ontoldgica, entdo, pelo es-
pelhamento entre forma légica e realidade, podemos afirmar que uma vez que o que
acontece no espago ldgico deve ser o espelho do que acontece na realidade, segue-se que
na propria realidade ndo pode ser verdade que ocorra um fato A e, a0 mesmo tempo,
a sua negagio. Suponha, por exemplo, que seja exeqiifvel a demonstracio em nossa
l6gica de um esquema do tipo: “é possivel A e é possivel a negacdo de A”. Pela tese do
espelhamento estrutural podemos inferir que o mundo é contingente, isto &, tudo que é
o caso pode vir a ndo ser o caso. Suponha, agora, que seja possivel demonstrar que ou
A ou ndo A. Deste modo, dada 2 tese acima, segue-se que se um dado fato A é o caso,
nao pode ser, a0 mesmo tempo e no mesmo lugar, que seja o caso a negacio de A.
Com isso, neste exemplo, pode-se dizer que a nossa ontologia é bipartida. Argumentos
similares podem ser facilmente obtidos.

Em A Filosofia do Atomismo Ldgico de Bertrand Russell e no Tractatus Logico-
Philosophicus de Wittgenstein € constante encontrar teses defendendo a existéncia de
um espelhamento estrutural entre 1égica e realidade. Para Russell, é possivel inferir a
partir da estrutura da linguagem a estrutura do mundo. E o mesmo pode ser dito a
respeito de Wittgenstein, pois o autor defende que a proposigio mostra a forma iégica
da realidade. A proposigéo é capaz de mostrar como estdo as coisas no mundo, desde
que seja verdadeira. Além disso, é responsdvel por construir um mundo com a ajuda de
uma armagéo légica. A tese do espelhamento nos permite descobrir como € a estrutura
de um conjunto de fatos a partir do comportamento das formas légicas de nosso sistema
formal. Além disso, também garante que a l6gica é ontoldgica, isto é, que o estudo dos
sistemas formais e suas propriedades é, de algum modo, um estudo acerca da estrutura
mais geral do mundo.

E bem verdade que para facilitar o entendimento é razoével separar de um lado a
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linguagem e do outro lado o mundo constituido por fatos. Segundo Russell, um fato
seria exatamente aquela ocorréncia de um estado de coisas que faz uma proposicio ser
verdadeira ou falsa. A distingdo é meramente teérica, mas bastante 1itil para visualizar
as coisas. As proposicoes seriam espelhos do real®.

Desde muito tempo a légica se vé ligada ac conceito de verdade. E a verdade nio é
outra coisa sendo aquilo que expressa o que € o caso. E se, como queria Frege, a 14gica
enuncia as leis da verdade, entdo, a Iégica enuncia também as leis daquilo que é o caso,
isto é, a realidade 3¢

Nao parece ser possivel decidir, de modo tltimo, se a légica realmente é uma tecria
ontoldgica, ainda assim a ldgica pode ser vista como uma teoria ontoldgica e, neste
texto, estamos dispostos a compreendé-la desse modo. Mas dada a multiplicidade de
légicas da literatura, nao seria razodvel supor entdo uma pluralidade de estruturas da
realidade? Sim. Nossa tarefa consiste em supor que a légica é ontolégica e observar
0 que se segue se, realmente, a logica é uma teoria ontoldgica. E é exatamente esse
pressuposto que estd em nossa dissertagio. Aceitamos que a légica seja o espelho da
forma malis geral possivel da realidade.

A légica nio revela somente as propriedades atuais da estrutura do mundo, mes

29Chateaubriand afirma: “It seems to me, therefore, that the combination of propositional and pred-

icate logic should be seen as an investigation of the general structure of reality, including possible and
necessary features of it, an account of propositional structure, an account of truth relations between
propesitions, and an account of properties and operations that are specifically logical properties and
operations. This is essentially what I mean by logic as an ontological theory.” Ora, o autor infere

a estrutura da realidade por via da investigacio Iégica. Um fato bastante curioso é o de que uma
postura como a de Chateaubriand d4 4 16gica um carédter ontoldgico, pois acredita que as leis da légica
expressem caracteristicas fundamentais da realidade. Por isso, a sua visao ¢ essencialmente uma visio
realista e metafisica. Para ele, a légica ¢ metafisica, antes que lingiiistica. Isto &, a lgica é uma teoria
ontolégica capaz de desvendar as caracterfsticas mais gerais e universais da realidade.

30Mas seria possivel uma légica sem ontologia? Ernest Nagel é o grande defensor da visio segundo
a qual a légica nao é ontoldgica. Para o autor, a l6gica €, por natureza, despida de ontologia. No
texto Logie without ontology encontramos essa posicio. Para Nagel, interpretactes ontolégicas dos
principios Iégicos ndo funcionam, ou seja, Nagel nega a existéncis de contedido factual acs prineipios
légicos. De acordo com Nagel, a forma cléssica de naturalismo acredita que principios tais como o de
nao-contradicio s8o verdades necessdrias, as quais descrevem a estrutura de todas as coisas atuais e
possiveis. Richard Rorty, em A filosofia e o espelho da natureza, também defende que nio podemos
confiar na linguagem para obtermos uma imagem do munde: “Putnam agora concorda com Goodman
e Wittgenstein: pensar na lingnagem como umsa imagem do mundo...a linguagem como imagem nao
fol uma imagem {til para compreender como se usa a linguagem, mas foi til para explicar o sucesso
da inquirigio exatamente como ‘um mapa tem sucesso se corresponde de um modo apropriado & uma
porgao particular de terra.”’
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sim todas as propriedades possiveis e necessdrias dessa estrutura, como argumenta
Chateaubriand. Contudo, dada a multiplicidade de légicas, é fécil supor que nao
temos somente uma estrutura, mas uma pluralidade de estruturas. Aceitamos que a
légica pode ser vista enquanto uma teoria ontoldgica. Todavia, uma vez que ndo temos
somente uma légica, mas infinitas ldgicas, segue-se que temos infinitas estruturas e
infinitos mundos.

Quando falamos de ontologia queremos dizer algo acerca da estrutura geral do
mundo ou daquilo que existe. A existéncia de fatos ou objetos contraditérios é uma
questao que desperta interesse freqiiente entre aqueles que se ocupam da relacio entre a
paraconsisténcia e a ontologia. A tese segundo a qual existern contradicdes verdadeiras
e presentes no mundo é chamada dialetefsmo ¢ defendida por Priest e Routley®. E mais,
podemos ter contradicbes consistentes. Uma outra questao estritamente relacionada
com & ontologia, e que analisamos, ¢ a de determinar se fatos atdémicos®? podem ou
nao ser consistentes ou inconsistentes.

Epistemologia

A légica formal est4 relacionada também com a epistemologia®. Quanto as relactes
entre epistemologia e a paraconsisténcia pode-se citar o paradoxo da cognoscibilidade,
o qual se manifesta em qualquer légica epistémica modal que tenha por base a légica
cldssica. Tal paradoxo nos leva até o colapso do conhecimento, pois temos algo do
tipo: “Uma dada proposicio A é verdadeira se e somente se A é conhecida”. Para o

paradoxo da cognoscibilidade, mostramos que ¢é possivel apresentar uma légica modal
com base paraconsistente na qual o colapso do conhecimento seja evitado. Uma outra
quest&o que desejamos elucidar com a ajuda do arsenal paraconsistente é questio de
saber se é ou néo possivel conhecer consisténcias.

Etica

A légica pode ajudar, além da Ontologia e da Epistemologia, também uma outra
4rea da filosofia: a Etica. Por exemplo, a Idgica dedntica é capaz de formalizar conceitos
como o de “obrigatoriedade”, “ilicitude”, dentre outros. Somente com o intento de
dar um exemplo, podemos citar uma relagdo entre a paraconsisténcia e o problema
da fundamentagéo da ética. Os filésofos jd hd muito tempo tentam contribuir com a
seguinte questao: € possivel dar uma fundamentacao tal dos juizos morais que justifique

31Ver The Philosophical Significance and Inevitability of Paraconsistency.
32No sentido de Russell em A Filosofia de Atomismo Ldgico e Wittgenstein no Tractatus.
33No capftulo 2, mostramos outras relagdes entre légica e epistemologia.
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a obrigatoriedade de uma determinada agio?® Do pento de vista juridico, é ficil
perceber que o fundamento da obrigatoriedade reside na forca da lei. J4 na visdo
religiosa, o fundamento da a¢do se reduz a Deus. As duas visdes acima apresentam
uma fundamentacgdo autoritdria da a¢o. Ambas sio fundadas em alguma autoridade.
Em filosofia, nfio se deseja dar fundamentacdes arbitrarias. Mas como entdo exibir
uma fundamentagdo na ética? A resposta nao parece bastante animadora. Nao é
claro que seja possivel dar uma fundamentagéo da ética, pois é muito duvidoso que
alguém seja capaz de construir um enunciado tal que ele justifique o modo de agir de
qualquer individuo, em qualquer ponto temporal e lugar. O imperativo categérico de
Kant® se apresenta como uma tentativa de dar tal fundamentagio. Mas justificar a
obrigatoriedade de uma agio de modo 1ltimo naoc é realmente tarefa muito facil, por
motivos tais como a busca pelo fundamento do fundamento do fundamento...

Assim, é comum que os filésofos rejeitem os projetos de fundamentacio da ética
adotandoe, entdo, a postura segundo a qual o que resta é somente descrever a estrutura
da justificagao moral. Assim, sé temos que apresentar descrigdes e jamals argumentos
normativos. Aceitemos, portanto, que néo é possivel fundamentar a ética, mas so-
mente descrever como seria possivel dar justificagdes para as obrigactes morais. Parece
lugar-comum que os filésofos afirmariam que quaquer fundamentacio da ética, se fosse
possivel, ou justificacdo das agbes morais ndo poderia ser contraditéria, pois se assim
fosse os agentes ndo seriam capazes de agir ou agiriam de qualquer modo, provocando,
consequentemente, o colapso do sistema moral. Apresentariam como fundamento para
esse argumento o fato de que em ldgica cldssica se temos uma contradicio, entdo qual-
quer conclusédo como demonstrével.

Com a ajuda da paraconsisténcia é possivel mostrar que a fundamentacio na ética
(se fosse possivel), ou justificagdo moral, pode ser contraditéria sem que isso cause o
colapso do sistema moral. Para tanto, basta argumentar que uma sutil alteracio em
nosso sistema formal de modo que nfo seja possivel, a partir de contradicdes, derivar
qualquer coisa nos esclarece o fato de que a fundamentagido pode ser contraditéria.
Se substituissemos a ldgica cldssica pela légica paraconsistente, entdo a nossa funda-
mentagao seria capaz de suportar contextos contraditérios, estando, assim, mais apta
a lidar com questdes éticas, as quais sBo guiadas principalmente pelo grande ndmero
de contradigtes.

*Para um estudo acerca de questdes atuais em ética recomenda-se  leitura do livro Licées sobre
FEtice, de E. Tugendhat.
3%Encontra-se umea das formulagdes do imperativo na Fundamentecio da Metafisica dos Costumes.
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Capitulo 1

Loégicas da inconsisténcia formal

“De um modo impreciso, poderiamos afirmar que a razio humana parece
atingir o dpice de sua poténcia quanto mais se aproxima do perigo da triv-
ializacao.”

Newton da Costa , Sistemas Formais Inconsistentes

As ldgicas paraconsistentes sfo responsdveis pela investigacao de teorias contra-
ditérias, todavia nao-triviais. De acordo com a nogdo usual de paraconsisténcia, sao
usadas para explorar teorias inconsistentes e que, contudo, ndo sio capazes de deduzir
qualquer proposicdo a partir de contradigoes. Conforme mostramos, durante longo
periodo, a légica foi vista como uma ciéncia formal estabelecida em certos principios
fundamentais do raciocinio, tais como o principio do terceiro-excluido e o prinecipio de
nao-contradicdo. Todavia, tais principios néo sdo cruciais para a natureza da légica,
ou seja, podem existir sistemas formais que merecem cidadania I6gica e que néo com-
partilham a mesma concepgao tradicional.

As légicas paraconsistentes foram apresentadas pelo polonés Stanislaw Jaskowski
e pelo brasileiro Newton da Costa. Inicialmente, tais 1égicas deveriam servir de ful-
cro pars sistemas capazes de possuir contradigoes, sem que estas fossem capazes de
trivializar a légica, isto é, de duas férmulas contraditérias nao deveria se seguir uma
conclusao qualguer. Além disso, néo deveria ser valido o téo famoso, e alvo de vérias
disputas, principio de nao-contradicdo, o qual era enunciado por Newton da Costa
como: ~ (AN ~ A).

Newton da Costa introduziu a hierarquia de légicas paraconsistentes; a famflia

Cp,1 £ n < w. A partir de entdo, iniciava-se 0 estudo da primeira “i6gica” paraconsis-
tente existente: o sistema C;. Para esta l6gica, foi dada uma seméintica, denominada
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seméntica de valoragdes. Além de ser capaz de demonstrar a correcio e completude
de C; e de todas as outras légicas da mesma familia, a semantica de valoracdes era
ainda capaz de apresentar um procedimento de decisio para cada um dos cdleulos
da hierarquia. Mesmo sendo capaz de realizar j& muitas tarefas, a seméntica acima
néo era intuitiva. Diante de tal fato, fez-se urgente o nascimento de outros tipos de
seméntica. Walter Carnielli propds as chamadas seménticas de traducdes possiveis, as
quais s&o fundadas em ldgicas trivalentes, para todos os cdleulos da hierarquia C,,. Jodo
Marcos auxiliou no esclarecimento de tal semantica em sua dissertacio de mestrado
Seménticas de Tradugdes Possiveis . O ganho tedrico obtido é que, além de mais in-
tuitiva, as seméinticas de tradugdes possiveis possibilitam obter os mesmos resultados
gue as semanticas de valoragdes.

Em seguida, Walter Carnielli uniu seus esforgos ao trabalho do seu discipulo Jodo
Marcos e juntos instauraram as denominadas légicas da inconsisténcia formal (LFIs) e,
em particular, apresentaram uma defini¢do conveniente para o estudo dos C-sistemas.
Tais légicas séo capazes de introduzir na linguagem-objeto operadores de consisténcia
e inconsisténcia de tal modo que seja possivel realizar uma distingéo fundamental en-
tre inconsisténcia e contradigao, bem como evitar a dualidade entre os operadores,
em alguns de seus sistemas. As ldgicas paraconsistentes sio vistas, a partir daqui,
como logicas nao-explosivas, que podem ou n&o ter em a velha formulacio do principio
de nao-contradicdo. Nos dias de hoje, tenta-se, além de dar 3s LFIs uma seméantica
de tradugdes possiveis, elucidar alguns paradoxos e problemas em certos ramos da
filosofia tais como a epistemologia (paradoxo da cognoscibilidade /conhecimento de con-
sisténcias).

1.1 Légicas e relagoes de conseqiiéncia

Aqui fazemos uma colegBo dos principais ganhos tedricos que se encontram na nova
abordagem das ldgicas paraconsistentes feita por Walter Carnielli e Jodo Marcos no
texto A Tazonomy of C-sysiems e tentamos tirar desse fato o maior niimero possivel
de conclustes filoséficas.

E lugar-comum entre os l6gicos que a nogdo crucial capaz de determinar a esséncia
da légica é a de derivagdo ou consegiéncia lgice. Neste texto, assim como no Tazon-
omy, € usada uma relacao de conseqiiéncia do seguinte modo:

Definicao 1.1.1. Dado um conjunto For de férmulas, +C @(For} x For ¢ uma
relagdo de consegiiéncia [égica sobre For se, para quaisquer férmulas A e B, e subcon-
juntos T' e A de For, as seguintes condi¢bes sdo satisfeitas:

(RC1) A€T =T A
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(RC2) (A Ae ACT) =TI 4
(RC3) (A% AeT, Al B) == A, T B

Deste modo, uma légica L é compreendida como uma estrutura da forma < F or tF>
isto €, como algo que contém um conjunto de férmulas e uma relagio de conseqiiéncia
definida sobre o conjunto. Temos duas maneiras de expressar a relacao de consegliéncia
légica. Podemos dizer que se trata de uma relacio sintdtica - ou uma relagdo seméntica
& . A primeira nos diz que se I' - A entdo existe uma demonstracao de A a partir de T.
Jé a segunda se I F A entéo todas as vezes que as férmulas que estdo em I" forem ver-
dadeiras € porque, necessariamente, A vai ser verdadeira. Mas e a relacio -7 Usamos
it para expressar, de modo abstrato, tanto as relacdes sintdticas quanto seménticas.

Em A Survey of General Abstract Logic, ]1.Y-Béziau apresenta uma tabela de es-
truturas l6gicas, cada uma diferindo da outra em virtude de peculiaridades inerentes
ou & relagao sobre o conjunto ou as restrigdes na relacio de consequéncia légica. Nesse
sentido, temos:

Estrutura de Tarski
< 85Cn >

S é qualquer conjunto;
Cn: p(8) —= p(5)

Cn obedece os trés axiomas para a conseqiiéncia Iégica (reflexividade, monotonici-
dade e transitividade).

Estrutura de Scott
< S, k>
S ¢é qualquer conjunto;

I € uma relagio definida sobre p{S)x p(S)

i obedece os trés axiomas tarskianos
Estrutura de Béziau
< S, b>

S é qualquer conjunto;
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- € uma relacfo definida sobre p(S)x S
Sem axiomas

Poderfamos dar exemplos de vérios outros tipos de estruturas. Contudo, para os
fins do presente texto, basta que consideremos a estrutura simples como < For, iE> de
modo que =G @(For) x For seja capaz de satisfazer (RC1) — (RC3). Nao trabalhamos
com multiplas conclusdes, mas somente com a relagio entre conjuntos de férmulas e
férmulas. Para ter mais generalidade, é recomenddvel optar por uma relacio entre
conjuntos de férmulas e conjuntos de férmulas, isto é, por algo do tipo IFC p(For) %
p(For)

Vejamos algumas defini¢des que se encontram ne Tazonomy:

Definigao 1.1.2. Qualquer conjunto T C For é uma teoria de L, inclusive ' =0 .
Um teoria ' € propria se I' # For. Uma teoria T € fechada se ela contém todas as
suas consegliéneias: 'F A= Aec .

Uma teoria ' é fechada desde que seja vélida a reciproca de (RC1). Na relacio
de conseqiiéncia légica definida acima temos a reflexividade, a monotonicidade e a
transitividade. Todavia, nao é o caso que todas as 16gicas respeitam aquelas condigoes.
Por exemplo, se nao for vélido (RCZ2), entdo trata-se de uma légica nio-monoténica.
Para o estudo que aqui se apresenta, as propriedades (RC1) — (RC3) s@o assumidas
como validas. 380 conseqiiéncias imediatas de {RC2) e (RC3) :

Proposigdo 1.1.3. As seguintes propriedades valem para quaisquer [dgicas, quaisquer
teorias I’ e A, ¢ para quaisquer férmulas A e B :

BT, AFA=TKA
()T Ae Al B)=T1I- B
)T FAel, AFB)==TI B.
Demonstragao: (i) Por contraposi¢io, basta aplicar (RC2).
(ii) e (iii) sfio casos particulares de (RC3) O

Como dito, uma ldgica L é um par < For, k> . Assim, dadas duas légicas L1 =<
Fory,lry > e L2 =< Fory, 3> pode-se estabelecer algumas relacdes entre elas de modo
gue temos:

Definicdo 1.1.4. L1 ¢ uma extensao lingiiistica de L2 se Fory € um subconjunto
de Fory. EL1 € uma extensdo dedutiva de L2 se l-3é€ um subconjunto de Iy . E se
L1 € uma extensdo tanto lingtistica quanto dedutive de L2, e se a restricdo da relagdo
de consequéncia de L1 ao conjunto Fory a fizer ser equivalente & relacdo by, entdo L1
¢ uma extensao conservativa de L2. Deste modo, L1 € uma extensdo de L2 ou que
L2 € um fragmento de L1.
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Dizer que a restricao da relagdo de consegiiéncia légica de L1 ao conjunto Fors a
faz ser equivalente a relacio b, € o mesmo que afirmar, em simbolos, Fory C For; e
para quaisquer I'U {A} C Fors temos T'lF; A < Tl 4.

1.2 Contradigao, explosao e trivializacao

Durante muito tempo as contradigdes foram vistas como fantasmas do pensamento.
Para qualquer teoria, se ela apresentasse uma contradicio, entdo seria capaz de demon-
strar todas as proposi¢bes. Quando Russell descobriu o paradoxo que levou Frege a
abandonar a ldgica e se dedicar somente & filosofia, fundou sua argumentacio na ex-
isténcia de um conjunto que pertence a si mesmo se e somente se nio pertence & si
mesmo. Uma contradi¢do. Por isso, argumentava que a teoria de Frege era contra-
ditéria. Vérios outros argumentos da histéria da filosofia e da Iégica sio fundados na
presenca de uma contradicdo em algum conjunto de enunciados. Mas o que é uma
contradicao? Quando podemos dizer de uma teoria que ela é contraditéria?

Ora, uma contradi¢do pode ser vista como uma férmula do tipo AA ~ 4, se temos,
a0 menos, uma linguagem munida com simbolos de negacdo e de conjuncio. J4 as
teorias contraditdrias sdo capazes de derivar tanto uma férmula quanto a sua negacio.

W. Carnielli e J. Marcos mostram que as teorias possuem, assim como as ldgicas,
algumas caracteristicas, tais como as mencionadas nas definicdes abaixo:

Definigao 1.2.1. Seja T uma teoria de L. T é contraditéria , se elo € tal que, para
alguma formula A, tem-se T 4 e T =A4.

Se uma teoria I' demonstra tanto A quanto —A, entdo dizemos que a teoria I' é
contraditéria em relagdo 4 formula A ou que I' é A-contraditéria.

Proposigao 1.2.2. Para uma dada teoria T :

(i) Se {A,—A} C T, entdo I' é A-contraditéria.

(ii) Se I' é A-contraditéria e fechada, entdo {4,~A4} CT.
Demonstragdo: (i) Pela definicio de & temos {A4,—A} C T sse Vz(z € {4, -4}
implica z € I'). Pelo axioma do par da teoria axiomdtica dos conjuntos, sabemos que
x € {A, A} sse 7 = A ou z = —A. Com isso, temos duas possibilidades: Se (z = A),
entdo A € {4,A4}. Dai, A € . Se (zr = —4), entdo =4 € {4,-A}. Resulta que
-A € T. Deste modo, seja z = 4 ou z = —A | temos, pela reflexividade que I" IF A
e I' if -~A. Conseqilentemente, I' é contraditéria para a férmula A. (ii) Se I é A-
contraditéria e fechada, entdo I'IF A e I' I+ A, bem como A € ['e A4 € T. Portanto,
sex € {4, A} entdor = Aouz = -4 . Emamboscasosz € T. Daf, {4,-4} C .
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Vimos acima que uma teoria contraditéria é aquela capaz de derivar uma certa
férmula e também a sua negacfio. Mas o que significa dizer de uma teoria que ela €
trivial? As teorias trivials, ou super-completas, sio aguelas capazes de derivar todas
as férmulas.

Definicao 1.2.3. Um teoria I ¢ trivial se para toda formule B, T I+ B.

Se uma teoria ¢ trivial, entdo ela néo faz diferenca entre as férmulas da linguagem,
de tal modo que qualquer uma delas pode ser inferida da teorial. As teorias triviais nio
s&o, em geral, aceitas, uma vez que permitem derivar todas as férmulas como teoremas.
Tal fato nos faz lembrar o enunciado de Newton da Costa conhecido como principio
de toleréncia em matemadtica segundo o qual “toda teoria é admissivel, desde que nao
seja trivial”®. Nota-se que a teoria For é trivial, uma vez que todas as férmulas sdo
conseqiléncias de si mesmas.

Proposicao 1.2.4. Se uma dada teoria € trivial, entdo € contraditdria.
Demonstracao: Por hipétese, I' I B, para qualquer que seja o B, seque-se Tl A e
T'lF—A, para um B = A e outro igual ¢ —A. O

Definigao 1.2.5. Uma teoria I' € explosiva se para toda formula A e para toda
féormula B,T,A,-A+ B

Deste modo, uma teoria ¢ dita explosiva se ela é trivializada guando entra em
contato com um férmulas contraditérias. W. Carnielli e J. Marcos concluem, dadas
as definicOes de teorias contraditdrias, triviais e explosivas que é possivel relacionar as
propriedades acima. Por exemplo:

Proposicao 1.2.6. (i) Se uma teoria I" € trivial, entdo ela ¢ explosiva; (i) Se uma
teoria I' € contraditdria e explosiva, entdo ela € trivial.

Demonstragao: (i) Uma vez que a teoria T é trivial, ou seja, I' I B, para um B
arbitrario, segue-se, dado {RC2) que IT'U {4, ~A} também demonstra B. Logo, a teoria
I é explosiva.

Para (ii), basta usar um caso particular da transitividade. ]

1Uma légica pode ser inconsistente sem ser trivial.
2Em O Conhecimento Cientifico.
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1.3 Principios de nao-contradicao, nao-trivialidade
e explosao

W. Carnielli e J. Marcos observam que em se tratando de uma légica, o que estd em jogo
¢ o comportamento inferencial de um conjunto de teorias. Foi definido quando uma
teoria € contraditéria, trivial e explosiva. Agora, faz-se 1til estender essas definicdes 3
nocao de iégica. Assim:

Definicao 1.3.1. Uma [dgica é contraditéria se todas as suas teorias sdc contra-
ditdrias; uma ldgica € trivial, ou explosiva, se todas suas teorias sdo triviais, ou
explosivas.

Podemos demonstrar que uma légica trivial é uma l6gica tarskiana, isto é, sua
relacdo de conseqiiéncia 16gica satisfaz todos os requisitos determinados no infcio deste
capitulo. Além de tarskiana, gualquer funcio de valoragfo que interprete todas as
férmulas como falsas, ligada & 16gica trivial, ¢ modelo para a mesma.

Proposicao 1.3.2. Uma légica L é contraditéria / trivial / explosiva se, e somente
se sua teoria vazia € contraditéria/ trivial / explosiva.

Demonstracdo: Vejamos o caso em que L é trivial. Se uma l6gica é trivial, entdo
para toda teoria I' e para toda férmula B {I" I B}. Deste modo, vale para I' = @.
Assim, sua teoria vazia é trivial. Assumindo que sua teoria vazia é trivial e como
@ C I', pela monotonicidade segue que a Iégica serd trivial. Com raciocinio anilogo se
demonstram os cutros resultados. a

A partir de entdo, W. Carnielli e J. Marcos apresentam algumas definicoes formais
dos denominados principios légicos. O leitor vai notar que existe uma certa diferenca
entre os principios abaixo e aqueles utilizados pela tradi¢io. Esta em geral enunciava
os principios 16gicos na linguagem-objeto.

Definigao 1.3.3. (Principio de ndo-contradi¢éo para idgicas - PNC) Uma ldgica é
ndo-contraditéria se existe uma teoria I' tal gue para toda férmula A, T ¥ A ou
T =4

Definicao 1.3.4. (Principio de ndo-trivialidade para ldgica - PNT) Uma ldgica € niao-
trivial se existe uma teoria I e existe uma formula B tal que T ¥ B).

Definicao 1.3.5. (Principio de ezplosio para légicas - PE) Uma ldgica ¢ explosiva
se pare toda teoria T, para todas formulos Ae B, T, A,—-AI+F B
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Intuitivamente, podemos compreender os principios acima como afirmando algo
acerca de como deve ser o comportamento de alguma l4gica arbitréria L. Por isso, ndo
é estranho afirmar que tais principios sdo méximas morais cujos agentes sio légicas.
Neste sentido, ao fazer logica estamos, de algum modo, fazendo também ética. Assim,
(PNC) diz que L deve ser néo-contraditéria, ja (PNT) afirma que a Iégica L deve ser
ndo-trivial. Todavia, (PE) afirma que L deve ser explosiva. Notamos que os principios
acima sdo definidos para légicas, mas é o caso que a tradigio, em geral, caracterizava os
principios via férmulas da linguagem-objeto. Assim, por exemplo, o principio de nao-
contradigao era a férmula =(AA—A4). O principio de nao-trivialidade nao era formulado
na linguagem-objeto, mas imaginamos que poderia ser enunciado, para algum sistema
X, como Fx A, ou seja, em X existe alguma férmula que néo é teorema. J4 o principio
de explosao pode ser visto como (A — (=A ~ B)).

Tratando os principios na verséo aplicada s I6gicas, de fato, temos:

-

Proposigdo 1.3.6. (i) Uma ldgica explosiva € contraditdria se, e somente se, ela €
trivial; (i) Uma ldgica trivial € tanto contraditéria quanto ezplosiva; (41) Uma ldgica
explosiva € trivial se, ¢ somenle se, € contraditéria.

Demonstracgao: Consequéncia imediata da proposicio e das definigdes acima. O

O caminho da paraconsisténcia, pelo menos do ponto de vista das LFIs, consiste em
buscar légicas nao-explosivas, mas gentilmente explosivas, que possuam ou nio a velha
formulacao do principio de ndo-contradigio. Ligicas tais que suas teorias contraditérias
ndo levem necessariamente & trivializagdo.

Se tivéssemos como escopo analisar a 16gica cldssica a partir dos principios acima,
poderiamos dizer que ela os satisfaz integralmente.

1.4 Definicoes de paraconsisténcia

Como estamos interessados em ldgicas paraconsistentes, nada mais justo que dar uma
definicdo acerca daquilo que significa ser um sistema paraconsistente,
Podemos definir as légicas paraconsistentes de vdrias maneiras. Por exemplo:

Definicao 1.4.1. (PL0) Uma [dgica € paraconsistente se e somente se ela contém uma
negagto paroconsisiente.

A definicio acima nao fica muito clara se ndo explicarmos o que estamos entendendo
por negacao paraconsistente. Segundo J-Y.Béziau, uma negacdo — € paraconsistente
se e somente existe uma teoria I' e férmulas 4 ¢ B tal que:
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T, A -AKB

A definigdo acima é, claramente, fundada na rejeicao do principio ez-contradictione
sequitur quodlibet, isto €, o principio de explosio ou ainda Pseudo-Escoto. Deste modo,

uma negacao paraconsistente seria uma negacio enfraguecida, pois uma férmula e a
sua negacgdo paraconsistente néo sao capazes de derivar todas as proposicdes, e distinta
da negacdo cldssica, uma vez que ndo tem todas as propriedades que uma negacdo
deveria ter para ser considerada uma negacao cléssica.

Os criadores das 16gicas paraconsistentes — Jaskowski e Newton da Costa — também
tinham definicoes:

Definicdo 1.4.2. (PL1 ’) Uma légica € paraconsistente se e somente se € inconsistente
e ndo-trivial.

A definicdo acima é a mesma que aparece logo em (PL1). Contudo, tanto para da
Costa quanto para Jaskowski, contradigao e inconsisténcia eram conceitos equivalentes.

Sabe-se que a motivagao inicial da l6gica paraconsistente era a construcio de sis-
temas formais capazes de acomodar teorias contraditérias ndo-triviais. Desta maneira,
pode-se definir uma légica paraconsistente como:

Definigao 1.4.3. (PL1) Uma ldgica L ¢ paraconsistente se existe uma teorie T tal
gue pare alguma formula A e alguma férmula B, T+ A el lF-AelT KB

Todavia, pode-se dar uma definigéo alternativa:

Defini¢io 1.4.4. (PL2) Uma légica L € paraconsistente se eriste uma teoria I' tal
que para alguma formula A e alguma férmula B, (T, A,-A ¥ B)

Imediatamente se constata que (PL0) e {PL2}, bem como (PL1’) e (PL1) sao
duas maneiras distintas de dizer a mesma coisa. E mais, {PL1) e (PL2) também séo
definicdes equivalentes.

O significado de (PL1) é que uma légica paraconsistente deve ter pelo menos uma
teoria que seja contraditéria e nao-trivial, ao passo que (PL2) afirma que a légica deve
possuir uma teoria que nao seja explosiva.

Modernamente, pode-se interpretar (PL1) como a defini¢io canénica de paracon-
sisténcia ja existente na obra de Newton da Costa. Ja (PL2) se aproxima mais de
Jaskowski. Na literatura, outros autores tentaram dar definicoes de paraconsisténcia,
como Igor Urbas ¢ Jean-Yves Béziau®.

3Veja o texto What is a Paraconsistent Logic? e The Future of Paraconsistent Logic de Jean-
Yves Béziau. Para mais defini¢bes pode-se recorrer ao livro Logiques Classigues et non-Classiques de
Newton da Costa.
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Em Sistemas Formais Inconsistentes , N. da Costa afirma que nas suas légica C,
ndo deveria ser valido o principio de ndo-contradigio enunciado como: =(A A —A) .
Tal fato gerou a seguinte defini¢io:

Definicao 1.4.5. Uma légica L € paraconsistente se e somente se ela derroga o principio
de ndo-contradi¢do.

Sabe-se, porém, que a defini¢io acima néo é muito boa, uma vez que é possivel a
existéncia de légicas paraconsistentes que aceitam como teorema o principio de nio-
contradi¢do na linguagem-objeto. Assumir a definicio seria, portanto, reduzir em de-
masia o universo das légicas paraconsistentes.

Segundo J-Y.Béziau, podemos ainda formular a definicdo de paraconsisténcia fun-
dada na rejeicdo da explosdo em ambiente seméintico do seguinte modo:

Definigao 1.4.6. Uma [dgica L € paraconsistente se existe um modelo e uma férmula
A tais que A e —A sdo ambas verdadeiras nesse modelo.

Observemos que se definissemos o principio de nao-contradicdo como

Uma proposicdo e sua negagido nio podem ser ambas verdadeiras em um dado
modelo.

Entéo serfamos levados a crer na definicdo de paraconsisténcia como légica que
derroga o principio de néo-contradigio.

Neste texto, compreendemos as logicas paraconsistentes como légicas nio-explosivas,
mas gentilmente explosivas. Nem todas légicas paraconsistentes precisam ser gentil-
mente explosivas,

1.5 Finitamente trivializavel e particulas minimais

Precisamos de malis definicoes:

Definicao 1.5.1. Uma ldgica L € finitamente trivializdvel quando existir pelo
menos uma férmula que a trivializa. E L é infinitamente trivializdvel se ndo
eriste nenhuma formula que a ela adicionada como arioma a torne trivial,

Proposicao 1.5.2. Se uma ldgica € explosiva, entdo ela € finitamente trivializdvel.

Demonstragao: Se para toda teoria I' e para todas férmulas 4 e B (T', A~A I B),
entdo a ldgica é explosiva. Deste modo, para qualquer A, a teoria finita {4, —A} é
trivial. Dal, se a légica ¢ explosiva entdo tem pelo menos uma férmula que a trivializa.
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Todavia, deve-se salientar que nem todas légicas paraconsistentes sio finitamente
trivializdveis. Por exemplo, a légica nao-explosiva C,. Nestas, nfo é possivel obter
conjuntos de férmulas que fagam a I6gica se tornar trivial. Newton da Costa dizia de
uma légica que ela é infinitamente trivializdvel exatamente da maneira que foi definida
acima. J& Walter Carnielli e Jodo Marcos definem o finitamente trivializével a partir
da existéncia de teorias triviais finitas.

Definicao 1.5.3. Uma ldgica L tem uwme particula minimal se existe alguma
férmula C em L que pode trivializar a légica. Isto € existe uma formule C e para
toda teoria I' e para toda formula B € o caso que I',C I B.

Ora, no caso cldssico, a particula acima nada mais é que a constante de falsidade,
frequentemente denotada por L. J4 para as 6gicas paraconsistentes, em virtude de fato

de serem nao-explosivas, nao € verdade que a particula minimal seja 2 mesma coisa que
uma contradicdo. Na légica classica, as particulas minimais, em geral, sio férmulas
falsas em qualquer valoragao possivel. Com o uso da definicio de N. da Costa de
finitamente trivializdvel, pode-se argumentar que toda légica finitamente trivializavel
tem particula minimal.

Se uma dada légica L tem partfcula minimal, W. Carnielli e J. Marcos afirmam,
entdo, que ela satisfaz o principio ez falso, de acordo com o qual L deve ter uma
particula minimal.

Por outro lado, temos o seguinte:

Defini¢do 1.5.4. Ume ldgica L tem uma paerticula mazimal se existe alguma
formula C em L que é conseqiiéncia de todas suas teorias, ou seja, existe uma férmula
C e pare toda teoria T seque-se que T I+ C.

Como usual, tal particula é denotada por T. E fécil ver, dadas a transitividade ¢ a
monotoenicidade da relagéio, que ( I', T I+ B) se e somente se (T' I B). Isso nos mostra
que a constante de verdade € indcua: ndo importa se aparece ou ndo, aquilo que é
derivado continua a ser derivado.

Seja agora uma légica L. Seja ¢ : For — For uma fungéo tal que 0(A4) denota uma
férmula que depende apenas de A. Isto é, ¢{A) é uma férmula construida usando o
proprio A e algum simbolo puramente légico. Assim, dada uma seqiiéncia de férmulas
Ay, As, .., An, & notagio o(4;, Ay, ..., Ar) denota um conjunto de férmulas, o qual de-
pende somente de cada uma das férmulas da seqiiéncia. O mesmo vale para o esquema
T'(A), s6 que em relagio a um esquema de teorias. W. Carnielli e J. Marcos definem a
negacao forte como:
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Definicao 1.5.5. Uma ldgica L tem uma negacdo forte se para cada férmula A
existe um esquema o(A) que ndo denota uma particula minimal e que nio pode ser
adicionado a nenhura teoria que infere A sem causar trivializacdo. Isto é: exziste
uma formule A tal que o(A) ndo € wna particula minimal, e para todo A, I ¢ B

T, A o(4) - B)

A negacio forte de uma férmula A é denotada como ~ A. Agora, W. Carnielli e J.
Marcos estdo prontos para definir o fato de I" ser contraditéria em relagdo & negacio
forte, ou seja, existe uma férmula A (' I A e ' i ~ A). Nesse sentido, diz-se de I' que
é contraditdéria em relagdo & negacido forte ~ .

Ora, se uma dada 1dgica tem negacdo forte, entdo ela satisfaz aquilo que os antores
chamam de principio de explosiio suplementar.

Intmeras conseqiiéncias surgem da defini¢io acima:

Proposigdo 1.5.6. (i) Se uma ldgica tem ou particule minimal ou negagdo forte,
entdo ela € finitamente trivializdvel. (i) Se uma ldgica ndo-trivial tem uma particula
minimal, entdo ela tem negagdo forte. (i) Se wma [dgica é explosiva e ndo-trivial,
entdo ela € explosiva suplementar.

Demonstragio: (i) Se a logica tem particula minimal, entdo o conjunto que contém
tal particula é uma teoria trivial finita. Se a légica tem negagao forte, entdo podemos
dizer que o conjunto {A,o(A}} é uma teoria trivial finita.

(ii) Se a ldgica € ndo-trivial é porque existe uma férmula B tal que B nao se
segue de alguma teoria. E se tem particula minimal é porque existe uma férmula que
se acrescentada & teoria causa sua trivializagio. Uma teoria com essas propriedades
tem negacao forte. Vejamos: defina a negagfo forte ~ A de uma féroule A de tal
maneira que, para quaisquer teorias I' e A, temos: a) (I, A Ik ~ A) sse (T,A A4 IF
L) b) (A, ~ Al 1) sse (T,A I+ A). Por (RC1), temos (I',~ 4 IF ~ A) e dai,
por (a), infere-se (I',~ A, A F 1), para um A = {~ A}. Mas sabemos que L é uma
particula minimal e, por isso, para todo B, L I B. Deste modo, pelo caso particular
da transitividade, temos que (I',~ A, A IF B), para todo B. E claro que a negagio
forte acima definida nao é uma particula minimal, pois temos, como casos particulares
de B,que ~ AlF Lsselr A. Se~A=_1 entdo ~ Al L e, assim, A seria uma tese
da légica. Mas isso nao pode acontecer uma vez que a teoria € nio-trivial.

(itt) Qualquer 16gica ndo-trivial e explosiva tem, por construcao, uma negacio forte.
O

Proposigao 1.5.7. Seja uma ldgica L com negagdo forte ~. (i) Toda teoria contra-
ditdria em relagdo @ negagdo forte € explosiva e trivial. (i) Uma ldgica € contraditéria
em relagdo & negagdo forte se, e somente se, ela € trivial.
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Demonstracao: (i) Seja I' uma teoria contraditéria com relagio & negacio forte,
isto €, existe um A tal que (I'i- A e T I+ ~ A). Pela definigio de negacio forte, temos
I'A,~ Al B. Dai, por (RC3), T I B, para um B arbitrério.

(ii) Se L é contraditéria em relagio A negacio forte, segue-se que todo I é trivial.
Logo, L é trivial. Para a volta, basta aplicar a defini¢cdo de trivialidade. o

Definigao 1.5.8. Uma teoria T’ ¢ gentimente ezplosiva se: a) existe uma férmula
A tal que A(A) U {A} ndo € trivial, A(A) U {~A} ndo € trivial, ¢ b} para quaisquer
formulas A eB temos que [I', A(4), A, -4 I+ B]

A definicio acima apresentada por W. Carnielli e J. Marcos pode ser generalizada
para logicas, desde que todas as teorias de uma dada légica sejam gentilmente explo-
sivas, podemos entao dizer que a légica é gentilmente explosiva e, portanto, satisfaz o
principio de explosdo gentil.

Neste ponto, pode-se usar a defini¢io de exploséo gentil para mostrar como A{A)
pode expressar a consisténcia de A.

Temos:

Defini¢ao 1.5.9. Uma ldgica L serd consistente se: a) L € gentilmente ezplosiva, e
b} para toda férmula A e para tode teoria (VB € A(A)){T I+ B)

A légica cléssica ¢ tanto uma légica gentilmente explosiva quanto uma légica con-
sistente, conforme notamos com o uso das LFIs para expressar a légica cldssica.

1.6 Explosao parcial e controlavel

Como ja se perceben, existem vérios modos capazes de fazer uma determinada teo-
ria/légica explodir. Vimos até agora a explosdo “pura”, a suplementar e a gentil.
‘Todavia, a partir do Tazonomy, conhecemos mais duas formas de explosdo: a parcial
e a controlavel.

Para entender o que é uma explosio parcial, W.Carnielli e J. Marcos introduzem o
conceito de teoria parcialmente trivial.

Definigao 1.6.1. Uma teoria [ € parcialmente trivial em relagdo a um dado esquema
o(Ch,.,Cn) ser a) 3C1...C, tal que o(Cy,. C,) ndo é uma particula mazimal, e b)
VO VO[T I o(Cy . Ca)]

Definigao 1.6.2. Uma teoria ' € parcialmente explosiva em relagdo a wm dado es-
quema o(Cy,. Cr) se: a) 3C1. C,, tal que o(Cy, Cy,) néo € wma particula mazimal, e
b) VO VO VAL, A ~AlF o(Cy, Cp)l

11111
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Uma légica tem as propriedades acima quando todas as suas teorias tiverem.

Se uma logica realiza o principio de explosio parcial, entao L deve ser parcialmente
explosiva.

Ora, estamos habilitados a ver que:

Proposigao 1.6.3. (i) Qualgquer teoria/ldgica parcialmente trivial é parcialmente ex-
plosiva. (i) Toda légica explosiva ndo-trivial € parcialmente explosiva.

Mas uma légica com cidadania entre as légicas paraconsistentes deve, além de evitar
a trivializagdo, excluir de seu caminho a trivializacio parcial.

W. Carnielli e J. Marcos explicam o que significa dizer de uma teoria/16gica que
ela ndo é explosiva, embora seja controlavelmente explosiva.

Definicao 1.6.4. Uma teoria € controlavelmente explosiva em relagdo a um dado es-
quema o{Cy  Cn) se: a) 3C..Cp, tal quea(Cy Cn) e ~a{Cy,  Cp) néo sdo particulas
minimais, e b) ¥C,.. .V ¥B[I' 0(Cy, Cn), —o(Cy,. Cp) I+ B]

Surge um novo tipo de principio de explosdo, qual seja: L deve ser controlavelmente
explosiva. W. Carnielli e J. Marcos chamam esse principio de principio de explosdo
controldvel.

Dado o principio de exploséo controldvel, infere-se que:

Proposicio 1.6.5. (i) Qualquer teoria/ldgica explosiva néo-trivial é controlavelmente
ezplosiva.

Proposicao 1.6.6. (i) Qualquer teoria/ ldgica controlavelmente ezplosiva é finita-
mente trivializdvel; (i) Qualguer teoria/ldgica gentilmente explosiva € finitamente triv-
ializdvel, e ndo-trivial.

Vérias sdo as maneiras que fazem uma dada teoria/légica se tornar trivial per-
ante um conjunto de férmulas contraditérias. Existem muitos modos, portanto, de
se causar explosdo: suplementar, gentil, controldvel, parcial. Se desejdssemos definir
novas espécies de explosdo, poderiamos combinar as j4 vigentes. Naquilo que se refere
a explosdo gentil, o esquema que acrescido as férmulas contraditérias causa exploséo
ndo precisa ser, obrigatoriamente, a consisténcia de uma férmula. Poderia ser, por
exemplo, as formulas do tipo 04 (explosdio gentil modal). Se optéssemos por uma
explosdo modal, darfamos origem a uma outra hierarquia de iégicas paraconsistentes.

Passemos & compreensdo do que sao as LFIs e os C-sistemas.

1.7 LFIs e C-sistemas

Deseja-se, entdo, elucidar a definigao de (dgicas da inconsisténcia formal. Em um certo
sentido, pode-se dizer que tais ldgicas sdo Idgicas paraconsistentes capazes de mapear
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os operadores de consisténcia e inconsisténeia na linguagem-objeto. Isto é, sio 16gicas
capazes de falar acerca da consisténcia. De modo mais claro, uma LF1T é qualquer légica
nao-trivial na qual a consisténcia, apesar de nfo valer, seja capaz de ser expressada.
Contudo, uma LFI deve ser nac-explosiva, embora seja gentilmente explosiva.

A partir do exposto, temos um critério para determinar se uma légica é ou néo uma
LFI.

Dada uma légica L =< For,I->, seja For™ C For o conjunto das férmulas positi-
vas de L, isto €, o fragmento destituido de negacgio de For.

Definicao 1.7.1. Uma determinada ldgica Ly =< Fory,I-> preserva positiva-
mente a [6gica Ly =< Fory, k> se:

a) For{ = For}

b) (T'lky A <= T Ik A), para todo ' U {4} C Fory

Conclui-se que se L, preserva positivamente L, , entio L; é uma extensio conser-
vativa do fragmento positivo de L.

Para cbservarmos que o conceito proposto por W. Carnielli e J. Marcos de LFIs é
capaz de colocar inimeras légicas paraconsistentes sob o mesmo rétulo, vejamos o que
se apresenta:

Proposigao 1.7.2. Qualquer ldgica paraconsistente que preserva positivamente a ldgica
cldssica e possui particula minimal pode ser caracterizada como uma LFIL.

Demonstragao: Seja oA =%/ (4 — 1)V (=4 — L). Deve-se observar que oA
nao ¢ uma particula maximal, assim como {o4, A} e {cA,—A} ndo sdo triviais. To-
davia, {0A, A,—A} é uma teoria trivial. Com efeito, a definicao acima vale para toda
légica que tenha uma disjungéo adjuntiva-esquerda, isto é, um conectivo bindrio V tal
que (B V C) nao ¢ particula minimal, e para férmulas B e C tais que para quais-
quer férmulas B e C' e D e quaisquer teorias T' e A {{(I, B I+ D) e (A,C I+ D))
implica [I', A, (B V C) I D]}, bem como modus ponens: YI'YAYB(T', A, A — B\ B],
é suficiente. Basta escolher I' = {A}, B= (A — 1), A={~A}e C= (-4 — L) e
notar que tanto (I', BIF 1) e (A, C I+ L), por modus ponens. ]

Atentemos, agora, & definigio proposta por W. Carnielli e J. Marcos do que significa
ser um C-sistema.

Definicao 1.7.3. Uma ldgica Ly € um C-sistema baseado em Ly se:

a) Ly € wme LFI na qual a consisténcia ou inconsisténcia sdo expressadas por
operadores (no nivel da linguagem-objeto);

b) Ly ndo € paraconsistente;

¢) Ly preserva positivamente Ly.

Apresentamos, na préxima parte, o comportamento sintdtico e seméntico da lgica
Crin, @ l6gica “bésica” da inconsisténcia, suas extensoes, e a légica Ci.
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1.8 Algumas légicas da inconsisténcia formal

Nesta parte, estudamos propriedades sintdticas e seménticas de vérias 16gicas da in-
consisténcia formal, as quais foram propostas por Walter Carnielli e Jodo Marcos no
texto A Tazonomy of C-systems. Os autores consideram as LFIs a partir da légica
Crmin com o acréscimo de uma regra de inferéneia. Neste texto, mostramos que tal
regra €, na verdade, conseqiiéncia de um novo axioma. Isso nos permite continuar com
uma unica regra de inferéncia, ou seja, a regra de modus ponens.

1.8.1 Uma légica minimal paraconsistente

Em Limits for Paraconsistent Calculi, W. Carnielli e J. Marcos apresentam a ldgica
Crin- Esta pode ser denotada por Gy = < For, Ibyin> e é formada pelos seguintes
axiomas:

(Minl) Fuan (A= (B — A));

(Min2) Fie (A = B) = (A — (B = C)) = (A— C)));

(Min3) Fuin (A — (B — (AA B)));

(Mind) b ((AAB) — A));

(Min) b (A1 B) — B));

(Min6) Fmin (A — (AV B));

(Min7) bn (B — (AV B)):

(Min8) Fin ((A— C)— ((B— C) ~ ((AV B) — C)));

{Min9) Foin (AV (A — B));

(Minl0)r i (A V —A);

(Minll)bpy (m-A — A);

E mais a regra de modus ponens: A, A - B+ B

Ao analisar o conjunto de axiomas percebe-se que de (Minl)-(Min8) temos a légica
positiva intuicionista?, também denominada de légica positiva de Hilbert-Bernays. Se
acrescentdssemos & légica positiva intuicionista a lei de Dummett (4 V (4 — B)),0
principio do terceiro-excluido, a lei de redu¢do da dupla negagio, darfamos origem ao
sistema conhecido como Cpn. Pode-se, de imediato, constatar que vale o teorema de
deducdo.

Teorema 1.8.1. T AbFy, B=TFun A — Bj

Demonstragao: Em qualquer légica que contém os axiomas (Minl) e (Min2) e a re-
gra de modus ponens pode-se demonstrar, por indu¢do sobre o comprimento da prova,

4A lgica positiva de Hilbert-Bernays é o ponto de partida para Newton da Costa na construgio
da légica C;.
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a validade do teorema da dedugao®. o

O teorema da dedugdo continua vélido na Idgica modal paraconsistente do dltimo
capitulo.

Com uma relagdo de consequéncia que seja monotdnica e tramsitiva, e ainda a
regra acima, pode-se demonstrar a reciproca do teorema da dedugfo. Isso nos permite
compreender os axiomas como regras de inferéncia.

Usando também o teorema e sua reciproca, é possivel apresentar uma demonstragio
para o fato de que:

Teorema 1.8.2. Em Cpy, 0 principio de explosdo na forma (A — (—A — B)) nédo €
demonstrdvel.

O resultado acima nos mostra que Cpy;, é, realmente, uma légica paraconsistente.
Observemos que os axiomas (Min3)-(Min3) nos mostram que a légica C_;, satisfaz a
adjuntividade, e mesmo a disadjuntividade®,

Atentemos ao fato de que a logica C, , isto é, a légica que Newton da Costa
considerou o limite da hierarquia C,, nao & outra coisa além da légica Cp\{(Min9)}
¢ pdo € uma légica da inconsisténcia formal, dado que néo possui particula minimal.

W. Carnielli e J. Marcos provam ainda mais algumas propriedades acerca de Cpy,.

Proposigao 1.8.3. (T, Abmin B) € (A, ~A by B) = (T, A Fpin B)).

Demonstragao: Pelos axiomas (Min8) e (Minl0), modus penens, monotonicidade
e o teorema da deducio, obtemos o resultado desejado. O

Se retirdssemos de Cuyy, 0 axioma (Minl0), com o intento de obter uma légica que
rejeita o terceiro-excluido, isto €, uma légica paracompleta, entio nao estariamos aptos
a demonstrar a validade da prove por caseos apresentada na proposicio acima. Con-
segiientemente, qualquer légica da inconsisténcia formal e C-sistema construidos tendo
por base uma légica intuicionista seria incapaz de demonstrar o resultado anterior.
Demonsiragoes que usam a prova por casos serism perdidas.

Temos agora o seguinte:

5Veia por exemplo o livro Introduction to mathematical logic de E. Mendelson.

8Segunde W. Carnielli & J. Marcos, uma 1dgica L é adjuntiva-esquerda se para quaisquer duas
férmulas A e B existe um esquema o{A4, B), dependendo somente de 4 e B, com o seguinte com-
portamento: 3A43B tal que o{A, B) nio é uma particula minimal, ¢ VAYBYIVD[, A, B I+ D ==
I,o(A,B)ir D}

Uma Iégica L ¢ disadjuntiva-esquerda se para quaisquer duas formulas A e B existe um esquema
o{A, B), dependendo somente de A e B, com o seguinte comportamento: 3438 tal que (A4, B) nio
é uma particula maximal, e se VAYBVIVO[, ¢(A4,B) - D=T,4,B I+ D]
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Proposicao 1.8.4. Os aziomas (Minl)-(Minll), o esquema (A — (mA — B)) e
mais ¢ regra de modus ponens constituem uma aziomatizacdo correta e completa da
légica proposicional cldssica.

Quanto & seméntica, Cpy, possul provas de corretude e completude.
A seméntica, a qual é formada por um conjunto de valoracdes, para a Cpy, ¢ tal
que:
v) v(AAB) =1 v(d)=1ev(B) =1;
v2) v (AVB)~1¢x:¢»U(A)~Iouv(B)“ 1;
v3) vA—= B)=1l<=v(A)=0o0uv(B)=
v4) v(-ﬂA) =0=v({d)=1;
w8} v(-—A) =1= v(A) =1,
As valorages acima sdo0 capazes de gerar uma completude para Cyy,. Para tanto,
precisamos de defini¢bes intermedidrias:

Definicao 1.8.5. Um conjunto de formulas AU{G} em Cpy, € G-saturado se A Fg

min

G e para qualguer formula A de Coy, tal que A ¢ A, for o caso que AU {A} Fewe G-

Qualquer conjunto nio-trivial T’ de férmulas de Cpy, tal que T ¥_ B pode ser
estendido a um conjunto G-saturado, conforme o lema de Lindenbaum.

Lema 1.8.6. Seja AU{G} um conjunto de férmulas de Cyy, tal que A € G-saturado.
Entao:

AFAe AcA;

(1)A/\BEA¢=>A@AeBEA

i)y AvBeAw® AcAou BeA;

(ivJA-BeAs A¢dAeBeA,;

(V) Ag A= -AecA;

(vi) -w—ﬂAé-EA:-}AEA
Demonstragao: (i) Se A Ade A ¢ A, entdo AU{A} - G, uma vez que A é
G-saturado. Pelo teorema da deducdo, temos que A = A — G ¢ por isso, A - G. Tal
fato ndo pode acontecer, pois A é G-saturado. A volta é imediata.

(i)SeAnBeAentioAFAeAFB. Daf, AcAeBeA SedcAeBecA
segue-se que A+ AAB e, comisso, ANB € A.

(ii)Se AVBeAentdio A Aou A+B. Dai, Ac AcuBeA.Se A€ A ou
BeAsegue«sequeAF-A VB e, com isso, AV B € A.

Para (iv), {v) e (vi) deve-se proceder como acima. i

Constata-se que uma valoragao para Cp, é uma funcio caracteristica de um con-
junto G-saturado tal que:
v(Y)=1,5e Y € A,
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v(Y)=0,5¢e Y ¢ A
A funcio acima satisfaz todas as cldusulas do lema.

Teorema 1.8.7. A ldgica Cry, € completa em relagdo d semdntica paraconsistente de
Com: (TEA=THA)

Demonstragao: Suponha, por contraposigio, que I' ¥ A. Como I' é nao-trivial,
pode ser estendide a um conjunto A-saturado A. Como A ¥ A, por (i), sabemos que
A € AL A fungdo caracterfstica apresenta uma valoragio que é modelo de A e é tal que
v(A) = 0. Como coroldrio, A¥ A Mascomo T C A, TE A I

1.8.2 A ldgica bésica da (in)consisténcia

Acrescentemos ao conjunto For de Cpy, um novo operador capaz de mapear o conceito
de consisténcia. O operador de consisténcia é undrio, parecido como as modalidades
da légica modal. Adicionemos ainda um novo axioma, a qual concretiza o ideal do
principio de explosao gentil:

(bel) Fic (oA — (A — (=4 — B)))

Como imediato se constata, a regra oA, A,—A ke B que estd no Tazonomy é
conseqiiéncia imediata da aplicacdo da reciproca do teorema da deducao ao axioma
(bcl). Ao longo deste capitulo, ndo usamos mais que a regra de inferéncia modus
ponens. Todas as regras do Teronomy sdo vistas aqui como conseqiiéncias dos ax-
iomas. O motivo de fazer a mudanca é que é possivel encontrar extensdes da légica
bC+oA, A, ~A Fyc B nas quais ndo vale o teorema da dedugdo ao passo que nao é
possivel obter tajs extensdes se temos bCtpe (04 ~ (A — (A — B))).

O operador c aplicado & férmula A nos diz que “A € consistente.” A regra afirma
que se uma férmula A é consistente e, ao mesmo tempo, contraditdria, entdo ela ex-
plode. Mas podemos dizer de uma férmula que ela explode e é contraditéria? essas
propriedades nao sao somente de teorias? podemos considerar f6rmulas como teorias
unitérias?

De todo modo, a légica que surge com o acréscimo do axioma (bcl) ao sistema
Cruin € a l6gica bésica da (in)consisténcia, ou seja, bC. Nio é claro o motivo de chamar
bC de 16gica bésica da inconsisténcia, uma vez que ela nem sequer tem um operador
de inconsisténcia. Mas é bC uma LFI? Para respondermos a esta questio precisamos
observar os requisitos para se ter uma ldgica da inconsisténcia formal. Ora, a ldgica
em questao nao € explosiva, uma vez que nio vale o prineipio de explosdo. Todavia, é
gentilmente explosiva, dada a regra (bel). Pode-se definir uma negagao forte ~ para bC
do seguinte modo: ~ A =%/ (=A4A o4). Como consequéncia, temos [A,~ A Fyc Bl.
Dada a adjuntividade de bC, temos que uma particula minimal seria (AA ~ A), para
qualquer A. Deste modo, bC é uma LFL
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Das duas negacoes, pode-se dizer que a paraconsistente — é uma negacio fraca, uma
vez que é naoc-explosiva. J4 ~ & forte, pois, além de ser explosiva, é a paraconsistente
acrescida com a consisténcia. Temos critérios seguros para determinar quando umea
negagdo é paraconsistente?

W. Carnielli e J. Marcos provam mais alguns resultados acerca de bC:

Teorema 1.8.8. bC ndo tem teoremas da forma oA.

Demonstracao: De fato, pois se tivesse teoremas da forma oA, teriamos, dado o
axioma {bcl) e modus ponens, (4 — (~A — B)) de modo que a nossa $dgica perderia
seu cardter paraconsistente. a

W. Carnielli e J. Marcos apresentam resultados que realizam uma interagio entre
a légica classica proposicional (LPC) e a logica bC, quals sejam:

Teorema 1.8.9. [T Frpo Al @ [o(A),[' e A], onde o{A) = {cB: B e A} e A ¢
wm conjunto finito de formulas.

Demonstragao: Para ver que ' Frpe A] = [6(A), T Foc A] repare que é possivel
reproduzir linha por linha de uma prova em LPC no interior da légica bC, de modo
que quando for preciso utilizar (A — (—A — B), deve-se, ao contrério, recorrer  regra
(bel), adicionando como hipétese a consisténcia da férmula. A reciproca é imediata. O

A légica bC € uma extensao tanto linguistica quanto dedutiva de Cpy,. De fato:
Teorema 1.8.10. bC € uma extensdo conservativa de Cuip.

A apresentagdo original, feita por Newton da Costa, das légicas paraconsistentes
da familia C,,1 € n € w, ndo apresentava uma forma de explosao gentil, mas fazia
uma restricio na regra de reducio ao absurdo.

(RAQ) oB,(A -+ B),(A— ~B)+ —A

Para a reducgo ao absurdo funcionar seria preciso que a férmula contraditéria fosse
ainda consistente. Como ¢ fécil de se notar, (RAO) pode ser vista como a prépria regra
(bel) .

Consideremos agora duas versoes alternativas das regras (bel) e (RAO):

(be0) oA, A, —A by B,

(RA1)oB,(~A — B),(~A — ~B) | 4;

Claramente, (bc0) realiza o principio de explosio parcial, além do principio de
explosio gentil. Acontece a explosio somente em relagdo a um dado esquema. No caso
acima, somente em relagio &s férmulas negadas.

Segundo W. Carnielli e J. Marcos, algumas formas restritas de redugio ao absurdo
valem em bC:
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Teorema 1.8.11. Vale em 6C:

(1) [Tk oA) e (A, Bl A) e (A, Blyc =A) = (I,A A ke =B)];

(i) (T, B o 04) e (A, Bl A) e (A, B hye =AY = (T,A A byo =B));

(iii) [(I‘ -5 e OA) e (/.’33, -~B %'bC A) e (A, -B e ﬁA)] = (F, &A E_bC' B)]
Demonstragao: (i) Segue-se imediatamente de {RA0).

(ii) Infere-se de (i) com o auxilio da reflexividade e da prova por casos.

(ii) £ apenas uma variacio de (i), desde que se faga uso de (Minl1). O

O teorema abaixo é responsével por enunciar algumas das propriedades cruciais da
légica bC.

Teorema 1.8.12. Temos:

(i) (A A ~A) ndo é particula minimal em qualquer légica que seja extensdo para-
consistente de bC.

(if) (A A —A) e 7(—A A A) nao sBo particulas maximais em bC.
Demonstragao: (i) Vejaque A — (—A — B) nao é vilido. Dai, pela disadjuntividade-
esquerda, (A A -A) # L

{ii) Deve-se recorrer 4s matrizes trivalentes da légica P*. O

Do ponto de vista da légica cldssica, é comum, e bastante intuitivo, o fato de que as
contradi¢des ndo sdo objetos consistentes. Em bC, W, Carnielli e J. Marcos expressam
algumas relagoes entre contraditoriedade e consisténcia. Como a seguir:

Yeorema 1.8.13. Sao teoremas em O

(i) Foo (A — (=4 — =0 A));

(filFoc (AA—A) — =0 A

(ili)Foc (oA — (AN —A));

(IV)i‘bc (cA — ={=A A A)).

Em bC, consisténcia implica nado-contradicao, mas a volta nfo acontece. Con-
tradigio implica nio-consisténcia, mas ndo vale a volta.

A forma regular tradicional de raciocinio por contraposicao nio vale em bC. To-
davia, temos algumas restrigdes, tais como:

Teorema 1.8.14. Sdo formas restritas de contraposicdo que valem em bC:

(i) Foc (0B — ((A — B) — (=B — ~4)));
(ifrac (0B — ((A — =B) — (B — =A)));
(iil)pc (0B — ((mA — B) — (=B - A)));
{(iv)e { 0B — ((mA — =B) — (B — A)));
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Um fato interessante que acontece em bC é que [ 0B, (A — B) bye (=B — —4)],
ou seja, dada a consisténcia de B, e se A implica B, entdo pode-se inferir contrapositi-
vamente. Contudo, se for dada a consisténcia de A, tal raciocinio néo se segue. Assim,
néo vale em bC [04, (A — B) by (=B — —A4)].

Acontece que muitas propriedades que séo vélidas no contexto da iégica cldssica
ndo sdo validas em bC, e, conseqiientemente, em nenhuma extensio desta légica. Re-
paremos alguns “defeitos” inatos de bC. Considere, por exemplo, os conectivos A,V e
— de bC. Eles ndo podem ser interdefinidos:

Em bC, vale: (i) (=4 — B) by (AV B).

Mas nao vale:

(i) (AV B) o (A — B);

(ii) ~{(—A — B) by (A V B);

(iv) ~(AV B) e =(=A — B);

(v) (A — B) bac ~(A A ~B);

(Vi) =(AA ‘WB) Foc (A — B);

{(vii) =(A ~ B} bsec (AA=B);

(viii) (AA=B) by =(A — B);

(ix) =(A A B) by (A vV -B);

(x) (=AY —B) Fye ~{A A B);

(xi) ~(=AV =B) boc: (AN B);

(Xll) (A A B) ?""‘bc —|(—1A v "'*B),

Para demonstrar os resultados acima pode-se utilizar o procedimento de deciséo,
via tableaux, para a légica bC o qual é capaz de dizer, de cada férmula, se ela é ou
ndo uma tautologia”. W. Carnielli e J. Marcos provam vérios teoremas, dentre eles:

Teorema 1.8.15. O silogismo disjuntivo [A,(~AV B) F B ] ndo vale em nenhuma
extensdo paraconsistente da ldgica cldssica ou intuicionista positiva.

Demonstragdo: Assuma que [A,(~AV B) I B ] seja vélido. A partir de (Min6),
[mAF (~AV B)]. Pela transitividade de b terfamos [4, =4 + B].

Teorema 1.8.16. A forma usual de contraposicio [(A — B) Fye (=B — =A)] ndo
vale em nenhuma extensdo paraconsistente de bC.

-

Demonstragao: Suponha que a lei acima seja vélida em algum extensdo para-
consistente de bC. Por (Minl), temos que [B + A — B ] e, pela transitividade [B
Fyo (mB — =A)] . Assim, a ldgica bC seria parcialmente explosiva em relacdo as

70O procedimento de decisao para a légica bC se encontra no texto Tableaur System for Logic of
Formal Inconsistency de W, Carnielli e J. Marcos.
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férmulas negadas. Assumindo A = —C, [B, =B by €], com o uso de (Min1i). Por-
tanto, chegariamos até o colapso de bC com a légica cléssica. i

Notemos que o resultado acima pode ser estendido para qualquer légica que seja
extensao da légica cléssica positiva e que ndo seja parcialmente explosiva em relacio &
negac¢do paraconsistente.

Assumindo que nao seja vélida a lei de contraposicao, segue-se que também néo é
valida a lei de intersubstitutividade dos equivalentes demonstraveis (IpE).

Com efeito, dado um determinado esquema (4, ..., A,), a lei acima pode ser

enunciada como:
VB,..VB,[(A1 « By)e...e (A, & B)] = 0(A1,..., 4x) < o{B, ..., B,)]

Teorema 1.8.17. Vale em 8C:

(i) (A A B) v (B A A);

(i) (AV B) <4 (B A);

(iii) (AA=A) oo (mANA);

Mas néo vale:

(') 7(AAB) eme ~ (B AA);

(i) = {AV B) <40 = (B V A);

(ili") (A A A) e (AN A);
Demonstragao: Para (i), (ii}, (ili) é suficiente utilizar as leis da légica classica posi-
tiva. Para (i), ("} (i"’) veja Tazonomy. 0

Tajs fatos j& eram esperados, uma vez que néo vale (IpE).
Coroldrio 1.8.18. (IpE) ndo vale em bC.

Sabemos que a légica bC ¢ correta e completa em relacio 4 seméntica de val-
oragdes®. Com o fim de apresentarmos a demonstragio, consideremos, inicialmente,
uma bC-valoragio como uma fungio do tipo vse : Forye — {0,1} tal que:

v} mc(AAB) =1 <= ue(A) =1 e ve(B) = 1;

U?) vpe(AV B) =1 <= we{A) =1 ou ve(B) =1;

?,?3) ’ch(A — B) ] e ’ch(A) ={ou Ug,c(B) =1;

vd) vpo(nA) = 0= vc(d) = 1;

’U5) ’ch(—l‘lA) =1= ’ch(A) =1

v6) me(0A) = 1= we(A) = 0 ou vpe(—A) =0 ;

A seméintica para bC é dada pelo conjunto das valoragdes que respeitam as clusulas
acima. B facil ver que as valoragdes de Cpy, e bC tém um nticleo comum, mas bC

®Para um estudo seméntico das LFIs pode-se estudar os textos de W. Carnielli e J. Marcos, em
preparagio, Semantics for C-Systems, bem como Logics of Formal Inconsistency, com a participagio
de M.E.Coniglic.
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possui uma cldusula a para o operador de consisténcia. A demonstracio de corretude,
como usual, é imediata.

Teorema 1.8.19. SeT U {A} € um conjunto de férmulas de bC, entdo T by A se,
e somente se, I By A.

Demonstragdo:  Basta mostrar que todos os axiomas de bC assumem somente o
valor 1 em qualquer bC-valoragio e que o (M P) preserva a validade. g

Para demonstrar a completude precisamos de algumas definicdes e de alguns lemas.

Definicao 1.8.20. Um conjunto de férmulas AU{G} em bC € B-saturado se A Fue G
e para qualquer férmula A de bC tal que A ¢ A, for o caso que AU {G} by B.

Dai, temos:

Lema 1.8.21. Qualguer conjunto ndo-trivial I' de formulas de bC tal que I' Foe B
pode ser estendido a um conjunto B-saturade.

Lema 1.8.22. Seja AU{G} um conjunto de férmulas de bC tal que A é G-saturado.
Entéo:

(Al Ae Ac A

(i ANBeA o AeAeBeA;

(i) AVBe A Ac Aou Be A

(ivJA-BeAe® AdAe Be A

VAgA=-Ade A

(Vl) —4dc A=A

(viijoAc A= A¢ Aou-A¢gA;
Demonstragio: Consequéncia direta dos axiomas de bC. Vejamos a cldusula (vii),
a qual ainda ndo foi demonstrada. Suponhamos que cA€ Ae A€ A e~4 € A, Por
(i} AFec oA, Ay Ae D bye —A Mas assim A by G, para todo G. S6 que A é
G-saturado. 0

Lema 1.8.23. A funcdo caracteristica de um conjunto G-saturado de férmulas de bC
define uma bC-valoragdo tal que vyc(B) = 0.

Teorema 1.8.24. 1 Fyo A implica I Fyo A.

Demonstracao: A prova é usual e feita por contraposicgo. Suponhamos que I" ¥4 A.
E mais, I" pode ser estendido a um conjunto A-saturado A. Desde que A Ko A4, entdo
A ¢ A, pelo lema. Pelo lema da funcio caracteristica de A temos que para qualquer
B € A, wo(B) = 1 enquanto o we(A) # 1. Portanto, A ¥y A e, em particular,
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Neste momento, faz-se ttil estender a linguagem de bC com um outro conectivo.
A l6gica bC é somente a primeira de uma série de logicas paraconsistentes capazes
de formular na prépria linguagem-objeto os operadores de (in)consisténcia. Desta vez,
iremos usar o operador undrio s, o qual representa a inconsisténcia de uma férmula.
Assim, “eA” 1é-se como “A é inconsistente”. Desde j4, sdo apresentadas varios axiomas
que interagem e e o. Tais regras, quando unidas & regra de (bel), ddo origem a vérios
sistemas intermediérios entre as légicas bC e Ci.

Assim:

(be2) P me A — 0 A;

(bCS) lmbbC 04— .A;

(bcd) Fiope #A ~+ = 0 4;

{(be5) Fpwe 0A ~ — e A;

(chn) }'_bbbb{'f -0 4 — -2 A,

(bc’?n) }“bbbbC " d— —ntl o A;

Em (beén) e (beTn), temos hiperliterais nos quais n representa o nimero de ocorréncias
do simbolo de negacio —.

Vejamos como obter as 18gicas bbC, bbbC e bbbbC a partir de b(C:

bbC = bC-+(be2) + (be3)

bbbC = bbC + (bed) + (beb)

bbbbC = bbbC+(bc6) + (beT)

Até este momento, seria possivel obter uma dualidade entre os operadores o ¢ e,
isto é, eles sao interdefiniveis?

Poderiamos definir a consisténcia em funco da inconsisténcia e vice-versa em bC e
bbC? De fato, ainda que fizéssemos valer o4 =%/ ~e 4 ¢ 0 4 =%f ~ 0 4 nio terfamos
a garantia de que cA - —e A,

Como resultado bastante curioso e tipicamente distinto dos resultados tradicionais,
W. Carnielli e Joao Marcos concluem que a contradi¢do implica a inconsisténcia, mas
ndo se dé, como se sabe, que a inconsisténcia implique a contradi¢o. Portanto, néo se
tem necessariamente a equivaléncia entre os conceitos de contradicao e inconsisténcia.
E a dualidade entre os operadores ¢ e # ainda ndo é alcancada. Mas ¢ se tivéssemos
por escopo atingir a identificacdo entre contradicdo e inconsisténcia? E a dualidade?
Pois entéo, a logica Ci é wma resposta as duas perguntas.

1.8.3 A ldgica Ci

A busca pela equivaléncia e pela dualidade ndo se esgota nas légicas da familia bC.

Consideremos ¢ seguinte esquema de axioma:
(ci) Foy (8A — (AA-A));
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A légica Ci é a légica obtida acrescentando (ci) & légica bbbC,

Assimi:

Ci = bbbC+(ci)

Mas quantas légicas exatamente existem entre bC e Ci?

Conseqgilientemente, pela prépria construgao da légica Ci, a equivaléncia entre oA
e (A A —A) pode ser obtida. Na légica Ci os conceitos de contradicdo e inconsisténcia
se encontram e a dualidade entre o e o € estabelecida. Além dessas duas propriedades,
podemos dizer, dada a abordagem usual das LFIs, que a partir de Ci podemos er-
guer varios sistemas paraconsistentes. Inclusive, a légica modal paraconsistente que
propomos tém por base a ldgica Ci.

Um teorema que facilita algumas demonstragdes e nos mostra o porqué da légica
Ci ter a dualidade entre inconsisténcia e consisténcia é:

Teorema 1.8.25. Uma aziomatizagio equivalente pare Ci € dada se considerarmos
somente os aziomas (Minl)-(Min11), (bel), (i), e (MP), e uma das duas defini¢ées
s A =def g AoucA =def - e A

Mesmo assim, muitas inferéncias e propriedades ngo valem em Ci: Examinemos a
proposi¢io abaixo:

Proposicdo 1.8.26. Vale em Ci

(i)}—c‘i (w0 A — (A N “1.14))

mas:

(ii) Foi (m(A A =A) — 0A);

(ill) Fo; ((mA A A) — 0A).
Demonstragao: (i) Como temos a regra A F¢; (AA—A) e o teorema acima segue-se
=0Alg (AN -A).

Para (ii) e (iii) pode-se recorrer ao procedimento de decisdo ou a algumas matrizes
trivalentes que aparecem em JTazonomy. G

O principio de nfo-contradicio em sua formulacio na linguagem-objeto no é uma
tautologia em Ci:

Teorema 1.8.27. —(AA-A) e ~(=AA A} ndo sdo particulas mazimais em Ci.

Podemos verificar que emn Ci temos novos de modos de explosdo gentil e reducio
ao absurdo, como se constata em:

Proposicao 1.8.28. Valem em C% o sequinte:

(i} oA, ®A ey B;
(ii) 0A,m o At B;
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(ifi) o4, = o A Fo; B;

(iv) (T, Bblei0A) e (A, Bl o4) = (A g =B);

(v) (T,BtgioA)e (A, Blg mo A = (T,A be; —B);

(vi) [(F,Blg;oA) e (A, Bleg; —e A) = ([ Al —B);
Demonstracdo: Por (ci) oA b (AA—A) e por (bel) oA, A, A by B demonstra-se
(i) oA, 0A oy B. (ii) e (iii) sao conseqiiéncias de (i) e (be2)-(bed). Os outros itens séo
da regra de redugéio ao absurdo para a légica Ci. Wi

W. Carnielli e J. Marcos mostram também relacdes entre a consisténcia e o fato da
férmula ser controlavelmente explosiva.

Teorema 1.8.28. Um dado esquema em Ci € demonstravelmente consistente se, e
somente se, Ci é controlavelmente explosiva em relagio ao esquema. Formalmente,

(T i 0A) & (T, 4, —A b¢; B)].

Demonstragdo: Para [(I" F¢; 04) = (T, 4 -A Fe; B) deve-se aplicar {bcl) e a
transitividade da relago de conseqliéncia. Ja para a volta, observemos que de (ci) ,
(bc3) e trapsitividade, segue-se que —o A g (A A —A). Mas pela hipétese de que
(I'A,—A F¢; B). conclui-se que =0 A = 1. Por isso, b¢; =m0 A e, por (Minll),
}—Ci OA. O

O teorema acima é uma ferramenta para fazermos demonstracdes tais como:
Proposicao 1.8.30. Alguns teoremas de C7:

(i) Feioo 4

(ll)i_cz — e OA,

(i) 0 @ A

(iv)iro; e @A,

(v) Fgi om0 4

(vi) Fey memo A;

(Vﬁi) }_Cz' o™ e A,

(Vlii) l_Cz' e e A;

Observemos que tanto férmulas consistentes quanto inconsistentes sdo consistentes.

Quanto A contraposicao, podemos estipular também em Ci algumas formas mais
restritas que as que ocorrem na légica bC. W. Carnielli e J. Marcos mostram que:

Proposicao 1.8.31. Séo formas de contrapesicdo introduzidas por Ci

(i) (A — oB) Fe; (mo B - —A);

(ii) {A - -0 B) bg; (0B — —A);
(iii) (=A — oB) Fg; (mo B — A);
(iv) (FA— =0 B) Fg; (B — A).
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Proposi¢io 1.8.32. Se adiciondssemos ¢ Ci [{AF B) = (=B F -A)}, causariamos
o colapse de Ci na ldgica cldssica.

Demonstracdo: De (cil), (ci2) e (be3) obtemos =0 Abg; A e m 0o A ke —A. Su-
ponha que [{A F B) = (=B + -A)]. Como temos {Minll), infere-se =4 ¢; oA e
——A k¢ 0A. Dai, pela demonstragéo por casos, Fe; 04, para todo A. Mas isso faz Ci
perder sua personalidade paraconsistente. O

Teorema 1.8.33. Em Ci: (i) (bc2) prova (be8) e vice-versa; (it) (bed) prova (beh) e
ViCe-VErSa.

Proposicao 1.8.34. Ci prova o seguinte:

(1) 0A Fgy om4;

(i)o=A Fc; 0 A.
Demonstragao: De (ci) e (bed), temos que {—o—A F¢; (mAA——A4)]. De Cry, temos
gue {(~AA-A) Fo; (AA-A)]. Contudo, sabemos que {A A =A4) b¢; =0 A. Portanto,
—mo=A g = o Al Agora, por {bc3) e (bed) provamos (ii). Para (i), pode-se seguir a
mesma regra e utilizar (=4 — =0 B) Fg; (0B — A) =

Proposicao 1.8.35. Fm C%:

(}) oA ;“‘Cz— sy A,

(ii).A i’“’“ci ——e A,

Deste modo, fica facil perceber que obtivemos a dualidade pretendida.

Notamos, com efeito, que Ci é capaz de suportar definigdes do tipo:

Py def. oA

oA =%l —e A

Podemos facilmente demonstrar que as férmulas —{cAA -0 A), =(cA N eA), ~(—e
AN-o0A)e (- AN eA) 580 todas equivalentes.

Para demonstrarmos a compietude de Ci devemos acrescentar &s valoragdes de bC
uma cldusula tal que:

voi(d) =1 = vg(A)y=1evg(mA4) =1

E provar que:

Lema 1.836. ¢Ac A=A A e-4dec A

Demonstracdo: Suponhamos que o4 € A, Dai, A I e4. Pelo axioma (ci), temos
que AFAA-A Comisso, AN—AcAedaiAcAe—4Ac A |

Depois basta proceder como na légica bC.
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Acerca da reducéo de (in)consisténcias

Leis de redugao na légica modal 85 Em uma légica modal conhecida como 85 é
o caso que se temos uma modalidade M e uma férmula bem-formada A4, pode ser de-
monstrado o fato que MTJA é equivalente a 0A e M{$A ¢ equivalente a $A. Portanto,
em S5 existem derivagdes das seguintes regras de reducio:

(R1) O0A = OA;
(R2) O0OA = OA4;
(R3) OCA = $A4,;
{R4) ¢0A = 04;

O resultado acima pode, claramente, ser estendido a M™, onde n denota o nimero
de ocorréncias de uma modalidade.

Nossa questao é saber se podemos obter leis andlogas de redugéo, mas usando a
légica Ci.

Reducoes impossiveis
Proposicac 1.8.37. Fdrmulas como e ¢ A ¢ @ 0 A sdo particulas minimais em Ci.

Demonstragao:  Apenas note que A o (A A —=A) e que oA, -0 A kg Be
.A, —eA '“C’z' B. 0

Corolario 1.8.38. As seguintes formulas sdo todas particulas minimais em C%

(i) ome A4
(it) @— 0 4;
(iii)= o 04;
(ivi— o e4;
(Vimomo 4
(vi} no—e A
Demonstragao: Examine a proposicdo acima. |

Teorema 1.8.38. Ndo existem leis de redugdo, como na ldgica modal 85, em Ci. De
fato, nao valem:

(i)oo A = oA
(ii) o @ A = o A4;
(iii)o @ A = e A;
(iv)jeo A = oA;

Demonstragdo: Para (i) observe que se ¢; 0 ¢ A = oA, entdo, por (bel) e sub-
stituicdo uniforme, o 04, A, = A b, B; Contudo, temos que F¢o; 0 o A e isso nos leva
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até ao principio de explosio A, =A F¢; B causando, portanto, o colapso de Ci com a
légica proposicional cléssica, e, por essa razdo, perdendo o seu cardter paraconsistente.

Para (ii},seee A=04, ecomo em Ci (AA—A) =eA. Masee A=eA A0 A
Por isso, em Ci eAA—e A= 1. Logo, (An-A)= 1.

Para (iii), supondo o e A = 9A. Em Ci,ce A= T. Logo, 4 = T e do axioma (ci)
concluimos que (A A=A} = T e, portanto, para um A arbitririo. Assim, deriva-se a
trivialidade.

Para (iv), supondoec A =cAeumavez que coA = T, segue-se que 00 A = 000 A.
Mas em Ci sood moo0AA—~coAecomooocAA—-ocoA = L. Seguese que L ¢
particula maximal e assim temos a trivialidade. O

Proposicdo 1.8.40. Em Ci, muitas redugdes sdo impossiveis, por ezemplo:

(i} o» A= 04

(lij~wed = o4,

Interessante é notar que em bC néo temos fatos ou proposicoes atémicas que sejam,
elas mesmas, consistentes, pois vimos que néo é possivel demonstrar coisas do tipo
Fro 0A. Isso nos leva até & ontologia. Por outro lado, a consisténcia pode ser atribuida
a fatos consistentes, se estivéssemos em Ci uma vez que temos Fg; o o A.

Na préxima etapa, expressamos, no interior de Ci, a 18gica cldssica proposicional.
Abordamos extensoes da légica Ci, isto é, dC-sistemas.

1.8.4 A légica eLPC e os dC-sistemas
LFIs e a légica proposicional classica estendida (eLPC)

Existe um modo bastante simples de causar o colapso das LFIs baseadas na ldgica
cldssica com a prépria logica clssica - basta que seja possivel demonstrar o esquema
A — (=A — B). Isso quer dizer que podemos expressar a ldgica cléssica do interior
das LFIs.

W. Carnielli e J. Marcos comegam a partir da construgio de um sistema que serd
uma extensdo de LPC. Esta é obtida com o acréscimo de operadores de consisténcia e
inconsisténcia. Estes possuem matrizes tais que ¢ sempre toma o valor distinguido 1.
Por outro lado, e € constante e igual a 0. A légica obtida é designada por eLPC.

Dada qualquer axiomatizacao de LPC (Hilbert, Frege, Lukasiewicz e Tarski) obtém-
se uma axiomatizagio para eLPC com ¢ acréscimo do seguinte esquema de axioma:?

(ext) IweLPC oA

O operador de inconsisténcia e pode ser apresentado pela seguinte definicao:

oA =%F =0 4;

$J4 aqui tem sentido falar em fatos atdmicos consistentes.
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Ou seja, a inconsisténcia em eLPC ¢ definida como em Ci. Além disso, a regra
[0A, A,—A F.rpe B] vale, de tal modo que se pode expressar o principio de explosio
gentil. Todavia, deve-se atentar ao fato de que Frpc oA faz eLPC ser, além de
gentilmente explosiva, explosiva pura. Ora, por isso, eLPC nio pode ser uma LFI, mas
somente uma légica consistente, pois é gentilmente explosiva e VAVT(VB € A{ANT I+
By

E importante ressaltar que a légica Ci é um fragmento de uma formulagio alter-
nativa da légica classica. B garantido o fato de Ci ser uma légica nao-contraditéria.

Tanto bC quanto Ci apresentam negacdes fortes, ambas definidas do mesmo modo,
qual seja: ~ A =%/ (~ANc4). Todavia, tal negacio ndo se comporta do mesmo modo
nas duas ldgicas.

Consideremos, novamente, qualquer axiomatizagéo da 16gica cldssica. Uma negacéo
comporta-se classicamente se, para qualquer conectivo da forma -+, acontecer o se-
guinte:

(AI‘EIO) ;'_Ait (A Vv —-A),

(Alt12) b an (A — (+A — B)).

Conseqlientemente, para mostrar que a negacgao forte em Ci tem comportamento
clssico, basta demonstrar que (Alt10)-(Alt12) sdo vilidos em Ci, se se troca + por
~. A cladusula {Alt11) segue-se de (Alt10) e (Alt12).

Com efeito, W. Carnielli e J. Marcos provam o seguinte lema:

Proposicao 1.8.41. Sdo teorernas de Ci

{i) Foi (AVod);

(ii) Fos (A V o A).
Demonstracdo: (i) Por (Min7), conclui-se que [0A F¢; {4V oA4)l. De (ci) segue-se
que [- 0 A +¢; A]. Com isso, por (Min6) e transitividade [- o 4 F¢; (AV 0A)]. Por
casos, conclui-se (AVcA). Para demonstrar (ii) deve-se operar do mesmo modo, sé que
usando (ci). 0

A partir da proposico acima, ndo se tem dificuldade de apresentar uma demons-
tragdo para o fato de que:

Teorema 1.8.42. A negagdo forte ~, em Ci, € clissica.

Demonstragdo: Temos que mostrar que (Alt10)}-(Alt12) sdo verdadeiros para a
negacao de Ci, a qual é definida como (—A A o4). Para vermos que (Alt10) vale para
~ & preciso que (Alt10) b4 (AV +A) seja 0 caso substituindo + por ~ . Assim, temos
Fei (AV (mA A oA)). Esta é equivalente & Fg; {(AV =A) A (AV 04)), a qual é uma
particula maximal. (Alt12) segue-se da defini¢do de negagéo forte bem como da regra
(bcl). J& (Altll) é o caso porque [~ ~ A, A F¢; A] (reflexividade) e, por (Alt12)
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temos [~ ~ A, ~ AFg; Al Com isso, usando uma variacio da prova por casos obtida
por (Alt10), resulta que [~ ~ A Fg; A]. -

Interessante ¢ que temos, como mostram W. Carnielli e J. Marcos, a partir da
negagao forte, uma traducdo conservativa de LPC em Ci, conforme se nota abaixc.

Teorema 1.8.43. A funcao abaizo é uma traducio conservativa de LPC em Ci .

{t1.1) t;(p) = p, se p é uma férmula atdémica;

(t1.2) t1(ALB) = t1 (A (B), se f € {A,V, —};

(t1.3) t1(—A) = ~ t,(A).

Deste modo, é 0 caso que [T Frpe Al <= [t: 1] Fos t1{A)].

Corolario 1.8.44. Pode-se traduzir conservativamente e LPC em Ci :

Para tanto, é necesséario estender a fun¢do acima com o acréscimo de:
(t1.4) t1(cA) = oo t;(A).

Teorema 1.8.45. A [dgica bC tem uma negacdo cldssica.

Demonstragao: Sabemos que AA (mA A oAd) =1 . Se uma ldgica é nao-trivial e
tem particula minimal, entdo ela admite negacio forte, conforme demonstrado anteri-
ormente. Por isso, podemos definir uma negacéo forte em 4C como bt A =% (4 — 1),
A negagdo pa é cldssica, pois by {AV ({A —1)) € uma insténcia do axioma (Min9).
E (paa A — A) também é verdadeiro, assumindo que [({(4 —1) —1), (4 —1) Fuel],
por modus ponens. Mas temos que [Lk,c A e que [{A —.L) —»1}, A by A Com isso,
pela prova por casos introduzida nesta demonstracio chegamos até [(A — L) —1) by
Al O

Temos ainda que:

Proposicdo 1.8.46. FEm Ci as duas negagdes fortes sdo cldssicas e equivalentes (to-
davia, nem todas negacdes fortes de Ci sdo cldssicas).

1.8.5 Os dC-sistemas

Apesar das légicas paraconsistentes serem, pelo seu préprio cardter e conteddo, caracte-

rizadas como logicas heterodoxas, a nova abordagem feita do universo dos C-sistemas,

nos permite concluir que existe o ortodoxo no heterodoxo, e ainda, o clédssico no nao-

classico. Ora em se tratando de paraconsisténcia, a abordagem tradicional é aquela

que identifica contraditoriedade com inconsisténcia. E a ndo-cldssica aquela que aceita

ser a distincao entre contraditoriedade e inconsisténcia vidvel em vérios niveis.
Recordemos como funcionam as coisas em €1 :

51



(i) #A gy (AA=A), mas cA Fo; —(A A —A).

Percebe-se que em C7 os conceitos de contradigio e inconsisténcia sao equivalentes.
Todavia, ndo se pode definir nem e nem o com a ajuda apenas dos outros conectivos.
E af estd o motivo pelo qual a Idgica Ci nao pode ser vista como um dC-sistema.

Os dC-sistemas sio C-sistemas. Duas propriedades fundamentais daqueles sio:

1) Os conceitos de contradigao e inconsisténcia sio identificados;

2} Os operadores ¢ e » s&o definiveis a partir dos outros conectivos.

Com isso, C'¢ nao é um dC-sistema, uma vez que ndo satisfaz a cliusula 2.

Consideremos ¢ seguinte:

Os axiomas (Minl)-(Minl1), (bel), (ci}), (MP) e a defini¢do de o em funcio de o
malis a seguinte regra:

(c]) ~{(AA~A)F oA;

A l6gica dada pela axiomatizagao acima é denominada de Cil. O axioma (c¢1)é o
que falta para termos os dois operadores definidos a partir dos outros conectivos. Com
isso, temos o primeirc dC-sistema.

Proposigao 1.8.47. Nenhuma extensio paraconsistente de Cil pode ter —(A A —A)
como teoremna.

Demonstragdo: Se —(A A —A} fosse teorema, entdo terfamos a consisténcia da
férmula A. E isso seria suficiente para destruir a paraconsisténcia. O

E fundamental ressaltar que nem todas as légicas paraconsistentes rejeitam a vali-
dade de ~(A A —A4). Por exemplo, existe uma extenséo de C7 chamada LFJ1 na qual
a férmula ~(A A ~A4) vale. (LFI1 é comumente caracterizada como J3). Por isso, ndo
se deve sustentar a crenga de que uma légica € paraconsistente se derroga ~{A A —A4).

Teorema 1.8.48. Em Cil pode-se definir o operador de inconsisténcia como A =%7
(AA=A). E o operador de consisténcia pode ser definido como oA =%f ={A A —A).

Demonstragio: E imediato que as regras (bel), (ci) e (¢1) continuariam validas se
substituissemos todas as ocorréncias de e e o pelas suas novas definigdes. O

A formulacdo original dos C-sistemas, feita no texto de W. Carnielli e J. Marcos,
os constréi a partir de uma base cldssica, especificamente, da ldgica proposicional
cldssica. Ou seja, ao iniciar da parte positiva da légica cldssica, os autores instauram
a légica Cpy, para depois langaram extensdes conservativas desta, tais como as lgicas
da familia bC. Conseqiientemente, a légica Ci e todas as que nascem de Ci também
s@o subsistemas da Idgica cldssica. Os dC-sistemas se constituem apenas enquanto
subsistemas dos C-sistemas. E, por isso, também possuem uma base classica. Todavia,
se inicidssemos nossa jornada assumindo a l6gica positiva intuicionista, verfamos que
outras Iégicas apareceriam. Contudo, estas teriam vérias propriedades dos C-sistemas.
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Como seriam C-sistemas com base em ldgicas distintas da cldssica? Uma axioma-
tizagho para a logica positiva intuicionista de Hilbert-Bernays é dada, como ja sabe-
mos, pelos axiomas (Min1)-(Min8). Se acrescentdssemos (bel) a tal sistemas, terfamos
a logica 4bC. Esta possui indmeras propriedades de bC, mas perde outras, tal como a
prova por casos. Interessante é o fato de que 1bC se transforma na légica cléssica se a
ela acrescentarmos a regra (ibc) cA e (AV - A4).

De fato:

Teorema 1.8.49. Os aziomas (Mini)-(Min8) mais (AV -A} e (A — (=A — B))
fornecem uma aziomatizagdo correta ¢ completa para LPC.

Proposicdo 1.8.50. bC nao tem teoremas da forma oA.

Nota-se que :bC nao é explosiva, e nem parcialmente explosiva, mas sim gentilmente
explosiva. E também uma légica adjuntiva e disadjuntiva. Ora, ndo nos cabe aqui,
mas € razodvel estudar as propriedades sintdticas e seménticas das 16gicas que surgem
de ibC : 1bbC, tbbbC, ibbbbC, i("i, etc.

A légica Cil possui a propriedade abaixo:

Daqui adiante, as légicas sio vistas como extensdes de Cil pelo acréscimo da algu-
mas regras de inferéncia.

W. Carnielli e J. Marcos consideram mais alguns axiomas:

{cd) ~(—A A A) - 04;

(cb) (m(AA-=A)V (AN A)) oA

Temos a légica Cib definida pelo acréscimo de (cb), isto é, o axioma bidirecional
para contraditoriedade, & ldgica Ci.

(cg) (B o (A A =4)) F(=B = ~(A A ~A));

O axioma (cg) é denominado de axioma global para contraditoriedade.

(RG) [B A (AA~A) = =B 4+ —~(AA-A4)].

{ce) Al =4,

A légica Cie é axiomatizada por Ci e a regra {ce). Tal regra ¢ algumas vezes
chamada de expans@o das duplas negacdes.

A propagacao da consisténcia

A abordagem tradicional das légicas paraconsistentes definia A° como, exatamente,
=(A A ~A). E de tal férmula dizia-se que era “bem-comportada”. Mas no territério
dos C-sistemas, onde estao as logicas C,,,1 < n < w? N&o tio distante de Cil. Alids,
muito perto. Aceitemos que:

(cal) (cAAo0B)+o(AAB)

(ca2) (cAAoB)Fo(AV B)

(cald) (cAAcB)F o(A — B)
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Se adiciondssemos os axiomas (cal)-(ca3) & l6gica Cil, obterfamos o sistema Cila,
também conhecido como a légica C) de Newton da Costa. W. Carnielli e J. Marcos
observam gue:

Teorema 1.8.51. [I'trpe Al & [o(II),T Fey, Al, onde o(I1) = {op : p € uma férmula
atdmica que ocorre como subférmula em T U {A}}.

Coroldrio 1.8.52. A funcdo abaizo traduz conservativamente eLPC na légica Cia.

(#2.1) t2(p) = op, se p é uma férmula atdémica;

(t22) tg(AliB) = fz(A}ﬁtz(B), sef € {/\, V,—-)};

(t2.3) t;(—A) = ~ts{A);

(t2.4) t2{cA) = ota(A).

Além de propagar a consisténcia como Cila, pode-se imaginar outros modos de
propagacao. E isso é o que foi feito por Newton da Costa, Jean-Yves Béziau e Otdvio
Bueno:

(col} (cAVoB) koA A B);

(co2) (cAVoB) oAV B);

(co3) (cAVoB)F o{4A — B);

A logica obtida pela adicao de {col)-(co3) & légica Cil é chamada de Cilo.

Cio, por sua vez, ¢ axiomatizada a partir de Cil sem adicionar o esquema (c1).

Teorema 1.8.53. [ b¢;, 0A] sempre que [T i, 0Bl, para alguma subférmula B de
A.

W. Carnielli e J. Marcos consideram vérias formas de propagacio:

(crl) o(AAB)F (0 AV oB);

(cr2) o(AV B)F (cAV oB);

(cr3} o{A ~— B} F (cAVoB).

E mais:

(evl} oA A BY;

{cv2) Fo{AV B);

{cv3) F o(A — BY);

(cw) I o(=A).

E ainda:

(cjlye(AAB) - ({(eAA B}V (eB A A));

(cj2)e{AV B) - ((eAA-B) Vv (eB A—A));

(cj3) (A — B) -+ (AN eB).

Viérios C-sistemas podem ser caracterizados a partir do modo de propagacao da
consisténcia:

Cila = Cil + (cal)-(ca3);

Cilo= Cil + (col)-(co3);



Cibvw= Ci + (cv) + (cw);

Ciborw= Ci+ (col)-(co3) + (erl)-(cr3) + (cw);

Cij= Ci + (cj1)-(cj3);

Cije= Cij + (ce);

Ciore= Ci + (col)-(co3) + (crl)-(cr3) + (ce};

Cive= Ci + (cv) + {ce).

Enfim, varias combinagbes so possiveis. Todavia, o curioso é notar que para as
légicas paraconsistentes trivalentes, W. Carnielli e J. Marcos provaram gue as matrizes
de P! sho axiomatizadas por Civw; as matrizes de P? por Cive; as matrizes de P? por
Ciorw; as matrizes de LFI2 por Ciore; as matrizes de LFI1 por Cije. Nem todas os
as logicas que estendem a 16gica Ci sdo dC-sistemas.

Quais outros sistemas da literatura acerca da ldgica paraconsigtente podem ser
vistos como LFIs? Uma conclusio que se apresenta como evidente: A abordagem
apresentada por Walter Carnielli e Joao Marcos € capaz de unificar sob o mesmo
rétulo uma grande variedade de ldgicas paraconsistentes. Como se percebe, os famosos
sistemas C,, , bem como légicas corriqueiras no mbito paraconsistente (Ple J*), aqui
imaginados como os dC-sistemas, sao apenas um subsistema de algo maior. E esse algo
é exatamente aquilo que chamamos de LFIs.

A partir do estudo das LFIs, pretendemos, ao longo de nossa jornada, responder o
problema abaixo:

Existerm extenstes modais das 16gicas bC e €7 gue sdo corretas e completas? Sabe-
mos que uma resposta satisfatdria a essa questao é também uma solugdo ao paradoxo
da cognoscibilidade.

Para tanto, é fundamental, antes, um estudo das 16gicas modais.



Capitulo 2

Légicas modais - axiomatizacao e
modelos

“Nao ha coergio em virtude da qual, porque algo aconteceu, algo mais
deva acontecer, So hé necessidade 1gica.”
Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus

E notdério o uso da l6gics modal como instrumento capaz para auxiliar os filésofos na,
compreensao de varios conceitos flloséficos. Sem ela, néo teria sido possivel a Kripke
expressar aquilo que chamou verdades necessérias a posteriori. Niao seria possivel
dar solugdes formais a paradoxos famosos, tais como o paradozo da cognoscibilidade
descoberto por Fitch?. O uso da linguagem modal permite um maior entendimento de
conceitos da linguagem natural, uma vez que é, assim como as légicas em geral, capaz
de formaliza-los e demonstrar varias propriedades inerentes a tais conceitos que, de
outro modo, passariam despercebidas.

Apesar de formulagbes dos conceitos modais j4 serem encontradas em Aristdteles
e nos l0gicos medievais, a intuicdo bdsica da ldgica modal é devida a Leibniz®. Mas
qual 0 objeto da légica modal? Come o préprio nome j& sugere, a légica modal trata
das modalidades, sejam elas metafisicas, epistémicas, dednticas ou temporais. Os
conceitos de necessidade e possibilidade séo formalizados em uma linguagem de tal

'Em Naming and Necessity.

2Veja A Logical Analysis of Some Value Concepts.

3Em A Monadologia pode-se encontrar as definicies de verdade de fato e verdade de razio. Para
Leibniz, as verdades de razao “sio necessdrias e o seu oposte, impossivel; as de fato so contingentes,
e o sen oposto, possivel.” Tal formulacio acerca do conceito de verdade fol capaz de gerar a idéia de
que algo necessdrio € verdadeiro em todos os mundos possiveis, ac passo que o possivel é verdadeiro
em pelo menos um mundo possivel,



modo que seja possivel elucidar o significade daquilo que é necessdrio e daguilo que
é possivel. Conseqiientemente, pode-se também definir o contingente e o impossivel?,
além de todas as outras modalidades. Mas, enfim, o que ¢ uma modalidade? Uma
modalidade é uma maneira ou modo de alterar uma proposi¢ao.

A ldgica modal é um sistema formal eonstruido a partir de um conjunto de férmulas
e uma relacao de conseqiiéncia légica sobre esse conjunto. Os operadores modais se
dividem em vdrias categorias, tais como: operadores aléticos, epistémicos, dednticos e
temporais. E ainda existem légicas modais com modalidades interpretadas de muitos
outros modos possiveis®. Sabe-se que os operadores tradicionais da légica cldssica so
todos funcionais-veritativos (verofuncionais), isto ¢, dada alguma informacio acerca
do valor-verdade das proposigbes elementares entdo determina-se o valor-verdade das
proposicoes que contém tais operadores. Os operadores modais ndo s@o verofuncionais,
wma vez que o valor-verdade das proposigdes modais ndo pode ser determinado a partir
do valor das proposicoes elementares. O mesmo acontece com a negagio paraconsis-
tente, visto que se v(A4) = 0, entdo v(—=A) = 1. Mas nada se sabe se v(A) = 1.

Os operadores aléticos foram as primeiras modalidades formalizadas em sistemas
légicos. Sao eles o [ (& necessdrio) e o © {€ possivel). As outras modalidades nascem a
partir de interpretacdes peculiares feitas, em geral, da necessidade. Com isso, tem-se o
operador de conhecimento K; (O agente i conhece), o de crenga B; (O agente i acredita),
além de nogoes dednticas e temporais. Com o0 usc do operador de possibilidade, pode-se
definir o operador de contingéncia V do seguinte modo: CAA O ~ A.

Na presente dissertacgao,usa-se fundamentalmente légicas que t8m na linguagem-
objeto operadores modais aléticos. Deste modo, tenta-se construir uma légica modal
com base em uma ldgica paraconsistente, como no préximo capitulo se constata. Con-
tudo, o objetivo, neste capitulo, consiste em explicar o funcionamento sintético e
seméntico de logicas modais aléticas, isto é, aquelas que tratam da necessidade e da
possibilidade. Para tanto, mostra-se como elaborar axiomaticas de légicas modais e, ao
mesmo tempo, como dar interpretacdes a tais conjuntos de enunciados. Mais adiante,
encontra-se com uma abordagem epistémica dos conceitos modais.

2.1 Légicas modais aléticas

Nesta parte, o livito Modalita e Multimodalita de Carnielli e Pizzi é o guia®. Com =

intengéo de definir as légicas modais, é razodvel, antes, estipular uma linguagem para
as logicas. Com isso:

“Para um estudo acerca da histdria da légica modal é recomendado a leitura de The genesis of
possible world semantics de Jack Copeland.

SPor exemplo, veia An Essay in Modal Logic de G.H. von Wright.

6]sso ndo impede, vez ou outra, que ocorra o uso de outros livros como, por exemplo, o de Hughes
e Cresswell ¢ o de Brian Chellas.
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Definigao 2.1.1. A linguagem de uma ldégica modal proposicional contém os
seguintes simbolos:

a} Um conjunto enumerdvel de varidveis proposicionals.

b) Operadores: V, A, —,~,0e ¢

¢} Simbolos auxiliares: “(” e “)".

A linguagem da légica modal deve incluir ou operador de necessidade ou o operador
de possibilidade, uma vez gue sao interdefiniveis. A definicio de férmula é obtida como
10 caso cldssico, sé que agora com o acréscimo de uma cldusula para construir férmulas
modais. Em geral, as 1égicas modails podem ser normais ou ndo-normais, como definido
a seguir:

Definicao 2.1.2. Uma ldgica modal é normal se contém:

a) a ldgica proposicional cléssica;

b} o axioma K;

c) a regra MP;

d) a regra de substituigao.

e) a regra de necessitagéo.

Fato que merece destaque é o de que poderfamos apresentar as légicas modais
como extensdes da ldgica eLPC que vimos no capitulo anterior, uma vez que eLPC
é exatamente a logica proposicional cldssica, pois como sabemos eLPC tem como
esquema de axioma - oA. Nesse sentido, sempre que estamos falando de LPC estamos
também fslando de eLPC. Por issc, nio é estranho afirmar que as logicas modais
normais sao todas extensdes de eLPC.

Nos preocupamos, neste capitulo, apenas com légicas modais normais. O menor
sistema de 16gica modal normal é o sistema K, o qual estéd contido em todas as logicas
modals normais. As outras légicas modais nascem a partir de K com o acréscimo de
novos axiomas e de restricGes nas relagoes de acessibilidade.

2.1.1 Axiomatizacao de légicas modais
A légica modal K

A axiomatizacio da légica modal K é dada pelo seguinte:

1) Todos os teoremas do cdleulo proposicional cldssico;

2) O esquema de axioma (K): {(4 — B) — (04 — 0OB);

3) As seguintes regras de inferéncia:

A regra de modus ponens como no capitulo anterior.

(Nec) Se + A, entao - OA;

Observamos que as l6gicas modais estudadas neste capitulo s&o fundadas na légica
cldssica, ao passo que as ldgicas modais do préximo capitulo sdo fundadas em ldgicas

58



paraconsistentes. Precisamos ainda de uma das duas definigdes: ou (Def. ) A <~
O ~ A ou (Def. [J) TJA <~ { ~ A; Para nossos propésitos, aceitemos a definicao
de . Vejamos, entdo, algumas propriedades sintdticas bastante conhecidas da légica
K e suas respectivas demonstracSes (Hughes e Cresswell). As propriedades abaixo
continuam vélidas na nossa 16gica modal Ci”, apresentada no préximo capitulo:

Proposigdo 2.1.3. (RN) =4=E

Demonstragao: -
(yFA— B Premissa
(2) FO(A — B) (1) Necessitagao
B FOA—B)— (LDA-D0B) Axioma K
(4)F (UA—-0OCB) MP =

Proposicao 2.1.4. (MjO(AAB) — {{JAATB)

Demonstracao: -
(HF(ANB)— A LPC
2)F(ANB)— B LPC
BY-OAAB)— A4 {1} RN
(4)+0O(AAB)— OB (2) RN
(5) FO(AAB) — (JAADB) (1) e {2) LPC O

Proposicao 2.1.5. (RM) .__gﬁng

Demonstragao: -
h)FA—B Premissa
2)F~B—~A LPC
B FO~B—-0O~A RN
A k~O~A—->~0O~B LPC
B)FOA— OB Def.$ O

Proposigao 2.1.6. (Def0] )04 >~ O A

Demonstragao: -
MO~Ae~nOrn 4 Def.$
(2)d~~ Aen G A LPC
(3) Ao A LPC
404« O~ A (3) RN



(5) OA o~ & ~ A (2) e (4) LPC o

E simples observar que se elimindssemos (K) e (Nec) obterfamos a 1égica proposi-
cional classica. De outro modo, se acrescentarmos ao sistema K outros axiomas, iremos
a0 encontro dos sistemas modais mais sofisticados.

As logicas modais D, T, B, 54 e §5

Como dito, o acréscimo de esquemas de axiomas ao sistema K dé origem a novos
sistemas modais. Aqui mencionamos apenas cinco:

D=K+D;

KT(=T)=K + T;

B =KT + B;

S4=KT+ 4 ;

S5=54+ 5.

Mas quem é quem?

(D) 04 — $A;

(TY LA — A;

(B) A — OOA,;

{(4) CA — O0OA4;

(5) A — OGA.

Notemos que todos os teoremas de K sfo também teoremas das légicas modais
que estendem K. Mas o que podemos dizer das légicas modais normais com o uso
daqueles principios que elucidamos no capitulo 1?7 Ora, as l6gicas modais acima s&o
l6gicas ndo-contraditdrias, uma vez que para toda férmula A existe uma teoria I" tal que
I'l A ouT I ~ A. Sao também légicas nao-triviais, pois existe uma teoria I' e existe
uma férmula B tal que T ¥ B. Como acontece na légica cléssica, as légicas modais
sa0 explosivas, assumindo que na presenga de um conjunto contraditério de férmulas
se tornam triviais. S8o ldégicas finitamente trivializdvels, pois existem férmulas, as
contraditérias, capazes de trivializd-las. A conjuncdo de tais férmulas nos mostra que
possuem particulas minimais.

Existe um sistema de logica modal conhecido como Ban, o qual é construide do
seguinte modo:

Ban =D + A — A4

Ban = K + A « [14;

Em Ban, verificamos que acontece o colapso do operador de necessidade e, deste
modo, a ldgica se transforma na ldgica proposicional cldssica. Um outro sistema inte-
ressante é Ver, no qual é acrescentado, ao sistema K, como teorema {14, para toda
férmula A. Deste modo, em Ver todas as férmulas sdo teoremas e, por isso, Ver ¢
uma légica trivial. Como Hughes e Cresswell observaram, os sistemas Ban e Ver sao
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dois sistemas incompativeis, uma vez que K+Ver+Ban ¢ trivial”. Por qué? porque
se temos F A «» 04 e - A, entéo - A, para toda férmula A. Deste modo, podemos
afirmar que Ver e Ban ndo sdo compardveis. Os autores ainda observam que:

a) Toda légica modal normal estd contida ou em Ver ou em Ban,;

b) Tanto Ver quanto Ban sio maximais, pois para qualquer férmula que ndo é
teorema dos sistemas se a eles for acrescentada torna a légica trivial. Percebemos,
portanto, que ambos s&o casos limite das ldgicas modais normais.

O paradoxo da cognoscibilidade que recebe atencfo no udltimo capiiuic da dis-
sertacfo é problemdtico exatamente porque permite a derivacio no sistema formal
da proposicao A — [0A, a partir de alguns pressupostos gue sdo mencionados mais na
frente. Com isso, finalizamos a exposicio axiomaética das légicas modais.

Vejamos, entdo, como prover algumas das légicas modais acima® com seméntica
de mundos possiveis e como, a partir de tal seméntica, obter provas de corretude e
completude.

Semaéantica para légicas modais

Para que seja possivel definir modelos para ldgicas modais pode-se levar em consi-
deracao o fato de que os operadores modais tratam de situagdes possiveis e de val-
oragbes em mundos possiveis. Por isso, é razodvel que tenhamos modelos capazes de
determinar as condicoes de verdade dos operadores modais. Os modelos para a logica
modal foram construidos em duas partes. No estdgio inicial, temos aqueles modelos
chamados carnapianos, nos quais nio existe uma relagao de acessibilidade’; em virtude
disso, tais modelos despertam pouco interesse, visto que desejamos compreender os
modelos com relagdo de acessibilidade. Deste modo, utilizamos apenas os modelos de
Kripke, nos guais existe uma relagio de acessibilidade definida entre mundos e que
varia de uma l8gica modal para a outra.
Assim, precisamos de algumas defini¢Ges:

Definigao 2.1.7. M =< W, RE,v > ¢ um modelo de Kripke se ¢ somente se:

(1) W é um conjunto de mundos possiveis e W #
(2) R é uma relacdo de acessibilidade tal que R ¢ W x W;
(3} v é uma valoragdo tal que v: For x W — {0,1}.

"Os autores consideram o sistema resultante como sendo inconsistente, uma vez que para eles um
sistema é inconsistente se e somente se é trivial. Como sabemos, os dois conceitos ndo so equivalentes.

8Jean-Yves Béziau mostrou que podemos definir uma negacio com todas as propriedades da
negacdo paraconsistente no intericr da ldgica modal S5, Veja 55 is  a parcconsistent logic and so
is clossical first-order logic e também Paraconsistent logic from a modal viewpoint.

¥Veja Modalité e Multimodalita
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Dada a definicdo de modelo de Kripke, € natural estabelecer uma seméantica para
os operadores [} e ¢. Isto é, podemos estabelecer uma seméantica formal capaz de
determinar as condigdes de verdade para os operadores modais do seguinte modo:

Definicao 2.1.8. Considere um mundo w em um modelo M =< W, R,v > . Uma
relagdo de satisfagdo I na qual -C W x For ¢ definida como:

(1) M,w I A sse v(w, A) = 1, para A atémica;

(2) M,wl-"Asse Mywhk A

(3) M,wi-F AANBsse MwiAe M,wl+ B;

(4) MyjwlF AV Bsse M,wir A ou M,w - B;

(6) M,wlt A— Bsse M,wl¥ A ou M,wl- B;

(6) M,wIF A se e somente se para todo v’ em M tal que wRw', M, v’ = A;

(7) M, w I A se e somente se existe algum w' em M tal que wRw', M, w' b= A;

Assim, sabemos agora o que é um modelo de Kripke e como dar uma seméntica a um
operador que esteja inserido em tal modelo. Mas como as coisas estao, os modelos acima
sdo capazes de validar apenas os axiomas do sistema K, o qual nio possui nenhuma
restrigao na relagdo de acessibilidade. Notemos que uma relacio de acessibilidade R é
definida como B © W x W, Deste modo, como todas a relagdes, tdm as propriedades
usuais. Com isso, em um modelo de Kripke M =< W, R, v > a relacio R pode ser:

K: R ¢ arbitréria, isto é, ndo tem restricdes

D: R é serial

T: R é reflexiva

4: R ¢ transitiva

B: R é simétrica

5: R é euclidiana

Notemos que as propriedades acima podem ser descritas com o uso da linguagem
de primeira-ordem®®. Assim, temos:

R é serial sse Yz3dy(zRy)

R é reflexiva sse Vz(zRx)

R é transitiva sse Yzyz((zRy A yRz) — (zRz))

R ¢é simétrica sse Vxy(zRy — yRz)

R é euclidiana sse Vzyz((zRy A zRz) — (yRz))

E possivel ainda traduzir as légicas modais na légica de primeira-ordem (teoria da corre-
spondéncia), pois existe uma semelhanga muijto grande entre os operadores medais D e ¢ com os
quantificadores, tais como 0 ¥ e 3, o que possibilita a construcio de uma funcio de tradugio das
férmulas de légica modal 85 na légica de primeira-ordem FOL ¢ : Forgs — Forporptal que:

t(pn) = Ppx

$(TIA) = Vzt(A)

HOA) = Jrt{A)
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O curioso é notar que os axiomas das légicas modais sdo vilidos somente na classe
de modelos na qual as relagdes forem compativeis. Assim, o axioma (5) é valido se e
somente se & relacdo de acessibilidade for euclidiana, do mesmo modo que o axioma K
é vélido em todas as estruturas sem restricdo na relacio de acessibilidade. Tais fatos
podem ser demonstrados.

Vejamos a estratégia para demonstrar a completude dos sistemas modais. Podemos
optar por provar que cada um dos sistemas acima. € correto e completo ou, de modo mais
abstrato, dar uma prova geral de completude por via do esquema Goo. Apresentamos
apenas o primeiro caminho.

Completude das légicas modais

Com a inten¢do de demonstrar a completude de légicas modais normais em relago
a uma determinada classe de modelos C é suficiente provar que C contém o modelo
canénico. Com isso, como Brian Chellas observou'l, o problema de encontrar uma
prova de completude para uma Iégica modal consiste no problema de encontrar um
modelo candnico para a légica, o qual deve estar na classe de modelos. Por isso, a
questdo crucial da completude é mostrar que para toda légica modal normal I existe
um tipo especial de modelo chamado modelo canénico (M*) para L, cuja propriedade
mais relevante é que uma dada férmula é valida no modelo canénico de LL se e somente
se a férmula é teorema de L.

Para obter uma prova de completude, a definicio de validade é estabelecida. Vamos
seguir o livro de Hughes e Cresswell na prova de completude.

Definicao 2.1.9. Se M =< W, R,v > é um modelo de Kripke, entio ume dada
formula bem formada A € vélida em < W, R,v > sse v[A,w) = 1, para todo w € W.
Mais geral, dizemos que uma formula bem formada A é C-vdlida em uma classe
de modelos C sse para todo modelo v(A,w) = 1, para todo w € W.

Mas qual é a relago entre a propriedade fundamental do modelo canénico e a
completude?

Ora, seguindo Hughes e Cresswell, se temos uma classe de modelos e queremos
mostrar que se uma férmula A é valida nessa classe de modelos sse k1, A, o nosso
primeiro passo deve ser mostrar a corretude, ou seja, que todos os axiomas da nossa
légica assumem valor 1 sob qualquer valoragio e que as suas regras preservam a vali-
dade. Em seguida, suponha que M* C C. Com isso, se uma férmula é C-vilida, entdo
serd valida no modelo canénico. Mas é vilida em M* sse 1, A. Deste modo, nossa
tarefa consiste em construir para cada sistema L um modelo candnico e mostrar que
ele estd na classe de modelos.

Para tanto, é 1til acrescentar mais algumas definicdes:

NEm Modal logic - an Introduction.
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Defini¢ao 2.1.10. Se II € um conjunto de formulas de uma Iégica modal baseada
na Idgica cldssica, entdo I € L-inconsistente sse ezistem Ay, .., A, € I tal que
Fp~ {(As NN AR Fr~ A se e somente se A € consistente com a 16gica L. De modo
mais geral, o conjunto de férmules {A, ..., A,} € consistente em relacio & légica L
se e somenie se ¥~ (A; A L A Ay).

Os conjuntos consistentes podem ser maximais. Mas o que é um conjunto consis-
tente maximal?

Definigao 2.1.11. Um conjunto W de proposicoes é consistente maximal em um
determinado sistema L se e somente se L é consistente e tem apenas extensées L-
inconsistentes. Um conjunto consistente marimal € aquele que se alguma férmuia for
o ele acrescentada, entdo o conjunto se torna inconsistente e, por isso, trivial'2. For-
malmente:

a) LC W,

b} W é consistente;

¢) Para toda férmula A4, ou A ou ~ A pertence ao conjunto W.

Os conjuntos consistentes maximais, assim como os conjuntos saturados do capitulo
1, tém vérias propriedades cruciais para a completude, dentre elas (Hughes & Cress-
well):

Proposigao 2.1.12. Se W € um conjunto consistente mazimal em relacdo & ldgica L,
entdo valem as sequintes propriedades:

(i) Para toda férmula A4, somente um elemento do conjunto {4, ~ A} estd em W;

(ii) AVBeEW e AcWou BeW,;

(i) ANBeW e AeWeBeW,;

(ivyA—=BeW edeW= BeW,

(v) Setrp A, entdo A e W;

(vi} Se AcWety A— B, entao Be W.
Demonstracio: O item (i) é imediato a partir da definicao de maximalidade
de W. Uma vez que W é consistente, segue-se que 4 e ~ A nio podem estar, ao
mesmo tempo, em W. Se ambos estivessem em W, entdo {4, ~ A} C W. Sabemos que
{A,~ A} é inconsistente, pois by~ (AN ~ A}. Deste modo, o préprio W seria incon-
sistente. Para (ii), suponhamos que AV B ¢ W mas que A ¢ We B ¢ W. Da, por (i),
~ Aen~ Bestaoem W. Por isso, {AV B,~ A, ~ B} C W. Mas isso faria W ser incon-
sistente, pois Fr~ {((AV B)A ~ AA ~ B). Suponhamos queou A € Wou Be We
que AVEB ¢ W. Com isso, {~ (AV B), A} C W. Novamente, isso faria W inconsistente,
assumindo que Fy~ (~ {AV B) A A). Para (iii) suponhamos que AA B € W e que ou

12Aqui ndc fazemos a distincio entre inconsistente e trivial, uma vez que a ldgica em questio é
explosiva.
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AgWouB¢gW SeAd Wentdo~ A€ Wedal {ANB,~ A} CW e assim W
seria inconsistente assumindo que Fz~ ((AA B)A ~ A). Selaagora Ac We Be W
mas AANB ¢ W.Dai, ~ (AAB)e We,porisso,~AcWou~nBecW Se~n Ae W,
entdo {~ A, B, A} C W e W seria inconsistente. Para (iv),seja A = Be W ede W
e B¢ W Dal, {A— B, A~ B} C W e, mais uma vez, W seria inconsistente. Com o
intento de demonstrar {v), suponhamos que Fr A. Com isso, {~ A} é L-inconsistente.
Claramente, ~ A ¢ W e, por (i), A € W. Como consegiiéncia de (v}, segue-se (vi). O

O préximo passo consiste em mostrar que dade um conjunto consistente, ele pode
ser estendido, via construgdo de Lindenbaum, a um conjunto consistente maximal.
Isso vai garantir a existéncia de um conjunto consistente maximal, o qual vai ser usado
para a construcio do modelo candnico. Mas como construir um modelo candnico? Os
mundos do modelo candnico devem ser conjuntos consistentes maximais em relagso a
algum sistema particular L. Dai, é conveniente fazer uma indugio no comprimento das
férmulas e concluir que uma dada férmula pertence ao conjunto consistente maximal
associado & determinado mundo possivel se e somente se a férmula pode ser derivada
a partir do mundo. Contudo, voltemos a0 lema de Lindenbaum.

Lema 2.1.13. (Lindenbaum} Se Il € um conjunto L-consistente de férmulas, entdo
eziste um conjunto W L-consistente mazimal tal que [1 C W13,

Demonstracéo: Inicialmente, convém enumerar as férmulas da légica modal proposi-
cional do seguinte modo: A, As, ... Queremos que o conjunto II se transforme em max-
imal porque ou colocaremos nele uma férmula ou sua negacio. Deste modo, definimos
uma seqiiéncia de Wy, Wi, W, ... de conjuntos de férmulas do seguinte modo:

(1) Wo=15; }
. W, U{A, 1}, se consistente

(2) Dado W,,, definimos W41 = { W, U %N ;i-m»l}; caso contrario

Precisamos mostrar que se W,, é L-consistente entio W, ;também é L-consistente.
Por contraposicao, suponhamos que W,,.; néo seja L-consistente. Daf, nem W, U
{Ans1} enem W, U{~ A,.,} sdo L-consistentes. E isso significa que existem férmulas
By, ..., By, em W, de modo que

(1) Fr~ (By Ao A By A An-H)

e que também existem férmulas Cy, ..., C, em W, tal que:

(i~ (CL A ACA ~ Apia)

De (i) e {ii} segue-se por LPC, que:

b g~ (Bl ALABLANCIA LA Ck)

Ou seja, o conjunto {By, ..., Bm, C1, ..., Cx} é L-inconsistente. Sabemos que tal con-
junto € um subconjunto de W,,. Deste modo, W, é inconsistente.

130 leitor verd mais adiante que para demonstrarmos a completude de 16gicas modais paraconsis-
tentes faremos uso de uma versdo um pouco diferente desta do tecrema de Lindenbaum .

65



Seja W a unido de todos os W),. Deste modo, (a) W é consistente. De fato, pois se W
fosse inconsistente entéo algum subconjunto finito de W seria inconsistente. E sabemos
que todo subconjunto finito de W é subconjunto de algum W,,. Mas foi mostrado que
nenhum W, ¢ inconsistente. (b) W ¢é maximal. Para tanto, considere qualquer férmula
A;. Pela construcdo de W; , ou A; € W, ou ~ A; € W,. Assumindo que W; C W ou
A; € W oou ~ A e W

Como corolério, W é um conjunto consistente maximal o qual contém II. 0o

Agora, precisamos definir um modele candnico. Mas como? o modelo candnico é
uma espécie peculiar de modelo de Kripke. Denotaremos o modelo candnico como W>.
Assim:

Definicao 2.1.14. Um modelo W* = < W# R# # > ¢ dito candnico se:

a) W# = {WW : W ¢ consistente maximal}

b) Para todo W em W#, [JA € W sse para todo W’ em W# tal que WR#W' A e
W{

c) v¥{(p, W) = 1 se p € W’; de modo contrario, v#(p, W) = 0

Ora, com isso vemos que os mundos no modelo candnico sdo todos conjuntos consis-
tentes maximais. Construir um modelo no qual os mundos sdo conjuntos consistentes
maximais nos leva a especificar quando um mundo € acessivel a partir de outro {cldusula
b). Para abreviar a notagéo, considere den(iV) = {4: CA € W}.

Proposicao 2.1.15. Seje L qualguer [gica modal proposicional. Seja W um con-

junto L-consistente de formulas o qual contém ~ UB. Entdo, den{(W) U {~ B} ¢
L-consistente.

Demonstragdo: A demonstragido é por contraposi¢do. Devemos mostrar que se
den{W)U{~ B} néo é L-consistente, entdo W ndo é L-consistente. Se den(W)u{~ B}
ndo é L-consistente ent@o existe um subconjunto finito de den(W) tal que br~ {A; A
o NAA ~ B). Por LPC, Fr, (A1AAAR) — B. Por (RN), bp, O(A1A...AA,) = [1B e
daf, Fz (A, A...AOA,) ~ OB. Novamente, por LPC, Fp~ (A A ADAA ~ 0B).

Ora, mas isso significa exatamente que o conjunto {UJA,,...,0A,,~ OB} néo é
L-consistente. Mas como tal conjunto é subconjunto de W segue-se que W nao é L-

consistente. O

Conforme mencionamos anteriormente, a nossa guestio vai se resumir a questio de
encontrar wm modelo candnico para o sistema modal em questdo. Como j4 definimos
o modelo candnico, estamos em condigio de provar o teorema fundamental do modelo
candnico, 0 qual garante imediatamente uma prova de completude.
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Teorema 2.1.16. (Modelo Canénico) Seja W* = < W# R#* v# > 6 modelo canénico
para uma ldgica modal proposicional L. Entéo, para qualquer férmula A e para qualquer
W e W# | temos que: W* W k= 4 sse A e W.

Demonstragdo: A demonstragdo é por indugo sobre a complexidade da férmula.
Deste modo, precisamos examinar se o teoremsa acima vale para férmulas atmicas e
complexas. Assim, vejamos o0s casos:

1) Se A é uma proposigao atomica P, entdo o teorema vale pela definicio de satis-
fatibilidade: M, w I- P sse v(w, P) =1

2) Se A é da forma ~ B, entdo W™, W =~ B sse W*, W ¥ B. Pela hipétese de
induglo, B ¢ W. Pela propriedade de W,~ B ¢ W.

3) Se Aédaforma BAC, entao W*\ W k= BAC sse W W k= Be W W k C.
Pela hipdtese de indugéo, B € W e C € W. Pela propriedade de W, BAC € W.

Com o mesmo raciocinio provamos para A da forma BV C e da forma B - C.

4) Se A é da forma OB entao W*, W = (0B sse para todo W/'BRW, W' &= B. Pela

hipétese de indugéo, para todoW'RW, B € W’. Pela definicio de relacio de acessibili-
dade do modelo canénico, temos que OB € W, o

Teorema 2.1.17. Qualquer formule A € vdlida no medelo canénico de L sse b; A.

Demonstragio: Seja W* = < W# R* v* > o modelo canénico para uma ldgica
modal proposicional L. Assumamos que Fr A. Pela propriedade dos conjuntos ma-
mimais consistentes, A € W. Pelo teorema fundamental do modelo canénico, entdo
W, W = A. Por isso, A € vélida no modelo canénico de L. Suponhamos agora que
¥ A. Deste modo, {~ A} € L-consistente. Dai, pelo lema de Linbenbaum, eriste
um conjunto consistente mazimal W tal que ~ A € W. Portanto, A ¢ W. Por isso,
W W K A. E dai, A ndo € vdlida no modelo candnico de L. O

Os resultados acima estabelecem uma completude imediata para a légica modal K,
uma vez que esta nao possui restrigoes na relagao de acessibilidade, isto é, é a classe de
todos os modelos. Mas e a completude das outras l6gicas modais como D, T, B, S4 e
S57 Para tanto, precisamos demonstrar que em cada uma das ldgicas acima temos a
completude em relacao & uma classe determinada de modelos. Com isso:

Teorema 2.1.18. T ¢ completo em relagdo & classe de todos os modelos reflexivos;

Demonstracio: E preciso mostrar que a relagio do modelo canénico é reflexiva,
isto é, para qualquer férmula A, se [JA € W entao 4 € W. Pelo axioma T, temos que
A — A mas como JA € W segue-se 4 € W, o
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Teorema 2.1.19. D ¢ complete em relacdo 4 de todos os modelos seriais.

Teorema 2.1.20. 54 ¢ completo em relagdo & classe de todos os modelos reflexivos e
transitivos.

Teorema 2.1.21. B € completo em relagdo & classe de todos os modelos reflexivos e
SEMELTicos.

Teorema 2.1.22. 55 € compleio em relagdo d classe de todos os modelos reflexivos,
simétricos e transitivos.

Com isso, finalizamos a apresentagdo da completude para as iégicas modais normais.
Agora, mencionamos os resultados acerca da completude s6 que de um ponto de vista
mais abstrato, isto é, é possivel dar uma prova geral de completude que vale para
infinitos sistemas de l6gica modal.

O esquema Goo e a completude de Henkin E possivel ganhar generalidade na
prova de completude das légicas modais normais. Mas como? Todos os axiomas apre-
sentados aqui a partir do axioma (K) devem ser vistos como simples casos particulares
de uma axioma geral chamado Goe. Com a finalidade de introduzirmos o esquema Goo
recordemos que quando afirmamos wRw' estamos dizendo que w’ é acessivel a partir
de w. E se afirmassemos wR"™w/’ estarfamos sustentando que w’ é n-passos acessivel a
partir de w.

Goo : QR4 — O™O™A (k,1,m,n > 0)

Nota-se que as letras k,{,m,n denotam o nimero de ocorréncias de cada um dos
operadores modais indexados.

Assim:

D: GO,I,G,Z

T: GD,l,O,{}

B- G0,0,I,I

4: Q0120

5. GLOLL

Vimos que os modelos relacionais de Kripke validam cada um dos axiomas dos
indmeros sistemas modais de acordo com & restricio na relacdo de acessibilidade. Mas
e 0 esquema de axioma Goo? Qual tipo de estrutura é capaz de o validar?

Ora, do mesmo que anteriormente, precisamos de um tipo de relacdo especifica.
Neste caso, a condicao que incide sobre R ¢ do tipo:

Coo : Yz VaoVra((z1 R 22) A (21 Rlz3)) = Sza(zoR™xg A 23R%24))

Intuitivamente, temos que se um mundo acessa dois outros mundos, entdo estes
devem acessar um guarto mundo. Agora, acessa sempre em numero finito de passos
determinado pelas letras no fndice das relagdes.

68



Com algumas adaptagdes na demonstracao anterior, a completude para infinitos
sistemas de ldgicas modais normalis resulta imediata. !4

Légicas modais e Filosofia

A ldgica modal tem se transformado, ao longo dos anos, em um paraiso dos filésofos
analiticos, pois possibilita a anélise de conceitos filoséficos com tanta clareza e precisdo
gue torna real aguilo que parecia um disparate. Isso foi o que aconteceu guando Kripke
propds um conhecimento a posterior: de verdades necessarias. Vejamos:

Kripke assume que uma determinada proposigao é conhecida de modo a posterior:
guando sua verdade pode ser determinada depois de qualquer experiéncia. E se uma
proposicido A é verdadeira ela é dita necessédria quando sua verdade persiste ao longo
de todos os mundos possiveis. Assumiu ainda que os nomes préprios sdo designadores
rigidos, isto é, se referem sempre ao mesmo objeto em qualquer uma de sua ocorréncias.
Deste modo, gquando analisou enunciados de identidade da forma g = b mostrou, com o
uso da légica modal, que se a = b é verdadeiro, entdio [{a = &). Para determinarmos o
valor de um enunciado da forma a = b precisamos recorrer & experiéncia. Mas quando
descobrimos que o enunciado é verdadeiro descobrimos também que se trata, de fato,
de uma relagio do objeto consigo mesmo e, por isso, uma relacdo de necessidade.
Por isso, € uma verdade necesséria a posteriori. O argumento de Kripke é sutil e faz
uso de alguns pressupostos, tais como o principio da identidade, a lei de Leibniz da
indiscernibilidade do idénticos e a tese da designacio rigida dos nomes préprios.

2.2 Loégicas epistémicas

A pergunta pela esséncia do conhecimento, isto €, acerca daquilo que o conhecimento &,
jé € antiga pa histéria da cultura légico-filoséfica. Basta examinarmos o famoso Teeteto
de Platdo, para perceber quéo antiga é a questfo: o que é o conhecimento? Depois,
se decidissemos percorrer a histéria da filosofia, poderfamos observar pensadores de-
tidos, de algum modo, na questdo do conhecimento. Por exemplo, Descartes tentou
encontrar bases sélidas para garantir a possibilidade de um conhecimento claro e bem
iluminado pela luz natural®®, j4 Kant nos mostra como é possivel conhecer e quais os
limites do conhecimento!®. Outros tentam elucidar o tipo de conhecimento, se ele &
a prioTi ou g posteriori, e com que tipo de conceito tais modos de conhecimento sio
compativeis. Kripke, por exemplo, como vimos, aponta a possibilidade de um con-

YPara uma andlise de todos os passos para provar a completude para as 16gicas K+Goo basta ir
até Modalitd e Multimodalitd

BEm Dscurso sobre o Método e também nas Meditagdes.

%Veja Critica da Razdo Pura.
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hecimento a posteriori de verdades necessdrias’’. Todavia, nio estamos interessados
aqui nessas questdes, mas sim em, segundo Mortari em Ldgicas Epistémicas, elucidar
os conceitos epistémicos e investigar as leis que os governam. Dai, podemos garantir
que ao fazermos légica epistémica néo estamos interessados em definir de modo dltimo
o gue é o conhecimento, ou qual é a sua natureza e seu aleance, mas sim em fazer
uma andlise formal das nocdes epistémicas bésicas, isto é, examinar o conhecimento
determinando as relagdes lgicas que envolvem proposi¢oes que fazem uso dessa nogio.

A ldgica epistémica tem por objetivo a formalizagio de situagdes onde hd a pre-
senga de wm ou mais agentes capazes de conhecer (ou acreditar) em certos fatos em
alguns estados do mundo. Essa idéia intuitiva de agentes epistémicos pode ser aplicada
emn situacoes onde estiverem presentes conceitos como “alguém sabe alguma coisa” ou
“alguém acredita em alguma coisa”. A formalizagdo baseada nos conceitos tradicionais
da légica modal € possivel utilizando-se, além de uma Enguagem proposicional, também
do acréscimo de certos operadores modais K; e B;, os quais representam o conhecimento
e a crenga de um certo agente ¢, onde 1 = 1,...,m e m € o numerc de agentes consid-
erados no sistema. Assim, K;p deve ser entendido como “o agente i conhece p” e Bp
como “o agente j acredita que vale p.”

O conhecimento é comumente definido como crenga verdadeira e justificada. Isso
significa que algum agente conhece a proposigao p se e somente se ele acredita em p,
p é verdadeira e a crenca em p € justificada!®. Ao examinarmos as nogdes epistémicas
nos depararemos com alguns problemas tradicionais que se referem &s propriedades do
conhecimento.

o O problema do conhecimento:

E possivel conhecer alguma coisa que néo seja verdadeira? Isto &, o conhecimento de
uma dada proposi¢do implica que esta é verdadeira ou podemos conhecer proposicoes
falsas?

e O problema da introspegio positiva:

Quem conhece deve necessariamente saber(ou conhecer) aquilo que conhece? Se
um dado agente i tem acesso ao seu préprio estado epistémico de conhecer podemos
afirmar que ele conhece que conhece?

e O problema da introspegao negativa:

¥ Neming and necessity

184 definicio de conhecimento é inicialmenie proposta por Platdo., Edmund Gettier apontou
situacbes onde é possivel falar emn crenga verdadeira e justificada sem, contudo, ser possivel falar
em conhecimento.
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Quem conhece deve necessariamente conhecer aquilo que nao conhece?

E comum respondermos &s questdes acima a partir de axiomas tradicionais das
logicas epistémicas, como, por exemplo, o axioma do conhecimento: KA — A, o
qual significa que o individuo ¢ sabe ou conhece que A e isso implica a verdade de
A. Facilmente se constata que o axioma do conhecimento é uma resposta & questao
levantada pelo axioma do conhecimento.

Uma questdo bastante recorrente, e tao discutida quanto as outras acima, é a
questdo da onisciéncia légica (onicredéncia légica para o operador de crenga). Tal
problema surge a partir do seguinte ponto:

Seia a generalizacdo do axioma K para o caso epistémico:

(K;ANK;j(A ~ B)) -+ K;B, para todo 1.

Ora, dada a regra acima pode-se inferir que a colegdo de todas as proposices
conhecidas por um agente é dedutivamente fechada. Isto é, suponhamos que alguém
conheca todos os axiomas da aritmética, dal, seria obrigado a conhecer todas as con-
seqiiéncias de tais axiomas!

Do mesmo modo, aceite a generalizacio da regra de necessitagio para o caso
epistémico: + A implica logicamente + KA, para todo 7. Isso significa que se A4 é
um teorema, entdo, cada individuo deve saber que A.

Iremos instaurar um sistema minimal do conhecimento a partir da nocdo bésica de
conhecimento para facilitar o entendimento do dltimo capitulo.

2.2.1 Uma légica minimal do conhecimento

A construcio das l6gicas epistémicas é feita & maneira das I6gicas modals aléticas, isto
é, aquelas que estendem a ldgica cléssica adicionando & linguagem os operadores
(possivelmente) e O (necessariamente} . Contudo, é comum fazermos uso nas légicas
epistémicas dos operadores K e B %, os quais sdo lidos, respectivamente, como con-
hecimento e crenca. Qualguer que seja a ldgica, ela precisa de uma linguagem. Mesmo
considerando uma pluralidade de légicas, a sintaxe para elas serd a mesma.

Os operadores epistémicos nao sdo verofuncionais, pois o valor de verdade de
proposicoes envolvendo tais operadores ndo pode ser determinado a partir do valor
de verdade das proposiges elementares. J4 é sabido que ¢ mesmo fenémeno acontece
originariamente com os operadores modais de necessidade e possibilidade.

Dada uma proposigio verdadeira néo é possivel deduzir que um certo agente terd
conhecimento sobre a mesma. Raciocinio analogo se aplica quanto & crenga do agente
sobre uma proposi¢io verdadeira. Por outro lado, ao assumir um valor falso, a proposigao
p nunca poderd ser conhecida pelo agente, dado ¢ axioma do conhecimento.

A intui¢io bisica que sustenta a modelagem do conhecimento se funda na seméntica
de mundos possiveis de Kripke. Podemos usar, do mesmo modo que nas légicas modais

19Nz0 consideraremos o operador de crenga, mas somente o de conhecimento,
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aléticas, a semantica de Kripke para modelar o conhecimento.

As ldgicas K™, KT™, 84™e S5™

Definicao 2.2.1. A légica minimal do conhecimento com m agentes K™ possui os
seguinies aziomas:

1) Todas as tautologias do calculo proposicional cléssico;

2) (K™) (KGAAKi{(A— B)) — KB, para todo 1 <i < m;

E um sistema fechado pela a regra de modus ponens.

4)Necessitacao generalizada: F A implica - KA para todo i.

A demonstragdo de completude para a légica K™ é andloga & demonstracao de
completude para a légica modal K+Goo.

Formamos extensdes do sistema K™ do seguinte modo:

KT™ =K™+ T™

S4™ = Tm4™

S5™ = 84™+5™

Mas quem é quem?

O axioma T™é exatamente a generaliza¢do do axioma T, isto é, T™ é o axioma do
conhecimento. O axioma 4™ é a resposta ao problema da introspeccio positiva, ou seja,
é o axioma da introspeccdo positiva, qual seja: K;A — KK ;A E 5™ é a o axioma da
introspeccao negativa, a resposta ao problema da instrospecgo negativa. Tal axioma
pode ser apresentado do seguinte modo: KA - K,—K;A.

Acrescentando tais axiomas, podemos criar todos aqueles sistemas de légica epistémica.
E claro que podemos ir além, adicionando axiomas para ¢ operador de crenga. Por
exemplo, podemos ter axiomas da introspeccdo para a crenca.

A seméntica para os operadores epistémicos é a mesma que para os operadores
modais. O conhecimento é visto como o operador de necessidade.

E comum que se faca uso da légica epistémica em filosofia analitica, em especial na
analise légica de alguns paradoxos, pois ums tarefa fundamental da filosofia é realizar
uma. andlise da estrutura légica dos argumentos. Vejamos casos conhecidos:

e Paradoxo de Moore: Um agente i ndo pode afirmar que alguma proposigdo seja
0 caso, mas ele ndo acredita que ela seja o caso.

e A definicdo de conhecimento e o contra~exemplo de Gettier: O conhecimento é
definido como crenca verdadeira e justificada. Todavia, Gettier mostrou situagbes
nas quais temos crenga verdadeira e justificada e ainda assim nio podemos falar
em conhecimento.

Para solver as duas questoes é conveniente o uso do instrumental da I6gica epistémica.
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Capitulo 3

Loégicas modais paraconsistentes

“Com efeito, tudo o que se faz com a Iégica e a matemdtica comuns
pode ser efetuado por meio da ldgica paraconsistente.”

Newton da Costa, O conhecimento cientifico.

Nos capftulos 1 e 2 foram estudadas, separadamente, lGgicas paraconsistentes e
l6gicas modais. Vimos o funcionamento de vérias légicas, tanto na parte sintética
quanto na parte seméntica. Os sistemas paraconsistentes s8o subsistemas da logica
cldssica, ao passo que as légicas modais normais estudadas até aqui sfo todas extensdes
da ldgica classica. Sabemos que para transformar as LFIs baseadas na 1dgica cléssica
na propria légica cldssica devemos acrescentar como esquema de axioma F cA. J4
para transformar as légicas modais extensoes da légica K na légica cléssica precisamos
inserir o esquema de axioma segundo o qual proposigbes verdadeiras séo necessdrias,
ou seja, - A — OA. Para transformar K em LPC devemos fazer uso de - A « [JA,
pois K néo tem como teorema {JA — A.

Para desenvolver um sistema que seja ac mesmo tempo paraconsistente e modal,
iniciamos a construgdo de um sistema ldgico a partir da légica paraconsistente Ci, a
qual é assumida, neste capitulo, como a 1dgica de base. Em seguida, acrescentamos a
ela o operador modal de necessidade. Assim, temos uma légica modal que néo estende
a légica cldssica, mas sim uma légica paraconsistente. Como W. Carnielli e N. da
Costa observaram, tanto em On Paraconsistent Deontic Logic quanto em Kantion and
non-Kantien logics, qualquer sistema de légica modal pode ser adaptado de modo a
tornar-se paraconsistente. O que é preciso fazer é alterar a légica subjacente por uma
16gica paraconsistente. E esse é exatamente nosso objetivo.

Notamos que nossa abordagem é distinta do método de traduzir e definir légicas
modais no interior de légicas paraconsistentes e vice-versa. Apesar de ndo desenvolver-
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mos aqui o método, ainda assim é razodvel uma explicacio acerca do mesmo’.

O método de tradugdo e definicho de ldgicas modais no interior de légicas para-
consistentes e vice-versa pode ser encontrado em S5 s a Paraconsistent Logic and so
s Classical First-Order Logic de J-Y . Béziau. O autor aceita que uma negacéo para-
consistente * é um conectivo undrio que nao satisfaz o principio de explosio, isto é,
A, xA ¥ B, para todo B. E ao mesmo tempo define uma ldgica paraconsistente como
sendo uma l6gica que possui uma negagho paraconsistente. Deste modo, é capaz de
definir no ambiente da ldgica modal 85 uma negacéo capaz de ter todas as propriedades
para ser chamada de negagao paraconsistente. Tal negacdo serd definida como:

A =T O A

Com isso, J-Y.Béziau é capaz de mostrar que a negaciio acima € uma negacio
paraconsistente construida em S5, pois satisfaz a propriedade bésica que uma negagéo
deve ter para ser considerada paraconsistente, qual seja:

A, O~ AFss B

A partir de tal fato conclui que a prépria logica modal S5 € uma Idégica paraconsis-
tente.

Com o mesmo argumento acima J-Y.Béziau mostra gue podemos definir uma
negagAo paraconsistente na logica classica de primeira-ordem:

—A =% 3~ A

E dai:
A3I~AFB
Concluinde que a ldgica cldssica de primeira-ordem é paraconsistente.

Curioso é o fato de que o préprio J-Y.Béziau afirma, como vimos na parte acerca
das definicbes de 16gicas paraconsistentes, que ndo é bom utilizar somente o critério
negativo para determinar se uma negacéo é ou nao paraconsistente, pois “according
to these negative criteria a lot of unary connectives are paraconsistent, for example
all the standard modal operators are paraconsistent. The identity function is also
paraconsistent in this sense, so classical logic is paraconsistent ” e conclui que “Speaking

1Existem outras técnicas para combinarmos sistemas 1égicos, dentre elas o método de Fibrilagdo
desenvolvido por Gabbay e a seméintica de tradugbes possiveis inventada por W. Carnielli.
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of a paraconsistent negation just as a unary connective not obeving exr contradictione
without stating any positive principles is a highly ambiguous and controversial way of
speaking " . Contudo, notamos que as tltimas observacdes ocorrem somente em um
texto mais tardio.

Os dois argumentos acima mostram como definir uma légica paraconsistente no in-
terior de uma ldgica modal e da légica de primeira-ordem. J-Y.Béziau constréi funcdes
que traduzem ldgicas paraconsistentes emn légicas modais e vice-versa. Para tanto,
opera do seguinte modo:

Utiliza uma fungdo » do conjunto de férmulas G construido com ~,V, A, - no
conjunto de férmulas F' construido com =, Vv, A, —, { de modo que:

A* = A, se A é atdmica.
{(A®@ By = A*® B*, onde ® € {V,A,—}
(mA) =~ (A)

O procedimento de tradugdo é capaz de extrair 16gicas paraconsistentes de 1gicas
modais. Uma questio que surge € a de saber se alguma das légicas paraconsistentes
estudadas no capitulo 1, tais como bC e C%, podem ser definidas a partir de alguma
légica modal ou podem ter alguma interpretagao modal.

N&o usamos o método acima, mas realizamos uma combinacio artesanal de dois
sistemas légicos. Deixamos para investiga-los em trabalhos futuros.

Com o alvorecer do século XXI, ndo deveriam ser raras as tentativas de se resolver
problemas em 4reas da filosofia tais como a epistemologia, s ontologia e a ética, pois
o século XX teve como paradigma crucial a linguagem e essa, depois de formalizada.
é regulada por algum tipo de légica. Com isso, percebe-se o papel que a légica de-
sempenhou na filosofia da linguagem contemporénea, em especial naquelas abordagens
conhecidas como analiticas. Basta, por exemplo, examinar os textos de Frege, Russell
e, mais atualmente, os de Kripke, para se constatar qudo importante é a légica para a
filosofia.

Na verdade, pode-se mesmo afirmar que a ldgica é capaz de apresentar respostas
a certos problemas filoséficos que antes, com o uso somente da linguagem natural,
permaneciam sem solugao.

Com o uso do instrumental fornecido por um tipo especial de légica tenta-se solu-
cionar um problema eminentemente epistemoldgico. Mais conecretamente, definimos
uma légica paraconsistente para evitar o paradoxo da cognoscibilidade. Para tanto, é
preciso que elaboremos tal légica e ainda elucidemos o que significa o paradoxo acima.
Comecemos pela dltima opcao.

2Em What is Paraconsistent Logic?



3.1 O paradoxo da cognoscibilidade

Atribui-se a Fitch a descoberta do paradoxo da cognoscibilidade. Desde entéo, varios
fildsofos e légicos tém dedicado tempo de seu traballho & tentativa de apresentar
solugdes & inferéncia indesejada. Um exemplo é o caso de Heinrich Wansing: em um
artigo denominado Diamonds are a Philosopher’s Best Friends, o autor apresenta uma
légica modal epistémica relevante capaz de evitar a inferéncia paradoxal. Seguindo a
influéncia de Wansing, desejamos construir uma légica modal que tenha por base a
iégica da inconsisténcia formal que estudamos no capitulo 2, qual seja: a légica Ci
. Mas o que é o paradoxo da cognoscibilidade? Vamos discutir, no que se segue, o
argumento de Fitch e como ele é capaz de gerar o paradoxo da cognoscibilidade.

3.1.1 O argumento de Fitch

Em 1963, no Journal of Symbolic Logic, foi publicado um artigo chamado A Logical
Analysis of Some Value Concepts de autoria de Frederic Fitch. O que tinha de im-
portante no artigo supracitado? o paradoxo da cognoscibilidade, originado a partir do
argumento de Fitch, o qual surge na forma de um teorema?®:

Suponhamos que A seja uma proposigao verdadeira e que nao seja conhecida, isto
¢, aceitemos que os agentes nio sejam oniscientes:

(NO) AN~ KA

Denominamos (NO) de tese da naoc-onisciéncia. Aceitemos também mais dois pres-
supostos, a saber:

(1) K{AAB) - (KANKB);

(2) KA — A;

(1) afirma acerca do conhecimento que ele se propaga em conjuncées, (2) que o
conhecimento implica a verdade®.

Devemos supor também que temos as duas versbes da regra de necessitacgio:

(3) - Aentao -A

{4} F ~ A entdok ~ QA

Assim, temos o argumento de Fitch:

iy K{AAN ~ K A) hipétese
i) KANK ~ KA i (1)
iii) KA ii.
vy K~KA ii.

v) ~ KA iv. (2)

*0 teorema 5 & “If there is some true proposition which nobody knows (or has known or will
know) to be true, then there is a true proposition which nobedy can know to be true.”

“Resposta ao famoso problema do conhecimento, o qual ocorre na discussao filoséfica desde o tempo
do Teeteto de Platio.
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vi) KAA ~ KA iii. e v. contradigao

vii) ~ K(AN ~ K A) i-vi. reducio ao absurdo

viii) ~ QK (AN ~ K A) vil. necessitagao®

Se aceitamos uma légica proposicional modal e se o operador de necessidade é
visto como o operador de conhecimento, entdo, com base na Idgica cldssica, podemos
formular o seguinte:

{(TV} A — OKA.

Observemos que (TV) é a tese verificacionista, ou principio da cognoscibilidade®,
segundo a qual todas as proposigées verdadeiras podem ser conhecidas. Se a tese é ver-
dadeira ou falsa, no nos cabe aqui decidir. Notamos que entre os positivistas légicos do
Circulo de Viena vérios defendiam o principio acima, mencionamos M. Schilick no ar-
tigo Sentido e Verificagdo: “A verificabilidade significa a possibilidade de verificacao.”.
E bem verdade que conhecer, pelo menos aqui, também significa verificar. Se o argu-
mento de Fitch é vélido, entdo vai diretamente de encontro & tese verificacionista, e
gera o paradoxo da cognoscibilidade:

(i") (AN~ KA) — OK{AN ~ K A) instancia da tese verificacionista
(ii") ~OK(AN~ K A) argumento de Fitch
(ili ') ~ (AA ~ KA) i’ e ii 'contraposicao

Podemos evitar a contraposicao e gerar o paradoxo usando a regra de redugdo a0
absurdo do seguinte modo:

(i") AN~ KA hipétese

(ii")OK (AN ~ K A) i e tese verificacionista
(iii" )~ OK (AN~ K A) argumento de Fitch

(iv") ~ (AA ~ K A) i"-1ii "redugéo ao absurdo

Tanto (iii") quanto {iv” ) contradizem (NO}. Por isso, ou temos (NO) ou entéo (TV).

Conclufmos também que em vista do argumento de Fitch a tese verificacionista é
problemdtica. Por qué? visto que terfamos o seguinte: a negagio de (AA ~ KA),
mas isso realmente nio pode acontecer, pois terfamos ~ AV KA e dai 4 — KA. Mas
como jé temos KA — A segue-se que KA — A e, por isso, 0 colapso do operador de
conhecimento.

Portanto, ou aceitamos a tese verificacionista ou o argumento de Fitch. Queremos,
sim, assumir que a tese verificacionista seja verdadeira e ver o que se segue se, de fato,
tal suposicdo for langada. Pouco nos importa a verdade ou falsidade da tese.

5Fitch afirma “This same sort of argument also applies to the class of logically necessary proposi-
tions, since this is a truth class closed with respect to conjunction elimination. ”

8 A tese verificacionista recebe, algumas vezes a denominacio de principio da cognoscibilidade o
qual afirma: “Qualquer proposicio verdadeira pode ser conhecida”. Por isso, algumas vezes a tese
verificacionista também recebe o nome de tese anti-realista, uma vez que o anti-realista aceita o
principio da cognoscibilidade.
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O paradoxe da cognoscibilidade nasce da uniio da tese verificacionista com o argu-
mento de Fitch.

E fécil perceber que o argumento de Fitch também se aplica 4s modalidades aléticas,
dado que os pressupostos para a derivagio do argumento valem na légica modal KT.
Assim, consideremos a versio alética de (TV):

(TA) A — $OA

A tese acima nos garante que qualquer proposicdo verdadeira é possivelmente
DeCESSaTia.

Observemos gue a tese central capaz de gerar o paradoxo € a tese verificacionista
de que “Se uma dada proposicdo A é verdadeira, entdo A pode ser conhecida”. Tal
proposi¢ao pode ser formalizada por (TV) e pode também ser lida como (TA), do ponto
de vista alético. Em qual ambiente légico (4) nos causa problemas? qual é a ldgica
do paradoxo, isto €, qual é a ldgica que da origem ao paradoxo? Segundo Wansing,
qualquer légica modal que tenha por base a légica cldssica e que possua um operador de
possibilidade pelo menos tdo forte quanto a possibilidade da 16gica modal K e possua
um operador de conhecimento pelo menos tao forte quanto a necessidade em KT, é 5
logica do paradoxo da cognoscibilidade. Ou seja, {(TV) e (TA) sdo problematicas em
qualquer légica cujo ambiente seja preenchido pelas propriedades acima.

C. Pizzi afirmou, em comunicagdo pessoal, que se adicionassemos & l6gica modal
KT o esquema de axioma (IV) ¢0A — OUA, o qual é uma verséo enfraquecida de
(TA), entao também serfamos levados ao colapso do operador de necessidade, pois em
KT temos A — A, mas como ¢A — (LIA segue-se a tese alética A — ¢0A e, a
partir dai, os argumentos usuais para o fim da modalidade de necessidade.

A versdo acima do paradoxo utiliza a regra cldssica de reducdo ao absurdo, ou
faz uso da lei de contraposigdo. Com isso, se se deseja, de algum modo, evitar as
inferéncias, é razodvel que se faca uso de uma légica que nao respeite nem reductio
e nem contrapositio. E essa é a nossa missdo. A logica que vamos apresentar é uma
Iégica que pode ser usada pelo verificacionista que se sente ameagado com 0 argumento
de Fitch.

Segundo Wansing, podemos encontrar virias reagbes ac paradoxo da cognoscibili-
dade na literatura:

a) A tese verificacionista deve ser rejeitada.

b) A tese verificacionista deve ser substituida por algum outro enunciado que nao
cause o colapso do operador de conhecimento.

¢) A tese verificacionista deve sofrer alguma restrigao.

d) Deve-se substituir a lgica cléssica subjacente por alguma légica nio-cldssica.

Como no texto de Wansing, vamos perseguir a dltima meta. Wansing propoe uma
l6gica na qual a redugéo ao absurdo e contraposiciio néo valem. Faremos a mesma
coisa, mas com uma logica mais simples, isto €, com menos compromissos ontologicos
que a de Wansing, uma vez que temos uma linguagem menos enriquecida.
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3.1.2 Solugdo aoc paradoxo

Iniciemos, entéo, a construgao de uma 16gica modal paraconsistente. Para tanto, a
légica Ci € o nosso ponto de partida. Dai, estendemos a linguagem de Ci com o
operador modal alético de necessidade [07. Acrescenternos os axiomas K e T das 16gicas
modais aléticas e mais a regra de necessitacdo. A légica obtida deste modo € denotada
por CiT . Tal l6gica é apresentada sintaticamente, com sua respectiva axiomstica, e
depois semanticamente, com a demonstracao de que se trata de uma l6gica completa.
A légica Ci” ¢ capaz de evitar o paradoxo da cognoscibilidade.

Sintaxe

Linguagem A linguagem da légica Ci’ ¢ formada pelos seguintes sfmbolos primi-
tivos:

Conectivos: — {negagio paraconsistente), A (conjungdo), V (disjuncdo), — (im-
plicagdo), o (consisténcia) e [ (necessidade).

Varidveis proposicionais: um conjunto enumerdvel: {4, B, C,...}.

Simbolos auxiliares: ( , ) (parénteses)

O operador de possibilidade é definido com o usc da negagédo forte de Ci:

DA =9 &~ A

QA= A

Férmulas Férmulas sfo definidas indutivamente do seguinte modo:
1) Todas as varidveis proposicionais sdo férmulas;
ii) Se A € uma férmula, entéio (—A) é uma férmula;
iil) Se A e B sao férmulas, entdo (AN B), (AV B), (A — B) também sdo férmulas.
iv) Se A é uma férmula, entdo oA e TJA sdo férmulas.
E possivel definir uma negacio forte em Ci’:
~ A ==def (OA A=A

Axiomatica para Ci? A axiomética da légica CiT é formulada a partir da Iégica
Ci. Deste modo, assumamos os axiomas de Ci. Desejamos que nossa ldgica modal seja,
além de paraconsistente, também uma légica parcialmente normal, isto é, deve valer a
famosa lei de Kripke no ambiente paraconsistente, a qual é conhecida como axioma K.
Assim, temos:

Com a finalidade de apresentar novas abordagens a certas questdes acerca da
cognoscibilidade, extensdes de Ci se mostram como alternativas interessantes. Em
particular, o sistema Ci? cuja axiomdtica ¢ definida ¢omo:

7Usaremos o [ no lugar do K pois sabemos que ambos t8m as mesmas propriedades. A vaniagem
é que deste modo temos uma linguagem com menos simbolos.
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(ICiT) Fog (A— (B — A));

(2C17) For (A= B) = (A= (B = C)) = (4= C));
(3CiT) ke (A — (B — (AN B)));

(4CiT) bor (AN B) — A));

(5CiT) kFosr ((AA B) — B))
(6CiT) boir (A — (AV B));
(7CT) ko (B — (AV B));
(8CITY ko ((A—C) = ((B— C) = ((AV B) — O));
(9CiT) Fer {(AV (A — B);

(10CT Yrgr (A V =A);

(11Ci7 Y gir (-4 — A);

(IQCiT)i—CZ-T (cA— (A— {~4 - B})))

(13CiIT kgt (mo A— (AA-A))

(14CiT)rpir (A — B) — (A — OB}

(15CiT e OA — A

Temos varios conectivos definidos:

A B=% (4 - BYA (B~ A)

ed =% —o A4

~ A= 0 AN-A

QA= O~ 4

E mais as seguintes regras de inferéncia:
A __A—B FA
B

?

O paradoxo da cognogggiiidade pode ser derivado sintaticamente até o momento
da inferéncia paradoxal. Todavia, como n8o temos nem a reducio ao absurdo cléssica
e nem a contraposicdo, segue-se que nio somos capazes de dar o salto rumo ao eolapso
do operador de conhecimento ou necessidade. O argumento de Fitch também acaba
por ser evitado, uma vez que a lei de reducgdo nfo vale em nossa logica.

Para atingirmos ldgicas modais paraconsistentes mais sofisticadas, devemos pro-
ceder da mesma maneira que na ldgica modal cldssica. Assim, devemos estender a
l6gica base com outros axiomas modais, tais como (D), (B), (4), {(5), etc.

Atente-se ao fato de que a légica Ci” é dada simplesmente por Ci adicionado de
(K), (T) e (Nec).

Semantica para Ci¥ Comecemos por uma conjectura: A légica CiT é correta e
completa em relacio 4 uma seméntica de mundos possiveis com Cil-valoracies em
cada um dos mundos.

Consideremos uma estrutura do seguinte tipo:

< W,R,v >, onde:

i) W é um conjunto nao-vazio de mundos possives;
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ii) R é uma relacdo bindria de acessibilidade definida entre mundos possiveis: £
CW =W

iii} v é uma Ci-valoragao;

Uma estrutura da forma < W, R, v > é dita uma Ci”-estrutura quando, para quais-
quer dois mundos w,w’ € W, e férmulas A e B, for o caso que:

0) M,wIr A sse v(w, A} = 1, para A atdmica;

1) Mywi-AnBsse Mjwi-AeMwl B,

2) Miwi- Av Bsse M,wit- Aou M,wliF B;

3) Mwl-A— Bsse MwlF Aou M,wlF B
4) M, w ¥ A entio M, w - A;

5) M,wl¥ A entao M, w ¥ ~—4;

6) M,wlr oA sse M,wlF A ou M,wlF -4

TV MwkFAou M, wl —~Asse Mjwh —~cA

A seméntica acima, como j4 vimos, apresenta provas de corretude e completude para
a légica Ci®. Contudo, queremos uma seméntica capaz de validar todos os axjomas
néo somente de Ci, mas sim de Ci%. Para tanto, deve-se interpretar o operador de
necessidade de maneira usual, ou seja, seguindo a versdo intuitiva de Leibniz, a qual
madis tarde foi formalizada por vdrios I6gicos. Assim, temos:

7) M,w I+ A sse para todo w' tal que wR w', M, w' I- A,

Os conceitos de validade de uma férmula em relagio 4 seméntica descrita, assim
como o de conseqiiéncia semantica sdo definidos de maneira usual.

Completude de CiT O préximo passo é mostrar que o sistema Ci’ é correto e
completo em relacio as Ci’-estruturas. A prova de completude é devida & Walter
Carnielli.

Devemos construir um modelo canénico para Cil e depois seguir como no caso
cldssico. A nossa dificuldade consiste, no modelo canénico, em demonstrar que as
férmulas consistentes pertencem ao conjunto associado ao mundo do modelo candnico.
Se isso for possivel, entdo com o uso de alguns reparos na demonstragdo tradicional, tal
como o lema de Lindenbaum, qualquer conjunto nao-trivial de férmulas de Ci% estd
contido em um conjunto saturado de férmulas, entao é também possivel demonstrar a
conjectura.

Qualquer sistema de légica modal cldssica pode ser adaptado de modo que se torne
paraconsistente. Tal adaptacdo consiste em substituir a légica subjacente por alguma
légica paraconsistente, como de imediato se constata.

Ainda mais, a l6gica Ci é somente a primeira logica de uma vasta familia de légicas.
Apds Ci temos os dC-sistemas, isto é, uma infinita hierarquia de logicas inconsistentes

8Curioso € notar que a légica bC possui uma semdantica de bivaloragdes, mas ndo se sabe se se tem
uma seméntica de traducSes possiveis.
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nao-triviais, tais como as famosas légicas C,, 1 € n < w. Qualquer uma dessas 16gicas
poderia ser usada como base para uma l6gica modal paraconsistente.

Temos que, inicialmente, propor uma axiomadtica capaz de inibir o avanco do ar-
gumento de Fitch e do paradoxo da cognoscibilidade. Deverfamos, com o intento de
obter a mesma linguagem que o argumento, partir de uma linguagem munida tanto do
K quanto do {7 Néo. Pois podemos imaginar que o K nada malis é que uma méscara
do 03, Com isso, poderiamos reconstruir as premissas do paradoxo em nossa linguagem
substituindo cada ocorréncia do operador de conhecimento por uma do operador de
necessidade. Com isso, gostaria que o leitor aceitasse a nossa légica Ci’ como uma
solugdo ao paradoxo. Por qué?

Porque podemos reconstruir na linguagem de Ci’ todo o argumento. Contudo,
nao chegaremos ao momento da inferéncia por reduco que gera a impossibilidade de
conhecer uma proposicio e ndo conhecé-la , a nossa ldgica ndo permitiria tal inferéneia
salvando, assim, o conhecimento, uma vez que a tese verificacionista sem o argumento
de Fitch ¢ inofensiva. Cil nao valida nem a regra de contraposicio ¢ nem a regra de
redugao ao absurdo. Deste modo, é perfeita para o nosso empreendimento. O tnico
problema que alguém poderia argumentar naquilo que se refere & nossa légica Ci¥
seria a sua auséncia de completude - contudo, temos uma prova de completude. E
mais, temos uma familia de légicas capazes de evitar a inferéncia paradoxal suposta-
mente completas. Com o objetivo de demonstrarmos a completude para a légica Ci7
precisamos de alguns passos intermediarios. Podemos provar imediatamente em Ci? o
seguinte lema, adaptando as demonstragdes de Ci e mantendo a mesma definicao de
conjunto saturado para alguma férmula.

Lema 3.1.1. Seja A U {G} um conjunto de formulas de Ci¥ onde A é um conjunto
G-saturado. Entdo:

(i AFrAe Ac A

(i ANBeAe AcAeBeg A

(it A VBe As AcAou Bel;

(iviA—-BelAea A¢Ae BeA;

(v) A¢ A= —Aeg A

(vi) A e A= Ae A

(vil) Ae Aou=-4Ae€ i

(vii)cA€e A= A¢ Aou—AgA;

(ix) A¢d Aou—A¢g Aentio oA ¢ A;

(x) AN-A€eA oucAN-AcAoucANAcEA
Demonstragdo: Para (i)-(ix) como nas Iégicas paraconsistentes C,;,,bC e Ci. O
caso (x) demonstramos do seguinte modo: Se w0 A € A entdo como Hg; (mo A —
(AA—-A)) segue-se que AN A€ A Se ~ocA¢ A entdo por (v) segue-se que oA € A
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e por (vil) oAA-A e AoncANAcA. O

Um modelo de Kripke para Ci* é uma tripla M =< W, R,V > na qual W é um
conjunto nao-vazio de mundos, R é uma relagéo reflexiva e V' é uma classe de valoracdes
modais tal que, para cadav e V :

1) v é uma Ci-valoragio.

2) v(OA4) = 1 & v'(A) = 1 para toda v'Rv, isto é, M, w & [14 sse para todo wRw/,
LM, w’ # A

Se v(A) = 1 parav € V em M , escrevemos M, v p= A ou entdo M,w = A% As
nogoes usuais de féormula valida num modelo M, férmula vélida, ete, séo as usuais.

Podemos demonstrar, também de maneira usual, que Ci7 é correto em relacio aos
seus modelos de Kripke. Com vistas ao teorema da completude, introduzimos a seguir
alguns conceitos e lemas de forma a produzir um argumento andlogo ao teorema da
completude pelo métode dos modelos candnicos, conforme estudamos no capitulo 2.

Seja S a classe de todos os conjuntos G-saturados; definimos, para cada w € S, a
denecessitacio Den{w) de w como o conjunto:

Den(w) ={A: 04 e w}

Um modelo canénico para Ci’ é uma tripla Ms =< Ws, Rg, Vs > na qual Wy é
a classe de todos os conjuntos G-saturados, Rg € a relacio definida como AR/ se e
somente se Den(A) C A’ e cada v € Vy € uma valoragio modal definida a partir de
algum A € W como:

va(A)=1sse A€ A

Observemos que o axioma (T) 04 — A garante a reflexividade da relagao Rs, pois
A € Den(A) entdo CA € A, e como A é saturado, pelo axioma (T) e modus ponens,
A€ A

Antes de demonstrarmos o resultado principal, precisamos demonstrar um impor-
tante lema auxiliar:

Lema 3.1.2. Seja A um conjunto de férmulas G-saturado de Cif tal que DA ¢ A.
Entéo, Den(A) U {cA,~A} € ndo-trivial.

Demonstracao: Se Den(A) U {04, —A} é trivial, entdo Den(A),04,-A For A
e Den{A},0A, A Fr A. Com isso, aplicando o procedimento de prova por casos, o
qual é vélido em Ci? obtemos Den{A),0A For A. Por outro lado, de Fg; {(no0o A —
(A A —A)), temos Den(A),= o A bor A e, novamente, pela prova por casos, obte-
mos Den(A) bor A. Por conseqiiéncia, pelo axioma (K) e pela regra de necessitacao,
AberOAelA € A m

Estamos agora em posi¢do de demonstrar o:

9Claramente, os mundos possiveis sio vistos enquanto valoragdes e vice-versa.
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Teorema 3.1.3. (Completude para Ci¥ )T g A implica T Four A.

Demonstragao: Por contraposicio dada uma férmula 4 de Ci¥ tal que I' Fo,r 4,
podemos, através do argumento de Lindenbaum, estender I' a um conjunto A-saturado
A. Como AFqr A, entdo A ¢ A, Considere vy a funcio caracteristica de A. E claro
que:

(i) va é um Ci-valoragio.

Temos que mostrar que, para toda férmula B :

(ii) va(OB) = 1 © vp(B) = 1, para toda vr tal que ART".

De fato:

a) Se OB € A entdo B € den(A); portanto, se ART, por definigéo, den(A) CT e
B e T. Consegiientemente (jd que I" é A-saturado) vr(B) = 1.

b) Se OB ¢ A entdo £ = den(A) U {oB, ~B} é ndo-trivial e obviamente & ¥,r B.
Aplicando novamente o argumento de Lindenbaum existe um conjunto I' que é A-
saturado e estende 2. Dessa forma, den(A) C I e, por definicdo, AR,I'; ainda mais,
como ' é B-saturado, vp(B) = 0. Isso demonstra o que querfamos. O

Podemos adaptar a demonstracfo acima para varias outras légicas modais que
estendem Ci. Quase todas sio capazes de evitar o paradoxo da cognoscibilidade. Em
geral, poderfamos demonstrar que a major parte das légicas que estendem Ci com o
K+Goo é correta e completa e é também capaz de inibir o paradoxo da cognoscibilidade.

Algumas propriedades de Ci”

Aceitando a tese do espelhamento entre forma légica e mundo que defendemos na
introdugdo, seria interessante disponibilizar ao leitor alguns resultados curiosos, iais
como:

Proposicao 3.1.4. Em Ci¥' ndo ¢ possivel conhecer consisténcias, isto é, oo Uo A,
pare alguma formula A atdmica.

Demonstracdo: Suponhamos que Fe;r O o A. Pelo axioma T sabemos que Fqr
oA -+ oA e por modus ponens 7 oA, para todo A. Mas isso causa o colapso de
CiT com a légica modal KT. -

No resultado acima estamos interpretando o operador de necessidade como se fosse
o operador de conhecimento e isso € legitimo pois ambos respeitam as mesmas regras.

Proposicio 3.1.5. Néo sdo particulas minimais em C&
(1 04An-0A
(i) CAA O-A
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(i) CAA= CA

Deste modo, podemos reconstruir boa parte do argumento de Fitch na linguagem de
Ci” sem, contudo, derivarmos a conseqiiéncia paradoxal, uma vez que ele fica encerrado
no momento de aplicar as regras que nao s&o vélidas na légica proposta. Ou temos
o argumento de Fitch ou a tese verificacionista. Optamos pela segunda. O nosso
sistema. formal pode suportar a tese verificacionista porque impede o desenvolvimento
do argumento de Fitch.

A légica CiT € uma versdo paraconsistente da légica modal T(=KT). Sabemos que
a légica modal KT acrescida com a tese verificacionista (TV): A — {LUIA € uma légica
que gera o colapso do operador de necessidade, visto que podemos aplicar o argumento
de Fitch e , conseqlientemente, dar origem ao paradoxo da cognoscibilidade. Contudo,
Ci7+ TV néo elimina a modalidade de necessidade, dado que nic temos o argumento
de Fitch. Em Ci?4TA também nio elimina a modalidade.

André Fuhrmann caracterizou a légica CiT4-(TV) ou (TA) como um wverifica-
cionismo paraconsistente{VP). Argumentou ainda que este nao ¢ suficiente para evitar
o paradoxo da cognoscibilidade, uma vez que seria possivel reestruturé-lo na linguagem
de Ci?. Contudo, notamos que a negacio usada para tal “reconstrugao™ é paraconsis-
tente.

Para tanto, apresentou o seguinte argumento que considera:

T:-OA— A

P2: (A — B) — =~(AA~B)

MC®: ~(0AADB) — -O(AA B)

VE: =OA — —A

VA OOA

e mals as usuais regras de modus ponens, necessitacio, a def.{ e a redugio =4 —
A.

Segundo Fuhrmann, em VP + M¢ + P2 + V€ podemos reconstruir o paradoxo da
cognoscibilidade sem utilizar redugo ou contraposigio. Mas ¢ claro que a 16gica acima
nao é equivalente & Iégica CiT , uma vez que néo temos nem M nem P2 e nem V¢
como teoremas, como se constata via CiT-modelos. E mais, ndo podemos definir {» com
o uso da negacBo paraconsistente. Notemos que se o argumento acima é construido
em Ci? entdo cada ocorréncia de — é uma negacio paraconsistente. Logo, virias das
inferéncias nio sdo validas. Todavia, seriam vélidas se a negagdo em questio estivesse
se comportando como a negacio cléssica.

A. Fuhrmann mostrou dois problemas que ele considera importantes para a inves-
tigagao:

1° Problema: VP + MC evita o paradoxo da cognoscibilidade?

2° Problema: VP + V¢ evita o paradoxo da cognoscibilidade?

Fagamos, entdo, um resumo do que aconteceu:

a) O Argumento de Fitch nos mostra que Fxr ~ OO(AA ~ [IA).
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b) Em KT+({TA) segue-se Fxp.(pa) A — LA, isto é, aquilo conhecido como para-
doxo da “cognoscibilidade”.

¢) O Argumento de Fitch ndo acontece em CiT +(TV).

d) Em Ci"-+(TA) néo se segue by rg A — HA.

e) Com adaptacdes dbvias, pode-se demonstrar os mesmos fatos para uma versao
epistémica da tese alética, isto é, com a tese verificacionista.

W .Carnielli, M.E.Coniglio e J. Marcos apresentaram uma demonstracdo construtiva
de que existe um modelo capaz de validar todos os axiomas de Ci’, bem como todas
as instancias da (TA) sem, contudo, validar A — [JA4, visto que para uma férmula A
e para um mundo w € W segue-se que M,w - Ae M, wh OA. ¥

Assim, quando um anti-realista se sentir em perigo diante do argumento de Fitch,
ele seré convidado a usar a légica Ci¥ para finalmente se ver livre da ameaca.

WEm Logics of Formal Inconsistency.
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Conclusao

A primeira contribuicdo da nossa dissertacdo consiste na proposta de uma filosofia
analitica capaz de utilizar uma légica nio-cldssica para a analise légica. Esta é um
tipo de filosofia analftica que se diferencia do modo usual de fazer andlise légica da
linguagem porque, ao invés de manipular somente as ldgicas proposicional e quantifi-
cacional cldssicas, explora e faz uso das ldgicas nao-classicas na elucidacio de questdes
filoséficas. Argumentamos também que a ldgica possui um status ontolégico, mas dado
que existem vérias logicas, segue-se também a existéncia de varios mundos.

A partir do estudo das légicas da inconsisténcia formal e das légicas modais, foi
possivel a construgio de uma légica modal da inconsisténcia formal, isto ¢, uma légica
modal paraconsistente. A segunda contribui¢do se funda exatamente no estabeleci-
mento de uma légica modal paraconsistente com a prova de que possui demonstragio
de completude. Tal 1égica é usada para mostrar como a tese verificacionista, se ver-
dadeira, nao leva necessariamente ao colapso do operador de conhecimento, uma vez
que ndo vale o argumento de Fitch e visto que é possivel encontrar um modelo que
valide todas os axiomas de Ci”+TA e nao valide a conclusio de que A - JA.

Também apresentamos um argumento acerca da impossibilidade de se conhecer
consisténcias.

Um dos problemas que permanece em aberto e que pretendemos investigar em
textos futuros é a construcdo de sistemas modais corretos e completos que estendam
a nossa légica modal paraconsistente com o esquema Goo. Assim, desejamos provar
completude de infinitas légicas modais paraconsistentes e mostrar que a maior parte
delas impede o argumento de Fitch. Pretendemos também investigar as relacdes entre
as légicas modais e paraconsistentes do ponto de vista categorial ¢ da légica universal.

Por fim, é importante salientar que os caminhos para a filosofia no século XXI ainda
ndo estdo elaborados. Por isso, nio seria demasiado sugerir ao leitor que utilize a légica
formal para pensar filosoficamente, malgrado essa nfo ser a tnica possibilidade de se
fazer filosofia. Apesar dos limites da 16gica, ainda assim ela se constitui enquanto uma
importante ferramenta para o trabalho filoséfico.
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