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RESUMO

A aplicagiio do método de deducfo natural, via o método de provas subordinadas,
nas I6gicas proposicionais paraconsistentes C, (1=n<®) ¢ apresentada neste trabalho. Atra-
vés desse método elabora-se uma hierarquia de sistemas de dedugdo natural DNC,, consti-
midos exclusivamente por regras de deducfio (ou esquemas de dedugfio), dispensando,
quaisquer esquemas de postalados. Provamos gue esses sistemas DNCp(0<n<w) sdo logi-
camentes equivalentes aos sistemas Cy{0<n<w) de DA COSTA. Elaboramos uma valoracio
bivalente e provamos varios temas sintdticos e seminticos referentes aos sisternas formais,
tals como, consisténcia, corretude forte, completude forte no caso dos sistemas
DNC,{I<n<m). Provamos a decidibilidade dos sistemas paraconsistentes de deducio natu-
ral DNC,{1<n<®) pelo mérodo de tableau. Provamos a equivaléncia entre os sistemas
DNC, {1<n<m) e o sistemas de rableau TDNC, (1<n <o), a corretude e a decidibilidade
desses sistemas. Duas novas formulagBes para a hierarquia de sistemas proposicionals para-

consistentes C, (0<n<om) sdo apresentadas,

SUMMARY

In this paper, we present an application of the method of natural deduction, via the
method of subordinate proofs. By using this method, we develop a hierarchy of logical
systems of natural deduction DNC, containing just deduction rules (or schemes of
deduction) with ne axioms schemes. We proved that these systems DNCp(0$n<w) are
logically equivalent to the da Costas’s systems C, (0<n<w). By introducing of a special
hivalent valuation concept, we prove some the standard syntactical as well as semantical
properties of formal systems, like consistency, strong soundness, and strong completeness
in the case of the DNC,(1snsw). The decidability of the paraconsistent systems of natural
deduction DNC,(1<n <@) is proved by specifically introduced systems of fablean. We
prove the logical equivalence between the systems DNCy(1<n <@) and the tableau system
TDNC, (I<n <m) and also prove the soundness and decidability of these systems. Two

new formaulations for the hierarchy of da Costa’s systems €, {0€n<®) are introduced.

"+



i INTRODUCAO

Esta pesguisa parte inicialmente da observagio de que o método mais empregado no
estudo das logicas proposicionais paraconsistentes C, do professor Newton Carneiro
Affonso da Costa € o axiomdtico, estilo Hilbert-Frege, sugerindo entdo a guestio: o que
acontece se aplicamos o método de deducio natural a estes sisternas? O que podemos obter,
tanto em resultados téenicos quanto nos tedricos, a partir desse enfoque da teoria da prova?

Do ponio de vista 16gico temos mais um enfoque, diferente do gue até aqui tem sido
normalmente realizado, para analisarmos as propriedades dos ditos sistemas, onde serdo
abertas questdes do ponto de vista da deduglio natural. Quando as decidibilidades dos sis-
temas €, nio estavam ainda demonstradas, RAGGIO (1968) construiu cdlculos de sequen-
tes! {por ele denominados CG, (1sn<m)) para tentar resolver aquela questdo. Os célculos
praposicionais CGy ndo foram demonstrados decidiveis, embora, sejam equivalentes aos
sistemas C,. e de terem as mesmas propriedades que €, além de constituirem uma hierar-
quiag, Sistemas de deduciio natural para C; e C, foram estabelecidos por ALVES (1976),
onde s6 foram empregadas regras de dedugiio, mas, infelizmente, ele nio se aprofundou no
estado do sisterna, Uma nova axiomatizacio foi elaborada por RAGGIO (1978) para o sis-
tema Cy, {por éle denominado NC*) tendo Av—A como o seu dnico axioma, € onde € usa-
do o métedo de deduciio natural. Naguele trabalho fica demonstrada a equivaléncia entre
NC,* e C,* {0 asterisco faz referBncia a sistema axiomdtico de loégica paraconsistente
quantificacional sem igualdade}, portanto, 0s sistemas proposicionals correspondentes sio
equivalentes. Recentemente PEREIRA e MOURA (1997), usando o métode de dedugdo
natural, elaboraram um sistemna de dedug®o natural NNC, usando unicamente regras de
dedugiio 0 qual € equivalente a NCq. Devemos citar que um sistema de dedugio natural ja

for aplicado & 10gica discussiva D2 (KOTAS e DA COSTA, 1979). Neste trabatho elabora-

"Um sequente ¢ uma expressio da forma Ay, Aa, .. A, —» By, By, ., By, onde A ¢ B; (151,75n) representam
formulas quaisquer ¢ fem a mesma “interpretagio” gue A)&A& & A, D BvByv. vB; O cdlculo de
segpentes pode ser considerado como um meta-céleulo para o sislema de dedugdo natural, Nesse célculo é
explicitado a relaciio de dertvabilidade a partir de regras de estrutura e de dedugio(somente regras de introdu-
clo) para sequenies.

* ¥ im resumo mats detalhiado encontra-se em [YOTTAVIANQ, 1995 p {-24,



remos e aprofundaremos estudos de sistemas de dedugio natural que sejam logicamente
equivalentes a C, (1Sn<0) e que s6 usem regras de deducdo, embora, ndo empreguemos
seguentes.

Aplicaremos o método de dedugdo natural, estilo Jaskowski-Gentzen, através do
método das provas subordinadas (cf. FITCH, 1952) nas logicas proposiclonais paraconsis-
tentes Cp . A escolha desse estilo pode ser resumida no seguinte pardgrafo:

“A escolha de apresentacio & um assunte de gosto e/ou
conveniéneia., As provas no estilo de deducdo natural nas
teorylias matemdticas s8c fregilentemente apresentadas na

forma linear, visto Que as apresentacdes na forma de &x-
vore tornam-se de dificil manuseioc para argumentos com-
‘plicados” (TROELSTRA e VAN DALE, 1988, p.48)°,

Abordaremos preferencialmente o aspecto sintatico dessas l6gicas, e respettaremos
as duas condigSes bdsicas dessas 16gicas:

"I - Em ¢, nfio deve ser valido, em geral, o principio da
nic contradigac” { DA COSTA, 1993, p.7).
“I1 - De duas proposlicSes contraditdérias ndoc deve ser
geralmente possivel deduzir gqualquer proposicico” (DA
COSTA, 1993, p 7).

A importincia do nosso enfoque advém do fato que normalmente ao demonstrarmos
uma proposiclo ndo fazemos uso do métedo axiomditico. Mesmo os matematicos que Hidam
com sistemas axiométicos, em suas provas fazem uso de outros métodos de raciocinio. A
partir dessa observacio, Jadkowski elaborou o gue hoje denominamos por dedugdo natural,
ot deduciio natural Hinear.

Comao serd visto, os procedimentos que constituem a dedugio naturat sdo uma abor
dagem natural e segura para o estudo de wm sisterna axiomadtico, assim como também cons
tituerm uma base sélida para a andlise das propriedades deste.

Com esse objetivo desenvolveremos esta dissertacio da seguinte maneira;

* Os originais das tradugdes mencionadas neste trabalho encontram-se no anexo A,



No capitulo 2 deste trabatho descrevemos a nossa principal ferramenta, ou seja, 0
método de dedugo natural, logo ap6s explicitamos a nogiio de dedugdo gque usaremos ¢
descrevemos o método de provas subordinadas.

No capitule 3 séo descritos os sistemas axiomatizados Cy , aos quais aplicaremos o
método de deduclo natural,

No capitulo 4 aplicamos o método de deducdo natural nos sistemas C, ([<nso),
¢laborando sistemas 16gicos, que abreviaremos por DNC,, constituidos exclusivamente por
regras de dedugdo (ou esquemas de dedugfio) formuladas no estio Fitch, dispensando
guaisquer esquemas de postulados de C,. Vidrios dos principais temas sintaticos e seménti-
cos referentes aos sistemas formais, tals como, consisténcia, corretude forte, completude
forte, ete. sfio agui estudados. Demonstraremos que estes sistemas constituem uma verda-
deira hierarquia ¢ que sfo logicamente equivalentes aos sistemas Cy. A equivaléncia entre
o sistema Cy ¢ o sistema DNC; € demonstrada exaustivamente, tendo-se o cuidado de
restringir a nogio de dedugfio para podermos efetivamente compararmos 0 sistema axioma-
tico €y com o sistema DNC;. Esbogamos os procedimentos necessdrios para demonstrd-las
para 0s sistemnas DNCy(1<nso). A consisténcia de cada sistema DNC,, {1£n=<w) ¢ demons-
trada. Usando uma valoracio bivalente (¢f. DA COSTA ¢ ALVES, 1977), estilo Henkin,
demonstramos a corretude ¢ a completude fortes do sistema DNCy e esbogamos os proce-
dimentos necessdarios para demonstri-las para os sistemas DNC, {1<n<m), mesmo sabendo
que a equivaléncia entre C; ¢ DNCy me garania tais resultados, Embora a equivaléncia dos
sistemnas garanta a transferéneia das propriedades entre eles, realizamos as demonstracdes
dos principais temas sintdticos e seménticos, em virtude de termos definidos uma interpre-
tagio propria, ndo existente na literatura, para esses sistemas. A existéncia de certo limite
do método de deducio natural® nos levou a optar método de fableaux para provar a decidi-
bilidade do sistema DNCy, ¢ esbocamos os procedimentos necessarios para demonstra-la

para os sistemas DNC, (I<n <m). Escolhemos esse método em virtude da nossa preocupa-

* Caso desejamos saber . num fempo i), se uma férmula C € conseqiiéncia sintdtica de outras férmulas Py,

Py, ... Py { stmbélicamente P, Pa, o, B, FC) e se apds um tempo razodvel de tentativas ndo for encontrada

nenhuma deduciio que confirme a relagiio de consegiineia, ndo saberemos se tentamos o tempo suficiente ou
de fato no existe tal relagio.



cio em usar a légica paraconsistente em sistemas de inteligéneia artificial. Devemos citar
gue CARNIELLI (1992), ¢ BUCHSBAUM & PEQUENO (1993} elaboraram sistemas de
tableau, & que os sistemnas que elaboramos complementam agueles. Demonstramos uma

nropriedade da relacio consegiiéncia analitica (Frpne, ) para o sistema de fableau para que
! : |

possamos introduzir uma versio da Regra do Corte nesse sistema, a partir da qual prova-
mos a equivaléncia entre o sistema DNC; ¢ o sistema de fableau TDNC,. Esbogamos 0s
procedimentos necessdrios para demonstrar a equivaléncia entre cada um dos sistemas
DNC, (I<n<m) e seus respectivos sistemas de fablee.

No capitulo 5 discutiremos alguns resultados advindos dos capitulos anteriores,
como por exemiplo, a eficiéncia do sistema DNCy diante do sistema de ALVES (1976).

No capitulo 7 colocaremos os anexos, os quais contém elementos para serem con-
sultados caso o leitor sinta necessidade de detaihes.

Com este trabalho esperamos mostrar que o enfoque dado pelo método de dedugao
natural através dos sistemas DNC, é suficientemente fértil para o estudo aprofundado das
l6gicas Cy . e que a partir disso podemos obter resultados que sio fecundos ndo 86 para a
l6gica paraconsistente, mas, também para a Légica como um todo, o que poderd ser com-

i

provado pelo leitor.
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p 0 METODO DE DEDUCAQ NATURAL (DN)
2.1 O método de DN
O método de deduglo natural origina-se dos trabalhos de Stanislaw JaSkowski

(JASKOWSKI. 1967) e de Gerhard Gentzen (GENTZEN, 1969) a partir da andlise dos pro-

cedimentos envolvidos nas provas matemdticas. Em 1934, Stanistaw Jaskowski publicou o
sen trabatho sobre deducfio natural, com base no seminario de l0gica de J. Lukasiewicz,

realizado desde 1926. Jaskowski afirma

3

Em 1928 o Professor J. Lukasiewicz chamou atengdo para
o fato que os matemdtlicos nas suas provas ndo apelam

para as teses da teoria da deducdo, mas fazem uso de ou-
tros métodes de raciocinio” ('JAS’K.OWSKI, 1967, p.232).
E conclui

“ ¢ principal recurso usade em seus métodos € o de uma
suposic8o arbitrdria’ (JAS;K.OWSKL 1967, p. 232).
A partir dai, JTaskowski elabora umn sistema logico cuja caracteristica principal € a
de ndio requerer axiomas,
“ Aszeim  formulamos todas as regras do nosso sistema, o
gqual  tem a pecullaridade de ndc regquerer axiomas’
(JASKOWSKI, 1967, p.238Y’.
No gue concerne ao processo de deducgfio no sistema axiomdtice, David Hilbert
pondera
“com fregiéncia & muito dificil e redquer multas tenta-
tivas a deduclo de uma determinada expressio da gual sa-

bemos, POL exemplo, que tem validade universal.”

(HILBERT e ACKERMANN, 1975, p.36).

T As regras de dedugio do sistema de 16gica proposicional de Jadkowski sdo: Eliminagho da implicagio, In-
wrodugiio da implicagio, Introdugio de suposicio e Elimunugfo da negaglo(Reducrio ad absurdum) (cf,
JASKOWSKI. 1967, p. 236-238).



F citando o trabalho de Gerhard Gentzen, eles afirmam que neste sdo introduzidos
desde o inicio todas as conexdes fundamentais, além de satisfazer as seguintes exigéncias
formais na construgio de um sistema de axiomas:

¥... que esteia imediatamente visivel o processo de dedu-
cin de todas as férmulas universalmente validas, € que,

em geral, partindo das regras se saiba imedlatamente de

ume forma proposicional arbitrdria se ¢ dedutivel ou n#o
no sistema.” (HILBERT e ACKERMANN, 1975, p.36).
Referindo-se a0 método de deducio natural como um cdlculo, Hilbert afirma
“o paleulo ndo contem axiomas légicos, mas somente figu-
vas de inferéneis que indicam guals inferéncias podem
ser extraidas a partir de hipéteses dadas” (HILBERT e
ACKERMANN, 1950, p.30).
No wabatho a que se refere Hilbert, publicado em 1934, Gentzen estabelecen o se-
guinte proposiio
“ pretendemos elaborar um formalismo gue reflita tdo exa-
to cquanto possivel o efetivo raciecinio légico envolvido
nas provas matemdticas” (GENTZEN, 1969, p.74).
E. no que concerne a diferenga entre o processo de prova matematica nos sistetras
axio-madtico ¢ de dedugfio natural afirma
“a deducdo natural, porém, nfc parte,em geral,de propo-

sicBes légicas bdsicas, mas de suposicdes {cf. exemplos

no §1linas quais sdo aplicadas dedugfes ldgicas. Por meio

P

de uma inferéncia poghterior o resultado & entio novamen-
re feito independente da supesicéo "(GENTZEN, 1969, p.75)6.
Assim, entendemos que no método de deduco natural todas as conexdes funda
mentais, entenda-se regras {(ou esquemas) de dedugfio, sfo introduzidas desde o inicio, e a

partir destas e s6 destas sfo realizadas as demonstragOes. Entre essas regras temos a de

> As regras de dedugiio do sistema de Iogica proposicional de Gentzen sfio: as regras de eliminagio da nega-
(5o, da conjungdo. da disjunglo e da implicagio: as regras de introduglo da negagio {Reductio ud absurdumy),
da conjunclo, da disjungo ¢ da implicaglio (cf. GENTZEN. 1969, p. 77).




rransporte de formulas (que justifica o movimento da mesma formula de um ponto 2 outro
numa deducio), as de introdugfio e de eliminagio de conectivos l6gicos e quantificadores
(que justificam a dedugfio de uma nova férmula a partir de uma ou mais formulas jd pre
sentes na dedugdo). Existe uma regra de introdugdo e de eliminacfio para cada um dos co-
nectivos 16gicos e cada um dos quantificadores. Nesse trabalho s6 nos interessa as regras
relativas a0s conectivos 16gicos.

Uma deduciio formal (ou demonstragio formal), em tal método, € entendida
como uma seqgliéncia finita de itens (normalmente escrita como uma lista vertical) onde
cada am deles & {a) uma premissa { ou premissa dada) ; ou

(b} uma premissa proviséria ( ou suposico provisdria) ; ou
(¢) uma férmula que se deriva logicamente de outro ou de outros
itens anteriores na seqiiéncia, por meio da aplicac@o de uma s0 regra
de dedugio.
Cada férmula da seqiiéncia constitui um ifem de dedugdo. O Gltimo item da deduglo
& a conclusdo,
Descreveremos 0s trés tipos de itens de deducio :
a) Premissa, que sio férmulas que se consideram hipoteticamente dadas desde o
principio da dedugio. Pode também ocorrer o caso de demonstragbes isentas de premissas.
b) ftens que procedem de outro ou de outros itens anteriores na seqii€ncia, pela apli-
caglio de uma regra de dedugfio. Destes itens dizemos que sdo consequiéncias logicas ime-
diatas de outro item ou de outros itens anferiores.
¢y ltens que se introduzem provisoriamente no curso de uma demonstragdo ¢ que
devem ser cancelados antes do estabelecimento da conclusfo. A egtes itens damos o nome
de premissas provisorias(ou suposi¢bes).
Para identificar e ordenar os itens de uma deducfio empregaremos as seguintes con-
vengies:
1) Numeragao dos itens.

Numa deducfo cada um dos seus itens serd numerado A sua esquerda a partir de 1,

? Adaptamos a deserigo que se segue de GARRIDO, 1986, p.68-73.
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de tal forma que o Gltimo nimero serd o que corresponde & conclusio.

) Indicaciio dos itens iniciais.

Os itens desse tipo serfio indicados a direita com a expresso premissa. Se o segun-
do item de uma dedugio consiste da formala A, indicaremos isso da seguinte maneira:

2 A premissa

3) Comentdrio referente iis conseqiiéncias imediatas de uma regra de dedugio.

Esses jtens serfio seguidos & sua direita por urn comentdrio justificativo da sua pre-
senga. Neste comentdrio indicar-se-a abreviadamente a regra de dedugiio que fundamenta
esse item e ofs) nimero(s) do(s) item(ns) da dedugfo que serviu(viram) de antecedente(s)
na aplicagio da regra. Se o item n+/ de uma dedugfio consiste da formula B ¢ esta formula
¢ uma conseqiiéncia imediata de itens anteriores m ¢ n por meio da aplicagdo da regra de

eliminacio da implicagdo, indicaremos isso da seguinte maneira:

n A
n+! B m,n, BE->

O item B € justificado da seguinte maneira: a formula B foi obtida pela aplicagdo da
regra de eliminagfio da implicac@o(E - ) nos itens que ocorrem na linha m e 1.

Como estamos descrevendo a estrutura de wma deducdo, ¢ nio sabemos qual o nii-
mero exato da linha, estamos indicando esse fato com m, n e n+1. O8 pontos que ocorrem
entre 48 linhas da deducgio sempre deverfio ser entendidos como possiveis itens obtidos na
deducio (no caso acima eles ocorrem antes da linha m, e entre m e n).

4) Indicacdo da premissa provisdria.

Fisse item deverd apresentar como indicagdo, & direita ap6s o ndmero do item, um
segmento de reta vertical que s6 ser interrompido quando esse item for eliminado, ¢ & di-
reita a indicagio da premissa provisoria. 86 & permitido introduzir uma premissa de cada
vez. Se o item que ocorre na linha 3 de uma dedugdo consiste da formuola A e esta € uma

premissa provisdria, indicaremos isso colocando-a entre colchetes, da se guinte maneira:
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[{A]] premissa provisoria

‘ )

O significado intuitivo disso & suponhamos no momento, como item de nimero 3, a
formula A.
5) Cancelamento das premissas provisorias,

O uso de premissa {ou suposi¢do) provisdria requer o seu cancelamento ol a sua
eliminag@o, pots, para que uma formula seja considerada demonstrada, caso existam pre-
missas provisérias, todas elas devem ter sido eliminadas. Uma premissa provisoria situada
numa linha » de uma deducgdo é cancelada ou eliminada quando posteriormente, numa linha
n+k dessa dedugio, obtém-se um item que é completamente independente da referida pre-
missa proviséria e cujo nimero da linha na derivaglio serd, portanto, #n+&.

A férmula que ocorre na Jinha #+k pode ser considerada a conclusiio de uma dedu-
¢io que comeca com a premissa proviséria que ocorre em n. Uma tal dedugho recebe o
nome de deducdo (ou prova) subordinada. Uma dedugdo subordinada aparece dentro de
outra dedugdio de dimenstes maiores. A(s) férmula(s) que ocorre(m) numa deducdo subor-
dinada sio afetadas pelo cancelamento da premissa proviséria, j4 que dela dependem, e s6
podem ser usadas naquela dedugio. Como exemplo de uma demonstragio, na iogica classi-
Ca, VeJamos:

Se o item que ocorre na linha # consiste da premissa provistria A, a qual da inicio a
uma deduciio subordinada, ¢ se posteriormente aparecer na linha n+k-t(n+k-1>n) uma
contradicio B&—B, podemos deduzir na linha seguinte a negagio de A, interrompendo 1me

diatarnente a linha vertical correspondente A prova subordinada,

n | [[A}H premissa proviséria
n+k-1 B&—B
itk A n-m+k-1,1-—=

O item que ocotre em a+k € o resultado da dedugdo subordinada na qual A € a
premissa provisoria e B&—B € uma conclusio nessa dedugao, justificando que —A resulta
da aplicagiio da regra de introdugdo da negagio(l-—), do passo n o passo k-1 {represen-

tan-do ‘ao passo’ com um hifen). O item em n+k j& ndo estd subordinado a dedugio que




vai de n a n+k-1, dessa maneira ele nfio deve ocorrer dentro do trago vertical que indica
uma deducdo subordinada. Podemos expressar esse fato, como no exemplo acima, deslo-
cando para a esguerda (em relagfio ao trago vertical) o item que ocorre na linha n+k.
NOTA: Nio empregaremos os duplos colchetes nas demonstragbes para indicar a introdu-
¢do de uma premissa proviséria, pois, 4 direita, apds o numero da linha, haverd um seg-
mento de reta vertical para indicar uma dedugfio subordinada dquela premissa. Todavia,
eles continnarfio a serem usados nas formulactes das regras de dedugio,
2.1.1 O métode de provas subordinadas.

Empregaremos o procedimento de provas subordinadas, elaborado por FITCH
{1952}, cuja vantagem reside em tratar simultaneamente com vérias dedugdes subordinadas,
permitindo escrever diversas deducdes como parte de uma outra. Vejamos por exemplo, 4

deduciio da férmula (ADB)YD({AD{BHC)D{ADC)).

I ,ADB premissa provisoria
2 11 AD(BSC) premissa provisoria
3 A Premissa proviséria
4 AD(BHC) 2, repetigiio

5 BoC 3.4 E->

6 ADB i, repeticdo

7 B 3,6E->

8 C 5.1L,E->

S 1{A=C 3-8.1-o

1 ({(AD(B2C)D(ADCY) 2-9.1-o

H (ADBD(AS(BOONDADC)Y 1-16,1-D

Na demonstraciio acima existem tré€s deducbes subordinadas cada uma com a sua
propria suposicio. A primeira dedugdo subordinada inicia com o item gue ocorre na linha 1,
a segunda com o item que ocorre na linha 2 e a tercelra com o item que ocorre na finha 3.
Lembre-se que cada premissa provisoria di inicio a uma dedugiio subordinada e gue poste-
riormente deverd ser eliminada. A dedugfo principal da qual as dedugdes subordinadas fa-

zem parte contem dois itens, a saber, a primeira dedugiio subordinada, cuja extensdo vai da



tinha de ndmero 1 até a de nimero 10, e a formula (ADBIDHADBDC))ID{(ADC)), que
nesse caso corresponde a propria conclusfo. A primeira dedugio subordinada € constituida
por tr8s itens, a saber, ¢ item que ocorre na linha de nimero 1, a segunda dedugio subordi-
nada {que € considerado um ttem}, cuja extensfo vai da linha de nimero 2 até a de mimero
9. e o item gue ocorre na linha de niimero 10. A segunda dedugdo subordinada € constituida
por trés itens, a saber, o item que ocorre na linha de mimero 2, a segunda dedugio subords-
nada {que € considerado um item}, cuja extensfo vai da linha de mimero 3 até a de nimero
8, ¢ o item que ocorre na linha de ndmero 9. A terceira dedugio subordinada € constituida
por seis itens, a saber, os itens que ocorrem nas linhas de niimeros 3 a 8. A partir de agora
serft permitido usar dedugdes subordinadas como itens de outras dedugdes. Permitiremos
usar deducdes subordinadas como itens de outras deducgdes subordinadas que sdo itens de
outra dedugio subordinada, e assim por diante.

Nas deducdes subordinadas € permitida, através da regra de repeti¢do, gque uma
deduciio subordinada possa ter um ou mais itens que sdo repeticdes de itens da deducdo a
qual ela esta subordinada. E permitido repetir um itemn na mesma dedugio, bem como repe-
ti-lo de uma prova a uma outra que {he é subordinada, entretanto, nunca podemos repetir
um item de uma deducgo subordinada & uma dedugfo a qual a dedugdo subordinada € um
em,

Assim, entenderemos que uma deduglo € subordinada a uma outra guando ela € um
item daguela, ou um item de um item daquela (quande temos dedugdes subordinadas em
ontras deducdes subordinadas) ou um itemn de um item de um item daquela, e assim por
diante. Dessa maneira, uma dedugio € dita principal quando nfio € subordinada.

Uma demonstracio de wma determinada férmula estd encerrada quando esta férmula

£ um itemn gue € uma conclusde na dedugdo principal.
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3 AS LOGICAS PROPOSICIONAIS PARACONSISTENTES C, DE da COSTA
3.1 A linguagem para os diversos sistemas C,.(0<n<w)
As diferentes 16gicas (ou sisternas) proposicionais paraconsistentes C, apresentam
e comium a seguinte linguagem &
(1) Alfabeto
Simbolos:
varidveis{proposicionais): p,q,r, s p, g, 1,8, p%q", ...
conectivos{logicos): —, &, v ¢ D.
simbolos auxiliares: (, 3, [, ].
(2) Expressio de £.
E uma sucesso finita de simbolos.
(3} Regras de formacfio das férmulas(ou férmulas-bem-formadas) de /.
(iYToda varidvel proposicional é uma férmula de J£;
(iNSe A é uma férmula, —A € uma férmula de £
(ii1)Se A e B sdo formulas, (A&B), (AvB) e (ADB) sfio férmulas de £
(iv)As formulas de £ sdo obtidas apenas por {1)-{iit}.
Uma varidvel proposicional € dita wma férmula atdmica.
As formulas —A, {A&B), {AvB) e (A-B) sdo denominadas formulas moleculares,
A linguagem £ consiste de simbolos e expressdes que satisfazem as regras dadas.
3.1.0 O sistema C,.
Fsse sistema € aquele que denominamos como o da 16gica proposicional cldssica.
(s seus esquemas de postulados sfio os encontrados em KLEENE (1958), cujas conven-
¢Bes, terminologia, simbologia, etc., empregaremos sem comentarios:

A fim de que possamos realizar a demonstracfio de equivaléncia légica entre 0 mé-

todo axiomitico e o método de deducdo natural dada em 4.1.4, iremos a partir de agora

¥ AL B, C, et indicam metavariivels proposicionats,



considerar que,
Definicio 6 Dedugio formal {(ou demonstraciio formal)
Uma deduciio formal (ou demonstracio formaly € uma segliencia finita de itens
onde cada uma deles satisfaz uma das seguintes condigdes:
{a) uma premissa ( ou premissa dada) ; ou
{b) uma premissa proviséria ( ou suposiciio proviséria) | ou
(¢ um item gue deriva-se logicamente de outro ou de outros anteriores
na seqgiiéneia, por meio da aplicagdo de uma s6 regra de dedugio,
Cada férmula da seqiiéncia constitui um item de deducdo. O dltimo item da dedugdo
é a conchuséio.
Uma prova (formal) € uma dedugiio (formal) sem premissas. No caso a conclu-
$d0 serd denominada um teorema (formal},
Se Py, Ps,..., P, representam premissas (premissas dadas) ¢ € a concluso de um
deduciio (formal), indicaremos isso por Py, Py,..., Py = C. ( O simbolo ' + 7, introduzido
por Frege em {879, indica uma consegiiéncia sintdtica, e pode ser lido 'de Py, Pa, .., Py

deduz-se C ou ' Py, Pa...., Py tem como conseqiiéncia C'). No caso de ndo haver premissas

{premissas dadas) e C € a conclusiio de uma dedugdo (formal), indicaremos isso por + C

o

(dizemos que C & um teorema)’.
Os esquemas de postulados de Cy sio:

Al Cy AD(BDA)

AZ By (ADB{{ADBHCHD(ADC))
A3 e, A&BDA

Ad g, A&BDB

AS -, AD(BOA&RB)

A6 ¢, ADAVB

4 .— v - - - o . . R
O simbolo ' ' serd acompanhado de um subindice, por exemplo o, ', & fim de indicar qual sistema esta-

mos tratandao(nesse caso o sistema é Cy).




AT ¢, BDAVB

A8 e, (ADCID((BOCID(AVBDC))
AB ey —ADA

A1l e, (ADB)D((AD—-B)DA)

a Regrade dedngio B - > (Ehiminagdo da implicacioy A ADB

Regra do intercdmbio (replacement),

Regra de Substituigio.

3.1.1 O sistema C;.

E o primeiro de uma série de sistemas de I6gicas proposicionais paraconsistentes
apresentado por Newton C.A. da Costa (DA COSTA, 1993) na sua tese para a catedra em
Anglise Matemitica ¢ Andlise Superior na Universidade Federal do Parand.

Consta das seguintes defini¢hes que se seguemn:

Defipicio 1 A" =4 —(A&—A);

Definigiio 2 ~A =4 ~A&A";

Definicio 3  A=B =y (ADB)&(BDA)

.0 ( 0 _ 1 VQZES)

Drefinicio 4 A" representa A
Definicio 5 A" representa A°
A representa A& A & L &A" {comnz1)
onde A'indica A", A?indica A" A7 indica A™, .. A" indica A "0 (o n-vezes)
Uma fermula AY serd a partir de agora denominada de formula bem comportada
ou regular,
£ dos esquemas de postulados Al a A9 de C, além da lei do terceiro excluido

A0 ¢, Av—A

¢ altera 0 A10 de Cy para
ATl e B'D((ASBID((AD-B)D-A))

Acrescentam-se mais trés postulados, aos anteriores:
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A12 ¢ A"&B'D(A&BY
Al3 ¢ A"&B"D(AVB)Y
Al4 e A"&B'>(ADBY

A Regra de dedugiio (E - o) e a Regra da Substituigdo

3.1.2 Os sistemas T, (1<n<w)

Esses sistemas sfio definidos pelos esquemas de postulados Al a A9 de (g, além da
lei do tercetro excluido

AlD g Av—A
e por mais o8 seguinfes esquemas, onde, 1 <n <

ATl ¢, BYo((ADB)D(AD-B)o=A))
A12 o AMEBYH(AKB) ™
AI3 g, AMEBH(AVE)
Al4 o AMKBM(ADB) ™

A Regra de dedugdo (E - D) e Regra da Substituigdo.
2.1.3 O sistema C,,.
Hsse sistema € constituido pelos esquemas de postulados Al a AlQ de Cy, a Regra

de deduclio E - o e a Regra da Substitnig¢io.
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4 0 METODO DE DEDUCAO NATURAL APLICADO AOS CALCULOS

PROPOSICIONAIS.

O método de dedugio natural que adotamos, ¢ que aplicaremos nas diferentes 19gi-
cas {ou sistemas axiomadticos) proposicionais paraconsistentes Cy, construira sistemas 10gi-
cos que usam apenas regras de dedugiio (ou esquemas de deduglo) para realizar demonstra-
coes, dispensando, portanto, 0s esquemas de postulados de Cy. Tanto 08 sistemas axiomati-

cos paraconsistentes C, quanto os de dedugio natural tem em comum: o alfabeto de &, as
expressbes de 2, as regras de formagdo das formulas de 4 e as definigBes. Nesse trabalho

serd visto que eles também tem em comum as férmulas dedutiveis.

Abreviaremos, onde for necessario, a expressio ‘sistema de deducdo natural C7° por
‘DNC, .

4.0 O método de DN aplicado em Cy.

Aplicando o métedo de dedugdo natural em Cy elaboramos um sistema lo6gico
constituido por nove regras de dedugio.

4.0.1 As regras de deducio de DNCp "

As regras de dedugdo, no estito Fitch, para esse sistema $30.

4.9.1.1 Regra de transporte

Repetigho (R)

1 Ay premissa
2 As premissa
n A, premissa
k A; (R, 1), onde 1<i<n

¥ Pego ao leitor que aceite no momento que C, ¢ DNC, sio logicamente equivalentes. Em 4,14 provaremos
a equivaléncia dos sistemas Cy ¢ DNC, , ¢ como os esquemas de postulados AT-AS sBo comuns aos sisternas
€, bom como as respectivas regras dos sistetnas DNG,, aproveitam-se para a prova da equivaléncia entre Gy e
TINC, os procedimentos demonstrativos ali reatizados. E como no anexo B2 é demonstrado que a regra de
imroducao da negagio(l - —) de DNCy ¢ o esquema de postulado A1) de €y s8o equivalentes. podemos con-
cluir pela equivaléncta entre €, ¢ DNC,,



4.0.1.2 Regras de introdugio

Introdugio da implicaglo(]-D)

1

2

5

G-

Ay premissa
Aa premissa
Ay premissa

[fB]] premissa provisoria

BoC k-5, -

Introduciio da conjungio(f-&)

!

2

A premissa
A premissa
An premissa
B {ou C)
C (ou B)

B&C k,s, 1-&



Introducio da disjungiotl-v)

l

)

Introdugiio da negaglio | ou Reductio ad Absurdum|(1 - =)

|
2

n

A

B

premissa

premissa

premissa

{ou C)

BvC {(ou CvB) kK, I-v

Ay

~B

premissa

premissa

premissa

{[B}] premissa proviséria

C {(ou =C)

—C {ou C)
k-t, 1~ —
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4.6.1.3 Regras de eliminacio

Eliminacio da implicagio (B - D)

1

2

Ay premissa
Az premissa
Ay premissa
BC  (ou B)

B {ou BoO)

C p.g.E-D

Rliminacio da conjunciio( B - &)

1
2

Ay premissa
As premissa
Ay premissa
B&C

B8 (ouC) pE-&

24



Bliminagio da disjungio(E - v}

l

2

i+

Ay

Ay

Aq

BvC
[iB]]
D
[Cl}
D

D

premissa

premissa

premissa

premissa provisdria

premissa provisoria

P, g1, 5-t. B - v

Eliminacio da dupla negacio(tl - ——)

1

2

Ay

”""I'—IB

premissa

premissa

premissa

p,E——s—t



4.1 O método de DN aplicado em Cy

O método de dedugiio natural aplicado ao sistermna axiomdtico de Iogica paraconsis-
tente C), que abreviaremos por DNCy |, construird um sistema idgico constituido exclusi-
vamente por regras de dedugfo(ou esquemas de dedugdo), dispensando, os esquemnas de
postulados de Cy. Adotaremos um total de treze regras de dedugio, € estas permitirdo dedu-
zir todas as férmulas dedutiveis no sistema axiomdtico Cy. DNCy € 0 primeiro de uma série
de sistemas de dedugiio natural para as [ogicas proposicionals paraconsistentes.

A diferenga de DNC, para DNCy nio estd somente na quantidade de regras que sao
adotadas como primitivas {ou bdsicas), mas, também nas restrigbes impostas a determina-
das regras de dedugio, como por exemplo, em DNCy a aplicagdo da reductio ad absurdum
estd condicionada a que jd se tenha uma determinada férmula regular, enquanto, em DNCy
iss0 nfo ocorre.

4.1.1 Regras de formaciio para DNC,

Tendo um alfabeto comum com Cy, as regras que produzem as férmulas para DNC,
sio as mesmas que €y, a saber,

{iyToda varidvel proposicional ¢ uma férmula de 7

(ii}Se A é uma férmula, —A ¢ urna formula de £

{ii)Se A e B sdo formulas, (A&B), (AvB) e (AB) sdo formulas de i

(iviAs formulas de 7 sfo obtidas apenas por (i)-(iii).

4.1.2 A estrutura das provas {deducdes) em DNC;

A estrutura das deducdes foi descrita em 2.1.7, e € valida para todos os sistemas de
dedugdo natural DNG,.

4.1.3 As regras de dedugiio de DNC;

As regras de deduclo para esse sistemna sio:

4.1.3.1 Regra de transporte

Repetigho (R)

I Ay premissa

2 A premissa



n

Aj

premissa

(R, 1), onde 1<i<n

4.1.3.2 Regras de introducio

Introducio da implicagho (I-2)

!
2

g+1

Ay
Ay

B-C

premissa

premissa

premissa

[{B]] premissa provisoria

k-s,1-2

Introduciio da conjungao (1-&)

!

t

Ay

B&C

premissa

premissa

{ou C)

{ou B)

ks, 1-&
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Introdugho da digjungio (I-v)

i Ay premissa
2 A premissa
n Aq premissa

k B {ou )

g BvC {ouCvB) k.l-v

Introdughio restringida da negago | ou Reductio ad Absurdum vesiringido] (1 - — (rest))

} Al premissa

2 Ay premissa

i An premissa

? BU

k {[C}] premissa provisoria
r B (ou—B)

1 —B (ou B)

Y —{ 2 k-t, I- ""'1(_._!"65{}



Distribuigio da negaciio na conjungio (DM)

] A premissa
n Ay premissa
p —A&B)

q —Av—B p, DM

Distribuicio vestringida da negagio na disjungdo (DNEXrest))

1 Ay premissa

n A, premissa

P AY  (ouBY

q 8" (ou A%

¥ —(AVB}

$ - A&—B D, q. 1, DND(rest)



Distribuigio restringida da negacio na implicagie (DNE(rest))

1 Ay premissa

n Aq premissa

P Al (ou Bt'})

q B (ouA"

T —{ADB)

$ A&—B P. g, 1, DNKrest)

Dilema ndg-construtivo {DNC)

i Ay premissa

2 As premissa

y An premissa

D {[B1l premissa provisoria
¥ D

S {[—B]] premissa provisdria
t D

t+1 D p-r, s-t, DNC



4.1.3.3 Regras de climinacio

Eliminagho da implicagio (E - 2}

]
2

Y

A premissa
As premissa
A, premissa
BoC {ou B)

B {ou BoC)

C g E-D2

Eliminagio da conjunciio (E - &)

!

2

Ay premissa
Ao preniissa
Ay, premissa
B&C

B (w0 pE-&
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Eliminacdo da disjungio (B - v)

!
2

141

Al
Ay

BvC

premissa

premissa

premissa

[[B]] premissa provisdria

D

[[C]] premissa provisdria

D, g st E-v

Eliminacio da dupla negacdo (B - —)

{
2

Ay

""'i"""'!B

premissa

premissa

premissa

p,E“‘“‘“T“‘"I
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4.1.4 A equivaléncia légiea entre o sistema Cy e o sistema DNC,.

fremos demonstrar que todo teorema de Cy € dedutivel em DNC, | e que toda regra
de deduciio do sistema DNC,; ¢ dedutivel no sistema axiomatico Cy.

4.1.4.1 Toedo teorema do sistema C; é dedutivel no sistema de dedugdo natural
DNC,.

Demonstragio:

Sejam os esquemas de postulados de Cy e a Regra de dedugio E - D ¢ a Regra de
substitniclo, entdo

4.1.4.1.1 A regra E - © encontra-se na mesma forma tanto em €y quanto em DNG;

Como todo postulado de C; € un teorema de €y . e a partir deles deduzimos todos
08 teoremas, entio demonstraremos que cada postulado de Cy € um teorema no sistema de
DNC,.

4.1.4.1.2 Al pne, AD(BDA)

1A premissa provisdria
2 B premissa provisoria
3 A I, repeticlio

4 BoA 2-3.1-5

5 AD(BDA) I-4,1-2

4.1.4.1.3 A2 Fone, (AZB)S((ADBDC))D(ADC))

I 1ADB premissa provisoria
2 | 1ADB2C) premissa proviséria
3 A premissa provisoria
4 11 1AS(BD0) 2, repeticio

3 B2C 34 E-o

& | ADB i, repetigio

7 B 3,6E-2

3 C 57E->




9 1 1ADC

10 ({AD(BDCH2ADC))
H (ADBIS{AS(BoO))D(ADC))

41414 A3
I A&B

2T A

3 A&BOA
4.1.4.L5 Ad
| A&B

2 B

3 A&B>B
4.1.4.1.6 A5
1A

2. B

3 A

4. A&B

5 BHA&B

6 A(BOA&B)
4.1.4.1.7 A6
1l A

21 AvB

3 ASAVB

4.1.4.1.8 AT
b B

2 AVB
3 BDAVE

3-8.1-o

2-9.1-2

-0, 1-o

Fone, A&BDA
premissa provisoria
1LE-&
1-2,1-2

Fpne; AGBDB
premissa provisoria
LE-&
£,2,1-2

Fone, AD(BDA&B)
premissa provisoria
premissa proviséria
{, repeticio
2,3,1-&
2-4,1-2
1-5,1-o

Fpne; ADAVB
premissa provisdria
LE-wv
1-2,1-o

Fpne, BDAVE
premissa proviséria
1, I-v

1-2,1-D
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4.1.4.1.9 A8 !_DNCE {ADC)D{(BDC)D(AVBDC))

Py ADC premissa provisoria
2 | BoC premissa provisdria
3 AvB premissa provisoria
4 A premissa provisoria
3 ADC 1, repeticiio

& C 4,5E-D

7 B premissa provisoria
8 BoC 2, repeticdo

9 C 7.8 E-2

10 C 3,4-6,7-9,E- v

it AvBoC 3-10,1-D

12 H(BoCyo(AvBD() 2-11,1-o

13 {ADCIHBHOI{AVBOO)) -12,1-o
4.1.4.1.10 A9 *"DNCI Av—A

A premissa proviséria
2 Av—A L E-wv

3. —A premissa provisoria
4 Av-A 3,1-v

3 Av—A 1-2, 3-4, DNC
4.1.4.1.11 A0 Fone, —ADA

Fo—oA premissa provisdria
2:A LE-—

3 ATA 1-2,1->
414112 Al Fpne B'((ADBID((AD-B)H—A))
b B premissa proviséria
2 l ADB premissa provisdria

premissa provisoria

premissa proviséria



5 | ADB 2, repeticlo

6 ' B 4 5E->

7 A>—B 3, repeticio

8§ || -B 4,7,E->

9 —A 1,4-8,1-—(rest)
10| (AD—B)n-A 3-10,1-o
HI(ADBD{(AD—-BYo—A) 2-10, -2

12 BS((ADBID((AD-B)o—=A)  1-12,1-D
414113 A2 bpne, A'&BS(A&B)Y

i, A’&g® premissa provisdria
2 1Al LE-&
3 B LE-&
4 —;[{A&B)O] premissa provisoria
3 = HA&BY&—{A&B)]] 4, definigio |
6 [{A&BI&—(A&B)] 5,E - ——
7 A&B 6,E-&
8 A 7T.BE-&
9 B 7,E-&
10| ~(A&B) 6 E-&
| —Av-B 10, DM
12 —A premissa provisoria
13 —A 12, repetigio
1411, B premissa provisdria
{5 A premissa proviséria
16 B 9, repeti¢io

i 14, repetigio

3, 15-17,1- —{rest)
11, 12-13, 14-18, E -~ v

i

201 - [(A&B)’] 2 419, 1~ ~trest)



21| (A&B)’ 20,E-——

22 A"&B">(A&B) 121,12

414.L14 A3 bpne, A&B (AVB)Y

i A"&R’ premissa provisoria

2 A LE-&

3 | B ILE-&

40 —[(AVB)] premissa provisdria

3 géﬁ[—n{'(Av'B)&ww(AvB)]} 4, definigio |

6 [(AVB)&—{AVB)] 5, B -~

7 —{AVEB) 6,E-&

8 A"&B" I, repetigéo

9 %——‘{AVB) 7, repeticdo
—A&—B 8,9, DND({rest)

10,E-&

0.E-&

6. E-&
4 A premissa provisoria
5 A 14, repeticao
16 B premissa provisdria
17 A premissa provisdria
18 : B 16, repetigdo
19 12, repeticiio
20 —A 3, 17-19, 1 - —x{rest)
21 | A 20, F « =
221 1A 13, 14-15, 16-21, E - v
2311 —A L1, repetigio
24| | ——{(AVB)'] 2,4-23,1- —(vest)
25 [ (AVB)' 24, B -~

26 A"&B-(AVBY 1-25,1- o
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414L15 A4 pne, A'&B’S(ADB)

i A"&B® premissa proviséria
2 1 A° LE-&

3 B LE-&

4 —[{ADB )‘}} premissa provisoria
5 | i=[={(ADB)&—(ADB)Y]] 4, definigio 1

6 | [{ADBI&—~(ADB)] 5B -——

7 |1 —(ADB) 6,E-&

8 A&B" 1, repeti¢io

9 A&—B 7. 8, DNIE(rest)

0] A 9,E-&

i1tii ~B 9,E-&

120 ADB 6,E-&

13/1.A premissa provisOria
14| ASB 12, repetifo

5. B i3, 14,E -5

16 —B 11, repeticio

171 1A 3, 13-16, I - —(rest)
18 | ~{(A>B)"] 2.4-17. 1~ —(rest)
19 (ADBY’ 18, B - ——

20 A"&B (AR 1-19,1- o

4.1.4.2 A Regra de Substitui¢io (RS)

Como demonstramos gue todo postulade de Cy € teorema em DNCy, e tendo em
vista que a RS | em Gltima instincia, permite escrever os postulados de Cy com outra letras,
basta gue em DNCy usernos o mesmo procedimento de demonstragiio usado no postulado
original. H

OBS: A regra do intercmbio (Replacement) , embora vélida em Cy ndo vale, em geral,

i . - = . . _
Upor exemplo; se Fone, P2 G € um teotema numa demonsiracdo em DNC,;, também conseguiremos uma

demonstracio de “Fowe, T 87, 0 que equivale s aplicagio de Regra de Substituicio. em C,, com p/r € g/s.
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e Oy, ou seje, pode existir uma férmula A com B sub-férmula de A, tal gue, exista uma

férmula B', comn ¢, B=B', mas, ¥, A=A, sendo A' a férmula resultante ao intercam-
i )

biarmos B por B' em A.

Observamos aqui que uma das aplicagdes do método de tableanx para Cy que
desenvolveremas em 4.1.7, serd a de determinar de forma sistematica e mecéinica a nio
validade do Replacement em Cy. pois, o método de matrizes ( cf. DA COSTA, 1993, p. 12),
torna-se muito ‘rabathoso para tal determinagéo,

A partir de 4.1.4.1 e 4.1.4.2 concluimos que

Se g, A, enfdo - pNCy A, R

e pela propriedade do afirmador (PA) (cf. demonstragdo em 4.1.4.3.2) vem:

SeT }“Cl A, entido " FDNci A, 55

4.1.4.3. Toda regra de deducio do sistema DNC; ¢ dedutivel no sistema axio-
matico Cy

Demonstragio:

4.1.4.3.1 A regra E - > encontra-se na mesma forma tanto em DNC; quanto em C;
4.1.4.3.2 Lembremos que da mesma forma que em Cy, em DNCy:
Se b pne; A, entdo Ik pne; A B2 paratodo I

O qual denominaremos de propriedade do afirmador (PA).

4.1.43.3 ARegra 1-o.

Se [y, ADB ( por 1-D), entdo '~ ADB (pelo metateorema da dedugio™).

A presenga da regra ( 1 - > ) em DNC, representa a diferenca essencial entre ¢ste
sistema e Cy, pois, a Gnica regra de deduciio que temos em Cy € a de eliminago da impli-
caclo(E - D).

O metaleorema da deducio (demonstraciio no anexo B1) ird garantir que para toda

2 {saremos, por brevidade, a notagio Ay, As. .. Ay ¢ A, embora, sempre deva Ser entendido como
(AL A LA E e, A, Nesse eorens temos que F={ Ay, Ag, o Ag

1% vide demonstraciio do metateorema ( ou feorema metalSgico) da dedugio, para todo sistema C, (0snso),
no anexo B1. A partir de agora &le serd vsado livrersente nas demonstrages.
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formula dedutivel em DNCy pela regra 1 - D, existe em €y uma demonstragio dessa for-
mula

Evitaremos a aplicagio da regra de substituigdo sobre as premissas, pois, para o
método de deduciio natural {tal como estamos usando), isso significa introduzir disfargada-
mente novas premissas que ndo existiam, portanto para demonstrar a equivaléncia eatre
esses dois métodos faz-se necessario que isso seja levado em conta, Assim, Imporemos uma
restricdio’™ & nogiio de demonstragio no método axiomdtico a partir de premissas, obrigan-
do a realizacio de cada demonstrac@o com premissas. Dessa maneira faremos a seguinte
restricio:

Uma demonstracdo d de B em Cy é dita uma demonstragdo restringida de B a par-
tir de premissasl™w Al em C; see’> d é uma demonstracdo de ADB em Cy a partiv de T,
onde nem emI” e nem em A ocorrem varidveis proposicionals que sejam objefos de subs-
tituicles.

41434  Akg A"

Aplicagdo imediata de PA e pela definigfio 6, pois, A& [A}.

4.1.4.3.5 A&B ¢, A

1 A&B ¢, A&B premissa (por 4.1.4.3 .4}
2 o, A&BDA A3, RS

3 A&B t-¢c; A&BDA 2, PA

4 A&B ¢, A L3, E-D

4.1.4.3.6 A&B ¢, B

{ A&B ¢, A&B premissa (por 4.1.4.3.4)
2 i“““(_jl A&BoB A4, RS
3 A&B \-c, A&BDB 2, PA

" Cf SACRISTAN, 1976, p.163-165.
" A expressdo “se, e somente se” serd abreviada por 'see’.
e 4,1.4.3,4 até 4.1.4.3.17 converteremas as regras de deduclo nos respectivos esquemas de argumentos.



A

A&B t-¢ B

41437 A B¢ A&B

i Atlc, A

2 A Bl A

3 B¢, B

4 A Brc B

5 ¢, AD(BDA&B)

6 A, B ¢, AD(BDA&B)
7 A, B ¢, BDA&B

8 A, B¢ A&B
4,1.4.3.8 A, B ¢, B&A
Aplicagio da regra de substituigio em 4.1.4.3.7.
4.1.4.3.9 Atc, AVB

} At A

2 o, ADAVB

3 A e, ADAVB

4 A e, AvB

4.1.4.3.10 B¢, AvB

i

2

3

4

B el B
e, Bo>AVB
B ¢, BDAVB

B i’“{jj AvB

4.1.4.3.11 ——A o A

1

A I—CI ——A

IL3IE-o

premissa {por 4.1.4.3.4)
1, PA

premissa {por 4.1.4.3.4)
3, PA

A5, RS

S, PA

2,6E-D

49?35“:}

premissa {por 4.1.4.3.4)
A6, RS
2, PA

t,3,E-D

premissa {por 4.1.4.3.4)
AB, RS
2, PA

.3, E-2

premissa (por 4.1.4.3.4)
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A9, RS
2, PA

1,3, E-o

premissa {por 4.1.4.3.4)
premissa (por 4.1.4.3.4)
premissa {por 4.1.4.3.4)

A8, RS

36,E-2

I,7,E-2

premissa (por 4.1.4.3.4)
premissa (por 4.1.4.3.4)

A8, RS

(ADC), (-ADC)) e (ADTID(—ADC) D{{Av-A)DC)) 3, PA

25E-o
AlQ

7, PA

2 ey ——ADA

3 A o, —ADA

4 oA g A

414312 AVB, (ADC), (BDC) ¢, C

! AvB, (ADC), (BDC) k¢, AVB

2 AvVB, (ADC), (BoC) b, ADC

3 AVB, (ADC), (BoC) k¢, BoC

4 e (ADCI(BoC)D(AVBIC))

3 AVB, (ADC), (BoC) ¢, {(ASC{(BoOAVBOCY 4, PA
5 AVB, (ADC), (BOC) b, {((BOCI{AVBOCY) 2,5 E-D
7 AVB, (ADC), (BoC) k¢, (AVBDO)

8 AVB, (ADC), (BC) ¢, C

4,1.4.3.13 (ADC), (-ADC) ¢, €

l (ADC), (-ADC) ¢, (ADC)

2 (ADC), (—ADC) ¢, (ADC)

3 ¢, (ADCD((—ADCOID{((AV-ADC)

4

5 (ADC), ((=ADC)) o (-AD0) S{AVv—-ADCY) L4, E-D
6 (ADCID((—ADC)) e, (Av=AIDC

7 e, {(Av—A)

§  (AD0), (-AD0) ¢, (Av—A)

9 (ADC), (=ADC) ¢, C

6,8 E-2



4.1.4.3.14 ey {ADBIS((BoC)n{ADC))
I ADB ¢ ADB

2 BoC k¢, BDC

3 Ak A

4  ADB,A ¢ ADB

5 ADB, A ¢, A

6  ADB,Abc B

7 BoC, A ¢, B~C

8 ADB, B>, A ¢, B>C

G ADB, BoC A e, B

10 ADB, BoC A+, C

I ADB, BOC k¢, ADC

12 ADB k¢, (BoC)o>(ADC)

13 sy (ADB{(B-C)(ADC))

4.1.4.3.15

"“'I(A&B} f"‘(_‘_l —Av-B
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[transitividade da implicacio]

premissa (por 4.1.4.3.4}
premissa (por 4.1.4.3.4)
41434

I, PA

3.PA

4,5,E-D

2. PA

7, PA

6, PA

8,.9.E-2

10, teorema da dedugio
11, teorema da deducao

12, teorema da dedugio

A demonstracio de —(A&B) ¢, —Av—B, necessita de virias dedugdes anteriores,

na seguinte seqliénca:

{a)
(b)
(¢)
{d)
(e)
&

(g}

{A&B) ¢, (Bo(AD(A&B)))
—{A&B) ¢, {(Bo{A>—{A&B))}

l““{_‘t B&ADA&B

o, (AD(B&AND(( B&ADA&B) H5(ADA&B))

(A&B) b¢, (~(A&B)2(B—A))

(A&BY e, (~(A&B)D(BD(—AV—B)))

(A&BY ¢ (—(A&B)D(=BO(-AV—B)})
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(hy  (A&B) ¢, ~A&BID(=AV-B)

iy ¢, A'&B'>(A&B)Y

B o, A'&B D((A&B)D(=AV-B))
&) o, —A DB D(=(A&B)D(—AV-B)))
) o, AD(BD(~(A&B)D(—AV-B)))
(m) o, =(A") DA&—A

(M e, A&—A D —AVA"

(©)  t¢, (A" D> —AVA®

(p) g, —AvA"

@ e B'S(~(A&BD(-AV-B))

(r) ¢, ~BO(—(A&BID(-Av—-B))

(s) ¢, —BvB’

() e, (A&B)D(-AV—B)

@  —(A&B) ¢, ~Av—B

Assim,

(a)  (A&B) ¢, (BD(AD(A&DB)))
(A&B) ¢, (A&B)

¢, (AKB)D(AD(AKB))

(A&B) -, (A&B)D(AD(A&B))

(A&B) ¢, AD(A&B)

¢, (ADIA&B)D{BD(AD(ALB)))
(A&B) ¢, (AD(A&B)ID(BD(AD(ALB))

(A&B) ¢, BO(AD(A&B))
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premissa {por 4.1.4.3.4)
Al, RS

2, PA

1,3 E-o

Al RS

5, PA

4,6, E-D



sy

H

]

(b)  —(A&B) k¢, (BD(AD(A&B)))
~(A&B) ¢, ~(A&B)

-, ~(A&B)D(AD—(A&B))
—~(A&B) ¢, ~(A&BID(AD—(A&B))

~(A&B) ¢, AD—(A&B)

e, (AD—~(A&B)D(BD(AD—~(ALB)))
—~(A&B) ¢, (AD—(A&B)D(BD(AD-(A&B))
~(A&B) k¢, BO(AD~(A&B))

{c} iy B&ATALRB
B&A e, B&aA

e B&ADA

B&A ¢, B&ASA

He, BEADB

B&A o, B&ADR
B&A ¢, A

B&A +¢ B

b, AD(BDA&B)
B&A ¢, AD(BDA&B)
B&A b, (BDA&LB)
B&A ¢, A&B

¢, BRADA&B

{ o (AD(B&AND(( B&ADA&B) D(ADA&BY)

AD(B&A), BEADA&B t-¢, AD(B&A)

45

premassa (por 4.1.4.3.4)
Al RS

2, PA

1,3, E->

AL RS

5,PA

4,6,E->

premissa (por 4.1.4.3.4)
A4 RS
2,PA

A3, RS

4, PA

1.3, E-o
L5, E-D
AS, RS

S, PA
7,10,E-D
8 1ILE-»

12, Teorema da dedugdo

premissa (4.1.4.3.4 e PA)



)

[
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e, (AD{B&AYS((AD((B&ADA&B))ID(ADA&B)) A2 RS
AD(B&A)B&ADA&B, {AD(B&A){(AD((B&AID(A&B)ID(ADALB)) 2,PA

AD(B&A), BRADA&B ¢ ((AD(B&AIDA&B))D(ADALB) 1,3, E-D

¢, BEADAKB 4,14.3.14 (c)
AD(B&A), B&EADA&B ¢ BRADAKB 5.PA
Fe (BEADASBID(AD(B&ADA&B ) Al RS

AD(B&A), BEADA&B ¢, (B&ADAKBID(AD(B&ADA&R )) 7, PA

AD{B&A), BRADAEE k¢, (AD(B&ADA&B ) 6.8,E-D
AD(B&A), BRADA&B ¢, ADA&B 4,9, -0
ANB&A) e, {{ B&ADA&B) D(ADA&B)) 10, teorema da dedugio
e, (ADB&AYD({ B&EADA&B) D(ADA&B)) 11, teorema da deducio

(e)  (A&B) ¢, (~(A&BYD(Bo—A))
(A&B)" ¢, (A&B)" premissa (4.1.4.34)

(A&B) k¢, (A&B)’ SI((AS(A&B))D((AD—(A&B)>—A)] AlL RS, PA
(A&B)Y'¢, [((AD(A&B)IS(AD—(A&B))D—A))] L2.E-D

(A&BY', ~(A&B), B e, (AD(A&BDI(AD—(A&B)D-A)N] 3, PA

-, AD{BD(A&B)) AS.RS
e, BO(AD(B&A)) A5, RS
(A&B)Y, ~(A&B). B ¢, B(AS(B&A)) 6, PA
B¢, B (4.143.4)
(A&B)", ~(A&B), B ¢, B 5. PA

(A&B)Y, ~(A&B), B ¢, AD(B&A) 7.9.E-D
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i9

20

3%

¢, BRADA&B
(A&B)". ~(A&B), B -¢, BRADA&B

Fe, (AD(B&AND(( BEADA&B) D(ADALDB))

47

414315 (c)

11, PA

4.1.4.3.15 (d)

(A&BY. ~(A&B), B ¢, (AS(B&A)D( B&ADA&B) D(ADA&B)) 13, PA

(A&B)". ~(A&B), B ¢, (( BRADA&B) D(ADA&B))

(A&BY', —~(A&B), B t-c, ADA&B
(A&B)Y’. ~(A&B). B ¢, ((AD—(A&B))D-A))
(A&B)". ~(A&B), B -, ~(A&B)

e, (—(A&B)2{AD—(A&B))

(A&B). ~(A&B), B ¢, (~(A&B)D(AD-(A&B))

(A&BY', ~(A&B), B ¢, AD—(A&B)
(A&BY. —~(A&B), B k¢, —A

(A&B)Y. ~(A&B) ¢, Bo—A

(A&B)" ¢, ~(A&B) D(Bo—A)

(H  (A&B)° k¢, (~(A&B)D(Bo(—Av—B)))
(A&B)". —~(A&B) ¢, ~(A&B)

(A&BY ¢, ~(A&B) D(BD—A)

(A&B)', ~(A&B) t-c, ~(A&B) D(BD—A)
(A&B)’ ~(A&B) t-¢,Bo—A

¢, Bv-B

(A&B)". ~(A&B) ¢, Bv—-B

b ol —B :}(“"‘!AV""‘!B)

10,14, E->

12, 1I5E-D

4,16,E-D>

premissa (4.1.4.3.4 e PA)
Al RS

19, PA

18,20, E->
17,21,E->

22, Teorema da dedugio

23, Teorema da dedugio

premissa (4.1.43.4 e PA)
4.1.4.3.15 (e}

2,PA

L3, E-D

Al0, RS

5,PA

A7, RS



8 (A&B)" —(A&B) t-¢, ~BD(—Av-B)
Ed k¢, BoB

10 (A&B) —~(A&B) ¢, BoB

11 b, —AD(mAV-B)

12 (A&B)Y —~(A&B) ¢, ~AD(—AV-B)

48

7, PA
teorema’’
9, PA
A6, RS

i1, PA

13 {A&BY ~(A&B)c, (Bo—A)D{(—AD(—AV—B)D(B(—AV—B))] 4143.14,RS,PA

14 (A&BY . ~(A&B) ¢, [(FAD(—AV-B))D(BD(—Av-B))] 4, 13, E - D

15 (A&B)" ~(A&B) ¢, Bo(-Av—B)

12,14 E-2

16 tc, (B(—AV-B)D[(—~BO(—Av—B)>(Bv-Bo—Av—B)] A8, RS

17 (A&B)",~(A&B) k¢, (Bo(—AV—B)D{(=B{—AvV-B))>(Bv-BO—Av—B) 116, PA

18 (A&B)’ ~(A&B) t-¢, [(-BD(—=Av—B))>(Bv—Bo—-Av-B)] 15,17, E-D

19 (A&B)' ~(A&B) t-¢, Bv—Bo-Av—B

20 (A&B) ~(A&B) Fc, ~Av—B

21 Fe, (mAV=B) D (B D —Av—B)

22 (A&B)' ~(A&B) k-, (-Av—B) > (B > —Av—B)
23 (A&B)'~(A&B) ¢, (B D —Av-B)

24 (A&B)Y ¢, ~«(A&B) > (B D —Av-B)

®  (A&B) ¢, ((A&B)D(-BD(—AV—B)))
j (A&BY . ~(A&B) ¢, ~(A&B)

2 (A&B) ¢, ~(A&B) S(Bo—A)

"7 fisse teorema € obtido da seguinte forma: I BB
2 F“’(:IBDB

818, E-2
6,19, E->
AL RS
21, PA
20,22, E-2

23, teorema da dedugiio

premissa (4.1.4.3.4 e PA)

414315 {e)

4.1.434

1, teorema da dedugio
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3 {A&B)’. ~(A&B) ¢, ~(A&B) D(BD—A) 2, PA

4 (A&B)’. ~(A&B) ¢, Bo—-A L,3,E->
5  Fc Bv-B Al0,RS
5  (A&B) —(A&B) ¢, Bv—B 5. PA

7 ¢ —BD(—AV-B) AT,RS

8  (A&B)’. —(A&B) I-¢, mBD(—Av-B) 7. PA

g ¢, BoB teorema
10 (A&B). —(A&B) k¢, BoB 9,PA

11 g, ~AD(-AV—B) A6, RS

12 (A&B)’. ~(A&B) ¢, —AD(—Av-B) 11,PA

13 (A&BY ~(A&B) ¢, (Bo—AID[(=AD(—AV—B)2(BD(—Av—B))}4.143.14, RS, PA
14 (A&B)" ~(A&B) ¢, [(AD(AV—-B))DBD(—Av-B))] 4, 13,E->

15 (A&B)' ~(A&B) t-c, Bo(-Av—B) 12, 14,E->

16 ¢, (B(—AV—B)D{(—~Bo(—Av-B)>(Bv—Bo—-Av-B)] A8, RS

17 (A&B) ~(A&B) k¢, (BD(=AV—B)>[(—B>(-Av—B))D(Bv—Bo-Av-B)]16 PA

18 (A&B)’ ~(A&B) ¢, [(-B(—Av—B))o(Bv-Bo—Av—B)] 15,17, E->

19 (A&B)’~(A&B) i-¢, Bv—Bo—Av—B 818,E-o
20 (A&B) ~(A&B) ¢, mAv—B 6,19,E->
21 3—(:.1 ("ﬂf\\f—'lB) = (“‘tB = ""tA\"—"iB) AL RS

22 (A&B)’ ~(A&B) ¢, (—AV—B) D (-B 2 -Av-B) 21, PA
23 (A&B) ~A&B) ¢, (B D —Av-B) 20,22,E-D

24 (A&RB)" ¢, (A&B) D (=B D —Av—B) 23, teorema da dedugao
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(h)  (A&B)’ ¢, ~(A&B)>(-Av—B)
(A&B)" ~(A&B) ¢, ~(A&B)

(A&B)" ¢, ~(A&B) > (B > ~Av—B)

(A&B)" ~(A&B) t-c, ~«(A&B) D (B D —Av-B)
(A&B)" ¢, ~(A&B) D (—B D —Av—B)

(A&B)’ ~(A&B) i-¢, +(A&B) 2 (—B D —Av—B)
(A&B)" —~(A&B) t-¢, (B D —Av—B)

(A&B)’ ~(A&B) ¢, (B > —Av-B)

g, Byv-B

(A&B)". ~(A&B) k¢, Bv—B

50

premissa (4.1.4.3.4 e PA)
4.14.3.15 ()

2, PA

4.1.4.3.15 (g}

4, PA

1,3, E-2

L5 E->

Al0,RS

9, PA

(A&B)Y’ . ~(A&B) k¢, (BD(=AV-B))D{(=B(—AV-B))D(Bv-BO—Av-B)}11,PA

(A&B)" ~(A&B) k¢, [(-BD(—Av-B))2(Bv—-B>-Av-B)] 7,12, E- >

(A&B)Y’ ~(A&B) t-¢, Bv—BO—Av—B
(A&B)Y’ ~(A&B) ¢, =Av—B
(A&BY ¢, ~{A&B)>(—~AV—B)

i) -, A"&B°>(A&B)’

B o, A"&B D(—(A&B)D(—Av-B))
e, ACUB S(A&B)’

(A&B)" ¢, ~(A&B)D(—Av—B)

¢, (AUB)Y D(—(A&B)D(-AV—B))

8§, 13, E->
10,14 E-o
15, teorema da dedugio

Al2

Al2
4.1.4.3.14 (h)

2, teorema da dedugéo

e, (AB S AGBY DAY A ASBIAV-B)ASB SHAKBIS-AV-B))]

4.1.4.3.14, RS



G

10

2%

LA
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-, [(A&B) D(~(A&B)D(—AV-B)))D(A &B D(~(A&B)D(—AV—-B))] L4E-D
-, A'&B D(—~(A&B)(—Av—B)) 3,5E->

(k} ¢, ~A DB D((ABID(—AV-B)))

“A g, ~A premissa (por 4.1.4.3.4)
e, AD-AV-B AG, RS

—A ¢ —AD—AV-B 2, PA

—A ¢, wnv—B L3 E-o

¢, (—AvV—BID[-(A&B)D{—AV-B)] AL RS

—A ¢, (RAV=-B)D[{A&B)D(—AV-B)] 5, PA

—A e, (A&B)D{—Av—B) 4,6,E->

e, ({A&B)D(—AV—B)D[B D(~(A&B)D(—Av-B))] AL RS

~A ¢, (~(A&B)D(~AV—B)D[B"(—~(AKB)>(—Av—B))] 8, PA

~A e, B'o(—(A&BID(—AV—B)) 7,9.E-5

Fe, —A :B(B”:a{'-—.('A&B)D(—AvﬁB))) 10, teorema da dedugio
B e ADBS((A&B)D(—AV-B)))

AO, RY nted BY premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)
A% B g, A premissa (4.1.4.3.4 e PA)
o, A'D(B'D(A’4BY) A5.RS

A% B g, Ao(B 2(A°&B") 3, PA

A", B ¢, B'(A’&B") 2.4,E->

A", B k¢, A&B" 1.5, B->



10

11

e

P

¢, ASB D((AKB)D(—AV-B))

A% BY —c, A&B D(—(A&B)(—Av—B))
A" B b-¢, ~(A&B)D(-Av—B)

A’ ¢, B° D (~(A&B)D(—AV—-B))

o, AP(B S (—~(A&B)>(-Av—B)))

(m) g, «(A%) DA&-A
~(A") b, ~(A")

—(A%) bo; ~(~(A&~A))

e, —{-(A&—A)D(A&—A)
~(A) ¢, ~((A&—A)D(A&—A)
(A% ke, (A&=-A)

e, (A% D(A&—A)

{n) b=, A&—A > —AvA"
Ak—A I"*Ci A&k—A

e, Ad—A D —A

A&—A ¢, A8—AD —A
A&—A F¢, —A

e, —A D —AVA®
A&—A ¢, A D —~AVA’
A&—A ¢, ~AVA"

e, A8—A D —AVA

¥ Para obter esta {drmula, basta empregar a demonstragiio 4.1.4.3.15 (§).
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414315 (°

7, PA

6,8, E-o

9, tecrema da dedugiio

10, teorema da deducido

premissa {por 4.1.4.3.4}
1, definicéo t

A9, RS

3,PA

2,4, E->

5, teorema da deducio

premissa {por 4.1.4.3.4)
A4, RS

2,PA

L3 E->

AB, RS

5, PA

4,6,E-o

7, teorema da deduciio



o

© i, ~(A") 2 —AvA®
¢, (A% D(A&-A) 4.143.15 (m)
o, A&—A D —AVA” 4.143.15 (n)

ke, (A% D(A&—AND[(A&—A D —AVANS (AN © —AVA")] 4.1.4.3.13, RS
¢, [(A&—A D —AVASD(=(A") © ~AVAY)] 1,3,E->
?‘"ci "1([&0) e “ﬂAVAO 2.5E-2

() tc, —AvA’

e, A(AVA®) AT, RS
e, (A% D —AVA® 414315 ()

¢, (AD(—AVADH(—(AYD(AVA D ((AN—(A)D(-AVAT)] A8

ke, [((AN)DAVAND((AN—A)D(AVAD)] 2,4,E-2
e, (A'v—~(AND(-AVAY) 3,5,E-D
e, (=AvA") L6 E-D

@  t-¢c, B"2(~(A&B)>(—~Av=B))

¢, AD(B (—(A&B)S(—AV-RB)) 4.143.15 (k)
tc, A" (B D(~(A&B)>(-Av-B)) 4.143.15 ()
e, ~AVA® 4.1.43.15 (p)

ke, (~AD(B D(—~(A&B)D(=Av—B)))D

(A (B D(~(A&B)D(—AV=B))ND(—AVA'D(B S(~(A&B)D(—AV—B))))] A8

¢, [(A" DB D(~(A&BID(-AV=B)))D(—AVA DB D(~(A&B)D(—AV-B)))]
L4, E-D

-, (~AVA DB D(~(A&B)D(—AV—B))) 2,5,E-D

¢, BO(—(A&B)D{(—AV—B)) 3,6,E-5
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Pod

]

(I‘) }_Ci. ""IB:}(“‘"‘!(A&B)D(—rAV’_lB))
—B 1“(31 —B

¢, "Bo-Av—B

=B ¢, —Bo>—Av-B

=B k¢, —Av—R

e, {(—AVABID(~(A&B)D(—AV—-B})
=B t¢, (mAV-BID(—(A&B)D(—AV-B))
—B k¢, (-(A&B)>(-Av—-B))

b, “BD{(A&B)D(—AV—B))

(s)  t-c, —BVE’
e ] —A VAO

b, ~BVB’

(f} b~ | ﬂ(A&B)D(—ﬂAV“ﬂB)
Fg, " BD{(—(A&B)D(—AV—-B)))

k¢, BU((—(A&B)D(-Av—B)))
P’“CI “ﬂBVBO

¢, (HBO{(-(A&BD(—AV-BD

34

premissa (por 4.1.4.3.4)
AT, RS

2, PA

1,3, E-2

AL RS

5, PA

4,6,E-D

7, teorema da dedugio

4.143.15 (p)

1, RS

414315 ()
4.1.43.15(q)

4.1.4.3.15 {s)

B S (A&B)S(-AV—-BN) D (—BVB o((—(A&B){(—Av—B))))] A8, RS

e, [(BD((—(A&B)D(=AV—B))>(—BVB’>((~(A&B)>(—Av—B))] 14, Eo

¢, (BVBS((—(A&B)D(-Av—B))))
¢, (—{A&BYD(=AV—B))

(l.l) "'r{A&B) i"“ci ~4Av—B
~(A&B) ¢, ~(A&B)
}““Ci ("ﬂ(A&B}:)(”""IAV“ﬂB))

2,5E-D

36E->

premissa {(por 4.1.4.3.4}
414315



fud

3]

—(A&B) l"‘cl —Av—B

414316  A'& B’ ~(AVB) ¢, ~A&—B

2, PA

L3E-o

A sua demonstragio € obtida na seguinte seqiiéncia de dedugdes formais:

@ e (AVBY'S(—(AVBID(BH(—A&~B)))

() o, (AVBY'S(—(AVBID(=B(—A&~B)))

© ke, (AVB)'S(—(AVBID(—A&—B))
@) o, A’&BD(~(AVB)D(—A&—B))
(€) A& B, ~(AVB) ¢, ~A&—B

Assim,

@  bc, (AVBYD(—~(AVBD(BD(—A&—B)))
(AVB)’, «{(AVB) . B ¢, ~(AVB)

(AvB)", ~(AVB) B ¢, B

(AVBY, ~(AVB), B ¢, (AVBY

e, ~(AVB)D(BD—(AVB))

(AVB)", ~(AVB), B k¢, ~(AVvB)D(Bo—(AVR))
(AVB)", ~(AVB) , B ¢, BD~(AVB)

¢, Bo(AVE)

(AvBY’, ~(AVB) , B I-¢, B(AVB)

e, (AVB) D{(B(AVB)DI(Bo—(AVB))ID—B)]

premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA}
premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)}
premissa {4.1.4.3.4 ¢ PA)
Al RS

4, PA

L5SE-D

A7, RS

7.PA

AL RS

(AVB)", ~«(AVB), B k¢, (AVB)’D[(Bo(AVB)D((BD—(AVB))D-B}} 9, PA

(AvB), -(AvB) . B ¢, [(BD(AVB)D((Bo—(AVB))>=B)] 3, 10, E -

(AVB)", —~(AVB) , B ¢, (Bo—(AVB)D—B

8. 11,E-o



[

(AVBY, +(AvB),B ¢, —B

Fe, ~{AVBID(ADH(AVE))

(AVBY’, ~(AVB) , B -¢, ~(AVB)D(AD—(AVB))
(AVB), ~(AVB) , B ¢, AD(AVB)

o, AD(AVE)

(AvB), ~(AVB) . B I-¢, AD(AVB)

¢, (AVBY S[(AD(AVB)D((AD—(AVE))D—A)]
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6,12, E-o
Al RS
14, PA
LIS E-o
A6, RS
17, PA

ATL RS

(AVBY, ~(AVB) , B ¢, (AVB)'DAD(AVB)DIAD(AVB)D-A) 19, PA

(AVB)’, =(AVB), B ¢, [(AD(AVB)D((AD—(AVB))>-A)] 3,20, E -

(AVB)’, ~(AVB) . B ¢, ((AD—(AVB))D—A
(AVB)", ~(AVB) , B t¢, —A

¢, ~AD(—BD—-A&—B)

(AvBY’, ~(AVB), B ¢, mAD(—Bo—A&-B)
{AVBY, ~(AVB) . B ¢, (-BD—~A&—B)
(AVBY', ~(AVB) . B ¢, ~A&—B

(AVB)", ~(AVB) ¢, B> -A&—B

(AVB)’ ¢, ~(AVB) D [B D ~A&-B |

¢, (AVB)'S(—(AVB)D(BD(—-A&-B)))

By e, (AVBY'D(~(AVBID(-BD(—A&-B)))
(AvB)", =(AVB) , —B ¢, ~(AVB)

(AVB)’, ~(AVB} , =B t¢, —B

(AVB)’, ~(AVB) , -B I-¢, (AVB)’

18, 21,E-

16,22, E-D

AS, RS

24, PA

23,25,E->
13,26,E-2

27, teorema da deduciio
28, teorema da dedugio

29, teorema da dedugiio

premissa {4.1.43.4 e PA)
premissa (4.1.4.3.4 e PA)

premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)



e, —(AVvB)>(AD—(AVE))

(AVB)’, ~(AVB) , =B ¢, ~(AVB)>(AD—~(AVB))

(AvB)’, ~(AVB) , =B I-¢, AD—(AVB)
¢, AD(AVB)
(AVB)", «(AVB) , =B ¢, AD(AVB)

¢, (AVB) S[(AD(AVB)D((AD—~(AVB))D—A)]
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Al RS
4, PA
L5 E->
A6, RS
7, PA

ATL RS

(AVB)", ~(AvB}, =B k¢, (AVB)’S[(AD(AVB)((AD—~AVB)D-A)] 9, PA

(AVB)", ~(AVB) , =B k¢, [(AD(AVB)D({(AD—(AVB))D=A)] 3, 10, E - >

(AVBY!, ~(AVB) , —B ¢, (AD-(AVB))>—A
(AVB), «(AVB), —B ¢, ~A

¢, =AD(-Bo—A&—B)

(AVB)”, ~(AVB) , =B ¢, ~AD(—BD-A&—B)
(AVB)!, ~(AVB) , —B ¢, (-B>—A&—B)
(AVBY, —(AVB) , =B t-¢, —A&—B

(AVB)®, ~(AVB) ¢, =B D —A&—B

(AVB)" ¢, «(AVB) D [-B D —A&-B ]

¢, (AVB) D(—~(AVBYD(-BD(—~A&-B)))

© e, (AVBY ' D(—(AVB)D(—A&—B))
(AVB)"+(AVB) k¢, ~(AVB)

(AVB)’ ¢, ~(AVB) D (B D ~A&~B)
(AVBY . —~(AVB) ¢, ~(AVB) D (B » —~A&~B)

(AVBY ¢, ~(AVB) D (=B 2 —~A&—B)

8,1LE->
6,12,E->

A5, RS

14, PA

13,15, E-D
2,16,E->

17, teorema da dedugio
18, teorema da dedugdo

19, teorema da dedugio

premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)
item 29 de 4.1.4.3.16 (1)
2. PA

b

item 19 de 4.1.4.3.16 (b)



2

3

(AVB)’ . ~(AVB) t¢, —(AVB) D (-B © —~A&~B)
(AVB),~(AVB) k¢, (B 5 —A&—B)
(AVB)Y,~(AVB) ¢, (=B 2 —A&—B)

¢, Bv-B

{AVB)’, ~(AVB) t-¢, Bv—B
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4, PA
1,3, E-2
I,5,E-o
Al0, RS

8, PA

e, (B —A&-BNS[(—B>(—A&—B)>(Bv—Bo>—~A&-B)] A& RS

(AVBY' ~(AVB) k¢, (B(—A&—B))D[(~B2(~A&~B))D(Bv-Bo—-A&—B)] 10,PA

(AvB)" ~(AVB) ¢, [(-BD(=A&—-B))>(Bv-B>—A&—B) 6, 11, E-D

(AVB)",.~(AVB) i-¢, Bv—=Bo—A&—B
(AvB)’ ~(AVB) ¢, ~A&—B

(AVBY' ¢, ~(AVB)D(—A&—B)

k¢, (AVB)Y D(—(AVB)(-A&~B))

(d) 1, A"&B "(~(AVB)D(—A&—B))
c, A"B >(AVB)’

(AVB)’ o, ~(AVB)D(=A&—B)

¢, (AVB) D(=(AVBID{—A&-B))

T 12, E-D

8 13,E->

14, teorema da dedugio
15, teorema da dedugiio
A13, RS

itern 16 de 4.1.4.3.16 ()

2, teorema da deducio

drc, (A’&B"S(AVB) )D{((AVB) D(=(AVBID(—A&—B))D(A & B S(~(AVBI-A&B))]

4,143.14, RS

e, [((AVB) D(—(AVBID(—A&—B))D(A B H(—~(AVB)S(—A&—B)))] L4E-D

¢, AB D (~(AVB)D(—A&—B))

(&) A& B’ —~(AVB) k¢, ~A&-B
A& B® ~(AVB) ¢, A& B’

A"& B” —~(AVB) k¢, ~(AVB)

3,5,E->

premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)

premissa (4.1.4.3.4 e PA)
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ke, (AVB)'D(—~(AVB)(—A&~B)) 4.1.43.16 (c)
e, A% B (AVBY Al3,RS
e, (8" % B'AVBY) o (AVB o~AVBDEAEB)IHA & B DAAVBD(-A&-B))

4.14.3.14,RS
ke, (AVBY D(—(AVB)D(—A&—B))D(A’& BID(—~(AVBID(—A&-B)))) 4,5 Eo

e, Al BS(—(AVB)D(-A&—B)) 3,6,E-D
A& B”. ~(AVB) ¢, A%& B'o(—~(AVB)>(-A&~B))  1,PA
A& B® —(AVB) ¢, ~(AVB)D(—A&~B) L8, E->
A& B’ ~(AVB) ¢, ~A&—B 2,9.E-5
414317 A& B® —(ADB) k¢, (A&—B)

A sua demonstragio é obtida na seguinte seqiiéncia de dedugSes formais:

(@) A"&B% ¢, ~AVB D (ADB)

® A& B’ b, (—AVB 5 (ADB))D(—~(ADB) D—(—AVB))
(©) A& B® ¢, ~(ADB) D~(=AVB)

(dy A bo, (CA&—AID(A&L-A)

(&)  t-c, A'D(=AY

0 A&B e (-A)&B

(2)  A'&BY, ~(~AVB) ¢, (-A&—B)

() A"&B’ ¢, ~(~AVB)D(A&—B)

i  A&B" ¢, ~(ASB) D(A&-B)

G AY&B’, —(ADB) ¢, (A&—B)

Assim,

(@  A"&B ¢, —AVB D (ADB)
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1 A"&B", —AVB, A ¢, =AVB premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)
2 A&B". —AVB A ¢ A premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)
3 A&B i A 4.14.3.5. RS

4 A'&B" —AVB, Ak, A 3, PA

5 ko, A'D(ADAKA) A5, RS

6 A&B’ —AVB. A ¢, A'S(ADA'&A) 5. PA

7 A'&B’ —AVB, A k¢, (ADA"&A) 4,6,E->

8 A&B’ —AVB, A -, A"&A 2,7,E-2

9 kg A'&A D((-AVBID((A"&A)&(—AVB)) A3, RS

10 A"&B" —AVB, A ¢, A"&A DU—AVBID(A"&A)&(—-AVB))) 9, PA
i A"&B", —AVB, A ¢, (FAVB)D((A'&A)&(-AVB)) 8, 10,E->
12 A"B’% -AVB, A ¢, (A"&A)&(—AVB) LILE-D
13 b, (A"&AI&I-AVB)D((A'EA&—AIV(A'&A&B))  teorema (distibutividace)

14 A"&B"~AVB, A k¢, (A"&AS(—AVB)D((A’&AK—ANMA &A&B)) 13, PA

15 A&B".—AVB, A ¢, (A"SA&—ANV(A’&A&B) 12, 14,E -
16 ke, ARA&—ADE teorema
17 A’&B"~AVB, A ¢, A& A&—ADB 16, PA

18 ¢, A"&A&BDB A4, RS

19 A"&B"~AVB. A ¢, A"&A&BOB 18, PA

20 e, (AY&A&—ADBID[(A’&A&BOB (A & A&—~AW(A&A&B)DB)] A8

21 ARB-AVBAK ¢ (A EA&-ADBIDIA SAKBOBI((A &AS—AN (A &A&B) B0, PA

" ¥eja a demonstragio no anexo B4.
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A&B —AVB A ¢, (A& A&BOBID((A S A&—AV(A &A&B)DB)] 17,2LE-D

A"&B",~AVB, A [((A’&A&—AW(A'&A&B)DB)] 19,22, E-2

A’&B",~AVB, A t-¢, B 15,23, E-D
A"&B° -AVE k¢, ADB 24, teorema da dedugio
A&B° ¢, ~AVB > (ADB) 25, teorema da dedugio

0y A&B° ¢, (—AVB D (ADB))D(—(ADB) D(—AVE))
A’&B°, —AVB D (ADB), ~(ADB) ¢, A&B° premissa (4.1.4.3.4 e PA)

A’&B, ~AVB D (ADB), ~(ADB) k¢, ~AVB D (ADB)  premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)
A"&B% ~AVB 5 (ADB), ~(ADB) ¢, ~(ADB) premissa (4.1.4.3.4 e PA)
e, (AB)Y D[(—AVB  (ADB))((-AVB 5 ~(ADB)D(—(—AVB)))] ALL RS
A& — AVB(ATB)~ATBI- ¢ ( ATBY S-AVBASB)A-AVBYADBI-AVB)) )4, PA
¢, (—(ADB))D[(—AVB)D(—(ADB))] AL RS

A’&B" ~AVB D (ADB), ~(ASB) F¢, (m(ADB))D{(—AVB)S(—(A>B))] 6, PA
A%&B" —AVB o (ADB), ~«(ADB) ¢, [(AVBID(=(ADB)Y)] 3.7,E-D

A"&B’ l-¢, (ADB)’ Al4,RS

A"&B",~AVB D (ADB), «(ADB) ¢, (ADB)Y’ 9, PA

AP&R --ABDACB) ~ASB) ¢, [-ABO (ASB)(-AVB O —ASBH--AVB)IBI0ED
A"&B";-AVB S (ATB), ~ATB) e, (FAVBD—(ADBI(H-AVBY) 2, 11, E-D
A’&B’,~AVB D (ADB), ~(ADB) ¢, ~(—AVB)) 8. 12,E->

A"&BE, —AVB = (ADB) Fe, (~{ADB) H—{—AvVB)) 13, teorema da deducio
A”&B{’%—cl (—AVB 2 (ADB)D{—{ADB) D-(-AVEB}) 14, teorema da dedacao

)  A"&B’ ¢, ~(ADB) >—(-AVB)
A&B° -, (=AVB D (ADB)) 4.143.17 ()



-

12

13

14

[

A’&B" 1-¢, (=AVB > (ADB)D(—~(ADB) D—(—AvVB))
A"&B" ¢, —~(ADB) D=(—AVB)

(@) A° ¢, (—A&——AID(A&—A)
“WA&"_E"}A FCI """IA&_‘I_“}A
F‘“CI —A&——AD—A

—A&—r-A o, ~A&——AD—A
~A&—A ¢, —A

g, A& AD-—A
—A&—-A ¢, ~A&——=AD—A
~A8—rA g, A

e, ——ADA

—A&=rA ¢, —ADA
—A&—A e, A

¢, AD(—AD(A&—A))
—A&—A ¢, AD(—AD(A&-A))
A& o, mAD(A&—A)
—A&—A o, A&—A

e, (mA&=—A) D (A&—A)
A, A& AYD(A&=A)

(e) ¢, A’>(=AY
{ 0
A"c, A

414317 (b)

1.2, E->

premissa (4.1.4.3.4)
A3, RS

2, PA

1,3, E->
A4 RS
5,PA
1,7,E-D
A9, RS

9, PA

8, 106,E->
A5 RS

12, PA
11,13, E->

4 14 E-o
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15, teorema da dedugio

16, PA

premissa (4.1.4.3.4)

e, ATD[(-AS—AIDA&—A)D[(—A&——ADA)D(~(—A&——AN] AlL, RS

A’ ke, A% (A& ——A)D(A&AID(—A&——A DA (—(—A&——AD]] 2, PA



(]

i1

12
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A% kg, —A&—AD(A&—A)

A o, (A& ADPA D(—(—A&——A))

e, AY D((—A&——-ADA)
A g, A7 {(—~A&——A)DA"Y
A", —A&——ADA"

A" ¢, A(—A&——A)
AD }"CI .:“!A)O
e, A'(-A)

®  A°&B’ k¢, (-A)&B’
A’&B’ —c, A°&B’

e, A’&B" 5A”

A°&B’ —c, A’&B’ A"

AE‘J&BU ¢, AP

e, A"x(—A)

A&B’ I-¢, A*>(—A)

A"&BY ¢, (-A)

AtLR® E*cl B¢

e, (—A) DB o(—A) &B"]
A%&BY i, (—A)"D[B’S(-A) &B]
A"&B° -¢, [B"D(—A)’&B"]

A"&B ¢, (—A)'&B’

4.1.4.3.17 {d}
4,5,E-D
Al RS

7, PA

1,8 E-o
65,9 E-o

10, definiglo 1

11, teorema da dedugio

premissa (4.1.4.3.4)

A3, RS
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(g  A"8B’, ~(=AVB) ¢, (——A&-B)
A’&B’i-¢, (A &B’
¢, AYB” S(—(-AVB)D(——-A&~B))

A 8B’ I-¢, (—A) &B D(—(—AVB)D(——A&—B))
A’&B” ¢, ~(—AVB)>(——-A&—B)

~(=AV3) k¢, ~(—AVB)

A’&B’, ~(—~AVB) k¢, ~(~AVB)

A'&B’, ~(—AVB) ¢, ~(=AVB)(——A&-B)
A'&B", ~(-AVB) ¢, (—-A&-B)

(h  A%&B’ e, ~(—AVB)D(A&—B)
A'&B’, ~(=AVB) ¢, (—A&—B)

P C i (“-r“ A&—-B }:)"'1-1A

F’“Cl. e B

4.1.4.3.17(f)
4.1.4.3.16 {d), RS

2,PA

L3,E-D
premissa {4.1.4.3.4)
6, PA

4, PA

7.8 E->

4.1.4.3.17 {g)
A3, RS

A9, RS

¢, (= ADA)D((~—A&—-B)DA)

¢, (—A&—B)DA

A"&B’, ~(—AVB) ¢, (——A&—B)DA
A"&B°, ~(~AVB) ¢, A

e (A& —-B)D-B

A’&B’, ~(—~AVB) k¢, (——A&-B)>—-B
A"&B, ~(—AVB) t-¢, —B

o, AD(-BD(A&—B))

A"&B", ~(—AVB) ¢, AD(—B(A&—B))

2,4 E->
3,5,E-2
6, PA
,7,E->
A4, RS
9, PA
1,10,E->
A5, RS

12, PA
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14 A"&B°, ~(-AVB) k¢, (-BD(A&-B)) 8,13,E-o

15 A"&B’, ~(—AVB) k¢, A&—B 11, 14,B->

16 A&B’ -¢, ~(-AVB)D(A&—B) 15, teorema da dedugo
()  A’&B’ ¢, ~(ADB) D(A&-B)

1 A"&B" ¢, ~(ADB) >(—AVB) 4.1.43.17 (¢)

2 A&B’ ~¢, (—AVB)D(A&—B) 4.1.4.3.17 ()

3 Fc, (ADB) D~—AVB)D(—~(—AVBIAA&-B)ADB) DA&-B)) 4143.14RS
4 AB i, (HASB)DH-AVB)(—(—AVBIA&B)H—(A-B) XA&-B)) 3, PA
5 A"B" ¢, ((—AVBID(A&-B)D(~(ADB) D(A&-B)) 1,4, E-D

6  A’&B" —c, —~(ADB) D(A&-B) 2,5,B-D

(i A"&B°, —(ADB) ¢, (A&—B)

i A"&B°, «(ADB) ¢, ~(ADB) premissa (4.1.4.3.4 ¢ PA)
2 A’&B° —¢, «(ADB) 5(A&~B) 4.1.43.17 (i)

3 A"&BY, ~(ADB) ko, ~(ADB) D(A&—B) 2, PA

4 A'&B’, ~(ADB) ¢, (A&—B) 2,3, E->

Por PA, podemos generalizar 4.1.4.3.4. a 4.1.4.3.17 para qualquer T, ou seja,
Fie ;C-‘ portanto, concluimos que se Foney C.,entio e C, =

Ded.1.4.1,4.1.4.2¢4.1.4.3 temos que
I” NGy C seel” e, C. &®
4.1.5 Consisténcia do sistema DNC,.
Antes d» demonstrarmos a consisténcia do sistema DNC,, necessitaremos definir o
que deve ser entendido por um conjunto inconsistente de férmulas:

Definiciio 7 Conjunto inconsistente de formulas

Um corjunio de férmulas bem formadas I' € inconsistente see existe pelo menos

uma férmula bem formada A tal gue ela e a sua negagfio sfo dedutiveis de I'.
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NOTA. A partir dagui convencionaremos que F sempre indicard o conjunto das férmulas

hem formadas de £ de DNCi e TeF.

Agora podemos demonstrar a consisténcia do sistema DNC,, como se segue:

Demonstragio:

Como Cy € consistente (KLEENE, 1952, p.129) ¢ devido a que Cy € logicamente
equivalente « DNC {vide explicagio na nota de rodapé 10), temos que DNCy € consistente.
Como em (4.4.1) demonstramos que DNCy € dedutivamente mais forte que DNCy.
Faremos uso desta propriedade ¢ do fato que a negacfio '~* € equivalente a negagfo "~ em
DNy (vide anexo E} para demonstrarmos a consisténcia DNCy, como se segue:
Suponhamos que DNC, seja inconsistente, entdo, existe uma formula A, tal que,

.!—p;\;qu&ﬂA, definicic 7, ou seia,

1 FpNe, A&—A premissa provis’(’)ria
2 Fone, A LE-&
3 Fpne, A LE-&
4 Fpney A 2,4.4.1
3 Fpng, A 3,44.1
6 F-bNG, A&—A 4,5, 1-&
mas, DCN € consistente. Logo, ndo existe A tal que e, A& —A. |

4.1.6 Completude do sistema DNC,.

4.1.6.1 Teorema da corretude forte do sistema DNC,.

Demonstraremos que se I e, A, entiio [ E=pne, A.

Antes da demonstragio desse teorema necessitamos de algumas definigdes.
Definicio 8 Interpretaciio paraconsistente para DNC;
Uma interpretagio (ou valoraglo) paraconsistente das proposigdes de DNC,; € uma

fungio m: F — {0,1}, definida indutivamente pelas seguintes cldusulas:
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8.2 Se @A) =0, entdo B(—A)= | ;

$b Sefi——A =] ,entioTA)=1;

$.¢c Se (B =1 e B(ADB) = | e BHAD—B) = | , entio B(A) =0 ;

§d B(ASB)=1see®A)=0o0ulyB)=1;

8.¢c BA&B =l see@(A)=te®B)=1;

8.f (AVBI = lsee®A)=1oul(B)=1;

8.g Se W(—~(A&B)) = 1, entdo B(—A} = lon®—-Bi=1;

8h Sem((A) = e (B = leB((AVB)) =1, entlo B-A&—B) =1 ;

8.i Se W(AM) = 1 e ®((B)) = | e W(~(ADB)) = 1, entlio BHA&~B) = 1.
OBRS: devemos realgar que essa valoragio € propria para esse sistema, e apresenta clatisulas
diferentes daquelas originalmente definidas para C.

Definicdo 9 Férmula valida

Uma férmula bem formada A é vilida see para toda valoragfio @, B(A) = 1.

Pefiniciio 10 Modelo

A valoragiio @ é um modelo do conjunto de férmulas bem formadas I de £ see para
toda formula Ade I, B8(A) = 1.

Definigdo 11 Conseqiiéncia seméntica

I E=A (18-se A é conseqliéncia semintica do conjunto de formulas bem formadas T
de £ ) sec para toda valoragiio © que € um modelo de T, ®(A) = 1.

Demonstraremos algumas propriedades de uma valoraglio 8 que serdo Gieis para a
demonstracio do Teorema da Corretude:

Se ©5 & uma valoragiio em DNC|, @ tem as seguintes propriedades:
Propriedade 4.1.6.1.a G(A") =0 see B(A) = l e B{—A) = 1.
Prapriedade 4.1.6.1.0 ®(A) = 1 see Gi(~A} = 0.
Propriedade 4.1.6.1.c W(A)=0entdo W(~A) = 1.
Propriedade 4.1.6.1.d @AY = | see B(A) # BH(—A).
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De-monstragﬁom dessas propriedades:
Propriedade 4.1.6.1.a.

a) Seia B(AY) = 0, entfio W(—~(A&—A)) = 0 [definiclo 1]. Assim B{——(A&—A))=1
por [definicio 8.2 | e por [defini¢do 8.b], vem W(A&—A) = |, portanto WA) = 1 ¢
mi—A) = | {definicdo 8.e]. Assim, se (A" =0, entfio WA} = | e B(=A) = 1.

b) Sejam ©(A) = | ¢ B(—A) = 1 e admitamos que w(AO) = {. Se ®(A) = 1, en-
o ®(A) = 0 ou G(A) = 1, que por [definicdo 8.d } € BIADA)=1, ¢ se m(—AY = |, entlo

5 A) = 0 ou ©—(A) = I, que por [definicdo 8.d ] € B{AD—=A)Y = 1. Assim, temos que
oAk =1 e BADA) = | e B(AD-A) = 1, entlio B(A) = 0 [definicdo 8.c], o que € uma
contradicio, logo Gi(’AO'} =0,

De (a) e (b) resulta a propriedade desejada.

Propriedade 4.1.6.1.D. _
a) Seja B(A) = 1, e admitamos que B(~A) = 1, L.é., D(—A&A") = 1 [defini¢io 2],

portante, B(—AJ= 1 e B(A%) = 1. Se ®(—A) = 1, entdo B(A) = 0 ou G(—A) = 1, ou seja,
WAD—A) = | [definigio 8.d} . e como W(A) = |, entho W(A) = 0 ou @{A) = 1, ou seja,
W{ADA) = | [defini¢ao 8.d} , portanto BAY = 1 e B(ADA) = | e B(AD—A) = 1, ¢ como
conseqiiéncia @A) = 0 [definicio 8.c], o que € uma contradigdo, pois, admitimos que
TG{AY= 1, logo W{(~A}=1.

b} Seja t3(~A) = 0, ¢ admitamos gue G(A) = 0, portanto ﬁj(—uA&A”) = 0 [defini¢do
21, ou seja, B(—-A)= O ou 65( A”) = 0 {defini¢iio 8.¢], mas como G(A) = 0, entdo B(—A) = |
[definicdo 8. al, portanto B(AY) = 0. Se (A" = 0, B(—(A”) = | [definigho 8.a]. Assim,
(- —(A&—AN) = 1, que por [defini¢do 8.b] resulta BA&-A) = L entio B(A) = ¢
m(—A) = 1 [defini¢io 8.e], portanto M(A) = 1 e W(A) = Of pela hiplese], o que € uma com
tradigdo, logo B{A) = L.

De (a) e (b) resulta a propriedade desejada.

Propriedade 4.1.6.1.c.
a} Seia B(A) = 0, ¢ admitamos gue B(~A) = 0, 1.€., tﬁ{m-:A&AO'} = 0 [definicdo 2],

A L . . PN . -
® A lagica da nossa metalinguagem € a cldssica, portanto usarernos as suas propriedades nas demonstragies.
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portanto ©{—A)= 0 ou (’IS(’AD) = 0 {definicio 8.e] . 8¢ W(—A) =0, entdo B{—A) = | {defi-
ni¢ao 8.a , e daf, W(A) = 1 [definicdo 8. b, portanto B(A) = | e W(A) = 0. Por outro lado,
¢ tﬁ{AU) =0, B(—(AN) = | {definicio 8.a], ou seja, B(—~{—~{A&-A))) = I [defini¢io 1], que
por [definigdo 8.b] resulta B{A&—A) = |, entdo O3{A) = 1 ¢ B3(—A) = 1 [definigio 8.¢],
portanto @A) = | e B(A)=0. Resultando em ambos 0% casos uma contradi¢do, logo
wi~A)=1.

by Seia B3(~A} = | e admitamos que B(A) = 1, 1.€,, (ﬁ(ﬁA&A” V= 1 {definigdo 2],
portanto B(—A)= 1 cﬁj(Aﬂ) = } {definicdo 8.¢]. Se W(—A) = |, entlio BA} = 0 ou
@A) = 1, ou seja, BH(AD—A) = ] [definicho 8.d} , e como W(A) = 1, entlio B(A) = 0 ou
@A) = 1, ou seja, W(ADA) = | [defini¢ho 8.d] , portanto DAY = le BADA) =1 e
(AD—A) = 1, e como conseqiiéncia, {A) = 0 [definigdo 8.c} , o que é uma contradigdo,
pois, admitimos que B(A)Y = 1, loge W(—A) =0,

De (a) ¢ (b) resulta 3 propriedade desejada.

Propriedade 4.1.6.1.d
a) Seja W(AY) = 1, entiio WA) = 0 ou B(—A) = 0 [propriedade 4.1.6.1.a]. Admita-

mos gue WA} = W(—=A) . portanto, ©(A) = O e W(—A) = 0, ora, se WA) = 0, entdo
@{—A)= 1 [definigiio 8.a], assim, B(—A) = 0 e B(-A) = |, 0 que € uma contradi¢io, logo
BLA) # B(-A).

b} Seju BHA)Y # B{—A), entBo B(A) =0 e W(—A) = |, ou B(A) =1 e W{—A) =0, Ora,
s¢ WA = 0 ¢ B(—A) = 1, enido GS(AG}m I ipropriedade 4.1.6.1.a], ¢ se ™(A) =1 ¢
B(-A) = 0, entdo (A" = | [propriedade 4.1.6.a] , fogo (A" = 1.

De {a} e (b) resulta a propriedade desejada,

Agora, demonstraremos o Teorema da Correfude. Essa demonstraglo serd realizada
por indugdo sobre o comprimento da deducfio da formula D a partir do conjunto de férmu-
las T em DNC,.

Suponhamos que I pne, D, portanto existe uma deducio de D a partir de 1. Seja
p q ( 4 p & P 3

Dy, Dy, ., Dy tal dedugio, onde D =1y, entfio para cada Iy, (1<i€n), temos:

1 DyeTe Dy resultade I através da aplicac@o da regra de repeticéio.
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2 Dy resulta de formulas precedentes na deducfio através da aplicacio de uma regra
de introducio ou de eliminagio.

Vamos a demonstragdo desses dois casos:

1 Dy representa uma férmuia de T e Dy resulta de T, pela regra de repeticio.

Seja Dy e I, ou seja, uma premissa dada, entlo, pela nossa suposigio I’ o, Dy .
Portanto, por hipétese de inducdo, temos que para toda ®, W(Dy) = I, ou seja. para qual-
guer @ que seja um modelo de I, temos que T{Dy) = 1, logo I =pNe, Dy [definic3o 1110

2 Dy resulta de férmulas precedentes através da aplicaglio de uma ou virias regras
de dedugio, a saber:

2.1 Dy ¢ conseqiiéneia das férmulas precedentes representadas por Dy e Dy, onde
Dy = DDy, pela regra 1- D [ regra de introdugio da implicagio].

Sejam D; e Dy, entdlo, I” pne; D, el Fone, I, . Portanto, sob hipdtese de indugio,
fernos que para toda ©, B(D;) = W(D;) = 1.

Sejamn (D) = 1 e B(D;) = 1 e admitamos gue exista B tal que (D) = 0. Assim,
(DD = 0. portanto DY) = 1 e WDy = 0 [definicdo 8.d ]. Segue-se WD) = 1 e
m(D)=0. o que ¢ uma contradicfo, entlo para toda @, WD) = 1, logo T Epne, Dy, [defini-
clo T}

2.2 Dy ¢ conseqiiéneia das férmulas precedentes representadas por Dy e Dyjonde
D = (D4 & DY), por I- & regra de introdugio da conjungiol.

Sejam D e Dy . entdo, Fpne, Diel one, D . Portanto, sob hipotese de indugdo,
temos que para toda @, B{Dy) =B(D) = 1.

Seja (D) = 1, () = 1 ¢ admitamos que exista © tal que B(Dy) = 0. Assim,
@(D; & D) = 0, portanto WD) = 0 ou B(D;) = O [definigho 8.e}, mas, como (D) =1, te-
mos que T{D;) = 0, o que é uma contradigdo, pois, G{D;) = 0, entdo para toda @ , WD)= 1,

logo I Fpe, Dy [definico 111
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2.3 Dy é conseqiiéncia da férmula precedente representada por Dy , onde
D= (Dyv Dy, por I - viregra de introducdo da disjungdo].

Seja [, entdo, I“i-—DNcl D). Portanto, sob hipdtese de indugfio, temos gue para toda

D, WD)y = 1.
Seja @(D;) = | e admitamos que exista © tal gue W(Dy) = 0. Assim, ©(D; v Dj) =0,
portanto, B(D;) = 0 ¢ W(D;) = 0 [defini¢ho 8.f], mas, como W{D;) = 1, temos uma contradi-

21

¢Ao, entdio para toda ® , (D= 1. logo T E=pne, D, {definicio 11}

2.4 D, 6 consegiiéncia das férmulas precedentes representadas por (Dy", Doy,
oD, onde Dy=-D;, por I - —(rest) fregra de introdugio restringida da negaciol.

Sejam (Dy)’, DDy, Dio=D;, onde Dy=—Dy , entdio, I Fpne, (DY e T Fpae, DD,
e I' pne, Dio—D;i . Portanto, sob hipotese de induciio, temos que , para toda oD =
®{DoDy) = W Dyo-Dj= 1.

Seia (5((]:);)0 ) = B(D>D) = B(Do-D;)= 1, e admitamos que ©B(Dy) = 0, ou seia,
&{—Dy) = 0, assim, ®W(D;) = | [defini¢do 8.a ¢ definicio 8.b ], mas, se WD) =
S(Dyo-Dy)= 1, entdo GHDy) = 0 ou WDy = 1, e BI(Dy) = 0 ou ®™(—Dy) = | [defini¢do 8.d 1,
mas, como B(D)=1, segue-se que WD) = 1 ¢ B(—by) = | e como tﬁ((Di}G ) = i, enfio
D) = 0 ou W(-D)=0 [propriedade 4.1.6.1.a], mas, ©(D;) = 1 , entdo ®(-Dy) = 0, ¢
como deduzimos anteriormente que ®(—=D;) = I, obtemos uma contradigiio, portanto
m(Dy) = 1, logo I Fapne, D [definigdo 11].

2.5 Dy é conseqiiéneia da férmulas precedente representada por —(D; & Dj), onde
Dy = Dy v— D, por DM {regra de distribui¢fo da negagio na conjung:iia}?'z‘

Seja —{D; & D), entiio, I Fone, —(D; & D). Portanto, sob hipdtese de indugio,

temaos que para toda O, B(—~(D; & D) = 1.

! Omiitimos a demonstragiio de Dy é conseqiiéncia da formula precedente Dyonde Dy = (D v Dy}, porI-v
[Introduchio da Disjungiio], pois, o procedimento de prova € idéntico.

* Como & a primeira vez que DM, DND(rest) e DNI(rest) s@o propostas como regras de dedugdo para as
[Ggicas proposicionais paraconsistentes, iremos realizar as demonstragdes da corretude destas com mais de-
talhes (em 2.3, 2.6 ¢ 2.7, respectivamente),
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Seja B{(—(D; & Dy)) = 1, isto €,

L B(-(Di & D)y =1 premissa

2 G(—D;v—=D) =0 premissa provisoria

3 oD ) =0e®(—Dy) =0 2, defini¢io 8.1

4 w(—D; ) =0 3JE-&

5 (=D 3 =0 LE-&

6 B(——Db)=1 4, definigio 8.2

7 (D} =1 6, definicfio 8.b

8 B{——D) =1 5, definicio 8.a

9 B0 =1 8, definicBo 8.b

10 | B(—(D & D) =1 1, repetigiio

§: (D) =1ou®{—=D;)=1 10, defini¢iio 8.g

12 (D ) = | 4, 11, silogismo disjuntivo™
13 ©(=Dv-D)=1 2-12, Reductio ad Absurdum ™

assim, B(Dy) = Ypots, Dy € —Dy v— Dy}, logo T E=pie, Dy [definiclo 1.

2.6 D ¢ conseqgiiéncia das férmulas precedentes representadas por (D)’ (Dj)(J .
—{D; v D), onde Dy = (—D; &—Dy), por DND(rest) [regra de distribuic@o restringida da
negacio na disjuncio].

Sejam (D), (Dy)°, —(D; v D), onde Dy = (=D &~I)), entdo, I’ Fpne, (D) e
I Fone, (D_}-}“ el Ny —({D; v Dy). Portanto, sob hipdtese de indugio, temos que , para
toda WD ) = BUDYY) = B(—D; v D= 1

Sejam @(D°) = BUDY") = DD v D = 1 ... (2)

Antes de prosseguirmos devemos demonstrar 0 seguinte argumento, ¢ gual denomi-

naremos argumento I, que serd Atil na demonstragiio da proposigio 2.6 .

1 . . o P

“ U formulacfio dessa regra da ldgica classica € ¢

De uma disjunedo e do negagdo de um dos seus componentes, deduz-se o outro componente du disjuncda.
* Cf. nota de rodapé 20.
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@, ()" pner D5 v Dy argumento 1]

Se}am (_Di.}o, (_D_j}(}, onde Dy ={D; v 'D}')[}, entio I” }"DNC] {D;)U e I 1"”{31\;(;] (.Dj)(}. En-
tio. sob hipotese de indugio, temos que, para toda ﬁS{'('Di)“)zm({Dj}”)z 1.

I oD =1 &o(D)’) =1 premissa

2 5 w((D; v Dj)ﬂ) =0 premissa proviséria

3 (—=DivD) =1 2, definigdo 8.a

4 | B~(—((Dy v D) & Dy v D))y =1 3, definicdo 1

5 1 o(DyvD) & —~DyvDy)) =1 4, definicio 8.b

6 | DD vD)) =le®d(—DivDy=1 5, definicio 8.

T W=D vD)=1 6,E-&

8 | ®(—D & —=Dy) = 1 1,7, definicdo 8.h

9 LoD )=tedm(-Dy) =1 8, definicio B.e

10 W=Dy ) =1 2. E-&

1 oDy’ =1 LE-&

12] ®(D)=00ud{=Dy)=0 11, propriedade 4.1.6.1.a
12 (D) =0 10, 12, silogismo disjuntivo
14} oDy =1 LE-&

I51 oD y=0outs(—D;) =0 14, propriedade 4.1.6.1a
16| @Dy =1 9.E-&

17 @1 )1=0 15, 16, silogismo dispuntivo
18] (D )=0et(D;)=0 13,17.1- &

19: w((DivDhy=0 18, definigfio 8.1

200 (Div D)) =1 6, E-&

21 w{(D; v D_;)U) =1 220, Reductio ad absurdhan
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Demonstracio da proposigio 2.6:

I oD% = @Dy’ ) = B(—~(D; v D) = 1 premissa (por (a))

2 W=D &=Dp=0 premissa proviséria

3 &(—Dy) = 0 ou B(—Dy)= 0 2, definigiéio 8.e

4 % (D) =0 premissa provisdria

5 o)) =1 4, defini¢do 8.a

& oD =1 5, definicio 8.b

7 B{D) =1 ou WD) = | 6,1 -v

8 1 BD; vDy =1 7, defini¢io 8.f

9 o©(~Di v D)= 0 8, propriedade 4.1.6.1.b
101 |@W(-Dy)=0 premissa provisoria

it W{——=Dy) = 1 10, definicao 8.a

12| 1&(Dp)=1 i1, definigio 8.b

13 m(Dy) = tou @) =1 12,i-v

i, o vD)=1 13, definicdo 8.1

i3 | B{~(D; v Dy))=0 14, propriedade 4.1.6.1.b
161 @(~(Div D=0 3,49, 10-15,E - v

17| @(=(D; v Dy) & (Di v D)= 0 16, definigiio 2

18] B(~(DvDy)=0out((Dv D_i__}(})= 0 17, definicio &.e

(9] &(D;vDyh=0 1, 18, silogismo disjuntivo
201 oD, v Dj){}_}x 1 1, argumento 1

21 B=D; & —Dy) = 220, Reauctio ad absurdim

logo, I' F=one, Dy [definigdo 11].

2.7 Dy € conseqiiéncia das formulas precedentes (Dg){), {Dj)u . =D > D), onde
Dy = (D; & —Dy), por DNI(rest){regra de distribuigdo restringida da negaciio na ymplicagio].
Sejam (_Di){}, (_.D{)U, ~{Dy Dby}, onde Dy = (D; &—Dy), entdo, r DN, (.Dj)n e

I Fone, (D) e T Fone, ~(D; D Dy). Portanto, sob hipdtese de indugdo, temos que , para




toda @D ) = BUDY)") = B(=(Di 2 D)= L.

Sejam (DY ) = @D = (=D 2D =1 ...

Antes de prosseguirmos devemos demonstrar o seguinte argumento, o qual denomi-

naremos argumento I1, que serd Gt} na demonstragio da proposi¢do 2.7

(D" (}:)_i}{) Fone, (DD Dj)”. {argumento U]

Se T +pne, (D;)0 ¢ T Fone, (Dj')“. Entiio, sob hipdtese de indugio, temos gue, para

oda BUDYY =N = 1.
I (D)) =tem(Dy)’) =1

—

12

20

B(D; > DY) =0
m(—(D; > Dy) = |

W{—{(—={(D; o Dy) & (DD = i
(DD & ~Di oD = |
o((Dy o D;)} = | e ®(—(D; 2 D!)} =1

WDy oDy =1

oD, & D)) = |

B0 =1 e B(—Dy = |
D) =1

oD = 1

(D ) =0 ou®B(—Di)} =0
6(—=D; ) =0

w((D))) = |

oD ) =0 ou®(—Dy) =0
WD) =1

oDy ) =0

oD ) =1etD)=0
Do D)) =0

B{(D; > D)) =1

21 (Do DY) =1

premissa

premissa provisoria

2, definicio 8.a

3, defini¢éo 1

4, defini¢do 8.b

5, defini¢io B.e

6. E-&

1, 7, definicio 8.1

8, defini¢iio 8.e

9. E-&

LE-&

1, propriedade 4.1.6.1.a
10, 12, silogismo dispntivo
LE-&

14, propriedade 4.1.6.1.a
S E-&

15, 16, silog. disjuntivo
10,17, 1- &

18, definigiio 8.d
6,E-&

220, I -Reductio ad absurdum



Demonstracio da proposigdo 2.7:

| oD% = w0 ) = B(—(D; > Dy)) = |

2 (D & =Dy =0

3 | (D) = 0 ou B{(—Dy)=0

4 (D) =0

5 WD) = 0 ou BD)=1

6 B oDy =1

7| |B=Dio>D) =1

8 oD@ oD =em(—(D D)) =1
9 oD o> DY) =0

0]  ®-D)=0

1] B(=—D) =1

12} @Dy =1

3] @) =0ouwD)=I
14| w(DyoDy =1

151 [ ®(=DioD)) =1

6] lomo Dy=led—D>Dy) =1
171 1@D2D)") =0

18| WD DY) =0

! gD oD =1

20 &(D; & —Dy) = |

iOgO, 13 l:DNCE Dy {definigz“io i1},
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premissa (por (b))
premissa provisoria

2, definiciio S.¢
premissa provisoria
4,1-v

5, definigdo 8.d
LE-&

6,7, 1-&

R, propriedade 4.1.6.1.a
premissa provisdria

10, defini¢io 8.4

i1, definicio 8.b

12, 1-v

13, definicho 8.d
LE-&

14,15, 1- &

16, propriedade 4.1.6.1.2
3,49 10-17, E-v

1, E - &, argumento I
2-19,1- Reductio ad absurdim

2.8 Dy é conseqiiéncia das férmulas precedentes representadas por D; e DoD;,

onde Dy = D; , por E - D [regra de eliminagio da implicagdo].

Sejam D e D;DD}' ,entio, I }"'DNC.] Dyel !""IZ)NCI DQDD_". Portanto, sob hipdtese de

indugio, temos que para toda ®, ®(D;) = {DDD)) = 1.

Sejam ©(Dp) = 1 e ®D2D) = I, entdo @Dy = 0 ou B(D;) = 1 [defini¢do 8.d },



)

mas, como D) = 1, segue-se BD) = 1, logo I Fpne, Dy [definicio 11].

2.9 Dy é consegiiéncia da formula precedente representada por Dy &I, onde Dy =
Dy, por E - & {regra de eliminacfo da conjungdo}.

Seju D; & Dy, entiio, I' pae, Dy & Dj. Portanto, sob hipdtese de inducdo, temos que
para toda @, B(D; & Dy = 1.

Seia (D & Dy} = 1 ¢ admitamos que (D) =0, 1.6, D) =0, mas, BDy) =1¢
m(Dy) = [[definigio 8.e |, entdo oD, ) =1 e @Dy = 0, o que € uma contradigdo, logo
®(Dy) = 1, dat, T =pe, Dy [definigio 1177

2,10 Dy é conseqiiéncia das férmulas precedentes representadas por Di DD,
D, oD, e D v Dy, onde Dy = Dy, por E - v [regra de eliminagio da disjungio].

Seiam 13, oDy, Dy, OD; € Dy v Dy, entlo, I' Fone, DioDje 1 bpney DyoDy e
T Fpne, D v Di. Portanto, sob hipétese de indugfio, temos que para toda @, B(D; 5D;) =
mﬁ)mDDi) =i{Dywvby = 1.

Sejam ©(D; oD;) = B(DLoDy) = BDVD,) = 1 e admitamos que W(Dy) = {0, i€,
@Dy =0, mas, B(Dy) = 0 ou 6Dy = | {defingdo 8.d}. e WD) = 0 ou ®W(D;) = 1 [definigio
8.d], portanto (DY) = 0 e WDy} = 0, consequentemente T(D; vDy,) = 0 [definicdo 8.f 1, o
que & uma contradicfio, assim W(Dy) = 1, logo I E=pne, Dy {definicdio 11].

2.11 Dy é conseqgiiéncia da férmula precedente representada por ——D; onde

Dy = Dy, por E - ——[regra de eliminacéo da dupla negagfo].

Seja -+—D; , entdio, I' Fore, ——D;. Portanto, sob hipétese de inducio, temos que
para toda @, 0{——D) = 1.

Seja W(——D;) = 1 e admitamos que G(Dy) = 0, 1.&, BDy) = 0. Entdo (D) = 1 {de-

finigio 8.b 1, o que é uma contradigdo, pois, haviamos admitido que &(Dy) = 0, portanto
B{D = 1 logo T Epne, D [definicio 11].

3 Omitimos a demonstragio de Dy, € conseqiiéncia de formulas precedentes representadas por Di & Dy, onde
D, = Dy, por E - & [Eliminago da Conjunglio], pois, a demonstragao & idéntica.
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2.12 Dy é conseqiiéncia das férmulas precedentes representadas por DinD;, —DioD;
onde Dy = Dy, por DNC [regra do dilema ndo construtivo.

Sejam DioDy, —D; 2D;, entdo, I FpNe, DioDye T Fong, —ID3DDy. Portanto, sob
hipétese de indugfo, temos que para toda @, B(D; 2Dy = B(-DoDy) = 1.

Sejam ®(D; oDy = 1, ®(=DoDy) = | ¢ admitamos que 8Dy} = 0, i &, @) =0
Entio m(D;) = 0 ou ©(D) = 1 {definicio 8.f] e ®(-Dy) = 0 ou B(D)) = i {definicdo 8.1],
todavia, B{Dy;) = 0, portanto B(Dy) = 0 e o3(—D;) = 0, dai, ©(=D;) = 1 [ definicdo B.a}, as-
sim, W=D = 0 e W=D = 1, 0 que & uma contradigio, portanto W(Dy) = I, logo
I =pne, Dy [defini¢io 11,

Assim, de 1 e 2.1-2.12, demonstramos gue:

Sel e, D, entdio I Fpng, D. ¥

4.1.6.2 Teorema da completude forte do sistema DNC,

Antes de demonstrarmos esse teorema, necessitaremos de algumas definigdes ¢ pro-
priedades de conjuntos de formulas de 4.

Definicdio 12 Conjunto trivial

Um conjunto ' de férmulas bem formadas de DNC, € trivial  see

{Ae F.r - pNe Al = F . caso contrério, I" ¢ dito nio trivial.

Definiciio 13 Conjunto nao trivial maximal

Um conjunto I' de férmulas bem formadas de 4 de DNC; ¢ nfo trivial maximal
see (ay T" € ndotrivial. e

(b} para toda formula bem formada A, se AT, entdo TU{A} € trivial.™
Propriedades dos conjuntos ndo triviais maximais.

Seja T' um conjunto ndo trivial maximal de férmulas bem formadas de Z de DNC, .

Propriedade 4.1.6.2 Ael seel tpne, A

H 5. = b i S el : "
No caso, a negagio usada na relag@io de pertinéneia € a clissica.{ cf. nota de rodapé 20},
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Demonstragio:

a) Seja Ac ™ e como {A} tpue, A [ 4.1.4.3.4], segue-se U{A} Fong, A{PAL

by Sejam I’ i“““DNc, Ae AgT. Assim, como Ag T, temos que TU{A} € trivial {defi-
nigdo 13.b], entdo F'U{A]} Fone, A&~A [definigdo 12}, portante T" Fpne, AD A&~Afteo-
rema da dedugfio], fogo T DN A&~A [ E -2 ], todavia, esse resutiado contraria a hipdte-

o peio : : 27 PR
se de que I & no trivial maximal, pois, de I' -pne, A&~A"", temos que qualquer formula

hem formada B é deduzida em DNC,. ¢
Propriedades
4.1.62.a Se AoBel e Acl entdo Bel.
41.6.2.h A&Bel see Acl e Bel.
4.1.62.c AvBel see Acl ouBel
4,1.6.2.d ADBeTl see Ae@l ou Bel
4.1.62e¢ Se A¢l, entlio —AeT.
41.62f Se AgT, entio ——Agl.
4162 AT see Ael" ou —AeT.
4.1.6.2.0 Se AeT ¢ —AeT, entdo —A'eT.
41624 Se AeTe —AgT, entiio A'eT.
4.1.6.2.jSe (AeT ou—AgD) e (BeTou—-Be D), entiic A&Be 'ou —~(A&B)eT.
4162k Se{Ael ou—AgD) e (BeT ou—Bg), entio AvBe T ou ~(AvBie T
41621 Se(AgT ou—Ael e (Bel ou—Bel, entic ADBe¢ [ ou —~(ADBeT.
4.1.6.2.m Se (A’&B"eT", entio (A&B) e T
41628 Se(-Av—Byl , entao —{(A&B)el.

Demonstracdo dessas propriedades:

2.2 Sejam ADBeT e AeT’, segue-se que [ oNe, ADBeT FoNe, A {propriedade

A demonstracio de T e, A& ~ASB | encontra-se no Anexo B4,
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13, portanto T —pne, B ( E - o). Dai, Be T [propriedade 4.1.6.2].

2.b  Seja que A&Bel, segue-se I FpNey A&B [propriedade 4.1.6.2}, assim,
I pne, Ael FDNg, B {porE - &]. Dai, Acl e Bel [propriedade 4.1.6.2}.

Sejam A, BeT, segue-se I' bpnc, A e I' Fpne, B {propriedade 4.1.6.2], portanto
Fhpne, A&B [ por |- &]. Daf, A&BeI [propriedade 4 1.6.2]

2.¢c Admitamos que Av Bel, segue-se [ E—DNciAvB [propriedade 4.1.6.2], por-
tanto, se 1 e, A, entao I’ one, Bese I Fone, B, entio I B one, ATE - &) Dai,
I DNC, A oul Fpne | B, portanto, A" ou Be I {propriedade 4.1.6.2].

Seja Ael ou Bel | segue-se I Fpne, A ou I e, B [propriedade 4.1.6.2}, por-
tanto I Fpne, AvB [ por - v 1, dai, AvBeT [propriedade 4.1.6.2].

2.d Beja ADBel, segue-se I Fone, A>B [propriedade 4.1.6.2]. Admitamos, pot
absurde, que AT e Be T, assim I Fpne, A {propriedade 4.1.6.2} ¢ I -pne, B[ por E- D).

Dai, Be " {propriedade 4.1.6.2], mas, Be I [por hipbtese], o que € uma contradigio.

Seja A¢T ou Bel'. Segue-se I' Fone, nner A ol 13 Fone, B {propriedade 4.1.6.2],
mas, se T Fbney A, entio T U{A} Fone, B [ por I" ser ndo trivial maximal , definicfo
13.b], assim, T E_“DNCJIADB [teorema da deduglo}. Se T H)NCI-B e £oMmo FJ—DNCIB:} {ADB),
vem I© Fpne, A-B {porE - .

2.2 Seja Agl’, mas, I' bpne, Av—A | e pela propriedade 4.1.6.2, (Av—A)eT’, as-

sim, Ac " ou —Ae | propriedade 4.1.6.2.c]. Como Ag T, vem —AeT.

2.f Seja AeT. e admitamos, por absurdo, que ——Ael. Assim, [’ Fpne, A
[propriedade 13, ¢ como T Fone, ——ADA, temos que . T Fpne, A [E - 2], segue-se Ae I,

mas, A¢ [, logo ——AgT.

2.8 Seqa A%« T. Admitamos, por absurdo, que AeT" e —AeT, portanto I' Fpne, A



e T kone, Ae T bpae, =A [propriedade 4.1.6.2], entio T one, A" & A& —A [ 1- &],
mas, T Fpre, A’ & A& —ADB ( qualquer que seja B) , assim I” € trivial, todavia, T' ¢ nilo
trivial, togo Ael ou —A¢l.

Seia AeT ou —AeI". Suponhamos, por absurdo, que AleT", entio —A’eT [pro
priedade 2. e} , portanto T Fone, —AY Todavia, —AY Fone, A&~A , portanto,
Fpne, —AY SA&—A [teorema da deducdo], dai, T DNe, —-AY DA&-A [PA], mas como
Fong, —AY segue-se T’ Fpne, A&—ALE -2 1 logo Ae T e —AeT [propriedade 4.1.6.2 ¢
propriedade 4.1.6.2.¢]. Todavia, como Ag["ou—AgT, entio —Ag I mas, —Ae I logo AleT

2h Sejam Ael, —Ael e admitamos que —A"¢T. Segue-se I Fongg A,
I e, ~A [propriedade 1] e T'U{ —1A0} NG A&—A&KA" [definicdo 2], Portanto,
1 e, — A A&-A&AY fteorema da dedugfo], mas como Ael’, —AeT, entdo Aler
[propriedade  4.1.0.2.g}, assim, FU{AU Hone, A&—AEA" [definicio 2], day,
U bpne, ADA&—A&A" [teorema da dedugdo]. De T tonc, —APSA&L—-A&AT,
T ki, ADAG-AKA e T tpe, ANV—A" [demonstravel em DNCy], temos, T one; A&—A&A',
portanto T ¢ trivial [defini¢io 13], todavia, I € ndo trivial maximal, logo—A'el

2.0 Sejam Ae @ e —Ag ], e suponhamos que AleT. Assim, AeT e —Ae T [proprie-
dade 4.16.2.¢], mas, por hipbtese, Ae T e —A€ T, o que € uma contradigao, logo AleT,

2.j Sejam (AeT ou—Agl) e (B&I ou —Be ), assim A’e T e B’e T [ propriedade
4.1.62.g, dai , (A&B"el" {propriedade 4.1.6.2.b]. Pela propriedade 4.1.6.2
I one ; AY&BY. e como T Fpne 1 At"&'BO:){_A&B)” ¥ entio I o, (A&’B)G[regra E-2l

segue-se (A&BY e I {propriedade 4.1.62], Entdo A&Be T" ou ~(A&B)e Mpropriedade4.1.62.¢].
2.k Sejam (AeT ou —Ag") e (Bel ou —BeT), assim AleT e B%T [propriedade
2.g], daf , (A"&B%e I" [propriedade 4.1.6.2.b]. Pela propriedade 4.1.6.2. T tpuc, A’&B’,

*# Bastando que em 4.1.4.1.13 (i) apliquemos PA.
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e como I FbNe, A{)&B{}:)(_AVB')O ¥ entio I Fone, (’A&B)U[regra E - 2], segue-se
(AVBY e T [propriedade4.162). Entlio AVB ér ou —(AvB)¢& I' [propriedade 4.1.6.2.g].

2.1 Sejam (Ag¢T ou —AgD) e (B¢ ou —Bg 17, assim A’ T e BT [propriedade
4.1.62.¢l, dai . (A’&B%eTl [propriedade 4.1.6.2.b]. Pela propriedade 4.1.6.2,
I pney AY&BY e como T FbNe, A{}&BOD(ADB)O O entio I” o, (A&B)G[regra E - 2],
segue-se (ADB) e T {propriedade 4.1.6.2). Entiio ADBz " ou —~(ADB)& I [propriedade4.1.62.g].

2.m Seja (A’&B%eT, entio A”e T e B'e T {propriedade 4.1.625] , daf, T' -pne, A” e
I Fone, B{}[Fﬂ'(}plidjﬁ{h 4162]. Portanto I FbNe, AY&B" e como T DNy AU&B‘}D{A&B)O'
entdo I Fpug, (A&BY [regra E - 2], segue-se (A&BYel {propriedade 4.1.6.2}.

2.n Seja (—Av—B)el, entio —A¢l e —Bel" [propriedade 4.1.6.2.¢c|, assim,
—-Ael e —BeT [ propriedade 4.1.6.2.e], dai, [’ one, ety e T e, — B [proprie-
dade 4.1.6.2). Mas, I Fpne, —ADA [ 4.1.4.1.11) e I' Fpne, ——ADA [4.1.4.1.11],
portanto I bpney A e I Fpne, B [ E - D}, segue-se Ael e Bel | propriedade 4,1.6.21,
entio (A&B) e I" [propriedade 4.1.6.2.b]. Se —A¢ ', entiio A¢ @ ou —AgT, portanto AeT
{propriedade 4.1.6.2.g], ¢ se —BeT", entfio B¢l ou —Beg [, portanto BT [propriedade
4.1.6.2.], dal, (A&BY eI [propriedade 4.1.6.2.m]. Assim, (A&B) ¢ ou —(A&B) T’
{propriedade 4.1.6.2.g]. mas, (A&B) €T, portanto —{A&B) ¢, &

Propriedade 4.1.8.3. Todo confunto de formulas ndo trivial estd contido em um conjunto

ndio trivial maximal. (ALVES, 1976, p.6() =

Definicdo 14 Seja T" wm conjunto ndo trivial maximal e g F — {0, 1} tal que,
para toda formula A, Ael see g{A) = 1.
Iremos demonstrar que

Propriedade 4.1.6.4. Todo conjunto ndo trivial maximal " m modelo.

* Bastando para isso, que em 4.1.4. .14 apliquemos PA.
" Bagtando para isso, que em 4.1.4.1.15 apliquemos PA.
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Para tanto demonstraremos que g satisfaz as condigdes (a) - (1) da defini¢do 8.

Demonstragdo:

Assim, seja I um conjunto nio trivial maximal, entéo

8.a Se g(A) =0, entdo g(—A) = 1.

Seja g(AY = 0, entdo Ag 1™ [definicio 14} Segue-se —Ael [propriedade
4.1.6.2.¢}, portanto g{—A} = | [definigho 14].

5b Se g{—A)=1,entdo g(A)= 1.

Seja g(——A) = 1 , entdo ——AcT [definicio 14], segue-se Ael [propriedade
4.1.6.2.f1, portanto g{A) = l{definicdo 141

S.¢ Se g(BO) =1leg(ADBY=1eg(AD—-B)=1, entlo g(A) =0

Sejam g(B" = 1 e g(ADB) = | e g(AD—B) = 1. Segue-se BT , (ADB)el e
{AD—B)e T [definicio 4], dal, B ou —Be I {propriedade 4.1.6.2.h],e Agl"ou Be T
[propriedade 4.1.6.2.¢}, e A¢ " ou —Be T [propriedade 4.1.6.2.e]. Admitamos, por absurdo,
gue g{A)y=1, entdo Ae T [definigio 14] , mas, como (A¢ 1 ou Be M e(A¢l ou—Bel),
segue-se Be T e —Be T, todavia, BT ou —BeT, portanto —Be&T ¢ —Bel, o que € uma
contradigiio, logo g{A) = 0 {defini¢ho 14].

5.d g(ADB)=1seeg(A)=0oug{B) =1

Seja g{ADB) = 1, entdo (ADB)e T [definicio 14], segue-se Ag T ou BeT [proprie-
dade 4.1.6.2.d], portanto g(A) = 0 ou g(B) = | {definigio 14].

Seia g{A) =0 ou g(B) = |, entdio Az T ou Bel [definigio 14], portanto (ADB)e D
Ipropriedade 4.1.6.2.d], logo g(ADB) = 1 [definigdo 14].

8.6 g{A&B)=1see g(Ay=legB)=1

Seja g(A&B) = |, entdo (A&B)eT [definigho 14], segue-se AeT ¢ BeT {proprie-
dade 4.1.6.2.b}, portanto g{A) = 1 e g{B) = | {definicdo {4].

Admitamos que g{A) =l e g(B) = 1, entdo AeT ¢ BeT' [defini¢do 14], portanto
(A&Bie " [propriedade 4.1.6.2.b}, logo g(A&B) = 1 [definigio 14}

5.0 g(AvB)=lseeg(A)=1ougB)= 1.

Y Yeja a observagio na nota de rodapé 20,
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Seja glAVB) = 1, entdio (AvB)eT [definicio 14], segue-se AcT ou Be [ {proprie-
dade 4.1.6.2.c], portanto g{A) = 1 ou g(B} = 1 {definigdo 14].

Seja g(A) =1 ou g(B) =1, entdio AT ou BeI" [definicdo 14], portanto (AvB)e T
[propriedade 4.1.6.2.¢], logo g(AvB) = | [definigao 14},

5.2 Se g(—(A&B) =1, entdo g(—A)=1oug(—-B)=1

Seja g{—(A&B)) = 1, entdo —~(A&B)eT {definigio 14} Dai, (—Av—B) e I" [propri-
edade 4.1.6.2.n} , ou seja, ~Ae ou —BeT [propriedade 4.1.6.2.c], dal g(—A) = 1 ou
g{-B) = {definigio 14].

5h Seg((A% =1, g(B) = 1 e g-(AvB)) = 1, entdio g(—A&—B} = L.

Sejum g((A)) = 1 e g((B)) = 1 e g(—(AVB)) = 1, entio (A))ele (B} el ¢
(~(AvB)eT [defini¢io 14], Segue-se A¢T ou —Ag [ [propriedade 4.1.6.2.g], ¢ BT ou
—Be I [propriedade 4.1.6.2.2], entiio (AvB)¢ T ou {-{AvB)e T [propriedade 4.1.6.2.k],
logo, (AVB)eT, pois, (-{AvB)eTI Desse resultado e pela propriedade 4.1.6.2.c temos,
AzT e Be@ . portanto —AeTl e —Bel [propriedade 4.1.6.2.], ou seja, (—A&—Blel
[propriedade 4.1.6.2.b], logo g(-~A&—-B) = | [definigio 14},

54 Se gAY =1, g((BY) =1 e g(~(ASB)) = | , entiio g{A&—B) = 1.

Sejam g((A)) = 1 e g(B) = 1 e g(~(ADB)) = 1, entdo (A))eTe (B)) el e
(—{ADBVe T [definiclio 4], segue-se AgI" ou —AgT [propriedade 4.1.6.2.g], ¢ Be1 ou
—Be " [propriedade 4.1.6.2.g], entio (ADB))e T ou {~(ADB)el [propriedade 4.1.6.2.1},
togo, como (—(ADB)eT, vem (ADB))¢ I Pela propriedade 4.1 6.2.d, temos Acl e Be T,
portanto Ae ' ¢ —Be T {propriedade 4.1.6.2.¢], ou seja, (A&—B)eT[propriedade 4.1.6.2.b},
fogo g(A&—B) =1 [defini¢do 14].

Agora podemos demonstrar o feorema da completude forte, isto €,

sel” FEpve, 4, entdol” Fpve, A

Demonstragdo:

Admitamos que T" Fpne, A, © de acordo com 4.1.6.3 podemos considerar I' um
conjunto ndo trivial maximal , entdo, pela definicdo 11, para toda valoragio ® que € um

modelo de ', ®(A) = 1. Suponhamos, por absurdo, I' Fone, A entdo AgI" [propriedade
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4.1.6.21, dal, A¢T ou —AgT, portanto Aler [propriedade 4.1.6.2.g]. E como Ag T, temos
~Ael  [propriedade 4.1.6.2.e}, assim —Ael e AT, logo —A&A’eI" [propriedade

4.1.6.2.b}, daf ~AeT [definigio 2]. Segue-se I F-pne, ~A Ipropriedade 4.1.6.2], portanto I’
Fone, A&—ADBY, mas, T K¢, A&—ASB (DA COSTA, 1974, p.499, teorema 2) e pela
equivaléncia entre Cy e DNC, (cf. 4.1.4), temos T Hpre, A&—ADB, portanto, I Fpne, A

Asgsim, demonstramos que

Se Fﬁ':;;;;\;(?}, A, entdo f%fﬂpf\:‘(_‘! A. 4

E pelos resultados obtidos em 4.1.6.1 € 4.1.6.2 , segue-se

I =pae ; A see I Fpue ; A, [

4.1.7 Equivaléncia entre o sistema DNC, e o sistema de fablean TDNC,

Empregaremos para a decidibilidade do sistena DNC; o método dos tablequx ana-
Hticos, na versdo de SMULLYAN (1968), com as devidas adaptagBes a0 escopo deste tra-
batho. Sucintamente esse método se caracteriza por um procedimento de busca sistematico
¢ mecinico da refutacdo de uma férmula, a partir da sua negacfio. A busca pode terminar
com férmulas da forma A, ~A ou A", A e —A, garantindo assim que a férmula é dedutivel
no sisterna, O conjunto de regras de expansio do fablequ € similar as regras primitivas ¢
reoremas do sistema DNC,. Essas regras sdo de trés tipos: A, B ou €, sendo gue na aplica-
¢ciio destas, as regras C devem sempre serem aplicadas antes que as regras A, e as regras A
antes das regras B. Escreveremos abreviadamente TDNC para o fableaun de DNCy

A linguagem 7, as regras de formagfo de férmulas, as definigGes (exceto a definic#o
2, pois, emm TDNC; a negagiio forte ¢ primitiva) e as convencdes notacionais sdo as mesmas
que as adotadas para DNCy ( ou Cy). Usaremos os simbolos & e  como meta-esquemas,
com ou sem fndices, para indicar gualquer férmula de £. Os sfmbolos T, Z € A, indicardo
conjuntos de formulas de . As letras A, B, C, D, sem pegrito, indicam esquemas de for-

mulas,

Antes de demonstrarmos a equivaléncia entre DNCy e TDNC, necessitaremos de

* Veja dedugfio desse resultado no anexo B3,



algumas definicBes e propriedades do tableau.

Definicao 15 Configuracio vertical (ou ramo)

Uma configuracio vertical (ou ramo) € um seqtiéncia finita de formulas.

Defini¢iio 16 No ( ou item)

Um né (ou item) de uma configuracio € um elemento da configuracio.

Definiciio 17 Tableau

56

Um tableau para um conjunto A de férmulas € uma seqgiiéncia de configuragdes

verticais {ou ramos) {Ci, Ca, ... Cpa}, onde cada item de cada configuragio € obtido do né

anterior por aplicagfio de uma regra de expansio , exceto o primeiro item de todas as confi-

guragdes verticais.

O critério de inicializaciie do fahleau é definido pela aplicagiio da negacdo forte "~

na formula a ser verificada, ou seja, para se construir um fableau para uma férmula D, par-

timos da negaciio forte dessa férmula, i.€, ~D, aplicando-se as regras dadas a seguir.

Definicio 18 Regras de expansio do tablean para DNC, (TDNC,)
As regras de TDNC, sdo

i. Regrada forma A: o
Oy
_ O
....... & 0y 0l “por aplicagiio da regra
A&B A B E&
—A A A E—
——A A A E—
A A A E~~
~—A A A E-—
—(A&—A) AY A’ lo
—~(A") A —A Eo
A=B ADB BoA R=
AP B, ~(AVB) ##7 A —B DND—

s ) - . . 0 g0
# Onde a virgola indica que essa regra aplica-se (da mesma maneira) quando temos A", B¢ —(AVB}, ou

quando A", B ¢ —~(AvB) ocorrem em nés diferentes num mesmo ramo, nfio necessariamente nesta ordem,

Tdem para as oulras regras.
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AY B, —~(ADB) A —B DNI—
- AVB) ~A ~B DND-
~{ADB} A ~B DNI~
i ~(A™) —A A Fo~
2. Regra da forma B B
Bl B
b b b.  por aplicaciio da regra
AvVB A B Rv
ADB ~A B Ro
| —~(A&B) —A —B DM
| ~(A&RB) ~A ~B DM~
~{A=B) A, ~B B, ~A E=~
A", B" —(A=B) A, -B B, —A DNFE—

3. Regra da forma C

Qualquer dos esquemas A", B" | ... (n=2) podem ser introduzidos em quaiguer no do
tableau.

Definigdo 19 Configuracio vertical fechada

Uma configuracio vertical ¢ dita fechada see contém férmulas da forma A e ~A,
o A“, Ae =A™ caso contrdrio é dita aberta.

Definicio 20 Tableau fechade

Um tableau é fechado sce todas as suas configuracdes verticais o forem, caso con-
trario € ditg aberto.

Defini¢do 21 Consegiiéncia analitica

p asm_ m yon . . 19
A ¢ conseqiiénceia analitica de T see existe um lableau fechado para T, ~AY, (de-

A4 s A .

“ Portanto o critério de fechamento do ramo é quando neste ocorrer como itens A ¢ A, ou A, —Ae A°
35 - . -

* Unde T, ~A € uma abreviacio para Dw{~A}
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notaremos isso por I rone, A,

Definicdio 22 Fdormula fechada

Uma férmula A é dita fechada see existe um fablequ fechado para A.

Definigio 23 Conjunto de formulas fechado

Um conjunto de férmulas I é dito fechado see a conjuncdo das formulas de I €
uma férmula fechada: caso contrdrio € dito aberto,

Defini¢dio 24 Aplicacio de uma regra

Por uma aplicaciio de uma regra A, B ou C numa férmula o, ou [ entendemos:

Se o= A&B, entiio o = A ¢ tz = B, { aplicagfo da regra E&]

Se o= —~A, entdo o, = A e o = A. { aplicagdo da regra E—~}

Se ¢ = ——A, entio oy = A e 0z = A. [ aplicagio da regra E——

Seqg =—A entio oy = Aeopy=A. [aplicagdo da regra E~~}

Se o = ~—A, entiio o = A ¢ 0 = A. [ aplicagdo da regra E~—]

Se o= —(A&—A), entdo o = Alegp=A" | aplicagdo da regra lo]

Sea= ﬁ('AU), entdo o = A ¢ (f; = —A. [ aplicacio da regra Eo—|

Se ot = {A=B), entiio o = (ADB) e 0 = (B2A). [ aplicaclio da regra R=]

Se a=A", Be —(AVB), entiio 0;=A", B’, —A e a=A", B, —B.[splicacio de DND—]

Se o=A" B'e —~(ADB), entdo o= A", BY, A e op = A", B®, —B.[aplicacio de DNI-]

Se o= ~(AvB), entlio 0; = ~A e 0p = ~B. [ aplicagdo da regra DND~]

Se g =~(A>B), entio oy = Ae oy = ~B. [ aplicagio da regra DN~}

Se o= ~(A°%), entdio oy = —A ¢ 0z = A. [ aplicagio da regra Eo~]

Se B =AvB,entdo B, = A e f,=B.[ aplicacio da regra Rv|

Se § = ADB, entfio 1 =~A e P, =B. [ aplicacdo da regra R0}

Se f = —~(A&B), entio B, = —A e o= —B. [ aplicagio da regra DM]

Se B =~(A&B), entdo B =~Ae .= ~B.[ aplicagio da regra DM~]

Se B =~{A=B),entdo B = A, ~B e B> = B, ~A. [ aplicacfio da regra E=-]

Sef=A" B%e —(A=B), entfio B; = A, —B ¢ 1= B, —A.[aplicaciio da regra DNE—]

Aplicamos a regra C da seguinte maneira: se no argumento a ser verificado, encon-
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tramos férmulas regulares com # bolas como sobre-indices, entlio, podemos acrescentar
como premissas as mesmas férmulas regulares com r+/ bolas, tantas quanto forem essas
férmulas.

Definicdo 25 Grau de uma formula

O grau de uma férmula A, g(A), € 0 se A ¢ atdmica; g(—A) = gy + Ly
grau{A*B) = g{A)+ g(B) + 1 {onde * € &, v ou D).

.Pmpriedade 4171 8eZ F'{])Nci Ae Eg&, entio A i_TDNCE A,

Demonstragio:

Seja X TN, A e ZcA, entdio existe um fableau fechado para Zu{~A} [defini-
cho 217, segue-se que existe um fableau fechado para AU{~Al (o AVU{ARA, A }). bastan-
do para isso acrescentar {A-Z)U{~A}, a cada nd das configuragdes da drvore de ZU{~-ALR
Propriedade 4.1.7.2 T =roNC, A see existe LT com X finitoe ¥ FToNG, Al

Demonstragio:

i) Seja I' Frone, A, entao existe um fablegu fechado para NO{~A}[defini¢do 21},
segue-se que todos os seus ramos sio fechadosdefinigio 20], e portanto finitos, dessa ma-
neira, basta escolhermos somente as férmulas em que foram aplicadas as regras de expan-
s80 para obtermos o conjunto finito de férmulas X, com 2 e I Fpne, A

it) Seja LI, com X finito e T Frpne, A, entdo existe um fableau fechado para
Tuof~Al[definicio 21}, segue-se que existe um tablequ fechado para TWi{~A}, bastando

para isso acrescentar (I-E3u{~A}, acadand de cada ramo da drvore de % FroNe, A B
Precisamos demonstrar uma propriedade da relagiio FTpne, Para gue possamos in-

troduzir a Regra do Corte no sistema de tablequ. Essa propriedade € uma versdo do teorema
de Eliminacio do Corte de Gentzen , a partir da qual poderemos demonstrar a equivaléncia

entre DNCy e TDNC, .
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Propriedade 4.1.7.3 Se existem tableaux fechados para Tu{a}l e Tu{—o. o'} ou
Dufal e Tw{~o}, entdo existe um tableau fechado para T. [Regra do Corte]*®

Demonstragio:

Demonstraremos por inducdo na soma dos graus das férmulas que, 1) se existem
tableauy fechados para T'u{a} e T'wi—o, o}, ou TUfa) e TU{~a} entdo existe um

tfableau fechado para 1,
1) o ¢ um esquema atdémico, isto €, o € da forma A.

Admitamos que existem lableaux fechados para M'U{A} e TU{~A}, ou TU{A} ¢
Fuf-A, A"l entdo

1.1) Se existem tableaux fechados para N{A} e TW{~A} , entlo

tocaso: NU{A} e TU{~A} sdo fechados com A, ~Ae]’; ou

i~
2% caso: DAY e Tw{~A} sio fechados, mas A, ~Ag 1" ou
A° caso: TU{A} e TW{~A} sfo fechados, mas AeT e ~Ag T ou
4% caso: 'U{A} e TW{~A} sio fechados, mas Agle ~Ael.

No 1° caso temos que TU{AJU{~A} =T, logo existe um fableau fechado para T’
[defini¢do 20].

No 2° caso, se [NUTA} é fechado, entio existe um fableau T com todos os ramos
fechados por ~A, ou —Ae Al

Se Tu{~A] é fechado, entiio existe um fablean T com todos os ramos fechados por
A, ou ~A,ou—~Ae (~A.’}U.

Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~A, ou —A ¢ A’ e existe
um fgbleau T com todos os ramos fechados por A, ou ~—~A, ou—~Ae (~A)0, temos”’

iy De FU{A} fechado, temos que ~A € gerado pelas regras de expansdo a partir de

esquemas de T, pois, como A € atdmico, nenhum esquerma € gerado, a partir dele.

* Nesse teorema " representard um meta-esquema. A recfproca dessa propriedade € imediata a partir de
4.1.7.1
 Ohteremos, neste caso, o resultado procurado através de 6 sub-ciasos.



E de I"u{~A} fechado , temos que o esquema A é gerado pelas regras de expansdo
a partir de formulas de T, pois, como A em ~A € um esquema atdmico ndo podemos de ~A
gerar 0 esquemna A a partir das regras de expansio.

Assim os esguemas A e ~A sfo gerados, pelas regras de expansfo, a partir de es-
guemnas de T, logo I é fechado.

iy De NU{AY fechado, temos que o esquema ~A € gerado pelas regras de expansio
a partir de esquemas de I, pois, como A € atGmico, nenhum esquema ~A € gerado a partir
dele,

E de Tw{-A} fechado, temos gue o esquema A € gerado pelas regras de expan-
580 a partir de esquemas de I, e de de ~~A geramos A[E~~], todavia, como o esquema A
em ~A é atdmico ndo podemos de ~A gerar os esquemas ~~A e A, a partir das regras de
EXPANSAC,

Assim A e ~A sdo gerados, pelas regras de expansfio, a partir de esquemas de T,
logo 1™ € fechado.

i1} De FU{ A} fechado, temos gue o esquema ~A € gerado pelas regras de expansio
a partir de esquemas de I, pois, como A ¢ atdmico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

E de If~A]} fechado, temos que 0s esquemas —~A ¢ (~A) sdo gerados pelas re-
gras de expansio a partir de esquemas de I, ¢ de ——A geramos A[E--~], todavia, como A
em ~A € atdmico ndo podemos de ~A gerar 08 esquemas (~A), —~A ¢ A a partir das re-
gras de expansio.

Assim A ¢ ~A sfo gerados, pelas regras de expansiio, a partir de esquemas de I,
logo I' é fechado.

iv) De T'U{A} fechado, temos que os esquemas —A e A’ sdo gerados pelas regras
de expansiio a partir de esquemas de T, pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado
a partir dele.

E de TW{~A] fechado , temos que A € gerado pelas regras de expansdo a partir de
esquemas de [, pois, como A em ~A € atdmico nlo podemos gerar um esquema atdmico A

a partir das regras de expansiio e de ~A.
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Assim A, —A e A sio gerados, pelas regras de expansiio, a partir de esquemnas de T,
logo I € fechado.

v) De ['U{ A} fechado, temos que os esquemas —A e A’ sdo gerados pelas regras de
expansio a partir de esquemas de I', pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado a
partir dele. |

E de I{~A} fechado , temos que 0 esquema ~~A & gerado pelas regras de expan-
sfio a partir de esquemnas de ', e de de ~~A geramos AfE~~], todavia, como o esquema A
em ~A é atdmico ndo podemos de ~A gerar um esquema ~—A e A a partir das regras de
£APAnsao,

Assim A e ~A sfio gerados, pelas regras de expansfio, a partir de esquemas de T,
logo 1" ¢ fechado.

vi} De WA} fechado, temos que os esquemas —A e Al

sd0 gerados pelas regras
de expansiio a partir de esquemas de I, pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado
a partir dele.

E de T'W{~A} fechado, temos que 08 esquemmias —~A € (~A) sio gerados pelas re-
gras de expansdo a partir de esquemas de I' , e de —~A geramos A[E—~], todavia, como A
em ~A € atdmico ndo podemos de ~A gerar 08 esquemas (~A), —~A e A a partir das re-
gras de expansio.

Assim A, —A e A’ sfio gerados, pelas regras de expansiio, a partir de esquemas de T,
togo T € fechado.

De Ut AL, Tu{~A) fechados, A atdmico e i-vi segue-se que A e ~A jestioem I
ou sdo gerados a partir de esquemas de T, logo € T € fechado.

No 3° caso, ~A foi gerado pelas regras de expansdo A ou B a partir de I, pois,
como A é atGmico, nenhuma esquema € gerado a partir dele, portanto, retornamos aos Casos
i-vi jd estudados. Segue-se que A ¢ ~A jd estio em T ou ~A € gerado a partir de esquemas
de T, fogo é I' é fechado,

No 4% caso, o esquema A foi gerado pelas regras de expansio A ou B, a partir de T,

pois, como A em ~A & atdmico, nenhum esquema € gerado a partir de ~A pelas regras de
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expansio, portanto. retornamos aos casos jé estudados anteriormente. Segue-se que A ¢ ~A
iéestio em ["ou A é gerado a partir de esquemas de T, logo T é fechado.

1.2) Se existem fableaux fechados para N'U{A} e T'U{=A, A"}, analizaremos ape-
nas o caso em que FU{A} e TW{—A, AU} sio fechados, mas A, —A, Alg

Se T\ A} é fechado, entdo existe um tabfeau T com todos os ramos techados por
~A, ou —Ae A",

Se I'u{—A, A"} € fechado, entiio existe um fableau T° com todos os ramos fecha-
dos por A, ou ~—A, ou ——A ¢ (““IA}G, ou ~(A0}, ol "‘!(AO) e (AG)("

Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~A, ou —A e A” e existe
um fablean T com todos os ramos fechados por A, ou ~—A, ou —A e {~—:A)0, ou ~(A0), ou
—( AN e (A" | temos:

i) De T'{ A} fechado , temos que o esquema ~A € gerado pelas regras de expansio
a partir de esquemas de I, pois, como A € atdmico, nenbum esquema € gerado a partir dele.

E de 1{—A, A" fechado , temos que o esquema A é gerado pelas regras de ex-
pansdo a partir de esquemas de U, pols, como A em —A. A" é atdmico ndio podemos de
—A, A" gerar, pelas regras de expansfio, um esquerna atdmico A.

Assim A e ~A sfio gerados, pelas regras de expansfio, a partir de esquemas de [,
logo 1" € fechado.

ity De TW{A} fechado , temos que o esquema ~A € gerado pelas regras de expansdo
a partir de esquemas de T, pois, como A € atbmico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

E de T'\W{—A, A’} fechado . temos que o esquema ~—A é gerado pelas regras de
expansdo a partir de esquemas de I, e de ~—A geramos AfE~-—], todavia, como A em —A,
A" ¢ atémico nio podemos de —A, AP gerar, pelas regras de expansao, ~—A e A,

Assim A e ~A sdo gerados, pelas regras de expansfio, a partir de esquemas de T,
logo I € fechado.

i) De ['W{ A} fechado, temos que o esquema ~A € gerado pelas regras de expansio

a partir de esquemas de T, pois, como A € atdémico, nenhum esquema ¢ gerado a partir dele.

* Pois, oy outros casos s3o analisados com os mesmos procedimentos e como sub-casos deste.
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E de T'w{—A, A%} fechado , temos que —A e (—A) sdo gerados pelas regras de
gxpansio a partir de esquemas de [, e de —A geramos A[E——], todavia, como A em
——A, (=A" ) é atdmico nio podemos de —A, A’ gerar, a partir das regras de expanséio, o3
esquemas ——A, A e (—A) .

Assim A e ~A sfio gerados, pelas regras de expansfio, a partir de esquemas de I,
logo 1 € fechado.

1v) De I'U{ A} fechado, temos que o esquema ~A € gerado pelas regras de expansdo
a partir de esquemas de T, pois, como A ¢ atdmico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

E de Ful—A. A’ } fechado , temos que ~(A)° é gerado pelas regras de expansio a
partir de esquemas de I' , e de ~(A)O geramos A{Fo~, B&], todavia, como A em —A, Al ¢
atdmico ndo podemaos gerar 08 esquemas ~(A% e A, a partir das regras de expansdo e de
AL A",

Assim A e ~A sfio gerados, pelas regras de expansio, a partiv de esquemas de T,
togo I é fechado.

v} De T'U{ A} fechado , temos que o esquema ~A € gerado pelas regras de expansio
a partir de esquenias de T, pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

E de Tw{—A, A? | fechado , temos que —(A") e (A"Y siio gerados pelas regras de
expansdo a partir de esquemas de I , e de “"‘i{A)” geramos A[Eo—, E&], todavia, como A
em —A, A? é atbmico ndo podemos gerar ~—( A%, AY YeA a partir das regras de expansio
e de A, A" .

Assim A e ~A sdo gerados, pelas regras de expanso, a partir de esquemas de I,
logo T é fechado.

vi) De TW{A) fechado , temos que —A e A” sdo gerados pelas regras de expansio a
partir de esquemas de I, pois, como A é atdrmico, nenhum esquema ¢ gerado a partir dele.

B de Tw{—A, A%} fechado , temos gue o esquema A € gerado pelas regras de ex-
pansdo a partir de esquemas de I™, pois, como A em —A, AY ¢ atbmico ndo podemos de
4, AY gerar, pelas regras de expansfio, um esquema atdmico A.

Assimn A, —A e A’ sdio gerados, pelas regras de expansio, a partir de esquemas de T,
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logo I € fechado,

vil} De I A fechado |, temos que —A e A ¢30 gerados pelas regras de expansio a
partir de esqguemas de T, pois, como A € atémico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

E de {"U{—A, A’} fechado , temos que o esquema ~—A € gerado pelas regras de
expansdo a partir de esquemas de I, e de ~—A geramos A[E~—], todavia, como A em —A,
A" ¢ atdmico ndo podemos de —A, A" gerar, pelas regras de expansiio, ~—A e A,

Assim A, —A ¢ AY sfo gerados, pelas regras de expansiio, a partir de esquemas de T,
logo I € fechado.

viit} De TW{A} fechado , temos que —A ¢ A" sdo gerados pelas regras de expansio
a partir de esquemas de I, pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado dele.

E de NU{—A, A%} fechado , temos que —A ¢.(—A)’ sfio gerados pelas regras de
expansio a partir de esquemas de I' | e de ——A geramos A[E——], todavia, como A em
—A, {(-A" ) € atdmico ndo podemos de —A, A gerar, a partir das regras de expansdo, os
esquemas —A, A e {—1A)0 .

Assim A, —A e A’ sfio gerados, pelas regras de expansiio, a partir de esquemas de T,
fogo T é fechado.

ix) De MU{A]} fechado . temos que —A ¢ A” sio gerados pelas regras de expansiio a
partit de esquemas de T, pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

B de T'U{=A, A” } fechado , temos que ~(A)’ é gerado pelas regras de expansio a
partir de esquemas de T, e de ~(A)" geramos A e —A[Bo~], todavia, como A em —A, A’ ¢
atbmico ndo podemos gerar Os esquemas ~(A"), A e —A, a partir das regras de expansio e
de —aA, A"

Assim A, —A e A" s30 gerados, pelas regras de expansio, a partir de esquemas de T,
togo I' € fechado,

ix} De T{ A} fechado , temos que —A e A" sdio gerados pelas regras de expansio a
partir de esquemas de I", pois, como A ¢ atdmico, nenhum esquema € gerado a partir dele.

E de Thu{—A, A"} fechado, temos que ~(A)’ é gerado pelas regras de expansio a

r

partir de esquemas de I, e de ~(’A){J geramos A ¢ —A[Eo~], todavia, como A em —A, AV &
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atdémico nfio podernos gerar o8 esquemas ~(A%, A e —A, a partir das regras de expansiio, de
—~Aede A

Assim A, —A e A” sfio gerados, pelas regras de expansio, a partir de esquemas de T,
logo I € fechado,

X} De T'W{A} fechado , temos que —A € A" sio gerados pelas regras de expansio a
partir de esquemnas de I7, pois, como A € atdmico, nenhum esquema € gerado a partir defe.

E de I'u{—A, A} fechado , temos que —(A") e (A"’ sfio gerados pelas regras de
expansio a partir de esquemas de I , e de ~ﬂ1{'A)(J geramos A ¢ —A [Eo—], todavia, como A
em A, A" & atdmico ndo podemos gerar ﬁ(A”), (AG)G . A e —A, apartir das regras de
expansdo e de —A, A

Assim A, —A e A" s30 gerados, pelas regras de expansio, a partir de esquemas de T,
logo I ¢ fechado,

Portanto, de 1.1 e 1.2, [ € fechado.

2} ¢x € da forma ~B.

Admitamos que existem fablegux fechados para I'u{~B} ¢ TW{~~B} , ou
Tu{~B} e Tu{—B, (~B)"}. Entdo

2.1 Se existem fableaux fechados para NU{~B} ¢ I“”u{¥~B} , enidlo existem fuble-
aux fechados para NO{~B} e TW{B} [E~~], logo. sob hipétese de indugio, I € fechado.

2.23 Se existemn tableaux fechados para 'U{~B} ¢ T'U{—~B, (~B)"} , entdo exis-
temn fableaux fechados para Nw{~B} e T'U{B, (~B)"} [E—~], onde E—~ ¢é a tinica regra
que pode atuar sobre —~B.

Analisaremos apenas o caso em que 'U{~B} ¢ TU{B, (~BY1 sdo fechados, mas
~B, B, (~-BY'e "

Se T'wi~B) é fechado, entdo existe um fableau T com todos os rames fechados por
B.ou~~B .ot —B ¢ {~B)“.

Se I'UHB, {_~B}U} ¢ fechado, entdo existe um rableau T° com todos os ramos fecha-

dos por~B, ou—Be BO, ou ~~(~B)0, ou —1(J~B)” e ((~’B’)0)0.

] N " . .
# Pais, 08 outros casos sio analisados com 08 mMesmos pi’QCCdi]T‘IGB[OS ¢ como sub-casos desle.
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Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por B, ou ~B, ou —B ¢
{«wB_}Q e existe um fableau T° com todos os ramos fechados por ~B, ou =B ¢ B" ou
~~-{~B}”, ou —{ ~B)U e {_(~B}0)G, teInos:

i} De T'w{~B} fechado, temos que nenhum esquema B poderia ter sido gerado a
partir das regras de expansio e de ~B.

E de NU{B, (~B)°} fechado, temos que nenhum esquema ~B , poderia ter sido ge-
rado a partir das regras de expansdoede B e (~B)".

Assim, B ¢ ~B s#o gerados, pelas regras de expans@o, a partir de esquemas de T,
logo, sob induciio, I é fechado.

i) De I'w{~B} fechado, temos que nenhum esquema B podenia ter sido gerado a
partir das regras de expansdo e de ~B.

E de I'U{B, (~B)"} fechado, temos que nenhum dos esquemas —B ¢ B’ poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de B e ~BY.

Assim, B e —B e B” sfio gerados, pelas regras de expansiio, a partir de esquemas de
I, logo, sob indugdo, I' € fechado.

iiiy De INu{~B} fechado, temos gue nenhum esquema B poderia ter sido gerado a
partir das regras de expansio ¢ de ~B.

E de TU{B, (~B)"} fechado, temos que o esquema ~(~B)’ poderia ter sido gerado a
partir das regras de expansioe de B e {_~B)U, mas, de ~(~B)O geramos ~B e ——B{Eo~], os
quais nfio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansao, de B e (~B)0.

Assim, B e ~B, (~-B)O e —B sdo gerados, pelas regras de expansio, a partir de es-
guemas de T, Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ ~B gerados, logo,
sob inducdo, I é fechado.

iv) De N'U{~B} fechado, temos gque nenhum esquema B poderia ter sido gerado a
partir das regras de expanséo ¢ de ~B.

E de F'U{B, {_~B)“ } fechado, temos que nenhum dos esquemas —(~BY e {(~B)U)O
poderiam ter sido gerados a partir das regras de expanso e de B e (_~B)O, mas, de —(~B)"

geramos ~B ¢ —~B{Eo~], os quais ndo poderiam ter sido gerados a partir das regras de ex-
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pansacede B e By,

Assim, B, —|(~B)” & ((’~~B}0}0 . ~B e B sio gerados, pelas regras de expansio, a
partir de esquemas de I'. Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B e ~B ge-
rados, logo, sob inducdo, I é fechado.

v) De U{~B} fechado, temos que renhum esquema ~~B  poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de ~B, mas, de ~~B geramos B [E~~], 0 qual ndo poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansdo, de ~B.

E de TU{B, (~B)’} fechado, temos que nenhum esquema ~B poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de Be {'_~B)“.

Assim, ~~B e B, ~B sio gerados, pelas regras de expans@o, a partir de esquemas de
I. Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ ~B gerados, logo, sob induggo,
I ¢ fechado.

vi} De IU{~B} fechado, temos que nenhum esquema ~~B  poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de ~B, mas, de ~~B geramos B [E~~], o qual nio poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansiio, de ~B,

E de "B, (~B)D} fechado temos, nenhum dos esquemas —B e BY poderiam ter
sido gerados a partir das regras de expansoede B e (~BY".

Assim, ~~B, B, =B ¢ B” s30 gerados, pelas regras de expansfo, a partir de esquemas
de T, Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B, —B e B" gerados, logo, sob
inducdo, I € fechado,

vit) De I'U{~B} fechado, temos gue nenhum esquema ~~B poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de ~B, mas, de ~~B geramos B [E~~1, o qual néo poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansio, de ~B.

E de I'UIB, (~B)} fechado, temos que nenhum esquema ~(~B)’ poderia ter sido
gerado a partir das regras de expansdo e de B ¢ (~B)", mas, de ~(~B)" geramos ~B ¢ —~B
{Bo~], os quais niio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expanséo, de B, (~B).

Assim, ~~B, B, ~(’~B){j . B, ~B ¢ —~B so gerados, pelas regras de expansio, a partir

de esquemas de I'. Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ ~B gerados,
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lago, sob inducgiio, I'é fechado.

viii) De T {~B} fechado, temos que nenhum esquema ~~B poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio ¢ de ~B, mas, de ~~B geramos B [E~~], o qual nfio poderia
rer sido gerado, a partir das regras de expansio, de ~B.

E de TU(B, (~B)’} fechado, temos que nenhum dos esquemas —(~B)" e ((~B)")’
poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansdo e de B ¢ { ~B_)U, mas, de —(~B)"
geramos ~B ¢ —B [Eo~], os quais nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de
expansio, de B, (~B)".

Assim, ~~B, B, ={~B)", {(~B)")’, ~B ¢ —~B sio gerados, pelas regras de expansio,
a partir de esquemas de I'. Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ ~B
gerados, logo, sob indugdo, I € fechado.

ix) De Nu{~B} fechado, temos que nenhum dos esquemas —~B ¢ (~B)" poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ~B, mas, de —~B geramos B {E—1], o
qual nfio poderia ter sido gerado, a partir das regras de expansio, de ~B.

E de T'U{B, (~B)"} fechado, temos que nenhum esquema ~B poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansGoede Be (~BY’.

Assim, —~B, (~B)O, B, ~B sio gerados, pelas regras de expansdo, a partir de es-
guemas de T". Pela propriedade 4.1,7.2, podemos considerar apenas B ¢ ~B gerados. logo,
sob induciio, I € fechado.

x) De T"u{~B} fechado, temos que nenhum dos esquemas —~B e (-B)’ poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ~B, mas, de —B geramos B [E—], 0
gual nfo poderia ter sido gerado, a partir das regras de expanséo, de ~B.

E de TW{B, (~B)'} fechado, temos que nenhum dos esquemas —B ¢ B poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de B e (~B)".

Assim, —~B, (~B)", B, =B ¢ BY s8o gerados, pelas regras de expansio, a partir de
esquemas de T, Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B, —B ¢ B° gerados,
logo, sob indugdo, T é fechado.

xi) De Nw{~B)} fechado, temos que nenhum dos esquemas —~B ¢ (-BY" poderiam
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ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ~B, mas, de —B geramos B [E—~}, 0
qual nfio poderia ter sido gerado, a partir das regras de expansfo, de ~B.

E de TU{B, (~B}"} fechado, temos nenhum esquema ~(~B) poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansoede Be (~B)", mas, de ~(~B)’ geramos ~B e B [Eo~, E—~],
0% quais nfio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expanséo, de B, (~BY’.

Assim, —~B, (~B)°, ~(~BY, ~B e B sdo gerados, pelas regras de expansiio, a partir
de esquemas de I'. Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ ~B gerados,
fogo, sob indugdo, T € fechado.

xii) De I'w{~B1 fechado, temos que nenhum dos esquemas —B ¢ (~B)U poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ~B, mas, de —~B geramos B [E—~], 0
gual nfio poderia ter sido gerado, a partir das regras de expansdo, de ~B.

E de ["U{B, {'~B)0'} fechado, temos nenhum dos esquemas ﬂ(r-.B}” e {(~-B'}°)O pode-
riam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de B ¢ (~B)U, mas, de -w(~B)ﬂ gera-
mos ~B ¢ B [Eo~, E—~1, os quais ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de ex-
pansio, de B, (~B)".

Assim, —~B, (~B)0, B, ma(~'B}{} e ((~B_)0)0, ~B ¢ B sio gerados, pelas regras de ex-
pansfo, a parti de esquernas de I'. Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B
& ~B gerados, logo, sob indugio, I' € fechado.

Portanto, de 2.1 e 2.2, T & fechado.

3) ¢ ¢ da forma —B.

Admitamos que existem fableaux fechados para T'U{—B} e INu{~—B} , ou
TU{-B} e Nu{-——B, (=B)'}, entio

3.1} Se existermn tableaux fechados para NU{—-B} e TU{~—B}, analisaremos o3
seguintes casos™:

{°caso: Twi—Ble Fu{mwB} sio fechados com —B, ~Bel’; ou

29 caso: N'w{—B} e T'w{~—B} sio fechados, mas —B, ~-B& 1", ou

No 19 caso, temos que Tu{—B}U{~—B} é fechado, e pela propriedade 4.1.7.1, po-

# Pois, os outros casos sGo analisados com os mesmos procedimentos e como sub-casos deste.
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[E~—], mas, como {emos BlemT , sob indugéo, I é fechado.

No 29 caso, se TU{—B} ¢ fechado, entfio existe um fableau T com todos os ramos
fechados por ~—B ,cu ——B ¢ ("'"18)0, ouBeB"

Se Tws{~—B } é fechado, entdo existe um tubleau T' com todos os ramos fechados
por —B, ou ~~—B, ou —~—Be¢ ("'“‘lB)ﬂ.

Se existe um fablean T com todos os ramos fechados por ~—B , ou —B e (—-B)’,
on B e BY | e existe um fableau T’ com todos os ramos fechados por =B, ou ~~—B, ou
—-B g {""’_|B_}O_, (emos:

i) De T'U{—B} fechado, temos que nenhum esquema ~-B poderia ter sido gerado a
partir das regras de expansio e de —B, mas, de ~—B geramos B{E~—]. De I'U{-B} fecha-
do, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B’ em T

E de I'u{~-B} fechado, temos FU{B} fechado [E~—], todavia, gue nenhum es-
querna —B poderia ter sido gerado , a partir das regras de expanso, de ~—B e de B.

Assim, ~-B, B & —B sdo gerados, ¢ pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar
~—B ¢ =B, ou B e —B gerados a partir de esquemas de I', logo, sob indugdo, I" € fechado
[devido a B" em I'].

i1y De IU{—B} fechado, temos que nenhum esquema ~—B poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de —B, mas, de ~—B geramos B[E~—]. De I'0{—-B} fe-
chado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar Blem T

F de [W{~—B} fechado, temos gue nenhum esquema ~~—B poderia ter sido gera-
do, a partir das regras de expansdo, de ~—B, mas, de ~~—B geramos —B [E~~], 0 qual ndo
poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansio, de —B.

Assim, ~-B, B, ~~—B ¢ —B sfio gerados, a partir de esquemas de I'. Pela proprie-
dade 4.1.7.2. podemos considerar ~—B ¢ —B, ou B ¢ —B gerados a partir de esquemas de I,

logo, sob indugho, I € fechado [devido a B em T1.

g . . . . - ; .
* Devemos lembrar ao leitor que ~—B ndo é gerado, a partir das regras de expansiio A, Be €, de BY. Daqui
e dhante toda introdugiio de esquemas em T serd justificada da mesma maneira.
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a partir das regras de expansio e de —B, mas, de ~—B geramos B{E~-}. De I'U{—B} fe-
chado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B'em T,

E de I'u{~—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas ——B e {(~—B)" poderi-
am ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ~—B, mas, de —~—B geramos —B
[E—~1. 0 qual ndo poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansio, de ~—B.

Assimi, ~—B, B, —~—B ¢ —B sfo gerados, a partir de esquemas de 1. Pela proprie-
dade 4.1.7.2, podemos considerar ~—B e —B, ou B e —B gerados a partir de esquemas de [,
fogo, sob induclio, I € fechado [devido a BYem I].

iv) De I'U{—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas ——B ¢ (—B)Y poderi-
am ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de —B, mas, de ——~B geramos B
[E——], © qual nfo poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansio, de —B. De
[U{~B} fechado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B” em [,

E de T'w{~—B} fechado, temos que nenhum esquema —B poderia ter sido gerado , a
partir das regras de expansio, de ~—B.

Assim, ——B, (—=B)". B e —B sio gerados, a partir de esquemas de T". Pela propri-
edade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B e —B gerados, entdo sob induglo, I' € fecha-
dolpois BY ocotre em T 1.

v) De I'U{—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas ——B & (—B)" poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de —B, mas, de ——B geramos B [E——}, o
qual ndo poderia ter sido gerado . a partir das regras de expansde, de —B. De T'w{—B} fe-
chado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B'em T,

E de 'u{~-B} fechado temos, que nenhum esquema ~~—B poderia ter sido gera-
do, a partir das regras de expansdo, de ~—B, mas, de ~~-B geramos —B [E~~], 0 qual ndo
poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansio, de ~—B.

Assim, de —B, (_ﬁB){}, B, ~~—B ¢ —B sdo gerados, a pattir de esquemas de I
Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ —B gerados. Entdo, sob indugio,

I" é fechado[pois B’ ocorre em I'l.
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vi} De T {—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B e {_w—;B}” poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de —B, mas, de —B geramos B [E——], 0
qual niio poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansdo, de —B. De 'U{—B} fe-
chado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B'emT.

E de N'u{~—B} fechado temos, nenhum dos esquemas ——~—B ¢ (~—B)° poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de ~—B, mas, de —~—B geramos —B
[E—~]. & qual ndo poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansio, de ~—B.

Assim, —B, (—B)’, B, —~—B, (~—B) e B sio gerados, a partir de esquemas de
" Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B e —B gerados. Entio, sob indu-
¢iio, I € fechadofpois BY ocorre em T" 1.

vii} De TU{-B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B ¢ B poderiam ter
sido gerados, a partir das regras de expansio, de —B.

E de {~-B} fechado, temos que nenhum esquema —B poderia ter sido gerado , a
partir das regras de expansio, de ~B.

Assim, B, BY e =B sio gerados, a partir de esquemas de I, Entdo, sob indugio, I" €
fechade,

viit) De I'"U{—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B e BY poderiam ter
sido gerados, a partir das regras de expansio, de —B.

E de Nu{~—B} fechado, temos gque nerthum esquema ~~—B poderia ter sido gera-
do, a partir das regras de expansio, de —B, mas, de ~~—B geramos —B [E~~], o qual nio
poderia ter stdo gerado | a partir das regras de expansdo, de ~—B.

Assim, de B, B” | ~~—B e —B sdo gerados, a partir de esquemas de I'. Pela pro-
priedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B, BY, —B gerados, logo, sob indugio, T é
fechado.

ix) De T'W{—B} fechado, temos que neshurn dos esquemas B ¢ BY poderiam ter
sido gerados, a partir das regras de expansio, de —B.

E de NU{~-B} fechado temos, nenhum dos esquemas ~~—B ¢ {(~—B)" poderiam

ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de ~—B, mas, de —~—B geramos —B
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[E—~1], 0 gual ndo poderia ter sido gerado , a partir das regras de expansio, de ~—B.

Assim, de B, BY, B, (~—B) e —B sdo gerados, a partir de esquemas de T,
Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B, B ¢ —B gerados, logo, sob indu-
¢do, I € techado.

3.2) Se existem fablequx fechados para Du{—B} e TI'U{——B, (—B)'}, analisare-
mos 08 seguintes casos™:

19 caso: T'U{=B} e TW{—B, (—B)"} sdo fechados com —B, ——B, (-B)’e [ ou

2° caso: Tu{=B} e TU{—B. (—B"} sdo fechados, mas —B, ——B, (-BYe T ou

No 1° caso temos que T'U{=B}U{——B, (=B)}= T, logo I'U{—B}U{B, (=B)"}=T
[E——]. De I"L{—B} fechado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B%em I. Pela
propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B e —B gerados a partir de esquemas de
I", logo, sob indugdo, I € fechado f[devido a Bem I'L.

No 2° caso, se TW{—B} é fechado, entéo existe um fableau T com todos os ramos
fechados por ~—B ,ou —Be (“‘“’IB)(), ouBeB"

Se 'L ——B, (—B)) é fechado, entdo TW{B, (—B)’} é fechado[E——]. Logo, existe
um fableau T" com todos os ramos fechados por ~B, ou —B ¢ 8%, ou H{(_.‘B:)f}.)‘ ou
—((—B)") e (=B,

Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~—B , ou —B ¢ (—.’B'_)O,
ouBeB . e existe um fableau T7 com todos os ramos fechados por ~B, ou —Be B". ou
(=B, ou —((=B¥") e (=B, temos:

i) De I'u{—B} fechado, temos que nenhum esquema ~—B poderia ter sido gerado a
partir das regras de expansdo e de —B, mas, de ~-B geramos B [E~—], o qual ndo poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansdo, de —B.

E de I'U{B, (—B)"} fechado temos, que nenhum esquema ~B poderia ter sido gera-
do, a partir das regras de expansdo, de B e {(—B)".

Assim, ~-B, B, ~B sfo gerados, a partir de esquemas de I'. Pela propriedade

4.1.7.2, podemos considerar apenas B e ~B gerados, logo, sob induglio, I é fechado.

- R - . .
* Pois, 08 outros cas0s sio analisados com os mesmos procedimentos & como sub-casos deste.
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i1y De NU{—=B} fechado, temos que nenhuwm esquema ~—B poderia ter sido gerado a
partir das regras de expansio e de —B, mas, de ~—B geramos B [E~—], o qual nfo poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansdo, de —B.

E de TW{B, (—B)'} fechado temos, que nenhum dos esquemas —B ¢ BY poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de B e (—-;B)U .

Assim, ~—B, B, —B e B® sdo gerados, a partir de esquemas de I'. Pela propriedade
4.1.7.2, podemos considerar apenas Be —B ¢ B" gerados, logo, sob indugio, I" & fechado.

ii1) De Tw{-B] fechado, temos gue nenhum esquema ~—B poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de —B, mas, de ~—B geramos B {E~—}, 0 qual nfio podena
ter sido gerado, a partir das regras de expansio, de —B.

E de ['U{B, (—B)"} fechado temos, que nenhum esguema ~((—B" poderia ter sido
gerado, a partir das regras de expansdo, de B e (w—:B)O . mas, de “"({““IB)U) geramos (——.B)G e
—(—B)" [Eo~], os quais ndo poderiam ter sido gerados , a partir das regras de expansiio, de
Be {meB')O. A partir das regras de expansdo e de (HB)O e ““i(““"iB)U geramos —B e B{Eo—,
E--], os guais ndo poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansdo, de B ¢
(-BY.

Assim, ~—B, B, ~((’—;B}0), (—{B)O, —f—B3, B & —B si0 gerados, a partir de esquemas
de T, Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas ~—B e —B gerados, logo, sob
inducgdo, I é fechadof vide 17 casol.

iv) De I'u{—B} fechado, temos que nenhum esquema ~—B poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansdo e de —B, mas, de ~B geramos B {E~—}, 0 qual nio poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansio, de —B.

E de DB, (ﬁB)O} fechado temos, que nenhum dos esquemas ﬂ((ww'B)U) e {{*15‘3)“}0
poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansgio, de B e (—B)* .De —((—-B)" ge-
TAINOoS (—;B}(J £ ~—1B}” [Eo—, 08 quais nfo poderiam ter sido gerados , a partir das regras de
expansdo, de B e B A partir das regras de expansio ¢ de (—B)’ & —(—B)’ geramos —B
¢ B{Bo-, E——], os quais ndo poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansio, de

Be (—B)"
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Assim, ~—B, B, —1({—18)0_), {'_(ﬂB'}O)O, ("‘TB)U, ""E(_‘!B)O, B e —B sdo gerados, a partir de
esquernas de . Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas ~—B ¢ —B gerados,
logo, sob indugdo, I € fechado] vide 1° caso].

vy De I'u{-B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B ¢ B" poderiam ter
sido gerados, a partir das regras de expansio, de —B.

E de TW{B, (—B)"} fechado temos, que nenhum esquema ~B poderia ter sido gera-
do, a partir das regras de expansio, de B e (—iB)“‘

Assim, B, BY, ~B sido gerados, a partir de esquemas de T, Pela propriedade 4.1.7.2,
podemos considerar apenas B ¢ ~B gerados, logo, sob indugio, I' € fechado.

vi) De NU{—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B B" poderiam ter
sido gerados a partir das regras de expansio e de —B.

E de I"U{B, (—B)"} fechado temos, que nenhum dos esquemas —B e B poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansfio, de B e (B

Assim, B, B", —B e B sio gerados, a partir de esquemas de I'. Pela propriedade
4.1.7.2, podemos considerar apenas Be —B e B gerados, logo, sob indugio, T é fechado.

vii) De D'u{-B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B e B” poderiam ter
sido gerados a partir das regras de expansio e de —B.

E de [W{B, (—{B)U} fechado temos, que nenhum esquema ~((~1B)O) poderia ter sido
gerado, a partir das regras de expansio, de B ¢ (—B)" , mas, de ~{{(—B)") geramos (—B)’ ¢
"‘""‘I(”"’!B)O [Bo~], os quais niio poderiam ter sido gerados , a partir das regras de expansio, de
B e (—B)". A partir das regras de expansdo ¢ de (—B)" e ~(—B)’ geramos —B ¢ B{Eo—,
Fe], 0s quais ndo poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansdo, de B e
(-B)".

Assim, B, B, ~((~1B)0), (ﬁB_}”, —«:(uﬂB}”, B e —B sfo gerados, a partir de esquemas
de I, Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas Be —B e B" gerados, logo, sob
inducio, 1" é fechado.

viii} De [wi—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas B ¢ B® poderiam ter

sido gerados a partir das regras de expansdo e de —-B.
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E de I'U{B, (—B)"} fechado temos, que nenhum dos esquemas —((—B)" e (=B’

poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expanséic, de B e (—B)" .De ~((—B)") ge-
ramos (—B)" & —(—B)" {Eo—, 0s quais nfo poderiam ter sido gerados , a partir das regras de
expansdo, de B e {'-ﬁB}”‘ A partir das regras de expansdo e de (W{B)U e —1('—1'8)0 geramos —B
e B{Eo—, E——], os quais ndo podertam ter sido gerados a partir das regras de expansdo, de
Be (—B)

Assim, B, BY, (=B}, (—=B)"Y, (=BY’, ~(—B)’, B ¢ —B siio gerados, a partir de
esquemas de . Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas Be —B e B gerados,
logo, sob induglo, I € fechado.

ix) De Nu{—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas —B ¢ (—B)" poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de ter sido gerados. De ——B e (—B)" geramos B e
(—B)[E——]. os quais nfio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de
~B.

E de I'U{B, (—B)’ fechado temos, que nenhum esquema ~B poderia ter sido gera-
do, a partir das regras de expansio,de B e (—BY".

Assim, ——B e (—B)’ , B, ~B sdo gerados, a partir de esquemas de I'. Pela proprie-
dade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B e ~B gerados, logo, sob indugdo, I € fechado.

x) De F\{ =B} fechado, temos que nenhum dos esquemas ——B ¢ (—113_}” poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de ter sido gerados.De —B e (—B)" geramos B e (—B)"
[E——}, os guais ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de —B.

E de '{B, (me_)” } fechado temos, que nenhum dos esquemas —B ¢ BY poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de B e (B,

Assim, —B ¢ (ﬁB}O B, —-Be BY sio gerados, a partir de esquemas de I'. Pela
propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas Be —B ¢ B! gerados, logo, sob inducio, I
¢ fechado.

x1) De INu{-B1 fechado, temos gue nenhum dos esquemas ——B ¢ {““1B)0 poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de ter sido gerados. De —B ¢ (—B)’ geramos B e

(B} [E——] , 0s quais nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de



—B. De Tu{-B} fechado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B  em I',

E de TU{B, (—B}"} fechado temos, que nenhum esquema ~(’{_-:B)ﬂ_) poderia ter sido
gerado, a partic das regras de expansio, de B e (~BY! , mas, de ~{((=B)") geramos (—B)" ¢
—(~B)" [Eo~], os quais ndo poderiam ter sido gerados , a partir das regras de expansdo, de
Be(-BY. A partir das regras de expansdo e de (—aB)O e —{—B)° geramos —B e BiEo—,
E--—], 08 guais ndo poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansio, de B ¢
(=B

Assim, —B e {—ﬂB)O . B. ~(('—[B)O), (‘“‘1}3)0, ~—1{_-£B)O, B e —B sio gerados, a partir
de esquemas de T, Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B e —B gerados.
Entdio, sob indugdo, I € fechadolpois B? ocomme em I ]

xity De TW{—B} fechado, temos que nenhum dos esquemas ——B ¢ (_w-:B)G poderi-
am ter sido gerados, a partir das regras de ter sido gerados, De ——B ¢ (—BY’ geramos B e
{_—1}3)0 [E--] , 08 quais ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de
-8B, De 'w{—B1 fechado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B emT"

E de DB, (-B)"} fechado temos, que nenhum dos esquemas —{(=B e ((—B")"
poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de B e (—B)". De —((—B)") ge-
ramos (—B)’ ¢ —(—B)’ [Eo—], os quais niio poderiam ter sido gerados , a partir das regras
de expansfo, de Be (B A partir das regras de expansio e de (—B) & —(—B)’ SEramos
B e B{Eo—, E——], 0s quais ndo poderiam ter sido gerados a partir das regras de expan-
sio, de B e (—B)Y".

Assim, ~—B, {'ﬁB)ﬂ, B. —(_(HB}O}, ((&B’)ﬁ}{),, (-:B)G, ""‘I(""‘IB_}O, B ¢ —B sdo gerados, a
partis de esquemas de [

Pela propriedade 4.1.7.2, podemos considerar apenas B ¢ —B gerados. Entio, sob
induciio, I é fechado{pois B ocorre em I .

Portanto, de 3.1 ¢ 3.2, T" ¢ fechado.

4) o é da forma BvC.

Admitamos que existem fableaux fechados para TU{(BVC)} e T'U{~(BvC}} , ou

Ul (BVCY) e Tw{—( BvC), (BVC)'} | entic
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4.13 Se existem tableaux fechados para 'u{ (BvC)} e DU{~(Bv()} , analisaremos
apenas o caso em que TU{BvC } e T'U{~(BvC}] sdo fechados, mas BvC, ~(BvCe =,

Se N BVC} € fechado, entiio existe um fablean T com todos os ramos fechados
por ~{Bv(C), ou —(Bv(C} ¢ (BvCY,

Se 'U{~(Bv()} é fechado, entdo existe um tablean T’ com todos os ramos fecha-
dos por ~~(BvC), ou (BVC) , ou —(~(BvC)) e (~(Bv())’.

Se existe um {ableau T com todos os ramos fechados por ~(BvC), ou ~(Bv() e
(BvCY, e existe um fablequ T’ com todos os ramos fechados por ~~(BvC), ou (BVv(C), ou
~(~(BVC)) & (~(BvC)), temos:

1} De NU{BVC] fechado, temos que o esquema ~(Bv () ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansdo e de BvC. Assim de I'O{BvC} fechado seguem-se I'U{B}
e TU{C} fechados em ramos diferentes{Rv], e como ~(Bv(C) ocorre em todos 0§ ramos
fechados, temos ~B, ~C [DNC~] ocorrem em todos os ramos, mas, ~B ¢ ~C ndo poderiam
ter sido gerados a partir das regras de expanséo e de BvC, portanto, N'U{B}, ~B, ~C ocor-
rem num ramo e TU{B}, ~B, ~C ocorrem noutre ramo. Portanto, N {B} fechou com ~B,
~ e N{C} fechou com ~B, ~C.

De T {~(BvC)} fechado, temos que o esquema ~{Bv() nido poderia ter sido ge-
rado a partiv das regras de expansdo e de ~(Bv(), Assim de I‘u{~(BvC'}§ fechado se-
guem-s¢ [W{~B}é fechado e TW{~C} & fechado[DNC~] no mesmo ramo, mas, como
~~{BvCY ocorre em todos os ramos fechados, temos BvC[E~~] | dai, B ocorre num ramo ¢
C ocomre noutro ramo [Rv], portante T'W{B}, Nu{~C}, B ocorrem num rame, ¢ NU{B},
Fud~Cl C ocorrem noutro ramo. Portanto, 'o{~B} fechou com B e I'u{~C} fechou
com C.

Assim, T'U{B} e DW{C} fechou com ~B, ~C, ou I'u{~B} fechou com B e I'U{~C}
fechou com C. Bniflo T'W{B}, 1L{C}, T'u{~B} e T'U{~C} fecharam com ~B, ~C, B, C.

Entdo, sob inducdo, [ € fechado,

it} De I'U{BvC} fechado, temos que o esquema ~(Bv() nfio poderia ter sido gerado

43 . - . .
* Pols, 0% oulros wasos sdo analisados com os mesmos procedimentos ¢ como sub-casos deste.
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a partir das regras de expansio e de BvC. Seguimos idéntico procedimento realizado em 1.

De T'u{~(BvC)} fechado, temos que o esquema (BvC) nio poderia ter sido gerado,
a partir das regras de expansio, de ~(BvC). Assim, seguimos o procedimento feito em (1).

Assim, TW{B} e Tu{C} fecharam com ~B, ~C, ou 'w{~B} fechou com B ¢
U{~C} fechou com C. Entdo TW{B}, Tw{C}, I'V{~B} e I'U{~C} fecharam com ~B,
~(, B, C.

Entdo, sob inducio, I é fechado.

iit) De I"w{BvC} fechado, temos que o esguema ~{BvC) ndo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de BvC. Seguimos idéntico procedimento realizadoerm .

De Tw{~(BvC)} fechado, temos que nenhum dos esquemas —{(~(Bv(C)} e
(~(BvCY poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de ~(BvC). De
TU{~(BvC)} geramos Tu{~B}, ['Uu{~C} fechados {[DND~] em todos os ramos, e dos es-
guemas —{~(BVC)) ¢ {~(BvC)’ geramos BvC e (~(BVC))® [E—~1. Seguimes idéntico
procedimento realizado em (11}

Assim, TU{B} e TU{C} fecharam com ~B, ~C, ou I'U{~B} fechou com B ¢
[Muf~C} fechou com C. Entio TU{B}, Tw{C}, I'u{-B} e IU{~C] fecharam com ~B,
~. B, C

Entiio, sob inducio, I € fechado.

iv) De FU{BvC) fechado, temos que os esquemas —(BvC) e (BvC) nio poderiam
ter sido gerados a partic das regras de expansdo e de BvC. De T'W{BvC} fechado ¢ pela
propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B ¢ C" em T". Assim de TU{BvC] fechado
seguem-se FU{B} ¢ fechado ¢ T'W{C} é fechado em ramos diferentes{Rv], portanto,
—(Bv() e (BVC)O ocorrem no ramo NU{B} e no ramo TW{C}, todavia, os esquemas
—BVC) e (BvC) ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expanséo, de
'U{B] e de TU{C}. De I'U{B} & fechado, —(BvC). (BVC), e devido a B e " em T,
seramos TU{B} é fechado, —B, —C, (BvC)’, com B”e C”em I [DND—]. De TW{C} §é
fechado, —(Bv(C), (BVC)O, edevidoaB’e CPem T geramos ["U{C} € fechado, —B, -C,

(BvCY , com B’ e C" em I' [DND-]. Todavia, os esquemas —B, —C niio poderiam ter



sido gerados, a partir das regras de expansao, de BvC, de I'U{B} e de I'U{C}. De I'U{B]
é fechado, —B, —C, (BvC)’, com B"e C’em T, e de TL{C} é fechado, =B, —C, (BvC)’
.com B%e C"em ', pela propricdade 4.1.7.2 , seguem-se ['\U{B} ¢é fechado, —B, com
8% em T (i.¢. B® ocorrendo em todos os n6s), e Nw{C} é fechado, —=C, com € em T (i,
¥ acorrendo em todos os nés). Portanto, Entdo, NU{B} & fechado por —Be¢ B ¢ o Cl
& fechado por —C, com C°.

De IN'uf~(BvC)} fechado, temos que o esquema ~—(BvC) ndo podernia ter sido ge-
rado a partir das regras de expansdo e de ~(BvC). Mas de ~~(BvC) geramos (BvC) [E~~].
Assim, seguimos idéntico procedimento realizado em ii.

Assim, 'U{B} ¢ fechado por ~B e BY, e TU{C} ¢ fechado por —=C, com C?, ou
I'{~B} fechou com B e NU{~C} fechou com C. Entdo N'U{B}, ['U{C}, U{~-B} ¢
" {~C} fecharam com —B e BY, —Ce C% B,C.

Fntdo, sob indugdo, T € fechado.

v) De FU{BvVC} fechado, temos que os esquemas —{Bv(C) ¢ (BVC)“ ndo poderiam
ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BvC. Seguimos idéntico procedimento
realizado em (iv).

De Ui ~{Bv()} fechado, temos que o esguema (BvC) nlo poderia ter sido gerado,
a partir das regras de expansdo, de ~(BvC). Seguimos idéntico procedimento realizadoemii,

Entdo, sob indugfo, I é fechado.

vi) De TW{BvC} fechado, temos que os esquemas —(Bv(C) e {B\/C){3 ndo poderiam
ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BvC. Seguimos idéntico procedimento
realizado em iv,

De T'u{~(Bv()} fechado, temos que nenhum dos esquemas —{(~(Bv(C)) ¢
(~(BvC)Y poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansfo, de ~(BvC). Segui-
mos idéntico procedimento realizado em {111,

Entdo, sob e sob inducfo, I" € fechado,

4..2) Se existern tableaux fechados para TU{BvC} e Tu{~(BvC), (BvCYY, anali-

saremos apenas o caso em que DNU{BVC) e Du{—{Bv(), (ZBVC)”} sfo fechados, mas



BVC, ~(BvC), (BvCY e I ™,

Se existem fableaux fechados para F'U{BvC} e T'U{—(Bv(C), (BvC)'}, entiio

Se TU{BVC] é fechado, entdo existe um lableau T com todos os ramos fechados
por ~(Bv(), ou «(BvC) e (BvCO)".

Se "o —=(Bv(C), (.BVC)U} ¢ fechado, entfio existe um (ablean T" com todos os ra-
mos fechados por ~—(BVC), ou BVC, ou ——(BvC) e (—(BvC) . ou ~(BvC)’, ou
=((BvCye ((BVOY).

Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~(Bv(), ou —~(Bv() e
(BvCY, e existe um tableau T’ com todos os ramos fechados por ~—{BvC}, ou ——(BvC)
e (—(BvO)" , ou ~(BvCY, ou =((BVCy e ((BvOY)” | temos:

1) De T'U{BvC} fechado, temos que o esquema ~(BvC) ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de BvC. Assim, seguimos 1déntico procedimento realiza-
doem (i de 4. L.

De I"U{—(BVO), (BvC)} fechado, temos que o esquema ~—{BvC) nio poderia ter
sido gerado a partir das regras de expansio e de —(BvC), (BvC)’. De TU{—~(BvC),
(BvO)"} fechado, pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B e CY em I, assim
{8, (BvC}” y e T —C, (BvC)’} sio fechados e ocorrem em todos 0s ramos{DND—].
D ~—(Bv() geramos (BvC) {E~—] . 0 qual ndo poderia ter sido gerado, a partir das regras
de expansio, de —B, —C, —~(BvC), (BVC'}U, 'BU_, C° De (Bv(C) geramos B e C em ramos
distintos [Rv], que nlo podertam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de —B,
~C, —(Bv(}, (.BVC_)O, BY, C". Pela propriedade 4.1.7.2, NU{—=B} ¢ I'u{—=C } sio fechados
no mesmo ramo, com B e C’em T . Entdp, I'u {—B}, N'U{=Cl, B ocorrem num ramo, €
TUf=B}, Iu{=C }, C ocorrem nowtro ramo, com BY e C% em T". Portanto, Entio, NU{R] ¢
fechado por —B ¢ B, e IU{C} é fechado por —C, com C°.

Assim, TW{B} e W{C} fecharam com ~B, ~C, ou NU{B} é fechado por —B ¢
B” e TU{C) € fechado por —=C, com C°. Entdo TU({B}, TU{C}. fecharam com ~B, ~C,
~Be B, ~Ce C° B.C

* Pois, 08 ouros casos sio analisados com os mesmos procedimentos & como sub-casos deste.
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Entdo, sob induclo, I € fechado.

i) De DU{BVC} fechado, temos que o esquema ~{Bv() ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de BvC. Seguimos o procedimento de (i).

De I'o{—{Bv(C), (BvC)") fechado, temos que o esquema (BvC) ndio poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de —~(Bv(C), (BVC}”. Caimos em {i}.

Entiio, sob indugio, I' € fechado,

i1y De I {Bv(} fechado, temos que o esquema ~(Bv() ndo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio ¢ de BvC, Seguimos idéntico procedimento realizadoemi.

De Tu{—(Bv(O). (Bv(Y") fechado, temos que os esquemas ——{(BvC) e {(—(BvC)
nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ——(BvC) e (BvC)”. De
= (BVCY & (—(BVEY geramos (BVC) e (—(BvC))’ [E——] que nio poderiam ter sido ge-
rados, a partir das regras de expansio, de —(Bv(C) e (BVC)U. Caimos em {ii).

Entdo, sob inducgo, [ ¢ fechado.

iv) De IU{BvC} fechado, temos que o esquema ~(BvC) nfo poderia ter sido gera-
do a partis das regras de expansdo ¢ de BvC. Seguimos idéntico procedimento realizadoemi.

De TU{—{BVvC), (BvC)'} fechado, temos que o esquema ~(B~C)" nFo poderia ter
sido gerado a partir das regras de expansdo ¢ de —(BvC), (BvC)’. Seguimos o procedi-
mento de (1),

Entdo, sob indugdo, I' € fechado,

v) De T {Bv(C} fechado, temos que 0 esquema ~(Bv() ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de BvC. Seguimos 1d€ntico procedimento realizado em i

De TU{—(BVC), (BVC)’} fechado, temos que os esquemas —((BvC)y e ((BvCYY’
nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de ~(BvCj e (BvC)". Se-
guimos o procedimento de (i1).

Entdo, sob inducio, I" ¢ fechado.

vi} De U BvC} fechado, temos que os esquemas ~{BvC) e {BVC)O ndo poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de BvC. Seguimos idéntico procedimento

realizado em {(iv) de 4.1,
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De Nu{=(Bv(), (BVC)U} fechado, temos que o esquema ~—{BvC} nido poderia ter
sido gerado a partir das regras de expansio e de —(BvC), (BvC)’. Seguimos o procedi-
mento de (i).

Entiio, sob indugdo, I é fechado.

vii) De TW{BVC] fechado, temos que os esquemas —(BvC) e (BVC)U ndo poderi-
am ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de BvC. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em (vi).

De Pu{~BVC), (BvCY) fechado, temos que o esquema (BvC) nfo poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de —(BvC), (BVC)”. Seguimos idéntico pro-
cedimento realizado em (it).

Entéio, sob inducdo, I' € fechado.

viii) De TU{BvC} fechado, temos que os esquemas —{BvC) € (BvC)0 nao poderi-
am ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de BvC. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em (v1).

De INu{—{Bv(), {BVC)O} fechado, temos que 0s esquemas ——(BvC) ¢ (—ﬂ(BvC))O
nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansfo, de ——(BvC) e (BvC)’, Se-
guimos idéntico procedimento realizado em (i),

Entho, sob inducdo, I' é fechado.

ix} De "U{BvC} fechado, temos que os esquemas «{(BvC} e (BvC)’ ndo poderiam
ter sido gervados, a partir das regras de expansdo, de BvC. Seguimos idéntico procedimento
realizado em (vi).

De T'U{—(BvC), (BVC)’} fechado, temos que o esquema ~(BvC)’ nido poderia ter
sido gerado a partir das regras de expansdo e de —(Bv(C), (BvC)’. Seguimos idéntico pro-
cedimento realizado em {iv).

Entao, sob indugdo, I é fechado.

x3 De T'U{BVC} fechado, temos gue 05 esquemas —(BvC) ¢ (BvC)” ndo poderiam
ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de BvC. Seguimos idéntico procedimento
realizado em (vi).

De T'u{ —~{BvC), (BvC)'} fechado, temos que os esquemas —((BvC)y e ((BvO)"Y



niio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expanslio, de —(Bv(C) e BvCY. Se-
guimos idéntico procedimento realizado em {v).

Entdo, sob indugdo, I' € fechado.

Portanto, de 4.1 e 4.2, I" é fechado.

5) ¢ € da forma B&C.

Admitamos que existem fableaux fechados para TU{{B&C)} e TU{~(B&T)} , ou
Ful (B&C)} e TU{—( B&C), (B&C)'} | entio

5.1} Se existem fablequx fechados para NU{B&C} e T'u{~(B&C)}, analisaremos
apenas 0 caso em que NU{B&C | e T'U{~(B&C)} sio fechados, mas B&C, ~(B&C)e .

Se TU{B&C! é fechado, entiio existe um fableau T com todos os ramos fechados
por ~(B&C), ou ~(B&C) ¢ (B&C)".

Se Tu{~(B&C)] é fechado, entdo existe um fableau T” com todos os ramos fecha-
dos por ~~(B&C), o {B&C}, ou —(~(B&O)) e (~(B&C)".

Se existe um fablequ T com todos os ramos fechados por ~(B&(), ou —(B&(C) e
{_’_B&C_}{}, ¢ existe um fablequ T' com todos os ramos fechados por ~~{B&C), ou (B&C) .
ou —{~(B&CH ¢ (»-(B&C})”, temos:

1) De N'U{B&C]} fechado, temos que o esquema ~(B&C) ndo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de B&C. Assim de U{B&C} fechado seguem-se
'U{Bl e TU{C] fechados em todos os ramosfE&]. De ~(B&C) geramos B , ~C em ra-
mos distintos [DM-~1, dai, TW{B}, TU{{}, ~B ocorrem num ramo, e F'U{B}, I'u{C}, ~C
ocorrem noutro ramo. Assim, T'W{B} € fechado por ~B, e 'W{C} é fechado por ~C.

De ' {~(B&C)Y} fechado, temos que o esquema ~~{((B&C) no poderia ter sido
serado a partir das regras de expansio e de ~(B&C). De ~~(B&C) geramos B ¢ C no mes-
mo ramo [B~~], mas, de NU{~(B&C)} fechado seguem-se ['U{~B}é fechado e Iu{~C}
¢ fechado[DM-~] em ramos distintos, portanto, seguem-se [L{~B}, B, C num ramo e
TUd=~Cl, B, C noutro. Assim, T'w{~B}, Fu{~C} sdo fechados por B ¢ €.

Portanto, TW{B 1}, I'U{C} sdo fechados por ~B e ~C, ou I'U{~B}, T'W{C} s&o fe-

B Pois, os outros casos sio analisados com os mesmos procedimentos e como sub-casos deste.
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chados por B e ~C , ou TU{B}, TU{~C} sfo fechados por ~B e C, ou TW{B}, IU{~C}
sdo fechados por ~B e C.

Entdo, sob indugilo, I" ¢ fechado.

i) De NU{B&C} fechado, temos que 0 esquema ~{B&C) ndo poderia ter sido gera-
de, a partir das regras de expansio, de B&C. Seguimos o procedimento realizado em (i},

De MU ~(B&C)} fechado, temos gue o esquema (B&C) nio podera ter sido gerado
a partir das regras de expansdo ¢ de ~«(B&C).Segnimos idéntico procedimento realizadoem (i)

Portanto, caimos no caso anterior. Entdo, sob inducio, I & fechado.

i1)De Iu{B&C} fechado, temos qgue o esquema ~(B&C) niio poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedimento wealizadoem i,

De Tu{~(B&C)] fechado, temos que nenhum dos esquemas —(~(B&(C)) e
(~(B&C)” poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansdo e de ~(B&C). Mas, de
A~(B&CY) & (~(B&C)" geramos no mesmo ramo B, C ¢ (~(B&C)’ [E—, E&]. Dai,
seguimos déntico procedimento realizado em i

Portanto, caimos no caso (it). Entdo, sob indugfo, I' € fechado.

v} De INU{B&C} fechado, temos que os esquemas —(B&C) ¢ {B&C)U nao poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansdo ¢ de B&C. Assim de 'U{B&C} fecha-
do, e pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar Be C"em I De MU{B&C) fechado,
seguem-se  I'w{B} ¢ PU{C} fechados no mesmo ramofBE&], com ~(B&C) e (B&C)"
ocorrendo no ramo I'U{B} e no ramo I'W{C}, todavia, 08 esquemas —(B&C) e (B&C:){1
ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de TW{B} e de 'U{C}.
De TU{B} ¢ NU{C} fechados no mesmo ramo, e dos esquemas —{B&C) e (B&C)" ge-
ramos um ramx com DU{B}, TW{C}, =B, (B&C)G e outro ramo com ['U{B}, N{C}, —~C,
(B&C)Y DM] com B’ e €% em I" . Todavia, os esquemas —B, (B&C)’ ¢ —C, (B&C)" ndo
poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de T'U{B}, ou de TU{C}, ou
de TU{B&CH, ou de B ou de C°. Assim, TU{B} é fechado por —B, B” , ¢ TU{C} & fe-
chado por —C, c®,

De TW{~(B&C)} fechado, temos que o esquema ~~{B&C) ndo poderia ter sido
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zerado a partir das regras de expansio e de ~(B&C). Mas, de ~~(B&C) geramos (B&C)
[E~~1. Caimos no mesmo procedimento realizado em i.

Portanto, TW{B} e TU{C} sdo fechados por —B, B”, ou —C, C”, ou ~B, ou~C.

Entio, sob indugio, I ¢ fechado.

vy De TW{B&C} fechado, termos que os esquemas —(B&C) e (B&C)Y ndo poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansde e de B&C. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em iv,

De I'U{~(B&C)} fechado, temos gue 0 esquema (B&C) nio poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio ¢ de ~{B&C). Seguimos idéntico procedimento realizadoemii.

Portanto, 'U{B} e TW{C} sdo fechados por —B, B".ou —C, % ou~B, ou-~C.

Entiio, sob indugdo, I é fechado.

vi} De T'W{B&C} fechado, temos que os esquemas —(B&C) e (B&C)” nio poder:-
am ter sido gerados a partir das regras de expansio ¢ de B&C. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em 1v.

De TU{~{B&C)} fechado, temos que nenhum dos esquemas —|(~('B&C)} e
(~{B&CY poderiam ter sido gerados a partir das regras de expansio ¢ de ~(B&C). Segui-
mos idéntico procedimento realizado em il

Portanto, TW{B} ¢ TW{C]} sdo fechados por —B, B” , ou —C, C°, ou ~B, ou ~C.

Entho, sob inducio, I" € fechado.

8.2) Se existem tableaux fechados para NU{B&C Ul —(B&C), (B&C)O}, analisa-
remos apenas o caso em que DPU{B&C | ¢ DTU{—(B&C), (B&C)O} sdo fechados, mas
(B&O), ~(B&O), (B&CHeT™.

Se existem tableaux fechados para FO{(B&C)} e NU{—(B&C), {B&C)U} , entio

Se TU{(B&C)) € fechado, entiio existe um fableau T com todos os ramos fechados
por ~(B&C), ou ~(B&C) e (B&C).

Se TU{~{(B&C), (B&C)} & fechado, entdo existe um fubleau T° com todos os ra-

mos fechados por ~—(B&C), ou (B&C), ou ——(B&C) e (—(B&C))’, ou ~(B&C)’, ou

¥ . - : ; .
“ Pois, o3 outros casos siio anatisados com os mesmos procedimentos ¢ como sub-casos deste.
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~(B&CY e (B&C)Y™'.

Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~{B&C), ot —{B&C) e
(—{B&OY. ¢ existe um tableau T com todos os ramos fechados por ~—(B&C), ou
(B&C) & (—~(B&O)’. ou ~«(B&C)’, ou «(B&C)" ¢ (B&CY, temos:

i} De M'U{B&C] fechado, temos que o esquema ~(B&C) nBo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansdo e de B&C. Assim de T'WU{B&C} fechado seguem-se
Tw{B} e TW{C} sdo fechados no mesmo ramofE&], entdio, I'U{B}, I'U{C}, ~B ocorrem
num ramo, e NWi{B}, Tw{C}, ~C ocorrem noutro ramo, a partir de ~(B&C) [DM-~], por-
tanto, NU{B}, TWIC) sdo fechados por ~B, e TU{B}, NU{C} sdo fechados por ~C.

De NU{~(B&C), (B&C)'} fechado, temos que o esquema ~—{(B&C) nido poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansio, de ~{B&C) ¢ (B&C®). De ~—(B&C) ge-
ramos B&C[B~—], dai, geramos B ¢ C nos mesmos ramos [E&], o5 quais ndo poderiam ter
sido gerados, a partir das regras de expansio, de N'U{—~(B&C), (B&C)"1. De TU{—(B&O),
(B&CY fechado, e pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar Be CYem I, Assim de
BYe " em T, temos que de TU{—(B&C), (B&C)®} fechado seguem-se TU{—B, (B&C)’]
e T —:C,_,(B&C)U} fechados em ramos distintos|[DND—]. Pela propriedade 4.1.7.2,
uf—B} e I'u{—{} sio fechados em ramos distin{os, com B¢ CY em I, entdo, I'U{—B},
B e B” ocorrem num ramo, ¢ I'w{—=C}. C ¢ C” ocorrem noutro ramo. Assim, NU{—B} ¢
fechado com B e BY | e TU{—C] é fechado por C e ¢’

Portanto, T'U{ B}, TW{=B}, FNU{C} e T'U{—~C} sdo fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B’ e~C,onC, C’e~B,ouB, B'eCeC"

Entfio, sob induglo, I" € fechado.

i) De I'U{B&C)} fechado, temos que 0 esquema ~(B&C) ndo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedimento realizadoem (i)

De NU{(B&C), (B&C)"} fechado, temos que o esquema (B&C) nio poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de ~(B&Cj e ('ZB&C_)”). Caimos em (1).

Portanto, DU{BY, TU{-B}, Fu{C} e I'U{—=C} sdo fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B ¢ ~C,ouC.C"e ~B, cuB, B'eCeC”
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Entiio, sob indugio, I é fechado.

iiiyDe I'U{B&C] fechado, temos que o esquema ~(B&C) nio poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedimento realizadoern (i)

De Tiu{—(B&C), (B&C)”} fechado, temos que 08 esquemas ——(B&C), (wf(B&C.})0
nfio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansao, de ~{B&C) e (’B&C)O). De
A B&C), (-~(B&CYY geramos (B&C) ¢ (—(B&O))! [E——], dai, B, C e (—~(B&C))" [E&].
Cafmos no caso (i).

Portanto, NU{B}, Tu{—B}, TW{C} e I'U{-C} sdo fechades por ~B e ~C, ou B,
B ¢ ~C,ouC.C"e ~B, ouB, B'eCe”

Entiio, sob indugdo, I" é fechado.

iviDe I'u{B&C} fechado, temos que o esquema ~(B&C) ndo podenia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedimento realizadoemi.

De [ {—(B&C), (B&C)“] fechado, temos que o esquema »-('B&C)” ndo poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de —+(B&C) ¢ (B&CY. De ~(B&CY’ geramos
(B&C) e ~(B&C) em todos os ramos[Eo~]. Caimos no caso {(ii}.

Portanto, TU{B}, TW{—B}, TWiC} e I'"U{—=C} sdo fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B e -C,ouC.C'e~B,ouB,B'eCe .

Entdo, sob inducdo, I ¢ fechado.

v} De TU{B&C} fechado, temos que o esquema ~{B&C) nlo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedimento realizado em (i)

Pe DU{—{B&C), (B&C)O} fechado, temos que o$ esquemas —[{(B&C)O) e
(('B&C)U_)U nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de —«(B&C) ¢
(B&CY, De ~(B&C)® e (B&OY geramos B&C, ~(B&C) e (B&O)"Y em todos os ra-
mos{Eo—} , dai, geramos B, C, -{B&C) e —(B&CY e ((B&C)U). Assim, caimos nos mes-
mos procedimentos do caso {11} .

Portanto, TW{B}, Tw{—-B}, TU{C} e Twi{—C} sio fechados por ~B e ~C, ou B,
B” ¢~C,ouC.C’e~B,ouB,B’e¢CeC’

Entéo, sob induclo, I' é fechado.
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vi) De TW{B&C} fechado, temos que os esquemas —{B&C) ¢ (_B&C)” ndo poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansio e de B&C. Caimos no caso (iv) de 5.1.

De T'u{—(B&C), (B&C)O} fechado, temos gue o esquema ~—{(B&C) ndo poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expansio, de —(B&C) e (B&CY). Seguimos idéntico
procedimento realizado em (1),

Portanto, TU{B}, TU{-B}, TW{C} e I'U{-C} sio fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B e~C,ouC, C’e~B,ouB, B’ eCeC”.

Entiio, sob inducgdo, I & fechado.

vii) De TU{B&C} fechado, temos que os esquemas «{B&C) ¢ ('B&C_}” ndo poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansdo e de B&C. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em vi

De TU{—{B&C), (B&C)"} fechado, temos que o esquema (B&C) ndo poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de —(B&C) e (B&C)U). Segoimos 1déntico
procedimento realizado em ii.

Portanto, "U{B}, Tu{-B}, TW{C} e NU{~C} sdo fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B ¢~C.ouC.C'e~B,ouB,B'e CeC”.

Entiio, sob indugio, I € fechado.

viii) De MU {B&C} fechado, temos que os esquemas ~({B&C) e (B&C_}G nde pode-
riam ter sido gerados a partir das regras de expanséo e de B&C. Seguimos idéntico proce-
dimento realizado em vi.

De TU{—(B&C), (B&C)®} fechado, temos gue os esquemas ——(B&C), (—(B&CH’
nfio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de ~(B&C) e (B&C)". Se-
guimos idéntico procedimento realizado em i1,

Portanto, TW{B}, Tu{—B}, TW{C} e I'u{—C}] sio fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B’ ¢~C,0uC,C"e~B,ouB,B" e Ce .

Entdio, sob inducio, I & fechado.

ix) De TU{B&C) fechado, temos que os esguemas —(B&C) e (.B&C)O nio poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedi-

mento realizado em (vi).



De DU -{B&C), (B&C)G} fechado, temos que o esquema r-(B&C)(J nfo poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansdo, de —(B&(C) ¢ {B&C)ﬂ). Seguimos idéntico
procedimento realizado em (iv}.

Portanto, NU{B}. TW{-B}, TW{C} e I'u{-C} s&o fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B” ¢ ~C,0uC.C’e~B,ouB,B'eCeC’,

Ent&o, sob indugdo, I é fechado.

x) De TO{B&C} fechado, temos que os esquemas —(B&C) ¢ (B&C) ndo poderi-
am fer sido gerados a partir das regras de expansio e de B&C. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em (i).

De I —{B&C), (B&CY®) fechado, temos que os esquemas —~(B&CY e ((B&C)”)U
ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansfo, de ~(B&C) ¢ (B&O™). Se-
guimos idéntico procedimento realizado em (v).

Portanto, FW{B}, Tw{—B}, TU{C} e T'Ww{—C]} sio fechados por ~B ¢ ~C, ou B,
B ¢ ~C.ouC. e ~B, ou B, B'eCeC’

Entio, sob indugdo, I € fechado.

Portanto, de 3.1 ¢ 5.2, I € fechado.

6) o é da forma BoC,

Admitamos que existem fableaux fechados para T'U{(BOCy} e TU{~(B2C)} , ou
T (BoO)) e Tu{—(Bo0C), (BC)'} , entiio

6.1) Se existemn fablequx fechados para NU{BDC} e I'u{~(B>C)}, analisaremos
apenas o caso em que NU{B&C } e TU{~(B&C)} sio fechados, mas B&C, ~(B&C)& ™.

Se "U{BoC} é fechado, entdo existe um fableau T com todos os ramos fechados
por ~(BoC), ou —(BoC) e (B2C).

Se Twi~(BmC)} é fechado, entdo existe um tablegu T” com todos os ramos fecha-
dos por ~~(BoC), ou (BC) , ot —(~(BCY) ¢ (~(BO).

Se existe um fablean T com todos os ramos fechados por ~(BC), ou —{BDC) ¢

{_BDC)U, e existe um fahleau T° com todos os ramos fechados por ~~{B>C), ou (BoC) ,

H Pois, 08 oulros casos sdo analisados com os mesmos procedimentos e como sub-casos deste.



oun —{~(B2C)) e {~{'B:3C)}”, temos:

i) De TU{B2C} fechado, temos que o esquema ~(B2C) nfio poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansdo e de BoC. De ~(BoC) geramos B ¢ ~C ocorrendo no
mesmo ramo [DNI-], os quais ndo poderiam ter sido gerados por BoC. De T'U{B>C} fe-
chado seguem-se ['{~B} € fechado e T'W{C] ¢ fechado[R>] em ramos distintos. Portan-
to, B e ~C ocorrem nos ramos de FTU{~B} e de TU{C}. Dai, N'u{~B} e NU{{} sdo fecha-
dos por Be ~C.

De I'u{~(B>C)} fechado, temos que © esquema ~~(BDC) nflo poderia ter sido ge-
rado a partir das regras de expansio e de ~(B2C). De ~~(BDC) geramos ~B ¢ C em ramos
distintos{E~~, RD], 05 quais ndo poderiam ter sido gerados, pelas regras de expansdo, de
~(B2C). De Tu{~B>oC)} fechado seguem-se I'U{B} e TW{~C} fechados [DNI~} num
mesmo ramo. Portanto, T'W{B1}, 'u{~C}, ~B ocorrem num ramo, e ITU{B}, Fu{~C}, C
peorrem noutro ramo. Daif, NU{B} e TW{~C} sdo fechados por ~B e C.

Portanto, TUI~B}, TW{B)}, T'L{C} e ",{~C} sdo fechados por B, ~C ¢ ~B, ou B,
~L e .

Entiio, sob indugio, I' é fechado,

iDe [NU{BoC} fechado, temos que 0 esquema ~(B>C} ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansfio e de BoC. Seguimos idéntico procedimento realizado em 1.

De Du{~(B(C)} fechado, temos que o esquema (B2C) ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansio e de ~(BoC). Caimos no caso (i),

Portanto, sob indugio, I é fechado.

#ihDe T'W{B>C) fechado, temos que ¢ esquema ~(BDC) nfo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansdo e de BoC. Seguimos idéntico procedimento ralizadoemi.

De I'ui~(B2C)} fechado, temos que nenhum esquema —(~(BDC)) ¢ (’w(_‘fi:)C,))O
poderia ter sido gerado a partir das regras de expansio e de ~(B2C). De —(~(BDC)) e
(~(BCY)’ geramos ~B, (~(BoC)" num ramo, e C, (~(BoC))’ noutro ramo[E——, RD).
Pela propriedade 4.1.7.2, caimos no caso (ii}. Portanto, sob indug@o, I € fechado.

iv} De IU{BDCY fechado, temos que os esquemas —(BDC) e (BoC)” ndo poderi-



am ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BoC. De T'U{BDC} fechado e
pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B"e C%em I'. Pelo fato de B, C” ocorrerem
em I', de —{(B2(O), ('B:)C}” , seguem-se B, —C, {B::)C’_)” [DNI=). De TW{BO(C]} fechado
seguem-se em ramos diferentes TU{~B} € fechado e TW{C} € fechado[R>], com B, -C,
(BoC)!  ocorrendo no ramo ['U{~B} e no ramo I'U{C}, todavia, 0s esquemas B, —C,
(B:)C_)” ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de T'u{~B} ede
TO{C}. Assim geramos um ramo com FU{~B}, B ¢ -C, BO? e CV e outro ramo com
TU{C), B e —C, B, ¢ C". Portanto, pela propriedade 4.1.7.2, temos T'\{~B} € fechado por
B, e I'u{C} é fechado por —C e .

De TU{~(B2C)} fechado, temos que o esquema ~~{({B>C) ndo poderia ter sido
gerado a partir das regras de expansdo e de ~{BDC). Seguimos idéntico procedimento reali-
zado em (1),

Portanto, TW{~B}, TU{C], NU{B} e NU{~C] sdo fechados por B, -C, B’ C" ¢
~B, ou por B, —C, B'. Y eC.

Entdo, sob indugdo, I € fechado.

v) De TW{B>oC} fechado, temos que os esquemas —(B>C) e (BoCY nio poderiam
ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BOC. Seguimos idéntico procedimente
realizado em {iv},

De T ~(BoC)} fechado, temos gque o esgquema (B>C) ndo poderia ter sido gerado
a partir das regras de expansdo e de ~(B=>C). Seguimos idéntico procedimento realizadoemii.

Entio, sob induglo, I é fechado.

vi} De U{BoC} fechado, temos que os esguemas —(B2C) e (B::)C)O nio poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BoC. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em {iv).

De I'U{~(B2C)} fechado, temos qgue nenhum esquema —~(~(BDC)) e (~(BoCH"
poderia ter sido gerade a partir das regras de expansiio e de ~(B2C). Seguimos idéntico
procedimento realizado em (iid).

Entio, sob indu¢do, [ € fechado.



6.2) Se existem fableaux fechados para N'U{B>C) e VI =(B2C), ('B:JC)O}, anali-
saremos apenas o caso em que W{BOC } e IL{(B2C), (B:)C)U} sdo fechados, mas
(BoC), ~(BoC), (BoC) e T *,

Se existem fableaux fechados para TU{BDC} e F'u{—{B>C}, (BoOW , entdo

Se T'WH{BoC} é fechado, entdo existe um fablean T com todos os ramos fechados
por ~(B2C), ou —(BoC) ¢ (BoC),

Se TU{—(B2C), (BoCY) ¢ fechado, entdo existe um fableau T* com todos 0s ra-
mos fechados por ~—(B2C), ou {(BOC), ou ——(BD(C) e {"ﬁ(.BDC))Q, o ~(B:}C)O, ou
(B0 (BN

Se existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~(B2C), ou —(B2C) e
(BCY, e existe um fableau T com todos os ramos fechados por ~—(B2C), ou (BoC), ou
—~—(BC) & (~(BoC)’, ou ~(BoC), ou ~(B2C)’ (BoCO)™Y, temos:

1) De I'U{BDC} fechado, temos que o esquema ~(B2C) ndo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio e de BoC. Caimos no caso (i} de 6.1.

De T {—{B2(C), (B>C)'1 fechado, temos que ¢ esquema ~—{B>C) ndo poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansfio, de —(BDC) e (B>C). De NU{—BC),
(BoC)"} fechado, e pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B’ e C” em T De
o {—(BDC), (BoCY), e pelo fato de BeClemT, geramos I'U{B, (BoCY} e TU{—C,
(BoCY"} [DNI-] em todos os ramos. De ~—(B>C) geramos (BoC) [E~—], dai, geramos
~B e C em ramos diferentes[R=>], Todavia, nem ~B e nem C poderiam ter sido gerados, a
partir das regras de expansio, I'U{B, (BoCOY) e Nu{—C, (B>CY}.  Portanto, TU{B,
(B-CY'1, ~B, BY, " ocorrem num ramo ¢ NU{—C, (Bo>CW1, €. BY, €Y acorrem noutro
ramo. Pela propriedade 4.1.7.2 temos um ramo com [U{B}, ~B, e outro ramo com
FU{—C), C e C”em I'. Portanto, I"U{B} é fechado por ~B, e [U{—C} é fechado por
C.e .

Portanto, TWi~B}, TW{B}, INAC} e I'u{~C} sdo fechados por B, ~C, ou ~B, ou
C.

# Pois. o outros casos sao analisados com os mesmos procedimentos e como sub-casos deste.



Entio, sob indugdo, I ¢ fechado.

iDe N{B-HCY fechado, temos gue o esquema ~(B>C) nfio poderia ter sido geradoe
a partir das regras de expansdo e de BDC, Seguimos idéntico procedimento realizado em i.

De T'U{—{BHC), {B:}C)O} fechado, temos que o esquema {B2C) nio poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de —(BDC) e (BoC)". Cafmos no caso (i,

Entfo, sob induglo, T é fechado.

ii1) De N'U{BoC} fechado, temos que 0 esquema ~(B>C) ndo poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansdo e de BoC. Seguimos idéntico procedimento realizadoemi.

De F{—~(BD(), (BDC}O'} fechado, temos que os esquemas ——{B>C), (‘“"I(BDC))O
ndo poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de —(B>C) (B:)C)O. Cai-
oS no caso (i}

Entéo, sob indugio, " € fechado.

iviDe I'{BC} fechado, temos que ¢ esquema ~(BDC) nde poderia ter sido gera-
do a partir das regras de expansio ¢ de BDC. Seguimos idéntico procedimento ralwadoem.

De I'u{=(B2C), {BDC)O} fechado, temos que ¢ esquema -{(B::»C)“) ndo poderia
ter sido gerado, a partir das regras de expanséo, de ~«(BDC) e (BDC)U. De ~((B:}C)”’) gera-
mos (BoC), —(B2C) [Eo~1 no mesmo o ramo. Caimos no caso (i),

Entiio, sob inducio, I € fechado.

viDe DW{B>C} fechado, temos gue o esquema ~(B>C) ndo poderia fer sido gerado
a partir das regras de expansio e de BDC. Seguimos idéntico procedimento realizado em 1.

De Tu{=(B2(O), (BoC)"} fechado, temos gue 0s esquemas —({(BoOM, (BzO)N
nie poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansdo, de —(BDC) ¢ (BoCY’. De
MU —(BD0), (BoC)’) fechado, e pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B'e C°
em[ De w(’(’BDC')O), ((B:}C}O)U geramos (B2C), —(BoC), ((_}3::!(’3)0)U [Eo-+] no mesmo
o tamo. Assim, caimos no caso (i1).

Entéo, sob indugdo, ' € fechado.

vi) De TW{BDC} fechado, temos gue os esquemas —{B>C) ¢ (BoCY niio poderi-

am ter sido gerados a partir das regras de expansdo e de B5C. De T'W{B2C} fechado ¢



126

pela propriedade 4.1.7.1, podemos acrescentar B’ e C° em I'. Assim, caimos no caso (iv)
de 6.1.

De Nu{—~(B2C), (BC)°} fechado, temos que o esquema ~—(B2C) nfio poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansdo, de ~(B>C) e (BoC)°. Seguimos idéntico pro-
cedimento realizado em (1).

Entdo, sob indugio, I é fechado.

vii) De ['w{B>C} fechado, temos que os esquemas ~(BDC) e (BC)® niio poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansio ¢ de BC. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em (vi).

De TU{—~(BoC), (BoCY'} fechado, temos que o esquema {(BoC) ndo poderta ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de —~(BDC) e (Bo()". Seguimos idéntico pro-
cedimento realizado em (1)

Ento, sob indugdo, I & fechado.

viii) De T {BoC} fechado, temos que 0s esquemas —~(BOC) e (B=C)° ndo poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansdo e de BoC. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em (v1).

De INu{—(BC), (BoC)’} fechado, temos que os esquemas ——(BDC), (~(BoC))’
ndio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expansio, de —«(B=C) ¢ (BoC)Y. Se-
guimos idéntico procedimento reatizado em (iii).

Entdo, sob inducdo, I' & fechado.

ix) De T {B>C} fechado, temos que os esquemas —~(B=C) e (B=C)’ ndo poderi-
am ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BoC. Seguimos idéntico procedi-
mento realizado em (vi).

De Il —{B2C), (BoCY} fechado, temos que o esquena ~(B=C)! ndo poderia ter
sido gerado, a partir das regras de expansio, de -(B2C) e (B-C)’. Seguimos idéntico pro- |
cedimento realizado em (iv).

Ento, sob indugdo, I é fechado.

x) De Nw{B>C} fechado, temos que os esquemas -(B>C) e (BoC)” ndo poderiam

ter sido gerados a partir das regras de expansio e de BoC. Seguimos idéntico procedimento
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realizado em {vi).

De I'u{—=(B=C), (BC)°} fechado, temos que os esquemas —({(B=C)Y, (B-C)Y
nio poderiam ter sido gerados, a partir das regras de expanséo, de —~(B=C) e (BoC)’. De
~((B=CY), (B=C)%)° geramos (BC), ~(B2CY, (BoC)')’. Assim, caimos no (v).

Entéo, sob indugio, I é fechado.

Portanto, de 6.1 ¢ 6.2, T ¢ fechado.

7} o ¢ da forma B=C.

Admitamos que existem fableaux fechados para Tu{(B=C)} e Tu{~(B=C)} , ou
ol (B=C)} e Tu{~(B=0), (B=C)"} , mas, como de B=C geramos B2C ¢ CoB[R=],

entio caimos nos mesmos procedimentos do caso 6. R’
Demonstraremos agora a equivaléncia entre os sistemas de deducdo natural DNCy ¢
de tahleau TDNCy.
4.1.7.1 Toda regra de deducio no sistema de deducio natural DNC, é gerada
pelas regras de expansio do sistema de tableau TDNC;.

Demonstragio” da primeira parte da equivaléncia entre DNC; e TDNC,, a saber,

Se T +-png, D, entdo I’ rpne D-

Demonstraremos por indugdo sobre o comprimento da prova de D em DNC,.

Hipotese de indughio. Suponhamos que, se D é demonstravel em DNC, , a partir de
T através de até p passos, entdo I, ~D ¢ fechado em TDNC;.

Demonstraremos agora que, se D é demonstrével em DNC,; através de p+ 1 passos,
entio I, ~D ¢ fechado em TDNC;. Nesse caso, a demonstracio de D em DNC; € obtida a
partir do p-ésimo passo, por aplicagio de uma das regras de dedug@o:

4.1.7.1.1 A, A-B F“TDNCIB

1 A, A—B, ~B definigdo 21
2 (A, ~A, ~B) #3501 R>

# romo o método de fablean usa a negacao da conclusio de um argumIEnto, scja ele com ou 5em PIEMIssas,
entic dessa maneira temos um procedimento andlogo a regra qoo permite a introduclio de uma premissa pro-
visdria no sistema de dedugio natural DNC,. Nesta demonstragfio ‘D’ indica um mela-€squema.

¢y sinal “*° indica gue paguele passo o ramo foi fechado.
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3 (~A, B, ~B) * I,R>
4.1.7.1.2 Admitamos que, I’ -pone, AB, a partir de I', A bpue; B, em até p-+ 1 pas-
s0s. Se A i~rpye, B demonstraremos que, por indugfio no comprimento da demonstragio e
no nimero de s de aplicagBes da regra 1 - O na(s) s premissa(s) provisoria(s), —one, AB.

i) Base indutiva:

Admitamos I Fpre, AiDB, a partir de I', A1 Fopne, B, em até p+/ passos, na qual
um argumento foi demonstrado com uma Unica aplicagio da regra I -  na Unica premissa
proviséria A;. Por hipétese de indugho sobre 0 comprimento da demonstraglio, temos que,
Az Frpne, B, dal, Ay, ~B é fechado [definigho 21}, logo, ~(A2B) € fechado [defini¢io 21},
dessa maneira, —1oNe, A;DB[definigdo 21].

ii} Hipotese indutiva {dupla):

Para s premissas provisorias , admitamos I, Ay, Az, ..., Asrry e, B (A2
{A,BY). ), a partir de ', Ay, Az, ..., Ac Fong, B, em até p+(s+1) passos, com s+ aplica-
¢Bes da regra I - D, entdo Ay, Ag, .., Acqi1y FTDNC, Auo(. (Ac1 (AB))...), a partir de,
Ag, Aoy oy As Frone, B

Se, sob indu¢do no comprimento da demonstracio , I, Ay, Az, .., Asqey FDng
Awgri( (A (AB)).), a partir de T, Ay, Ag, .y As Fpne, B em até prsii+l passos ©
s+1+ 1 aplicagBes (indugdo sobre o nitmero de aplicagbes) da regra I - O, entao, de A;, Ay, ...,
Asgrny - Ao, B, precisamos demonstrar que A, Ag, ., Ay F1one A X (AeD (A-B).X

Se Ay, Az, ooy Asgiitye Asty Bs Hrpne, B, temos, Ay, Ag, oy Avpr)y o Ast, B, ~B

é fechado[defini¢do 21], mas, sob hipotese indutiva, Ay, Ag, ooy Acginy, ~ Asry(C (A
{A.B))..)) é fechado, portanto, A, Az o, Aspeny !—«TDNCI(AS{H}D(.,,(As_lza (A0BY).. )

{defini¢io 21],assim, concluimos que A, Az, .oy Axgrnione Asez - (Asa ™D (A;,B)).)



4.1.7.1.3

trar A Frone, A, 0 qual ¢ trivialmente verificado pela definiciio 21:

129

Seja A Fpue, A’ obtida pela regra R. Portanto, temos que demons-

41714  A&B e A

1 A&B , ~A definigao 21

2 A, ~A * 1, E&
4,1.7.1.5 A&B pne, B

| A&B, ~B definigio 21

2 B, ~B * 1, E&
4,1.7.1.6 A, B Frone, A&B

1 A, B, ~(A&B) defini¢do 21

2 (A, B, ~Ax * 1, DM~

3 (A, B, ~B) * 1, DM~
4.1.7.1.7 A, B -oxe, BRA

1 A, B, ~(B&A) definigio 21

2 (A, B, ~B)x * 1, DM~

3 (A, B, ~A) * 1, DM~
4.1.7.1.8 A ~1pne, AVB

i A, ~{AvB) defini¢do 21

2 A, ~A, ~B # 1, DND~
41719  Brmne AVB

i B, ~(AvB) definigiio 21

2 B, ~A, ~B * i, DND~

e 4.1.7.1.1 aié 4.1.7.1.14 converteremos as regras de dedugao nos respectivos esquenias de argumentos.
Emprogaremos pardateses com sub-indices para indicar os ramos gerados pelas regras de expansio. Usaremos
nimeros & direita para indicar 03 nds desses rames Comn as respectivas justificativas, tal como fizemos para 0
sistema de deducio natural, Convencionamos que aplicaremos nas formulas, até ndo poderem ser mais apli-
cadas, as regras de expansdo A anies das regras B.

52 A partir daqui usaremos procedimento idéntico a0 empregado na regra de repetigio.




4.1.7.1.10

i
2
4.1.7.1.11

]

[, T~ LW

4.1,7.1.12

td

4
5

4.1.7.1.13

tad

NN

A F1oxe, A

A, ~A

A ~A ¥
AvVB, (A=C), (B>C) Frone, C
AVB, (ASC), (B=C), ~C

(A, (A=C), (BC), ~Ch

(B, (AC), (BC), ~Ch

(A, ~A, (BDC), ~Cy *
(A, C, (BC), ~Ch ¥
(B, ~A, (BoC), ~C)a

(B, C, (B2C), ~C) *
(B, ~A, ~B, ~C)y *
(B, ~A, C, ~C, *

ASC), (—ADC) F-1DNC, C

(A™C), (—ADC), ~C

(~A, (-ADC), ~C)

(C, (-ADC), ~Ch *
(~A, ~—A, ~Ch

(~A, A, ~Ch *
A’ BoA Bo—A Fone, B 3
A" BoA Bo-A, ~—B

A’ BoA,Bo-A B

(A?, ~B, Bo-A, Bh *
(A", A, Bo—A, By

(A, A, ~B,Bh ¥

* A demonstragdo 4.1
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definigio 21
I, E——

definigao 21
i, Rv
1, Rv
2,Ro
2, Ro
3, R
3, Ro
6, Ro
6, Ro

definigio 21
1,R>
1,Ro
2,R>

4, Frm

defini¢io 21
1, B

2, RD
2,R>

4, R
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6 (A’ A, —A, B) % 5 RD
417104  —(A&B) Frpxe, ~Av-B

1 —{A&B), ~{—Av—B) defini¢io 21

2 ~(A&B), ~—A, ~-B 1, DND~

3 (=A, ~—A, ~B), * 2, DM

4 (=B, ~—A, ~-B), * 2, DM
417115 A& B’ ~(AVB) Fipne, ~A&-B

1 A& B, ~(AVB), M(—A&—B) definigdo 21

2 AP BY —(AVB), ~(-A&-B) 1, E&

3 A’ B® —A —B, ~(—A&~-B) 2, DND-

4 (A° B, A, —B, ~—A) ¥ 3, DM~

5 (A", B®, —A, —B, ~B) 3, DM~

6 (A°& B®, —A, —B, Bh * 5, B~
417116 A& B’ ~(A=B) Frone, (A&—B)

] A& B, <(A-B), ~(A&—B) definigao 21

2 A" B —(ADB), ~(A&-B) 1, B&

3 A’ B® A B ~A * 2, DNI—
Logo, pela propriedade 4.1 JLT l—TDNch. Assim,
Se I e, D, entlie I Frone, D ®

4.1.7.2. Toda regra de expansio do sistema de tableau TDNC; é dedutivel no

sisterna de deduciio natural DNC;.
Demonstraremos 2 segunda parte da equivaléncia entre DNC; e TDNC,, a saber,

Sel f““'rchl D,entdo 1—111\.;(;1 D.
Demonstragio.

Essa demonstragio sera realizada sobre a complexidade das formulas numa confi-

guragio vertical qualquer.
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~Ael,

~Ael,
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Suponhamos que I -rpne, D, segue-se que existe um tableau fechado para ~Del.

41721, D=A
Assim, T, ~A é fechado [definigio 21], dai, Ael’, ou ~Acl,ou—A, (~AYel" Logo,
4317211 T }""DNCIA

4.1.7.2.1.2 SeT t-pre,~~A, entdo I' Fowe, A [teoremal;
4.1.7.2.1.3 Se I ome, A e I Fpne ~(A)", entdo T Fpnc, A [teorema].

4,1.7.2.2. D =—A.

Assim, T, ~—A ¢ fechado [definigio 21}, entdo, T, A é fechado [E~—], portanto,
ou —A, (AYel’. Logo,

4.17.2.2.1. Se T Fonc,~A, entlo T e, ~AKA’ [definigdo 2], dai, T't-n—A[E-&]

417222 Se T one,~A eI Fpuc A7, entdo I' Fone, A

4.1.7.2.3 D=~A

Assim, I', ~~A é fechado [definigdo 21}, entdo, I, A é fechado {E~~], portanto,
ou —A, A’el". Logo,

4.1.7.2.3.1. Se T'pcyA, entdo T o, —A&A” [definigio 21, dai, I'tpe~A[E- &

41723271 l'_DNCI_iA el P“DN(:]_A{) ,entdo I E—chlﬂA.,

41724 D=A"
Assim, T, ~(A%) ¢ fechado [definigao 21], dai, A’cT, ou ~(ANeT, ou —~(A”),

(N(A')U)G I Logo,

417241 T Fonc, A7
4.1.7.2.42 Sel ?—m.;ciw(Ao ), entfio I' 1-“1)NCEA° [teoremal],
4.1.7.2.4.3. Se T Fpne,~~(A") e T Fone, (~(A)")" , entdio T" -pne, A [teorema].

4.1.7.2.5. D=BvC.
Assim, T, ~(BvC) é fechado [defini¢o 21}, portanto, T, ~B, e I, ~C sfio fechados {
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DND~. Logo,
4.1.7.2.5.1. Se T, ~B ¢ fechado , entfo Bel, ou ~~Bel', ou —B, (~BY eI, Logo,

4.1.7.2.5.1.1 T -pne B, portanto, T F-pe, BVC {1 - V],

4.1.7.2.51.28e1T DNCI~~B, entdo I i“m‘zciB [teorema], dai, ' %—DNCIBVC [1-vE

4172513 Se T pnc,+~B e I Fone, B', entio T Fpyc B [teorema], dai,
I Fone, BVC [T- VL

4.1.7.2.5.2 Se T, ~C é fechado , entdio, Cel, ou ~Cel’, ou —~C, (~C)OGF, por-
tanto, com idéntico procedimento que 4.1.7.2.5. 1.1 segue-se, I pne, BvC.

4.1.7.2.6 D=B>oC.

Assim, I", «(BoC) é fechado [definigho 21], portanto, T, B éfechado e I, ~C ¢ fe-
ghado { DND~]. Logo,

4.1.7.2.6.1. Se T, B é fechado , entdo, ~Bel’, ou —B, BT Logo,

4.3.7.2.6.1.1 Se ~Bel, entio [ I—DNCI»«»B, dai, T i—*DNCvaBVC {I - v}, portanto,

I" b pue, BoC {teoremal;

4.1.7.2.6.1.2. Se —B, BT, entio T Fpxc,—B e I’ Fowe,B®, dai, T +pye,~B&B
1 - &}, portanto, I' opne,~B [definigdo 2}, dal, T t-pne~BVC [T - v], portanto,
I' i-pxe, BDC fteorema).

4.1.7.2.6.2. Se I", ~C é fechado , entdo, CeT, ou ~~Cel’, ou =~C, (~C)’eT". Logo,

4.1.7.2.62.1. Se Cel, entio I' tFone,C, dai, T’ kmrcln»BvC [I - v], portanto,
'~ jj'NclB“_“JC {tecremal,

4.1.7.2.6.2.2. Se ~~Cel’, entdo I' Fpxe~~C, dai, I' Fpnc,C [teorema], assim,
I i-pre ~BvC I - v}, portanto, I' e, BDC fteorema];

4172623 Se —~C, (-CYel, entio T Fwe,~C e T Fone, (~C), dai

I" Fpne, C | teoremal, portanto, I" Fpre ~BvC I - V], dai, T t-pne,BC [teoremal.
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4.1.7.2.7.D = (B=C).
Assim, T, ~(B=C) é fechado [defini¢do 21], portanto, I, B, ~C ¢ fechado; e ILCe
~B é fechado [ E=~], portanto, caimos em procedimentos ja realizados.
Logo, se @ Frone, s entdo I Hpne, 33 %
De (i) e (11}, segue-s¢
I' e, D see I -rone, D ®

- Mas, por 4.1.4, temos que I' ¢, D see I o, D, entdo

I' pney D see I' rone, D see T, D. .

4.1.77.3. Corretude do sistema de tableau TDNC;.

Para demonstrarmos a corretude do sisterna TDNCy necessitamos da propriedade:

Propriedade 4.1.7.1.1 Se I" é fechado, entdo ndo existe valoragdo w, tal que para foda
formula Dde I ey = 1.

Demonstracao:

Seja I fechado e admitamos que existe valoragéo , tal que para toda formula D de

I, w(D) = 1, segue-se que existe um fablequ fechado para I'[defini¢do 23], logo I'—rone, D

[definicdo 21}, assim todas as suas configuragBes verticais sio fechadas [definigdo 20], en-
tio nestas foram gerados itens, pela aplicagdo das regras de expansdo, nos quais ocorrem
formulas da forma A, ~A ou A°, A e —A[definigiio 19}, mas, ndo existe valoragio m, tal

que w(A) =1 e @(~A) = 1 [propriedade 4.1.6.1.b], ou w(A") =1 e m(A) = 1 e o(—A) = 1

{propriedade 4.1.6 1.a]. 4
Podemos agora demonstrar que

Se I” f—j;fg,\r(j} D entdo I ;"’—“TQN{:_E D.
Demonstragdo:
Seja [ o, D, entdo existe um tableau fechado para I' w{~D} {defini¢do 21],

segue-se que ndo existe valoragdo , tal que, para toda Diel'(i<i<n), w(D;) = 1 e w(~D)=1
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[propriedade 4.1.7.1 1], portanto, w(~D) = 0, segue-se (D) = 1 [propriedade 4.1.6.1b],
iOgO I Fﬁrr});qch. &d

4.1.7.4 Decidibilidade do sistema DNC,
Demonstraremos a decidibilidade de DNC;, a partir da decidibilidade de TDNCy.
Demonstracio da decidibilidade do sistema TDNC,:

Todas as regras do tableau produzem subformulas de formulas anteriores, exceto a
regra lo [~(A&—A) produz A" ¢ A" | que por funcionar como abreviadora ndo altera a
formula, portanto, podemos decidir num nimero finito de passos se atingimos formulas
atdmicas A, ou A’ ou~A, ou —A. No caso da existéncia de pelo menos um ramo aberto no
tablean, concluimos que o fableau & aberto; caso contrario ele é fechado.

Os resultados das segdes 4.1.6, 4.1.7 e do paragrafo anterior garantem que DNC, ¢

decidivel, =

4.2 O método de DN aplicado em C,, (1<n <0).

O método de deduciio natural aplicado aos sistemas axiomaticos de logicas paracon-
sistentes Ca (1<n <o), que abreviaremos por DNCy, construira sistemas logicos constitui-
dos somente por regras de dedugdo(ou esquemas de dedugdo), dispensando os esquemas de
postulados de Cp. Para cada sistema logico DNC,, adotaremos um total de treze regras de
deduciio, e estas permitirdo deduzir todas as férmulas dedutiveis nos sistermas axiomaticos
€, correspondentes.

A linguagem Z, as regras de formacio de formulas, as definigBes e as convengbes

notacionals s3o as mesmas que as adotadas para DNC,.

Em DNC, substituimos a defini¢fio 2 de DNGC; por

Definigio 22~ A =& —A&A®™, (l<n<o), onde # corresponde a cada DNCx.
Onde para cada sistema DNC, a negaglo forte correspondente ao sistema ter todas as pro-
priedades da negaglio classica.

Nesses sistemas sdo impostas maiores restrigdes em algumas regras de deducio,
como por exemplo, em DNC, a aplicagio da reductio ad absurdum esta condicionada a que

j4 se tenha uma determinada conjungdo de formulas regulares do tipo A® enquanto, em



DNC,; basta A",
4.2.1 As regras de dedugio dos DNC, (1<n <),
As regras de dedugBo para esse sistema sio.
4.2.1.1 Regra de transporte

Idéntica formulacio da apresentada em 4.1.3.1 para DNC,;.

4.2.1.2 Regras de introducio

Introduciio da implicagiio (I-D)

Idéntica formulacdo da apresentada em 4.1.3.2 para DNC,4.
inwoduciio da conjungiio (1-&)

Idéntica formulacdo da apresentada em 4.1.3.2 para DNC,.
Inirodugio da disjunglio (1-v)

Idéntica formulaco da apresentada em 4.1.3.2 para DNCy.

Introducio restringida da negaclo [ ou Reductio ad Absurdum restringido] (1 - -, {test))

1 Ay premissa

n Ay premissa

P B{ﬂ}

k [{C]] premissa provisdiia
r B {ou —B)

£ —-B  {ou B}

v _|C p, k_ {..3 I - ﬁn(l’@S[)

Distribuigio da negaglio na conjungfio (DM)

Idéntica formulaco da apresentada em 4.1.3.2 para DNCy.



Distribuicio restringida da negagio na disjunglo {DND(rest})

1

Ay premissa
A, premissa
Aq premissa

A™ (ouB™)

B (ou A"

~(AVB)

—A&-B p, g, £, DNDy(rest)

Distribuicio restringida da negacio na imphcacio (DN (rest))

]
2

Ay premissa
Ay premissa
Ay premissa

A{ﬂ) (Oﬂ B(m}

B™  (ou A"

—~{ADB)

A&—B p, q, t, DNI{rest)
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Dilerna ndo-construtivo {DNC)

Idéntica formulagiio da apresentada em 4.1,3.2 para DNC,.

4.2.3.3 Regras de eliminaciio

Eliminagdo da implicagio (B - 2)

Idéntica formulagio da apresentada em 4.1.3.3 para DNC,.
Eliminagio da conjungio ( B - &)

Idéntica formulagio da apresentada em 4.1,3.3 para DNC,.
Eliminacio da digjunglio (E - v)

Idéntica formulacdo da apresentada em 4.1.3.3 para DNC,.
Eliminacio da dupla negacho (E - ——)

Idéntica formulagio da apresentada em 4.1.3.3 para DNC,.

A demonstraciio da equivaléncia légica de cada um dos sistemas C, com o corres-
pondente sistema DNC, {I<n<®@) segue passo a passo os procedimentos reatizados para Cy
¢ DNCy, ressalvando que todas ocorréncias de A" ¢ BY devem ser substituidas por AP g
B‘-‘”,

A demonstracio da consisténcia dos sistemnas DNC, segue passo a passo 0s proce-
dimentos realizados para DNCy, tendo em vista que os sistemas DNC,, formam uma hierar-
guia (cf. 4.4} (com a ressalva do pardgrafo anterior).

As demonstrages de completude e corretude fortes dos sistemas DNC, seguem
passo a passo os procedimentos realizados para DNCy{com a ressalva do pardgrafo anteri-
or}, embora a valoracdo empregada para cada sistema passa a ser definida como se segue:

Defini¢io 26 Interpretacio paraconsistente para DNCy(1<n<®)

Uma interpretagio (ou valoraglo) paraconsistente das proposigdes de DNC, € uma

funcio &: F — {0,1}, onde F denota o conjunto de férmulas bem formadas de £ |, defini-

da indutivamente pelas seguintes cldusutas:
26.a Se @A) =0, entllo B(—A)Y= 1 |
26.b Se®(—A)=1,entBo @A) = | ;
26.¢ Se B(B™ =1 e HADB) = | e W(AD—B) = | , entlic 63(A) =0 ;
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26d ©ADBY= lsee WA =000 B(B)=1;

26.¢ BDA&B) = 1seeB(A)=le@B)=1;

26.f (AVB) =l see ®(A) =T ou®(B)=1;

26.g Se (—(A&B)) =1, entdo B(—A) = { ou@W{~B) = | ;

26.h Se @A™ =1e (B} =1 e W(—(AVB)) = 1, entio B(-A&-B) = 1;

264 Se (A = 1e@m(B)™) =1 e B(—(ADB)) = 1, entdo B(A&—B) = 1.

Para as demonsiragdes de equivaléncia logica entre para cada sistema DNC, e o
correspondente sistema de tableau TDNC,, e da decidibilidade dos sistemas DNC, empre-
gamos as mesnias linguagem £, regras de formacfio de férmulas, definigdes e as convengdes
notacionais que as adotadas para o fablequ TDNC;. Ressalvamos que devemos substituir as
ocorréncias de A’ e BY por A™ e B™ (nos esquemas de axiomas, nas regras de dedugiio,
nas regras de tableau e nas demonstragdes). O fableau empregado para cada sistema € defi-
nido como se segue (o tableau para DNC, serd escrito abreviadamente TDNC,):

Definiciio 27 Regras de expansiio para TDNC, (I<n<m)

1. Regra da forma A: o
Oy, g

o iy O3 por apiicacio da regra
A&B A B E&
—~y A A A By
A A A B
~penfA A A By
gy A A B~y
~{ A&—A) A AW oy
~(A") A —A B0y
A= ADB B2A R=
A B (AVB) ** —A —B DNDy—

#* Onde a virgala indica que essa regra aplica-se (da mesma maneira) quando temos A™ B™ e (AVB), ou

quando A", B™ ¢ —~(AVB) vcorrem em nds diferentes num mesmo ramo, nio necessariamente nesla ordem.
Idetn para a5 OULTHS regras.
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AW B™ _(ADB) A —B DNI,—
~n (AVB) ~oAA ~uB DND-~,
~ (ADB) A B DNI~,

~ LAY —A A Eo—-y

2. Regra da forma B: E

Bil B2
8 B) B,  por aplicaciio da regrd
AVB A B Ry
ADB ~aAA B R>
—{A&B) —A -8B DM
~q {A&B) ~aA ~B  DM~,
~n {AzB) A, ~;B B,~zA E=—,
A™ B"™ _(A=B) A,—B B, —-A DNE—

3. Regra da forma C:

Qualquer dos esquemas A™', B™ | podem ser introduzidos em qualquer né do
tebieou TDNC,,.

O critério de inicializaciie do rableau ¢ definido pela aplicacio da negagio forte
-y na formula a ser verificada. O critério de fechamento do ramo € guando nele ocorrer A
e ~oA, o A, —AeA™

A demonstrag@o da equivaléncia logica para cada sistema DNC,, e o correspondente
ststema de fablean TDNC, segue passo a passo os procedimentos realizados na demons-
trac@o da equivaléncia entre o sistema DNC, ¢ o sistema de tableau TDNC,. Ressalvando
que devernos substituir as ocorréncias de A’e B" por AW e B™.

A demonsiracio da decidibitidade do sistema DNC,, segue passo a passo o proce-

dimento realizado para o sistema DNC,, com a ressalva do pardgrafo anterior.




4.3 O métodoe de DN aplicado em C,,.

O método de deducdo natural aplicado ao sistema axiomdético de {6gica paraconsis-
tente Cgy. que abreviaremos DNC,, constraird um sistema i6gico constitufdo apenas por
regras de deducfio. Para esse sistema adotaremos um total de oito regras de dedugfio, e estas
permitirio deduzir todas as férmuias dedutiveis no sistema axiomitico Cy,. Existem algu-
mas diferencas entre DNC,, e 0os DNC; (1<n <o) que merecem citagio, a saber:

a) Como as formulas geradas a partir das regras de formacdio da linguagem £ sio de
comprimento finito, entdo as regras de dedugfo de DNC,, nas quais deveriam ocorrer sobre-
indices ndo sio consideradas, pois nfo tem sentido na hierarquia DNG,, (cf. 4.4), construir
férmulas do tipo A porque tais férmulas corresponderiam a expressfes de comprimento
infinito.

b} Usando o mesmo argumento de {a) podemos dizer que a negacio forte
A =g —A&A™ ¢ eliminada do sistema, portanto nfo existemn teoremas com esse tipo de
negacio.

¢} Nenhum teorema de C, € da forma —A (SETTE),

Antes de apresentarmos as regras desse sisterna vamos citar dois trabalhos realiza-
dos sobre esse sistema. O primeiro, deve-se a RAGGIO (1978} que usa o método de dedu-
¢fic natural numa nova axiomatizac®o que tem Av—A como o seu Gnice axioma (RAGGIO,
1978, p. 233-240). Esse sistema axiomético, por ele denominade NCy,*, € equivalente a
Co*{ o asterisco faz referdneia a0 sistema axiomdtico de 16gica paraconsistente quantifica-
cional sem igualdade), e como conseqliéncia os sistemas proposicionais correspondentes
sdo equivalentes (os quals indicaremos por NCy e Co). E ficil verificar que NC,, € logica-
mente equivalente ao nosso sistema de dedugfio natural DNC,, para tanto, vejamos que as
regras - & E-& I-v,E-v,1-2,E->¢k - ——, sfio comuns aos dois sistemas, toda-
via, a regra que denominamos DNC nio ocorre em NCy,. As demonstractes realizadas em
41.4.1.10 ¢ 4.1.4.3.12 , provam a equivaiéncia 16gica entre os sistemas NC,; e DNCy,. O
segundo, deve-se a PEREIRA & MOURA (1997) que elaboraram um sistema de dedugio
natural NNC,, {idéntico a nosso DNCy), tal que, NNCy, ¢ NCy 40 eguivalenies {utilizando

wm procedimento de demonsiragio distinto do nosso).
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Vejamos as regras desse sisterna
4.2.1 As regras de deduciio de DNC,,
As regras de dedugio para esse sistema $3o:
4.3.1.1 Regra de transporte
RepeticiolR)

Idéntica formulagio da apresentada em 4.1.3.1 para DNC,.

4.3.1.2 Regras de introducio

tarroducio da implicagho (I-2)

Idéntica formulagdo da apresentada em 4.1.3.2 para DNCy.
Introdugiio da conjuncio (1-&}

Idéntica formulacio da apresentada em 4.1.3.2 para DNC;.
Introdugao da disjungiio (I-v)

Idéntica formulac@o da apresentada em 4.1.3.2 para DNC .
DHema nio-construtivo (DNC)

Idéntica formulagio da apresentada ern 4.1.3.2 para DNC,

4.3.1.3 Regras de eliminacio

Eliminagio da imphicagdo (E - o)

Idéntica formulagdo da apresentada em 4.1.3.3 para DNC,.

Elinunagdo da conjunciio { E - &)

Idéntica formulaclo da apresentada em 4.1.3.3 para DNCy.

Eliminagio da disjuncio (B - )

Idéntica formulacdo da apresentada em 4.1.3.3 para DNC,.

Eliminagio da dupla negagio (E - ——)

Idéntica formulacio da apresentada em 4,1.3.3 para DNC,.

A demonstracdo da equivaléncia i6gica entre o sistema Cy e o sistema DNC,,  se-
gue passo a passo os procedimentos realizados para demonstrar a eguivaléncia entre Cy €
DNC,, ou seja, no caso do sistema DNC,, basta repetir o que ocorre em 4.1.4.1.1 até

4.1.4.11, 4.1.4.2 ¢ 4.1.4.3.1 até 4.1.4.3.12.

A demonstragio de consisténcia do sistema DNC,, tem idéntico procedimento do
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que aquele realizado para DNC,, devido a hierarquia dos sistemas DNC, (cf. 4.4).

As demonstractes da completude e corretude fortes do sistema DNCy, € um proce-
dimento de decisdo, via tableau, para o sistema DNC,, serfio futuramente abordados. Entre
os trabathos ja realizados no tocante a estas questes devemos citar os de FIDEL (1977)
demonstrando, por métodos algébricos, a decidibilidade de €, (I£n<w); de LOPARIC
(1977 elaborando uma semntica bivalente ¢ um método de decisdo para C; de RAGGIO
(1968) construindo célculos de segientes logicamente equivalentes aos sistemnas €,
{1<n<m)y, mas, em vista de dificuldades técnicas e pelo fato dos sistemas C, néo serem de-
cidiveis por matrizes finitas (cf. ALVES, 1976, p.23-24), Raggio conjeturou a indecidibiii-
dade destes sisternas.

4.4 A hierarquia dos sistemas DNC, (0<n<m)

4.4.1 Mostraremos que DNCq € dedutivamente mais forte gue DNC,.

Para tanto deduziremos as regras de deducfio de DNC, a partir das regras de DNCy

4.4.1.1 As regras de repeticio, 1 - &, 1-v, I-DE-& E-v,E-D, E -, DNC
sfo comuns aos dois sistemas.

4,4.1.2 Demonstraremos que 1 - — (rest), DM, DND (rest) e DNI(rest) sdo regras

derivadas em DNGCy.
Em DINCy deduzimos
DNy, Al
1 f A& —A premissa provisoria
2 % A LE-&
3 | —A 2LE-&
4 (A& —A) 1-3, 1= =
5 A" 4, definicio 2
e, também

b NGy BY { com procedimento de demonstragio idé€ntico ao caso anterior).
Tendo em vista que, Cq ndo € trivial segue-se ¢, A" e e, BY (DA COSTA, 1974,

p49), e como Cy e DNC, 380 equivalentes (cf. 4.1.4), entdo DNCy ndo € trivial , portanto,
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Home, A” € Hone, B

Além disso, as regras I - —=(rest), DND(rest), DM e DNI(rest), cujos esquemas de
argumentos sio respectivamente:

B, AoB, AD-B Fpne, —A,

AO, B{}, "ﬂ(AVB) FDNCI — A& —B,

wﬂ(A&B) P‘“[)Nci s AV '""1B,_

A%, B, ~(ADB) -pe, A& —B,

sdo dedutiveis em DNCq, segue-se que todas as regras de dedug@o de DNC, sédo
demonstradas por DNCy, portanto DNCy € dedutivamente mais forte do que DNC,.

Como exemplo , vejamos:

B%, ADB, AD— B Fong, = A I~ ~(rest)

1 B’ _ premissa

2 ASB premissa

3 ADB premissa

4 1A premissa provisoria
51 ADB 2, repeticdo

6B 4 5 E->

7 A5—B 3, repeticio

g8 -8B 4,7.E-D

9 = A 4-8,1-—

4.4.2 Mostraremos para um k>1 arbitrério (ke N), DNCy; € dedutivamente mais

forte que DNCy, ou seja, as regras de deduglio de DNCy, sfio regras derivadas em DNCyy.e

. koL k k
que FI)NC‘R-JA e P‘DNCk‘jB , as PDNQKA e F’DNCkB .

Como hip6tese indutiva, admitiremos o seguinte principio:
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Principio de construgdo da hierarquia ndo trivial dos DNC, (n20, ne N} ,
a3}y DNCy deduz A& A& AF, para qualquer k>0 (ke NJ;
i) Para qualquer k21 (ke N), DNC, nio deduz A",

Assim,

Fone, A

L (A premissa provisdria [ O k-vezes]

2 (A" b, { O k-vezes]

3 | A0 & (AN 2. definicdo 1 [0 (k-1)-vezes]
4 A% & (A 3,E-—— [0 (k-1)-vezes]
5 (A0 4E-& {0 (k-1)-vezes]
6 (A" 4,E-& [0 (k-1)-vezes]
7 | =((AP 6, [ 0 (k-1)-vezes]
8 | (A & — (A" 7, defini¢o | [0 (k-2)-vezes]
9 | AT0 g (AT 8,E - = — [ 0 (k-2)-vezes]
10} A% 9.E-& [ 0 (k-2)-vezes]
11 (A" 9,E-& [0 (k-2)- vezes]
12 (A" 1-11, B - —(resty™” {0 k-vezes]

com idéntico procedimento deduzimos:

F NGy BF [ 0 k-vezes]

No caso das regras I - — (rest), DNDy | {rest) DM ¢ DNIg. (rest), CHJOS argumentos
correspondentes sflo, respectivamente:

B* ADB, AD—B Fpne, | A,
A¥D BED _AVB) one A& B,
~{ A&B) -pne, | —AV =B,

Al g ~{ADB) FDNG A& B,

55 s
Justificago no anexo D.
* Esta regra de dedugdo € auxiliar em DNG, (cf. anexo C1) .
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basta acrescentarmos A¥ e B ( pois, como vimos elas sdo teoremas em DNCyy)

: . : : - k-
entre as premissas dos argumentos acima, e aplicar a regral - & em AFeB¥e ANV e BN

respectivamente, para obtermos DNCy, . Segue-se que a partir das regras de inferéneias de

BNC . deduzimos todas as regras de DNCy.

Como exemplo, vejamos a demonstragiio da regra I - — (rest) em DNCyy

B® ASB, Ao B FpNg = A

1 B%

2

3

4

5

61 A
",fiE A-B
&

9 Ao-B
10 —B

T —A

premissa

1, definigio 5

2, B-&

Premissa

premissa

premissa provisora
4, repeticdo
6,.7.E-D

5, repeticio

6,9, E-2

3,6-10, 1 - —.1{rest)

. i k .. . - . .
todavia, W pmey At e hLDch B" {pela hipdtese de indugdo) , pois, case contrario

DINCy seria trivial. Portanto, DNC iy é dedutivamente mais forte do que DNCy. ®

4.4.3 Mostraremos para um k 2 0 arbitrdrio, DNC, € dedutivamente mais forte que

DNC,, ou seja, as regras de deducio de DNC,, sfo regras derivadas em DNC,

Ora, todas as regras de deducio de DNC,, s@o regras de DNC,. 1%



3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresentaremos alguns resuitados advindos do que expuseros anteriormente:

5.1 Elaboramos novos sistemas de dedugiio natural lineares logicamente equiva-
lentes aos sistemas axiomdticos de l6gicas proposicionais paraconsistentes Cy, com algu-
mas caracteristicas importantes, a seguir discutidas, Vejamos:

Em ALVES (1976 , p. 40) foi explicitado um sistema de deduco natural, no qual
ao invés da nossa regra I - —({rest} encontramos a regra denominada - A formulagiio
desse sisterna é sustentada pela seguinte afirmaciio do professor da Costa:

e

VE-ge, sem grandes dificuldades gue em C,, se peode

substitulir o postulads }—B{n}:){ (BRI D {AD-BID-A)
pelo esquema B & B& —B - K " (DA COSTA, 1993, p.17).

Observamos que aquele sistema tem em comum com DNCy as regras de repetigiio,
de introdugiio e eliminaciio da conjungdo ¢ da disjungdo, a regra DNC { ¢f. ALVES, 1976,
p. 40, a qual é denominada —," %, as regras de eliminacdo e introduciio da implicagdo € a
eliminacfio da dupla negacdo (a qual ¢ denominada —; (ALVES, 1976, p. 40}). Todavia,
diferem nas outras regras, € € 1850 que analisaremos.

No tocante & regra I - —{rest) podemos afirmar que — tem menos poder dedutivo
pois, para que ela atinja o mesmo resuttado da I - —{rest), devemos usar as regras de  1-D,
daregra E -5, ¢ osteoremas (ADB) 5-AvB ¢ (AvA)DA. Para exemplificar, vejamos a
seguinte deducio:

E;Oe ADB, Ao—-B F'DNC‘.] —A

1 B* premissa
2 ADB premissa
3 Ao—B premissa
4 1A premissa provisoria
5 !A::} B 2, repeti¢io
T A regra de deduglio — tem a seguinte forma: A’ A —A
B

% ~ 3
* A regra de deducio —y em a mesma forma que DNC.



6 IB 4,5 E-D

7 AD-B 3, repeti¢io

§ |—B 4 7, E->

9 | B I, repeticio

107 —A 6, 8,9, Regra —;
11 Ao—A 4-10,1->

12 (AD—A) D (—=Av=-A) legrema

13 —Av—A 1L12E-D

14 —Av—AD—A teorema

15 —A 13,14, E->

No passo 11 nio é permitido, através da regra —, "descarregar” a férmula que ocor-
re no passo 4, ou seja, ela sozinha ndo tem forga dedutiva para passar de uma deducdo
gualquer a uma deducdo 2 qual aquela esteja imediatamente subordinada (ela sG permite
deduzir uma férmula na mesma coluna), sendo que, ela apela para diversas regras e teore-
mas. Todavia, a Regra de Introdugio Restringida da Negagfio de DNCy permite "descarre-
gar” a premissa provisdria, e resolve essa limitacdo imposta ao sistema por . O mais
adequado ¢ considerd-la uma regra derivada { ou auxiliar).

Relativamente & regra o} % se a adotarmos como regra de deducdo primitiva do

sistema, entdo podemos verificar que na sua aplicag@o para a dedugio de —(A&B) ¢,

—Av-B (vide 4.1.4.3.13) sfo necessdrias diversas demonstragdes, o que a torna de baixo

rendimento dedutive em comparagiio com a regra DM. O mesmo problema acontece com

1t ; 113 2 b g - g . E .
45 regras o -,"1, o™ ° {4.1.43.14 ¢ 4.1.4.3.15, respectivamente). Todavia, esse baixo rendi-

* No anexo C; formulamos uma regra de inferéncia que pode ser colocada em DNC, substituindo a
- —{resty & que o reduz o poder dedutivo do sistema. para tanta, no referide anexo demonstramos a equi-
valéncia [6gica entre as duas regras.
0ot ¢« A" B (cf. ALVES, 1976, p. 39,
_ (AoBY®
Bam o AY B (of ALVES, 1976, p. 393,
TAZRTY
20m A" B (cf ALVES, 1976, p.39.).

(AVE3Y



mento dedutive ndo ocorre quando consideramos DM, DND (rest) e DNI, (rest) como pri-
mitivas do sistema. Assim, usaremos as regras de dedugio o', 0" e 0™ como derivadas, e
as empregamos como tal em DNy,

Cabe observar que para demonstrar que estas regras sio derivadas em DNC,, basta
seguir os procedimentos de dedugiio usados para demonstrar 0 teoremas que estdo em
4.1.4.1.13,4.1.4.1.14 e a partir disso usar as férmulas que oCortem no primeiro passo
como premissa (e ndo comeo premissa provisoria), ou seja, demonstrar o§ argumentos cor-

respondentes a essas regras: A’&B’ Fpre, (ADB) Y. AYgBY Fone, (A&B) 0.
A’&B" e, (AVD ¥, respectivamente.

5.2 Um exemplo de aplicagio de DNC, numa teoria formal pode ser visto 10 ane-
x0 G,

5.3 Obtivemos sistemnas de deducfio natural linear dedutivamente equivalentes aos
sistermnas axiomdticos de 16gicas proposicionais paraconsistentes Cy(0Sn<m).

Em 4.1.4 demonstramos 2 equivaléncia légica entre o sistema €y € 0 sistema
DNC,, garantindo dessa maneira a derivaciio do mesmo conjunto de teoremas para os dois
sistemas. No anexo Cl, demonstramos a equivaléncia entre as regras I - —(rest) ¢ E - =
(rest), e, portanto, o sistermna gue empregue E - —(rest) € logicamenie equivalente a Cy.

Portanto, a escolha em empregar um sistema que usa como regra primitiva I- —(rest}
ou a regra E - —(rest) nos parece ser do estilo dedutivo, ou seja, se queremos realgar a néo-
contradicdo ou a negaclo fraca, respectivamente.

5.4 A demonstracio da consisténeia (em 4.1.5), da corretude e da completude fortes
{em 4.1.6) para os sistema de deduciio natural DNC,, independentemente das demonstra-
¢Ges relativas ao sistema axiomdtico Cy, mostra que BNCy pode ser utilizado como mais
urn recurso para o estudo das l6gicas paraconsistentes de DA COSTA.

8.5 Elaboramos um procedimento de deciso, via o método de tablegux, para o sis-
tema DNC;. Demonstramos a corretude do fableauw TDNC| e a sua equivaléncia com o
sisterna DNCy. A utilidade desse procedimento reside na sua possivel conversio e aplica-
o aos sistemas de prova antomdtica em Inteligéneia Artificial (Al).

Na elaboracdo do fableau em vez de usarmos as  expressdes
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(1) A" & BY o(A&B)Y, () A® & BY o(avB) Y, () A’ & B"> (ADB) °. empregamos:
—(A&BID—A VB, A'&B’D(~(AVB) S(—A&—B)) ¢ A"&B’ S(—~(A>B) S(A&—B)), que
mostraram-se mais eficientes. O rableay TDNC, tem como caracteristica o uso das nega-
¢oes classica(forte) e fraca na sua elaboragdo.

5.6 Axiomatizando o sistema DNCy resulta um sisterna A no qual os esquemas de
postilados Al a All sdo idénticos aos de Ty , todavia, diferem nos postulados restantes,
ou seja, P12 + 4, ~(A&B) D —Av—B, P13k, A"&B’ (—(AVB) D(~A&-B)),

P14 1u, A'&B" D(—~(ADB) D(A&—B)).

Outro sistema axiomadtico logicamente equivalente ao sistema Cp € aquele no qual
substitufmos o A10 de €, por * (—:A:)BG) 2{(—ADB) {(—AD—-B)DAY)), mantendo
os postulados restantes e as regras. Enguanto o sistema A real¢a a ndo-contradiglo, colo-
cando-a como antecedente da implicacio, esse segundo sistema realga a negagio fraca.

Outro sistema axiomadtico logicamente equivalente ao sistema Cy € aguele no qual
substituimes 0 A10 de €, por ‘e, BO:)(('ADB) S{(AD—B)o=-A))), mantendo os postula-
dos restantes ¢ as regras.

Todos esses trés sistemas sf#o apios para tratar as Teorias inconsistentes e nfo trivi-

ais, devido a serem logicamente equivalentes a Cy.
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7 ANEXOS
ANEXO A
TEXTOS ORIGINAIS:

pigina 7 “The choice of presentation is a matter of taste and/or

convenlengs, Proofs in natural deduction style in
mathematical theories are often presented in linear

form, since tree pressntations Dbecome unwleldy for

complicated arguments’ (TROELSTRA ¢ VAN DALE,1988,p.48).

3

paging 10 “In 1926 Professor J. Lukasiewicz called attention to
the fact that mathematiclans in their proofs do not

appeal te the theses of the theory of deduction, but
make use of other methods of reasoning.” (JASKOWSKI,
1967, p.232).

doina 10 “The chief means emploved in theiry method is that of an
4

arbitrary supposition’ (JAQKOWSKL 1967, p. 232).
pigina 10 “Thus we have formulated all the rules of our system,

wich has the peculiarity of requering no  axioms”

(JASKOWSKI, 1967, p.238).

pagina 10  “con frecuencia es muy dificultosa y requiere muchos
tanteos la deduccidn de una determinada expresion de la

cual zabemos, por ejemplo, gue Liene validez universal”

(HILBERT ¢ ACKERMANN, 1975, p.36).



pagina 11

pagina 1

pagina 11

pagina 11

“gque esté construide de mode gue sea Iinmediatamente
visible el procesc de deduccidn de todas las férmulas
universalmente validas, v que, en general, partiendo de

las reglas se sepa Linmediatamente de toda forma

k)

proposicional si es deductible en el sistema o no.
(HILBERT e ACKERMANN, 1975, p.36).

“The caleulus containa no logical axioms, but only
figures of inference which indicate which inferences can
be drawn from  given  assumptions” (HILBERT e

ACKERMANN, 1950, p.30).
“We wish to set up a formalism that reflects as
accurately as possible the actual loglcal reasoning in-

volved in mathematcal proofs.” (GENTZEN, 1969, p.74).

“Natural deduction, however, does not, 1n general, start
from basie logical propositions, rather from assumptions
(cf.examples 1in %1} to which logical deductions are
applied. By means of a later inferece the result is then

again made independent of assumption” {GENTZEN, 1969,
p. 73},

pagina 163 "5 .1 Russell set

Rusgell set 15 defined as follows: R = {x:xgx}
The first structure to be studied is | = <V, E>,
characterized by the axion (p} ArAY xR (%) .
where V ig the univers of M and R is its =ole

Tmredicate™

Theoram 10 - ReR A~ RgR

proof. Bvidently, we have: xeR «x¢x. Hence,RERIRER
and,by appropriate rules of C,;° , ReR A RegR.

(DA COSTA, 1996, p.7).




ANEXOB

Bl Metateorema da deducio em C{0sn<w)

Se I A Bentdo I ¢, 4D B ns w )

Demonstraremos esse metateorema para todo sistema C;:
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Admitamos T, A t-¢_B , portanto existe uma dedugdo de B a partir de T'U{A}. Seja

Bi, Ba, .., By tal demonstraciio e By = B. Demonstraremos que [ - ¢, ADRB;, sob indugio

sobre 1.

Base: 1= 1,1st0 é, B =B,.

B/ pode ser um esquema de postulado de Cy, ou uma formula de T, ou A. Portanto,

Se By € um esquema de postulado de C,; , temos;

i F—Cn B
2 = <, B |D{ADB 1}
3 - C, ADB;

Se B é um elemento de [, temos:
] I+ o By
2 ¢, Bio(ADB))

3T o Bo(ASB)
4 I C, ADB,

Se B, € A, temos:
i F e (AD(ADAND((AD((ADA)DAND(ADA))
2 — (AD{ADA))

3 e, (AD(ADAIDAND(ADA))
4 (AD((ADA)DA)

S o, (ADA)

premissa
Al KRS

1,2,E-D

premissa
Al RS

2. PA

AL RS

3,4 E-2

Hipérese indutiva: suponhamos gue I' - o ADB., para qualquer m<i.



Demonstraremos agora que [ i~ c, ADB;.
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Nesse caso B pode ser: By € um esquema de um postulado de C,, ou uma formula

de T, ou A, ou pode ser obtida de um By, e de By,2B; (m<i), pelaregra B - o,

O trés primeiros casos sdo obtidos tal como fizemos na base indutiva. Agora consi-

deremos o iltimo caso;

!

2

LA

6

[+, ADBy

¢, AD (ByoBi)

e, (AD Bu)>(AD(Br 2 Bi)>(AD Bi)
[ ¢, (AD Bu)D(((AD(Br 2 Bi))D(AD B)
T e, ((AD(Bw > B)D(AD By)

[+ Cy ADB;

premissa indotiva
premissa indutiva
AZ RS

3, PA

L3, E-D

2.5 E-2 (]

B2  Equivaléncia ldgica entre 0 esquema de postulado Al0 de Cy e a regra de introdugio

da negacdo de DNGy.

{a) De A0 deduzo em Cy a regra de introducio da negagio:

AlD

!

ey (ASBIS{(AD—BYo-A)

{(ADB) ¢, (ADB)

{ADB), (AD=B) t-¢, (ADB)

=g, ( ATBDO{ADBID—A)

(AD=B) - ¢, (ADB)D(AD—B)D—A)
(ADB), (AD=B) ¢, (ADB)D{AD=B)D—A)
(ADB), {AD=B) - ¢, ((AD—B)D—A])

(ADB) ¢, (ADB)

(ADB), (AD—B) k¢, (ADB)

(ADB), (AD—B) ¢, —A

premissa{4.1.4.3.4 e RS)

4, PA
2,5,E-D

premissa(4.1.4.3.4 e RS)
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(b} Da regra de introduciio da negagio deduzo em DNCy o postulado A1(:

{ADB), (AD—B) Fpne, —A  [introducio da negacio].

bt

th e W

FeREN =)

A-B

| AD—B

A
ADRB

B

B
A

(AD—-Bim—A

10 (ADBID{{AD—B)D-A)

premissa provisoria
prernissa proviséria
premissa proviséria
1. repeticiio
3,4E-D

2, repeticio

3.6 -2
37,1

2-8,1-2

-9,1-o

Demonstragio de I' — A&—ADB, a partirde I i~ ~A em DNC;.

EA&ﬁA

A

gﬂA&Aﬂ

LA
gwa«ﬁBDAﬁXPBDﬁAhPmBn
5 ((—BDAID({—=Bo—-A)>——B))
AD (—BDA)

A

(—BDA)

{-—Br—A)D——B

—A= (—BD-A)

—A

(—Bo—A)

——B

premissa provisoria
de I' Fpne, ~A
2, definiggio 2
JE-&
4,1.4.1.12

4,5, E-D
4.1.4.1.2
LE-&
2,8E->
6,9, E->
41412
LE-&
IL12Z,E-D
10, 13, E-D
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158 14, E-—
16 A&—ADB 1-15,1-D2
Assim, de " Fpne, ~A, demonstramos I" Fpne, A&—ADB.
B4 Demonstracio de A& A&-ASDB, em Crem DNC,.
¢, A'&A&—ADB

b ARA&—A b A 4.143.4,PA
2 A"RA&-A A 4.1.434 ,PA
3 A'&A&—-A A 41434 PA
4 pe AD(BDA) Al RS

5  A’&A&—A k¢ AD(-BDA) 4, PA

6 A"&A&-A ko —BDA 2,5.E->

7 ke, ~AD (BD—A) A1, RS

8 A'EA&—A b, —AD (-BDmA) 7,PA

9 A'Q&A&-A ¢ —Bo-A 3,8,E-D

10 e, A ((-BDA) D((—BD—A) >——B))) A11.RS

11 AC&A&—A m-_‘EA“::s {(—B>A) S((—B>-A) D——B))) 10, PA

12 A"&A&=A i, (-BDA) D((—B>—A) >——B) 1, 11,E-D

13 A&A&-A r¢ (—Bo—A) 5——B) 6,12,E->
14 A’&A&—A - ——B 9,13, E-2
{5 e, —BD B AlQ, RS

16 A'8&A&—A ¢ ——-BDB 1S, PA

17 A'&A&—ArcB 14, 16,E-D>

18 e, A& A&—-ADB 17, teorema da dedugio
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e, 'i—[)mcl A{}&A&"“IADB

| AM&A&—A premissa

2 A LE-&

3 A&—A LE-&

4 —B premissa provisoria
5 A&—A _ 3,R

6 A 5,E-&4

7 —A 5,E-&

g8 ' —B 2, 4-7, 1~ —{rest)

9 B 8 E -~

10 A& A&—ADB 1-9,1-D

ANEXQC
Dois sisternas de dedugfio natural logicamente equivalentes a DNCy.
1 Sistema de dedugfo natural logicamente equivalente a DNC,.
Um sistema equivalente a DNC| seria aquele em que substituo a 1 - —(rest) por:

Eliminagio restringida da negaglio [ B - —{rest)]

| A premissa

n A, premissa

p [{—C1] premissa provisdria
q BY

T B {ou—B)

8 —B {ou B)

1 C P8, E - —(rest)
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demonstragao:

e, (mADBYD(—ADB)D(—AD—B)DA)))

{1 —A>BY premissa proviséria
2 1 —ADB premissa provisiria
3 ; . —AD—B premissa provisoria
4 Av—A teorema

5 A premissa provisoria
6 A 5, repeticio

7 A premissa provisdria
8 : —A>B’ i, repeti¢iio

9 | B 7,8.E->

10 —A premissa provisoria
il —ADB 2, repetigio

2] B 10,11, E-2

13 | —AD-B 3, repeti¢io

14 | —B 10, 13,E-D2

15 ——A 9, 10-14, 1 - —(rest)
16111 A 1S, B - =

17 A 4,5-6,7-10,E-v
18 [ (—ADB)DA 3-17,1->

191 {—ADB)D((—AD-B)DA))) 2-18,1->

20 (—ADB D (—ADBID((—AD-B)DAN) 1-19,1-D R

por outro lado, admitindo a outra regra E - —(rest) como primitiva, vem:

roxe, B'O((ADB)D((AD-B)D—A))
1 B’ premissa proviséria
premissa provisoria

premissa proviséria
premissa proviséria

4, B - -

Lh = e D
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6 1 BY {, repeticdo

7 @ %ADB 2, repeticdo

8 i z %AD—WB 3, repeticlo

Ll * “ﬂA 4-10, E - —(rest)
32 (AD—BYo—A 3-iL,I-o

137 {(ADB)>({AD—B)D—A) 2-12,1-D

14 B'((ADB)D((AD—B)o>—A)  1-13,1-D

logo, as duas regras de inferéncia logicamente se equivalem. &

A regra E - —(rest) pode ser definida para DNC, (1sn<®), bastando na formulacdo
anterior trocar a ocorréncia de B” por B,
2 Oulro sistema de deduglo natural fogicamente equivalente a DNC,.

Outro sistema logicamente equivalente a DNCy seria aquele em que substituo a 1-

~{rest) por : Introdugdo restringida da negagiiof I - —{rest)}

1 A premissa

n Ay premissa

P {{CI premissa proviséria
q B{!

r B (ou —B)

§ =B (ou B)

i . -8, I» - —(rest)
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A demonstracio de equivaléncia segue a rotina do sistema anterior.

A regra I - —{rest) pode ser definida para DNC, (1<n<0), bastando na formulacio
anterior trocar a ocorréncia de B” por B®,
ANEXO D

Principio de construgdio da hierarquia ndo trivial DNC, (n20, ne N):

fremos justificar cada uma das condigdes:

2) DNCy deduz A' & A” ... & A", para qualquer k>0(ke N).

A qual podemos facilmente verificar. Temos ainda que em C; (ou DNCy) ndo se
deduz A", (DA COSTA, 1993, p. 8-9).

b) Para qualquer k>1(ke N), DNCy ndo deduz AR,

Bsta condiciio se impde, pois, no caso de que fosse permitido deduzir A", terfamos

f Al premissa proviséria { com k)
2 A¥ teorema, por hipdtese

3 Ao A 1-2,1-0

assim, Fpno, A" A' o (D)

todavia, o A¥ teorema por hipitese

mas, como Fpne, A" (m>k)
terfamos, +pne, AN AT (1-D) (D)
Segue-se. Fpne, A= A% por (i), (iD), e definigio 3

o que trivializa os sistemas C,,. ®
ANEXO E

Aplicacdes do tableau TDNCy.

Para facilitar a apresentagfio e uso das regras do fablear: TDNC, iremos vtilizar uma
derivagiio linear, exceto na aplicagiio da regra da forma B na qual separare-
mos(bifurcaremos) as duas férmulas resultantes gerando assim dois ramos. Primeiramente
esgotaremos todas as aplicagdes das regras da forma A para depois aplicar as regras da

forma B. Convencionamos que climinaremos as repeticdes das mesmas férmulas. Indica-
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remos os ramos gue fecharern com um asterisco.

Vamos provar as seguintes férmulas pelo método do fableaux:

a) (Av—AY,
i ~((Av—AY)
2 Av—A |, Eo~
3 —~(Av—A) 1, o~

A drvore niio fecha, portanto nfio € um teorema.

by —(A&B)D(—Av—B),

i ~(—(A&B)>(—Av—B))

2 —(A&B) {, DNI~
3 ~(—Av—B) 1, DNI~
4 A 3, DND~
5 ~—B 3, DND~
6 A 4, B~

7 B 5, ~=

8 (—A); ®  2,DM-—
9 (—B)2 * 2, DM~

Como fodos os ramos fecham, entiio a formula € um teorema.

o) A’&BY o (A&BY.

i ~(A"&B" > (A&B)")

2 Al&B® 1, DNI~
3 ~(A&B)’ {, DNI~
4 —~(A&B) 3, o~
5 (A&B) 3, Eo~
6 A" 2, E&

7 B’ 2, E&

8 A 5, E&

9 B 5, E&

[0 (=A) % 4, DM—




B (B} * 4, DM—

Como todos os ramos fecham, entdo a férmula € um teorema.
d) ~(A&—ADA"

i ~(—~(A&—-A)DAY

2 —{ A&—A) 1, DNI~

3 ~(A%) I, DNI~

4 A’ * 2,10

ANEXOF

Como o dnico ramo fecha, entdo a férmula é um teorema.

Aplicagio de DNC; numa teoria formal.
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O exemplo que demonstraremos foi extraido de recente trabalho do professor da

Costa (DA COSTA, 1996), em que sfo desenvolvidos diversos sistemas de Teoria de Con-

juntos ZF (Zermelo-Fraenkel) inconsistentes mas n#o triviais. No caso de ZF; o conjunto

de Russell ndo a trivializa. Vejamos como:

ak

5.1 Conijunto de Russell

9 conjunto de Rugsell & definide como se segue:

R o= {x:xgx}. A primeira estrutura a s=er estudada £
R = «V, R», caracterizada pelo axloma (p)}IRAV=IP(x},

onde V & o universo de M, & R € o zeu dnice "predicado”

Teorema 10 = EeR A R£R

Prova. DBvidentemente, temos: ®eR ¢ x¢gx. Portanto,
ReReRgR e, pelas regras apropriadas de .7, ReR A

reR.”. (DACOSTA, 1996, p7)

A demonstragiio desse tsorema, que expressa uma contradic@io, € aceita dentro de

ZF,. Aqui cabe ressalvar que estamos usando a negagiio fraca. Empregaremos a regra de

eliminacfio da negagfo restringida (vide anexo Cl) na demonstragiio desse teorema.




s e {(ReR} A (ReR)

!

L I R VLR

Rl

22

—{{(ReR} A —~(ReR))

d{x:—{xe x}} = FyVx{xe R=—(xe x})
d{x: —{xe x)}

dyVxi{xey =(xex}))

¥x{x& Ra=—(xex)}

ReR=—(ReR)

ReRo-{ReR} & -{ReR)DReR
ReRo-(ReR)

{(Re Ro—{Re R)} {—~{Re R)v—~{ReR))}
—{Re R}v-(ReR)

—{Re Rpv—(ReR) >—(ReR}

—{ReR)

~ReRDOReR

{(—Re R> (ReR)) o (——({ReR)v {ReR))
(——(ReR}v (ReR))

(——(ReR)v (Re R} > ({ReRyv (ReR}))
({ReR)v (ReR))

((ReR)v (ReR)) o> (ReR)

ReR

(ReR)’

ReR

—{ReR)

21 (ReR) & —~(ReR)

Ao admitirmos DNCy
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premissa proviséria.
definico 3 (DA COSTA, 1996, p4)
Axioma p

2,3, teorema de CP 63

4, E - d {eliminagdo de ]
5, E - ¥V {eliminagio de V]
6, definigdo 3

E-&

teorema de CP

8,9, E-=

teorema de CP

10, 11,E-D

7.E-&

teorema do CP

13, 14,E-D

teorema de CP
15,16,E-D

teorema de CP

17,18, E-D

1, definico |

19, R

12, R

1-22, B - —(rest)

como ldgica subjacente a teoria ZFy, ¢ usando regra

E - —(rest) deduzimos a expressdo (ReR) & —(ReR) que ndo trivializa a teoria, pols, em

DNC;™ aexpressio A&—A (i.€, uma formula e a sua negagio) ndo trivializa o sistema.,

2 o S -
** Abreviagho da expressio Calewlo Froposicional'.



