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Introducéao



A nascente teoria de conjuntos do final do século XIX representava uma poderosa
ferramenta para a redefini¢do rigorosa de muitos conceitos matemdticos que, apesar de
extensamente utilizadoé, ainda nio eram toralmente claros e provocavam controvérsias. A
descoberta de paradoxos nesta teoria levou David Hilbert & formulacio de seu famoso
programa formalista. Em linhas gerais, podemos dizer que o programa de Hilbert buscava
obter provas de consisténcia para formalizacoes das partes essenciais da matemdtica, por
métodos que seriam evidentes e seguros, devido ao seu cariter elementarmente
combinatério e finitdrio. Hstes métodos evidentes e seguros constituiriam uma nova teoria

matemarica, que Hilbert batizou de Teoria da Prova {Beweistheorie).

E sabido que os resultados de Godel sobre incompletude mostraram a2
impossibilidade de se realizar totalmente o programa de Hilbert, da maneira como ele foi
proposto.  Apesar disso, muitos pesquisadores da época persistiram em  procurar
formalizagSes para partes relevantes da matemdtica e buscar provas de consisténcia para
essas formalizaches. O melhor exempio historico desse tipo de investigacéo é o artigo de

1935 de Gehard Gentzen, gue hoje é considerado o marco inicial da Teoria da Prova.

A esta época, o sistema hilbertiano para a ldgica cldssica de primeira ordem i estava
estabelecido como o sistema formal mais adequado para expressar as deducoes logicas
préprias da prética matemadtica, de modo que as “formalizactes para partes relevantes da
matemidtica” poderiam ser escritas como teorias axiomdticas deste sistema. Além disso,
baseado nos trabalthos de Brower, Heyting[1930] ji havia apresentado uma formalizagio,
rambém hilbertiana, para a Idgica intuicionista de primeira ordem. Gentzen[1935], no
entanto, argumentou que as deducdes presentes nas provas formalizadas pelos sistemas
légicos hilbertianos estavam longe de expressar o tipo de dedugio que, na pritica, era usado
pm provas matemdticas. Tentando aproximar ao méximo a deducio 16gica formalizada da
deducso praticada pelos matemdticos, Gentzen criou a Deduciio Natural como um nove
tipo de formulacio para sistemas 16gicos, e intreduziu os sistemas de dedugio natural NK e

NJ, para a [égica cldssica e 16gica intuicionista de primeira ordem, respectivamente.

(Gentzen definiu formalmente, para estes sistemas, a nogdo de prova normal, como
sendo uma prova sem partes desnecessarias, na qual gualquer conceito gue faga parte da

prova & um conceito que estd contido no resultado final desta e € parte essencial para a
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obtencio deste rezsultado.1 Atzé-avés de uma anglise das propriedades estruturais das provas
normais, Gentzen percebeu qué& seria bastante simples provar, ndo 6 a consisténcia dos seus
sistemas logicos INK e NJ, r:orfao também a consisténcia da teoria elementar dos mimeros, sem
inducdo completa, se ele conseéuisse provar que qualgquer prova formalizada em NK e NJ
poderia ser transformarda em m:na prova normal (Teorema de Normalizacdo).

Por nio conseguir pro{zar o Teorema de Normalizacio para NK, Gentzen criou o
Calculo de Seqiientes, cornof um outro tipo de formulaco para sistemas ldgicos, e
introduziu os sistemas LK e Lj , respectivamente para a logica cldssica e logica intuicionista
de primeira ordem. Gentzen e%ltéo demonstrou que gualquer prova formalizada em LK ou
LJ poderia ser transformada em uma prova normal {Teorema da Eliminacdo do Corte ou
Hauptsary), conseguindo port;anto demonstrar, finitariamente, a consisténcia dos seus
sistemas l6gicos LK e L, e a éconsisténx:ia da teoria elementar dos ndmeros, sem inducéo
completa, formalizada nestes sistemas. Esta prova do Hauptsatz, que € 2 versio em calculo
de seqglientes do Teorema degNormaiizagéo, e as provas de consisténcia dela derivadas,
enguadravam-se perfeztamente a0 tipo de prova exigido pelo programa de Hilbert ¢ podem
ser consideradas como os resuir.ados inaugurais da Teoria da Prova.

Através de um aperffmgoamentc} do Hauptsatz, Gentzen[1938] obteve outro
importante resultado. Provou a consisténcia da teoria elementar dos ndmeros, com inducio
completa ~ a aritmética de pxé'imeira ordem - quando formalizada em LK e LJ, por um
mérodo que, apesar de nio ﬁnitério, concentrou todo o sew cardter infinitdrio em um tinico
ponto: indugio sobre boas ordens com tipo de ordem transfinito menor que g,. Qu seja,
Gentzen néo s6 reduziu a um linico argumento o carfter transfinito de sua prova de
consisténcia, como também iizfnitc}u seu tratamento transfinito a ordinais menores que g,.
Este resultado, que ja extrapola os limires do programa de Hilbert, uma vez que néo €
estritamente finitdrio, também% pode ser considerade como um resultado inasgural do que
hoje é chamado andlise m*dinaél de teorias formais. Fazer a andlise ordinal de uma teoria
significa, em linhas gerais, iden;tiﬁca: o “tamanho” dos recursos infinitos necessdrios & prova

de consisténcia desta teoria.

k Cf. Gentzen{1935], p. 69,




Hoje, divide-se a Teoria da Prova em dois ramos distintos, a Teoria Geral da Promz,
que tem por fim investigar as propriedades estruturais e combinatérias de provas
formalizadas, e que tem por métodos principais o Hauptsatz ¢ a normalizacio; e a Teoria
Redutiva da vaas, cujo principal objetivo é obter, através do estudo das provas
formalizadas de uma teoria, uma “interpretagio” desta teoria em uma outra que, de acordo
com certos critérios, é mais elementar que a teoria original. Um exemplo deste tipo de
resultado é a famosa Interpretagdo Dialectica, introduzida por Godel[1958], que traduz a
aritmética intuicionista de primeira ordem em uma teoria de funcionais de tipos finitos. Este
resultado de Teoria Redutiva da Prova impulsionou o estudo de um outro tipo de sistema
tormal, o Cdlculo Lambda Tipificado, que hoje é extensamente urilizado em variadas areas do
conhecimento e que, entre outras coisas, pode ser utilizado como mais um tipo de noracio
para provas formalizadas em sistemas de deducdo natural, constituindo-se em mais uma
ferramenta da Teoria Geral da Prova para o estudo das propriedades estruturais e
combinatdrias de dedugdes formalizadas.

Além das provas de consisténcia do programa de Hilberr e das anglises ordinais de
teorias formais, existem hoje outras motivacdes para o desenvolvimento da Teoria Geral da
Prova. Algumas delas com implicacoes bastante prdticas, como por exemplo o estudo de
questdes relativas & programacdo logica e 3 deducfio automdtica, No primeiro caso,
dedugdes formalizadas sfo usadas como ferramentas para computar e, no segundo, sistemas
de computacio sdo usados para efetuar deducdes. Em ambos os casos, as propriedades
estruturais ¢ combinatérias de dedun;éés formais desempenham urm importante papel,

Voltando ao problema da forma normal de dedu¢des formalizadas, que representa

uma questdo central em Teoria Geral da Prova, podemos separar os seguintes resultados

possiveis de serem obridos para um sistema formal S.

(1} Teorema da Forma Normal: toda deducdo formalizada em S possui uma forma

4
normal,

2
Também conhedda como Teoria Estrutural da Prova (Structural Proof Theory).

3
Também corhecida como Teoria Interpretativa da Provs {Interprerational Proof Theory).

4
Sejam % e 7’ formalizagdes em um sistema S para as dedugdes I |- p e A |- ¢ respectivamente. Dizemos gue ©'

& forma normal de 7 quande 7 estd na forma nommale A T,
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(2) Teorema de Normalizagdo Frace: para qualquer deducdo formalizada em S,
podemos obter eferivamente sua forma normal através de uma segtiéncia. finita de operaces

chamadas reducdes.

(3} Tearema de Nomalim@g&o Forte:

{a) Normalizagdcé Forte (Finitude): todas as segiiéncias de reducgdes para
gualguer deducio formalizadaéem S sdo finitas e terminam em uma gdefiugéo na forma
normal;

(b) Church-Rosseré {(Unicidade): a forma normal obtida através das seqiéncias

: 5
de redugdes é inica para cada dedugdo formalizada em S.

Apesar de Gentzen nioé ter encontrado uma prova de normalizagio para NK, hoje
sabemos gue todos os resultaxios acima sio védlidos para NK, NJ e para muitos outros
sistemas formais que foram positeriormente criados a partir dos trabalhos de Gentzen. No
entanto, para a grande maioria?das aplicacdes dos resultados em Teoria Geral da Prova, os
métodos de obtencio destes resfultados sdo tio importantes quanto os proprios resultados.
Por exemplo, se estamos intereéssados em provar a consisténeia de uma teoria matemdtica
formal S, & de interesse ftmd:;merztal sabermos que tipo de teoria matemdtica estamos
assumindo em nossa prova de ﬁonsisténcia de S. Além disso, para o caso das aplicacSes em
computacio gque mencionamos,é & Sbvio que os métodos efetivos e construtivos tém muito
mais inveresse do ¢ue métodos r?léo construtivos,

E possivel separar as deémonstragées encontradas na literatura para o Teorema de
Normalizaggo Forte em dois érupos distintos: as provas semdnticas e as provas sintdticas.

Podemos resumir o método das provas semanticas da seguinte forma: define-se uma

’ Prawitz{1971] introduziv a expreseiéo Tearema de Normalizacio Forte como sendo’ constituida pelos Itens
{3a2) e (3b) acima, ou seia, pama Prawj.vitz, normalizacdo forte significa que todas as seqiidncias de redugio
terminam na mesma forma normal. No envanto, o termo NormalizagSo Forre também € usado na literacura
referindo-se apenas ac Item (3a), sobére a finitude das seqiéncias de redugdes, enquanto gue o Irem (3b) &
‘conhecido como o Teorema da Unicidade da Forma Normal ou Teorema de Church-Rosser, em referéncia aos
autores da primeita prova de um resu:itado deste tipo. Como estes dois resuitados nfo sdo interdependentes e,
muitas vezes, sa0 provados separada:fnente. vamos utilizer nesta tese a expressao Tecrema de Normalizacso
Forte apenas para o ltem (34}, sendo que o Irem (3b} serd referido como Teorema de Church-Rosser.
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propriedade P aplicavel &s deductes formalizadas em um certo sistema formal S, e prova-se
que, se P ¢é vilida para uma deducgio %, entfio 1t é fortemente normalizivel, A normalizacio
forte ¢ obtida provando que todas as deducées formalizadas em $ sarisfazem P. Hi na
literatura vdrias propriedades P de provas seménticas de normalizagdo forte, como por
exemplo a validade forte, de Prawitz{1971], a corwertibilidade, de Tait[1967], & a
computabilidade, de Martin -L6f{1971], entre outras. A desvantagem destas provas
seménticas reside no fato de que elas demonstram algo a mais do que simplesmente
normalizagio forte. Elas demonstram que P, que é mais forte que normalizacio forte, &
vdtida para toda deducdo formalizada. Assim, algumas das propriedades estrururais que
seriam consegiéncia exclusiva de normalizaciio forte, mas nfic necessariamente de P, nio
podem ser percebidas através deste tipo de prova. Uma destas propriedades, por exemplo,

seria um limite para o comprimento das seqtiéncias de reducses das deducdes formalizadas.

As provas sintaticas para o Teorema de Normalizagiio Forte evitam o passo indireto
representado pela definicio da propriedade P. Em Pereira[1974], Girard[1987] e
Massi[1989] obtém-se normalizacio forte, sintaticamente, através de um mapeamento das
seqiiéncias de redugdo em um sistema formal auxiliar, que satisfaz normalizacdo forte, Um
outro método sintdtico para obtencdo de normalizacdo forte, que podemos encontrar em
Gandy{1980] e Vrijer[1987], é o método do ordinal natural. Por este método obtém-se
normalizagio forte através da definigio de uma atribuigio numérica finita que relaciona
provas formalizadas com nimeros naturais, de modo que o nimero 0 (o 1) & atribuide a
provas que estejam na forma normal. Em seguida, prova-se que esta atribuicdo numérica
possui a propriedade de diminuir com as reductes. Se temos uma atrbuicio numérica que
relaciona as provas formalizadas com niimeros naturais e se esta atribuicio diminui com as
redugdes, entdo ¢ claro que todas as segiidncias de redugio para qualquer prova formalizada
380 finitas e terminam em uma prova na forma normal. Um resultado extra que o método
de normalizaco forte via ordinal natural fornece, consiste no faro de que esta atribuicio
numérica que diminui com as redugdes, o ordinal natural, representa um limitante superior

para o comprimento das seqigncias de redugio para as deduces formalizadas de S.

O objetivo principal desta tese € introduzir um método de obtencio de normalizacio
forte via ordinal natural, aplicdvel a sistemas de dedugfo natural e cdleulo lambda

tipificado, no qual a atribuicio numérica utilizada, por coincidir com o comprimento de
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uma seqliéncia de redugio eSpée:ciﬁca - a pior seqliéncia de redugdo ~ representa o menor
limirante superior para o cofnprimento das seqiiéncias de reducio para as dedugdes
formalizadas. O compromisso i)ﬁncipai do método que introduziremos & o de que ele seja
construtivo e elernentar, prodﬁzido apenas através da andlise de propriedades estruturais
combinatérias das deductes fcé;rmalizadas, sem apelo a nenhuma ferramenta matemdtica
sofisticada, juntamente, fareméos um estudo de alguns artigos presentes na literatura que
também obtém normalizacio ﬁorte via ordinal natural. Destacamos neste estudo o arrigo
Howard[1968], que realiza urréa anilise ordinal da interpretacio dialectica de Gadel para a
aritmética intuicionista de préimeira ordem. Sobre este artigo revelamos um fato nido
aspontado pelo autor: uma pré::uva sintdtica do Teorema de Normalizacdo Forte para o

sistema de calculo lambda tipificado A> ¢ conseqiiéncia de seus resulrados.

A motivagio inicial p:é:u'a a realizacdo deste trabalho surgiu em um curso sobre
Teoria da Prova ministrado pélo Prof. Dr. Cosme Damiio B. Massi em 1994, que a esta
época era professor visitante dcé; Departamento de Filosofia da UNICAMP. Em sua tese de
doutoramento, Massi] 1990] u‘:éateve uma prova sintdtica, porém condicional, dos Teoremas
de Normalizaco Forte e C-hmé‘ch-Rosser para o sistema de deducio natural para a 16gica
classica de primeira ordem ', introduzido em Prawitz{1965]. Ele definto uma seqigncia de
reducio maximamente nio eéconémica para as deducées formalizadas em -’ {a pior
seqléncia de redugio) e prcvo@ que, na hipdtese do comprimento {p{x) desta pior seqiiéncia
de reducio para uma dedugﬁoé 1t ser finito, entdo: (a) Ip(x) diminui com as reducdes e (b}
existe uma deducio pertencentée- 4 pior seqliéncia de redugio para T que também pertence &
plor seqiigncia de redugio para 7', deducso obtida a partir de ® através de uma reducio
qualquer. Assumindo como hi?pc’;tese que Ip(x} & finito para toda dedugdo =, o ftem {a} do
teorema de Massi leva a uma'gérova trivial do Teorema de Normalizacao Forte para O, e o
ftem (b) leva a uma prova t%rivial do Teorema de Church-Rosser. A nossa motivagio
principal foi entfo provar q:ie Ip(n) é finito para toda deducfio formalizada z; tornando
assim incondicionails as provas éde Normalizacio Forte e Church-Rosser de Massi,

A estratégia que utilizafmos para obter este resultado consistiu em redefinir lp(m) de
uma maneira que fosse possﬁvel provar sua finitude, Definimos para isso a atribuicio

numérica o{nt) e provamos Qua o{n} associa um nldmero natural = cada deducdo x

formalizada em C’, Em seguidé provamos que o(r)=Ip(r), obtendo assim a Hnitude de Ip(x)
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para toda deducio n. Com isso retiramos a hipdrese condicional dos resultados de Massi,
atingindo nosso objetivo primeiro. Além disso mostramos, independentemente dos
resultados de Massi, que ofn) diminui com as reducoes, e com isso obtivemos uma prova
independente do Teorema de Normalizagdo Forte via ordinal natural para C, consolidando

assim o nosso método.

Durante o desenvolvimento destes resultados, foi-nos apontado pelo Prof. Dr. Luiz
Carlos P. D). Pereira a existéncia de um artigo (Vrijer[1987]) no qual havia uma prova de
normalizagio forte para um sistema de calculo lambda tipificado que utilizava uma
estratégia bastante semelhante 4 nossa. Vrijer definiu uma atribuicio numérica para termos
de cdleulo lambda tipificado, que diminui com as redugées e coincide com o comprimento
de uma seqiiéncia de redugio especifica - a seqliéncia obtida através da estratégia perpérua,
definida por Barendregi{1990]. A descoberta deste artipo nos levou a outros, onde
rambém foram encontradas definicoes de atribuices numséricas finitas que diminuem com
as redugbes e, como conseqliéncia destas definicSes, provas do Teorema de Normalizacio
Forre via ordinal natural. A titulo de comparar o nosso método com o método de Vrijer e
dos outros artigos, desenvolvemos os nossos resultados para o mesmo sistema de cilculo
lambda tipificado destes artigos. Por fim, apresentamos extensdes do nosso mérodo para

alguns sistemas de dedugfo natural de Iégicas intuicionistas e modais.

Esta tese estd dividida em sete capitulos. No Capftulo I sfio apresentados os
principais pré-requisitos necessdrios ao desenvolvimento do nosso método para os sistemas
de dedugéo natural. Fazemos uma répida introdugao 4 dedugio natural, onde as notagtes
noctes mais gerais, tals como as de forma normal e reducdo, sfo definidas, Além disso
apresentamos os seguintes sistemas de deducdo narural, originalmente introduzidos por
Prawitz{1965]: o sistema M para 2 16gica minimal, o sistema [ para légica intuicionista e os
sistemas C e C' para a légica cldssica, sendo que em C’ os operadores para disjungio e
quantificador existencial nio sdo simbolos primitives. Também no Capfrulo 1 apresentamos
a definigdo da pior segiiéncia de redugfo e o resultado de Massi sobre esta seqiiéncia que

discutimos acima.

No Capitulo H iniciamos efetivamente o desenvolvimento do nosso método. Uma

longa série de defini¢Bes e resultados sobre propriedades estruturais e combinatdrias de
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derivagﬁess do sistema ' & apfresentada. Esta série culmina com a definicio da atribuigio
numérica o{%) & com a prova éde que ofm) relaciona univocamente cada derivacio nt de '
com um nimerg natural,

No Capitule I pmvarinos que, para toda derivacio n de (', o(x} diminui com as
reducoes e é igual ao comprir{aentc Ip(m) da pior seqiéneia de redugio para m. Com estes
resultados completamos © nfosso método para o sistema ', obtendo as provas de
normalizacio forte, Charch'Réosser e algumas outras propriedades interessantes envolvendo
olr) e Ip(r), :

Como pré-requisito paréa estudarmos 0s outros artigos que obtém normalizacio forte
via ordinal natural e tambénfl para desenvolvermos © nosso método no sistema formal
utilizado nestes artigos, no Ca%:ituio IV apresentamos uma introdugdo ao sistema de cdleulo
lambda dpificado A e introéiuzimos a importante nogdo de formulas como tipos, que
relaciona estes sistemnas com 'ésistemas de dedugdo natural. Por fim, discutimos as linhas
gerais da guestdo sobre transiferéncia de provas de normalizagdo entre estes dois tipos de
sisternas formais,

No Capitulo V apreésentamos um estudo sobre trés artigos, Howard[1968],
Vreijer{1987] e Beckmann[lélgsl, nos quais também encontramos 0 método do ordinal
natural. |

No Capitulo VI d%enévolvemos completamente o nosso método para o sistema de
cilculo lambda tipificado A% e 0 comparamaos com o método dos artigos -estudados.

No Capitulo VII, vdltamos aos sistemas de dedugio natural e apresentamos
extensdes do nosso método pa}:a os sistemas M e 1 de I6gica minimal e i6gica intuicionista, e
para sistemas de ldgica modai,é _

Por iltimo, nas considéragt‘;es finais, discutimos possiveis desenvolvimentos frturos a

partir dos resultados obtidos neste trabalho.

& .
Derivagdes, como ser visto no Capiailo 1, represencam deducdes formalizadas por sisternas de dedugdo

natural,

10




Capitulo I

Deducao Natural e
Pior Sequéncia de Reducao



Os Sistemas de Dedugdo Natural, desenvolvidos independentemente por jaskowski e
Gentzen no inicio dos anos 30, representam um método de formalizacio para sistemas
logicos distinto do método dos sistemas hilbertianos, desenvolvidos por Frege, Russell e
Hilbert. Segundo Gentzen{1935], apesar de “consideriveis vantagens formais”, a
formalizacdo da dedugio l6gica proposta por estes autores distancicu-se das formas de
deducdo usadas na pritica matemstica, Gentzen desejava que seus sistemas formais
expressassem a0 mdximo o tipo de raciocinio gue se faz nas provas matemdricas. Como
resultado, ele produziu os sistemas de dedugio natural NK, para a légica classica de primeira
ordem, e NJ, para o cilculo de predicados intuicionista de Havting.?

Informalmente falando, podemos pensar em um sistema de deducdo natural como
sendo constitufdo por uma linguagem formal e por um conjunto de regras de inferéncia
estreitamente relacionadas com os simbolos légicos desta linguagem. Com apenas uma
excecdo {a constante do absurdo L, que possui apenas uma regra associada), a cada
operador l6gico da linguagem relacionamos dois tipos de regras: as regras de introducdo e as
regras de eliminagdo. Estas regras expressam as propriedades I6gicas de cada operador e
representam as ferramentas de cdlculo mais bdsicas do sistema,

A regra de introducdo para um operador 16gico habilita o sistema a inferir férmudas
que renham este operador como simbolo principal, enquanto que a regra de eliminacio para
um operador habilita o sistema a inferir algo de formulas que tenham este operador como
simbolo principal.

O obijetivo deste capftulo € introduzir sucintamente os principais pré-requisitos
necessdrios 4 compreensdo dos resultados referentes aos sistemas de deducio narural
presentes nesta tese, O capftulo estd dividide em cinco secSes. Na primeira secio,
introduzimos informalmente os conceitos de regra de inferéncia e derivagdo, Na segunda
secdo, os sistemas de deducfio natural para a 18gica classica de primeira ordem C 2 C, e 0s
sistemas M e | para as ldgicas de primeira ordem minimal e intuicionista, respectivamente,

sdo formalmente apresentados, Em seguida, na terceira secfo, apresentamos as principais

7
Nesta tese trataremos de dois sistemnas 16gicos disrintos baseados nos trabsthos de Brower sobre o

intuicionismo: o que foi inmoduzido por Heyting[1930, conhecido como Bgica intuicionista de Hevting, on
simplesmente ldgice innuicioniste, e o sistema conhecido comoe ldgica minimal, historicamente atribuido a
Iohansson[1236], mas gue 4 tnha sito proposto por Kolmogorov[1925].
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convencdes de noragdo e as deﬁnig@es usuais mais importéntes que utilizaremos, como as de
tormula méxima & derivacio nf::armal. Na quarta secfio, os conceitos de redugiio e segiiéncia
de reducdo sdo expostos; e, ffna}mente, na guinta secdo, ¢ definida a pior seglitncia de
reduco para o sistema C e ¢ apresentado o principal resultado a ela relativo que

8
unizzaremos nesta rese.

§1 Regras de Inferéncia e Derivacdes - Caracterizacio Informal

As regras de inferéncia de um sistema de deducio natural descrevem as deducBes mais

simples através das quais podemos inferir uma conclusdo de um conjunto de premissas. Sao

. Qs Pp .- O . .
escritas na forma —1-22-.2%  onde uma ou mais premissas, representadas por @, ...,

&

Pn, 580 separadas de uma conciuséo, representada por £, p;:)r um trago.

Uma derivacdo represezéﬁta uma deducfo formalizada em um sistema de dedugio
natural e corresponde ao enceildeamento, em forma de drvore, de aplicagtes de regras de
inferéncia. E

Uma derivacio é, portanto, algo da forma:

onde cada tra¢o representa a épiicaf;;’io de uma regra que tem como premissas as fGrmulas
imediatamente acima do trago e como conclusio a férmula imediatamente abaixo do trago.
A derivagio acima realiza ur;na dedugio de F, a dltima férmula da derivagio, que é
chamada de raiz.

Chamamos de hipéteseés_ da derivagio as férmulas que ndo sfo consegfiéncia da

aplicacdo de nenhuma regra (A, B ¢ E no exemplo acima). As hipdteses sdo, portanto, as

8
Exposighes sistemdticas e completas sobre Deducio Natural sdo apresentadas em Genizen[1935],

Prawitz[1965] e Prawitz{1971]. A :;ﬁeﬁrﬁgén e 0s resultados sobre a pior segiiéncia de redupdo para C estio
todos em Massi[1990]. : _
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primeiras férmulas sobre as quais aplicamos regras em uma derivacio. A derivacio
continua, pela aplicacio de novas regras s conseqiiéncias das hipéteses, até chegarmos 2

raiz, que £ 3 fSrmula deduzida.

Durante 2 aplicacdo das regras, algumas hipéreses podem ser cortadss ou
descartadas. Hipdteses séo cortadas para indicar que a dedugéio expressada na derivagio nio
depende dessas hipdteses, Os rétulos “17, ao lado do trago da iltima regra da derivacio do

exemplo ¢ sobre a hipdtese A, indicam que a aplicagio desta regra cortou aquela hipdtese.

Dessa forma, derivagses formalizam dedugdes do tipo I' A, onde o conjunto das
férmulas que aparecem como hipéteses nio cortadas na derivacio é subconjunto de T, e A &

a dtima férmula (raiz) da derivaggo. A derivagio do exemplo acima formaliza as deducses
I' |~ F, para todo T tal que {B, E} T

§2 Sistemas de Deducio Natural

Os sistemas de Dedugdo Natural que apresentaremos aqui foram todos formalizados
em Prawitz[1965] tendo por base a seguinre linguagem, que é introduzida nos termos

usuais, e possui um conjunto enumerdvel de:
¢ pardmetros {(a, b, ..., a4y, by, -},
» varidveis (XX ¥, ... Xy Yoo ooohy
+ simbolos de predicados n-drios (P, Q, ..., P, Q,, ...},
+ simbolos de funcdes n-drias if, g, ... f10 8y, 20
A linguagem do sistema C’ possui ainda os seguintes operadores ldgicos:

+ conjungio (A), implicagio (=), quantificador universal (¥)e constante do
absurdo (1) '

A linguagem dos sistemas C, M e I possui, além dos operadores iégicos de C', os

seguintes:
+ disjungio (V) e quantificador existencial (3).

Os termos e formulas da linguagem sio definidos, indutivamente, dz maneira usual,
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1.2.1 OBSERVACOES:

() Utilizaremos as letras 1, u, ¥,..., com ou sem subindices, como varidveis sintaticas

schre termaos.

{by Utilizaremos tanto aséietras latinas maitsculas (A, B, ...) quanto as letras gregas
minusculas (@, ¥, ...}, com ou se{n subindices, como varidvels sintdticas sobre f&rmulas,

(¢ A negacio é simbolo c’;eﬁnido por: —A =4 AL

{dy A distincio entre parfémetro e varidvel rambém é a usual: todas as varidveis sd0

ligadas. Varidveis livres sdo, portanto, tratadas como parametros.

1.2.2 DEFINICAQ: Regras cile Introducio e Eliminagio

Com exceciio da constar{te do absurdo, para cada operador ldgico existem regras de

introducio e de eliminagio, que sao definidas da seguinte forma:

A B A ~B ArB
— (A ~Ed), AE
AnB (D A By mginRd
[A]l [B]
A : B AvB C C
widy,: i W
AV Avet™ s (vE)
[A] _
: A AoB
—— e T T (B
AsB g ©H
A WA
e vE
‘sfog(x)( b Ay )
(Aw]
A 3Ax B
e (3 S T (@E
vy o @E)

onde:

(@) Uma fsrmula escrita entre colchetes acima de alguma premissa da regra, indica
que a aplicacdo desta regra em uma derivacdo pode cortar as hipdteses daquela forma que

ocorrem acima da premissa.
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(b} A indicagso que aparece entre parénteses, depois de cada regra, é o “nome” da

regra, que contém o conectivo e o tipo da regra (introducio ou eliminacio).

(c} As regras (V]) e (3E) possuem restrictes concernentes ao parametro ¢, chamado

de parametro proprio da regra (V1) ou (JE) em que ocorre, sobre as quais falaremos mais

adiante,

Apesar de ainda nio termos caracterizado totalmente os sistemas, velamos, como
ilustrago, um exemplo simples de demonstracio em deducio natural de um teorema do

fragmento positive da 1dgica cldssica de primeira ordem,

1.2.3 EXEMPLO:
-9x(Fx A Bx = (VxFx A ¥xGx)

Prova:

YaxFx A B0 we ¥x(Fxn Gx' e

Fan Gaves FbnGh e
Fa Gb
¥xFx VxGx i
VaFx A VxGx (=D - t

Vx(Fx A Gx) o (VaFx A ¥xGx)

Iniciamos a derivagio com duas hipdteses, nas quais aplicamos regras de inferéncia, e
seguimos aplicando novas regras até chegarmos & férmula desejada. Os simbolos entre
parénteses ao lado do trago de cada aplicaglio de regra idendficam a regra que aguela
aplicacgo representa. Note que a dltima regra da dertvagio possui o “rétulo” 1, gue é o
mesmo rétulo que aparece nas hipdteses da prova. Esta notacdo, como jd vimos, € usada
para relacionar hipdteses cortadas com as aplicacdes de regra que as cortaram. De acordo
com z descricio da regra (DI}, a aplicagiio da regra marcada por | corta as duas dnicas
hipdteses da derivagdo. Portanto, esta derivacio deduz Vx(FxaGom(VxFxa¥xGax) do vazio.
Logo, Va(FxaG)a((VaFxAV2Gx) ¢ reorema.
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1.2.4 OBSERVACAQ:

E importante distinguirmos claramente férmula de ocorréncia de formula em uma
derivacio. Quando nos referizinos, por exemplo, indistintamente a ¥x(Fxa(3x), estamos nos
referindo a uma férmula dé linguagem dos nossos sistemas. No- momento em gue
pscrevemos as férmulas em téima derivacio, cada “férmula” grafada é na verdade uma
ocorréncia de fdrmula, que jéuntamente com sua forma tem uma posigio especifica na
derivacdo. Quando dizemos, gi)or exemplo, a ocorréncia mais 4 esq;uerc_:la de ¥x(FxAnGx) na
derivacio do Exemplo 1.2.3, eéstam()s nos referindo a uma ocorréncia de fSrmula. [Zm geral
chamaremos ocorréncias de fé?mulas simplesmente de ocorréncias, e as férmulas relacionadas

a estas ocorréncias de formas das ocorréncias.

1.2.5 DERINICAO: Ocorréﬂcia Dependente

Dizemos gue uma ocorréncia de férmula A em uma derivagio depende das hipdteses
que ocorrem acima de A qué ndo foram cortadas por nenhuma regra de inferéncia que

precede A,

1.2.5.1 OBSERVACAO:

Na derivagio do Exenfxplo 1.2.3, Fa, por exemplo, depende da hipdrese Va(FxaGx)
mais & esquerda da derivag?ao,épois esta hipétese ocorre acima de Fa e, apesar de ser cortada,
ndo ¢ cortada por regra éque precede A. Por outro lado, a raiz da derivagdo,
YaFx A G} D (IxFx A ‘s?’x(-éix), ndo depende de nenhuma hipdtese, pois as duas dnicas

foram cortadas por uma regra que precede esta ocorréncia.

1.2.6 RESTRICOES: Rest?rigées a Aplicaciio das Regras de Inferéncia

(@) Restricdo parz a éregra (vl): O parimetro e nic pode ocorrer em nenhuma
hipdtese da qual Al dependaé.

{b) Restricio para a ré:gra (HE): O parametro a nfio ocorre em B nem em nenhuma
hipétese da qual a premissa rémenor B dependa, com excegdo apenas para as hipdteses A

que sdo cortadas pela regra.
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1.2.7 CONVENCOES: Sobre Parametros Préprios

Para simplificar certos detalhes formais, assumiremos os resultados sobre parametros
proprios de Prawitz{ 1965], que garantem que sempre podemos ter derivacoes que respeitem
as seguintes restriches: °

{@) Um pardmetro em uma derivagio é parametro proprio de no maximo uma regra
{vD ou (3E).

(by O parémetro proprio de uma regra (V1) s6 pode aparecer em férmulas que
ocorram acima da conclusdo da regra (V1) em questao.

(@) © pardmetro préprio de uma regra (JE) s6 pode aparecer em formulas que

ocorram acima da premissa menor da regra (3E) em questio.

1.2.8 DEFINICAO: O Sistema de Légica Minimal M

As regras de inferéncia descritas em 1.2.2 determinam o sistema de deduciio narural
para a légica intuicionista minimal de primeira ordem, abreviado por M.

Como a negagio ¢ dada pela abreviagiio —A =g AL, as nicas regras de M que
lidam com a negacfo s&o casos especiais das regras (D) e (OE) aplicados a AL, Utilizando

a abrevia¢io acima podemos escrever estas regras como:

[A]

L _ A A
—/ e """iE
(=D "y (E) n

1.2.9 DEFINICAO: O Sistema de Légica Intuicionista

O sistema de primeira ordem [ para a 16gica intuicionista de Heyring é determinado

pelas regras descritas em 1.2.2 e pela regra do absurdo intuicionista (1) definida por:

L

10
onde A & diferente de 1.

2
Para maiores detalhes ver Prawitz[1965], pp. 27 2 20.
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1.2.10 DEFINICAO: O Sistema de Légica Classica C
O sistema C para a 1ééica cldssica de primeira ordem é determinado pelas regras de

inferéncia descritas em 1.2.2 ai:rescidas pela regra do absurdo cldssico {1,) definida por:

[-A]

4
I =
(Le) A

onde A é diferente de B> L (01,21 seja, de —B). B

t.2.11 DEFINICAO: O Sifstema de Légica Classica C’

O sistema O’ para a l6gica cldssica de primeira ordem é obtido a partir do sistema C
: 12
desconsiderando-se os simbolos I6gicos (v}, (3) e suas respectivas regras de inferéncia.

§3 Definicdes e Converfxgﬁes Gerais

Apresentaremos aqui as defini¢des & convencdes mais gerais sobre deducds natural

que utilizaremos no decorrer deste texto.

1.3.1 NOTACOES: Convéngﬁes Usuais

(@) A letra grega 7, ccrfn ou sem indices superiores ou inferiores, denotard derivagtes.
A letra grega %, com ou sem indices superiores ou inferiores, denotard seqiidncias de
derivacges, incluindo a seqﬁéﬁcia vazia.

(b) O simbolo = & usado como indicacio de identidade sintdtica entre derivacdes.

10 - .
Na versio deste sistema apresentada em Prawitz{1971] exige-se também que A seja aromico. No entanto

estamos utilizando & versgo apreserr;l:ada em Prawitz[1965] que nio faz esta restrigio.
E f4cit ver que esta restrigio nﬁo@ limita o sistema. Cf Prawiz[1965], pp 20 e 21,

* Nio & difict demonstrar que €' também realiza a logica cldssica. Basta tomarmos 3 e v como simbolos

definidos da maneira usual, ¢ criérmos derivagoes em C' que produzam os mesmos efeitos que as regeas

envolvendo 3 e v produzem.
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{e) A notagio r{r) denota a ocorréncia final de % (a ocorréncia deduzida em ), a

qual chamamos de rair da derivacio 7.

yis
(d} A notacdo A denota uma derivacio x onde () =A.

Ty v W
A

iifrima aplicacdo de regra, que pode possuir uma ou mais premissas, as quais 580 deduzidas

L T - )
(e} A notacio — =~ denota uma derivagdo na qual estamos focalizando a

pelas derivaches =, ... .

(i As hipdteses de uma derivacio também serio chamadas de top-formulas da

derivagio,

r
{® A notacio  denota uma derivacio T onde I’ ¢ um subconjunto especifico das
7

top-formulas de %, Se todas as ocorréncias pertencentes a I forem ocorréncias da mesma

r [A]
térmula A, ento  pode ser escrito como™ . Se T for um conjunto unitdrio com uma
i T

A
ocorréncia A, entdo  pode ser escrito como |, denotando uma derivagio 7 na qual A &
o A

) 13
uma top-fSrmula de 7,

(h) Dado , chamaremos as ocorréncias de fdrmula pertencentes a I' de hipdteses
n

r
destacadas de
7

Ty
- - R [ . — - . e 4 L
{1y Sejam A1 e | derivages. A notacio {A] denota a derivacio obtida através da
7,
Ry
. \ o By
substituicdo de cada hipétese destacada de pela derivacio A
R
() As notacdes nf ¢ . denctam o resultado de substituir todas as ocorréncias do

pardmetro a pelo termao ¢ em todas as ocorréncias de férmula em % e T respectivamente,
(k) Em uma regra de eliminaggo (0F), a premissa que possui o operador 16gico @ que
é eliminado & chamada premissa maior (PM). As outras premissas, se houver, sdo chamadas

premissas menores (pm),

13
Note que [" ndo & um conjunto de formulas, mas de ocorréncias de fdrmaulas em uma certa derivacio .
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Por exemplo, na regra (DE) {L{;ﬁfﬁ} ,ASB EPMe A é pm,
(I} A conclusdo da aplité:au;éo de uma regra em uma derivacio também chamamos de

ocorréncia gerada pela aplicacdo da regra na derivagio.

(m) Chamamos as top-férmulas de uma derivagiio que nfo foram cortadas por

nenhuma aplicagdo de regra, d;e top-formulas abertas ou hipgteses abertas.
: [A]

(n) Denotaremos por n,a, (1) © nidmero de hipdteses destacadas de
P £A] D .

1.3.2 DEFINICAO: Férmula Maxima (FM)

Dizemos gue uma ocotréncia de férmula ¢ numa derivagio n & formula mdxdma em
7, denotada por FM,, quando ¢ for consegiiéncia de regra de introdugéo ou do absurdo e

premissa maior de regra de eliminacfo.

A nogio ﬁmdamentaié de forma normal pode agora ser definida formalmente de

modo bastante simples,

1.3.3 DEFINICAQO: Deriv%igﬁo Normal

Uma derivacio 7 é normal ou estd na forma normal, quando nenhuma ocorréncia de

formula em 7 é férmula méixima.

8§84 Reducdes

As redugdes que apresentaremos nesta segio foram definidas com o objetivo
principal de eliminar férmulas méaximas das derivagdes, de modo a transformar derivagGes
quaisquer em derivagdes normais. Vamos inicialmente definir formalmente as redugdes para

em seguida falarmos um pouco mais sobre elas.
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As redugdes definidas nesta seqdo estdo divididas em 2 grupos diferentes: as reducdes
operacionais, definidas em 1.4.1 a 1.4.8, ¢ as reducdes permutativas, definidas em 1.4.9 o
1410,

Dizemos que 7’ ¢ uma reducdo imediata de =, ou que 7 se reduzy imediatamente ¢ 7, e

denotamos ® —» T', quando ' ¢ obtida de 7 por uma das 10 maneiras abaixo {1.4.1 2

1.4.10%:

1.4.1 A-reducio

T, T,
A, A,
A, A %
T el 2 ~»  T=A,  {i=1,2)
A
Ry
T3

OBSERVACAQ: Mesmo que A, e A, sejam ocorréncias da mesma férmula, ndo existe
ambigliidade na reducdo, pois em m deve estar expresso qual regra de eliminacio da

conjuncio foi utilizada ((AEd) ou {(AEe)).

1 04‘2 :)'I‘Edugﬁﬂ’ 1

[AJ* T,
T, {Al
, B ) T,
A AoB ,
T = B - = B
T, Ta

Ry
T
1 jﬂm T,
A A-B ,
T = - =B
B
?{3 753

14 .
Todas as redugdes que apresentaremos agul foram inmoduzidas em Prawitz{1965],
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1.4.4 VY.reducio

T, |
Ao RCHn
= E{-;\—?éﬂ - 11:’5 Awn
T, 2
1.4.5 vredugio-1
.
A [AK AR
o T, T
Az ' Aa B : B
(@) = B
gy
TIAK AL
T, My
AvAs B B
me
1.4.6 vreducio-2
pa ALK
—_— 71'.2 7{3
Az v A3 B <)
@)= T k
T,
AL AR
e T, 3
Az v A3 B =]
b= B § k
T,

Ty
- #n'=B,onde C=A,oul=1;
) .
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1.4.7 3redugio-t

yon
A(L; [Awl 1T
T 1
_ FeA o Bz . [Aw]
= *"m“'-é“————*"k - I = m,
Ty B
Ty
1.4.8 Jredugio-2
Ty
Am =,
%= Ap B - = TEBZ
R — s B,
B i
T, 3
1.4.9 d.permutacio
7, n, T,
3:3{1} A TE., A 24
= A 5 24 - r'= 318(:(] D '
D
g g

onde A ¢ premissa maior de regra de eliminagfio e Z, pode ocorrer 4 esquerda de A,

1.4.10 v-permutacio

Ty Ry My e Mg
BvC A A T, A L, A %,
= A s — "= Bv( B B .
D D
g g

onde A é premissa maior de regra de eliminagfio e Z, pode ocorrer 3 esquerda de A,

1.4.11 DEFINICAO: Seqiiéncia de Redugo

Uma segiéncia de reducdo para wma derivacio T é uma seqiiéncia de derivacdes
ey Ty Moy, oo tal guer

(D én

(2) Cada m,,, 8 uma redugdo imediata de x,.
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1.4.12 NOTACOES:

(@) A notaciio T —» 7’ indica que existe uma seqiiéncia de redugio de comprimento

finton{l<n<a@)naqualmé 71:1 e ' é w,. Diremos neste caso que mse reduz a 7'

(B Anotacio L —»; @' élenota queT=7 oUR —» .

1.4.13 DEFINICOES: Nortﬁalizag:éio
(a} Uma derivacio nt é niamtalizdvel se T ~wg 7 tal gue 1 € derivacdo normal.

(b} Um sistema de dedu@io natural sarisfaz normalizacdo fraca se toda derivagiio deste

sistema é normalizavel,

(c} Uma derivaciio % & fortemente normalizdvel [ se toda seqiiéncia de redugic para 7 é

finita e termina em uma derivacio normal.

(d) Um sistema de dedu&;éo natural satisfaz normalizagdo forte se toda derivagiio deste

sistema ¢ fortemente normalizdvel,

(e) Um sistema de deduég;ﬁo natural possui a propriedade de Church-Rosser se roda
seqiiéncia de redugio finita para qualquer derivagfic T termina na mesma forma normal. Ou

seja, se a forma normal para uma derivagio, quando existe, € dnica,

1.4.14 COMENTARIO: Juistiﬁcando o Sistema C’

AAB
B

A-oB
B

Considere a derivagio 1 = ., Note que T representa a seguinte deducio:

A, ArB |- B. Note também qué A-B ¢ uma frmula méxima segundo a Definicdo 1.3.2.

Se observarmos as regras de inferéncia descritas em 1.2.2 & o exemplo acima,
podemos perceber o gue fol chamado em Prawitz{1965] de principio de inversdo entre as
regras de introducdo e-eiiminaééo para cada conectivo. Para ilustrar o principio de inverséo
Prawitz diz: :

“A aplicacdo de uma regra de eliminacgao essencialmente

a.penasérestaum o que ja havia sido estabelecido se a premissa
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maior desta aplicagdo fosse inferida pela aplicacdo de uma
15
regra de introducéo.”
Uma férmula maxima, comoe A-B do exemplo acima, representa exatamente esta

situacio. O que j4 havia sido estabelecido antes da introdugio que gerou a fSrmula maxima

do nosso exemplo era exatamente: , que formaliza a deduciio AAB - B, mas também

formaliza a dedugdo do exemplo: A, AAB - B,

A constatagio do principio da inversio sugere que para cada deducio deve haver
uma derivagio gue a realize, na qual nio ocorram férmulas méximas que sejam
conseqiidncia de introducio.

Nos teoremas de normalizacdo, em geral, estabelecemos que a partir de uma
derivagio qualquer, podemos obter uma derivagio normal da mesma deducio. Ou seja,
queremos obter derivacdes em que nio ocorram férmulas maximas de nenhum tipo.

Visando isso, Prawitz introduziu as redugdes como métodos de eliminacio de
formulas mdximas para obtencio de derivaces normais: para eliminar as férmulas méximas
que sejam conseqiiéncia de regra de introdugio ou de 1., Prawitz criou as redugses
operacionais (1.4.1 a 1.4.8), que sdo fortemente inspiradas no principio de inversio. Para
resolver problemas especificos com férmulas méximas cujos conectivos principais sao 3 e v,
Prawitz criou as reducbes permutativas. Jd para as fSrmulas méximas conseqiiéncia da regra
do absurdo (L), justamente por elas ndo obedecerem ao principio de inversio, uma vez que
nio existern regras de introdugdo e eliminagfo associadas 3 constante do absurdo, as
redugdes representam um problema de dificil solucso.

A solucdo de Prawirz tanto para o problema das reductes do absurdo quanto para as
redugdes permutativas, que nio sdo intuitivamente claras, foi restringir a l6gica cldssica a
certos conectivos nio problemidticos (A, o, ¥ e 1) através da criacdo do Sistemna C'. Prawitz
demonstrou que, para cada derivagio ® em C’, podemos obter uma ountra, n¥, que
representa 3 mesma dedugio, onde toda aplicacdo da regra do absurdo cldssico (L) tem
como conseq@éneia uma fSrmula atﬁ:;rnical.18 Neste caso, nenhuma conseqiiéncia de (L)

pode ser premissa maior de regra de eliminacdo, pois sendo atémica, ndo possui conectivo

Q: CF. Prawitz{1965], p 33.
b
Cf. Prawitz{1965], pp 3% & 40.
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# & uma derivacio em que ndo ocorrem férmulas maximas

para ser eliminado. Portanto, ‘IZ
que sejam conseqiifncia da regﬁ-a do absurdo cldssico.

Dagui para frente, sem}pre que nos referirmos a uma derivagio de ', estaremos nos
referindo 2 uma derivacido ]a transformada, em que todas as regras {l. possuem
conseqiiéncia ardmica. Dessaéforma, as dnicas reducoes relevantes ao sistema ' sdo as
reducBes operacionais dos ccémectivos presentes neste sistema {1.4.1 a 1.4.4), que sio
intuitivamente claras e mais sifnples de lidar.

O resultado principal édesta rese, que desenvolveremos nos Capfrulos H e HI, serd
obtido para o sistema (', e pértanto rem relacdo apenas com as redugées 1.4.1 2 1.44. As
demais reductes sé serdo utilizfadas guando propusermos uma extensdo deste resultado para

os sistemas M e [, no Capftuloé VI desta tese.

85 Pior Segiitncia de Rédugiia para C’

A definiciio de pior seci&éncia de redugio para derivagSes em ' que iremos enunciar
e utilizar foi introduzida em Massi[l990], Capitulo VI A pior seqiiéncia de reducio para
uma derivacdo n &, intuitivarfn.ente, aquelz que leva em considera(;ﬁb todas as férmulas
méximas gue podem ser geradéas a partir das férmulas méximas j4 existentes em . sso quer
dizer que, para cada “possivelé” formula méaxima @ de 7, existe um paséo da pior seqiéncia
para % que realiza a reducio d;e 0.

Apresentaremos agora duas definigdes necessarias 3 definigdo da pior seqiiéncia.

1.5.1 DEFINICAO: F(n)
Sefa & uma derivagio hm C’. Denotamos por F{rt) a primeira ocorréncia de fGrmula

mixima de 7, de baixo para cima e mais 2 direita,

1.5.2 DEFINICAO: Férmula Maxima Principal - FP(m)
A férmuia mdxima prinfcipal de w, representada por FP(x), € definida por indugéo no
nimero de ocorréncias de férmulas maximas em 7, da seguinte maneira:

(1) Base: A tnica férm;.iia maxima de 7t é FP{x);
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Ty

" B
(2) Se ¢ da forma 7 = L__Bfﬁ?_, cal que
T3
) ASB & Fim;

e
(i) A regra (o) mostrada nio corta rop-férmula de
entio:

» FP(R) = {AZDB , se %, for normal;

FP(r,}, sem, ndo for normal .

T, B

{3}Senédaforma =

{iy A-B é Fm);

|+
(i1) A é cortada pela regra () mostrada,

entio
+ FP(nt) =AoB;
Ty o
A, A
) A, AA, . ]
4)Semédaforma ns= e (1<i<1}), onde A;nA, 8 Fln),
Ny

entdo, para (L £ €2 e j= i} temos que:

v FP(n) = {Ai/\ﬁ\2 , sew; for normal;

FP(z.} , se®, nio for normal ,
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Ty
A

(5) Senéddaforma & ~:=' X%Q- , onde VxA( é F(m),
: t

s

entdo:

o FP() = VxA().

1.5.2.1 OBSERVACAO:

E imediato, pela definicio acima, que para cada derivacdo nio normal & existe uma
e apenas uma ocorréncia de férmaula ¢ tal que @ =FP(m). QOu sejz, FP(n) existe e € {inica para

toda derivagdo ndo normal 7.

1.5.3 DEFINICAO: Pior Seqﬁéncia de Redugdo

A pior seqiiéncia de réedugﬁo para uma derivagio m em C’ € uma segiidncia de
derivacdes denotadas por n”“,éﬁ”, w°?,... , tal que:

(Lyr® ém;

(2} Cada ™' & obtido.é de 7°* pela redugio de FP(m™*);

(3) A iltima derivacio da seqiiéncia, quando existe, é normal.

1.5.3.1 OBSERVACQES:

(@) A notacio & D’ ir§1dica que t’ = °%,

{b) A notacdo 1t E» n'.’ indica que existe 1 < i< tal que ' = n°% Neste caso,
dizemos que 7 se reduy da pmr forma a 7. A notacio 1t $»e ' indica que T =" ou 1t E» .

{c) Note que se & ¢ nérmal,_ entdo © = T°° & a tnica derivacio da pior seqiidncia de
reducio para 7.

{d) Tamhém utiiizarenéos a notagdo w° para t°%.

(e) Denotaremos o ccrfnprimento da pior seqiiéncia de reducio para n por Ip(w).

{fy Como, pela Obser‘éag;ao 1,5.2.1, para cada derivagdo nio normal n, FP(r) € tnico,

entdo, por isso e por {c), para cada derivaciio x, a pior seqliéncia de reducdo € unica.
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() E imediato, pela unicidade da plor seqéncia que: (1°)° = 7°™*, Qu seja, o
{m+1)-8simo termo da pior seqiiéncia para &% & exatamente o {n+m+1)-ésimo termo da
pior seqGéncia para 7.

(h} Denotaremos por ° a tltima derivagio da pior seqiiéncia de redugdo para 7,
quando esta for finita.

() Para quaisquer mpn<Ipmi<o ¢ claro que & = (% = =%, pois a pior
seqiiéricia € Unica e ©°" e =°° pertencem 2 pior seqiiéncia para ..

() Também pela unicidade da pior seqiiéncia de reducio temos: k= L = 7" = 2P,

1.54 TEOREMA:

Admita que Ip(r)<® para toda derivacio x. Se 7 se reduz imediatamente a ©
(m — ), entdo Ip(r’) < Ip(n}) e existe uma derivacio n* tal que = Bwg ¥ & 1 Emg b
PROVA:

Ver Massi[1990], pp. 903 105. ¢

1.5.5 OBSERVACAOQ:

O teorema anterior estabelece que, na hipdtese do comprimento para a pior
seqfiéncia de reduglo, Ip(n), ser finito, temos Ip(’) < Ip(x) para toda derivacdo %’ reducio
imediata de m. Isso significa que, se provarmos que Ip{r) é finito para toda derivacio =,
entdo Ip(m), ou gualquer outra atribuicio que seja igual a Ip(r) para roda derivacio =,
representa um ordinal natural para derivagses em C.

Além disso, o teorema anterior estabelece outro fato bastante importante. Se
admitirmos Ip{m) < © para toda derivacio =, 2 unicidade da forma normal & um corolsrio
imediaro de sua segunda parte. Dessa forma, provar a finitude de Ip{n) para toda derivacio
% implica ndo apenas que o Teorema de Normalizacio Forte é coroldrio do Teorema 1.5.4,
mas rambém gue o Teorema Church-Rosser, da unicidade da forma normal, é corolsrio do
Teorema 1.5.4. Volraremos a estas consideragdes no Capitulo I desta tese, depois de

termos demonstrado a finitude da pior seqligncia de redugio para toda derivacio .

31



Capitulo II

Finitude e Unicidade da

Atribuicdo Numérica o(r)



Neste capitulo introduziremos a arribuicio numérica ofx) que associa univocamente
cada derivacdo x de C’ a um ndmero natural {finito) que possui 2 propriedade de diminuir
com as reducdes. Esta arribuigio representa o nosso ordinal natural do sistema C, que serd
o indice de inducio para uma prova trivial do Teorema de Normalizacdo Forte. Como
introduziremos neste capitulo muitas propriedades puramente estruturais das derivagoes de
', em muitas ocasides utilizaremos exemplos e comentdrios informais como ilustragio.

A arribuigio o{n} pode ser entendida como uma contagem exata de rodas as
“possiveis” fdrmulas mdximas de uma derivacio. Isso significa somar todas as formulas
mdximas atuais a todas as férmulas mdximas gue podem surgir em qualquer seqiiéncia de
redugio para a derivago. Se nossa atribuicio o{r) representa de faro este nimero, entdo 6
esperado que ela diminua com as redugdes, pois se T — 7', ainda que esta reducio tenha
criado em 7’ muitas novas fdrmalas médximas que nfo ocorriam em %, com certeza a fSrmula
méxima reduzida ndo existe em 7' e, entdo, o ndmero de todas as possfveis formulas
mdximas de m, o(f), ¢ no minimo uma unidade maior que ofn’). Dessa forma, a nossa

defini¢io de of{n} tem que ser pautada por dois compromissos fundamentais:

{a) representar de fato uma contagem de todas as possivels férmulas msximas para
uma derivacio n e, portanto, diminuir com as reducses;

(b} ser produzida de uma maneira tal que seja possivel provar sua fAnitude,

Podemos dizer que o comprimento da pior seqiiéncia de redugio de Massi, Ip(n),
cumpre satisfatoriamente, por si 58, apenas o primeiro compromisso, mas ndo o segunda, A
defini¢do de ofx) que proporemos aqui, por sua vez, cumpre de fato os dois objetivos. Além
disso, como provaremos que o{m)=Ip{n) para toda derivaciio 7, a nossa definicio de ofm)
pode ser interpretada como uma maneira alrernativa de contarmos o ndmero de todas as
possiveis formulas mdximas de uma derivacio =. Maneira esta que nos propiciou a prova de
sua finitude. '

Neste capitulo apenas definiremos formalmente a atribuicfo off) e provaremos sua
finitude e unicidade para toda derivacio m. A prova de que ofn) diminui com as reducoes e
a prova do Teorema de Normalizagio Forte e dos outros resultados que obtemos como

conseqiiéneia deste desenvolvimento, apresentaremos no capfrulo seguinte.
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- O capfrulo estd divi.didéo em 4 secdes principais. Na primeira delas, apresentamos a
nocdo de segmento-or, que é Lima das mais importantes propriedades estrururais do nosso
desenvolvimento, sobre a quai estd alicercado boa parte do nosso método. Virios outros
conceitos relacionados com esf:e também sdo definidos. Além disso, introduzimos algumas
propriedades e ¢s primeiros éresultados envolvendo as nogdes apresentadas. Ainda na
primeira se¢do, no Comentéricé 2.1.16, fazemos uma breve exposicio informal do mérodo de

obtengdo de o{r), com o intuito apenas de esclarecer e situar o leitor.

-

Na segunda secdo, outra noco importante & apresentada: a nogdo de subdrvore.
Virios resultados envolvendo esta nogdo e os conceitos anteriormente apresentados serdo

aqui desenvolvidos.

Na terceira secdo, introduzimos as nocdes de multiplicacio estrela e segiiéncia

estrela, e provamos a finitude & unicidade da seqiiéncia estrela de toda derivaggo 7.

Na quarta e iltima secio, com todo o aparato até aqui desenvolvido, conseguimos
finalmente definir formalmente a atribuicio numérica o{n) e em seguida demonstramos sua

finitude e unicidade para toda derivacio w.

§1 Segmento-g

A definiciio de segmenjto‘a ¢ ponto de partida e chave para a definicio de o(n). E
através dela que teremos cmm‘éﬁcées de identificar e computar as possiveis novas formulas
médximas que poderdo surgir? a partic da redugdo das atuais. Ela pode ser ertendida,
intgitivamente, como uma zlinaneira de identificar certas ocorréncias de formulas que
“gravitam” em torno das férémuias mdximas de uma derivacio, e que representam as
occorréncias que tém possibilfdade de se tornarem férmulas mdximas, caso as fSrmulas

miéximas sobre as quais elas gravitam sejam reduzidas.

Faremos agora uma série de defini¢des técnicas necessirias 4 definicdo de segmento-oL.
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2.1.1 DEFINICAO: Premissa Esquerda e Direita - E o) e D (p)
Ty Ty
8

C

b

Considers a seguinte derivacio: © =

, lembrando que

& uma

aplicaciio de regra de inferéncis em .

Dizemos que A, a premissa esquerda da aplicacio da regra, € a premissa esquerda de C
em 7, e denotamos por: A=EJ(C). Analogamente, B & a premissa direita de C em T,
denotada por: B=D(C).

n’l
Se m é do tipo: 7 = B dizemos que A, a tinica premissa de B, € a premissa direita

Ty

de B em m (A=D,(B)), e que EB) nio estd definida,

2.1.1.1 OBSERVACOES:

(a) Se A é premissa de B em =, dizemos que A ocorre imediatamente acima de B em nt
e que B ocorre imediatamente abaixo de A em 1.

{b) Dizemos que @ ocorre & esquerda de wem wse m é da forma m = , onde @

C
T3
ocorre em X, e Y ocorre em %, Se ¢=A=r(r) e y=B=1(x,), entfo dizemos que @ ocorre

imediatamente & esquerda de wem .

2.1.2 DEFINICAO: Ramo

Uma segfiéncia A,, ... , A, de ocorréncias de férmulas em uma derivagio T & um

rame se estiverem satisfeitas as seguintes condicGes:
{1} A, ¢ top-férmula;
(2} A, é premissa de A,,,, para cada ({ <n);

3) A, &rln).
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2.1.2.1 OBSERVACOES:
(a) Cada ramo de 7 8 a seqiiéncia das ocorréncias que se inicia em uma top-frmula &
vai descendo, através das aplicégées de regras, até chegar 2 raiz.

(b} Dizemos que @ ocorre acima de y em 1, se @ e  sdo ocorréncias de formula em e

existe um ramo (A, ..., Ajemntalquep éA,, WA, e i<].

2.1.3 DEFINIGAO: Segmento
Um segmento, em uma derivacio &, ¢ uma seqliéncia A, , A, , ..., A, de ocorréncias

consecutivas de férmulas em um ramo de x.

2,1.3.1 OBSERVACOES:

{a} Denotaremos segmezé*ltos pelas letras p e |, com ou sem indices.

{b} Quando dissermos: é“seja p um segmento ..." e nic especiﬁcé&mos nada sobre @
derivagio em que p estd deﬁénido, j4 estard tacitamente subentendido que estarnos nos

referindo a um segmento p de uma derivacio qualquer 7.

2.1.4 DEFINICAOQ: Compﬁmento de um Segmento

Definimos o comprimento ou tamanho de um segmento p, denotado por Hp}, como o
nimero natural que representa o nimero de ocorréncias de férmulas do segmento p. Se

p=A,,..,A, entio I(p):nf,

2.1.5 DEFINICAOQ: Ptmteéentre Segmentos

Uma ocorréncia de fSrmula © de uma derivacio m é uma ponte entre 0§ segmentos

p,=A,, ..., A ep,=B,, ..., B,, quando um dos dois itens abaixo ocorre:
(1) Ou ¢ & premissa de B, e consegiiéncia de A,

(D Oupé prerrfissa de A, e conseqgiiéncia de B,

'72.1.5.1 OBSERVACOES:

{a) Uma ponte ¢ a inica ocorréncia entre dois segmentos.

(b} Dizemos que P, e P, sdo segmentos ligados quando existe uma ponte entre eles.
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2.1.6 DEFINICAO: Cadeia-p de Segmentos

Dizemos que X=p,, O, Pyy Py -.os Pants Pu1r P € uma cadeia-p de segmentos de uma
derivacio . se: '

() Para todo i, 1 <i<m, p,=A,, ..., A, é um segmento de 7, o qual chamaremos
de subsegmento de X

(Z}Paratodoi, 1 i < m, @, éponteentre p, e Pisat

(3) A menos de parametros, cada o, (1 i < m) &€ ocorréncia da mesma férmula 5

{daf 0 nome cadeia-@).

2.1.6.1 OBSERVACOES:

(@) E imediato pelas definicdes de segmento e ponte de segmentos que X, uma cadeia-
@, & POr 503 Vez um segmento.

(b} Algumas vezes denotaremos X por: X=a;p,, ..., Pa » onde @ é a Brmuls daz

pontes de X & py, ..., Py S40 05 subsegmentos de X.

2.1.7 DEFINICAO: Centro e Ocorréncia Central

Dizemos que o centro de p=A,, ..., A, , denotado por cfp), é o ntimero racional dado

por: clpy=(n+1)/2. Se c{p) £ inteiro, entdo A, , é chamada de ocorréncia central de p.

2.1.7.1 EXEMPLO:

po=Ay, Ay A, A A A p,=B,, B, EI» 8,, B,
clpy=3,5 clp)=3 B, € ocorréncia central,

2.1.7.2 OBSERVACOES:

{#} Podemos entender ¢{p) como um numero gue divide p ac meio, de tal forma que
o niimero de ocorréncias com indices menores ou iguais que cfp) é igual ao ntmero de
ocorréncias com indices maiores ou iguais que c(p) em p.

(b} Se p tem comprimento par (n é par), c{p) ndo é inteiro, portanto, p ndo DOSssii

gma ocorréncia central.
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{¢) Dizemos que uma ociorréncia A, de p=A,, ..., A, estd na primeira metade depseli
< clp). Se i 2 clp), entdo A, estdéna segunda metade de p. Note que a ocorréncia central de um
segmento P estd nas duss meta;:zies de p.

(d) Quando dissermos: Q“Seja p um segmento de ocorréncia central A%, j4 estard

racitamente subentendido que p tem comprimento {mpar.

2.1.8 DEFINICAO: Ocorréncia Simétrica
Seja p=A,, ..., A, um sfegmento. Dizemos que as ocorréncias A, e A, sdo ocorréncias

simétricas em p quando elas eqiiidistam do centro de p. Ou seja, quando: Js - clp)] = Ir - c(P).

2.1.8.1 EXEMPLO:

Sao simétricas as ocorréncias “unidas” dos segmentos abaixo:

5

pl:Au A’n _Aza Au Asa As 132:8;; Bas Baa qu

=y Ny

2.1.8.2 OBSERVACOES:

{g) Tods ocorréncia de ﬁualquer segmento p possui uma ocorréncia simétrica.

{) A tnica ocorréncié que & simétrica a si mesma € a ocorréncia central de um
Segmento. |

(¢} Diremos que as oc@rréncias simétricas de um segmento formam pares, & que a
ocorréncia central faz par ccﬂsigo mesma, Chamaremos cada par de ocorréncias simétricas
de um segmento de par simétrici:o,

(d) Sejam A, 2 A, c;corréncias simétricas de p=A, .., A, E ficil ver que:

r=n-s5+1 & 5 = n-r+1,

2.1.9 DEFINICAO: Segmento-a de Nivel 1
Seia p=~A,;, . A, um segmento em uma derivacdo m de ocorréncia central A,.
Dizemos que € um segmenté)-a de nivel 1 em = se, para todo jral que 1 £ <4 =c(p), A,

{ocorréncia da primeira metade de p) e A, (ocorréncia da segunda metade de p simétrica
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a A}, a menos de pardmetros, sdo ocorréncias da mesma formula, onde A, ¢ conseqiiéncia

de regra de introducdo e A,_,,, ¢ premissa maior de regra de eliminacdo.

2.1.9.1 EXEMPLO:

Considere 1 a seguinte derivacio:

A B
(-— AnB G
(AABIAC D
p% Lj{A/\B)AC)A ~» FM

(AABIAC
AnB

A

O segmento p= AAB, (AABIAC, ((AAB)ACIAD, (AABIAC, AAB ¢ segmento-o de
nfvel 1 em x, pois as ocorrBncias de cada par simétrico de p sio ocorréncias da mesma
férmula, sendo gue suas ocorréncias da primeira metade sio todas consegiidncias de regra
de introdugdo e suas ocorréncias da segunda metade sdo todas premissas maijores de regra de

sliminacio.

2.1.9.2 OBSERVACQOES:

(@) E imediato pela definicio que se p ¢ um segmento-ot de nivel 1 em %, a ocorréncia
central de p é a tnica férmula méxima de ©t em p. Veja que, no exempla, ((AABACIAD &

formula médxima,

(b} Dizemos que um segmento-¢ de nivel | € determinado pela ocorréncia de férmula

maxima que ele contém (sua ocorréncia centraf).

{c} Também & imediato pela definigfo acima gue toda ocorréncia de férmula maxima

determina um segmento-o. de nivel 1, que tem pelc menos a prépria FM como elemento.

{d) Denotamos o maior segmento-ot {maior compnmento) de nivel | em n,

determinado pela FM g, por: o ().

{e) Dizemos que cada par simétrico de um segmento-a de nivel 1 é um par-o de nivel 1.
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2.1.8.3 COMENTARIOS:

Vamos reromar a deﬁvaar;z“ao 7 do Exemplo 2.1.9.1 acima, e aplicar a Redugio 1.4.1 2

sua Unica férmula méxima. Temos:

A B

ArB c A B
(AAB)AC 4\%3 c
D {FM}

((AABIAC)A > o =2 (ABINC™
(AABINC \/ AAB
AnB A

A

n

W

A redugio aplicada a TC fez o par-& {par de ocorréncias simétricas) mais préximo do
centro de p se “colapsar” em éuma tinica ocorréncia de (AABIAC em 7', Esta ocorréncia é,
por sua vez, férmula maxima ém ', pois é conseqiléncia de introdugio é PM de eliminacio.
Se agora reduzirmos aéférmula mixima de 7', temos uma situagio semelhante, onde
duas ocorréncias de AnB de Ic’ se colapsam em uma tinica ocorréncia de 7", que é fSrmula

méxima. Vejamos:

A definicio de segmerélto«a de nivel 1 foi introduzida justamente para dar este tipo
de informacio. Se p=8, C, D, C, B for um segmento-o de nivel 1 em uma derivacio =,
entdo [J, a ocorréncia centraj, de p, 6 FM em . Sua redugio produz uma derivagio T na
qual as duas ocorréncias de C se colapsam em uma tnica, que ¢ FM em 7', A redugiio de C

em 7', por sua vez, produz uma derivagdo 7" na qual B ¢ FM,
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Se p & a,{D) (0 mais comprido segmento-a determinado por D em ), entdo sabemaos
também gue a reducic de B em 1" ndo produz uma férmula méxima na ocorréncia

colapsada em ©'”, caso contrdrio haveria mais um par simétrico em p.

A definicdo de segmento-o de nivel 1, no entanto, néo consegue identificar todas as
férmulas maximas que podem surgir do colapso das ocorréncias que gravitam em torno das
formulas méximas de uma derivagdo. Para conseguir identificar rodas essas, precisamos
tornar esta defini¢io mais poderosa, e, para isso, introduziremos o conceito de SEgMeEnto-oL
de nivel n, com n> 1. Este novo conceito € introduzido por uma definicio indutiva, da gual

a defini¢do de segmento-tt de nivel 1 & a hase,

2.1.10 DEFINICAQ: Segmento-q de Nivel n {(n>1)

Dizemos que p=A,, ..., A, & um segmento-c de nivel n (n> 1) em uma derivacio x, se

existe i <m/Z tal que as seguintes condices sdo satisfeitas;

(1) Para todo j, 1 £ j < i, A, {ocorréncia da primeira metade de p) e
Ayseu {ocorréncia da segunda metade de p simétrica a A)), a menos de parametros, sio
ocorréncias da mesma férmula, onde A, é conseqfiéncia de regra de introducio e A, 6

premissa maior de regra de eliminacio;

(2) A,.; {ocorréncia da primeira metade de p) e A, (ocorréncia da segunda metade
simétrica a A,,,) representam a primeira e a dltima ocorréncias de X, uma cadeia-¢ de

segmentos em X gue satisfaz duss propriedades:
(2.1} Todos os subsegmentos de X sdo segmentos-& de nivel menor que n, e
(2.2) Pelo menos um subsegmento de X é um segmento-tt de nivel n-1:

(3) A menos de parametros, A; e A, 580 ocorréncias da férmula o, ponte entre os

segmentos da cadeia X.

2.1.10.1 EXEMPLO:

Considere 7 a seguinte derivacdo:
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A B,
AsB C.
~(ANBINC D,
(AABINCIAD , —> M
| (AABIAC o

» AA~B _§ —¥ ponte

Co(AAB) 4
@D(CD(AAB))‘Q ~y FM

ArB 4,
: A

Os nimeros nas regraséséo apenas para distingdo de referéncia entre as ocorréncias
de formula.

Analisando a deﬂvagéo 1 podemos encontrar duas fOrmulas miximas e dois
segmentos-of de nivel 1 determinados por elas:

D, = (AABIAC, ((AMBIACIAD),, (AABIAC), e

.= (Co(AABY,, £}:;(C§:>(AAB>»8, (C(AABY),.

Note gue p, e p, sdo séegmentos ligados, & (AAB), € ponte entre p, e p,. Portanto,
podemos considerar a seguinteécadeia—cp em 7 | '

X=p,, ¢, p, onde (pmé(A/\B}ﬁ. _

Note gue as ocorrénciias imediatamente acima e imediatamente abaixo de X sido
ocorréncias da mesma férmulré; (AAB), que é a férmula da ponte de X, sendo a primeira
conseqiiéncia de regra de intrcfvdugéo e a segunda PM de regra de eliminagdo. Dessa forma,
remos caracterizado o seguinteésegmento-a de nivel Z em 7

p=(ArB),, X, (ArB)y.

p & segmento-o de m’veji 2 em T, pois o par de ocorréncias simétricas externas a X em
O é composto por ocorrénciés da mesma férmula, sendo a primeira conseqiiéncia de
introdugdo e a segunda PM deé eliminacio (p satisfaz 2.1.10-(1)); além disso, X € uma cadeia-
o onde seus dois subsegmenitas sdo segmentos-t de nivel 1 (p satisfaz 2.1.10-(2)); e as
ocorréncias imediatamente an%:erior a X, imediatamente posterior a X e a ponte de X, sdo
rodas ocorréncizs da mesma féirmula (p sarisfaz 2.1.10-(3)).

O guadro completo é: -
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2.1.10.2 OBSERVACOES:

(@) Dizemos que um segmento-t de nivel n (n> 1) é determinado pela cadeia-¢ de
segmentos que ele contém.

(b} Quando dissermos que p & um segmento-®, sem especificar seu nivel, estard
racitamente subentendido que p ¢ um segmento que satisfaz ou 2.1.9, ou 2.1.10.

(c} Denotaremos o nivel de um segmento-at p por n{p).

(dy Dizemos que cada par simétrico de p, um segmento-t c_ie nivel n, que ocorre fora
da cadeia X que determina p, ¢ am par-a de nivel n. Ou seja, os pares-&t de nivel n sio os
pares que satisfazem o item 1 da Definigdo 2.1.10.

{e} E facil ver que se gep & ponte da cadeia X que determina p, entio @ &

conseqiiéncia de regra de eliminacio e premissa de regra de introducéo.

2.1.10.3 COMENTARIOS:

Vamos retornar i derivagdo n do Exemplo 2.1.10.1. Temos em n duas fHBrmulas
miximas que determinam dois segmentos-o de nivel 1, cada um deles com uma ocorréncia
central e um par simétrico (par-t} em torno desta. Se reduzirmos estas duas férmulas

mdximas, obtemos a seguinte derivacio '
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A B,
AnB C .
- {AABINC 5 > M
- ANB
G . Co(AAB) s & M
AnB

Note que %’ tem duas fc‘::rmulas méximas, ambas previstas nos seg;mentos—a de nivel 1
de = Além disso, os dois ségmentos—cx de nivel 1, determinados peias duas fdrmulas
méximas de 7, s6 possuem as proprias FMs como elementos, pois a ocorréncia
imediaramente abaixo de (MB)AC ndo é premissa maior de regra de eliminagdo, & a
ocorréncia imediaramente acin?xa de Co(AAB) ndp é consegiigéncia de ;égra de inrroducgio.

No entanto, se reduzirmos as duas FMs de 7', obtemos a seguinte derivagio 7™

A8,
o= AAB o oM
: A , onde AnB é FM em nt".

Note que AAB & uma férmula méxima de uma derivacio & qual T se reduziu (através
de 4 redughes), e nenhum séegmentoa de nivel 1 em =% foi capaz de indicar gue as
ocorréncias {AAB), e (AAB),, 1mam se “colapsar” em uma fSrmula mixima.

Isso ocorreu porgue exrfx 1t temos dois segmentos- de nivel 1 separados por apenas
uma ocorréncia. Quando reduzimos completamente os dois segmentos-a, tivemos o
“colapso” de trés ocorréncias em uma dnica, que se tornou férmula méxima: a ocorréncia
imediatamente acima do pri:ﬁeiro segmento, & ocorréncia entre os dois segmentos e a
ocorréncia imediatamente abalxo do segundo segmento.

O que este exampio ;Iustra é que ndo apenas férmulas mdximas podem dererminar
pares de ocorréncias gue as redugoes podem fazer colapsar em novas formulas mdximas

(pares-ot). Seqiigricias de segmantos separados por ocorréncias da mesma formuia (cadeias-

17
Masma a menos de parimetros.
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¢} também podem. E exatamente este tipo de situacio que os segmentos-a de maior nivel
permitem descrever,
Podemos representar esquematicamente um segmento-o de nivel 1 arrsvés de um

hexdgono, da seguinte maneira:

O centro, mais largo, representa a férmula mdxima que o determina, Como cada
ocorréncia da primeira metade & conseqiéncia de regra de introducio, o “cmnp1-‘er~u'~3ﬂto”18
das férmulas vai sempre aumentando na primeira metade, até chegar 3 formula maxima no
centro. Como as ocorréncias da segunda metade sio todas PM de regras de eliminacio e
ocorréncias das mesmas fdrmulas que as ocorréncias da primeira metade, o “comprimento”
das formulas na segunda metade vai diminuindo na mesma medida em que aumentou na
primeira,

Expandindo este tipo de representagio para segmentos-a de nivel 2 temos, por

exernplo:

18
Esta nogso seed introduzida formalmente mais adiante.
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Cada hexdgono mais efscuro do centro representa um segmento-t de nivel 1 que é
subsegmento de X, a cadeia éque determina o segmento. A lacuna entre os hexdgonos
representa ogorréncia da poé‘nte de X, e os dois trapézios das pontas, mais claros,
representam as duas seqi‘zénciaés de ocorréncias simétricas que ocorrem fora de X. A de cima
formada por ocorréncias conséqﬁéncias de introduciio, £ a de baixo por premissas maiores
de eliminacdo. Cada par-a de inivel 2 tem uma ocorréncia no trapézio de cima e outra no de
baixo.

De acordo com a Defiié'ligﬁ() 2.1.10, um segmento-tt de nivel 3 é um segmento-gt no

qual pelo menos um dos subsegmentos da cadeia que o determina é segmento-tt de nivel 2.

Esquematicamente, teriamos algo como:

Com isso tudo acreditamos ter deixado clara a definicio de segmento-tt.
Apresentaremos agora mais algumas definicées e resultados bdsicos concernentes aos

segmentos-. para, em seguida, de posse de todas essas ferramentas tedricas, fazermos uma

48




explicacio preliminar de como obteremos a atribuigio numérica o(n), e de porque temos
afirmado que ela intuitivamente representa o namers de todas as possiveis férmulas

mdximas para uma derivacio w.

2.1.11 DEFINICAO: Ocorréncia Pesada (OP) ¢
Ocorréncia Candidata a Férmula Maxima (CM,)

Dizemos que uma ocorréncia de férmula @ em uma derivaciio 7 € uma ocorréncig
pesada em 7 (OP,) se ¢ for premissa maior de regra de eliminagdo e pertencer a algum
segmento-o de 1.

Se ¢ for OP; e nio for FM,, dizemos que ¢ ¢ ocorréncia candidata a férmula mdxima

ou candidata a mdxima em 7 (CM,).

2.1.11.1 OBSERVACAO:

Como toda férmula mdxima determina um segmento-tt {ver Observacio 2.1.9.1-(c)) e

€ premissa maior de regra de eliminagdio, entdo toda formula méxima & ocorréncia pesada.

2,1.12 LEMA.:
Para cada ocorréncia pesada @ de uma derivagio % temos uma e apenas uma
ocorréncia ¥ em 7 que forma par-0t com .
PROVA:
Existéncia:
Seja p o mais comprido segmento-o. de menor nivel ao qual @ pertence.
Se n{p)=1, entdio o resultado € imediato pela Definicie 2.1.9,
Se n(py> 1, temos:

(i » ndo ocorre em nenhum subsegmento da cadeia X que determina p, pois sendo p
nio seria o segmento-o de menor nivel 30 qual @ pertence; e

(i)} @ ndo & ponte de X, pois ¢ é PM de eliminacio, e toda ponte de X é premissa de
introdugdo {ver 2.1.10.2-(e)).

Logo, por (i) e (i) temos que @ ocorre fora da cadeia X que determina p, e portanto

o resultado € imediato por 2.1,10-(13.
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Unicidade: :

A unicidade & garantiaa pela unicidade dos segmentos-tt que é garantida pela
anicidade das aplicacdes de regras. Nao existem dois mais compridos segmentos-ct de menor
nivel ao qual @ pertence. Istoé pode ser provado com uma inducio dupla, no nivel dos

segmentos- e na “distincia” entre @ e a formula maxima ou cadeia que determing p. ¢

2.1.13 DEFINICAOQ: Oa:orrééncia Associada 3 Qcorréncia Pesada - ass, (o)

A ocorrénciz w, em uma derivacio m, gue faz par-¢ com a ocorréncia pesada 9,

chamamos ocorréncia asseciada 4 ¢ em 7 e denotamos por: W =assy(@).

2.1.13.1 OBSERVACQES: |

{a) Todos os pares-a de qualquer segmento-ot sdo formados por uma ocorréncia
pesada e uma ocorréncia assocfada a esta. Portanto, se y=ass, {0}, entdo @ e Y, a menos de
pardmetros, sd0 ocorréncias {:1a mesma fSrmula, onde W é consegiidncia de regra de
introducao & @ € premissa rnaioér de eliminacio.

(b) Se p € formula méxijma em T, entio @=ass{@). Ou seja, @ € ocorréncia associada
2 §i mesma em T.

(c) Se w=uss (0}, onde (p ¢ CM,, entdo w ocorre acima de @ em .

(dy Os pares-¢t de urfna derivaco, com suas ocorréncias pesada e associada,
representam os pares de ocoréréncias que podem se colapsar em uma formula méxima
quando realizamos redugoes.

(e} E facil ver, pelas Déﬁni;c‘aes 2.1.9 e 2.1.10, que se w=ass{@), entdo, no préprio
segmento-oL em que estio @ e w, existe pelo menos uma FM que ocorre entre @ e W, ou seja,

acima de @ e abaixo de y.

Seguern agora mais duas definicdes, que serdio Uteis nos esclarecimentos gue virdo a

SegIr.

2.1,14 DEFINICAO: Combrimenta de uma Derivagio - ()
QO comprimento de umaﬁ derivacio m, denotade por i(#), é um nimero natural que

representa o numero de ocorréncias de férmulas de 7. Formalmente:
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- {1} Se 7 & uma férmula, (T =1;

(2) Se n & -’-‘iT’E- =)+ e+ M)+ 1.

2.1.15 DEFINICAO: Férmula Mixima Multiplicativa
Se @ ¢ uma férmula méxima em = e a reducio que se aplica 2z ¢ ¢ a —ereducio-1

(Definicio 1.4.2), dizemos que ¢ & formula mdxima multiplicativa em =,
2.1.15.1 EXEMPLO:

[A]" n,
T, [A]
Ty -~§~——x T,
7 = f__%_?_& - w= B = A»BéFM multiplicativa de 7.
Ty T3

2.1.16 COMENTARIO: Fsquema Geral do Método de Prova

Se analisarmos as redugBes descritas em 1.4 que se aplicam a C', veremos que, com

exceciio da Redugdo 1.4.2, todas as demais possuem as seguintes propriedades:

(1) a redugdo imediata obtida a partir delas tem comprimento estritamente menor
que a derivacio original;

{2} 86 alteram as ocorréncias da derivagdo exatamente no local da FM eliminada.

Se n for uma derivagio na qual nenhuma redugdc de nenhuma das seqiténcias de
reducfo para % é uma D-reducio-l (do tipo 1.4.2), entido, i{x) é um limitante para o
comprimento de todas as seqiéncias de redugio para %, pois a cada reducgio que fizermos,
como nenhuma € do tipo 1.4.2, o comprimento da reducsio imediata sempre diminuirs.
Chamemos a uma derivacio com esta caracteristica de derivacdo esmelaw.

Com a definigde de segmento-0t que apresentamos, temos uma maneira de saber se

uma derivagio qualquer & é estrela ou nfo, basta que para isso olhemos para todos os

19
Mais sdiante apresentaremos a definiciio formal.
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pares-ct de 7. Em cada par-a ié temos antecipadamente a informacio do tipe da fdrmula
maxima em que ale pode se torhar.

Seja (W,) um par-o cie x, onde @ é OP, & y=ass5{@) e considere as seguintes
condiches:

{a) A regra de eliminagéo da qual @ é premissa maior é (DE);

{b) A premissa menor da regra em que @ é premissa maior ndo ¢ hipdtese aberta em 7;

(c) A regra de introdugé;o da qual ¥ & conseqiiéncia corta alguma top-férmula de 7.

Chamamos de ocorréncia multiplicativa uma OP, ¢ que satisfaca essas trés condicdes.
Qe isso ocorrer, entdo a férmula méxima em que o par-a {y,0) pode se tornar serd do tipo

que é reduzida por 1.4.2 (uma FM multiplicariva). Veja:

(AT T,
Ty [Al
Ty 4 B o,
A A A-B , B
B per 14z
My Mg Ry
Figura 2.1.16.1

Se nenhum dos pares‘éz de 7w satisfizer as condigdes (a) a {¢) acima, entdo T € uma
derivagio estrela na qual nen;huma redugio de nenhuma seqtiéncia de redugsio é do tipo
1.4.2. Isto é verdade porque,é neste caso, os pares-o. de T representam todas as possiveis
férmulas méximas de 7, j4 qué: as reducdes distintas de 1.4.2 sé podem produzir novas FMs
nas imediacges da FM reduzida, e sio exatamente essas possiveis FM que os pares-o
identificam. :

Temos entdo, atravésé dos segmentos-cl, uma maneira ndo s6 de saber se uma
derivagdo & estrela, mas tambem de saber o ntmero de todas as suas possiveis férmulas
miximas, caso ¢la o seja.

Diante disso, a idéia ﬂa atribuicio numérica of) foi a seguinte: vamos definir um

processo para transformar uma derivagio 7t qualguer em uma derivagio estrela 7%, na gual
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poderemos identificar todas as possiveis f6rmulas méximas de T através dos pares-¢ de 7¥,
Este processo basicamente consiste em identificar os pares-ot que podem se tornar fSrmulas

méximas multiplicarivas {0s que satisfazem as condicGes (@) a (o) acima}, e fazer a seguinte
operagio:

L2
[A]" [A]
T, Ty
B B
AoB N AHB
n, Ty ' T4
A AnB 2 A AoB
B B
T3 Ry

Figura 2.1.16.2

%,, que seria “multiplicado” na Redugio 1.4.2 guando o par-o (A-B, ADB) se

tornasse uma FM, jd é multiplicado exatamente para o lugar em que ele seria na reducio.
. 20
Chamemos esta operacdo de multiplicacio-*,

Fazendo isso, (ADB, AmB) continua sendo um par-g, s& que agora um

par-nt que néo satisfaz a condigéo (b), e a férmula mdxima na qual ele pode se tornar nio
mais € reduzida por 1.4.2, mas por 1.4.3. Veja:

Ry
[A] [A]
Ty %y %,
B ) B [A] Ty
AnB A-B T [A]
iy Ty Ty 8 .,
A ADB A A-oB A A-B
B = B —» B portda B
b T T3 £y
Figura 2.1.16.3

Definiremoes formaimente mais adiante.



Note tamhém que a derivacio final, apds a reducfio da férmula méxima em que o
par-ct se tornou, é a mesma, quer tenhamos feito ou ndo a multiplicagio-* no par-a (ver
Figura 2.1.16.1). : '

Com isso, queremos mopstrar que a alteracdo provocada pela multiplicagio-* ¢é
apenas a antecipacdo de um passo que a redugdo faria. Ela realiza uma parte do trabalho

que a redugdo faria, sem no entanto eliminar a possibilidade do par-ct se tornar uma FM.

Os pares-¢ dos segmentbs—a nio conseguem identificar todas as possiveis formulas
méximas de uma derivacio nééo—es:rela justamente porque a Redugio 1.4.2 alrera as
ocorréncias da derivagio nio a;?:enas no local da férmula maxima eliminada, mas também
em todos os pontps onde 1, e “multiplicado”. Quando realizamos uma multiplicacio-*,
estamos justamente provocandb esta alteracio na derivagio, gue pode proporcionar o
surgimento de novas FMs e, coriseqiientemente, de novos pares-¢¢, sem no entanto eliminar

nenhuma FM nem par-o da derivacio original,

Dessa forma, o trabaihc;') para obtencio da atribuigdo numéricé o{m} consiste em
provar que, de uma maneira cbntrolada, conseguimos, através de um nimerc finito de
multiplicagdes-*, rransformar uma derivacio qualquer ® em uma derivagio estrela
correspondente 7t*, na gqual pfcdemos agora “contar” o niimers de todas as possiveis
formulas maximas de =, apenasé contando o nimero de todos os pares-a de #*. Com isso,

fazemos o) ser o nimero de pares-o de T*.

Se provarmos que a cada derivagSo 7 temos uma e apenas uma derivagio w*
associada, a qual obtemos através de um nimero finito de multiplicacdes-*, temos que o
nimern de pares-o de 7% (o(w)) iepresenta uma atribuicdo numérica Gnica e finita para cada
derivacgo T que, pelo que discurimos acima, deve representar o numerc de todas as
possivels férmulas maximas de 7.

Podemos entdo dividir o trabalho resrante para a obtencéo do ordinal natural da
seguinte forma:

{(a) Formalizar esta deﬁniqéo de ofnt} provando que & uma atribuigio univoca e finita
para toda derivagio % '

(b Provar que o{m) diminui com as redugGes (t — 7’ => o{rt") <ofR)y e, porranto, é

um ordinal natural para .
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(c) Provar que o(n) € igual ao comprimento da pior seqiiéncia de redugdo para toda
derivagio 1t (o(m) =Ip(m) e, portanto, que & o menor ordinal natural para (.

(d) Provar o Teorema de Normalizacso Forte para C’,

O Item (@) é desenvolvido neste capitulo, enquanto que os ltens (b), (¢) e {d)
realizaremos no capitulo seguinte.

Diante do discutido acima podemos sinterizar o processo de obtencdo de ofr) da
seguinte maneira: dada uma derivagic 7 obteremos uma segiiéncia finita de
multiplicacbes-*, w = g% 5 7" B 7" & ., 5 x* = 1%, onde 1* ¢ uma derivacio estrela
{que n#o possui ocorréncias multiplicativas), o{%) é entdo definido como ¢ nimero de
‘ocorréncias pesadas de %, que pelo que discutimos deve representar o niimero de todas as
possivels fdrmulas mdximas para 7.

A prova de que o{n) assim definido € dinico e finito para cada derivacio z & obtida
através de uma adaptacdo do método de Prawitz para a demonstracio do Teorema de
MNormalizacio Fraca para O 21, que consiste em propor um critério de escolha para a
ocorréneia multiplicativa que deve ser multiplicada a cada passo da segiiéncia de

multiplicacdes-*. O critério que adotamos & o seguinte:

{m) Chamamos de T{m) a ocorréncia multiplicativa de ® de maior comprimento
{maior niimero de conectivos) cuia ocorréncia associada ocorra mais acima e 3
direita em .

(b} Cada =* (I <1< n) da seqfidncia estrela € obtido pela multiplicacio-* de T(x**4).

Chamemos de g{n) 0 comprimento méximo das OM, e de ng(n) a quantidade de
OM, com comprimento mdximo (igual a g{x)). Através do critério de escolha de Tim
provamos gue se T & x*** pela multiplicagdo-* de Tix), entdo o par {g{n*), ng(n™)) ¢

22 .
major que o par {g{x"**Y), ng(x*™**). Dessa forms, uma indugfo dupla em (g{n), nglm)

O, Prawit]1965], p. 40.
* Estamos considerando que {g,, b)) > {a,, by} se a, > a,, ouse g, =a, e b, >b,.
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prova a fnitude desta seqi‘xénciia de multiplicacoes-*, que termina em uma derivagio estrela
n*. |

Mas se n* foi obrido dé % arravés de um nimero finito de operacdes finitdrias (as
multiplicacdes-*), entdo n* teh comprimento finito, e portanto um nimero finito de
ocorréncias pesadas, Como of% } ¢ definido como o nimero de ocorréncias pesadas de w¥,
remos garantida a finitude da airibuigéo o).

Como a cada d&rivaqécf; 7 6 podemos ter um T{x) relacionado, a seqliéncia de
multiplicactes estrela que ievcué a T & 1inica para cada derivagio n. Assim, a cada derivacio

7 temos um Unico ®* associado e, portanto, um dnico o{).

Esperamos, com todas essas consideracBes, que s pudemos fazer apds termos
introduzido as nog¢des mais fundamentais, apenas ter esclarecido o leitor sobre o caminho
que adotamos para a obtencdo deste resultado. Seguimos agora com ‘a exposigio formal

deste argumento.

2.1.17 DEFINICAO: Grau de uma férmula - gr(o)

O grau de uma férmult%z @, denotado por g{p), é um niimero natural definido
indutivamente da seguinte marﬁeira:

{1} Se ¢ & fSrmula atﬁmiéca, entdo gr(e)=0;

(2) Se ¢ & (ADB) ou (AAB), entio grip)=gr(A)+r(B)+ 1;

(3) Se © ¢ (VxAx), entdo, gr(O)=gr(A)+ L.

Ou seia, o grau de u.maéférmula @ é o nimero de ocorréncias de conectivos em ¢ (o
comprimento de §). |

Antes de terminarmoé esta secio demonstraremos dois teoremas diretamente
relacionados com a definigio de segmento-t, que relacionam o comprimento de ocorréncias
de segmentos-O CoOM SUas posxgoes nestes segmentos. Estas relacdes podem facilmente ser
percebidas, geometricamente, na representacio esquemitica que sugerimos para o8
segmentos-¢. em 2.1.10.3, Esteé teoremas serdo tteis para a demonstracio de que todas as
novas ocorréncias pesadas ﬁ;ue podem surgir  da multiplicaco de T{r) tém grau

{comprimento} estritamente menor que o comprimento da ocorréncia multiplicada (T{x)).
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2.1.18 TEOREMA.:

Se p=A,, ..., A, é um segmento-o de nivel 1, entdo toda ocorréncia ©em p @& tal
que: gr(p) = gr(A,).
PROVA:

Imediata pela Definicio 2.1.9. o@

2.1.19 TEOREMA:

Sejam p=A,, ..., A, um segmento-a de nivel maior que 1 ¢ X=g;p,, ..., p, a cadeia
que determina p. Temos que:

(1} Toda ocorréncia v de p que nio estd em X & tal que:

gr(Ay < grlw) < grlo);

(2) Toda ocorréncia y, de cada p, (1 €< n) é tal que griy,) > gr(o); e

(3) Toda ocorréncia y de X ¢ tal que gr(y) = gr{o).
PROVA:
Frem (1)

Imediata pela Definicgo 2.1.10. 7 #

Item (2)
Provaremos por inducdo em n{p}).
BASE: n{p)=1 (por hipdtese do teorema n{p)>1).
p entdo € do tipo: p= A, ..., A, X, Apiars - A, onde X é a cadeia de segmentos

que determina p.

Podemos escrever cada p, {1 <i<n)de X como: p,=8,,, ..., B,,.

@) Como n{p}=1, entdo, pela Defini¢io 2.1.10(2), para todo i, 1 i < n, nip,)=1.
Pela Definiggo 2.1.10-(3), sabemos que A, e A_,,, sio ambas ocorréncias de .

(ii)y Porranto, cada p, de X tem como ocorréncia imediatamente acima e

imediaramente abaixo uma ocorréncia de @.

23
Ver representacao esquemstica dos segrentos-ot de nivel 1 nos Comengirios 2.1.10.3.

24
Ver representacio ssquemdtica dos segmentos-o de nivel maior que 1 nos Comentsdrios 2.1.10.3.
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(i} Por (i} e pelo Teoreéma 2.1.18, remos que toda ocorréncia v, de cada gy, é tal
gue gr{y,} = gr(B, ) para todo i (1 <i<n).

{iv) Por (i) e pela Definigﬁo 2.1.9, temos que B,, é consegiiéncia de regra de
introducio na gual uma ocoréréncia de © & premissa. Logo, gr(B,)>gr(0), para todo i
(1<i<n.

Porranto, por (i) e (i;:u), temos que toda ocorréncia v, de cada p, é val que
gr{vy) > (o). |
HI: Seja g um segmento-x & }(uﬂq)u; Ly, ..., U, a cadeia que determina p. Se n{y) <n{p),
entdo toda ocorréncia £, de cacéia u, (1 €1 <) éral que g > grloy).

Como no caso da base étemos: :

p é do tipo: p= A,, , AL X A .. - Ay, onde X & a cadeia de segmentos que
determina p.
Podemos escrever cada ;)i (1 £i%n)deX, onden(p,)>1, como:
o= B oo Buo Xis Buiociuss oo B

Paratodoi, | €i<mn, cénsidere: :

(@) w, uma ocoérréncia de algum p,, tal que n{p,)>1, que ocorre fora da
cadeia X,.

{b) £, uma ocorr;éncia de algum p,, tal que n{p,) > 1, que ocorre na cadeia X,.

{c) £, uma ocorréncia qualguer de algum p,, tal que n{p,} > 1.

() L uma ocorré'éncia qualquer de algum p,, tal que nip,) =1,

ey L7, uma ocorfréncia qualquer de algum p,.

{f) 1, a Srmula céias pontes da cadeia de X,.

Para provar o Irem {2), tf:emos entio que provar que gr(l”;) > gr{o).

Pela Definicdoe 2,1,1(}-{22}, n{p)<nl{p) paratodoi, 1 <ign.

(v) Portanto, para cada épi, tal que n{p,) > 1, vale 2 hipdtese indutiva.

{vi) Por (v) temos que g?é(E_,i) > er(@,).

{vii} Pelo lrem (1), temo?s que griy,) =2 gr(B,).

{viii) Mas, para todo ;, 1 €i<n, By, é conseqiléncia de introdugio da qual uma
ocorréncia de ¢ € premissa. Poérts.nto, gr(B, ) >grlo).

{ix) Logo, por {vii) e {vii?i) temos que griy,) > gr{Q).

58




(x} Pelo Item (1} temos também que griv,) < grlo,).

{xi) Portanto, por (i}, (ix) e (x) temos que gr€ ) > gr{o).

(xii} Por (ix), {xi} e por (@}, (b) & [c) temos entdio que: ar(C,) > gr{o).
(xiti} Pelo Teorema 2.1.18 temos que gr{(,) > gr(B, ).

{xiv) Logo, por (uiil) e (xiii), temos que gr’) > gr(o).

Portanto, por (xii}, (xiv} e por (¢}, (d) e (e}, temos que grilMy > gr{o). O

Item (3}

Como as tnicas ocorréncias de X além das ocorréncias de P, 550 ocorréncias de @,
ponte de X, temos, pelo ltem (2), que toda ocorréncia w de X € tal que

griy) 2 grio). +

§2 Subdrvores

Terminadas as definicoes e resultados estritamente relacionados com Segmentos-C,
vamos nesta secio, continuando nosso caminho para a definicio formal de ofn), apresentar
definigdes e resultados que relacionam os segmentos;cz com as derivagdes & com partes
especificas das derivacdes em que eles ocorrem. O principal conceito que introduziremos é o
conceito de subdrvore, o qual utilizaremos para nos referir a partes das derivacdes que

também tenham estrutura de drvore,

2.2.1 DEFINICAQ: Quase-Derivacio
Uma quase-derivagtio é um encadeamento de aplicacoes de regras de inferéncia em
forma de drvore e difere de uma derivagio apenss por ndo precisar respeitar as restrigoes

1.2.6 para aplicaciio das regras de inferéncia,

2.2,1.1 OBSERVACOES:
{a} Note que toda derivagio é uma quase-derivacio.
(b} Para simplificacsio de notagdo, quando for dispensdvel a distingdo entre derivacio

e quase-derivacio, poderemos tratar quase-derivacdss como derivacses.
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2.2.2 DEFINICAO: Subarvme Completa - V. (A)

Seja A uma ocorréncia de formula em uma derivacio . Dlzemc.s que A e tadas as
ocorréncias de formulas de % qg.ie estio acima de A representam umna su_bawore completa de
n. Dizemos que esta subdrvore @:ompleta é determinada por A, e denot:am{)s VA,

Na definigdo seguinte, équeremos caracterizar formalmente o conceito de subdrvore

como sendo quelguer parte de uma derivacio que também tenha a estrutura de drvore.

2.2.3 DEFINICAO: Subdrvore
Seia m uma derivagio. Deﬁmmos subdrvore, indutivamente, da segumte maneira:
{1} Uma ocorréncia de férmula A em T é uma subdrvore de m;
{2) Se w, é uma subarvore de e B & uma top-férmula de =, entao 7, obtido de 7,

acrescentando-se toda a regra q;ue gerou B a 1, é uma subdrvore de x;

(3} As subdrvores sio oStidas apenas por (1) e (2).

2.2.3.1 OBSERVACOES: _
{ay Acrescentar toda a régra que gerou B a m, significa acrescentar a @, as premissas
de B, o traco da regra e os sinais auxiliares.
(b} A diferenga entre sqbarvore completa e subdrvore, € que a éegunda nio precisa
conter todas as ocorréncias a{:i?ma da ocorréncia que a2 determina. Pode terminar antes das
Ty
top-férmulas de #n. Por exemplé, se 7 6 do tipo: t= A, entdo ., e m, sdo subdrvores de =,
%2
mas apenas 7, & subdrvore completa. Neste caso, T, = V{A).
(¢} Uma subdrvore, apesar de ter estrutura de drvore, pode nio satmfazer as restrigdes
1.2.5. Portanto, subdrvores si0. quase-derivacoes.
{dy Dizemos que a apiicagéo de uma regra estd ou ocorre integralmente em uma

subdrvore quando as premissas e a conclusdo da regra ocorrem na subdrvore.

2.2.4 DEFINICAO: Ocorréncia de Ligagio
Diizemos gue uma ocorréncia A em uma derivagio % & uma ocorréncia de ligagdo encre

duas subsrvores de 7w, quando A for ocorréncia de ambas as subdrvores, sendo top-formula
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de uma e raiz da outra. Dizemos que A ¢ ligacdo para cima da subdrvore na qual é top-

formula e ligagdo para baixe da subdrvore na qual € raiz.

1.2.4.1 EXEMPLO:
Ty
Semfordaforma: 7= A | entio A ¢ ocorréncia de ligacdo entre 7, e TT,, sendo
th

ligagdo para cima de m, e ligacio para baixo de x,.

2.2.5 DEFINICAQ: Subarvores Ligadas

Dizemos que duas subdrvores de uma derivagio séo subdrvores ligadas, quando existe

uma ocorrénciz de ligacdo entre elas,

2.2.6 DEFINICAO: Subirvores Disjuntas

Dizemos que duas subdrvores de uma derivacio sdo subdrvores disfuntas, quando a
inica ocorréncia comum entre elas, se houver, for uma ocorréncia de ligacio.

Seja @ uma derivagio e W, ..., T, subdrvores de %. Dizemos que x,, ..., T, sdo
subdrvores disjuntas em n, quando, paratodo i, jral que {1 € i, fjsmeli %), m, e 7, forem
disiuntas.

Note que subdrvores ligadas sao, portanto, subdrvores disjuntas,

2.2.7 DEFINICAO: Fungio Posicio  pos,{(p)

Seja % uma derivacio e ¢ uma ocorréncia de formula em 7. Definimos a funcdo
posicdo das ocorréncias da derivagdo @, como uma fungio recursiva dada pelas seguintes
equacoes de recursio:

(1) posy(rim))=1

(2) p0oso{D (@) = posy(0) + 1

3) posa(E () =posy(0) + UV Do)+ 1.

2.2.7.1 OBSERVACOES:
(@ A funcgio posicio associa univocamente cada ocorréncia de Srmula de uma

derivacio % a um nimero natural, A equagfio (1) garante que a raiz tem posicio minima; a
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equagdo (2) garante que a pi’emissa direita de uma ocorréncia ¢ tem como posigio o
sucessor da posicio de @, e a eiquan;ﬁo (3), que a premissa esquerda de @ étem como posicdo ©
sucessor da posigio de o, sc:méado com o comprimento da subdrvore completa da premissa
direita de @.

(b} A fungic posicio da uma definico formal do que informalﬁnante chamamos de
“acorréncia mais 3 direira de bém'xo para cima” de uma derivagio. Se pos;((p) < pos,{y), entdo,
dizemos que @ ocorre mais & direi:a, de baixo para cima, que yf, em 7.

(&) Note, pela Definicio 2.2.7 e pelas Observacoes 2.1.1.1-(b) e 2.1.3.1-(b) que:

pos @) < pos,,(\y)é <> wyocorre acima de ¢ em T, ou :

W ocorre 4 esquerda de @ em .

2.2.8 NOTACOES: |
[A]

: T n
Considere a derivagio - e a segliéncia de derivagdes ; - :; , onde n-1 & igual
g :
. . : [A]
a0 nimero de hipdteses A destacadas em
7:2 e 71:“ .
s osunradt . - . ) e .
(@ A notagio  [A] denota a derivacdo obtida através da substituicio de cada
T, '
. . Ty . f .
hipdtese destacada de por uma derivagio A (2 <j < n), de tal modo que hipdteses
n, : :

destacadas com posictes (Definicgo 2.2.7) menores foram substituidas por derivagdes com

subindices maiores.

(b} Se o nimero de hipéteses A destacadas em for rnaiot gue n-1, usamos a

fr,1...[m,]

notagao (Al , onde [nij {2 < i< n)significa que pode haver uma écm mais copias de =,

LT

ny

em hipdteses destacadas A.
. " ; . T
(c) Se rodas as derivagdes substituidas em forem cépias da mesma derivagio A’
: T
Ty |
usamos a notagio [A], compativel com a apresentada em 1.3.1-(2).

Ty
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2.2.8.1 OBSERVACAOQ:

Note que, dada uma derivacio =, tal que I{m)> 1, sempre podemos escrever 7 na

ﬂz EIY ‘Itﬁ

iy srvrerms i . . .
forman= [A] »para alguma férmula A com ocorréncias em 7 e algum n.
Ry

2.2.9 DEFINICAO: Ocorréncia Pesada Local
Seja 7 uma derivacfio, %, uma subdrvore de % e @ uma ocorréncia em 7., distinta de

r(ny), tal que @ é OP,. Dizemos que ¢ € uma ocorréncia pesada local a 7, em 7, ou © é uma

OPL (my), se, considerando n, isoladamente, @ & OP,,.

2.2.9.1 ORSERVACOES

(@) p € OPL(n,) quando existe um segmento-o. totalmente contido em 7, no qual ¢ &
ccorréncia pesada, Pelas Definicdes 2.1.9 e 2,1.10, isso é o mesmo que dizer que todas as
ccorréncias pertencentes a regra em gue ¢ € premissa maior, We=ass,(0) & as premissas de
ocoreem todas em n,.

() Quando ¢ é OP, e nio ¢ OP,,, dizemos que ¢ ¢ ocorréncia pesada ndo-local a 7, em
7, ou, ¢ € OPnl(n).

(¢} Denotaremos o nimero de ocorréncias que sio OPnl () por: nl (x,).

{d) Note que se ¢ for r(n,) e OP,, nio estamos considerando ¢ nem como OPL(m,},

nerm como OPnl ().

Apresentaremos agora alguns resultados importantes envolvendo as nocBes js

introduzides,

O teorema seguinte estabelece algumas propriedades simples envolvendo segmentos-
o e subdrvores, Os itens 1 a 4 estabelecem propriedades triviais e facilmente visualizdveis. O
irem 5 estabelece que o grau da ocorréncia de ligacdo de uma subdrvore € um limite superior
para o grau de todas as ocorréncias pesadas nio locais a esta subdrvore. Este resultado serd
tieil para provar que as novas ocorréncias multiplicativas que uma multiplicago-* pode criar

tém grau estritamente menor gque a ocorréncia multiplicativa multiplicada.
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2.2.10 TEOREMA:
Ty :
Considere m= A . Entio:
L

(1) nl {n,)=0 {(Nio exismf nenhuma OPnL {(r,));

(2) o 6 OPnlL,(n,) < (péocorre em T, & WY=ass,((p) ocorre em 73

(3) Se ¢ 6 OPnL,(n,), enftﬁo @ pertence a Wm segmento-ot P que pdssui a ocorréncia A
(ligacdo entre T, e m,); :

(4} Se A néo pertence a ﬁenhum segmento-x de T, entdo nl(x,}= D,

(5) Se @ € OPnLy(ry), entso: gr{o) < griA); :
PROVA: 5
Item (1) :

Como %, ¢ uma subérévore completa de 7, entdio, tudo o que ocorre acima de
gqualquer ocorréncia de 7, estd em . .

Portanto, para toda OP,; que OCorre em T, teMOS QUE a regra que gera sua ocorréncia
associada ocorre também em ‘ﬂ:jL |

Logo, pela Observacio ;2.2.9.1-(:::), a tnica forma de uma OP, qQue ocorre em T, nio
ser OPy, ¢ quando a regra na cfuai esta OP, é premissa maior nfo est4 integralmente em 7t,.
Mas isso 56 pode acontecer corﬁ r{m,). '

Como () ndo é nem éOPL,(:ri), nem OPnlL (m,) {ver 2.2,9,1-(11}), entio nio existe
OPrL,(x,), ou seja, nly{m)=0. 1 :

Item (2)

(=) :
Como @ ¢ OPnl{x,) ¢ ré:iaro que ® Ocorrs em T,.
Provaremos que \p=ass,=%({p) ocorre em X, por absurdo.

Hip. do Absurdo: lp=asés,(qa) N30 ocorre em ..

Como w nao ocorre em 7, e A, ocorréncia de ligagio entre &, e 1,, ocorre também
em Ty, entdo W nio é A. Logo::
{i) W ocorre em T, e ndc & A,

(i) Como Ww=ass, (@), entdo ¢ ou é a mesma ocorréncia que Y ou ocorre abaixo de y.
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Como A néo ocorre abaixo de nenhuma ocorréncia de n,, j4 que A é top-férmula de
., por {i) e (i) temos:

{iii} ¢ também ndo é A,

{iv) Além disso, a tnica ocorréncia de 7, cuja regra nao estd integralmente em 1, ¢
A, pois A £ a Unica ligacio de x,.

Como, por {i) e (i), nem @ nem w sic A, entdo, pela Observacio 2.2.9.1-(a), @ é
OPL,{r,), 0 que é um absurdo pois por hipdtese ¢ & OPnl(n,).

Portanto, descartamos a Hip. do Absurdo e temos:

@ ¢ OPnL (.} = o ocorre em 7, & W=ass, (@) ocorre em 7.
(<)

Se ¢ ocorre em T, e Y=as () ocorre em %, entdo ndo existe segmento-
rotalmente definido em %, que possua @ e W como ocorréncias, e, portanto, pela Definiciio

2.2.9, temos que @ ¢ OPnl (7). 1

Lem (3)

Como A € a tinica ligacio entre T, e T,, entfio o resultado é trivial, pele lrem (2}, 0

Item (4)

Trivial, utilizando o Irem (3), 3

Item (5)
@ 6 OPnl (1) =>reem 2 @ OCOMTE €M T, & W =ass5,{Q) ocorre em 7,
Vamos provar gue:
@ ocorre em T, & W=ass{@) ocorre em T, => grio) < griA).
Seja p=B,, ..., B, 0 mais comprido segmento-a de menor nivel do qual (y,0) é
par-tt.
Temos em p a seguinte situac¢io:
p=8., .., B, ..., By ooty Bugers oy Brepaas +-+s By Onde:
{a) By o 60 € B, & y=ass, (0}
{bY Se n{pi>1, entdo B, e B, .., sfo a primeira ¢ 2 ltima ocorréncias da

cadeiz X que determina p;
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(¢} Se nipy=1, ez%,mtﬁo B;, Bain ¢ B 580 2 mesma ocofréncia da FM que
determina p. | '

Como, por hipdtese, B ocorre em T, e B, ., ocotre em T, € A é a tnica ligagio
entre %, € m,, temos gue A & aigum B,, com r<jsmr+ 1.

Temos entdo 3 casos, onde o primeiro e o dliimo podem ser: agmpados em um
mesmo: A & algum B,, ou'para (r £ j<i), ou para (i € j s: m-i+1), ou para
(mei+1 <] < mer+ 1), |
CASQO 1: A ¢ algum B, tal que fr<j<iyoufm-i+l<j<m-r+1)

(1) Neste caso, A é aigumé B, ou B ;.. tal que {r £ j<i).

{iiy Pelas Definigoes 219 e 2.1.10 temos que, a m-enoés de parametros,
B,=Busur

Temos rambém que péara todo k, (I<hk«i), B8, € cons;eqi’iéncia de regra de
introducio da qual B,_, é premissa. Portanto, gr(B,) > gr(B,..). |

(iif) Logo, gr(B,) < gr(B,), paratodo jtal quer £ j <.

(iv} Por (ii} temos que g'r(;Bj =gr{B, .1, paratodo j r €7 €8,

(v) Assim, por (), (iif) & (iv), gr(B,) < gr(A). :

(vi) Por {4} temos que @%me, y=B, e w=ass5,(9). Logo, gr(e)= (w) gr(B,).

Assim, por (u) & (vi) term%os que gr{p) < grlA)

CASQ 2: A & algum B,, tal que (i €j < m-i+1).

Temos dois subcasos disftintos dependendo de n(p).
SubCasc Z.1: nlp)=1 |

Neste caso temos, por (c§), que j=c{p), e B, € a FM que determina p

Pela Definicgo 2.1.9, saBemos que para todo k, I<k <j, B, ¢ cohseqﬁéncia de regra
de introducio da qual B, , € priemissa. Portanto, gr(B,) > gr(B,..). :

(vit) Logo, gr(B,) = gr(B,;), paratodo k, 1 £k £j.

{(vii) Portanto, como r<§i e i=j=c{p), temos gr(B)) = g(B).

{ix} Por {a), temos que g’r( e = gr{BL)

Logo, como @ é B,_m e A é B,, temos, por {viii) e (ix): gr{A} 2 gr((p)

SubCaso 2.2: n{lp)> 1.
Temos por (b), que B, A ocorre na cadeia X gue determina p.

{x) Pelo Teorema 2.1.197(3), temos que griA) = gr(@y), onde px € a ponte de X.
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{xi} Pelo Teorema 2.1.19-(1) temos gr(B, .,.) £ gr{oy), pois B,_.,, nfo ocorre em X.

Logo, como B, .., € 0, entdo, por (x) e (xi): grlA) 2 gr(p). ¢

Podemos estender o resultado deste teorema para o seguinte corolsrio.

2.2.11 COROLARIO:
T, ... X
Seja % da seguinte forma: 1t = [A]
Ry
Para todo j tal gque 2 £ < n, temos:
(1) nlyln,) =0 (N5o existe OP de © nio local a nenhum 7,);
{2} 9 6 OPnL () <> @ ocorre em 1, & y=ass,(Q} ocorre em algum o
(3} Se 9 &€ OPnlL,(n)), entdo ¢ pertence a um segmento-a p que possui algum A,
(ligacdo entre 1, e %) como ocorréncia;
{4} Se nenhum A, pertence a segmento-ot de 7, entiio nly(n,)=0;
(5) Se @ é OPnl {x,), entdo, grip) < gr(A).
PROVA:

Conseqgiiéncia imediata do Teorema 2.2.10 por indugic em n, 4

2.2.12 DEFINICAQ: Peso de uma Derivagio - p(m
O peso de uma derivagio = representa o nimero de ocorréncias pesadas em T.

Formalmente, para o sistema C’ temos:

(1) Se w ¢ uma fMrmula, plm) =0;
I se r(x,)for OP,

@ Seme B2 pim)=ple,) ¢ pim,)+ |
{0 caso contrario

A

2.2.12.1 OBSERVACAOQ:

{a) E claro que o ndmero de ocorréncias pesadas de uma derivacio & é igual ao
nimero de pares-it de X,

Antes de terminarmos esta seciio, vamos apresentar dois resultados envolvendo a

nocao de peso.
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2.2.13 TEOREMA:
T,

Se & é uma derivagio do% tipo: m= A, ento: plm)=pln)+ p(ftz)-i-;nl,‘(zzz).
' f %, :

PROVA: : _

Como todas as ocorrérflcias de % estdc ou em %, ou em 7, eintéo todas as OP,
também esti3o ou em T, ou em 7:, ':

Mas, de todas as OF, é:;ue estio em W, LEMOS as que Sao OP,; também (ou seja
(OPL (%)}, e as que s3c apenas (zf}P,t mas nfo sio OP,, (ou seja, as OPan(mi)) (1 i<}

Assim, o niimero totaél de OP, ¢ igual ao nimero de OPL%,,:(‘n:i) somado com
OPnLyr) (1<izd” |

Portanto, p{r)=plr,) + pinz) b (m) +nllm,).

Mas pelo Teorema 2.2‘12{)-(1), remos que nl () =0,

Portanto, pl) =plm,) + blit,) +nly(m,). ¢

2.2.14 COROLARIO:

T, .. T, -
(DSerédodpo: n= JA] sentdo pr) =p(m,) +nl () + %ﬁ(*mj) .

- m -

" |
{2YSerédotipn: m= EA] , entdo  p(m) = p1ty) + nlg(my) +npy (). p(m,) .

0
PROVA: |

Imediata, pelo Teoremaé 2.2.13, por indugdo em n. ¢

83 Segiiéncia Estrela

Nesta secin, definiremas os conceitos a que informalmente nos referimos em 2.1.16

e provaremos que existe um modo de associarmos a cada derivagio 7 uma derivacio

5 i ' :
Mote que para {1 €i < 2}, pela Qeﬁnigﬁo 2.2.9 f(m,) ndo € compurado nem em piA,;) nem em rh(ry). Mas

7{x,) jamais é OP,, pois é raiz de 7, e {m,}, se for OP,, serd computado em niglr,) aperjas.
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“estrela” ¥, obtida por processos finitdrios, na qual podemos calcular todas as possiveis

formulas méximas de 7.

A defini¢iio seguinte formaliza a noc¢io de ocorréncia multiplicativa a que nos
referimos informalmente na explicacio 2.1.16. Em sintese, uma ocorréncia multiplicativa ¢
uma ocorréncia pesada que, quando por ventura se tornar uma férmula méxima, torna-se

uma formula maxima multiplicativa (ver 2.1.15), do tipo que & reduzida pela -reducio-1.

2.3.1 DEFINICAO: Ocorréncia Multiplicativa (OM,)

Uma ocorréncia de formula ¢ em uma derivagio 7t é multiplicativa (p ¢ OM,) se
estiverem satisfeitas as seguintes condicGes:

{1) @ € ocorréncia pesada em T3

{4) A regra de eliminagfio da qual @ & premissa maior é regra de eliminacio da
implicacio (oE);

(3) A regra de introdu¢@io que gera a ocorréncia associada a @ corta alguma rop-
fdrmula de ny

{4} A premissa menor ¥ da regra em que @ € a premissa maior ndo é hipdtese aberta

(ou IV, (u)) > 1, ou v 8 top-férmula cortada).

2.3.1.1 OBSERVACOES:

{@) Uma ocorréncia multiplicativa é a ocorréncia pesada de um par-o que, quando se
tornar uma FM, serd uma FM multiplicativa.

(b) Se KV (u)>1, chamamos ¢ de OM, do tipo 1, e se [V (y))=1, onde v é top-

f6rmula cortada em 7, chamamos ¢ de OM,. do tipo 2.

2.3.2 DEFINICAO: Derivagio Estrela (¥)

Dizemos que 7 € derivagdo estrela, se @ nio possuir ocorréncia multiplicativa (OM,).

2.3.3 DEFINICAQ: Multiplicagio-* (Estrela)

Se @ 8 OM,, podemos representar T como:
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(AN
n, T,

= —&ﬁéﬁgﬁ , onde @=ADB é¢ OM,.
i

Neste caso, T, possui uma ou mais hipdteses A cortadas pela regra de introdugfio k

‘ T oo :
que gerou ass,(AoB} e, ou l{n,) >, ou p: = A® { f-‘: é hipStese cortada em 7).

Dizemos que 7* £ Obtid?ii de & pela multiplicagdo-* de A-B quand%;:

Ty
(Al
7y
A A>B
= B ,
Ty .
- 5 ) [AT* T, =
onde: substituiu-se, em w, cada top-formula destacada de por EA , & A gm sua
. 5 Ry :
posigio original, por A. :
2.3.3.1 OBSERVACOES:
Al
g
5 B
k L e
: (Al - AnB )
r, . Wy . Ty
(@) A notagdo m= L;_P__B_ é uma simplificagio de: w= -é-—-—-ngm:-J——}?'—
éna T3

Ty 5 .
{b) Quando A € apenas uma hipdtese cortada em =, temos:

(Al [AY
Ry R
A A:S . a.A ASB
B B ‘
iy 1,
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- (&) Para efeito de referéncia, chamaremos as copias de n, em 7* de
(Tys o » (WJa , onde m & o ntmero de hipSteses A que foram substituidas por =,

{mﬂﬂ{n (752» y & f?Ost(T(C'mJ;)) < bOSﬁ(f(fzi)z)) <. I}US,,#(T((TCJ..) ).

s
{d) Ao substituirmos A1 por A em T, para obtencio de 7*, pode ocorrer de 7* nio

mais respeitar as Restrigoes 1.2.6 de aplicacio da regra (¥1), pois estamos acrescentando
uma nova hipdtese 4 derivago, Com isso, temos que a multiplicacdo-* é uma operacio
definida em quase-dertvagtes.

{e) A notacdo 7 - n* indica que n* foi obrida de 1 por uma multiplicacio-*,

{ft Note que 2 multiplicacio-* é uma operacéo finitdria, ou seja, se 1 5 7* e l{n) < v,
entdo {{n) <o.

2.3.4 DEFINICAO: Grau Maximo Multiplicativo - g{r)

Q grau mdximo multiplicarivo de uma derivagioc © ¢ um niimero natural, denotado

por gy, e definido por: g(n) =max{gr(o) / ¢ ¢ OM,}.

2.3.4.1 OBSERVACOES:
{a) g{m) € o maior dentre os graus das ocorréncias multiplicativas de x.

{b) Se n é derivacio estrela, g(m)=0.

2.3.5 DEFINICAQO: Nimero de Ocorréncias de
Grau Miximo Multiplicative - ng(n)
Definimos o nimero de ocorréncias de grau mdximo multiplicativo de uma derivacdo =,

ng(m}), como o niimero de OMs de 7 com grau igual a g(x®).

2.3.5.1 OBSERVACAQ:

Se & ¢ uma derivacio estrela, ng{n)=0.

2.3.6 DEFINICAQ: Ocorréncia Bstrela - T{n)
Seja © uma derivagio e ¢ uma OM,. Dizemos que @ é a ocorréncia estrela de w, T(x),

quando:

p=T) < posgluss, ()} =max{poslassLEY / & 8 OM, e gr€)=g(m)}.
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2.3.6.1 OBSERVACOES: |
{a} A ocorréncia estrelaéde n, T(n), é dentre as ocorréncias multiplicativas de 1t com

grau maximo, a gue tem ocorréncia associada de maior posicdo.

[A]*
T, m, :
(b} E imediato pela definigﬁo acima que se X = w‘ﬁi*~~-~E—§i—:-3---f-3-,éonde A-B & T(xr),
_ g

entdo gln,) < g(rm) =gr{ADB). Ou seja, nio existe OM, de mesmo grau q‘éze A-B, j4 que toda
ocorréncia de ®, tem posigéoémaior que a posigio de gualquer occriréncia de m,. e que
assy(A-B), que certamente oco?re em T,. |

{c) Também & imediato épela definigdo acima que para toda d?eri\%ac;ﬁo 7 existe uma e

apenas urmna ocorréncia estrela ().

2.3.7 DEFINICAQO: Sequénc;a Estrela _

Uma segiiéncia estrela para uma derivagio n, denotada por B,, ! g uma seqiiéncia de
derivagdes denotadas por &*7, 7;"‘, 7", ..., tal que sdo satisfeitas as segmn#es condic¢des:

() ¢ 8 n;

(2y Cada =®*** € obtida céle 7t** através da maltiplicacdo-* de T(n“};

(3) A dltima derivagio da segiidncia, quando existe, € uma derivagio estrela.

2.3.7.1 OBSERVACOES:

{a) Note quese m é deri?agéo estrela, entdo B, = € uma seqﬁétiécia unitaria.

(by Note rambém peiaéObservagéo 2.3.6.1-(c) que como para _écada derivacio nio
estrela 7 oexiste uma e apenas éuma ocorréncia estrela T(m), entdo para% cada derivacio % a
segliéncia estrela é dnica.

(¢} A notacdo t 3, n* md&ca que T se reduz a 1" pela muluphcar;ao estreia de T{m).

(d) Utilizaremos para as seqiiéncias estrela a notagdio B = =** 5 n:“ 2 w7 Ay L,
onde 2 = 7w, ®°=1"e ganermameme, 7=** representa o (n+ 1) esuno termo da seq@éncia
estrela para X. :

{¢) Denotaremos por Ir* o ulmmo termo da seqfiéncia estrela para 7, quando esta for
P | P

finita,
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() Se m* estd definido (Gn<w / 2™ € termo estrela), entiio é claro que para todo

m £ n temos (A™Y* = ¥, pois a seqiiéncia estrela para z € tnica e =™ pertence 3 seqiiéncia
estrela de 7.

(g) Pela unicidade da seqliéncia estrela também & trivial que, se 1* estd definido,
T, =T, = ko= ok

(h} . claro pela definicBo acima gue: ("™ = =" Qu seja, o {m+ 1}-&simo termo da
seqlidncia estrela para T € o (n+m+ [)-ésimo termo da seqiléncia estrela para .

(iy Note, pela Observacio 2,3.3.1-{d) que uma seqiiéncia estrela &, de fato, uma

segiiéncia de quase-derivaces.

A partir de agora, apresentaremos uma seqiiéncia de resultados que tem por objetivo

provar que a cada derivagdo 7 existe uma e apenas uma seqiéncia estrela associada, que &
finita. Dessa forma, a cada derivagio m associaremos univocamente uma derivagio estrela
%*, a tltima derivagio da seqiéncia estrels de n Como n* serd obtida por métodos
finitdrios, a prépria n* ¢ uma derivagio de comprimento finito, que portanto tem um
atimero finito de ocorréncias pesadas. Assim, associando o{nt) ac ndmero de ocorréncias
pesadas de 7, teremos uma atribuicio numérica que relaciona univocamente toda

derivacio T 2 um ndmero natural {finiro).

O teorema que segue assegura a existéncia e unicidade da seqiténcia estrela para toda

derivacio 1.

2.3.8 TEOREMA: Existéncia e Unicidade de B

Para toda derivacio T, existe uma e apenas uma seqiiéncia estrela B,.
PROVA:

Imediata pelas Definictes 2.3.6 6 2.3.7. ¢

Com a existéncia e unicidade da seqiiéncia estrela estabelecidas, vamos agora provar

sua fnitude para toda derivacio 7. Para isso a definicdo a seguir serd importante,
Uma multiplicag8o-¥, assim como uma reducdo, nfo cria ocorréncias novas. Se -5
7*, cada ocorréncia de férmula em 1 € obtida z partir de alguma ocorréncia de férmula em

%. A definicio de notacfo a seguir relaciona cada ocorréncia de férmula de qualquer
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derivacio da seqliéncia estrela para uma derivagio %, com a ocorréncia em T que a

originou,

2.3.9 DEFINICAO: Ocorréncia Cépia-*

Sejam 7 e #* derivagGes tais que: T % 7%

: i
(A} (A}
Ry Ty T
gﬁ———gj—gﬁ % TL"E W,ondeﬁmﬂéﬂn}.
Ty g

Dizemos que a ocorréncia y cié: 7* & uma copia-* da ocorréneia @ de 1t q;uando uma das trés
alternativas abaixo ocorre: |

(1) g éA, pm da regra e:épressa em ey é A, pm daregra expressé em 7t

(2} © e v, cada uma na sua derivacdo, ocorremem m, (2 < i < 3), nio 530 hipdteses

destacadas de 7, e pos, (@)= pos,i(w)

(3} @ ocorre em W, & W ocorre em (%), {1 £j <np,(,) e pos,, ()= pas txn 5 (W)

2.3.9.1 OBSERVACOES: |

(@) E imediato pela deﬁnﬁigéo que, se Y é copia-*de @, entdo g & w sdo ocorréncias da
mesma formula. | |

(b) Se ¢ e w sio comc@n em {1) ou (2} acima, entdo, denotaméos W, a ocorréncia
cépla-*, por: yw={),. | :

{c) Se @ e Wy sdo como em (3}, entdo denoramos w por: w={@),.

@) E imediato pela dei’ini;éo que toda ocorréncia w, de wf, e copia de alguma
ocotréncia ¢, em %, e épode ser representada por \pm(q:); para algum i
(1 <1< npylm)).

(e} Podemos expandir efsta defini¢cdo para as derivagoes da seqﬁéncia estrela de 1.
Considere a derivacio #™ da seqliéncia estrela para 7. E imediato épela definigdo, por
inducdo em n, que para toda éocorréncia Y em TT** existe uma ocarrénécia @ em T tal que
LT R (2 70 3% TN TN Podemosé simplificar a notacio para y={Q), cncfle I & o ntimero de

Gédel da seqiiéncia iy, i, .. Ly » € 1 € 0 proprio indice da derivagio T* em que ¥ ccorre.
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) Note, por (d) e (e}, que: (o), ={p)L.

Provaremos agora um tecrema onde estabelecemos propriedades fundamentais que
nos garantirdo a existéncia de uma medida de indugfio para provarmos que a seqiiéncia

estrela de roda derivacio n é finira,

2.3.10 TEOREMA:

Sefa @ uma ccorréncia de férmula em uma derivagio nio estrela T e y={(p), uma

cépia-* qualguer de ¢ em 7n°. Entdo:
(D o=Tm => (o), ndo é OM_,;
QDyp=TmeOM, = (@) ¢ OM,.;
(3) ¢ ndo ¢ OM,, e (0}, ¢ OM, = grl(p),) <gln);
() ng(m)=1 < glm)>gln®);
Oinglm) >1 = gl =g(n®) e ng(m)=ng(x®)+1;
(6) glm) = gln™);

(7} plmy < p(n*).
PROVA:
Temos que 7 e =° tém as formas:
B2
(Al [A]
i T, Ty
T = -{\—-—-—éé—?"g e n'= i‘?-L~~~~~§L--?—-E}-,fo’;u:la»‘ﬁ\:JBé"i"'(i‘:).
Ty bis
A - [A]
2 oy
Chamemos n, = LEA%»?-—B— e (m), = &—m-g—-—-:-?-?— .
Rs T3

{i Note que 7, e (=), diferem apenas no corte da aplicacdo da regra que gera a

ocorréncia associada a ADB. Em (x,), ela nfo elimina hipdteses, e em %, ela elimina.




7 T,

{ii} Podemos escrever & e reomon= A e nt= [A] .

Ty () :

(ifi} Pela Definigio 239, temos que toda ocorréncia v de n* quté: ocorre em {R®,), &
tal que y=(0p),, onde @ ocorre ern Ty € P05, (@, = DOS gy, (W) |

Como as marcas de cc:rte sdo irrelevantes na definicio de segmenm-a, entio temos gque
& 0Py, ¢ (@), 8 OPnyy,e Segue entio que:

(i} plmy) =pllm,3,) :

Além disso, como pelo Teorema 2.2.10 e Corolgrio 2.2.11, nl (:m,,) L ((m,),) =0 temos:

(1) ¢ ¢ OPL(n,) & (qj)i é OPL_({my),). :

Apenas por distingdo de referéncia, chamaremos a ocorréncia A ligacdo entre w, e

7, em 7, de A, e as ocorréncias destacadas de m,, ligaces entre (1), e c;ada copia de ®, em

7*, apenas de A,

Item (1) : :
Como @="T(®) temos qtie p=ADB e w=(ADB), (ASB que ooé_orre em 7%} .
A premissa menor de y e hipdtese aberta e a regra que gera sua cécorréncia associada

ndo corta top-férmula em x°, pbrtanto, pela Definicio 2.3.1, wnido & OM”. 3

item (2)

Temos gue provar que sa p = ADB ¢ OM,, entdo cada (), satzsfaz todos os itens da
Definicio 2.3.1 de ocorréncia multlphcatwa em %°. Dividiremos a prova em 4 passos, onde
provaremos, para cada item daé defini¢sio, que se @ satisfaz o item em 11:, entdo (@), rambém

satisfaz em 7°. :
PASSO 1: Vamos provar que ©é 0P, = (), 6 OP,

Como A, & premissa menor em 7, A, nfo pertence a nenhum segmento-L em %,
logo, pelo Teorema 2.2.10-(4), rzl,,(n:‘) 0.

Portanto, pelo Teorema 2.2.13, temos: p(m)=p(r,)+pimr,) . Cu sega, todas as OP, sio
locais em relagio a my e X, . Assun

(W) pé OP, & ¢ OHI_,,(J:,) ou ¢ & OPL (mn].

Pela forma de &* em (ii)ée pelo Coroldrio 2.2.14 temos:

Y =) + 1y (L) i) + 0l (1),
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Ou seja, as OP,, so dadas pelas OP y,, para cada (m,),, pelas OPy,,, e pelas
OPnl_((n,),). Assim:
i) y ¢ OP, & yé OPL _((n)) ou wé OPL {(mn,)) ou w é OPnL_((z,),).
Como cada (x), em 7 é uma cdpia idéntica de 7, entao:
{viii) @ € OP,, <> paratodo i {l €i<ny (), O}, € OP,y,,.
Temos portanto:
(ix) 0 & OP, ﬁg o é OPL%x) ou o ¢ OPL (%),
(0 ¢ OPL{n) = (o), € OPL((@)) = (0), € OP,..

(i) ¢ & OPL (%) f_;?; ¢ & OP,, @:% (q_a)1 é¢ OP (—:?) {p), ¢ OP_,.

Logo, por (i), (x) e {xi) temos:
PpéOPemm = (p), 6 OP em n*
PASSO 2: Vamos provar que: ¢ 6 PM de (DE}em ©1 = (), é PM de (0E) em n*

E imediato pelas formas de m e n*

PASSO 3: Vamos provar gue: Se y=ass (@) ¢ R a aplicacio da regra que gera ¢ em 7, entio:
R corta top-férmula £ em w1 = (R), corta top-formula (), em x*,

Pelas formas de 7t e n* temos que as tnicas top-formulas cortadas em © cujas copias-*
em 7* nio sdo top-férmulas corradas pela copia-* da regrazs, sdo as hipdteses A desracadas
em 7,. Estas hipdteses so cortadas pela regra que gera a ocorréncia associada a ADB = T{n).
{Comao, por hipdtese, @ nao é T{n), entdo:

R corta top-formula E em 1 = (R), corta top-férmula (), em n*.

PASSO 4: Vamos provar que se yf é a premissa menor ao lado de ¢ em % entdo:
W nio é hipdtese aberta em & => (), ndo & hipdtese aberta em ©*.

Pelag formas de % & ©* temos que a inica ocorréncia de ©t que nido ¢ hipdtese aberta e
cuja cépia-* ¢ hipdtese aberta em n® € 2 premissa menor que ocorre ao lado de T(n). Como
@ nio é T{n), temos:

¥ nio é hipétese aberta em © => (), ndo € hipdtese aberta em #*,

Entso, pelos Casos (1) a (4) temos que, se ¢ = T(x) ¢ OM,, entido cada cépia-* (), de

7 é OM,. T

%
Estamos agui fazendo um abuso de notacdo, i que copia-* foi definida para ocorréncias,
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[tem (3) :

Se ¢ ndo é OM,, entao, algum dos quatro itens da Definicio 2, 3 1 falha para @ em
7. Dividiremos a prova em 4 c&sos onde em cada um deles fatha um item.
CASOl:pnioé OPem m (Falha 2.3.1(1)) j

Por (1) a (viil) do Item anterior temos que as tnicas OP qﬁe sd40 copias-* de
ocorréncias ndo pesadas em & sao as OPnl_({n,),). Assim temos: '

(xif) © ndo é OP, ¢ ({p},\; ¢ OP,, = (), € OPnL ({m,},)

Mas Pelo Coroldrio 2.2. 51 1-(5) temos que:

(it} (), & OPﬂL LT = gr((0)) < gr(A).

Mas A, a formula das hgar;oes de (1), com cada cdpia de Ty, exatamente a férmula
da premissa menor da regra am que T{n) é PM. Portanto: :

(xiv) gr( TN >grA).

{xv) Mas, pela Deﬁnigﬁoé 2.3.8, temos g(n) =gr{T{n).

Assim, por (xiii}, (xiv) e ;(xv) temos:

(xvi) (), & OPnL((m,)) => gr{{),) <g(m).

Portanto, por (xii) e (xv;) temos:
. pnao ¢ OP, e (p), ¢ OM,. = gr((p)) <e(m.
CASO 2: A regra Rdaqual o é PM em 7 ndo & (oF) {fatha 2.3.1-(2)

Neste caso, & Imedzato, pelas formas de m e n*, que a regra (R da qual (@), é
premissa também nido é (DE).

Assim, fatha 2.3.1-(2) para {o), em 7,

Logo, (), ndo é OM,, e o teorema & vilido vacuamente neste caso
CASO 3: A regra R de mtrc&du(;ao que gera \¥=ass (@) ndo corta top—formula £ de & (fatha
2.3.1-(3%) :

Na passagem de & para’ é1'5" nio € acrescentada nenhuma nova ma{rca de corte de top-
-formula que ndo exista em 7. No méximo é suprimida alguma. |

Portanto, se nio existe :op—formula de 1t cortada pela regra R que gera v/, entdo nfo
existe top-férmula de x° cortada pela regra (R), que gera (y),.

Assim, falha 2.3.1-(3) para (o), em 7*.

Logo, (), ndo € OM_, e o teorema é valido vacuamente neste caso

CASO 4: v, a premissa menor’ da regra em gue © & PM, é hipdtese aberl;a em T {falha 2.3.1-(4))
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Se y ¢ top-férmula aberta em %, entdio nenhuma multiplicacio-* de & copia alguma
subdrvore em cima de y. Pois subdrvores s6 sdo copiadas na multiplicaciio-* sobre as top-
-tsrmulas cortadas pela regra de introducio associada 3 ocorréncia multiplicada, Portanto,
{4, é top-férmula sberts em 7.

Assim, falha 2.3.1-(3) para (@), em =°.

Logo, (p), nio é OM,, e o teorema ¢ vilido vacuamente neste caso,

Portanto, dos casos 1 a 4 temos:
@ ndo 6 OM, e (9), EOM,, = grl{e))<gn). 1

Item (4)
(=)
ngm}=1 => aidnica OM, com grau igual a g{r) é T(n). Logo,
fxuii) ¢ = T(n) ¢ OM,, = grlpy<glm.
Pelo Irem (2) temos:
(xviid) o = T(m) ¢ OM, = (9), § OM,..
Pelo Irem (3) temos:
(xix} ¢ ndo ¢ OM, & (9), 6 OM,, = r((0)) <gln).
Pelo Trem (1) temos:
(g @=T{m) => (g}, ndo é OM,..
Como toda ocorréncia em 7* é cdpia-* de alguma ocorréncia em x, e toda ocorréncia
em T ou € OM, ou ndo é OM,, por {xuii) a (xx) temos:
(xxi) w € OM,, => gr{y)<g(n).
Logo, por (xx) & claro que g(n) > g(n®),
s{<z) (Provaremos por redugéio ao absurdo)
Por hipdtese temos gue:
{xxif) glm) > gl(=").
Considere por hipdtese do absurdo que:
{xxiii) ng(m) > 1.
(xxiv) E claro, por (xxiii), que existe & = T{r) que é OM,, tal que gr{) =g(n).

Por {xxiv) e pelo Item (2) temos que:
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(xxv) (§); € OM,,, :

Mas é claro que grl) = ngr((i)i). Logo, por (xxiv}, temos:

(o) grl®))=g). _

Assim, por (o) e (xxvi§ é claro que g(®") = g{n), o que é um aki)surdm, porgue por

(xxii) g{x") < g{x). Porranto descértamos a hipétese do absurdo (xxiii) e terrélos ng(r)=1, 7

Item (5) :
{xxvit) Se ng(mi> 1, entao existe pelo menos uma ocorréncia @ dismnta de AoB=T{x)
ral que @ 6 OM, e g} = : :
Logo, pelo Item (2) E:p); & OM,, &, portanto:
{xxviii) glm) g(‘ﬂ."')
Sejam @, .., ¢® todas as OM distintas de A>B em 7 tais que gr{ept) =g(n}, para
(I£j £ m). | _
Pela Comentdrio 2.3.6. 1 (b} sabemos que nenhum destes ¢? ocorre e T,.
{xxix) Portanto, temos que rodos os 9! ocorrem em 7, :
{xxx) Por {xxix), pelas ﬁ:)rmas de © e n° e pela Defini¢do 2.3.9 temos que para cada ¢’
existe apenas uma copia-* (q)j) em %* e que ocorre em (m,),. Além gixsso, pelo ftem (2)
sabemos também que cada ((pi) 6 OM_,. |
Portanto, pelos Itens (1}, (3) e por (xxx), temos que:
{xxexd) nglm) = ng(né‘) +1.
Assim, por {exwiil) e (xxaéri) temos:
nglm>l = g(ﬂ'é) =g(n*) e ng(m)=ng(x%)+1.0
Item (6) |
Imediato pelos Itens (4) ‘e {5). 3

{tem (7)

Como A, ocorréncia de ligacio em 7, & premissa menor, A nao pertence a nenhum

segmento-t de m. Logo, pelo _I?eorema 2.2.1044), nl(m,)=0
{xxxii) Portanto, pelo T{aorema 2.2.13, p(m)=plr,) + p{m). |
(xxxiii) Pelo Coroldrio 2.2.15, plrty =p(r,) +nl, () +n {M((gzl)l)..p(ﬁ;l) )

Além disso, A:)B:T(nj) ¢ OM em w e, portanto:
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o xxxiv) np, ()= ng{mg) 2 L

Logo, por {xxxii), (xxxiii) e {xxxiv) temos: p(x*} = p(x). ¢

QO teorema seguinte estabelece que dada uma derivago nioc normal gualquer =,
basta um némero finito de multiplicacGes da seqiiéncia estrela para diminuirmos o grau

midximo multiplicativo de = (g{m)).

2.3.11 TEOREMA:

Se 1 & uma derivacio tal que ng{m) 2 1, entfio existe n<o tal que g(rm™) <glxw).
PROVA:

Provaremos por indugio em ng(n}.
BASE: ngl{m)=1.

Pelo Teorema 2.3.10-(4): ng(m=1 = g{m)>gn"). Portanto, n=1<o j4 satisfaz o
teorema.
PASSO:
Hi: Se T ¢ uma derivacio tal que ng(Z) < ng(n),entdo existe k <o tal que g(E") < gE).

Pelo Teorema 2.3.10-(5), como ng(w} > 1 temos:
Q) glm) =g(n®) e nglm)=ng(m™+1.
Logo, vale HI para 7°* e portanto temos:
(if} Existe um {n")™ tal que g{{n" Y™ <gln") e k<n.

{iii} Mas, pela Observacio 2.3.7.1-(R), temos: (x*)* = 2****. Logo:
{iv} g(x) = g(n") (); g((m*"™) = g(n*™"), Além disso, como k<o, k+1<o.

Portanto, fazendo n=k+ 1, temos por (iv): g™ <gn) e n<w. ¢

Podemos agora estabelecer a finitude da segfiéncia estrela de qualquer derivagio n. E
o que faremos no teorema que segue. O argumento da prova deste teorema é andlogo ao da
demonstracio do Teorema de Normalizacdo Fraca para C' apresentado em Prawitz{1965],
p. 40. Pelos Teoremas 2.3.10-(4) e 2.3.10-(5) temos que a cada passo da operagio-*, a
multiplicagio-* de T{n**) torna 7**** uma derivagdo onde: ou o grau méximo multiplicativo
de 7°%** & menor que em %™, ou o grau é igual, mas o numero de OMs de grau méximo é

uma unidade menor que em 1™, Ou seja, ainda que a multiplicacgo-* de T(x") sumente o
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ntmero total de OMs em ﬂ'*é“, ela, com certeza, ou diminuird o némé}ro de OMs de grau
maximo ou diminuirs o valor fdo gran miximo. |

No Teorema 2.3.11, némstramos que necessitamos sempre de um ndmero finito de
Dass0s para dimiﬁuir, de peld menos uma unidade, o valor do grau rzimximo das OMs de
uma derivacio 1. Portanto, rezalizando finitas vezes este processa finito, ﬁuando eliminarmos
a ultima ocorréncia OM de gtf‘au 2, teremos transformado a derivacio :rt em uma cerivacio

estrela #* (onde ndo ha OMs) em um mimero fnito de passos.

2.3.12 TEOREMA: Finituﬁde de B

A seqiitncia estrela de étoda derivacdo m é finita (I(B,) < ©}.
PROVA: Inducio em gl). |

Dizer que i) <o éo émesmo que dizer que existe r <o tal que fc"* é termo estrela. E
isto que provaremaos. | :
BASE: g(n)=0

Neste caso nt é estrela ef, portanto, %*° = T é derivagio estrela.
PASSO: g(m) >0 |
Hi: para toda derivagio I na équai g(Z) < g(m), existe s<m tal que ** & célerivai;éo estrela.

{i} Pelo Teorema 2311 existe n <o tal que g(r™) <gn). |

Logo, vale Hi em =*® e, portanto:

(it} Existe s<® tai que {7*™)** ¢ derivacio estrela.

Logo, por {ii) e pela dbservaz;io 2.3.7.1-(k} remos: w*** & termc; estrela e, como por

De{iin<e e s<m,éciaro§que n+s<o, ¢

84 A Atribuicio Numéérica é(n)

Definiremos nesta secio a atribuigo numérica o(nt) como o namero de ocorréncias
pesadas de n*. Com os resultados obtidos na secfio anterior, temos imediatamente a prova

da finitude e unicidade de o(n}, para toda derivacio 7.
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2.4.1 DEFINICAO: O Ordinal o)

Seja m uma derivagdo em C’, Definimos o ordinal natural of%) associado a 7 como:

o{m) =p(r*)+ 1.

2.4.1.1 OBSERVACAO:

Estamos somando | ao peso de 7* apenas por uma questdo de compatibilizagio com
a definicdo do comprimento da pior segiiéncia de reducdo (Ip(r), pois temos que se m, &
normal, Iplr,) =1 e piaX)=0.

Encerraremos esta seco demonstrando que, para toda derivacio 7, of%t) é tnico e

finito.

2.4.2 TEOREMA: Existéncia, Finitude ¢ Unicidade de o(x)
Para qualquer derivacdo 7t em C, ofn) estd definido, é tnico e finito.
PROVA:

Os Comentdrios 2.3.7.1-(a) e (b), ¢ o Teorema 2.3.12 garantem que, para cada
derivagdo m, ®* existe e € Unica. Logo, pela Definicdo 2.4.1, ofn) existe e € tnico para toda
derivacio %.

Como a seqiiéncia estrela que produziu #* a partir de 7 é finita (Teorema 2.3.12), e a
multiplicagdo-*, executada a cada passo da segiiéncia, ¢ uma operacgdo finitdria (Observacio
2.3.3.1-(P), entdo é claro que se ® € uma derivagio finita, #* também o é. Logo, sendo
finita, T* possui um mimero finito de ocorréncias de formulas e, portanto, pr*) <@, Assim,

pela Definigiio 2.4.1 € claro que ofxi <o, ¢
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Capitulo II1

O ordinal o(rt) diminui com as
reducdes e coincide com o

comprimento [p(r) da pior sequiéncia
de reducdo para n



Neste capfrulo provaremos que a arribuicdo numérica o(r), cuja finitude e unicidade
para cada derivacio 7 foram provadas no capitulo anterior, possui a propriedade
fundamental de diminuir com as reducdes, constituindo-se, portanto, no que estamos
chamando de ordinal natural para as derivagoes do sistema C’. Provaremos também que,
para toda derivagdo 7, o(n) coincide com [p{r), o comprimento da pior seqiiéncia de redugio
para %, sendo portanto o menor ordinal natural para as derivacdes de C'. A partir destes
resultados obteremos provas bastante simples para o Teorema de Normalizacio Forte e
Teorema de Church-Rosser para C’, concluindo assim os resultados desta tese referentss a
este sistema,

Vamos inicialmente apresentar um esboco de como produzimos a prova de que ofm)
diminui com as reducdes. Tal esbogo serd dtil para entendermos o percurso da longa série
de resulrados estruturais sobre derivacSes que apresentamos neste capitulo. A prova de que
o{t} diminui com as redugdes (1 => ofm)>o(r’) foi produzida por indugiio em
pn*y=0(r) -1 e desenvolvida por casos, conforme a posicio da FM reduzida em w1’ com
relagfio a F(x), Tendo como foco F(n), podemos dizer que m, uma derivacio qualquer de C,

possui 4 formas bdsicas possiveis que representardc os 4 casos fundamentais da nossa prova.

Si0 elas:
[AF
Ty
R, B )
(&) n = wﬁ% , onde AnB ¢ Fln) e 6 OM,,
Ty
B
®, 8 |
b = ﬁmg,_?_;ﬁ,, onde ADB & F(n) e ndo ¢ OM,.
Ry
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© m=-A2B_ onde AnB & Fim).

dr= Vf“ . onde VxAx é F(m),
‘4

Ky

Em cada um destes casos podemos ter que %' foi obtida de ® por redugio de uma
férmula mdxima que ocorre em Ty, T, %y, OU pela redugio de F(m). Portanto, para cada um
destes 4 casos de ® temos 4 possivels subcasos para analisar.” Para resolvermos. todos estes
subcasos, tendo em vista que a prova serd feita por indugo em p(n*), precisamos apresentar
uma caracterizacio de 7* a partir de m, e de n%¥, a partir de %, onde #° € a derivacio ohtida
de & através da reducio de E(m). O Teorema 3.2.8 apresentard tal caracterizaciio quando 7 é
como em (b, (&) ou {d) descritos acima. Este resultado, juntamente com o resultado do
Teorema 3.2.9, que relacionard p(r* com p(r”*), sdo suficientes para resolvermos todos 0s
subcasos dos casos em que T € como em (b), (¢} ou (d), na prova de que o(m) diminui com as
redugdes.

Para resolvermos o caso em que n € como em (@), provaremos que
Ty
{A]
T,
B

A ADB
B

Ty

1, = , obtida de ® através da multiplicagiio-* de Fm)=A>B € tal que
7* = n¥. Se provarmos isso, como F(m,)=ADB ndo ¢ OM,,, remos gue %, tem a forma de 7
do caso (b), e portanto estamos reduzindo este caso a0 caso anterior. Fazendo isso
conseguimos tratar o caso de derivagdes com a forma de {(g) na prova de que ofm) diminui

com as redugdes.

E dlaro que como %, ndo & subdrvore de = quando 7 é como em (d), neste caso s¢ temos trés subcascs para
analisar: ou a FM reduzida em 737" ocotte em &,, OU eI Ty, ou & VxA(x),
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Diante disso, dividiremos este capitulo em 4 seges principais: na primeira secip,
apresentamos uma série de resultados técnicos, que representam os argumentos que serdo
mais fregilentemente utilizados nas provas dos teoremas do capitulo. Na segunda secao,
apresentamos uma longa série de resultados que culmina com os Teoremas 3.2.8 € 3.2.9 de
que falamos acima. Na terceira secio, o objerivo é apresentar uma caracterizacio para a
forma de n* quando % é como em (g, provando, como dissemos, que T* = ¥, Na quarta
secdo, com todos os requisitos necessirios i3 demonstrados, obtemos finalmente os

resultados fundamentais deste capitulo, que descrevemos no primeiro pardgrafo acima.

8§81 Resultados Auxiliares

O objetivo dessa secio é apresentar uma série de resulrados auxiliares que
representam argumentos que serdo utilizados recorrentemente nas provas deste capitulo, O
primeiro teorema estabelece que ser OM em uma subdrvore completa de uma derivacio, é o

mesmo que ser OM na derivagio.

3.1.1 TEOREMA:

Seja = uma derivacfio, %, uma subdrvore completa de 7 e ¢ uma ocorréncia em
distinta de r(x,). Entao: ¢ é OM,, <> ¢ & OM,
PROVA:
»(=)

Como @ ¢ OM,,, entdo @ satisfaz os 4 itens da Definigso 2.3.1 em x,, sendo imediato
que ¢ também sarisfaz trivialmente estes mesmos itens em 1. 1
o(e=)

Veremos que ¢ satisfaz os 4 itens da Defini¢do 2.3.1 de ccorréncia multiplicativa em
Ty
ftem (1): Provaremos que ¢ é OP,,

(i} Se v ¢ OM,, entdo ¢ é OP,.

(ify Como =, ¢ subdrvore completa de 7, entio, pelo Teorema 2.2.10-(1), temos que

nl () =0,
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Por hipétese, @ ocorre em 1, e € distinta de r(n,), portanto, per (i) e (ii) temos gue O
¢ OP,,.
Item {2): Provaremos que ¢ § PM de (OE) em 7,
Como @ ¢ OM,, ¢ € PM de regra de (B} em 7.
Como ¢ é OP, (pelo ltem 1), a regra na qual ¢ é PM ocorre integralmente em ,.
Assim, ¢ 6 PM de {(oE) em =,.
Item (3): Provaremos que a regra que gera ocorréncia associada a ¢ corta rop-férmula de 7,
Como @ & OM,, a regra R de introducdo que gera W=ass (@) corta alguma top-

Adrmula de =,

Como ¢ é OP,,, ¢ e R ocorrem em 7, e Y =ass,, (@),

Como n, & subdrvore completa de =, as top-férmulas cortadas por R também
ocorrem em T,

Portanto, a regra R de introdugio que gera W =ass,, (@) corta top-férmula de x,,

Item (4); Provaremos que a premissa menor ao lado de @ em 7, ndo & hipdtese aberta

Seja E*{% a regra (-F) de © onde ¢ ¢ PM.

Comao, por hipétese, @ nio é r(x,), entdo, & rambém ocorre em =,.

Como T, & subdrvore completa de % e £ ocorre em 7,, W e tudo o que ocorre acima
de w também ocorre em T,. Portanto:

(iii) Valy) =V (y). _

Assim, como @ &€ OM,, temos (V>0 ou V() & top-férmula cortéda.
Portanto, por (i) temos: {5, (V. (¢} > 1 ou V() ¢ top-Férmula cortada. ¢ |

No préximo teorema, provamos um resultado importante para comegarmos a

caracterizar a forma das derivacdes estrela a partir da derivagdo original.

28 '
Ouando ¢ 6 OM do tipo 2 em %, y, 2 premissa menor ao lado de @, pode ter sido cortada por uma regra

que ndo ocome em 7, . Poderseda entdo argumentar que em 7y, W € hipdtese aberra. No snranro, as mossas

definicdes de subdrvore e subdrvore completa sdo definigbes sintdricas que copiam sinmaticaments 0§ sinais de
corte das hipSteses mesmo que as regras RS0 estejam preseftes. 7ty € neste COTMEXIO uma subdrvore, & como

sitharvore pode possuir sinais de corte de ragras gue néo pertencem a 7,
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3.1.2 TEOREMA:

Sejam m uma derivacio e w, uma subdrvore complera de m. Se Tr) estd em T, & nio
¢ r{n,), entdo, T(m)=T{(x,) e n* € obtido de = substituindo-se 7, por 7.

PROVA:

Pela Definiciio 2.3.6 € claro que Tir) é OM,, logo, como por hipdrese T(w} # r(m,)
ocorre em T, que € subdrvore completa de ®, pelo Teorema 3.1.1 temos que Tix) é OM,,.
Ou seja, a condigdo (1) da Definicsio 2.3.6 de ocorréncia estrela é satisfeita por T(1) em T,.

(& Como T(n) é OM,, e x, é subdrvore de =, é claro que nio existe OM,, com grau
maior que T(%), nem de mesmo grau, cuja ocorréncia associada tenha posicio maior que a
ocorréncia associada a T(n). Portanto, T(x)=T(x,).

iy Algm disso, como T{n) & OM,,, temos também que tanto as top-formulas
cortadas pela regra que gerou a ocorréncia associada a T(m), como toda a subdrvore da
premissa menor de. T(n), estdo em m,.

Sabemos que ©° ¢ obtido pela multiplicacio-* em n de T(x). Mas, por (if), temos que
rodas as alteracdes que a multiplicacdo-* de T(®) provocam em & sfo internas a w,. Como
por (i} T{m}="T(x,), entdo fazer a multiplicacdo-* de T(n) em n é o mesmo que fazer a
multiplicacfio-* de T(x,} em 7,. Ou seja, o resultado da muldiplicacio-* de T(®) em = {que &

%°) € a substituicdo de &, por 7y, ¢

3.1.2.1 EXEMPLO:
Ty

Seja = A . Temos que T & T, sdo dos tipos:

Ry
BJ* [BY*
T, T, Ta X,
T, = E—%EE g n= Lﬁ?ﬂﬁg onde BoC ¢ T e Tix,).
Ry Ts
A A

Assim, temos:
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B} (Bl
ﬂ:.q, TE-‘-I -
L
n::B B=C ‘:B B>C Logo, 1t = A
c C -
2
g g
A A
Ty

A definicio seguinte formaliza a Definicio 1.5.1, de F(n), utilizando para isto a

Definigao 2.2.7, de posi¢do de uma ocorréncia em uma derivagéo.

3,1.3 DEFINICAO: F(m)
Seja 7 uma derivacio e y uma ocorréncia de fdrmula em 7. Temos:

w=Fn) <> posyy=min{pos (o) / ¢ §FMem =},

3.1.3.1 OBSERVACAOQ:

Denotaremos por 7t° 2 derivagio obtida de 7 pela reduggo de F(z).

No teorema seguinte, continuamos estabelecendo propriedades sobre a forma de

derivacoes da seqiiéncia estrela.

3.1.4 TEOREMA:

R
Seiaw= A tal que pos(F(m) 2 posg(A) e ¢ uma OPL(r,). Entao:
fa
A
(Hw,= zti-—g—fi , tal que Wr=ass,(0) =ass,, () ocorre em My
Rg

(7)o 6 OM, © © ¢ OMg,;
BeéeTm = oéT)
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BT = n°= A .~
7
PROVA:
Ttem (1)

Seja y=ass{p). Se @ € OPL,(n,), entdo, por 2.2.9.1.(a), rem que haver um segmento-
o totalmente definido em n,, do gual @ e W sejam ocorréncias.

Pela Observagio 2.1.13-(e}, deve haver uma ou mais FMs ocorrendo entre w e p. Qu
seja, W e @ thm gue estar em um ramo de T, ne gual ocorram FMs.

Como pos{Fr)} 2 pos,{A), entdo nio existe nenhuma FM em 1, gque ocorra abaixo

ou & direita de A em m,. Logo, se & é FM em =, temos que %, pode ser escrita como:

A

7 s . .
7, = —2-——2%  onde & ocorre em w,. Em particular, isto vale para as FMs entre w e 0.

g

Se £, FM entre ¥ e ¢ ocorre em 7, entio, W OCOTTE em 7, pols W ocorre acima de £, 7

Item (2}
Pelo Item (1) temos que % e =, tém as formas:
T,
A A
T, =«
X, = EEé‘m_éJEi e W= —-§-§~w‘i , & que Y =ass,(Q) =ass, (@) ocorre em T,.
Mg LT

E ficil ver, por inspecdo nas cldusulas da Definicio 2.3.1 de OM, que, como

= ass{Q) =ass,, (@) ocorre em 1y, entdo © que ocorre acima de A, top-férmula de =, ndo

interfere nas cldusulas da definigéc de ¢ como OM.
Portanto: @ € OM, <> 0 6 OM,,. 3

frem (3)
Como ¢ & T{n), entdo ¢ é OM,.

22
A hipdeese destacada A, de 73, & (A),, 2 dnica copia-* da hipdtese destacada A de #,.
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Logo, pelo Irem (2), ¢ € OMy,.
Como @ =T(m) § OM,, e 7, é subdrvore de x, é claro que nfo existe outra OM,, com

grau maior que @, nem ocorréncia de mesmo grau com Posigdo major que @. Portanto,
@=Tmy="T(x,). 3

Item (4)
A

s
Pelo Irem (1) temos que &, = T2 3 4 ande W=ass{Q) = assg, (@) ocorte em Wy

g
(i} Neste caso, temos que todas as top-férmulas que a regra que gera Y corta estdo
em y.
Analisemos dois casos: ou @ também ocorre em Ty, OU § OCOITE IR . Vejamos:
CASQ 1: @ ocorre em Ry

Neste caso, como T, & subdrvore completa de 7, pelo Teorema 3.1.2 temos:

(LN
A A
. s N T
T TC4 T 4 1
3 - 3 »
s e e = . Logo, "= A .
B B B =
g g 2

CASO 2: @ ocotre em %
Neste caso, pelo Irem {3), temos que @ € Tim,). Além disso, a multiplicaggo-* de @,
tanto em T, GUANED em X, retira subdrvore da premissa menor de ¢, em g, e 2 copia sobre

cada hipdtese que W corta em %,. Temos:

B
n, g
k
Ty = ¢ é: 2D , onde C2D & o=Tm="Tlx,). Além disso, T = [C] , onde as
T3

g
hiptteses destacadas s&o cortadas pela regra de m, que gera W, ocorréncia associada a @.

Dessa forma temos:
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CF A C1 A
T3 Ty Ky Ty
B B
Ty Tg g
D
(ﬁ}%EC DC::: . ,EC g:D e
Ry g
=, T, T,
[l A (] A
Ty Ry Ry Ty
B B
1y g R
(i) 7 = CoD . rc':C CoD
h D N D
g Ty
Ty
Assim, por (i} e (il temos: 2= A . ¢
;

O lema seguinte, que jd usamos informalmente nas demonstracdes dos Irens (3) e (4)
acima, € conseqliéncia imediata da Definicdo 2.2.7 de posigio, e estabelece que posicies
relativas entre ocorréncias de férmulas em uma subdrvore e uma derivacio que contém a

subdrvore, nio se alteram,

3.1.5 LEMA:

Se 9 e y 530 duas ocorréncias de férmula em %, uma subdrvore gualquer de uma
derivagio m,. Entio: pos,, (@) <posy, (W) < pos, (0} < pos,, (). |
PROVA:

Imediata, pela Definicio 2.2.7. ¢

O teorema seguinte estabelece que a substituicio de uma subdrvore cuja raiz tem

posicio maior que Fx) ndo altera a F da derivacio resultante,
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3.1.6 TEOREMA:
Ty
Seja 7 uma derivacdo do tipo: x = A . Seja Ty obtida de 7 pela substituigio de =,
Ty
T3

por uma derivagio 7::’ qualquer tal que m, A. Se o=Fx) ocorre em x, &
o

posR(A) > pos,(0), entdo o =F(my).

PROVA:

Note que na passagem de 7 para %y a dnica ocorréncia em T, cuja regra que a gera
pode ter sido alterada & A, ligagio entre %, e T, € entre %, e 7. Dessa forma, ¢ claro que se
Wy # A ocorre em 7, temos:

MyéFMemn < yéFMem T,
ilwéFMemn, < yéFMemn,
Como @ =F{(n) e pos(A) > pos(®), é claro, pela Definicfio 3.1.3 e por (i}, que:
iy é FM em 1t, = pos,(0) < pos(w) =, D03, (@) < pose, (W)
Como 7, & subdrvore de 7, temos:

{iv) w é FM em &, ﬁg 005, (®) = posg, (W) A POSe (O S POS (W)

Como A é rir,), entdo é claro pela Definicgo 3.1.3 de posicio que A tem posigio
menor que qualquer ocorréncia em n,, ou sefa:

(1) & ocorre em 7, = Posg, (G} 2 pose, (A) 2 DOs(E) = bosy (A},

Para £, uma ocorréncia qualquer em 7y, é claro que:
iy £ ¢ FM em 1ty = {6 FM em 7, cu § ocorre em =,

Além disso, como, por hipdtese, pose(A)>pos{p) e A e ¢ ocorrem em T, que €
subgrvore tanto de T quanto de Ty, entdo, pelo Teorema 3,1.5, temos que pos,, (A) > pos,, (0)
i .

{wii} pose (A} > pose(0).

Assim, por (v) e {vii} temos:

(viii) £ ocorre em T, = D058} > DOs ().

Logo, par (v}, (vi} e (viii) temos:

(0 £ & FM em Ty => 05l = DOser(0).
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- Note, por (i), que ¢ # A ¢ FM em w,. Logo, por {ix) e pela Definicio 3.1.3, temos
que @ € Flr,). 4

(O Teorema seguinte estabelece mais dois importantes resultados auxiliares,

3.1.7 TEOREMA.:

(1) Se 0 & OM, e gr{p) = gr(Fln)), entdo pos,(®) = pos,F(m)).

{2) Se T(x)=F(x), entdo nglmy=1.
PROVA:
ftem (1)

Seja ¢ uma OPF,. Vamos provar o item por contraposicdo. Ou seja, vamos provar
que: |

(%) bosu{y) < posy(F(n)) = griv) < gr{Fzm)).

Seja p=A,, ..., A, ..., A, 0 segmento-o ac qual F(n) pertence, e seja A, =F(x).

Como, pela Defini¢io 3.1.3, nfio existe FM com posicio menor que F(r) em =, se w &
OP; e posg[y) < posg(F(n)), € claro que y € algum A, de p, com (k<i < n), & neste caso a
prova de (¥} é trivial a partir dos Teoremas 2.1.18 ¢ 2,1.19, ]

{tem {2)
Para provar que ng{n)=1, temos que provar que:
(*) w = F(n) € OM, = grly) <gr{F(m)).
Como F(mt) é FM em =, é claro quer ass,(F(m) =F(x), logo:
(i} posylass,{FCm))) = pos(F{m)).
Como y = F(m) temos dois casos para analisarr ou  pos{w) > pos(F(m), ou
posg(y1) < pos{F(n).
CASO 1: pos (W) > pos(Fr))
E fcil ver, pela Definigdo 2.1.13 de ocorréncia associada, que:
(i} posy{ass ()} = pos{y).
Assim, por (i}, (i} e pela hipdtese deste caso temos:

{iii) posglasslw)) > posglass (Fii).
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Como, por hipstese, F) é T(x), por (i) e pela Definicfo 2.3.6 de Tim), € claro que
grly) < gr(F(n)). Caso contrdrio F(x) ndo seria T(m).
CASO 2: posa(w) < posa(Firh

E imediato pelo Irem (1), por contraposicio, que gr{y) < gr{F(z)). ¢

3.1.8 TEOREMA:
Seja 7t uma derivagio ndo normal em C', ¢ uma OP, e w=uss ().
Entdo: posglw) 2 posgFI).
PROVA: |
E imediato pelas Definicdes 2.1.9 e 2.1.10 que, se (y,@) ¢ um par-o. em 7 Eom
W =ass (o), entdo:
(i) ou ¥ e @ sio a mesma ocorréncia de uma FM;
(i) ou w ocorre acima de @ em T ¢ existe pelo menos uma FM entre y e @.
Por {i) e (iD) & claro que se y=ass,(®), entdo:
(i) Existe uma FM £ em m tal que pose(€) < pos (W)
(iv} Como, pela Definicdo 3.1.3 temos: E é FMem . = pos(F(1)) € poslE),

entda, por (i) e {(iv) temos: pos (W) = pos(F()).

3.1.9 DEFINICAO: =,

Seja m uma derivagio em C’. Definimos m, como a derivagio obtida de = pela
A P

multiplicacio-* de F(n). Se F{x) nfio for OM,, entdo dizemos que 7, = %.

3.1.9.1 EXEMPLO:

iy
(AT [A]
Ty Ty
T4 B ] _ B
Sew= ~A-——{\B-?~§—" , onde ADB ¢ F(x), entdo: T, = ﬁ“—gjz?—'g
Ty | Ty
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P 7:2

o B 7 B
Sen= HE_E—-, onde ADB € F(nt), entio: m, = L’;__:D__I?L = T,
T, Ty

3.1.9.2 OBSERVACAO:

Note, pelas formas de 7 e 7,, que se n, difere de =, ela difere apenas em subdrvores

cujas raizes tém posigdo maior que a posigio de F(r}. Dessa forma, pelo Teorema 3.1.6, AnB

& F(m,).

3.1.10 TEOREMA:

L
(A" 1A]
T, T,
T, B ) B
Seja = im%f?_ﬁ_ yonde AnBéFlmiem, = f‘“%gg , como definidos acima.
Ry Ty

Entdo, nio existe em 7, top-férmula de &, cortada por regra externa a T, cuja conseqiiéncia
tentha posicio maior que a posigio de ADB=F(n,) em &,.

PROVA:

Note, pela forma de 7, que se em 7 existe algoma top-férmula de 7, que ¢ cortada
por regra que ocorre fora de m,, entdo esta regra ocorre em %, & sua conseqiéncia ocorre
abaixo de B. Caso contrdrio ndo haveria ramo de = ligando a top-férmula cortada em 7,

com a regra que a cortou. Mas como AoB=F(x) ocorre imediatamente acima de B, ¢ claro,

pela Observacio 2.2.7.1-(c), que a consegiidncia desta regra possui posicic menor que a

posicio de AB =Fx) em 7.

Considere ¢ uma ocorréncia em % gue é conseqiiéncia de regra externa 2 m, e que

corta top-fSrmula de m, em 7. Podemos entido dizer que:
{i) posxly) < pos(B).
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Também & claro, pela forma de =, que gualquer ocorréncia com posi¢do menor gue a
posicio de F(r) em 7, ocorre em T,. Logo, W ocorre em R, portanto, pelo Teorema 3.1.5 e
por (i} temos:

(i) DOSpy (W) < P03, (B).

Mas a multiplicagio-* que produz 7, a partir de 7 apenas retira %, de uma posigio e
copia para outras, sem modificar %, nem outras marcas de corte além das relacionadas com
a ocorréncia que fol multiplicada (ADB no caso). Assim, em 7, as dnicas ocorréncias que
sd0 consegiifncias de regras que ndo estdo em %, e que cortam hipSreses de 7, sdo os
residuos-* das ocorréncias em T que 530 conseqiiéncia de regras gue nio estio em T, € que
cortam hipdteses de T,.

(i) Qu seja, todas as ocorréncias em m, que cortam hipéteses de m, e ocorrem fora
das copias de 7., sdo as copias-* de ocorréncias do tipo de y descrito acima.

Mas pela Definicio 2.3.9 de cépia-*, como ADB € a ocorréncia multiplicada em
1 % m,, temos que (), e (B),, as finicas copias* de y e B em =, sdo as préprias ocorréncias
y e B em n,. Logo, como 1, é subdrvore de w,, por (i) e pelo Teorema 3.1.5, temos:

(iv) posg (W) < posg, (B).

Como A-B ¢ Flr,), e pos,, (ADB) > pos,,(B), entdo, por (iv) temos:

(¥) D05, (W) < posy, (Fi)). |

Assim, por (i} e (v) temos que nao existe em %, top-formula de 7, cortada por regra

externa a T, cuja consegiiéncia tenha posigio maior que a posico de AnB=F{x,) em =,. ¢

O teorema que segue estabelece alguns resultados triviais sobre derivagdes normais.

3.1.11 TEOREMA:
(1) m é normal < pr)=0.
(2} é normal = T =7n*
(3w é normal & pla*)={.

PROVA:

Item (1)

7 € normal < T nio tem ocorréncia de frmula maxima (FM).

7 ndo tem FM & © ndo tem segmento-o.
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7 nd0 tem segmento- <> 7 ndo tem ocorréncia pesada (OP).

% nio tem OP < pln)=0.

Portanto, # é normal ¢ pm)=0. 3

ftem (2)
Pelo Item 1, se xt & normal, entdo plx)=0.
Se plry=0, entdo, 7 ndo tem ocorréncia pesada (OP).
Se 7 ndo tem OP, entiio ® nio tem ocorréncia multiplicativa (OM).

Se 7 ndo tem OM, entdc 7 é derivagio estrela e portanto 7t = T#,

ftem (3)
(i) Pelos Itens (1) e (2),  é normal = pr¥) =0.
(ii) Pelo Teorema 2.3.104(7), p{n%) = pix).
(ii) Entdo, por (i), pe* =0 = plrn)=0.

{iv} Pelo Irem (1), pm)=0 => % é normal.

{vy Portanto, por (i), (it} e (i), pla® =0 < né normal. ¢

§2 Resultados sobre Derivacdes nas quais F{x) nio é FM multiplicativa

Os resultados principais desta secfio sio apresentados nos dois dltimos tecremas: os

Teoremas 3.2.8 e 3.2.9. Neles estabelecemos relagSes importantes sobre o formato da

derivagdo estrela e sobre o peso da derivagfic estrela para derivacdes ® onde F(m) nio é FM

mulriplicativa. Todos os demais resultados desta secdo sdo importantes apenas naz medida
em que s&0 necessdrios para a obtencio de 3.2.8e 3.2.9.

Simplificaremos os resultados desta segdo dando uma caracterizagio dnica para os

rrés tipos de derivacaes nas quais F{r) nfo € uma FM multiplicativa.

3.2.1 Caracterizacio Unica para Derivacdes com F{n) Nio Multiplicativa.

Uma derivagio 7 tem F(r) n3o multiplicativa quando & tem a forma:
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Ry
B,
T= R®,, onde:
B,
Mg
» B, e B,, a menos de parametros, sdo ocorréncias da mesma formula B, sendo o8

indices apenas para distingio de referéncia.

» F(z)=Fr,) e 7, & uma derivagio com uma das trés formas abaixo:

s
Ty B, A B, Ba,
AoB “AAR VBx
T{',z = b s = 2 | oo
{a) 5, (b ® g, OF: Bt
Ou seja:
Ty
Ty B, g B,
R L. S =1 R 3\—“@‘5—35, onde A-B & Fn).
B, 2
T3
Ty T, T,
A B, A B,
B, = AAB o s M, onde AAB & Fin).
B, B,
s
iy
Ba_ Ba_
o=, = %‘%—ag = n= VB)‘gx , onde VxBx é F(rn).
T3

Para todos os teoremas desta secdo consideraremos que 7 & uma derivagio do tipo

descrita em 3.2.1 acima.

O primeiro teorema que apresentaremos estabelece a forma de n° (a derivagio obtida

de 7 através da redugio de F(m)) quando 7 é como descrito acima.
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3.2.2 TEOREMA:
Ry
A menos de parémetros, n°= B, .
7[3
PROVA:

Como n° & obtida de = pela redugio de F(r), o resultado segue, imediatamente, g

partir da Caracterizacdo 3.2.1. ¢

3.2.3 TEOREMA:
Se ¢ 6 OPnl (1) e w=ass,{@), entdo v ocorre em T,
PROVA: |
(i Pelo Teorema 2.2.10-(2), remos que ¢ ocorre em &, & Y ocorre em &, OU T,
Mas pelas formas de 7 e %, em 3.2.1 é claro que ¥ nio pode ocorrer em =, e,

porants, Y oCorre em o, 4

) . g ) X L
() teorema seguinte estabelece relaces entre 7 e ¥ no que diz respeito a ocorréncias

pesadas e multiplicativas,

3.2.4 TEOREMA:
Se @ e y 530 ocorréncias de fSrmulas em & que ocorrem em %, ou em %, entdo:
(1) pose(@) < poslw) = pos{@) < poslw).
(2) (o 6 OPy), com yw=ass, (@) & (¢ é OP ), com y=ass{p).
(3) © € OPnL,(x,), com w=ass(@) & @ € OPnl 4(%,), com v =ass, ().
(4 (p 6 OM,) < (@ § OM_).
Byo=Tm e w=ass o) = o=T(r" e y=ass o).

PROVA:

Item (1)

Imediata pelas formas de 1t e =, e pelo Teorema 3.1.5. 7

Itens 2) e (3)
Se ¢ é OPL,, () ou OPL, (7} o resultado € imediato, porque tanto %, quanto 7, sio

subdrvores de 1t e 17 e, portanto, ¢ € OPL, (=% ou OPL,,(x".
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Se p é OPnl, (), entdo, pelo Teorema 3.'2.3, O ocorre em T, € Y ocorre em T
Além disso, pelo Teorema 2.2.10-(3), ¢ e y pertencem a um segmento-0t p gue atravessa %, &
possui F(}, a FM reduzida em 1t —> n°.

Mas pelas Definicoes 2.1.9 e 2.1.10 € clarc que a redugdo de uma FM em um
segmento- de comprimento maior que | ndo altera os demais pares-f, do segmento. Ou
seja, se X - ' pela reducio de FM A, entdo:

p=A,, ..., AL, A, A, oy A € sEgmento-0L em T se, & somente se,

PP= AL . Acgs Avgs oo A, ¢ segmento-on em ®n'. Assim, ¢ é OPnl, (7)) se, ¢

somente se, @ & OPnl, (x%.

{tem (4)
Dividiremos em casos, conforme a subdrvore em gue ¢ ocorre.
CASQ 1: ¢ ocorre em x,
Como n, é subdrvore completa de 1t ¢ n”, pelo Teorema 3.1.1 temos:
HoéeOMy < 9 OM,,.
(i)p é OM, < 0 OM,,.
Logo, por (i) e (i) temos: p € OM, <> ¢ é OMW{}.SD
CASQO Z: ¢ ocorre em 7,
Analisemos dois subcasos: ou @ ¢ OPL(r,), ou 8 OPnl(m,}.
SubCaso 2.1: @ é OPL(x,)
Pelas formas de & e 7° e pelo Teorema 3.1.4-(2) temos:
(i) @ e OM; © 9 6 OM,,.
iv) @ € OM; > ¢ é OM,,.
Portanto, por (i) e (iv) temos:
péOM, & 9 & OM,,
SubCaso 2.2: ¢ € OPnLy(r,)

Pelos Itens (2) e (3) temos:
() 9 & OPnL(n,) < OPnl_,(x.).

30
Note, naste caso, que se a premissa menor gue ocorre ao lado de @ £ cortada por regra que nio ooorre em

w,, entdo, ela ¢ cortada por regra de 7y, & neste caso, tanto em A Guanto em 77 esta regra ocorre e corea de

fato a premissa.
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(Wi} y=ass{p) <> y=ass (o).
Come @ ocorre em 7, e &, & subdrvore tanto de T quanto de 7%, temos:
@iypéPMde (DE)em < ¢ 6 PM de (OF) em 2.
(viii) Pelo Teorema 3.2.3, w ocorre em =,.
{ix} Além disso, 7, é subdrvore complera de 7t e 7°.
(x) Por (iii} e {ix}, a regra R que gera y, tanto em & quanto em 72, & regra de T,
Portanto, por (viii), (ix) e {x) temos;
R corta top-formula em . <> R corta top-férmula em #°,
Qu seja:
{xi) A regra que gera W =uass,(0) corts top-férmula de n <
A regra que gera ¥ =ass (o) corta top-formula de 7°.
Seja £ a premissa menor da regra em que ® € PM em 7,. Como ¢ ¢ OPnl(r,) e
OPnl (=), ¢ claro que a dnica ligagdo de =, ndo ocorre em V., (€}, entdo:
(xif) Vol&) = Vi, (8) = V (&),
Assim, por (), (vil), (xi) e {xii) temos que @ satisfaz todos os itens da Definicde 7.3.1

de ocorréncia multiplicativa em 7 se, e somente se, ela satisfaz em 7% ¢

{tem (5)
Imediata, pelos Itens (1), (4) e pela Definicdo 2.3.6 de QOcorréncia Estrela. ¢

3.2.5 TEOREMA:
Para toda derivacio = que satisfaz 3.2.1 remos:
(1} nl(ms) =nl q(m,).
(Z) nlylm,) =0,
PROVA:
ftem (1)
Imediata pelo Teorema 3.2.4-(3). 0

{tem {2)

(i) A dnica OFP_ que ndo ocorre em 7, é F(m,), que € FM em =, e, portanto,
OPL _(z,).
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(iiy Como =, ¢ subdrvore completa de 7, e de &, todas as OP,, so locais,
Logo, por (i) e (i) temos que ®, ndc possui OP nido locats, Logo:

nly(m,)=0. &

O teorema seguince apresenta uma caracterizacio de 7¥ a partir de 7,

3.2.6 TEOREMA:

Fiv 81 ‘H‘.: B«g
A-B
(1), = A _ASB = k= A 227 , onde Fr¥) =ADB.
B, B,
*
Fio T,
A B, A B
() =, = AnB_ nF = AnB . onde Fin¥ =AnB.
B, B,
Ba, Ba,
(3)m, = Vﬁx = T i%’ onde Fn})=VxBx {x, & estrela).

Itens {1y e (2)
Seja my® = ¥, Provaremos por indugio em n.
BASE: n=0,
Neste caso =, = 10 = 1¥, entdo &, & derivacio estrela.
Logo, 1, também & estrela (z, = nf).
Portanto o resultado € imediato.
PASSO: n>0.
HI: Se T ¢ uma derivacio com a forma descrita em (1) ou {2) acima e 2" = £* tal que m<n,
entdo vale o teorema para Z.

Considere a derivagio 1) da seqiléncia estrela para =,

(i} Pelas Observacdes 2.3.7-(P e (h) é claro que & = =) = (n)** = m*.
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- Mas 77 € obtida de %, pela multiplicacio-* de T{r,). Como nas duas alternativas de
T, F(1t,) nio € OM,,, entdo, T(m,), se existir, 6 pode estar em .
Como n, é subdrvore complera de m, e r{x,) nio & OP,, (r(z,) ndo é premissa maior

de eliminacdo), entdo, pelo Teorema 3.1.2, Tr)=Tinye

n:
?Z: 81 A 81
. A AnB AAR
(i) o = ourn = -LA08
B, B,
Por (i} e (i) temos que vale para 7} a hipérese indutiva, logo:
(2" B
A-B
i) () = —o . — ., onde ADB=F((n)*)
2
ou (3‘5: )*
A B,
(s = mﬁg&&m , onde AAB=F(()¥).
2

Pela Observacio 2.3.7.1-(f} temos:

() (m)* = ¥
e
W} (R3Y* = =¥k,

Portanto, por (iii), (iv) e () temos:

¥ B? ‘E: 81
AoB
r=t A2B A P20 e Fing)=AoB
B? BZ
*
ou Ly Ty
A B, A B,
T, = JAnAB = M,omde Finy=AnB. T
B, B,

Item (3)

Imediato, pois n, = ¥, +
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Antes de demonstrarmos 0 teorema mais importante desta se¢do enunciaremos mais

um resultado auxiliar, de demonstracio trivial, gue serd usado em sua demonstracio.

3.2.7 LEMA.:

Se 7 é uma derivacdo estrels, entdo, 7° é estrela. ¢

O teorema seguinte juntamente com um seu coroldrio imediato s@o os mais
importantes desta secio. Ele estabelece ndo s6 uma caracterizacdo para a forma da derivagio
estrela correspondente a uma derivagdo =, onde F(n} nio € multiplicativa (descrita em
3.2.1), como também assegura a importante identidade sintdtica entre 1% e n*%, que sers
fundamental para a obtencio da igualdade entre ofm) ¢ Ip(n).

Provaremos nele que, para cada tipo de =, temos:

g
g B, E: __EL__
AoB
{a) m, = A _ADB = ¥ = A , onde F{r*)=AnB,
B, B,
g
Ty Ty s
A B, A B
bym, = V. VN - ‘__A_f\_,B__, onde Fln*)=AnB.
B, B,
g
g
Ba, By, |
©) 7, = -‘?’é—%’-“ = = ‘7’8"2" . onde F(n#)=VxBr,
Re

Além disso, nos trés casos, T¥ =% = B, .

Ty

Observamos que T, & T, 530 as subdrvores em que %, e T, s¢ transformaram através

dos passos da seqiiéncia estrela de 7. Nao nos interessa saber exatamente como elas sdo. O
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que interessa € saber que 7¥, n%*, 7% e F(n*) estdo relacionadas da maneira como descrito

ama,

3.2.8 TEOREMA;

Se m & como em 3.2.1, entdo:

g
B, g
¥ = 1:: , onde Fn¥)=Fnr¥) e g™ =n¥=z8,,

B, T
g

PROVA:

Seja 1** = n¥. Provaremos por inducio em n.
BASE: n=0

() Entio 7* = * = n (7 ¢ derivacio estrela),

(ii) Como 1, é subdrvore de &, entéio %, também 6 estrela (1, = 7¥)
(iif) Pelo Lema 3.2.7, 7 & estrela {77 = ™),

i) Temos entdo 2%% = g% = x*

por (i) par ()

Logo, fazendo n, = 7, e 7, = %, temos, por (), (ii) e (iv} que:

g
B, g
*
T* tem a forma: 7% = 7, , onde Fa®)=F(nf) e n™=n¥ = B,.
por (T32.3)
B, Ry
Ty

PASSO: n>0
Fi: 5eja Z uma derivacio como descrito em 3.2.1. Se T* = I* ral que m<n, entdo vale o
teorema para 2. '

Considere a derivagio ©* da seqiidncia estrela para x.

(i Pelas Observagdes 2.3.7-(H e (h) é claro que 1% = 1" = (79*1 = %,

Mas #* ¢ obtido de = pela multiplicacgo-* de T(m). Como nas trés alternarivas de 7,
F(x) nao & OM,, entdo, T(n) estd em n,, 1, ou w,. Consideremos estes trés casos.

CASQO 1: T(r) estd em 7,
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Como %, & subdrvore complera de = e r(x,) ndo é OP, (r(m,)=B, que é premissa de
introducdo), entdo, pelo Teorema 3.1.2, T(r)=T(xn,) e
my
B?
i) n* = T, -
B,
g
Note que Fin,) € FM em n*, e n* ¢ distinto de & apenas na subdrvore dererminada
por B,. Como posy(B,) > pos,(F(x,)), entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(Gif) F,) & F=®).

=
(iv) Porranto, por (if}, (i) e pelo Teorema 3.2.2 temos: n*° = B, .
s

Sejam @ e y as duas ocorréncias de 7, tais que: ¢=T(m) e w=ass (T(n)). Pelo
Teorema 3.2.4-(5), o=T(n" e w=ass o{T(z). Ou seja, T também ocorre em %,. |
Como 7, & subdrvore completa também em =%, temos, pelo Teorema 3.1.7, que
Ty =T(n% e:
2
(W) 1= B,.
Ra
(vi} Assim, por (iv) e (v}, temos que: 2*° = 7™,

Por {i}, (ii) e {iii) remos que vale para ®* 2 hipdtese indutiva.

Ty

B, g
{viiy Logo, 2°* = n: ,onde (r*M é Fx¥) e x*™* =" =B, .

B, g

T

Pela Observagao 2.3.7.1-(f) é claro que:
(uiif) T** =n* e
{ix) mo** = g

(x) Entao: 2% = % = p*™ = g™ = g
por (b por {vi) por (i par {vii}

Assim, por (i), (viii) e {x) temos:
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g

{'31 Ky
m ey, onde FnY é mY) e 1™ =n=B

B, g

g

CASO 7: T(x) estd em 7,

Note que este caso ndo € relevante para T, do tipo (¢}, uma vez que neste caso, T,
ndo € subdrvore de . Portanto, analisareros aqui apenas os casos {a) e (b) de y o
Como =, € subdrvore completa de = e de n,, e r(x,) ndo &€ OP, nem OP,, (r{m)=A

ndo & PM de eliminaciio em nenhuma das formas de 7,), entdo, pelo Teorema 3.1.7 temos:

Tlr)=Tiry), Tl)=Tn,) e:

g
Tt; B? A B1
w@m=2 A28, (by g = -ALB
B, B,
e T, ‘R:: Ry
Tt: 81 A B¢
(xii) {g) n* = A ASB , ou {Hzr*= AnB
B, B,
Ry EL
n,
B,
(xiif} Por (xi) e (xii}, temos que n* = T, -
B,
Ky

Seja € =Fm,). No caso (@) £E=ADB e no caso (b} E=AAB.
Note que & é FM em n;, e 1y é distinto de %, apenas na subdrvore determinada por
A=r{n,}. Como, tanto em (a) quanto em (b), pos,, (A} > pos,, (&), entio, pelo Teorema 3.1.6:

{xiv) £ & F(n3).
Ty
{xv} Portanto, por (xii) e (xiv), temos: 7*7= B, .
Ty

{xvi} Por {xv} e pelo Teorema 3.2.2 temos que: %* = n°,
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Note também que £ (=Fr,)=Fn) ¢ FM em n*, e x* ¢ distinto de ® apenas na

subdrvore determinada por A=r{r,). Como, tanto em (g) quanto em (b posdA) > posglE),
entdo, pelo Tecrema 3.1.6 temos:

{xvii) & & F(x").

(xviii) Portanto, por (xiv) e (xvii) temos que F(m;) é F{n").

Assim, por (i), (xiii) e (xviil), temos que vale para 1* a hipétese indutiva.

g

B, Ty
(xix) Logo, n** = (3)*, onde Fm™) e H(m)®) e =t = B,

B, g

g

Pela Observacio 2.3.7.1-{f) é claro que:

{xx} g** =n* ¢
{xxi) (T5)* = ¥,
{xxii} Entdo: #7% = g%

por i nurr?tht} por [xx)

Assim, por {xix), (xx), (xxi} e (xxii} temos:

Ry _

B, s
n¥ = 1:: , onde Fir¥) ¢ F(r®) e n™=n=8B,.

B, Tg

Ky |

CASO 3: T{n) estd em 7,
Neste caso temos 2 subcasos: ou T{n) € OPL () ou é OPnl(n.}.
SubCasa 3.1: T{(x) ¢ OPnl () |

Neste caso, pelo Teorema 3.2.3 temos que 2 ocorréncia ass,(T(n)) ocorre em 7.

|
B
icr :
Ty Tgn Mg . |
{xxiii) =, e, té tio as f; 7 e e 1 c €D | |
ii e I a0 Ormas: e — T e ——
ve T C=-D 3 D ’
Ry
T 1
B, !

onde a ocorréncia CoD em w, é ass,(T(®) e, em x,, C2D € Tlx).
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Ty

B‘F
{xxiv) n* & entdo da forma: n* = n, , onde nt} e 13 tém as formas:
B,
T
Tap
[C]
B
Mg Ty
{xxv) m} = D & C €D
*CoD : D
T, T
B

Note que F(r,) é FM em =%, e n* ¢ distinto de 7 apenas nas subdrvores determinadas
por C em 7, e em 7, Mas, em qualquer dos casos, pos,{C) > pos,(F(r,)).
{xxvi} Entdo, aplicando duas vezes o Teorema 3.1.6, temos que F{x,) é F(x*).
Ty

(xxvii) Portanto, por (xxiv) e (xxvi), temos ©*%= B, .

s
Pelo Teorema 3.2.4-(5) remos que CoD de n,  T(xn%) e C2D de 7, 6 ass o(T(=®).
T
{xxviii) Logo, ™ = B, .
R

Por {(xxuii) e (xxviii), temos que: n*° = 1™, ¢ por (i), {xxiv) e {xxvi) vale HI para z*. O
resultado segue, portanto, andlogo a0 Caso 1 a partir do item {wii).
SubCaso 3.2: T(m) é OPL ()

Neste caso, como Flx) é Fx,), entdo F(n} ocorre acima de B,. Logo,

pos(F(m)) > pos,(B,). Portanto, pelo Teorema 3.1.4-(4) temos que ®° tem 3 forma:
Ty
B,
xixt "= W
B,

M
Note que Fm)=F(x,) é M em =n*, ¢, por 3.1.4-(4), n* é distinto de % apenas em

subdrvores com raizes de posiciio maior que F(r).
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(xxx) Entio, pelo Teorema 3.1.6, F(x,) & F(x*).
(xxxi) Por (xxix) e (xxx}, temos que *° = g; .
T3

Sejam @ e y duas ocorréncias de 7T, tais que: 9 =1{(%) e Y= ass(T(m)). Pelo Teorema
3,2.4-(5) temos que ¢ =T e y=ass (T(x").

Ou seja, TR também € OPL 4(1.).

Note que, como ndo existia FM £ em 7 com pos (&) < pos,(B,), entdo, pelo Teorema
3.2.4-(1) e pela forma de n° temos que nio existe FM £ em 1% com posq(6) < poso(B,).

Assim, pos o(F(n™) > poso(B,). Portanto, pelo Teorema 3.1.4-(4) temos:
gL
(xxxii) 7 = B, .

]
g
Por (xxxi) e (xxxii), temos que: m* = 7%, e por (§), (xxix) e {xxx) vale HI para z*. O
resultado segue, portanto, anilogo ao Caso 1 a partir do item (vi).

O que termina a prova do Teorema 3.2.8 ¢

Neste tiltimo teorema desta secio estabeleceremos relacées entre o peso de % com o
peso de 1%, que nos permitirdo, na tltima se¢do, provar que o{f) diminui com as reducBes e
provar s igualdade entre o(r) e Ip(m), para os casos de derivagdes em que F{x) é ocorréncia

nio multiplicativa.

3.2.9 TEOREMA:
Se 1t é como caracterizado em 3.2.1, entdo:
{1y Se m, é do tipo (¢} pla*=pr"*y+ 1;
(2) Se w, & do tipo (@) ou (b): pE*)=pn"*) +p(r¥)+ 1;

(3) pln"y < plm).
PROVA:
g
B, s
Pelo Teorema 3.2.8 temos que %=, e n% =n¥"=B, .
B, Ty
Mg




T T
Ser, = B? , entdo K* = B: . Logo, pelo Teorema 2.2.13 remos:
, g
(@) ploc*) = pl7,) + plm) + nly (7).
(if) p(e™)=p{m,) + p(re) +nl ().
() plrs) = plres) + plng) +nly, (25,
Pelo Teorema 3.2.5-(2) temos que nlp(n¥)=0. Como, n, ¢ subdrvore completa de e
7iF & subdrvore de nt,, entio:
(iv) nlg, (mF) =0,
Além disso, pelo Teorema 3.2.5-(1), temos que:
W) nl(md =nl g1},

Analisemos dois casos: quando 7, € do tipo (c) e quando n, ¢ do tipo {4) ou do tipo

{b}.
hem (1)
Ba,
t,édotipols) - n, = %&2&5

{vi} Neste caso, %, ndo & subdrvore de .
Imediatamente pela definigfio de peso temos que:
(vil) plm,)=1.
Pelo Teorema 3.2.6-(3) temos que &, ¢ derivacio estrela, logo, de (viik
(wiid) plmF)=1.
Assim, por (i}, (iv) e (viii} temos que:
{ix) plaey) =plrs)+ 1.
Portanto:
ple®) =, blma)+plmy) +nlg ()

= (1t 4 1+ p(mg) +nle,(my)
ner ()

e bl + 1 +plrg +nl . (n,)

= pE™+1.7
por (i)
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Item (2)
7, & do tipo (@) ou do tipo ().

B, A B,

(x)Se}azBE é___._ﬁ.m?é, ou TCSEM

B, B,

{conforme tipo de 7,).

Imediaramente pela definicdo de fungio peso remos gue:
{xi) plrg)=1.
ﬁ{-
Note gue m, = A . Portanto, por (x) e pelo Teorema 3.2.6 remos:
g
T
(xify mF = A .
Tg
Como A, ligagio entre 7} e n, em 7¥, ndo pertence a segmento-oL de ¥ temos, pelo
Teorema 2.2,10-(4), que:
{xiii) nly,me)=0.
(xiv) Assim, por {xii) e (xii}: p(F) =p(n¥) + p(m,).
(xv} Portanto, por (xi) e (dv), p(F)=p{xH + 1.
Por (iii}, (v} e (xv) temos que:
{zvi) p(r) =plms}+p(rH + 1.

Portanto:
p(m*) p:fr:m plre,) + plrg) + nle(me)
Dﬂ;:fv) P(Tf-w) + P(Tf-'s) P nlgm(ns)
ot plrs) + b} + L+ plme) +nl ()
=  pn"*y 4 piFy+1. 3
o (i)
Item (3)
Ay

Seja %, = B, . Pelo Teorema 2.2,13, remos que:
T,

{xvit) plr)=plm,) + p{ry) + nly(m,).

(xiii) p(r?) =p(1,) + plm,)+nl oL,
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- (i) plmy) =plmy) +plr,) + nly (7,
Pelo Teorema 3.2.5-(2), nl {m,)=0. Logo, nlp(1,) =0, pois 7, é subdrvore de @, que é
subdrvore completa de z.
(xx} Assim, por (xix) temos: p(t,)=p(r) + p(r,).
Como o, B, e B, sdo ocorréncias de 1, ¢ é FM também de 7,
{xxi} Portanto, p{r,) > 1.
(xxi) Logo, por (xx} e (xxi), temos que p(n,) < pl1,).

(xxiii} Pelo Teorema 3.2.5-(2) temos que nly(7,) =nl ().

Portanto:
By = pmg)+plmy)+nlgms)
por (i}
Dnﬁvii) pims)+ plr) + nl,‘a(ﬂiz}
b0 bl + plm,) +nl o(1t,) = Pl

Logo, pln) > p(n%. ¢

§3 Resultados sobre Derivacdes com F{x) Multiplicativa

(3 objetivo principal desta secéo é obter o segninte resultado:

Ty
A
(A LA]
Ry [
L B . W.E_,._,
Sejam W= ~A—-—%—:—LB——, onde ADBéFn) e =m, = A BAD B , obtida de & pela
Ty ,

mulriplicacio-* de A-B. Entio: % = ¥,
Esta sguivaigéncia nos habilita a estender os resultados da secio anterior rambém
para derivaces nas quais F(m) é FM multiplicativa, Ao fazermos isto, j& estaremos aptos a

tratar todos os casos da prova de que o(n) diminui com as reducdes.

Introduziremos agora uma nocdo que serd muito utilizada nesta segdo para fazer

referdncia a uma derivacao especifica da seqiidncia estrela de alguma derivacso n.
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3.3.1 DEFINICAO: Derivagio Limite

Sejia 7 uma derivacio tal que T* = n® ¢ A uma férmula da linguagem de C.
Definimos a derivagdo limite de & para A, e denotamos por ™, como a derivagio =™
{0 <[ < n) da seqiigncia-* de & tal que:

(1} Se g(n) < gr(A), entdo ™ ¢ 1™ = m;

(2) Se g(m) = gr(A), entdo, ™ & =* tal que: g(m™) = gr(A) e g(n*™) < grA).

3.3.1.1 OBSERVACOES:

(@) Pelo Teorema 2.3.10-(6), temos que para todo i (0 € i<n), g{n***) < g(x™). Assim,
podemos dizer que a derivacdo limite de 7t para A € a derivacio da seqiiéncia-* B, de menor
indice que tem grau maximo multiplicative menor a gr(A).

(b)) Como g(x"™)=0 (pois 1" = n* & derivagdo estrela) e, pelo Teorema 2.3.10-(6),

gr*) < g(n*) (0 <i <n), entdo, para toda fSrmula A existe um 7™ (0 £ i < n) tal que

n** = i,

1A}
=

() E claro, por propriedades da segiiéncia estrela, que BL ==z, .., % =™, 2

seqiiéncia estrela limite de 7 para A é tnica, e para cada ® e A existe um e apenas um £

associado.

{d) Pela unicidade da seqiiéncia estrela é claro que se ®™ = n*™ e r <k, entdo

(*) A = 7™M Além disso, n™* = ¥,

3.3.2 LEMA:

Considers @ uma OM, com g{n®) < gr{@). Entao g(n) =gr{@).
PROVA:

Suponha, por absurdo, que gz} > grip).

Isto implica que T{m} = o, lﬁgo, pelo Teorema 2.3.10-(2), todo residuo (@) de ¢ é
OM,, e, portanto, g{r®) 2 gr(®), o que & um absurdo, pois g{n*) < gr(®) por hipdtese.

Logo, descartamos a hipétese do absurdo e temos g(n) < gr{p).

Mas pela Definicio 2.3.4 nfo & possivel que gln)<gr(p), pois ¢ & OM,. Logo,
glm)=grl(o). ¢ |
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A notacio gque apresentaremos a seguir nos permitivd identificar certas
transformagdes que podem ocorrer em subdrvores devido a multiplicacdes-*, Fla sera

bastante utilizada na demonstracio do Item (3) do teorema seguinte.

3.3.3 NOTACAQ:

A notagio denota uma derivagao 7 com um conjunto possivelmente vazio de
7

hipdteses destacadas, todas com a forma de A.

AN
Considere 7 a seguinte derivacio: & = Al -

T

A

A forma de =, como definido em 2.2.8-), indica que 7, é uma derivacdo que possui

3

L4 - - A - - - - Tc‘
n ou mais hipdteses destacadas A. Em cada uma destas hipdteses existe uma copia de Ai

onde (3 £1 < n). Os colchetes em volta de cada n, indicam que pode haver mais de uma
cépia de cada =, em 1.
Rz
Considere 1, com a seguinte forma: n,= B .
Ty
De acordo com as formas de 7 e %, podemos ter hipéteses destacadas A de x, ranto
em 7, quanto em 1t,. Nio € possivel saber, apenas com as informactes que temos, se todas
as hipdteses destacadas A de m, estio em 7, em 7, ou se estdo um pouco em cada

subdrvore. Desta forma, usando a notagdo de chaves descrita acima, podemos escrever 7,

COmo;

Tal notago indica exatamente as condigdes de ®,. T, & composta por uma
- subdrvore 7, & uma subdrvore %,. &, possui uma hipétese destacada B, que & raiz de R, €
algumas, possivelmente nenhuma, hipéteses destacadas A, T,, por sua vez, possui as outras

hipSteses destacadas A de x,, quando nem todas elas estdo em =,.
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Assim, de acordo com a forma de ®, descrita pela nova notagdo, podemos escrever 7

com a seguinte forma:

{ms} {7}

AL
{A}
EARRLN m,
R = JA} B,
Ty

Esta notagio indica que 7 é obtido de 7, colocando-se nas hipdteses destacadas de

.
7, copias das derivacses Ai (3 < i < n). Como nio temos informagdo sobre quais 7, sdo

colocados nas hipsteses A de 7, e quais hipéteses A de 7,, utilizamos o artificio das chaves e
indicamos todas as copias em cada derivagdo. Como as chaves indicam uma quantidade

possivelmente vazia, a notagio de 7 € coerente.

Por exemplo, se todas as c6pias de #, em 7 tém as hipSteses A de 7, como raiz,
entdo a notagdo {7} que ocorre acima das hipdteses A de =, indica uma quantidade vazia,

ou seja, %, nip ocorre 4. 4
O teorema seguinte estabelece, no Item (4), o fato fundamental desta secio: 7% = 7y,
Os Irens {5 e {6) também serdo dteis para a prova de que off) diminui com as redugdes. Os

ftens (1), (2) e (3) representam apenas as etapas necessdrias para a prova do Item (4).

3.3.4 TEOREMA:

[AT
Ty
7, B i
Sejam= ﬁ_—%ﬁi, onde A-B ¢ Fir) e OM,.
Ty

Seja 7* uma derivagio tal que: T ~» ' pela redugio da FM @ # ADBe
=B = te,

Entio:
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Dbt , onde AnB & Fin*1),

(2) 2 = g8t , onde AoB & Fr=1),

(3 Rtmi = n[m]

{4
(5
(6
PROVA:
Ftens (1} e (2)

7 = ¥,
= ()

)
)
ym
} 7y (),

Provaremos os Itens (1) e (2) simultaneamente por indugio em n.

Como nos ltens (1) e (2) ADB & OM,, entdo ¢ claro que g(x) > gr(A-B). Logo, pela
Defini¢io 3.3.1 temos que n >0, Portanto, o caso bésico é n=1.
BASE: n=1 (Neste caso, 2% = *)

Como n=1, entdio, pela Definicio 3.3.1 temos:

(i) glm)=g(n*") 2 gr(ADB) e gln") <gr(AB).

(i1 Logo, por (i) temos que g(m) > glx".

(iii) Mas, por {if) e pelo Teorema 2.3.10-(4), temos que ng(rtj=1.

Como A2B é OM,, , por (i) e pelo Lema 3.3.2 temos:

(iv) g(m) =gr(ADB).

Mas se ADB ¢ OM,, por (i), (iv) e pela Definicio 2.3.6 de T(1t) temos:
(vy ADRB & Tin),

Assim, por (iv}, (1) e pela forma de 1 remos:
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{pi) g8 = * =

Note que r* difere de 7 apenas na subdrvore da premissa menor de A-B=F(m) e em
top-férmulas de ®,. Mas em ambos os casos as alteragGes sdo feitas em ocorréncias com
posico maior que pos{AmB). Portanto, pelo Teorema 3.1.6 temos:

(vit) AoB & F{r®).

Por (ii) e (iv) temos que g(rt™) < gr{A-B). Como 7, (1 £ i < 3) sdo subdrvores de =°,
entdo, para (1 <i<3), glx,) < g(n) <gr{ADB). Portanto, pela Definicao 3.3.1:

{wiii) T*® =, com (1 £{ < 3).

Assim, por (vi), (ii} e (viil) remos:

TEFIA:}BI
[A]
11'.[;‘:’5]
B
(ix) =8t = ﬁ—-—-—-g*?*g , onde F{x»®)=AB; e
(A8
[AY [A]"
, E{;\::Bz
x, 8 A=l B
. —_—
" t=n"=x= A g 28 = A BA -8 , onde F{n*™1)=ADB.
Ty TEE:DB!

Por (ix) e (x) provamos a base para os Itens {1} e (2),
PASSO: n>1
HI: Se T ¢ uma derivacio que satisfaz as hipdteses do teorema tal que L™ = I com
k < n, entdo os itens (1) e (2) sdo vilidos para .

Considere a derivacio n*. Como n#% = 7 com n> 1, pela Observacio 3.3.1.1-(d)

temos:
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(xi) (%) P = g8 = g = (gt

(xii) Como ADB=F(m} é OM,, entdo: g{m)=gr(T(m)} > gr(AB)

Como =* € obtido de % pela multiplicacio-* de T(n), por (xii} e pelo Teorema
3.1.7-(1) temos:

(xiii) pos{ T(m}) = pos,(A-B).

Vamos dividir a prova em casos conforme a ocorréncia T(x}, Temos que ou T(m)
OCOTTE em Ty, OU em T, Ol em %, ot 1 (7} ¢ A=B. Analisemos cada caso:
CASQO 1: Tin) ocorre em T,

Como 1, & subdrvore completa de 1 & r{%,) nao & OF, (r(n,)=A é premissa menor de

regra de eliminacio), entéo r(1,} ndo é T(xn). Logo, pelo Teorema 3.1.2 temos:

(Al
Ty
Ty B ]
(xiv) T(r)=T{n,) e n*= Hm?,i
3

Como posg{r(m,)) > pos (ADB), entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(xv) AB & F{x*),
(xvi) Note também, por (xiv), que AoB s OM_,

Assim, por (xi}, (xif), (xv} e (xvi} temos que vale 3 hipétese indutiva para n*. Logo:

Al
?z[za\DB]
m ﬁmz A g B
(roi) ()™ = =20, onde ASB € F(r)™), e
TCEgADBl
( ﬁ.; Azl
[A]
K[ZADBI
_B_
(xvitd) (m*)* = (AP = ﬁ-"-"-%-;-a—— , onde AB ¢ F((r*™™).
n%A::sBi

Mas se T{x} ocorre em m,, entdo gln,)=g(x) (ﬁ) gr{A==B). Logo, pela Defini¢do 3.3.1

A = % ral que k > 0. Portanto, pela Observacio 3.3.1.1-(d) temos:

123



(aix) PR = ()R

Portanto, por (xi), (xvii), (xvii) e (xix) temos:

(Al
Tt{;DB]
R{{A:;B} B
A
(xx) @t = (Y™ = A 5 =8B , onde AnB é F(n*) e
n{;\:ﬂ}
n[f‘:’el
[A]
K;zn:a]
B
(xxz') g 128 (ﬁ) g% aa] {ﬁ) (n.).n—l = e ;&MBA#_,B,.BW R onde A:JB é p(xta:nl)'
ngs.:a;

Assim, por (xx} e (xxi) provamos o Caso 1.
CASQ 2: T{n) ocorre em T,
Como n, & subdrvore completa de 7 e r(x,) nio é OP, (r(n,)=B ¢ premissa de

introdugdo), entdo ri,) nio é T{xr). Logo, pelo Teorema 3.1.2 temos:
[AT"
7
7, B
. A A-B
(xxil) TiR)=T(RW,)} & 7" = —g
T3

Como pos,{r(1,)) > pos, [ADB), entio, pelo Teorema 3.1.6:
{xxiit} A8 & Fln™).
(xxiv) Como as hipéteses destacadas de n, s@o cortadas por regra que estd abaixo de

r{n,) nenhuma multiplicacio-* em 7, coloca subdrvores sobre as hipoteses destacadas de n,.
Portanto, por {xxif}, ADB ¢ OM_,.

Assim, por (xi), (xxii), (xxiii} e (xxiv) temos que vale a hipdtese indutiva para n°, Logo:
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LY
(E; ){ASB]
RE&DB] B
A AoB
B

ng::Bi

k

, onde ADB & F{{(n"y* ), e

(xxv) (R*Y*2 =

TcEA:DBI

Al
(x3)
B
(o) (22 = (s A B2B onge aoB g Fayoem,

?'5:{: o8}

O resultado segue andlogo ao Caso 1.
CASO 3: T(m) ocorre em 7,

Pelo Teorema 2.2.10-(5), se ¢ & OPnL,(r,), entdo grio) < g(B).
Mas, por (xii), gr{T(m) =g{m) 2 gr(A>B) > gr(B). Portanto:

(exvii} T(x) & OPL{m,).
Por {xxvii}, pela forma de nt e pelo Teorema 2.1.4 temos:

(A" ’

Ty

n, B
[
(i) T =Tl e 7° = %:3 B
M

Também por 3.1.44{1) e 3.1.4-(4) temos que =" é distinto de % apenas em subdrvores
com rafzes de posico maior que ADB=F(rn). Entio, pelo Teorema 3.1.6:

{(xxix) ASB & F{n™,

(xxx) Note também, por (xxviii}, que ADB & OM,..

Assim, por {xi), (xxviif), (xxix) & (xxx) temos que vale Hl para n*. Logo:
(A"
A8
A8l B k
A AoB
B

( x; A8l

(i) ()" =

, onde AmB & F((x")"™%), e
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rcit’s'

Al
EE?B: i

(oxxid) (%P = (%)=t = L%Q_.Bn , onde ADB & F((x")»™*),
(25

O resultado segue andlogo ao Caso 1.
CASO 4: Ti{m} ¢ AoB=F(n}
Como neste caso T{m)=F{1}, pelo Teorema 3.1.7-(2} temos que:
(xxxiii) ng{mi=1,
Por {xxxiii) & peio Teorema 2.3.10-(4) temos que:
(xxxiv) g(m) > g{n®).
(xxxv} Mas como A>B ¢ T(x), entido g(nt) =g(n*" =gr(AmB).
fxxxvi) Loga, por {xxxiv) e {xxxv), g(n™ <gr(ASB).
Assim, por {xxxy), (xxxwi) e pela Definigio 3.3.1, = = g°. Portanto, o resultado

para o Caso 4 segue exatamente como no ¢aso bésico. J

Item {3)
Vamos provar um resultado um pouco mais genérico, do qual o Irem (3) € um caso

particular. Considere T, uma derivaciio com a seguinte forma:
Ty »o= Mg
‘\_.._...V............J
[A]
T2
B
A A-B
B
Ty

Ty , onde A=B & Fin,) e onde vale a seguinte propriedade:

"

{i} No existe top-férmula em nenhum x,, ..., 7, que seja cortada por regra externa a
Tay --s Koy Cuiia conseqiiéneia tenha posicdo maior que Fxg).

Provaremos que:
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\[?EE‘Aba}];;[nlnﬁDB] _L
(Al
K[ZA“::B]
B
A AoB
8

E{;\:Bi

(if} m&®! = , onde AoB é Flristy,

Pelo Teorema 3.1.10 temos que x, também satisfaz a propriedade (i), logo €& claro
A1
[A]
iAo
_B
A AnB

que, se provarmos (i}, entdo T = g onde ADB é F(r™™™) ¢, portanto, pelo

Tcgma;
Item (2}, P = g,

Seja 15" =
BASE: m=0

(iii} Neste caso i = ng” = M.

ng™ Provaremos o item por indugdo em m.

Logo, pela Definicio 3.3.1, glng) < gr(AoB) ¢ para todo i (1 €1 € n) g(r,) <gr{ADB),
pois 7, & subdrvore de Te. Assim, rambém pela Definicio 3.3.1, temos:

() e =17, talque(l <ign).

Portanto:
naﬁos; . ,xinzs;
T, T, S e —
= Al
[A] R[ADBI
Ty 2
B B _
A A-B A ADB
(A8} o = = (A=Y i
T = T B z 5 , onde Find®) =A=EB
g ' A8l
PASSO: m>0
HI: Se £ ¢ uma derivagio que satisfaz as hipdteses do teorema tal que £ = Z* com

k<m, entdo o Item {3} & vidlido para Z.
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Considere a derivacio 5. Como ™™ = n§® com m >0, pela Observagio 33.1.1d)
temos:

() ()7 = 7P = nr = ()

Note também que como m >0, pela Definico 3.3.1 temos:

(i) g{mo) = gr{AB).

Como A>B nio ¢ OM,, entdo temos trés possibilidades para T(n;): ou T{ny) ocorre
em algum 7, ..., Tin, OU €M Ty, OU em T, Analisemos cada um destes casos:
CASQ 1: Tlr,) ocorre em algum n, para (4 £j <0}

Note, por (vi), que r{r,}=A nio & T{xy), pois gty =gr(T(r) = gr(ADB) > gr(A).

Logo, pelo Teorema 3.1.2:

Jog Ty 7‘3; LI

~

[A]

o

B

A
(it Tty =T} e w5 = . AoB
T3

Como posy,{r{n,)) > pos,(ADB), entso, pelo Teorema 3.1.6:

(viit) A=B ¢é Flrng).

Note que como nenhuma nova marca de corte que no ocorria em %, € introduzida
em 1 , entéo:

{ix) %% satisfaz a propriedade ().

Assim, por (v), {vif}, (iii) & (i), temos que vale HI para 73, logo:

O i R

n

i
al
“Iz; i
(x} (a)* = A B AoB , onde ADB & F({m5)™™).

[A::IB]
T3
Por (vi} e {vii) temos: glzt,)=gr{T{n,) ol gr{T{n) &) gr(A—B).

Logo, pela Definicdo 3.3.1, temos que 1§ = n{* tal que r 0.

Portanto, pela Observagio 3.3.1.1-(d) temos:

(XI} ch;ma; = (n;)(ml'
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Assim, por (1), {x) e (xi) temos:
\!xl;‘A:aﬁl ] s [TCLA:!BI ]J
g
(A]
R[;ﬂ:::&]
B

A AoB
8

Tt{;\:&{

CASQO L: Tl ocorre em 7,

[A=B]
e =

, onde Finix=®) = A-B.

Como Tlng) ocorre em m,, pela Observagdo 2.1.13.1, y=ass, (T(r,)) ocorre ou em =,
ou em algum x, (4 <j<n),
(xii} Pelo Coroldric 2,2.11-(3), todas as OPnl{n,) tém grau menor ou igual a A.

Como, por hipdtese, T(r,) ocorre em =%, entio g(m,)=glny) (“:‘;)gr(ADB}>gT(A) 8,

portanto, por {(xii}

(xiif) Ting) € OPL(m,).

(xiv) Logo a regra R, que gera a ocorréncia y=ass,(T(1)) e a regra R, da qual T{x) &
premissa maior estdo integralmente em 1,

Mas ¢ claro, pela forma de ng, Que: DOS (7 (30} > pos, (ADB). Entéo, por (xiv) e pelo
Teorema 3.1.10:

(xv} Toda top-férmula que a regra que gera y=ass, (T(n,)) corta & top-férmula de =,

{xvi} Assim, por (xiif), (xiv) e (xv), temos que os itens (1} a (3) da Definicio 2.3.1 de

QM sdo satisfeitos por T} rambém em x,.
Analisemos o gue ocorre no Item (4) da Definicdo 2.3.1.
Seja £ a premissa menor da regra em que T{r) € PM.
{xvii) Por (xiv) temos que & também ocorre em 7,.
Como Tlng) &€ OM,, entio, pela Definicio 2.3.1 de OM temos:
Ou £ é top-férmula cortada em 7tg, ou KV () > 1. Vejamos cada caso:
CASO 2.1: £ ¢ top-férmul.a cortada em Tty
\ Se £ ¢ top-férmula cortada em xy e ocorre em 7t,, como =, é subdrvore de Ty, € claro
que:

(xuiii} £ & rop-férmula cortada em m,,
2
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Portanto, por (xviii) temos que o Item (4) da Definigo 2.3.1 de OM rambém ¢ valido
para T{m,) em 1, e portanto, por (xui) e (xviil) T{ny) € OM,,.

Como Ting ¢ OM,, e m, & subdrvore de y, € claro que nfo existe OM,, com grau
maior que (W), nem ocorréncia de mesmo grau com posigio maior que Ting, pois ze
existisse em 7,, existiria em T, (Teorema 3.1.5), o que contradiz a Definiciio 2.3.6 de
ocorréncia estrela, Portanto:

(xix) T(mg) = T(m,).

Por {xv), (xviii) e (xix} podemos escrever T, com a seguinte formas

JCT {A}

B
Q
)
U
")

(xx} m, , onde CoD =Ty =T(xr,).
D {A}

Mo

Assim, por {xx} e pela forma de xn, temos:

RUATIR LN/

cr A
JC] - {AlL
b
c CoD {m}.. {n}
D {A}
nﬁ
(xxi} T, = A A-B , onde AnB=Fr.).
B
7{:3_
Por {xix}, {xx) & (xxi) temos:
ClI* {A
A ]ﬂ {A}
(xxil) 0 = £ cob
D A
kS
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o i
e
Ty
C oD {m) . {=}
kD {A}J
pA
B
(exiil) ng = A A-B
B
Ty

Note por (xxi} e (xxiii) que as mudancas de m$ com relacio a n, foram todas feiras em
subdrvores cujas raizes tém posicio maior que pos, (ADB), Portanto, pelo Teorema 3.1.6:
{xxiv} A-B é F{nrd)

Dessa forma, por {xxii), (xxiil) e (xxiv) temos:

[me]--[x,]

(xxw) g = , onde AmB é F(r}).

Note também, por {(xxi} e (xxiii) que nioc houve nenhuma modificacio interna em

nenhuma cépia de ny, ... T, na passagem de %, para w5, Portanto:
{xxvi) g também satisfaz a propriedade (i).

Assim, por {(vi), (xxv), (exiv) e (xxvi) temos que vale a hipdtese indutiva para =3,

Portanto:
k[:ﬂ:‘,ﬁk:ﬁ[ ] s [TEE‘A:’:B} ]j
Al
(Tt; }[A::E]
B
(xxuif) (0P8 = A AoB onde F((n8)*>)=A>B.
x[;c:ﬁ'{
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Par (vi) e (xix) temos:

gny) = g(Tlm) = (Tl = glmy) 2 gr{AoB)
Logo, pela Definicio 3.3.1 7 = n2® tal que s> 0,
Portanto, pela Observacao 3.3.1.1-(d) temos:

(xxviil) (n3)>™™ = m[P®1,

Entio, por (), {xxuii} e (xxviii) temos:

[RS8}, [olADB]
[P )

TA]

T = 3 -, onde F{r=*)=ADB,

CASO 2.2: UV, ) > 1

Como, por (xvil), & ocorre em 7, entdo: ou £ € uma das hipdteses [A] destacadas:.em
P z < &

1,, ou nio & Analisemos cada um dos casos:

SubCaso 2.2.1: E ndo & hipétese destacada de m,

{xxix) Pela forma de ®, temos que, com excegdo das ocorréncias de ligago para cima
de ,, todas as demais top-fSrmulas de =, sdo top-férmulas de w,.

Como £ ndo é hipstese destacada de m, & nio é top-formula de 7y UV, EN > 1),
entdo, por (xxix), temos que & ndo & top-formula de x,. Logo:

{xxx) {V ,,EN > 1

Portanto, por (xxx) temos que o Item (4) da Definicdo 2.3.1 de OM também ¢ vilido
para T(ry) em 7,, € portanto, por (xvi), T{ng) & OM,,. Assim, como e 7, é subdrvore de %, é
claro que nio existe OM,, com grau maior que T(%y), nem ocorréncia de mesmo grau com
posicio maior que T{ry), pois se existisse em 1,, existiria em Ty (Teorema 3.1.5), o que
contradiz a Definicio 2.3.6 de ocorréncia estrela. Portanto:

(xxxi} T{rg) = T(m,).

Por (xv), (xxx) e (xxxi) podemos escrever %, com a seguinte forma;
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na Rb
faxsi) n, = @ CoD , onde CoD =T, =T(x,).
o m
e

Assim, por (xxxii) e pela forma de 7y temos:

RLATRLN REARNR LN
{A} JCIF A}

Ry T

C C2D  {m .. {m.},
U

’tﬁ
B
(xxxitl) e = A AB . onde ADB=F(n,).

B
e

Por (xxx1), (xxxif} e (xxxiti) temos:

(exxiv) m o= G C-oD
D {A},
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{maf - (Tl
{A}

Ta JMad oo {70}

JO A}
T
C CoD T, T,
Y {AL
e
_B
xayng = A A-B
B
Ry

Note por (xxxiii} e {xxxv) que as mudangas de 7§ com relagio a e foram todas feftas
em subdrvores cujas raizes tdm posicio maior que pos. (A™B). Portanto, pelo Teorema 3.1.6

temos:
(xxowt) AB & Firg).

Dessa forma, por (xxxiv), (xxxv) e (rxxvi) temos:

[ ], ]
[A]
T,
B |
= Léﬁ‘-é?-ﬁ onde AB & F(rd).
Ty

A soluciio segue andloga a do Caso 2.1 a partir da clausula {xxv).
SubCaso 2.2.2: v ¢ hipdtese destacada de m,

Neste caso, T, pode ser escrita da seguinte forma:

JAF {A}
T

(xxxviy, = A (ADB)" , onde (ADBY =T(1y).




O indice superior 1 em ADB ¢ apenas para distingo de referéncia com a ocorréncia

de Flr,).

Assim, por {xxxvii) e pela forma de 7, temos:

RARS {ﬁn};

Al A
. JA] v {A}
A (A-B) {m,} ... {n}
D )
Tte
B
{xxxviii) mo= A EK::)E)’ , onde: (ASB)* é T{xn.),
B (ASBY & Fir.) e
Ty 4<jisn.

Dessa forma, por {xxxviii} temos:

A R LY

JA] - {A},
S
A AoBY {n} .. {x,
D {A}
kS
B
(i) 7o o= A (AoB)?
B
Ry

Note por {xxxviil) e (xxxix) que as mudangas de 7§ com relaclio a %y foram rodas

feitas em subdrvores cujas rafzes tém posicio major que pos ((ADB)). Portanto, pelo

Teorema 3.1.6 temos:
(xl) (ADB)" & F(xg).

Dessa forma, por oxxvii), (xxxiz) e (xl) temos:
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\[Tcil} i [ﬂn] ;
[A]
ity
B
(<l 78 = H&i’ﬁ_ onde ASB & Fnt).”
Ty

Note rambém, por (xxxviil) e (xxxix}, que ndo houve nenhuma modificacio interna

em nenhurna cépia de R, ... T, Na passagem de T, para Tg. Portanto:
{xlii} 7§ também satisfaz a propriedade (i).

Assim, por (vi), (xli) e (xlii) temos que vale a hipétese indutiva para ng. Portanto:

[TCLADB] ] e [7:{&::3]]
1Al
E[QADSI
_B
(xliif) (el = A A>B , onde F{{(nh?**™*)=A=B,
RgADS;

Logo, por (#} e («iii) temos:

ABE A=B
[ 228

A

n[zAr.)B]

B

rgost = B 5 AnB , onde Fin2=1) = ASB,

n:?f‘ag}

CASQ 3: T{n,) ocorre em w,

Prova andloga 2 do caso 3 dos itens 1 e 2.

3t
Note que, olhando para & notacdio simplificada (xii), parece que 7y = Ty, No entanto, olhando para as

notacdes detalhadas vemos claramente que 7y (descrito em {xxwiil)) é diferente de 7y (descrito em {xxxiz)): No
entanto, a multiplicacdo-* de T{1y) apenas wocou de lugar em 7, a subdrvore #,. Tal mudanca ndo é visfval

na notacio simplificada gue adoramos,
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E com isso completamos todos os casos da prova da proposicao (ii).

Como provamos (i) e pelo Teorema 3.1.10 temos que 7, também satisfaz a

ngADB]
[A]
Tc[zA:‘)B}
B
ropriedade (i) 50, & cl qree o B ADB < Fipiaon:
propriedade (i}, entdo, & claro que: 7™ = —ET onde ADB & F(r[®®) ¢, portanto,
Tcgﬁ:aa}
pelo Item (2) deste teorema: 1 = @81 3
Trem (4)
n¥ = (nPAORIyE = (plAo)k =gk
231148 tom 3y & 3314 O

Itens (5) e (6)
fi) Seja © a FM reduzida em 7t > 7',

Vamos dividir a prova dos Itens (5) e (6) em tantos casos guantas forem as

possibilidades para ¢ em 7.

CASQ 1: @ ocorre em 7,

Neste caso, 1’ € da forma:

[A}*
iy
T B )
= ﬁ——pé—?—a—, onde m, — 7.
Ry

- Note que n’ difere de & apenas na subdrvore 1, Mas como posg(r(m,)} > pos (ADB),

entio, pelo Teorems 3.1.6 temos:
{iii} A>B =F{1t"}
{tv) Note também, por (i), que AoB & OM,,..

Assim, por (i}, (iif) e (fv) temos que o Item (4) se aplica a 7', logo:
(v) '* = T, *

Além disso, rambém por (if), (iii}, {iv) e pela Definicio 3.1.9, temos:
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Pela forma de m,, se efetuarmos em cada cépia de 7, em 7, a mesma redugdo feita
em T, de T temos:

Ty T
[A] (Al
G>] L)
B B
y A A-B A A-B ,
Wm= g T TR e
Ry T3

Assim, por (v) e (vif), valem os Itens (5) & (6) para n do Caso 1.
CASO Z: ¢ ocorre em T,

Neste caso, &’ pode ter duas possivels formas:

(AT
u
T B ]
(viti) ®’ = i——%g—g-, quando a reducio de ¢ ndo elimina todas as hip6teses A
Ty

coreadas pela regra que gera AoB =F(x); ou
T
1, B
A AoB
B

{ix) ' = , quando a reducio de @ elimina todas as hipdreses A corradas

Ty
pela regra que gera AmB = Fn).

Analisemos estes dois casos:
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[A]

T
o B ’
Sublaso 2.Iix' = L,%_:?_g__ {como em (viii))
Ry

Note que 7’ difere de & apenas na subdrvore 7,. Mas como pos,(r(n,)) > pos(ASB),
entdo, pelo Teorema 3.1.6 temos:

(x) A=B =F(r".

(xi} Note também, por {viii), que ADB & OM,,..

Assim, por (¥iif), {x) e {xi) temos que o rem (4} se aplica a 7', logo:

(xiD) T™* = ") *.

Além disso, por (vili), (x), (xi} e pela Definicio 3,1.%, temos:
y
(Al

Por {viii} e (xiif}, é claro que repetindo a redugio %, — 7, em %, temos:

7, oo,
[A] {A]
Ty Ty
B 8
) A A-B A ADB ,
(xiv) ®, = —g - g =T,
Ty T,

Note gue como a reducio de ¢ em 7T nio elimina todas as hipoteses A cortadas por

k, entdo em 7, a redugio de @ ndo elimina todas as cdpias de n,.

Note também que nfo corremos o risco da redugio de ®, em %, multiplicar alguma
subdrvore de 7, em top-férmula de =#,, alterando assim alguma oépia de #,. Isso porgue em
%, a derivaglo original, as raizes de 7, e %, ocorrem em ramos diferentes, ou seja, nenhuma

top-férmula de 7, ocorre acirna de ocorréncia de férmula de w,. Logo, nenhuma regra de n,
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corta top-férmula de n,. Como =, foi obrida de 1 por uma multiplicagio, as marcas de corte
existentes nas ocorréncias de T, nio se alteram em 7,. Portanto, a redugio de ¢ é local am,

em %,, ndo alterando internamente nenhuma cépia de x,,

Assim, por {xii} e {xiv), os Itens (5) e (6) valem para % do subcaso 2.1,

A
p: B
SubCasp 2.2: ¢’ EL%~;3~§- (como em (ix))
3

Note gue A=B nifo ¢ mais ocorréncia multiplicativa em 7', logo, pela Defini¢go 3.1.9:
{xv) &', = v,

Portanto, por {xv}, é claro que:

[xui) ™% = o', *,

E claro que se repetirmos a reducio =, - 1, em %, temos:

LT
{A]
Ty Ty
B 7, B
(xvit) X, = ADB - A ADB = 7 = 7,
B B (hip) (o)
Ra T3

Note que como em % a redugio de 9 (1, > =) eliminou todas as hipdteses A

destacadas em 7,, ela produz o mesmo efeito em x,. Assim, por (xvi} e {xvii}, os Itens (3} e:(6)

valem para 7 do subcaso 2.2.

CASO 3: ¢ ocorre em 1,
B

Tz Ty
D
E

g

Como ¢ € FM em 1, %, deve ter a seguinte forma: 7, = -, onde @ ocorre em

%, pois coma AoB é Fr), ¢ nao pode ter posicdo menor que a posi¢io de A=B. Logo:
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[AT* [A]f

Ty g
T B 7 B
A A-B ) A A-B )
B B
23 Ty T Ty
(xpiil) 1t = C = D C
- E T E

Como =, & subdrvore completa de 1t e posdD) > pos(ASB), entdo a solucio &
andloga & do Caso 1.

Note que por hipétese @ # A-B. Com isso analisamos todos os casos e terminamos a

prova dos ltens (5) e (6), e do teorema. ¢

84 Resultados Gerais

Obteremos nesta secdo, depois de todo este desenvolvimento, os resultados
principais sobre o sistema (. Os teoremas desta secio garantem que o{n) diminui com as
reducdes, que é o menor Ordinal Natural para derivagses em C {o(n)=Ip(n)), que a pior
segliéncia de redugfo de Massi € finita e, finalmente, que vale a Normalizacio Forte e

Church-Bosser para ', Vamos inicialmente provar que o{n) diminui com as reducdes.

3.4.1 TEOREMA:
Se n' é obtida de & através de uma redugio qualquer, entio o{®) > o(x').
Ou seja: (1 - 1Y = (o) > ofn").
PROVA:
Seja ¥ = n". Provaremos por indugio em p(m*).
BASE: p(n® =0 =3, , ; 5, % ¢ normal.
Como 7’ nio estd definido neste caso, o teorema € valido por vacuidade,
PASSO:
HI: Para toda I, tal que p(E%) < pn®), temos que (£ ~» £) = (o(Z) > oZY).

Queremos provar que of%) > o).
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Apresentaremos, como dissemos na introdugio do capftulo, uma solugo por casos,

baseada na forma de Fi).

T,
, B
CASO L= __AB___,._,é,?,._,B,’ onde:
Ty

(1) A-B é Fm);
{2y A2B nio é OM,.
Ty
(i} Pelo Teorema 3.2.2 temos: n°= B .
3
{ii) Pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p{r*} = pla™*)+plr¥) + 1.
Temos aqui tantos subcasos quantas sdo as possivels formas para 7'
Tz
SubCaso 1.1: w’ =8B (obtida pela redugio de A-B)
T, |
(iii} Por (i) e pela hipétese do subcaso temos: 1’ = n°,

Mas, por (i} temos que p{nt*) > p(r™¥). Logo, por (i) temos p(r*) > p{r'™*) e, porta:évxto,

ofm) > o(m’).
KZ
yisd 3]
Subllaso 1.2: @' = &wg——ﬁ
Ty

Note que ADB é FM em @', ©’ é distinto de © apenas na subdrvore determinada por
A & pos,{A) > bos{ADB). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(iv) AoB é F(r').
Pela forma de ', por (iv) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(v) plr'*)=pla'™*) + plm*) + 1.
Ry
(vi) Também por (iv), pela forma de n’ e pelo Teorema 3.2.2 temos: 2% = B .
T3

(i) Por () e (vi) temos que T = 7°.
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- {viii) Assim, por (v} e (vii) temos: (™) =p{n") + p(r¥) 4 1.
{ix) Por (i) temos que p(n®) < plr*).
Logo, vale Hl em n,. Entio:
{x) o(m,) > olm).

(xi) Assim, por (x) e pela Definicio 2.4.1 temos: p(nt¥) > p{ni*).

(xii) Portanto, por (if), (viii) e (xi) temos: p{r*) > p(r'™") = (%) > o(x.

b=
n, B
SubCaso 1.3: ' = A 'g:) B
g

Note que AnB & FM em 7', o' ¢ distinto de 7 apenas na subdrvore determinada por
B e pos(B) > pos (ADB). Entao, pelo Teorema 3.1.6:
(xiii} ADB é F(x’).
2]
{xiv) Por (xiii), pela forma de =’ e pelo Teorema 3.2.2 temos: 7%= B,

Ta
Também pela forma de ©', por {xiii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(xv) p(rt™*®) = p(r'™*)+ pla¥) + 1.

Além disso, fazendo a mesma reducio de & em 7 temos:

T, Ty
(xp)) B°°= B -~ B =% = n°
{xiv}
LT 3

Por (ii} temos que p{r™®) < p(r®).

{xvi} Logo, vale em n° a hipétese indutiva e: of@) > o{n™).

{xviit} Entdo, por (xvi} e (xvii} temos: o(r® > ofn’™

(xix) Assim, por (xviii} e pela Definicdo 2.4.1 temos: p{n") > p(n'™,

{xx) Portanto, por {ii}, {xv) e {xix) temos: pn*} > p(x"™*) = ofm) > o{n’).

iy
T, B
Sublasp 14: W = _.A‘g___m.,ﬂ
3
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T B
A A-B
B3
Tg Ty
. D C
Note que neste caso, como ADB ¢ B, temos: ' = E
g
A solugéo é andloga ao caso anterior,
[A]*
L,
T, B )
CASQO 2: wrem a forma: T e W___A g 2B , onde:
Ty
(1Y A-B & F(m),
(23 AoB ¢ OM,.
Pela Definicsio 3.1.9, r,, obtida de % pela multiplicagdo-* de AoB, tem a forma:
T
[A]
Ty
B
\ AoB
{xxi} %, = Eay S
Ty

Note que ADB ¢ FM em =,, e 7, € distinto de ® apenas nas subdrvores determinadas
por A (A premissa menor de F{nt) e nos As top-férmulas de 7,) e, para todo A expresso em
Ty, posg (A} > pos, (ADB). Entdo, por sucessivas aplicactes do Teorema 3.1.6 {uma para

cada ocorréncia A} temos:
(xxit) ADB é Fm,).
Ty
(xxiil) Chamemos T, = [A] . Temos entdo, por {xxi), (xxii} e (xxiii), que:

Ty
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L7
B
A A-B
B
T

(xxiv) 7, =

, onde ADB é Fx,).

Analisemos dois casos distintos para " {1) A FM ¢ reduzida em = ~» 7’ & tal que
o= ADB=Fm e (2) p=AnB=Fxn).
SubCaso 2.1 ¢ reduzida em 7 —> ¢’ é tal que g = AoB=Fn).

{xxv) Pelo Teorema 3.3.4-(6), temos que: T > 11° = W, —» ',

(xxvi) Seja T, = Ry, > Wy, ~> Wy, oo Ty, = X uma seqléncia de redugio para
m, —» W, expressa em (xxv). Note que, por 3.3.4-(6), n = 2, uma vez que &, # ',

Por {xxii) e {xxiv}, temos que 7, € uma derivacio com a forma de %t do Caso 1 deste

teorema. Portanto, pelo Caso | e por (xxwi) temos:
{xxwii} ofm,) = o{r,,) > olm,,). Portanto, plrk) = plm,F > p(z:,,;‘),

(xxviily Mas pelo Teorema 3.3.4-{4), n* = m,*. Logo: p(r*®) = plnF.
{xxix} Assim, por (xxvil) e (xxviii) temos: p(n*) = p{m,*) > Pl

Por {xxix) vale HI para Ty, LOgoO, ofm,,) > ofm,). Dessa forma, por (xxvil) e sucessivas

aplicacdes de HI temos:

o) of®,d = ofn >
(e oy = olmy) >

ol > ol ) > --- > olw = afr’,)
(te;) oy & (HY) (Rey (+i} () P (s

(xxxi} Pelo Teorema 3.3.4-(4) £ 3.3.4-(5) temos: a*¥=x,* & ©'* = 1}¥,

Portanto:

olm > om) = . b > pm*) = plE¥) > p™) = olr) > ofn).

SubCaso 2.2 ¢ reduzida em 7 ~» ¢’ € tal que ¢ = ADB=F(r)

Neste caso, pela forma de x temos:

Ty
[A] Ry
wxrlt'=n, = B.
Cexdi) 2 ity
T3
Ra

Note, por (xxiv}, que , € uma derivagio na qual Flx,) nfo é OM,,. Portanto, os

Teoremas da Segfio 3.2 valem para =,. Logo, por (xxv), (xxxii} e pelo Teorema 3.2.2 temos:

g —_ ﬂ
{xxxiil} T’ = 1"
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Considere 7, = A, premissa menor da regra em que ADB & premissa maior em 7.

E claro que 7, & derivacio normal, e portanto, s = .* e p(r*) =0.
Portanto, por (xxiv) e pelo Teorema 3.2.9 temos:

(xexiv) pla,®)=p((m,*) + )+ 1 = plr,®) =p((m, Y+ 1.

Assim, por (xxxiy) é claro que:

(eexv) plad) > p((maP) = bl™).

(xxxvi) Mas pelo Teorema 3.3.4-(4) temos: ©F = *.

Portanto:
D) oy P 2, D) 20, ) >0l
Ty Ty
A B
CASO 3 nédotipe: n= j%_ , onde AAB ¢é F{n).
Ej
gy

(xxxvii) Pelo Teorema 3.2.2 temos: n”= B .
Ty
{xxxviii) Pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p{@*) =p@E™) +p(m¥)+ 1.
Temos aqui tantos subcasos quantas s4o as possivels formas de 7.
Ty
SubCaso 3.1:t'= B
T3
{xxxix) Por (xxxvii) e pela forma de @’ temos: = 1

Entio, por (xxxwiii) & {xxxix) temos p(r*) > p(R"™) =4 o{m} > o).
T, T,

A B

SubCasc 3.2: ¢’ = ..&_é\,ﬁ*

Ty

Note que AAB é FM em 7', 7" ¢ distinto de & apenas na subdrvore determinada por

A e pos{A) > pos(AnB). Entio, pelo Teorema 3.1.6:
{xD) AnB ¢ F(x").
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7!2
{xli} Por (x}, pela forma de 7’ e pelo Teorema 3.2.2 vemos: 7%= B |

Ty
Além disso, pela forma de ', (xl), (xli) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(clify p(r"*) =p(x"™) + p(m*) + 1.

{xliit) Por {xxxvii) e (xli} temos que © = 7%

(xlivy Assim, por {xlii) e (xliii}, temos: p(I*) = p{H™*} + p(¥) + 1.
Por (xxxuiii} temos que p(nf) < p(r*). Logo, vale HI em xr,. Portanto:
(xlv) o{my) > oliy"} =,y PIF) > plr®).

Assim, por (xxxwiil}, (xliv) e (xlv) temos: p{rt*) > p(n’*) 44 0{R) > o(n).
Ty W
A B

SubCaso 3.3’ = —&‘—é\mam

Ny

Note que AAB é FM em o', 7’ € distinto de m apenas na subdrvore determinada por
A & pos,(A) > pos, (AnB). Entdo, pelo Teorema 3,1.6:
{xlvi) AnB & F(r™,
T
{xtvii} Por (xlvi}, pela forma de 7' e pelo Teorema 3.2.2 temos: #%= B |

T3

Também pela forma de ’, por (xlvii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
{xtoiil} p{a*)=p{m' ™)+ )+ 1,

Além disso, fazendo agora em 17 a mesma redugio (1, —» %)) feita em 7T, temos:

T, W
(xlix} =2 B ~» B=a® = o7
{rebwity
s T3

Por (xxxuiii} temos gque p{n™) < pln*).

{l Logo, vale em x" a hipétese indutiva e: o{x® > o{n®).

(I} Entdo, por (xdix) e {I} temos: ofx® > o{x™).
(lify Assim, por (li) e pela Definicio 2.4.1 temos: p{r™) > pln'™™).

Portanto, por (xxxuvii), (xviii) e (i} temos: p{n¥®) > p(n'®) =, olr) > ofn).
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Ty TRy
A B

SubCaso 3.4: ' = Aﬁﬁ_

Ty

A solugio € andloga ao Caso 1.4,
Ty

Aa

CASO 4: 7 é do tipo: T = ‘?’ﬁ‘;\x . onde VxAx & F(r)

Ty

Moy
{Iii) Pelo Teorems 3.2.2 temos: 7%= Af .
L
(Iiv) Pelo Teorema 3.2.9-(1) temos: plr*)=pr™)+ L.

Temos aqui tantos subcasos quantas sido as possivels formas de 7',
,,
SubCaso 4.1: w’ = At
Ly
(1) Por (liii} e pela forma de ®’ temos: 1t = =",
Logo, por {iv) e {l) temos: p(r*) > p(n'™*) =>,,, olr) > ofn).
_ rti
Aa

s IXAX
SubCaso 4.2: ' = At

T,

Note que VxAx é FM em =, 7° ¢ distinto de & apenas na subdrvore determinada por

Az e pos(Ad) > pos,[V=Ax), Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(lvd) VAx & Fint).

(n )
(lid) Por {lvi}, pela forma de 7' e pelo Teorema 3.2.2 temos: %= At .

Também pela forma de n*, por {lvi) e pelo Teorema 3.2.9-(1) temos:
(luiil) p(r®) =p{n"*) + 1.

Além disso, fazendo a mesma redugio de m em 7° temos:
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751? (751? ¥

(lix) 8= Ar — At E':t“’( }n’ﬂ.

Zm

Ty Ry
Por {liv) remos que p(r™) < plr*).
(ix) Logo, vale em #° a hipdtese indutiva e: o(nt™) > o™,
(xi) Entéo, por {lix) e {Ix) temos: o(n% > o{m™) =, p™) > p{x'™),
Portanto, por {liv}, (iii) e (Ixi) temos: p(n*) > p(rr'*) =, 4, ofxm) >ofn).
n
Aa

e = IXAX
SubCaso 4.3: ¢’ = AL

H
T,

A solugio € aniloga ao Case 1.4.
Com isso verificamos todos os casos para todas as formas possiveis para % e 7,

provando assim o teorema. ¢

O teorema seguinte estabelece o fato fundamental para provarmos que of{m)=Ip(xn).
Ele estabelece que se reduzirmos ® a 7' através da reducio da plor seqiidncia, entdo ofn') é
apenas uma unidade menor que ofm). A prova deste teorema estd contida na prova do
teorema anterior. O que temos que fazer € apenas verificar que nos casos especificos da
reducdo da pior seqiiéncia o(x) excede o{T') em apenas uma unidade.

Optamos por apresentar demonstragdes separadas devido aos significados distintos
que estes dois resultados possuem dentro do nosso desenvolvimento. O teorema anterior
garante que o(m), que haviamos provado ser finite, & de fato um ordinal natural, pois
diminui com as reducdes. J4 o teorema seguinte garante que o{ft) é o menor ordinal natural

para (', pois coincide com o comprimento de uma seqgiiéncia de reducio especifica para .

3.4.2 TEOREMA:
Se n° é obtido de t através de uma reducio da pior seqiiéncia, entio o{1t) =o{n®)+ 1.
Ou seja: (7 B 7°) = olm)=o{n}+1.

PROVA:

Seia 7¥* = 7**. Provaremos por indugio em p(n*).
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BASE: p(n*)=0 =>, , ;.5 ¥ €normal.
Como %° nio estd definido neste caso, o teorema é valido por vacuidade.
PASSQ:
HI: Para toda I, tal que p(E*) < p(n*), temos que T —» £° => oZ)=0(Z°)+ 1.
Queremos provar gue o) =o{n®) + 1.

Apresentaremos uma solucio por casos, baseada na forma de Fz).

Ty
w8
CASO l:médotipo: n= ,&m"mﬁéﬁ, onde:
3
(1) AoB ¢ Fln);
(2) AoB ndo e OM em =.
Ry

(i} Pelo Teorema 3.2.2 temos: n°= B .
Ty
(ii} Pelo Teorema 3.2.9-(2) temaos: p{m*) =p(n™*) + p(rF)+ 1. .
De acordo com a Definicio 1.5.2, de FP{xn), temos duas alternativas para ?n",
conforme 7, seja normal ou nio. .
SubCaso 1.1; w, é normal
Se 7, é normal, pela Definicgo 1.5.2: FP(m)=A-B. Logo:
T,
(Giymn®= B .
s
{iv) Assim, por (i) e (jiii) temos: #° = %
{v} Como 7, é normal, pelo Teorema 3.1.11-(3), pl¥) =C.
(vi) Portanto, por (i} e (v} p(®) =p(mr™*) + 1.
(vii) Logo, por (i) e (iv): pi*)=p(r°*) + L.
Assim, por (vii) e pela Definicio 2.4.1: o(m)=o(x®)+ L.
SubCaso 1.2: 7, nfo é normal

Se 7, ndo é normal, entdo, pela Defini¢io 1.5.2, de pior seqiléncia:
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i B
.o A ADB
{wiii) n° = )
Ty

Note que ADB é FM em =7, n° ¢ distinto de 1 apenas na subdrvore determinada por
A e pos(A) > posA0B). Entio, pelo Teorema 3.1.6:
(ix) A=B é F(r®).
Por (uii}, (ix) e pelo Tecrema 3.2.9-(2) remos:
(x) plr®*y=p{r"") + p(rI*) + 1,
x,
(xi) Também por (vifi), (ix) e pelo Teorema 3.2.2 temos: #°%= B .
Mg
{xii) Por (I} e (xi} temos que 7°" = %",
{xiti) Assim, por () e (xii} temos: p(r*) = p{R™) + pla*)+ 1.
(xiv} Por (ii) rtemos que p{rF) < p{x*).
Logo, vale em m, a hipdtese indutiva. Entédo:
{xv) o{m,) =o{nd}+ L.
{xvi) Assim, por (xv} e pela Definicio 2.4.1 temos: p{nF) =p(rd*)+ 1.
(xvil} Portanto, por (i), (xiii) e (xvi) temos: p(x¥) =p{n°*F + 1.

Entdo, por {x¢ii) e pela Definicio 2.4.1: ofn)=o(n®)+1.

(A
Ay
R, B )
CASO Z:nédotipo: n= -é-—mwg——ai , onde:
Ty

{1y A8 € F(n);
(2) AoB ¢ OM de =.
Pela definicio de pior seqiiéncia temos, neste caso: FP(r) =A>B. Logo:
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(xviiiy t°= B
R

Pela Definicao 3.1.9, n,, obtida de 7 pela multiplicacio-* de ADB, tem a forma:

(xix) 7, = m
B
3
(xx) Pelo Teorema 3.3.4-(4), m* = &, *.
Note que ADB é FM em m,, e , ¢ distinto de 7 apenas nas subdrvores determinédas
por A (A premissa menor de F(r) e nos As top-férmulas de m,) e, para todo A expresso erh 7,
pos (A) > pos,(A:aBj. Entdo, por sucessivas aplicacfes do Teorema 3.1.6 (uma para éada

occorréncig A) temos:

{xxi) AoB é F(m,).

iy

Chamemos w, = [A] . Temos entéo, por (xviii}, (xix) e (xxi), que:

Ty
4
_B_
{xxii) 7, = Lg_a?_ , onde ADB é Flnr); e
3
T
{xxiii) =% = B .
Ty

Note que m,  uma derivagio na qual F{n) é uma FM nfo multiplicativa. Portanto,

vale para ela os teoremas da Secdo 3.2.




T
{xxiv) Por (xxii) e pelo Teorema 3.2.2 temos: nl = 84 .
L
(xxv) Por (xxi) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: pin®)=p(ri®)+ 1.
{xxvi) Por (xxiif) e (xxiv) temos que: 2° = 7,
{xxvii} Logo, por (xxv) e (xxvi) temos: paF)=p(r°*)+1.
{(xxwiil) Por {xx} e {xxwii} temos entdo: p(n*)=p(r°*) + 1,

Entfio, por (xxviif} e pela Definicio 2.4.1: o(m)=0o(x®)+1.
T, W,
A B

CASQO3: nédotipor n= w&%ﬁ,ﬁ , onde AAB & F(x)

Ty

T2
(xxix) Pelo Teorema 3.2.2 temos: 7%= B ,
L
(xxx} Pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p(r*) =R+ pn®) + 1,
Temaos duas alternativas para #°, conforme 7, seja normal ou nfo.
SubCaso 3.1: =, é normal

Se 1, & normal, pela Definicio 1.5.2 temos: FP(n) =AAB. Logo:

{xxxii) Assim, por {xxix) e {xxxi} temos: 7° = n%,

{xxxiity Como 7, € normal, pelo Teorema3.1.11-(3}, pa¥) =0.

(xxxiv) Portanto, por (xxx) e (xxxiiik: p{a*)=p{r™*}+ 1.

{xxxv) Logo, por {xxxii) e (xxxiv): pln®)=pr®*)+1,

Assim, por {xxxv) & pela Definicdo 2.4.1: ofr)=o(x®)+ 1.
SubCaso 3.2: 1, ndo & normal

Se ®, ndo € normal, entdo, pela Definicdo 1.5.2:
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() 1° = B

Note que AAB & FM em 7°, n° ¢ distinto de 7 apenas na subdrvore determinada épor
A & pos (A) > pos,{AAB). Entao, pelo Teorema 3.1.6: '
{xxxvii) AAB & F(x®).
Por {xxxwi), {xxxvii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(xxxviii) prR°*}=p(ro™*) + plrd*) + 1.
TCZ
{xxxix) Também por {xxxvi), (xxxvii) e pelo Teorema 3.2.2 temos: 2°%= B .
T3
{x) Por {xxix) e {xxxix} temos que 7°" = n¥,
(xli) Assim, por (xxxviii) e () temos: prR*) = p(r*) 4+ pAT*) 4 1,
{xlii} Por (xxx} temos que p{n¥) < p{n*).
Logo, vale em 7, a hipétese indutiva. Entdo:
{xlifi) ofm ) =o(nd}+ 1,
{xliv) Assim, por (xliii) e pela Definigdo 2.4.1 temos: p(r¥) =p(a*)+ 1.
{xlv} Portanto, por {xxx}, (xli) e (xliv) temos: p{r*)=p(r°*)+ 1.

Entdo, por (xlv) e pela Definicdo 2.4.1: ofr)=o(r")+ 1.

7y
_Aa_
CASO 4: 7 é do tipo: 7 = VAxfx , onde VxAx & Fln)
s}
Pela Definicio 1.5.2 temos, neste caso: FP(r)=VxAx. Logo:
T,
(xlvd) m° = Af .
T,
Ty,
{xlvi} Pelo Teorema 3.2.2 temos: =7 = At .
Ty

(xlwiii) Pelo Teorema 3.2.9-(1) temos: pln*)=pE™*)+ L.
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{xlix) Por {xlvi) e (xlvil) temos: #° = =°,
(1) De (xlviii} e (xlix) temos: p(r*) =p(r°*) + 1.

Entio, por (I) e pela Definicdo 2.4.1: ofm)=o{n®}+ 1.

Para qualquer que seja ® ndo normal, ®© se enquadra em um dos 4 casos acima, e

portanto: oft)=o(x®)+1. ¢

Obteremos agora, como um coroldrio do teorema acima, a igualdade entre ofx) e

ip(m) e, portanto, a finitude do comprimento da pior segiiéncia para toda derivacio «.

3.4.3 COROLARIO: Finitude do Comprimento Pior Seqiiéncia

A plor segiiéncia de redugdo de toda derivacio ™ termina (8 finita) e seu
comprimento € idéntico a ofn} (p(1t) =olx)).
PROVA:

Como, para toda derivagio 7, pelo Coroldrio 2.4.2 o{%) <®, se provarmos gue para
todo =, Ip(R)=0(x), entdc teremos demonstrado gue a pior segiiéncia de reducio terming
para todo .

Provaremos por inducio em ofn).

BASE: ofmty=1 =, ., pr*)=0 =4 (1. T € normal = Ip(m)=1. Portanto, o{r) =Ip(x}.
PASSO: ofnj > 1
HI: Para toda derivagiio Z: o(Z) < o(m) => [pE)=o(E).

Quero provar que Ip(n) =o(7). '

Seja =°, obtida de x pela reducio de FP(m).

(i) Pelo Teorema 3.4.2, o{m}=0(n"}+ 1.

Logo, o(r°) < o{x} e, portanto, vale para m° a hipdtese de indugéo,

(i) Portanto, Ip(n®) =o(x°).

{iif) Entdo, por (i) & {ii}, ofn) =Ip(n®) + 1.

Mas n° ¢ obtido de 1t por uma reducio de FP(n) e, por (i), Ip{n®) é finito. Logo, €

. claro, pela definiciio de pior segiiéncia, que:

() Ip(m) =Ip(rn®)+ L. _

Assim, por (i) e (v}, ofm)=Ip{xn).
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Como o) < 0, para toda derivacio 7t (Coroldrio 2.4.2), entéo, Ip(n) <o, para tbda

derivagio 7. #

Como conseqléncia do Teorema 3.4.1, que prova que o{n) é de fato um ordinal
natural para as derivagses em C', obtemos de uma maneira bastante simples o Teorems de

Normalizagcdo Forte para C.

3.4.4 TEOREMA: Normalizacio Forte :
Considere h{n) o comprimento da drvore de redugio de ®. Para roda d‘eriva;éb yis
temos: h(m) € o(T) < o. |
PROVA: Inducgio em ofz).
BASE: olm)=1
o()=1 = pln*)=0 = = énormal = h{r}=1. Logo hi{x) < ofx).
PASSO: ofm>1.
HI: ofE) < olm) = h{Z) < ofE). :
(i} Seja i = ® = 7, = W,—> T, —... a mais comprida seqiiéncia de reducio para 7.
(1) E claro que him)=1w). |
Giiiy Consideremos também w,= =m,—> %, ~». a seqiéncia obtida deé K
desconsiderando-se seu primeiro termo. E claro que u, & a mais comprida seqééncia de
redugio para 7, e: E
(whh{m,) =Hu,).
Mas pelo Teorema 3.4.1, como T — &, temos que:
{4} ofr,) < o(m).
Logo, por (iii}, vale HI em n,, e portanto:
(i) him,) < ofn,).
Assim, por (v} e {iv) temos:
{wit) () < ofm,).
Como ofrt,) <o, por (iif) & {vii) é claro que I{)1) < e portanto:
(uiid) ) =lu)+ 1.

Portanro temos: _
him) ; i{ry (‘fﬁ) ) +1 (ﬁ) ofm,)+1 (‘f) ofm+1 = hin) < ofm) 82 ©. *
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Além de implicar em normalizaggo forte, como provamos que of®)=Ip(n), temos que

o{m) é o menor ordinal narural para C'.

3.4.5 TEOREMA: o(r) ¢ o menor Qrdinal Natural em C’

Para toda derivagio %t temos o{nt) =h{xn).
PROVA:

Pelo Teorema 3.4.3 temos que of®)=Ip(n). Mas como Ip(n) £ o comprimento de uma
segiiéncia de redugio especifica, entdo & claro gue: ofn) < h{x).

Mas pelo Teorema 3.4.4 temos: o(x} = h(xn).

Portanto: ofm)=h(n}). ¢

Mais um resulrado gue é consegiineia da finitude de Ip(n) e do Teorema 1.5.4 é o
tecrema da unicidade da forma normal, que provamos agora finalizando assim os resulcados

desta tese relativos ao sistema C’.

3.4.6 TEOREMA: Church-Rosser - Unicidade da Forma Normal

Todas as segiiéncias de reducio para cada derivagio 7t terminam nz mesma
derivagdo normal.
PROVA:

Seja 4t = T = x,—A,—>...—, uma seqiitncia de reducio qualquer para w.

Pelo Teorema 3.4.4 temos que n< o e %, é derivagdo normal.

Para provar o teorema provaremos que T, = T, onde n° &, como definido em
1.5.3.1-(h), a dlrima derivagio da pior segiiéncia de redugio para %

Provar que %, = T garante a unicidade da forma normal porque uma vez que 4 &
uma seqiiéncia de reducio qualquer, provando que m, = x estamos provando que toda
seqiiéncia de reducio para T termina na mesma derivaciio que a pior seqiiéncia de reducio
para 7 termina. Logo, todas as seqaéncias de redugio para % terminam na mesma derivagio

g, portanto, a forma normal para 7 € dnica.

Provaremos que m, = 7 por induagio em (i) =n.
BASE: l(=n=1

Neste caso:
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iym,=7m, =T
Logo, 7 é normal e portanto
iy n =m
Assim, por (i) e (i) temos: &, = T.
PASSO: ) =n>1
Considere m, deple , =7, = ... %,
E claro que I(,) <I(u) e portanto vale Hi para 7,. Entao temos:
GHEREE
Mas como T — &, pelo Teorema 1.5.4 temos que existem [,k <o tais que:
{iv) 21 = o~
Por (iv} e pela Observacio 1.5.3.1-() temos:
W E = e = =1
Além disso, por (iv) e pela Observacio 1.5.3.1-() temos:
) (12 = (.

POI"C&QEO:
— ot an?P aeP P
m. = ‘J‘tz = 7{:2 = T =T . ¢
) (v} (") {vi} =) (v

-

A prova do Teorema de Church-Rosser que apresentamos aqui em 3.4.6 & i;'ama
versic da prova de Massif1990], p. 106. No enranto, Massi nio demon?stra
incondicionalmente este resultado. Ele assume como hipétese a finitude do comprimento da
pior seqiiéncia de redugio Ip(n) para toda derivagcic ®. UUma vez que demonstramés a
finitude de Ip{n) no Teorema 3.4.3, retiramos a hipdtese condicional da prova de Masisi e

obtemos incondicionalmente o Teorema de Church-Rosser para C'.

Terminamos agui esta primeira parte de nogsa tese que apresentou os seguinta

resultados relativos ao sistema C

(1) Introduzimos o Ordinal Natural o(m) para as derivacoes de C'. Ou seja, definimos
3 atribuigdo numérica univoca o) e provamos que, para toda derivagio m: :
oo} o{n) < m;

oy T =7 = ofr)>o(nh.
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(2} Provamos que, para toda derivagio =, offt) coincide com o comprimento Ip(r) de
uma seqiiéncia de redugfio especifica para = (a pior seqiéncia de reducio definida por
Massi{ 19901, Ou seja:

+ ofm)=Ip(n),

{3) Massi demonstrou que, considerando que 7% representa a (n+ 1)-ésima derivacio
da pior seqiiéncia aplicada a &, entdo:

e > = Fhk<o /=R

Como consegiigncia de (1), (2) e (3), considerando 1t uma derivacio qualquer de ',
obtivemos os seguintes resultados sobre o sistema C*

{4) Normalizacio forte para C"

s hm) <.
{5} o{r} € 0 menor ordinal natural para 7 e, portanto, representa exatamente a altura
da drvore de reducdes para T
+ o{m}=h{m).
(6} A pior seqiigncia de reducio &, de fato, a mais longa seqiiéncia de redugio para =
v Ip(m)=h(m).
{7y Church-Rosser em C":

+ A forma normal de cada derivacio de C’ & dnica.

Podemos dizer que os itens (1) a {3) acima representam resultados técnicos cujo
obietivo foi viabilizar a obtengio de (4) a (7}, que representam o0s resﬁitados importantes que
obtivemos para o sistema ', No entanto, uma vez gque o resultado (3) foi provado por
Massi, e que as provas de (4} a (7) foram obtidas trivialmente a partir dos itens (1) 2 (3), o

nosso grande esforgo aqui foi a obtengdo dos resultados (1) e (2).



Capitulo IV

O Calculo Lambda Tipificado A e

A Nocéao de Féormulas como Tipos



O cdlculo lambda livre de tipos foi inicialmente desenvolvido por Church{1932/3]
como uma teoria sobre fungdes como regras. Isto significa que no céleulo lambda uma funcio
n&o é encarada como win conjunto de pares (argumento e valor), mas como um “processo”
gue transforma o argumento no valor. Podemos dizer que a sbordagem de funcdes como
conjuntos de pares, gue é mais fregiientemente encontrada na matemdrica, é uma
abordagem de cardrer denotacional, que se interessa apenas pela referéncia das expressdes
matemdticas. Abordar as fun¢bes como regras introduz um elemento novo & matemstica: o
sentido das expresstes, As expressdes matemdticas na notacdo lambda, além de denotarem
um objeto matemitico, passam a também ter interesse intrinseco, na medida em que
descrevem os processos de obtencio de suas referéncias. Ainda que ndo se tenha obrido
sucesso em fundamentar toda a maremsdtica através do céleulo lambda, sua abordagem das
funcdes como regras mostrou-se extremamente frutffera em muitos aspectos, sendo de
fundamental importancia para aplicacfes computacionais.

QO célenlo lambda tipificado foi criado como uma restrigéio ao cdlculo lambda livre de
tipos pelo acréscimo de certas regras de manipulacdo de tipos, que sdo aderidos as varidveis
e termos da teoria. O desenvolvimento do célculo lambda tipificado se deu, historicamente,
am conexdo com a teoria formal de funcionais 7, apresentada em Godel[1958] como uma
interpretacio para a aritmética intuicionista de primeira ordem. No entanto, desde a década
de sessenta, o cdlculo lambda tipificado tem sido extensamente utilizado em diversas dreas
da logica, dlgebra e ciéncia da computacio, que vio desde teoria da prova até o estudo de
semanticas para linguagens rlf.-lturais.m2

Algumas das aplicacoes do cdlculo lambda tipificado em teoria da prova sdo obtidas
através da nogdo de formulas como tipos, que relaciona diretamente derivagdes em deducio
natural com termos e cdleulo lamba tipificado. Neste sentido, resultados de normalizacio
em sistemas de cdlculo lambda tipificado representam resultados de normalizagio nos
sistemas de deducso natural a eles relacionados. Como para praticamente todas as
aplicacdes de célculo lambda tipificado os resultados de normalizagfio sio extremamente
fiteis, foram escritos vdrios artigos relacionados a questdes de normalizacio para estes

sistemas, Como requisito para estudarmos aqui alguns destes artigos mais relacionados com

Para uma lista de referdnoias a diversos tipos de splicacdes de cileue lambda tipificado ver Statman[1979],
p.73.
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o nosso trabalho, e também para produzirmos uma versio de nosso resultado em notagio
lambda, descreveremos brevemente, neste capitulo, as principais nogdes de cilculo lambda

tipificado e a relagdo deste com dedugfo natural, expressa na nogdo de férmulas como tipos.

Vamos apresentar primeiramente a teoria A® de céleulo lambda tipificade, que poésui
uma quantidade enumerdvel de tipos bdsicos, uma tnica lei de formacio de tipos & &uaséieis
de formagsio de termos: a aplicagdo e a abstragdo. Quando discutirmos a nocio de fc‘;rmléllas
como tipos, ampliaremos um pouco este universo para um sistema mais complexa. éNo

entanto, o sistema que mais nos interessa 6 A”,

Os resultados e definicdes deste capitulo nio sio inéditos e foram obtidos, em ésua
maioria, adaptando para as restricdes de tipos os resultados e definicSes apresentados em
Barendregt[1990]. Também utilizamos, principalmente para as questdes relacmnadas A
nogio de férmulas como tipos, Howard[1980], Girard, Lafont & Tavlor[1989]
Troelstra & Schwichtenberg[1996].

Este capitulo estd dividido em 5 seges. Na primeira apresentamos o conjunto A® ﬂns
termos de A® e algumas outras definiges fundamentais. Na segunda secio tratamos das
questdes relativas 4 substituicio de varidveis e apresentamos a convencio de nomes é;ue
estamos adotando. Na terceira segdo apresentamos a nogio de reducio e todos os conceitos
a ela relacionados, juntamente com os resultados mais bésicos envolvendo éstas nogoes. éNa
guarta segdo introduzimos o conceito de estrarégia de reducio e definimos a estratégia
perpétua, que serd extremamente Util em nossos desenvolvimentos fururos. Na quintia e

ilrima se¢fio discutimos a nogio de férmulas como tipos.

Cabe ressaltar que a padronizacio de notacio que adotamos em nossas deﬁmgoes

visa facilitar a explicitacdo da nogfio de férmulas como tipos.

81 Tipos e Termos

Apresentaremos nesta secdo as definicdes e notacdes mais bisicas que utilizaremos

na descricdo de 4>
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4.1.1 DEFINICAQ: Tipo
O conjunto Typ de tipos € definido indurivamente por:
(i} 04y Ogy o & Thy
(YA, Be Typ = A>Be Ty,

4.1.1.1 OBSERVACOES
{a) 0,4 0, ... 580 05 tipos bdsicos de A™
(b} Na literatura, o tipo combinado A-B também é denotado como (A)B.

{c} Para nos referirmos aos tipos em geral, utilizaremos as letras latinas maitsculas

iniciais (A, B, C, DD, ...} possivelmente com subindices,

4.1.2 DEFINICAO: O Alfabeto de »°
Cada termo de A é uma palavra sobre o seguinte alfabeto:

(i) Uma lista enumerdvel de varidveis sintdticas v} o, o5, ... para cada A e Typ;

{if} Os simbolos auxiliares “A°, (" e 4.

4.1.3 DEFINICAO: Os Termos de &>
O conjunto dos termos de A® para cada tipo A (denotado por A,) ¢ definido
indutivamente como segue:
(I} € Ay (paratodoi € o)
(LIM e Agp &8 N Ay = (MN) & Ay;
()M & Ay & x & A, é uma varidvel sintdtica = (Ax.M) & App.
O conjunto de todos os A-termos tipificados (denotado por A™) € definido como:

A = UiA, 7 A e Typ}.

4.1,3.1 OBSERVACOES:

(@) A regra (2) acima é chamada de aplicacdo, pois € comumente interpretada como
aplicaciio da fungiic M ao argumento N.

{b) A regra (3) é chamada de abstragdo, pois normalmente interpreta-se a notagio

Ax.M como uma maneira de encarar o termo M como sendo uma fun¢io de x. Ou seja, a
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expressdo de cdleulo que M denota, que possivelmente contém a varidvel x, é interpretada

como uma funcgio de x.

4.1.4 NOTACOES:
(@y 2, ¥, 2%,... com ou sem subindices, denotam as varidveis sintdricas de A>,
(b) M*, N*, L%, ... com ou sem subindices denotam termos arbitrdrios do tipo A.

(c) Sempre que for possivel fazé-lo sem confusio, omitiremos os superindices

indicadores de tipo das varidveis e termos.
{d) Os parénteses mais externos serfo omitidos.

{e) O simbolo *=” denota identidade sintdrica entre termos.
(f Sejax = xy, .o, %o Entdo: Ax, .o x.M = AxM = Ax, (Ax,.(..(Ax, M),
(@ NNLN = CLNGNDNG) LN

4.1.5 DEFINICAQO: Varigvel livre e ligada

Uma varidvel x ocorre livre em M & A® se M possui uma ocorréncia de x que nio
estd no escopo de nenhum Ax. Se uma ocorréncia de x em M ests no escopo de algum Ax,

entdo x ocorre ligada em M.

4.1.5.1 OBSERVACAO

Uma varidvel x pode acorrer livre e hgada em um termo M. Por axemplo em
(AP V2R o primeira ocorréncia de x & ligada e a segunda & livre, Mais adlante

adotaremos uma convengdo que prozbv:a este fato,

4.1.6 DEFINICAQO: Conjunto das Varidveis Livres (F¥) e das Varidveis Ligadas (I;‘»'V)
{1} O conjunto das wvaridveis livres em M & A> (denotado por FV(M)) & defirxéido

indutivamente como segue:
@ FV{) = {z};
() EVOxM) = EVM) - {x};
(iif) FVIMN) = FV(M} U FV(N).
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- {2) O conjunto das varidveis ligadas em M & A {denotado por BVIM) ¢ definido
indurivamente como segue:
(@ BV{x) = &,
(if) BV(Ax.M) = {BV(M} Uit - se xe FV(M)
BV(M) - zex g FV(MY
{iiiy BV(IMN) = BV(M) w BV(N).

4.1.6.1 NOTACOES:
(a} M & fechado se FV{My=.
(by Ak={MeA, / M ¢ fechado}.
(©) A ={MeA, / FV(M)c{x}}.
(d} O fecho de Me A € Ax.M tal que {x}=FV (M),

4.1.7 DEFINICAO: Subtermo (Nc M)

N & um subtermo de M (denotamos: N iz M) se NeSub{M), onde Sub de M & definido
indutivamente por:

(1} Sub{x)={x};

{2y Sub{Ax. M) =SubM,) w {Ax.M,};

(3) Sub(MM,}= Sub(M,)  Sub(M,) w {M,M,}.

4.1.7.1 NOTACCOES:
{@) Um subtermo pode ocorrer mais de uma vez em um termo. Por exemplo, em
(MAAMASANAMA oxistern duas ocorréncias do subtermo M.

(h) Sejam N, e N, ocorréncias de subtermos de M. Dizemos que N, ¢ N, sio

ocorvéncigs disjuntas se N, e N, n#o possuem simbolos comuns. Por exemplo, em M(MN), a
primeira ocorréncia de M e MN siio ocorréncias disjuntas, mas a segunda ocorréncia de M e
MN nio sio.

(¢} Muitas vezes, por abuso de linguagem, usaremos apenas subtermo no lugar de
ocorréncia de subtermo.

{d) Dizemos que N é um subtermo proprioc de M, e denotamos por N © M, quando
MoMeN£M.
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§2 Convenciio de Varidveis ¢ Substituicio

Temos que ter, com as varigveis ligadas em A®, cuidados semelhantes aos que teémos
no cilcalo de predicados. Ou seja, nio podemos permitir substituicdes que tornem iiévres
varigveis que eram ligadas e vice-versa. Seguindo os passos de Barendregt{w?ﬂl,
adotaremos as seguintes medidas para lidarmos com esta restricdo da maneira ténais
econdmica possivel:

{1) Consideraremos idénticos dois termos guaisquer que possam ser transformédos
um no outro apenas renomeandc suas varidveis ligadas, criando assim ciassesé de
equivaléncia modulo varidveis ligadas. :

(2} Cada A™-termo serd uma testemunha destas classes de equivaléncia.

{3) Interpreraremos substituictes Mix/Nj {a operacdo de substituir cada ocorréfncia
tivre da varidvel x em M pelo termo N) como uma operagdo nas classes de eqnivalééncia
madulo varidveis ligadas de M e N,

{4} Adotaremos uma convengéo para os nomes das varidveis livres e ligadas que, sem
perda de generalidade, nos permite definir substituigOes sem a necessidade de explié:itar

gquaisquer restrigdes.

4.2.1 DEFINICAQ: Troca de Varidveis Ligadas e a-Congruéncia :

(@) Uma troca de varidveis ligadas em M é uma troca de um subtermo de M da fc«érma
2 N por Ay*.(N{x/y]), onde ¥y nao ocorre em N.

(b) M é a-congruente com N (notacgo: M =, N) se N ¢ obtido de M por uma sériée de

rroca de varigveis ligadas.

4.2.1.1 EXEMPLOS:
(@) Aexy =q Ay % Ay.yy .
(B) (hx.x)x =, (Ay.y)x =4 (Ay.v) =, Ry Ny .

4.2.2 CONVENCOES: |
(a) Consideraremos idénticos termos gue sdo o-congruentes, Ou seja, se M an N,

diremos simplesmente que M= N.
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(b} (Convencio de Varidveis) Se os termos M,,..., M, ocorrem em um certo

contexto matemdtico {uma prova, uma definicdo,...), entdo, em todos estes termos, as suas

varidveis livres sdo diferentes das suas varidveis ligadas.

4.2.3 DEFINICAO: Substituicio

O resultado da substituicdo das ocorréncias livres de x* em M por NeA* (denotado
por Mix/N}) ¢ definide indutivamente por:

(1} x[x/N] = N;

2y yx/Ni=y, sexs#y

(3} Ay Myi{x/NT = Ry (M, [x/N);

(4} (M,M,)[x/N] = (M,[x/NB{M,[x/N]).

4.2.3.1 OBSERVACQES:

(@) Quando escrevemos Mix/N] estamos assumindo tacitamente que x e N tém o
mesmo tipo.

(b) Note que a restricdo esperada para a cldusula (3) da definiciio acima (y# x & y
nio ocorre livre em N}, que proibiria a possibilidade de transformacio de varidveis livres em
ligadas, ndo precisa ser feira. Como estamos adotando a Convengio 4.2.2-(b), as varidveis
livres sdo sempre distintas das ligadas e, portanto, € claro que x #v e que y nao ocorre livre

33
em N,

4.2.4 LEMA: da Substituigio
Se y# x e x nio ocorre livre em L, entdo;
Mix/Niy/L] = Mly/L}[x/N[y/L]}.
PROVA: Indugio na complexidade de M.
E imediato, pela definicio acima que, como x € FV(L), entio:

(@) Lix/Pl=L.

A adogio da convengio de varidveis nos permite, sem perda de generatidade, trabalhar em A” sem
preccupacdo com as restrighes tradicionais em substituices. Barendrgg:[l%ﬁ}] apresenta uma prova formal
deste resultado pars caloulo-A livee de tipos que pode ser estendida para L™
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BASE: M & varidvel.

Caso I: M= x
MIx/Nly/L] = x[x/Nily/L]
= N[y/L]
42300
42?(1} xfx/Niv/L}
4.2?(2) x[y/Lix/Niy/LI} = Miv/LIx/Niy/L]L
CasoZ: M=y

Mix/N]iy/L] = ylx/Nlly/L]

i yiy/L] -fpois y #x por hipdrese)

4231
Lix/N[y/L}] -pois x & FV(L) por hip6iese)

= yly/Lix/Ny/Li} = M{y/L][x/Nly/L}].

4.2301)

2 i

Caso 3 M=z#x, 7y

Mix/N][y/L] = ofx/N]{y/L]

4.2?{21 ey/L

= ¥
42302

PN 2la/Niy/Ll

aoS gy A/ LI/Ny/LE = Miy/ L/ N[y/L]].

PASSO:
Caso 1: M =32 M,

Mix/NJ{y/L] = Az.M)[x/Ni[y/L]
= 5, Az (M I/ NIly/LD

42303

= A2 (MJy/Ll/NB/LID
oS e MOE/LIL/ND/LY = Miy/Lllx/ND/LIL

Caso 22 M= MM,

Mix/NI[y/L] = (M, M) x/N][y/L]
oo (Ma[x/NI/LHM,[/NIy/L])

(M, /L1 x/NIy/LINM, [y/L][x/Niy/LI])
(M,M,)y/L]{x/Niy/LIl = Miy/Lilx/N[y/L]]. ¢

fit

£

it

I

il

42304
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§3 Reducoes

Apresentamos nesta secio a definicio de reducio-B, que terd papel fundamental em
todo © nosso desenvolvimento. Juntamente, apresentamos vérias outras nocdes derivadas
desta, como estratégia de redugfo e forma normal, além de convencdes de notagio, como os

CORexIos, g, que nos permitem rrabalhar melhor com as reducdes. Virios resultados

basicos envolvendo redugBes e estes conceitos relacionadoes também serdo apresentados.

4.3.1 DEFINICAO: redugio-f ()

Definimos a reducdo-f de um termo M a um termo M’ (notacio: M — M) por
indugio na complexidade de M da seguinte forma:

) Ax.PYQ - Plx/QJ;

(YN > N = ZN — ZN’, para um rermo Z qualquer;

33N~ N' = NZ > N2Z, para um termo Z qualquer;

HIN->N = AN - AN,

4.3.1.1 OBSERVACOES:

{a) Note que se M - M', a diferenga entre M e M' é que M possui uma ocorréncia de
subtermo A = (Ax.P)Q, chamado redex, que em M & da forma A’ = P[x/Q), chamado
contractum. Assim, a notacio M —, M’ ¢ utilizada para identificar explicitamente qual o
redex de M que foi substituido por seu contractum na reducio M — M,

(b) Considere o redex A ¢ M tal gque A = Ax.P)Q. Se x € FV(P), dizermnos que A é um
Lredex. Quando x g FV{P), A é chamado K-redex.

{c) Sempre gue nos referirmos 3 uma ocorréncia de subtermno pelo nome A
{possivelmente com subindices), estaremos nos referindo a um redex,

(d) Se M ¢ tal que ndo existe A o M, entfio dizemos que M estd na forma normal, ou
M ¢ normal.

(e) Uma sequéncia de reducdp ¢ uma seqiiéncia do tipo: M=M; -, M, >, M, >, ...

(i A colecio de rodas as seqiifncias de redugfo iniciadas em M = M, forma uma
drvore chamada drvore de reducdo para M. Cada ramo desta drvore identifica uma seqliéncia

de reducio especifica para M.
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- {g} Chamaremos de altura da drvore de redugio para um termo M, e denotaretinos
por h{M}, a0 ntimero de termos do mais comprido ramo da drvore de redugiic de M, I\Ezote
que h{M) representa o comprimento da seqiiéncia de reducio mais longa para M. |

{(hy Um termo M & fortemente normalivdvel se sua drvore de reducio € finita, ou,éem

outras palavras, se todas as seqliéncias de redugfo para M sio finitas.

4.3.2 DEFINICAO: (-») |
O fecho transitivo de “—", denotado por “~»", é definido indutivamente como:
(DM >N = M—» N; '

OM-»Ne N»P > M»P

4.3.2.1 OBSERVACOES: |
(@ O fecho transitivo e reflexivo de “~»", denotado por “—»g", é definido ﬁeio

acréscimo do seguinte item aos Itens (1) e {2) acima: (3) M —», M.
(b Se M —»y M, entio ¢ claro que existe uma seqiidncia de reducgdo finita tal f.iue:

M=M, - M -, ..> M=M, prral<n<o. |

A seguir apresentamos dois resultados basicos envolvendo as nogBes 4 introduzidas.

4.3.3 LEMA:
(@) N -» N = ZN —» ZN.
By N —» N => NZ—» NZ
YN -=»N = AN -» axN.
PROVA: Inducio na definicio de “—»"
BASE: N —» N’ porque N->N’
Comeo N — N, pela Definicéo 4.3.1 temos:
(HZN - ZN' , NZ - NZ e Ax.N - Ax.N".
Mas por (i) e pela Defini¢io 4.3.2-(1) temos:
ZN -» ZN' | NZ -» N'Z e JxN -» ix.N"
PASSO: N —» N porque N-»P ¢ P » N’
H.L: O resultado se aplicapara N—>» P ¢ P —» N
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Por HI temos:

() ZN —-» ZP , NZ » PZ ¢ JxN —» ix.P.

(i} ZP -»ZN' | PZ»NZ e WP -—» AN,
Assim, por (i), (i) e pela Definicio 4.3.2-(2) temos:
ZN -» ZN' |, NZ -» NZ e Ax.N -» AxN'. ¢

4.3.4 LEMA:
Se xeFV (M) entdo:
() (N> NY = (Mx/N] ~» Mix/N).
by (M > M) = (M[x/N]-» Mx/N].
PROVA:
Item (g): Inducio na complexidade de M
BASE: M=y (M ¢ varidvel)
Caso lry# x

Note que o teorema ndo se aplica neste caso, pois y # x = xgFV{y).

Casoley=x
Neste caso, pela Definicio 4.2.3 temos: M{x/Ni =N « Mix/N']=N".
Logo, como N —> N, pela Defini¢io 4.3.2 temos N —» N’ e portanto:
Mix/N] —» M{x/N’L.
PASSO.
Caso 1: M=PQ
Entdo, pela Definicio 4.2.3-(4) temos:
(i) Mix/N] = (PQ)[x/N] = P{x/NIQ{x/N].
(iiy Mx/N'] = (PQ)[x/N’} = P[x/N'IQ{x/N’].,
(i) Mas por Hl: (@} P{x/N} —» P[x/N’},
{by Qlx/N] —» Qx/N'L.
Entdo, por (iiia) e pelo Lema 4.3.3-(2) temos:
(iv) Plx/N]Q[x/N} ~» Px/N1Q{x/N].
Analogamente, por (iiib) e pelo Lema 4.3.3-(1) temos:
() Plx/NIQ[x/Nj —» Plx/NJQIx/N'].
Loga, por {iv}, {¢) e pela Definicdo 4.3.2-(2) temos:
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Plx/NIQ[x/N] —» Plx/NIQ[x/N] == M{x/N] —» M[z/N'L

{ih e @
Caso 2: M=3y.P
Pela Definicdo 4.2.3-(3) temos:
{ui) Mix/N] = (Ay.P)[x/N] = Ay.(P{x/N}).
{vii} M{x/N'1 = Qy.P)x/N'] = 2y.(Plx/N').
(viti) Mas por HI: Plx/Nj -» Px/N'].
Por (wiii) e pelo Lema 4.3.3-(3) temos:
{ix} Ay {P[x/N]) —» Ay.(P[x/N']).
Logo, por (vi), (vii) e {ix) temos:
Mix/N} —» M{x/N’]. 0

Item (b): Indugio na complexidade de M
BASE: M = y (varidvel)
Neste caso M estd na forma normal, logo o resultado € vélido por vacuidade.
PASSO:
Caso 1: M= PQ
Temos aqui trés subcasos possiveis para definir a forma de M
M =PQ,onde P > P,
() M = PQ', onde Q -» Q’,
BYP =2y.P,, M= (Ay.PJQ e M =P,[v/Ql
SubCaso 1.1: M=P'Q ,onde P - P
Entsio, pela Definicio 4.3.2-(4) e pela hipétese do caso remos:
(iy Mix/N] = (PQ)[x/N] = P{x/NIQ{x/N}.
(i) MP[x/N} = (P'Q)[x/N] = P’'[x/N]Q[x/N].
(iii) Mas como P -» P', por HI temos: P{x/N] —» P'[x/N].
Entio, por (iif) e pelo Lema 4.3.3-(2) temos:
fiv) Plo/NiQ[x/N] — P'[x/NJQ[x/N].
Logo, por (i), {ii) e (iv) temos: M{x/N] -» M’[x/N].
SubCaso 1.2: M = PP, onde Q@ > Q°
O resultado segue anilogo ao caso anterior, utilizando o Lema 4.3.3-(1).
SubCaso 1.3: P = Ay.P,, M= 0y.P)Q e M =P,[y/Q]
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Temos neste caso que:

) (O PIQE/N] = (Px/NDQE/N] = Pylx/N]ly/QLe/NI]

{wi) P x/N]ly/Qx/NJ| o, P Iy/Qlx/N].

{vii) Entdo, por () e (vi) temos: ((Ay.P Q) [x/N] —» P[y/Q]x/N].
Portante, por (vit) e pela Definicio 4.3.2-(1} temos:
Mix/N] = ((Ay.PJQ){x/N] = P,[y/Qifx/N] = M'Tx/NL
Caso 2: M= 2y.P
Pela Definiciio 4.2.3-(3) temos:
(wif) M[x/N] = Qy.P)[x/N] = Ay.(P[x/N]).
{ix} M'[x/N] = 3. PYx/N] = Ay.(P'[x/N}).
(x} Mas por HI: P{x/Nj -—» P’[x/NL

Entio, por {x) e pelo Lema 4.3.3-(3) temos:
(xi3 2y.(Plx/ND —» Ay.[P'x/N}).
Logo, por (uiil), (ix} e (xi) temos: M{x/Nj —» M{x/N’]. +

A definigio que apresentamos a seguir é uma otima ferramenta para explicitar uma

ocorréncia de subtermo especifica, Ela serd particularmente dreil no estudo das alteracses

que as reducdes provocam nos termos. Podemos relaciond-la com a nogdo de subdrvore em

deducio natural.

4.3.5 DEFINICAO: Contexto,s - (C[1)°

Para cada A, B & Typ, um contexto, g (denotado por (C[ )% é uma estrutura do tipo

B que contém um “espago vazio” que, se preenchido por um termo do tipo A, produz um

termo do tipo B. Mais formalmente temos:
(1) ([ 1™ € um contexto, a.

(2 Se (C,] 1™° € um contexto, ge & MeA?, entio (G4 1OM)® € um contextoy ¢.

(3) Se (C,f 1u° ¢ um contexto, 5 e MeA™, entdo (M(C4 Ja)° é um contexto, c.

4) Se (C,] 1% é um contexto, ¢ e * &A%, entio (Ax.C,[ 1% ¢ um CONLEXLOa pop-
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4.3.5.1 OBSERVACOQOES: |

(@) Note gue um contextos g difere de um termo do tipo B apenas por possuflr o
simbolo *[ ]4” (um “buraco” do tipe A) no lugar de um subtermo do tipo A.

(b} Esta definicdo, difere da definicio de Barendregt{ 1990}, nio apenas no queé diz
respeito aos tipos, mas também & guantidade de “buracos” emn um contexto. Barendti'egt
define contextos como estruturas contendo virios “buracos”. A nossa definigdo perréliz:e
apenas um “buraco”.

{) Quando for possivel fazé-lo sem provocar confusdo, omitiremos as indicagéesé de
tipos de um contexto, 5. Por exemplo, o “contexto, 5 (Cl 10%" poders ser referido apefnas
como “contexto (G D™,

(d) Os parénteses externos de um contexto também serdo omitidos sempre %qne
possivel fazé-lo sem confusdo.

(e) Seja C[ ] um contexto da forma: C[ 1= C,[ 1M, e seja A & M, Se M -3, M, enétﬁo
C,[ 1M, pela Definigac 4.3.5-(3), também ¢ um contexto, que denotaremos por G L gPor
abuso de linguagem utilizaremos a notacio Cf | ~», C' | para denotar que o resultadoi da

34
reducio de A em um subtermo de Cf | também € um contexto.

4.3.6 DEFINICAO: C[M] |
Se (Cf 10® ¢ um CONELEXLO, g € MeA® entso C[M] denota o resultado da substituiégﬁo

literal do “buraco” [ 1, de (G 1,)° por M.
4.3.6.1 OBSERVACAQ: :
Note gque nesta substituicio pode ocorrer que varidveis livres de M se tornem ligaﬁdas

em C[M]. Esta ¢ a principal caracterfstica dos contextos.

0O lema seguinte demonstra que se C[ ] € um contexto, entio C{M] é um termo,

Nem sempre, em um ¢ontexto, a sibstituicio de um redex pelo seu contractum resulta em um ::ontéxto.
Este caso pode ocorrer quando o simbolo [}, ocorre no redex que reduzirernos. No  exemplo:

Ch = (x.ry. 0 = (. DDz, emos que ((Ay. D))z nic é um contexto, pois possud dois “buracos”®.
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4.3.7 LEMA:
Se (Cf 1)° é um contexto, g &€ NeA®, entdo C[N]eA®

PROVA: Queremos provar que C[N] € um termo do ripo B, o gue sers feito por indugdo na

complexidade (comprimento} de C[ ].
BASE: (CI 1% = ([1)?
(i) Neste caso, pela Definicio 4.3.5-{1) temos A= B,
Pela Definicio 4.3.6, CIN]J = N ¢ A* = AR Logo, CINIeA®.
PASSO:
Caso L: (C[1° = (C{{ ] M)®
(i) Pela Definicgo 4.3.5-(2) temos: (C,[ 10 & um CONLEXtO, oo & MeAS,
Pela Hipdtese do caso e por (if) ¢ claro gue:
(i) (CINW)® = ((C,[N])**M")".
(iv) Mas por Hi e (i) termos que (C,[NJ)2 e A%E,
Logo, por (ii) (ifi) e (iv) temos: (CIN])P=AR.
Caso 2: (Cl 1% = (MC,[ 1)°
Anslogo ao caso anterior utilizando a Definigio 4.3.5-(3).
Caso 3: (C[1W° = (x.Cyl W°
Anilogo ao Caso 1 utilizande a Definicdo 4.3.5-(4). ¢

4.3.8 OBSERVACOES:

(@) O Lema 4.3.7, juntamente com as Definigées 435 ¢ 43.6 viabilizam uma
notacio poderosa para tornarmos explicitas quaisquer ocorréncias de subtermo. Podemos
tornar explicita, por exemplo, uma certa ocorréncia do subtermo Nc:M através da notagio
M = C{NJ. Neste caso, estd implicita na notagio M = G[N] a posicio de N em M,

(b) No caso particular das redugdes, se M —», M' tal que A = (Ax.PIQ, podemos
explicitar a contracéo de A através da notagio: M = C{(Ax.PYQ] —» C[P[x/Q]] = M".

No lema seguinte demonstramos formalmente este importante resultado descrito no

item {b) da observacio acima, que relaciona a nocdo de contextos com redugio.
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4.3.9 LEMA:

N -3, N' = C[N] -», C[N
PROVA: Inducio na complexidade de Cf |
BASE: Cl =]

Neste caso, CIN] =N, C[N'} = N’, e portanto o resultado é trivial.
PASSO:
Caso 1: C[]=C,[ M

{f) Por HI temos que: C,[N] —», C[N].

Logo, por {i) e pela Definicio 4.3.1-(2) temos:

CIN] = C,INIM —», CIN'IM = C[N]

Caso 2: C[ 1= MC,[]

Andlogo ao caso anterior aplicando a Definicdo 4.3.1-(1).
Caso 3: Cl} = Ax.Cyl |

Anilogo ao caso anterior aplicando a Definicio 4.3.1-(3). ¢

4.3.9.1 COROLARIO:
N-»N = C[N]-» C[N.
PROVA:

Imediata usando os Lemas 4.3.3 2 4.3.0. &

§4 A Estratégia Perpétua

Nesta secio definimos o conceito de estratégia de redugio e apresentamos uma
estratégia especifica, a estratégia perpétua, primeiramente definida em Barendregt[1990]
para célculo lambda livee de tipos. Esta estratégia, no caso de A”, terd o mesmo papel que a

pior seqiiéncia de redugio tem para o caso do sistema de dedugsio natural O,
4.4.1 DEFINICAO: Estratégia de Redugio (F)

(1) A funciio F: A® — A é uma estratégia de redugdo se:
YMeA®, M —»g F(M);
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(2) Uma estratégia F ¢ uma estratégia-R1 {ou one-step) se:
YMeA® que ndo é normal: M — FM);

4.4.1.1 NOTACOES:
{@) Se F & uma estratégia de reducdo denoramos:
(1) F(M) = M
(2) F** (M) = F(F(M)).

(b) Se F & uma estratégia-R1, denotamos o redex de M reduzido em M —> F(M) por Ag.

4.4.2 DEFINICAO: F.path
Se F é uma estratégia de reducio, o F-path de um termo M ¢ a seguinte seqiidncia:

M, FiM), FA(M), FP (M), ... .

4.4.2.1 OBSERVACAQ:

{Quando F é uma estratégia-R1, o Fpath para M representa a seguinte segiténcia de
reducdo obtida a partir de M: M =M, —,, . M, =0 M, 545 ... .

4.4.3 DEFINICAO: Comprimento do F-path (L {M)

Seja F uma estratégia de redugiio. O comprimento do Fopath de M, denotado por
LM}, & un[F(M) ¢ normal] {0 menor n tal que F'{M) é normal}. Além disso, L{/M)=» se o
Fapath de M for infiniro.

4.43.1 OBSERVACAQD:
Quando F € uma estratégia-R1, LM) representa o comprimento da seqiiéncia de

redu{;éo M= Ma ~FAlp M?. ~Fpzp M2 AT s o

4.4.4 DEFINICAO: Left-Most Redex

{1} Seja A = M. A primeira ocorréncia do simbolo A em A € chamada de 0 A de A,
{2) Seja A, e A, < M. Dizemos que A, estd & esquerda de A, em Mse o A de A, estd 3
ssquerda do A de A, em M.

(3) A o M € o leftmost redex de M se A estd 3 esquerda de rodos os outros redex de M.
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4441 ORSERVACOES: |

(0 Em M = 2a.(b.0c.obid{(Ae.N)a), por exemplo, temos 3 redex: A, = (lc.éc)b,
A, = heNda e A, = (Ab.(c.c)b)d((heN)a). Pela definicdo a'cima, A, é o lefe-most redex def M,
pois seu A estd 4 esquerda dos As de 4, e A, 5

by Se Ay, Ay o M e A, o Ay, entéo ¢ claro que Ay estd 3 esquerda de A, em M. gIsso
porque, como A, € redex, ele tem a seguinte forma: A, = (Ax.P}Q. Mas pela forma de .é.;, s

A, A, entdoou A, < P ou 4, « Q. Em ambos os casos é claro que o A de A, &Sléié a
esquerda do A de A,. |

(¢} Denotamos por M o termo obtido pela reducdo do left-most redex de M.,

4.4.5 DEFINICAO: A Estratégia Perpétua F,

Seiza M um termo normal ou com a forma M = C{A]l e A% el que A = (M.P)Qéé o)

lefe-most redex de M. Definimos entdo F (M) como:

M, seM for normal
F (M) = ClPx/Q]] , seA for um [-redex
Se M ndo for normal CiP] , seQ for normal
Se A for um K-redex |
CiAx.PYF Q)] , se ) ndofor néormal

4451 OBRSERVACOES:

{a} Utilizaremos muitas vezes as abreviagdes: F (M)=M® e F_ (M) = M°*,

(b) E facil ver que F € uma estratégia-R1, e portanto utilizaremos a notagao M 2} Me,

() Note que o F_-path parz o termo M (M = M°°, M°*, MP% . M®®,..) correspon%ie A
uma seqiéncia de reducso M = M®® & Mot B M°? B | M°* B | que chamaremos de pior
seqtiéncia de redugdo para o termo M, cujo comprimento é Ly _(M). Dessa forma podeémos

utilizar a seguinte notagio: M By M®® (paratodo 0 <k < Ly (M)).

{d) Como, para cada termo n3o normal M, a estratégia perpétua associa um e apenas

um termo M®, & claro que para cada termo M a pior seqiiéncia é dnica,
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(¢) E imediato, pela unicidade da pior seqiigncia que: (MP)°® = M Ou seja, o
{m+1)-6simo termo da pior seqiiéncia para M & exatamente. o (n+m+ }-ésimo termo da
pior seqiiéncia para M.

() Quando Ly (M)<a, denotaremos o dltimo termo da pior seqiiéncia de reducio
para M por M.

(g) Para m<Lg (M) € claro que (M® = MP, pois a plor seqiiéncia ¢ tinica e M
pertence A pior seqiiéncia de M.

{h) Também pela unicidade da pior seqiiéncia de reducdo € claro que:

M=N = M =N

(i) A Definicio 4.4.5 captura a mesma idéia que a definicio de Massi da pior
seqiiéncia de reducfo: nenhum caminho curto € feito quando um mais longo é possivel.
Seguindo a estratégia perpétua, ndo € possivel que uma redugdo qualquer elimine algum
redex, nem que se reduza um redex quando for possivel multiplici-lo através de uma outra
redugio.

{j} No Capitulo VI, quando desenvolveremos o nosso resultado para A>, provaremos
que: (N VYM (L, Mi<w) e (2) (M > M) = (L (M) < Le (M) Ou sefa, provaremos que

Le M) é 0 menor ordinal narural para A7

§5 A Nocdo de Formulas Como Tipos

{Quem primeiro apresentou de uma maneira completa & batizou a nogdo de férmulas
como tipos fol Howard[lQSO]as. No entanto, as primeiras referéncias a esta nocgfo sio
encantradas nos trabalhos de Curry. Mais precisamente em Curry & Feys{1958], secoes
OE-F, esta nocdo € apresentada para uma légica intuicionista implicativa, Segundo
Troelstra & Schwichtenberg{1996], referéncias mais antigas a_incla, e também menos
desenvolvidas, sdo encontradas em Curry[1942], p.60, nota 28 e em Curry[1934], p.588.

Uma abordagem independente 3 de Howard foi apresentada em Girard[197 1].36

Texto gue circulava informalmente desde 1969,
A nogio de férmaulas como tpos também € mencionada na literarura coma o “bomprfisme Ciuory-Howard”.
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Explicitamente falando, a nocio de férmulas como tipos relaciona as regraséde
deducdo natural com as leis de formacio de termos do célculo lambda tipificado. Déssa
forma, um encadeamento de regras (uma derivagfo) corresponde a um encadeamentoé de
subtermos (um termo). Constréi-se assim uma bijegio relacionando derivagbes com term;os,
onde a partir de uma estrutura (uma derivagio ou um termo} obtém-se faciimentée a
estrutura relacionada no outro sistema. ‘

Vamos inicialmente relacionar o fragmento implicativo positivo de C (ré’;ue
denotaremos por C2) com A% Na construcdo desta relacdo, as questdes ﬁmdamenétais
referentes & nocio de térmulas como tipos serdo esclarecidas, Em seguida, apresentarexénos
uma extensdo desta relacio para o sistema de dedugio natural I, de {dgica intuicionista de
Heyting, que introduzimos no Capitulo I Por fim discutimos um pouco sobre a importaénte
guestdo da transferéncia de provas de normalizaciio entre sistemas, que & viabilizada gfaela

nocio de férmulas como tipos.

4.5.1 DEFINICAO: O SistemaCo |
O Sistema Co & obtido restringindo os simbolos 6gicos da linguagem de C a “:3;”, e

stzas regras a (O} e (DE).

4.5.1.1 OBSERVACAQ: :
Note que os tipos de A” tém a mesma estrurura que as fSrmulas de Co. Assim, a
nocdo de formulas como tipos produzird um isomorfismo entre termos e derivages tal que

um termo do tipo A serd relacionado biunivocamente com uma derivacio cuja raiz € a

Ty

A

formula A. Ou seja, relacionaremos M & A, com

4.5.2 DEFINICAO: Isomorfismo de Férmulas como Tipos entre A e C2 :
O isomorfismo de formulas como tipos entre A & T é obtido relacionando cada tex}mo

M & A” 2 uma derivacio T, indutivamente, da seguinte forma:

(BM=x* < o = Ay
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OM= MM & = B2A

M= (?&,xA.ME)“:’B = T &=

4.5.2.1 OBSERVACOES:

{a) E imediato, por inspe¢do na definicdo acima, que as varigveis de um termo M
correspondem 3s hipdteses da derivagio %y, Varidveis livres de M correspondem a hipdteses

abertas de my, enquanto que varidveis ligadas correspondem a hipdteses cortadas. Assim, se

[A] (AT
2 & FV(IMY), entdo my = T, . Da mesma forma, se x* € BVIM®, entio ty = 7, .
B B
T

1

(b} Uma aplicacio da regra (D) que nio corta hipdteses, 5 corresponde 4 uma

abstracio A MP*® na qual x ndo ocorre livre em M,.

{c) Como as f6rmulas de uma derivagio 7ty representam os tipos dos subtermos de M
& vice-versa, faz entdo sentido nos referitmos ao isomorfismo entre termos e derivactes
como o isomorfismo das “férmulas como tipos”.

(d) Como as varigveis livres de um termo M representam hipdteses abertas de 7y, ¢

facil ver que uma substituicio da forma MPx*/N® representa a substiruicio das hipdteses

[A]
abertas A de m,, pela derivacio T;{‘ . Assim, temos a importante equivaléncia:
8
Ty,
M=MAME o mem (B
Ty,
B

O teorema seguinte estabelece uma relagio fundamental obtida da nogo de
férmulas como tipos para os sistemas CD e A7, Estabelece que redugdes de FM em €D sio

equivalentes a reducdes-f ema A°.
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4.5.3 TEQOREMA: Eguivaléncia entre reducio de FM em C= e redugio-pem A7

Para M e N A>termos, & 7y e %y as respectivas Co-derivagbes obtidas pelo

Isomorfismo 4.5.2 acima, temos: M >N o 7y - 7.

PROVA: Por inducdo na complexidade de M
BASE: M = (.MM, W N = M,[x/M,]

0 seguinte esquema demonstra a equivaléncia para o caso bdsico da contragio: de

um redex:
M = (A ME*="M5® i MEIx*/MA] =N
redugion-
ﬁ somofismn 452 ﬁ Isnmorfismes 4.5.2
[A]*
T, Ty,
T, B [A]
__ A ASB R -
e B redugdo de FM. s
PASSO:
CASO 1: M®= (Z"*M)® ¢ N = (@"ND®
() seguinte esquema prova este Caso:
Mo ND 2, Me@UMYT o @UNsN
II ﬂ i T —» (somorfismo 452)
TCM1 Tcz TCN1 752 |
T, _, T, - _A ADB A ADB __
A A W w=Tp B
e o
Sy —~
HE: (M, >N, < ny, -» 1)) M->»N © ny—> 7y

CASO 2: MP = MPPZM® & N = (NPRZH®

Analogamente ao caso anterior:
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M® > N8 = M= (M>8Z% 5  (N*Z%° =N

431-(
) i ' i g P (somorfismo 4.5.2)
Tz nM'J | RZ TcN{
Ty, Ty, _A ADB A AnB
AoB - A " T = B - B = Ty
N 4 S
e '
HI: (M, —N, ¢ my, - my,) Mo N & o>y
CASO 3 M* = B MD™* ¢ N = (B NH2*
Analogamente aos casos anteriores:
ME —» N = M=(0EMDY™ o ENDP =N
)
i3 g i} i3 (lsomorfismo 4.5.2)
[BI* [BY"
xM! A,
m, - oy, = Ty = A x -3 A x =
A A 14 L BoA BoA
¥ Ia'd
HE M,—N, < my, - my,) Mo N e =7y ¢

(O Teorema 4.5.3 demonstra que temos ndo apenas um isomorfismo entre termos de
3> e derivagtes de O, mas também uma equivaléncia destes dois sistemas como “rewriting
systems”. Isso significa que resultados sobre normalizacdo, unicidade da forma normal e
estimativas sobre ¢ comprimento das seqgiiéncias de redugbes sfo  diretamente
intercambigveis entre os dois sistemas. Na verdade podemos mesmo considers-ios como
sendo notacdes distintas para 0 mesmo objeto de estudo.

(s sistemas de deducio natural correspondem a2 uma notagio bastante analitica, que
prioriza a visualizacdo do encadeamento dos passos l6gicos elementares que provam a
deducdio expressa na derivacdo. Sua motivagio é de origem epistemolégica, ou seja,
gqueremos que uma derivagio seja a justificativa da veracidade da dedugiio que ela expressa.
J4 os sistemas de cdlculo lambda tipificado possuem uma notagdo mais compacta, no

entanto extremamente precisa, “gue nos diz exatamente como devemos manipular hipéreses
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aberras e fechadas quando substituimos uma drvore de prova por outra” ¥ Além disso, a
notacio lambda possui um aspecto computacional bastante wtil, pois melhor do ciue
descrever os passos légicos, ela descreve os objetos funcionais que subjazem a uma prova.
Podemos de fato, como sugere Girard, Lafont & Taylor{1989], p. 17, interpretar um
lambda termo como um programa que efetua os célculos da dedugio que ele representa.

A seguir apresentaremos um isomorfismo de férmulas como tipos entre o sisteméa I
de deducdo natural e um sistema de cdlculo lambda tipificado sensivelmente mais compiéxo
gue A>, gue chamaremos de A*. A definigdo deste isomorfismo nos dard maior ciarezé a

respeito do tipo de complicagdes introduzidas pelo tratamento de novos conectivos e regras.

4.5.4 DEFINICAO: O Sistema AT
{13 O Sistema A* € obtido estendendo A® ao conjunto Typ* de tipos definido por:
{i) Se t é termo da linguagem de [, entdo c & Typ’.ss
(i) Se A ¢ fSrmula da linguagem de I, entdo A € Typ™. *
(2) Os termos de A* sdo entio definidos como:
(YParatodoicw , +f € A, (varidveis sintdticas),
vie A, (termos individuais),
vE £ A, (varidveis individuais);
((YMeAse NeA, = MNeAg
(iiYMe A, e Ne Ay = pMN) e Ayg;
fMe ALy 2> pWe A, e p.M e A
MMe Ay = B € Aga & KM & Apy;
widMe Apa . N, Z e Ag e 2 e Ay v® & Agsio variziveis sintdticas —
= E; MNZ) e Ay

¥ Cf. Troelstra & Schwichtenberg[1996}, p 26.

. Nao confundir *termo da linguagem de I com “termo de 4™, O primeiro se refere a um termo da lmguagem
do célculo de predicados de primeira ordem (uma varidvel individual, ou uma conseante individual, ou dm
simboto funcional aplicado a termos). O segundo se refere a um A -termo,

® Usaremos letras maidsculas A, B, ©, ... com ou sem subindices para indicar os tipos gue carrespondem a
farmutas. Para os tpos gue correspc}m:iem a termos da linguagem de [, usaremos as letras mintgsculas a, b, €, ...
para indicar os Hipos que correspondem 2 varidveds individuais, e a letra mintscula icdlica ¢, possivelmente é.:om
subindices, para indicar os tipos que correspondem a termos compostos (sfmbolos de fungio aplicadcé)s a

rermos) dz linguagem de L
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W) M e Ag e < & A, ¢ varidvel sintdtica = AxM & Aggs

(wi) M & Ay, e x* & A, ¢ varigvel individual = M e Avea ix)

tal que: (5° € FVIM)) = (a4 nio ocorre livre em B);
(M e Apure & ¥ € A, é termo individual = My Anii
(M e Ay £ ¥ & A é termo individual = pM, y) & Ajaws
GOM & Ajary » NeAg e ye Ay, = BEIMN) £ A,

ral que: 2® € FV(N) e z# y=> g ndo ocorre livre em B;
xiyM e A, = E{M) & A,

{3} Definimos, assim, A* = U{A, / A e Typ*}.

4.5.4.1 OBSERVACOES:

{a) No importa muito, para os nossos cbjetivos, sabermos exatamente a denotacio
dos novos operadores introduzidos (@, py, .. A5, k3, EL,, E;, Ff). No entanto, apenas para
dar um pouco mais de significade aos termos de A, podemos interpretar estes novos
operadoras como:

+ p(M.N} agrupa os termos M* e N® em um par (M,N} de tipo AnB;

s p,(M) ¢ a primeira projecio de um par. Assim, se M™® = p(MAMB™® entso
p. (M) = M2, Analogamente, p,(M) = M2,

+ k3(M) apenas modifica o tipo de M, para cada B & Typ*, da seguinte forma:
Y = M Analogamente, (M%) = MA3,

¢ By (M\NZ) agrupa o tric MM, N°, 2° em um termo do tipo C, e, como veremos
adiante, torna ligadas as varidveis «* e y® de N ¢ Z respectivamente, Analogamente,
E(M, NJ agrupa o par M™*, N® em um termo do tipo C, tornando ligada a varidvel y* de N.

¢ E4(M), para cada tipo A, muda o tipo de qualquer M* & A, para M*.

4.5.5 DEFINICAQO: Varisveis Livres & Ligadas
O conjunte das varidveis livres em M & A* {denoctado por FV(M)) é definido

indutivamente como segue:
() FV() = {x};
(fiy FV(MN) = FV(p(M,N)) = FVIM) U FVIN);
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(i) VM) = FVip(My9) = FVREMD) = FVREM)) = FV(EKM)) = FV(M;
(iv) BV MA@ =) = FYM); |
() FVILA M) = VM) - {x}

(vi) FV(EL,(M\N,Z)) = FV(M) L (FVEN) - {x}) U (FVD) - {31

(vily FV(EZ(M,N)) = FVIM) w ((FV(N) - {¥}).

4.5.5.1 OBSERVACAO: |
Note que os [tens (#) a (vi) acima descrevem todos os casos em que ocorfem
varidveis ligadas. Além do operador A, os operadores E; e E} também ligam variéveiséem
AT. Estes operadores corresponderso, em dedugio natural, as regras (VE) e (3E), ﬁue
também cortam hipdteses da derivagio. Veremos mais adiante que os operadores que hgam

varidveis sdo de grande importéincia em questdes referentes a normalizagdo.

4.5.6 DEFINICAQ: Isomorfismo de Férmulas como Tipos entre Afel _
O isomorfismo de formulas como tipos entre A* e | € obtido relacionando cada termcé’} M

e AT a uma derivacio 7y de I, indutivamente, da seguinte forma:
(HM=x" PN = A

Ty, Ty,
OM=MPM? o mym 228

[A]
TfM‘
B

M = (A5 ME=R = x {0

{3) ( ) =4 T ASB {0
Ty, Tw

M =pMEME® o 7= =2

T

G M=p M- o = 20
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Ty,
(6) M = p,(MMB)R oy Ty = AnB {~Ee):
Ty,
By 4 Buk A
(?) M= ku(Mz) <> By = {vIdy;
Bv
T,
& M=EMY® o g,= A tvie);
1 1 3 AVB ]
[A]* [BY
T, T, T,
O M = Exy oMESME M > mym 222 C oy
Ty,
(10) M = Qo MRmy=Rin oy sl (7D
Yy
T,
(DM =M o my= 00 oy,
' Am
Ty,
(1) M=pMi® y™* ™ o ry = A an;
o *T SAw
[Aw]
T, R,
(13) M= E;ﬁm;(ME:AE”a Mg)ﬁ & Ty = BXA{X} C C . (BE};
Ty,
A Bl
(14 M=E(M) > my= a
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4,5.6.1 OBSERVACOES: |
() E imediato, por inspecdo na definico acima, que as varidveis sintdticas de um

rermo M correspondem as hipdteses da derivagio my. Além disso, pela Definicio 455 e

pelos Irens (3), () e (13) acima, nio é dificilt ver que as varidveis livres de M correspondem; as

hipéteses abertas de my,, e as varidveis ligpadas de M correspondem s hipdteses cmrtadasé de

T .
ﬂ:M, nM; R’é“s

AvB C (€
{by Uma aplicagdo da regra (vE) que ndo corta hipdteses, g e s

corresponde a um termo Eps ,o(M7*,MF, M$®, no qual x @ FVIM,) e y ¢ PV@?‘:J’

Anslogamente, para {JE) temos:

Ty, T,
L c
c

(¢} Note, pelo Item (10} acima, que a restricio apresentada em 4.5.4-(2)(ui£i§ é

%

T © M= B, (M, MD® tal que y & FVM,).

exatamente equivalente 3 Restricio 1.2.6-(a) para a regra (v1). Da mesma forma, pelo Itéem
{13} acima, temos gue a restrigdo apresentada em 4.5.4-(2)(xf) é equivalente & R&strié;éo
1.2.6-(b) para a regra (3E). |
(d) Para podermos relacionar reducdes de FM em [ com reducdes-f em A%, temos aé,}ue
ampliar o item | Definicio 4.3.1 de redugdo-} para tantas contragbes guantas foremé as
diferentes formas de reducdo em I Tais formas de reducio, juntamente com o isomorﬁsémo
que acabamos de estabelecer, nos mostram exatamente as congragdes que temos que deﬁnir
como primitivas em AY para ampliar adequadamente a definicic de redugiof, o cé;ue

faremos a seguir.

4.5.7 DEFINICAQO: reducio-f em AT |
Definimos a reducio-B de M & AT a um termo N & A* {noracio: M — N) ;por

inducdo na complexidade de M, da seguinte forma:

(1) BASE:

Contragbes:
(1.1) (e MOM, — M, [x/M,];
(1.2) pp(M,, M) ~ M, (=12




(13) EL (0D, Mo, My > Myr/M,;

(1.4 E] (M), M, My —»  MI/MJ

(1.5) (x. Mp ey rfin e > M/t

(1.6) E(pMe 2938t M) M,[y/ Mt/ a)l;
Simplificacies:

(L7 B, (N, My, My) - M, (sex, & EVIM) (=1,2)

{1.8) E’;{M_,, M,) > M, {se y & FVIM,); |
Reducées Permutativas:

(1.9) fIE M, M,)] > BM, M)

(LI A, MMM — Eyy vo{My, fIMLT, AIML];

{2y PASSO:
Seja M = 0,{M,} tal que o, & algum operador undrio de A*. Ou seja, 6,(M,) € AxM,
ou p (M) ou EHM) ou KM, ou Mpy* ou p(M,z%. Entio:
2.DM, > N, = 0,(M) — 0,(N,),
Seja M = 0,(M, M,) tal que o, é algum operador bindrio de A*. Ou seja, o,(M,,M,) &
M,M, ou p(M,,M,) ou EYM,M,). Entso:
(2.2) M, ->» N, = 0,(M_,M,} —> 0,(N,,M,);
(2.3 M, - N, = o0,(M;,M,} - o,(M,,N,).
Seja M = E7 (M, . M,,M,). Entdo:
24 M, = N, = E; (MM, M} — E; (N,M, M,);
(2.5 M, - N, = E; (M, M, M) — E; (M, N, M.);
Z6HM, = N, = E; (M, M, M) — E; (M, M, N,).

4.5.7.1 OBSERVACOES:
(a} A potacio M{,/t,), usada nos Itens (1.5) e {1.6) acima, denota uma substituicio
que opera apenas nos tipos de todos os subtermos de M, trocando o termo da linguagem de

I, t,, por t,. Ela é equivalente, para o caso de dedugfo natural, & notagéo n:‘z .

(b) As simplificaces (1.7} e (1.8} correspondem as simplificacdes que podemos fazer

em regras de (3E) e (VE) que ndo eliminam hipdreses da derivacgio.
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{cy Nas reducdes permutativas ({1.9) e (1.10)), f representa um operadorg de

eliminagdo K} ou E2, no gual o argumento destacado entre colchetes € sua premissa

1 %2

maior. Assim, fIM], por exemplo, abrevia B} (M,N,Z) ou E5(M,N).

(O teorema seguinte demonstra a equivaléncia entre reducio de FM em [ ¢ redugbes'
B em A%. A prova & imediata a partir do Isomorfismo 4.5.6 e da Defini¢go 4.5.7 de redugéo«ﬁ
em AY. Na verdade, como dissemos na Observacao 4.5.6,1-(d}, os casos da base da Deﬁni;(;éo
4.5.7 foram propositadamente definidos de modo que a equivaléncia entre redugﬁes%; se

estabeleca.

4.5.8 TEOREMA: Equivaléncia entre redugfio de FM em I e redugio-fem A7

Para M e N A%-termos, e Ty e T, as respectivas [-derivacdes obtidas pelo Isomrfiémo
4.5.6 acima, temos: M - N & my — w,. |
PROVA: Por inducio na complexidade de M

BASE;
Case 1: M = (Ax MM, = N = M,[x/M,]

Idéntico ao caso de A” { base do Teorema 4.5.3).
Caso ZM=p pMIM?Y = N=Mp (i=1,2)

48.7-01.2}

(O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M= p.(pM3M) ity Mi=N (=10
34.5.3 | ﬁ4,5,$
o, Ty,
A, A,
— A1 A Az TCMi . .
M:T 2 A =T i=1,2)

Caso 3: M = ((ue MAmyhmoghta o N = (M (/0

45.7-(15})

O seguinte esquema demonstra a eguivaléncia para este caso:
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M = ((M'M:(ai)’ﬁﬂix:},z}“{t) - (MKa/t})““" = N

487-(15)
B ass Bass
TCM‘
Aga)
a
. = TAx N (% W
A 148 A

Caso 4: M =EL, o((R3MIME, ME, MD® = N = ME[L/MA

487-(1.3})

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

_ A8 & =
M= E, a((kp(MIN™", MZ, MJ) sy MeB/MI=N
1I«l.S.S 34.5,5
Ty <
A (A BY
T, T T,
iy = AVE C C X —> [A] =T
" C Y 145 Ty,
Cc

Caso 5: M = Ej, a(ROMD™, M3, M) = N = MIL/MY)

7-(1.4)

(J seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M= E, (M2 ME MD® > MM =N

45.7-{1.4)
II 4586 34,'5.!5
n
a (A B
T, Tm, T,
T = C Y 145 Ty, N
c

Caso 6: M = Epyy p(MP 0 294 MD® = N = MIRA /M, [t/a])*™)]

45701 8)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:
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M = Eoa (VI 240 MO o> MERA/(M,{t/a)* ] = N

457153
@45,6 ﬂd.S.S
is
An::) {ﬁ;:a)ly !
A x) E’ (;;M“ )T
= P
g = C ¥ 1‘;% ‘Em: = TN
c
Caso 7: M= E, o(M;**, M, ME)° S M;=N {x, ¢ FV(M)) (i=12)
O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:
M=E, M5 MEMDT > MI=N (g 2 FVMY) Gi=1.2)
34,5_6 34_5.6
Ty, T, T,
e = AvB C C Ty, _
M= C 'E_.?.S C = ?EH
— Aty o c_
Casg 8: M = Ei,(M?;" = M s M; =N (se y 2 FV(M,)

0 seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M = EJ M=, M5)® e MS=N
ﬂ 458 ﬂ & 5.6
T, T,
Ty = HxA(xE; C - 7582 =7,

Caso 9: M= fIEMEA MO = EMEAw, IME)° = N

45.7-(1.9)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:
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M= fIESMEA e MO o EMEAe M = N

4B87-{18) ¥

g 658 Bass
T, Tom, T,
3xA{x) C TEM1 C z
_ C z Ay D _
o = D 1:).9 D = T

onde G, consegiéncia de (3E) de my, € premissa maior de regra de eliminagio da

qual Z representa as subdrvores das premissas menores.

Caso 10: M =fIEy, ,MESNMEMERT | = By, (MM AIVEP, AIMEP)® =N

45.7~(1.10)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M Eﬂf;lrmgmgvs,mgimg)c]u —> E}Lm(M‘:"a, ﬂMf}“! f[Mf]D)” =N

A57-{1.10)
Tass Buss
T, Ty, Ty, Tnr, T,
AvB C C Ty, C 2 C =
= C . L - AvB DD B =1,

onde C, consegiiéncia de (VE) de n,, € premissa maior de regra de eliminacdo da

gual T representa as subdrvores das premissas menores.

PASSO:

Apresentaremos a solugio para o caso em que M é como em 4.5.7.(2.1) (M = 5,(M,)).

A solugso para os demais casos (2.2) a (2.6) é andloga a esta, usando as propriedades das
reducdes de FM.

Caso 1: M =o,(M,)

O seguinte esquema demonstra a soluglio para este caso:
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MS - NI = M=o,MH® o ND*=N

457-{2.1 :
ﬁ 3 {[ II - {Isomorfismo 4%5.6}
e T, |
T, T = T S S
A A 14 "B B
— \_ J
'
HE (M,—N, < my, — ny,) Mo N < ng—>my +

4.5,9 Transteréncia de Provas de Normalizagio Forte entre Sistemas _

Podemos separar os itens da base da Definigéo 4.5.7 de redugio-B em dois grupcafs: o
grupo A, contendo os Itens (1.2) e (1.5), e o grupo B, contendo os demais itens {({1.1), (13),
{1.4) e (1.6)). A diferenca entre 0s dois grupos € gue nas redugdes do grupo A nio oconi'em
substituiches de wvaridveis livres por subtermos, enquanto que em todas as redug:f)esé do
grupo B estas substitui¢Ses ocorrem. Uma conseqiiéncia imediata deste fato € c;ué‘-: Q
comprimento do contractum, para o caso de uma redugdo do grupo B, pode ser maior q:.éze o
comprimento do redex. Isto se dd quando existe mais de uma ocorréncia livre da variével
que sstd sendo substituida, Por exemplo, o comprimento de M{x/N] € certamente maior éque
o comprimento de (Ax.M)N, se M possuir mais de uma ocorréncia livie de x e sée o
comprimento de N for maior que 1. E devido a este fato que os resultados sobre
normalizacio para sisternas de cdlculo lambda tipificado ngo sao triviais.

Um sistema que possua todas as reducdes no grupo A & trivialmente normalizé.évei,
pois 0 comprimento do redex, ou no miximo este ndmero multiplicade por algté,ma
constante preestabelecida, serd sempre um limitante superior para o cc:mprimentoé do
contractum. Dessa forma, nenhuma seqiigncia de redugic poderia ter mais passos qu;e o
comprimento do termo inicial multiplicado por esta constante. Neste sentido, a passagerr; de
um resultado de normalizaciio forte de A= para o sistema A%, onde A% & a versdo em ca’l:é:ulo
lambda tipificado do sistema de deducdo natural C', seria imediata, Vejamos porque.

Os conectivos primitivos de C’ sio 2, A e ¥. Mas pelo Isomorfismo 4.5.6?, as
formulas méximas cujos conectivos principais sdo A e V correspondem, respectivamenté, as
reductes (1.2} e (1.5} da Definicdo 4.5.7. Tais reducdes pertencem ao grupo A e porta;.nto
nio representam problemas nas provas de normalizagéo forte. Dessa forma, o dnico c%:aso

nio trivial a resolver em uma prova de normalizaciio forte para A% & o caso da D; e este €
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exatamente 0 caso presente em A” Portanto, a nogdo de férmulas como tipos, mais uma
argumentacio simples a respeito dos conectivos A e V, transforma provas de normalizacio
forte para A° em provas de normalizagio forte para . No entanto, nio podemos
transportar diretamente provas de normalizac@o forte para A° em provas de normalizacio
forte para os sistemas de deducio natural M, I e C, porque além do caso ndo trivial de o,
todos eles tdm que tratar também dos casos de 3 e v, que correspondem a reducBes do
grupa B, Com relacio a questoes de normalizacdo, rais reducses possuem seus problemas
especificos que exigem solucbes especificas. Assim como em dedugfio narural, as soluches
para ¢ conectivo D nio sdo diretamente vilidas para 0s casos de J e v,

Assim, podemos dizer que 0s artigos que veremos adiante, que entre outras coisas
estabelecern normalizacdo forte para A°, podem ser vistos como contendo provas de
normalizacdo forte para C', mas ndo para M, [ e C. Neste sentido, a extensfio nio trivial de
nosso resultado para estes sistemas, que apresentaremos no Capftule VI, representa um
avango em relagio ao alcance dos resultados destes artigos. Na pior das hipdteses, alguma
argumentacdo tem que ser acrescida a eles para que provem de fato a normalizacio forte de
AF e assim possam representar provas de normalizacio forte para M, I e C, A julgar pela
complexidade do sistema AT com relacio a A7, e pela complexidade da definicfio de reducio-
B em AT com relagfo A definicdo de redugfio-B em A%, tal argumentacio nio parece ser

trivial.

197



Capitulo V

Os Ordinais Naturais de

Howard, Vrijer e Beckmann



Estudaremos neste capftulo alguns artigos da literatura em que encontramos
definicGes de atribuigdes numéricas a termos do cdleulo lambda tipificado A®, que séo de
fato ordinais naturals para os termos deste sistema. Ou seja, em cada um destes artigos

existe uma atribuico numérica n que satisfaz a seguinte propriedade:

Para todo MeA>, n(Mi<o e M- N = aMi>aN)

Assim como para o caso dos sistemas de Dedugio Natural, uma arribuigio numeérica
para termos de A® que satisfaca esta propriedade representa um limitante superior para o
comprimento de todas as segliéncias de redugio para o termo M, e leva a uma prova trivial
do Teorema de Normatizaciic Forte para A”. Como vimos no capitulo anterior que através
da nocdo de férmulas como tipos ¢ possivel transportar provas de normalizagio forte para

3® em provas de normalizagio forte para (O, é importante analisarmos os métodos

utilizados nestes artigos para podermos comparar com o nosso méredo.

Neste capftulo apresentaremos detathadamente trés artigos, nos guais encontramos
reés diferentes ordinais naturais para A°, os artigos Howard[1968], Vrijer{1987] e
Beckmann{1998]. Temos conhecimento de outros dois artigos que trazem definicoes de
ordinal natural: Gandy{1980] e Schwichtenberg{1991). Nio analisaremos estes artigos
em detalhes, No entanto, o estudo dos trés artigos anteriores nos fornecerd dados que

permitirio comparar também estes dois tltimos artigos com o nosso trabatho.

O objetivo deste capitulo se resume apenas em apresentar o mérodo que cada autor
utilizou para obter o seu ordinal natural. Uma anélise comparativa destes artigos que os
relaciona com o nosso trabalho serd feita apenas no final do capftulo seguinte, apds termos
desenvolvido detalhadamente o nosso método para o sistema A® O objetivo agora é
apresentar e entender os resultados destes artigos. Dessa forma, dividiremos este capitulo

et trés secdes principais, uma para cada um dos artigos que analisaremos,

Cabe ressaltar que estes artigos ndo utilizam uma notagSo uniformizada para
o cslculo lambda tipificado, cada um desenvolvendo a sua. A titulo apenas de
uniformizacio modificaremos em nossa exposicdo as notacSes originais, utilizando as

definicdes e resultados gerais de A” que foram desenvolvidos no Capifrulo IV.
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§1 O Artigo Howard[1968]

Q artige Howard[1968] ¢ um bonito exemplo de uma “proof-theoretic” anéii§e de
uma teoria formal, G6del[1958] apresentou uma interpretacdo para a aritméética
intuicionista de primeira ordem ¥ em uma teoria formal 7, livee de quantiﬁcadoresf, de
funcionais recursivos de tipos finitos, que pode ser formalizada em A° Com.? tal
interpretagio temos que provas da consisténcia de ¢ demonstram, de fato, 2 consisténcia de
H. Formalizada em A” e livre de quantificadores, 4 teoria 7 é uma teoria equacional cémde
suas fdrmulas sfio squacdes entre A-termos. Se, por sua vez, fizermos uma “proaﬁtbeor}etic"
anglise de <, redefinindo suas igualdades axiomdticas em termos de “reduqées‘?’, a
consisténcia de 7 & trivialmente obtida se provarmos, para estas reductes que represeritam
as igualdades em 7, os Teoremas de Normalizacio Forte e Church-Rosser. .

Isto se d4 porque uma igualdade qualquer, por exemplo M=N, expressaria q-ueéM e
N se reduzern a um termo comum. Mas se neste sistema vale Normalizagio Forte e Church-
-Rosser, entdo, se ambos se reduzem a um termo comum, tanto M quanto N tém a mésma
forma normal. Ou seja, podemos reduzir o conceito semantico de igualdade ao conf;:eito
sintdtico “ter a mesma forma normal”. A consisténcia do sistema ¢ obtida trivialmente
quando tomamos, por exemplo, P e Q distintos e ambos na forma normal. Neste casfa, é
claro que néo temos, em 7, P=Q. Logo ¥ ndo é trivial, e portanto é consistente. |

Além disso, uma vez que o conceito de igualdade se reduz ao de “ter 2 mesma forma
normal®, podemos verificar a validade de toda e qualquer formula de 7, que certameréite g
umna equagdo do tipo M=N, efetuando a normalizacdo de M e N, e verificando se arénbos
possutem a mesma forma normal. Temos portanto um procedimento efetivo para veriﬁcé:ar a
validade das férmulas da teoria, o que nos daria um resultado de decidibilidade.

Mo entanto, Gentzen[1938] i34 havia provado que a consisténcia da aritméticéa de
primeira ordem, tanto intuicionista quanto cldssica, pode ser provada por métodos ﬁnitéérims
exceto pelo uso do “principio da cadeia descendente para ordinais menores que gy". essa
forma, qualquer tentativa de provar normalizacio forte para ¥ deve levar em contéa ral
principic ndo finitdrio, e portanto nfo serd uma normalizagio forte no sentido astritéo do

termo, mas 0 que Tait{1967] chamou de “computabilidade”. Com base nisso, o abjetiv%o de

Estamos utilizando aqui a nocdo cldssica de que inconsisténcia implica em tmivialidade.
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Howard € realizar esta andlise “prooftheoretic” de 7 e provar sua computsbilidade,
assumindo para {sso o “principio da cadeia descendente para ordinais menores que &,". Ele
faz isso estabelecendo uma atribuigdo de ordinais menores que g, aos termos de T e

provando que esta atribuicdo diminui com as redugdes. Qu seja, para cada seqiiéncia de

reducdes de termos:
AlA,—» . A - ..
remos uma seqiidncia descendente de ordinais:
e PR P O 7 T SR

Se tais ordinais sic menores que g, entdo a “normalizacio forte” (ou
computabilidade) de 7 segue diretamente do “principio da cadeia descendente para ordinais

Menores que gy

Se Howard permite a atribuicio de ordinais infinitos (menores que g; mas maiores
que ©) a termos, suas segiiéncias de redugdo, ainda que finitas, ndo sdo obtidas por uma
atribuicio numérica finita que diminul com as redugdes. No entanto, se descartarmos o
tratamento dado 2 recursio em 7, e nos concentrarmos apenas nas reductes-f para termos
de >, talvez o método de Howard represente uma atribuigio de ordinais finitos a termos de
2> que diminui com as reducBes. Talver tenhamos aqui o primeiro ordinal natural.

Verificaremos que, com algumas importantes resiricses, & isso de fato o que ocorre,

O método geral da prova de Howard consiste basicamente em desenvolver uma
teoria formal de expressdes que possui uma interpretacdo correta na qual expressdes sdo
funcdes aritméricas de ordinais menores que &, Em seguida ele demonstra varias
propriedades destas expressdes e desenvolve uma stribuigdo univoca de expresses a termos
de 7. Arravés das propriedades demonstradas, prova que se F — G e f e g 580 as expressdes
atribuidas a F e G respectivamente, entdo f{a) > gla), onde f(a) e gla) sfio os ordinais obtidos

aplicando as fungdes que interpretam f e g & mesma constante 4 (por exemplo a = (0,...,0)),

Com base no discutido acima, na andlise do artigo de Howard que faremos a seguir,
i3 estamos desconsiderando as peculiaridades de < e aplicando seu método apenas 3s
reducoes-p aplicadas a termos de A Além disso, estamos substituindo as ocorréncias de

ordinais menores que gy, por naturais (ordinais menores que ©).
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5.1.1 Definicdes Iniciais

Apresentaremos aqui algumas definicdes de conceitos bésicos utilizados por Howard.

5.1.1.1 CONVENCOES: Enumeracio de Varidveis Sintaticas

Consideraremos £: x,, X, X,, ... uma enumeracio das varidveis sintdticas de todos os

ripos de A”.

5.1.1.2 DEFINICAQO: Nivel - ()
O nivel de um tipo A, denotado por lw(A), é definido indutivamente como:
(1) lw(A) = 0, se A & tipo bisico;
(2) W(ADB) = max{l+R{A), lv(B}.
Se M ¢ am termo do tipo A, o nivel de M ¢ definido como:  Iw(M) = lu{A),

5.1.1.3 LEMA:
5e MN & A3, entdo:
(@) (M) > lu(N);
(b} WwiM) z Iv(MN),
PROVA:

Imediara pela Definicdc 5.1.1.2. ¢

5.1.1.4 DEFINICAO: ISubtermo

Além do conjunto de subtermos de um termo, que definimos em 4.1.7, How}:rd

define um outro conjunto, o de Lsubtermos, que definimos indutivamente come:
(1) ISublx) = {x};
{2} ISub(MN) = ISub{M) L ISub{N) w {MN};
(3) ISub(rx.M) = (ISub(M) U Sub(hx.M)) - &(M),
onde &M) = {N & [SubM) / x « FV(N}} =
Sub(rx.M) é como definido em 4.1.7.
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5.1.1.4.1 COMENTARIOS:

{a} Dizemos que N é I-subtermo de M quando N & ISub(M),

() Howard, em seu arrigo, chama de “subférmula” o que estamos chamando de
*subtermo”, e chama de “subtermo” o que estamos chamando de *“I-subtermo”, Decidimos
trocar 0% nomes porque na literatura mais recente consolidou-se o uso da expressio
“subtermo” com o sentido que estamos the dando na Definicio 4.1.7.

{c} A diferenca entre subtermo e [-subterme, expressa na clausula (3} acima, garante

que se M € um rermo fechado, entéio todos os Isubtermos de M também sio fechados,

5.1.1.5 DEFINICAO: Redugio Geral e Redugio Restrita

Considere a reducio-8 M -3, N como definids em 4.3.1. Com base na diferenca
entre subtermo e [subtermo definida acima, diferenciamos dois tipos de redugGes:

{1) M —>, N ¢ uma redugdo geral quando A é subtermo de M.

{2y M —», N é uma redugdo restrita quando A é I-subtermo de M.

5.1.1.5.1 OBSERVACAQ:
Howard demonstra seu resultado primeiramente para o caso particular das redugoes

restritas. Em seguida o estende para o caso mais genérico das redugdes gerais.

5.1.2 A Teoria Formal & de Expressdes

Apresentaremos agora a teoria & de expressdes que serd usada para a atribuigio de
ordinais aos termos de A%

Expressdes sdo construidas a partir de constantes (dentre as quais distinguimos 0 e
13, varidveis biindexadas () e os simbolos de fungéo “+” e *(, )", da seguinte forma:

{{) Uma constante & uma expressia.

{if) Uma varidve! yF € uma expressio.

(i) Se f & g s3o expressdes, entdo: f+g e (f, g rambém o sio.

&€ & uma teoria axiomdrica da relacfio £ entre expressdes, na qual a igualdade &

41
tratada axiomaticamente ¢ £ é simbolo definido, onde £ g significa f £ g, ou f=g.

49 .
Usaremos a letra y para nos referirmos a varidveis de £ e a lerra x para nos referirmos a8 varidveis de A7,
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5.1.2.1 DEFINICAQ: Axiomasde &
()Seflge g h,entio fLA.
(2} Be { £Lg, entio f=g.
Bf+g=g+fi f++h=F+g+h
4)SefLgentdiof+hLg+ h
(3)f + g = f se, e somente se, g = 0.
®0LF
D e+M =02+, h.
B 8e glcehLe entio g, N+ th, P L,
NSeflgentdo W, HLG,g.
(10)SefLge h=0,entdo (f,h) L g, h).
(IO, =1
D¢, @, h) = +gh.

5.1.2.2 COROLARIO: Conseqiiéncias Imediatas dos Axiomas de €
(I3¢,0 =0
(14)Se0Zg e 0L h,entdo (g, 0+ (h,H L @+h,

5.1.2.3 DEFINICAO: Uma Interpretacio de &
A seguinte interpretacio semantica de & sers utilizada na atribuicdo de narurais aos

termos de A7

+ As varidveis percorrem os naturais e as constantes referem-se a niimeros naturais.

42
« { + g é interprerado como a soma aritmética.

# A definicio de “+” originalmente usilizada por Howard é mais complexa. Ele utiliza a soma de Hessemi;;)erg
para ordinais, introduzids em Bach:ﬁann{l?SS}. Para somar 2 & b, primeframente escrevemos a & b na Forma
Normal de Cancor pars 3 base @, ou seja, a=0™ +.. +0™ e b=0"+ ...+ o™ tmis que 0 2. 2a eb 2 z
B a+b & entiio definido coma: a+b=0"+...+0™®, onde ¢, > ... 2 c_,,, § #m rearranjo da seqléncia Gsj eon
oy by, -y by Note que se g, b<o, entio g, =... =g, =b, =...=b_=0 e, portanto, a soma de Hessemberg resi::rica
& naturais coincide com a soma aritmérica que estamos utdlizando. Cf Howard[1968], n. 449. :
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+ (f, g) é interpretado da seguinte maneira:
+ Se g # 0, escreva g como uma soma de poténcias de 2 tal que:
g=21"+22 + . +1™ ondelg, > 5> ... > g,.,)‘%a
(f,g) = 2{91*23 4 im0 L D lgud)
+Seg=0,entio(f,g =F,0 =0
¢ Os termos de &, ou sefa, suas expressdes, 530 entio interpretadas como funcdes
intencionais das varidveis que elas contém, Assim, a interpreracdo de uma expressio f €
uma funcio de N* — N {n representa o nimero de varidveis presentes em f} definida de
acordo com as inrerpretacdes para “+7 e “(, ).

dd
¢ f £ g ¢ interpretads como f < g.

E ficil mostrar que esta interpretacio satisfaz os axiomas de &, sendo portanto
correta, E importante termos em mente que esta interpretagio representa exatamente a
interpretacdo apresentada por Howard, apenass restringindo seu universo aos nimeros
naturais. Como as interpretacdes que demos para “+” e “(, )" sdo fechadas nos ntmeros

naturais, a nossa interpretacio é portanto submodelo da interpretagio original de Howard.

5.1.2.4 COMENTARIO: Finitude da Atribuicio

Note que com a interpretacio 5.1.2.3 estamos garantindo que o ntémero que serd
atribuido a cada termo de A® ¢ finito. Isto se dd porque qualquer fuongio que seja uma
combinacdo finita de aplicacses de “+” e “{ , }", como definidos acima, quando possui
nimeros naturais como argumentos, certamente tem como resultado um ndmero narural.
Mas se a um termo qualquer associamos uma expressio de comprimentn finito, a fungio

atribuida a esta expressiic pela interpretagic acima € uma combinagio finita de aplicagdes

a3
Eata forma & conhecida como a Forma Normal de Cantor para a base 2 e € Gnica para cada nimero,

Inrerpreamos < como a relagio de ordem gradicional entre fungdes. Se f e g sio fungdes com mesmo
dominio dizemos que f < g quando, para todo ¢ & dom{H=dom{g), temos f() < g{c). Nimeros sdo interpretados
por funcdes constantes, ¢, neste caso, < & a ordem aritmética. Pode ocorrer, no enranto, que as vartdvels que
ocorrem na expressio de f sejam distineas das gue ocorrem na expressdo g. O gue fazemos neste caso é fixar
uma enumeragdo para as varidveis de 5 (0, ¥4, ¥3, Y4, ¥3. --) & considerar o dominio tanto de f quanto de g
como sendo N¥, onde s representa a maior posico na enumeragfio das varidveis que ocorrem em f e g, Dessa
forma, ¢ = {gy, --- , Cg) CONLEM, nas posigdes adequadas, os valores para as varidveis que ocorrem em f & em g.
Nas demais posigdes, £ conrém valores quaisquer que nfo interferem no céleulo de Ao ou glo).
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de “+7 e “(, ), que tem como resultado, para qualquer argumento composto de natuli-ais,
um nimero natural. Dessa forma, a finitude da atribuicio que serd proposta jd esta

assegurada pela interpretacio da teoria € apresentada acima.

5.1.2.5 DEFINICAQO: Vetores de Expressdes |
Se foy s fa 580 expressBes da teoria &, a n+ Ll-tupla £ = {,, ..., f,) 6 chamada deéum
vetor de nivel n (Not: lv(f) = n). Para 0 < i < n, as expressdes £, ou (f), denotam a i«ésima

componente de f. Se i > [u{f} entdo definimos (f}; = 0.

Definimos também a soma de vetores da seguinte forma: f + g = & tal que:

o lo(l) = max{lo(f), (g)} e ok, =f +g O<i<lvh).

5.1.3 O Método de Howard - Atribuicio de Vetores a termos de A2

Podemos agora explicar um pouco mais clara e detalhadamente o métodoé de
Howard. Considere a funcdo [ : N —» N definida como: i) = lu{x), onde x, € a r«ésé’.ma
varigvel da enumeracio £ definida em 5.1.1.1. Assim, dado um ndmero natural r, 2 fung%éo !
recupera o nivel da r-ésima varidvel da enumeracio £.

Considere a notagdio: y° = (¥, ¥%, ..., Yi). onde cada y7 (0 < i < I{(r)) é uma vari:éivel
de &, e portanto y* € um vetor de expressdes de nivel I(r). Howard primeiramente deﬁne
uma atribui¢io de vetores a termos de A2 para em seguida obter a atribuicio de expressc‘:ées a
termos. Seja LB a noracsio para o vetor atribuido ao termo B. |

Howard entio define: | x_| = y=.

A definicdo acima nos dd uma atribuicdo de vetores a termos atdmicos de A~ co§n a
caracterfstica peculiar de que a termos de nfvel n (Definicio 5.1.1.2) atribuimos veté)res
também de nivel n (Definicio 5.1.2.5). |

(1) A definicdo completa da atribuiciio de vetores a termos & feita por indugéoé no

comprimento dos termos:

Lxd =y
LFGl =& talque (h), = (@), para 0<i<wFG);
LAz Fl = 87
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Onde f = LFl, g = LG, e e 5" sio operacses entre vetores de expressdes de & que
serdo definidas adiante.

Seja f o vetor de expressdes atribuido ao termo F. A expressdo atribuida a F ¢ a
primeira componente {f); do veror f. O ordingl atribuido a F serd o valor da fungdo
associada a (f)y pela interpretacdo de &, quando aplicada a alguma constante do universo da
interpretacio. No nosso caso este valor serd um nimero natural (ver Comentdrio 5.1.2.4} e
no caso de Howard um ordinal menor que g5 Podemos por exemplo fixar a constante
O={0, ..., ) como o argumento padrio que serd utilizado. Dessa forma, todo o trabalho do

artigo € entdo provar:
@) (VAXVOILFL = H A (Gl =g A F > G)) = (0} > @0O)].
Howard faz isso provando através dos axiomas de € o seguinte resultado:
3 WRWVEILFl = A A (Gl = g A (F—>G) = (gh L ).
Se (g), < (g, entdo na interpretacio de & (2)y < (. Em particular: (2),(0) < {(fly(0),

Foi com este objetivo que Howard definic as operacses 7 e 8" e desenvolveu uma
longa segiiéncia de teoremas sintdticos sobre relagoes entre expressdes e vetores. Nao cabe
aqui escrever detalhadamente todas as demonstragdes, mas sim apresentar as defini¢es e a
segiiéncia de resultados, procurando sempre a compreensdo da intuigio por trds de cada

PAsso.

5.1.4 COMENTARIO: Restrigio ao Resultado de Howard

Howard obtém seu resultado em duss etapas. Na primeira delas ele demonstra a
proposicio 5.1.3-(3) acima apenas para as reducdes restritas. Para que seu resultado valha
para as redugoes gerais, Howard propde uma nova atribui¢io nio unfvoca de expressdes a
termos de A® Ele liberaliza a atribuicio de modo que para cada A®termo exista uma
quantidade enumerdvel de vetores de expressdes atribuidos. Ou seja, para cada termo M

remos LMJ,, LML, ... . Em seguida, Howard demonstra que dados dois termos M e N tais

209



que M -5 N através de uma reducio geral, existem [MJ, e INL com ij < o, tais que
LML >IN, Tal liberdade representa uma limiracdo do resultado de Howard com respeito 4
definicdo construtiva de um ordinal natural para A= Limiracdo esta que veremos mais

detalhadamente no final desta secao.

2

5.1.5 COMENTARIO: Ordinal Natural para AR

Chamemos de AR® o sistema A® com apenas as reduces restritas. Cé)mo
verificaremos a seguir, as operaces J e & para vetores de expressoes de & s3o definidas
sintaticamente em termos dos simbolos funcionais “+” e “(, }". Dessa forma, escrever flge
&°f € o mesmo gue escrever expressdes finitas em que aparecem f, g £ os stmbolos funcioénais
“+% e *, )" Isso significa que através da nossa interpretacio finitdria para & podeémos
interpretar finitamente qualquer veror de expressdes em que os simbolos 0 e 8° apareg:éam.
Em particular, a atribuicgo de expressées a termos de A eshocada acima representa, através

da Inrerpretacio 5.1.2.3, uma atribuicdo de ruimeros naturais a termos de AR

Este fato jd garante de antemio o sucesso da tentativa de encontrar o ordéinai
natural para termos de AR® como conseqiiéncia do artigo de Howard. Isso porque Hovsgrard
de fato provou 5.1.3-(3) sintaticamente, através dos axiomas de &, para todos os termos e
redugSes reseritas da teoria 7. Mas se 5.1.3-(3) vale para todos 0s termos e reducaes restﬁitas
da teoria 7; vale em particular para termos de AR®. Neste casso, como a interpretacio cié.e &
apresentada em 5.1.2.3 & correta, 5.1.3-(3), segundo esta interpretacio, ¢ vilida. Ou séeja,
5.1.2-(2) ¢ valida. Como 2 interpretacio 5.1.2.3 garante uma atribuicio de naturais ﬁnéizos
aos termos de AR® | entdo temos, por 5.1.2-(2), uma atribuicdo finita que diminui con’éx as

reductes restrivas, Temos, portanto, um Ordinal Natural para os termos AR,

Nos resultados da segunda parte do artigo de Howard temos, a partir da construcéo

do ordinal natural para AR®, uma prova de existéncia de um ordinal natural para A>.

Vamos agora definir formalmente as operagoes 8% e J, e em seguida apresentar uma
seqlifncia de resultados envolvendo estas operacdes, que culminard com a demonstracdo da
Proposicio 5.1.3-(3). :
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5.1.6. DEFINICAQ: A Operagioflg

Seja n = max{lv{fi , lvig)}. Entdo £71 g é definido como sendo o vetor:
4 .

b~ _Jjf+g . seli=n

i o bl i = {4 1) se 05 <)

5.1.6.1 COMENTARIOS:

(a) Note gue a defini¢do de J 6 leva em conta as operagbes “+” e “( |, V", e que,
portanto, f 7 g é um vetor de expressdes bem formadas de & que possuem correspondentes
na nossa interpretacio de €,

{by O que devemos ter em mente guando olhamos para a definicio de © é que, de
acordo com a definicio da arribuicio 5.1.3-(1), o objetivo de 7 é calcular LFGJ dados LF ] e
LGl Ouseja, se| Fl = f e |G = g, por 5.1.3{1) temos gue LFG] = htal que (), = f1g)
para (0 < i € W(FG). Entdo, (B)y = {7 &) Mas (i), é 2 funcio que calcula o ordinal
atribuido a FG. Logo, o objetivo da operacio £ g € acumular na sua primeira expressio
componente {f 2 gl = (k) tudo o que fye g, acumulam, que representa a soma dos ordinais
associados a F e G mais um nldmero gue seja maior ou igual gue todos os possiveis redex
que a aplicacsio FG possa aumentar aos redex locais de F e G. Além disso, (f 73 g)s ndo pode
*explodir” exponencialmente, pois precisa manter a caracteristica de diminuir com as
redugdes, para que possamos provar 5.1.3-(3).

(¢} Como podemos notar, a defini¢do de 0 é de alta complexidade combinatéria.
Uma bog maneira de rentar compreender a intuigdo por trds desta definicio é arravés do

estudo das demonstractes do Lema 5.1.13.3 e Corolério 5.1.13.4.

5.1,7 DEFINICAO: AsClasses C,e C
Com o intuito de definir a operacdio 8" definiremos as classes de expressdes C, e a
classe de vetores C. Vale lembrar que todas as varidveis da teoria & tém a forma ¥, ou seja,

sdo representadas pela letra y seguida por um indice superior e um inferior.

« Definimos para todo i a classe C, de expressdes, indutivamente, da seguinte forma:

Cldusulas Bdsicas:
(i} Se a expressdo h ndo contém varidvel, entdo h estd em C;

(it} Para todo 7, a varidvel % estd em C,.
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Cldusulas Indurivas:

{iti) Se f e g estiio em (, entdo f + g também estd;

{iv) Se festd em €, e gestd em C,, entdo (f , g) estd em C,,
» A classe C consiste de todos os vetores & tais que:

(B), estd em C, para (0 <1 < lev(h)).

5.1.8 DEFINICAO: A Operagio 5° em Expressdes

Para cada expressio h em W, associaremos um vetor §°h de nivel l{r)+ 1 que nfo

contém nenhum componente de y*={3§, ¥5, ..., ¥iy) em suas expressoes. Ou seja, se v; ocimrre
em alguma expressio de 87h, entao k > I(). |
Definimos o vetor 8%h indutivamente da seguinte forma:
Clausulas Bdsicas:
{i) Se h estd em C, e ndo contém compornentes de y*,
entdo 87h é o vetor de nivel I(x)+1 tal que:
Bhy, =h+1e §h, =1, para(0<kgiM+! e k=iy
(iiy Se h = y7, entio (§h)y =1, para (0 <k <i{r)+1).
Clausulas Indutivas:

{iify Se h contém alguma componentedey"e h = f + g,

onde f e g estdo em C,, entdo: §°h = §f + §g;
{iv) Se h contém alguma componente dey*e h = {f, g),
onde f estd em C,,, e g estd em C,, entdo:
B = B + D . se (0 k<l
B7h) = 207, + 26", + 1 , se k = IN+1,
onde 2f =f+f para toda expressdo f & 2f = f+f para todo vetor £.

5.1.9 DEFINICAO: A Operagio 8% em Vetores
Podemos agora finalmente definir a operagdo 8% sobre os vetores de expressdes.
Seja b = {hy, ..., k,) um vetor em C. §k & um vetor de nivel p tal que:
SRy = Ehe)y +...+ B, se O<k<IUn+1).
&°h), = A, + 1, se (IN+1 < k<p)
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5.1.9.1 COMENTARIOS:

(@) Note que a definicdo de 8 s6 leva em conta as operacbes “+7 e “(, V", e que
portanto 8% € um vetor de expressdes bem formadas de & que possuem correspondentes na
nossa Interpretacdo 5.1.2.3.

(b} O obietivo da definicdo de &, segundo 5.1.3-(1), & calcular LAx*.F] dado LF.) Ou
seja, se LF| = £, por 5.1.3-(1) temos que | Ax,.F| = 8. Mas como o acréscimo de “Ax,." a F
nio acrescenta nenhum possivel novo redex a F, o objetivo da operaciio 8" nio & tanto
mudar ¢ valor de {f)y, mas sim rearranjar o vetor f de modo que se Ax_.F for utilizado em
alguma aplicacio do tipo (Ax,.F)G, 87 computa melhor do que f as possibilidades de novos
redex em {Ax,.F)G.

5.1.10 NOTACAQO: Substituigio em &
» hlyi/e] denota o resultado da substituicdio de todas as ocorréncias de y] pela
expressio e na expressio h.
» Para o vetor B = {hy, ..., h,y definimos: Alyi/e] =<{holyi/el, ..., huli/el) .
s Para os vetores ke etais que e =lr=n e y"=0F, ¥, ..., ¥ definimos:
hiy*/el=hlys/(€)llyi/ ()] /(@3] .

Vamos agora apresentar a seqiiéncia de resulrados de Howard que culmina com o
reorema expresso em 5.1.3-(3). Estes sfo resultados sintdticos que portanto independem da
interpretacio de &, sendo pois validos tanto para a nossa interpretagdo quanto para a de
Howard, Dividiremos esta apresentacio em secSes onde, em cada uma delas, os teoremas
referentes a alguma defini¢io especial sdo enunciados. Quanto as demonstracGes, apenas

indicaremos o caminho seguido por Howard.

5.1.11 Lemas sobre a Operacio 0

Estes sao lemas auxiliares que estabelecem propriedades da operago O com respeito
4 relacio de ordem . Todas as demonstragSes sdo feitas por indugfo decrescente em i
findice das componentes dos vetores envolvidos) utilizando apenas a definicgo de J e os
axiomas de & As provas de 5.1.11.1 a 5.1.11.4 sfo simples e diretas. As de 5.1.11.5 e

5.1.11.6 tém um grau de dificuldade maior e utilizam os resultados anteriores.
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5.1.11.1 LEMA:
Se0 L {f),, paratodoi<n,entdo 0L (FIg), paratodoi<n, ¢

3.1.11.2 LEMA:
Paratodo i: (i, Z(f1g),. ¢

5.1.11.3 LEMA.:
Seja lu{fi=lu(g)=n e (@), £ (H;, para 0 <ign,
Entio: (gTh), L{f7h),, paratodoi. ¢

5.1.11.4 LEMA.:
Seja l{fi=lvlg) =n & @), L i, para 0<ign.
Seja também (g}, L (., para 0 < k <5, para algum s < n.
Entio: (g k), £ (fO k), para0<sk s ¢

5.1.11.5 LEMA:
Seja lv{fi=lv(gl=n+1 > i) e 0L, e 0L (g, para 0 gi<n+1.
Entdo: f 0 k), + (@R, L{{F+ )3 h),, para D<sisn+l o

5.1.11.6 LEMA:
Seja w{fi=lv(@=n+1 > k) e 0L, e 0L (@, paral<i<n+l,
Seja d tal que: 2(,,, +2g) 0 £ ), ¢ i+ @), L@y, paralgign+ 1.
Entdo: 2{(foh) (g0 h), £L(d7h), para 0<isn+l,

5.1.12 Lemas sobre as Classes C, e C.

Estes lemas estabelecem propriedades de expressdes e vetores com relacdo 2

pertinénicia nas classes C, e C. Os Lemas 5.1.12.1 ¢ 5.1.12.3 sfo provados por indu;iof na

complexidade {comprimento) da expressio h envolvida, enguanto 5.1.12.2, que trataé de

vetores, € provado por inducdo decrescente no indice que percorre as componentes do véetor

foe. |
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5.1.12.1 LEMA:

Se h estd em C,, entdo h ndo contém varidvel do tipoyf tal que k < i. +

5.1.12.2 LEMA:

Se fe gestio em C, entio £ g rambém estd, +

5.1.12.3 LEMA:

Para todo natural I e toda expressdo h, se h estd em C, 2 e estd em C,, entdo h[yi/e}
estd em C,. Em outras palavras, se e estd em C, entdo a operacio de substituicdo de v por e

¢ um mapeamento da classe C, nela mesma, +

5.1.13 Lemas sobre 2 Operagio &

Apresentaremos dois lemas sobre 8 aplicado a expressdes, cada um deles com um
coroldrio sobre 8° a@licado a2 vetores. As provas de ambos os lemas s@o feitas por indugfo na
complexidade da expressdo h envolvida, enguanto que as provas dos coroldrios sio obtidas
aplicando-se os respectivos lemas a cada componente dos vetores envolvidos. A prova do
Lema 5.1.13.1 utiliza apenas a definicdo de 8 e os axiomas de €, enguanto que 2 prova de
51.13.3 utiliza, além disso, os Lemas 5.1.11.5 e 5.1,11.6, justificando assim o
desenvolvimento dos lemas de 5.1.11. O Lema 5.1.13.3 juntamente com seu corolério sdo de
importancia crucial para o entendimento do desenvolvimento do artigo, pois estabelecem a

principal propriedade que garantird que a atribuicdo de ordinais diminui com as redugdes.

5.1.13.1 LEMA:

Suponha que ¢ estd em C, e nfo contém componente de y*.

Se s # r, para qualquer h em UC, temos: (§"h){y¥e] = 5" (h[y/cl). +

5.1.13.2 COROLARIO:
Suponha que € estd em C e ndo contém componente de p*,

Se 5 # 7, para qualquer & em C temos: (§°B)[y*/el = 5°(hly*/el). ¢
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- O que o Lema 5.1.13.1 e o Coroldrio 5.1.13.2 estabelecem & que substituicdes éde

varidveis diferentas das de y* ndo interferem na operagio 8°. O que é de se esperar, pois éem
2> vale o seguinte resultado: {(Ax, Mi(x,/N] = Ax M{x/N} (com r5s). :

5.1.13.3 LEMA:
Seia @ um vetor tal que lv(g)=I{r), & h uma expressio em C,.

Entso: hiy~/e] £ (5°h) 7 e),. +

5.1.13.4 COROLARIO:
Seja 2 um vetor tal que lv{e)=I{r}, ¢ & um vetor em C.

Entio: (hly=/e]), £ (5°h) T e),. o

A importincia destes resultados se da pelo seguinte fato:
Quando M —, N, entio A = Ax,.F)G < M foi substituido em N por Flx,/G]. hé’[as
segundo a atribuicdo de vetores 5.1.3-(1), se [Fl=f & [Gl=g temos: :

() L, FYGl=hral que (B), = (8% T g), para (0 <i < w((x, FYG).

Além disso, o lema 5.1.15.1, que apresentaremos adiante, estabelece o segui:ﬁte

resultado, intuitivamente jd esperado:
(i) LF[x./GL] = fly*/gl. :
Mas pelo Coroldrio 5.1.13.4 temos que {fiy*/gl; £ (&%) 2 g, Em particu§ar,
(fly*/gh, £ {(8°H 18, Ou seja, a expressio atribuida a Fix./G] € menor, e portanto proréluz
um ordinal menor, que a atribuida a Ax.F)G. Temos agui que no redex contraidc; a
atribuicdo de ordinais diminui, Basta portanto verificar agora gue esta diminuigio no recélex
se estende ao termo inteiro, estabelecendo portanto que a expressdo atribuida a N sjeja

menor que a atribuida a M.

E olhando para o Lema 5.1.13.3 e Coroldrio 5.1.13.4 que temos que procuérar
entender a complexa combinatdria das definicdes de 71 ¢ 8%, e todo o método de Howa;rd,

Estes resultados representam o ponto crucial do artigo para os nossos propdsitos.
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5.1.14 Lemas sobre Substituicio em &

Os dois lemas que apresentaremos aqui estabelecem propriedades das expressaes de
& com. respeito 3 substituicdo e relagdo £. Estes lemas serfio utilizados na prova de que esta
diminui¢o das expressdes que as reducdes provocam nos redex contraidos, que acabamos
de apontar como consegiiéncia do Coroldric 5.1.13.4, se estende ao termo reduzido. As
pravas dos dois lemas 530 facilmente abtidas por inducdo na complexidade da expressio h

de que eles tratam, utilizando-se apenas as definicdes de substituicio e os axiomas de &.

5.1.14.1 LEMA:
Sejam a, b e h expressdes tais que b £ a. Entdo: h{yi/b] £ hivi/a].

5.1.14.2 LEMA:
Sejam a, b e h expressOes tais que: b £ a, h estd em C, & ¥ ocorre em h.

Entdo: hiy;/b] £ hly;/al. »

%.1.15 Resultados sobre a Atribuicio de vetores a termos de AR®

Os resultados aqui completam  esta seqiiéncia de lemas do artigo de Howard. Apds
estabelecidas todas as propriedades sobre as expressbes e vetores, finalmente vamos
relaciond-los com os termos de AR® e provar gque, segundo a relagiio <, as expressdes
associadas a cada termo diminuem com as redugBes.

Como estamos considerando apenas 3 arribuicic de vetores a termos de AR e néo a
atribuicio completa de Howard de vetores a termos de ©7, as provas para este caso restrito
sa0 portanto obtidas diretamente das provas originais de Howard, apenas desconsiderando

o8 casos que tratam das particularidades de 7 e considerando apenas os casos que tratam
das reducdes em AR,

5.1.15.1 LEMA:

Seja x, uma varidvel com ocorréncias livres em H. Seja F um termo do mesmo tipo

que x,, ¢ sejam f e & os verores associados a F e M respectivamente. Entdo hly*/f] € o vetor
arribuido & F{x,/H. ¢
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A prova deste lema & obtida por indugio na complexidade de h e utiliza, além das

definicoes de substituicdo e arribuicio de vetores a termos, o Coroldrio 5.1.13.2.

5.1.15.2 TEOREMA:
Sejam F = (Ax,.P)Q & G =Plx/Ql Se|Fl=fe|Gl=g, entio:
@, £, para(0<i<lu(f)). ¢

Este teorema estabelece exatamente o resultado que apontamos como conseqiligncia
do Corolério 5.1.13.4. Sua prova ¢, como esbogada nos comentérios daguele coroldrio, uma

consegiiéncia direta de 5.1.13.4 e do Lema 5.1.15.1.

5.1.15.3 LEMA:

Se x, ocorre e H e [ H|=h entdo y§ ocorre em (k). +

Este lema ndo consta da seqiiéncia de Howard, no entanto seu resultado, ndo ébvio
4 primeira vista, ¢ utilizado na demonstragic do teorema seguinte, Sua demonstragio &
obrida sem dificuldades por indug¢fio na complexidade de B utilizando-se apenas das

definictes de 8%, 7 e da arribuigio de verpores 2 rermos,

O teorema seguinte é o resultado principal do artigo. Representa exatamentféz a
Proposicdo 5.1.3-(3) e assegura gue as expressdes atribuidas aos termos de AR® diminuéem
com as reducdes, Dessa forma, associando-o0 com a interpretacio finitdria para @,
apresenitada em 5.1.2.3, remos uma atribuigio finita de ordinais a termos de AR (éue
diminui com as redugdes. Temos portanto um Ordinal Natural para cada termo de lR’ A
ritulo de esclarecer o papel de cada um dos resultados importantes da seqiiéncia cégue

apresentamos, esbocaremos a prova deste teorema.

5.1.15.4 TEOREMA:
Seja F -, G uma reducio restrita. Se[Fl=fe[Gl=g, entdo:
(@) @), £, para 1 i<l
(b) (@) £ (o
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PROVA:

(iy Como A ¢ F, & fécil ver que existe um rermo M ral que F = Hlx_/A], onde %, ndo

ocorre em A,

(i) Seja (Ax,.P)Q = A - A’ = Plx,/Q] a contragdo expressa em F —», G. Entao,
anzlogamente a (i) temos: G = H[x_/A’].

(iiiy Considere: {Al=a, [A'l=b e |Hi=h.

{iv) Por (), (iD), (iii} e pelo Lema 5.1,15.1 temos:

f=1Fl={Hx/All = hly*~/al,
g =Gl = [Hix,/A’l] = hly*/B].

(v} Como x, ocorre livre em H, pelo Lema 5.1.15.3 temos gue ¥§ ocorre em &,

(vi} Como k ¢ vetor associado a um termo, entdo & estd em C. Logo, k, estd em C,.

{vii) Por {ii}, {iii} & pelo Teorema 5,1.15‘2 temos: b, £ a,, para 0 <i < lvia),

{viii} Note que como A - A%, entdio A e A’ sfo termos do mesmo tipo. Além disso,
como Hix./A] & termo bem formado, temos que A e x* o do mesmo tipo. Logo, por
5.L1LZ, W{A) = WA = lvx) e portanto, por (i) e 5.1.3-(1}, lv(a@) = w(b) = L=,

{ix} Pela Definicdo 5.1.10 de substituicio temos:

hly*/a) = (holyi/ao). [yi/a.l, .. B lyi/an).. [ye/a D).
hly*/bl = (ho[y5/bol...[y3/ an . ,[}2/ boi...[ya/Bul),
onde, por {viii}, n=lv(a)=lvd)=lw(y™) e p=luh).

{x} Como, por (vii}, b, £ a,, para 0 £ < n, aplicando n vezes o Lema 5.1.14.1 a cada
componente &, de k obtemos, por transitividade de £:

hlys/b,)...[yi/b,) £ lvi/ag) Iyi/e) . para (0 <7 < ol =449
(hiy=/BY), £ (hly*/al), ,  para 0 <j<lvh) =

xivg, £f, para O <j<luff)), o queprova o ltem ().

Como, por (i}, z, ndc ocorre em A, entdo ¥ ndo ocorre em 4 nem em & (1 <1< n).
Assim, a ordem das substituicoes em B[y /B )...0yvi/b] e Byvi/al...[y:/a] ndo importa,

portanto:
(D) By[y5/bollyi/ b, [ye/B,) = Ry [vi/B, L. /B Jlys/By) e

hiyvi/a)lvi/a). Iyi/a,) = b ]vi/a,). [¥i/a)lvs/a,].
Como, por {vi), &, estd em C, e por (iii}, b e a estdo em C, entdo, pelo Lema 5.1.12.3,

remos que B, [¥i/b,..[¥e/b_ ] estd em C,. Além disso, como por (1), ¥ ocorre em h,, & claro
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que y§ também ocorre em k,[y5/b,)...[v2/b ], pois ¥§ ndo é uma das varidveis que scﬁ'ez‘éam
substituicdo. Portanto, como por {(viD) b, < @, podemos aplicar o Lema 5.1.14.2 em
R vi/B.. Ive/b,) = B [yi/b ) /B vi/B,] e obremos: |
(xiii) Bo[y3/Bollyi/ Byl e/ b1 £ Bolye/allyi/b,]..[/b,].
Repetindo n-1 vezes este argumento temos:
(xiv) Bo[y5/By].-.[¥a/ Bl £ R[¥5/ 0] [v3/ 8] = 55000
thly*/bY), £ (Rly*/al), =,
(xv) go LS

Portanto, por (ix} e (xv) demonstramos o teorema. ¢

5.1.16 Extensio dos Resultados de Howard para Redugdes Gerais _

O sisterna 7 de (Godel néo £ formalizado em AR, mas em A7 Entdo, para o artigoé de
Howard funcionar, mesmo para os seus propésitos originais, ele precisa estender séeus
resultados para abranger as redugées gerais (Definigdo 5.1.1.5). Em outras palavras, éele
precisa provar um teorema similar a 5.1.1%.4, no qual o redex contraido possa ser um
subtermo, & ndo apenas um Lsubtermo, Com este resultado terfamos como conseqﬁérfacia
nio um Ordinal Natural para AR®, mas um Ordinal Natural para 2°. |

Howard propde uma maneira de estender seus resulrados para o caso das redugéc")es
gerais através da definicdo de uma atribuigio ndo univoca de vetores a termos. A mé:wa
atribuicdo difere da anterior {5.1.3-(1)) apenas para o caso de termos do tipo: Ax".H. Péara

este caso ele define:

(1) LAx" M| = 87d + hly*/e], onde:
e = {1, .., 1) com ) = iy,
& é qualquer vetor atribuido a H,

d é qualquer vetor atribuido a um termo D tal que D se reduz a H por um

mimero finito de passos (D=0, » D, - ... > D, =H e kewn).

Com esta nova atribuigio, [ Ax.F] nio corresponde a um vetor especifico, mas a um
conjunto enumeravel de vetores, com um vetor distinto para cada atribuigiio 4 de cada

rermo D distinto que se reduz finitamente a M. Genericamente, gualquer termo F que
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possua alguma subférmula do tipo Ax.G terd uma quantidade enumerivel de vetores a ele

atribuidos.

Howard, utilizando esta nova atribuicic de vetores, prova entdo um teorema

substituto de 5.1.15.4 para o caso das reducdes gerais.

5.1.16.1 TEOREMA:

Seja F —», G uma reducio geral.
Seja f algum vetor atribuido a F por 5.1.16-(1}.

~ Entao existe um vetor g atribuido a G tal que:

(@, £y, para L igslevlf} ¢ @ £ o

5.1.16.2 COMENTARIO: Restricio da Extensio dos Resultados de Howard

A nova atribuicdo de vetores a termos permite uma guantidade enumersvel de
vetores atribuidos a um dnico termo. O Teorema 5.1.16.1, dada a reducio geral F - G,
nio exibe qual dos possiveis vetores g atribuidos a G satisfaz (g)y £ (fle, apenas mostra que
existe um vetor g gue satisfaz tal propriedade. Portanto, 5.1.16.1 é apenas um resultado
existencial. Ao contrdrio, 5.1.15.4 ¢ um resultado construtivo, que exibe exatamente qual o

yetor que satisfaz a propriedade desejada.

Para a obtencédo de normalizacio forte para A°, este resultado existencial é suficiente,
pois assegura gue para cada seqliéncia de reducio F, — F, —» F, —» ... existe uma
seqiidncia de nimeros naturais relacionados a cada termo da seqiigncia de reducio tal que

f.>f.>f.... . Portanto, roda seqiiéncia de redugio termina,

Apesar de conter um resultado de normaslizagdo forte para A%, ndo podemos dizer,
no entanto, que o artigo de Howard apresenta a definicio construtiva de um ordinal
natural para A%, pois, seguindo os seus passos, nio sabemos como construir, para cada
rermo, este nimero que diminui com qualquer redugiio. Sabemos que existe um entre uma
lista enumerdvel de possibilidades que Howard nos oferece, mas ndo sabemos exaramente

qual é.
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5.1.17 Comentdrios Finais sobre Howard|1968] :
Como vimos, o artigo de Howard foi escrito com o objetivo de realizar uma anéélise
ordinal da aritmética intuicionista de primeira ordem, formalizada pela teoria de ﬁ.mciorélais
de tipos finitos 7, de Gadel, que por sua vez pode ser formalizada em cilculo Iamﬁda
tipificado. Realizar uma anilise ordinal de uma teoria formal T significa identiﬁca? o
“tamanho” dos recursos infinitos necessdrios para provar a consisténcia de T. No casaé da
aritmética intuicionista de primeira ordem #, Howard provou, através da teoria 7, ﬂiue,
admitindo indugdo transfinita até o ordinal g,, conseguimos demonstrar a consisténciaé de
“A. Tal resultado € o mesmo obtido por Gentzen[1938), que utilizou uma formaiizagéoé de
H em calcalo de seqentes.
Neste estude gue fizemos do artigo de Howard, desconsideramos as peculiaridadesé de
T e focalizamos apenas os seus resultados aplicados s reducSes-f§ em A® Agindo d%:ste
modo encontramos, como conseqiigncia imediata dos resultados de Howard, a provaé do
Teorema de Normalizacdo Forte para &A™
Aré bem pouco tempo atrds nio tinhamos conhecimento de nenhum outro trabaglho
que apontasse, como conseqiiéncia do artigo de Howard, uma prova de normalizacio fc;:rte
para A”. Recentemente tivemps noticia da dissertacio de mestrade *Abschdtrung de‘r
Berechnungskomplexitdr von Gédels T und seinen Teilsystemen”, de Gunnar Wilken, defenciida
em agosto de 1998 na Universidade de Miinster, que, segundo o autor, aponté a
normalizacdo forte de A® como uma das consegiiéncias do artigo Howard[1968]. Wilicen
realiza um bonito trabalho sobre a teoria 7 de Godel, guando formalizada em A, que f',em
por base o artipop Howard[1968)], Utilizando os resultados de Howard ele define U;ma
atribuigio numérica finitdria I a termos da teoria 7 que diminui com as redugtes: |

Para ¢, e t,, termos de 7, Wilken demonstra que:

ey <m.
t, >t = He)> )

Como conseqiiéneia deste fato Wilken demonstra a normalizagio forte de 7 e ainda

apresenta uma estimativa para a complexidade do comprimento das segiiéncias de reducio

para .
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A primeira vista, o resultado de Wilken reduz de g, para @ a andlise ordinal da
teoria /. No entanto, como comentamos no inicic desta secdio, a normalizacdo forre de T
implica em uma prova finitdria da consisténcia da aritmética intuicionista de primeira
ordem %, o que contraria o Teorema da Incompletude, de Godel. Como explicar entdo o
resultado de Wilken? A resposta estd na utilizaglio de uma funcio de colapso de g, em o (y:
gg ~» @) introduzida por ‘Weiermzmn{1.5-)9.8}.45 Wilken utiliza uma versio suavemente
modificada da atribuicdo de Howard de ordinais menores que &, a termos de 7 e aplica 2
estes ordinais a funco de colapso de Weiermann, obtendo assim um ordinal natural T para
termos de 7 e, conseqiientemente, a normalizacio forte de 7. No entanto, a funcio de
colapso & ndo é computdvel, é apenas gp-recursiva. Dessa forma, a prova de Wilken de que
para cada termo de < existe uma segiiéncia de reducdio finita que termina em um termo
normal ndo &, ela prépria, finitdria, pois sua atribuicdo numérica I{e,}) necessita de pelo
MEnos §, Passos para encontrar um nimero natural gue diminua com as redugdes de t,.
Assim, nio podemos dizer que o resultado de Wilken reduz de g, para © a anilise ordinal de
7, pois as seqiiéneias de reducdo finitas indicadas por Wiltken, que normalizam os termos de
7, ndo podem ser obtidas finitamente.

De qualquer forma, o trabalho de Wilken € bastante engenhoso e exigiu um
conhecimento profundo do artigo Howard{1968], além do que, aponta para um dado
hastante importante sobre provas de normalizacio forte via ordinal natural: a complexidade
da atribuicdo numeérica utilizada. Um resultado de normalizacio forte, viz ordinal natural,
gue tenha sido obtido por uma arribuigio numérica de complexidade ndo finita tem
significado restrito. Cu seja, a complexidade da atribuigdio numérica aos rermos € tdo

importante quanto o comprimento das segiiéncias de redugdo.

Wetermanni1998] apresenta os mesmos resuitados que Wilken apresenta para a teoria 9, no entanto
Weiermann utiliza uma formalizacio de ¥ em l6gica combinardria, & como conseqléncia disso, obtém seus
resudtados de modo mais simples que Witkean.
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82 O Artigo Vrijer[1987]

Neste artigo o autor demonstra o Teorema de Normalizacio Forte para o sistemaé A®
de cdlculo lambda tipificado de duas maneiras: na primeira e mais direta delas, ele atriébui
para cada termo M um nimero natural que # limitante superior para o comprimenmé de
rodas as seqiéncias de redugfo para M. Através de um refinamento deste mérodo, Vréijer
obtém uma segunda atribuicdo que, para cada termo M de A2, calcula exatamentée o
comprimento da drvore de redugio de M. Tal expressio calcula “o nimero de passcnsé de
uma segiiéncia de reducio para M de tamanho maiximo”ds. Esta sequéncia de redaﬁ;ﬁoé de
tamanho médximo & obtida aplicando-se a estratégia perpétua, definida -éem
Barendregt[1990] que, para cada termo de cslculo lambda livre de tipos, sempre acha uma
seqiiéncia de reducio infinita, guando existe uma.

Por se aproximar mais da nossa definicgo de ofr) para o caso de Deducio Natusé:ai,
vamos aqui nos ater a esta segunda atribuicio, denominada de estimativa exata. Quantf:} 3
primeira atribuicio, a estimativa frouxa, apenas apresentaremos sua definicio e aflglézins
COmentarios, |

A estimativa exata [M] é definida de modo a conter uma expressio para o
comprimento da drvore de reducio de M, denotado pbr h{M) e, além disso, canter-todasi as
informacGes necessdrias para calcular 2 estimativa exata para o termo MN a partir da
estimativa de N, se o termo aplicativo MN for bem formado. Mais explicitamente: Se M &
termo do tipo ADB, entfo a expressao [M] denota o par {f, m), onde m é um ndmero c?;ue
indica a altura da drvore de redugio de M (m=h{M)), e f é um funcional tal que a equaéﬁo
fINI={MN] ¢ vilida para cada termo N do tipo A. Se o tipo de M & atémico, entdo fM]
apenas denota a altura h(M). Assim, denotando [M]={{M], [M}*), o objetivo principalédo
artigo é demonstrar que [MI*=h(M), ou seja, que a estimativa exata [M] de fato calcjuia
exatamente o comprimento da drvore de redugio para M.

Estes pares de que estamos falando ([M}, [M}*}) pertencem a uma hierarquia mliito

semelhante & hierarquia dos funcionais de tipos finitos, bastante estudada por Kleene. Tal

48 :
CE Vrijer {1987], p. 479. Na verdade, o resultado de Vrjer ¢ obrddo para um sistema mais simples que

A7, e que possui apemas um tipe bésico, ao invés de uma guantidade enumergvel deles. No entante, sens

resultados se aplicam diretamente para A7 & vamos descrevé-los neste sistema.,
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hierarquia foi chamada por Vrijer de hierarquia dos funcionais de tipos finitos hereditariamente
rotulados, ou, mais abreviadamente, de funcionais roruladcs.47

Apresenramos a seguir a seqiiéncia de definicdes e resultados do artigo relativos &
estimativa exara. Nosso principal objetivo é esclarecer totalmente o método utilizade pelo
autor, e para tanto ndo nos preocuparemos com as demonstragdes dos resultados, mas com
explicactes intuitivas das motivacdes e consegiigncias tanto dos resultados parciais quanro
das definicdes. No entanto, apresentaremos algumas demonstragdes quando julgarmos
oportuno para a compreensio do método. Algumas destas provas, inclusive, ndo foram

desenvolvidas originalmente no artigo.

5.2.1 DEFINICAQO: Os Funcionais Rotulados
A colecdo de funcionais rotulados do tipo A, L,, € definida por indugiic nos tipos da
seguinte forma:
L, =uo,

Lawe = (Ll x 0,

onde: 6 denota um tipo atdmico qualquer,
@ o conjunto dos nimeros naturais,
x o produto cartesianc e

—> 0 espago de fungdes,

5.2.1.1 NOTACOES:

(@) Denotaremos f € La g por f=(, f* tal que /: Ly—Lle e fcn.

(by Dados felg . e gela a notagio fg denota o funcional pertencente a L, obtido
da aplicacfio do componente funcional de fa g.

(c) Muitas vezes, por abuso de linguagem, denotaremos f apenas por f. Dessa forma
a notacdo fg & uma abreviacio para fg. |

{d} Como regra, os subindices de tipos serdo omitidos sempre que for possivel fazé-lo

sem causar confusio. Assim, fel significa que fel, para algum tipo A. Também, ao

a7
Para uma introducio 2 teoria de funcionais de dpos finitos ver Kleene{1939], Kleens{1978].

225



escrevermos uma expressio do tipo fg, estamos assumindo os tipos apropriados, ou seja,

para certos tipos A e B, fel g e gela

5.2.1.2 EXEMPLOS:
DL, o=L»Lixn =(o-e0)xo e
felpo = f=<FfFf> talgue flo-»0 e fFea.
G L ooy nioney = Lase = Lol X @ = (((o—>a) x @) = {{6—0) xo)lxn e

ge L

(oo o {(eha)

= g=<gg"> taique ¢ {o—e) x0) > (o—0) xn)e g*{’ém.

5.2.2 DEFINICAO: A Operagiio +,
Para feL, e new definimos (f +, nyeL, por inducdo em A da seguinte forma:

me,n=m-+n,

f 4pan=<Ag.fg+s n), ff4+n> (com gela)

5,2.2.1 OBSERVACOES:
{a) O simbolo A & usado aqui para abstragdo funcional na metalinguagem, ou se;a,
est4 fazendo o papel que o simbolo A faz na sintaxe de A-cslculo. _
(b} Como estamos lidando com funcionais scbre & que possuem caracterfstiécas
extensionais tanto quanto as fungdes da arirmérica, vale na seméntica as reciug;ﬁes‘rf, e
portanto Ag.fg=f Assim, a notagio Ag.(fg+s n) representa uma maneira de dizer r;lue
gstamos somando n 2 “expressio” da parte funcional de f. Ou seja, Ag.(fg+y n) represeénta
um funcional que além de efetuar todas as operaces descritas na expressio de f, realiza mazs
uma {4y 7).
{c) Note que se fel,_a, entdo, como gel,, temos que fgelg e {fg+ Nela. Lc:égo,
Agfg+e ) € Lasp.
(d) Demonstra-se facilmente, por inducio nos tipos, que +, satisfaz as seguiré:tes
propriedades: |
@) f+njg=fg+n;
(i) {f +ny*=FfF*4ny
(i) f+0 =f

i) (f+m)4n = f+(m+n).
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5.2.2.2 EXEMPLO:
Sejafel,, | f=(Am.(m+2),3) (Note que men, Am.(m+2)) € o0 ¢ 3eo).
Assim, { 4., 3 = (Am.m+2), 3) +pon 3
= (Amf{m+2) +.3), 34+3)
= (Am.{m+5), 6) € L,,..

5.2.3 DEFINICAO: Funcionais Minimamente Cumulativos
Por inducio nos tipos definimos, para cada ne®, o funcional minimamente cumulativo

Ael, da seguinte maneira:
B = < AfR . > {com fely).

5.2.3.1 PROPRIEDADES:
Com relacdo a estes funcionais demonstra-se as seguintes propriedades:
(@} Cufyerfu = Coneyrn.. see {acumulacio);
(bY (cfyer ) = fi¥+. +fF (caso particular de ()
o) c®4+m = &
Vejamos, como ilustracio, as provas de (a) e ().
PROVA .
& [rem {a)
et fy = {{ef oo Ha | {por convengio de parénteses)
Mas pela Definiciio 5.2.3:
cfs = Mtamdfy = Caves

por fredug do
Assim, Cfyos fu= (Coayeifade- M

Dessa forma, aplicando-se m vezes a Definicdo 5.2.3 temos:
Cofyorfu = Copgyre. 4ty *
* [tem (¢}
Indugdo em A,

BASE: (A=0)

gim = nd+mo o= o
= 523 523 %

PASSO: A=BoxC
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o ¢ Bl % — BG4 — — By e
-+ = + = n+m = IC .
M) . m) 5224 (€. +m 523 523 (enia)

Além disso, se fel,, entdo:

2y 80 ] ]
i) (£ m = oM em = f L+
(i} (c. f s2240 " f 5231a) T

Mas por hipétese de indugso:

s a:}c
iy %, +m = c° = e
( b [T+ 20" 5.2.3.1a) 1+

Portanto, por {i) e (fii) temos:

(5> +m)f = ®Cf. Rigorizando a notagdo: (F°+m)'f = (3297,
Logo, por extensionalidade dos funcionais:

(iv) (B e m)y = (20,

B

Assim, por (i} e (iv) temos: &% +m = =, &

Dt

5.2.4 DEFINICAO: Atribuicdo de Funcionais a Varidveis x* .
Seja #* uma varidvel de A7 do tipo A. Uma atribuicdo v associa o valor v(xYel, piara

cada varidvel x*. :
Seja fel.. Utilizaremos a notagso v(x/f) para a atribuigdo que corresponde a v pé',-lra

qualguer argumento com exceciio de x, para o qual v(x/f} associa o valor {, Assim remos:
v{x/Hx) =f;
wx/Hlyy=vly) sey = x.

5.2.5 DEFINICAQ: Estimativa Frouxa _

Seja M um termo do tipo A. A estimativa frouxa relativa a atribuigdo v {M}, € LA é
definida, para uma atribuicio v gualquer, por inducio na complexidade de M, da segui%m:e
forma: |

@ iz} = w{x);

@) (MM}, = {Mi}{M.}s

(i) At Mode = M A{M}o (r/ey + 7+ 1, {Mu}ourapy ®) (com feLy),

fl

Considere e a atribuicdo definida por e(@™=cf. A estimativa frouxa {M} para um

termo M € definida por: {M} ={M},.
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5.2.6 DEFINICAO: Estimativa Exata
Seja M um termo do tipo A. A estimativa exata relativa & atribuicdo v (Ml,eL, é

definida para cada atribuicio v, por inducio na complexidade de M da seguinte forma:

@ [xle = y{x);
(U-} [MQM‘L]V = [Mu}v[Mz]v;
@ [Ax™ M), = ARIMJ,+F4+1, M%) {comfely) , se xe FVIM), e

{Af-[Ma]v(x)’f) +1 ' {Mu]v(x/cﬁ) ¥} {com feLA) y 38 X € FV{MB)

Considere e a atribuigio definida por e(x*} =c}. A estimativa exata [M] para um termo

M & definida por: (M]={M]

Py

5.2.6.1 OBSERVACAQ:

Note que se x @ FV(M), a atribuigio v e a atribui¢do v(x/f) tém o mesmo efeito schre

M e, portanto, [Ml,=[M}, ,a.

5.2.6.2 EXEMPLQOS:

Vamos, a titulo de ilustragéio, calcular a estimativa exata para os seguintes exemplos:

#{a) [Ax.y7] 6250 (Aflyla+fF+1, ¥la*  (comfel) (ldquey® & x°)
5;:3(}} (Am.elyd+m+1, e[y)*) {pois fel, = f=men)
= {Amci+m+1, % (pois e(x™ =¢H)

3 Am.m+1,0.2

#(b) [Ax==.(hy=x(xy))].
{0 [y xCof] = (ALAY x(Magers + 1 (A" 2000 (s agoms *3-
(11) p“ya*x(xy}}g(x/ﬂ = <Am-[x(xy)]g{x/ﬂ {y/m) + 1? [x(x}’)ie(x/f) {y/eg) *>-
(Gil) (XM aearer tprms = Matxrm tyrm (Laiern grm Ve o) = fifm).

(i) (XY} a s yiepy ™ (Klatxrer trrep (Katernr (e [Yatzrn telegy) = ffc2) =f(f0).

) [Ay®.x(x3)] gy mgomy * = [ o (s egoos (prep ™ b e3> = %) = c2 = 0.

Por i), (it} e {iv) remos:
(o) Ay*. 2l aqarmy = (Amfifm)+ 1, ffO)).

Por (i}, () e (v} temos:
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(A= (e x (o))} = (AfLAm.fifm)+ 1, ffO) + 1, O).
= (Af.{Am.flfm)+ 2, f(fO)+ 1), O). 3

s} [(ux' oy x(oyhezl | = [Ax ey x(oyd[Aee 2]

B 2.8{0)

e (AFSAmEm)+2, 0+ DXAnR+L, O)

i {(AmAnan+ {Ann+ Dmi+ 2, (Anan+ D{(Ann+ DO+ 1)

redugin-

= (AmAnn+Dm+D+2, {(Ann+ DI+ 1D

4

Amm+D+D+2, 1+ D+ 1D

(Am.m+4 ,3). ¢

5.2.7 COMENTARIOS: Entendendo a Definicio 5.2.6

A expressio para [M] apresentada em 5.2.6 deve ser compreendida como uréna
contagem dos passos da reducio de M de acordo com uma estratégia maximamente né;io
econdmica, que jamais permite um caminho curto gquando uma rota mais longa possa séser
efetuada. A estratégia contida nesta definicfio € exatamente a estratégia perpétua definida em
Barendregt{1990] §13.4, que, em cdlculo-\ livre de tipos, para cada termo M s&mﬁre
encontra uma seqiiéncia de reducdo infinita, se houver uma, No caso de cdlculo-A tipiﬁcafdo
espera-se que esta estratégia produza, para um termo M, uma seqiitncia de redugio éde

tamanho méximo, cujo comprimento portanto é h(M).

Analisemos cada uma das trés clausalas de 5.2.6, comegando com a segunda.

{@) Entendendo 5.2.6-():

A cldusula (i) da Definigao 5.2.6 descreve o comportamento da parte funcional éda
estimativa exata. Ela assegura que a estimativa [M]={M?', [M]*) para o termo M nio apelflas
contém o valor para A(M), que é [M]*, como também contém um funcional (M) éue
calcula a estimativa de MN, 2 partir de [N], para todo N, tal que MN é bem formado.
Assim, se M = M;M,, entao [M]=[MM,]=[M,I'TM,] =[M_[M,]. Dessa forma, o que 5.2.6-(i)

faz ¢ descrever o comportamento da parte funcional da estimariva exata.
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{b} Entendendo 5.2.6-{ix

Considere o termo xM,..M, Nore gue, colocando o5 parénreses, temos
L. [(xMOM,)...)M,. Note rambém gue em xM, sé ocorrem os redex de M,, pois o termo
aplicarivo xM, s6 teria novos redex além dos de M, se x fosse um termo da forma Ay.N. Da
mesma forma, (xXM,)M, s& possui os redex que j4 ocorriam em M, e em M,, pois xM, nio &
da forma Ay.N. Assim, o termo xM,..M_ possui apenas os radex internos a cada M, e a
reducio de algum deles sé afeta o prépric M, onde o redex ocorre, provocando um
distirbio apenas local. Dessa forma, se M,,..., M_ sdo fortemente normalizdveis {(dos tipos
apropriados), entdo xM,...M, também o &. E mais ainda, o comprimento h(xM,...M,) ¢ dado
pela equacdo h(xM,.. M= hM)+.. + k(M. Isto ajusta-se com o fato de que:

M M = (ML = GMLIMD* = T M
A claasula 5.2.6(0), juntamente com 5.2.6{ii}, garante portanto que a estimativa exata

se comporta adequadamente no tratamento das varidveis.

{r} Entendendo 5.2.6-(fii):
E claro que R{A*M)=h(M), o que se ajusta ac fato de que, quer x ocorra livre ou

nio em M, {lx“.M}*szzsm) [M}*, pois e(x/c3) =e(x). Quanto 4 parte funcional de [Ax.M], ela se

ohjetiva a que satbamos como calcular a estimativa para um termo do tipo (Ax.M)N, a partir
da estimativa [N] para o termo. Devemos portanto entender a cldusula 5.2.6-(ii) como uma
romada de decisio sobre qual redex deve ser reduzide em um termo do tipo Ax.M)N, de
modo a obtermos uma seqiéncia de redugio de tamanho méximo,

Se x ¢ FVIM), entdo a seguinte reducio se aplica: (Ax.M}N — M. Assim, para néc
prejudicarmos o potencial de passos de redugso, o redex (Ax.M)N nio deve ser contrafdo até
que N esteja na forma normal, pois N desaparece na reducgo de (Ax. M)N. Isto sugere que, se
x & FV(M), entio h(QxMN)=h(N)+h(M)+1, pois a seqiéncia maximamente nio
econdmica para (Ax.MJN inicialmente normaliza N {computado em h(N)), contrai o redex
{(Ax.MIN', onde N’ representa a forma normal para N (computado em +1), e finalmente
normaliza M, que é o resultado da contracio de (Ax.MIN’ (compurado em A(M)). Tal fato

ests totalmente de acordo com o que ocorre em 5.2.6-(f) quando x € FV(M). Veja:
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(AxMINJ*_ = (AxMIND*_ = ((AL(M]+f*+ 1)ND*

& 2.B4ii) 5.2 81ii)

= ([M]+[N]*+1)* = [M]*4 [N]*+ 1,

raducao-5 8.2.2 H{d)-(i)e(v)

Por outro lado, se xeFVIM), (x.MIN — M[x/N]. Assim, & melhor nio execzéu:ar
reducdes dentro de N antes de contrair (Ax.M)N, pois a reducio de (Ax.M)N muleiplica Néem
M tantas vezes quantas forem as ocorréncias de x em M. Assim, suponha que h{iN)=1, e é:lue
existam 5 ocorréncias de x em M. Uma seqiiéncia de reducio para (Ax.MIN que atue err;: N
antes de contrair o redex (Ax.MN terd pelo menos quatro passos a menos gue zzi.ma
seqliéncia que primeiro contraia (Ax.MIN e depois reduza cada uma das 5 cépias de N em
Mix/NJ. Isto sugere que se xeFVIM): R{(Ax. MINY=h{M[x/ND+ 1, ou seja, a primeira reduéx;éx)
que devemos fazer, para nio prejudicarmos o potencial de reducio do termo € a de (?s.LMS)N.

Tal fato estd totalmente de acordo com o que ocorre em 5.2.6-(iii) quando x ¢ FV(M).

Veja:

[ NONJ# = ((x. MIIND* = ((Af. M + DINI*
= (Mlagerinny +D*= Mlogeyup*+1 =, IME/NI*+1.

VeIEMDE
adianta

Note gue a diferenga entre a estimativa exata e a sstimariva frouxa, definida em
5.2.5, é que a estimativa frouxa trata os dois casos possiveis para 5.2.6-(i)) como um ziréﬁco
caso onde as duas possibilidades sgo somadas. Assim, a estimativa frouxa excede o vélor
exato de h(M}. No entanto, ainda que excedendo este valor, Vrijer provou que {M}* é

limitante superior finito para h{M) gque diminui com as reducées, ou seja, que {M}* ¢

ordinal natural para A>,

Apresentaremos agora, em detalhes, a demonstracio de que M,/ ny; =[Mix/ hg!}],..
Faremos isso ndo apenas porque este resultado é importante para a compreensio intuif:iva
da definicdo da estimativa exata, mas também porque € uma prova simples que aparere
apenas eshocada no artigo de Vrijer e pode ser tomada como um modelo para a estrutéura

geral da maioria das provas do artigo.
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5.2.8 LEMA: da Substituicio
[M[x/N]], = [M]v(x!(m L
PROVA: Inducio na complexidade de M
BASE: {t=y
CASQ I: y#x
Mix/NJl, = BNl = bl = o) = v/ INLG) = Bloce v = Mot v
CASO Z2iy=x
Mx/NjL, = [xlx/Nile = [N, = vlx/INLYR) = 6y ini o = Ml ar g -
PASSO:
CASO 1: M=MM,.

M[x/Nll, = [(MM)[x/NIi. {por hipotese do cago)
= [(M [xf’ NHIM,[x/N]], {por def. de substtuigio)
= [M,lx/NILIM,[x/Nli, {por 5.2.64iD)
= [Malo s tNg . [M 1]vtx/m],) (por HI)
= [MyMloier N1 (por 5.2.6-(Gi))
= Ml e/ 10700 {por hipétese do caso).

CASO 2: M=3yM,
Pela convencido de varidveis temos:
(y#x e ye FV(N).

SubCaso 2.1: y € FV(M)

[Mx/NJj, = [y Mp)Ix/N]], {por hipdtese do caso)
= [Ay. M, [x/NJ}], {por def. de subst.)
= (ALIM[x/Nly gy + 1) IMGI/NIo 57y ™ (3.2.6-(iiD)
= (A IMolerro s N1 gy T 1 IMolocoran o/ tN1pigreg ™ (por HD
= (Af. Moy iprm o i1 H1 s Moloqgreny i ™ (@ = (NI, =Ni, )
= (A Mol i e T 1 s (Mlo s i ty/ ey * (i) = wly/2)x/ [N} =vlx/ [N} X/ @)
= [Ay.Molo ety b, do ML e/ 13 (5.2.6-{iw)) .
et

SubCasg 2.2: vy ¢ FV(M)

{M[x/NH, = {(kyMn){x/N}L {por hipdrese do caso)
= [Ay.(M,[x/NDi. {def de subst.)
= (Af.M[x/N]],+f*+ L, IM[x/NIi.*) (d = v & FV(M,{x/NI) e por 5.2.6-(i))
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= <Af>[Mn]v{x/[N}g) +fF+ 1 [Mo]v(x/w;,) *} (hip. inducac)
e {?\,}’.Mglv(x’f ENT o hi;dn [M]v{x/[p‘[zr). (526‘(1{13) g

casg

5.2.8.1 COROLARIO: Uniformidade da Estimativa
Se [N,1=[N,], entio [M[x/N,]]= [M[x/N,]l.
PROVA: Imediata a partir de 5.2.8. ¢

Se admitirmos como j4 demonstrado que [M]*=h{M), entdc o Coroldric 5.2.8.1 eisté
afirmando que R(NJ=h(N,) = RMx/N,} = hMiz/N,]), o que significa dizer qué 0
comprimento da drvore de derivacio para um termo depende uniformemente r.%ios
comprimentos das drvores de derivagdes de seus subtermos constituintes. Este, segurédo
Vrijer, é um resultado inédito, nfio derivado de nenhuma outra prova de normalizacio foirte

para A=

Para poder provar que [M[*¥=h(M), Vrijer utiliza o fato de que os funcionais
rotulados que satisfazem a definicio 5.2.6 pertencem a uma classe C ¢ L que & cumulativa,
com relagio 2 operagfo +, e mondtona segundo as relagdes <, e < que definiremos a

seguir.

5.2.9 DEFINICAQO: Funcionais Hereditariamente Cumulativos “Monétonos”
As colegtes C, sdo definidas simultaneamente as relagdes <, e €, por inducio emé A
da seguinte forma: |
(B C,=L,; m<,n < m<ny; m<,n < m<n
(i) Cang={f€La.g | as condigoes (a) a (d) abaixo sdo satisfeitas}.
{a) (Vgely) (feeCy) (fechado p/ aplicacio);
b) Vg, geCl) (g<a g = fg<sfg) (<-monownicidade);
Vg, geCllgsag = fasyfo) {<-monotonicidade);
(@) (VgeCy) (fg* = f*+g% (acumulagso).
(iii) Para f, ¢ € Cyoa,
@ f<ang & (VheCy (h<ggh) ~ (fr<g®)
B f Sasa 8 & (VheCp (fh agh) A (fF<g¥).
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5.2.9.1 COMENTARIOS:

(@) C = UCy € fechado para aplicacges (condicio (ii)(a)), & <, e <4 880 transitivos
{o que é facilmente verificsvel por inducao nos tipos).

(b} Poderiamos ficar tentados a pensar que f < g pudesse ser definido simplesmente
como: f<g ou f=g. Este é o caso, & claro, para os tipos bdsicos, mas ndo para tipos maiores.
Como um contra-exemplo em 0oo considere os funcionais f=An.n e g=An.n?. Neste caso §
Sg,masf#ge <Ly

{6} <-monotonicidade e s-monoctonicidade sdo predicados independentes; um nio
implica no ourro. Como contra-exemplos: funcdes constantes sio <-mondtonas mas ndo
<-mondétonas. Um funcicnal do tpo {(oD0)ooo) que € <-mondtono mas nio € -
mondétono pode ser definido por: {AnnY = Ann?, fg=An.gn+1 se g # Ann2

(d) Fregiientemente escreveremos f2gparag < f, e {>g para g <.

Com excecdo do Item (wiil}, o lema seguinte, juntamente com os resultados
apresentados em 5.2.2.1(d), estabelece propriedades sobre <,, €, e 4, gue dio 2 estes
simbolos um comportamento semethante ao que conhecemos na aritmética. O Item (vifi),
por sua vez, & consegiidncia de (vii) por indugfo em n, e ndo tem correspondéncia na
aritmética por se referir & operacéo de aplicagdo, exclusiva dos funcionais. As provas de cada
item sdo simples e feiras por indugio nos tipos ou em algum nidmero natural envolvido na

operacio, utilizando apenas as definicfes e os itens anteriores,

5.2.10 LEMA:
{1y C é fechado para +.
i f<g = f+m<g+m; f<€g = f+m<gem.
it m<n = f+m<f+n; msn = f+m <f+n,

fiym>0 = f<f+m & f<f+m.

(
(w}fﬂg = f<g.

(i) f<g<h = f<h; f<g<h = f<h,
fuiif) f>g = fzg+1.

(ix) flg+n) = fg+n. ¢
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- No lema seguinte, o item {i) estabelece que os funcionais ¢ definidos em 5.2.3
pertencem & hierarquia C de funcionais mondtonos, ou seja, que eles respeiram as restricoes
de monotonicidade e acumulacio da Definicio 5.2.5. Os Itens (i) e (i) estabelecem

propriedades destes funcionais,

5.2.11 LEMA:
() ® € C para qualquer A e n.
(im<n = d<d

Giymen = A<l e

O lema seguinte explica o sentido de chamarmos os & de funcionais minimamente

cumulativos. Sua prova é obtida facilmente por inducio em A. O coroldrio do lema mostra

que os verdadeiros elementos minimais na classe C sdo os ¢,.
5.2.12 LEMA: fc(C, = f2ci. +
5.2.12.1 COROLARIO: feC, =f2c

5.2.13 NOTACAQ:

Uma atribuico v para a qual todos os seus valores estdo em C é chamada éde
C-atribuicdo. A atribuicio e definida em 5.2.1.2 (™ =c)) ¢ uma C-atribuicio devido éao
Lema 5.2.11. |

No Item (i) do lema seguinte provamos que os funcionais que representami a
estimativa exata para gualquer A™termo M pertencem, de fato,  hierarquia C. J4 o Item é(ii)
estabelece algnmas propriedades da estimativa exata quando lidamos com C-atribuicdes ?do
tipo v{x/f). A prova deste lema é feita por indugio na complexidade do termo M. l?or

possuir muitos casos é extensa, mas utiliza apenas as definic&es e os resultados anteriores. :

5.2.14. C-lLema
(@} IM],.eC para qualguer C-atribuicio v,
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(i) Se xeFV(M) & f, geC,, entio:
(a) [ertx/f} z [M] v{x/e,) +f*;
(b) f“:g = [M}v(x,’f} < [M]v{x/g);

©f<g = Mhpyn S MLy ¢

5.2.14.1 COMENTARIO: Finitude da Estimativa Exata

O Item (i) do lema acima estabelece que os funcionais gue representam a estimativa
exata para qualquer A>termo M pertencem, de fato, & hierarquia C. Este resultado ¢ de
extrema importéncia, pois como C « L e [M]eC entdo [MjeL. Mas se [M] ¢ L, pela
Definicio 5.2.1 de L, temos que [M|* € . Logo, o Item (i) acima assegura que para
gualquer termo M, [M{*ea. Portanto, a estimativa exata para qualquer termo M & finita.
Basta agora apenas provarmos que a estimativa exata diminui com as reducdes para

obtermos a normalizacio forte e completarmos os resultados de Vrijer.

5.2.15 DEFINICAQ:
Sejam M e N A>termos, e v uma atribuigdo. Entdo (M|, e @ e |M, N|, € o sdo
definidos da seguinte forma:

O Mly= 2 ol

(@ (M, Nl,= T olx)*
x:%e

O Irem {{) acima estabelece que |M|, representa a somatdria de o(x,)* para toda
varidvel livre x, que ocorre livre em M. O que € importante sobre [M]|, € que ainda que x,,
por exemplo, possua 5 ocorréncias livres em M, |M|, computa apenas uma vez v{x,)*¥, e
nio cinco vezes. Assim, [Ay.x(xy)|,=v0)%=|Ay.xy|,. Jd o item (i} define |M, N|, como a
somatdria de ¢fx,)*, para toda varidvel x, que possua ocorréncia livre em M e nio possua

ocorréncia livre em N. Assim, se M = Ay.x(zy) e N = Ly.zy, temos que |M, N, =v()*.

5.2.15.1 PROPRIEDADES:
iy {x], = v(x*

{#) |MsM1]v <M, +] M.
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(i) xg FVIM) = [AxM], = M|,

(i) xeFVIM) = [AxM], +v(x)*=|M]..
@) [M, N[, < [M]..

)M+ N = M| =[N, +|M N, ¢

As propriedades (i) a (v) sdo demonstriveis, triviaimente, a partir da Deﬁnig@io

5,2.15. Com respeito a propriedade (vi), basta analisarmos os dois casos possiveis de

reducio, a de um K-redex e a de um F-redex, para concordarmos com sua validade.

5.2.16 LEMA:

(Ml 2 ¢ 4, paratodo termo M e Ceatribuiciio v. +

5.2.16.1 COROLARIO:
M > [M] .

PROVA:

= Ml zcm, ML*z e * = [Mi*2 M, . ¢

o,
(5.2.8)(ii(b) B23

O Lema 5.2.16 estabelece que a estimariva exata segundo v [M}, é maior ou igual ao

funcional minimamente cumulativo ¢ u,,. Sua prova € obtida por indug¢io na complexidade

de M através dos resultados jd estabelecidos. O Coroldrio 5.2.16.1 estabelece que a
estimativa exata para qualquer termo M é maior ou igual que a somatéria das arribuigdes de
v &s varidveis livres de M. Este resultado € fundamental para a prova do lema seguinte, gue

estabelece que a estimativa exata diminui com as redugdes.

5.2.17 LEMA: da Redugio _
Se M = N, entio, para qualquer C-atribuicio v, temos: [M], > [N+ [M,N|_.

5.2.17.1 COROLARIO: Ordinal Natural
[M}* & Ordinal Natural para A=
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PROVA:

Pelo Lema 5.2.14-() temos que [M]* < e pelo Lema 5.2.17 que [MI* diminui com as

reducdes. #

5.2.17.2 COROLARIO:
RV < [M]*,

PROVA: Inducsio em [M]*
BASE: [M}*=0 7 -AN/ M -3 N = h(M)=0 = h(M) < [M}*,

PASSO: (Mi*=n>0

(i} Seja N /M -> N,

{iiy Por 5.2.17 e (i) temos: [M]* > [N}*,
(i} Por (ii) e HI temos: h{N) < [N]*.
{

iv} Mas por (i) € claro que h(M)=h(N)+ 1.
Assim temos: h{V) = h(N)+1 (%ﬁ INPF+1 (f) (M]*+1 < [M]* = h{M) < [M]*. ¢

Este coroldrio, obtido imediatamente a partir do lema da redugdo, prova que [M]* é
limitante superior para o comprimento da drvore de reducio de M (h(M)). Este resultado e o
Lema 5.2.14-(), que garante a finitude de [M}* para qualquer M, demonstram a
normalizacdo forte de A?, pois estabelecem que todo termo M possui um limirante superior
finito para o comprimento de sua drvore de redugio. No entanto, Vrijer quer mais, Ele
quer demonstrar que sua estimativa é “exata”, ou seja, é o menor limirance superior para
KM (R(M) = [M]*). Para fazer isso demonstra, no teorema seguinte, gue existe uma seqiiéncia
de reducio especifica para cada termo M cujo comprimento é exatamente igual 2 [M]*. Esta
seqfiéncia & exatamente a seqiidncia obtida através da aplicacic da estratégia perpérua de

reducio ao termo M.

5.2.18 TEOREMA:
Se [MI*> 0, entio existe um N com M — N ¢al que:
1) Se M nio & da forma Ax.M,, entdo [M}={N]+ 1.
(i) Se M=ix.M,, entdo [Mi*=[Nj*+1. «
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Se para todo M tal que [M}*>0 existe N tal que M —> N & [M]*=[N}*+1, entééo é
claro que existe uma seqiiéncia de redugdo especifica cujo comprimento € exatamente igual

a [MI¥, pois o teorema estabelece que existe a seguinte seqiiéncia de reducgéo para M:

{M3*=[Mu}*=n’ [MI.}*:T!"L---, EM‘]*E?‘!"—!‘: [M“]*KH*R=O.

Este N que o teorema assegura que existe € exatamente F (M), que definimos em

4.4.5. Assim, temos como conseqiiéncia do Teoremsa 5.2.18 que [M]*=L¢_{M).

5.2.18.1 COROLARIO:
IM}* < h{M).
PROVA:

E claro que se o comprimento de uma seqiténcia de redugiio especifica para M & igual
2 [Mi*, entgo [MJ* < h(M). ¢ :

5.2.19 TEOREMA.:

R{M) = [M]*,
PROVA: Imediata pelos Coroldrios 5.2.17,2 ¢ 5.2.18.1. 4

83 O Artigo Beckmann][1998]

O objetivo principal de Beckmann, antes de provar a normalizacio fcrte? ou
encontrar um ordinal natural para 2>, é apresentar um limitante superior finito parfa o
comprimento da drvore de redugdo para um termo qualquer M, que seja facil e diretaménte
obtido a partir de propriedades imediatamente reconheciveis do termo M. A princ?pai
virtude de tal estimativa seria uma medida simples da complexidade de uma funcgio fque
calcula o comprimenro da drvore de reducao para um termo M. |

O método gque Beckmann wutiliza em sew artigo foi desenvolvido em

Schwichtenberg{1991], onde jd aparece uma estimativa para a complexidadeé do
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comprimento da drvore de redugio para termos de A2 O trabalho de Beckmann é um
aprimoramento deste método, e sua estimativa representa um refinamento nos resultados
de Schwichtenberg. Uma primeira estimativa deste tipo foi introduzida por
Schwichtenberg{1982], que wrilizou o ordinal natural definido por Gandy[1980] para

calcular sua estimativa. Schwichtenberg utilizou, para o desenvolvimento do seu mérodo, os
rrabalhos de Howard{1980A], Sanchis[1967] e Diller[1968].

Vamos apresentar agora algumas defini¢Ses importantes para a compreensio geral

do mérodo utilizado por Beckmann,

5.3.1 DEFINICAO: Comprimento de M . M)
Definimos o comprimento de um rermo M, e denctamos por (M), da seguinte forma:
O =14
(it Ax.My=I{M)+ 1;
(i) TIMING = I[(M} + [(N).

5.3.2 DEFINICAO: GraudeM - g(M)

Considerando a Definiciio 5.1.1.2 de Howard para nivel de um termo M, [o(M),
definimos o grau de um termo M, que denotamos por g(M), como o nivel miximo dos

subtermos de M:

g(My=max{lv(N) / N = M}.

5.3.3 DEFINICAO: Exponenciacio K-lterada na Base 2 - 2,(n)

Definimos a funcio 2,.(n} por:
{ 2yn)=n
Zean () =25

5.3.3.1 OBSERVACAO:

+am

2»
Note que 2,(m)= 27 \/2 n vezes,
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Decidimos denominar de nidmero de Beckmann a seguinte atribui¢dio numdérica
definida por Beckmann, que veremos mais adiante representar, para cada termo M, um

limitante superior finito para o comprimento da drvore de redugdo para M,

5.3.4 DEFINICAO: Numero de Beckmann - ng(M)

O niimero de Beckmann para um termo M é definido como:

nB(M) == zg{M) (“M))

5.3.5 COMENTARIO: Esclarecimentos sobre o Método Schwichtenberg-Beckmazf:m
O objetivo de Beckmann é mostrar que ng{M)=2,u, ({M)) é limitante superior péara
o comprimento da drvore de reduciio para o termo M, ou seja, H{M) < 2,4, ({M)). Fazexiado
isso temos ndo apenas um limitante superior finito para o comprimento das seqﬁénciasé de
reducdo para um termo M, mas temos uma estimativa sobre a complexidade de hiM)
definida de uma maneira bastante simples, em termos de propriedades visiveis de M (i(hﬁ) e
g{M)). Se tomarmos, por exemplo, a estimativa exata de Vrijer definida em 5.2.6, temos c?:iue
[Mi*=h(M). Mas olhando para a defini¢iio de [MI* nio temos meios de estimar, de u?ma
maneira simples, qual é o valor de [M]*. Para saber este valor temos que seguir todosé os
passos da construcao de M, aplicando a estimativa exata aos subtermos de M de acordo cbm
a Definicio 5.2.6,48 O mesmo ocorre no sistema C', com as atribuictes ofm) e Ip(:f:} “
othando para suas defini¢oes ndo temos como estimar, de uma maneira direta, quio granﬁes
540 estes nudmeros.
Beckmann vai ainda mais longe. Constréi uma classe S de termos para a qual existe
uma constante estricamente positiva, cg, tal que se Me§, entdo h(M) = 2,4, ((M)/cg). Dessa
forma temos: 2, M)/ ce) < R(IM) £ 2, (M), Isso mostra que, para MeS, kM) difereé de
ng(M) apenas por uma constante aplicada a (M), e que portanto, nio pode haver estimalé:iva
para a complexidade de h(M) definida sobrz g(M) e M)} que seja uma exponencial dom
menos iteracdes do que as de ng(M). Este resuitado representa um aprimoramento de um
resultado semelhante obtido por Schwichtenberg[ 19821, o qual foi construido como um

caso especial de um resultade mais genérico obtido por Statman[1979]. Statman

a8
Veia o8 BExemplos 5.2.6.2
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demonstrou que nenhuma fungio elementarmente recursiva. pode ser limitante superior
para o comprimento das 4rvores de reducio em A>.

Ocorre, no entanto, que o numero de Beckmann nido é um ordinal narural no
sentido que estamos tratando nesta tese, pois ele ndo possui a propriedade de diminuir com
as reducdes, Vejamos um contraexemplo simples:

Seja M = Ax.PYQ ¢al que:

{1} P possui mais de uma ocorréncia livee de. e
(i) HQy> 1
(i) g(Q)=gM)  {ou seja, IR=Q / W(R)=g(M)).
Considere a reducio:
iy M = (3x.PIQ = P[x/Q} = N.
Por (i}, (i) e (i2) é claro que:
) UN) > (M),
Bor (), (iid) e (iv) temos:
(vi) g(N) =g(M).
Portanto, por (o), () e (vi) temos: M = N e ng(N)>ng(M). 0

Apesar disso, Beckmann utiliza um ordinal natural para provar que ng{M) = h{M),

Ele define uma atribui¢do numérica #M e prova gue, parz todo rermo M:
DM ->N = #N<#M pois se M & 3 termo, envfic MY <o 2 giMi< .

Assim, por {a) e (b) ¢ facil provar gue: h{M) < #M < ng(M),

O numero de Beckmann é entfio obtido como uma estimativa para a complexidade
da funcao #M, que é de fato um ordinal natural para A, E indiretamente portanto, através
de #M, que o ndimero de Beckmann estima a complexidade de h(M).

O Mérodo de Beckmann estd baseado no seguinte teorema de caracterizagio para os

termos de A>, cuja prova € trivialmente obtida por inducio na complexidade de M.

4
Uma fungfio é slementarmente recursiva quando ela é uma funcio primitiva recursiva cujos passos da

recursdo sdo limirados por alguma exponenciagio finitamente iterada.
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5.3.6 TEOREMA: Caracterizagio para A -termos

Se M £ A rermo entdo M tem uma das seguintes formas:
(@) xN,..N, ou '
(B (R NN, ..N, (para algum 0 < n € ®).

5.3.6.1 NOTACOES:
(z) Denotaremos um termo da forma MN,N,...N, por MN.

(by Mix/Ni = M{x,/N,L.[x,/N_L

5.3.7 DEFINICAQ: “Head Reduction Tree” |
Definirmos head reduction tree !—%M, para M arbitrdric, com o, p < ém,

indutivamente, da seguinte maneira:

() i%(P{x/Q})N e Q= If.gi (Ax.P)QN (regra-B;
{b} %M = “:i Ax.M {regra-Bob;
{c) J—;—Mi (parai=1,.n = !";’” MM {regra-Var),

em particular,

.%, x (para qualquer varidvel x e &, p < ®);

@ !_‘;_M, H‘_N e hisp = gmj MN {regra-Cut);
ui:m:u M {regra estrutural).

(e}

EM, a<o'<o e p<p' <o =
el

5.3.7.1 OBSERVACOES:

{@) Cada um dos itens acima estabelece uma regra de formagio da Arvore p?ara
3|~§~« M. A regra-B, por exemplo, estabelece que a partir das drvores para J-;-(P[x/ Q'})ﬁl e

para ;—?— Q, obtemos uma drvore para
A

.9‘; G PYON. Ou seja:

Ty

<. (P/QDN
ifgi (Ax.P)QN.

e
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(bY Encarando a regra-Var para n> 2 como um encadeamento de aplicacdes de Var
para n=Z, e a regra-estrutural como uma repeti¢io de nés da drvore, um né para cada

i
unidade aumentada em a, & facil ver que em -2 M, o representa o comprimento do maior
-

ramo da drvore para iﬁ— M.
P

A sepuir temos uma série de lemas com o objetivo de demonstrar que, para todo

termo M, escolhendo adequadamente e p (@w=IM) e p=g(M)-1), a drvore para i-fim M estd
P

definida. A demonstragiio de todos eles € feita de maneira simples, por inducio no

. . t i, .. -
comprimento da drvore para ->-M, utilizando apenas a Definico 3.3.7, resultados
S

anteriores e resultados envolvendo substituicio de varigveis (Secdo 4.2). Apresentaremos a
prova do Lema 5.3.10 abaixo, por ser um resultado importante do desenvolvimento de

Beckmann que possui uma prova bastante representativa do modelo das provas do artigo.

5.3.8 LEMA da Tmca de Nomes
I-i:— Mix/vl, o

Se -2 M, entao,
Jr

5.3.9 LEMA da Aplicagio

Se LM e My & A termos, entdo ;—“‘i”l My, ¢
p [ p

5.3.10 LEMA da Substituicio

2 Mix/S].

Se i—i;-—M e t-iz-m 8, {para i=1, ..., n e W(S8) £ p), entdo -

PROVA: Inducdo no comprimento da drvore para _J;L M.
oL

A prova é feira por inspecio em todos os casos das regras de formacio de TM

descritas em 5.3.7.

Consideraremos 2 seguinte abreviacio: P para Pix/8].

CASO I+ §m§wm foi obtido pela regra-B
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. Entio: M= (Ay.PYON ¢ (Ril =1 (Ply/Q)N \‘
T:!f__M P 1—~——- ?\,y P)QN

/ g
-1

(@) Por Hi remos: ii‘i:;:l”f- (Ply/QDNY® e %L“";}T Qs

i E f
(ii) Por (i) 2 propriedades de substituicdo temos: iﬂf-i (P3y/Q°IN® e [3—?-"—1_ Q*
(iif} Por (if} e pela regra-B temos: &EE (. PHIQEN®,

Assim, por {iii} e propriedades de substitui¢io temos:

“*ﬁ (0. PYQN)®.

CASO 7. -2 M foi obtido pela regra-3,

PP

Entio: M=Ay.N o n =M = {am =N —p | = 25N,
Assim: HI =5 ‘“’B P N® zﬁfv ‘“;’B Ay.N® = (ky.N) .
CASO 3: %M fm obtzdo pela regra-Var
Entdo: M=yN,..N, e nz-“;" N
zl=M={ i_ﬂ—}le...N,,.

0 / p
o--n
Ty | N¢

Temos dois subcasos possiveis de acordo com y:
SubCasc 3.1:v#x, e x

Neste caso: HI = 8BNS (i=1,....n) =
p ar

ﬁgﬁwa...Nf =

“:ﬁ (9N...N®,

SubCaso 3.2: y=x, € x
() (HD) = | S50 NS (=1, ).

Além disso:

E a+f-n o _ | a+f-n l o+B-n . i ce+f-n
(v) (Var):::r : y._| - x*ﬁl - j‘“§ . S, e (u(8,) <p)

(vi) Por (i), (¥) e regra-Cut temos: 3—*3%;55'—"1 S.NE.

{vii) Note que se [u(8,) £ p, pelo Lema 5.1.1.3-(b)m Iv(Sij) <p.

Assim, por {vi) e (vii), aplicando n vezes a regra-Cut temos:
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]“*f’ S,NENS = ’%%(yw1...Nn>5.

snbs tituigin ‘

CASO 4 -E— M foi obtido pela regra-Cut

Entdo M=N.N, e ?tli o Nx

p

il

T ;L{;LM 'a N,N,, onde (N < p.

];lN/'J

{wiiiy HI = ;“"’ Ns 2

ot NS
p o
{xix) Como liN,) < p, ¢ claro que lv(Nf) <p.

Assim, por {viii), (xix) e pela regra-Cut temos:

L2 NSNE o ‘JL(N:N,L,)S. .
[p p

Q lems seguinte estabelece o importante resultado de que para todo termo M,

| Ll M estd definido. Sua prova é simples, por indugic na complexidade de M, e utiliza

apenas a Definicdo 5.3.7 e os resultados anteripres.

%.3.11 LEMA do Encapsulamento
gMy<p+1 =2 i_t%"lM_ .

Note que com excecio da regra-Cut, todas as outras regras de formacio de -‘;-‘—M
nio levam em consideracio p. Isso significa que se na construgio de !-"—‘—M nenhuma regra
]
do corte foi utilizada, entdo existe iv‘i— M onde p=0. O lema seguinte estabelece um método
P

para eliminarmos as utilizagdes da regra-Cur na construgio de

wi:m M. Como corolidrio deste

fato, provaremos gue para todo termo M, escolhendo-se o adeguadamente temos: ,:;i, M.

5.3.12 LEMA da Eliminacio do Corte

] o
Se i-f-’«- M, entio, !-wg--M, .
fprt I
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5.3.12,1 COROLARIO:

Para rodo termo M

Zagns(10)

A prova do Lema 5.3.12 é obtida de maneira simples, por indugio no comprimento

da drvore para [% M. A do Corolario 5.3.1Z.1 é obtida trivialmente a partir dos Lemas
P f

5.3.11e5.3.12.

A seguir definiremos a atribuicio numérica #M, que Beckmann provard ser um
Ordinal Natural para A=

5.3.13 DEFINICAQ: Atribuicio Numérica a Termos
Definimaos, por indugio em ‘jL M, a seguinte atribuicio numérica a A -termos:
iy #(x.P)OB) = #(Px/QNS) + | + #8;
(i Hx Py = #P + 1
(i) #xN,...N )= Z #N, .
=1

5.3.13.1 OBSERVACAQ:

Note, pelos trés itens da definico acima e pela Definicio 5.3.7, que #M estd deﬁnido

para todo M tal que i-—:—M esta definida, pois os trés casos da definiciio de #M representé.m
os trés itens da definicio de {_‘;L-M que nio dependem de p. Como provamos em 5.3.12,.1
que para todo M, temos, escolhendo um o adequado, —g- M, entdo #M est4 definido paf_ra

todo A*-termo M.

A seguir apresentamos um lema técnico com propriedades de #M. Sua demonstragao

é simples e também obtida por indugéo no comprimento da drvore para |-%- M

- 5.3.14 LEMA Técnif_:o
() #M = #Mx/y]
by My 2 M. »
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O teorema seguinte relaciona a atribuicio #M com o o de —%‘-M. Tal relacso &

obtida direramente a partir da definigio de #M e das regras de formacio de %Jf— M que nio
. P

dependem de p. Como corolério imediato deste teorema temos que o nimero de Beckmann

para o termo M € maior que #M, ou seja, (ng(M) = #M).

3.3.15 TEOREMA da Estimativa

Se I-%— M, entdo #M < 2% o

53.15.1 COROLARIO:
M < 200, (LVD). o

A prova do coroldrio acima é obtida imediatamente através do Corolédrio 5.3.12.1 e
do Teorema 5.3.15. O Coroldrio acima nfo apenas garante que a atribuicdc #M & fnita,
como apresenta uma estimativa para seu valor, em termos de g(M) e M), Para gue o
namero de Beckmann seja uma estimativa para o comprimento da drvare de reduciio para
M (h(M)), precisamos do resultado fundamental abaixo, que garante que a atribuigio #M
diminui com as redugdes. Este resulrado, junramente com o corolério acima, garante que

#M ¢ ordinal nartural para A2, e que portanto, A(M) < #M.

5.3.16 TEOREMA Principal
Se M — N, entio #N<#M. »

5.3,16.1 CORQOLARIO:
M) < #M < 2, (M) =ng(M). o

A prova do Teorema 5.3.16 é obtida por inducio em #M, inspecionando os trés
casos da Definico 5.3.13, utilizando apenas os resultados do Lema Técnico 5.3.14 e
resultados envolvendo substituicio de varidveis (Secdo 4.2). A prova do Corolério 5.3.16.1 ¢

obrida diretamente a partir do Teorema 5.3.16 & Corolario 5.3.15.1,
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5.3.17 COMENTARIO: Igualdade entre #M e {M}

E facil ver, sob a luz do Teorema 5.3.6, de caracterizacdo para os A7-termos, que o
ordinal natural de Beckmann, definido em 5.3.13 coincide com a estimativa frouxa? de
Vrijer, definida aqui em 5.2.5. Apesar de tal zoincidéncia, também nos parece claro, devgido
as diferencas nas definigbes, que os dois resultados foram obtidos independentemeﬁ.te.
Devido a0 Teorema de Caracterizacio 5.3.6, Beckmann evita a anslise do complicado caso
M = MM, e, portanto, seu ordinal possui urna definicic mais simples que o de Vrijer. NO
entanto, considerando que Vrijer provou, de fato, que {M} & ordinal natural para um A>-
termo M qualquer, podemos dizer que a grande contribuigdo de Beckmann foi apresentar
uma estimativa, definida de uma maneira bastante simples, para a complexidade de Lima
atribuigiio que é ordinal natural para A™, e além disso provar que sua estimativa € a melhor

possivel definida nas varidveis que ela utiliza ({M) e g(M)). %

50 :
O artigo de Beckmann gue utilizamos nesta anglise ainda nie foi publicade, Foi submerido ao JSL em 98,

mas pelo menos ard o momenty em gue escrevemos csta tese, ndo dnhamos notlcia se foi aceito. Utiiizaémos
uma versdo preliminar gue nos foi entregue em méos no encontro europer da ASL 98 pelo préprio autor, na
gqual muitos dos pontos gque esclarecemos agui estdo ainda obscuros. Vale ressalear também que, ao équﬁ-
parece, nem Schwichtenberg nem Beckmann conheciam o artigo Vrijer[1987]. O ordinal natural utilizado
por Schwichtenberg{1991] foi obtido a pardr de Garudy{1980}, & o de Beckmann[1998], apesar de minﬁdir
com g estimativa frouxa de Vrijer, foi obtido de uma maneira bastante diferente. Além do que, nenhumé dos
dois aurores cira Veijee[1987]. :
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Capitulo VI

Normalizacdo Forte para A°
via Ordinal Natural



Neste capitulo apresentaremos o desenvolvimento completo do nasso método para o
sistema de cdlculo lambda tipificado 3. Tal desenvolvimento, apesar de acomparhar 6 que
fizemnos nos Capitulos II e I para o sistema C', néo representa, entretanto, uma traducio
direta desses resulrados para A através da nogéo de férmalas como tipos. Como vimos no
Capftulo IV, o sistema A7 € isomorfo a C3, o fragmento implicativo do sistema C, que &
mais simples que C*.

A apresentagio destes resultados ocupard as trés primeiras seces do capitulo. Na
primeira delas demonstraremos que, assumindo a finitude do comprimento da pior
seqiiéneia de redugdo para todo termo i'*s/'f,s1 entdo este comprimento represents um ordinal
natural para A°. Na segunda secio, definimos a atribuicio numérica ofM), que mostramos
ser nica e finita para todo termo M. Na terceira segiio provamos que ofM) corresponde ao
comprimento da pior seqiiéncia de redugio do termo M, que portanto é finita. Utilizando
entdo o resultado da Secdo 1, provamos que oM} é ordinal natural para A Como
conseqfigncia destes resultados, ainda na Secdo 3 obtemos provas simples para os Teoremas
de Normalizacgo Forte e Church-Rosser em A2 Na quarta e iltima segio apresentamos uma
andlise comparativa entre 0s nossos resultados e os artigos estudados no Capitulo V.,

Sobre o conteido do capfrulo gostarfamos de dizer gue apesar de vérias das
demonstrages dos resultados que introduzimos nio serem dificeis, optamos por apresents-
las todas no texto, para refor¢ar o argumento de que o nosso métado, adequado para o

sisterna A%, é distinto dos mérodos utilizados pelos autores discutidos no capitulo anterior,

§1 O Comprimento da Pior Seqiiéncia, se Finito, Diminui com as Reducdes

Este primeiro lema é um resultado auxiliar gue estabelece como & o left-most redex
de um termo N obtido de C[(Ax.P)Q] = M —», N, onde (Ax.P)Q ¢ o left-most redex em M e
A#0xPQ.

5
A seqiignda definida a partir da esmacdgia perpérua em 4.4.5.1.0g),
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6.1.1 LEMA: |
Seja M = Cl(Ax.P3Q], onde (2x.PYQ) & o left-most redex em M. Se M —», M', tal que
A # x.PYQ entio: 3
(@A Pye (P —, P = M =ClxPhQ] onde:
(Ax.PNQ é o left-most redex de NP,
By A Q) e -, Q) = M =Clx.P)QY, onde:
(xx.PYQ’ é o left-most redex de M’
AcCD = (C[]—,CheM =C{Ax.P)Q], onde:
{3x.PYQ ¢ o left-most redex de M.
(D AcC[]) = CIN] -, C'[N] YNsA™
PROVA:
Item {a): Hipp (AcP)e (P 5, P)
P, P = (Ax.PQ —, (Ax.PYQ.

3.1

Assim, € claro que M = C{(Ax.P)Q] -, C{(Ax.PQ] = M,

Além disso, como x.PQ é um redex e C] | nio se alterou com a reducio de A, é

claro gue (Ax.P)Q 8 o lefr-most redex de C{(Ax.PYQ] = M. 1

Lem (3): Hipp (Ac Q) e (Q -, Q.

Anilogo ao Item {g). O

Item (¢ Hip: (A= C[ .

Como A @ Cf | e (Ax.P)Q ¢ o left-most redex de C{(Ax.P)Q}, entdo A ndo p{)de
ocorrer 4 esquerda do buraco [ ]em CI ). Logo, Cl ] édo tipo: C[ 1= C,[IN, onde AN,

Entgo, pelo Comentirio 4.3.5.1-(d) temos que:

Cll1=CiIN -, C,[IN=CT]

Portanto remos:

M = C[(Ax.P)Q] = C,[(x.P)QIN -3, C,[(Ax.P)YQIN’ = C[(x.P)Q] = N’

Além disso, como a tinica diferenca entre C[(Ax.P)Q} e C'[(Ax.P)Q] € o subtermo N,
que ocorre 2 direita de (Ax.P)Q, temos que (Ax.P)Q é o left-most redex de C'[(Ax.PQ]. 7 -
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frem{d): Hip: (A < C[ 1.
Pelo Item () remos que C[ |, -», C'[ I,. Logo, pelo Lema 4.3.7 ¢ imediato que
YNeA* temos: CIN] ~», C'[N]. +

O teorema seguinte € a contrapartida em cdlculo lambda tipificado do resuleado de
Massi{1990] sobre a pior seqliéncia de redugiio. Ele estabelece que na hipétese do
comprimento da estratégia perpétua para qualquer termo M ser finito (VM (L, (M) <)),
entdo Ly (M} diminui com as reducées e, além disso, estabelece que para gualguer M’ tal
que M —» M, existe um termo N tal que tanto M quanto M’ se reduzem através da estrarégia
perpétua a Nt M D3 N & M By, N, O primeiro resultado & uma parte da prova de que
Le (M) é ordinal natural, e o segundo serd utilizado na prova do Teorema de Church-Rosser
sobre a unicidade da forma normal.

Apesar de longa, a prova do teorema seguinte é simples, E obtida por inducio em
Le (M), que estamos assumindo ser finito, & por inspecdo em rodas as possibilidades para M°
e para a reduciio M - M. Constitui de fato uma aplicagiio para o sistema 3> do método de

prova desenvolvido por Massi para o sistema C.

6.1.2 TEOREMA:
Se para todo termo M, Ly_(M) <o, entdo:
MMM = L, (M>L, (M)
(MM = dmn <o / M™=M>"
PROVA: Provaremos os Itens (1) e (2) simultaneamente por indugio em LPQ(M).
BASE: L, (M) =1
Neste caso, M € normal e o reorema € vilido por vacuidade.
PASSO: L, M) > 1.
Hi: ¥N tal que L?“(N) < L?Q(M}, temos:
NN = @ L, (N)> L (N);
by Ak,j<w / N = N™,
Como por hipdtese L, (M) <o & claro que:
() Lo (M) = Ly (M) +1,
Por (i} temos que L, (M°) < L, (M). Logo, vale HI em M®. Portanto:
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(@M >N = [ (M) > L, (N
(i) M° > N = Fjk<m / N° = (M°)°",
(¢} Seja M = C{(Rx.P)Q] tal que (Ax.PYQ & o left-most redex de M.
Dividiremos a prova em casos, conforme os casos da defini¢io de F, para M.
CASO 1: (Ax.P)Q é um Lredex
Pela Definicio 4.4.5 de F, temos:
{ivy E (M) = M° = C[P[x/Q]].
Seja M —>, M'. Temos que rodas as possibilidades para A sdo: AcP, ou AcQ, ou
AcCl ], ou A = (Ax.PYQ. Analisemos cada um desres casos.
SubCaso LI: A Cl ]
Neste caso, pela forma de M em () e palo Lema 6.1.1-(¢) temos:
M' = C'[x.PYQ], onde (Ax.PYQ € o left-most redex de M.
{v) Entdo, pela Definigdo 4.4.5 de F, temos: M® = C'[P[x/Q]].
Mas, pelo Lema 6.1.1-{d) temos:
M® = C{PIx/Q]] -, C[Px/Q] = M. Ou sefa:
{vi) M® — M,
Assim, por {if} e (i) temos:
(i) Ly (M%) > L, (M™).
Entdo: ng(M) = Ly (M°)+1 (ﬁ) ng(M"’)-bi g LFQ(M’), o que resolve o ltem {1},

Além disso, por (iii} e (vi) temos:

dik <o tais que: (M) = (MPY", _

Logo, pela Observacao 4.4.5.1-(d) temos que M = MP*, o que resolve o Item (2}.
SubCaso 1,2: AcQ (Seja Q -, Q) |

Neste caso, pela forma de M em (») e pelo Lema 6.1.1-{b) temaos:

M’ = Cl(x.PYQY], onde (0. PYQ’ & o left-most redex de M.

(viii} Entdo, pela Definiciio 4.4.5 de F_ temos: M™ = CP[x/Q'}].

Como, por hipdtese do Caso 1, (Ax.P)] é um Eredex, entio:

{ix) x ocorre livre em P,

Logo, como Q —, Q’, por {ix} e pelo Lema 4.3.4-(a) temos:

(xjy Pix/Ql-» Pix/Q.

Logo, por (x} e pelo Coroldrio 4.3.9.1:
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M® = CIP[x/Qll - C[P[x/Q]] ﬁ_}M"’. Qu seja:

{xi) M° —» M™.
Portanto existe uma reducio ndo vazia:
) M*=N, > N, 3> N, .. N =M"°

Por {xii}, (ii} e aplicando n-1 vezes HI, temos:

(xiii) Lo (M) =L, (N> L, (N)) >..0> L, (N)=L, (M?)

Entio: LFQ(M) = L%(M")ﬁ-l (,ﬁ;, Ly (M) +1 = Le (M), o que resolve o Item (1).

Além disso, por (xifi) e (i}, aplicando n-1 vezes Hi, temos que existem k..., k, <o
tais que:

(Mm}cku = (Nu)aku = (Nm:l)om-l = (anz)ohu-z == (Nz)okz = (Nl)am = (Mu}okl'

Logo, tomando j=k,+1 e k=k,+ 1, pela Observagio 4.4.5.1-(d) temos:

Mo = M, o que resolve o Item (2).
SubCasc 1.3:Ac P (SejaP -, P)
Neste caso, pela forma de M em (#) e pelo Lema 6.1.1-{a) temos:
(oo} M’ = C[0x.P1Q, onde (Ax.P)Q £ o left-most redex de M.
Temos dois subcasos para definir a forma de M™:
(1) x.PHQ 6 um Lredex;
(2) x.PYQ & um Keredex.
SubCaso 1.3.1: Ax.PQ € um Fredex
Entdo, pela forma de M’ em (e} ¢ pela Definicio 4.4.5 de F, temos:
(xiv) M° = C[P[x/Q]].

Como, por hipdtese do Caso 1, (Ax.PYJ é um lredex, entdo x ocorre livre em P.

Além disso, temos que P -», P'. Logo, pelo Lema 4.3.4-(b) temos:
txvy Plx/Q} -» P'lx/QJ.
Logo, por {xu} e pelo Coroldrio 4.3.5.1:
M° = CIP[x/Q]] -» C[P[x/Q] {ﬁ}M"’.

Ou seja: M° —» M, e portanto o resultado segue como no Caso 1.1.2,
SubCaso 1.3.2: Ax.PYQ é um Keredex
Temos aqui mais dois subcasos para definir o tipc de M™:
1) Q estd na forma normal;

{2) Q nip estd na forma normal.
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SubCaso 1.3.2.1: Q estd na forma normal

Entio, pela forma de M’ em {e#) e pela Definicio 4.4.5 de F, temos:

(xvi) M'® = C[P].

Por hipdtese do Caso 1, Ax.PYQ é um Lredex, entdo x ocorre livre em P. Além
disso, temos que P —>, P’. Logo, pelo Lema 4.3.4-(b) temos:

{xvil) P{x/Q] —» P'[x/Q)].

Mas como (Ax.P)Q ¢ um K-redex, entio x nio ocorre livre em P, Logo:

(xuiii} P[x/Q = P, '

{xix} Assim, por {xuil) e (xuiii) temos: Plx/Q] —» P,

Entén por {xix) e pelo Coroldrio 4.3.9.1 temos:

M® = C[P[x/Q]] ~» C[P? (ﬁ}M"’,

Ou seja: M® —-» M™, e portanto o resuitado segue como no Caso 1.1.2.

SubCaso 1.3.2.2: Q nio estd na forma normal

Entio, pela forma de M’ em (oo} e pela Definicdo 4.4.5 de F, remos:

{xx) M* = C[(3x.PHQ°].

Se P -» P tal que (Ax.P)Q € um Lredex e x.PYQ é um Keredex, como ¢é o caso,
entdo a redugdo P -+ P’ eliminou de P o subtermo que continha todas as ocorréncias livres
de x. Temos entfio a seguinte situacio:

*) P = C[(Ax.PYQ,] ~» C,[P,] = P, onde toda ocorréncia livre de x em P ocorre
em Q.

Note que Ax.PJQ, é um K-redex e P’ nio possui mais ocorréneia livre de x.

Assumindo P = C,[(Ax.P)Q,] & P’ = C,[P,] como descritos acima, vamos rescrever

os termos de que estamos tratando nesta prova.

Gxxi) M = Cl(ax.P)Q] = C{(Ax.C,[(Ax.P,Q, DAL
(xxiiy M® = C[P[x/Q]] = C{C,[(Ax.P)Q, [Ix/Ql}] S CIC,[(Ax.P)Q,[x/QN.

x
e em Gl

(exiil) MP = Cl0x.P)YQ = Cl(x.C,[P,)Q.

(xxiv) M = C[(x.P)Q°] = C[(Ax.C,[P, Q"]

Note por (xxiv} e pela Definicdo 4.4.5 de F, que:

M'“? = Cl(hx.C,[P,])Q"%, se Q° nio for normal.

Em geral, M®® = C[(Ax.C,[P, DO se Q°® ™ nao for normal.

Se Q°° for normal ento, pela Definicgo 4.4.5 temos:
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{xxy) M™% = CIC, (P, 1L

Dessa forma, o path da estrategia perpétua de M' &

M’m—f_ﬁ) ClAx.C,[P. Q] 5 C[(Ax.C,[P, Q% B... 5 Cl(Ax.C,[P,)Q°] B CIC[P, 11 &...
onde Q°" ¢ normal. Ou seja, Lg (Q)=n e os L, (Q) primeiros termos da redugio de M’ pela

estratégia perpétua realizam a normalizacio de Q, e o que sobra disso & C[C,[P,]].
{xxvi) Entao temos: L, (M} = L, (Q)+L, (C[C,[P,]].
{xxvii) Mas: L, (M) - L, (M2)+1 = L, (CIC JAxPYQ,[x/ QI+ 1.

(xxviti} Entdo, por (xxvi} e (owii), para provarmos que L, (M) > L, (M’) & suficiente

provarmos que L, (CIC,[(Ax.P)Q,x/Ql) 2 L, {Q)+LE (CIC,[P.1]), o que faremos agora.
(exiz) Seja Q B Q° B.. 5 Q° o path da r&du;ao de Q por F, (Note que Q°" ¢
normal).

Como xe FV(Q,), por (xxix}, pelos Lemas 4.3.3-(a) e 4.3.4-(a) temos;
(xxx) (Ax.POQ,[x/Q] =» Rx.POQ[x/ Q] ~»...~» (x.POQ,Ix/Q%.
Por {xxx} e pelo Coroldrio 4.3.9.1 temos:

(exxi} CIC, A= POQ, [x/ Q] ~»...~» C[C,[(Ax.PQ,[x/ QL

Esquematicamente temos:

Q CIC,IAx.P)Q,[x/Qll} = M° L, (M)
(m]:?mﬂ i' Hl v

Q° CIC,[0x.PQ, [x/Q%]]] = (M°Y Le ((M?))
(mlﬁMD é i v

Q= CIC[0x.P)Q, [x/ Q] = (M®)* L ((M°)%)

v ¥ V,

: fax) B feexd} ) Hi :

A ¢ v

Qe CIC,[(x.P)Q, [/ Q°[] = M°)™ Le (M)™)

v 7V
[C.[P.]] L, (CIC,[P.ID
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Temos entdo g seguinte situacio:
Le (M%) 0, > Lo (M) 10, > L (M) 0, > > L (MY (1 0001 & L (OGP D (e 1 413
Pela arribuicdo de indices acima, podemos notar que esta cadeia estritamente
ordenada tem Lgm{Q)-i-l termos, onde o primeiro é L, (M?) e o dltimo ¢ ng(C[Ci[Pl]]).

Portanto: L, (M°) = L, (Q) + L, (C[C,[P,]]).
Logo L, _(C[C,[(Ax.P)Q,[x/Q1} - L, (M%) 2 L, (Q)+L, (C[C,IP.1]).

i}

Com isso provamos {xxuiii} & portanto, por (xxvi) e (xxwil), temos que:

L, M)> L, (M), o que resolve o Irem (1).

Além disso, por {xxii) e (xxv) temos que:

(xxxii) M® —» NPOfR

Portanto, por (iii) e (xxxii) temos gue:

i,k < tais que: (M1 = (MPY,

Portanto, M? ™1 = M o aue resolve o Item (2).
SubCaso 1.4: A = Ax.P)Q

Neste caso, como (Ax.P)Q é um Lredex, pela forma de M em (»): M’ = C[P{x/Q1L.

Note gue por {iv} temos M’ = M°, Portanto, por (i) temos: L, My>L, (M), o que
resolve o Item (1), e M = MP®, o gue resolve o Item (2).

Com isso esgotamos todos 0s casos possiveis para M — M’ e portanto terminamos o
Caso 1.
Caso 2: (Ax.P)Q & um K-redex

Segundo a Definic@o 4.4.5 temos agui dois subcasos para definir a forma de M°:

(1) Q estd na forma normal;
{2} Q néo estd na forma normal,

SubCaso 2.1: Q estd na forma normal

Entdo, pela forma de M em (o) e pela Definico 4.4.5 de F,_ temos:

(xxxiii) F_(M) = M° = C[P].

Seja M o, M. Como Q é normal, temos ..ﬁ.c:P, ou AcCGl ], ou A = (Ax.PXQ.
Analisemos cada um destes casos:
SubCaso 2.1.1: Ac Cf]

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(¢) temos:

M = C(Ax.PYQL, onde (Ax.PYQ € o lefi-most redex de M,
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- {xxxiv} Entdo, como Q & normal, pela Definicdo 4.4.5 de F, temos: M = C'[P],

Mas, pelo Lema 6.1.1-(d) temos:
{xxxv) M° = CiP] », C'IP} I~ M.

il )

Qu seja: M® = M™”, Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.
SubCaso 2.1.2: AP (Seja P —, P)
Neste caso, pela forma de M em (#) ¢ pelo Lema 6.1,1-(a) temos:
M = Clidx.PQL, onde P — P,
{xxxvi) Entfio, como Q é normal, pela Definicao 4.4.5 de F_ temos: M = C[P'].
{(xxxvii) Como P ~» P, entdo temos: M® =  C[P] v CiPY , Ei} M,

{vorxifi} KR

Ou seja: M® — M. Logo o resultado segue coma no Caso 1.1.1,
SubCaso 2.1.3: A = (Ax.P)Q

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(¢) temos: M’ = C[P].

Note que por (xxxiii) temos M' = M®. Portanto, por (i): L, (M}> L, (M"). Além disso,
& claro que M™ = M. Portanto os Itens (1) e (2) estdo resolvidos.

Note gue, como Q é normal, esgotamos todas as reducdes possiveis para M e
portanto terminamos o Subcaso 2.1,
SubCaso 2.2: Q nio estd na forma normal

Entio, pela forma de M em (s}, como (Ax.P)Q & um K-redex, pela Definicdo 4.4.5 de
F, temos:

(xxxviii) F (M) = M = C[(Ax.PYQ°).

Seja M —», M', Temos: AcP, cu AcQ, ou AcCl ], ou A = (Ax.P)Q. Analisemos cada
um destes Casos:
SubCaso 2.2.1: Ac Gl

Neste caso, pela forma de M em (s) e pelo Lema 6.1.1-(c) remos:

M = O'[(hx.PYQ], onde (Ax.P)Q & o left-most redex de M,

{xxxix} Entfo, pela Definicgo 4.4.5 de F, temos: M™ = C'[(x.PYQ°].

Mas, pelo Lema 6.1.1-{d) temos:

(xl) M° i Clax.P)Q%] —, Clx.PYQ°) = M,

Qu seja: M® = M™. Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.

SubCase 2.2.2: A= P (Seja P -, PY

Neste caso, pela forma de M em () ¢ pelo Lema 6.1.1-(a) temos:
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M = C{(Ax.P)Q], onde 3x.PYQ é o left-most redex de M’
{xif} Entdo, pela Definicio 4.4.5 de F_ temos: M = C[(Ax.PQ°L
Como P -», P, pela Definicio 4.3.1 temos:
(xlify (Ax.PYQ® -, (Ax.PHQ"°.
Por {xlii) e pelo Teorema 4.3.9 temos:
Me - Clx.P)2°] — ClAx.PHQ°) (ﬁ)M"’.
Ou seia: M® - M. Logo o resultado segue como no Caso 1,1.1,
SuhCaso 2.2.3: A Q (Seja Q —, Q)
Neste caso, pelo Lema 8.1.1-(b) temos:
M' = C[(Ax. PYQ'], onde (Ax. PYQY & o left-most redex de M.
Temos aqui dois subcasos possfveis para o tipo de Q"
(1 Q' =Q%
@ Q=Q°.
SubCaso 2.2.3.1: = Q°

Entdo, pela forma de M em (o) temos: M’ = C[{(Ax.P)Q°].
Note, por (oxviii) que M = M°, Portanto, por (i} temos: L, (M)>L, (M?}. A;ém

disso, & claro que M = M®°, Portanto os Itens (1) e (2) estdo resolvidos.

SubCaso 2.2.3.2: ' #Q°

Mais uma vez temos dois subcasos para analisar:

(1) Q’ ests na forma normal;
(2) Q' nfo estd na forma normal.
SubCaso 2.2.3.2.1: Q’ estd na forma normal _
{«itii) Entdo, pela forma de M em (»), pela Definicio 4.4.5 de F_ temos: M™ = C[P].
Efetuando a left-most reduciio em MP° temos:

Me i Clax.P)Q°} = C[P] = M™.

{lii)

Ou seja: M® —» M, Logo o resultado segue como no Case 1.1.1.

SubCaso 2,2.3.2.2: ' nao estd na forma normal

Note que, como em todo o Caso 7 (Ax.P)Q & um K-redex, pela Definicdo 4.4.5 de F,
temos: M?? = Cl{Ax.PYQ%%, se ° ndo for normal,

Em geral, M = M®%° = C[(Ax.P)Q%] se Q°™ " nio for normal.

Se Q°* for normal entdo:
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(xliv) MP™¥ = CIPL
Entio, o path da estratégia perpétua de M &
M= ClAxP)Q] B..5 ClOx.PQ° B CIP B...,
onde Q° & normal. Ou seja, os L (Q) primeiros termos da reducio de M pela estratégia

perpétua realizam a normalizacio de Q, e o que sobra disso é C[PL

{xlv) Ento temos: L, (M) = L,_(Q)+L, _(C[PD.

Logo, por {xlv), como para todo termo N, L, (N} 2 1, remos:

(xlvi) Le M) > 1, (Q).

Como, por hipdtese do caso 2.2.3 temos M = Clx.PIQ’Y, onde Qx.PYQ 6 o left-
most redex de M, fazendo com M’ o raciocinio andloge ao feito anteriormente com M

remos:
(xlpil) M™% = CIP] |, onde m=L, _(Q".
(xtuiii) L, (M) = L, (Q)+L, (C[P].

Portanto, por {xlv) e (xlviii} temos:

(i) L, M)>L, M) « L, (Q)>L, Q).

Mas, por (xlv) vale HI em Q, portanto, para todo Q' tal que Q -» Q' temos
L%(Q) > st{Q’). Logo, por {xlix), Lgm(M) > ng(M’), o que resolve o Item (1),

Além disso, por {xliv) e (xlvil) temos: M™®™Y = M?™™Y o gue resolve o Irem (2).
SubCaso 2.2.4: A= Ax.P)Q

(I Neste caso, como (Ax.P)Q é Keredex, pela forma de M em (s) temos: M’ = C[P].

Efetuando a left-most reducio em M° temos:

Y ( E‘ﬁj Ciax.PY0° — CiPF} ET;M" Ou seja:

pae L

{Hy M° — M,
Loga, por {li} e por (ii} temos:
(liiy L,_(M°) > L, (M),
{lii)) Mas, por (i) temos que: LFQ(M) >LEQ(M°).
Logo, por (lii) e (liii) temos que: Ly (M)>L, (M), o que resotve o Item (1),
Além disso, por (i} e (i) temos que 3j,k <o tais que: M™? = (M®)®*, e portanto, pela
- Observacio 4.4.5,1-{d), M = M*™, 6 gue resolve o Item (2).
Com isso, terminamos todos 0s casos possiveis para as redugdes de M guando ele €

um K-redex, terminando assim o Caso 2 e a prova do teorema. ¢
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Com o resultado do teorema acima, basta provarmos que Ly (M}<a para todo M
para termos que Lg (M) é ordinal natural para os termos de A°. E isso o que faremos nas
duas secoes seguintes deste capitulo através da definicic da atribuicdo ofM), A Secio 2
corresponde 3 contrapartida em 2> dos resultados do Capfeulo 1T desta tese, e a Seciio 3 aos

resultados do Capfrulo I,

§2 Finitude e Unicidade de o(M).

O objetivo desta secda é definir a atribuigo numérica ofM) e provar que ¢ finica e
finita para todo termo M. Na secio seguinte provaremos que o(M)=Lg_(M) para todo termo
M e portanto obteremos a partir do Teorema 6.1.2 acima que ofM)=Lg (M) é ordinal
natural para 3>,

Vamos inicialmente redefinir para o caso de A= todos os conceitos fundamentais que
utilizamos em nossa prova para C', Dispensaremos aqui as explicacdes intuitivas sobre o

método de prova gue fizemos no Capitulo 11

6.2.1 DEFINICAO: Comprimento de um Tipo - I{)

Definimos o comprimento de um tipo A, e denotamos por I(A), como o nimero de
ocorréncias de tipos bésicos em A. Mais formalmente:

{iY A=o = L(A)=1;

(i) A=BoC = LA)=LB)+LO).

Se Me A* (M £ termo do ripo A), denotamos: L(M) =, [{A).

6.2.2 DEFINICAQ: Segmento-w

N < M é um segmento-a de M, se N tem a seguinte forma:

N = (Ax,.Ax,...Ax.P)Q,Q,...Q,.

6.2.2.1 OBSERVACAO:

Como ocorre em O, a definicdo de segmento-xx identifica os subtermos de um termo

que tém a possibilidade de formarem um novo redex cada vez que uma certa reducio €
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efetuada. Note que a expressio de N acima possui apenas 1 redex explicito
((Ax, hx, . Ax,. PYQ,), cuja redugcdo cria um novo redex, cuja redugio, por sua vez, cria um

rerceiro redex, e assim n vezes. Veia:

{Ax,Ax,... A, PYRLQ,...Q, ((Axy. 2%, A%, . PYQ, & o redex explicito)
l

Az, Ax, Plx,/QDQ,...Q ((Axy A%y Ax, P, /QDNQ, € o redex)
{
1

p{xl/anxz/Qi‘]'“[xn'/Qu]'

$.2.3 DEFINICAO: Subtermo Pesado (SP)
Cada um dos Q,s em um segmento-¢¢ (Ax,.Ax,...2x,.P)Q,Q,...Q,) = M é um subtermo
pesado (SP) de M.

6.2.3.1 OBSERVACAO:
Considere o segmento-tt  (Ax,.Ax,...Ax . P)Q,Q,..Q, « M. Definimos ¢ 4 de um

subtermo pesade Q, (1 €1 € n) como sendo o simbolo “A” de Ax, em M.

6.2.4 DEFINICAQO: Subtermoe Multiplicativo (SM)
Considere o segmento-0 (Ax.A%,...Ax,.PIQ,Q,...Q, « M. Dizemos que Q, (1 €i < n}
& subtermo multiplicative (SM) em M se x, € FV(P).

6.2.5 DEFINICAO: Grau de um Subtermo Pesado - (gry(Q.)
Seja (Ax. A%, Ax PYQ,Q,..Q, ¢ M. O grau em M de um subtermo pesado O,
(1 £ k < n) {denotado por grlQ.)) & definido como o comprimento do tipo de Ax,.. Ax,.P.
Ou sejar g Q0 =L Ax,...Ax.P). ' |

6.2.6 DEFINICAO: Grau Maximo Multiplicativo de um termo M - (g(M))

O grau mdximo de um termo M, denotado por g{M)}, é o valor médximo dos graus dos

subtermos multiplicativos de M. Qu seja:
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gV = max{gry{Q) / Q é SM em M}.ER

6.2.7 DEFINICAO: Numero Miximo de um termo M (ng(M))
Definimos ¢ mimers mdximo de um termo M, ng(M), como a guantidade total de SMs

em M com grau igual a g(Mj.

6.2.8 DEFINICAO: Multiplicacdo Estrela
Considere M = C[(Ax,...Ax,...Ax, . P)Q,...Q,..Q,}, tal que Q, € SM em M. Definimos a
multiplicacdo estrela de Q, como a operagdo que transforma M em:

MP = Cl(Ax, . Ax, Ax Pl /QNQ - Qi v Quir--Qy, onde y, € varidvel nova.

6.2.8.1 NOTACOES:
(@) Quando M* & obrido de M arravés de uma multiplicacio-* denotamos: M % M?,
(5) Quando M =M, HM, 5. . 5H M, = [ <m<o, denotamos: M S» M.

6.2.8.2 COMENTARIO: |

Considere M = Cl{(Ax.P)Q] tal que x ocorre livre em P, Pelas Definicoes 6.2.2 ¢ 6.2.4
temos que (Ax.P)Q é segmento- e G é SM em M, Se efetuarmos a multiplicagio estrela de
Q obtemos:

(i M = Clx.P}Q] 5 Cl0x.Plx/Qly] = M*,  onde y é varidvel nova.

J4 a redugido de (Ax.P)Q em M produz:

iy M = C[(Ax.P)Q] - CIPx/Q]] = M".

Se prestarmos atengdo em (i) e (i) vemos gque a multiplicagio-* em (i) eferuou
exatamente as multiplicactes de @ em P que a redugio em {i). Além disso, o redex que
existia ern M continua existindo em M*, sendo que a sua reduciio recupera a forma de M

obtido pela reducdo direta. Veja:

52 . . . '
Esta nocio de prau & disdnta da que apresentamos em 5.3.2, introduzida por Beckmann. Na nossa

definicdo acima, g(M) se refere ao comprimento méximo dos subtermos muldplicativos de M. Na definicio de
Begkmann, g{M}) se refere ao comprimento do encadeamento mgximo de simbolos “* nos tipos dos subrermaos

de M,
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(iii) M* = C[(Ax.P[x/Q]y] -» CIP[x/Q)] =M,
y é varigvel nova = (Ax.Plx/Q}y ¢ K-redex.
Ou seja, a defini¢io de multiplicagio-* eferua aqui o mesmo papel que em ) isto &,
provoca todos os “aumentos” que uma reducdo poderia fazer, sem no entanto eliminar o

redex cuja reducdo produziria estes “aumentos”.

6.2.9 DEFINICAO: Subtermo Estrela - T(M)
Seja M = C[Q] um termo de A° Dizemos que Q é o subtermo estrela de M, e

denotamos por Q=T{M), se Q for o SM em M de miximo grau cujo A ocorre mais 2 direita

em M.

6.2.9.1 OBSERVACOES:

{ay Como para cada termo M s6 pode existir um subtermo multiplicativo de méximo
grau cujo A ocorre mais A direira em M, & claro que para cada termo nfo normal M T(M} ¢
inico.

(b} Se R #T(M) é SM em M, & imediato pela defini¢do acima que:

() QA de Rocorre & direita do A de TIM) e M = gr(R) < gr (TIMY.
iy OrdeRocorre desquerdado A de TM) em M = grR) < gr{TIMY).

6.2.10 DEFINICAQO: Termo Estrela
Dizemos que o termo M € um termo estrela quando M néic possui nenhum subtermo

multiplicativo.

6.2.10.1 OBSERVACAO:

E claro gue se M ¢ termo estrela, entdo g(M) =0 e ng(M)=0.

6.2.11 DEFINICAQ: Seqiiéncia Estrela

Uma segiléncia estrela para um A -termo M, denotada por By, € uma seqtiéncia de
termos M, M™, M™,.., tal que sdo satisfeiras as seguinres condi¢oes:

(a) MI™ = M;

(b) Cada M™** & obtido de M™ arravés da multiplicacio-* de TM™);
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{c) O dltimo termo da seqiidncia, quando existe, § um termo estrela,

6.2.11.1 OBSERVACOES:

{a) Note que se M é termo estrela, entio By = M & uma seqtiéncia unitdria,

{h) Note rambém que como para cada termo M ndo estrela existe apenas um
subtermo estrela T{M), entdio para cada termo M a segiiéncia estrela € tinica.

{c) A notacio M £ M" indica que M se reduz a M" pela multiplicacio estrela de T(M).

(dy Utilizaremos para as seqiiéncias estrela a notaciio By = M™ %5 M™ & M™ %
onde M™ = M, M*® = M" ¢, genericamente, M" representa o (n+ 1)-ésimo termo da seqiiéncia
estrela para M. _

(e} Denotaremos por M* o tltimo termo da seqiiéncia estrela para M, quando esta for
finira,

(f} Se M* esta definido Bn<wo / M™ & termo estrela), entdo é claro que para rodo
m £ n temos (M*™* = M¥*, pois a seqiiéncia estrela para M é tnica e M™ pertence 2 segiténcia
estrela de M,

{g) Pela unicidade da seqiiéncia estrela também € trivial que, se M¥ estd definido,
M=N = M* = N*

(k) E claro pela Definicgo acima que: (M™)™ = M**. Ou seja, o (m+ 1)-gsimo termo da

seqliéncia estrela para M™ & o (n+m+ 1)-ésimo termo da seqiiéncia estrela para M.

Considerando M % M*, uma multiplicacio-* qualquer em M, a definicio a seguir
relaciona os subtermos de M* com os subtermos de M. Veremos que, com excecio:da

varidvel nova de M*, para cada S < M? existe um R < M que deu origem a S.

6.2.12 DEFINICAO: Residuo-*
Sejarmn M e MF termos tais que M %> MY, Podemos representar M e M? como:
{ M = Ci{{Ax,...Ax, . P)Q,...Q ] e
M = Cl0wx, .. 2, Plx,/Q.0Q,... Qv Q... QL.
Seja R ¢ M. Definiremos (R),,..., (F)y o M* como os residuos-* de R em M’ da
seguinte formas:

Como R < M, pela forma de M em (i) temos trés possibilidades bdsicas para R:
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« R (Ax,.. A%, . PQ,...Q,:
» R ¢ disjunto em relacio 2 (Ax,...Ax,.P)Q,...Q,;
o (Ax, 22 P)Q,...Q o R. '
Analisemnos cada uma delas:
(R < (hx,..2x,.P)Q,...Q,.
Neste caso temos trés possibilidades para R, que sio:
(LIRcQ,Ilsksn e k=i = Q,=C,[R] Por (i) temos:
M = C[(hx,...2x,. P)Q,..Q,_,C[RIQ,....Q,] e
Cl{ax,. o ax, Plx/Q0Q, . Q. CRIQ,. O, , v, Q,,..Q.] Gei>k
CliAx, ... Ax, Plx/QDQ,...Q, , v, Q... Q. ,C,[RIQ,.....0,] (sei<k).
Neste caso, m=1 ¢ (R), = R « M*.
(LR P = P=CIR] Por (i) temos:
M = C{(x,...2x,.C,[RDQ,...Q] e
M* = Cl(dx, ... Ax, .G, [R)%/Q,0Q,..Q,., v, Q..-.Q,]
= O, Ax,.Cylx, /Q R, /QINQL... Qv 0,,.-.Q
Note gue o subtermo R de M transformou-se em Rlx,/Q,] em M*,
Neste caso, m=1 e (R), = R{x/Q,] « M*.
(LR Q, = Q,=C,RI Por (i) temos:
M = C{fax,...Ax,.P)Q,...0,_,C,[RIQ,,....Q.).
M* = C{(Ax,.. Az, Plx,/C. RN, Q . v, Quurn QL]

Note que existem tantas ocorréncias de R em M* quantas sdo as ocorréncias

i

Mf
Mt

lif

livres de x, em P.
Neste caso, m=nimero de ocorréncias livees de x, em P e, para 1 €i < m,
(R),=R  M* tal que indices menores de (R), correspondem a subtermos mais

esquerda em M*,
{2) R & disjunto em relagio a (Ax,...Ax,.P)Q,...Q,.

Isso significa que R ocorre em uma parte de M externa a0  segmento-a

(Axy. A, PYQ,...Q,, ou seja, R ocorre ou & esquerda ou a direita deste segmento-Qt.

Portanto, um dos dois subcasos abaixo ocorre:
(2.0 M= C,[R]C,[(Ax,...Ax.PQ,...Q, ]
2.2 M= C,[(Ax,..Ax,.PQ,...Q,IC,[R]
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Para cada um destes casos M* tem as seguintes formas:
M = C[RIC, [, Ax,. Plx,/QDQ,. Q45 y; Q4. Q) (Caso 2,10,
M = C, [0 2 Pla/QN0 . QL vy Q- QLG IR] {Caso 2.2).
Note gue em nenhum dos dois casos R se alterou em M*,
Neste caso, m=1e (R), = R < M".
(3) Ax,. Ax, P)Q, QL o R
[sso significa que o segmento-a. no qual estamos realizando a multiplicagao-*
¢ um subtermo de R. Neste caso, R = G [(Ax,..Ax,.P)Q,...Q,]. Logo, como R é subtermo de

M, temos que M e M® t&m as seguintes formas:
M= C,[C,[0x,.. 2. P)Q,... Q] e
M* = C[C, [0 .. Ax Plx/Q,DQ,..Q; x, Q... Q1L
Neste caso, m=1 e (R), = C,[(Ax.. A Plx,/Q.0Q,...0,, x, Gie-QL

6.2.12.1 OBSERVACAQ:

E claro, pela defini¢ao de residuo-*, que se M %> M?, entdo todo subtermo S de M ¢

residuo de algum subtermo R de M, com excegdo apenas para y, em Q,...Q,, v, Q- -Q,

Veremos agora um lema que relaciona o graw dos subtermos pesados de um

segmento-0L com suas posicdes no segmento.,

6.2.13 LEMA:
Considere M = C{(Ax,...2x,.P)Q,...Q,]. Se 1 £ r<s<n, entdo gr Q) > gra{Q,).
PROVA:
Considere r e 5 niimeros naturais satisfazendo as condigtes do lema.
Considere, para (1 <i < n):
ix, € AM  (cada x, é do tipo A,).
(3P e A* (P &do tipo B).
Pelas Definictes 6.2.1 e 6.2.5 de comprimento de tipos e gran  temos:
(i) grm(Q,) =L(Ax,.. Az, P) =1 (A, 5..0A, B}
(iv) gr Q) =1 (Ax . Ax,. . Ax, P)=1{A D...DA,D..DA DB).

E claro pela Definicio 6.2.1 de comprimento de tipos que:
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(0} {AD..2A,D.DA,0B) > [{A,2..0A 0B
Portanto, por (iii}, (iv} e (v} temos: grg{Q) >gry(Q,) +

O lema seguinte € uma conseqiiéncia imediata da Observacio 6.2.12.1.

6.2.14 LEMA:

Considere M & M* A”-termos tais que M 5 M*, Se 8 « M* é SM em M*, entio existe
R o Meal que S € residuo-* de R.
PROVA:

Seia 8§ o M* SM em MF.

Pela Observacio 6.2.12.1, rodo subtermo 8 de M* ou é residuo-* de algum subtermo
R de M, ou é a ocorréncia de v, expressa na Definicio 6.2.4 de SM.

Mas, pela Definicdo 6.2.4 | esta ocorréncia de vy, ndo é SM em M,

Logo existe R o Mral que 8 & residuo-*de R. ¢

QO lema a seguir estabelece virios resultados com relacio i operagio ®. O objetive
do lema ¢ provar todos os principais argumentos gue utilizaremos na prova de que a
segiéncia estrela para cads termo M ¢ fnita. As provas de cada item sdo simples e obtidas
diretamente 2 partir das definicdes que elas envolvem, apenas por inspecio dos casos
possiveis, Devido 4 importincia que a finitude da segiiéncia estrela tem no nosso
desenvolvimento, opramos por apresentar detalhadamente as provas de todos os itens do

lema,

6.2.15 LEMA:
Considere 2 seguinte multiplicacdo-*:
M = Cl(Ax,...Ax, PYQ,...QL) & CllAx,.. Ax Plx,/QNQ,...Q,.. v: Qupe---Q,] = MF
Seja ReM. Para todo k tal que {R), ¢ residuc-* de R em M' valem os seguintes

resuitados:
MR£Q, éSMemM = R, éSMem M & graR)= gro{(R));
()R nac é SMem Me (R), 6 SMem M* = g1 J(R)) <grg(Q,);
GYRgQ) e R=TM)) = k=1 e (R ,=TIM";
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@ SeQ,=TIM) e algum (Q,), € SM em M?, entdo:
FTl(QJ) <grylQ) (Vk / (Q)), & residuo-* de Q,);

(5) Q=T(M) = g(M) 2 g(M");

6 Q,=TM) e ngM)=1 => g(M) > g(M";

(D Q=TM) e gM) > g(M) = ngM)=1;

®) Q=TM) e ngM)>1 = gM)=g(M") e ng(M)=ng(M"+1;

) Q,=TM) ¢ gM)=gM* = ngM)>1 e ng(M)=ngM"+1,
PROVA:
Item (1)

Pela forma de M temos que se R ¢ algum outro SM de M diferente de Q,, entio
todas as possibilidades para R sdo:
(@) R < (Ax,...Ax,.P)Q,...Q, . Neste caso:
sRéalgum Q, (1 <s<n e s#i),
» R ocorre em algum Q_ (possivelmente no proprio Q,),
* R acorre em P;
{b) R é disiunto de (Ax,...Ax,.P)Q,...Q;
(€} (Axy..Ax, Q... Q. c R
Analisemos cada caso.
CASO 1: Réalgum Q, (I <ssn e s#1i)
Neste caso, pela Definicio 6.2.12, (R}, = Q, ¢ M* é o tnico residuo-* de Q, em MF.
E facil ver pela forma de M e de M* que qualquer Q, (s # i) continua ou ndo SM em
M¥ conforme ele seja ou ndo SM em M.
Além disso, como x, e Q; t8m o mesmio tipo, temos que:
LPY = L(Px./Q,D e portanto: [(Ax,...Ax.P)= [ (Ax,...Ax . Plx,/Q.]).
Logo, pela Defini¢io 6.2.5 de grau temos: gry(Q,) =gne(Q,) =gra(R)) (s 2 1.
CASO 2: Rocorreem algum Q, (1<r<n) (Ouseja: R Q)
Neste caso, como Ré SM em M, o @, em que R ocorre € do tipo:
0 Q, = Cl0y,. ... Ay N)S,..8, ,RS,.,...8,1
Além disso, pela Definigdo 6.2.12:

ser =i, {R), =R c Q, « M* é o tinico residuc-* de R em M¥
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se r=i, (R); =... = (R), = R = M* siio os k residuos* de R em M*, e k

representa o ndmero de ocorréngcias livres de x, em P,

Pelas formas de M e M® e por (i} temos que a estrutura interna de Q, nio se altera
com a multiplicagio* M % M*, mesmo quando r=i. Logo:

(R éSM em M) = ((R), ¢ SM em M*) e, além disso, gry(R) = gr((R),).
CASO 3: R ocorre em P

(ify Neste caso, P é do tipo: P = C,{(Ay,. ...2y..N)S,..8, (RS,,,..8,] = C,[R].

Além disso, pela Definico 6.2.12, (R), = R{x,/Q,] é o tinico residuo-* de R em M?,

Pelas formas de M e M* e por (i) temos:

(i) M = Cl(Ax,...Ax,.C,[RDQ,...QL

(i) M? = Cl{hx,... Az, IR v/ QDQ,...Q, ., v, Q- QUL

Note que:

Plx,/Q,} = C.IR]ix/Q.1 = C,lx,/Q,lIR[x,/Q,l} =
= C).[xifai}[(?\‘}'r“?“yt‘N[xi/Qil)S:.[xi/QJ---Sa-1{x1/ai]R[xs.*fag]ssﬂ[xi/admsg[xi/Qg}]-

() E claro que se y, ocorre livie em N, entdo y, também ocorre livie em
Nz, /Q 0,780 [9,./8,4]

Portanto, por (i), {iv) e {v), e pela Definicic 6.2.4 de SM temos quese R é SM em P
entdo Rix,/Q,] = (R}, é SM em P[x,/Q,]. Ou seja, (R), 6 SM em M*,

Além disso, como substituicdes ndo alteram o tipo de um termo, temos gue
LAy Ay N =Ly, Ay Nixg /Qu ). Logo, gre(R) = grg(RIx,/Qul) = grul(R)y).
CASQO 4: R ¢ disjunto de (Ax,...Ax,.P)Q,...Q, em M

Neste caso temos duas possibilidades para M:

iy M= G, [y, .. Ay.NIS,.. 8, RS,...8C[(Rx,. . A%, P¥Q,...Q,1, ou

M=C,[0x,. .. 22, P)Q,...QIC IRy, ...A%.N)S,...8, |RS,,;..8.L

E, além disso, pela Definicgo 6.2.12 (R), = R € o tnico restduo de R em M,

Por (34 temos:

(wii) M*=C,[(Ay,.. 2y N)S,...8, RS, ...8,1C,[Ax,.. Ax, . Plx,/Q,NQ,...Q, v, Q,..... Q.
ou

M*=C,[(Axy . Ax, Plx/QDQ, . Qe Q- QIC, Ay Ay NYSLLLS, RS, 8,].
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E claro, por (ui) e {vii) que o segmento- a0 gual R pertence nio se alterou com 2
multiplicacio-* de Q,. Logo, se R ¢ SM em M, (R}, = R também o ¢ em M' e
R = grgl(R)). '

CASQO 5: (Ax,...Ax.P)Q,...Q. c R
Neste caso, R = C,[(Ax,. ..Ax.P)Q,...Q,].
Como R ¢ SM e subtermo de M temes que M e M sdo das seguintes formas:

M = C,[0y,. - AyNIS,...8, . Clx, .. 4%, P)Q,...Q,1S,....8.] e

M = C.lAy,. - Ay.N)8,...8, ,C,[(hx,. oA Pl / QN Qy L, %y Qus Q8,00 8.0

Além disso, pela Defini¢io 6.2.12 temos que o dnico residuo de R em M* € definido

como:
(RY), = CJ{Ax,. .. A% . Plx,/Q.NQ,...Q, v, Q,,,-..Q,)

Rescrevendo M e M* temos:

M = C,[0y,. Ay N)S,..8..RS....8.] e

M* = C,[0y,. .. 2y..NIS,...8, (R),S,.....8,1

E claro, olhando para M e M* acima que se R 6 SM em M, entio (R), também o é em
M*, uma vez que as alteragdes que a multiplicacio-* de Q, provocaram t8m escopo apenas
interno a R, nio alterando a forma do segmento- no gqual R ocorre em M. Além disso,
pela Definigdo 6.2.5 de grau temos: |

gru(R) =&y, ..Ay .N)=gr (R)).

Com isso analisamos todos 05 casos possiveis e provamos o frem 1, 7

Ttem (2)
Nizo ¢ dificil ver, pela Definigio 6.2.12 de residuo-*, que o tinico caso possivel no
qual R ndo é SM em M e algum (R), &€ SM em M* ocorre quando as condigdes (1) a (3)
abaixo forem satisfeitas.
(1) Q, tem 3 forma:
@ Q, = Ay,..-Ay..N.
{2) R < P e, para alguma ocorréncia fivre de x, em P, temos P do tipo:
@) P = C,[x,S,...8,,RS,,...S 1 |
{3) v, ocorre livre em N.

Neste caso, por (i) e (ii) temos que M ¢ M* tém as formas:
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(iii) M = Cl(hz,.. A%, C,{x,5:--8,.1RS, .. 8. DQ,... Qs By Ay NI, QLT
() M* = Cl(hx,... Az, Cil(hy,. 2y N)SL..8 R7S%,...810,..Q, . 3.Q,....0.], onde o
indice 7 que acrescentamos denota: X® = X[x,/Q,].
Além disso, pela Defini¢ic 6.2.12 temos que (R), = R” £ 0 tinico residuo-* de R em
ME. Ou seja, k=1,
Neste caso, pela Definigdo 6.2.4 e por (iv) 2 ocorréncia (R), = R” é SM em M*.
Note também, por (iif}, que R ndo € SM em M, pois ocorre em x,8,...5_,R.
Temos que x, e U, s8o do mesmo tipo, caso contririo M nio seria termo de A2,
Considere:
WxeA'e Q =hy,.... 3. Ne A* (Aéotipodex edeQ,).
(f) AxppAx P e AR,
Entio, por (), (vi) e pela definicdo de tipos, temos:
(wid) AxpAx,,,..Ax,. P e AME
Além disso, pela Definigio 6.2.1 de comprimento de tipos e por (v) temos:
(wiid) LAY =10y, .. Ay, N} 2 LAy, ...Ay,.N), onde(l £s<1).
Por {iv}, (wiil) e pela Definicao 6.2.5 de grau remos que:

(%) gr(RI) =LAy, Ay N) < L{A) < UASB).

Pela forma de M e pela Defini¢do 6.2.5 de grau temos:
(x) Q) = L{Ax, Ax,, . Ax.P) Z, HADR).

0

Portanto, por (ix) e (x) temos que gr,((R),) <gry(Qy). J

Irem (3}

Pela Definicio 6.2.12 de residuo-*, os tinicos casos nos quais um subtermo R possui
mais de um residuo em M* ocorrem quando, ou R € o préprio SM multiplicado (R = Q,), ou
R ¢ subtermo do SM multiplicade (R < Q,). Mas por hipdtese do Irem 3, nenhum destes
dots casos ocorre, logo R 36 possui um residuo-* em M?, ou seja: |

0 k=1,

Note, pelo Item (1} deste lema, que (R}, é SM em M* e

» Olhando para M ficamos tentados a pensar que a parte (Ay, .. Ay, NQ,,,...Q, de M & um redex, o que na
verdade é falso, porque devido 3 precedéncia ns operagio de aplicacdo em Jderermos (., ndo estd sendo
aplicado a (Ay,...Ay,.N) apenas, mas a {(..{(Ax,...Ax,.Cl%8,...8,_,RE, ;.. S.DQ..Qu_ Ay, ... Ay NY.

275




(1) grulR) =gro{(R),).
Pela Definicio 6.2.9 de subtermo estrela, para provarmos que (R), = T(M*) temos que
provar que:
(i) Para qualquer 8, SM de M*, vale:
(@) o A de S ocorre & direita do A de (R), em M* = g, (8) <gr o (R},
(b} o & de S ocorre 4 esquerda do A de (R}, em MF = g1 (8) < gro((R)y).
Pelo Lema 6.2.14 vale:
{iv) Para todo 8§, SM em M®, existe um 8’ « M do qual B ¢ residuo-*,
Temos duas possibilidades para 8 ou 8’ 6 SM em M, 0u 8" nioc 6 SM em M.
CASO 1: 8" nioé SMem M
Neste caso, pelo Item (2) deste lema temos:
®) grm(R)) = gruR) > gn(S).
E claro, por (v), que ii)a) e {)(b) sdo vilidos e portanto (R), =TM?.
CASQ 2: 8¢ SMem M
Neste caso, pelo ltem (1) deste lema temos:
() gru(8) = g7 (S).
Dessa forma, por (i) e (vi), como R é T(M}, pela Definicio 6.2.9 temos:
(vil o A de §’ ocorre 2 direitado A de Rem M = gr(8) < gr(R,);
(viti) o A de 8’ ocorre aesquerdadoide Rem M = gn(8) < g'}m((R)i}.
Considere a afirmagio:
M OAdeS ocorre esquerdadoide Rem M =
o A de 8 ocorre 2 esquerda do A de (R), em M*,
Por (1), {viii) e (*) temos:
« O A de S ocorre i direita do A de (R), em M? = gr(8) < g (R)).
» O L de S ocorre 3 esquerda do A de (R), em M* = g (8) < gr((R)).
(ix} Assim, se assumirmos a afirmacio {¥), entdo ({ii}a) e (i#i}b) sdo vélidos para S e
portanto, pela Definicsio 6.2.9, (R), =T(M*".
Mas analisando a Deﬁnigﬁo 6.2.8 de multiplicacio-*, & ficil perceber que as dnicas
mudangas de posicdes de subtermos que a multiplicacio-* de Q), provoca sdo da direita para
a esquerda. Isto para o caso dos residuos-* de Q, e dos subtermos de Q,. Como R nédo é Q,

nem ocorre em Q, o méximo gue pode ocorrer € o A de 8 ocorrer & direitado A de Rem M
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2 0 & de § ocorrer & esquerda do A de (R), em M. Nunca o contririo disso. Logo, a

afirmagio (*) é valida e, porranto, por (ix), provamos o Irem 3. 3

ftem (4)
Pela forma de M* e pela Definicsio 6.2.4 de SM temos que para (Q,)_ ser SM em M?, ¢
porgue (Q,), ocorre em algum subtermo N de M* que tem a seguinte forma:
i N =y, Ay..DEE,, (Q)E.,. . E

com v, ocorrendo livre em D.

r

Pela Defini¢lio 6.2.8 de multiplicagdo-*, para que uma situacio como a descrita em (i)
ocorra  em M, as  seguintes propriedades tém  que ser vilidas em
M = Cl(ux, .. Ax, . P)Q,...QJ:

(i) P = C,l(Ry,... A9, NS, .8 | x, 8,,....8.];
(x, expresso é a m-€sima ocorréncia de x, em P)
{iif} y, ocorre livre em N.

Pela forma de M e M* e por (i) temos:

(i} M = Cl{Ax,... 2, Gy, Ay NS, .8, 5, 8,,,...8.0Q,...Q

() M = Cl(Rx,... Ax..C,[(Ay,.. Ay N)S,.. SM xS, t][xi/ Q.DQ..Qu vy, QL Q4

 Clfhsy Aty Gl it NS5, Q, 82 50,y s 32 Qe L)
onde usamos a seguinte abreviaggo: X° = X{x,/Q,].

Como, por (i), estamos considerando a m-ésima ocorréncia de x, em P, entio, pela
Definigao 6.2.12 temos que 2 ocorréncia de Q, em M* £ (Q,) . Portanto, por (v} temos:

(vi) M¥ = Cllhx,... hx . Cll Ay, Ay NBSLL..82, (Q)), S2,.-.83Q,..0,, x, Qurn Q.

Como, por {iii), v, ocorre livre em N, y, certamente também ocorre livre em N°, pois
a substituicio ” é definida em x,. Logo, considerando: D = N7 e E, = 8] (1 < < o), por {vi)
remos que (Q,), ocorre em um contexto do tipo expresso em (i), e portanto & SM em M.

Por (iii}, (iv) e pela Definicgo 6.2.4 de SM temos:

(vii) 2 ocorréncia de x, expressa em M & SM em M.

- Além disso, por (fii):
(viii) O segmento-o de x, em M ocorre mais 2 direita que o segmento-¢ de Q.
| Como, por hipdtese do item, Q, =T{M)}, entdo por (vii), {vifi) e pela Definicio 6.2.9
de TIM) temos:
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(ix) grulx) < grw(Q,).
Pela Definicio 6.2.5 de grau, por (@) e por (9i) temaos:
() grulx,) =LAy, ... Ay,.N).
(%) grel(Q) ) =LAy, Ay .N) = Ly, . Ay Nix,/QD.
Mas como x, e Q, tém que ser do mesmo tipo, caso contraric M nio seria termo de
2>, remos, por (x) e (xi): |
(xil) gra(xs) =lAyp Ay N) =LAy, Ay Nix,/Q,]) = gre((Q))-
Assimn, por {ix) e por {xii) temos:

grael(Q) )< grg(Q)). 5

Item (5)

Considere 3 proposigio:

{*) Para qualquer 8, SM em MF, vale gr(S) < g(M).

G) E claro, pela Definicdo 6.2.6 de grau de um termo, que (¥} => g(M} = g(M".

Vamos portanto provar (¥).

Seia 8 o= M* SM em M,

{ii} Pelo Lema 6.2.14 existe R < M tal que S é residuo-* de R.

Temos duas possibilidades para Re Q: ocuR=Q, cu R % Q,.
CASO L:R=Q,

Neste caso, por {(if} & pelo Item {4) deste lema temos:

F(8) < gru(Q,) =M.

CASO2:R# Q)
Neste caso, por (i) e pelo Irem (1) deste lema temos:
(iii) grou(S)=gra(R).
Além disso, como Q, =T(M), pela Definicfo 6.2.6 de grau de um termo temos:
(iv) gr(R) < gru(Q,) =g(M).
Logo, por (iii) e (iv} temos:

grn,(S) < gM). J
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Item (6)
Analogamente ao item anterior, provar que g(M®) < g(M) & provar:
{*) Para qualquer 8, SM de M¥, vale gr,,,(S) < g(M).
Seja S o M SM em M*.
(i) Pelo Lema 6.2.14 existe R o~ M tal que S & residuo-* de R.
Temos duas possibilidades para Re Q:ouR=Q, 0u R £ Q,.
CASOL:R=Q,
Neste caso, por (i) e pelo Item (4) deste lema temos:

grm(S) < gra(Q,) =gM).

CASO2:R£Q,
Neste caso, por (i} e pelo Item (1} deste lema temos:
(il) (S =gru(R).
Além disso, como Q, =T(M) e ng(M)=1, pela Defini¢éio 6.2.7 temos:
(iii) gry(R) < gra(Q,) =g(M).
Logo, por (if) e (i) temos:

Zra(S) < g(M). 2

Irtem (7)

Como Q,=T(M)}, provar gue ng{M)=1 & provar que para qualquer R = M:
(FR#Q, e RéSMem M = gr(R)<g(M),

Seja R Mtal que R é SMem M,

Pelo Irem (1) deste lema, como R #Q, temos:
(B R) 6 SMem M e gr (R =gry(R} (vk / (R), é residuo-* de R},

Como g(Mh < g(M), pela Definicio 6.2.6 temos:
(if) gr (R} <gM).

Assim, por {i} e (ii): gr (R)<g(M). 0

item (8)
Se ng{M) > 1, entio existe pelo menos um subtermo R £Q, tal que:

HIRéSMem M e gr{R)=g(M).
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Como R #£Q),, pelo krem (1) deste lema temos:
Gy (R), 6 SMem M* & g (R))=gra(R) (Vk / (R), ¢ residuo-* de R}
Par (i) e (ii):
(iti) gr((R),) =g(M).
Mas como Q, =T(M), pelo Item {5) deste lema:
(iv) g(M) = g(M").
Porranto, por (i), {iv) e pela Definicio 6.2.6 de grau de um termo temos:

(v) g(M)=g(M?).

(vi) Seja 8 SM e M* tal que g (S)=g(M" = g(M).

Pelo Lema 6.2.14 existe R < M tal que S é restduo-* de R.
Temos dois casos possiveis para R: Rnioé SMem Mou R ¢ SM em M.
Se R ndo & SM em M, entdo, pelo kem (2) deste lema, gro(S) < gry(Q,) =g(M), o que,
por {(vi), ¢ um absurde. Portanto:
{vify S & residuo-* de R que é SM em M.
Pelo Ttem (4) deste lema, se S ¢ residuo de Q,, entfio gr,(S) <gr(Q,) =gV, o que,
por (vi), ¢ um absurdo. Portanto:
(viii) R 2Q,.
Por (vii), (viil) e pelo Item (1) deste lema remos:
(i) gra(S) =gru(R).
Assim, por (i), (vii), (viii) e (ix) temos:
(x) Os tnicos SM em M gue tém grau igual a g{M*) sdo os residuos dos ng(M)-1 SM de
M com grau igual a g(M) que sdo distintos de Q, =T(M).
E claro, pela forma de M, que se B 6§ SM em M e BcQ,, entio o A de B ocorre 2
direita do A de Q,. Portanto, pela Definicio 6.2.9 de subtermo estrela temos:
(x) BcQ, é SMem M o g (B)<gM).
Logo, por (w1), (ix) e (xi) temos:
{xii) ReQ@,.
{x1ii) Pela Definicdo 6.2.12 de residuc-*, os tnicos casos em que um SM B em M
possui mais de um residuo-* em M* ocorrem quando B = Q, ou quande B<Q,.
Partanto, por {witi), (xii) e (xiii) temos:

{xiv) R 56 possui um residuo em M*,
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Sejam R, ..., R, 0s ng(M)-1 SM de M, distintos de Q,=T(M), com grau igual a g(Mh).

{xy) Por {xiv} (R,),, ..., (R, sdo todos os ng{M)-1 residuos-* destes SMs em MF.
{xi) Por (%) e (xu), (Ry),, ..., (R, sdo os tnicos SM em M* com grau igual a g(Mh),

Logo, por (xvi) temos: ng(M® =ng(M)-1. I

Item (9)

(i) Seja 8 SM em M* tal que gr,o(S)=g(M") =¢M).

Pelo Lemz 6.2.14 existe RcM tal que S & residuo-* de R,

Temos dois casos possiveis para R: R ndo € SM em M ou R é SM em M.

Se R ndo é SM em M, entdo pelo Irem (2) deste lema gro(S) < gry(Q,) =g(M}, o que,
por (i}, & um absurdo. Portanto:

(i) S é residuo-* de R que € SM em M.

Pelo Ttem (4) deste lema, se § € residuo de Q,, entfo gre(S) <gu(Q,) =gM), o que,

por (¥1), & um absurdo. Portanto:
(i) R #Q,.
Por (iD), (iii} e pelo Item (1) deste lema temos:
(iv) gru(R) =gr(8) = giM).

Assim, por (iif), (iv) e pela Definigio 6.2.7 temos:

vy ngM) > 1.

Como Q,=TM) e, por (v), ng(M) > 1, pelo Item (B) deste lema temos:
(wi) ng(M)y=ng(M*1 + 1,

Logo, por (v} e (vi) provamos o Item (9). ¢

Vamos agora iniciar o argumento principal da prova de finitude da seqaéncia
estrela. No lema seguinte provamos que para um termo ndo estrela M qualquer é necessario
um nimero finito de passos da segfiéncia estrela para diminuir o grau de M. Ou seja, existe

M™ om B, com n<m, tal que gV >g(M™).

6.2.16 LEMA:

Se M ¢ um A™termo tal que ng(M) 2 1, entdo existe n< o tal que gM™ <g(M).
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PROVA:
Provaremos por inducdo em ng(M).
BASE: ng(Mj=1
Pelo Lema 6.2.15-(6) temos: ng(M)=1 = g(M} > g(M").
Portanto, n=1 <o jd prova o caso bdsico.
PASSO: ng(M)> 1
HI: Se N ¢ um A™termo tal que ng{N) <ng(M), entiio existe k <o tal que g(N"% <g(N).
Pelo Lema 6.2.15-(8), como ng(M) > 1 remos:
(i) gM)=gM") e ng(M)=ng(M"+1.
Logo, vale HI para M® e portanto temos:
(i) Existe um (MY)™ tal gue g((MD)™ <g(M™ ¢ k<a.

(ifi} Mas pela Observacio 6,2.11.1-(h) temos: (M™)™ = M™, Logo:
(iv) g(M) = oM™ (;:T) g((M™)™ (?a g(M™", Além disso, como k<o, k+1 <.

Portanto, fazendo n=k+ 1, temos, por {iv): gM™ <gM) e n<n. ¢

No teorema seguinte provamos finalmente gque a seqiiéncia estrela de qualguer termo

M é finira.

6.2.17 TEOREMA: Finitude de B
A seqiincia estrela de todo A™-termo M ¢ finita ({({By) < o).
PROVA: Inducdo em g(M).
Dizer que By <o & o mesmo que dizer que existe r<® tal que M™ & termo estrela.
E isto ue provargmos,
BASE: gM)=0
Neste caso, M ¢ estrela, e portanto M™ = M ¢ termo estrela.
PASSO: g(M)>0
HI: para todo A%termo N em que g(N) <g(M), existe s <o tal que N** £ termo estrela.
() Pelo Lema 6.2.16 existe n <o tal que g(M™) < g(M).
Logo vale HI em M™, e portanto:

i) Existe s <o tal que (M™™ & termo estrela,
a
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Logo, por (ii} e pela Observagio 6.2.11.1-(h) temos: M™* & termo estrela, o como,

por{eliln<o e s<w,éclaro que n+s<o.

6.2.18 DEFINICAO: Fungdo Peso - p(M)

Seja M um A -termo. Definimos o peso de M, e denotamos por p(M), como sendo o

nimero de todas os subtermos pesados SP de M.

6.2.19 DEFINICAO: Funcio Ordinal - o(M)

Seja M um A>termo. Definimos o ordinal natural associado a M, e o denotamos por
o{M), como: ofMy=p(M*}+1.

6.2.20 TEOREMA: Existéncia, Finitude & Unicidade de o(M)
Para qualquer termo M, o(M) estd definido, & tnico e finito.

PROVA.

O Comentdrio 6.2.11.1-(h) & o Teorema 6.2.17 garantem que, para cada termo M,
M existe e € dnico. Logo, pela Defini¢do 6.2.19, o(M) existe = é tinico para todo termo M.

Como a seqiiéneia estrela que produziu M* a partir de M é finita (Teorema 6.2.17), e
a multiplicacdo-*, execurada a cada passo da seqiiéncia, é uma operacdo finitdria (Definicao
8.2.8), entdo & claro que se M é um rermo finito, M* também o &,

Logo, sendo finito, M* possui um ndmero finito de subtermos pesados SP, ou seia,

p(M* < @ . Portanto, pela Definicio 6.2.19, temos que o(M)<m. ¢

§3 Finitude da Pior Seqgiiéncia - o(M) = L _(M)

Nesta secdo provaremos que a atribuico ofM), que verificamos ser dnica e finita

para cada termo M, corresponde ac comprimento da segiéncia de redugio obrida

aplicando-se a estratégia perpétua a M (L (M)). Fazendo isso, provamos que Ly (M)<o e

portanto, pelo Teorema 6.1.2 temos que Ly (M)=0(M) ¢ ordinal natural para 3>,
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6.3.1 LEMA:
Se M € um termo estrela e M — M, enrio M’ também é termo estrela,
PROVA: '
Considere:
() M = ClAx.P)Q] - C[Px/Qll =W
Como M ¢ termo estrela, entio (Ax.PYQ & Keredex (x ndo ocorre livre em P), caso
contrdrio @ seria um SM em M e portantoc M nido seria rermo estrela. Portanto, por (i)
temos:
(i) M’ = CIP[x/Q]]l = C[P]
Temos que provar que:
(*} Nio existe SM em M = C{(3x.PYQ] = nido existe SM em M’ = C[P].
Provaremos {*) por contraposicio. Ou seja, provaremos que:
(**) Existe SM em M’ = C{P] = Existe SM em M = C[(3x.P)QL
Considere que existe SM em M. Entio:
(iif) Existe R = (Ay,...Ay,.N)B,..B, « M = C[P] tal que algum B, ¢ SM em M.
Temos trés possibilidades para R com relacsio a P:
@R P;
BYP R,
(¢} R e P sio disjuntos.
Analisemos cada urma delas:
CASQDL:RcP
Neste caso, R @ (Ax.P)Q e portanto M rambém possui SM.
CASOC2:PcR
Neste caso, por (i) temos P N, ou P B, (1 gi<n)
Consideremos o caso P o N.
Entio: N = C,[P] e temos, por (iii):
(iv) M" = C,[(Ay,...Ay,.C,[P]B,...B,].
Ent3o, por (i), {iii) e fiv) temos:
M= C,[(Ay,... Ay,.Cl{x.PYQDB,...B,], & portanto algum B, é SM em M.
O caso em que P < B, ¢ anslogo a este.

CASQ 3: P e R sao disjuntos
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Neste caso: M' = C,[RIC,[P] ou M = C,[P]C,[R].
Para cada um destes casos temos:
M= C [RIC,[(Ax.PQ! ou M =C,[(AxPIQIC,[R].

Logo R ocorre em M, que porranto possui SM, +

6.3.2 LEMA:

Seja M = CiAx,...Ax..P)Q,...Q,., onde (Ax,.. Ax,.P)Q,...Q, € 0 segmento-ot mais &
ssquerda de M e Q, ndo é SM em M. Todos os casos possiveis para T(M) sdo os listados
abaixo e as seguintes propriedades sio vilidas:

(@) Se T(M) < P entdo: :

(1) M* = Cl(Ax,..2x,. PHQ,...Q,], onde:
(Axprx, PYQ,...Q, é 0 lefi-most segmento-ot de M”,
2y M™ = Cl(Ax,... Ax, . PQ,...Q,], onde:
(Axye.. Ax. PQ,...Q, € o left-most segmento-at de Mm.s4
(b} Se (TIM)  C[ |} entdo:
(1) M* = C* [(Ax,...Ax,.P)Q,...Q,), onde:
(Axy.. Az, PIQ,...Q, ¢ o lefr-most redex de M".
(2} M™ = C™(Ax,...Ax,.P)Q,...Q,]1, onde:
(Axy...Ax,.P)Q,...Q ¢ 0 left-most redex de M™,
{0} Se (TM) = Q) (1 €0 € n) entdo:
(1) M* = Cl(Ax,...Ax P)Q,,..., Q. QF, Q- QL), onde:
(hx, A, PIQ, e Qg QL Qs Q. € 0 left-most segmento-o. de M*,
() G = 1) = M™ = Cl(Ax,. . Ax . PYQ, - Qs Q7 Quugyees @), onde:
Ay it Qs Qs QF Qupgseer Q€ 0 left-most segmento-o de M™.
(d) Se T(M) é algum Q, (1 €i < n) entdo:
(1) M® = Cl{Ax,... Az Plx,/ Q. DQ0, 0 Qs 30 Quggyer, Q) onder
(A 2 Pl / QD0 By gy ¥ Qs Qa €0 {eft-most segmento-o. de M”.
e y € uma varidvel nova do mesmo tipo de x,.
(2} §§ #1) = M™ = Gl Ax Plx/QDQ,, 0 Q:1h ¥, Quies{2,] onde:
Ay dx, P,/ QD00 Qs ¥ Quagse @, 6 0 left-most segmento-o de M™,

Como definido em 4.4.4.1-(c), M" ¢ o termo obeido de M pela redugio do seu lefe-most redex.
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e vy é uma varidvel nova do mesmo tipo de x,.
(@ pM) = (C{D + p(P) + n + Z p(Q).
PROVA.:

As propriedades para os Itens (a), () e {d} sio imediatas pela definicio de

multiplicaggo-*. Vamos nos concentrar nos Liens (b} e (e}, e no fato dos 4 casos ({a} a (@)
esgotarem todas as possibilidades para T(M).

Seja:

i) S = (hx,...Ax,.P)Q,...Q, o left-most segmento-ot de M e

(i) R = (Ay,..-Ay.. N)B, ...B, 0 segmento-a em que T(M) ocorre.

Por (i): M = C[S].

Temos quatro possibilidades para R, com relacdo a S:
(hRc S (QYR=8
(S8R (4 R e S sao disjuntos.

Analisemos cada uma delas:

O caso (1) representa os Irens (@) e (¢} do teorema,

O caso (2) representa o ltem (d) do reorema.

(3 caso (3) ndo ocorre, pois, uma vez que se 8 © R, o A de R ocorre & esquerda do A
de 8, o que ¢ absurdo, pois 8 é o segmento-t mais & esquerda em M.

No caso (4}, como 8 é o lefr-most segmento-a de M temos, M = C,[8]C,IR], ou seja,
R ocorre i direita de S em M. Dessa forma, qualquer multiplicacio-* em R ou em qualquer
putro segmento-ot de M nio altera S nem multiplica 8. Portanto podemos, sem problemas,
utilizar a seguinte abreviagio:

M=CIS] & (C[8)' =C*[S]=M".

Dessa forma, os resultados para o ltem (b) também seguem naturalmente,

Vamos pravar o Irem (g}

O caso {3) acima ¢ falso para R e para qualquer outro segmento-a de M, portanto, se

N é segmento-a qualquer em M temos um dos casos:

Nédisjuntode 8 = Mc O[],
NP,

NcQ{Igi<n) ou

N=8.
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- Dessa forma, contar todas as ccorréncias pesadas de M & contar todas as ocorréncias

pesadas de cada um desses possiveis Ns, ¢ portanto:

pM) = p(CLD + p(P) + n + T pQ,). ¢

£.3.4 LEMA:
Considere Q — M tal que Q é SM em M e gfM" < gr (Q).
Entdo g(M)=gr Q).
PROVA:
Suponha, por absurdo, que g(M) > gr,(Q).
Isto implica que TM) = Q, logo, pelo Lema 6.2.15-(1), todo restduo (Q), de Q é SM
em M e, portanto, g(M" 2 gry(Q), 0 que ¢ um absurdo, pois g{M"} < gr,{Q) por hipétese,
Logo, descarramos a hipdtese do absurdo e temos g{M) < grg(Q).

Mas pela Definicio 6.2.6 nido & possivel que g{M) < gry{Q). Logo, g(M)=gr(Q). +

O teorema seguinte apresenta uma caracterizagio de M* a partir de M quando o left-

most redex de M é um K-redex, Os Itens (a) e (b} sdo necessdrios na prova do Irem () que

serd essencial para provarmos que ofM)=p(M*)+ 1 =L (M).

6.3.5 TEOREMA:
Seja M = Cl{Ax,...Ax,.P)Q,...Q,], onde (Ax,...Ax, .P)Q,...0, é o segmento-o mais 2
esquerda de M. Se (Ax,...Ax.P)Q, & um Keredex entio:
{a) Mi* = C¥(Ax, Ax,.. Ax, RIQES, .8,
onde (Ax,.Ax,...Ax, RYQFS,...8, é o segmento-ot mais 3 esquerda de M¥*;
{b) MP* = M*® = CH[{(Ax,.. Ax R)S,...8 L
(©) p(M*) = p(M™*) + p(QF) + L.
PROVA:
Itens (@) e (B)

Seja By = M*,..., M*® a segiiéncia estrela para M. Provaremos os Itens {a) e (b} por

inducdo em By =s.
BASE: i(By=1

Se By =1, entdo M é termo estrela, & temos:
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OM=M*C[]=C*¥],Q=Q*(I<isneP =P

Logo, M* = C*(Jx, .. Ax, . P¥Q*. Q. %, onde (Ax,..Ax,.PF)Q,*..0* 8 o segmento-
o mais & esquerda de M*. Assim, considerando R = P*e §;= Q,* {Z < < n) temos o caso
bisico do ftem (g) resolvido.

Pelo Lema 6.3.1 temos que M® & termo estrela. Logo:

(i) M = M,

{iiiy Portanto: M (-t=-3 ME ﬁ M2,

Note gue como, por hipstese do teorema, {Ax...Ax.P)Q, é um K-redex, temos que

M = Cl(Ax,...Ax,.P)Q,...Q_]. Logo, por (i) e (i) temos:

MO = M = M#*® = C*[(Ax,... Ax,. PR, *...Q *%]. Assim, considerando R = P* e 8, =

Q,* {2 £ £ n) temos o caso basico do Item (b) resolvido.
PASSO: B> 1
HI: Se N € um termo cujo left-most redex é um K-redex e H{By) < I{Bw), entdo os Itens (a) e
() do teorema valem para N,
Note que como (Ax,...4x,.P)Q, é um Keredex temos :
() M° = Cl(Ax,...Ax,.P)Q,...Q, 1
(ii) E claro, pela Observacio 6.2.11.1-(8) que (B, < By,

Como M" ¢ obrido de M pela multiplicacio-* de T(M), vamos analisar todos os casos -

poss{veis para T(M).
CASO 1: TIM) ocorre em P

Neste caso, pelo Teorema 6.3.2{a)(1) temos:

(i) M* = C{(Ax,...Ax,.PHQ,...Q,], onde:

(A%, A, . PHQ,...Q, 6 o left-most segmento-or de M*.

{iv) Note que (Ax,..Ax,.PQ, também é wm K-redex, pois se x, ndo ocorre livre em
P, rambém n3o ocorre em P°,

Assim, por {iii) e {iv) temos que:

vy M™ =Cl{hx,...2x,.PMQ,...Q,L

Alem disso, pelo Teorema 6.3.2{a)(2) remos:

(v} M™ = C{(Ax,..2x.P"Q,...Q,].

(wii) Logo, por () e {vi): M™ = M™,

Por (if}, (iii) e (iv) temos que vale para M* a hipdtese indutiva. Logo
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(viif) M™* = C*[(Ax, . A%,.. Ax RIQ#8,..8 ] e
M™% = M** = C*[(Ax,..2x,.R)S,...8,].
Mas, pela definicio da seqiidncia estrela temos:
(ix) M™ = M*,
(x) M™% = M,

{(xi) Entdo: M™ = M™* = M = M = M
{x) ) (i) (ixy

Assim, por Wiz, {ix) e (xi} temos:
M* = C*[(Ax, hx,.. kg, RYQ%S,..8,] e
M*® = M™ = C¥(hx,.. Ax.R)S,...8,], o que resolve o Caso 1,
CASD 2: TIM)Y ocorre em Cl ]
A solucio ¢ andloga & do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(b).
CASO 3 TIM) ocorre em Q, (2 € < n)
A solugdo ¢ analoga i do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(c).

CASC 4: TM) ocorre em Q,

Neste caso, pelo Teorema 6.3.2(c)(1) temos:
(xit) M* = Cl(Ax,...Ax,.P)Q}...Q,], onde:

(Ax,...Ax,. P)Q5...Q, ¢ o left-most segmento-or de M°,
(xiiiy Note que (Ax,...Ax,.P)Q] também & um Keredex.

Assim, por (xii} e (xiil} temos que:
(xiv) M™ = Cl(Ax,...Ax, P)Q,...Q,L
{xv} Por (i} e {xiv) temos que M” = M"™,
Por (i), (xif) e {xiii} temos que vale para M a hipdtese indutiva. Logo:
(xvi} M™* = C*[(Ax,. A%,... Ax . R)Q*S,..8,]
M™% = M*Y = C*(Ax,.. A2 RIS,...8,].

Mas, pela definiciio da seqiiéncia estrela temos:
{xuii) M™ = M*,
(xwiti) Qp* = QF,

{xix) Entdo: M™ = M = M = M*
{xv) {xwi) {oewif}y

Assim, por (xvi), {xvii), (xvili) e (xix) temos:
M* = C*(Ax,. Ax,... A, .RIQ¥S,.. 8] =
M = MPE = CF[(Ax,..Ax RIS,...8,], o que resolve o Caso 4.
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CASOS5: TM éalgum Q, 2<ign)

A solucio € andloga ac Caso 1, aplicando agui o Teorema 6.3.2(d).

Note que ndo ocorre o caso de T(M) ser Q,, pois {Ax,...Ax,.P}Q, é um Keredex, ou
seja, Q, nio £ subtermo multiplicarivo em M. Portanto todos os casos possiveis i3 foram

tratados o gue termina a prova dos Itens (@) & (b)Y, J

Item {c)

Pelo Irem (g) e Teorema 6.3.2-(e) temos:

() o) = p(CH{ ) + pIR) +m + QY + T p(S)).
Pelo Item (b) e Teorema 6.3.2-(¢) temos:

(xxi) pMP®) = M) = p(CH{ 1) + p(R) + (1) + £ p(S)).

Logo, por {0 & (xxi) temos:

pM*) = p(M™) + p(Q,® + L. +

As duas definigoes seguintes serdo muito urilizadas para a caracterizacio de M* a

partir de M quando o left-most redex de M é um Lredex.

6.3.6 DEFINICAQ: Termo Limite (o equivalente de derivagio limite)
Seja M um termo, n>0 um ndmero natural e By = M™,..., M™ a seqiiéncia estrela

para M. Definimos o termo limite de M para n, e denotamos por M™, como o termo M™

(0 <1i < s} da seqiiéncia By tal que:
(D) Se g(M) < n, entao M™ ¢ M™ = M.
(i} Se g{M} 2 n, entdo M™ é o primeiro M™ de By, tal que: gM™) < ne g(M™* 2 n.

6.3.6.1 OBSERVACOES:
(@) Como, pelo Lema 6.2,15-(5), g(M™ 2 gM™*) (1 i <), o que a definicdo acima

estabelece é que M™ € o termo da seglidncia By de menor indice que tem grau mdximo

multiplicative menor gue n.
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(B} Como gM™=0 (pois M™ & rtermo estreln) e, pelo Lema 6.2.15.(5),
gtM™) = g(M™*™") (0 <1 <), entiio, para todo n > 0, temos que existe um M™ (0 < i < 5) tal
que M™ =M™,

(c) E claro, por propriedades da seqiiéncia estrela, que Bi™=M™, .., M™ =M™,
seqiiéncia estrela limite de M para n é dnica, e para cada M e n existe um e apenas um M™

associado. Além disso, se M™ =M™ e r <k, entdo (M™)™ =M™,

6.3.7 DEFINICAQ: Subtermo Pesado Local
Beja 8§ < Plx/Q] um subtermo pesado (SP) em Plx/Q]. Dizemos que 8 ¢ um subtermo

pesado local a P em Plx/Q)], e denotamos por SPL em P[x/Q], se P tem a forma:

P =GRy, .49, N)B,..B,,RB,,,..B.] e §=R[x/QJ.

Neste caso, considerando a abreviacao X = X[x/Q] temos:
Plx/Q] = ClAy,. .- Ay .N)B,..B, ,RB_,,..B lx/Q}
Cll(hy,. .. A3 NIB LB, RIx/QIB.,....B..

#t

No teorema seguinte provamos uma longa série de irens, com o objetivo principal de
demonstrar que podemos reduzir o caso em que o left-most redex de M é um Lredex ac caso
em que ele ¢ um Koredex, para o qual, no Teorema 6.3.5, j4 apresentamos uma
caracterizagdo para M* e demonstramos propriedades sobre p(M*). Basicamente o resultado
que interessa € apenas o Item (12), que demonstra que se M = C{(Ax,...Ax,.P)Q,...Q,], onde
(Ax,..2x, . PYQ, & o lefr-most redex de M e um Fredex, entio M* = M¥ onde
M, = CllAx,...Ax Plx,/Q 1, Q,...Q,) obrido pela multiplicacio estrela de Q, em M. Note
gue em M,, (Ax,...2x. Plx,/Q,Dy, é o left-most redex e é um K-redex, pois y, é varidvel nova.
Todos os demais 11 itens do teorema abaixo s8 s@o dteis na medida em que 830 nhecessdrios

para a prova do tdltimo.

6.3.8 TEOREMA:
Seja M = Cl(Ax,..Ax,.P)Q,...Q.], onde:

o Qg A PYQLLLQ, € o segmento-ot mais 3 esquerda em M,
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» (Ax,. A, PYQ, 6 um Teredex e
. gTM(Ql) = k’

Seja M, = Cl{Ax,...Ax,.Plx,/Q,1v,Q,...Q,] obtido pela multiplicacéo estrela de Q, em M,
Considere também P, = P{,/y,...y,) um termo obtido de P pela substitui¢do das

ocorréncias livres de x,, da esquerda para a direita, respectivamente, pelas varidveis novas

Yis vy Yoo Entdo:
(1) M™7 = C™ [ A, PENQE...Q, ).
(2 M™ = C™ 0, e P x, /Q M Dy, Q% QM)
(3) MM = C*¥ (R, . Ax, (P2, /Q, ) "™y, Q0 ..Q P
(4) g(Plx,/Q,)) 2 gry(@) = TP[x,/Q, 0 £ SPL(P[x,/Q,]) ou TPx,/Q, D = Q,.
5} gP) < gPlx,/Q,)).
6y T(Px,/QD é SPLIP[x,/Q,]) = glPi=g(P[x,/Q,].
(1) T(P[x,/Q,D) ¢ SPLP[x,/Q.1} = (Plx,/Q,])" = P’Ix,/Q,].
{8} Plx,/Q,] = Ply,/Q.]...[v,/Q,1
®) P®[x/Q%] = PMly,/Q"]..[/Q).
(10} (Plx,/QN™ = P™[x,/Q¥].
(11) M™1 = M2,
(12) M* = M.
PROVA:
Itens (1) e (2}
{iy Seja M* = M™ o dltimo termo de f,.

(iiy Considere M = M™ (0 < m < 5).

Como Q, ¢ SM em M, entido g(M) = gry(Q,)=k. Logo, por (i} e pela Definigio 6.3.5

de M™ temos que m >0, Portanto, por (i) temos que: M™ ™ = M*™* est4 definido.
Provaremos os Itens (1) e (2) por indugio em m. |
BASE: m=1

Neste caso temos:

GE)M™ = M= =MP=M e M™ =M

Mas se M™ = M?®, pela Definicso 6.3.6 remos que:

A nomaggo M™ ™ ¢ uma abreviagio para M™ " tal gue M™ = M™

292




(iv) gMT) < k = gre(Q,).
() gM™) = g(M) 2 k = gry(Q,).

{vi) Logo, por (iv) e (v): g(M) > g(M"),

{vil) Mas por (i} & pelo Lema 6,2.15-{7): ng{M) =1,

Por (iv) e pelo Lema 6.3.4 temos:

(wiii) g(M) =gr(Q,).

Mas, se g{M)=gry(Q,}, ng(M)=1 e Q, ¢ SM em M, entic é claro que:
{ix} @, =T(M).

Dessa forma, por (vii) e (ix) temos que nenhum outro SM de M além de Q, tem crau

maior ou igual a gry{Q,). Logo, pela forma de M temos:
2Ol D < gralQy), gP) < gr(Q,) & g(Q) < gry(Q 1 i<y,
Agsim, como gre{Q,) = k, por (x) e pela Definicao 6.3.6 temos:
G CHM[[=ClEP® =PeQ,™=0,(<i<n).

Entdo, por (iii) e por {(xi), temos:

(i) M1 = M = Cl(Ax,...Ax. P1Q,...Q1

i

.3

o

¢

)

CH¥ (... Ax PHIQM..QM.
Além disso, por {ix} e (xii} temos:
{xiii) M™ = C™ (G, Ax PP x,/Q0 Iy, Q5 ...QM1.
Logo, por {xii} e {xiii) provamos o caso basico dos ltens (1) e {2).

PASSO: (m > 1),

Hi: Se N é uma derivacio com a forma de M e N™ = N* com j < m, entdio os ltens () e

{2} do teorema valem para N.

Como m>1 e M™ = M™, entio pela Definicio 6.3.6 e Observacio 6.3.6.1-(c) temos:
(xiv) gMy 2 k e g(MDy 2 k;
(xv} M[k! = (M‘)Ek] e Mm-l - (M')tki—z.

Deessa forma temos:

1Y o L Y L
(xei) (M) = ;

~ -
M = M .
8.2.41.1a)

i

-

Como M* ¢ obtido de M pela.m\ﬂtipiicagéo»* de T(M), vamos analisar todos os casos
possiveis para T{M).
CASO 1: T{M) ocorre em P

Neste caso, pelo Teorema 6.3.2(a)(1) temos:

(xwii} M° = C{0ux,... Ax,.PHQ,...Q,], onde:
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(Ax,..Ax,.PYQ,...Q, & o lefr-most segmento-oe de M.
(xviii) Note que {(Ax,...Ax,.P9Q, também ¢ um Lredex, pois se x, ocorre livre em P,
também ocorre em P
Por (xui}, (xvii} & (xvifi) vale HI para M" e portanto:
(xix) (MTYE? = C¥{Ax,.. e, (PHMHQM . .QM),

(e (MH™ = C™M 0, A (PR [, /Q50 Dy, QI L.QL
Mas se TIM) ocorre em P, é claro que g(P) = g(M)(a)k, e portanto, pela Definicio

6.3.6 P™ = P* tgl que j 2 1. Portanto, pela Observacio 6.3.6.1-(c) temos:
(xxi) (PH™ = P,
Assim, por (xv) (xix), (xx) e {xxi) temos:
M = (MY = O™ (0. 0, PPOHQMLQFYL
M = (MM = C™ (O, L Ax,. P /QM Dy, Q8..QM]
E com isso resolvemos o Caso 1.
CAS0 2: TIM) ocorre em T |

A solugdo € andloga 2 do Caso 1, aplicando-se agui o Teorema 6.3.2(b).
CASO 3: TiM) ocorreem Q, (1 <i<n)

A solucdo € andloga 4 do Caso 1, aplicando-se agui o Teorema 6.3.2(c).
CASO 4: T(M) ¢ algum Q,

Note que como Q, é SM em M, o tnico dentre os Q,s de M que pode ser TIM) ¢ Q,,
pois, pelo Lema 6.2.13, gr(Q,) > gr(Q,) (1 € i<j < n). Entao TIM)=Q,.

Como (Ax,..Ax,.P)Q,..Q, é o left-most segmento-a de M e Q,=T(M), entio
ng(M)=1, pois caso contrério existiria algum subtermo R, SM em M, com grg(R)=gr {Q,) ¢
com o & de R ocorrendo i direita do A de Q,. Mas isso seria um absurdo, de acordo com a
Observacao 6.2.9.1-(b), pois Q, é TIM).

Dessa forma, como ngiM)=1 e TIM}=Q,, temos que nenhum cutro SM de M além
de Q, tem grau maior ou igual a gry(Q,). Logo, pela forma de M temos:

{odd) g(CL ) < grn(Qy), g(P) < gry(Qy) e glQ) < gre(Q) (EF<ign).

Assim, por (xxiv), como gra(Q,) =k, pela Definicio 6.3.6 temos:

(xxiify CH[ | =C[;P® =P Q™M =Q, (1 <isn).
Alem disso, como T(M)=Q, temos que:
(xxiv) g(M) = g(M™) = gry(Qy) = k.
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Como ngMy=1, por (xxiv) £ pelo Lema 6.2.15-(8) temos:
(xxw) gM7) < g(M) = L.
Loga, por {xxiv), (xxv} e pela Definicio 6.3.6 temaos:
(exwi) M™ =M, e portanto, Mt = M™ = M,
Mas como T(M) = Q, temaos:
Cexvii) M® = IO, Ax, Pz, /Q, 0y, QL. QL
Assim, como M = C[(Ax,.. Ax, . P)Q,...0,], por {xxiii}, (xxvi) e (xxvil) temos:
M2 o G0, Ax PFYQE . .QM) ¢
M™ = C™hx,. A, P [, /70 Dy, Q19 .Q5Y,

E com isso resolvemos o Caso 4 e os ltens (1) e (2} do teorema, 3

Item {3}
(i) Considere M =M™,
Provaremos o Item (3} por inducio em j.
BASE: =0) = M = MY = M,
Neste caso, pela Definicdo 6.3.6 temos:
(i) gM™) < k.
Logo, por (i), todos os subtermos de M;* tém grau méximo menor gue k.
(iii) Portanto: glC[ D < k, ¢Plx/QD <k e glQ) < k(1 gign).
Portanto, pela Definicdo 6.3.6 e {iii) temos:
(i) C*{1=Cl;
(Plx,/Q0™ =Px,/Q, e
Q¥ =Q, (1gign)
Assim, por {iv), pela hipétese do caso hisico (j=0) e pela forma de M, temos:
M® = M, = C™[(x,. Ax, (Plx,/ QD ™)y, Q.. QM.
PASSO: j>0

HI: Se N ¢ uma derivagio com a forma de M, e N = N* com i < j, entdo o Item {3) do

teorema vale para M.
Se j >0, pela Definicao 6.3.6 temos que:
WgMYzk e MM =M tal quei>0.
Logo, por (v} e pela Observagiio 6.3.6.1-(¢) témos:
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(wi) MI = (MO,

Dessa forma temos:

(vii) Y™ = M

!
e
it
P}

rd
[ 3
Lk
=

(i)

Como M, é obtido de M, pela multiplicacio-* de T(M,), vamos analisar todos os
casos possiveis para T(M,).
CASO 1: T(M,) ocorre em Pix,/Q,]

Neste caso, pelo Teorema 6.3.2{a){1) temos:

(wiii) M = C[(Ax, .. 2%, (Px,/ Q)3 Q,....QL], onde:

(Ax,..-Ax,. (Plx,/Q "W, Q,...Q, & o left-most segmento-o. de M},
Por (vii} e (viii} temos que vale HI para M}. Logo:

{ix) (MD™ = C™[(Ax, . Ax, (Pl /Q D" )y, Q59 ..QML

MMas se T(M,) ocorre em Plx,/Q.], é clarc que g{P[x,/Q.]) = gM,) (2) k.

{x} Logo, pela Observacio 6.3.6.1-(0), (P{x/Q,M™ = (P{x/Q,D™.
Assim, por (vi}, (ix} e {x) temos:
MM = C™ (A, A, (PIx/Q, ) ™)y, Q7 ..QM].
E com iss0 resolvemos o Caso 1.
CASO 2: T(M,) ocorre em Cf |
A solugio & ansloga 4 do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(h).
CASO 3: T(M,) ocorre em Q, (1 <i < n)
A solucso é andloga 3 do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2().
Note gque o caso em que T{M,Q, j4 foi tratado no Caso 1 (TIM)ePlix,/Q,]).
CASO4: TM) éalgam Q, 2 <i<n)
Pela forma de M, e pelo Lema 6.2.13 temos:
(x) grulQ)>erw(Qu) (17 < n)
Como M, foi obtido de M pela multiplicacdo-* de Q,, pelo Lema 6.2.15-{1) temos:
(xii) gr, (Q)=gru(Q)) (2 <i<n)
(xiif) Logo, por (xi) e (xii) temos: k=gry(Q) > gry (Q) 2 <isn).

Assim, como por hipdtese do caso T{M,) € algum Q, 2 £ i < n), por (xiif) temos:
{xiv) g(MaZ):grm&(Qi) < k {paraalgum 2 <i<n)
(i)

Logo, por (xiv) e pela Definicio 6.3.6 temos que M = M® = M,, e portanto o Caso

4 ge resolve exatamente como o caso bdsico. 0
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ftem {(4)
Seia §=T(P{x,/Q,]). Pelo Lema 6.2.14 existe R = P / 8 & residuo-* de R,

Temos duas possihilidades para Rt cu R 8 SMem M, cu Rnso ¢ SMem M.
Se R nio 6 SM em M, pelo Lema 6.2.15-(2) temos:
27 (B) =g res 0 () =g(Plx,/ QL) < grn{ Q).
O que é um absurdo, pois por hipétese do caso g{Px,/Q,D 2 gr{Q)).
(D) Portanto, R ¢ SM em M,
Mas pela Defini¢io 6.2.12 de residuc-*, se algum residuo-* de R ocorre em Px,/Q,1,
entdo todas as possibilidades para R com relagio a P séo:

iy ReP, R=Q, ou Rz Q,.

Analisemos cada caso:
CASO1:RcP
Como, por (1), R € SM em M, temos que:
(i) P = C,[0y,.. Ay N)B,...B, ,RB,....B]J e
Pix,/Q,1 = C,[(Ay,...Ay.. N}B,...B, ,RB_,;...B.}[x,/Q,]
= C(Ay,...Av.NNBL B2 R[x,/Q,[8%,,...BY], onde: X° = X(x,/Q,].
(iv) Note, por (iii) e pela Definicdo 6.2.12 que 8 = (R), = R{x,/Q,1.
Partanto, por (iii), {iv) e pela Definicio 6.3.7, 8=T(P{x,/Q,]) é¢ SPL em P[x,/Q,}.
CASO2:R=Q,
Se R=Q, e S=T(P[x,/Q,} é residuo-* de R (S=(Q,),), entdo, para alguma ocorréncia
livre de x, em P temos:
1) P = C,ly,... 0. N)B..B, , x, B,,..B.L
Plx/Q, = Cl0y,.- Ay..NB...B,, x, B,.,..B.lx,/Q,]
Col(hyy Ay NIBL.B2 | x,(x,/Q,] BY,....B]
Cil0vy,. - Ay..NIBL.B,, Q, B,,..B]]
CllOy,. Ay N)BL..BL, (Q), BL,...B]],
onde: X° = X[x,/Q,).

Note, por (v} e pela Definicio 6.3.7, que T(P{x,/Q}=8 = (Q,), = x[x,/Q,] ¢ SPL em
Plx,/7Q1

]

l
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CASO 3: R ¢ Q,

Neste caso, é trivial pela Definicdo 6.2.12 de residuo-* que, se 8 é resfsuo-* de R,

entdo §=T(P{x,/Q,]) ocorre em alguma copia de Q,, ou seja, TPx/ QD < Q,. 3

Item (5)
Seja R=T(P). Temos que P tem a forma:
() P=C.[w..2y.N)B,..B_.RB__.B,]
E claro, por (i) que:
(iiy Plx,/QJ = C.[(0y,...Ay..N)B,..B_,RB,,,..B.lIx,/Q,]
| = Ci(y....Ay. NTB;..BLRix,/Q,]B,,,...B],
onde: X" = X[x,/Q,].
Como R=T(P) é SM em P, entdo y, ocorre livre em N, e também em N°, logo, por
(ii} temos:
(iHR[x,/Q,] é SM em Plx,/Q,].
Como [ [(Ay,... k3. N} =L(Ay,.. Ay.NT), entio, gP)=gr(R)=grorersan (Rix/Q.)),
portanto, por (iif), existe um SM em Plx,/Q,| com gray igual a g(P).

Logo, g(P) £ g(P[x,/Q,]). T

{tens (6) e (V)
Se T(P{x,/Q.]) ¢ SPL em Plx,/Q,], entdo, pela Definicio 6.3.7 temos:
() P = C,{(Ay,... Ay . N)S,..8, ,RS,,,..8.].
(i1} Plx,/Q,} = C,[(Ay,...Ay..N)S,...8, RS, ,...5,l[x,/Q,]
= Cl(Ay,... Ay .NOS...82 R[x,/Q,182,,...8],
onde X = X[x,/Q,] ¢ R{x,/Q,}=T(P[x,/Q,].
Note, por (i) e (if}, que se Rlx,/Q,] € SM em P{x,/Q,], entdo R 6 SM em P-ss

Além disso, também por {{) e (ii) é claro que:
(ii) g(P) 2 gra(R) =gropy/on (Rix/Qul) =g(Px,/ Q).
Como, pelo Iem (8), g(P) < g(Plx,/Q,]), entdo, por {iii) temos:
{iv) g(P)y=gr (Ry=g(Pix,/Q,]) (o que prova o Irem (6)).

55
A convengiio de varidveis protbe que exista v, livee em Q,, portanto, se Rix,/Q,} ¢ SM em Plx,/Q,] 6

porgue v, ocotre livre em N, e portanto, R 6 SM em P,
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Para provar o Item (7) vamos inicialmente provar que R=T(P).

Suponha gue R nio ¢ T(P). Entio, por () e pela Definicio 6.2.9, existe
8 < P tal que o A de S ocorre 4 esquerda do A de R em P e gr,(8) =g (R).

{v) Mas pela Definiciio 6.3.7, tal 8 define um 8[x,/Q,] que é SPL em Plx,/Q,], cujo A
ocorre & esquerda do A de Rlx,/Qul € groceyson (Slx,/Qu]) =gr(S).

Neste caso, por (v} e pela Definicio 6.2.9, Rix,/Q,} ndo poderia ser T(P{x,/Q.D, o
gue por {{ij & um sbsurdo. Portanto R=T{P) e:

(wi) P* = C,[(hy,. .- Ay.Nly,/RDS,..8_. y, 8,,,-8.).

Logo, por (it) e (vi} temos:

(Plxy/Q,1)" = Cil(Ay,. --Aye NIx/Q,]ly./Rx,/Q,1)8]..8,., 3, 8. 81
= Cll(yy Ay Niy,/Rllx/Q,)S1...82, v, S1...-8]]

(4.2.8) t

C.lhy,. Ay N[,/RDS,...S, ., y, 8,51 8.)Ix,/Q]
P*(x,/Q,L. 7

il

- I

—~
=
—

Item (8)
Imediato pela definicio de P,. J

Item (9)

Assumindo a convencio de varidveis, esta prova também € imediata.

Em P % P™ ¢ P, 2 P nenhuma varidvel livre de P (P,) foi eliminada ou
tornou-se ligada. Como 2 dnica diferenca entre P e P, sio nomes de varidveis livres, entdo a
tinica diferenca entre P™ ¢ P® s36 os nomes dos residuos destas mesmas varidveis, que
continuam sendo varidveis livres. Substituindo todas elas pelos mesmos termos obtemos

rermos idénticos,

Ttem (10}
Considere R = P[x,/Q,] « M, e seja R™ = RM,
Provaremos o item por inducdo em .
- BASE: j=0
Neste caso, pela Definicdo 6.3.6 temos:

{0 (p{xl/QLDIH = (P[xz’fgd)’a = PIxﬂ/Q]} e
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) g(Plx,/Q,) <k.
Como Q, é subtermo de Pix,/Q,}, por i gQ,) < gPlx,/QD<k. Logo, pela
Definico 6.3.6 também remos: '
(i Q7 = Q" =Q,.
Mas por (i) e pelo kem (5} temos g(P) < g(P{x,/Q,]) <k. Logo:
(iv) P¥ = P =P,
Assim, por {0, (i} e (iv} temos:
Plx,/Q D™ = Plx,/Q,} = P™ [z, /QM].
PASSO: >0
HI: Se 8 tem a forma: § = N[y/B] tal que 8™ = 8™ e g<j, entio vale o Item (10) para S.

Como j >0, pela Definicio 6.3.6 remos que:
(©) gR)=g(Plx/QD 2 k

Loga, por (v) e pela Observacido 6.3.6.1-(c) temos:
(i) (Plx,/Q, D™ = (Plx,/QNN™M.

Dessa forma temos:

{wii) (P xx/Ql]}')m Plx,/ QD™ = Pl/QN" =  (Plx/Q,DN

big 8214,

S it

Por (1} e pelo ltem (4} deste teorema, T{P[x,/Q,]} é SPL em F’[xy’ QJ ou estd contido
em alguma ocorréncia de Q,. Analisemos cada um destes casos.
CASO 1: T(Pix,/Q.}) é SPL em P[x,/Q,]
Neste caso, pelo Item (7) temos:
(wii)) R* = (P{x,/Q,])" = P*[x,/Q,].
Por (uii} e (aiii) vale Hl em R®, Portanto:
(ix) {(Plx,/ Q)%™ et (Px,/Q.)™ ;“=’ PH™M [, /QM].
Pela hipotese do caso, pelo Irem (6) e por (v) temos g(P)=g(P[x,/Q,]) = k
Logo, pela Definigso 6.3.6 e Observacio 6.3.6.1-(c):
() (PN® = P,
Portanto, por {vi), (ix} e (x), temos:
Pl/QD™ = (P/QI™ = PY¥(x/Q] = PHix/QM),
CASO 2: TPx,/QN = Q
Pelo Item (8):
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() Plx,/Q = P.Iy,/Q.1...0v,/Q,].
(xii) E claro, pela hipdtese do caso e pela Definiciio 6.2.9 de subtermo estrela, que
T{P{x,/Q,]) estd na ocorréncia de Q, mais & direira em Plx,/Q,].
Assim, por (xi} e {xif) temos;:
i) R* = (Plx,/ Q1) = (Puly,/Q...[3,../Q, Dy, Q1.
Por (vii) e (xiif} vale HI em R®, Portanto:

() (PL/ QDN = (P Qb [y QDI QT
(P [yxf‘Q [ [}'s—i/QLDIk] {}'s/(QDCHD-

o
Como, por hipétese do caso, T{Px,/Q,} < Q,, g(Q)=g(Plx,/Q ]) k e portanto,

pela Observacio 6.3.6.1-(3) temos:
(xv} (Q:)m = Q{kl‘

Logo, por {vi}, (xiv) e (xv) temos:

Govi) (PLx,/QD™ = (Ple/Q,1D™
= Paln/Qully./ QD™ b/ Q™)

I\l"

(; { a[yx"lgzl»--[ysq/Q;D&] [yafaiﬂl

r\
*,

Assumindo  ((Plx/Q,1O™ = (Plx,/Q,)%",
(Paly/ Qo3 QuD™ = Puly/ Qe 30/ QD™ 2
QO™ = (QH™, entso por (xvi} temos que:
(roif) (Pl /Q % = (Puly/ Qi [y/ QD™ = (Pulyy/Qule- 13,/ Q) ™y QT

Por (xvii} é claro que q<p+ I, pois o que {xvii) diz € que para efetuar rodos os p+1
passos da seqiiéncia estrela limite aplicada a P{x,/Q,] é necessdrio efetuar g passos da
seqiiéncia para (P,y,/Ql.[y,../Q,]) além dos r+1 passos da seqiéncia de Q,. Como
s+1 21, é claro que p+ 1 > g, e portanto vale Hl para (P,[y,/Q,}...[v,../Q,]} e temos:

P/ Q0 / QD™ = Pyly/ Q] 300/ Q) ™ b,/ QL

Assim, através de s-1 aplicagdes de HI temos:

Goiti) (Plx/QD™ = (Plyy/Qul 5,2/ Q)™M ly,/QF)

= (P ly,/Q,L [y,,Q/Q D™y, / Qv / QD

= F’é"’ [/ Qi"’]mbﬂ/ Q" 1y, Q"]

Por outro lado, por (xi} e pelo Item (9) temos:
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(i) P x/Q = P /Q ] [y, 0/ Qe 1 /QL7)

Portanto, por {(xwiii) e (xix) temos: {Plx,/Q,)™ = P™[x,/Q*1. 0

Item (11}
(i) Pelo Item (2) temos: M™ = C™{(x,... Ax P [x,/QF Dy, QM ...QF].
(if} Pelo Irem (3) temos: M = C™ [(hx, ... Ax,.(Plx,/Q, ™y, Q7 ...QM1.
(iif) Pelo Teem (10} temos: P™{x,/Q™] = (P[x,/Q, ™.

Logo, por (i}, (ii} e (i) temos: M™ = M™. 0

frem (12)
Pelo Irem (11) temos que M™ = M, Logo, pela unicidade da seqiiéncia estrela:
() (M™% = (M),
Mas, como M™ pertence & segiifncia estrela de M e MI™ pertence 2 seqiiéncia

estrela de M,, entfio pela unicidade da seqiiéncia estrela temos:

(i Mi* = (M™% @ Mz: = (Mfd}*.

, WA um [EIRY PP FE Vo o w*
Portanto: M = (M™) = (M) = Mk »

No teorema seguinte provamnos que existe uma seqiiéncia de redugio especifica para

a qual ofM) diminui com as redugses: a seqliéncia obtida da estratégia perpétua. Obteremos

como coroldrio deste teorema que o(M)=L,_(M).

6.3.9 TEOREMA:
Mo M = olM)=o(M)+1.
PROVA:
De acordo com a Observacio 4.4.5.1, estamos considerando M°=F_(M).
Provaremos por inducio em p(M*), onde M* é o titimo termo da seqfiéncia estrela
para M.
BASE: p(M*)=0
Neste caso M & normal, logo M® nio ests definido e portanto o resultado é valido

por vacunidade,

PASSO: p(M*) >0
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FLL: pIN®) < p(M*) = ofN}=0(N®)+ 1.
) Seja M = Cl{Ax,.. 2x,.PQ,...Q), onde:
(Ax,..-Ax, . P)Q,...Q, & o left-most segmento-c de M,

Temos dois casos possiveis conforme (Ax,...x,.PYQ, seja um Keredex ou um [-redex.

Analisemnos cada um deles:

CASO I: Ax,...2x,.P)Q, ¢ um Keredex

Neste caso, por (i) temos:

Gy MP = G, Ax PYQ,.. QL

Neste caso, pelo Teorema 6.3.5 temos:
(i) M* = C¥[(Rx,...Ax, . RIQ*S,..8 ], onde

(Ax,...Ax RYQXS,.. .8 ¢ o left-most segmento- de M.

(iv) MP* = M* = C¥(x,...Ax,.R)S,...8 L.
() p(M¥) =p(M™) + p(QF) + 1.

Por (i) e pela Definicio de F, temos duas possibilidades possiveis para M®,

dependendo se Q, € ou nfo termo normal. Analisemos cada caso:
SubCase 1.1: @, & termo normal
Neste caso, por (i) e pela Definicio 4.4.5 da estratégia perpétua, temos:
{vi} M® = Cl(Ax,.. Ax,.P)Q,...Q,].
(vii} Note por (i} e (i) que M® = M,
Além disso, como Q, é normal, p(Q)=0 e Q, = Q¥ Logo:
(wiii) p(QF) =0. |
Portanto, por {»), (¢4} e (viii) temos:
p(MF) =p(M°*) + 1 650 o(M) =o{M°) + 1.
SubCaso 1.2: Q, nfo é termo normal
Neste caso, por (i} e pela Definicio 4.4.5 da estratégia perpétua, temos:
(ix} M® = Cl{Ax,...2x.PYQ2Q,...Q,], onde
(Ax,.. Ax,. P)Q2Q,...Q, é o left-most segmento-a de M°,
{x) Por (ix) e pelo Lema 6.3.5-(c): p(M®#) = (M%) + p(QI#)+ 1.
Como (Ax,...xx, . P)Q, ¢ Keredex, entio (Ax,..Ax,.P)Q? também o & Logo, por (ix):
(xi) M®? = Cl(Ax,...Ax,.P)Q,...QL
(xii} Note, por {ii) e {xi) gue M® = M®?,
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Por () temos que p{QF) < p{M*), portanto vale HI para @,. Logo:
(i) o{Q)=0(QD)+1 e p(QH=pQ7¥+1.

(xiv} Por (x) e {xii); p(MP*) = p(M™) 4 p(Q10%) 4 1,

Logo, por {v), (xiti) e {xiv) temos:

MO =pM#+1 = oM)=o(M)+1.

(6220}
CASO Z; (Ax,...Ax,.P)Q, ¢ um [-redex

Neste caso, por {i) e pela Defini¢do da estrarégia perpétua, temos:

(xv) M® = C[(hx, .. Ax, Plx,/Q,0Q,...QL1

Seja M, obtida de M pela multiplicacic-* de Q,. Entdo:

(xwi) M, = G0, A%, Plx,/ QL y, Q,...Q,], onde

(Axp...2x, Plx, /Q 1y, Q,...Q, ¢ o left-most segmento-a de M,.

Por (1}, (xvi) e pelo Teorema 6.3.8-(12) temos:

{xvit) M* = M*,

Note, por {zvi), que como y, é varidvel nova, entdo (Ax,...Ax.P[x,/Q D}y, é K-redex.
Além disso, como y, é normal, entdo, M, satisfaz as condicdes do Subcaso 1.1 acima.
Porranto temos:

(xviii) p(MF) =p(M2*)+ 1. .

Além disso, como (Ax,...Ax,.P{x,/Q,Dy, é K-redex e v, é normal, pela Definicio 4.4.5

temaos:

{xix) M2 = Cl(Ax,...2x.Plx,/Q,Q,...Q,) ol MP,

Assim, por (xuif), {xuiii) e (xix) temos:
p(M*) =p(MP*) 4+ 1 (szzﬁa) o(M)=o(M)+ 1. &

Finalmente obteremos agora a finitude da estratégia perpétua, igualando-a a o{M).

6.3.10 TEQREMA:

A pior estratégia de redugdo aplicada a um A termo M gera uma seqliéncia de

\redugéo finita cujo comprimento ¢ idéntico a olM) - Lo (M) = oM)< 0.
PROVA:

Induciic em ofM).
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BASE: ofM}=1
oMy=1 = p(M¥}=0 => Ménormal = L, (M)=1.
Portanto, ofM)= Lg_(M). |
PASSO:
HI: ofNy <oM) = o(N}= Lg (N}

Pelo Teorema 6.3.9 remos:

(@) oMy =o(M°)+ 1.

Por {i} vale HI em M°, e portanto:
(i) o(M%) = Ly, (M°).

Logo, como pelo Teorema 6.2.20 o(M°) <o, temos, por (i), que Ly (M) <0 e,
portanto, como definimos F_(M}=M?, é claro gue:

(557} Lo (M) = Lp (M®)+ 1.

(iv) Assim, por (i}, (if) e (i) temos: Ly (M) =0o{M) oSy O ¢

Como consegiténeia do resultado anterior e do Teorema 6.2.20, onde provamos gue

oM< m para todo APtermo M, obtemos o resultado abaixo, que estabelece que oM} ¢

prdinal natural em &>,

6.3.11 TEOREMA: Ordinal Natural
Para todo A™termo M temos:
{a) oM} <o
b M—=>M = ofM)>o(M).
PROVA:
{iy No Teorema 6.2.20 provamos gue VM, o(M) <.
(i No Teorema 6.3.10 acima provamos que ofM)=Lg_(M).

No Teorema 6.1.2 provamos gue:
(i) Ly (Mi<o => MM =L M> L (M)

Logo, por (&, {if) (i) temos:

YM{oMi<n ¢ (M= M = o(M)>o(MD)]. #
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Como consegiléncia direta do fato de 3™ possuir um ordinal natural, obtemos de

maneira simples, no teorema abaixo, a normalizacdo forte para A>.

6.3.12 TEOREMA: Normalizacio forte

Para todo A>-termo M temos: h(M) < o/M) <.
PROVA: Inducio em ofM).
BASE: o(M}=1

oM)=1 = pM*)=0 = Ménormal = h(M)=1. Logo k(M) < ofM).
PASSO: oM)>1
HI: o(N) < oM} = h{N) < ofN).

(i) Sefau = M =M, - M, M, —... 2 mais comprida seqtiéncia de reducio para M.

() E claro que h(M) =I(p).

(ii) Consideremos também w,= M,—> M, -—>.. 2 seqiéncia obtida de p
desconsiderando-se seu primeiro termo. E claro que i, é a mais comprida seqiiéncia de
reducdo para M, o

(Eph{M,) =Uu,).

Mas pelo Teorema 6.3.11, como M —» M, temos que:

() o(M,) < o(M).

Logo, por {iii}, vale HI em M,, e portanto:

{wi) R(M,) < olM,).

Assim, por (v1) e (iv} temos:

(vii) I(,) < ofM,).

Como o(M,) <o, por (iii) e (vii) é claro que (W) < ® e portanto:

(wiii) Wy =lp) + 1.

Portanto temos:

hM) = 1) = M)+ 1 < oMY+1 < oM)+1 = hM) < oM) < o. ¢

i)

Como conseqiiféneia imediata dos Teoremas 6.3.10 & 6.3.12 provamos agora que o(M)

é o menor ordinal natural para A
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6.3.13 TEOREMA: Menor Ordinal Natural

Para todo A>-termo M temos: ofM)=h(M).
PROVA:

Pelo Teorema 6.3.10 temos que o(M)=Lg_(M). Mas como Ly (M) € o comprimento de
uma seqiéncia de redugio especifica, entio é claro que:

(i) oM} < R(M).

Mas pelo Teorema 6.3.12 cemos:

(i) ofM) 2 R{M).

Logo, por (i) e (iih oM)=h(M), ¢

Para terminar, apresentamos um resultado extra que obtemos como consegliéncia de
todo o desenvolvimento deste capftulo: o Teorema de Church-Rosser de unicidade da

forma normal,

6.3.14 TEOREMA: Church-Rosser - Unicidade da Forma Normal

Todas as seqiiéncias de reducdo para cada A -termo terminam no mesmo termo
normal.
PROVA:

Seja g = M = M,—»M,—>...->M, uma seqiiéncia de reducio qualquer para M.

Pelo Teorema 6.3.12 temos que n<o e M, é termo normal.

Para provar o teorema provaremos que M, = M®, onde M” &, como definido em
4.4.5.1-(f}, o tltimo termo da pior seqiiéncia de redugio para M.

Provar que M, = M” garante a unicidade da forma normal porque, uma vez que y &
uma seqiéncia de reducio qualquer, provando que M, = M” estamos provando qgue toda
segiténeia de redugdo para M termina no mesmo termo que a pior seqiiéncia de redugio
para M rermina. Logo, todas as seqiiéncias de redugio para M terminam no mesmo termo e,
portanto, a forma normal para M ¢ dnica.

Provaremos que M, = M” por induggo em (i) =n.

BASE: () =n=1

Neste caso:

HM, =M, =M
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Logo, M € normal e portanto:
(i) M7 = M,
Assim, por (i) e (i) temos: M_ = M”.
PASSO: lwy=n>1
Considere M, deptep, =M, > ..o M,
E claro que lu,) < l(11) e portanto vale Hi para M,. Entio temos:
(i) M, = M.
Mas como M — M,, pelo Teorema 6.1.2-(2) temos que existem j,k <o tais que:
(iv) MY = M°™,
Por (iv) e pe.ias Observagoes 4.4.5.1-(g) & (k) temos, respectivamente:
(o) MY =M e (M9 =M
(vi) (M5 = (M.
Portanto:

P MEN = (MY = NP
M. = M 5 (M) o M = M.

I

Pee)
=

Com o teorema acima terminamos os nossos resultados para o sistema A™ Antes de
passarmos 3 secdo seguinte apresentaremos dois resultados interessantes para o csleulo
lambda livre de tipos, que também sio conseqiiéncias do desenvolvimento que acabamos de

apresentar,

6.3.15 Dois Resultados sobre o Célculo Lambda Livre de Tipos

Se prestarmos atencio na prova do Teorema 6.1,2, e na prova de todos os resuitados
que ali utilizamos, veremos que em nenhum momento fazemos uso da nogdo de tipos. Isto
significa que o Teorema 6.1.2 rambém ¢ valido para o calculo lambda livre de tipos. Como

conseqiiéncia deste fato conseguimos provas simples dos seguintes resultados:

6.3.15.1 TEOREMA: Church-Rosser para Cilculo Lambda Livre de Tipos

Se M ¢ um rermo fortemente normalizdavel do cdlculo lambda lvre de tipos, entdo a

forma normal para M ¢ dnica.

PROVA: Basta observarmos que a prova do Teorema 6.3.14 independe dos tipos. ¢
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Barendregt provou que, para todo termo M gque nio & fortemente normalizivel em
céleulo lambda livre de tipos, a seqiigncia de redugdo obrida da estratégia perpérua nin é
finira, Ou seja, se h{(M) nio é finito, entdo Lg (M) também nido é. No teorema seguinte
provaremos que se M é forremente normalizavel, o comprimento da seguiéncia obtida da

estratégia perpétua ¢ igual a altura da drvore de reducfio para M.

6.3.15.2 TEOREMA: Lg (M)=h(M)

M) <o = Lg_(M)=h(M), para todo termo M do célculo-A livre de tipos.
PROVA:

Indugio em Lg (M),
BASE: L (My=1

Le M)=1 => M é normal = h(M)=1.
PASSO: Le (M)> 1
HI: Se N € tal que Lg_(N) < Lg_(M), entdo h{N)=Lg_(N).

Como Lg (M) € o comprimento de uma segiiéncia de redugio especifica para M, é
claro que:

G Le (M) s A} < @,

Seja it = M= M, - M,~» M, ~»,.. uma seqiiéncia de reducdo para M ral que:

iy Huy=h(M)<o.

Consideremos também @, = M,-» M, ->... a seqiiéncia obrida de p desconsiderando-
se seu primeiro termo. E claro, pc;r (i), ques

{iis) (M) =) e

{iv) R(IMY=h{M,}+ 1.

Mas como M ~» M,, por (i) e pelo Teorema 6.1.2, que vimos que vale também para
cslculo-A Hivre de tipos temos:

(v Lp (M) >Lg (M,).

Logo, por {1), vale HI em M,, e portanto:

(vi) R(M)=Lg (M)).

Por (iv}, (v} & (v} é claro gue:

@) Le,M) > LeMo) = hiM) = L (M) 2 hM)+1 = Le (M) 2 hM.

Portanto, por (i) e (vii): Lg (M)=h{M). ¢
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E sabido que vale Church-Rosser para calculo-d livre de tipos, no entanto, em
6.3.15.1 estamos apresentando uma nova demonstracio para este faro, Quanto ao Teorema
6.3.15.2, Barendregt provou que a sua estratégia perpétua sempre encontra seqiiéncias de
redugio de comprimento infinito quando existe alguma. A este fato estamos acrescentando
que quando M é fortemente normalizdvel, a seqiiéncia obtida da estratégia perpétua tem

comprimento mdximo.

84 Comparacio entre o Nosso Método os Artigos do Capitulo V.

Vamos inicialmente resumir os resultados que neste capitulo obtivemos para o
sistema A> e, nos Capitulos I e I, obtivemos para o sistema de deducio natural C"
Apresentaremos o resumo dos resultados na notacdo de A= No entanto, os resultados para
C’ sdo os mesmos, com a diferenga que, ao invés da estratégia perpétua de Barendregr,

utilizamos a pior seqiiéncia de reduco de Massi.

6.4.1 Resumo dos Nossos Resultados

(1) Introduzimos o Ordinal Natural o(M) para os termos de A>. Qu seja, definimos 2

atribuicdio numérica univoca o(M) e provamos que, para todo termo M:
o) oM<
o) M3 N = oMY >olN).

(2} Provamos que, para todo termo M, o(M) coincide com o comprimento Le (M) de
uma seqiéncia de reducdo especifica para M (a seqiiéncia obtida através da estratégia
perpétua de Barendregt), QOu seja:

¢ ofM) =L (M.

(3} Considerando que M" representa o {n+1)-ésimo termo da seqiidncia obtida

arravés da estratégia F, aplicada a M, provamos que:
¢eM o N = Jj k<o / M = N°*,
Como consegiiéncia de {1), (Z) ¢ (3), considerando MeA® um termo qualguer,

obtivemos os seguintes resiltados sobre o sistema A™
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{4) Normalizacio forte para A™
» RIM) <,
{51 ofM) é o menor ordinal natural para M e, portanto, representa exatamente a
altura da drvore de redugdes para M:
« ofMY=hH(W),
(6) F, produz a mais longa segiiéncia de reducio para M:
¢« Lg (M) =h(M).
(7Y Church-Rosser em A

+ A forma normal de cada termo de A é tinica.

Podemos dizer que os Itens (1) a (3) acima representam resultados técnicos cujo
objetivo foi viabilizar a obtencéo de (4) a (7), que representam os resultados importantes que
obtivemos para o sistema A= No entanto, o nosso grande esfor¢o agui foi a obtengio dos
resulrados (1) a (3}, As provas de (4) a (7), como vimos, sfo triviais a partir dos ltens (1) a
3]

Vamos agora sintetizar o mérodo gque utilizamos para a obtengéio de (1) a (3).

6.4.2 Resumo do Nosso Método Geral
Podemos separar trés passos fundamentais que utilizamos para a obtengio dos

resultados {1} a (3) descritos acima,

{a) O primeiro passo foi definir uma estrarégia de redugiio supostamente maximal,
gue jamais efetuasse uma reducio capaz de eliminar a possibilidade do surgimento de novos
redex @& partir dos 34 existentes. Utilizamos para isto a estratégia F, definida em
Barendregt[1990].

{by O segundo passo foi, assumindo que Ly (M) <o para todo M, provar que:

‘MoN = LM>L, N) e |
e MoN = k<o / MPT= N°®  (vale o Item 6.4.1-(3) acima).
{¢) O rerceiro passo foi provar a hipdtese assumida no passo anterior, ou seja, provar

que Ly (M}<@ para todo termo M. Para isso definimos a atribuicio numérica ofM) e

provamos gue, para todo M:
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eoMi<a e ofM)= Ly (M)

E claro que os passos (g}, (b) e (o) implicam os Resultados 6.4.1-(1), (2} & (3).

Utilizando a estratégia F,, de Barendregt e alguns resultados conhecidos sobre A2
que apresentamos no Capitulo IV, eferuamos os passos {a) e (b) sem muita dificuldade, no
Teorema 6.1.2. O passo (¢}, no entanto, exigiu a maior parte do rrabalho aqui desenvolvido.
Podemos sintetizar o método que utilizamos para efetuar () da seguinte forma: um
desenvolvimento sintdtico foi feito sobre A, onde um novo tipo de redex, os subtermos
multiplicativos, e um tipo especial de reducio para estes subtermos, a multiplicacdo-*, foram
introduzidos. Através deste desenvolvimento provou-se que para todo termo M existe uma
seqiiéncia especifica destas multiplicacses-* que sempre termina, através de um niimero finito
de passos, em um termo chamado de termo estrela, que nfo possui nenhum subtermo
muleiplicative, Esta prova fol obtida sintaticamente, utilizando o método de Turing para
obtengio de normalizacio fraca para ?\.:‘,57 Dessa forma relacionou-se cada termo M com um
termo estrela M*, que como foi obtido finitamente, tem comprimento finito e um ndmero
finito de subtermos. O nimero ofM) associado a M foi definido como o ntmero de
elementos de um subconjunto especial de subtermos de M* {os subtermos pesados de M¥).
Dessa forma temos que ofM) associa univocamente cada termo M a um nimero natural

{finito) ofM). Feito isso, provou-se, sintaticamente, através das propriedades da definicio de
o{M) que, para todo termo M, o(M)=L, (M}, e portanto, que Ly (M) <® para todo M.

6.4.3 Comentsrios sobre os resultados para o sisterna C’

Com relagdo aos resultados obtidos nos Capitulos I e [l para o sistema de deducio
narural C', cabe ainda ressaltar que Massi[1990] efetuou os passos 6.4.2-(a) e (b} descritos
anteriormente. Ele definin uma seqfiéncia de reducdo “nfo econdmica”, a pior seqiiéncia de
reducdo, & provou, assumindo que seu comprimento Ip(r) é finito para toda derivacio = de
{’, os Teoremas de Normalizacio Forte e Church-Rosser. Massi, no entanto, ndo realizou o
passo {¢), & seus resultados ficaram condicionados & hipétese ndo provada de gque Ipm) <o
para toda derivagdo m. Nés realizamos o passo (¢} provando que pE) =o(n) <®, e retiramos

assim a hipStese condicional dos resultados de Massi. Mas fizemos mais que isso. Para

Este método foi descrito em Gandy[1980a),

312




aumentar a independéncia dos nossos resultados com relagio aos de Massi, provamos,
independentemente de Ip(n), que 1 > ' = ofm)>oln). Com este resuleado obrivemos,
independentemente, que o(m) € ordinal natural para derivagoes em C' e que portanto vale
normalizacio forte para . Além disso, como provamos que Ip(m) =o(n) < ®, entdo of1) € o

menor ordinal natural para as derivagdes de C'.

6.4.4 Comparacio entre os Nossos Resultados e os Pesquisados na Literatura

Nos 5 artigos aos quais nos referidos no Capitulo V, os trés analisados
{(Howard[1968], Vrijer[1987] e Beckmann[1998)) e os dois citados (Gandy{1980] ¢
Schwichtenberg{19911), o resulrado 6.4.1-{1) e, conseglientemente, o resultado 6.4.1-(4)
foram obtidos. Ou seia, em todos eles encontramos um ordinal natural para os termos de A°
&, como consegiiéncia direta deste ordinal, uma prova do Teorema de Normalizacio Forte
para A>,

Com excecdo de Howard{1968], todos os demais artigos apresentam explicitamente
estes resultados. Howard ndo os apresenta, mas, na andlise que fizemos daguele arrigo em
5.1, verificamos que tais resultados sdo conseqiiéncia direta dos resultados obtidos por
Howard.

Com excecdo de Vrijer[1987], no que se refere aos resultados listados em 6.4.1,
todos os demais artigos obtém apenas os ltens (1) e {4}, ou seja, ordinal narural e
normalizacio forte para A> Vrijer, no entanto, obteve, além destes dois resulrados, o
resultado 6.4.14(2) e, como consegiiéneia disso, obteve também 6.4.1-(5) ¢ (6). Qu seja,
Vriier provou que seu ordinal natural corresponde exaramente ac comprimento da
seqfiéncia de redugdo obtida da estratégia perpétua de Barendregt (6.4.1-(2)). Com isso
provou que seu ordinal natural € o menor de todos (6.4.1-(5)), e que a estratégia perpétua de
Barendregt produz a mais longa seqiiéncia de redugso em A° (6.4.1-(6)).

Os resultados listados em 6.4.1-(3) e (7}, que representam uma prova do Teorema de
Church-Rosser, sobre a unicidade da forma normal, ngo foram encontrados em nenhum
dos artigos vistos. Tal fato consiste, portanto, em um passo 2 mais do nosso trabalho com
relacio a todos os artigos vistos,

Cabe ressaltar também gque, em termos de resultados sobre ordinal natural, os

artigos de Beckmann e Schwichtenberg trazem um resultado ndo presente nem em nosso
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rrabalho nem em nenhum dos outros artigos, que consideramos bastante relevante. Estes
artigos apresentam uma estimativa finita, em termos de propriedades simples do termo M,
para a complexidade do ordinal natural que eles definem. Schwichtenberg apresentou uma
primeira estimativa que foi posteriormente aprimorada por Beckmann,

A seguinte tabela mostra comparativamente os resultados importantes gue

obtivemos para o sistema A, juntamente com os de cada um dos artigos citados:

6.4.5 Comentdrios sobre a extensio dos nossos resultados

Segundo o comentério 4.5.9 a respeito da transferéncia de provas de normalizacio
forte, podemos transformar, de modo relativamente simples, provas de normalizacio forre
para o sistema de cdlculo lambda tipificado A% em provas de normalizacio forte para o
sistema de dedugio narural C’. No entanto, vimos também que esta transferéncia nfo pode
ser feita de maneira trivial do sistema A> para os sistemas de deducdo natural M, I e C,
respectivamente de Idgica intuicionista minimal, intuicionista de Heyting e ldgica cléssica
definida em todos os conectivos cldssicos. Como apresentaremos no Capitulo VI o esbogo
de uma extensfio dos nossos resulrados de C* para os sistemas M e [, podemos dizer gue esta
extensio representa outro avanco dos nossos resultados com relacdo aos resultados de todos

os artigos citados, que se limitam ao sistema 2>,

6.4.6 Comparacio entre o nosso método e o método dos artigos pesquisados
Além destas diferengas que acabamos de apontar entre 0 nosso trabalho e 0s artigos
pesquisados, relativas ao alcance dos resultados, vamos agora apontar mais algumas

diferencas nos métodos de obtencio destes resultados. Foi com o objetive de mostrar
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claramente que o nosso método de prova ¢ distinto dos métodos utilizados pelos artigos
vistos, que desenvolvemos nossos resultados também para o sistema A=,

Um primeiro ponto que fica claro, analisando os estudos dos artigos no capitulo
anrerior ¢ o desenvolvimento do nosso método nas trés primeiras secdes deste capitulo, é
gue, mesmo para o resultado de normalizacdo forte para A® via ordinal natural, presente em
todos os artigos, o nosso método é distinto do método dos artigos analisados. Em outras
palavras, tratam-se de provas distintas para o mesmo resultado.

Com excegio do artigo de Vrijer, o nosso ordinal natural € menor que o ordinal de
todos os demais artigos referidos. Mesmo sendo igual ao ordinal de Vrijer, fol obtido de
uma maneira compleramente diferente. Como descrevemos em 6.4.2, apesar de coincidir
com o comprimento da pior segiléncia de redugiio, o nosso ordinal oM} € obtido através de
uma manipulacio sintdtica finita no termo M que o transforma em M*, um termo no qual
podemos contar o ndmero de todos os possiveis redex de M. Esse método para a definigio
de ofM) teve por objetivo a obtencio da prova de finitude de of M) para todo termo M.

A prova de finitude da atribuicdo de Vrijer fol obtida de maneira completamente
diferente. Vrijer definiu seu ordinal natural como um funcional pertencente a uma certa
hierarquia. Desenvolveu a teoria desta hierarquia e provou que os funcionais desta
hierarquia que representam os ordinais naturais para.termos de A* tém imagem em ®, e
portanto sdo finitos. A maneira como Howard ¢ Gandy obtiveram as provas de que suas
arribuiches numéricas a termos eram finitas segue uma linha de argumentacio semethante a
esta.sa Eles, cada um a seu modo, desenvolvem uma teoria formal distinta de A7, e definem
uma correspondéncia entre A termos e termos destas teorias. Em seguida apresentam
modelos para estas teorias que relacionam termos com miimeros naturais. Assim,
indiretamente, através destas teorias formais relaciona-se A™-termos com nimeros naturais.

J4 os artigos de Beckmann e Schwichtenberg urilizam, para provar a finitude de suas
atribuicdes numéricas, uma técnica desenvolvida por Howard{1980a}, que foi baseada nos
trabathos de Sanchis{1967] e Diller[1968]. Este método, bastante engenhoso, € mais
préximo ao nosso método que o dos outros artigos, pois também consiste em um certo

desenvolvimento sintdtico que associa uma drvore, a “head reduction tree”, a cada A -termo

B .
Lembrando gue Howard operou dessa forma para ordinais menores que g, ¢ termos de 7. Nossa andlise do

artigo de Howard moveu este universo para numeros naturals & A™-termos,
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M. Arravés de manipulag@es sintdticas nesta drvore prova-se nfdo apenas que a atribuicio
numérica #M € finita, como também exibe-se uma estimativa para seu valor em termos de
propriedades simples de M. Apesar de mais proximo do nosso método que os demais, 2
analise do artigo de Beckmann, apresenvada aqui em 5.3, e a prova da finitude de ofM),
apresentada em 6.2, mostram claramente a diferenca entre estes métodos.

Para o caso das provas de gue as atribuicdes numéricas definidas para os termos de
27 diminuem com as redugdes (M = N = n(M)>n(N)), os resultados de todos os artigos e
O NOsso proprio estdo mais préximos entre si. E claro que todos eles diferem, na medida em
que mesmo que algumas destas atribuicdes numéricas sejam coincidentes,sg todas elas foram
definidas de maneiras distintas. Esta maior proximidade entre as provas para esta parte do
resulrado se deve ao fato de gue rodas elas, inclusive a nossa, foram obtidas de maneira
sintdtica, por indugdo na complexidade do termo M, analisando todas as formas possiveis de
M e as posigdes possiveis para o redex reduzido em M — N.

No caso especifico do nosso desenvolvimento, baseado no Teorema 1.5.4
demonstrado por Massi, obtivemos, juntamente com a prova de que Lg (M) diminui com as
reducdes, um resultado fundamental (6.4.1-(3)) para a demonstracio do Teorema de

Church-Rosser, gue nenhum dos artigos pesquisados apresentou.

6.4.7 Considera¢des Finais sobre Estas Comparagées

Concluimos este capitulo dizendo que o motivo fundamental que nos levou a
desenvolver nossos resultados também em A® foi mostrar claramente que, apesar da
semelhanca nos resultados, o nosso método £ distinto dos métodos dos artigos analisados e,
especificamente, ¢ distinto do método desenvolvido por Vrijer, cujo ordinal é igual ao
NOSSO.

Contra o nosso método podemos apontar a seguinte “desvantagem™ a extensfio ou
nfo economia, Necessitamos de mais lemas e teoremas para obtengio dos nossos resultados
do que os artigos pesquisados. Acreditamos que esta desvantagem estd fortemente

relacionada com o fato de termos desenvolvido este método inicialmente para sistemas de

Como € o caso da igualdade entre a estimariva foruxa {M}* de Vrijer e da aeribuiciio #M de Beckmann,
da ignaldade entre o nosso o(M) com a estimativa exatz IMI* rambém de Vrijer.
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dedugdo natural, que sfo muitc menos econdmicos que os sistemas de cdlculo lambda
tipificado.

Em favor do nosso método, porém, podemos resumir a argumentacio desenvolvida
n1esta secio NOs Seguintes pontos:

(1} A extensdo dos nossos resultados para os sistemas M e I, que proporemos no
capftulo seguinte, representa um avanco em telacdo z resultados de normalizacgo forte para
%>, conforme discutido em 4.5.9.

{2) O Teorema de Church-Rosser, um dos resultados que obtivemos, nfo §
conseqiidneia de nenhum dos artigos pesquisados.

{3} A nossa prova de gue a estratégia perpétua de Barendregr, a mesma urilizada por
Vrijer, produz seqiiéncias de redugio de comprimento mdximo para termos fortemente
normalizdveis de A™ fol produzida sem apelo ao uso de tipos, e portanto € vdlida também em
calculo-A livre de tipos, Como consegfidncia disso obtivemos uma nova prova para o
Teorema de Church-Rosser para célculo lambda livre de tipos {6.3.15.1) e um resulrado
novo sobre a estratégia perpétua de Barendregt que ele proprio ndo aponra: AiMI <o =
Le (M)=h(M) para todo termo M de célculo-h livre de tpos (6.3.15.2). Tal fato ndo €
consegfigncia dos trabalhos de Vrijer porque na sua prova de que 2 estratégia perpétua,
gquandn aplicada a termos de A2, produz segiiéncias de redugio de comprimento méximo, a
nogio de tipos € utilizada,

Finalmenre observamos gue, apesar da desvantagem da extensio do nosso
desenvolvimento, que apontamos scima, nosso método € marematicamente simples e
intuitivamente claro. A tnica teoria matematica que urilizamos (de maneira informal) é a
aritmética, ¢ a ferramenta matemitica mais sofisticada utilizada em nossas definigbes e
demonstracdes é a indugdo matemdtica finita. Nosso método produz provas essencialmente
combinatdrias, que Hidam apenas com propriedades estruturais dos termos ou derivagoes das

teorias envolvidas.
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Capitulo VII

Estendendo os Resultados
para Qutros Sistemas



Neste capitulo apresentaremos duas extensdes dos nossos resultados para outros
sistemas de dedugdo natural. Na primeira secio os estendemos para os sistemas M e [, de
16gicas intuicionista minimal e inruicionista de Heyting, apresentados no Capituio I Na

segunda secdo apresentamos extensdes para sistemas de deducgio natural relativos as logicas
modais 5, e 5.

§ 1 Normalizacdo Forte para M e I via Ordinal Natural

Nesta secdo apresentaremos uma extensdio, para os sistemas M e [, dos resultados
gue obtivemos nos Capitulos I e Il para o sistema C'. Como o sistema M de légica
intuicionista minimal, apresentado em 1.2.8, € um subsistema do sistems I de logica
intuicionista de Heyting, apresentado em 1.2.9, ao estendermos nossos resultados para |
estamos automaticamente estendendo para M. Assim, de agora para frente nesta seciio, nos
referiremos apenas 30 sistemna L

Nio faremos aqui todo o desenvolvimento formal que fizemos detalhadamente nos
Capitalos If e Hl. Muitas demonstracdes serio apenas esbogadas, sendo que algumas, no
entanto, faremos com mais vigor. Maior prioridade serd dada s extensdes da pior seqlidncia
de reducio e A compreensio intuitiva da nova definigdo de s(n), Quanto & prova de que
o{m)=1p{n), por ser ela mais longa e com mais detalhes técnicos, apresentaremos um esbogo
menos detathado. Apesar disso, em virtude do que j& vimos nos Capitulos 1T e Il para o
sistema ', acreditamos que o nivel de detathes que apresentaremos é suficiente para a
compreensio desta extensio.

Vamos inicialmente apresentar a nogio de elemento, que trata de maneira unificada
seqiiéncias de fSrmulas consecutivas em um ramo e que sio premissas menores de regras
(3E) e (VE). Tal nociio foi baseada na definicdo de segmento mdximo, apresentada pela

primeira vez em Prawitz[1965] na prova de normalizacgo fraca para L

7.1.1 DEFINICAQ: Seqgiiéncia Idéntica
Uma segiéncia idéntica em uma derivagdo m é uma segiéncia A, .., A, de

ocorréncias consecutivas de frmulas em um ramo de %t tal que:

321



{1} A, nio é consegiiéncia de aplicacio de (VE) ou (3E);
{2) A, (1 €1 <n) ¢ premissa menor de uma aplicacio de (VE) ou (FE);

{3) A, ndo é premissa menor de uma aplicagdo de (VE) ou (3E).

7.1.1.1 OBSERVACOES:

() E daro, pelas regras (VE) ¢ (FE) (Definicio 1.2.2), que todas as ocorréncias de
férmula em uma seqiiéncia idéntica sdo ocorréncias da mesma férmula.

(b} Seja 8 uma seqiidncia idéntica. Quando nos referirmos as premissas e conclusdes
de S estaremos nos referindo, por abuso de linguagem, respectivamente, 3s premissas da
primeira ocorréncia de 8§ e as conclusdes da iltima ocorréncia de 8. Analogamente, quando
dissermos que S é premissa ou consequéncia de @, estaremos dizendo que a dltima

ocorréncia de 8 € premissa de @, cu que a primeira ocorréncia de S é consegiiéncia de @.

7.1.2 DEFINICAO: Elemento
Um elemento em uma derivagio ® corresponde ou a uma segiiéncia idéntica em = ou

2 uma ocorréncia de fSrmula que nfo pertenca a nenhuma seqgitdncia idéntica em 7.

7.1.2.1 OBSERVACOES:

{a) Diremos que os elementos que sio ocorréncias de fSrmula fora das sequincias
idénticas de 7 sio elementos unitdrios.

(b} Por abuso de linguagem denotaremos elementos como temos denatado
ocorréncias de férmula, ou seja, pelas letras gregas mintsculas (g, v, ...) ou pelas letras
latinas maidsculas (A, B, ...) com ou sem indices numéricos.

{c} Denotaremos o nimero de ocorréncias de um elemento ¢ por {{p)

{d} Denotaremos a n-6sima ocorréncia de férmula no elemento @ por (9)*. Note que
se © & elemento unitdrio, entdo @ ={p)"

{e) Utilizaremos a nocdo de elemento para tratar as seqliéncias idénticas como
objetos individuais da mesma categoria que as ocorréncias de férmula que nio pertencem a
seqliéncias idénticas. Fazendo isso conseguiremos estender para derivaces em I a maioria
das definicdes apresentadas nos Capitulos II e III, apenas substituindo as referéncias a

ocorréncias de férmula por referéncias 2 elementos.
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Um primeiro conceito que podemos estender utilizando a nogio de elemento € o

conceite de formula méxima. Em T as férmulas méximas serdo substituidas por elementos

maximos.

7.1.3 DEFINICAQO: Elemento Maximo
Um elemento @ em uma derivagiio ® € um elemento mdximo quando ¢ for
conseqiiéncia de regra de introducio ou do absurdo intuicionista {1} e premissa maior de

regra de eliminacao.

De posse destas ferramentas, vamos estender o conceito de pior sequéncia de
reducdo apresentade em 1.5.3, Para isso vamos redefinir, para derivagdes em I, os conceitos

de F(rt) e FP(x) introduzidos por Massi e que apresentamos aqui em 1.5.1 8 1.5.7.

7.1.4 DEFINICAO: F(m)
Seja 7 uma derivacio ndo normal em I, e R a primeira regra de eliminagio de baixo
para cima e mais 4 direita, tal que sua premissa maior € elemento mdximo. Definimos F(r)

como sendo a tltima ocorréncia do elemento que é premissa maior de R.

7.1.4.1 OBSERVACAQ:

Note gue esta defini¢do ¢ diferente da apresentada em 1.5.1, Nio mais tomamos a
ocorréncia de FM mais 3 direita de baixo para cima, mas a FM que estd na *regra” mais 4
direita de baixo para cima. Isto é necessdrio porque nas regra (3E) e (VE) a premissa maior

ncorre A esquerda das premissas menores, ao contrdrio do que ocorre na regra de (OE).

7.1.5 DEFINICAO: Férmula Principal - FP(x)
A férmuda principal de =, representada por FP{n), € definida por indugdo no nimero
de elementos méaximos em 7, da seguinte maneira:

(1) BASE: a dltima ocorréncia do tnico elemento miximo de n é PP(xy;
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oy + Ty mf.mm
(Z)Seﬁsﬁ%ﬁ ou REA isDB,talqua:
"3 3
« ADB é Flm) e
¢+ A regra (2l) mostrada nédo corta top-férmula de 7,
entio:
FP(my=<{A-B | se 1, for normal;
FP{r,) ,se T, ndo for normal.
[A*
Ry
T B
3)Sen= —&w;i, onde:
Ty
¢« ADB e Flim) e
+ A & cortada pela regra (o) mostrada,
entio:
FP(m) =A=-B.
Ty Ty
A A,
AtnBe (1 <i<), onde AA, & i),

(4) Se= T
3
entdo, para (I £/ <2 e j=i) temos gue:
FP(r)= {AAA, , se m, for normal;
FP(z,) , se m, ndo for normal.
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L
A
(5) Se xt = 1 2' 2 (1<i<2), onde AnA, & Fin), entio FP(Ry=A,AA,,
Ty
T Ty
.L A(a}
8)Se n= Yihm ou T= Yihw , onde VxAR é F(i), entdo FP(r)=V:Ax.
Agy An
T, ,
T, T
A; ALK [AK jj (AR [AK
A vA, @@ A vA, 2 8
2V Ay B B z ¥V A3 B B
NSen = 8 kK ou M= 8 k, onde:
T, T,

L] AzVA3 é F(Tt) g

¢ A, é cortada pela regra (VE} mostrada,

entao:
FP(m)=< FP{r,) , se 7, ndo for normal,
AVA,, se T, for normal.
A (A AL
A,vA, RBZ 783
B Sen= B k, onde
Ty
» AVA, & Flm) e
+ A, é cortada pela regra (VE) mostrada,
entdo:

FP{n) =J FP{n,} , se m, nio for normal,

AxA, | se m, for normal,
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{9 Se n & de uma das formas abaixo:

T T
A A YA
A S s
AvA, B B A,vA, B B
(ayn = B x ou Mn= B
Ky Ty

s AVA; & Flr) e

+ A, nio & cortada pela regra (VE) mostrada,

entio:
FP(rs) , se m, ndo for normal;
FP(m)=< FP(m;) , se %, for normal e &, nic o for;

AvA; |, se m, e w,; forem ambas normais.

"
A AR
A,vA 7;;2 83
(I Sen= : : 3 k , onde:
T4

¢ A,vA, ¢ Fln) e
+ A, nio é cortada pela regra (vE) mostrada,
entio:
FP(x.) , se®, ndo for normal;
FP(m) =<FP(t;) , se, for normal e &, néo for;
vA, , se T, e T, forem ambas normais.

T

T IAK A X

+ XA EFT) e

+ A regra (3E) mostrada elimina hipétese de =,
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entio:

FP(rty = 3xA,
T
i N IAl
e A
(1 Sen = i’—‘&gi ou = mgwgw, onde:
Ty Ty

+ A EFm e

» A regra (3E) mostrada nio elimina hipdtese de n,
entao:

FP(m) ={ FP(%,) , se 1, ndo for normal;

dxA , sem; for normal.

T, M, T
AvB C C

%
(13} Sens= g«v«waw-——-f-, onde a2 ocorréncia de C que é consegiiéncia de

g

(VE) ¢ F(x) e é a tltima ocorréncia de um elemento méximo, entdo: FP(m)=C.

Ty Ry
XA C
P
(14) Se n = mg——-—s———‘—, onde a ocorréncia de C que & consegiiéncia de (JE) é
Ry

Fix) e & a Gitima ocorréncia de um elemento miximo, entdo: FP{r)=C.

7.1.5.1 OBSERVACOES:

{a) Todos os casos para todas as redugﬁes.possiveis aplicdveis a F(x) foram analisados.
Portanto, & facil notar pela definicio acima gue, para cada derivagio nio normal &, existe
uma e apenas uma ocorréncia de rmula @ tal que @ =FP(rn). Ou seja, FP(r) existe e € tnica
para toda derivagio ndo normal x.

{h) Tendo por base esta nova definicio de FP{m), a pior seqgiiéncia de redugdio para

derivacoes em I € entdo definida exatamente da mesma forma que para derivagies de
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Ou seja, consideraremos validas, para qualguer « em I, a Definicgo 1.5.3 e as Observacoes
1.5.3.1.

Antes de apresentarmos a demonstragio do Teorema 1.5.4 relativo a derivactes em

I, vamos apresentar um lema auxiliar que serd bastante 6til na demonstracio deste teorema,

7.1.6 LEMA:
Seja w é uma derivag@o ndo normal em [ e 1, 6 uma subdrvore de = tal que:
(@} r(m,) é alguma premissa da regra R cuja premissa maior é F(m);
(b) i, & eliminada na reducio de FP(n).
Entio: Ip(n,) < Ip(m).
PROVA:

Nao ¢ dificil ver, pelas Definicoes 7.1.5 e 1.5.3, respectivamente de FP{n) e pior
seqiigncia de redugiio, que em todos os casos que 7, satisfizer as condicoes do teorema, a
pior seqiiéncia para 7, representa um segmento inicial da pior seqigncia para %, Portanto
ip(r,) < Ip{m). Mas como F(rr) ndo ocorre em =, entdo a pior seqiiéncia para T nao se

restringe as reducdes em 7,. Portanto, Ip(n,) <Ip(x). ¢

Vamos agora provar que o resultado de Massi de que Ip(1), se finito, diminui com as
redugGes, também vale para derivagdes em I, considerando esta extensdo da definicio de

pior seqiiéncia que apresentamos.

7.1.7 TEOREMA:

Admita que Ip(R) < ® para toda derivacio © em L. Se % se reduz imediatamente a 1’
{m — '), entdo Ip{r) > Ip(x’) e existe uma derivacio ©* tal que 7t B 7 & 7' g 7t
PROVA:

Inducio em Ip(m).

Para realizarmos esta prova, basta que completemos a prova de Massi[1990] feita
para derivacdes de ', Os casos para % ral que F{xn) tem como conectivo pringipal D, ¥ e A

sdo idénticos aos de Massi. Vamos nos concentrar aqui nos conectivos v, 3 e nas reducses
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permutativas, uma vez que todas as redugSes do absurdo intuicionista sfo casos particulares

das redugdes dos conectivos.
A prova que apresentaremos nio contém nenhum fato novo em relacio & prova de

Massi. Todas as sicuagtes novas dos conectivos introduridos tém algum correspondente nos
casos tratados por Massi. Nosso tinico trabalho foi o de organizar e verificar todos os casos

possiveis, de acordo com a nova definigdo de FP(t) que apresentamos,

BASE: ip(n)=1 => n é normal = resultado vilido por vacuidade.

PASSO: Ipin)>1
Comeo Ip{n) <o por hipdtese, € claro que:

@) Iptm} = ip(n®) + 1.
(%) PROPOSICAQ: Se n°—»m,, entéo Ip(r,) <Ip(n°) e existe 7t / °By, n? e m,Bog 7t

PROVA de (*): Inducio no comprimento da seqiiéncia #° —» 7.

BASE: #° -» x,.
Como, por i) pir®)<ipln), o resultadc ¢ imediato pela hipdtese indutiva do

teorema.

PASSO: n° -» 1, ~> 1,.
Por hipotese indutiva da Proposicac (¥), existe  tal que:

Gy 7° B md, m, Bop i e Ip(n,) <lp(n®).
Logo, por {if), podemos aplicar a hipétese indutiva do teorema a T,, & portanto existe

f ral que:
(i) T, 2o 78, 7, T 7 o Ip(n,) <Ipln,).
{ivy Assim, por (i), (i} e (D), Iplm,) <IpE°) <ip(m).
pela unicidade da pior
By, ou

s, ou 1% »

Note, por (ii) e (i} que 1, T»q 78 & 7, Doy 7. Assim,

seqjiiéncia temos trés casos possiveils gue relacionam 7} & nf: o}

8 F» nt. Analisemos cada um deles.

CASO (1*h nd =m}

Neste caso:
Wporl): = Hrduynd=nle

(vi) por (iii): 7, Fwe 7.
Assim, por (v}, (v) e (v1) provamos a Proposicio (*) para este caso
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CASQ (2%): n* 2 ¥
Neste caso:
(wil) por (ii): T D r° I nte
(viii} por Gii): 7, Dye 7 B> 7k
Assim, por (iv), {vi) e (viii} provamos a Proposicio (¥) para este caso.
CASO (3%: 7t B» mt
Neste casor
(ixypor (iD): 7 B r° et B nd e
(x) por (iii): 7, g =t

Assim, por (iv}, (ix) e (x} provamos a Proposicio (*) para este caso. 7

Voltemos ao teorema.
Consideremos dois casos: T = 1° e 1t° # 7°.
Se ' = ®°, o resultado & imediato, pois, por (i), Ip(r®) <Ip(r). Temos que analisar,

portanto, todos os casos em que T # 7°. Temos vérias possibilidades, de acordo com F(z).

T, 2
2 - Ty im
CASO 1. nsé—-w%;w?- ou T = fm»m—-Bé—:?—?w, tal que
Ty r,

e AnBeF(n) e
+ A regra (™) mostrada nio corta top-formula de =,
Ver Massi{1990], pp. 92 - 95.

[A]F
Ry
T, B .
CASO LI:nt= ﬁ_____g_i_?__a__ , onde
My

¢eADBEF(N) e
+ A € corrada pela regra (0l) mostrada,

Ver Massi[1990], pp. 96 - 100.
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CASO 4: =

%y
A, A, L

CASO3: = ﬁi_g,fi, (1<i<d), ou nt= ﬁj}?‘“ﬁz‘”, onde AAA, é F(n)
Ty fy

Ver Massi{1990], pp. 101103,

T, T
i A
2 DB o one YA e e 6 B
An Aw
g1 T,

Ver Massi[1990], pp. 104-105.

CASO 5: 7 tem uma das seguintes formas:

i 4
A; x [AsK j_1 . (AL
e s
CAvA, € ¢ AVA, ¢ ¢ ;
{a) 7t = & Kk ou TE= e k, onde:
TC‘ 7':.{

o AvA 6 F(T) e
» A, nio & cortada pela regra (VE) mostrada.

Como as duas formas de 7 se comportam de maneira idéntica com relacdo a redugfo

da pior seqiiéncia (Definicgo 7.1.5-(9)), vamos tratd-las de maneira unificada. Utilizaremos

7, M, T,
A,vA, C C

para estes dois casos de % a notagdo conveniente 1t = g

SubCaso 5.1 #' =

Rg

Temos aqui tantos subcasos quantas sio as possibilidades para 7’

.Y T, Ty
A,vA, C C
- C

N

, onde T, = Ty

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para =°.
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SubCaso 5.1.1: m, nfo é normal

Neste caso, pela Definigia 7.1.5-(9) temos que FP(r)=FP(x,) = FP(n"). Portanto:
7 T, my T Ry ogo
A,vA, C ¢ . AVvA, C ¢
C e W= C .

P Ty

?tﬂ

[}

{xi) Note que, apenas efetuando a redugfio 7, ~» 1t} em x°, temos que 7° ~» 1™°.
Portanto, usando a Proposicio (*) existe um n* ral que:
(i) =° Bpp 7¥, WO B m¥ e IpE°) <Ipimo).
Logo, por (xi) e (xii):
xidw B s nf e B ™ By,
Norte, por (i) que vale HI para n°. Lozgo, por (xi):
{xiv) Ip(n"®) < Ip(n°).
Como Ipr")y=Ip(r’*}+ 1, pdr (xiv) temos que:
(xv) ip(n’) < Ip(n®) s Ip(m).

Portanto, por (xiii} e (xv) resolvemos o Caso 5.1.1,

SubCaso 5.1.2: 7, é normal

Pelo Teorema 7.1.6 Iplr,) <Ip(r}, loge vale HI em x,, portanto:
(xvi) Existe nf tal que: 7, Top 7, 7l Bpnt e Ip(m) <iplx).

75: T, Ry
A,vA, C C
e .
Ty

(xvii) Considere n* a seguinte derivacio: =f =

Como 1, é normal, pela Definicao 7.1.5-(9) ¢ ficil ver que a normalizacio de «, via
pior seqiiéncia € segmento inicial da pior seqgiiéncia de #. Analogamente, a normalizacio de
7, via pior seqiéncia é segmento inicial da pior seqiéncia de x'. Dessa forma, por (xvi), (xwii)
e 7.1.5-(9) é claro gue:

(xvili) & Pog n?, 7 By e

como, por (xvi), Ip(x) < Ip(w,}, também & claro que:

(xix) Ip(n’) <Ip(x).

Portanto, por {xvii) e (xix) resoivemos o Caso 5.1.2.
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iy Ry T
A,vA, C
C

Ty,

SubCaso 5.2: ' édaforma o' = ,onde T, - w0

Temos tantos subcasos guantas forem as possibilidades para x°.

SubCas0 5.2.1: =, ndo é normal
Neste caso, pela Definicio 7.1.5-(9) temos que FP(r)=FP{r,)=FP{x"). Portanto:

Note que, apenas efetuando a reducio T, —» % em 1%, temos que &° —» ©'°,
G s q

A solugho € portanto ansloga & do Caso 5.1. L

SubCaso 5.2.2: 7, é normal mas %, nio
Neste caso, pela Defini¢do 7.1.549) temos que FP(r)=FP(xn,)=FP(x"). Portanto:
7ty Ry Ty T, Ty M
A, vA, C C enm_Az\’Aa C C
3 C = C .
T, T,

L+]

T

Note gue, apenas efetuando a redugio T, —» 13 em 7°, temos que ° > T°,

A solugdo é portanto andloga 4 do Caso 5.1.1.

SubCaso 5,2.3t n, e, 8830 ambos normais
Neste caso, pela Definicao 7.1.5-(9) temos que FP(n) =A,vA,=FP(r"). Portanto:

Ty T,
=L e w°=C.
L, Ry

Note que, apenas efetuando a redugio %, ~» T em %°, temos que &° > .

A solugdo é portanto andloga 2 do Caso 5.1.1.

¥
s T, R}

k]
SubCuso 5.3: n’ édaforma o' = AV ABC C , onde 7ty - 7

Ty

Pelo Teorema 7.1.6 Ip{r,) <Ipfm), logo vale HI em m,, portanto:
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(xx) Existe n¥ tal que: 7, Do nf, 1w Band e Iplr) <Ip(ny).

T, T, 74
A,vA, ¢ C
(xxi) Seja ©* a seguinte derivacio: 7% = —2 SC .
Ty

Pela Definicio 7.1.5-(9) é facil ver que a normalizagio de m, via pior segiiéncia é
segmento iniclal da pior seqiéncia de n. Analogamente, a normalizacio de = via pior
seqfidncia € segmento inicial da pior seqiiéncia de 7" Dessa forma, por (xx), (xxi) e 7.1.5-(9) &
claro que:

(xil) @ D wt, ® Engnt e

como [p{m) < Ip(x,) também & claro que:

(xxifi) Ip{n’} < Ip(m).

Portanto, por (xxii} e (xxiii) resolvemos o Caso 5.3.

T, T, T

o
SubCaso 5.4: 7' é da forma ' = Ay v Aac C ,onde T, —> Ty

]
Ty

Como AvA,; € F(x), = e ' devem ter as seguintes formas:

T, TCE Tf3 Ty '1'52 TC3
A, vA, € C A,vA, C C
b C Ty C
E s E s
= D 7= B d Ny
= F e_ = F , nde Ty .
Ty Ry

Temos tantos subcasos quantas forem as possiveis formas de =°.

SubCaso 5.4,1: 7, ndo & normal

Neste caso, pela Definicio 7.1.549) temos que FP(n)=FP{r,)=FP(n"). Portanto:
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A,vA, C ¢ A,vA, C ¢
Ty G T C
E Ty E i
7= D 7= DS
- F © = F
s 7,

Note gue, apenas efetuando a redugio g, — g em 7°, temos que 7° ~» 7'°,

A solucio é portanto andloga 3 do Caso 5.1.1.

SubCasa 5.4.2: 1, é normal mas 7, ndo é,

Neste caso, pela Definicdo 7.1.5-(9) temos que FP{r)=FP(xn,) = FP(x"). Portanto:

my Ty Ty , T, T
A,vA, C C A,vA, C C
g C s C
£ g E s
. D e D
s Ty

Note que, apenas efetuando a redugio %, —» %, em 7°, temos que 1° —» T°,

A solucdo é portanto andloga 4 do Caso 5.1.1.

SubCaso 5.4.3: m, e ®, 580 normais
Neste caso, pela Definicio 7.1.5-(9) temos que FP(n) =A,vA,=FP(r’), Portanto:

Ry Ry

C C

s Ts Ty T

, E D w.  E D

o= e T°s —¢—.
Ty Ry

Note que, apenas efetuando a redu¢do 1, — mg em 7°, remos gue 77 > 2.

A solugdio & portanto andloga 3 do Caso 5.1.1. '

oy

A A
e e 3
A2 \'4 As B B
CASO 6: = _ 5 k , onde:
Ty
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e A,V A, & F(m)

» A, niio é cortada pela regra (VE) mostrada

A solugdo deste caso € exatamente simétrica 4 do Caso 5 com relacio s subdrvores

Ty € Ry,

CASQ 7: = tem uma das formas:

1t
A, A TAK TIAF AL
A v AL T, Ty A v AL Ty 3
2V Ry B B 2 V Ry B
T = 5 kK, Ol 7= 5 « onde:
TCd T,

» A, é cortada pela regra (VE) mostrada
Como estes dois casos se comportam de maneira semethante com relagiio a definicio
de pior segiiéncia {Definicdo 7.1.5-(7)), vamos tratéd-los de maneira unificada, Por economia
escreveremos a solugdo apenas para a primeira forma de 7, sendo que para a segunda o

procedimento é andlogo.
Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para «'.

3
Ty

A IAK AR
TR W, Ry
Az AV As B B
Sublaso 7.1: ' = ) x, onde X, ~» T,
T4

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para °.

SubCasc 7.1.1: 7, ndo & normal

Neste caso, pela Definigsio 7.1.54(7) temos que FP(r) = FP(x,) = FP{r"). Portanto:

H
X: Ak A ;; Ak (A
S ?r f3 —k 7( o
A,vA, g B  AvA, B
= 5] kK, T = B8 K.
T, Ty
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Note que, apenas eferuando a reducdo %, —» 7, em n°, temos que ° — 1°,

A solucido é portanto andloga 3 do Caso 5.1.1.

SubCaso 7.1.5: =, € normal
Neste caso, pela Definicsio 7.1.5-(7) temos gue FP(r)=A,vA,=FP(x"). Portanto:

Ty T,
[A,] [A,]
=, e w°=am, .
B B
T, T,

Note que fazendo a reducio m, —» 7 em cada c6pia de =, em =° remos: ©°~» ®'°,

A soluco é portanto andloga & do Caso 5.1.1.

A ALK AR
A . A [ Ty
W
SubCaso 7.2: ' éda forma 7' = : ’ 5 B B x, onde T, >,
L7

Temos aqui duas possibilidades, conforme o tipo de reducio realizada em 7.

SubCaso 7.2.1t A redugio ®, —» 15 éral que my= @5 e A ndo ocorre em Ty

A [A)
v B
Ou seja, ©° = : : a B «, onde A, nio & eliminada pela regra (VE)

L7
mostrada.
Temos agui rantas possibilidades quantos sfio os tipos de x°.

SubCaso 7.2.1.1: 1, ndo é normal
Neste caso, pela Definigio 7.1.5-(7) temos que FP(r) = FP(1,) = FP(n). Portanto:
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T Ak [AK & (A

Ai [ AB b o
O AT mg
n° = B kg g0 = B x

Note que, apenas efetuando a redugio 1, ~ %, em ©°, temos que 7° — T'°.
A solucdo € portanto andloga 3 do Caso 5.1.1.

SubCaso 7.2.1.2: 7, é normal e, néo &
Neste caso, pela Definicdo 7.1.5-(7) temos que FP(x)=A,vA, e FP(x") =FP(x,).

Forranto:
Ty
[AgJ

‘E? Az 125 TEZ

[A,] A,vA; B B
(xxiv) 7° = T, € n°= 5 "

B yis

T 4

Ty
WAk (AR
e T, T,
Az AY A3 B B
Seja £ a seguinre derivacio: £ = 5 k.
Ty
Sobre £ sabemos que:
. A (A,
T, A 2 n!i 1{3
[A vA; B

{xxt) 2° = n:] e .= ? : B B k, onde £ ->» X' através de 7, ~> M.

B T,

{xxui) Note, por {xxiv) e {xxv}, que: °-» £° e T'=7"°.
Por {xxvi), usando a Proposicio (*), existe um n* ral que:
(xxvii} T° P ¥, Z° Ep f e Ip(E°) < Ip(x®).
Logo, por {(xxvil):
(xxvii) t B a° By n? e T B E0 By gt

Além disso, como Ip(Z)=Ip(Z°) + 1 e, por {exvii), Ip(Z°) <Ip(r®), temos:
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{(xxix) Ip(E) < Ip(r®) < iplx).
Logo, por (xxix}, vale a hip6tese indutiva para Z. Portanto:

(xxx) Existe T¥ tal que & ¥ 2%, 2 2o 2% & Ip(E) < (L),
Assim, por {xxui), (xxix} e {xxx} temos:

(xxxi) Ip(r™®) =Ip(EN < Ip(E) < Ip{n).
Como Ipmy=1p{r’)+ 1, por (xxxi) temos:

{xxxii) Ip(r") < Ip(E) < Ip(x).
Por (xxvii)) e (xxx)} temos que £ E» ¥ e X 8y % Logo, pela unicidade da pior

seqiiéncia temos que ou & = £, ou n* B TF, ou ZF E» wt. Vejamos cada caso:

Se 7¥ = ¥, por (o), (xxwiil) e {(xxx temos:
(exxiil e Py n¥ =3t & D=3 2, 5
Se 1t 29 B¥, por (xoxwi), (xxviii) e (xxx) temos:
toxiy e St Pt e ' B =3 ST
Se 3¥ Z» nt, por (exwi), (i) e (xxx) temos:
2 Ba°=X I, T¥ Dyt

(xxxv) T Emn® e

Portanto, por {xxxii) a (xxxv) resolvemos o subcaso.

SubCaso 7,2.1.3: 1, e m, sd0 ambos normais
Neste caso, pela Definicio 7.1.5-(7) temos que FP(rt) =A,vA, =FP(n’). Portanto:

E3
[A,] Mg
1t = Ty e =8
B Ty

Ry
Mas observe que a reducio T,—> %, se eferuada em 7°, elimina rodas as c¢épias de =,

da mesma forma que em % eliminou as hipoteses A,.

[

[Azl Ty

Logo:n®= g, -» B =x". A solucgo é portanto andloga 3 do Caso 5.1.1.
B Ty
Ty
(A,
SubCaso 7.2.2: A redugio 1,— myé tal que my= @z , com A" pertencendo a T,
B
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Novamente temos dois subcasos, conforme a forma de 7°.

SubCase 7.2.2.1: =, nio é normal

Neste caso, pela Definicao 7.1.5-(7) temos gue FP(r) = FP(r,) = FP(x"). Portanto:

A IAK TAK A (A IAK
e ™ Tc a ——t b [+]
A, v A, E;z 3 A, v A, Bs 3
. I 8
- 8 3 = B .
T, T,

Note que, apenas efetuando 2 redugio @, = 1, em 1°, temos que 7° > T'°.

A soluciio é portanto ansloga 3 do Caso 5.1.1.

SubCaso 7.2.2.2: 1, & normal

Neste caso, pela Defini¢go 7.1.547) temos que FP(n)=A,vA, =FP(x"). Portanto:

7, 7,
[A.] [A;]
= g, , B°s mg
B B
T, Ty

Note que, apenas efetuando a redugiio T, — 1, em 7°, temos que 7° ~» °.

A solugdo € portanto ansloga & do Caso 5.1.1.

A A AR
A““‘_"'“*“"z A Rz Ty
V
SubCaso 7.3: ' = 2 : B B B k, onde Ty —>
4

O resultado segue de maneira angloga ao SubCaso 5.3.
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A A AL
vy I A L2 T3

v
SubCasg 7.4: ' = : . B B B k, onde T, —» My

1

Ty

O resulrado segue de maneira anéloga ao SubCaso 54,

A A AL
——— T’ 2 Ty
Az A4 A3 B
CASD & = B k, onde:
Ry
» AVA, é Flr)

s A, & cortada pela regra (VE) mostrada

A solucio deste caso € exatamente simétrica & do Caso 7, com relagdo &s subdrvores

Ty & Ty
NAl x,
B EN
CASQ G n= g ou W= 5 onde:
Ty Ry
o dxA & P{n);

» A regra (3E) mostrada nao elimina hipétese de
A solucgo deste caso segue de maneira andloga & do Caso 1, provada em

Massi{1990], pp. 92-95.

CASO I s ————% ou #= ———=x, onde:

¢ IxA 8 F(n)

s A regra (3E) mostrada corta hipsteses de
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A solucio deste caso segue de maneira andloga a4 do Caso 2, provada
Massi[1990], pp. 96-100.

Ty My Wy
AvB C C

CASO il:= Qwﬁji, onde:

g

« C, conseqgiiéncia de (VE), é F(r) e a tltima ocorréncia de um gegmento maximo

‘Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para 7',
W W, Wy
AvB C C

SubCaso 11.1: %' = ¢ 5 F , onde Ty = 7}

Rs

Neste caso, pela Definigao 7.1.5-(13) temos que FP(m}=AvB =FP{r). Portanto:

7{:2 RB 752 TE3
T, c 2, C 2, i3 cC £, C z,
. AvVB D D w AVB D D
= D g M= 5
g g

Note que, apenas efetuando a reducio %, —> T, em 7%, temos que 7° — T,

A solugdo é porranto ansloga & do Caso 5.1.1.

T, My My

AvB C C
SubCaso 11.2: &' = c 24 onde 7, 1T,
AR A 5 ., O d T

g

Neste caso, pela Definicio 7.1.5-(13) também temos que FP(n)=AvB=FP(x), ¢

portanto a solugio segue andloga 2 do Casso 11.1,

Ty My T

AvB C C
SubCaso 11.3: ' = G 5 Ze , onde m; — 7}
Ty
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Neste caso, pela Definicio 7.1.3-(13) rambém temos que FP(m)=AvB=FP(x)), e

portanto a solucdo segue andloga 4 do Casso 11.1.
Ty, Wy Ty
AvB C C
c Zy
D
R

SubClasp 1141w = , onde Z, — X

Neste caso, pela Definigio 7.1.5<13) temos que FP(m) =AvB =FP(z’). Portanto:

Ty Ty T, Ta
n, € % C %, rn, C %, C I
. AvEB D D o AvB D D
= ) g roE 5
Ty g

Note que, apenas efetuando duas vezes a reducio Z, — Z; em #° uma em cada

copia de £, temos que ©° ~» .

A solucdo é portanto andloga 3 do Caso 5.1.1.

m, W, T
AvB C C

| c Ed ]

SubCaso 11.5: o' = . R onde 15 ~> T
5

Neste caso, como C 8 F(i), T e 1’ devem ter as seguintes formas:

X, M, T W, Ty
AvB C C AvB C C
c Ly c Z
s D T D
F ™ F s
o= & E e = 8 E , onde g —> T
Ty L

Neste caso, pela Definigio 7.1.5(13) rambém temos que FPim)=AvB=FP(r"), ¢ a

solucio segue andloga & do Casso 11.1.

Ry Ty
IxA C
C z

Caso [2im= -~ 5 4 | onde:

Ty

« §, conseqiidncia de (3E), é F(n) e a tltima ocorréncia de um segmento mdximo

343



A solugio deste caso segue ansloga a do Caso 11.

Assim, por verificagdo de todos os casos possiveis para FP(m), demonstramos o

teorems. 4

Considerando a descricsio do nosso método de prova apresentada em 6.4.2, com este
resultado jd4 temos realizados até agui os passos (@) e (b) daguela descricdo. Para
completarmos a extensdo dos nossos resultados para o sistema I, temos que efetuar o passo
(). Para isso vamos estender a definicio de o(r) para I e provar que o)< o ¢ o{1t) =ip{m)

para toda derivacio n de I. O primeiro passo ¢ estender a definicsio de segmento-ot para [,

7.1.8 Extensdo da Nog¢io de Segmento-a de C’ para 1
Esta extensio ¢ feita de maneira bastante direra. Basta considerarmos as Definicoes

2.1.1 a 2.1.10 apresentadas no Capitulo Il e substituirmos as seguintes referéncias:

{a) onde se 16 C' leia-se [;
(b) onde se 1& ocorréncia leia-se elemento (Definicao 7.1.2);

{c) onde se t& formula mdxima leig-se elemento mdximo (Definigdo 7.1.3),

Fazendo estas substitui¢des j4 temos definida a nocio de segmento-¢t para derivacoes
em L Aplicando estas substituicoes as DefinicSes 2.1.11 e 2.1.13 também estendemos para |
as nogdes de ocorréncia pesada OP, ocorréncia candidata a fSrmula mdxima CM e
ocorréncia associada a ocorréncia pesada, que passam, respectivamente, a serem referidas,
por elemento pesado EP, elemento candidato a elemento mdximo CM e elemento assoriado a

elemento pesado.

7.1.8.1 OBSERVACOES:

(@) E importante frisarmos que o comprimento de um segmento p (Definicio 2.1.4)
em uma derivagdo ®t de I ndo corresponde ao nimero de ocorréncias de férmulas em p, mas
a0 numero de elementos em p e, portanto, as Definicoes 2.1.7 & 2.1.8 de centro e ocorréncia

simétrica tém elementos como base, e nio ocorréncias de f6rmula.
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(b) E facil ver, pela definicio das regras (3F) e (VE), que se p=A,, ..., A, é segmento-o
de nivel 1 em %, entdo os dnicos elementos de p cujas férmulas podem ter os conectivos 3
ou v como conectivos principals sdo A, ou A,. O conectivo principal das férmulas de cada
A {1l <i<n) écertamente D ou A ou VY,

() Também é fcil ver, pela definicio da regra (L), que a dnica ocorréncia de
p=A,, ..., A, que pode ser conseqgtiéncia de (1)) € A,.

{dy Quando w é EP, tal que W é o primeiro elemento seguinte a X, uma cadeia-g em
7, dizemos que € elemento pesado limite em 7%, 0 que denotamos por EPl,.

(e} Chamamos de peso-1 de uma derivag@o m em 1, e denotamos por p,{x), 0 ndmero
de elementos pesados de m. Note que estamos chamando de peso-l o que em '
chamdvamos simplesmente de peso.

(f Uma observaciio que merece destaque é o fato de que um dnico elemento pesado
@ pode ter mais de um elemento associado, cada um deles devido a um segmento-ot 20 qual

® pertence. Vejamos o seguinte exemplo:

8" (DY
i s
Ry A A
= BvD (3A), (FxA) 4 Ty
(FxA)y G (AT
(FANG T
{FxA), C
Cc
Ty

7 rem dois segmentos-o de nivel 1, que sio:

={(3xA},, (ExA o)y [(EAAG], [BxA)] e
P, =[(3xA),, (FxAla), [(FAIAG], [(ExA)4.

Os subindices sio apenas para distingdo de referéncia entre ocorréncias com a

mesma forma e os colchetes delimitam os elementos, Podemos ver que o elemento {(3xA),]
possui dois elementos associados, que sdo [(3xAY,, (BxAkl, devido a p,, e [[3xA), (HxA)l

devido a p,. Apesar de compartilharem a ocorréncia de formula (3xA);, estes dois elementos
8o distintos,
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- Devido 2 introdugo de novos conectivos e i presenca dos elementos com
comprimento maior que 1, a extensio da definicioc de ocorréncia muiltiplicativa nio se faz

de maneira tio direta, Vejamos.

7.1.9 DEFINICAO: Elemento Multiplicativo (EM,)
o & elemento multiplicativo em # (EM,) quando ¢ é EP, e uma das trés condiches
abaixo é satisfeira por © em %,
(D) ) >1 ou ly) > |, onde y=ass,{o);
(2) ¢ é EPL, e £, uma das pontes da cadeia X que antecede @, é tal que IE)> 1;
(3) llp)=1 e, considerando R a regra de eliminacdo da qual ¢ & premissa maior, uma
das condicdes abaixo é satisfeita:

(3.1) R é (=E) & a regra de introducio que gerﬁ alguma das ass,(@) corta top-

férmula de 7;

{3.2) R ¢ (3E)} ou (VE) e corta alguma top-férmula de .

7.1.9.1 OBSERVACOES:

(@) Se ¢ € EM, e a condiggo (2) acima ¢ satisfeira ou existe ¢ = ¢ tal que {{y)>1 e
W=ass,{(p), entdo dizemos que @ ¢ elemento multiplicativo de tipo I em 7, o que denotamos
por EM; .

(b} Se © ¢ EM,, lip)=1 e 0 nio & EM;, entdo dizemos que @ € elemento mudtiplicativo
de tipo 3 em 7, o que denotamos por EMZ

(c) Se @ é EM, e ndo & EM] nem EM;, entio dizemos que @ ¢ elemento multiplicativo

de tipo 2 em m, 0 que denoramos por EMZ.

Ty

A 3,
B

Ty

{d) Se ¢ & EMS, entdo & claro que Ho)> 1 e @ tem a seguinte forma: m =

onde A € a dltima ocorréncia do elemento @ ¢ é premissa maior de regra de eliminacio em
. Neste caso, se A ¢é da forma CoB, entdo £,={n,} e ocorre & esquerda de A; se A é de
uma das formas V«B ou CAB on BAC, entio Z,=0 (a seqiidncia vazia); se A é da forma

CvD, Z,={n,, n.}; e se A ¢ da forma 3xC, entio ,={n,}.
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(2} A uma derivagio que nio possui elemento multiplicative chamamos derivagdo
estreld,

(h O grauw de um elemento @, gr{p), ¢ definido, exaramente como em ', como o
nimero de conectivos da fdrmula de ¢. O grav mdximo multiplicative da derivacio w, glw),

também como em C’ ¢ definido por: g{m) =max{gr(®) / © § EM,}.

Vamos agora apresentar todos os passos formais da extensiio da definicdo de ofm),
entre eles a nova seqfidncia estrela, Apds estas definigdes formais faremos um comentdrio

informal explicando 2 intuicdo da estratégia adotada nesta extensio,

7.1.10 DEFINICAO: Operagio -

Seja ¢ um EML, Sejam wiy, ..., ¥, todos 0s elementos associados a o, distintos de @,
tais que y ) > 1, para 1 €1 < m. Sejam w,,, ..., ¥, todas as pontes de todos os segmentos-o
de 7, nos quais a condicio 7.1.9-(2) é satisfeica para . Seja v, um elemento val que 1 <k <
n e, para todo j # k tal que 1 € < n, posiy,)") > posl(w)).

Nestas condicdes é certo que 7 tem uma das seguintes formas:

T, T, T4 Ty T,
CvD A A IxB A
A A
7= T4 ou T= Ty , onde:
A - Eg A T
D D
Tg Ty

{a) A ocorréncia A, raiz de ®,, ¢ 3 iltima ocorréncia do elemento @, e é premissa

maior de regra de eliminacao.
(b} A ocorréncia A, top-férmula destacada de 7, € (Y. (g € ou r(x,) ou r{ry).

Definimos a operacio -» da seguinte forma:

Quando (y,) =r(x,), temos:
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1
CvD A A A
A Ty Ty Ty
T= Tq - CvD A A ou
A L A o
D D
Tg Ra
7‘51 Ty Ty
IxB A A
A s T,
7= T, N IxB A
A T A T
D D
g g
Quando (g ) =r{n,) temos:
T, T, T, T,
CvD A A A
A T, T, M,
n= T, > CvD A A
A T A L
D D
Ny g

7.1.10.1 OBSERVACAO:

Seja w=A,, ..., A, um elemento tal que w=ass,(p) e n>1, ou seja, Hw)>1. A

operagio —»> se aplica a elementos como y e tem por objetivo tornar y um elemento

unitdrio, transferindo  as ocorréncias A,, ..., A,., de v para p. Note que apds a operacio 2>

em ¥, 0 comprimento de y diminui uma unidade e ¢ de @ aumenta uma unidade.,

7.1.11 DEFINICAO: Derivagio Marcads

Dizemos que ® é uma derivagdo marcada quando toda ocorréncia @ que é premissa
maior de regra (3E) ou (vE) possui uma marca numérica para algum nimero narural n,

Denortaremos estas ocorréncias por (@) ™.
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7.1.11.1 NOTACOES:

(@} Denoramos a soma total das marcas numéricas de uma derivacdo marcada % por

mim).

{(b) Definimos o peso de uma derivagfio marcada =, p(x), por: p{m) =p, (1) +m{n}, onde
b, {5} é como definido em 7.1.8.1-(e}.

(&5 Dizemos que © > 7', quando %’ é obtido de ® marcando-se todas as premissas

maiores das regras (3E) e (VE) de % com zero.

7.1.12 DEFINICAO: Operagio %

Seja m uma derivacio marcada e ¢ um EME 7 tem uma das seguintes formas:

Ty Ry Wi Ry Ty
BvC™ A A (IxBY™ A

T = A L, ou m= A T, onde:
D D
Ty g

a ocorréncia A, conseqiidncia da regra de (VE) ou (3E) mostrada, € a ditima ocorréncia do

elemento @ e & premissa maior de regra de eliminacfio, sendo que Z, pode ocorrer 2
esquerda de A,

Definimos entdo a operacio - da seguinte forma:

T Ty Ta Ty Ty
(BvCY™® A A T, A r, A T,
T= A T, D By D D
D D
g Tg
£
p Ry Ty
(IxBY™ A T A 3,
= A 3, B (ExBY™Y D
D : D
s g
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7.1.12.1 OBSERVACAQ:
Note que a operagdo -» € de faro uma reduciio permutativa (Definicoes 1.4.9 e
1.4.10) que, além de realizar a reducfio, acrescenta uma unidade na marca numérica da

premissa maior da regra de (3E) ou (VE) expressa.

7.1.13 DEFINICAO: Multiplicagio Estrela (%)
Seja ¢ um EM; e y o tdnico elemento em w tal que we=ass,(@). Definimos a

multiplicagio-* de ¢ em © como uma das transformagoes abaixo, dependendo da forma de -

{a) Se p = A=B, definimos:

Ty
(AT [A
Ry T, Ta
A A-B _ A AnB
y A e . . St , onde:
B 3

» as hipoteses destacadas de %, sfio todas cortadas pela regra de introdugio

que gera o elemento associado a ¢ em 1,
(b) Se @ = JxA, definimos:

Ty Lz
A [AT A {A]
_3xA B . XA B 4
T= -—-—-“*B**-—-—-——k s B , onde:

» A=r(x,) € a premissa do elemento associado a @, e as hipdteses destacadas
de 7, sdo todas cortadas pela regra (3E) expressa.

{c) Se p = AvB, definimos:

7, ' Ty
A AV A [A]
! Ty Ny Ty Ry Ty
B AvB ¢ C . AvB C ¢ de:
= g K D c , onde:
Ty g

» A=r(m,) é a premissa do elemento associado a @, e as hipdteses destacadas

de 7, sd0 todas cortadas pela regra (VE) expressa.
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T, 7,
B [BJ* B {B]
T, Ty T L Ty Ry
D n= AvEB C ¢ N AvB C C
AR G ko D c , onde:
Ry g

» B=r{n,) & a premissa do elemento associado a @, ¢ as hipdteses destacadas

de n, sdo todas cortadas pela regra (VE) expressa.

7.1.14 DEFINICAO: Quantidade de Ocorréncias de Grau Maximo do Tipo 1 - ng;(m)

Seja £, um subconjunto das ocorréncias de fSrmula de m definido por:

Lel, ¢ existe um EM, ¢, com gr{e)=g(n}, tal que uma das propriedades seguintes €
valida:
| {1) £ pertence a algum elemento W, distinto de @, tal que y=ass,{¢};
(2) @ é EPl, e £ pertence a algum elemento £ que € ponte da cadeia-¢ gue
antecede @. _
Ao numero total de ocorréncias de formula em % que pertencem a £, chamamos

guantidade de ocorréncias de grau mdximo do tipo 1, e denotamos por ng,(w).

7.1.14.1 OBSERVACAQ:

ng, (%) representa a soma do niimero total de ocorréncias pertencentes aos elementos
associados dos EM, de grau méximo, com o mimero total de ocorréncias pertencentes as
pontes dos EM, de grau maximo que sdo EPl,. Note que ndo estamos considerando aqui ©3
elementos que sio associados a si mesmos (se @=assg{0), as ocorréncias de ¢ nio sdo
computadas em ng,(m)). Note também que mesmo que uma dessas ocorréncias pertenga a

mais de um segmento-B, ela 56 é contada uma vez por nossa definigéo.

7.1.15 DEFINICAO: Quantidade Total de Ocorréncias de Grau Maximo - ng,(m)

Seja T, um subconjunto das ocorréncias de férmula de % definido por:

L&, « £ pertence a algum EM, 0, onde gr{p)=g(n).
A soma do nimers total de ocorréncias de férmula em % que pertencem a Z,, com

ng, (1), chamamos quantidade total de ocorréncias de grau mdximo, e denotamos por ng,(m).
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7.1.15.1 OBSERVACAQ:

ng,(m} representa a soma do ndmero total de ocorréncias pertencentes a algum EM,
de grau mdéximo, com o namero total de ocorréncias de férmulas que pertencem aos
elementos associados a estes elementos multiplicativos mais as ocorréncias que pertencem
aos elementos que sio pontes das cadeias X que antecedem os EPI, de grau méximo. Aqui
também, mesmo que uma dessas ocorréncias pertenca a mais de um segmento-t, ela 88 é

contada uma vez por nossa definicdo,

A seguir apresentamos a extensio das definicoes de ocorréncia estrela e segiiéncia

estrels.

7.1.16 DEFINICAQO: Elemento Estrela - T(n)
Seja ® uma derivacdo e @ um EM, tal que:
gr(@)=g(n) e pos((0)) =max{pos((€)") / & & EM, e grl&)=g(m)}.
Definimos T(m) por indugéo em (%) da seguinte forma:

(1} Se ¢ € EM; ou EMS, entao T(n) =o;

T

{2) Se ¢ é EME temos que 7 tem a seguinte forma: 1t = , onde A & a dltima

B
Ty
ocorréncia de @, como descrito na Observacso 7.1.9.1-(d). Neste caso:

(Z.1) Se existe em X, alguma ocorréncia com mesmo grau que @ e que

pertenca a algam EM, ou a elemento associade a EM,, entio:
5
Ty

T(m)=T(ny), onde m, =
{2.2) Caso contrdrio, T(n)=g.

7.1.16.1 OBSERVACAQ:

Nso é dificil ver que, para toda derivagio nio estrela m, Tlx) existe e é inico.
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7.1.17 DEFINICAO: Seqgiiéncia Estrela
Uma segiéncia estrela para uma derivagio © ¢ uma segiiéncia de derivagdes
denotadas por =*, =*%, 1*2, ..., tal que sdo satisfeiras as seguintes condicdes:
(1) 7 -5 2,
{2) Cada #*** & obtido de ®** por uma das seguintes operacdes:
(2.1) Se T(rn*) ¢ EML,, entdo: =" - n*™*%
(2.2) Se T(n*) ¢ EML,, envior =™ A
(2.3) Se T{x*) ¢ EMZ, e T{z™) possui apenas um elemento associado,
entdo: T B e,
{3) A seqliéncia estrela termina em 7** se ©* ¢ derivagio estrela ou se nenhuma

transformacio definida em (2) se aplica a x*,

7.1.17.1 OBSERVACOES:

(@) Vale lembrar que segundo a Observagdo 7.1.11.1-(c}, a operagio T -»> n*° apenas

marca com 0 todas as premissas maiores das regras (JE) e (VE) de =z

{hy Temos pela Observacio 7.1.16.1 que, para toda derivagido ndo estrela m, T{x)
existe e & unico. Portanto é claro que a segiifncia estrela existe e € iinica para toda
derivacéo 7.

() Se 2 seqgliéncia estrela para ¢ € finita e ®™, sua ditima derivacio, € derivagao
estrela, entdo denotamos 1™ por T¥.

(d) Note que em uma derivago estrela ®* todos os elementos pesados e todos os
slementos associados a elementos pesados tém comprimento ignal a 1. Caso contrério, pela
Definicio 7.1.9, n* nfio seria derivagio estrela. Além disso, ng, (¥ =ng,(x*) =0,

(e} Note, pela Definicdo 7.1.13 de muldiplicacio-¥, que se T{z™) é EM?® ¢ T(z™)
possui mais de um elemento associado, entdo =* € o Gitimo elemento da seqiéncia estrela
para 1 e ndo € elemento estrela.

(ff Vamos provar mais adiante que a seqiiéncia estrela de toda derivagio % termina
em uma derivacio estrela 1™, para algam n<o. Ou seja, a cada derivacdo % temos uma e

apenas uma derivacio estrela m* associada.
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7.1.18 DEFINICAO: Ordinal Natural - ofx)
Seja 1t uma derivagio em I cuja segiiéncia estrela é finita e termina em n*. Definimos

o ordinal natural de x, e denotamos por o(1), como: o(m) = pm*).

7.1.18.1 OBSERVACOES:

(@} Note que, como definimos em 7.1.11.1-(b), pr* =p,(m*) +m{n®. Assim, o)
representa 0 mimero de todos os elementos pesados em 7* somado & somatdria de todas as
marcas de &%,

(b} Mais adiante vamos provar que o(%) estd definido, & tnico e finito para toda
derivagio m. Faremos isto provando que a seqiiéncia estrela de 7 estd definida, é dnica e

termina ermn um nimero finito de passos em uma derivacio estrela %,
Vamos agora explicar um pouco da intuigio por trds desta definicdo de ofn).

7.1.19 Entendendo a Nova Segiiéncia Fstrela

O objetivo da seqiitncia estrela é, como no caso de C', transformar = em uma
derivagio n* na qual podemos contar efetivamente todas as possiveis férmulas maximas de
%. Para isso a seqiidncia estrela tem que realizar codas as maultiplicactes de subsgrvores
possiveis de ocorrerem nas seqiidncias de reducdio para m, sem no entanto reduzir de faro
nenhum elemento méximo. Além disso, para que tenhamos uma atribuicio numérica finita,
temos que mostrar que a seqliéncia estrela para toda derivacio % ¢ finita e rermina em uma
derivacio estrela.

Da mesma forma que em ', a multplicacio-* definida em 7.1.13 realiza a
multiplicacdo de subdrvores exatamente como as reducSes operacionals fariam, sem no
entanto eliminar nenhuma férmula médxima atual nem potencial. Mas para o sistema |
remos, além das redugdes operacionais, as reductes permuearivas. Definimos as operacoes -5
e - acima justamente para realizarmos, na seqiiéneia estrela, as multiplicaces que as
reduches permutativas promovem. Vamos apresentar um exemplo para entendermos

melhor o papel das operacoes > e -5 na seqiiéncia estrela,

Considere & a seguinte derivagiio:
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BY" (DY

s piny
- A A
= BvD (3xA), (FxA); 4 Ty
(B:A), G (AT
FAAG g

{FxA), Cou

C

g

Temos em ® dois segmentos-o de nivel 1, que sdo:

p=[FxA), GxA) L [EANG], [E2A)] e
P2 =[(FxA)y, GxA)l, [(EANGI, [GxA)].

Os indices inferiores sio apenas para distingdo de referéncia entre as vdrias

ocorréncias de JxA, e os colchetes separam os elementos que constituem os segmentos-L.
Repare que % tem apenas uma férmula méxima ((3xA)AG). Realizando sua redugio temos

como resultado a seguinte derivagio 1"

(Bl o1
b 3
A A . A]
¥ = B‘V‘D (BrA), foA)? fh} s
{3xA), C .
C
s

A reducio de m', por sua vez, através da redugio permutariva de {JxA), resulta na

derivacio 1" que tem a seguinte forma:

Bl [DF
T, (A s [AF
A m A Ty
Ty (FxA); C &} (FxA), C )
= BvD C Cw
c
Ty

355




" possui duas férmulas méximas ((JxA}, e (FxA),). Reduzindo cada uma desras FMs

L2213

temos T e T com 4§ seguintes formas:

BI" (D
Ry Ty [A]®
(A] A s
7, R (3xA), C fs)
o’ = BvD C G
C
g
[BJ (D"
Ty i,
[Al [AY
T4 s s
" = BvD C C. -
C
R

Note que a redugio de (3xAAG em 7 fez unir em 7’ os elementos associados a (FxA),
com a propria (3xA),. Esta unido transformou (3xA), de 1 na wltima ocorréncia de um
segmento maximo que deve ser reduzido com redugdo permutativa. Tal redugio
transformou a ocorréncia pesada (3xA), de 7' em duss férmulas maximas de 7”, uma para
cada elemento associado que (IxA), possuia em . Além disso, a subdrvore 7, foi duplicada
em tal reducso.

A nossa seqiiéncia estrela deve portanto ser capaz de prever que elementos
multiplicativos que possuarn elementos associados com comprimento maior que 1, quando
s¢ tornarem segmentos miximos, serdo segmentos miaximos nos quais as redugdes
permutativas se aplicam.

E importante notarmos também, gue a férmula méxima (FxAAG, que possufa
apenas um elemento associado em 7 (ela prépria), e que ocorria entre {IxA), e seus
elementos associados, ndo foi duplicada pela segiiéncia de reducio, tendo sido reduzida uma
dnica vez. Dessa forma, a nossa definicdo de ofr) tem que ser boa o suficiente para prever
que & ocorréncia pesada (3xA), vai ser duplicada por reducio permurativa, mas que (FxAAG

ndo vai, pois € reduzida antes de tal duplicagio.
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Assim, uma possivel operagio para a seqliéncia estrela seria transportar para junto
dos elementos pesados, os elementos associados a estes EP, que tenham comprimento maior
que 1, Sem que, no entanto, tal transformacdo multiplicasse qualquer ocorréncia de férmula
de 7. E exatamente esta rarefa que a operacio > definida em 7.1.10 realiza,

Uma outra possivel operacio pars a segiiéncia estrela seria realizar as multiplicacoes
que as redugdes permurativas fariam nas seqiiéncias de redugSes. Esta rarefa € efetuada pela
operacio 2,

Vamos agora realizar a seqiiéncia estrela para @ para compararmos com a seqiéncia
de reducic acima,

Considere a derivacio ® do nosso primeiro exemplo ¢ assuma que n,, ... Tz 530
derivacaes estrela, ou seja, nio possuem elemento multiplicativo, Pela Definigio 7.1.17, =%,

a primeira derivacio da seqiiéncia estrela de 7 tem a forma:

[B] Dy
T, Ty
T A A
(BVE})“}} {(3xA), (E'A)z K Ta
7%= (GA), G AT -
(FBAYAG s
(3A)™), C,
c
Ty

Nestas condices, pela Definigio 7.1.16 de T(x), temos que [(FxA),]=T(x). Como jd
vimos, [(FxA),] pertence a dois segmentos-f de 7 e possul dois elementos associados:
p=[(FxA), A, [FxAAG], [GA):
By ={3xA),, @A), [ExAAG], [BxA)).
[(3xA)y, GxA)al = ass{[(3xA))) , devido a py;
[(BxA),, (BxAk] = ass{G=A))) , devido a py.

Note também que [(3xA),] ¢ EM* em =*°, pois possui elemento associado distinto do
proprio [(3xA),] e com comprimento maior que 1. Portanto, o primeiro passo da seqliéncia

estrela para T 6 ®°° - ™
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Note gue o elemento w, no qual se aplica a operagio -, descrito na Definicio

7.1.10, & [(3xA);, (HxA),}. Porranto, também pela Definicio 7.1.10, 2** tem a seguinte forma:

[B]"
L
A z, [Df
@371 G =
't = 7, KAAG A [A]
(BvD)® (FA), (BA) 7
(GA), c,
G
Mg

Os segmentos-o. de 7* sd0:

1t ={TxA}], [BxAAG], [(F2A);, (3xA)] e
Pt ={ExA)}, [(3xA)].

Como estamos considerando que m,, ..., T, sdo derivaches estrela, pela forma de #* e
pela Definicio 7.1.16, temos que [(3xA),, (FxA),]=Tx*Y. Note também, pelas Observacses
7.1.9.1, que [(3xA),, (3xA),] ¢ EM® em =**. Portanto, pela Definicso 7.1.17, o segundo passo
da seqiiéncia estrela € #** -5 *2. Assim, pela forma de z** e pela Definicio 7.1.12, m* tem a

seguinte forma:

B
2
A . T, o
(_9?_“51 G [AF 3 [AT
nt = FANG s A %5
T, (@AY, C. (3A)T), C,
(B vDYy?® C C,
C
Rg

Os segmentos-o de 1t°2 sio:

pr?=[FxA)L [3A A GL [ExA),] e p?=[E:A)L
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Note que [{3xA),] =T{x**) ¢ EM*. Como [(3xA),] possui um tinico elemento associado
em 7, a multiplicacdo-* estd definida para [{(3xA),] em x. Portanto, o terceiro passoc da
seqliéncia estrela é 7% % 1*%. Assim, pela forma de 72 e pela Definicio 7.1.13-(b), z** tem a

seguinte forma:

[B]
A T, 1, D
(A}, G {A] Ty [A]
1" = LAAG y P . S Ty
4 (3AY™), C (A, C.
(BvD)? g C.
g

Qs segmentos-f de n*° séo:60
pP={(TxAY], BxA A G, (@A)l e pP=[E:A)]

Note que [(IxA),] é o tinico EM em 7** e ¢ EM®. Alem disso, (3zA), é, ele proprio,

sen unico elemento associado. Portanto, o quarto passo da seqiéncia estrela para nt &

1 5 ™. Assim, pela forma de 1" e pela Definicfio 7.1.13-(b}, =** tem a seguinte forma:

BI* - [Pr

A T, N, T,

(3A), G [A] [A]

™ = A NG g A Tg

, (GA™), c GA™), c

(BvD)® c C.
C
g
MNio estamos considerando agqui, apenas por simplicidade, que a jungio 15\2 crion novos segmentos-§ que

ndo existiam em 7, riem em 7. Isso pode de faro ocotrer, mas ndo interfere nos esclarecimentos que estamos

apresentando.
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T, T,
Como estamos considerando 7, ..., 7, derivacses estrela, e que as juncdes [A] e [A]
Ty T

ndo criam novas férmulas maximas, temos que ™ ¢ derivacdo estrela, e portanto a
seqliéncia estrela para w & B % H S a*? B 2 5 g% = 1% A nova definicio de ofn)
que propusemos, além de somar todas as ocorréncias pesadas de ¥, acrescenta a este
nimerc a soma total de todas as marcas numéricas das ocorréncias de m*. Vamos calcular
este valor em w* = ¥,

Note que =** possui dois segmentos-B, que sdo:
pF=[EALL EA A G [EA),] e pE=[E:A),]

Este dois segmentos possuem 3 ocorréncias pesadas, que sio: IxAAG, (FxA), e (3xA),.
Além disso, a soma das marcas numéricas em 7** é 1+0+0=1, Logo, pa*)=3+1=4 ¢
portanto, como off)=p(n* + 1, temos o(n}=5.

Voltando 3 éeq&éncia de redugdo para T que apresentamos acima, podemos ver que
ela era a tunica possivel, e portanto era a pior seqiiéncia para x. Além disso, ela tinha
comprimento 5. Portanto, para este exemplo com &, temos o(R) = Ip{x).

Vamos agora explicar melhor o papel das operacdes -» 2 -5 dentro da seqiiéngia
estrela,

A redugio permutativa de um segmento méximo pode duplicar ocorréncias em uma
derivacdo. Tais duplicages tém que ser computadas na seqiiéncia estrela por algum tipo de
operagdo. Isso de faro ¢ feito pela operagio -, Mas diferentemente das reducdes
operacionais, as redugdes permutativas ndo eliminam nenhuma ocorréncia da derivacio.
Dessa forma, ndo ¢ possivel alterd-las como fizemos com as reductes operacionais quando
definimos as multiplicactes-*, Como a operacio % de fato realiza uma reducio, temos que,
de alguma maneira, contar esta redugio em p(m*). Para isso introduzimos as marcas
numéricas em premissas maiores de (3E) e (VE),

Mas apenas a operagdo -5 nio € suficiente para tratar todos os casos. Fm 7, por
exemplo, ndo é a ocorréncia multiplicativa (3xA), que é segmento médximo e pode sofrer
redugdo permutativa, mas sim seus elementos associados. Ndo podemos aplicar reducio

permutativa a estes elementos associados porque ela duplicaria a formula mixima JAAG
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gue, -coma jd vimos, ndo & duplicada em nenhuma segiiéncia de redugdo para w. Para
resolver este problema criamos a operagcio 5. O que a operagio —> essencialmente faz &
@ b : »n : d ~ : ad P * d

abaixar” para junto da ocorréncia pesada o segmento méximo que estava junto de uma das
ocorréncias associadas. Note, pela forma da transformagio descrita na Definigiio 7.1.10, gue

- 1 e d 1 h » : - d - ~

a operacdo —» nio duplica nenhuma ocorréncia ou subdrvore da derivagio. Apenas troca
uma regra de lugar,

Assim, como as operagoes da seqfiéncia estrela parecem, intuitivamente, realizar
rodas as multiplicacdes de ocorréncias gue as redugdes fariam, se provarmos gue para toda
derivacio ® temos uma derivacio nt* associada, obtida através de finitas operactes da
seqliéneia estrela, reremos em off) uma atribuicio numérica univoca e finita que
intuitivamente representa o nimero de todas as possiveis férmulas mdximas para m. Testar
e eata intuicio é correta € provar que o{m)=Ip(n} para toda derivacio ®. Antes disso vamos
apresentar o esbogo da prova de que, para toda derivagio 7, a seqiéncia estrela associa,
através de finitos passos, uma derivacio estrela finita 7% Como coroldrio deste teorema

ohteremos a prova de que para toda derivacio T, ofn) estd definido e é finito.

7.1.20 TEOREMA: Existéncia, Finitude ¢ Unicidade de n*

Parz toda derivaciic © a seqiiénela estrela existe, € Unica, e termina, em um nimero
finito de passos, em uma derivacio estrela n*,

PROVA:

Vamos apresentar aqui apenas o esbogo da prova de que a nova seqiléncia estrela,
que definimos em 7.1.17, associa a cada derivagao n uma tnica derivacdo estrela, n¥,
através de um ndmero finito de passos.

Que a seqiiéncia estrela existe e é dnica para toda derivacio %, ja4 vimos na
Ohbservacio 7.1.17.1-(b). Resta portanto provar que para toda derivacdo 7 a seqiiéncia
estrela é finita e rermina em uma derivacdo estrela %,

Usarernos como indice de indugdo da prova a seguinte tripla: {g{r), ng,(x), ng; (z)).

Dizemos que {(g(m), ng,(m), ng;(m)y > (g(n'), ng;{r), ng; ()

guandor g{m) > g(n") ou

gy =g(r) e ng,(m)>ng,(w') ou
glm) =g(n’} e ng,(My=ng.(X) e ng{x) >ng (7).
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Note que, pelas defini¢cdes de g{n}, ng, () e ng,(7), T & uma derivacdo com indice de
inducio (0,0,0) se, e somente se, T é uma derivagdo estrela. Basta portanto provarmos gue,
para toda derivagdo nfo estrela ®, a operagio da segfiéncia estrela estd definida e

transforma m em = tal que (g{n), ng,(wW), ng, (1)) > (g(x"), ng,(w"), ng, ().
Analisemos cada caso da Definiciio 7.1.17 da segiiéncia estrela:
CASO I: p=T(x) é EM}
Neste caso a operagio da seqiidncia estrela é: -5’

Conforme a forma de 7, de acorde com a Definicsio 7.1.10, um dos trés casos abaixo

ocorre:
T, M, Ty T,
cCvD A A A
A 7, T, Ty
= T, 5 o= CvD A A ou
A . Ze A 5 e
Ty g
T, Ty T,
B A A
A 4 Ty
= T, S = 3B A ou
A 2 A Zy
D D
g Rs
T, W, W Ty
CvD A A A
A T, T, T,
T= Ty 5 w= CvD A A ;
A Ly A Zs
D D
g Mg

onde A, raiz de 7, €, em 7, 2 tltima ocorréncia do elemento @ e € premissa maior de
regra de eliminacBo . A, top-formula de =, €, em %, a segunda ocorréncia do elemento

associado ou da ponte relacionada a @, segundo a Definicgo 7.1.10.
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Nao ¢é dificil provar que a operagio -» n#o altera em nada os demais segmentos-o de
%. Apenas diminui em uma unidade o comprimento de um elemento associado a ¢ e
aumenta em uma unidade o comprimento de @, Temos entdo neste caso que:

gy =g(n"), ng{m=ng,(n) e ngim=ng(r)+L.

Portanto: {g(n), ng,(m), ng,(m)) > {gln’), ng,(n"), ng,(n).

CASO 2: p=T(x) ¢ EM2
Neste caso a operacio da segiéncia estrela & n -5 %',

Conforme a forma de &, de acordo com a Definiciio 7.1.12, um dos dois casos abaixo

ocorre:
Ty Ky Ty Ty Ty
BvO) A A i A T, A 2,
m= A £, S (BvO)™ D D ou
D D
Ty s
0, T, Ty
(HxB)‘“” A T, A 24
7= A £, D (AR™ D ,
D D
g s

onde a ocorréncia A, consegiiéncia da regra de (VE) ou (JE)} mostrada, é a dltima ocorréncia
do elemento p=T(n) e é premissa maior de regra de eliminagio, sendo que I, pode ocorrer
a esquerda de A.

Vamos provar, neste caso, que g(n)=g(x) e ng,(1) > ng,{x).

Note que a operacio > diminui o comprimento do elemento @=T(x) em uma
unidade e aumenta o comprimento do elemento que contém D também em uma unidade.
Além disso, no primeiro caso para a forma de %, a operacio 5 'duplicou Z, e uma
ocorréncia de D. Os demais segmentos-o. ndo se alteram com a operagdo -». O préprio @
continua elemento multiplicativo em #', e portanto, gl)=g{r’).

Pelo critério de escolha de T{(x), sabemos que:

(i} D nao pertence a EM, nem a elemento associado a EM,;, que renha mesmo

grau que .
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(ify £, ndo possui elemento multiplicativo de mesmo grau que .
Logo ng,(m)=ng, () + 1, pois todos os possiveis aumentos no nimero de ocorréncias
em elementos multiplicativos se ddo em elementos de grau menor que o grau de p=T{n).

Portanto: <{g(m), ngy(n), ng, (7)) > (gln"), ng,(n"), ng, (7).

CASO 3: p=T(rm) ¢ EM>,

Neste caso a operagdo da seqiiéncia estrela é: T 5 1.

Como a multiplicaciio-* s6 & definida para elementos multiplicativos que possuam
um dnico elemento associado, temos primeiramente que provar que se ¢=T{(x) & EM%,
entdo @ possui apenas um elemento associado. O que nio é dificil de perceber.

Pelas Observagoes 7.1.9.1, se ¢ & EM; é porque ) =1 e para todo w=ass, (), temos
{w)=1. Mas @ s6 pode ter mais de um elemento associado, se entre @ e seus elementos
associados houver pelo menos uma regra (VE) que bifurque o segmento-o ao qual ¢
pertence. Mas se isso ocorre, esta regra produz um elemento de comprimento maior que I,
que portanto serd EM, on elemento associado 2 EM,. Mas como este elemento ocorre entre
@ e seus elementos associados, ele certamente tem grau maior que @. Neste caso, @ nio seria
T{x). Este elemento € gue seria,

Portanto, se ¢ =T(r) ¢ EM2, entdo ¢ tem apenas um elemento associado.

A prova, daqui para frente, é como no caso de C'. ©="T(x} tem comprimento 1, e
apds a multiplicagdo-* deixa de ser elemento multiplicativo. Todos os elementos
multiplicativos da subdrvore multiplicada, e também os novos que podem surgir devido as
novas jungdes de &', tém grau menor que g(n). Portanto, se ¢ fosse o tltimo EM,, com gran
igual a gln) terfamos que g(7") < g(n). Caso houvesse outros, g{m) =g{r’) mas ng, (1) >ng,(nh,

Portanto: {g(r), ng.(r), ng; (m) > {glr’), ng,(m", ng, (%)), ¢

7.1.21 COROLARIO: Existéncia, Finitude e Unicidade de o(r)

Para toda derivacio 1 em I, ofr) estd definido, & gnico e finito.
PROVA:

Como provamos que a seqfiéncia estrela & dnica e finita para toda derivacio T,
terminando em uma derivaciio estrela n¥, entio, pela Definigiio 7.1.18, j4 temos que o(7)

existe e € tinico para todo =®.
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- 1 - - e s . v
Como as operagées %, - e 5 sio operacoes finitdrias (modificam fnitamente a

derivacdo), entdo n* € uma derivagio que tem comprimento finito. Logo 7* tem finitas
ocorréncias  pesadas, Assim, pmF) e m{n®  sdo  finitos.  Portanto,
ofm)=p(A*F)=p (A +m{n*)+1 & uma atribuicdo numérica univoca e finita para cada

derivacio t de L. +

Com a Definicde de o{r) id devidamente estabelecida, vamos agora apresentar um
esboco da prova de que ofm)=Ip{n) para toda derivagio % de I. Com tal resultado e o
Teorema 7,17 tersmos todos os passos principais do nosso métode estendidos parz o

sistema L,

7.1.22 Esbogo Geral da Prova de que o{n) = Ip(m)

Para o sistema C', obtivemos o resultado de que, para toda derivacio w, ofm)=Ip(x},
coma um coroldrio do Teorema 3.4.2, onde provamos que off)=o(x®)+ 1. Para provarmos
que este resultado também vale para derivagtes em I, vamos mostrar que todos os casos
novos a tratar se encaixam, de alguma maneira, nos passos da solugdo apresentada no
Capitaio [HL

Quando provamos que o{f) =o(x®)+ | no Capitulo III, dividimos a solugio em casos
conforme a forma de F(m). Agueles casos temos que acrescentar as novas formas possiveis
para F(m) quando w & derivagio em L. Para fazer isso vamos primeiramente apresentar, sem
demonstracio, algumas propriedades de derivagdes 1 nas quais F(x) se enguadra nos novos
casos devido aos conectivos 3 e v. Condicionalmente a estes resultados, esbogaremos a
prova de que o{m)=o(x)+1 e, conseqiientemente, ofn)=Ip{x) para qualquer derivacio x em

I. Feito isso, esbocaremas a prova de cada uma destas propriedades.

7.1.22.1 Propriedades sobre Derivactes com os Novos Casos de F(n)
(m) Se 1 é uma derivacio como descrita em 7.1.5-(9) tal que %, e 7, s80 normais, ou como
descrita em 7.1.5-(10) tal que #, e %, sf0 normais, entdo:
o plr*)=p(r®*)+ 1.
{b) Se 1 é uma derivacdo como descrita em 7.1.5-(12}, entdo:
s pl*)=p(nf) + pn™)+ 1.
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{c) Se ® é uma derivacio como descritz em 7.1.5-(13) ou 7.1.5(14), entio:
s 0 (A*) =p, (%%} & mAENN=m(@E**)+1 = pEN=pE"F)+1.
(d) Se 1 é uma derivacio como descrita em 7.1.5(7), 7.1.548) ou 7.1.5-(11), entao:

« t* = ¥, onde 7, & obtida de % pela multiplicacio-* de F(x).

7.1.22.2 Esbogo da Extensdo para [ da prova de que o(n) =o(n®) + 1
Trataremos aqui apenas os novos casos para F(r) que nio foram tratados na prova

do Teorema 3.4.2. Os novos casos possiveis para F(n) séo:

CASQO 5: n é como em 7.1.5-(9)

T
A, A T IAK
T TE
A,vA, B g A, VA, B n
= B k ou (him= 5 x, onde:
Ty Ty

2 AvA; € Flr) e

« A, nio € cortada pela regra (VE) mostrada.

g
Note que podemos escrever 7 como nt = A, v A, , onde:
Ty
k
[As]
R, T, T, T,
Mg = ——fos Ol T B e £, = k.
A, v A, A, v A, B

Ty
Além disso, ndo é difict ver, pela Observacio 7.1.8.1-(6), que as operacdes da
seqiiéncia estrela sfo todas locais a n, e ®,, e portanto:
*
g
@ n*= A, v Ay, p*)=pH+ plr)+1.
7
Vamos analisar tantos subcasos quantas forem as possibilidades para %° devido &
Definicdo 7.1.5-(9).

SubCaso 5.1: n, ndo é normal
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Neste caso, por 7.1.549) temos que:

N [AF T (A
_ Ay T, R0 ot My o
A,vA, B g‘ A, vA; B 83
n° = = .
5 k ou=m 5 %
[AJ
T, W "
A,vA;, B B &
Note que 2 = —2 2 5 k, e que portanto: 1% = A, VA,
T, T,
#®
g

(iiy Além disso, como em T, temos: #°% = A, VA, e pE°®) =pnd+pr5*)+ 1.
*
%
Note, por (i), que p{n¥) < p(n*) e portanto vale HI para n,. Assim temos:

pirFy=pins*¥}+ 1. Portanto, por (i} e (i), p{n®) =pr°)*+1 e o(n)=o(x")+ 1.

SubCaso 5.2: &, é¢ normal mas 7, nio

Neste caso, por 7.1.549) temos gque:

o o
T s
A1 [A:;]k i [Azlk
z RZ EB 752 7E3
= ou 1= K
" B ‘ B
94 Ty
.‘5\i ﬁ g
Note que 78 = 2 ou My = ——— -, & que portanto: 1° = A, v A, .
A,vA, A,vA, x
7
0*
g
(1) Além disso, como em T, temos: 1°% = A, v A, e pm®*¥=prE*)+ plx¥) + 1.
*®
iy

Note, por (i}, que p{r¥) < p(n*) e portanto vale HI para ;. Assim temos:

Pl =p(r2*) + 1, Portanto, por (i) e (ifi), pl*)=p(ny*+1 e o(m) =o{x")+ 1.

SubCaso 5.3: &, & T, sdo normais
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Neste caso ¢ resultado é imediato por 7.1.22.1-(a).

CASO 6: & como em 7.1.5-(10)

(A,
As T, X
Az A A3 B B 4
= B k, ONGEe
Ty

sAvA, € Flm) e

+ A; nio é cortada pela regra (VE) mostrada.

Este caso ¢ andlogo ao Caso 5, apenas simétrico em relacdo s subdrvores &, e #,.

CASO 7: né comoem 7.1.5{(12)

n Ty
A 71:2 ......'L_.___._ TCZ
IxA B B
L= ~—t— on x= -“——— tal que:
5 9 5 al que
s =
» dxA é F{r);
» A regra (3E) mostrada nio elimina hipétese de n.
i,
Note que, neste caso, 1° = B, onde n” é obtido de 7 pela reducao de Fin).
Ty

(iv} Além disso, pela Propriedade 7.1.22.1-(b) temos: p(m*) = p(r¥) + p(r™) + 1.

Termos tantos subcasos quantas sdo as possibilidades para 7° de acordo com 2

Definigiic 7.1.5-(12).

SubCaso 7.1: %, ndo € normal

Neste caso, pela Definicdo 7.1.5-(12) temos:
Ty

A

axA B

T

g

Wy n° =
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%y
Note que 2°° = B = 7% Além disso, em 7° também se aplica 7.1.5-(12) e, portanto,
Ty

pela Propriedade 7.1.27.1-(b) aplicada a #° temos:
(vi) plr°*) = p(r*) + p(r°™) + | = PRo¥) = p(ry*) + p(r) + 1.
Por (iv) € claro que p(mF) <p(n*), portanto vale Hl para n, e p(x¥}=p(rd*)+1,

Assim, por (iv}, () e (vi}, temos pF}=pr°F)+1 = o) =o(n®}+ 1.

SubCaso 7.2: n, & normal

Neste case, pela Definigdo 7.1.5-(12) temos:
Ty

7%= B =1 Assim, por (i) temos: pr¥)= p{r®*) +p(rF + 1. Mas como 7, é normal,
Ty

entdo prH =0, Logo, p(r*)= pr**)+1 = olm}=o(x")+1.

CASO 8: 7 é como em 7.1.5-{13) ou 7.1.5-(14)

TC1 th 7‘53 ‘m‘f 1:2
AvB C C XA C

n= CD 2 ou %= CD E",onde:
Ty Ty

» C, conseqiiéncia de (VE)} ou (3E}, € F(x).

Neste caso o resuitado ¢ imediato por 7.1.22.1-{c}.

CASO B nt é como em 7.1.5-(7)

7 T
A:,_ [AF A | [AF {AK
AvA, g 8 AvA, g 8
@rn = 5 k ou (= B k, onde:
T, ‘ Ty

s AvA, é Fm) e
e A, ¢ cortada pela regra (VE) mostrada.
Vamos considerar aqui apenas o caso {@) de n. O caso (b} € andlogo, apenas
substituindo A, por L.
Neste caso, pela Propriedade 7.1.22.1-(d} temos:

365



Ty

(A1 AN
ﬁ_\_é_zg T, T
(it} i* =¥, onde @, = 2 Y BB B €.
T4

Note que 7, é uma derivacdo gue se enguadra no Caso 5 acima, e que, portanto:
(wiil) p(r¥)=p(mg*)+ L.

Temos tantos subcasos possiveis quantas sio as possibilidades para 7° e 70,

SubCaso 9.1: 1, nio € normal

Neste caso, pela Definigsio 7.1.5-(7) e 7.1.5-(9) temos:

oy
Al IAK (AR AT A
-t =, n A, T T
. A, v A, B B ., Aav A, B B
n° = B K B ML= B k
T, T,

Também pela Propriedade 7.1.22.1-(d) temos n°* = ¥ e, portanto, p{r°F) = p(rd¥).

Assim, por {uii) e (vitl) temos: IR =pE°N+ 1 = o) =o(x™)+1,

SubCaso 9.2: n, é normal

Neste caso, pela Definicio 7.1.547) e 7.1.5-(9} temos:
Ty
[A,]
°= g, =m,. Assim, éclaro que z°* = %% e que, portanto, (R = p{nJ*),
B
T4

Logo, por (vii} e (viii) temos: pn*) =p(n°*)+1 = o) =o(m)+ 1.

CASQ 10: 7 é como em 7.1.5-(8)

Ty

AL IAK AL
T Ty Ty
A2 W Aa B
%= 5 k, onde:
Ty
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» AEVA3 é F(TC) g
» A, & cortada pela regra {vE) mostrada.

Neste caso, pela Propriedade 7.1.22.1-(d) temos:

L2
(AT [A,L
Ay Ty 3
n* = ¥, onde :rt::&E‘AzVA3 BB B k.
Ty

Note que 7, é uma derivagio que se enquadra no Caso & acima, e que, portanto:
plr¥y=plry*+1.
O resultado segue de maneira aniloga ac Caso 9, apenas simétrico em relagio as

subdrvores m, e %y,

CASQ 11: & como em 7.1.5-(11)

T Fi4
LA A A
n= B 3 = B X &
s Ra

e A8 F(m) &
» A regra (3E) mostrada elimina hipdtese de 7.
Vamos considerar aqui apenas o caso (@) de . O caso (b) é andlogo, apenas

substituindo A por 1.

Neste caso, pela Propriedade 7.1.22.1-(d) temos:
4
(AT
A Ty
XA B

{ixt #* = w¥, onde m, =gk,

B
Ty

Note que 7, & uma derivagio que se enquadra no Caso 7 acima, e que, portanto:

{x) plm) =plrg*®) + L.
Mas pelas Definigdes 7.1.5-(11) e 7.1.5-(12) temos:

371



Ry
[A]
n° = x, =%, Assim, & claro que 1% = 10* e que portanto, p(r™*) = p{rS*).
B
g

Logo, por (ix) e (x) temos: p(r¥) =p(r®*¥) +1 = o(m)=0(x")+ 1.

Com isso analisamos todos os novos casos possiveis para F(m) e terminamos o eshogo

da prova. ¢

Antes de completarmos esta extensio de nossos resultados para os sistemas M e 1,
vamos fazer um comentdrio importante a respeito das simplificacoes para derivacdes gue

possuem regras (JE) ou (VE) que n#io corram hipdteses.

7.1.22.3 COMENTARIO: Simplificagdes-Iv

Seja w ¢ uma derivagiio com uma das seguintes formas:

A,vA, C C _3xA C

& ou xm G , onde nenhuma hipétese de  é corrada

3 3
pelas regras (VE) e (3E) mosrradas.
Note que apesar de A,vA, e 3xA ndo serem EM em m, 7 pode ser simplificada pela

eliminacdo destas regras (3E) e (VE). Em ambos os casos a seguinte derivacio formaliza a
mesma deducfio que 7 (possivelmente utilizando menos hipdteses):
Ry
= €.
(LY
Note também que a simplificagio de %t para =’ possui as seguintes propriedades:
(@) Hn®) <lm);
(b} nfo existe em ' nenhum EP que nio seja FP em 7;
{¢) nfo existe em 7’ nenhuma regra (ZE) ou (VE) como descritas acima que
nao existia em 7.
Essas trés propriedades garantem que podemos eliminar todas as regras (VE) e (3E)
que nioc cortem hipdteses em uma derivagdo sem o risco de criarmos novos EP ou novas

regras do mesmo tipo,

372




Devido a este fato ndo necessitamos incluir este tipo de simplificacdio em nossas
redugtes, e ainda que estendamos a nogdo de derivagio normal para contemplar este caso,

08 nossos resultados de normalizagdo forte e unicidade da forma normal continuam vilidos.

Para completarmos a extensio destes resultados para M e [, vamos agora apresentar

os esbogos das demonstracdes das Propriedades 7.1.22.1 que utilizamos na prova acima,

7.1.22.4 Esboco das Provas das Propriedades Apresentadas em 7.1.22.1
Item (a)

Se 1 € uma derivacio como descrita em 7.1.5-(9) tal que &, e ®, sdo normais, ou T é
como em 7.1.5-(10) tal que m, & %, sdo normais, entdo:

» p{r¥)=p(r™) + 1.

PROVA:
T
x (A}
z L T
Eshogarei a prova para o caso em que T = a i, com A,vA, =F(rn).
ity
s demais casos s&o andlogos a este.
Ty
(i) Como 7, e %, sd0 normais, pela Defini¢io 7.1.59) temos: %= B .
Ty
A Ak
z LT
) .ﬁz A% As B B
(i1} Considere 7, a seguinte derivacio: %, = 5 k.
Ta
i Ty L2
Eclaroquem = A, & quew*= A,, pois %, é normal e, pelz forma de @ ¢
*
ns 'ms

Observacio 7.1.8.1-(b), néo é possivel haver elemento pesado em 7, com elemento associado
‘em 7t,. Portanto:
(il pl*) =p(r¥).

Como m, é normal e A,vA,=Fr,) € FM em 7, por (i} e (ii) ndo & dificil ver que:
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(iv} p(mF) = p(n®%) + 1.

Isto se dd porque todas as operacdes da seqiiéncia estrela de m, ocorrem em n, e 7,
da mesma forma que em 7°. Além disso, A,vA, nunca é multiplicada pela segiiéncia estrela
em T, pois é F{m,).

Logo, por (i} e {iv), plr*) =p(r°*)+ 1. 3

ftem (b)
Se 1 ¢ uma derivacdo como descrita em 7.1.5-(12), entdo plr®) =¥ + plr*y 4 1,

PROVA:

T, e
A xn, 1,
(@)= 3)03\8 B ou (byn= -ixﬁgi , onde
Ty Ty

e 3xA & Fi(n) e
¢ A regra (3E) mostrada elimina hipétese de 7.

Esbogarei a prova para o caso {a) de . O caso (b) é andlogo, substitnindo A por L.

T2
(i} Como 3xA ¢ F(x), note que: ©° = B,
3
A T,
(ii Considere 7, a seguinte derivagio: x, = HXAB B
Ty
%=
Eclaroquem= A e quen*= Q; , pois, pela forma de © & Observacio 7.1.8.1-(5),
ns 7{5

nfo € possivel haver elemento pesado em %, com elemento associado em w,. Portanto:
(i) D) =p(nf) + plred). |
Note que 3xA=Fln,) € FM em %,. Assim, por (i} e (i) ndo & dificil ver que:
() plnd) =plr™) + 1.
Isto se dd porque todas as operagdes da segiiéncia estrela de m; ocorrem em 7, e 7,

da mesma forma que em 7% Além disso, 3xA nunca é multiplicada pela seqiiéncia estrela em

7., pois é Flr,).
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Logo, por {iii) e {iv}, pr®) =p{r™) 4 p{rx¥)+ 1. 3

{tem (¢}
Se 1 é uma derivacio como descrita em 7,1.5-(13) ou 7.1.5-(14), entdo:
o b, (T =p, (%% e mrH=mE"*M+1 = pE*=pr°*+L.
PROVA:

Vamos esbogar a prova para o caso em que % é como em 7.1,5-{13), ou seja:
Ty My T '

gvC A A

T = A L, , oude A, consegléncia de (VE), & F(n).
D
Ty

Quando % é como em 7.1.5-(14) 0 mesmo argumento & vilido.

Note, peta Defini¢ao 7.1.5-(13) que se  é como descrito acima, entfo:

Ty T,
i A . A b
P?=Bv( D D
D
Tg

Se considerarmos a extensio para [ da Definigéio 3.3.1 de derivagao limite, temos que

nio é dificil ver, a partir do Teorema 3.3.4, que os seguintes resultados devem ser vilidos no

sistema I

Se 1™ = '™ & a derivacdo limite de 7 para A, entdo:

R{:\] TC[ZM ngﬁ)

BvCY® A A
o TN A ZL‘\I*’ ,

D

Al
s

TCE:] KI;]
NEA; A z E;Al+ A Z iAi+
ent =™ =g ) D D e
- D
TPt
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Tcg\; Ttg&}
A g A 3l
M =@vC)® D D
D
g

Utilizamos aqui 7"

no lugar de ™ e M no lugar de £ porque, como gr(D)
pode ser major que gr(Bv(C), podemos ter tanto em 7 quanto em 7° EM em 7, cuja
multiplicaggo-* leve subdrvore de m, para £,. No entanto, é importante notarmos que se fal
fato ocorre ele ocorre da mesma forma tanto para T quanto para n°. Dessa forma, com
excecio da marca numérica em BvC, ™ = °™, Portanto, com excecdo desta mesma
marca numérica, ©¥ = 1°% e entdo:

B *y =0, (%) & m{*)=m(r*)+1 [diferenca esta devida 4 marca de BvC).

Assim, pela Observacio 7.1.11.1-() pla*) =pln®*)+ 1. 3

Item (d)

Se = é uma derivacdo como descrita em 7.1.5-(7), 7.1.5-(8) ou 7.1.5-(11), entdo:
n* = ¥, onde 7, € obtida de n pela multiplicacdo-* de F{x).
PROVA:

Vamos esbogar a prova para o caso em que % € como em 7.1.5-(7). Ou seja,

b
A AT A TIAK AL
—— 7 T e I 4 i
A,vA, g B A,vA, g N
an = B k ou Byt = 5 k, onde:
T, ty

wAyA, &6 F(m) e
» A; é cortada pela regra (VE) mostrada.

Vamos tratar apenas o caso (@) de ©. O caso (b) € anilogo, substituindo A,, raiz de

Ry, por L.
iy
AL (AT
Ag a g
A, v A 2]
Note, pela forma de 7, que: n, = ‘ 3 BB k.
Ry
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Novamente considerando a extensfio para I da Definicio 3.3.1 de derivacio limite,
ndo é dificil ver, a partir do Teorema 3.3.4, que os seguintes resultados também devem ser
validos no sistema I:

A

Se n*= = 1™, a derivagio limite de 7 para A = AVA,, entéo:

TCEA]
L IAK (AR
2 ngAh n{gﬁ]—r
Az W AB B B

LIS
n(ﬁl’g

A,vA, B B

A A
=™ = k=i,

3= 4 & -
Utilizamos novamente aqui ¢ e 7™* nos lugares de 1/ e =™, e 2" no lugar

de 7™, porgue como gr(B) pode ser maior que gr(A,vA,)=gr(A), podemos ter tanto em T
quanto em %, EM em n, cuja multiplicacio-* leve subdrvore de =, para =, ou n,. No

enranto, & importants notarmos gue:
{a) se tal fato ocorre, ele ocorre da mesma forma tanto para T quanto para n°;

{(h) nio & possivel que as operacdes da seqiiéncia estrela limite de =, para A
multipliquem subdrvore de m, ou de ®, em w,, porque gr(A,)<gr(A,vA,), e, segundo a
Definicio 3.3.1, nenhuma operagdo da seqiéncia estrela € efetuada para EM cujo grau seja
menor que grif,vA,)=gr(A) na seqlitncia estrela limite de , para A

Como ™ = 1Y entdo, pela unicidade da seqiiéncia estrela, % = #f.
A ' P A

Os casos em que & & como em 7.1.5-(8) ou 7.1.5(11) sfo andlogos a este. ¢

Com isso terminamos o eshogo da extensdo de nossos resultados para os sistemas M
e 1. Considerando os Teoremas 7.1.7 e 7.1.22.2, todos os resultados sobre C' que
apresentamos na Secdo 4 do Capitulo HI sdio vdlidos para os sistemas M e L Sso portanto

vilidosparaMe It
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e finitude da pior seqiiéncia (Coroldrio 3.4.3),
« normalizacio forte (Coroldrio 3.4.4),
= menor ordinal natural (Teorema 3.4.5) e

e unicidade da forma normal {Teorema 3.4.6).

§2 Normalizacdo Forte via Ordinal Natural para Sistemas de Légica Modal

Prawitz{1965] apresenta os sistemas de Deducao Narural C's, & C'g, para as Ldgicas
Modais S, e S, respectivamente. Tais sistemas sdo formulados como extensdes de C’, onde a
nogéo de férmula ¢ estendida de maneira 6bvia para considerar o operador ungrio N (l&-se
necessariamente), e duas regras simples de introducio e eliminacio da necessidade sio

61 . .
acrescentadas. Antes de apresentarmos estas regras vamos ver duas importantes

definictes,

7.2.1 DEFINICAQO: Férmula Essencialmente Modal com Respeito ao Sistema S,

Definimos a nogfio de férmula essencialmente modal com respeito a S, por inducio no
comprimento das férmulas da seguinte maneira:

{1} L & essencialmente modal com respeito a S,

{2) NA ¢ essencialmente modal com respeito a S,.

(3) Se A e B sdo essencialmente modais com respeito a S,, entdo AAB e AvB tamhém
0 $40.

(4) Se AL ¢ essencialmente modal com respeito a 8., entdo IxA também o &,

7.2.2 DEFINICAQ: Férmula Essencialmente Modal com Respeito ao Sistema S,

Dizemos que uma férmula A & essencialmente modal com respeito a S; quando todo

62
simbolo de predicado em A ocorre no escopo de um operador de necessidade N,

51
Para uma introdugdo zos sistemas de 16gica modal indicamos Chellas{1980],

Esra definicdio é equivalente a estender as clausulas 3 e 4 da Definicio 7.2.1 para o caso dos demais
conectivos (negagdo, quansdficador aniversal e implicacso).
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7.2.3 Ossisternas C’g, e C,
As regras de introdugdo e eliminacio da necessidade t8m a mesma forma em Cls, e
C'ss. O que diferencia os dois sistermnas, como veremos adiante, € a restrigio imposta & regra

(NI).As regras sao:

B NB
(N —
NB{ b ¢ B (NE)

7.2.3.1 Restrigio de C’5, a NI

Se g premissa B de uma aplicaciio de (NI} depende de uma ocorréncia A, entio existe
uma ocorréncia © que ocorre entre A e B (possivelmente idéntica a A ou B) que sarisfaz as
seguintes condigdes:

{a) C nio depende de nenhuma hipétese da qual B nido dependa.

(b) C ndo contém nenhuma ocorréncia de wm pardmetro prépric de uma aplicacio
de (¢ {(3E)} cuia premissa [premissa menor] ocorre acima de B ou é igual a B,

{c) C ¢ essencialmente modal com respeito a S,.

7.2.3.2 Restrigio de 5, a NI

Se a premissa B de uma aplicacio de (NI} depende de hipdteses com a forma A,
53 _
entdo toda conexc  entre gualquer ocorréncia de A da qual B dependa, e B, contém uma

ocorréncia de frmula que & essencialmente modal com respeito a 8.

7.2.3.3 OBSERVACAO:

Combinando a Definicao 7.2.1, de frmula essencialmente modal com respeito a S,
e a Restricgo 7.2.3.1 de aplicaco de NI em derivagdes de C'g,, temos o que Prawitz chamou
de terceira formulacdo de C's,. Por sua vez, combinando a Definico 7.2.2, de férmula
essencialmente modal com respeito a $;, e 2 Restricho 7.2.3.2 de aplicacio de NI em

84
derivactes de C's,, temos o que Prawitz chamou de quarta formulagdo de C's,.

3
Umsz conexiio entre as ocorréncias A & B § um segmento (Definigio 2.1.3) cuja primeira ocoméncis § Aea

ggtz'ma =3
Cf. Prawitz{1963], pp. 79, BO.
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7.2.4 Validade dos Nossos Resultados para C'g, e Oy
Prawitz demonstrou que os sistemas Oy, e C'y; acima definidos realizam as ldgicas

modais S, e 8, & possuem um “bom comportamento” com respeito a reducdes. Ou seja, se

¢ umna derivacio em C’, (i=4 ou 5) entdo roda regra (NI) em x satisfaz as restri¢des de C's,.
Este “hom comportamento” representa que: se T - ', entdo toda regra (ND em %’ também
satisfaz as restricoes de C'y. Dessa forma, a extensio do nosso resulrado para estes sistemas
se faz de uma maneira imediata, pois o operador undrio N se comporta, com respeito as
reducoes, de modo idéntico ao guantificador universal ¥V, para o qual os nossos resultados
valem,

Logo todos os resultados de Massi sobre a pior segiiéncia de reducdo e os nossos
sobre o ordinal o(1t) s3o vilidos em C'g, e C's,. Assim, temos que gualguer derivacgio
nestes sistemas € fortemente normalizdvel, o(m)=Ip{r)}<® representa o menor limitante
superior para 0 comprimento das seqiiéncias de reducdo para 1t e a forma normal de toda

derivacio 7 € dnica.

7.2.5 Extensio dos Nossos Resultados para Mg, elg,
Os sistemas Mg, e g, s#io obtidos estendendo os sistemnas M e I através das regras

(NE} e (NI, na qual a Restrigio 7.2.3.1 ¢ aplicada. Estes sio sistemas de légica modal

baseados em S, que tém por base, no entanto, as logicas minimal e intuicionista,
respectivamente, go invés da légica cldssica.

Prawitz mostron que tais sistemas também sio bem comportados com respeiro a

reducdes, da mesma forma que C'g, e C's, 0 sfo. Assim, considerando a extensdo de nossos

resultados para os sisternas M e [, que apresentamos na seg@o anterior, temos que 0s nNoOssos

resuitados também sio estendidos a estes sistemas.
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Consideracoes Finais



- Vale 2 pena retomarmos aqui o percurso da rtealizacio deste rrabalho, que
apresentamos na introdugdo. A motivacdo inicial desta tese foi resolver um problema
aberto, relativo 4 Tese de Doutorado de Massi, que apresentou uma prova sintética, porém
condicional, dos Teoremas de Normalizaciio Forte e Church-Rosser (unicidade da forma
normal) para o sistema de Deducsio Narural C'. Massi introduziu uma definicio,
intuitivamente bastante aceitdvel, de uma seqiéncia de reducio maximamente ndo
econdmica para derivacdes em C' (a pior segiigncia de redugdo) e, considerando ip(n) como
o comprimento desta seqiiéncia de redugfio para a derivagio m, provou o seguinte teorema,

que apresentamos agui, no Capitulo I, em 1.5.4:

(i) Selpim)<o entdio: (@ ->n' = ipE)>p’)y

by 3nt / n Emg e @ I nt,

O que o teorema de Massi estabelece é que, na hipdrese do comprimento da pior
seqiincia de redugdo para uma derivagio = ser finito, entdo: (a) este mesmo comprimento
diminui com as reducdes e (b) existe uma derivagio pertencente A pior seqiiéncia de reducio
para 7 que também pertence & pior seqiiéncia de reducfo para 7', obtida 2 partir de 7 por

uma redugio qualguer.

Se considerarmos que Ip(T) < o para toda derivagio = em ', o rem (a} do tecrema
de Massi leva a uma prova trivial do Teorema de Normalizacdo Forte para ', que
apresentamos em 3.4.4, e o Item (b) leva a uma prova trivial do Teorema de Church-Rosser

para (', que apresentamos em 3.4.6.

Diante disso, a nossa principal motivacio foi provar que Ip(r)<® para toda
derivaggo ® em C’, tornando assim incondicionais os resultados de Massi. A estratégia que
utilizamos para isso foi uma tentativa de redefinir [p(n), de uma maneira que fosse possivel
provar sua finitude. Apés uma longa série de definicoes e resultados sobre propriedades
estruturais ¢ combinatdrias das derivacdes de C’, conseguimos definir, no Capitulo II, a
atribuicio numérica ofx). Todo o longo percurso da definiggo de ofx) foi construido tendo
por base a inruigdo de que estdvamos introduzindo uma definicdo que atenderia a dois

compromissos absolutamente fundamentais para os nossos propdsitos:
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(@) reriamos que conseguir provar que o(%) atribuia univocamente a cada derivacao

um ndmero narural {finito);

{b} ofm) teria que ser capaz de conrar o ndmero de todas as possivels fSrmulas
g P p

mdximas que poderiam ocorrer em uma seqlidncia de reducgio qualquer para =,

representando portanto uma definigdo alternativa para Ip(m).

Provamos que ofr) satisfaz o compromisso () no Capftulo I, como uma
consegliéncia direra de sua propria definicdo. De fundamental importancia para esta prova
foi a utilizacio de uma adaptagdo da seqiiéncia de reduciio que Prawitz mostrou normalizar
qualquer derivagio m de C'. O compromisso () foi demonstrado no Capirulo I, apds outTo
longo desenvolvimento de resultados sobre propriedades estruturais e combinatdrias de
derivagSes em (', Dessa forma, provamos que Ip(m)=o(n)<a® e obtivemos o resultado
inicialmente desejado de que Ip()<®, para toda derivacio 7, rerirando a hipotese
condicional dos resultados de normalizacso forte e Church-Rosser para C', apresentados

por Massi.

Apds todo o esforgo que a prova de igualdade entre o(nt) e Ip(n) exigiu, nio foi dificil
obter, em 3.4.1, a prova de que o(x) diminui com as redugtes, independentemente da pior
seqliéncia de reducsio. Dessa forma, a prova do Teorema de Normalizacao Forte para ' que

obtivemos em 3.4.4 independe dos resultados de Massi.

Durante o desenvolvimento destes resuitados, soubemos de um artigo (Vrijer{1987D
que prova normalizacio forte para clculo lambda tipificado utilizando uma estratégia
bastante semelhante & nossa. Vrijer definiu uma atribuicio numérica para termos de calculo
lambda tipificado, que diminui com as redugGes e coincide com o comprimento de uma
seqiiéncia de redugio especifica - a seqliéncia obtida através da estratégia perpétua, definida
por Barendregt[1990]. Como a nogao de férmulas como tipos, que vimos aqui no Capftulo
IV, relaciona sistemas de deduciio natural com sistemas de clculo lambda tipificado,
resolvemos estudar deralhadamente o artigo de Vrijer. Além disso, a descoberta deste artigo
nos levou aos outros artigos que vimos no Capitulo V, onde também encontramos
definigdes de atribuicdes numéricas finitas que diminuem com as reducses. Destacamos o
artigo Howard[1968], sobre o qual mostramos que uma prova do teorema de normalizacio

forte para A7, ndo apontada pelo autor, era conseqiléncia dos seus resultados.
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A titulo de mostrar a diferenca entre o nosso método de obtencido destes resultados
e o mérodo utilizado por de Vrijer e pelos outros artigos, realizamos, no Capitulo VI, o
desenvolvimento do nosso método para o sistema A de calculo lambda tipificado. Por fim,
no Capitulo VI, estendemos ns nossos resultados para os sistemas de deducfo natural M,
de logica minimal, I, de 16gica intuicionista de Heyting, e para alguns sistemas de [6gica
modal, e com isso ampliamos um pouco mais ¢ alcance dos nossos resulrados, completando

assim este trabalho.

Destacamos na introdugdo que o nosso compromisso principal seria de que o
método que introduzissemos fosse construtivo e elementar, produzido apenas através da
anglise de propriedades estruturais e combinatérias das dedugtes formalizadas, sem apelo a
nenhuma ferramenta matemdrica sofisticada. A nossa fidelidade a este compromisso fez com
que, no percurso para a obtengdo dos resultados desejados, desenvolvéssemos uma
minuciosa anilise de propriedades estrururais e combinatdrias das dedugdes formalizadas em
importantes sistemas de deducio natural e cdleulo lambda tipificado, Esta andlise, que
garantiu a obtengdo dos resultados que agui buscdvamos, pode ser itil como ferramenta

para projetos futuros e deve ser considerada como um dos frutos desta tese.

Temos ainda algumss sugestoes para desenvolvimentos futuros, que acrediramos

serem possiveis de realizar a partir dos resultados aqui obtidos.

+ Com base na extensdo dos nossos resultados que obtivernos para os sistemas M e 1,
scrediramos nao ser dificil obter extenstes para muitos sistemas de l6gicas ndo cldssicas, tais

como o5 sistemas de deducdo natural para as légicas paraconsistentes C,, de da Costa, e

para alguns sistemas de légicas polivalentes.

¢« Também acreditamos ser possivel apresentar uma extensio destes resuitados para o
sistema C, de I6gica cléssica definida em todos os conectivos. Para isso utilizariamos como
‘base a prova do Teorema de Normalizacio Fraca para C, apresentada em Massi[1990],
para definirmos uma seqaéncia estrela finita que viabilizasse a definicfio de um ordinal

narural para derivagdes em C.
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+ O ndmero de Beckmann, que vimos no Capitulo V, fornece uma estimativa
simples para a complexidade do comprimento da drvore de reducio para termos de A
Acreditamos ngo ser dificil, através da nogio de fdrmulas como tipos, traduzir o nimero de
Beckmann para dedugfio natural, apresentando uma estimativa para a complexidade do

comprimento da drvore de reducdo para derivacdes de C.

+ O Teorema de Normalizagdo Forte pode ser utilizado como ferramenta poderosa
para provar a complerude de semanticas que implementam sistemas de deducio automatica
e programagio Idgica, como mostram Troelstra & Schwichtenberg[1996], que
apresentam uma prova da completude para SL.D-resoluco, que é conseqfidncia imediara do
Teorema de Normalizacio Forte para M. Estamos atualmente investigando sistemas ndo
standard de dedugio automdtica e uma possivel aplicacdo pratica do nosso mérodo de
obtengdo de normalizacio forte nesta drea. Poderiamos utilizar o nosso métods como
ferramenta para obtengdo de provas de normalizagio forte para sistemas de légicas nio
cldssicas que levassem a provas de completude para sistemas de dedugio automiética ndo

standard.

s Por fim, gostarfamos de discutir um pouco uma suspeita bastante intrigante que o
nosso método do obtengio de provas de normalizacio forte via ordinal natural nos

susciton,

- Consideremos o0s nossos resultados para C. Como vimos, o resultado () acima,
juntarmente com uma prova de que [p{r) <® para toda derivacio %, levam & normalizacio
forte de C*. Mas (i) ¢ um resultado que, sozinho, nfo tem nada a ver com normalizacio
forte. Uma prova disso € que em 6.3.15 provamos que (i) vale para um céleulo lamhda livre

de tipos, onde nfo vale nem normalizacio fraca.

Parece, portanto, bastante razodvel que, mesmo em sistemas nos quais ndo vatha a
normalizacio forte, seja sempre possivel definir uma seqiéncia de reducdo maximamente
nio econdmica para os termos fortemente normalizdveis deste sistema e obter uma prova de
(). Dessa forma, o que parece ser um resultado exclusivo dos sistemas onde vale

normatizacio forte, & a prova de gue Ip(n} < @ para roda derivacio 7.
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O mérodo que utilizamos para isso foi definir uma atribuigio numérica o{t}), que
intuitivamente deveria representar o ndmero de todas possiveis fdrmulas méximas para e
provar que, para toda derivacio n, oty =Ip{n) e o{n) <®. Se voltarmos s definicdes de ip{x)
e de ofr), é razodvel acreditar que ambas representem o nimero de todas as possiveis
formulas méximas de ®, e que portanto sejam iguais. A prova de que ofny=Iplx), que
realizamos no Capitulo III, representou uma confirmacio desta intuicfo. Esta prova, apesar
de longa, foi produzida apenas a partir das definigbes de Ip(x) e o{), &, a principio, nio tem
relacio direta com a normalizacio forte de . Significa apenas que as duas definigGes,
aparentemente distintas, representam maneiras distintas de contar os mesmos objetos. Em
um sistema em que nfo valha a normalizagio forte poderfamos provar, por exemplo,
olm<w = of{my=Ip(n).

Diante disso, a parte fundamental do nosso método, gue nos parece determinante
para provar o Teorema de Normalizacdo Forte, 6 a prova da finitude de ofx) para toda
derivacio ®. O métode que desenvolvemos para provar este resultado utilizou, basicamente,
o mesmo argumento da prova do Teorema de Normalizaco Fraca para C'. Definimos um
certo tipo especial de reducdo, a multiplicacgo-*, e provamos, utilizando o método da prova
do Teorema de Normalizacso Fraca para C', apresentado em Prawitz[1965], que 2
eqiiéncia estrela de toda derivacio m € finita, terminando em uma derivagio de
comprimento fnito *. Com isso provamos 2 finitude de o{x), pois o(x) foi definido como o
ntimero de elementos de um subconjunto especial de ocorréncias de formula em #n*. Para o3
outros sistemas em que obtivemos os nossos resultados o argumento € o mesmo. Sempre
utilizamos um resulrado de normalizacio fraca para provar a finitude da nossa atribuicio.

Por outro lado, a nossa definicdo de multiplicacio-* nio é privilégic de sistemas que
admitem normalizacio forte. Por exemplo, nada impede que estendamos as definigdes de
segmento-of € multiplicagdo-*, que apresentamos no Capitulo VI, para cdlculo lambda livre
de tipos. O que ndo conseguirfamos fazer para o cdleulo lambda livre de tipos € apresentar
uma seqiiéncia-* finita para todo termo M. Isso simplesmente porque nio vale normalizagio
fraca neste sistema e, POrtanto, O NOSSC argumento para 2 finitude da seqtiéncia estrela nao
funcionaria neste caso. Dessa forma, retirando tudo o que € supérfluo, parece que o
argumento principal e determinante que utilizamos para demonstrar o Teorema de

MNormalizacio Forte foi o Teorema de Normalizagio Fraca.
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Seguindo esta linha de raciocinio, poderfamos entfo interpretar os nossos resultados

como uma prova de gue, para o caso especifico dos sistemas nos quais trabalhamos (C°, A%,

M, I, C’s” C,ss, MS; e 154) termnos:

Normalizacdo Fraca => Normalizagio Forte | .

Com base nesta conjectura, tivemos a idéia de que talvez possa ser possivel provar,
genericamente, que normalizacdo fraca, ou pelo menos normalizagio fraca aliada a alguma
outra propriedade genérica implica normalizacio forte, o que seria um resultado bastante
forte.

Um caminho para a ohtencio deste resultado, como desenvolvimento faturo de
nossa tese, seria estender os nossos resultados para um sistemsz de reducdo genérico,
atilizando, por exemplo, a notagio introdurzida em Klop{1980]. Se conseguissemos
desenvolver um resultado semethante a0 nosso em um sistema genérico, demonstrando que
todos os passos, com exceco da prova de finitude para ofn), podem ser obtidos para um
sisterna que ndo satisfaca normalizacdo fracs, entio talvez pudéssemos provar a nossa

conjectura,
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