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Resumo

A obra de George Boole, pedra fundamental da légica contemporanea, nio sep-
ara métodos de andlise matematica, de métodos logicos propriamente ditos. Se,
por um lado, a falta de fronteiras metodoldgicas nitidas tem-lhe valido azedas
criticas, por outro lado fazem da obra de Boole uma verdadeira sintese do pen-
samento formal, herdada de Aristoteles, Leibniz, Newton e dos analistas a partir
do século XVII, como Taylor, MacLaurin e Lagrange. O que foi chamado em
[12] de polinomizar é precisamente a tentativa de reavaliar os métodos oriun-
dos de Boole e Leibniz, que permitem representar a semantica e a sintaxe de
diversos sistemas légicos pela manipulagao algébrica. Tirando partido de resul-
tados combinatoérios elementares, é possivel tratar todas as légicas multivalentes
verofuncionais com base em manipulacao polinomial; nao somente estas, mas
também logicas nao-verofuncionais, e ainda fragmentos da logica de primeira
ordem, que formalizam a teoria classica de silogismos de Aristoteles.

Este trabalho pretende esclarecer tais questoes de forma mais abrangente,
e investigar a possibilidade de estender o tratamento da polinomizacdo a out-
ras logicas. Sao obtidos alguns resultados positivos, como novas demonstragoes
de teoremas conhecidos, mas também negativos, que mostram as limitagoes do
método. Investiga-se também a relacao da polinomizagao de logicas com outros
tratamentos conhecidos, como paraconsistentizacao, temporalizacao, algebriza-

¢ao etc.



Abstract

The work of George Boole, cornerstone of contemporary logic, does not draw
a clear distinction between the methods of mathematical analysis, and those of
logic proper. If, on the one hand, this lack of well-defined borders has earned
it harsh criticism, on the other hand it makes Boole’s work a true synthesis of
formal thought, inherited from Aristotle, Leibniz, Newton and the 17th-century
analysts, such as Taylor, MacLaurin and Lagrange. What was called polyno-
mizing in [12] is precisely the attempty to re-evaluate the methods originiating
in Boole and Leibniz, which allow one to represent the semantics and syntax of
varioius logical systems through algebraic manipulation. Using elementary com-
binatorial results, it is possible to treat all multivalent truth-functional logics
by polynomial manipulation; not only these, but some non-truth-functional log-
ics, and also fragments of first-order logic, which formalize Aristotle’s classical
theory of syllogisms.

The present work intends to throw light upon such questions in a broader
way, and to investigate the possibility of extending the method of polynomization
to other logics. Some positive results are obtained, such as new proofs of known
theorems, but also some negative ones, which show the inherent limitations of
the method. We further investigate the relationship between polynomization of
logics and other known treatments, such as paraconsistentization, temporaliza-

tion, algebrization etc.
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Introducao

Um dos episddios mais fascinantes da Historia da Matematica, que até hoje
rende frutos e é topico de pesquisa, foi a descoberta da representacao polino-
mial (através de séries infinitas) de fun¢des numéricas transcendentes. Apesar
de variantes elementares destes métodos terem sido desenvolvidos previamente
na Europa, na China e na India, é possivel situar este acontecimento na his-
toriografia ocidental em torno do matematico inglés Brook Taylor, e seu livro
Methodus Incrementorum Directa et Inversa de 1715, que levou ao desenvolvi-
mento das conhecidas expansoes de Taylor.

Em linguagem atual, e sob risco de certo anacronismo, podemos dizer que
Taylor descobriu que qualquer funcao f, sob certas hipoteses, pode ser expressa
por uma série polinomial infinita, na vizinhanca de um ponto-base a:

f(@) =agla) +ai(a) (z—a)+az(a)(z—a)2+...

para certos coeficientes ay(a).

Ou seja, a formula de Taylor permite que fungoes transcendentais sejam
representadas por fungoes algébricas, polinomiais — em troca, porém, de aceitar
expansoes infinitas. Ainda mais notavel é que os coeficientes sejam multiplos
das derivadas de f em a: ou seja, o comportamento global de uma func¢ao pode
ser inferido a partir de informacdo puramente local.

E prética comum afirmar que nem Taylor, nem os matematicos dos cem anos
subseqiientes, estavam realmente cientes de que era necessario "impor hipéteses”
sobre a funcdo f para assegurar a validade da férmula. Porém, esta posi¢ao sofre
de certo anacronismo: hoje é necessario impor hipéteses porque o conceito de
funcao foi progressivamente alargado para incluir exemplares nao-diferenciaveis,
nao-continuas etc. Porém, o conceito de funcao e curva do século XVIII tor-
nava intuitiva a validade desta aproximagao, ao menos para z suficientemente
préximo de a.

Surpreendentemente, a importancia da descoberta de Taylor ndo obteve
qualquer reconhecimento até 1755, quando Euler a utilizou em seu célculo difer-
encial; e teve que esperar até 1772 para que Lagrange percebesse sua relevancia
e a proclamasse "a principal fundamentagdo do célculo diferencial" [20].

Esta declaracao deveria soar especialmente poderosa numa época em que
nao se tinha noticia de fun¢des nao-diferenciaveis; as séries de Taylor pareceriam
entao abarcar todos os possiveis fendmenos matematicos, como de fato indica
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o subtitulo de sua obra posterior, em que refina e esclarece os resultados nesta
area: Linear Perspective: Or, a New Method of Representing Justly All Manner
of Objects as They Appear to the Eye in All Situations.

A representacdo de fungdes em formato polinomial, apesar de freqiiente-
mente exigir expansoes infinitas, mostrou-se muito fértil enquanto ferramenta
de célculo, heuristica e mesmo demonstragdo. O proprio Taylor, e seus prede-
cessores e sucessores, por exemplo Newton e Euler, repetidas vezes se valeram
da relativa simplicidade das operagoes elementares sobre tais séries para perce-
ber padroes nos coeficientes, e assim descobrir e provar novos teoremas. Ecos
desta tradi¢do sdo ouvidos até hoje em Combinatoria, sob a forma das chamadas
Funcgoes Geradoras.

No cerne da idéia de Taylor esta um dos mais importantes fios condutores de
toda a Matematica: a extensao de construcoes elementares a contextos infini-
tos. Esta instancia particular, a de estender polinémios a séries (convergentes
ou formais), é um método poderoso, ainda a ser completamente esclarecido, que
chamamos "polinomizacao". A idéia de que objetos complexos podem ser trata-
dos por representacoes de tipo polinomial, possivelmente infinitos, encontra hoje
expressao por toda a Matematica, da Geometria Analitica & Combinatoria.

Um dos pressupostos do presente trabalho é que esta intui¢ao nao impactou
somente a Matemaética, mas também influenciou Boole e outros logicos. No
caso de Boole, os desenvolvimentos posteriores acabaram relegando tal enfoque,
por varias razdes. Contudo, os trabalhos de Carnielli [11, 12] mostram que é
possivel resgati-lo em vérios sistemas logicos, tais como logicas multivalentes,
paraconsistentes, fragmentos da logica de primeira ordem, entre outros. Deste
modo, esclarecem-se alguns aspectos dos métodos de Boole, e da-se continuidade
A tradicao de polinomizar.

Polinémios e Loégicas

O emprego de métodos polinomiais no estudo de légicas encontra sua primeira
expressao clara no trabalho de George Boole. Porém, algumas questdes ponder-
adas por ele podem ser entrevistas ja no pensamento de Leibniz, que imagina
ser possivel reduzir o pensamento a uma espécie de calculo, e se refere 4 mecan-
izagdo do raciocinio, nos conhecidos trabalhos reunidos em [29]. De fato, com
certa dose de anacronismo, pode-se ver um germe desta idéia nos Primeiros
Analiticos de Aristoteles, como tentamos esclarecer a seguir.

Neste, que pode ser considerado o primeiro tratado sobre logica, Aristoteles
se propoe a dar uma classificacdo abrangente de todos os tipos de raciocinio
correto. Para este fim, constréi sua teoria dos silogismos, em que delimita as
formas lingiiisticas que considera relevantes para o pensamento logico, e lista ex-
plicitamente todas as dedugoes validas que se pode obter com elas (cf. [3], Prior
Analytics I). Como resultado, tem-se uma espécie de tabela de raciocinios vali-
dos, que qualquer pessoa, em principio, pode usar para determinar se um dado
argumento esta correto de acordo com os ideiais aristotélicos. Este aspecto de
verificabilidade da argumentacao, no sentido em que sempre se poderia determi-
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nar qual dos lados de uma discussao esta correto, encontra ecos até vinte e dois
séculos mais tarde, durante a chamada crise dos fundamentos da matematica,
nas preocupacoes de Hilbert, Godel e Turing, entre outros.

Porém, as investigacoes logicas de Aristoteles eram principalmente moti-
vadas por problemas de fundo ontolégico, e é apenas o olhar contemporineo que
pretende nelas enxergar um prenincio das idéias booleanas. O primeiro filosofo
que de fato formulou, claramente, a possibilidade de mecanizar alguns tipos de
raciocinio, foi Gottfried Wilhelm Leibniz, em fins do século XVII. Encontram-se
manifestacoes desta idéia na importancia que atribuia & invencao de boa notagao
matematica: um exemplo é sua notacao para o calculo infinitesimal, em que re-
gras familiares da manipulagdo de fragdes podem ser aplicadas as derivadas
dy/dz, mesmo estas ultimas ndo sendo fragdes no sentido usual. Esta sim-
ples comodidade faz enorme diferenca, até funcionanado como heuristica para
a descoberta de teoremas, que depois podem ser demonstrados de modo mais
rigoroso. Por exemplo, no formalismo leibniziano, a regra da cadeia é sugerida
por um simples “cancelamento™ dy/dx = (dy/du) - (du/dx)

Mas Leibniz nao se contentava apenas com a matematica, acreditando ser
possivel tornar mecanico qualquer tipo de raciocinio. Esta linha de pensamento
estd ligada ao seu projeto da characteristica universalis, uma linguagem sim-
bélica e pictografica hipotética que tornaria possivel expressar qualquer conceito
precisamente, e cuja compreensao independeria do idioma nativo dos leitores
(cf. [30], On the General Characteristic, pp. 221-225). Ao contrario do que
acontece nas linguas naturais, Leibniz pretende que os simbolos de sua charac-
teristica tenham relacdo direta com aquilo que representam (cf. [29], On the
Art of Combination, pp. 10-11), de modo que ndo s6 a linguagem seja intu-
itiva, mas que a manipulacao de seus simbolos conduza a conhecimento sobre
o representado: a estas manipulacoes d& o nome de calculus ratiocinator. Em
[30], Carta a Nicolas Remond, 10/01/1674, Leibniz escreve sobre uma “algebra
geral” cujo dominio seriam as “verdades da razao”. Em carta & princesa Sophia
de Hanover (reproduzida em [15], p. 118), Leibniz volta a este assunto, e ar-
gumenta que um tal sistema “permitiria a intelectos modestos, com diligéncia
e boa vontade, se nao acompanhar, pelo menos seguir os intelectos maiores”
— antecipando parcialmente um dos problemas filosoficos nas bases da teoria
da computabilidade: a nocdo do computador como pessoa que faz calculos de
acordo com regras pré-estabelecidas.

Similarmente & capacidade do “intelecto menor” de seguir o “intelecto maior”
mecanicamente, duas pessoas que discordassem sobre qualquer assunto pode-
riam, gragas ao calculus, resolver sua disputa de maneira completamente ob-
jetiva, apenas por meio da manipulacdo de simbolos. Este é o significado do
aforisma leibniziano, revelado na mesma missiva a Sophia: “calculemos”.

Em ainda outras passagens, Leibniz leva as ultimas conseqiiéncias a idéia
do conhecimento puramente simbdlico, e da mecanizagdo do pensamento. Con-
forme [33], admitia equagbes sem conteudo aritmético, como = + x = x, e usava
o termo “pensamento cego” para se referir ao raciocinio puro reduzido ao calculo
simboélico. Em seu FElementa Calculi de 1679, Leibniz atribui nimeros a con-
ceitos, de modo a obter uma representagao completa da silogistica aristotélica, o
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que pode ser visto como uma concretizagao parcial de suas idéias. Este calculo
é estudado, e sua completude demonstrada, em [7].

Contudo, Leibniz nunca conseguiu realizar a contento sua proposta da char-
acteristica universalis, nem do seu calculus ratiocinator, para os quais tinha
expectativas altamente ambiciosas (cf. [30] p. 225), e no fim da vida veio a
reconsiderar seu otimismo (cf. [15] p. 118 e [30] p. 656).

Coube a George Boole continuar o projeto de codificar as “leis do pensa-
mento”, apesar de aparentemente nao conhecer o trabalho de Leibniz. Em 1847,
publicou o Mathematical Analysis of Logic [5], em que expde suas idéias sobre
um célculo puramente algébrico do raciocinio. Mais tarde, porém, declarou o
Analysis um trabalho imaturo, e em 1854 publicou o influente An Investigation
of the Laws of Thought [6], que afirmou ser o resultado final de sua pesquisa.
Nesta obra, Boole explora profundamente as relacdes entre algebra e logica;
mais precisamente, entre as regras de manipulacao de simbolos algébricos, e as
regras de certos simbolos que Boole considerava adequados para a representagao
do pensamento légico.

Em particular, Boole associa simbolos, como x, y e 2z, a conceitos comun-
mente expressos por adjetivos ou substantivos, por exemplo “x =cachorro” e
“y =pequeno”’”. Em seguida, define operagoes que constroem novos conceitos
a partir dos anteriores. Uma delas é a escolha, ou delimitacdo: por exemplo,
escolher tudo o que é pequeno dentre os cachorros define o conceito de “cachorro
pequeno”. Boole simboliza esta operacao por xy. A outra operacao é a aglom-
era¢do, ou disjun¢do, simbolizada por x + y, que define o conceito de “estar
em alguma das classes = ou y”’. No exemplo, = + y representa “ser cachorro
ou ser pequeno”. Boole demonstra que estas operacoes possuem uma série de
propriedades familiares da aritmética, de modo que expressoes envolvendo-as po-
dem ser somadas, subtraidas, multiplicadas e até divididas, quase identicamente
ao que ocorre com expressoes numéricas. Para reforcar a analogia algébrica,
Boole associa ao simbolo 1 a classe de todas as coisas, e ao 0 a classe vazia, de
modo que, para qualquer z, lx =21 =2, 0z =20=0,z2+0=0+x =2z ¢
r+l=14+2=1

O sistema exposto no Laws of Thought mostrou-se extremamente frutifero:
hoje, Boole é considerado o pai da logica algébrica (cf. [1]), tendo seu trabalho
reconhecido por légicos como Augustus de Morgan e Bertrand Russell. Con-
tudo, a clareza e o rigor de seus métodos foram criticados por Dummett em
[19], e, de fato, algumas de suas manipulag¢des parecem justificar-se apenas por
resolverem os problemas para os quais foram desenvolvidas. Até Corcoran, em
seu [14], p. 285, julga que “Aristételes parece superior a Boole, e mais proximo
do pensamento contemporaneo”.

Os métodos um pouco ad hoc de Boole se devem, pelo menos em parte, a
certas limitacoes técnicas do sistema algébrico empregado. Do ponto de vista
contemporaneo, estas limitacdes podem ser explicadas em termos da deficiéncia
de estrutura da logica booleana: ela ndo comporta inversos aditivos nem multi-
plicativos, e ndo obedece nenhuma lei do cancelamento satisfatoriamente geral.
Em suma, porque a algebra formulada por Boole nao constitui um corpo.

Um possivel caminho para a solucao destes problemas, que traz consigo a
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possibilidade de generalizacao dos métodos para légicas multivalentes, é sugerido
por um teorema de Boole, a chamada lei indicial [6], que pode ser enunciada
como segue: escolher todos os objetos que sao x, dentre aqueles que sao x, define
a propria classe z. Ilustrando o poder do calculus ratiocinator vislumbrado por
Leibniz, esta afirmacao é muito mais clara em simbolos: zx = 22 = z. Boole
considerava esta equagao absolutamente central, chegando a declarar, ainda no
Laws of Thought, que “uma lei fundamental da Metafisica é mera conseqiiéncia
de uma lei do pensamento”.

Se é estipulado que as operagoes +, - de uma légica formam um corpo, e que
vale 2 = z, demonstra-se que o conjunto dos valores-verdade desta légica é o
corpo de dois elementos: em linguagem algébrica contemporanea, o corpo de
Galois GF'(2). A partir dai, uma generalizagdo 6bvia da lei indicial para 2™ = x
conduz aos corpos GF(p®), cujos elementos podem ser vistos como os valores-
verdade das logicas multivalentes, e proposicoes passam a ser representadas por
polinémios sobre corpos finitos. E precisamente isto que os trabalhos [11, 12]
de Carnielli vém desenvolvendo nos tltimos anos.

Pretendendo investigar leis combinatoérias generalizadas para légicas nao-
classicas, [9] examinou estas questdes para logicas finitamente valoradas. Mais
recentemente, trabalhos relacionados exploraram técnicas algébricas em conexao
com complexidade de provas [13] e automatizacdo de provas [36]. Porém, nio
ha noticia do uso extenso de polinémios sobre corpos finitos, nem da extensao
do método para todas as logicas finitamente valoradas, tampouco infinitamente
valoradas ou de primeira ordem.

Os artigos de Carnielli [11, 12] tentam abrir caminho nesta diregdo, ap-
resentando um método geral de construir “célculos polinomiais” para légicas
finitamente valoradas, e demonstrando resultados fundamentais como a cor-
re¢do e completude destes calculos. A titulo de ilustragdo, diversas logicas
bem conhecidas sdo tratadas desta forma, incluindo as logicas multivalentes
de Post, Lukasiewicz e Sette. Os artigos ainda mostram como tratar certas
logicas nao-finitamente valoradas pela polinomizacao: atribuindo-lhes seméan-
ticas nao-verofuncionais bivaloradas (cf. [8]), que, por sua vez, sdo expressas
por polindmios com “varidveis escondidas”, isto é, com varidveis novas que nao
aparecem explicitamente nas formulas. Como exemplo, uma das principais 16g-
icas da inconsisténcia formal (estudadas em [10]), mbC, é convenientemente
polinomizada, e diversas de suas propriedades sao deduzidas com o novo ferra-
mental. Em [12] é explorada a possibilidade de se utilizar expansdes polinomiais
infinitas para tratar a quantificacdo em logica de primeira ordem, mas apenas
o fragmento monédico é considerado.

E nesse contexto que se insere este projeto. Pretendemos dar continuidade
ao trabalho de Carnielli, estendendo nossa compreensao do método de polin-
omizacao a outras logicas, descrevendo avancos no problema de polinomizar
logicas nao-classicas, e utilizando métodos algébricos para lancar novos olhares
sobre resultados conhecidos da Légica.
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Caveat Emptor

Devido ao seu nome e contexto, seria razoavel supor que o método de polinomiza-
¢ao possuisse certas caracteristicas e relagoes com outros conceitos e construgoes
da Logica. Cabe, talvez, citar algumas caracteristicas e relagoes que o método
de polinomizacao, ao menos em sua acep¢ao atual, nao possui, com o fim de
esclarecer o escopo do trabalho e indicar possiveis dire¢oes de investigacgao.

Loégica Algébrica

O termo “polinomizagao” pode levantar questoes sobre a relacdo do presente
trabalho com a Logica Algébrica. Esta disciplina tem origens no trabalho de
Boole, DeMorgan, Peirce e Schroder, e atingiu sua expressao moderna com ¥.o0§,
Susko, Blok, e Tarski e seus estudantes, notoriamente Pigozzi. Seu ponto de
partida foi a algebra booleana, que em certo sentido preciso expressa correta e
completamente o Calculo Proposicional Cléssico; o grande marco da moderniza-
¢ao foi a descoberta das algebras cilindricas, que desempenham papel analogo
para a Légica de Primeira Ordem.

Grosso modo, a Logica Algébrica busca tradugoes de sistemas 16gicos para
sistemas algébricos em que estd definida uma relagdo de ordem; esta relagio é
a principal ferramenta técnica para a expressdo algébrica das relacoes logicas.
Uma instancia tipica deste fendmeno seria associar sentencgas «, 8 a elementos
&, 3 de um conjunto parcialmente ordenado (P, <) de tal modo que & < 3 se, e
somente se, « é conseqiiéncia de § (no sentido do sistema légica original).

O método de polinomizacao também opera certas tradugoes de proposicoes
em objetos algébricos. Porém, conforme veremos no Capitulo 1, é essencial
ao método que estes objetos sejam elementos de certas estruturas algébricas
(corpos finitos) em que nédo ¢ possivel definir ordens parciais que respeitem as
demais operacoes ja presentes. Por isso, a polinomizagao de logicas estd, ao
menos no escopo deste trabalho, em um ambito distinto da Logica Algébrica.
Seria interessante saber se ha alguma maneira de superar este obstéculo técnico,
e aproximar as duas.

Operagoes Sobre Logicas

O termo “polinomizagao”, por expressar uma operagao que se pode realizar sobre
logicas, pode levantar questoes sobre sua relacao com as diversas transformacgoes
de sistemas légicos que contempla a literatura, como fusao de légicas, produtos,
fibring, temporalizagdo, paraconsistentizagido, fuzzificacdo etc.

A caracteristica fundamental comum a todos estes é o mesmo: dada uma log-
ica, pretende-se muda-la de alguma forma; as vezes por combinagdo com outras
logicas, as vezes por adicao de novos recursos expressivos. Igualmente funda-
mental ao entendimento do método de polinomizac¢ao, ao menos em sua primeira
acepcao, formulada por Carnielli e elaborada neste trabalho, é a percepgao de
que se trata de um método para expressar de modo diferente a mesma logica.
A Algebra de Boole expressa exatamente o Célculo Proposicional Classico, e
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esta é a sua forga; ela ndo vem para adicionar modalidades, ou qualquer outro
recurso expressivo adicional. Analogamente, a polinomizacdo pretende facilitar
o trabalho com exemplos particulares de légicas, e trazer ferramentas algébricas
ao estudo geral das légicas “tais como sao”.

Naturalmente, seria interessante investigar como muda a polinomizacao de
uma légica, quando esta é paraconsistentizada, temporalizada etc. Este apenas
nao é o escopo do presente trabalho.

Polinémios e Matematica

Outra linha de justificativa para o uso de polinomios advém do quanto tém se
mostrado frutiferos em Matematica. A seguir, ilustramos este fendmeno com
trés exemplos, listados em ordem cronolégica. O fio condutor que passa por
todos os trés é o mesmo que da ao conceito de polindmio sua forca e utilidade: o
fato de que uma expressao polinomial, especialmente sobre um corpo adequado,
contém uma quantidade “finita” de informacao.

No primeiro exemplo, esta heuristica se manifesta na facilidade de calcular
raizes de um polindémio. No segundo, usa-se que, sobre um corpo algebricamente
fechado, a informacao “finita” de um polinomio vem dada de forma explicita
como um conjunto finito de raizes. Por fim, no terceiro exemplo, a expressao
de uma série infinita em termos de um polinémio é um reflexo do fato de que
a série é determinada por uma “quantidade finita” de informacao — seus dois
primeiros termos.

Teorema de Taylor

O primeiro emprego do Teorema de Taylor, feito por seu proprio autor, foi como
mecanismo calculacional para encontrar raizes aproximadas de equagoes [20].

Seu método era mais ou menos o seguinte. Seja f uma func¢do (evitamos
escrever f : R — R porque o conceito de “conjunto dos nimeros reais” ainda
nao estava formado), e a uma raiz aproximada da equacao f(z) = 0. Considere
o valor de f em a, bem como de suas derivadas, denotados f(a), f'(a), f"(a)
etc. Defina h por © = a + h, e escreva a série

fla), . f"(a)

2
T o1 h*+ ...

f(@) = fla+h)=fla) +

Agora despreze os termos de grau maior que 2 em h, obtendo uma equagio
aproximada

wh—i— &;ﬂ

0= fla)+ = 2!

Resolva a equagdo quadratica para encontrar h. Obtém-se, assim, um novo
valor @’ = a+ h para a raiz aproximada, e pode-se aplicar o método novamente.
E interessante notar que este método, apesar de simples, estd resguardado de
parar abruptamente (obtendo h = 0 em alguma itera¢do), pois isto s6 pode
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ocorrer se o termo constante da expressdo quadratica acima, f(a), for nulo —
isto é, se a raiz aproximada a for uma raiz de fato.

Algebra Linear

Um emprego particularmente elegante de polinémios na vertente “conceitual” é
aquele iniciado por Euler na Algebra Linear.

Euler estava interessado em transformacoes lineares R™ — R™, ou, na lin-
guagem da época, em matrizes quadradas com entradas complexas; em particu-
lar, no problema de encontrar autovalores de uma matriz A, isto é, um nimero
A tal que exista algum z € R"™ (um “vetor-coluna”) ndo-nulo com a propriedade
Ax = A\z. Este problema surgiu durante investigacoes sobre a rotagdo de corpos
rigidos, e tem encontrado as mais diversas aplicagoes desde entao: do algoritmo
de busca do Google as equagoes da mecanica quantica.

Se denotamos por I a transformacio identidade (i.e. a matriz com todos
os elementos da diagonal iguais a 1, e os demais iguais a 0), segue das pro-
priedades basicas da algebra matricial que a equagdo Ax = Ax é equivalente a
(A — Xz = 0. Se desejamos que exista uma solu¢do = # 0, entdo a matriz
A — X nao deve ser inversivel, e da Algebra Linear sabemos que isto equivale
a det(A — AI) = 0. Deste modo, uma pergunta aparentemente dificil sobre
objetos complexos foi reduzida a uma questao polinomial, pois, pela conhecida
expressao do determinante, det(A — AI) é um polindémio em A, chamado poliné-
mio caracteristico de A e denotado pa ().

Através desta reducdo, varias técnicas, como a de Taylor, podem ser de
ajuda. Mais ainda, obtemos resultados puramente teéricos, nada triviais, como:

Teorema 1 Qualquer matriz possui apenas uwm nimero finito de autovalores.

Teorema 2 Se permitimos autovalores complexos, entdo toda matriz possui ao
menos um autovalor (pelo Teorema Fundamental da Algebra).

Matematicos do século XIX foram ainda mais longe, e consideraram polino-
mios em que as variaveis sao nao apenas numeros, mas também matrizes. O
produto e soma matriciais levam a uma definicao natural para este caso.

Um dos teoremas centrais da Algebra Linear, o chamado Teorema de Cayley-
Hamilton, lan¢ca mao do segundo fato acima, potencializado por um processo
de inducao na dimensao do espago, para mostrar que qualquer matriz A é raiz
de seu polindémio caracteristico, se estendemos a noc¢ao de polinémio conforme
descrito acima: p4(A) = 0. Dai obtemos mais um resultado teorico:

Teorema 3 Se o unico autovalor complexo de A € 0, entao A € nilpotente; em
particular, A" =0
Combinatéria

Tlustramos brevemente o uso de séries infinitas em Combinatoéria, para que o
leitor esteja a par de suas caracteristicas gerais e possa admirar a variedade de
aplicacoes dos conceitos de polindmio e série.
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A bem conhecida seqiiéncia de Fibonacci, Fy, F1, Fs, .. ., é definida do seguinte
modo: Fy = F; = 1e, paran > 2, F,, = F,,_1 + F,,_2. Os primeiros termos
sao 1,1,2,3,5,8,.... Um problema cléssico é encontrar uma férmula fechada

para o n-ésimo termo, F,,; entendemos ‘“férmula fechada” como uma expressao
envolvendo apenas somas, produtos, exponenciacao e constantes, como 2™ ou
3+ n?.

Uma técnica introduzida por Lagrange no século XVIII, & primeira vista
surpreendente, é considerar a série infinita

F(z) = Z Fx"

n>0

Primeiro, notamos que uma prova indutiva simples mostra que F,, < 27,
de modo que a série acima converge para 0 < x < 1/2. Aplicando a relagio
definidora da seqiiéncia de Fibonacci, temos

Flz) = Y Fua"=1+x+» (Foo1+ Fug)2”

n>0 n>2

142+ Z F,_ 12" + Z F,_ox"
n>2 n>2

= l1l4+z+x- Z Fo_qa" '+ 22 Z F_ox™ 2

n>2 n>2

= 1+m+x~Zan"+x2-Zan"

n>1 n>0

= 1+x-Zan”+x2-Zan"
n>0 n>0

= 14z -F(z)+2% F(z)

donde deduzimos que
1

Fla) = 1—x— 22

Esta curiosa expressao pode parecer tao enigmética quanto a seqiiéncia orig-
inal, mas estamos na posicao vantajosa de ter trocado um objeto discreto
por outro, analitico, sobre o qual talvez possamos aplicar técnicas do Cél-
culo. Porém, neste caso em particular algo ainda mais simples é suficiente.
Pela formula quadratica, sabemos que o polinémio 1 — 2 — 22 possui duas
*1J2r\/5 1 _

— 11— =4
e —1 == lTﬁ Escrevendo

raizes reais, que denotaremos o = =

l—z—2>=(z—a)(z+ 1), temos

F() 1 1 N 1 1 1 1 n 1
)=——+—)=— (- o
Vi \a—= ;v—f—é Vi \al—-2 1+ ax

Agora, tendo em mente que, para 0 < x < 1/2, tanto £ quanto ax sdo

menores que 1, usamos a férmula da série geométrica para escrever
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1 T T\ 2 T\3
1+Z2+ () +(2) +.
« o «

1+ az + (az)® + (ax)® + ...

—_

1+ax
Agrupando os termos de mesmo grau, obtemos
1 1
F _ = n+1 n

Comparando com a definicao inicial, obtemos a seguinte féormula, que dificil-
mente seria evidente & primeira vista:

1 1
I I n+1
F"_\/g<an+1+o‘ >



Capitulo 1

Logicas e Polindmios

Neste capitulo, iniciamos nossa investigacao sobre a possibilidade de expressar
vérios objetos de estudo da Légica Proposicional em termos de polindmios. As
primeiras tarefas incluem selecionar uma classe de légicas com a qual trabalhar,
e explorar os varios dominios sobre os quais se pode definir polindmios.

A finalidade é guiar os esforgos do proximo capitulo, em que efetivamente
polinomizamos logicas e tentamos determinar se a polinomizacao traz beneficios:
quer calculacionais, permitindo computacgoes rapidas em varias légicas; quer
conceituais, proporcionando demonstragoes mais simples, ou ao menos novas,
de fatos ja conhecidos da Logica.

1.1 Logicas Proposicionais

Iniciamos este capitulo com uma exploracao dos possiveis tipos de polindémio que
podem se adequar a esta tarefa, estendendo as investigagoes de Carnielli [11].
Para tanto, delimitamos uma classe de logicas proposicionais, ditas tarskianas,
com as seguintes defini¢es [10].

Definigao 1 Seja V um conjunto enumerdvel e C um conjunto de simbolos de
fungdo. Para cada n natural, denotamos por C,, o subconjunto dos simbolos de
aridade n. A &lgebra de formulas sobre (V,C) é a dlgebra gerada livremente
pelos simbolos de C, usando os elementos de V como varidveis. Nos referiremos
aos elementos de C como “conectivos”.

Usaremos o termo dlgebra de formulas sobre C quando nao for importante
qual é o conjunto de varidveis, ou apenas dlgebra de férmulas quando nao for
necessario especificar sequer os simbolos de funcao. De fato, serd bastante raro
atribuirmos alguma importincia a um conjunto especifico de varidveis: dados
dois conjuntos enumeréveis V, V', qualquer bije¢do ¥V — V'’ pode ser estendida,
de modo canoénico, a um isomorfismo entre as algebras de féormulas sobre (V,C)
e sobre (V',C).

23
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Definigao 2 Uma logica proposicional £ é composta por dois objetos:

e Uma dlgebra de formulas sobre um conjunto de conectivos C.. Denotamos
esta dlgebra por For(L), e o conjunto subjacente de varidveis por Vr;

e Uma relacdo de conseqiiéncia F,C 257 (£) x For(L), denominada “de con-
seqiiéncia’”, ou “deduz”.

A légica é tarskiana se a relagdo b, satisfaz as sequintes propriedades, para
quaisquer «, 8 € For(L) e ', A C For(L):

1. Sea €T, entao T b, . (Reflexividade)
2. SeTkrael CA, entio Abp a. (Monotonicidade)
3. SeT,aty B eAb, a, entio T,At, 5. (Corte)

Estaremos interessados principalmente nas logicas proposicionais tarskianas.
Nesta classe de logicas, a relacao de conseqiiéncia goza de propriedades que fa-
cilitam seu manejo, e que comumente se associam ao processo de deduzir certas
formulas tendo outras como hipotese. Ao mesmo tempo, a classe é suficiente-
mente geral para incluir a maior parte das légicas geralmente estudadas.

Primeiros exemplos incluem a Logica Proposicional Classica, com conjun-
tos de conectivos unérios {—} e de conectivos binarios {V, A, —}, assim como
a Logica Proposicional Intuicionista. De fato, as logicas tarskianas incluem
duas grandes familias de logicas proposicionais de interesse: aquelas em que a
relacdo de conseqiiéncia é definida sintaticamente, por meio de um calculo ax-
iomético hilbertiano, e aquelas em que a relacao de conseqiiéncia é determinada
semanticamente, por meio de interpretagoes das varidveis e valores de verdade
distinguidos.

Tornamos esta afirmacao precisa em dois passos: com a Definicao 5 e o
Teorema 3, e mais tarde com a Defini¢do 8 e o Teorema 4.

1.1.1 Relacgoes de Conseqiiéncia Sintaticas

A seguir, tentaremos dar uma definicdo algébrico-combinatéria da bem con-
hecida idéia de um sistema axiomatico hilbertiano. Ao formula-la, priorizamos
maior generalidade sobre perspicuidade, pois trata-se de um conceito suficien-
temente familiar & Logica para que seu contexto e intengdo sejam claros. Além
disso, com esta linha de raciocinio visamos estabelecer a adequacao da Definicao
2, pelo que se faz importante o maior nivel de generalidade.

Definigao 3 Seja F uma dlgebra de formulas. Chamamos uma relacio F°C
27 x F de regras de inferéncia para F se o dominio de ° consiste apenas de
subconjuntos finitos de F. Isto é, para cada T C F, existe o € F tal que T F° o
somente se I' € finito.
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A definicdo acima tem em vista o conceito de demonstracao sintatica, que
formulamos em grande generalidade a seguir. Vale notar que a maior parte
das logicas tradicionalmente estudadas conta com varios mecanismos sintaticos
denominados “regras de inferéncia”’, e nao apenas um. Por exemplo, em apre-
sentagoes usuais, a Logica de Primeira Ordem conta com as regras de Modus
Ponens e Generalizagao.

A separacao dos varios modos de inferéncia é muito importante em um con-
texto filoséfico, ou quando as propriedades de uma légica em particular estao
em questao. Porém, para o presente fim, que é estabelecer uma propriedade de
todas as logicas com regras de inferéncia, essa distin¢do ndo é importante. Se sdo
dadas vérias regras de inferéncia -9, ..., F%,C 2% x F, definimos H0= Ulgz‘gN Ho
e trabalhamos com esta tnica regra de inferéncia. Esta claro que I' FO « se,
e somente se, ocorre ao menos um dos I’ I—? a. Isto serd suficiente para as
aplicagoes a seguir. (Note que a mesma construgdo vale para qualquer ntimero
infinito de regras de inferéncia.)

Definigao 4 Seja F uma dlgebra de formulas, e F° regras de inferéncia para

F. Se I' C F, uma seqiéncia ™ = aq,...,q, € uma prova a partir de I' se,
e somente se, para cada v € 1,...,n, ao menos uma das sequintes condigoes é
satisfeita:

1. a; €T; ou

2. Existe S C {a1,...,a;_1} tal que S+ a;.

No primeiro caso, dizemos que o; € uma “hipdtese”, e, no sequndo, que «;
“decorre de S pelas regras de inferéncia”. (Note que estes casos ndo sdo mutu-
amente exclusivos.)

Se ay,...,ap, € uma prova a partir de I', dizemos que é uma prova de a a
partir de I" se o, = @, e que || = n € o comprimento da prova. Finalmente,
denotamos por w(i) a i-ésima formula de 7.

Aqui também divergimos um pouco da tradi¢do com a terminologia “prova a
partir de I'”, sem especificar de que proposicao, exatamente, é a prova. Fazemos
isto porque a propriedade “ser prova a partir de IV é muito flexivel: como
veremos mais adiante, podemos “interromper” uma, tal prova m, isto é, considerar
apenas um trecho inicial 7’ = 7(1),...,7(k), e este ainda é uma prova a partir
de T". Porém, fato andlogo ndo se verifica para a propriedade mais restrita “ser
uma prova de « a partir de I, uma vez que a tltima formula do trecho 7’ &, em
geral, diferente da dltima férmula da prova original 7. Esta flexibilidade sera
importante nos argumentos indutivos a seguir.

Com estas preliminares, estamos prontos para definir as légicas hilbertianas,
em que a relacdo de conseqiiéncia se apoéia na existéncia de demonstragoes sin-
taticas. O tunico ingrediente faltante até agora é a nocdo de axioma, que é
facilmente incluido.

Definigao 5 Uma ldgica proposicional L é dita hilbertiana se hd um subcon-
junto A C For(L) (os “aziomas”) e regras de inferéncia =% para For(L), que, jun-
tos, caracterizam inteiramente a relaciao de conseqiiéncia o de L, da segquinte
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forma. Para quaisquer T’ C For(L) e a € For(L), tem-se I' k. « se, e somente
se, hd uma prova de « a partir de I' U A.

A relevancia historica dos calculos axioméaticos é bem conhecida [34], e a
maior parte das logicas estudadas atualmente possui uma apresentacao em ter-
mos hilbertianos [10, 21]. Mesmo as logicas ndo-proposicionais, via de regra,
contam com um sistema axiomatico fortemente analogo ao da Definicao 5. Por
isso, é de interesse estabelecer o Teorema, 3.

Resumimos algumas propriedades simples de provas para uso futuro com dois
Lemas. O primeiro é uma expressao recursiva da propriedade “ser uma prova”, e
enfatiza o carater “local” destas, mostrando que é possivel encurtar ou prolongar
uma prova (de modo a manter o status de prova) sem muitas dificuldades.

Lema 1 Seja F uma dlgebra de formulas com regras de inferéncia -°. En-
1o ™ = Q1,...,0p,Qnr1 € uma prova a partir de T' se, e somente se, 7' =
Q1,...,0n € uma prova a partir de I'; e a1 € um elemento de I' ou decorre
de algum S C {ay,...,a,} por 0.

Demonstra¢do. Se 7 é uma prova a partir de ', entdo, para cada i € {1,...,n+
1}, a féormula «; satisfaz o; € T ou ha S C {ay,...,a;_1} tal que S F° ;. Em
particular, isto vale para cada i € {1,...,n}, mostrando que 7’ é uma prova a
partir de T.

Reciprocamente, m ¢ uma prova a partir de I'" se as condigoes acima se
verificam para ¢ € {1,...,n+ 1}. O fato de 7’ ser uma prova a partir de T’
garante que valem para i € {1,...,n}, e resta checé-las para i = n + 1; mas é
isto que diz o resto da hipotese. [J

Lema 2 Seja F uma dlgebra de férmulas com regras de inferénciaF° ey, ..., m,
provas a partir de T'y,... T, respectivamente. A concatenacdo destas provas,
T=T10...0M ="1,...,%, definida por por v; = m1(j) para 1 < j < |m| e

Vimr oot i = Tht1(F) para [m| + ..o+ |me| <G < |ml+. ..+ |me| + [Tl
€ uma prova a partir de 'y U... UT,.

Demonstragao. Esta claro que, se estabelecermos o resultado para n = 2, o
caso geral seguird por inducgdo. Sejam entdo 7y, 7o provas a partir de I'1, T’y
respectivamente; procederemos por indugao no comprimento de 7.

No caso em que |ma| = 1, 7 consiste de uma unica formula 3, que deve
entdo ser elemento de I'y ou decorrer do conjunto vazio por F°. Em todo caso,
71 0 B €& uma prova a partir de I'; U T'p, pelo Lema 1. Agora, se |me| = k + 1,
temos |ma| = B1,...,Bk+1; ponha 75 = Bq,..., Bk, de comprimento k. Nova-
mente pelo Lema 1, 7}, é uma prova a partir de I's. Por hip6tese de indugao,
7 o m, é uma prova a partir de T';y UT5. Finalmente, o caso-base diz que
(m omh) 0 Bry1 =m0 (mhofry1) = m omy é uma prova a partir de 'y UT's. O

Destes Lemas segue facilmente o resultado central desta subsegao.

Teorema 3 Toda légica hilbertiana € também tarskiana.
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Demonstragdo. Dada uma logica hilbertiana £, vamos estabelecer as pro-
priedades 1-3 da Definigdo 2. A primeira é imediata: se « € I", ent&o a seqiiéncia
unitéria « estabelece que I' . a.

A segunda também é simples: se I' -, «, entdo ha uma prova ay,...,a, = «
onde cada «a; pertence a AUT ou decorre de algum S C «g, ..., a;_1 pelas regras
de inferéncia. Agora, se I' C A, entdo AUT C AU A, de modo que cada «;
pertence a AUA ou decorre de algum S C g, ..., a;_1 pelas regras de inferéncia.
Ou seja, aq, ..., a, também é uma prova a partir de AUA. Segue que A b, a.

Quanto a terceira propriedade, suponha que I', a -, 3, com prova 31, ... By =
3, e também A F, «, com prova a1, ...,a, = a. Indutivamente, construiremos
uma prova de cada 3; a partir de AU (I'UA), o que nos levara a uma prova de
Bm = [ a partir deste mesmo conjunto.

Seja k < m e suponha que, para cada ¢ < k, temos uma prova m; de G; a
partir de AU(T'UA). Vejamos como construir uma prova de [, com as mesmas
hipéteses. Se B = «, basta reproduzir a prova aj,...,a, a partir de AU A;
se O € I, a seqiiéncia unitaria 85 constitui uma prova a partir de AU (I'U A).
Por fim, se B decorre de algum S C {3,...,Bk_1} pelas regras de inferéncia,
consideramos a concatenac¢do m = m o...0 m,_1, que é uma prova a partir de
AU (I'U A) pelo Lema 2. Agora, os f1,...,0k—1 sdo as tltimas formulas de
m,...,Tk—1, respectivamente. Portanto, S é um subconjunto das férmulas que
aparecem em T, e, como [ segue de S por 0, a seqiiéncia 7 o 55, € uma prova
a partir de AU (T'U A).

Assim, estabelecemos que I'; A . 3, como desejavamos. [

O Teorema 3 mostra que a definicao de logica tarskiana inclui as logicas
hilbertianas, de carater sintatico. A seguir, concentramo-nos na contrapartida
destas.

1.1.2 Relagoes de Conseqiiéncia Seméanticas

Outro importante método de construcao de logicas proposicionais é fortemente
relacionado ao ferramental da Teoria de Modelos. Este paradigma “seméantico”
de construcao de légicas também se vé incluido na defini¢ao de logica tarskiana.

Para esclarecer este ponto, e em analogia com a subse¢do anterior, formula-
remos uma definicdo que visa englobar totalmente o método seméantico, ou ao
menos o que suas diversas encarnagoes tém em comum. Esta grande generali-
dade obscurece a motivagao légica do viés seméantico, mas oferece a possibilidade
de demonstrar, de uma s6 vez, que logicas definidas segundo um mecanismo
muito geral sao necessariamente tarskianas.

Definig¢ao 6 Seja F uma dlgebra de formulas sobre os conectivos C, e seja A
um congunto. Uma interpretacdo de F sobre A € uma segiiéncia de fungdes
& = (én)nen, onde cada b, leva C,, em AY". Ou seja, ¢ atribui, a cada simbolo

de fun¢ao n-drio, uma opera¢do n-dria sobre A.

Dada uma interpretacao ¢ dos conectivos de uma algebra de féormulas em
termos de operagoes sobre um conjunto, hd uma dnica extensao ¢ a toda F, que
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associa a cada formula uma fun¢do. Em geral, a uma férmula em que aparecem
n variaveis corresponde uma funcio A*" — A. Por abuso de notacio, nio
distinguiremos entre ¢ e ¢.

Resta especificar o papel das variaveis.

Definigao 7 Seja F uma dlgebra de formulas sobre as varidveis V e conectivos
C, A um conjunto, e ¢ uma interpretacdo de F sobre A. Uma valoragio das var-
iaveis de F sobre A € qualquer fun¢do v : V — A. Uma valoracdo das formulas
de F sobre A, de acordo com ¢, € uma extensio de uma valora¢do das varidveis
v a uma aplicagdo vy : For(L) — A, do seguinte tipo. Para cadan € N, ¢, € C,
e formulas o, . . ., oy, tem-se vy(cn (a1, ..., 0n)) = dn(cn)(Vo(ar), ..., vs(am)).

Esta situacao é completamente analoga aquela encontrada na Teoria de Mod-
elos, onde recursos semelhantes sao empregados para definir interpretagoes de
teorias de primeira ordem. Na linguagem desta area, tanto a algebra de féormu-
las F quanto o conjunto A sdo C-estruturas, e a exigéncia aqui é que v seja um
morfismo de C-estruturas.

As observagoes logo apds a Definicdo 1 mostram que esta constru¢io nao
resulta ambigua, e que hd uma tnica v, satisfazendo as condigoes estipuladas.
Conforme se vé na Algebra Universal, é caracteristico de estruturas livremente
geradas que sempre exista um unico morfismo de algebras estendendo uma
fungdo dada nos geradores [22, 2].

Porém, o enfoque da Logica Proposicional sobre as varidveis de V é enquanto
valores-verdade, e uma primeira tentativa, bastante difundida na literatura [8,
21], de levar isto em conta, é separar alguns valores-verdade como “distinguidos”.
O emprego desta nocgao é definir relagdes de conseqiiéncia do seguinte tipo.

2

Defini¢ao 8 Uma seméintica verofuncional para uma ldgica proposicional L é
dada por um conjunto A, uma interpretag¢io ¢ de For(L) sobre A, e um subcon-
junto D C A (valores “distinguidos”) que caracterizam a relag¢do de conseqiiéncia
Fr da seguinte forma. Para quaisquer T' C For(L) e o € For(L), vale a relagdo
I' b2 « se, e somente se, para toda valoracdo das varidveis v : Vp — A, tem-
se que vy(I') € D implica vy(a) € D. Se L admite semdntica verofuncional,
dizemos que € uma logica verofuncional.

Em muitos casos de interesse, as logicas verofuncionais possuem semanticas
particularmente simples. Dizemos que uma légica verofuncional é m-valorada
se possui uma seméantica verofuncional sobre um conjunto com m elementos, e
finitamente valorada se é m-valorada, para algum m € N. Esta terminologia

é justificada pelo fato de que o conjunto particular A “nao importa™ se A EA
B ¢é qualquer bijecdo, uma seméantica verofuncional ¢4 de £ sobre A induz
naturalmente outra, ¢, sobre B, como segue: se ¢ é um conectivo n-ario, define-
se ¢p(c)(by,...,by) = foda(f~1(b1),...,f 1(bn)), e 0 conjunto de valores-
verdade distinguidos é f(D).

Logicas finitamente valoradas serao objeto de maior atencdo quando viermos
a discutir a polinomizagao.
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De posse das defini¢oes acima, estamos prontos para enunciar e demonstrar
o resultado central desta subsecao.

Teorema 4 Toda légica verofuncional é tarskiana.

Demonstragao. Seja £ uma logica verofuncional com interpretacao ¢ sobre um
conjunto A, com valores distinguidos D C A. Estabeleceremos as propriedades
1-3 da Definigdo 2. Para tanto, sejam I'; A C For(L) e «, 3 € For(£L), e ainda
v:V — A uma valoracdo arbitraria das variaveis.

A primeira propriedade é simples: se o € T', entdo vg(ar) € v4(T'). Portanto,
se v4(I') C D, necessariamente vy(a) € D, de modo que I' k. a.

Para a segunda, note que, se I' C A, entdo v4(I') C v4(A). Deste modo, se
vs(A) C D, entdo vy(I') C D, e dai segue, por hipétese, que vy(a) € D. Assim,
A |—[; .

Por fim, suponha que I',a 2 3, e que Az a. Se v4(I' UA) C D, entao
vs(A) C D. Por hipotese, isto implica que vy(a) € D. Agora, novamente por
hipotese, resulta que v4(3) € D. Deste modo, I', A -, 5. O

1.2 Polindmios

Tendo circunscrito o conceito de Loégica Proposicional empregado nesta Dis-
sertacao, e argumentado em favor da definicao usada, passamos a investigar a
possibilidade de expressar logicas proposicionais em termos de polindémios.

Uma primeira tentativa é inspirada no enfoque seméantico da subse¢do 1.2:
dada uma légica proposicional £, buscamos nao apenas uma interpretacao ¢ de
seus conectivos sobre um conjunto A, mas também que as imagens das fungoes
¢, sejam polinémios a n varidveis. Esta claro que, para esta exigéncia fazer
sentido, o conjunto A deve vir munido de alguma estrutura que permita falar
de polinémios; no minimo, duas operacoes binarias +, - : A x A — A que facam
a parte da soma e do produto na acep¢ao mais comum de polinémio.

Tendo em vista os dois fins deste trabalho — a simplificacao de certas com-
putacdes em logicas proposicionais, e o emprego de técnicas e teoremas da Alge-
bra sobre problemas da Logica — iremos focar nossa atengao sobre possibilidades
cada vez mais restritas para o dominio A e as operacoes binarias definidas sobre
este.

Ag primeiras restri¢oes que faremos serdo sobre as operacoes, e serdo brandas:
deixaremos de lado de nossas consideracoes as operagoes nao-associativas e nao-
comutativas. De fato, a expressdo comum de polinoémios, algo do tipo X34 X2 4
X, tacitamente assume associatividade: do contréario, seria ambiguo se o termo
X3 sereferea X - (X -X)oua (X-X) X. Similarmente, nao fica claro em que
ordem deveriamos realizar as somas.

Mais significativamente, a Algebra das operacdes nao-associativas encontra-
se muito menos desenvolvida que sua contraparte associativa, fato devido, sem
divida, & maior abundancia de modelos de operagoes nao-associativas, que acar-
reta a pobreza do conjunto de teoremas satisfeitos por todas tais operagoes. Se
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visamos encontrar, no palacio da Algebra, um comodo satisfatério para proble-
mas da Logica, é aconselhavel comecar a busca pelos saloes principais, construi-
dos primeiro e laboriosamente decorados.

Por este motivo, elegemos também considerar principalmente operagoes co-
mutativas. De fato, a Algebra Comutativa vem sendo vigorosamente desen-
volvida h& mais de cem anos, em resposta as necessidades da Teoria Algébrica
de Numeros e da Geometria Algébrica [22, 32]. Ademais, certas técnicas que em-
pregaremos no Capitulo seguinte guardam relagdo com conceitos da Geometria
Algébrica, o que reforca nossa escolha.

Com isto em mente, chegamos, pois, a uma primeira aproximac¢io para os
dominios sobre os quais consideraremos os polinémios. Trata-se de um tipo al-
gébrico amplamente estudado e com bons teoremas de estrutura: o anel comu-
tativo. Referimos o leitor ao Apéndice para as defini¢bes e pequenos resultados
algébricos que nao incluimos no corpo do texto.

Definicao 9 Seja A um conjunto e +,- : A x A — A operagoes bindrias. Dize-
mos que (A,+,-) € um anel se: o par (A,+) é um grupo comutativo; - € as-
sociativa; existe um elemento “identidade”, 1 € A, tal que para todo x € A,
z-1=1-z=ux; ewvalem as leis distributivas, isto €, para quaisquer x,y,z € A
tem-sex-(y+z)=(x-y)+(x-2) e(y+z2)- 2= (y -z)+ (z-x). Dizemos que
(A,+,-) € um anel comutativo se - é comutativa.

Se (A, +,-) e (A, +',-) sdo anéis, uma aplicagdo f : A — A’ é wm morfismo
de anéis se é um morfismo de grupos, f(1a4) = 1as, € ademais vale f(x-y) =
f(z) " f(y) para quaisquer z,y € A.

(No resto da Dissertagao, seguiremos as praticas usuais de ter a operacéo -
com precedéncia sobre +, omitindo parénteses de acordo, e de nos referirmos
ao proprio conjunto A como anel ou grupo quando as operagoes +, - estiverem
claras do contexto ou nao forem importantes. Também sera comum suprimirmos
o operador -, em favor da concatenacao de simbolos, isto é, escrever xy em lugar
de z-y.)

A inclusdo dos elementos neutro e identidade, e de opostos, é feita em re-
speito & tradicao algébrica, e por propriedades técnicas que eles trazem. De
todo modo, ha condigoes bem conhecidas, e relativamente brandas, sob as quais
é possivel acrescentar, de maneira canonica, o elemento neutro e opostos a
uma estrutura algébrica que careca deles [22]. Por fim, a lei distributiva é
a maneira usual de fazer a conexdo entre as duas operacoes definidas sobre
A. E a praxe matemaética que, quando duas operacdes ou estruturas sio im-
postas sobre um mesmo dominio, entre elas deve subsistir alguma forma de
relacdo. Se na logica nao-polinomizada jé se goza deste beneficio — por exem-
plo, pA(gVr)=(pAq)V (pAr)na Logica Proposicional Classica — néo seria
vantagem alguma abandoné-la na passagem para polinémios.

H4 uma interagao nao-trivial entre um anel (A, +,-) e seu anel de endomor-
fismos como grupo comutativo (A, +), dada pelo seguinte Lema.

Lema 5 Seja A um anel e End(A) o anel de endomorfismos do grupo subja-

cente. Hd um morfismo injetivo de anéis A < End(A) definido por j(a) = a-,
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multiplicagdo a esquerda por a. Em outras palavras, j(a) age sobre A por
T —a-x.

Demonstracdo. Segue das leis distributivas para anéis que, para cada a € A,
o mapa A — A dado por z — a -2z é um endomorfismo do grupo (A4,+),
de modo que j(a) € End(A). Ademais, para quaisquer a,b,z € A tem-se
jla+b)(@) = (a+b) -z =a-z+b-z = j(a)) + j(b)() = (j(a) + j())(@),
bem como j(a-b)(x) = (a-b) -z = a- (b-2) = a- (J(B)()) = j(a)(j(B)(x)) =
j(a) o j(b)(z). Finalmente, j(1)(z) = 12 = «, donde j(1) = id4, e portanto
j € morfismo de anéis. A injetividade segue do fato de que, se a # b, entdo
jl@(1)=a-1=a#b=>b-1=j(b)(1), ou seja, os endomorfismos j(a) e j(b)
diferem em ao menos um ponto. [J

Mais tarde, usaremos a idéia de anel de endomorfismos para relacionar po-
lindmios e os anéis sobre os quais sao definidos.

1.2.1 Aspectos Formais

Sem mais delongas, damos agora a definicdo de polinémio que empregamos em
toda a Dissertagao, mesmo ap6s subseqiientes restricoes sobre os dominios e
operagoes considerados.

Definigao 10 Seja (A, +,-) um anel comutativo, e A< o conjunto de todas
as seqiéncias (indexadas por N) de A tais que apenas um nimero finito de
seus elementos € diferente de 0. A algebra de polindémios sobre A € a terna
(A9 4<¥ .<9) onde +<¢,-<¥ : A<Y X A<Y — A<¥ sdo operagoes bindrias
definidas do seguinte modo: para quaisquer (ap)nen, (bp)neny € A<Y,

g (an)nGN +<w (bn)nEN = (an + bn)nGN;

e (an) < (bn)nen = (Zi-i,—j:n a; - bj)nEN-

O grau de um polinémio € um a menos que a posicGo do maior termo nao-nulo
na seqiéncia que o define. (Por exemplo, o grau de (0,1,0,0,...) é um.) Por
convencdo, o grau da seqiiéncia nula é —oo.

E simples checar que, se ng € N é tal que n > ng implica a,, = b,, = 0, entdo
n > ng implica que a, + b, = 0, e também que Zi+j=2n a;b; = 0. Portanto,
A<¥ & mesmo fechado sob estas duas operagaoes.

Por abuso de notacao, denotaremos as operacoes +<¢,-<% pelos mesmos
simbolos empregados para as operacoes sobre A. Também denotaremos os el-
ementos de A<“ da maneira mais usual (ag,as,...,a,,0,0,...) = a9+ a1 X +
...+ a,X"™, e o conjunto A<“ por A[X]. Esta representacio pode ser reconcil-
iada com as operagoes da algebra de polindmios colocando X = (0,1,0,0,...);
vé-se facilmente, por inducdo, que X™ é a seqiiéncia com 1 na posicio n+1, e 0
nas demais. O leitor ndo tera dificuldade em verificar que a soma e produto em
A=Y ndo sdo outros sendo a soma e produto usuais de polinémios, aprendidos
na juventude.
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A seguir, investigamos que tipo de estrutura é A[X], e exatamente como
se relaciona com A. Para expressar mais completamente esta relacdao, que se
tornard importante mais tarde, introduziremos outros tipos de estrutura al-
gébrica, explicados no Apéndice.

Proposicao 6 Seja A um anel comutativo e A[X] a dlgebra de polinémios sobre
A. Entao A[X] € uma A-dlgebra comutativa que contém uma cdpia de A, isto

é, hd um morfismo injetivo de A-dlgebras A < A[X].

Demonstragao. A associatividade e comutatividade de + sobre A[X] sdo claras
da Definicao 10. O papel de elemento neutro é interpretado pela seqiién-
cia identicamente nula 0 = (0),en, € o elemento identidade é a seqiiéncia
(1,0,0,...), com apenas um elemento ndo-nulo, na primeira posi¢do, igual a
1. Parap = 37, a;j X7, o elemento p = > im0 @; X7 ¢ o oposto de p. A
comutatividade de - também segue facilmente da simetria em i, da condigao
t+J7=n.

Sejam agora p = (Pp)neNsq = (@n)nen;T = (Tn)neny € A[X]; 0 n-ésimo
elemento da seqiiéncia (p - q) - r é:

Sotp-airi= > 1D pealri= Y. pear

i+j=n i+j=n k+l=i k4ltj=n

Similarmente, o n-ésimo elemento da seqiiéncia p - (¢ - r) é:

Yowia-r)= Y ml Y, anl= >, piam

i+j=n i+j=n k+l=j i+k+l=n

Logo (p-q)-r=p-(¢-r). Finalmente, o n-ésimo elemento de p- (¢ + ) é:

Soopila+r)i= > (g +pirs) = Y pig;+ D pir

i+j=n i+j=n 1+j=n i+j=n

Este é justamente o n-ésimo termo da seqiiéncia p - q¢ + p - 7, 0 que conclui a
verificagdo de que A[X] é um anel comutativo.

O morfismo injetivo A < A[X] é dado pela inclusdo de A como “polinoémios
constantes”, isto ¢, a — (a,0,0,...) =a+ 0X + 0X? +.... A checagem de que
este mapa é um morfismo de anéis é rotineira.

A estrutura de A[X] como A-mdédulo é dada por esta inclusao, da seguinte
forma: a imagem de um elemento a € A em End(A[X]) é a operagdo de
multiplicacdo por ¢(a). Explicitamente, a acdo de a € A sobre um polino-
mio p = 377, p; X7 € A[X] é multiplicar todos os seus coeficientes por a:
a-p=ua)-p=>""_y(ap;)X.

Para ver que A <> A[X] ¢ um morfismo de A-médulos, basta acompan-

har a acdo de um elemento a € A sobre qualquer b € A: temos t(a - b) =
(a+b,0,0,...) = (a,0,0,...)-(,0,0,...) =t(a) - t(b) = a-(b). O
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Tendo em vista a pretensa aplicacdo destes polinémios na expressao de for-
mulas légicas, o leitor pode legitimamente se perguntar se polindmios sobre
uma unica variavel serdo suficientes para expressar féormulas complexas como
pV (g — r). A resposta estd contida no proxima Defini¢do, que explica par-
cialmente a opgao pela maior generalidade proporcionada por anéis (ao invés de
corpos, mais comumente utilizados).

Definigao 11 Seja A um anel comutativo e n um inteiro positivo. Definimos
a &lgebra de polindmios a n varidveis sobre A, denotada A[X4,...,X,], da
segquinte forma: A[X:] = A[X], e A[Xq,..., Xnt1] = A[Xy, ..., X,][X].

A definigdo é adequada porque, indutivamente, cada A[X}, ..., X,,] ¢ um anel
comutativo, e portanto esta definida a algebra de polindmios sobre A[X7, ..., X,].
E importante ter em mente que o X em A[X] é apenas uma notagdo, signifi-
cando a construcao dada na Definicao 10. Se, conforme os comentarios suce-
dendo aquela Definigdo, desejamos interpretar X como um elemento de A[X],
é necessario ter cuidado na Definicao 11: obviamente, nao interpretaremos o
X em cada A[Xq,...,X,][X] como o mesmo elemento! Quando lidarmos com
este tipo de situagdo, empregaremos os simbolos X, ..., X, para denotar os
elementos dos diferentes niveis, e um polindmio genérico adquire a forma

p(Xla"'aXn) = Z pEXfl"'Xsn

aeNn

onde cada pg € A e pg # 0 apenas para um ndamero finito de @ € N".
Da discussdo anterior sobre a imersdo A — A[X] est4 claro que valem as
inclusoes

A= AlXq] = A[X, Xo] — ... = A[Xq, ..., X))

e que cada A[Xq,...,X;] age sobre todos os A[X,...,X;] subseqiientes de
modo natural, pela multiplicagao induzida pela inclusao. Em particular, cada
AlX1,...,Xp] é uma A-édlgebra contendo A de modo candnico. Cabe observar,
algo pedantemente, que numa expressao do tipo X; X3 + X3 deve-se entender
os simbolos X7, X como imersdes em A[X;, Xo, X3], pela cadeia de imersoes
acima, dos elementos X7 € A[X;], Xs € A[X1, X3].

No resto da Dissertagio, usaremos o termo “algebra de polindémios sobre A”
para nos referirmos a qualquer das A-dlgebras A[X7,..., X,], n € N\{0}.

1.2.2 Aspectos Seméanticos

Até agora temos lidado com os aspectos “sintaticos” dos polindmios, vendo-os
apenas como expressoes formais. E tempo de mostra-los sob a 6tica em que sio
primeiro encontrados na escola, isto é, como fung¢des polinomiais.

Comegamos com o protétipo de espago ambiente em que se dardo as consid-
eracoes semanticas.
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Lema 7 Seja X um conjunto qualquer (finito ou nio) e A um anel. O conjunto
AX | das fungoes X — A, é dotado da estrutura de anel pelas operacies de soma
e produto pontuais, com elemento neutro o mapa x — 0 e identidade o mapa
z— 1. Se A é comutativo, assim o é AX.

Hd uma imersdo canonica A — AX que leva a € A no mapa constante
x — a, que ddi a AX a estrutura de A-mddulo. Se A é comutativo, AX adquire
a estrutura de A-dlgebra.

Para cada X' C X hd a operacio de restricio AX — AX" dada por [ —
fIx:. Se X' = {x} € unitdrio, confundimos a restricio AX — AL} ~ A com
0 mapa avaliacio em x, denotado £,: AX — A e definido por f — f(x). Todas
estas operagdes sGo morfismos de anéis e A-mddulos. Se A é comutativo, sdo
morfismo de A-dlgebras.

Demonstragio. Que AX ¢ um anel com as operacoes pontuais segue facilmente
do fato de que A é um anel, e a imersdo a — {z — a} é um morfismo de anéis.
Como visto no Lema 5, o fato de AX ser um anel resulta na existéncia de um
morfismo natural AX — End(AX) dado pela multiplicagao & esquerda. Com-
pondo a série de morfismos A < AX < End(AX) obtemos a acdo de A sobre
AX que faz deste um A-moédulo. Conforme o comentério apés a Definicio 4 do
Apéndice, quando A é comutativo esta mesma acdo faz de AX uma A-algebra. O

Vale notar que o conjunto AX é nio-vazio, independente do axioma da es-
colha, pois as funcdes constantes x — a sdo membros explicitos de AX.

Definigao 12 Seja A um anel comutativo e A[X] a dlgebra de polinémios sobre
A. Definimos a interpretacdo canonica de A[X], um mapa ¢ : A[X] — A4 que
associa a cada polinémio uma fung¢io A — A, da sequinte forma:

6> p;X7)| (a) = p;a
=0 =0

onde sequimos a convencio a® = 1.

As fungdes em A4 que estdo na imagem de A[X] sob a interpretacio canonica
sdo chamadas fungées polinomiais. A interpretacdo canonica ¢: A[X] — A4 é
um morfismo de A-dlgebras, e portanto as funcoes polinomiais formam uma
sub-A-algebra de A*. Para cada a € A, a composi¢io A[X] L A E A, vista
como avaliacao de polinémios no ponto X = a, é também um morfismo de de
A-algebras.

A extensao desta idéia aos polindmios em vérias variaveis é simples, e fornece
uma nocao de “avaliagao parcial”’, que reduz o nimero de varidveis de um poli-
noémio e é bastante util para argumentos indutivos.

Definigao 13 Se A é um anel comutativo e A[X, ..., X,]| uma dlgebra de po-
linomios, a interpretacio canonica é o mapa ¢ : A[X,..., X, — AA" definido
por
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¢(Z pEXfthS") (al,...,an): Z paa(lll...a%"

aeN™ aeNn

Sen > 2, ponha B = A[X4,...,X,_1]. Para cada a, € A, temos a avaliacdo
parcial

ex,—a, : A[X1, ..., Xn] = A[X1, ..., X
definida pela composicio
A[X1, ., X S BAK o Xasa) L BATYE ATY L X
em que a seta do meio € o morfismo de restri¢io do Lema 7.

No Capitulo seguinte estaremos interessados em expressar varias funcoes
como polinémios, e portanto é natural perguntar quando as func¢oes polinomiais
compoem toda a dlgebra de funcoes.

Defini¢ao 14 Um anel comutativo A € dito polinomial se toda fung¢io A — A
€ polinomial.

Gostariamos de classificar completamente os anéis polinomiais, com o obje-
tivo de saber quais sdo promissores para a aplicacao a expressao polinomial de
formulas logicas. Um primeiro resultado nesta direcao é o seguinte.

Teorema 8 Seja A um anel comutativo infinito. Entao hd fungoes A — A que
nao sao polinomiais. Isto é, as fungdes polinomiais formam uma sub-A-dlgebra
propria de A4,

Demonstracio. Seja A,[X] o conjunto de todos os polinomios de grau ex-
atamente n; cada um destes é especificado por n + 1 coeficientes, sendo que
o coeficiente lider é ndo-nulo. Portanto, o cardinal de A,[X] é o mesmo de
A\{0} x H;.:Ol A. Se A é infinito, este cardinal é simplesmente |A"| = |A|.
Agora, a algebra de polinomios A[X] é exatamente J, .y A,[X], logo seu car-
dinal & [Rg x A| = |A|. Como as fungbes polinomiais sdo a imagem de A[X]
sob a interpretagdo canonica, hd no méaximo |A| fun¢bes polinomiais. (De fato,
levando em conta os polindmios constantes, hé exatamente |A|.)

Por outro lado, ha |A4| > 214l > |A| fungdes A — A. Portanto, nem toda
funcao é polinomial. (0

O Teorema 8 mostra que, se quisermos ter certeza que todas as funcgoes
A — A sdo polindmios, devemos restringir nossa aten¢do ao caso em que A é
finito. Porém, esta condicao nao é suficiente: ha anéis finitos em que nem toda
func¢do é polinomial. Vemos um caso ilustrativo abaixo.
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Exemplo 1 Seja Z4 o anel de inteiros modulo 4. Ezxistem fungées Zy — 74
que nao sdo polinomiais.

Demonstragio. O argumento é nio-construtivo, pois ha 4* = 256 funcoes
Zy4 — 74, namero pouco adequado & checagem exaustiva no espago de uma
Dissertacao. Porém, a finitude de todos os objetos envolvidos garante que é
possivel encontrar exemplos concretos sem muita dificuldade, talvez langando
mao de um computador.

Primeiro, uma simples checagem verifica que todo elemento x € Z, satisfaz
r* = 22, de modo que a imagem de Z,[X] sob a interpretacio canonica é ger-
ada (enquanto Zs-modulo) pelas imagens dos elementos 1, X, X2, X3 € Z4[X]:
em qualquer expressao em que aparecam poténcias maiores que 3, podemos
substitui-las por poténcias menores (usando a regra z* = z?) até que sobrem
apenas poténcias entre 0 e 3.

H4 exatamente 4* polinémios de grau no maximo 3 sobre Z,. Seja ZfS[X ]
o conjunto destes; trata-se de um grupo comutativo com respeito a soma. Re-
stringindo a interpretacao canoénica a este, e considerando apenas a soma, temos
um morfismo de grupos comutativos ¢=3: Z=*[X] — ZZ+. Como o dominio e
contradominio tém a mesma cardinalidade, =3 serd sobrejetiva se, e somente se,
for injetiva. Porém, ha varios polindmios em ng[X | cuja interpretagao canodnica
é a funcdo identicamente nula. Um exemplo é 2X (X +1); uma checagem rapida
mostra que 222 + 2z = 0 para qualquer z € Z,.

Portanto, =2 ndo é injetiva, e ha funcdes ndo-polinomiais Z, — Z4. [

O Exemplo 1 mostra que é necessario impor mais condi¢Ges sobre um anel
A para que toda funcdo A — A seja polinomial. Mais ainda: que, se quisermos
estabelecer que toda fun¢ao é polinomial, devemos evitar que polindémios de grau
baixo sejam identicamente nulos. O exemplo especifico construido, 2X (X + 1),
funciona porque hé elementos a,b € Z4 tais que a,b # 0 mas ab = 0 (a saber,
a=>b=2).

O Exemplo 1, aliado ao Lema 1 do Apéndice, sugere que tentemos estabelecer
dois resultados, para que possamos considerar resolvida a questao da expressao
polinomial de fungOes arbitrarias. Primeiro, que se um anel finito A nao é
dominio de integridade, nem toda fungdo A — A é polinomial; segundo, que
se K é um corpo, entdo toda funcdo K — K é polinomial. Atacamos estes
problemas a seguir; comegamos com uma espécie de “compacidade” do A-modulo
de fungbes polinomiais, quando A é finito.

Proposigao 9 Seja A um anel comutativo finito. O sub-A-mddulo de fungoes
polinomiais em A? consiste exatamente das interpreta¢oes canonicas dos poli-
nomios de grau no mdzimo |A| — 1.

Demonstra¢ao. Na linha do Exemplo 1, encontramos um polinémio p4 € A[X],
de grau |A| e coeficiente lider 1, cuja interpretacdo candnica é identicamente
nula:

pa(X)=[[(X —a)

acA
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Esta claro que, para cada b € A, a expressao de ¢(p4)(b) contém um fator
b — b, e portanto é nula.
O polinémio pg, sendo da forma X4 + Z‘j‘i‘o_ ! p; X7 e interpretado pela

~ e = Al-1 P
funcdo nula, fornece uma regra de substituicio al4l = — lezlo pja’, valida

para todo a € A. Portanto, toda fun¢do polinomial em A é igual & interpretacao
canonica de algum polinémio de grau no méaximo |A| — 1. O

Teorema 10 Seja A um anel comutativo finito que nao é um dominio de inte-
gridade. Entdo hd fung¢oes A — A que nao sao polinomiais.

Como este Teorema é importante para o projeto da Dissertacao, e matemati-
camente interessante, damos duas demonstragdes. A primeira é mais reveladora,
porém mais trabalhosa.

Primeira demonstragao. Seja Aj4j—1[X] o sub-A-mo6dulo de polindmios de grau
no maximo |A| — 1; vimos na Proposi¢do 10 que as fun¢des polinomiais sdo a
interpretacdo canonica de Aj4)—1[X]. Consideremos a restri¢ao da interpretacao
canonica,

Gaj—1: Ajaj—1[X] — A%

Trata-se de um morfismo de A-moédulos. Tanto o dominio quanto o con-
tradominio tém exatamente |A\|A| elementos; portanto, ¢| 41 ¢ sobrejetiva so-
mente se for injetiva. Nosso problema fica reduzido, entao, a encontrar um
polinémio ndo-nulo ¢ € Aj4—1[X] cuja interpretagdo canonica seja a funcao
nula.

Para cada a € A, ponha N(a) ={b € A : ab = 0}, e seja ap € A tal
que N(ag) # {0}. Tal aq existe porque A ndo é dominio de integridade; temos
|N(ap)| > 2. Definimos

q(X) =apX - H (X —a)
ag¢N(ao)
Esta claro que, se b € N(ap), entdo q(b) = (agh) -u = 0-u = 0; e que, se
b ¢ N(ap), entdo g(b) contém um fator b — b, e é portanto nulo. Assim, a inter-
pretagdo candnica de ¢ é a funcio nula. O graude g é 1+ |A|—|N(ap)| < |A| -1,
como desejavamos. Logo ¢|4)—; nao ¢é injetiva, e A nao é polinomial. [J

Sequnda demonstra¢do. Suponha que toda fun¢do A — A seja polinomial, tome
a € A\{0} e considere a funcdo f: A — A dada por f(a) = 1, f(xr) = 0 para
x # a. Seja p = Z?:o p; X7 um polinémio cuja interpretagio canonica é f. Da
hipétese p(0) = 0 temos que pg = 0; portanto p = X - (Z?leij_l). Agora,
p(a) =1nos dé a- (2?21 pjaj_l) = 1; ou seja, a possui inverso multiplicativo.
Portanto A é um corpo. [J
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Nota. Usando a técnica da segunda demonstracao, conseguimos facilmente con-
struir func¢oes nao-polinomiais explicitas. Por exemplo, em Z,4, a funcao dada
por {0,1,3} — {0}, 2 +— 1 néo é polinomial.

Tendo resolvido metade do problema de classificacao dos anéis polinomiais,
voltamo-nos agora para o problema reciproco, também com duas demonstragoes.

Lema 11 Seja D um dominio de integridade arbitrdirio e p € D[X] nao-nulo
de grau d. Entdo ¢(p) assume o valor 0 em no mdzimo d pontos de D.

Demonstragao. Por inducao no grau d; para d = 0, p ¢ um polindmio constante
nao-nulo, e a conclusdo é 6bvia. Tome entdo p de grau d+1. Se ¢(p) ndo assume
o valor 0, o Lema vale. Se existe a € D tal que ¢(p)(a) = 0, o bem conhecido
algoritmo de divisao de polinomios da Algebra Elementar mostra que ha um
polinoémio ¢ € D[X] de grau d tal que p(X) = (X —a) - ¢(X).

Agora, se b € D\{a} é tal que p(b) = 0, entdo (b — a) - ¢(b) = 0; como
b—a # 0e D éum dominio de integridade, segue que ¢(b) = 0. Por hipdtese
de inducao, h4 no méaximo d elementos de D com esta propriedade, e portanto
p tem no maximo d + 1 raizes no total. [

Teorema 12 Seja K um corpo finito. Entdo toda funcao K — K € polinomial.

Primeira demonstracao. Continuamos na mesma linha de raciocinio, considerando
a interpretacao canonica restrita

O|—1 K g1 [X] — KX
que ¢ um morfismo de K-moédulos, ambos de cardinalidade |K|!. Porém,
agora estabelecemos injetividade de ¢|x|_1, mostrando que nenhum polinémio
nao-nulo é interpretado pela funcdo nula.

De fato, sabemos pelo Lema 11 que uma funcdo polindmial, interpretacao
canoénica de um polindmio nao-nulo de grau d sobre um corpo K, pode assumir
o valor 0 no méaximo d vezes. Portanto, a interpretacao canoénica de cada ele-
mento de K|x|—1[X] tem no maximo |K| — 1 zeros, e cada uma destas fungdes
deve assumir ao menos um valor nao-nulo. Em particular, nenhuma delas é
identicamente nula, exceto a interpretacdo canonica de 0 € Kg|_1[X]. O

Segunda demonstra¢io. E possivel dar um polinomio explicito cuja interpre-
tacdo canodnica seja uma funcao f : K — K dada, com a chamada “férmula de
interpolacao de Lagrange”. E a seguinte:

() =Y f@- (15—

a€K b#a

Para ver que ¢(pys) = f, ponha §,(X) = Hb?&a %‘f; esté claro que ¢(d,)(a) = 1,
ao passo que ¢(d,)(b) = 0 se b # a. A férmula para p; acima nada mais é que
asoma ). f(a)dq, e evidentemente ¢(py)(a) = f(a) para cada a € K. O]



CAPITULO 1. LOGICAS E POLINOMIOS 39

A formula de Lagrange pode ser aplicada mais geralmente sobre um corpo
K arbitrario, onde permite construir um polinémio de grau d que assume val-
ores pré-determinados em d pontos distintos de K. E interessante notar uma
simplificacao que a férmula admite sobre um corpo finito.

Lema 13 Seja K um corpo finito. O produto de todos os elementos nao-nulos
de K é —1.

Demonstra¢do. Seja P = HaeK\{o} a; nossa estratégia é explorar a existéncia
de um inverso para cada elemento, levando ao cancelamento da maior parte dos
termos do produto. De fato, se a € a~! aparecem no produto, por comutativi-
dade e associatividade podemos remové-los.

O tnico empecilho ao cancelamento completo é a existéncia de elementos
a que sdo seus proprios inversos, de modo que apenas a = a~! aparece no
produto. Felizmente, estes sio poucos: sdo as solucoes de X2 = 1, que, da Al-
gebra Elementar, sabemos serem apenas —1 e 1 (que possivelmente séo iguais).
Temos entdo J[,cx\(_1,0,13 @ = 1 por cancelamento; e, quer 1 = —1 ou nao,
[loeq—1,13 @ = —1. Deste modo, P = —1. [

De posse deste Lema, vemos que o produto Hb;éa(b — a), ocorrendo no de-
nominador de cada termo do somatério no Teorema 12, é justamente o produto
dos elementos nao-nulos, isto é, —1. Temos entao a expressao simplificada

pr(X)=) —fla)- | [T(xX~0)

acK b#a

A seguir, investigamos a possibilidade de expressar polinomialmente fungoes
K™ — K, visto que pretendemos polinomizar féormulas logicas a varias var-
idveis. Daremos duas demonstragoes, cada uma ao longo das mesmas linhas de
uma daquelas do Teorema 12. Para a primeira, precisamos de um resultado
preliminar sobre os zeros de polindmios de grau baixo.

Lema 14 Seja D um dominio de integridade arbitrdirio e p € D[ X, ..., X,] de
grau no mdximo |D| — 1 em cada varidvel. (Grau arbitrdrio se D for infinito.)
Se ¢(p) € a fungao nula, entdo p é o polinémio nulo.

Demonstragdo. Procedemos por inducao em n. Para n = 1, o resultado é
basicamente o Lema 11, se observarmos que D tem mais elementos que o grau
de p. Agora escreva p = q|K‘_1X,|LTfl + ...+ @ Xps1 + qo, com cada ¢; €
D[Xy,...,X,], e fixe valores arbitrarios X; = aq,...,X,, = a,; obtemos assim
um polinémio pq, ... a, (Xnt+1) € D[ Xpt1]-

Por hipotese, este polinémio de grau |D| — 1 assume o valor zero nos |D|
pontos de D, e portanto é identicamente nulo, isto &, tem coeficientes nulos. Isto
vale para cada escolha de a1, ..., a,; portanto, a interpretacao canodnica de cada
um dos ¢; é a funcao nula. Por hip6tese de inducao, todos os ¢; sao polindmios
nulos, e assim p também é o polinémio nulo. [
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Teorema 15 Seja K um corpo finito e n um inteiro positivo. Entdo toda fun¢ao

K™ — K € a interpreta¢io candénica de um polinomio em K[X1,...,X,].
Primeira demonstragdo. Seja K|x|—1[X1,...,X,] o sub-K-médulo de poliné-
mios de K[X,...,X,] cujo grau em cada variavel é no maximo |K|— 1. A

restricao da interpretacao candnica
Oii—1 K- X1, ..., Xn] = KX

¢ um morfismo de K-modulos. Ha |K|™ diferentes monoémios X{*--- Xon
com expoentes a; € {0,...,|K| — 1}, e portanto ha |K|KI" diferentes poli-
némios em K|g|—1[X1,...,X,]. Como este é o nimero de fungoes K" — K,
basta mostrar que ¢|x|—; ¢ injetiva, isto €, que nenhum polinémio nao-nulo de
K|g|-1[X1,..., X,] é interpretado pela fungdo nula. Este é o Lema 14. [

Segunda demonstracao. Dada uma funcao arbitraria f : K™ — K, constru-

imos explicitamente um polinomio py € K|x|—1[X1, ..., X,] cuja interpretagao
canodnica é f. Como antes, comecamos por construir polindmios que se anulam
em todos os pontos de K™ exceto um: dado @ = (ay,...,a,) € K™, defina

n
da(X1, .., Xn) = (=) T [T (i =)
1=1 b;éai
Esta claro que, se @ = (af,...,a]) # @, ha um indice i tal que a; # a}, e

portanto [, ,. (a; —b) = 0, por conter um fator a; — aj. Deste modo, um dos
fatores do produtério externo ¢ nulo, e dz(@') = 0. Por outro lado, para cada
i, [Tz, (@i —b) = —1 pelo Lema 13, de modo que dz(a) = (1) - (-1)" = L.
Finalmente, dada f, escrevemos

ps(X) =Y f(@)-ba(X)

acK™

que manifestamente satisfaz ¢(py)(a) = f(a) para cadaa € K". O

Com isto, encerramos a classificacdo de anéis comutativos de acordo com
a polinomialidade de suas funcoes. Apenas em corpos finitos K tem-se todas
as funcoes K — K polinomiais, e nestes tem-se o bonus de todas as fungoes
K" — K serem polinomiais.

Um dltimo refinamento sobre anéis ndo-polinomiais pode ser relevante. Ar-
gumentamos que, se A é um anel comutativo finito que nao é dominio de inte-
gridade, entdo ha fungdes A — A que ndo sdo polinomiais, e usamos isto como
justificativa para, no préoximo Capitulo, polinomizar logicas principalmente so-
bre corpos.

Contudo, pode-se levantar a questao de que as ldgicas usuais ndo possuem
grande niamero de conectivos, e que provavelmente nao seria necessario expressar
todas as funcgdes em termos de polinémios. Por isso, seria interessante obter
uma medida de qual proporcao das fun¢oes A — A, ou mais geralmente A™ —
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A, podem ser expressas por polindmios. O resto deste Capitulo trata deste
tema. Por nao ser este um objetivo central, e de interesse mais matematico do
que logico, adotamos um tom um pouco mais avancado e assumimos alguma
bagagem algébrica da parte do leitor.

Proposigao 16 Seja A um anel comutativo finito que nio é dominio de inte-
gridade. A fragio de fungoes A — A que é polinomial é no mdzimo 2-141/2, Se
k € o menor fator primo de |A|, esta fragdo € no mdzimo o~ 1Al
Demonstra¢do. Seja ag € A um elemento ndo invertivel, que existe pelo Lema
1 do Apéndice. O mapa ag- : A — A dado por z — agx é um morfismo de
grupos comutativos (em relagdo a soma), e nao é sobrejetivo porque apx # 1
para todo x € A. Logo, o niicleo Nuc(ag-) é um subgrupo néo-trivial, e contém
pelo menos k elementos, onde k& é o menor fator primo de |A|.

Apesar de ag- ser morfismo de grupos, e em geral ndo de anéis, verifica-se
facilmente que Nuc(ag-) € um ideal de A; podemos entao formar o anel quociente
A/Nuc(ag-), que tem no maximo |A|/k elementos. Sejam by,...,b, € A um
sistema de representantes distintos das classes de equivaléncia modulo Nue(ag-)
(de modo que m < |A|/k), e defina

pao(X) = Qg H(X -

Vejamos que ¢(p,,) € a funcdo nula. Por construgdo, para cada a € A ha
um b; tal que a — b; € Nuc(ag-); deste modo, H;.":l(a —b;) estd em Nuc(ag-), e
multiplicando por ag obtém-se 0. Ou seja, ¢(pq, )(a) = 0 para qualquer a € A.

Deste modo, obtemos um polinémio p, de grau no maximo |A|/k, cuja in-
terpretagao canodnica é nula. Na notacao do Teorema 10, consideremos agora o
morfismo de A-médulos

braj—1 : Ajaj1[X] — A%

Mostraremos que Nuc(¢‘A|71) tem pelo menos 2 Al elementos, e, do Primeiro
Teorema do Isomorfismo para grupos comutativos, resultard que a imagem
B1a)—1(Aj4-1[X]) (isto &, as fungées polinomiais) terd no méximo 2~ Al
vezes a cardinalidade de AAA‘ 1[X]. Uma vez que este altimo conjunto tem a
mesma, cardinalidade de A teremos o resultado.

Esté claro que, para qualquer q € Aja—1[X], entdo p - q € Nuc(¢j4—1). Se
g tiver grau no méximo £-1|A| — 1, entdo p- ¢ € Aj4_1[X]. Nossa estratégia
é construir uma familia Q@ = {q1,...,qy} de polinémios de grau no maximo
%|A| — 1, de modo que todos os produtos p - ¢; sejam distintos. Deste modo,
estabeleceremos que Nuc(¢|4|—1) tem pelo menos N elementos. Conseguiremos
levar a cabo esta tarefa com N = 27141,
Seja @ o conjunto de todos os pohnomlos em Aj4—1[X] de grau no maximo
|A| — 1, cujos coeficientes sdo todos 0 ou 1; esta claro que |Q| == = 2% 14l
Se q,q € Q sdo distintos, cada coeficiente de ¢ — ¢’ é um dentre {—1,0, 1} e
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nao sdo todos 0 porque ¢ # ¢'. Em particular, o coeficiente lider de ¢ — ¢’ é —1
ou 1, e portanto p- (¢ —¢’) # 0. Deste modo, se g # ¢’, temos p-q # p-¢’; como
vimos, isto implica que Nuc(¢j4)—1) tem pelo menos 2*% 141 elementos, e que

- . S . _k1 -
as funcoes polinomiais sdo no maximo 2~ 7 4l de todas as funcées A — A. O

Nota. A Proposigdo acima mostra que, conforme consideramos anéis com mais
elementos, e estes nao sdo corpos, a propor¢ao de fungoes polinomiais decresce
muito rapido. Por exemplo, menos de um milésimo das funcées Zq5 — Z15 sao
polinomiais!



Capitulo 2
Aplicacoes e Variacoes

De posse de teoremas de estrutura muito gerais sobre polindémios, passamos a
alguns exemplos particulares. A aplica¢do mais imediata do método de polino-
mizagao é sobre logicas seméanticas (Definigdo 1.8) finitamente valoradas.

2.1 Polinomizacao de Légicas Seméanticas

A idéia bésica é encarar os valores-verdade como elementos de um anel (com
operagoes ainda a definir), e escrever formulas logicas, como (aAb) V¢, na forma
de um polindmio nas varidveis a, b, ¢, como ab + ¢ + abe. O desideratum é que,
ao interpretarmos os valores-verdade de a, b, c como elementos de um anel, cal-
cularmos o valor do polindomio no ponto (a, b, ¢), e reinterpretarmos o elemento
resultante como um valor-verdade, este serd exatamente aquele fornecido pela
féormula logica original.

Talvez o exemplo mais simples seja o da légica proposicional classica, com
apenas dois valores-verdade: “verdadeiro” e “falso”. Aqui, temos um conectivo
unério de negacao, —, e conectivos binarios de disjun¢ao V, conjuncao A, im-
plicagio — e equivaléncia <. E bem sabido que o par {—,—} ¢ suficiente
para expressar os demais, ou mesmo apenas o conectivo de Sheffer, definido por
alb = —(a A b). Porém, é ilustrativo expressar todos estes por polindémios, para
obter uma idéia da complexidade dos polindmios envolvidos.

Iniciamos nossa investigacao pelo caminho mais simples: havendo apenas
dois valores-verdade, procuramos um anel comutativo com apenas dois elemen-
tos. A Algebra Elementar nos revela que existe apenas um anel desta cardinal-
idade, e este resulta comutativo (de fato, um corpo): Zs = {0,1}, os inteiros
modulo 2. As operacoes sdo induzidas pela soma e multiplicacdo usual de in-
teiros: 0+ =2,14+41=0,1-2=2e0-0=0.

Escolhemos arbitrariamente interpretar 0 como “falso” e 1 como “verdadeiro”,
e, para expressar a negac¢do, procuramos um polindmio p. € Zo[X] tal que
p-~(0) =1 e p-(1) = 0. Sendo Zs corpo, o Teorema 2.13 afirma que existe tal
polinémio.

43
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A tarefa pratica de encontrar um exemplo é bastante simplificada pela
Proposigdo 2.10, que restringe nossa busca aos polindmios de grau |Zs| — 1,
ou seja, da forma aX + b com a,b € Zs. Tendo em vista os requerimentos do
paragrafo anterior, é simples deduzir que a = b =1 é a dnica solucao:

po(X)=1+X

E interessante notar que p_ nao depende da escolha de qual elemento de Zsy
representa qual valor-verdade 16gico; isto nao ocorre para os conectivos V, A, —.

Procuramos agora um polinoémio pa(X,Y) que desempenhe para a conjuncao
o mesmo papel que p_, para a negagdo; devemos ter ps(z,y) = 1 somente se
x =y = 1, e 0 nos outros casos. A demonstragdo do Teorema 2.16 indica
que ha um tal p, de grau no méiximo 1 em cada varidvel, isto é, da forma
aXY +bX +cY +d. Este pequeno sistema de 4 equagoes e 4 varidveis pode ser
resolvido sem maiores problemas, resultando em

pA(X,Y) = XY
De modo analogo, encontramos

WX,Y)=X+Y + XY
P (X,Y)=1+X + XY

P (X,YV)=14+X+Y

Conforme apontado em [?], este artificio simples facilita bastante algumas
demonstracoes no Céalculo Proposicional classico, desde que o nimero de var-
iaveis envolvidas ndo seja muito grande. Por exemplo, se quisermos verificar
que a formula a — (b — a) é uma tautologia, escrevemos o polindémio corre-
spondente:

p—(a,p—~(b,a)) = 1+a+a-(1+0b+ba)
l+a+a+ab+a?
1+ ab+ ab

1.

Como o resultado é 1 para quaisquer valores de a,b, e determinamos p_,
com a convencao de que 1 representa o valor-verdade “verdadeiro”; concluimos
que a — (b — a) é verdadeira para quaisquer valores de a,b, ou seja, é uma
tautologia.

Vale notar a importancia do uso de todas as propriedades algébricas que
definem Z,: a saber, a +a = 0 e a? = a para qualquer a € Z,. De fato, este
é um componente importante do método de polinomizagao enquanto recurso
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computacional, e é possivel demonstrar que ele fornece um mecanismo de decisao
para logicas semanticas, em circunstancias razoavelmente gerais. Expressamos
este fato numa seqiiéncia de proposi¢oes, para maior clareza.

Comecemos por uma definicao razoavelmente geral de polinomiza¢ao, que
serd comum a todas as proposicoes subseqiientes.

Definigao 1 Seja £ uma ldgica semdntica com conectivos (Cp)nen- Uma poli-
nomizagdo de L € uma semdntica verofuncional sobre um anel comutativo A tal
que todos os conectivos de L sao dados por polindmios sobre A.

Mais formalmente, é uma interpretagao P = (Pyn)nen onde cada P, (Cy,) estd
contido na sub-A-dlgebra das fun¢oes polinomiais.

Teorema 1 Seja L uma ldgica semdntica finitamente valorada. Entdo L possui
uma polinomizagao.

Demonstra¢do. Se L possui uma semantica verofuncional sobre um conjunto
S de k elementos, pela discussdo que segue a Defini¢do 1.8 e pela Proposi¢ao
2 do Apéndice, podemos supor que S estd propriamente contido em um corpo
finito K. Para cada conectivo n-ario ¢ de £, a interpretagdo ¢, (c) é uma fungio
S — S, que precisamos completar a uma funcido polinomial ¢, (c) : K — K de
modo a respeitar relacdo de conseqiiéncia .. Tomamos ug € K\S arbitrario
e definimos ¢, (c)(a1,...,a,) = ugp se algum a; ¢ S. Pelo Teorema 1.12, toda
funcdo K™ — K é polinomial.

Resta checar se a nova interpretacio ¢ = (¢,)nen caracteriza a relagio de
conseqiiéncia de £. Mostraremos que a extensio ¢ é “conservativa”. Primeiro,
por uma simples inducao na complexidade, notamos que, se a é qualquer férmula
e a interpretacio ¢(a) é uma funcio n-aria, temos que @ ¢ S™ implica o(a@) ¢ S.

Agora sejam I' C For(L) e a € For(L); as consideragbes acima mostram que,
para qualquer valoragao v, s6 pode ocorrer l/g(l—‘) C D se todas as variaveis que
ocorrem em férmulas de I' obtém, por v, valores em S. Deste modo, a implicagao
v3(I') € D = vg(a) € D é equivalente a v4(I') € D = vy(a) € D; e esta
dltima, por hipotese, é equivalente a I' -, . O

Proposigao 2 Seja L uma ldgica semdntica q"-valorada, onde q é um nimero
primo, e suponha que, em alguma interpretacdo sobre um conjunto de q" ele-
mentos, hd apenas um valor-verdade distinguido. Seja P uma polinomizacdo de
L sobre um corpo K de q" elementos, em que D = {0}. Entao, para qualquer
a € For(L), tem-se - a se, e somente se, P(a) = 0.

Podemos olhar a Proposicao acima como uma primeira expressao do calcule-
mus de Leibniz; sob certas condigdes (bastante restritas), a validade de uma
férmula fica reduzida & checagem de que um certo polinémio é identicamente
nulo. Considerando a Proposicao 1.9 e a demonstracao do Teorema 1.12, fica
claro que os expedientes computacionais elementares de substituir ocorréncias
de X7 por X, e eliminar somas do tipo a+...+a, com ¢ termos, sao suficientes
para determinar se P(a) = 0.
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Conforme apontado por Carnielli [?], se £ goza de um metateorema da de-
ducao, a Proposicao acima se estende para o caso a b, 3.

Como exemplo, oferecemos uma polinomizacao da légica trivalente de Luka-
siewicz, com conectivo bindrio — e conectivo unario —. Uma seméantica verofun-
cional para esta logica, com valores-verdade {0,1,2} e unico valor distinguido
0, é dada pelas matrizes

— 0 1 2 -
0 0 0 2 0 2
1 0 0 2 1 0
2 0 0 O 2 0

Polinomizando esta légica sobre o corpo Zs e aplicando o Teorema 1.12,
obtemos os polindmos p_(X,Y) =2X(Y + 1)(XY +Y +1) e p_(X) = 2X + 2.
Podemos entao checar que z — x é um teorema desta logica, da seguinte forma:

P (X,X) = 2X(X+1)(X*+ X +1)
= 2X*44Xx% +4X? 42X
= 2X? 44X +4X?4+2X
= 6X24+6X
= 0.

Onde usamos as propriedades X3 = X na segunda passagem, e 3X = 0 na
quarta.

Podemos generalizar este procedimento para logicas cujas seméanticas vero-
funcionais ndo tém apenas um valor distinguido, como segue.

Proposigao 3 Seja L uma ldgica semdntica finitamente valorada e P wma poli-
nomizagdo sobre um corpo finito K, com valores distinguidos D. Entao, para
qualquer o € For(L), tem-se b « se, e somente se, [ [, (P(a) —d) = 0.

A Proposicao acima, aliada ao Teorema 1, mostra que logicas verofuncionais
finitamente valoradas admitem uma versdo particularmente poderosa do cal-
culemus.

2.2 Polinomizagao de Algumas Loégicas Modais

Apesar de muito bem-sucedida no caso de logicas verofuncionais finitamente
valoradas, a polinomizacao, conforme definida acima, nao tem muito a dizer
sobre l6gicas nao-verofuncionais, nem sobre logicas nao finitamente valoradas.
O problema de estender estes métodos para outros contextos, proposto por
Carnielli, esta4 em aberto ha varios anos.

Um caso particular deste problema ja é bastante interessante: o de polinomi-
zar, em algum sentido, alguma das légicas proposicionais modais bem conheci-
das, como K, S4 ou S5. Sabe-se, em particular, por um argumento de Dugundji,
que S5 nao pode ser caracterizada por matrizes finitas.
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Mesmo este caso particular esteve aberto por alguns anos até que Agudelo e
Carnielli o resolveram em [?]. A seguir, detalhamos os aspectos mais importantes
desta solucao.

As chamadas logicas modais normais sao logicas proposicionais que incluem
conectivos da Logica Proposicional Classica, aos que se acrescenta os conectivos
modais unérios {»,[], denominados “possibilidade”’ e “necessidade”, respectiva-
mente. Na terminologia do Capitulo 1, sdo logicas hilbertianas, cujos axiomas
incluem todas as tautologias proposicionais e todas as instancias da regra de
Kripke

O(er = ) = (Oa — 0p)

As regras de inferéncia sdo modus ponens e a regra de necessitagao, de acordo
com a qual - « permite concluir - Oa. A logica normal mais restrita, K, é
definida apenas por estas exigéncias. A logica S4 é obtida de K adicionando-se
0s axiomas

Do — «

o — OO0«

A logica S5 inclui todos os axiomas de S4 e ainda o — OGa.

A discussdo filosofica em torno das logicas K, S4 e S5 é acalorada e sofisti-
cada, envolvendo concepgoes epistemologicas e metafisicas das idéias de possi-
bilidade e necessidade. Nao é nosso objetivo entrar nessa discussao, mas apenas
ilustrar o poder da técnica de Agudelo e Carnielli, que, decerto, ainda admitira
muitas exploracoes e extensoes.

Um fator importante sobre as logicas K, S4 e S5, que facilita seu tratamento
por meio de polindmios, é estarem baseadas na Logica Proposicional Classica.
Por isso, a idéia é polinomiza-las sobre o corpo Zs, e lancar mao de um ar-
tificio reminiscente da Geometria Algébrica para tratar os conectivos modais.
Explicitaremos o procedimento para o caso de S5, que é ilustrativo dos demais.

Como na Logica Proposicional Classica, deixamos 1 € Zs ser o unico valor
distinguido, e definimos polindmios para os conectivos como no inicio deste
Capitulo, a saber:

p-(X)=1+X

P (X, Y)=1+ X+ XY

Das Proposicoes 2 e 3, sabemos que esta polinomizacao caracteriza com-
pletamente a relacdo de conseqiiéncia da Logica Proposicional Cléssica. Aos
operadores modais, contudo, nao associamos polinémios, isto ¢, nao ha pg, po
desempenhando papel semelhante ao dos polindmios acima. A solugdo é asso-
ciar a cada férmula o uma nova variavel, denotada X, e restringir a atencao
a uma variedade algébrica sobre Z.
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Mais formalmente, a polinomizagdo de uma destas logicas modais, £, é uma
transformacdo Pps que leva elementos de For(£) em polinémios sobre Z, da
seguinte forma. Fixamos conjuntos disjuntos de varidveis X = {X, : v € V.} e

X' ={Xg. :a € For(£)} U {z_0q : o € For(£)}, e definimos:

Pru(v) = z,, parav €V,
P () Pula) +1
Pula— ) = Pu(a)- (Pu(B)+1)+1
Pu(la) = Xga

Uma variedade algébrica nada mais é que o conjunto de solucoes de um
sistema de equacoes polinomiais. Por exemplo, o conjunto de todos os pares de
niimeros reais (x,y) que sdo solugdo do sistema de uma tinica equagao y—z2 = 0
¢ uma variedade algébrica sobre R; trata-se da parabola, familiar aos alunos do
Ensino Médio. Também o conjunto de pontos (x,y) que sao solugdo simultinea
do par de equacdes y — 22 = 0,22 +y? — 1 = 0 é uma variedade algébrica; neste
caso, ela consiste de apenas dois pontos.

A variedade algébrica que empregaremos ¢ definida de modo a expressar os
axiomas da légica. Trata-se do subconjunto de ZZYX " definido pelas seguintes
equagoes polinomiais:

X0(a—p) (Xoa(Xop + 1)
Xga(Pu(a) +

Pu(a)(Xogae +1

Xoo(Xoga +1

X_Oa = Xoo +1

Para cada « tal que Py(a) =1, tem —se Xp, =1

o O O O

)
1)
)
)

Convém notar que, em sua completa generalidade, a construcdo acima nao
fornece uma variedade algébrica no sentido usual do termo, visto que o nimero
infinito de varidveis garante que o espaco ambiente, bem como a “variedade”,
possuem dimensao infinita. Nao obstante, em aplicacdes e calculos concretos,
apenas um numero finito de formulas estd em jogo de cada vez, de modo que
podemos restringir a atencao a um ntmero finito de variaveis.

Em termos computacionais, a restricao a uma variedade algébrica significa
que ha mais regras de manipulagao de polinémios disponiveis, para além daque-
las fornecidas simplesmente pela estrutura de corpo, viz. X? =X e ¢- X = 0.
Surpreendentemente, esta linguagem geométrica é suficiente para a expressivi-
dade de S5.

Agudelo e Carnielli estabelecem correcdo e completude para esta seméantica
polinomial por um argumento bastante técnico, porém inspirado em demon-
stracoes cléassicas de completude, como a da Légica Proposicional Cléssica.
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Damos a seguir um exemplo de uso deste célculo polinomial que estabelece
que (Op — p) V (Op — OOp) é um teorema em S5. Por questdes de espagoes,
abreviamos a polinomizac¢do Pps(«) de uma férmula a por a*. Temos:

(Op—=p) vV (Cp—0O0p))* =
(Op = p)*(Op — OOp)" + (Op — p)" + (Op — TOp)*
(Cp — OCp)* ((Cp = p)* +1) + (Op — p)*
()" ((EOp)" + 1) + D((Op)* ()" + 1)) + (Op)*((p)" + 1) + 1.

Dai obtemos o polinémio

(Xo-p + 1D)(Xoep +1) + D((Xa-p + 1)(Xp + 1)) + (Xo-p + (X, +1) +1

Lancando mao das regras algébricas de Zs e dos polinémios que definem a
variedade algébrica, logramos reduzir o polinémio acima a

((XEIﬂp + 1)(XI:I—'p) + 1)((XI:I—'p + 1)(Xp + 1)) + (XD—\;D + 1)(XP + 1) +1,
em seguida a
(Xo-p + D(Xp + D(Xa—p + DX + 1) + (Xop + DX, +1) +1

e por fim ao polindmio constante 1, mostrando que se trata, de fato, de uma
tautologia.

2.3 Um Teorema de Compacidade

A seguir expomos outra aplicacdo do método polinomizacdo. Trata-se de um
teorema de compacidade, de cunho seméantico, valido para légicas verofuncionais
finitamente valoradas bastante gerais.

Teorema 4 Seja L uma logica verofuncional m-valorada, com semdntica vero-
funcional sobre um conjunto A de m elementos e valores distinguidos D C A.
Seja T' C For(L) e o € For(L). Se ' b, «, entdo existe um subconjunto finito
I'fin de T tal que T I, .

Demonstra¢do. Seja P uma polinomizacado de £ sobre um corpo finito K D A.
Para cada « € For(£) e I’ C For(£), defina

ap = [[(P(a) —d)

deD

FD:{’}/DZ’)/EF}



CAPITULO 2. APLICACOES E VARIACOES 50

Suponha que I' k. «, onde « depende das variaveis Xq,...,X,, e sejam I'p, ap
como acima. Seja ¢ : K[X] — KX ainterpretacio canénica de polinomios como
funcoes polinomiais.
Por hipétese, temos que ¢(I'p) = {0} implica ¢(ap) = 0. Se ha ' C ' finito
tal que ¢(T'1") = {0} implica ¢(ap) = 0, qualquer subconjunto A de T' tal que
Ap = I'fin satisfaz A 2 a; em particular, hd um subconjunto finito com esta
propriedade. A idéia é demonstrar a existéncia de um tal I‘%n.

Suponha, por absurdo, que nao existe F%“, e defma F = {F C T'p :
F é finito }. Considere o conjunto finito K munido da topologia discreta, e
KVz com a topologia produto; pelo teorema de Tychonoff [?], K é compacto.

Agora, por hip6tese, para cada F € F ha ap € KY% tal que F(ar) = 0 mas
ap(@r) # 0. Encarando @r como elemento de K%, temos uma rede (ar)per
neste espaco, que por compacidade possui uma subrede convergente; seja @ um
seu ponto de acumulac¢do. Veremos que valem I'p (@) =0 e a(a) # 0.

Seja 3 € For(£) uma férmula nas varidveis Yi,...,Y,, e Zg = {b € K™ :
B(b) = 0}; Zz é um conjunto finito, e portanto Zy = UEGZ[, bx KVe\MY1Ym} g

aberto em KY2. Analogamente, o conjunto Ng = {b € V™ : 8(b) # 0}, é finito,
logo Nj = Usen, bx KVeMYiYn} ¢ aberto. Uma vez que K'Y= = Z5U N}, a
uniao sendo disjunta, temos que Zj3 e Nj sao também fechados em KV=.

Para cada yp € I'p e F' 2 {7yp}, temos ar € Z3_ ; como a subrede dos
subconjuntos finitos que contém {yp} é cofinal, temos que yp(a) = 0, como
desejado. Similarmente, para cada F' D {a} temos ar € NZ; por cofinalidade,
temos «(a) # 0.

Isto é uma contradi¢do; obtivemos um elemento @ € K= tal que I'(@) = 0
mas (@) # 0. Portanto, deve haver I'i' C T'p finito tal que T -, o. O

2.4 Categorificacao

Neste Capitulo, foi apresentada uma defini¢do precisa de polinomizagao, e, ndo
obstante, a extensdo de Carnielli e Agudelo, que ndo se resume a defini¢ao
formal. Por isso, torna-se desejavel dar uma definicdo mais abstrata de polino-
mizagao.

Uma vez que sua caracteristica basica é a tradugao de certos objetos for-
mais em outros, o A&mbito mais natural para a formulacdo abstrata é a Teoria
de Categorias; adotamos a maior parte das escolhas subjacentes ao trabalho de
Reis [?], porém atemo-nos a conectivos tradicionais, e ndo tratamos dos conec-
tivos flexiveis por ele investigados. Seria interessante estudar a interacao da
polinomizacao com conectivos flexiveis, obtendo alguma espécie de “polindémio
flexivel”; porém, isto vai além do escopo do presente trabalho.

Reproduzimos aqui, ligeiramente adaptadas, duas das defini¢oes que nos
interessarao: a nocgao de traducgao entre assinaturas, e a categoria Log;. Nao
citaremos explicitamente os lemas técnicos que justificam as diversas construcoes,
mas referimos o leitor & Dissertacdo de Mestrado de Reis [?].

Definigao 2 Seja C = (C,) uma familia de conectivos de diversas aridades, e
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L, L' duas légicas proposicionais com conectivos C. Uma tradugio de L em L’
é uma familia de aplicagoes 7, : C,, — For(L') que leva cada elemento de C,, em
uma formula de L' com n varidveis.

Por consideragoes gerais sobre objetos livres em categorias algébricas, sabe-
mos que qualquer traducio pode ser estendida a uma aplicagdo 7 : For(L£) —
For(L').

Definigao 3 Seja C uma familia de conectivos. A categoria de logicas proposi-
cionais Log1© tem como objetos ldgicas proposicionais sobre os conectivos de C,
e como morfismos tradugoes T : L — L' que preservam a relagdo de conseqiién-
cia, no sequinte sentido:

'rra = (1) b 7(a)

Reis mostra que a composi¢ao de morfismos é associativa; o morfismo iden-
tidade de uma logica £ € Obj(Log;i©) é a traducio trivial For(£) — For(L)
dada pela aplicacao identidade.

Seguindo sugestdo de Costa-Leite (comunicac¢do pessoal), tomamos Loglc
como categoria-base para sistemas l6gicos, e buscamos identificar uma boa no¢ao

de polinomizacao como um funtor Loglc E C; o problema é identificar uma
categoria adequada C.

No contexto da Definicao 2.1, a escolha natural seria a categoria A de todas
as algebras polinomiais A[X1,...,X,], em que A é um anel e n € N, com mor-
fismos ditados pela polinomizacao; ndo parece haver uma definicdo intrinseca
e natural de morfismos em A de modo a permitir a definicdo de um funtor
Loglc Z A

O problema de formular a polinomizacao categorialmente, de modo mais
satisfatorio, é extremamente interessante, e continua aberto.



Capitulo 3
Limitacoes

Neste capitulo, investigaremos algumas limitacoes do método de polinomizagao.
Como bem se sabe, é quase sempre impossivel estabelecer, além de qualquer
duvida, que um objetivo nao pode ser atingido por um certo método. Sempre
resta a possibilidade de que alguém, mais competente que o autor, encontrara
uma maneira de driblar os obstaculos.

Nao obstante, é pratica corriqueira em Mateméatica, em particular Logica
Matematica, apresentar argumentos sobre a improbabilidade de se atingir um ob-
jetivo por um certo método, mostrando que o emprego mais natural do método
necessariamente falha. Este é o tom adotado no presente capitulo.

3.1 Lema de Craig e Nullstellensatz

Comecamos por enunciar dois resultados famosos, um da Algebra e outro da
Loégica, sem nos preocuparmos com sua demonstracdo. O primeiro é o famoso
Nullstellensatz de Hilbert.

Teorema 1 Seja K um corpo algebricamente fechado e K[Xy,...,X,] uma
dlgebra de polinémios sobre K. Sejam g, f1,..., fm € K[X1,...,X,] cujas in-
terpretagoes canonicas ¢(g), d(f1),...,d(fm) satisfazem a seguinte condigdo de
“dependéncia™ para qualquer @ € K", se ¢(f1)@) = ... = ¢(fm)(@) = 0,
também ¢(g)(a) = 0. FEntdo existe um natural N e polindmios pi,...,pm €
K[Xy,..., Xy tais que gV =pifi+ ...+ pmfm € K[X1,..., Xp].

Nossa denominacdo do segundo teorema é um pouco menos precisa. Nos
referiremos a ele como Lema de Craig, apesar deste termo ser reservado, em
Loégica, a uma vasta colecao de resultados, validos em diversas logicas diferentes.
De fato, a Logica de Primeira Ordem goza de um certo Lema de Craig bastante
poderoso.

Teorema 2 Seja L uma ldgica verofuncional funcionalmente completa. Sejam
a, € For(L) tais que o b (. Entao eziste wma formula 0, cujas varidveis

52
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ocorrem tanto em « quanto em 3, tal que a b, 0 e 0 bz . Uma tal formula é
chamada “interpolante”.

Um dos objetivos do presente trabalho é investigar se a polinomizacao abre
ligacdes entre a Logica e a Algebra. Em comunicacio pessoal, Carnielli observou
que, & primeira vista, o Nullstellensatz de Hilbert parece promissor, enquanto
ferramenta algébrica, para demonstrar versoes bastante gerais do Lema de Craig.
Se tomamos apenas dois polinomios fi, g tais que ¢(f1)(@) = 0 implica g(a) = 0,
a conclusao do Nullstellensatz os relaciona de modo estreito: para certos NV € N,
p1 € K[X1,...,X,] tem-se ¢V = p;f1. Nao é implausivel que seja possivel
extrair desta equacao informacoes sobre as varidveis que f1 e g tém em comum.
Esta avenida de ataque seria levada a cabo com o ferramental das Proposig¢oes
2.2e23.

Dadas formulas «, 8 como no enunciado deste Lema, a idéia seria polinomiza-
las, obtendo P(a), P((). Somos deliberadamente vagos sobre a natureza exata
desta polinomizagao, exceto que é sobre algum corpo K, e transforma as for-
mulas em algum tipo de polinémio. Como visamos argumentar que uma geral
linha de ataque nao rende frutos, nao convém prender-nos a detalhes.

Lancando mao de algum artificio como o da Proposi¢io 2.3, reduziriamos a
relagio « -, 3 a uma relagio algébrica da forma P(a) = 0 = P(3) = 0. Se
pudéssemos supor que o corpo-base K é algebricamente fechado, resultaria do
Nullstellensatz a existéncia de um natural N e um polindémio p tal que

P(B) =p-Pla)

Sejam agora X = (X1,...,X;) as varidveis que ocorrem apenas em a, Y =
(Y1,...,Y,) aquelas comuns a a, 3, e Z = (Zy,...,Z,) as que s6 ocorrem em
(. Do lado esquerdo da equacdo acima, s6 ocorrem as variaveis Y, Z. Sendo
K algebricamente fechado, serd necessariamente infinito, e o Lema 1.14 mostra
entao que os dois lados da equacao acima devem coincidir como polinémios
formais, coeficiente a coeficiente. Segue dai que as varidveis X ndo podem
ocorrer do lado direito; em particular, ndao podem ocorrer em a.

Deste modo, se o argumento natural para o Lema de Craig via Nullstellen-
satz tiver alguma chance de funcionar, deverd demonstrar mais até do que o
pedido: se duas formulas o(X,Y), 3(Y, Z) sdo tais que « k-, 3, entdo o préprio
P(a) devera ser o interpolante no admbito polinomial. Ao polinomizarmos «,
sua dependéncia em X deve naturalmente cancelar-se através apenas das ma-
nipulagoes algébricas elementares envolvidas no calculemus.

Porém, isto ndo pode acontecer em geral, pois ha exemplos de formulas «
cujo valor-verdade depende das varidveis X de maneira ndo-trivial, e portanto
cuja polinomizacao necessariamente envolve estas varidveis.

O exemplo mais simples se d4 na Logica Proposicional Classica, polino-
mizada sobre Zs, desta vez com valor distinguido 0. Tomemos férmulas o =
pAgATref3=qAr, emque X =p, Y = (¢,r) e ndo ha varidveis Z. As
polinomizacoes destas formulas sdo, respectivamente:
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Pa(Xp, X, X)) = (X +D(X,+D(X,+1)+1
pﬁ(Xer) = (Xq + 1)(Xr + 1) +1

Agora, esta claro que o Fppo B, e o proprio 8 é um interpolante. Porém, o
que se deve notar aqui é que

Pa(Xp, Xg, Xr) = Xp X X, + Xp X+ Xp X0 + X X + X, + X+ X

que nao admite maiores simplificagoes. Em particular, nenhuma manipulagao
algébrica valida sobre Zs[X,, X,, X,] pode eliminar os termos em X,. Isto
coloca sérias duvidas na estratégia de demonstrar o Lema de Craig através do
Nullstellensatz.

Na verdade, ha uma explicagdo simples para este fenémeno. Uma condigao
necessaria para a validade do Nullstellensatz é que o corpo-base seja algebri-
camente fechado, e necessariamente infinito. Porém, em logicas verofuncionais
finitamente valoradas trabalhamos apenas sobre corpos finitos e assim perdemos
informacao sobre os polinémios.

Uma opcao é considerar os fechos algébricos dos corpos finitos sobre os quais
trabalhamos; porém, em geral esta passagem nao preserva a relacao que nos
interessa, a saber, P(a) = 0 = P() = 0. Por exemplo, para as formulas «, 5
da Logica Proposicional Classica acima, e trabalhando em Zs, temos que

pa(XP’XQ’XT) =0= XP = Xq = Xr =0 :>p5(Xq7XT) = 0;

porém, ao passar para o fecho algébrico de Zs, a primeira implicacdo deixa de
valer. De fato, tomando X, = X, = X, iguais a umaraizw de Y2+Y +1=0,
obtemos pq (w,w,w) = 0 sem que pg(w,w) = 0.

Em conclusao, a exigéncia do Nullstellensatz por um corpo infinito permite
que o Lema 1.14 valha em sua versdo mais forte, e faz com que os tnicos inter-
polantes que se pode encontrar pelo Nullstellensatz sejam interpolantes triviais.
(Isto &, um dentre «, 3.)

3.2 Grandes Cardinais e Tabelas de Laver

Do final dos anos 80 ao inicio dos 90, Laver [27] estudou certas algebras finitas,
em que se define uma tnica operacao binaria x com propriedades pouco usuais.
Estas algebras surgiram, de maneira natural, nas investigacoes conduzidas por
Laver e Dougherty [25, 17] em Teoria de Conjuntos, em particular sobre certos
tipos de grandes cardinais: os chamados rank-into-rank.

Conforme se vé a Teoria de Modelos, se 2 é uma estrutura sobre a linguagem
L, e A é o conjunto subjacente, uma funcdo j : A — A é chamada imersdo
elementar se:

1. j(A) é o dominio de uma subestrutura de 2, denotada por j(2) ;
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2. Para cada tupla finita a € j(A)", e cada formula ¢(x1,...,2,) em L,
tem-se j(2A) E ¢(a) se e somente se A = ¢(a) .

Simbolicamente, denota-se este fato por j : % < A . Na Teoria de Conjuntos,
geralmente sao estudadas estruturas sem simbolos de funcao nem constante, e
com o tnico simbolo de relagao €. Por isso, costuma-se abreviar a notacao para
j: A=< A, jaque os demais componentes da estrutura estdo subentendidos [24].

As imersoes elementares diferentes da identidade sdo chamadas ndo-triviais.

Como ¢é de praxe, seja V, o nivel « da hierarquia de conjuntos de von Neu-
mann [23]. Os axiomas de rank-into-ranks postulam a existéncia de cardinais ¢
tais que existem imersoes elementares nao-triviais j : Vs < Vs . Estas imersoes
podem ser vistas como uma extensao natural do conceito de infinito como objeto
auto-similar. Assim como o menor conjunto infinito, Ry, é caracterizado pela
existéncia de uma injecao nao-sobrejetiva Ny — Ng — isto é, Ny é equipotente
a uma sua parte prépria — os mais poderosos axiomas de grandes cardinais
postulam a existéncia de cardinais que sao elementarmente equivalentes a uma
sua parte proépria.

A imposicdo de varias condi¢bes sobre tais imersoes da origem a axiomas
ainda mais fortes. Os trés mais freqiientemente estudados na literatura, em
ordem decrescente de forca, sao:

I1. Existe § tal que ha uma imersdo elementar ndo-trivial j : Vo1 < Viyq -

I2. Existe uma imersao elementar nao-trivial j : V' < M tal que V5 C M para
algum ¢ > crit(j) satisfazendo j(0) = ¢ .

13. Existe 0 tal que h& uma imersao elementar nao-trivial j : V5 < Vi .

O significado técnico preciso de 12 nao nos preocuparé aqui.

O poder dedutivo destes axiomas foi intensamente investigado durante a
década de 70, e um estudo bastante completo deste tema encontra-se em [24],
particularmente nas se¢des 5 e 24. O trabalho subseqiiente de Laver e Dougherty
pode ser visto como extensao natural desta linha de pesquisa: se existem rank-
into-ranks, qual é a estrutura algébrica que acompanha as imersoes elementares
associadas a eles? E neste contexto que surge a operacao  de Laver, em par-
ticular no estudo de I3, em que se assume que § é ordinal limite.

A operagao é definida da seguinte forma. Dado um ordinal limite A e imersoes
elementares nao-triviais j, k : V), < V) , define-se j x k : V), < V), por:

jrk=JiknVy)
a<A

Ou seja, j * k € uma espécie de limite das imagens de segmentos iniciais da
imersao k; a idéia é que gostariamos de encarar k£ como uma fungao ordinaria
(portanto um conjunto) e considerar a imagem de k pela imersdo elementar j.

A operacdo x é em geral ndo-associativa, ndo-comutativa, mas o fato de
estar definida entre imersoes elementares torna simples demonstrar que satisfaz
a propriedade distributiva a esquerda: j*(kxl) = (jxk)*(jxl). Esta propriedade
também é conhecida como autodistributividade.
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Para demonstrar certas propriedades técnicas das imersoes, Laver foi lev-
ado a definir e analisar algebras finitas autodistributivas (cf. [27]). Estas al-
gebras, apresentadas efetivamente nas tabelas de Laver, possuem propriedades
inesperadamente dificeis de demonstrar, e sao objeto de diversas conjecturas que
parecem se resolver apenas através de hipoteses muito fortes sobre o infinito: a
saber, os axiomas I1-13, acima. A seguir, descrevemos brevemente estas tabelas,
reformulando os conceitos envolvidos em termos algébricos mais apropriados ao
espirito do presente projeto.

Para cada namero natural n, define-se a operagao binéria x, sobre Z, da
seguinte forma:

Va € Zy :axp 1l =a+1,

Va,b,¢c € Zp, : %y (bKy, ¢) = (a*p b) *p (a*xy, €)

A operacdo assim definida, tendo por dominio um conjunto finito, pode ser
representada numa tabela n x n: estas sao as tabelas de Laver. Curiosamente,
as sentencas acima possuem modelos se e somente se n é poténcia de 2. Isto
é, existem tais operagoes se e s6 se n = 2. Abaixo, apresentamos alguns
exemplos.

x4 | 0123

*2 | 0|1 0(1(3]1]3
111 11213123
1101 2131333
310123

Figura 3.1: Tabelas de Laver para os casosn =2en =4

O aspecto mais interessante das tabelas de Laver, do ponto de vista tanto
matematico quanto filoséfico, é o fato de serem objetos eminentemente finitarios,
computaveis, e a0 mesmo tempo guardarem relagdo com as nogoes mais ex-
tremas de infinito. De fato, dentre os axiomas de grandes cardinais amplamente
estudados, I1-I3 sdo os mais fortes cuja inconsisténcia com a teoria de conjuntos
ZFC ainda nao se demonstrou (cf. [24], secao 24).

Em comunicacao pessoal, Carnielli sugeriu que as heuristicas subjacentes ao
método de polinomizacao poderiam ser uteis na investigacao de propriedades
gerais destas tabelas. Com efeito, a cardinalidade do conjunto subjacente é
forcosamente a poténcia de um ntmero primo, ou seja, é a cardinalidade de
algum corpo finito. Isto torna particularmente conveniente a expressdo polino-
mial da operacdo auto-distributiva: identificamos o conjunto Zom com 0 corpo
finito de 2™ elementos, obtido por extensao algébrica do corpo Zs. No caso
em que m = 1, este é o proprio corpo Zs, € no caso em que m = 2 é 0 corpo
Z5[X]/(X? 4+ X + 1), dos polindmios sobre Zy moédulo o polinémio irredutivel
X? + X + 1. Escrevemos as tabelas de Laver nesta notacdo, abaixo:
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*4 0 1 X 1+X

x| 0|1 0 1 1+X 1 1+ X
0|11 1 X 1+X X 1+X
1101 X 1+X | 14+4X | 14+4X | 1+X
1+ X 0 1 X 1+X

Figura 3.2: Tabelas de Laver sobre os corpos Fy e Fy

Obtemos expressoes polinomiais para estas operagoes como segue:

*(P,Q)=P-Q+P+1

*x(P,Q) = (1+X)+PP+1D)(P+X)QQ+1)(Q+1+X)
+X(P+D)(P+X)(PH+1+X)(Q+1)(Q+X)(Q+1+X)
+1+X)P(P+1)(P+X)(Q+1)(Q+X)(Q+1+X)
+X(P+1)(P+X)P+1+X)QQ+1)(Q+1+X)
+P(P+X)(P+1+X)(Q+1)(Q+X)(Q+1+X)
+PP+X)(P+1+X)QQ+1)(Q+1+X)
+XP(P+1)(P+X)Q(Q+ X)(Q+ 1+ X)

Ambos os polindmios acima foram obtidos pelo mecanismo da segunda demon-
stracdo do Teorema 1.15. A caracteristica mais proeminente dos polindmios
obtidos por este método é sua complexidade: sao o somatorio de 2 termos,
cada um dos quais é o produto de m x (2™ — 1) fatores. Quando se trata de
polinémios simples (e.g. lineares), a maior parte destes termos se cancela mutu-
amente; porém, nao ha como determinar se este é o caso, exceto pelo expediente
de multiplicar todos os termos e obter a expressao do polinémio em soma de
mondmios. Por exemplo, uma répida checagem da expressao acima mostra que
o monémio P3Q? aparece na expressao de x4(P, Q) com coeficiente nulo. Ou
seja, o polindmio que expressa *4(P, Q) ndo tem o grau mais alto possivel que
se poderia esperar da Proposicao 1.9, o que parece apontar para algum tipo de
simplicidade nos polindmios que expressam as diversas operacoes xom.

Um problema famoso sobre as tabelas de Laver, contra o qual se poderia
testar a eficicia da polinomizagdo, é o seguinte. Para cada m € N, seja L,
o numero de elementos distintos que aparecem na primeira linha da tabela de
Laver sobre Zaom , conforme definida acima — isto é, a cardinalidade da imagem
da funcdo z — 0 *gm x. E verdade que L,, — oo quando m — oo? Este resul-
tado foi demonstrado com técnicas conjuntistas bastante sofisticadas; poderia o
método polinomial fornecer uma demonstracao mais elementar?

Uma possivel estratégia seria assumir o contrario, de modo que L,, per-
manecesse limitado enquanto m — oo; dai seguiria que o polinémio a uma var-
iavel *9m (0, Q) teria muitos valores repetidos. Mais precisamente, se L, < M
para todo m, entdo ha algum valor Qo tal que xom(0,Q) = Qo para pelo
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menos 2™ /M diferentes valores de Q). Isto equivale a dizer que o polindmio
*9m (0, Q) — Qo possui pelo menos 2™ /M raizes, o que significa, pelo Lema 1.11,
que tem grau no minimo 2" /M. (E simples estabelecer que xym (0, Q) ndo é
constante.)

Em linhas gerais, entdao, vemos que a limitacao de L,,, implica em grau alto
para os polindmios que expressam xgm; e vimos também, em um caso especifico,
que *9m Nnao tem o grau mais alto possivel.

Um obstéculo heuristico, porém tecnicamente formidével, a esta abordagem,
é o seguinte. Grosso modo, demonstracoes e manipulagoes que lidam exclusi-
vamente com polindmios sofrem de limitacoes nos resultados que podem es-
tabelecer: em construcoes diretas, em geral demonstra-se relagoes algébricas
ou racionais entre algumas quantidades (por exemplo, L,, > /m); em con-
strugdes recursivas, as vezes é possivel obter relagdes exponenciais (por exemplo,
L,, > logm). No entanto, sabe-se que a dependéncia de L,, cresce com m téo
ou mais lentamente que a inversa da funcao de Ackermann. O fato desta de-
pendéncia extrapolar o Ambito das fun¢des primitivas recursivas deixa claro que
técnicas bastante sutis serao necessérias para permitir que o método polinomial
se mostre frutifero nesta questao.



Conclusao

O método de polinomizacao de logicas, iniciado por Carnielli e desenvolvido
por Carnielli e Agudelo, ainda guarda perguntas. Desenvolvemos sistematica-
mente seus detalhes nos casos mais simples, envolvendo légicas caracterizadas
por semanticas finitamente valoradas, e descrevemos a adaptagao de Carnielli e
Agudelo para englobar certas logicas ndo finitamente valoradas, mais notavel-
mente a légica modal S5.

Questoes ainda em aberto incluem a extensao do método para outras logicas
proposicionais nao finitamente valoradas, principalmente a intuicionista; formu-
lacao categorial satisfatéria da polinomizagao; e extensao infinitaria do método
para contemplar a Logica de Primeira Ordem.

Neste ultimo toépico, é possivel que a idéia de funcido geradora, familiar a
Combinatoria moderna, seja pe¢a fundamental. Um obstaculo técnico significa-
tivo é que as operagoes e questoes usualmente consideradas em Combinatoria,
como parti¢oes de conjuntos e ntimero de estruturas de uma certa cardinalidade,
obedecem leis formais semelhantes aquelas que regem a multiplicacdo de séries
formais infinitas. Este é o motivo por tras da eficicia das fun¢bes geradoras
em Combinatoéria. Contudo, ainda nao se conhece analogia semelhante para as
operacoes e questoes consideradas pela Logica Matematica.
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A seguir, revisamos algumas defini¢bes e primeiros resultados da Algebra, para
conveniéncia do leitor.

Definigao 15 Seja G um conjunto e + : G x G — G wma operagdo bindria.
Dizemos que (G,4+) € um grupo se: + € associativa; hd um elemento “neutro’
0 € G tal que, para todo x € G, vale t+0 = 0+x = x; e para cada x € G existe
um “oposto” T € A tal que t +T =7 +x =0. O grupo € dito comutativo se +
é comutativa.

Se (G,4) e (G',+") sdo grupos, uma aplicagao [ : G — G’ é wm morfismo
de grupos se vale f(x +y) = f(x) +' f(y) para quaisquer x,y € G.

4

Vale notar que morfismos de grupos automaticamente respeitam os ele-
mentos neutros, além das operacdes. De fato, se f : G — G’ é morfismo
de grupos, 0 € G e 0’ € G’ sado os respectivos elementos neutros, tem-se
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), donde f(0) + f(0) = f(0) + f(0) + f(0) e
portanto f(0) =0'.

Uma das circunstancias mais naturais que nos levam a considerar anéis é
motivada por grupos.

Definigao 16 Seja G um grupo comutativo. O anel de endomorfismos de G,

denotado End(G), € o conjunto de todos os morfismos de grupos f : G — G,

munido das operagéoes de soma pontual e composi¢ao funcional: para cada x € G

;(f,(g):)M — M, definimos (f + g)(z) = f(x) + g(z) e (f-g)(x) = fog(zx) =
g(x)).

E claro da definicio que o anel de endomorfismos é de fato um anel com
respeito as operacoes escolhidas; o elemento neutro da soma pontual é o en-
domorfismo identicamente nulo x +— 0, e o elemento identidade da composi¢ao
funcional é o morfismo identidade x +— x. Apesar da comutatividade do grupo
subjacente, o anel de endomorfismos é mais freqiientemente nao-comutativo.

A seguir, definimos os conceitos de modulo e dlgebra. Grosso modo, um
moédulo é um grupo comutativo sobre o qual age um anel; uma &algebra é a
mesma coisa, trocando “grupo comutativo” por “anel”.

Definicao 17 Seja (A, +a4,-4) um anel. Um A-moédulo € um grupo comutativo
(M, + 1) munido de uma operacio de “multiplica¢do por escalares” - : Ax M —
M satisfazendo as sequintes condigdes, para quaisquer a,b € A, m,n € M:
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ea -(m+yn)=(a-m)+y (a-n);
e (a+ab)-m=(a-m)+p (b-m);
o (a-ab)-m=a-(b-m);
el-m=m.

Se M, M’ sao A-mddulos, uma fungio f : M — M’ é um morfismo de A-
modulos se € um morfismo de grupos comutativos e, para cada (a,m) € Ax M,
tem-se f(a-m)=a- f(m).

Em outras palavras, um A-moédulo é dado por um grupo comutativo M e
um morfismo de anéis A — End(M), que a cada a € A associa a operagdo a-,
ou “multiplicagao por a”.

Como é usual, omitiremos os subscritos nos simbolos + 4, +,s e semelhantes,
confiando no contexto para deixar claro sobre qual dominio se realizam as op-
eracoes.

Definigao 18 Seja A um anel. Uma A-algebra é um anel (M, +pr,-21) em que
(M, +pr) € um A-médulo e -pr : M X M — M é compativel com a multiplica¢ao
por escalares deste mddulo, no sequinte sentido: para quaisquer m,n € M e
a,be A, tem-se (a-m)-(b-n)=(a-b) - (m-n). A A-dlgebra é comutativa se
-p € comutativa.

Um morfismo de A-algebras é um morfismo de anéis que é também morfismo
dos A-mddulos correspondentes.

Observamos que qualquer anel comutativo A é uma A-algebra (e portanto
um A-médulo) de modo candnico: toma-se por soma e produto da algebra as
operagoes correspondentes de A, e pela multiplicag@o escalar o produto de A;
isto é, o mapa A — End(A) necessério a defini¢do de modulo é aquele fornecido
pelo Lema 5.

Passamos agora a estruturas mais especificas: os dominios de integridade e
COrpos.

Definigao 19 Um anel comutativo A é um dominio de integridade se, para
quaisquer a,b € A\{0}, tem-se a-b # 0. E wm corpo se, para qualquer a €
A\{0}, eziste a=! tal que a-a~t = 1.

Lema 17 /
Todo corpo € um dominio de integridade. Todo dominio de integridade finito
€ um corpo.

Demonstrag¢ao. Seja K um corpo, a € K\{0} e b € K tais que ab = 0. Entdo
at(ab) =a"t-0=0;mas a '(ab) = (ata)b=1-b=0b. Logob=0e K é um
dominio de integridade.

Seja agora D um dominio de integridade finito e d € D\{0}. Como ja vimos,
o mapa x — d-x é um morfismo D — D de grupos comutativos. A hipdtese
dr = 0 = x = 0 diz justamente que este morfismo é injetivo; sendo D finito,
serd também sobrejetivo. Logo, ha d’ € D tal que dd’ = 1. O



Apéndice 62

2

Proposicao 18 Se q é um nimero primo e n € qualquer natural, existe um
corpo finito com q" elementos. Em particular, existem corpos finitos arbitrari-
amente grandes. Ademais, dois corpos finitos de mesma cardinalidade sdo iso-
morfos.

A Proposicdo acima é bem conhecida da Teoria de Corpos, e sua demon-
stracdo ndo nos preocuparé, pois s6 fazemos uso (no Capitulo 2) do fato de
haverem corpos finitos arbitrariamente grandes. Uma demonstragao mais sim-
ples deste fato é que, para cada primo ¢, os inteiros modulo ¢, com as operagoes
usuais de soma e produto moédulo ¢, formam um corpo com ¢ elementos.
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