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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo examinar, sob a perspectiva logico-filosofica da
paraconsisténcia e da modalidade, as relagdes entre os conceitos 16gico-filoséfico-formais
de negacao paraconsistente e o conceito de modalidade.

Nosso objetivo central consiste no exame de um operador modal de negacao
paraconsistente.

Examinamos conhecidos resultados envolvendo os operadores modais e
paraconsistentes, como as logicas modais normais K, T, S4, S5 e outras ldgicas modais;
algumas logicas paraconsistentes, incluindo a logica modal paraconsistente Z. Além disso,
realizamos uma analise critica concernente as relagcdes entre o conhecido Quadrado de
Oposigdes Aristotélico e a negagdo paraconsistente, contribuindo para o tema com alguns
argumentos.

Finalmente, investigamos a questdo de como a generalizagdo do Quadrado de
Oposi¢des Aristotélico, dita Teoria de n-Oposicdes, se relaciona com o tema da
modalidade, da paraconsisténcia e da geometrizacao logica, propondo idéias para este

ultimo.



ABSTRACT

The present work aims to investigate, under the logical-philosophical perspective of
paraconsistency and modality, relations between the logical-philosophical-formal concept
of paraconsistent negation and the concept of modality.

Our main task is the analysis of a modal operator of paraconsistent negation.

We have examined some known results involving modal and paraconsistent operators,
such as the modal normal logics K, T, S4, S5 and other modal logics; some paraconsistent
logics, including modal paraconsistent logic Z. We also have proceeded a critical analysis
concerning relations between the well known Aristotle’s Square of Oppositions and
paraconsistent negation, contributing to the theme with some arguments.

Finally, we have investigated the question of how the generalization of the Square of
Oppositions, through the n-Oppositions Theory, may be related to the themes of modality,

paraconsistency and logic geometrization, proposing some ideas.
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Introducio

A motivacao do presente trabalho ¢ examinar, sob a perspectiva logico-filosofica da
paraconsisténcia e da modalidade, as relagdes entre os conceitos 16gico-filoséfico-formais
de negac¢ao paraconsistente e o conceito de modalidade.

Para tanto, nosso objetivo central consiste no exame de um operador modal de
negacao paraconsistente, fundamentado sobretudo nas pesquisas de Béziau 2000, 2002b,
2004 ¢ 2006, Marcos 2004, Vakarelov 1989 ¢ Dosen 1999.

Primeiramente, examinamos conhecidos resultados envolvendo os operadores modais,
como as légicas modais normais K, T, S4, S5 e outras ldgicas modais, tendo como
referéncias Carnielli e Pizzi 2001 ¢ 2008, Hughes & Cresswell 1968, Chellas 1980,
Hughes & Cresswell 1996.

Como ¢ bem conhecido, as l6gicas modais caracterizam-se como extensdes da logica
classica, uma vez que sua linguagem estende a linguagem da logica classica e todos os
axiomas da logica classica sao mantidos. Os operadores modais sdo acrescentados a
linguagem classica e sdo demonstraveis propriedades modais especificas. Dado que a logica
classica ignora certos aspectos, como a no¢ao de necessidade, uma tal extensao pretenderia
dar conta dos mesmos. Assim, segundo Haack 1974 e¢ 1978, a ldgica modal pode ser
encarada como complementar a classica.

Examinamos também algumas logicas paraconsistentes, conforme Castro 2004,
Béziau 2000, 2002b, 2004 e 2006 ¢ Marcos 2004, incluindo a légica modal
paraconsistente Z, introduzida em Béziau 2006, ¢ adicionando demonstra¢des e defini¢cdes

nao presentes em Béziau 2006.
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Nas logicas paraconsistentes, o escopo do principio da (ndo-) contradicdo €, em certo
sentido, restringido. Como afirmam da Costa & Marconi 1989, se a forca desse principio
¢ restringida em um dado sistema 16gico, entdo esse sistema pertence a classe das logicas
paraconsistentes.

De fato, nas logicas paraconsistentes, o principio da (ndo-) contradi¢do — qualquer
uma de suas formulagdes equivalentes ou qualquer uma de suas teses correlatas — ndo ¢
necessariamente invalido, mas em toda logica paraconsistente em sentido amplo, o
principio da explosdo, ou de Duns Scotus, ndo ¢ valido em geral; isto ¢, de uma formula A
e de sua negacdo —A ndo ¢ possivel, em geral, deduzir qualquer férmula (ver Carnielli e
Marcos 2002).

Nesta Dissertacao, investigamos alguns sistemas paraconsistentes, como a hierarquia
de calculos proposicionais Cs, | < n < ®, de da Costa (ver da Costa 1963a, 1963b, 1964a,
1964b, 1964c¢ ¢ 1974) e o sistema modal paraconsistente Z (ver Béziau 2000, 2002b, 2004
e 2006 ¢ Marcos 2004).

Realizamos, além disso, uma analise critica da proposta de Béziau 2000, concernente
as relagdes entre o conhecido Quadrado de Oposi¢des Aristotélico e a negacao
paraconsistente, contribuindo para o tema com alguns argumentos.

O Quadrado de Oposigoes, de Boecius e Apuleius, constitui uma representagao
grafica das quatro nocdes ldgicas de oposicdo aristotélicas: a de contraditoriedade, a de
contrariedade, a de subcontrariedade e¢ a de subalternidade. Mais recentemente, esse
“modelo” de representagdo grafica foi estendido por diversos pesquisadores (ver Arruda
1990, Blanché 1953, 1957, 1966, Béziau 2000 ¢ Moretti 2004), apontando para relagdes

possiveis entre geometria e logica. Examinamos alguns aspectos desses desenvolvimentos,
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como o Dodecaedro Estelar de Oposicdes e a Teoria de n-Oposi¢des, sem nos deter nos
aspectos geométricos formais do tema, os quais fogem ao escopo do presente trabalho.
Alguns trabalhos futuros, que pretendemos desenvolver, estdio mencionados nas

Consideracoes Finais desta Dissertacao.
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Capitulo 1 - Logica modal

As logicas modais caracterizam-se como extensoes da logica classica, pois sua
linguagem estende a linguagem da logica classica e todos os axiomas da logica classica sao
preservados. Os operadores modais sdo acrescentados a linguagem classica e sdo
demonstraveis propriedades modais especificas (ver Hughes & Cresswell 1968, Chellas
1980, Hughes & Cresswell 1996 ¢ Carnielli e Pizzi 2001 ¢ 2008). Tal extensao pretende
dar conta de certos aspectos ignorados pela logica classica, como a nog¢ao de necessidade.
Segundo Haack 1974 ¢ 1978, a ldgica modal pode ser encarada como complementar a
classica.

As primeiras discussdes a respeito da logica de sentencas modais remontam a
Aristoteles e ao medievo; ja no final do século XIX, McColl contribui com propostas
formais e filosoficas (ver MacColl 1880 e MacColl 1906). Contudo, o desenvolvimento
formal efetivo s6 surge com Lewis 1918 (ver Lewis 1912 ¢ Haack 1978), responsavel
pelas primeiras axiomatizagdes da 16gica modal sentencial. Posteriormente, Marcus 1946
estende o célculo proposicional modal ao calculo modal de predicados.

Lewis parte de alguns teoremas anti-intuitivos da logica classica, decorrentes da
no¢do de implicacdo material classica (—), onde p e q sdo proposi¢des € — € a negacao

classica:

p—(qQ—0p),

-p—>(P—9qe

(Pp—9qv(Q—Dp)

15



Para evitar esses paradoxos da implicacdo material, como sdao conhecidos, Lewis
argumenta ser necessaria uma versdo mais rigida da implicacdo material, a implicacdo
estrita.

Com o objetivo de construir uma tal implicacdo, Lewis acrescenta a linguagem do
calculo proposicional classico (CPC) o operador modal primitivo O, que pretende
interpretar alguma nocdo de necessidade. Para alguma proposicdo A, 0A pode ser lido
como “é€ necessario que A”.

Se A ¢ uma férmula bem formada, entdo OA, ou qualquer iteragdo do operador O, ¢

uma férmula bem formada.

Usando o operador 0, Lewis define uma implicagdo estrita =, da seguinte forma:

A = B=dfo(A — B).

A partir do operador o, Lewis define o operador de possibilidade ©:

OA =df —o—-A.
Diversos sistemas modais sdo a seguir introduzidos, cada um expressando uma
determinada noc¢ao de necessidade. Usualmente, esses sistemas sdo organizados em ordem
crescente de poder dedutivo, partindo do conhecido sistema T, embora exista um sistema

minimal mais fraco que T, conhecido como sistema S0.5 ou K.

A seguir, conforme exposto em Carnielli e Pizzi 2001 e 2008, discutimos alguns
aspectos dos sistemas modais obtidos mediante a adi¢cdo de operadores ou axiomas modais,

respectivamente, a linguagem ou ao conjunto de axiomas e regras do CPC.
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1.1. Linguagem modal e formulas bem formadas

Definimos linguagem modal como uma quadrupla LM = <Var, 1, —, o>, onde:

Var={p, q, 1, ..., p1, qi, 11, ..., P2, @2, I>...} € um conjunto de simbolos, chamados de
varidaveis proposicionais,

L € o simbolo para o absurdo, também chamado de bottom;

— ¢ o simbolo para a implicagdo material;

O ¢ o operador de necessidade.

De modo intuitivo, obtemos a linguagem modal acrescentando o operador modal o a
linguagem do CPC.

O conjunto FormLM de formulas bem formadas (fbf) é definido como usualmente,

acrescentando-se uma clausula especifica para o caso das formulas geradas pelo operador

modal.
a) Para todo p, tal que p € Var, p ¢ uma férmula bem formada;
b) L ¢ formula bem formada;
c) Se A e B sdo formulas bem formadas, entdio (A — B) ¢ formula bem
formada;
d) Se A ¢ formula bem formada, OA é formula bem formada;
e) Nao ha outras formulas bem formadas.

O uso dos parénteses € o usual.

As definigdes de simbolos auxiliares sdao as seguintes:

17



Definicao 1.1.1 (Def —)
Definicao 1.1.2 (Def &)
Definicao 1.1.3 (Def T)
Definicao 1.1.4 (Def V)
Definicao 1.1.5 (Def =)

Definicao 1.1.6 (Def =)
Definicao 1.1.7 (Def <)

Defini¢ao 1.1.8 (Def 0)

—A=dfA > L

A & B =df ~(A — —B)

T=df ~L

A VB =df ~(—A & —B)

A= B=dfo(A — B)

A=B=df (A= B) & (B = A))
A o B=df (A — B) & (B — A))

OA =df —O—A.

Observamos que o simbolo T ¢ também usualmente chamado de zop.

As nogdes de axioma, de regra de deducao, de dedugao e de teorema sdo as usuais.

Se S ¢ um subconjunto do conjunto de teoremas de FormLM, S ¢ dito um sistema.

Adotamos as seguintes abreviagdes:

a) A notagdo 0" indica o simbolo O repetido (iterado) n vezes, e 0" indica o simbolo

0 repetido n vezes;

b) A notacdo A(B/p) indica que, na fbf A, a varidvel atomica p ¢ substituida

uniformemente — isto €, em todas as ocorréncias —, pela formula B. No caso de

substituicdo simultanea de n varidveis escreveremos A(Bo/po... Bo/ps).

c) Anotagio }s A (|7Ls A), onde S ¢ um sistema modal, ¢ uma abreviacdo para A € S

(A ¢S).

18



Na proxima se¢do, discutimos sobre a classe minima de propriedades que

intuitivamente os sistemas modais devem satisfazer.

1.1.1. Propriedades minimais de um sistema modal

As propriedades minimais de um sistema modal sdo aquelas que, intuitivamente,
devem ser comuns as diversas no¢des de "necessidade".

E desejavel que:

a) Se a formula A ¢ teorema de um certo sistema modal S, entdo DA também ¢ um
teorema. Isto €, queremos que os teoremas logicos sejam verdades necessarias.

b) O operador de necessidade (O0) tenha propriedades distributivas similares a da

teoremicidade ( }), a saber, que valha o equivalente a Regra de Modus Ponens:

Modus Ponens (MP): Se} A e | A — B, entdo } B.

Consideramos, portanto, correspondendo respectivamente a (a) e (b), as seguintes

propriedades como sendo propriedades modais minimais de um sistema modal S qualquer:

Regra de Necessita¢do (Nec): |s A, entdo }s oA

Lei de Aristoteles (LA): o(A — B) — (0A — oB).

Um sistema modal contendo Nec ¢ a Lei de Aristoteles € dito normal.

Uma versdo mais fraca de Nec ¢ a seguinte:
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NecR: Se fec A, entdo s oA

Mais formalmente, um subconjunto de Form LM ¢ uma logica proposicional modal

normal quando:

(1) Contém todos os teoremas do calculo proposicional verofuncional CPC;
(i1) Contém a formula K: o(p — q) — (op — 0q)*;

(iii)  E fechado com respeito as seguintes regras:

(iii-a) Substitui¢io Uniforme (US): para todo p, se p € Var, B é fbfe | A, entdo
ks A(B/p);
(iii-b) MP;

(iii-c) Nec.

Dizemos que um sistema modal é ndo-normal quando vale NecR, mas ndo vale Nec.
Por exemplo, os sistemas S1, S2 e S3 introduzidos por Lewis sdao ndo-normais”.

Dizemos que um sistema S € consistente (ndo-contraditério) quando nenhuma
formula da forma A & —A é teorema de S. Caso contrario, ¢ dito inconsistente

(contraditorio).

! Intuitivamente, a regra NecR expressa a idéia de que as tautologias do CPC sdo necessarias. Observemos
que, relativamente a regra Nec, a regra NecR limita as possibilidades de itera¢cdes de operadores modais. Por
exemplo, se S é um sistema modal contendo Nec, € se }s A, entdo, usando Nec, obtemos }s OA. Usando Nee
novamente, obtemos |s OOA, e assim por diante.

Todavia, substituindo Nec por NecR em S, ndo podemos demonstrar essas iteragdes.

% A formula K é como ficou conhecida a Lei de Aristoteles, em homenagem a Saul Kripke, por suas
contribui¢des a l6gica modal (ver Carnielli e Pizzi 2008).

3 Nao apresentaremos os sistemas S1, S2 ¢ S3 de Lewis no presente trabalho.
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Embora seja dificil precisar as propriedades que todos os sistemas normais devem
conter, parece simples especificar as propriedades que estes ndo devem conter.
Intuitivamente, estabelecemos que os sistemas normais ndo devem ter entre seus teoremas

os seguintes resultados:

a) Uma férmula da forma A & —A - ou, equivalentemente, tanto A quanto a sua

negacao, —A. Ou seja, os sistemas modais normais devem ser consistentes.

b) A formula de banalizag¢dao p — op, que chamamos de formula

Ban: p — op

Um sistema no qual vale Ban ¢ dito banal, observando que ndo devemos confundir

esta formula com a Regra de Necessitagdao Nec.

Queremos, desta maneira, distinguir entre o que ¢ necessariamente verdadeiro e o que
¢ verdadeiro factualmente. Do contrério, seria supérflua a construcao de uma logica modal,
especialmene se consideramos os sistemas modais que tém op — p (Axioma T) como
teorema (por exemplo o sistema T, a ser introduzido na se¢do 1.1.3.1): nestes deriva-se

trivialmente uma forma de banalizagao mais forte, o

Colapso (Col): p < oOp.
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Com o intuito de examinar as propriedades de consisténcia e banalidade, apresentamos a

seguir o sistema modal CPCr, o mais fraco entre os sistemas modais ndo-normais.

1.1.1.2 O sistema modal CPCo — Um sistema banal e consistente que nao é modal

normal

Carnielli e Pizzi 2001 introduzem inicialmente um calculo modal, o sistema modal
nao-normal CPCo, a partir da linguagem do CPC, contendo os operadores —, &, V e —.

Obtemos a linguagem do sistema modal CPCo acrescentando o operador modal primitivo

0 e o operador modal ¢ por defini¢ao (Defini¢ao 1.1.8), sem axiomas adicionais.

Teorema 1.1.1.2: as seguintes leis de intercambio sdo demonstraveis em CPCuo:

Demonstracao:
1) Pela Defini¢do 1.1.2 e pelas propriedades do CPC, }erco —0A <> ——0—A.

Pela eliminagdo da negacdo, fecrca—OA <> O—A. Portanto, ferco 0—A <> —0A.
2) Segue de (1) e de ferco ——A < A.
3) De (2), pelas propriedades do CPC, temos que |crco —OA <> ——0—A. Logo,

pela eliminagdo da negacdo, ferco —OA <> 0—A. m
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Seja CPCo + Ban o sistema obtido pelo acréscimo da formula Ban ao sistema
CPCo. Podemos ver que CPCo + Ban ¢ consistente, apesar de banal. De fato, seja a

seguinte tabua de verdade para o:

p ©p
1 1
0 0

E claro que a formula p — oOp é vélida segundo esta tabua. Além disso, como as
tabuas de verdade de CPC sao mantidas, todos os teoremas de CPC permanecem validos

em CPCo + Ban. Portanto,

(1) todos os teoremas de CPCo + Ban sdo validos para a tdbua acima e as tabuas do
CPC.
Ademais, seja A uma fbf de CPCo + Ban, e seja A’ a fbf do CPC obtida quando

eliminamos de A o simbolo 0. Entdo, ¢ certo que

(i1) o valor da fbf A para a tdbua do CPCo + Ban ¢ o mesmo valor da fbf A’ para a

tabua do CPC.

Suponhamos agora que CPCo + Ban ndo seja consistente. Entdo, existe uma férmula

A tal que A e —A sdo teoremas de CPCo + Ban. Logo, por (i), A e —A sao validos em

CPCao + Ban. Contudo, pelas tabuas de verdade em CPC, A’ e —A’ ndo sdo validas, logo,
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por (ii), A € —A ndo sao validas em CPCo + Ban. Absurdo. Logo, CPCo + Ban ¢

consistente.

Embora a banalizacdo seja uma propriedade considerada indesejavel, € titil examinar
o sistema CPCo + Ban, como um caso limite dos sistemas modais, visando uma melhor

compreensdo das propriedades de consisténcia e de banalizagao.

1.1.2. Algumas propriedades dos sistemas modais normais

A seguir, analisamos algumas propriedades importantes dos sistemas modais

minimais normais.

Primeiramente, provaremos que a Regra de Equivaléncia (Eq) vale para os sistemas

modais normais.
Lema 1.1.2.1 (Regra DREq): Se }s A < B, entdo }s oA < oB.
Demonstracio: De |s A — B, por Nec, obtemos |s 0(A — B), donde, por K ¢ MP,

derivamos }s oA — 0OB. A partir de }s B — A, obtemos }s 0B — DA, analogamente. m

A seguir, provamos que a Regra de Equivaléncia (Eq) vale para todos os sistemas

modais normais.
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Proposicdo 1.1.2.2. (Regra Eq) Sejam S um sistema modal normal e |s A <> B. Seja
C uma férmula que contém uma ou mais ocorréncias de A e seja C’ obtida pela substituicao

de uma ou mais ocorréncias de A por B em C. Nessas condigdes, |s C < C’.

Demonstracao: Por indugdo no grau n, n > 0, de complexidade da formula C.

Suponhamos que }s A < B.

(i) Sen=0, C ¢é atdmica. Logo C ¢ A, e A ¢é atdmica. Por hipotese, |s C < C’.

(i1)) Suponhamos que o resultado vale para férmulas de grau k < n, ou seja, se C tem
grau de complexidade k, k < n, e a formula C’ ¢ obtida pela substitui¢do de uma ou mais

ocorréncias de A por B em C, entdo }s C < C’.

(ii1) Seja uma foérmula C com grau de complexidade n arbitrario. Mostremos que, se
(i), entdo fs C < C’.

Se C* ¢ uma subformula propria de C, e C*’ ¢ a formula obtida ao substituirmos A
por B em C*, entdo, pela hipotese de indugdo (ii), derivamos que fs C* «» C*’.

Sejam C** e C**’ as subformulas de C e C’ de complexidade imediatamente
superior a C* e C*’, respectivamente, tal que C**’ ¢ obtida a partir da substituicdo de C*

por C*’ em C**. Assim, ha dois casos a contemplar:

(a) C** ¢ da forma —C* ou oC*. No primeiro caso, por CPC ¢ posto que fs C* <>

C*’, obtemos |s C** «» C**’. No segundo caso, pelo Lema 1.1.2.1 obtemos }s C** «

C**’
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(b) C** ¢ da forma C* — D ou D — C*. Se C** ¢ da forma C* — D, entdo C**’ ¢
da forma C*> — D. Logo, por CPC e posto que }s C* «» C*’, obtemos |s C** < C**’, Se
C** ¢ da forma D — C*, entdo C*** ¢ da forma D — C*’. Logo, por CPC ¢ posto que |}s

C* < C*, obtemos }s C** <> C**’_ Nos dois casos, temos que fs C** <> C**’

Reaplicando o processo para subformulas proprias de C de graus de complexidade

consecutivos, obtemos |s C <> C’ em um nimero finito de passos.m

Demonstramos a seguir algumas regras derivadas tuteis dos sistemas modais normais.

Regra DR1: |s A — Bentdo |s A — 0B

Regra DR2: |s A — Bentdo |s 0A — OB.

Demonstracio: Suponha |s A — B. Por Nec, obtemos s o(A — B). Aplicando MP
ao esquema de tese }s 0(A — B) — (oA — oB), derivado pela Regra US da formula K,

obtemos }s oA — oB.

A demonstragdo da Regra DR2 ¢ analoga. m

Observamos que, pelas leis de intercAmbio do Teorema 1.1.1.2, a relacao dual entre

os operadores O e ¢, para qualquer sistema modal, ¢ similar aquela entre o operador

(quantificador) universal (V) e o existencial (3), no calculo de predicados cldssico de

primeira ordem, posto que as leis de intercambio acima sao demonstraveis.
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1.1.3. Sistemas modais normais

Nesta se¢ao apresentamos os sistemas modais normais mais conhecidos na literatura.

Comecemos pelo sistema K (ou S0.5), que € o sistema modal normal mais fraco.

O sistema K ¢ obtido pela adi¢dao da seguinte féormula e a seguinte regra ao sistema

CPCo:

K:o(p — q) — (op — 0q)

Nec

Observamos que, como o sistema K estende CPC, também ¢ fechado com respeito as

seguintes regras:

(iii-a) Substitui¢io Uniforme (US): para todo p, se p € Var, B é fbfe f« A, entdo

k< A(B/p);

(iii-b) MP.

Teorema 1.1.3.1: As seguintes formulas sdo teoremas de K e, portanto, de qualquer

sistema modal normal;

l.o(p & q) <> (op & 0q)
2.0(pvq) <« OpVviq

3.-0p—>(P=9q
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4. 09— (P=9

5.(opvoq) —o(pVvq)

6. 0(p & q) — (Op & 0q)

7.0(p Vv —p)

Demonstracao:

A titulo de exemplo, apresentamos uma prova de (5):

(MHp—(@PVva) CPC

(2)op—o(pva) (1), DR1

(3)og—o(pva) fereq — (pV @) e DRI

(4) (@p v 0q) — o(p v q) (2), 3), ke A = B e |eec C — B entfio

I'CPC(AVC)—>B ]

Observamos que, como na demonstracdo acima, as regras DR1 e DR2 podem ser

usadas para introduzir operadores modais em férmulas do CPC.
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O sistema K pode ser estendido com um numero arbitrario de axiomas Xi...Xs, dando
origem a familia dos sistemas modais normais KXi...Xs. Os sistemas modais usualmente

encontrados na literatura, além dos Axiomas e Regras do sistema K, t€m os seguintes

axiomas:

Axioma D: op — Op
Axioma T: op — p
Axioma B: p — ofp
Axioma 4: Oop — oop

Axioma 5: Op — o00p

Na literatura, alguns dos sistemas KXi...Xu, tal que Xi, I <1 <n, ¢ um dos axiomas

acima, recebem nomes diferenciados: KT é conhecido como o sistema T; KT4, como S4;

KTB, como B; e KT5, como S5.

A relagdo de inclusdo propria (ou a ordem crescente de forga) entre os principais

sistemas pode ser esquematicamente representada como na figura abaixo:
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K — KD — T/S4\ss
N

Para demonstrar a inclusao propria de um sistema S num sistema S’, € necessario mostrar
que certo conjunto de axiomas de S’ nao ¢ derivavel em S — por exemplo, que o axioma T
ndo ¢ derivavel em KD, ou que o Axioma 4 ndo ¢ derivavel em T, etc. Para tanto, métodos

puramente sintaticos ndo sao suficientes.

E possivel demonstrar que os seguintes sistemas sio equivalentes entre si: KT5,
KTB4, KDB4 ¢ KDBS (apud Carnielli e Pizzi 2001). A seguir, demonstramos, a titulo de
exemplo, uma das equivaléncias.

Proposi¢io 1.1.3.2:

a) KTB4 esta contido em KTS5, ou KT5 ¢ uma extensao de KTB4;

b) KTB4 ¢ uma extensdo de KT5.
Demonstracao:

a) Provemos que B ¢ um teorema de KTS.

1. fxrs Op — olp Axioma 5
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2. |‘KT5 —p — —Op T, CPC

3. I‘KTS ——p — —O0—=p (2), —|p/p
4. |‘KT5 pP— <>p (3), Eq
5. brs p — 00p 4), (1), CPC

Provemos, agora, que o Axioma 4 ¢ um teorema de KTS. Seja a formula

5*: ¢op — op,

decorrente do Axioma 5 por contraposi¢ao. Temos:

1. xrs op — oOop Axioma B, op/p
2. hkrs 00op — oop 5% DR1
3. fxrs op — oop (1), (2), CPC

b) Seja a formula

4*: 00p — Op,

equivalente ao Axioma 4. Provemos que o Axioma 5 ¢ um teorema de KTB4.

1. fxres Op — 00Op Axioma B, Op/p
2. I‘KTB4 |:|<><>p — |:|<>p 4* DR1
3. I‘KTB4 <>p - Dop (1), (2), CPC =
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Ha diversas vantagens em se estudar as propriedades de S5, dado que algumas dessas
propriedades transferem-se de imediato aos seus subsistemas. Demonstremos duas delas,
identificadas na Se¢do 1.2. como intuitivamente peculiares a um sistema modal: a

consisténcia e a ndao-banalidade.

Proposicao 1.1.3.3: S5 ¢ consistente.

Demonstracao: Seja CQC a logica de predicados de primeira ordem cléssica
axiomatizada (ver, por exemplo, Kleene 1974)
Seja fuma funcdo das formulas de S5 nas formulas de CQC, definida como segue,

sendo Pi, P2, Ps... variaveis para predicados monadicos de CQC:

f: S5 » FormCQC

() f(pn) =Pux
w fl)=1
(ili) (A — B)=f(A) — f(B)

(iv) f(oA)=Vx f(A)

f(A) ¢ dita f~imagem de A, ou f-traducdo de A.
E imediato que f(0A) = 3x f(A).
Ora, ¢ facil mostrar que a f-imagem dos Axiomas de S5 — ou seja, K, T e 5 — sdo

teoremas de CQC. Por exemplo: f(T) = f(ap: — p:) = f(ap:) — f(p1) = Vx Pix — Pix, que ¢
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um teorema de CQC. Por indu¢do no comprimento da dedugdo, concluimos que a f-
imagem de todos os teoremas de S5 sdo teoremas de CQC.

A funcao f ¢, de fato, uma traducdo de S5 em CQC, de acordo com da Silva,
D’Ottaviano e Sette 1999 ¢ Feitosa e D’Ottaviano 2001.

Agora, suponhamos, por absurdo, que S5 seja inconsistente. Entdo, existe uma
formula B tal que B & —B ¢ teorema de S5. Portanto, a formula f(B) & —f(B) ¢ teorema

CQC, o que ¢ absurdo. Logo, S5 ¢ consistente.

Proposicao 1.1.3.4: S5 ¢ ndo-banal.
Demonstraciio: Por absurdo, suponha que a formula p1 — oOp: é teorema de S5. E

simples ver que f(p1 — opi) = Pix — VxPix. Portanto, como f ¢ uma funcao tradugao, Pix

— VxPix ¢ um teorema de CQC, o que ¢ absurdo (ver Kleene 1974).

E imediato que a consisténcia e a ndo-banalidade transferem-se para os subsistemas X
de S5, pois se uma contradi¢do ou Ban fosse teorema de X, também seria teorema de S5, o

que contradiz as Proposi¢oes 1.1.3.3 ¢ 1.1.3.4.
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1.1.4. Modalidades

Por modalidade, referimo-nos a qualquer seqiiéncia finita, eventualmente vazia, de
simbolos O, ¢ e —.

O sistema S4 permite que modalidades iteradas quaisquer sejam reduzidas a uma das
modalidades seguintes (ver Hughes & Creswell 1996, p. 52):

(1) — (modalidade nula);

(i) o

(ii1) 03

(iv) o9

(v) 0o

(vi) olo;

(vii) 009, e suas negagoes.

Em S5, as modalidades sdo redutiveis a:

(1) =

(i) o

(i11) 0, e suas negagdes.

Isto ocorre por efeito de algumas leis de redutibilidade, resumidas no seguinte

metateorema de S5°.

Proposicao 1.1.4.1. Se M ¢ uma modalidade nao-negada qualquer e A uma fbf

qualquer em S5, entdo MOA ¢ equivalente a 0A e MOA equivalente a OA.

* No sistema S4, para algumas dessas leis de redutibilidade, apenas um lado da implicacdo ¢ demonstravel:
o0p — Op (TR3a) e op — Oop (TR4a). No sistema T, sdo demonstraveis: oop — op (TR1a), Op — 00p
(TR2a), TR3a e TR4a.
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Demonstracido: Em SS podemos derivar as quatro leis de redutibilidade:

TR1: oop < op
TR2: O0p <> Op
TR3: olp < Op

TR4: 0op <> op

TR1: Sabemos que op — oop (isto ¢, o0 Axioma 4) ¢ um teorema de S5. A implicacao
conversa ¢ obtida por US (ap/p) em T.

TR2: Por TR1 e —p/p, obtemos o—p «> oo—p, donde, por CPC, obtemos —oo—p <>
—0—p. Pelas leis de intercambio, obtemos ¢0—o—p <> Op, a partir da qual obtemos 00p <>
Op.

TR3: A partir do Axioma 5, obtemos Op — ofp. Do Axioma T, por US (Op/p),
obtemos 00p — Op.

TR4: Obtemos de 5* e de T*, de maneira andloga a demonstragao de TR3.

Seja agora M" uma modalidade ndo-negada de comprimento n, que precede uma
formula A. Claramente, sua forma sera M™'0A ou M™'0A. Posto que o altimo operador de

n ¢¢

M™ sera o ou 9, os dois ultimos operadores de M, isto é, M"™ “menos” M™?, sdo uma das
quatro combinag¢des redutiveis encontradas em TR1-TR4. Aplicando Eq, cada dupla de
operadores pode ser substituida pelo operador que se encontra do lado direito da
equivaléncia em uma das leis TR1-TR4, de modo que obtemos M™0A ou M™20A.

Reiterando o processo, obtemos em um nimero finito de passos uma férmula de forma A

ou O0A, equivalente a M"A, para qualquer n. m
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Proposi¢io 1.1.4.2. Dada uma modalidade M", podemos dividi-la em uma
modalidade de forma M*M™*, k < n, tal que M™* apresenta apenas ocorréncias de o ou 9, e
MK apresenta apenas ocorréncias de —.

Demonstraciao: Com efeito, seja M uma modalidade, e seja |M| obtida substituindo-

se 0 por ¢ e ¢ por 0 em M. Pelas leis de intercadmbio do Teorema 1.1.1.2, temos que

Por Eq, aplicando a equivaléncia acima k vezes a uma formula modalizada M"A, tal
. A . ky gn-k -k
que M" contém k ocorréncias de —, obtemos a formula MM" ™A, onde M"™ apresenta
apenas ocorréncias de 0 ou 0, e M* apresenta k ocorréncias de —. Assim, pela Proposicao

1.1.4 e por eliminagdo de negacdo, podemos reduzir a formula M*M"*A a uma formula de

forma OA ou QA, ou suas negagdes.

1.2. Analise semantica dos sistemas modais normais

1.2. Matrizes caracteristicas e teorema de Dugundji

Na Secao 1.1.3.1., observamos que nao ¢ possivel provar a independéncia dos
axiomas dos sistemas modais KXi...Xu por métodos puramente sintaticos. Uma maneira de
realizar esta demonstracdo seria encontrar matrizes caracteristicas finitas que atribuissem
um valor designado a todos os teoremas de cada sistema modal do grupo S1-S5, mas nao ao
axioma do sistema sucessivo na ordem. A prova evidenciaria que o axioma do sistema

modal em analise ndo é um teorema do sistema modal anterior.
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Defini¢ao 1.2. Uma matriz M é uma tripla <M,D,0>, onde

M ¢ um conjunto de objetos ditos valores (usualmente, nimeros naturais ou
racionais),

D ¢ um subconjunto de M cujos valores sdo ditos valores designados,

O ¢ um conjunto de operacdes sobre M.

Uma matriz caracteristica de um sistema ¢ aquela que atribui um valor designado a

todos os teoremas deste sistema, € somente a estes.

Lewis e Langford (apud Carnielli e Pizzi 2001) procuraram individuar matrizes
caracteristicas finitas para os sistemas S1-S5. Contudo, em 1938, James Dugundji provou
que uma matriz caracteristica de um sistema modal ndo pode ter um niimero finito de
valores.

A prova de Dugundji, que serd por nds apresentada, pode ser resumida nos seguintes
passos:

(1) Para cada matriz finita Mn, n > 1, existe uma particular disjuncdo F(n) que recebe
valor designado para todas as valoragdes;

(i1) Existe uma matriz caracteristica infinita M de S5, para a qual as formulas Fn, n >
1, ndo sdo teoremas;

(ii1) Por absurdo, se existe uma matriz finita para S5, entdo alguma formula Fn,n> 1,

seria teorema de S5, o que ndo ¢€ o caso, visto que (ii);
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(iv) Se houvesse uma matriz caracteristica finita para um sistema S, tal que S ¢
subconjunto de S5, entdo alguma formula Fn, n > 1, seria teorema de S, logo de S5, o que

nao ¢ o caso, dado que (ii).

Em detalhe:
Fato 1. Para toda matriz de n valores existe uma particular disjun¢do contendo n + 1
variaveis — dita formula de Dugundji —, que recebe valor designado.

Demonstracao:

Lembremos que A = B equivale a (A = B) & (B = A). Consideremos as disjunc¢des

abaixo, com suas varidveis a direita e, a esquerda, as matrizes finitas para as quais, como

sera provado, recebem valor designado:

Ml Fl:p=q (p,q)

M2 F2:p=qvVvp=rvq=r (p.9.1)

M3 | F3:p=qVp=rvp=svVvqgq=rvg=svVvr=s/| (p,qrs)

()

Suponhamos que S5 tem uma matriz caracteristica com um nimero finito de valores
n (n>2). Seja F(n) a féormula que tem n + 1 varidveis proposicionais diferentes. Como ha n
valores da matriz para atribuir a n + 1 variaveis em cada F(n), ha sempre duas variaveis
diferentes, digamos p e q, que recebem o mesmo valor. Portanto, pela hipotese inicial, as
formulas p = p e p = q recebem valores designados. Claramente, pela hipdtese inicial e

dado que (p = q) v B ¢ teorema de S5, com B uma metavariavel sobre tbf’s, a disjunc¢ao (p
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=q) v B recebe valor designado. Portanto, a disjunc¢ao F(n), que ¢ da forma (p =q) v B,
recebe valor designado segundo a matriz de n valores correspondente.

Logo, para cada matriz de n valores, existe uma formula F(n) com valor designado.

Fato 2. Existe uma matriz infinita que atribui valor designado a todos os teoremas de
SS.

Demonstracio: Definimos uma matriz caracteristica infinita M = <M, D, O>, onde

M ¢€ o conjunto poténcia (o conjunto de todos os subconjuntos) do conjunto dos
naturais 1 = {1, 2, 3, ...}

D¢l

0O ¢ {U, N, —, =}, onde U, N, - sdo as operagdes conjuntistas usuais ¢ = possui a

seguinte propriedade:

(1) Se X =1, entdo =X =1

(i) Se X #1, entdo "X = Q.

Definimos a funcao V, de Var em M, da seguinte forma:

a) V(p) =P, onde P ¢ um subconjunto de 1

b) V(1)=0

¢c) V(A—B)=V(A)— V(B)

d) V(oA)==V(A).
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Donde podemos facilmente obter:

e) V(=A)=-V(A)
f) V(A & B)=V(A) N V(B)

g) V(AVB)=V(A)U V(B).

V(A) ¢ dita uma V-interpretacdo de A.

Aplicando as defini¢des de matriz caracteristica M e da fun¢do V acima, ¢ possivel
demonstrar que todos os axiomas de S5 recebem o valor designado 1, para todas as
atribui¢oes de valores as suas variaveis atdmicas.

Além disso, podemos provar que a Regra de Necessitagdo (Nec) preserva o valor
designado. Para tanto, suponha que V(A) = 1. Entdo, pelas propriedades da operagdo =,
*V(A) = 1. Sabemos, pela defini¢ao da fun¢dao V, que V(OA) ==V(A). Assim, V(OA) = 1.
Portanto, Nec preserva o valor designado 1.

E simples ver que as demais regras de S5 preservam o valor designado.
Dessa forma, mostramos que todos os teoremas de S5 recebem o valor designado
segundo a matriz M, e que as regras de deducao de S5 preservam o valor designado. Isto

conclui a prova do Fato 2. m

Teorema 1.2. (Dugundji) Nenhuma matriz caracteristica para S5 pode ter um niimero

finito de valores.
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Demonstracao:

Primeiro, demonstremos que nenhuma féormula de Dugundji recebe valor designado
relativamente a matriz caracteristica M infinita, que valida todos os teoremas de SS.

Qualquer disjunto p = q de uma férmula de Dugundji (ver demonstracdo do Fato 1)
equivale, em S5, a formula o(—p v q) & oO(p vV —q), cuja interpretagdo em M é =(—P U Q) N
*(P U —-Q), que equivale a *((-P U Q) N (P U —Q)). Ora, existe pelo menos uma atribuigao
de valores que associa subconjuntos unitarios, ditos singletons, do conjunto M aos
elementos do conjunto Var de variaveis proposicionais. Assim, sejam dois conjuntos P ¢ Q

arbitrarios, tais que a P e Q sdo atribuidos singletons distintos. Entao,

1)-P#x1le-Q=1.

Mas Q = -Pe P = —Q, e ¢ simples ver que -P U Q =-P ¢ —-Q U P = —Q. Portanto,
por substitui¢do, *((-P U Q) N (P U —Q)) equivale a *(—P N —Q). Dado (i), ¢ claro que —P N
—Q # 1. Portanto, pelas propriedades de =, *(-P N —Q) = @. Como a fun¢do V atribui um
singleton a cada variavel atomica do conjunto Var, podemos repetir o processo acima para
todas as variaveis proposicionais de uma féormula de Dugundji. Assim, toda formula de
Dugundji tem uma V-interpretagcdo que ¢ uma unido finita @ U @ U ... @. Entretanto, @ U
O U ... @ equivale a @, que ndo ¢é o valor designado. Entao, nenhuma féormula de Dugundji
recebe valor designado com respeito a matriz caracteristica M infinita, e portanto nenhuma
féormula de Dugundji € teorema de SS.

Suponha, por absurdo, que existe uma matriz caracteristica M' finita para S5. Seja n,
n > 1, o numero de valores de M’. Neste caso, pelo Fato 1, pelo menos uma féormula de

Dugundji de n + 1 varidveis proposicionais recebe valor designado para todas as
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valoragdes. Portanto, pelo menos uma féormula de Dugundji é teorema de S5, o que ¢

absurdo. Logo, ndo existe nenhuma matriz caracteristica finita para SS5. m

Corolario 1.2. Nenhum sistema modal S tal que S = S5 tem uma matriz
caracteristica finita.

Demonstracio: Suponha, por absurdo, que existe um sub-sistema S de S5 tal que M
¢ uma matriz caracteristica finita de n valores para S. Como demonstrado, M valida pelo
menos uma formula F(n) de Dugundji de n + 1 variaveis proposicionais. Portanto, F(n) ¢

teorema de S. Logo, F(n) ¢ teorema de S5, o que ¢ absurdo, pelo Teorema 2.1.7.1. m
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1.3. Modelos para os sistemas modais normais

Na Secdo 1.2 anterior, ficou demonstrada a inexisténcia de matrizes finitas para os
sistemas modais. Contudo, isto nao impediu que interpretagdes e modelos semanticos
intuitivos fossem desenvolvidos para tais sistemas modais, pioneiramente por Leibniz,
Carnap e Kripke (apud Carnielli e Pizzi 2001). Na presente secdo, introduzimos de forma

sucinta modelos para os sistemas modais normais.

1.3.1 Modelos relacionais e estruturas relacionais

Definicao 1.3.1.1. Chamamos estrutura um par ordenado F=<W,R>, onde
a) W € um conjunto W={x, vy, z, ... x’,y, z,..x",y"’, z",..}, finito ou infinito, de
objetos, chamados mundos possiveis;

b) R ¢ uma relacdo de acessibilidade entre mundos possiveis, ou seja, R ¢ um

conjunto de pares ordenados tais que R = W x W.

Definicao 1.3.1.2. Chamamos modelo relacional uma tripla ordenada <W, R, v>,
onde:

a) W ¢ um conjunto ndo-vazio de mundos possiveis.

b) R ¢ uma relacao de acessibilidade entre mundos possiveis.

¢) v éuma funcao Varx W — {0,1}, tal que:

(1) v(p, Xx)=1 se, e somente se, p € X;

() v(L, x)=0;
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(i)  v(A — B), x)=1 se ¢ somente se v(A, x)=0 ou v(B, x)=1;

(iv)  v(OA, x)=1 se e somente se V(A, y)=1 para todo y em W tal que xRy.

Por razdes pragmaticas, podemos adotar formas alternativas de exprimir, com maior
especificidade, a atribuicdo de valores a uma formula. Abaixo, exibimos uma dessas
formas.

Usemos os simbolos M, x |=A para expressar “A ¢ verdadeira em um mundo x de um
modelo M”.

Definicao 1.3.1.3. Definimos M, x |= A, para alguma fbf A, como satisfazendo as
seguintes condigdes:

(1) M, x |=p sse v(p, x)=1 em M;
Giy M. xF L
(1i1) M,x|=A—>B sseM,x#AouM,xFB;

iv) M,x |= 0Asse M,y |= A para todo y em W tal que xRy;

Das condicdes acima, seguem:
(v) M,X|=—|A sse M,XFEA;
(vi) M,x FA&BsseM,xFAeM,x B

(vil) M, x |= QA sse existe algum mundo y em W tal que xRy e M, y |=A.

De forma similar, as condi¢des de verdade para AvB, A =B, A< Be A=B

seguem de suas defini¢des na linguagem modal.
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Definicdo 1.3.1.4. Chamamos modelo sobre F qualquer modelo relacional
M=<W,R,v> tal que F=<W, R>.

Definicdo 1.3.1.5. Dado um modelo M=<W,R,v> ¢ uma fbf A, dizemos que A ¢
valida em um modelo M se, e somente se, para todo x € W, temos que v(A, x)=1.

Denotamos por M |= A.

Definicao 1.3.1.6. Uma formula A é valida em uma estrutura F se, e somente se, M |=
A para todos os modelos M sobre F.

Denotamos por F |= A.

Definicio 1.3.1.7. Seja um sistema S. M ¢ dito um modelo para S sse todas as teses

de S sdo validas em M.

Intuitivamente, cada nocdo de necessidade formalizada pelos axiomas modais
“corresponde” a certas propriedades da relagdo de acessibilidade, de modo que, em
sistemas modais, as condi¢oes de validade sao relativizadas a tais propriedades.

A seguir, introduzimos formalmente o tema da validade para os sistemas modais

normais K, KD, T, S4, B e S5.

1.3.2 Validade nos sistemas modais normais

Sejam as seguintes propriedades da relagdo R de acessibilidade:

Serial: para todo mundo possivel x existe um mundo y tal que xRy;

Reflexiva: para todo mundo possivel x, xRx;

Transitiva: para todos os mundos possiveis X, y € z, se XRy e yRz entdo xRz;
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Simétrica: para todos os mundos possiveis x e y, se XRy entdo yRx;

Euclideana: para todos os mundos possiveis x € y, se xRy e xRz, entdo yRz.

Uma relagdo R que ¢ reflexiva, transitiva e simétrica € dita relag¢do de equivaléncia.
Observamos que, se uma relagdo R ¢ ao mesmo tempo euclideana e reflexiva, ¢ direto

que R constitui uma rela¢do de equivaléncia.

Definicao 1.3.1.8. Uma formula A ¢ dita K-vdlida quando M |=k A para todos os
modelos M, tais que ndo ha restricdes sobre as propriedades de R.

Denotamos por |=k A.

Definicao 1.3.1.9. Uma formula A ¢ dita KD-valida quando M |=D A para todos os
modelos M, tais que R ¢ serial.

Denotamos por |=D A.

Defini¢ao 1.3.1.10. Uma formula A ¢é dita T-valida quando M |=T A para todos os
modelos M, tais que R ¢ serial e reflexiva.

Denotamos por |=T A.

Defini¢ao 1.3.1.11. Uma formula A ¢ dita S4-valida quando M |=s4 A para todos os
modelos M, tais que R ¢ serial, reflexiva e transitiva.

Denotamos por Fss A.

Definicdo 1.3.1.12. Uma féormula A ¢ dita B-vdlida quando M |=B A para todos os
modelos M, tais que R ¢ serial, reflexiva e simétrica.

Denotamos por |=B A.

Definicdo 1.3.1.13 Uma formula A ¢ dita S5-vdlida quando M |=ss A para todos os

modelos M, tais que R ¢ uma relagdo euclideana e reflexiva.
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Denotamos por |=ss A.

Observamos que a SS5-validade pode ser abreviada da seguinte maneira.

Defini¢ao 1.3.1.14. Por modelo carnapiano, referimo-nos a um par ordenado
M=<W,v’>, onde W ¢ um conjunto de mundos e v’ ¢ uma fun¢do v’: Var x W — {0,1},

. . . 5
definida conforme as seguintes clausulas’:

(1) v’(p, X)=1 se, e somente se, p € X;
(i)  v'(L,x)=0;
(i1)  v’(A — B), x)=1 se e somente se v’(A, x)=0 ou v’(B, x)=1;

(iv)  Vv’(0A, x)=1 se e somente se vV’(A, y)=1 para todo y em W.

Assim, podemos considerar uma defini¢do alternativa de S5-validade, como abaixo.

Defini¢ao 1.3.1.15. Uma formula A ¢ dita S5-valida quando M |=ss A para todos os

modelos carnapianos M.

Teorema 1.3.2.16 (Teorema da Corre¢ao) Se uma fbf A ¢ uma tese do sistema
modal S5, entdo A ¢é S5-valida.

Demonstracio: Por indu¢do no comprimento da dedugdo.

> Observamos que a fungdo v’ difere da fungdo v (Defini¢do 1.3.1.1) pela clausula (iv), agora

sem referéncias a relacdo de acessibilidade R.
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(1) Os axiomas de S5 sem ocorréncia de 0 ou ¢ sdo S5-vélidos: lembramos que
os axiomas de S5 sem ocorréncia de 0 ou ¢ sdo os axiomas do CPC. Por

absurdo, suponha um axioma Ax de CPC, tal que existe um mundo x em um

modelo carnapiano M, e M,x I:’éss Ax. Como as clausulas de validade (i)-(iii)
da defini¢ao 1.3.1.14. sdo as mesmas da tabela de verdade de CPC, entao,
aplicando a tabela de verdade, Ax ¢ valido. Contradicao.

(i)  Os axiomas modais de S5 sdo S5-validos:

a) K: Por absurdo, suponha que K ndo seja S5-valido. Portanto, existe um
mundo x de um modelo carnapiano M tal que ndo temos M,x |=ss o(p—q) —
(op — 0q). Logo, para algum x em M, v’(o(p — q), x)=1, v’(ap, x)=1) e
v’(o(q), x)=0. Entdo v’(p, x)=1 e v'(p — q, x)=1, para todo x em M.
Contudo, v’(q, x)=0 para algum x em M, o que ¢ absurdo.

b) T: Por absurdo, suponha que existe um mundo x em um modelo carnapiano
M tal que nao seja o caso que M,x |=ss op — p. Entdo, M,x |=ss Op € nao € o
caso que M,x |=ss p. Pela definicao de v’, M,y |=ss p para todo y em M, o que ¢
contraditdrio.

¢) 5: Por absurdo, suponha que existe um mundo x em M tal que ndo seja o caso
que M,x |=ss Op — oO0p. Entdo: 1) M,x |=ss Op e 2) ndo € o caso que M,x |=ss
o0p. De (1), segue que ha pelo menos um x’ em M tal que M,x’ |=ss p. De (2),
segue que ha um mundo x’> em M tal que ndo ¢ o caso que M,x”’ |=ss Op.

Portanto M,x”’ |=ss —0p, isto €, M,x |=ss —p para todo x em M, o que contradiz

(D).
(i11)) As regras de inferéncias de S5 conservam a SS5-validade: a demonstracao ¢

similar. m
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Podemos demonstrar a consisténcia de S5 usando o Teorema 1.3.2.16, como abaixo.

Teorema 1.3.2.17. S5 ¢ consistente.

Demonstracao:

Por absurdo, suponha que existe uma fbf A, tal que |}ss A e }fss —A. Pelo Teorema
1.3.2.16, temos que A ¢ SS-valida e —A ¢ SS5-valida. Portanto, pela definicao de S5-
validade, x |=ss Aex |=ss —A para todo x em todos os modelos carnapianos, o que ¢ absurdo.

Observamos que, mediante procedimento andlogo ao utilizado no Teorema 1.3.2.16,
podemos demonstrar a correcdo dos sistemas modais K, T, KD, B ¢ S4.
A demonstracdo da completude desses sistemas modais normais pode ser encontrada

em Carnielli e Pizzi 2008.
A seguir, conforme exposto em Castro 2004, investigamos alguns aspectos das

logicas paraconsistentes. Em particular, examinamos as hierarquias paraconsistentes Cn, 1 <

n < o, de da Costa (ver da Costa 1963a, 1963b, 1964a, 1964b, 1964c ¢ 1974).
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Capitulo 2 - Logicas paraconsistentes

Uma teoria T, em cuja linguagem L ocorre o simbolo de negagdo —, € inconsistente
(ou contraditoria) em relacdo a negagdo — se existe uma formula A de L tal que A e —A
sdo teoremas de T; caso contrario, T ¢ consistente.

Uma teoria T € trivial (ou supercompleta), se toda formula de sua linguagem L ¢
teorema de T; caso contrario, T é ndo-trivial.

Uma légica é paraconsistente se pode ser utilizada como logica subjacente para
teorias inconsistentes e ndo-triviais, ditas feorias paraconsistentes.

Se uma teoria T em cuja linguagem ocorre o simbolo de negacao ¢ trivial, ¢ imediato
que T ¢ inconsistente. Contudo, a reciproca ndo ¢ necessariamente valida, como ¢ o caso
das teorias paraconsistentes (ver D’Ottaviano 1990 ¢ Castro 2004).

Entretanto, a presenga de contradicdo em teorias T cuja logica subjacente é, por
exemplo, a légica classica ou a logica intuicionista, tem como conseqliéncia imediata a
trivializacdo de T.

Nas logicas paraconsistentes, o escopo do principio da (ndo-) contradicdo €, em certo
sentido, restringido. Podemos mesmo afirmar, como da Costa & Marconi 1989 que, se a
forga desse principio € restringida em um dado sistema logico, entdo esse sistema pertence
a classe das l6gicas paraconsistentes.

De fato, nas logicas paraconsistentes, o principio da (ndo-) contradi¢do — qualquer
uma de suas formulagdes equivalentes ou qualquer uma de suas teses correlatas — ndo ¢
necessariamente invalido, mas em toda légica paraconsistente /ato sensu, o principio da
explosdo, ou de Duns Scotus, ndo ¢ valido; isto ¢, de uma formula A e de sua negagdo —A

nao ¢ possivel, em geral, deduzir qualquer formula (ver Carnielli e Marcos 2002).
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Jaskowski 1948 ¢ Jaskowski 1949 (ver Jaskowski 1969) chamam a atengdo, pela
primeira vez na literatura, sobre a diferenca entre sistemas contraditdrios e sistemas super-
completos, nos quais todas as formulas sao teses.

Jaskowski propde o problema da construgdo de um calculo proposicional com as

seguintes propriedades:

1. Quando aplicado a sistemas contraditorios ndao implicaria sua super-completude
(trivializagdo);
2. Seria rico o bastante para permitir inferéncias praticas;

3. Teria uma justificag¢do intuitiva.

O problema acima ¢ conhecido como o Problema de Jaskowski. Jaskowski apresenta
sua solucdo, em nivel proposicional, conhecida como /ldgica discursiva de Jaskowski,
denotada por D2. De modo superficial (ver D’Ottaviano 1990), a logica discursiva D2 de
Jaskowski ¢ obtida a partir do sistema modal normal S5, definindo-se a conjungdo

discursiva, a implicagdo discursiva e a equivaléncia discursiva como segue:

A &iB=df A & 0B
A —-idB=df0A —>Be

A <>d B =df (0A — B) & (OB — A).

O simbolo ¢ pode ser lido como “alguém mantém que”.
Os teoremas de D: sdo caracterizados, por defini¢do, pela clausula: uma fbf A da

linguagem de D2 A ¢ teorema de D: se, e somente se, 0A ¢ teorema de SS.
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O sistema D2, com o0s conectivos &d, —d, <>d € V, possui todas as propriedades da
logica classica positiva.

Da Costa e Dubikajtis 1968 apresentam uma axiomatizacdo para o calculo
proposicional de Jaskowski e iniciam um estudo semantico do mesmo. O trabalho introduz
o sistema J, cujos conectivos primitivos sd3o 0, —, — € V. Os axiomas e regras siao as

seguintes:

Jiuo((A—B)— (B —-C)—(A—())

i (FA—A) — A)

J: 0B — (A B))

Ji: 0(o(A — B) — 0(0A — oB))

Js: 0((A — C) = (B— C) = ((AvB) — ()))
Jo: 0(A > (A — B))

J7: 0(A — (A VB))

Js: 0(0A — A)

Jo: o(A — 00A)

R1: A.o(A — B)

B
R2: _0A
A
Entdo, da Costa e Dubikajtis 1968 demonstram a equivaléncia entre J e D2, apds

definir os seguintes conectivos discursivos:
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A& B=df0A & B
A & B=df A & 0B
A —>iB=df0A - Be

A —jB=df (A —>B)& (B— A).

Em outro trabalho de 1977, os mesmos autores introduzem duas outras axiomaticas
equivalentes para D.. Kotas 1975 investiga a algebrizacao de D2 e prova que D2 ndo ¢
decidivel por matrizes finitas. Furmanowski 1975 prova que o Teorema da Deducao, em
sua forma classica, se mantém no calculo discursivo sentencial. Kotas e da Costa 1977
mostram que D2 preenche todos os requisitos para ser uma ldgica paraconsistente. Além
disso, os autores mostram que uma grande variedade de ldgicas modais — dentre as quais,
varias logicas paraconsistentes interessantes — pode ser obtida associando-se a toda logica
modal sua logica de Jaskowski correspondente. Kota e da Costa 1978 introduzem certos
tipos de logica discursiva usando as logicas polivalentes de Lukasiewicz. Segundo da
Costa e Marconi 1989, esse ¢ também o caso de Karpenko 1984. Da Costa e Kotas 1979
exibem outra axiomatizacdo, SD2, para a ldgica discursiva, constroem o calculo de
predicado com igualdade correspondente e definem uma semantica para o mesmo.

Apesar de Jaskowski ter construido um calculo proposicional paraconsistente,
Newton Carneiro Affonso da Costa ¢ efetivamente considerado o fundador da légica
paraconsistente (Arruda 1980 ¢ D’Ottaviano 1990).

A hierarquia de célculos proposicionais Cs, 1 < n < ®, de da Costa (ver da Costa
1963a, 1963b, 1964a, 1964b, 1964c ¢ 1974) foi construida satisfazendo as seguintes
condicoes:

1. O principio da (ndo-) contradigdo, na forma —(A & —A), ndo é valido em geral;
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2. De duas formulas contraditorias, A e —A, ndo deve ser possivel, em geral, deduzir
uma formula arbitraria, B;
3. Os sistemas contém os esquemas e regras mais importantes da logica classica que

sdo compativeis com as condigoes (1) e (2).

Da Costa estendeu sua hierarquia de calculos proposicionais a hierarquia de calculos
de predicados de primeira ordem Cn*, 1 < n < o, e a hierarquia de célculos de predicados
de primeira ordem com igualdade Cn, 1 < n < ®; a hierarquia de calculos de descri¢des D,
1 <n < ; e a hierarquia de teorias de conjuntos inconsistentes e aparentemente nao-triviais
NF»n, 1 <n <o (ver da Costa 1963a, 1963b, 1964a, 1964b, 1964c ¢ 1974).

Da Costa & Alves 1976, Alves 1976 ¢ da Costa & Alves 1977 introduzem uma
semantica de valoragdes para os calculos C», 1 < n < ®, que generaliza a semantica classica
de valoragdes. Definem as quase-matrizes, para demonstrar a decidibilidade dos sistemas
Ci, 1 £ n < 0. Loparic & Alves 1980, basecado em da Costa & Alves 1977, modifica
certas condi¢des da definicdo de valoracdo de da Costa e Alves, resolve um problema
relativo as quase-matrizes, e apresenta uma demonstracdo da decidibilidade dos sistemas
Cyl<n<o.

Marconi 1980 introduz um sistema de tableaux semanticos, a la Beth (ver Beth
1955), e demonstra a completude e decidibilidade do sistema proposicional Ci de da Costa.
Carnielli e Lima-Marques 1992 introduz sistemas de tableaux semanticos, a /a Smullyan
1968 (apud Castro 2004), para a ldgica proposicional paraconsistente Ci' e para a logica
quantificacional paraconsistente Ci'~ de Alves, denominados sistemas TCi e sistema TC:i'",
respectivamente, e apresenta uma prova de que esses sistemas sdo completos e decidiveis.

Buchsbaum e Pequeno 1993 introduz sistemas de tableaux sintaticos, @ la Smullyan, para
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os sistemas Ci e Ci* de da Costa, os sistemas SC1 e SC1*, mostrando que SC1 e SC1* sdo
completos. Moura 2002 ¢ Moura e D’Ottaviano 2002 introduzem um calculo de
seqlientes para o calculo proposicional paraconsistente Cw, denominado NCGo, e
demonstram um Teorema de Eliminac¢ao do Corte.

Da Costa, seus discipulos e colaboradores introduziram e investigaram diversos
sistemas paraconsistentes. Desde 1964, as logicas de da Costa tém sido amplamente
estudadas por logicos brasileiros e de diversos paises. Muitos autores t€ém contribuido para
o desenvolvimento dessas ldgicas e da l6gica paraconsistente em geral.

Para Haack 1978, as logicas paraconsistentes sdo ditas ndo-classicas, ou rivais da
logica cléssica, dado que as logicas paraconsistentes restrigem principios classicos.

A logica paraconsistente esta fortemente relacionada com outros tipos de logicas ndo-
cléassicas, por exemplo, com a logica dialética, a 16gica relevante, as logicas paracompletas

e polivalentes, as logicas fuzzy, entre outras.

2.1. Calculos proposicionais paraconsistentes Cn, 1 < n < ®, de da Costa

Definimos linguagem paraconsistente como uma quadrupla LP = <Var, —, ~, v, &>
onde:

Var = {p, q, I... p1, qi, Ti... P2, Q2, I2...} € um conjunto de simbolos para variaveis
proposicionais;

~ € o simbolo para negagdo paraconsistente;

— 0 simbolo para implicagdo;

v € o simbolo para disjuncao;

& ¢ o simbolo para conjungdo;
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O conjunto FormLP de férmulas bem formadas (fbf) ¢ definido como usualmente:

a) Para todo p tal que p € Var, p € uma fbf;
b) Se A éuma fbf, ~A é uma fbf;
c) Se AeBsaofbf’se * ¢ —,vou &, entdo (A * B) ¢ uma fbf;

d) Nao ha outras fbf’s.

Usaremos as letras maiusculas A, B, C... como metavariaveis sobre as formulas de
FormLP.
O uso dos parénteses ¢ o usual.

As definigdes de simbolos auxiliares sdao as seguintes:

Em Cs, 1 <n <o, se A e B sdo formulas quaisquer, sdo introduzidas as seguintes

defingdes.

Definigéo 2.1.1. (Def °) A° =df ~(A & ~A)

Defini¢io 2.1.2. (Def ~*)  ~*A =df ~A & A°

Definiciio 2.1.3. (Def ¥) A¥=df A% °, onde o simbolo ° aparece k vezes, k > 1.
Definigéo 2.1.4. (Def *) AP =dfA' & A% AN k> 1.

Definigdo 2.1.5. (Def ~*)  ~0A =df ~A & A® k> 1.

Definicao 2.1.6. (Def <) A B=df(A—>B)& (B —A)
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De acordo com as defini¢des acima, A° é usualmente lida como “A é uma formula
bem comportada” ou “A ¢ uma formula regular”, e o operador “o” ¢ usualmente
denominado de “operador bola”; Ak pode ser lida como “A ¢ uma formula com o operador

bola reiterado k-vezes”; AW

pode ser lida como “A ¢ uma férmula de grau k™, ou “A é uma
formula composta de grau k”; em Cn. 1 < n < ©, A™ pode ser lida como “A ¢ uma formula
bem comportada” em Cn ou “A ¢ uma férmula regular” em Ca; e, paracadan, 1 <n <, 0

conectivo ~" é denominado “negacdo forte” do sistema Cx (ver Castro 2004).

Os axiomas e regra de inferéncia de Cn, | <n < @, sdo os seguintes:

Axiomal A — (B — A)

Axioma2 (A—-B)—> (A—-> B —C) > (A—0))
Axioma3A&B—- A

Axioma4 A & B — B
Axioma 5A — (B — A & B)
Axioma6 A —> AVvB

Axioma7B —> AvB

Axioma8 (A —-C)—>((B—-C)—>(AvB —())
Axioma 9 ~~A — A

Axioma 10 Av ~A

Axioma 11 B® - ((A — B) - ((A — ~B) — ~A))
Axioma 12 A™ & B® — (A & B)™

Axioma 13 A” & B® — (AvB)®@

Axioma 14 A™ & B™ — (A — B)™
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Modus Ponens (MP)
A

A—>B

O Axioma 11 constitui um caso particular de reductio ad absurdum, afirmando que o
Principio de Redugdo ao Absurdo na logica paraconsistente Cn, 1 <n <w, de da Costa so se
aplica quando a formual B ¢ uma féormula bem comportada de grau n. Os Axiomas 12-14
de da Costa podem ser interpretados como condi¢cdes para a “propagacdo do bom

comportamento”.

O sistema Co ¢ definido pelos seguintes esquemas de axiomas e regras de deducao:

AXIOMA 1 ao AXIOMA 10

MP.

A seguir, apresentamos algumas propriedades importantes dos célculos Cn, 1 <n < .

Teorema 2.1.7 (da Costa 1963a) Em Ci, 1 < n < o, sdao demonstraveis todos os

teoremas da légica proposicional positiva cléssica.

Teorema 2.1.8 (da Costa 1963a) Em C: sdo validas todas as regras do Teorema 2 de

Kleene 1974, p. 98, exceto a referente ao método de reducao ao absurdo:
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1. F,AI:ClB
Il A—B
2. AL A>B }uB

3. AB}laA&B

4. A&B fo A
5. A&B }o B
6. AlaAVvB
7. Bl AVB
8. ~~A fa A

9. F, A }_Cl C F, B |‘C1 C

I,AVB fc C.

Pelo Teorema 2.1.8-(1), podemos demonstrar o Metateorema da Deducao (MtD) para

Ci, que pode ser generalizado para as logicas Cn, 1 <n < ®, em geral.

Teorema 2.1.9. Metateorema da Deduc¢ao (MtD) Se I ¢ um conjunto de férmulas,

entio I', A | B se, e somente se, ['fecn A — B, 1 <n<o.

Teorema 2.1.10 Em C,, 1 < n < o, as seguintes formulas sao teoremas:

i, ~(A &B)— (~Av~B)

n. ~(Ak) — (A& ~A),parak>1

iii. ~(A%)— (A & ~A), parak >1
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iv. A® - (~A)™, parak>1
v. A"&~A&A)—B
vi. (A—->B)—>~AVB
vii. (AVA)— A
Viil. ~~A o A, parak>n
ix. ~*~A — A, parak>1
x. ( A)nﬂ
xi. A® — ~(~A & A)
xii. (A" & ~A™H)®
xiii. (~*A)™, parak>n
xiv. ~(A & ~*A), paras>1ek>n
xv. (A—>B)v(B—A)
xvi. (A—>B)—A)— A

xvii. AV(A — B)

O teorema abaixo ¢ a generalizacdo de um teorema para o sistema C: (ver da Costa

1963a, p. 12).

Teorema 2.1.11. Em C,, 1 < n < o, ¢ valida a seguinte versao do método de redugao

ao absurdo:

I foB®” T.A}aB T.Ala-~B

F |_Cu NA .
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Teorema 2.1.12. (da Costa 1974b) Em Ci, 1 < n < @, ~" tem todas as propriedades

da negacao classica.

O Teorema 2.1.12 pode ser generalizado para a negagdo ~*, k > n (ver Castro 2004,

p.31).

Teorema 2.1.13. Os seguintes esquemas de formulas sdo demonstraveis em Co:

i. A" - (A & ~A), para k> 1
ii. A*v A, parak > 1

iii. A¥v ~A, parak>1

iv. A¥ v A, parak > 1

v. AV ~FA, parak>1
vi.(A—B)—>~AVB

vii. ~~A*v B, parak>1

Ver Castro 2004.

As subformulas Ai, 1 <1 <m, de A que sdo da forma B & C, BvC, B — C, ~B sdo

ditas componentes primos de A.

Teorema 2.1.14. Se I' ¢ um conjunto de féormulas e A1, A, ..., Am s30 0S componentes

primos das formulas de I' U {A}, entdo (ver Castro 2004)
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[ Fo A se e somente se T, A1, A2™, ..., An™, }o. A.

Defini¢cao 2.1.15. Sejam dois sistemas formais S e S', cuja linguagem ¢ LP. S' ¢
estritamente mais forte que S se, € somente se, o conjunto de teoremas de S € subconjunto

proprio do conjunto de teoremas de S’, ou seja

1. Para toda formula A de LP, se |s A entdo | A

2. Existe uma formula B de LP, tal que | Be . B.

Teorema 2.1.16. (da Costa 1963a) Cada um dos célculos da hierarquia Cn, | < n < o,
¢ estritamente mais forte do que os calculos seguintes na hierarquia.

Um exemplo direto ¢ que o AXIOMA 11 de algum célculo Ck, k > n, ¢ teorema em
Cn, enquanto que 0 AXIOMA 11 de Ci ndo ¢ teorema em Ck.

Teorema 2.1.17. (da Costa 1974b) Os sistemas Cn, | <n < ®, sdo consistentes.

Teorema 2.1.18. (da Costa 1974b) Os sistemas Cn, | < n < ®, ndo sdo decidiveis por
matrizes finitas.

Teorema 2.1.19. (Fidel 1977) Os sistemas Cn, 1 <n < ®, sdo decidiveis.

Da Costa e Alves 1976 e Alves 1976 desenvolvem uma semantica, a la Henkin, e
demonstram a corre¢do e completude do sistema Ci. Demonstram também a decibilidade de

Ci. Da Costa e Alves 1976 e Alves 1976 estendem a semantica de Ci para os céalculos Cn, 1
< n < . Para tais demonstragdes, introduzem o conceito de valoragdo paraconsistente para

o sistema C: através de uma valoracdo bivalente, ¢ um procedimento de decisdao
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denominado quase-matrizes. No entanto, a defini¢cdo de valoracdo introduzida por da Costa

e Alves contém erros, posteriormente retificados por Loparié¢ e Alves 1980, resultando na

seguinte definicao de valoragdo paraconsistente para Cn, | <n < ®:

Defini¢ao 2.1.20. Se FormLP ¢ o conjunto de formulas da linguagem LP de Ch,

1 <n < o, uma valoragdo para Cs ¢ uma fun¢do v: FormLP — {0,1}, tal que:

—_—

Se v(A) =0, entdo v(~A) =1

2. Sev(A)=0,entdo v(~~A)=0

3. v(A & B)=1 se, ¢somente se, v(A)=1ev(B)=1
4. v(AvB)=1se,esomentese, v(A)=1ouv(B)=1
5. v(A — B) =1 se, e somente se, vV(A)=0ou v(B) =1
6. Se v(A™") = v(~A™"), entdo v(A") =0

7. Se v(A) = v(~A), entdo v(~A") = 1

8. Se v(A)# v(~A) e v(B) # v(~B), entdo v(A#B) # v(A#B)), onde # ¢ &, V, —.

Teorema 2.1.21. (Loparié e Alves 1980) Os sistemas Cs, 1 <n < ®, sdo decidiveis.

A seguir, alguns exemplos de esquemas que nao sao demonstraveis em Cn, | <n < .

Teorema 2.1.22. Os seguintes esquemas nao sao demonstraveis em Cn, | <n < o:
i. ~(A&~A)
ii. A— (~A— B)

. A—~~A
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iv. ~A — (A — B)
v. ~A o ~A
vi. (Av~A)®
vii. A — ~~A
viii. (A & ~A) — B
ix. (A — A)(n)
x. ~AvB — (A — B)

Xi. ~(A & ~A) — ~(~A & A)

Definicao 2.1.23. Se FormLP ¢ o conjunto de férmulas da linguagem LP de Co, uma

semi-valorag¢do para Co ¢ funcdo s: FormLP — {0,1}, tal que:

1. Se s(~A) =0, entdo s(A) =1

2. Ses(~~A)=1,entao s(A) =1

3. s(A & B) =1 se, e somente se, s(A)=1es(B)=1
4. s(AvB)=1se, e somente se, s(A)=1ous(B)=1
5. Se s(A — B)=0, entao s(B) =0

6. Ses(A — B)=1,entdo s(A)=0ous(B)=1

Definicao 2.1.24. Uma valoragdo v para Co ¢ uma semi-valoracdo que satisfaz a

seguinte condi¢ao:
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7. Se v(A1 — (A2 — ... > (Am-1 — Am)...))=0, entdo existe uma semi-valoragao s tal

que, paratodoi, 1 <i<m, s(Ai)=1 e s(Am)=0.

Defini¢ao 2.1.25. Uma valora¢do v ¢ um modelo de um conjunto de formulas, I' =

FormLP, se e somente se, para toda formula A € I', v(A)=1.

Teorema 2.1.26. (Loparic 1986) O sistema Co ¢ correto, completo e decidivel.

Teorema 2.1.27. Os seguintes resultados sao demonstraveis em Co.
L(A—>B)—A)— A

ii.(A—>B)v(B—A)

iii. ~(A & B) > ~Av~B

iv. AV (A — B)

Defini¢cao 2.1.28. Dado um conjunto I de formulas, I' = FormLP, dizemos que o
conjunto I' € trivial se o conjunto de consequéncias sintaticas de I' ¢ FormLP; I" ¢ dito
inconsistente, relativamente a negacdo basica ~, se existe uma foérmula A tal que as
formulas A e ~A sdo consequéncias sintaticas de .

Observamos que, pela Definicao 2.1.28 e pelo Teorema 2.1.22, os sistemas Cn, 1 <n
< ®, sa0 nao-triviais.

Defini¢cdo 2.1.29. Dado um sistema S e uma férmula A, tal que A € FormS, seja

agora S(A) o sistema obtido pelo acréscimo da formula A ao conjunto de axiomas de S.
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Dizemos que o sistema S € finitamente trivializavel se, e se somente se, existe A tal que
S(A) ¢ trivial; caso contrario, S ¢ dito infinitamente trivializavel.

Teorema 2.1.30. (da Costa 1963a) Os sistemas Cn, 1 < n < ®, sdo finitamente
trivializaveis.

Teorema 2.1.31. (da Costa 1963a) O sistema Co ¢ infinitamente trivializavel.

A seguir, abordamos algumas relagdes entre paraconsisténcia e modalidade, conforme

exposto em Béziau 2000, 2002b, 2004 ¢ 2006, Marcos 2004, Vakarelov 1989 ¢ Dosen

1999.
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Capitulo 3 - Modalidade paraconsistente

Como mencionado no Capitulo 2, relagdes entre paconsisténcia e modalidade ja estao
presentes no proprio nascimento da ldgica paraconsistente formal, com a logica discursiva
D2 de Jaskowski, tendo sido exploradas por diversos pesquisadores.

Jean-Yves Béziau, em artigos recentes, analisa a estreita analogia entre a ldgica
paraconsistente e a logica modal.

De fato, seja — o simbolo de negacdo classica e 0 um operador de necessidade.
Béziau 2002b ¢ Béziau 2005 argumentam que a ldgica S5 ¢ uma logica paraconsistente,
mostrando que, assim como existe uma correspondéncia entre a negagao intuicionista € a
modalidade o—, se tomamos como légica subjacente o sistema modal S4 (ver Godel 1933),
¢ possivel definir em S5 uma negacgdo paraconsistente ~ da seguinte maneira:

~A =df —DA.

Para Béziau, esse fato “extremamente relevante” (ver Béziau 2002b) ndo obteve
ainda a devida aten¢do dos pesquisadores da logica paraconsistente.

Béziau mostra que o operador paraconsistente ~ possui propriedades nao-explosivas.
Além disso, ~ satisfaz algumas propriedades classicas, como:

(1) I'cpc Av~A
(i1) Fere ~(A & ~A)
(111) I'CPC (A - NA) - ~A.
Deste modo, Béziau pretende fornecer uma solucdo ao problema da propria existéncia

de logicas paraconsistentes, conforme discutido em Béziau 2000b ¢ Béziau 2002.
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Béziau 2002b mostra que ¢ possivel extrair logicas paraconsistentes de sistemas
modais em geral.

Dada uma l6gica modal M = <F, —, 0, 0, v, &, —>, hw>, consideremos a fung¢io *, do
conjunto de férmulas G — contruido a partir dos conectivos ~, v, &, — — no conjunto de
formulas F'— construido a partir dos conectivos modais —, v, &, —, 0, ¢ — definida por:

1. A*=A, se A ¢ formula atdmica.
2. (A*B)*=A*=B* onde=¢év, & —
3. (~rA)* =—-0(A)*.

Podemos definir a logica paraconsistente PM associada a M como a légica PM = <G,

~, v, &, —>, >, tal que
[ Fev A se e somente se I'* v A*,

com ' um conjunto de férmulas de G, e I'* o conjunto imagem de I em F, segundo *.

Observamos que, de acordo com da Silva, D’Ottaviano & Sette 1999 ¢ Feitosa &
D’Ottaviano 2001, a fungdo * constitui uma traducdo conservativa da légica M na logica
PM.

Béziau 2002b também mostra que € possivel seguir o caminho inverso, ou seja, obter
logicas modais a partir de logicas paraconsistentes (ver também Marcos 2004).

Segundo Marcos 2004, algumas propriedades cldssicas da negacdo sdo recuperadas
mediante a introdugdo de um conectivo de consisténcia (ver Carnielli & Marcos 2002):

oA =df A » —~A
A sintaxe formal da negacdo paraconsistente ~ foi axiomatizada por Béziau 2006.
A seguir, introduzimos o Sistema Paraconsistente Z, conforme Béziau 2006,

adicionando demonstragdes e defini¢cdes nao explicitadas em Béziau 2006.
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3.1 O Sistema Paraconsistente Z

Definimos a linguagem de Z como uma quintupla L(Z) = <Var, &, Vv, —, ~>, onde:

Var={p, q, 1, ..., p1, qi, 11, ..., P2, @2, I2...} € um conjunto de simbolos, chamados de
varidveis proposicionais,

& ¢ o simbolo para conjungao;

v € o simbolo para disjuncao;

— ¢ o simbolo para implica¢do;

~ ¢ o operador de negagdo.

O conjunto FormZ de formulas bem formadas (fbf) ¢ definido como usualmente,
conforme visto nas Seg¢oes 1.1 e 2.1.

Chamamos feoria um conjunto I tal que I' = FormZ.

O uso dos parénteses ¢ o usual e, como nos capitulos anteriores, usaremos as letras

maiusculas A, B, C... como metavariaveis sobre as formulas de FormZ.

Os axiomas e regras de inferéncia do sistema Z sdo os seguintes:

AP1 A— (B—A)
AP2(A->(B—-C)—=(A—->B)—=(A—-=C())
AP3((A—B)—>A)— A

AP4A&B— A

APSA&B—B

AP6 A — (B — A & B)
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AP7A —-AVB

AP8B —- AVvB
AP9A—-C)—»(B—-C)—(AvB—- ()
AZ1 Av-~A

AZ2 (A & ~B) & ~(A & ~B)) — (A & ~A)
AZ3 ~(A & B) — (~AVv~B)

AZ4 —~A — A

Modus Ponens (MP)
A

A—>B

RZ

A—>B

~(A & ~B)

Os axiomas AP1-AP9 sdo os axiomas da logica positiva classica.

Definimos feorema da forma usual, no sistema Z.

Além disso, a reflexividade, a monotonicidade e a transitividade do operador de deducao

F2, além do Teorema da Deducio, sio demonstraveis em Z como usualmente.
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Teorema 3.1.1. (Teorema da Deducfo) Seja ' uma teoria do sistema Z, e A e B
fbf’s. Temos que I', A |- B se, e somente se, I" |z A — B.
Teorema 3.1.2. (Regra de Equivaléncia) Sejam fbf’s AeB e |z A <> B. Seja C uma

férmula que contém uma ou mais ocorréncias de A e seja C’ obtida pela substituicdo de

uma ou mais ocorréncias de A por B em C. Nessas condi¢des, |- C < C’.

Lema 3.1.3 (AZ3n) As seguintes formulas sdo teoremas da logica Z:
[AZ3n]~(A1 & ... & Av) = (~A1V ...V ~AL)
Demonstracio: Por indugdo em n. A base da indugdo, para n=2, ¢ 0 Axioma AZ3.
Como hipotese de inducdo, temos
[HIL] ~(Ai & ... & Ani) = (FA1V ... V~An).
Pelo Axioma AZ3, temos:
~((A1 & ... & Ant) & Av) = (~(A1 & ... & Avi) V ~A).
Como ¢ bem conhecido, a partir dos axiomas positivos (AP1)-(AP9), ¢ demonstravel
0 seguinte teorema:
- (A— BVvC)—(B—D)—(A—(DvC)
Substituindo, no esquema acima, a variavel A por ~((A1 & ... & An1) & As), B por
~(Ar & ... & Ani), C por ~As e D por (~Ai V... V ~Aui), e usando a Regra MP, obtemos

~(Al & s & An) — N("’Al V..V "‘An). |

Teorema 3.1.4. As seguintes tbf’s sdo demonstraveis em Z:
(1) ~(A & ~A)
(i) (A — ~A) —> ~A

(i) (~A — A) — A
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(iv)(A—>B)—>~AVB

(v) ~(AvB)—>~A & ~B

(vi)~(~Av~B) > A &B

(vil)) ~(~A & ~B) > AV B

(viii)) ~(Av~B) > ~A & B

(ix) ~(A & ~B) > ~A VB

(x)~(~AvB)—> A &~B

(xi) ~(~A & B) > Av~B

xi) ~(A1 & ... & Avn) > (FAIV ...V~ A))

A seguir, demonstramos alguns itens da proposi¢do acima. Usamos a expressao
“Resultado positivo conhecido” (RPC) com referéncia a teoremas conhecidos na

literatura, derivados dos axiomas positivos AP1-AP9 (ver, por exemplo, Kleene 1974).

Demonstracio:

(i)

LEA—A RPC

3. | ~(A & ~A) 1,RZ

(vi)

1. |-z (A—B)— ~(A &~B) Regra RZ, Teorema da Dedugao
2. b~(A&~B)—~Av~B Axioma AZ3

3. k(~Av~~B)& (~~B — B)) >~AVB RPC

4. F((A&B)—C)— (B —(A—C)) RPC*

5. k(~~B—B)— ((~Av~~B) — ~A Vv B)) 3,4, MP

6 Usamos o esquema do seguinte modo: substituimos A por (~A v ~~B), B por (~~B — B) e C por ~A v B.
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6. b~B—B Axioma AZ4

7. k(~Av~~B)—~AVB 5,6, MP
8. |~(A&~B)—~AVB 2,7, Axioma AP2, MP
9. h(A—-B)—~AVB 1, 8, Axioma AP2, MP m

3.2. Analise semantica da légica paraconsistente Z

Nesta secao, introduzimos os modelos paraconsistentes para a logica Z.

Defini¢ao 3.2.1. Por modelo modal paraconsistente, ou Z-modelo, referimo-nos a um
par ordenado M=<W,v>, onde W ¢ um conjunto de mundos possiveis e v ¢ uma funcao v:

Var x W — {0,1}, definida conforme as seguintes clausulas:

(1) v(p, x)=1 se, e somente se, p € X;

(i1) v(A — B), x)=1 se, e somente se, v(A, x)=0 ou v(B, x)=1;
(ii1) v(A v B), x)=1 se, e somente se, v(A, x)=1 ou v(B, x)=1;
(iv) v(A & B), x)=1 se, e somente se, v(A, x)=1 e v(B, x)=1;

(v) v(~A, x)=0 se, e somente se, V(A, y)=1 para todo y em W.

Das condi¢des acima, seguem:

(vi) v(~A, x)=1 se, e somente se, existe y em W tal que v(A, y)=0.

(vii) Se v(A, x)=0 entdo v(~A, x)=1.

75



Definicao 3.2.2. Uma formula A ¢é dita vdlida em um Z-modelo M=<W,v> se, ¢
somente se, v(A,x)=1 para todo x em W.

Denotamos por M |=z A.

Definiciao 3.2.3. Uma formula A ¢ dita Z-vadlida se, e somente se, M |=z A para todos
os Z-modelos.

Denotamos por |=z A.

Definicao 3.2.4. Uma formula A ¢ dita consegqiiéncia semantica de uma teoria I' em
um Z-modelo M se, e somente se, para todo x € M, e para toda fbf B € T, se v(B, x)=1
entdo v(A, x) = 1.

Denotamos por I' IZE A.

Defini¢ao 3.2.5. Uma formula A ¢ dita Z-consequéncia de uma teoria I” se, e somente
se, A ¢ conseqiiéncia de I' em todos os Z-modelos.

Denotamos por I' |=z A.

A seguir, definimos uma interpretagdo da logica Z na logica modal S5, lembrando
que os conectivos de L(Z) sdo ~, &, v, — e os de L(S5) sdo —, v, &, —, 0 (ver Capitulo 1).

Definicdo 3.2.6 (Funcido *) A fun¢do * do conjunto FormZ para o conjunto

FormSS5, ¢ definida por:
*: FormZ - FormS5

1. p* = p, onde p ¢ féormula atomica.
2.(A=B)*=A*=B* onde=¢év, &, —.

3. (~A)* = —OA*.
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Observamos que, de acordo com da Silva, D’Ottaviano e Sette 1999 ¢ Feitosa e

D’Ottaviano 2001, a fung¢do * constitui uma traducdo conservativa da ldgica Z na logica

SS.
Teorema 3.2.7. Para qualquer fbf A e para qualquer teoria I', temos que I |=z Asee

somente se ['* |=ss A*,

Na se¢do abaixo, demonstramos duas importantes propriedades da logica

paraconsistente Z.

3.3. Correcao e Completude de Z

Lema 3.3.1. Seja A uma fbf onde ndo ha ocorréncias do operador ~. Os seguintes

fatos sdo demonstraveis:

(i) SeT [ec Aentio T |- A.

(ii) Se f:B — Ce kB, entdo k. C.

(iii) Se 2 B — Centdo - ~(B & ~C).

Demonstracio:

(1) Segue pelas Defini¢oes 3.2.1,3.2.2,3.2.3. m

(i1) Segue pela Defini¢ao 3.2.1 (ii) e silogismo disjuntivo. m

(ii1) Por contraposicdo, suponha que, para um modelo M, existe um mundo x € M tal
que v(~(B & ~C), x)=0. Pela clausula 3.2.1 (iv), para todo mundo y € M, v((B & ~C),
y)=1. Logo, para todo mundo y € M, v(B, y)=1 e v(~C, y)=1. Por 3.2.1 (v), existe z € M

tal que v(C, z)=0. Mas v(B, z)=1, portanto v(B — C, z)=0. m
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Seja A uma fbf, e I uma teoria:

Teorema 3.3.2. (Correcdo) Se I' |z A entdo I" - A.

Demonstracio:

Como usualmente, por indugdo no comprimento da prova de A.

Axiomas AP1-AP9 e Regra MP: O procedimento ¢ o usual da logica classica, e
portanto, mediante o Lema 3.3.1 (i), os Axiomas AP1-AP9 sdo Z-validos.

Axioma AZ1: Segue pela definicao 3.2.1(iii), onde B é ~A.

Axioma AZ2: Por absurdo, suponha que existe um Z-modelo M=<W,v>ex’ € W,
tal que (1) v(A & ~B, x’)=1, (2) v(~(A & ~B), x’)=1 e (3) V(A & ~A, x’)=0. A partir de (1),
deduzimos (4) v(A, x’)=1 e v(~B, x’)=1, donde, pela Defini¢ao 3.2.1 (vi), obtemos (5)
v(B,y)=0, para algum y € W. Por (2) e pela Defini¢do 3.2.1 (vi), temos que V(A & ~B,
y’)=0, para algum y’ € W. Ou seja, v(A, y’)=0 ou v(~B, y’)=0, entdo v(A, y’)=0 ou
v(B,x)=1, para todo x € W. Por (5) e silogismo disjuntivo, deduzimos (6) v(A, y’)=0. A
partir de (3), obtemos v(A, x’)=0 ou v(~A, x*)=0, donde v(A, x’)=0 ou v(A, x)=1, para todo
x € W. Por (6) e silogismo disjuntivo, temos v(A, x’)=0. Isto contradiz (4), o que é
absurdo.

Axioma AZ3: Por absurdo, suponha que existe um Z-modelo M=<W,v>e x’ € W,
tal que (1) v(~(A & B), x’)=1 e (2) v(~A v ~B, x’)=0. Por (1) e pela Defini¢ao 3.2.1(vi),
existe y € W tal que v(A & B, y)=0, donde (3) v(A, y)=0 ou v(B, y)=0. A partir de (2),
temos que v(~A, x’)=0 e v(~B, x”)=0, logo v(A, x)=1 e v(B, x)=1 para todo x € W, o que
contradiz (3). Absurdo.

Axioma AZ4: Suponha, por absurdo, que para um Z-modelo M=<W,v> ¢ para x’

e W, temos (1) v(~~A, x’)=1 e (2) v(A, x’)=0. Por (1) e pela Defini¢ao 3.2.1 (vi), existe y
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e W tal que v(~A, y)=0, donde, pela Defini¢do 3.2.1 (v), v(A,x)=1, para todo x € W. Isto

contradiz (2), o que ¢ absurdo.

Para a Regra RZ, o procedimento ¢ similar. m

Sabemos, pela traducdo da l6gica Z na logica S5, que o sistema Z ¢ completo.
Todavia, € interessante considerar uma prova construtiva da completude de Z, como

fazemos a seguir.

Definic¢ao 3.3.3. Uma teoria I" é dita maximal ndo-trivial em Z se ¢ somente se:
(1) I" é ndo-trivial, isto €, existe uma fbf A tal que I 2 A.

(i1) I" s6 possui extensdes proprias triviais.

Proposicao 3.3.4. Seja uma teoria I' maximal ndo-trivial. Entdo, para toda fbf A, ou

AelTou~Ael.
Demonstracio:

Por absurdo, suponha I' maximal ndo-trivial tal que A ¢ I" e ~A ¢ I'. Logo, pela
Definigdo 3.3.3., temos que (i) T U {A} }zBel' U {~A} }. B, para uma fbf B qualquer.
Pelo Teorema da Dedugio, temos que (ii) I’ zA — B el fz~A — B. Pelo Axioma AZ1 e
pelas propriedades de |z, temos que I 2 A ouT" |z ~A. Logo, por (ii) e MP, temos que I’

F- B, 0 que é absurdo, pois I & ndo-trivial. m

Aqui, iremos nos referir a Proposi¢do 3.3.4 por maximalidade.
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Defini¢ao 3.3.5. Uma teoria A ¢ dita extensdo de I' quando I' = A.

Lema 3.3.6. (Lema de Lindenbaum) Se I #, A, entdo existe uma teoria A maximal
ndo-trivial extensdo de I, tal que A 2 A.

Corolario 3.3.7. T }z A sse A € A, para toda teoria maximal nio-trivial A que é
extensao de I'.

Demonstracao:

[—] Suponha que I }z A. Por absurdo, suponha que existe uma extensdo maximal
ndo-trivial A’ de T, tal que (1) A ¢ A’. Como A’ é ndo-trivial, existe B tal que (2) A’ 2 B.
Assim, B ¢ A’, pois se B € A’ teriamos A’ }- B, o que seria absurdo. Agora, por
maximalidade de A’, obtemos ~Be A’, donde A’ |z ~B. Também por maximalidade de A’,
a partir de (1), obtemos que ~A € A’, entdo A’ |z ~A. Assim, pelo Axioma AP6 ¢ pela
Regra MP, A’ |- ~B & ~A. Ora, A’ é extensio de I, logo, a partir da hipotese inicial, temos
que A’ |z A. Pelo Axioma AP1 e por MP, deduzimos A’ |- ~B — A. Pela Regra RZ,
obtemos A’ |z ~(~B & ~A), e por AP6 ¢ MP temos A’ |z (~B & ~A) & ~(~B & ~A).
Usando o Axioma AZ2 e por MP derivamos A’ |z ~B & ~~B. Logo A’ - ~~B, e por AZ4 ¢
MP, concluimos A’ }z B, o que contradiz (2).

[«] Suponha que A € A, para toda teoria A maximal ndo-trivial extensao de I'. Logo

1. para toda teoria A maximal ndo-trivial extensdo de I', A}z A.
Por absurdo, suponha que I" *2 A. Pelo Lema 3.3.6, existe A’ maximal ndo-trivial

extensdo de I, tal que A’ 2 A, o que contradiz (1). m

Corolario 3.3.7.° }z A sse A € A, para toda teoria maximal ndo-trivial A.
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Demonstracio: Caso particular do Corolario 3.3.7., para I vazio. m

Lema 3.3.8. Seja A uma teoria maximal nao-trivial de Z:
()AeAsseA 2 A

(i) Se A ¢ A, entdo ~A € A

(i) Se ~A ¢ A, entdo A € A
(iv)A&BeAsseAeAeBeA
(VVAvBeAsseAeAouB e A
(VA—>BeAeAeA entioB e A

(vil)) Se A ¢ A, entdo ~~A ¢ A

Demonstracao:

(1) Caso particular do Corolario 3.3.7., em que I" ¢ A, dado que A € a Unica extensao
maximal ndo-trivial de si mesma.

(i1) Segue por maximalidade.

(ii1) Segue por maximalidade, Axioma AZ4 ¢ MP.

(iv) [—] Se A & B € A, entdo A }z A & B, donde, pelos Axiomas AP4, AP5 ¢ pela
Regra MP, temos que A |z A e A |z B. Usando 3.3.8 (i), obtemos A € Ae B € A.

[«—] Demonstra-se de modo similar, usando o Axioma AP6.

(v) Demonstragao analoga, usando os Axiomas AP7-AP9.
(vi) Suponhaque A > B e Ae A € A. Entdo, A zA —-> BeA |z A. Pela Regra MP,

temos A |z B. Usando 3.3.8 (i), obtemos B € A.
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(vii) Por absurdo, suponha que A ¢ A e ~~A € A. Entdo A }z ~~A, donde, pelo

Axioma AZ4 e pela Regra MP, A |z A. Por 3.3.8 (i), temos A € A, o que ¢ absurdo. m

Defini¢ao 3.3.9. Dada uma teoria I', chamamos a teoria #I' = {A: ~A ¢ '} de centro
del.

Definicao 3.3.10. Sejam uma teoria I" e uma teoria A, tal que A contém o centro de I'.
Neste caso, dizemos que A é companheira de T'.

Se #I" ndo ¢ vazia, dizemos que [" tem um centro.

Se existe A e I' tal que ~A ¢ T, dizemos que A ¢ consistente com T'.”
Teorema 3.3.11. Toda teoria maximal ndo-trivial tem um centro.

Demonstracio: Seja A uma teoria maximal ndo-trivial, portanto existe B tal que A 2
B. Pelo Lema 3.3.8.(1), obtemos B ¢ A, e pelo Lema 3.3.8.(vii), obtemos ~~B ¢ A.
Portanto, pelo Lema 3.3.8.(iii), ~B € #A. m

Teorema 3.3.12. Se uma teoria maximal ndo-trivial I" ¢ companheira de uma teoria
maximal ndo-trivial A, entdo #I" contém #A.

Demonstracio: Seja A uma fbf. Suponha que I' contém #A e que A € #A. Por
definicao de #A, temos que (a) ~A ¢ A. Suponha por absurdo que A ¢ #I'. Por definicdo de
I', temos ~A € I'. Pelo Teorema 3.3.11 e dado que I ¢ maximal ndo-trivial, I" possui um
centro. Entdo existe B tal que B e #' e (1) ~B ¢ I', donde (2) B & ~A € I'. Ja que ~A ¢ A,

derivamos B & ~A ¢ A, e pelo Lema 3.3.8.(vii) obtemos ~~(B & ~A) ¢ A. Conforme a

7 . . . ..
Observamos que o centro de uma teoria I' pode ser visto, intuitivamente, como a parte ‘bem

comportada’ de I'.
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definicao de #A, temos que ~(B & ~A) € #A. Mas I" contém #A, entdo (3) ~(B & ~A) € T
De (2) e (3) obtemos (B & ~A) & ~(B & ~A) € I'. Usando o Axioma AZ2, a Regra MP e o

Lema 3.3.8.(i), deduzimos B & ~B € I', o que contradiz (1). Absurdo. m
Teorema 3.3.13. A relacdo de companhia entre teorias maximais nao-triviais €:
(1) transitiva,
(i1) reflexiva,
(ii1) simétrica.
Demonstracio:

(1) Segue pelo Teorema 3.3.12.

(i1) Seja I uma teoria maximal ndo-trivial ¢ A uma fbf. Suponha que A € #I', entdo
~A ¢ I'. Por maximalidade de I, temos que A € T".

(ii1) Sejam duas teorias maximais nao-triviais I" e A, e seja A uma fbf. Suponha que
(1) #A esta contido em I', e suponha que A € #I'. Assim temos (2) ~A ¢ I', donde, usando

(2), deduzimos ~A ¢ #A. Por definicdo de #A, temos que A € A. m

Lema 3.3.14. Dada uma teoria maximal ndo-trivial I" e uma fbf A, se A € A para toda
companheira maximal ndo-trivial A de I', entdo ~A ¢ I'.

Demonstracio: Como hipdtese inicial, suponha que A € A para toda companheira
maximal ndo-trivial A que contém #I' (i.e., para toda extensdo maximal ndo-trivial A de
#I"). Por absurdo, suponha que (1) ~A € I'. A partir da hipdtese inicial e do Corolario
3.3.7, deduzimos que #I" |z A. Assim, pelo Teorema 3.1.1 (Teorema da Dedugio), (2)
existem fbf’s By, ..., B. € #I, tal que |z B:1 & ... & B» — A. Usando a Regra RZ, obtemos

Fz~(B:1 & ... & B. & ~A). Ora, I' é uma teoria maximal ndo-trivial, logo, pelo Corolario
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3.3.7°, temos que ~(B: & ... & B. & ~A) € I'. Pela defini¢ao de #I" e (2), obtemos (3) ~Bi ¢
I', onde 1 <1< n. Ainda por (2), e usando o Teorema 3.3.13 (ii), temos Bi € I'. De (1), (2) e
Lema 3.3.8.(iv), derivamos B: & ... & B. & ~A € I'. Assim, temos
B &..&B.&~A)&~B & ... & B. & ~A) €T,
donde, pelo Axioma AZ2, obtemos
B &..&B)&~Bi & ..&By €T,
portanto, usando o Lema 3.3.8.(iv),
~Bi & ...&Bw) €T
Assim, pelo Lema 3.1.3. (AZ3.), temos

~Biv..v~BseT.

Logo existe Bi, 1 <1i<n, tal que ~B: € I, 0 que contradiz (3). Absurdo. m

Seja uma funcdo v: FormZ X P(FormZ) — {0, 1}, definida pelas seguintes
clausulas:

) v(A, T)=1sse A el

(1) v(A,T)=0sse A ¢ T.

Neste caso, dizemos que v € fungdo caracteristica da teoria I'.

No presente texto, abreviamos v(A, I')=1 por vr(A)=1, v(A, I')=0 por vr(A)=0, e “v,

tal que v ¢ funcdo caracteristica de uma teoria I pela notagao vr.

Definicao 3.3.15. A estrutura canonica € o conjunto de todas as fungdes

caracteristicas de teorias maximais nao-triviais da logica Z.
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Defini¢ao 3.3.16. Sejam vr e vr' fungdes caracteristicas na estrutura candnica. A

relacdo de acessibilidade R entre vr e vr' ¢ definida por:

viRvr' sse I é companheira de I'®

Teorema 3.3.17. A relagado de acessibilidade na estrutura candnica ¢ uma relacao de
. N .9
equivaléncia’.

Demonstracio: Pelo Teorema 3.3.13. m

Definicao 3.3.18. Dizemos que uma fbf A ¢ consequéncia de uma teoria I" na
estrutura canonica se, existem By, ..., B. € T, tais que vr(B, ..., B.)=1 implica vr(A)=1.

Denotamos por I' |=can A.

Teorema 3.3.19. A relacdo |=can obedece as mesmas condigdes de validade local da
relagdo |, ou seja:

(1) v(p)=1 se, se somente se, p € [';

(i1) v(A — B)=1 se, e somente se, v(A)=0 ou v(B)=1;

(ii1))  v(A v B)=1 se, e somente se, v(A)=1 ou v(B)=1;

(iv)  Na estrutura canonica, v(~A)=0 sse para todo v', temos V'(A)=1.

Demonstracio:

(1)-(ii1) Casos classicos.

¥ Observamos que hé um erro na definigdo da estrutura candnica encontrada em Béziau 2006, onde a ordem
da relag@o de companheirismo esta invertida.

? Béziau 2006 afirma que a relagdo de equivaléncia é a relagdo universal, 0 que ndo ¢ o caso. De fato, para
alguma relagdo de equivaléncia R, obtemos que R ¢ uma relag@o universal se, para dois objetos quaisquer x e
y no dominio sob consideragdo, temos que xRy ou yRx. Em outros termos, uma relacio de equivaléncia ¢
uma relacdo universal se x e y sdo comparaveis entre si com respeito a relagdo R.
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(iv) Provemos que, na estrutura candnica, v(~A)=0 sse para todo V', tal que vRV',
entdo v'(A)=1.

[«—] Seja uma funcao caracteristica vr do modelo canonico. Suponha que para todo
vr', tal que vrRvr', temos vr'(A)=1. Entdo para toda I"", temos que A € I''. Pelo Lema 3.3.14,
deduzimos ~A ¢ I'. Assim, vr(~A)=0.

[—] Por maximalidade.

Como R ¢ uma relagdo de equivaléncia, temos que v(~A)=0 sse, para todo V', € o caso
que V'(A)=1. m

Corolario 3.3.20. Se uma fbf A ndo ¢ conseqiiéncia de uma teoria I" na estrutura
candnica, entdo I’ ):’éz A.

Teorema 3.3.21. (Teorema da Completude) Se I" |=z A, entdo '}z A.

Demonstracio: Suponha que I’ *,A. Pelo Lema 3.3.6 (Lema de Lindenbaum), existe
uma extensao maximal ndo-trivial de I" tal que A *2A. Pelo Lema 3.3.8.(1), A ¢ A. Seja va,
isto €, a funcdo caracteristica da teoria A. Assim, para toda fbf B € A, temos va(B)=1 e

va(A)=0. Dado que A ¢ maximal ndo-trivial, va pertence a estrutura candnica. Portanto, A

}:’écan A. Pelo Corolario 3.3.20, obtemos A #z A, donde I #z A m

Teorema 3.3.22. Para qualquer fbf A, e qualquer fbf B, ndo ¢ o caso que:

A,~A 2B

Portanto, conforme a defini¢do de paraconsisténcia usada no Capitulo 2, a logica Z ¢é

uma légica paraconsistente.
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No préximo capitulo, examinamos a tese exposta em Béziau 2000, que apresenta
como resultados possiveis relagdes entre o conhecido Quadrado de Oposigdes € a

paraconsisténcia. Contribuimos para o tema com argumentos ¢ idéias.
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Capitulo 4 - O quadrado de oposicées paraconsistente

O Quadrado de Oposicdes, de Boecius e Apuleius, corresponde a uma representagao
grafica das quatro nogdes logicas de oposi¢ao de Aristoteles: a de contraditoriedade, a de

contrariedade, a de subcontrariedade e a de subalternidade, definidas da forma seguinte.

4.1. Quadrado de Oposi¢coes Tradicional

Defini¢ao 4.1.1 (Contraditoriedade) Duas proposi¢des A e B sdo contraditorias se,
e somente se, A ¢ B ndo podem ser simultaneamente falsas, nem simultaneamente
verdadeiras.

Definiciao 4.1.2 (Contrariedade) Duas proposicoes A e B sdo contrdrias se, €
somente se, A e B podem ser simultaneamente falsas mas ndo podem ser simultaneamente
verdadeiras.

Definicao 4.1.3 (Subcontrariedade) Duas proposi¢des A e B sdo subcontrarias se, €
somente se, A ¢ B podem ser simultancamente verdadeiras mas ndao podem ser
simultaneamente falsas.

Defini¢cao 4.1.4 (Subalternidade) Dadas duas proposicdes A e B, dizemos que B ¢
subalterna de A se, e somente se, B é verdadeira se A é verdadeira e A ¢ falsa se B ¢é falsa.

Para fins didaticos, estas relagdes podem ser representadas graficamente. Chamamos
Quadrado de Oposicoes Tradicional (QOT) o quadrado de vértices A, E, I, O,

representado como usualmente na literatura:
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subalternidade
contrariedade - ----

contraditoriedade —-—
subcontrariedade

No presente texto, também usaremos cores para representar as relagoes de oposigao,
do seguinte modo: a relagdo de contrariedade em azul, a relacdo de subcontrariedade em
verde, a relacao de contradi¢do em vermelho, ¢ a relagao de subalternidade em cinza ou
preto.

Na tradi¢do aristolética, os vértices do QOT sdo quantificados, seguindo o arranjo
abaixo, para proposicdes S e P quaisquer:

A ¢ da forma “Todo S ¢ P”

E ¢ da forma “Nenhum S ¢ P”

I ¢ da forma “Algum S ¢ P”

O ¢ da forma “Algum S ndo ¢ P”.

Assim, A ¢ o universal afirmativo, E ¢ o universal negativo, 1 ¢ o particular
afirmativo e O € o particular negativo.

Observamos que as discussdes ja classicas sobre o QOT, envolvendo o carater
existencial do modo universal, os termos vazios, a conversao simples das formas E e [ e os
principios de contraposi¢ao e obversao, ndo serdo apresentadas, pois nao sao relevantes ao

presente contexto.
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A conhecida versdao modal do QOT, que chamamos Quadrado de Oposigoes Modais,

¢ representada como segue:

&

suhalternidade
contrariedade @ - ----

l:untraditur_ie dade ——
subcontrariedade

Cabe primeiro delimitar um critério pelo qual uma no¢do de oposicdo pode ser
considerada intuitiva.

Sion 1996 define a nocao de desconectividade da seguinte maneira:

“Duas proposi¢des sdao opostas desta forma [por desconectividade] se nenhuma
implica a outra, se ndo sdo incompativeis, € se nao sao exaustivas” [nossa traducao].

Béziau 2000 sugere que a desconectividade ndo pode ser caracterizada como um tipo
de oposic¢do, dado que, neste caso, duas proposicoes quaisquer A e B sdo desconectadas. De
fato, podemos adicionar: para algum operador de negacao ~, a desconectividade e o
operador de negacdo ~ sdo independentes, uma vez que, para duas proposi¢des quaisquer A
e B, temos ao mesmo tempo que B e A sdo desconectadas e B e ~A sdo desconectadas.

A nogao de desconectividade constitui, aparentemente, uma analoga formal a nogao
mais geral de alteridade (entendida como diferen¢a), conforme encontrada na obra Sofista,
de Platdo. Todavia, uma nocdo intuitiva de oposi¢cdo deve ser mais forte que uma simples
diferenca. Isto pode ser corroborado, por exemplo, pela definicdo encontrada no Longman

Dictionary of Contemporary English (apud Béziau 2000), citada abaixo:
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“[Oposto corresponde a] Uma pessoa ou coisa que ¢ tao diferente quanto possivel de
alguém ou de outra coisa” [nossa traducao].

Deste modo, propomos aqui o seguinte critério intuitivo de oposi¢ao.

Definicao 4.1.5. (Oposi¢ao). Dadas duas proposicdes A e B, dizemos que A e B sdo
opostas se ha, entre as ambas, uma diferenga forte.

Podemos notar que a indeterminagao, expressa acima pelo termo “forte” (Defini¢ao
4.1.5), parece consitituir parte do conceito de oposicdo. Em trabalho futuro, pretendemos
explorar mais sistematicamente essa indeterminacao inerente, internalizando-a num sistema
mediante a nocdo epist€émica de “ndo conhecer”. Assim, como iremos propor, existe uma
relagdo entre a nocdo de “ndo conhecer” e a negacdo paraconsistente do Sistema Z (ver
Capitulo 3)'°. Portanto, em certo sentido, Béziau 2000 parece estar incorrendo em
contradi¢do ao rejeitar essa indeterminagdo intrinseca a oposi¢do, argumentando que,
“como temos aqui um problema de graus [ou seja, de indetermina¢do], podemos ser
conduzidos a uma espécie de Paradoxo de Sorites. Assim, talvez seja melhor evitar esses
graus de diferenca” [nossa tradugao].

Ha controvérsias sobre quao intuitivamente algumas das relacdes acima (Defini¢des
4.1.1-4.1.5) representam nog¢des de oposi¢dao. Béziau 2000 argumenta que ¢ anti-intuitivo
qualificar a nocdo de subalternidade como um tipo de oposicdo, dado que aquela
representa, em verdade, a idéia de implica¢do. De fato, afirma Béziau 2000, se a relacdo de
implicagdo fosse uma relagdo de oposicdo, dadas proposi¢cdes quaisquer A e B, teriamos,
por exemplo, a oposicdo anti-intuitiva seguinte:

(1) “(B conjung@o com A) e A sdo opostos”,

10 A relacdo entre as 16gicas modais epist€micas e as l6gicas modais que lidam com a nogdo de

necessidade ¢ examinada, por exemplo, em Costa-Leite 2007.
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uma vez que temos:
“(B conjungdo com A) implica A”.
Entretanto, poderiamos replicar, no Quadrado de Oposi¢des Tradicional, a
implicagdo per se ndo parece constituir a parte opositiva da no¢do de subalternidade; com
efeito, a oposicao entre os vértices A e I depende de seu carater quantificacional, como no

esquema abaixo:

“(I ¢ subalterno de A)” equivale a “¢ falso que (A e falso-que-I)”, que

equivale a “ndo € o caso que (A e E)”.

Ora, podemos ver que a oposi¢do entre os vértices A ¢ E estd “implicita” a

subalternidade entre A e I, e que satisfaz o requerimento de “diferenca forte” da Definicao

o~

4.1.5. Nao obstante, essa nocdo de contrariedade implicita (ou equivalente) a “I
subalterno de A” parece redundante, uma vez que ja ¢ representada independentemente e

satisfaz a Defini¢do 4.1.5. Observagdes analogas podem ser feitas envolvendo a

o

subcontrariedade entre os vértices E ¢ O. Ou seja, a relagdo de subalternidade equivale
relacdo mais intuitiva de contrariedade. Por um lado, a equivaléncia nem sempre “preserva
a intuitividade”, porém, em geral, aceitamos reduzir objetos menos intuitivos a objetos mais
intuitivos. Chamemos esse ponto de vista perspectiva reducionista. Com efeito, este € o
cerne da noc¢do de axiomatizdvel e, mais ainda, da no¢ao de independéncia axiomatica. Tal
perspectiva também esta, por seu turno, sujeita a discussao.

Poderiamos, como resposta ao contra-exemplo (i), citado anteriormente, reduzir a
no¢ao de implicagdo geral (ou seja, ndo apenas para formulas quantificadas) a formas mais

intuitivas de oposigao.
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Mesmo assumindo que
(i1) a implicagdo geral ¢ uma relacdo de oposic¢ao,

podemos mostrar que a implicacdo entre variaveis proposicionais A ¢ B equivale a
relagdo de contraditoriedade entre A e falso-que-B, isto ¢, “A implica B” equivale a “¢
contraditério que (A e falso-que-B)”. Desse modo, dado que a implicagdo proposicional ¢
redutivel a relacdo mais intuitiva de contraditoriedade, a suposi¢do (ii) ¢ também
dispensavel. Portanto, nao consideraremos aqui a nogao de subalternidade como um tipo de
0posicao.

Nao obstante, argumentos analogos poderiam ser usados para reduzir a relacdo de

subalternidade aristotélica a relacao de subcontrariedade, como abaixo.

“(I ¢ subalterno de A)” equivale a “falso-que-A ou I, que equivale a “O ou

I, ou seja, “ndo ¢ o caso que falso-que-O e falso-que-I".

Nesse caso, temos dois possiveis Quadrado Minimais de Oposi¢oes: um que inclui
apenas contrariedade e contraditoriedade, que chamaremos Quadrado Minimal de
Contrariedade, ¢ um que inclui apenas subcontrariedade e contraditoriedade, que
chamaremos Quadrado Minimal de Sucontrariedade. Tomando qualquer um deles,

podemos obter as demais relagdes de oposi¢ao aristotélicas usuais, como abaixo.

a) Para o Quadrado Minimal de Contrariedade: Suponha que I ¢ falso; logo,
por contradi¢do, E ¢é verdadeiro e, por contrariedade, A ¢ falso; por
contradi¢do, O ¢ verdadeiro ¢, assim, obtemos a subcontrariedade entre os

vértices I e O. Agora, suponha que A ¢ verdadeiro; assim, seu contrario E ¢
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falso, donde, por contradicdo, I ¢ verdadeiro. A demonstragdo ¢ analoga para
a subalternidade entre os vértices E e O.

b) Para o Quadrado Minimal de Subcontrariedade: Suponha que E ¢
verdadeiro; logo, por contradicao, I ¢ falso e, por subcontrariedade, O ¢
verdadeiro. Por contradigdo, A ¢€ falso. Assim, obtemos a contrariedade entre

os vértices A e E. As demais oposi¢des seguem como no caso (a).

Destarte, sob a perspectiva reducionista, parece que temos tantas razdes para aceitar a
contrariedade como uma forma intuitiva de oposi¢do, quantas sdo as razdes para aceitar a
sucontrariedade como uma forma intuitiva de oposi¢ao.

Todavia, Vasil’év (apud Arruda 1990) discute a indeterminacao do vértice I, “algum
(podendo ser todo) S ¢ P”, dado que expressa uma incerteza evidencial: ndo se sabe se
todos os S sdo P, ou se apenas parte dos S ¢ P. Vasil'év sugere um tridngulo de oposicdes,
em que um dos vértices € um “juizo indiferente”, isto &, particular afirmativo e particular

negativo simultaneamente, como abaixo:

A

IeD

contrariedade - - - _ _

Vasil’év percebeu que o juizo indiferente poderia representar certas categorias que
admitem predicados inconsistentes. Por exemplo, a categoria “homem” admite o predicado

“louro” e sua negagdo, pois alguns homens sao louros e outros, ndo (Arruda 1990, p.35).
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Assim, propds que o juizo indeterminado representaria certos discursos, comprometidos
com constatagdes empiricas (Arruda 1990, p.36), e reservou o juizo indiferente para um
“mundo imaginario”.

Tal indissociagdo entre os vértices I e O do Quadrado de Oposicdes Tradicional foi
apontada por Hamilton e Venn, no século XIX, e desenvolvida mais sistematicamente por
Robert Blanché (apud Béziau 2000). Conforme Blanché 1953, 1957, 1966, podemos
considerar também um triangulo dual ao Triangulo de Oposigdes de Vasili’ev, os quais,
sobrepostos, formam um hexdgono. Como descartamos a idéia de subalternidade enquanto
forma de oposicao, a composicdo dos tridngulos mencionados forma, neste caso, uma
estrela. Chamamos Estrela de Oposigoes de Blanché o esquema grafico representado

abaixo:

AguE

TeQ

contrariedade -----—
subcontrariedade

contradicéo

Nesse caso, sob a perspectiva reducionista, temos uma razao a menos para aceitar a
noc¢ao de subcontrariedade como mais intuitiva que a no¢ao de contrariedade, opostamente
ao que afirma Béziau 2000. Isto ndo significaria, entretanto, que a nocao de

subcontrariedade ndo ¢ intuitiva, mas antes, que € quase tdo intuitiva quanto a nogao de
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contrariedade. Destarte, ndo vemos aqui motivos bastantes para ndo considerar a

subcontrariedade como uma rela¢ao de oposigao.

A versdo modal da Estrela de Oposi¢des de Blanché, a Estrela Modal de Oposigoes, ¢

trivialmente construida da seguinte forma:

< e-0

contrariedade ™ -----—
subcontrariedade
contradicéio

Observacdes analogas as expostas acima, respectivas a intui¢ao dos vértices I e O,
justificam a Estrela Modal. De fato, parece natural que “possivel” seja representado pela
conjuncio dos vértices mencionados, I e O. Por exemplo, a frase “E possivel que eu ganhe
na loteria” parece abreviar “E possivel que eu ganhe na loteria e é possivel que eu ndo
ganhe na loteria”.Todavia, a conjun¢do entre estes vértices, na Estrela Modal de Oposig¢des,

¢ atualmente denominada contingéncia'' (7), definida como abaixo:

Definiciio 4.1.6. (V) VA=df 0A & 0~A

Pareceria oportuno, entdo, considerar a obra de Vasil’ev sob a perspectiva da contingéncia.
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A base modal para a contingéncia, tomada como operador primitivo, pioneiramente
por Montgomery e Routley 1966 (apud Costa-Leite 2007) foi estudada, por exemplo, em
Humberstone 1992, que desenvolve uma axiomatizacao para a légica minimal da
contingéncia'?. Marcos 2004 examina relagdes entre contingéncia e acidente (*), definido

como abaixo:

Defini¢do 4.1.6. (*) *A=df A & 0~A

A correspondéncia entre o Quadrado de Oposi¢des Tradicional e o Quadrado Modal
de Oposicdes, tendo como logica subjacente a este ultimo o sistema S5, ¢ estabelecida pelo
resultado de Wajsberg (ver Wajsberg 1933), segundo o qual existe uma “tradu¢ao” do
sistema S5 para o CQC. Este teorema foi utilizado na Sec¢do 1.1.3 do presente texto, como
parte da demonstragdo da consisténcia do sistema S5 (ver Proposicao 1.1.3.3).

Na se¢do seguinte, argumentamos que as nogdes de oposi¢do apresentadas acima

(Definigdes 4.1.1-4.1.3) correspondem a diferentes no¢des de negagao.
4.2. Correspondéncia entre as nocoes de oposicio e as nocdes de negacao
Dadas as trés nogdes de oposicdo consideradas anteriormente como satisfatorias,
podemos associa-las, cada uma, a um operador de oposi¢do. De fato, sejam A ¢ B

proposicdes, e seja # um operador unario:

Definicao 4.2.1. O operador # ¢ dito operador de contraditoriedade se, e somente se,

para toda proposicdo A, temos que A e #A sao contraditorias.

12 Tal axiomatizagdo foi simplificada por Kuhn 1995.
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Defini¢ao 4.2.2. O operador # ¢ dito operador de contrariedade se, e somente se,
existe uma proposicao A tal que A e #A sdo ambas falsas e, para toda proposicao B, temos
que B e #B ndo podem ser ambas verdadeiras.

Definicao 4.2.3. O operador # ¢ dito operador de subcontrariedade se, e somente se,
existe uma proposicao A tal que A e #A sdo ambas verdadeiras e, para toda proposi¢do B,

temos que B e #B ndo podem ser ambas falsas.

Parece natural supor que os trés operadores definidos acima correspondem a trés
operadores de negacdo. Para confirmar tal suposi¢cdo, devemos apresentar trés defini¢des de
negacdo presentes na literatura.

Sejam A e B proposigoes, € seja ~ um simbolo de negacao:

Defini¢ao 4.2.4. Dizemos que ~ ¢ uma negacgdo classica se, e somente se, ~ ¢ um
operador de contraditoriedade.

Definicao 4.2.5. Dizemos que ~ ¢ uma negacgdo paracompleta se, € somente se, existe
uma proposicao A tal que A e #A sdo ambas falsas.

Defini¢ao 4.2.6. Dizemos que ~ ¢ uma negag¢do paraconsistente se, € somente se,

existe uma proposi¢do A tal que A e #A sdo ambas verdadeiras.

As Definigdes 4.2.5 e 4.2.6 foram introduzidas por Mir6 Quesada, no ano de 1975,
em correspondéncia pessoal a Newton da Costa (apud Béziau 2000). Conforme as
defini¢des de Quesada, uma negagdo paraconsistente pode ser também paracompleta, € uma
negacao paracompleta pode ser também paraconsistente. Isto ndo ocorre com os operadores

de oposi¢do definidos anteriormente: um operador de contrariedade ndo pode ser um
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operador de subcontrariedade, e um operador de subcontrariedade nao pode ser um
operador de contrariedade. Assim, restringindo de modo similar as Definigdes 4.2.5 € 4.2.6,
obtemos uma correspondéncia mais simples e intuitiva entre as no¢des de negagao e as

nog¢des de oposicao aqui consideradas, através das definicdes que introduzimos a seguir.

Defini¢ao 4.2.5°. Dizemos que ~ ¢ uma negagdo paracompleta se, € somente se,
existe uma proposicao A tal que A e #A sao falsas e, para toda proposi¢ao B, temos que B e
#B nao podem ser ambas verdadeiras.

Defini¢ao 4.2.6°. Dizemos que ~ ¢ uma negacgdo paraconsistente se, € somente se,
existe uma proposicao A tal que A e #A sdo verdadeiras e, para toda proposi¢ao B, temos

que B e #B ndo podem ser ambas falsas.

Por conseguinte, a negacao classica ¢ um operador de contraditoriedade, a negagao
paracompleta ¢ um operador de contrariedade, e a negagdo paraconsistente, um operador de
subcontrariedade. De fato, Béziau 2000 observa que, se tomamos como logica subjacente o
sistema modal S4, o vértice E do Quadrado Modal de Oposi¢des ¢ uma negacao
intuicionista (ver Godel 1933). Além disso, conforme visto no Capitulo 3, se tomamos
como logica subjacente o sistema modal S5, o vértice O do Quadrado Modal de Oposigdes
¢ uma negacao paraconsistente.

Com efeito, Slater 1995 afirma que negagdes paraconsistentes nao sao negacoes
porque sdo operadores de subcontrariedade. Béziau 2000 replica que, sendo a
subcontrariedade um tipo de oposicao, a postura de Slater 1995 dissociaria o conceito de

negacao do conceito de oposi¢ao. Naturalmente, a réplica de Béziau 2000 apenas se sustém
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na medida em que a relagdo de subcontrariedade seja considerada, de fato, como uma
rela¢do de oposicao, controvérsia que descartamos no inicio do presente capitulo.

Como ¢ notorio, até¢ formulagdes contemporaneas do Quadrado de Oposigdes
Tradicional, a no¢do de subcontrariedade era tida como uma nog¢ao de oposicao (ver
Ashworth 1974). Desse modo, a correspondéncia biunivoca entre as trés negagdes
mencionadas acima e as trés nogdes aristotélicas de oposicao parece ter patente interesse
historico, no minimo.

Na secao seguinte, analisamos uma “extrapolagdo” da Estrela de Oposigoes de
Blanché, com o intento de representar graficamente, de modo mais completo, a
multiplicidade das nog¢des de oposicao. Propomos, também, algumas idéias para o tema da

geometrizagao logica.

4.3. A paraconsisténcia do Dodecaedro Estelar de Oposicdes

Conforme visto na Se¢do 4.1, o Quadrado de Oposi¢des Tradicional pretende
representar, graficamente, relacdes de oposicdo entre proposi¢cdes quantificadas. De modo
analogo, o Quadrado Modal de Oposigdes pretende representar, graficamente, relagdes de
oposic¢do entre proposi¢des modais. No entanto, um esquema mais completo das formas de
oposi¢ao também deveria contemplar aquela oposicao entre uma proposicao € sua negagao,
de modo geral. Essa imagem mais abrangente poderia ser obtida mediante um octégono de

oposig¢des, porém sob pena de menor clareza.
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SH0L MO

Consideremos, ao invés disso, para melhor resultado, as trés estrelas de oposicao
seguintes, onde A ¢ uma proposicao qualquer.
A Estrela Modal de Oposigdes:

OAou[-A

Shae-dA

contrariedade ™ - ----—
subcontrariedade
contradiciio

A Estrela Paracompleta de Oposigoes:
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e

contrariedade - ----—
suhc unt_rari_e dade ——
contraditoriedade -e————

A Estrela Paraconsistente de Oposigoes:

K
Lea[]4

contrariedade ™ - ----—
subcontrariedade ———
contraditoriedade =e————

Dos 18 vértices das estrelas acima, 6 dos vértices aparecem duas vezes. Assim,

podemos ligar as estrelas numa figura tridimensional, o Dodecaedro Estelar de Oposigoes.
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Nesta figura, as trés estrelas apresentadas acima sd3o contectadas por 6 relagdes de
contradigdo.

Finalmente, o Dodecaedro de Oposigdes parece constituir uma forma mais completa
e sistematica de compreender o conceito de oposicao e, subsequentemente, o conceito de
negacdo em sua pluralidade, apresentando a totalidade de oposicdes entre 12 conectivos
unarios.

Contudo, para fins de generalizagdo formal, € 0til incluir a relacdo de subalternidade
nas representagdes geométricas das oposigoes, entendendo a relagdo de subalternidade
como uma implicagdo. Assim, obtemos representacdes como as figuras abaixo,
respectivamente, o Hexdgono Modal de Oposicdes, Hexdgono Paracompleto de Oposigoes,

Hexdgono Paraconsistente de Oposi¢des e Tetradecaedro de Oposicées’.

O~y

D‘{L.ﬁ.f\\_.qq}ﬁ

L]

ohe__ __y*-oh
{}J':'L-":'!EIJ':".

ﬁ.V:{}ﬁ.

ﬁ.f"ﬁﬁ\wﬁ.

13 Por razdes explicitadas na Se¢do 4.4.1, ndo adotamos aqui o termo Tetradecaedro Légico, usado por
Moretti 2004 para designar este sélido.
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A seguir, examinamos alguns aspectos ainda mais gerais da teoria de oposicoes,

conforme Moretti 2004, sob a perspectiva das chamadas n-oposicdes.
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4.4. A Teoria das n-oposicoes

Baseado nos resultados de Vasil’év, Blanché e Béziau, expostos nas se¢des anteriores
deste capitulo (ver Secoes 4.1-4 ¢ 4.2), Moretti 2004 extrapola a intuicdo do Tetradecaedro
de Oposi¢des para um esquema logico-geométrico mais geral, a teoria das n-oposigoes.
Informalmente, a teoria das n-oposi¢des pretende exprimir relacdes ldgicas de oposicdo em
termos de equidistancia e simetria (geométricas). Segundo Moretti 2004, as “possiveis
relagdes entre logica (modal) e geometria” ainda sdo misteriosas, € podem apresentar
relevancia para outros campos, por exemplo, mas ndo somente, as ciéncias cognitivas, em
especifico a teoria dos “espagos conceituais” de Gardenfors (apud Moretti 2004).

Moretti 2004 defende que a abordagem das n-oposigdes ¢ mais que um ‘“hapax
legomenon”, isto ¢, um evento circunstancial, isolado e sem significado.

Examinamos aqui alguns aspectos dessa teoria, sem nos deter nos aspectos

geométricos formais do tema, os quais fogem ao escopo do presente trabalho.

4.4.1. Frame Geral das an-Estruturas

Primeiramente, definimos as nogdes basicas da teoria de n-oposicdes.

Definiciao 4.4.1.1 Dizemos que duas relacdes de oposi¢ao R e R’ sdo idénticas se, e
somente se, R e R’ sdo equidistantes e apresentam a mesma cor.

Defini¢ao 4.4.1.2 Chamamos simplexo com dimensdo n um objeto geométrico de
dimensdo n, n >0, cujos n+ 1 vértices sdo, dois a dois, equidistantes.

Definicao 4.4.1.3 Denominamos an-estrutura a combinagdo entre dois simplexos

com dimensao n-1, um verde e um azul, tal que:
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a) as n diagonais vermelhas do objeto resultante apresentam o mesmo comprimento;
b) as faces do objeto sdo obtidas conectando cada par de vértices ndo-contraditérios

entre si, um azul e um verde, com setas de cor cinza, do vértice azul para o vértice verde.

Uma an-estrutura possui dimensao n-1, e apresenta 2n vértices.

Cada an-estrutura pretende expressar, exaustivamente, as relacdes de oposi¢ao entre
2n vértices.

Pretendemos associar “relagdo de oposi¢ao” a “equidistancia de pontos”. Para fins de
generalizacdo, queremos aumentar arbitrariamente o nimero de vértices opostos numa on-
estrutura, de forma a identificar o “frame geral” a que pertencem estas estruturas. Todavia,
conforme resultado geométrico conhecido, n pontos ndo podem ser equidistantes, dois a
dois, numa dimensao n-2. Assim, por exemplo, obtemos de pronto a equidistancia de 3
pontos em um triangulo equilatero, mas ndo podemos obter a equidistancia de 4 pontos em
um objeto de 2 dimensdes. Entretanto, conforme resultado conhecido, podemos obter a
equidistancia de 4 pontos em um objeto geométrico, se aumentarmos a dimensdo para 3.
Deste modo, visando manter a associagdo entre ‘“oposicdo logica de n termos” e
“equidistancia de n termos”, devemos recorrer a objetos geométricos de n-1 dimensdes, n >

0, conforme exemplificado na figura abaixo.

Simplexos de dimensdo 0,1,2, 3, 4e 5
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Dada a existéncia da série de simplexos de dimensdo n-1, para n arbitrario, podemos
contruir a série de on-estruturas de dimensdo n-1. A guisa de ilustragdo, tomemos o
Hexagono Modal de Blanché. Neste caso, temos dois simplexos de 2 dimensdes: um azul, o
Triangulo de Contrariedade de Vasil’év, e um verde, o Triangulo de Subcontrariedades de
Blanché. Devemos combina-los de acordo com a Defini¢do 4.3.1.3, como na figura abaixo,

onde as diagonais, indicadas em vermelho, sdo as relagdes de contraditoriedade.

Hexdgono de Blanché
r.,-:—'_‘-—.___‘_‘.u'\‘_‘_.__,_.—-—"'_'_'_\-\"'-
_7 -_'_,_,-;:f [ih-\' L
n+ 1 rd »l/ l
1‘;* SN
contrariedades e implicagdes
subcontrariedades (subalternidades)

QOT Simplexo azul e

simplexo verde a3-estrutura

No caso seguinte, em que n = 4, obtemos uma oan-estrutura tridimensional, que

chamamos Cubo de Oposicées’

Cubo de Oposigiies
: f i -
g “J
a Contrariedade e
Subcontrariedades
]

Simplexos de dimensio ("Stella Octangula') Subalternidades
seguinte

\

Hexagono de Blanche

o4 -estrutura

' Por razdes explicitadas mais adiante nesta se¢do, ndo adotamos aqui o termo utilizdo por Moretti 2004 para
designar este objeto geométrico, a saber, Cubo Logico.
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No caso n = 5, passamos de “4-oposi¢ao” para “5-oposi¢do”, combinando dois
simplexos de 4 dimensdes. A an-estrutura ¢ representada esquematicamente abaixo, em

duas dimensoes.

as-estrutura

o
Jo A
N /' A

Contrariedades e
Subcontrariedades Subalternidades

Cubo de Oposi¢ies

Simplexos de dimensio
seguinte

O Algoritmo Grafico-Oposicional Geral, para cada an-estrutura composta de dois

simplexos de dimensdo n-1, um azul e um verde, pode ser resumido como segue:

(a) todos os pontos azuis sdo contrarios entre si;

(b) todos os pontos verdes sdo subcontrarios entre si;

(c) cada ponto azul ¢ contraditério a um, e apenas um, ponto verde;
(d) cada ponto verde ¢ contraditério a um, e apenas um, ponto azul;
(e) cada ponto azul implica n-1 pontos verdes;

(f) cada ponto verde ¢ implicado por n-1 pontos azuis.
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Observamos que, na cldusula (e), o nimero de pontos implicados por um ponto azul
A ndo pode ser o total n de pontos verdes, pois hd sempre exatamente um ponto verde
contraditorio ao ponto A. Observagdo analoga aplica-se a clausula (f).

Finalmente, Moretti 2004 examina algumas outras propriedades desse frame geral,
apontando um possivel algoritmo, que permite, dado um sistema modal normal qualquer,

“traduzir” as relacdes entre modalidades em a3-estruturas.
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Consideracoes Finais

Na presente Dissertacdo, conseguimos perfazer com éxito o objetivo de analisar
algumas relagdes entre o conceito de operador modal e o conceito de operador de negacao
paraconsistente, fundamentados em diversos resultados, como as recentes contribui¢des de
Béziau 2000, 2002b, 2004 ¢ 2006 ¢ Moretti 2004.

Pudemos examinar algumas ldgicas paraconsistentes, conforme Castro 2004, Béziau
2000, 2002b, 2004 ¢ 2006 ¢ Marcos 2004, por exemplo, a hierarquia de calculos
proposicionais Cs, 1 < n < ®, de da Costa (ver da Costa 1963a, 1963b, 1964a, 1964b,
1964c ¢ 1974b), e a 16gica modal paraconsistente Z de Béziau, adicionando demonstracdes
e definigdes nao presentes em Béziau 2006.

Realizamos, além disso, uma analise critica da proposta de Béziau 2000 ¢ Moretti
2004, concernente as relagdes entre o conhecido Quadrado de Oposicdes Aristotélico, a
logica modal e a negagdo paraconsistente. Para tanto, Béziau 2000 propde um novo
esquema geomeétrico de oposigoes, o Dodecaedro Estelar de Oposicdes.

O Dodecaedro Estelar de Oposigoes (ver Béziau 2000) pretende sistematizar e
compreender o conceito de oposi¢do e, subsequentemente, o conceito de negagdo em sua
pluralidade logica — isto €, enquanto negagdo paraconsistente, negacao paracompleta e
negacao classica —, apresentando a totalidade de oposi¢des entre 12 conectivos unarios.

Baseado nos resultados de Vasil’év, Blanché e Béziau, Moretti 2004 extrapola a
intui¢do do Dodecaedro de Oposi¢des para um esquema logico-geométrico mais geral, a
teoria das n-oposi¢oes. Informalmente, a teoria das n-oposicoes pretende exprimir relagdes

logicas de oposicao em termos de equidistancia e simetria (geométricas). Moretti 2004
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defende que a abordagem das n-oposi¢des ¢ mais que um “hapax legomenon”, isto ¢, um
evento circunstancial, isolado e sem significado. Moretti 2004 afirma que as “possiveis
relagdes entre logica (modal) e geometria” ainda sdo misteriosas, € podem apresentar
relevancia para outros campos, por exemplo, mas ndo somente, as ciéncias cognitivas; em
especifico, a teoria dos “espagos conceituais” de Girdenfors (apud Moretti 2004).

Todavia, parece precipitado afirmar que a teoria de n-oposi¢des ¢ um caminho para a
geometrizagdo da logica, quando tal teoria parece tratar, mais especificamente, de uma
sistematizacdo geométrica das relagcdes entre modalidades. Como mencionado previamente,
na Secdo 4.3, Béziau 2000 sugere que a teoria de oposi¢des aponta, de forma mais geral,
para uma sistematizacao das relagdes entre diferentes negagdes, ou seja, uma relagao entre
diferentes 16gicas, quanto ao aspecto da negacdo. Se aderimos a este ponto de vista, a teoria
de n-oposigdes constitui, mais propriamente, uma geometrizagao possivel de certo aspecto
meta-16gico. Desse modo, ndo adotamos aqui a posi¢do sugerida por Moretti 2004, qual
seja, a de que a teoria de n-oposigdes constitui um caminho possivel para a geometrizagao
logica, em geral. De fato, sob a perspectiva reducionista, algumas peculiaridades da teoria
de n-oposigdes parecem dispensaveis: de modo andlogo ao da logica cléassica, poderiamos
talvez reduzir o nimero de relagdes logico-geométricas a uma unica relagdo, digamos, a
implicagdo, definindo a constante | como um vértice, ¢ definindo as demais oposi¢des a
partir desses primitivos. Neste caso, a relagdo de implicacdo seria definida como a propria
equidistancia entre pontos, com propriedades adicionais, e a complexidade de formulas
seria “traduzida” em termos de dimensdes geométricas. Obteriamos talvez, assim, uma
analogia mais econOmica entre logica e geometria. Em trabalhos futuros, pretendemos

explorar essas idéias, buscando outras solu¢des para o problema da geometrizacao logica.
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Além disso, consideramos que a abordagem geometrizante de Moretti, apesar de seu
criativo formalismo, ndo parece contribuir significativamente para a compreensdo do
conceito de oposi¢ao generalizado.

Tencionamos analisar algumas contribui¢des de Marcos 2004, Vakarelov 1989 ¢
Dosen 1999, relacionando-as com o tema das modalidades paraconsistentes, e examinando
a tese de Béziau 2002b e 2004, a saber, “o sistema modal S5 ¢ uma logica
paraconsistente”, e a possibilidade de se obter logicas modais a partir das logicas
paraconsistentes.

Pretendemos ainda explorar mais sistematicamente a indeterminagdo inerente a no¢ao
de oposi¢do, internalizando o conceito de indeterminacdo na logica epistémica (cf.
Hintikka 1962), mediante a nocao de “ndo conhecer”, propondo relagdes entre a nogao
epistémica de indeterminagdo e a no¢ao de negacao paraconsistente subjacente ao Sistema
Z. A partir da definicio de um operador de indeterminagdo na logica epistémica,
representando a nocdo de “ndo conhecer”, procuraremos desenvolver um sistema
axiomatico baseado no Sistema Z e demonstrar a completude desse sistema. Ensejamos,
desse modo, examinar possiveis conexdes filosoficas entre o conceito de negagao
paraconsistente ¢ o conceito de indeterminagdo. Sobretudo, pretendemos desenvolver
consequéncias dessas idéias para as chamadas “logicas da crenca” e “logicas do
conhecimento implicito” (ver Carnielli e Pizzi 2001 ¢ 2008), fundamentando-nos na nogao
de “crenca coletiva” como critério de conhecimento.

Visamos ainda introduzir a no¢cdo modal de “tempo” nesses sistemas, através de

multimodalidades (ver Carnielli e Pizzi 2001 ¢ 2008).
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Outrossim, tencionamos investigar como o Quadrado de Oposicdes e a Teoria de n-
Oposi¢des se relacionam com essa nova perspectiva, e as relacdes filosoficas dessas idéias

com a Teoria do Conhecimento.
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