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For, aside from the fact that the
concepts occurring in this calculus
possess an objective importance
and are in these times almost
indispensable in any scientific
discussion, the calculus of relations
has an intrinsic charm and beauty
which makes it a source of
intellectual delight to all who
become acquainted with it.

A. Tarski
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Resumo

Neste trabalho, investigamos a légica e a aritmética das relagoes bindrias. Propo-
mos um sistema axiomdtico para a dglgebra relacional, com o objetivo de “flexibilizar”
a aritmética das relagoes, dada por essa algebra. No nosso sistema, a nogao de co-
nexao de Galois desempenha um papel central. A légica subjacente ao sistema é a
logica da ordem. Introduzimos uma formalizagao desta logica e apresentamos uma
comparacao formal desta com a bem conhecida [dgica equacional, considerando o
poder de expressao, o poder de prova e a normalizagao de provas. Aperfeicoamos o
sistema de deducao natural, introduzido por W. W. Wadge, para a [dgica cldssica
das relacoes e, a partir da nossa versao, introduzimos um sistema de deducao na-
tural para a [dgica intuicionista das relacoes. Com estes dois sistemas, mostramos
que o Teorema K, um dos primeiros teoremas do céalculo relacional, demonstrado

originalmente por A. De Morgan, pressupoe a logica classica como norma dedutiva.
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Abstract

In this work, we investigate the logic and arithmetic of binary relations. We
propose an axiomatic system for relation algebra, aiming at easing the arithmetic
of binary relations, given by this algebra. In our system, the notion of Galois
connection plays a central role. The underlying logic of the system is the logic
of order. We introduce a formalization of this logic and compare it with the well
known equational logic, considering the expressive power, the proof power and the
normalization of formal proofs. We improve W. W. Wadge’s natural deduction
system for the classical logic of relations and, from our version, we introduce a
system of natural deduction for the intuitionistic logic of relations. With these two
systems, we show that Theorem K, one of the first theorems of the relational calculus,
originally demonstrated by A. De Morgan, assumes classical logic as standard, since

it cannot be obtained within the intuitionistic logic of relations.
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Introducao

Neste trabalho, investigamos alguns aspectos da aritmética e da ldgica das
relagoes bindrias.
Quando relagoes binarias sao objeto de estudo matematico, geralmente, elas sao

consideradas como dlgebras, ou seja, como conjuntos nao vazios:
1. cujos elementos sao as relacoes bindrias em questao,

2. munidos de operacoes distinguidas, que atuam sobre relagoes binarias e tém

relacoes bindrias como resultado,

3. munidos de relagoes distinguidas, que atuam sobre relacoes bindrias e tém um

valor, verdadeiro ou falso, como resultado.

Neste modelo, a relacao de igualdade (entre relagoes) estd, obrigatoriamente, entre
as relagoes distinguidas da dlgebra.

Esta apresentagao algébrica pode ser utilizada tanto para o tratamento de relagoes
especificas, quanto para o tratamento das relagoes em geral. Por exemplo, podemos

considerar:

1. as relagoes binarias entre nimeros naturais identidade (=), menor (<), maior

(>) e menor ou igual (<), como elementos de um universo;
2. as operagoes unido (U) e inversdo (~'), como operagoes distinguidas;
3. as relagoes inclusio (C) e igualdade (=), como relagoes distinguidas.

A partir desses elementos, podemos investigar algumas propriedades das relacoes
=, <, < e >, por meio de expressoes linguisticas — que podem ser verdadeiras ou

falsas — tais como:



< C = (falso)

< ! = > (verdadeiro)

= U < = < (verdadeiro)

Por outro lado, se estamos interessados em investigar as propriedades das relagoes
binérias em geral, podemos considerar um conjunto qualquer B # () como conjunto
base, e o conjunto 28*8 de todas as relacoes bindrias entre elementos de B, como
conjunto universo. Neste caso, a escolha das operagoes vai depender do tipo de

investigacao que estd sendo levada a termo e dos propositos em questao.

Esta maneira de tratar as relacoes bindrias estda fortemente relacionada com
o desenvolvimento do calculo relacional, cujas origens descrevemos brevemente a

seguir, como motivacao historica do nosso trabalho.

De Morgan, 1860. A. De Morgan (1806-1871) foi o primeiro autor a considerar

um tratamento sistemético das relagoes bindrias [DMG60].

O principal objetivo de De Morgan era estender a silogistica para dar conta da

validade de argumentos que contém enunciados como:
todo homem acredita em algum deus,

que possuem ocorrencias de outras particulas além da cépula € e que possuem
ocorréncias de quantificadores tanto nos sujeitos quanto nos predicados. Sob esta
perspectiva, De Morgan introduziu e investigou as operacoes de complementacao,
reversao, composicao, e mais duas operacoes que nao possuem nomes especificos,
sobre relagoes. Estas duas operacgoes consideradas por De Morgan podem ser vistas
como “inversas da composigao” e estao diretamente relacionadas com a quantificagao

de sujeitos e predicados.

Considerando U como universo de discurso, R e S relagoes bindrias em U e

utilizando uma notagao semelhante a utilizada em [SS93, Sch11], as operagoes in-
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troduzidas por De Morgan podem ser definidas por:

C

RT 2= {(z,y) €U x U : (z,y) € R}
R w= {(z,y) e UxU: (y,x) € R}
RoS == {(z,y) e UxU:3z((x,z) € RA(z,y) € S)}
R4S = {(z,y) €U xU :Vz2((z,2) € R+ (2,y) € S)}
RS = {(z,y) e U xU :Vz2((z,2) € R— (2,y) € S)}

Tomando estas operagoes como base, De Morgan iniciou a investigacao das leis
aritméticas fundamentais sobre relagoes. Por exemplo, provou os seguintes resulta-
dos, para todas as relagoes R, S e T

T

R =R
T T T
(RoS) =S oR
RoSCT=R oT" CS°

Uma lista (aparentemente) completa dos resultados aritméticos apresentados por
De Morgan, em [DM60], pode ser encontrada em [Mer90].

De Morgan também foi o precursor do estudo de relagoes que satisfazem certas
propriedades especiais, introduzindo algumas noc¢oes fundamentais sobre relagoes,
como por exemplo, ser reflexiva, simétrica (que ele chamou de convertivel) e tran-
sitiva. Em particular, De Morgan precebeu que as relagoes simétricas e transitivas
desempenhavam um papel importante na sua analise sobre a validade de silogismos.

Mais especificamente, dada uma relagao R, De Morgan definiu:
T
R é convertivel & RC R

R é transitiva & RoR C R

Utilizando estas definicoes, De Morgan ilustrou a utilidade das propriedades
aritméticas fundamentais, ja estabelecidas, investigando estes tipos de relagoes. Por

exemplo, ele provou que, para toda relacao R, temos:
T / Ve
RoR ¢ convertivel
De fato, aplicando as propriedades aritméticas fundamentais, é imediato verificar

que
T T

T T T T
(] ~ O ~ 1O v .
(RoR) R oR = RoR

b}



Se R é transitiva, também temos:
T C C
R oR CR

Da mesma maneira, aplicando as propriedades aritméticas fundamentais, neste caso,

temos:

T C C
RoRCR=R oR CR

Muitos autores consideram que o trabalho de De Morgan tem um valor intrinseco,
por ser o fruto de uma das primeiras tentativas sistemdaticas de romper com as
amarras impostas pelos que propunham a silogistica como um sistema universal.
Porém, como sistema légico-algébrico, o calculo relacional de De Morgan deixa um
pouco a desejar, talvez por nao ter sido definido dentro do paradigma algébrico-
abstrato, emergente em sua época. Podemos dizer que, na verdade, De Morgan
apenas aponta o caminho e deixa em aberto o problema de definir uma algebra das

relagoes.

Peirce, 1870-1892. C.S. Peirce (1839-1914) estendeu o trabalho de De Morgan
e promoveu o desenvolvimento do célculo relacional a outro patamar. Em [Pei83],
encontramos o que é considerado a forma mais bem acabada da algebra de relacoes

bindarias definida por Peirce.

O principal objetivo de Peirce era estender a dlgebra de conjuntos (dlgebra Bo-
oleana, na expressao de Peirce) para criar uma algebra das relagoes binarias que
fosse adequada para a investigacao dos aspectos logicos das relagoes bindrias. Peirce
introduziu e investigou as operacoes Booleanas de complementagao, intersecao e
uniao, em paralelo com as operagoes Peirceanas de reversao, composi¢cao e dual
da composicao. Além de adicionar novas operacoes aquelas definidas por De Mor-
gan, Peirce também introduziu e investigou as relacoes distintas wvazia, universal,

tdentidade e diversidade, sobre um universo de discurso dado.

Considerando U como universo de discurso, R e S relagoes bindrias em U e

utilizando uma notagao semelhante a utilizada em [SS93, Sch11], as operagoes in-
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troduzidas por Peirce podem ser definidas da seguinte maneira:

RS == {(z,y) eUxU:(x,y) € RA(x,y) € S}
RUS == {(z,y) eUxU:(z,y) € RV (z,y) € S}
ReS == {(z,y) eUxU:Vz((x,z) € RV (z,y) € S)}
0 = {(z,y) eUxU:z,yg U}

E = {(z,y) eUxU:x,yecU}

I = {(z,y) eUxU:z=y}

D t= {(z,y) eUxU:xz#y}

Ao adotar estas operacoes e relacoes distintas na definicio da sua algebra das
relagoes, Peirce destaca a existéncia de dois componentes que se interrelacionam:
um conjuntista e outro relacional.

Entre os componentes conjuntistas, a vezes chamados de estdticos, estao as
operagoes, aplicadas sobre relagoes, que sao definidas para conjuntos em geral, en-
quanto que, entre os componentes relacionais, as vezes chamados de dinamicos, estao
as operacoes, aplicadas sobre relagoes, que levam em conta a estrutura interna das
relagoes como conjuntos de pares ordenados. As operacoes Booleanas sao exemplos
de componentes estaticos e as operacoes Peirceanas sao exemplos de componentes
dinamicos.

Assim, Peirce expoe um paralelismo entre as operacoes Booleanas e Peirceanas,

que evidencia algumas propriedades analogas.

Estitico : RUS RMS R O E
Dindmico : R®S RoS R | D
Este paralelismo destacado por Peirce desempenha um papel importante em um
dos sistemas que iremos introduzir neste trabalho.
E f4cil ver que o sistema proposto por Peirce contém o de De Morgan como um
subsistema. De fato, as operagoes de complementagao, reversao e composicao sao
adotadas por Peirce. Além disso, é facil ver que as outras operagoes podem ser

interdefinidas: c
C
R<S = (R o5)
C C
R>S = (RoS)
Assim, todas as leis provadas por De Morgan também fazem parte do repertorio pro-

vado por Peirce. Mas além destas, Peirce apresenta varias leis especiais envolvendo

7



as operacoes introduzidas por ele. Em particular, as seguintes leis sao verdadeiras

para todas as relagoes R, S e T"

Ro(S®T)C (RoS)®T

(R®S)oT CR®(SoT)

T

|CR®OR"

ICRES < ICSABRa1CS @R < I1CR @S

Uma lista (aparentemente) completa dos resultados aritméticos apresentados por
Peirce, em [Pei83], pode ser encontrada em [Mad91].

A abordagem de Peirce foi essencial para que o cédlculo relacional pudesse evoluir
como teoria algébrica. Talvez por essa razao, A. Tarski (1901-1983) tenha conferido

a Peirce (e ndo a De Morgan) o titulo de ‘criador’ do célculo relacional.

Schréder, 1895. Coube a F.W.K.E. Schroder (1841-1902) o papel de explorar as
fronteiras matematicas do calculo relacional de Peirce [Sch95]. Por exemplo, uma das
aplicacoes do calculo relacional, vislumbrada por Schroder, foi utiliza-lo como recurso
matematico para resolver um problema investigado a época, principalmente, por R.
Dedekind (1831-1916), sobre defini¢oes indutivas na fundamentagdo dos nimeros
naturais. Mais ainda, Schroder sugeriu converter o calculo relacional de Peirce,
potencializado com novas operagoes infinitarias, em uma possivel ferramenta para a
fundamentagao da matematica, abrindo caminho para uma nova investigacao, além
da logica, nao prevista por seus antecessores.

Schroder introduziu e investigou as operagoes de fecho transitivo, fecho reflexivo-
transitivo e suas duais, para as quais provou varios resultados aritméticos funda-
mentais, além de demonstrar varios teoremas do célculo relacional de Peirce.

Considerando U como universo de discurso, R e S relagdes binarias em U e utili-
zando uma notacao moderna, as operacoes introduzidas por Schroder sao definidas

da seguinte maneira:



R = {(z,y) eUxU:IneN,zy,...,x, €U((z,21) E RA...N(2p,y) € R)}
A (@) EUXU:z=yVIneN,z1,..., 20 € U((z,11) € RA ... A (2n,y) € R)}
RO = {(z,y) eUxU:VneN,zy,...,z, €U((z,71) ERV ...V (zp,y) € R)}
[ — {(@,y) eUXU:z=yVV¥neN,z,...,zn € U((z,21) € RV ...V (¢n,y) € R)}

O trabalho de Schréder foi, por muito tempo e por muitos autores, conside-
rado como marginal. Atualmente é visto como uma das pecas fundamentais no
desenvolvimento das ideias que levaram ao estabelecimento da légica matematica,

principalmente dentro da chamada tradigao algébrica.

Lowenheim, 1915 e 1940. Embora L. Lowenheim (1878-1957) nao tenha con-
tribuido diretamente com o desenvolvimento do calculo relacional e, geralmente, nao
seja citado ao lado de De Morgan, Peirce e Schroder, como integrante dessa linha
histérica, seus trabalhos foram, em grande medida, desenvolvidos sobre o calculo
relacional de Peirce-Schroder. A possibilidade de fundamentar a matematica sobre
uma teoria das relagoes bindrias foi defendida enfaticamente por Lowenheim.

As contribuigoes de Lowenheim [Lowlb] que consideramos importantes neste

contexto foram:

— A prova de que nem todo enunciado de um fragmento do célculo relacional de
Peirce-Schroder (que corresponde a Légica de Primeira Ordem com Igualdade)
pode ser escrito como uma igualdade do calculo relacional de Peirce, isto é,

apenas com as operagoes Booleanas e Peirceanas, introduzidas por Peirce.

— A prova do primeiro meta-resultado sobre o calculo de Peirce-Schroder. A
saber, que no fragmento deste cédlculo que corresponde a Légica de Primeira
Ordem com Igualdade, toda sentenca que possui um modelo infinito, também
possui um modelo enumeravel. Esta é uma versao primitiva do famoso Te-
orema de Lowenheim-Skolem, considerado o primeiro resultado da teoria de

modelos da légica de primeira ordem (LPO).

— A prova de que, com a introducao de mais duas relagoes distintas “especiais”,

qualquer enunciado da LPO pode ser reescrito como uma igualdade do calculo



relacional de Peirce.

A influéncia do Teorema de Lowenheim, sobre a impossibilidade da LPO defi-
nir a no¢ao de nao enumerabilidade, nao encontra precedentes no desenvolvimento
da légica matematica. Por outro lado, o seu uso sistemético do calculo de Peirce-
Schroder e sua insisténcia sobre a utilizacao deste calculo como um veiculo para a
fundamentacao da matematica nao encontraram eco entre os seus contemporaneos,
pelo contrario, parece que houve um certo desinteresse pelo calculo relacional. Mui-
tos anos passaram-se até que A. Tarski (1901-1983) tenha retomado o estudo formal
das relacoes binarias, propondo uma abordagem logico-algébrica moderna para o

calculo relacional.

Tarski, 1941-1987. A ‘beleza intrinsica’ do calculo de Peirce-Schroder, junta-
mente com a motivacao de elaborar um sistema algébrico no qual a matematica
pudesse ser formalizada — sugerida por Lowenheim — inspiraram A. Tarski (1901—
1983) a propor, em [Tar4l], uma retomada dos estudos do célculo relacional, no
ambito da légica. Neste artigo, Tarski considera dois métodos para formalizar o
calculo relacional. O primeiro, que tem como resultado uma formalizacao rigorosa
da légica das relagoes (proveniente do calculo de Peirce-Schréder), consiste essencial-
mente em estender a LPO por meio de um conjunto de predicados binérios, fechado
sob certas operacoes de construcao de predicados binarios. A este sistema Tarski
denomina teoria elementar das relagoes (bindrias) (TERB). O segundo, que Tarski
denomina cdlculo das relagdes (CR), consiste essencialmente em tomar o fragmento
da TERB que ¢ restrito a Légica Sentencial.

Apés aplicar o CR para apresentar provas formais de alguns teoremas do cédlculo
relacional, Tarski obtém como corolario a seguinte generalizagao de um resultado de

Schroder, sobre o poder de expressao e o poder de prova do fragmento equacional:

toda sentenca do CR pode ser tranformada em uma sentenca equivalente

da forma R = S, e mesmo da forma T = 1.

Este resultado sugere outro método para formalizar o calculo relacional, que consiste

essencialmente em tomar o fragmento do CR que ¢é restrito a Légica Equacional, ou
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seja, manter apenas as equagcoes como férmulas, ja que estas dao conta de exprresar
qualquer informacao que possa ser expressa no calculo das relagoes.

Uma apresentacao equacional do cdlculo das relagoes (binarias) — principal-
mente no que diz respeito a escolha de um conjunto adequado de axiomas — levou
Tarski a defini¢do da dlgebra relacional (AR). Devemos ter cuidado para nao confun-
dir algebra relacional no sentido de Tarski, com dlgebra relacional no sentido de F.
Codd [Cod70]. Em portugués o termo é ambiguo, mas em inglés usa-se, atualmente,
relation algebra para a teoria de Tarski e relational algebra para o sistema de Codd.

Apos notar algumas semelhancas entre o calculo das relagoes e a teoria dos
grupos, Tarski iniciou a discussao de uma série de problemas metaldogicos que ainda

fomentam o interesse nos estudos dos célculos relacionais em geral:

1. Problema da Completude — Toda sentenca do CR, que é verdadeira em todos

os dominios, é derivavel a partir dos axiomas do CR?

2. Problema da Representacdio — Todo modelo dos axiomas do CR é isomorfo a

uma algebra de relacoes?

3. Problema da Decidibilidade — Existe um método que nos permite, em cada
caso particular, decidir se uma dada sentenca, expressa na linguagem do CR, é

um teorema do CR?

4. Problema da FEzxpressividade — Toda sentenca formulada na TERB pode ser

transformada em uma sentenga equivalente do CR?

5. Problema da Decidibilidade da Fxpressividade — Como a resposta para o Pro-
blema da Expressividade é negativa, existe um critério para, em cada caso
particular, decidir se uma dada sentenca expressa na linguagem da TERB, pode

ser transformada em uma sentenca equivalente do CR?

Além de resgatar o estudo formal das relagdes binarias, transpondo-as para um
ambiente matematico contemporaneo, onde resultados andlogos aos obtidos para a
Algebra Booleana poderiam ser investigados, as principais contribui¢oes de Tarski,

nesta época, foram:
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— A prova de que o Problema da Decisao tem uma resposta negativa. A existén-
cia de uma prova foi anunciada em [Tar41], mas uma prova completa sé foi

publicada em [GT8T7].

— A propria definicao de AR, elaborada em conjunto com seu estudante B.
Jénsson, em 1948 [JT48], que consistiu originalmente de uma proposta de
axiomatica algébrica finitaria (conjunto finito de operagoes primitivas e con-

junto finito de axiomas equacionais) para o célculo relacional de Peirce.

— Uma generalizacao do resultado de Lowenheim sobre a limitacao do poder
expressivo do CR em comparagao com a TERB. Em [Tar53], Tarski anunciou a
caracterizagao das sentencas da Ldgica das Relagdes Bindrias (LPO restrita

as relagoes bindrias) que podem ser reescritas como uma igualdade da AR.

— Uma generalizacao de outro resultado de Lowenheim, mostrando como po-
demos estender os axiomas propostos por ele (Tarski) para obter um célculo
relacional no qual qualquer sentenca da LPO pode ser reescrita como uma

igualdade do calculo de Peirce.

Atualmente, a AR é investigada de acordo com os paradigmas algébricos, cujas

énfases podem ser:

— Aritmética: quando o interesse é obter formulas que expressem as propriedades

dos elementos e das operacoes de uma algebra relacional;

— Algébrica: quando o interesse é investigar a classe das estruturas que os axi-
omas definem, teoremas de representacao, construcao de algebras relacionais
a partir de outras algebras relacionais por meio de conceitos como subdlgebra,

homomorfismo, produto direto etc.;

— Logica: quando o interesse esta na construcao de sistemas légicos cujos mo-
delos sao contra-partes das algebras de relagoes. Nesta énfase, a preocupacao
¢é estabelecer a sintaxe, a semantica e o mecanismo de inferéncia do sistema,
seguidos da investigacao sobre os problemas usuais de corretude e completude,
além do poder de expressao, da teoria da prova, da complexidade do sistema,

etc.
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Acreditamos que esta breve descricao histérica seja suficiente para contextuali-
zar o nosso trabalho. Muitos autores, resultados e desenvolvimentos, anteriores e

posteriores a Tarski, foram omitidos pois estao fora dos propésitos desta introdugao.

Nossa abordagem da aritmética das relagbes é desenvolvida a partir da AR.
Como mencionamos, em [Tar53], Tarski provou que nao existe um algoritmo para
determinar se uma equacao da AR — i.e., uma equacao envolvendo elementos ar-
bitrarios de uma algebra relacional e as operagoes sobre estes — é uma consequéncia
dos axiomas que a definem. O exercicio de calcular férmulas (provar teoremas) da
AR torna-se, muitas vezes, uma experiéncia frustrante pois, como esse resultado
mostra, a aritmética da AR é intrinsicamente “indigesta”.

Neste trabalho, propomos um sistema de axiomas para a AR que torna a sua
aritmética mais “flexivel”, em comparacao com alguns dos principais sistemas pro-
postos na literatura [CT51, JT93, Dij90]. Mantemos o carater algébrico do sistema
original, mas “priorizamos” inequacoes como férmulas, ao invés de equacgoes, pois a
ordem desempenha um papel central no nosso sistema.

Para fundamentarmos o sistema sobre o ambiente algébrico dado pelas ine-
quacgoes, introduzimos um formalismo para a ldgica da ordem, o qual comparamos
com um formalismo para a usual e bem explorada ldgica equacional.

Grosso modo, o propodsito do nosso sistema de axiomas para a AR é fornecer
uma dinamica de prova que facilite as demonstragoes dos teoremas. Isto é feito por
meio da aplicacao de conezxoes de Galois, estabelecidas pelos axiomas.

Nossa abordagem da légica das relagoes é através de sistemas de deducao na-
tural. Propomos melhorar o sistema introduzido por W.W. Wadge [Wad75], cuja
motivacao original foi formalizar a AR em um sistema logico. Além disso, a partir
da nossa versao do sistema do Wadge, introduzimos um sistema para o que podemos
chamar de ldgica intuicionista das relagoes. Com esses formalismos, os resultados
do calculo relacional podem ser investigados quanto aos seus pressupostos légicos, se
cldssicos ou intuicionistas. Em particular, investigamos o Teorema K, demonstrado
originalmente por De Morgan e considerado o primeiro teorema “mais sofisticado”
do célculo relacional. Mostramos que este resultado nao pode ser integralmente

obtido em um calculo relacional cuja logica subjacente seja a logica intuicionista.
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Pontualmente, os principais resultados e desenvolvimentos deste trabalho sao:

uma formalizagao da légica da ordem;
— uma investigacao formal da relacao conceitual entre ordem e igualdade;

— a introducao de um sistema de axiomas para a AR que torna sua aritmética

mais flexivel;

— a introducao de um sistema de deducao natural para a légica intuicionista das

relacoes, obtido a partir de uma versao aprimorada do sistema de Wadge;
— a elucidagao dos aspectos cldssicos e intuicionistas do Teorema K.

Reforcamos que esta tese é sobre a légica e a aritmética das relagoes. O leitor
interessado nas propriedades algébricas da AR, desde resultados obtidos por Tarski

até desenvolvimentos mais recentes, pode consultar [Mad06] e [HH02].

No Capitulo 1, preparamos as bases formais do nosso sistema de axiomas para a
AR. Introduzimos a ldgica da ordem L< e demonstramos os resultados de corretude,
completude e normalizacao de provas.

No Capitulo 2, propomos uma analise formal da relagao conceitual entre igual-
dade e ordem. Em particular, avaliamos, tecnicamente, uma alegacao informal de
Peirce, segundo a qual existe um sentido 16gico para afirmar que a ordem é um con-
ceito ‘mais amplo’ e portanto ‘logicamente mais simples’ do que a igualdade [Pei73].

No Capitulo 3, tratamos a aritmética das relagoes a partir da AR. Apds apre-
sentarmos o conceito de conexdo de Galois e demostrarmos algumas de suas pro-
priedades bésicas, introduzimos o nosso sistema de axiomas para AR. Mostramos
que os axiomas estabelecem conexdes de Galois e apresentamos a dinamica de
prova deste sistema. Comparamos o nosso sistema com os que foram propostos
em [JT93], [CT51] e [Dij90]. Finalmente, provamos a consisténcia dos axiomas e
derivamos os axiomas dos sistemas mencionados a partir dos nossos.

No Capitulo 4, tratamos a légica das relagoes em sistemas de deducao natural.
Refinamos o sistema de Wadge e, a partir da nossa versao, introduzimos um sistema

de deducao natural para a logica intuicionista das relacoes. Provamos os teoremas
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de corretude e completude para ambos os sistemas e investigamos o Teorema K a

partir dos mesmos.
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Capitulo 1

A logica da ordem Lc

O estudo da relacao das partes com o todo é chamado, em algumas tradigoes
filoséficas, de mereologia [Varl2]. Conceitualmente, sob o enfoque deste trabalho,
essa relacao generaliza a nogao de ordem, definida matematicamente. Por isso,
chamamos de raciocinio mereoldgico o mecanismo de inferéncia no qual inequacoes
— proposigoes que expressam uma ordem entre dois elementos — sao deduzidas a
partir de outras inequacoes, por alguma regra de substituicao de termos por termos
menores ou maiores, dependendo da ordem em questao. Consideramos como [dgica

da ordem qualquer formalizagao do raciocinio mereoldgico.

Nao é facil encontrar, na literatura, sistemas formais propostos para a légica da
ordem, no contexto em que esta é tratada aqui (uma excegdo pode ser encontrada
em [Blo76]). Por essa razao, optamos por introduzir o formalismo L<, baseados no

tratamento formal para a [dgica da igualdade, apresentado em [Hen77].

Na Secao 1.1, definimos a sintaxe de L<. Na Secao 1.2, apresentamos o me-
canismo de inferéncia deste sistema e definimos a noc¢ao de prova mereoldgica. Na
Secao 1.3, demonstramos a normalizacao das provas mereologicas. Na Secao 1.4,
definimos a semantica de L< para, finalmente, na Secao 1.5, demonstrarmos sua

corretude e completude.

1.1 Sintaxe

O alfabeto de L< ¢é dado nas seguintes categorias gramaticais:
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— Variaveis individuais: uma sequéncia enumeravel de simbolos,

<$1,ZL’2,...,JI1‘,...>,

O conjunto das variaveis individuais é denotado por Var e seus elementos sao

denotados genericamente pelas letras x, ¥y, z, indexadas ou nao.

— Sitmbolos para operagiées (operadores): para cada n € N, uma sequéncia, pos-

sivelmente vazia, de simbolos,
Ope, = (f' i e I).

Cada elemento f* € Ope,, é um simbolo de operagao n-drio.

O conjunto dos simbolos para operacoes é

Ope = O Ope,,

e seus elementos sao denotados genericamente pelas letras f, g, h, indexadas

ou nao.
— Simbolo de ordem: um tnico simbolo,
<,

chamado o simbolo de ordenacao.

— Simbolos auziliares: os simbolos,

( Y )7

chamados de abre parénteses, virgula e fecha parénteses, respectivamente.

Os termos de L< sao definidos pela seguinte gramética:
t o= x| f(ts,... tn),

onde z € Var e f € Ope,.

O conjunto dos termos é denotado por Trm e seus elementos sao denotados

genericamente pelas letras t, u, v, indexadas ou nao.
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As formulas de L<, chamadas de inequagoes, sao as expressoes da forma:
i1 < 1,

onde t1,ty € Trm.

Como usual, quando interpretados, os simbolos de Ope denotam operacoes n-
arias definidas sobre um dominio de interpretacao das varidaveis. Em geral, estas
operacoes poderiam nao ter relacao alguma com a interpretacao de <. Mas, em
todos os contextos que vamos considerar, as operagoes sao monotonicas (preservam
a ordem) ou antitonicas (revertem a ordem) em cada uma das suas coordenadas.
Assim, temos a seguinte definicao, que impoe uma restricdo na interpretacao dos

operadores, especificando seus comportamentos com relagao a ordem.

A caracteristica de um operador f € Ope,, é uma sequéncia (1, g, . . ., S,), onde
s; € {p,i} para 1 <i <n.
Intuitivamente, a caracteristica de f expressa, para cada coordenada i, 1 < i <mn,

se a operacao simbolizada por f preserva ou inverte a ordem na coordenada i.

1.2 Mecanismo de inferéncia

O conceito de drvore e algumas terminologias usuais sobre arvores, tais como
folha, raiz, tamanho, posicao etc., estarao envolvidas em muitas definicoes e de-
monstracoes a partir daqui. Assumimos que estes termos sejam conhecidos pelo
leitor, caso contrario, podem ser encontrados na maioria dos textos introdutérios
sobre grafos.

Uma operagao sintatica que costuma desempenhar papel importante na for-
mulagao de algumas regras de inferéncia de sistemas formais em geral, nao apenas
em L., é a operagao de substituicao.

Uma substitui¢ao é uma funcao s : Var — Trm.

Seja t € Trm e s uma substituicao. O termo obtido de t pela substituicao s,

denotado s*t, é definido, recursivamente, da seguinte maneira:

— s (f(ty, ..., tn)) = f(s¥t1,...,st,).
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Quando nao houver ambiguidade, vamos denotar s* simplesmente por s.

Apresentamos as regras de inferéncia de £« como pares % ,onde I' é uma con-
junto de inequacgoes e ¢ é uma inequacao, chamadas, respectivamente, de premissas
e conclusao.

Dado um conjunto I' de aziomas (inequagoes), as regras de inferéncia de L< s@o

as seguintes:

Axi @ paratodo p €I Ref t<t
- 1 <ty lo < 13
ra
i1 <3
/ /
; nh<t, ..t <t oy 1St
om T
f(u17"'7un)§f</017"'7vn) St1§8t2
onde s é uma substituicdo qualquer.
onde <81, ceey 5n> ¢é a caracteristica de f e
i se8; € i ses; €l
B t S; € N t s; €1
Ui 1= " s . , U = ’ ,
i seS; €l tz se S; € P
Quando uq, ..., Uy, v1, ..., v, sao tais como estao definidos na regra Com, dizemos
que Uy, ..., Up,V1,...,V, estao de acordo com a caracteristica do operador f.

Uma prova mereologica a partir de I' é uma drvore rotulada com inequacoes,
denotada genericamente por II ou 7, indexada ou nao, definida pelas regras abaixo,

onde a notacgao g , indica que ¢ é a raiz II.

— Para toda férmula ¢ € T,

Axi —
(G
é uma prova,
— Para todo termo ¢t € Trm,
Refizf <1
é uma prova,
— Se II; e II, sao provas, entao
Iy 11,
- i1 <ty lo < 13
a t <ts

é uma prova.
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— Se Iy, ..., 1II, sao provas, entao

Hl Hn
h<t, ... t.<t
Com
flug, . yun) < fog, ... v,)
onde uq,...Up,v1,...,v, estao de acordo com a caracteristica de f, é uma
prova;
— Se II é uma prova, entao
IT
t1 <t
SUb %
S tl S S tQ

onde s é uma substituicao qualquer, é uma prova.

Dizemos que I € uma prova mereologica de ¢ a partir de ', ou simplesmente
prova de ¢, quando II é uma prova mereoldgica a partir de I' e ¢ é a raiz de II.

Denotamos uma prova de ¢ por II : ¢ ou g

Escrevemos I' Fz_ ¢ quando existe uma prova mereoldgica de ¢ a partir de I'.
Omitimos o subescrito L<, em F,_, sempre que nao hd risco de ambiguidade sobre
qual é o sistema com o qual estamos trabalhando.

Dizemos que uma inequagao ¢ é um teorema de L<, denotado por F_ ¢, quando

existe uma prova de ¢ a partir do conjunto vazio. Os teoremas de L< sao triviais,

como mostra a proposicao abaixo.

Proposigao 1.2.1. - ¢ se, e somente se, ¢ € da format <t.

PrOVA. (=) Por inducao no tamanho da prova. Seja IT uma prova mereolégica de

@. Se t(II) = 0 entdo II é da forma

Ref FT<i <1

ou seja, ¢ ¢ da forma t < t.

Suponhamos que para toda prova II' : ¢ tal que t(Il') < n, n € N, ¢ é da forma
t <t

Seja IT : ¢ uma prova de tamanho n.

Assim:
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Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

se II for da forma
IT; I,

U Y
2

entao t(II;) < n e t(Ilz) < n. Por hipdtese de indugao, ¢ e ¥, sdo da forma

Tra

t <t e, portanto, pela regra Tra, ¢ é da forma t < ¢.

se Il for da forma
IT, I1,,

Py U,
¥

entao t(I1;) < n,...,t(Il,) < n. Por hipétese de inducao, ,...,1, sdo da

Com

forma ¢t < t e, portanto, pela regra Com, ¢ é f(t,...,t) < f(t,...,t), para

todo operador n-ario f, isto é, ¢ ¢ da forma t < ¢.

se II for da forma
H/

Sub i

2
entao t(I1") < n. Por hipdtese de indugao, 1) é da forma ¢t < t e, portanto, pela

regra Sub, ¢ é st < st, para toda substituicao s, isto é, ¢ é da forma t < ¢.

(<) Pela regra Ref. ]

1.3 Normalizacao em L<

Nesta secao, estabelecemos uma forma normal para as provas mereolégicas e

provamos um teorema de normalizagao para L<. Algumas notacoes e nomenclaturas

usadas nesta segao sao adaptadas de [AL10].

Antes das defini¢goes formais, apresentamos alguns exemplos que ilustram e mo-

tivam a forma normal das provas mereologicas.

Exemplo 1.3.1. Seja s uma substituicdo qualquer e ¢, € Trm. As seguintes

arvores 7 e 7' sdo provas diferentes de st < st a partir de {t < ¢/, st’ < st}.

Axi

t<t t<t

. < ¢ . _—
st < st st < st

Ref

Tra

Tra
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A prova 7 contém “passos redundantes” que a torna desnecessariamente maior
do que a prova 7’. Qualquer instancia de ¢t < ¢, em particular, st < st, pode ser
derivada diretamente do conjunto vazio, por uma aplicagao de Ref, como esta feito

em 7.

Exemplo 1.3.2. Seja s uma substituicao qualquer, tq,...,t5 € Trm, f um opera-
dor de caracteristica (p,p). As seguintes arvores m e 7' sdao provas diferentes de
sf(t1,ts) < sf(ts, t5) a partir de {t; < tq,ts < 13,14 < t5}.

o

h < b "ty <t e
i1 < 13 ty < ts
f(ti,ta) < flts, ts)
sf(ty,ts) < sf(ts, ts)

Axi — Axi — Axi

th <ty s 4S5 s 253 -
Stl < Stz St4 < St5 com Stg < Stg St5 < St5
f(Stl, St4) < f(StQ, St5) f(StQ, St5) < f(Stg, St5)
f(Stl, St4) < f(Stg, St5)

Sub

Com

Com

Na prova 7, a regra Sub é aplicada abaixo das regras Tra e Com, sobre a férmula
f(t1,t4) < f(ts, t5), enquanto que na prova 7 a regra Sub é aplicada acima das regras
Tra e Com, sobre as formulas t; < tg9, t9 < t3 ety < t5. Ou seja, em 7, a substituicao
de variaveis é feita em termos de maior complexidade do que os termos onde essa
substituicao é feita em 7’. Esta é uma das razoes porque a ordem de aplicacao das
regras deve ser considerada: a possibilidade de diminuir a complexidade dos termos
sobre os quais a substituicao se aplica.

E desejavel que uma prova seja “enxuta e bem estruturada”. Assim, tentamos
evitar que as provas contenham “passos redundantes” ou regras aplicadas “fora de
ordem”. Nossa tarefa, a seguir, é formalizar essas caracteristicas desejadas das
provas formais para torna-las matematicamente trataveis.

Uma prova mereoldgica 7 a partir de [' esta em forma normal quando:
1. instancias de ¢ <t ou formulas de I' ocorrem apenas nas folhas,

2. aregra Tra nunca é aplicada em uma instancia de ¢t < ¢,
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3. nado existem ocorréncias das regras Com e Tra acima (em dire¢do as folhas)

das ocorréncias da regra Sub e

4. nao existem ocorréncias da regra Tra acima das ocorréncias da regra Com.

Intuitivamente, as clausulas 1 e 2 evitam os passos redundantes, enquanto que
as clausulas 3 e 4 fixam uma ordem de aplicacao das regras, fornecendo a estrutura
das provas em forma normal.

Quando uma prova 7 nao satisfaz uma dessas clausulas, dizemos que 7™ contém
desvios. Em particular, quando 7 nao satifaz 1 ou 2, dizemos que m contém re-

dundancia e quando 7 nao satisfaz 3 ou 4, dizemos que 7 contém desordem.

Exemplo 1.3.3. Apresentamos duas provas de sf(t1,t5) < sf(ts, t4), a partir de
['={t; < gty < t3,ty <15}, onde (p,i) é a caracteristica de f e s é uma subs-
tituicao qualquer. A primeira, II, contém redundancia e desordem, a segunda, IT',

estd em formal normal.

t1 <t <
T 1t1<t2t1 = bb<ts
Il ra h<t M
Sub f(ti,t5) < flts, ta)
Sf(tl, t5> S Sf(tg, t4)
suﬁxﬁ suﬁxﬂ suAbXI by < t3 Ref
H/ © Com Stl S Stg St4 S St5 Com Stg S Stg St4 S St4
T f(Stl, St5) S f(Stg, St4) f(StQ, St4) S f(Stg, St4)

f(sty,sts) < f(sts, stq)

Para enumerarmos as redundancias de uma prova 7, definimos o grau de re-
dunddncia, denotado por r(7), como o nimero natural dado pela soma das seguintes

parcelas:
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— numero de ocorréncias de axiomas ou instancias de ¢t < ¢ em vértices internos

de T,
— numero de ocorréncias da regra Tra aplicada em uma instancia de t < t.

Exemplo 1.3.4. Na prova 7, abaixo, temos r(m) = 2.

Mo <st Msi<i

st < 1y

Precisamos ainda de um parametro para enumerarmos a desordem de uma prova.

Cada ocorréncia da regra Sub possui um grau de desordem, que é dado pelo
numero de ocorréncias das regras Com e Tra acima desta ocorréncia de Sub. Da
mesma maneira, cada ocorréncia da regra Com possui um grau de desordem, dado
pelo niimero de ocorréncias da regra Tra acima desta ocorréncia de Com.

O grau de desordem de uma prova w, denotado por d(r), é a soma do grau de

desordem de todas ocorréncias das regras Sub e Com.

Exemplo 1.3.5. Na prova abaixo, temos d(m) = 9.

CAxi o Axi o Axi —/— _ .
om ° Ref T ) Axi T Axi T

Tra ry Axi o Ref o Com S S—

S%Jb . Com °
ra
[ ]
$ef r Sub o
ra
[ J
Com —(/—

Como, neste exemplo, as formulas sao irrelevantes, indicamos os vértices da
arvore apenas com pontos. O grau de desordem da tltima (mais abaixo) ocorréncia
da regra Com ¢é 2 e das demais ¢é 0, enquanto que o grau de desordem de uma das

ocorréncia da regra Sub é 2 e da outra é 5.
O grau de desvio de uma prova 7, denotado por D(7), é dado pela férmula
D(m) = r(m) + d(m).

Agora temos um parametro para medir o “quao distante de uma prova em forma

normal”, uma dada prova esta.

Lema 1.3.1. Uma prova 7 estd em forma normal se, e somente se, D(m) = 0.
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PRrova. Direto das definicoes. [ |

Falta ainda formalizarmos o processo de colocar uma dada prova em forma nor-
mal.
Uma regra de transformacdao de provas mereoldgicas é um par de provas, deno-

tado por m; ~ w9, tal que:

1. m e my tém a mesma raiz e

2. fol(mg) Cfol(m)U{t <t:t e Trm},
onde fol(7) denota o conjunto de férmulas que sao folhas de 7.

Note que, para qualquer conjunto de férmulas I' U {¢}, se m; ~» my é uma regra
de transformacao e m; é uma prova de ¢ a partir de ', entao 7 também é uma
prova de ¢ a partir de I'.

Um procedimento de transformacdo de provas mereoldgicas é um conjunto de
regras de transformagao. Procedimentos de transformacao sao denotados por ~».

Em geral, apresentamos um procedimento de transformagao por meio de esque-
mas de pares de provas. O exemplo a seguir apresenta o procedimento de trans-
formacao ~p - que vamos empregar na normalizacao das provas mereoldgicas em

L.

Exemplo 1.3.6. Particionamos o procedimento de transformagao ~»._ em dois
conjuntos (disjuntos e exaustivos) ~gr € ~o. O conjunto ~»gr contém as regras
de transformacao que sao aplicadas para eliminar as redundancias de uma prova,
enquanto que o conjunto ~¢ contém as regras de transformagao que sao aplicadas
para ordenar as regras de inferéncia.

~>gr consiste das trés regras de transformagao (esquemas) listadas a seguir:

— A regra m ~ g m elimina a aplicagao de Tra em uma instancia de ¢ < t.

Hl H2 I
t<t t<t -~ 2

Tra t<t/ tSt/

— A regra m M%R 9 elimina as ocorréncias de instancias de ¢t < t fora das folhas.

IT
t <t M%R Reftgt
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— A regra m ~3g T elimina as ocorréncias de axiomas ¢ fora das folhas.

IT 3 Adi—
o ER ®

O conjunto ~»g consiste das trés regras de transformagao (esquemas) listadas a
seguir:

— A regra m; ~»{ Ty inverte a ordem de aplicagio das regras de inferéncia Com

e Sub.
Hl Hn
<t <t
- flur, .. oyuy) < flug, ..., 0,)
s(f(uh s 7un)) S S(f(vla o avn))
Hl Hn
t <t t, <t
~b s Sub — ="
c st < st st, < st,,
om
f(sug,...,su,) < f(svy,...,su,)
onde uy,...,uUp,v1,...,v, estao de acordo com a caracteristica de f.

— A regra m ~3 T inverte a ordem de aplicagio das regras de inferéncia Tra e

Sub.
1 1, 1L 11,
W<ty ta<t3 2 th <ty to < t3
Tra . h<t o S’T”b st, <sty " Tsl, < st
! Stl S St3 ° Stl S Stg

— A regra m; ~3 my inverte a ordem de aplicagio das regras de inferéncia Com

e Tra.
1L I,
/ /
LSt <ty e L,
ra / " / "
<15 t<t o <t
Com
f(u17 s ,Um+1> S f(vh s 7Um+1)
11} I, Ref
3 ™ o<ty th, <t o < Ref < < m
~0o Com Com = =
f(ulv"'vum-‘rl)Sf(viv"'vvin+1) f(vi,---7'l)7/,,,1+1)Sf(’l}l,---,'l)m-‘-l)
Tra
flu, ..y umt1) < f(vi, oo Vmt1)
onde (si,...,s,) ¢ a caracteristica de f, Uy, ..., Unt1, V1, s Umngts Vls-o s Unypg

estao de acordo com a caracteristica de f e
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, | II; se s =p [ I, se s =1 big t/ se S =D
’ th se S =1

T e IIs, se s =1" T2 @ IIb, se s1=p
Intuitivamente, a aplicagao das regras de ~»,_ normaliza uma prova Il (que nao
estd em forma normal) por meio de um “implante”. A analogia parece razoavel, ja
que uma subarvore “doente” de II, com pelo menos uma redundancia ou desordem,
¢ retirada e substituida por uma subéarvore “mais sadia”, com no minimo um desvio
a menos. Repetimos esse processo quantas vezes forem necessérias, até eliminarmos
todos os desvios de I, e obtermos um prova II" em forma normal. Antes de tornamos
essa idéia mais precisa, introduzimos algumas notacgoes.
Denotamos por 7|, a subdrvore de 7 cuja raiz esta na posicao p e denotamos por

P ; : : - )
7 <— 7’ a arvore obtida a partir de 7 substituindo a subarvore 7|, por 7'

Seja ~ um procedimento de transformacao. Dizemos que uma prova II' é uma

reducao de uma prova Il quando existem:
1. uma regra m ~» Ty em ~» e
2. uma posicao p em II tal que
|, =m e I = 11 <& 7.

Note que, por defini¢ao, para qualquer conjunto de férmulas I'U{¢}, se IT é uma
prova de ¢ a partir de I' e II" é uma redugao de II, entao II" também é uma prova

de ¢ a partir de I'.

Exemplo 1.3.7. Usando o procedimento de transformagao ~._, vamos normalizar

a prova II do Exemplo 1.3.3, cujo grau de desvio é D(II) = 6.

. _
<t Mh<t
C L t<h <ty

II : e tl §t3 h t4§t5

. f(tits) < flts, ta)
Sf(tl,tg,) S Sf(tg,t4)

Aplicamos a regra de transformagao m; ~»£g 72 na posicao p = 1.1.1 de II para

Com

eliminar uma redundéancia. Isso é possivel pois II|; 11 = 7 e, conforme a definigao,

. . 1.1.1 . - . .
a seguinte arvore, II; = II ¢— my, é uma reducao de II, cujo grau de desvio é

D(IL,) = 3.
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Tra —= = Axi ——————
< <
1, : Comn t1 <13 ty < ts

" f(ti,ts) < f(ts, ta)
Sf(tl,tg)) S Sf(tg,t4)

Aplicamos a regra de transformagiao m ~+§ T2 na posigao p = 0 de II;, para

ordenar as regras Com e Sub. Isso é possivel pois II; |y = 7 e, conforme a definigao,
. . 0 , . . .
a seguinte arvore, Il = Il <— my, ¢ uma reducao de II;, cujo grau de desvio é
Tra — — AXi —————
I, : 11 <t ty <ts

Sub —/———— Sub—F]"—F——
! Stl S Stg ! St4 S St5

f(Stl, St5) S f(St3, St4)

Aplicamos a regra de transformagdo m ~»§ 7 na posigio p = 1 da redugao

om

II, para ordenar as regras Sub e Tra. Isso é possivel pois Ily|; = m; e, conforme a
_— : . 1 , . .
definicao, a seguinte arvore, II3 = Il +— my, é uma reducao de Il,, cujo grau de

desvio é D(II3) = 1.

Axi ———— Axi ——————
S:|t1§t2 :t2§t3 A
My o, W<ty "7 sth<ts <t
° st; < st3 " “st, < sts
Com

f(Stl, St5) S f(Stg, St4)
Finalmente, aplicamos a regra de transformagao m ~ m na posigao p = 0 da
reducao I3 para ordenar as regras Com e Tra. Isso é possivel pois I3y = m e,
conforme a defini¢do, a seguinte arvore, I1"' = II & o, € uma reducao de Il3, cujo

grau de desvio é D(II3) = 0, ou seja, II" esta em forma normal.

st <t <l
- C“ st; < sty 7 sty < sts sty < sty sty < sty
. om om
T f(Stl, St5) S f(Stg, St4) f(StQ, St4) S f(Stg, St4)

f(sty, sts) < f(sts, sty)

O ideal seria que, sempre que aplicassemos uma regra de transformacao do pro-
cedimento ~+,_ em uma prova II, o grau de desvio da redugao II' fosse menor do
que o de II. Todavia, o proximo exemplo mostra que, quando ordenamos uma prova
I1, ou seja, quando aplicamos alguma regra do procedimento ~»g, podemos, even-
tualmente, obter uma reducao II' com novas redundancias, geradas pela inversao da

ordem das regras, fazendo com que D(I1") = D(II).
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Exemplo 1.3.8. Seja 7 a seguinte prova de st; < st3, a partir de {t; < t9,ty <
t3, sty < sto}. Temos que D(7) = 1, sendo r(w) =0 e d(m) = 1.

V[

Mh<th Mh<th
C, i<t
sty < st

Aplicamos a regra m; ~»§ m, para eliminarmos a desordem e obtemos a seguinte

prova 7.
7
Axi ————— Axi —————
SbXI i1 <t SbXI to < t3
_I_u st1 < sty ! sty < sij
° Stl S St3

Acontece que 7’ é uma reducao com o mesmo grau de desvio de 7 pois, agora, temos
a ocorréncia do axioma st; < sty em um vértice interno da arvore. Assim, D(7') = 1,

sendo d(7') =0 e r(n') = 1.

O proximo resultado mostra que, por outro lado, quando eliminamos redundancias
de uma prova nao geramos desordem na arvore.

Usaremos linhas tracejadas nas provas para explicitar as suas folhas. Assim, se II
é uma prova cujas folhas sao @1, ..., ,, temos que II também pode ser representada

por

Lema 1.3.2. Se my € uma redugao de m; obtida por meio da aplica¢ao de alguma

regra de transformacao do procedimento ~gr, entao d(my) < d(m).

PROVA. Caso 1: aplicagao da regra m ~Lg To.
Nesse caso, m; contém uma aplicacao de Tra a uma instancia de ¢t < t. Ou seja,

7 € m9 sao da forma

UNE Ty :
11, I,
1,
TratSt tSt/ HB Hn t<t 19—0[2 IS—DITL
LS A Po_ I s -
IT] 1
' @
12
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A arvore my é obtida a partir de 7y, eliminando a subarvore II;, identificando as
instancias de t < t’ que sao premissa e conclusdo da regra Tra e deixando o resto
inalterado. Assim, m, nao contém as possiveis desordens de m; que sao decorrentes
da subérvore II;. Portanto d(ms) < d(m).

Um argumento andlogo aplica-se aos demais casos, para os quais apenas apre-

sentamos as formas de 7 e 7y, pois estas devem tornam o argumento evidente.

) P 2
Caso 2: aplicacao da regra m ~gg mo.
Nesse caso, m; contém uma instancia de ¢t < t em um vértice interno. Ou seja,

T € Ty sao da forma

T U
Hl ]._.[2. Hn Ref HQ.. Hn
t<t P2 Pn t<t P2 ©n
”””” |/ I
¥ ¥

: aed 3
Caso 3: aplicacao da regra m ~»gg ma.
Nesse caso, m; contém uma instancia de uma axioma 1 em um vértice interno.

Ou seja, m; e my sao da forma

T T
AL I, M A I I,
¥ P2 . Yo e n.
Iy Iy
2 2
Este caso completa a demonstracao. [ ]

O proximo resultado garante que é sempre possivel ordenar as aplicagoes das

regras de uma prova de acordo com a ordem da forma normal.

Lema 1.3.3. Seja I' U {¢} um conjunto de inequagoes. Se I' Fco p, entao existe
uma prova mereoldgica 11" de ¢ a partir de ' tal que 4(II') = 0.

ProvA. Indugao no grau de desordem d(IT).
Seja IT : ¢ uma prova tal que d(IT) = 1.

Temos trés casos.

Caso 1: Sub é aplicada abaixo de Com.
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Inducao no tamanho de II.

Seja I1 : ¢ uma prova tal que ¢t(II) = 2. Entao, IT é da forma

Axi (ou Ref) ———— Axi (ou Ref) ——
RIS R =
flug, .. yun) < flog, ... v,)

sf(uy, ... ,u,) < sf(vy,...,v,)

Com

Sub

onde uy,...,Up,V1,...,V, estdao de acordo com a caracteristica de f.
Aplicamos a regra de transformagao m ~»§ T2 na posigao p = 0, de II, e obtemos

a seguinte reducao II':

Axi (ou Ref) —_— Axi (ou Ref) —_—
1 <13 t, <1,
Sub 7 Sub ————
st < st} st, < st,

fluy, ... ul) < f(vy,...,0))

Com

onde uy,...,ul,vy,... v, estdo de acordo com a caracteristica de f.

Assim, II" : ¢ é uma redugao de II tal que d(I") = 0, pois o grau de desordem
das ocorréncias de Com e Sub é 0.

Suponhamos que, para toda prova II : ¢ tal que ¢(II) < n, existe uma prova
IT" : ¢ tal que 4(II") = 0. Na verdade, para simplificar a demonstragao, podemos
assumir que d(II) = 0, ja que II e II' sdo provas de ¢ a partir de I" e podem ser
intercambiadas quando sao subarvores de uma prova I1”.

Seja IT uma prova tal que ¢t(II) = n.

II é da forma

1_[l Hn
t <t ta <t
Com|p]

Sub f(ula 7un) < f(vla avn) Hn+1 Hm
Sf(ula 7un) < Sf(vla s 77]71) ©n+1 Pm
,,,,,,,,,,,,,,,,, ﬁ R R e

1
¥

onde [p| indica que a conclusido da regra Com estd na posigao p (esta notagao serd
adotada daqui em diante) e uy, . .., Uy, v1, . . ., U, estdo de acordo com a caracteristica
de f.

Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao m ~+& ma na posigao p, de II, e

obtemos a seguinte reducao II':
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<t ty <t
Sub r < st Sub r < st/
Com Sl /Sl ; ; Sn_/Sn Hn+1 I,
Sy ) S FWL ) 2 N o,
/
Iy
¥
onde u},...,ul,vq,..., v, estdo de acordo com a caracteristica de f.

Por hipétese de inducao, Iy, ..., IL,,, I} sdo tais que d(I;) =0, 1 < i < m, e
d(IT}) = 0. Assim, II' : ¢ é uma redugao de II, tal que d(I') = 0.

Caso 2: Sub é aplicada abaixo de Tra.
Inducao no tamanho de II.

Seja II : ¢ uma prova tal que t(I1) = 2. Entao, II é da forma

Axi (ou Refy —————  Axi (ou Ref) —
N 11 <o lo <3
T, <t
sty < st

Aplicamos a regra de transformagao m ~§ 72 na posicao p = 0, de II, e obtemos
a seguinte reducao II":

Axi (ou Ref) — Axi (ou Ref) —
Sub tl S tg Sub t2 S t3
! Stl S StQ ! Stg S Stg

Stl < Stg

Tra

Assim, II" : ¢ é uma redugao de II, tal que 4(II') = 0, pois o grau de desordem das
ocorréncias de Sub é 0.
Suponhamos que, para toda prova Il : ¢, tal que ¢(Il) < n, temos que d(II) = 0.
Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

II é da forma

II, 11,
Tralp] t1 <t to < t3
Sub 1 <t I ... IL,
sti<sls 3 Pn
1Ty
2

Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m ~+2 my na posicao p, de II, e
) (0] ) )

obtemos a seguinte reducao II':
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IT,

IT,
t1 <t to < t3
>ub sty <sty " sty < st3 ;... IL,
stissls s Pn.
1Ty

Tra
Por hipétese de inducao, IIy,...,II,,II} sdo tais que d(I;) = 0, 1 < i < n, e
d(IT}) = 0. Assim, IT' : ¢ é uma reducao de II, tal que 4(II") = 0.
, Sp) a caracteristica de f.

Caso 3: Com ¢ aplicada abaixo de Tra.

Inducao no tamanho de II.
Seja I : ¢ uma prova tal que ¢(II) = 2 e seja (s,
Axi (ou Ref) <

Entao, II é da forma
Axi (ou Ref) Axi (ou Ref) ——
i1 <ty lo < t3 ,
Tra Axi (ou Ref) ; 7
t <13 1) <t
Com
f(ul, e ,Um+1) S f(Ul, e ,Um+1)
onde Uy, ..., Upi1, V1, ..., Une1 estao de acordo com a caracteristica de f.
Aplicamos a regra de transformagao m ~ T2 na posigao p = 0, de II, e obtemos
a seguinte reducao II":
Axi (Ref) - Axi (Ref) AT Axi (Ref) m Axi (Ref) 7 Ref T Ref S T
Com / n Com / n — —
. flut, ..., um+41) < f(vg, .o, Vint1) VIR Vimg1) < flor, .., Um41)
" flur, ooy uma1) < f(vrs s vmt1)
, t1 <t se s1=p , t1 <ty se s1=i i t  se  siy1=p
onde ¢1e{ to<ts se s1=i ’ wQG{ to<t3 se si=p’ e tz se  si+1 =1
€ UL, ooy Umt1,V1,. -, ’L)7,L+1,’l)l1, . 7”£n+1 estao de acordo com a caracteristica de f.
Assim, IT" : ¢ é uma redugao de II tal que 4(II") = 0, pois o grau de desordem
=0.

das ocorréncias de Com ¢ 0.
Suponhamos que, para toda prova II : ¢ tal que ¢(II) < n, temos que d(II)

Seja IT uma prova tal que ¢(II) = n.

IT é da forma
11 11,
! /
t1§t2 tgétg 1 Hm
Tra[p] <1 Il o<
Com 1 =73 1= m — m II5. .. IL,,
Sl ) < fQor e Vm) s Pn
0
2
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., Um1 estao de acordo com a caracteristica de f.

onde Uy, ..., Upi1, V1, - -
Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao 7 ~»5 72 na posicao p, de 11, e

obtemos a seguinte reducao I1":
e ... _
com tp <) ... ty, <t com 2 th < ¢! Ref —m <tm
Tra Flut, oo umg1) < F0hs s vpgr) FOL v y) < F(unh s Umg) MOs... I,
,f(fli - ’7“77n+71)7gif(7“1;"7‘ L“VL“HQ) 77777777777777777 3 Pn
I
©
- =1 v " =
onde w1 é ¢ Ss1=DP , w2 é I se s1=i . tié t} se  Sip1 =P
IIo se s1=1i IIo se s1=p t; se  sj41 =1
,v;nJrl estao de acordo com a caracteristica de f.
que d(HZ) Oa

€ UL, . s Umgl, Ul,---, Umil, V],
II II/
sty 1y

Por hipétese de inducao, Il S TG sdo tais
1<i<n,dlIl) =0,1<i<med(llj) =0. Assim, IT' : ¢ é uma reducao de II,

tal que 4(II") = 0.
Suponhamos, agora, que para toda prova II : ¢, tal que d(II) < n, existe uma

prova I : ¢, tal que 4(IT") = 0.

Seja IT : ¢ uma prova tal que d(II) = n.

A partir das folhas de II, percorremos a arvore em direcao a raiz (qualquer
ramo) e identificamos a primeira desordem. Aplicamos a regra de transformagao
correspondente a esta desordem e obtemos uma reducao I tal que 4(I') < n.
Mostraremos apenas para um caso, sendo os demais casos analogos a este.

Suponhamos que a desordem seja uma aplicacao de Sub abaixo de Tra.

II é da forma
I,

Note que o grau de desordem dessa ocorréncia de Sub, em II, é 1, pois Tra
esta aplicada acima dessa ocorréncia e tomamos a primeira desordem, ou seja, nao
existem mais ocorréncias da regra Tra e nem da regra Com nas subarvores II; e Il,.

Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao m ~+4 7 na posigao p, de II, e

obtemos a seguinte reducao II':
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IT, I,
t1 <t sub to < t3
st < sty " sty < sty ;... IL,

Sub
Tra

Agora, em II', o grau de desordem de cada uma dessas ocorréncias de Sub é 0.
Como o restante da arvore permaneceu inalterado, ao invertermos a ordem de Sub
com Tra, diminuimos o grau de desordem da prova, ou seja, d(Il') < d(II) = n.

Portanto, por hipdtese de inducao, existe uma prova I1” : ¢ tal que d(I1”) = 0.®

Finalmente, estamos prontos para provar o principal resultado desta se¢ao: toda
prova pode ser colocada em forma normal. A estratégia da demonstracao é simples,
primeiramente ordenamos as regras de uma prova Il : ¢ e depois eliminamos as

possiveis redundancias, obtendo uma prova II" : ¢ tal que D(IT") = 0.

Teorema 1.3.1 (Normalizagao). Seja I'U{¢} um conjunto de inequagoes. Se T r_

@ entdo eziste uma prova mereoldgica I (de ¢ a partir de '), tal que D(IT") = 0.

PRrROVA. Seja Il : ¢ uma prova que nao estd em forma normal. Pelo Lema 1.3.3,
podemos assumir que d(II) = 0, ou seja, II contém apenas redundancias. Pelo
Lema 1.3.2, as redugoes obtidas a partir de II, por meio das regras de transformagao
do procedimento ~»gg, nao contém desordens. Logo, basta mostrar que podemos
eliminar todas as redundancias de II.

Seja I1 : ¢ uma prova tal que r(Il) = 1.

Temos trés casos.

Caso 1: Tra estd aplicada a uma instancia de ¢ < ¢.
Omitimos os detalhes da rotina de inducao, no tamanho de I, mas o seguinte
argumento deve deixar claro que a redundancia pode ser eliminada.

II é da forma
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Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao 7 ~+£g T2 na posicao p, de II, e
obtemos a seguinte reducao I1":

I I, . 11,
<t P2 Pn
IT}

Assim, r(I") = 0 pois a tnica ocorréncia de Tra em uma instancia de t < t, que
havia em II, foi eliminada.

Caso 2: Uma instancia de t <t ocorre em um vértice interno da arvore. Ou seja, 11
é da forma

Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao m ~»Zg T2 na posicao p de Il e
obtemos a seguinte reducao II', que esta em forma normal

Assim, r(II") = 0 pois a tnica instancia de ¢ < t em vértice interno, que havia
em II, foi eliminada.

Caso 3: Uma instancia de um axioma 1) ocorre em um vértice interno da arvore.
Ou seja, II é da forma

[p] Hl H2 v Hn
L I Pn

Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m ~»2 7 na posicao p de I e
7 > ER >
obtemos a seguinte reducao II’, que estd em forma normal:

Axi

IL,,



Assim, r(IT') = 0 pois a tnica instancia de axioma em vértice interno, que havia

em II, foi eliminada.

Suponhamos agora que, para toda prova Il : ¢, tal que r(Il) < n, existe uma
prova IT' : ¢, tal que r(IT") = 0.

Seja I1 : ¢ uma prova, tal que r(Il) = n.

A partir das folhas de II, percorremos a drvore em dire¢ao a raiz (por qualquer
ramo) e identificamos a primeira redundéancia. Aplicamos a regra de transformagao
correspondente a essa redundancia e obtemos uma reducao IT'. Assim como na base
da inducdo, é imediato verificar r(II') < n, por isso omitimos os detalhes. Por
hipdtese de inducao, existe uma prova I1” : ¢ tal que r(II”) = 0. Pelo Lema 1.3.2,
d(IT"”) = 0 pois I1” foi obtida a partir de I por meio, apenas, das regras de trans-
formacao do procedimento ~»gg. Portanto D(II”) = 0 e, pelo Lema 1.3.1, I1” estd

em forma normal. [ |

1.4 Semantica

Como estamos interessados em formalizar o raciocinio sobre a relacao de ordem,
parece razoavel que a semantica pretendida de L< seja sobre a classe das dlgebras
parcialmente ordenadas, i.e., algebras cujos dominios sao posets — conjuntos mu-
nidos de uma relacao bindria reflexiva, transitiva e antissimétrica. Acontece que
a auseéncia de um simbolo para a relacao de igualdade, em L, nao permite ex-
pressarmos a propriedade de antissimetria. Assim, declinamos a exigéncia desta
propriedade e definimos a semantica de L< sobre uma classe maior, a saber, a classe
das algebras pré-ordenadas, i.e., dlgebras cujos dominios sao pré-ordens — conjuntos
munidos de uma relagao binaria reflexiva e transitiva.

Mostraremos mais adiante que essa aparente incompatibilidade entre a semantica
pretendida e a semantica definida nao é um problema pois, relativamente a lingua-
gem de L, as classes mencionadas sao equivalentes, no sentido de que nao existe
um conjunto de inequacgoes que sejam vdlidas, exclusivamente, na classe das algebras
parcialmente ordenadas ou na classe das algebras estritamente pré-ordenadas — cuja
relagao nao ¢ antissimétrica. Em outras palavras, a linguagem de L£< nao é capaz

de separar ordens parcias de pré-ordens estritas.
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Considerando essa “cegueira” da linguagem, temos duas razoes para definir a
semantica de L< sobre a classe das pré-ordens, uma de cunho filoséfico e uma técnica.

A primeira delas apoia-se na célebre “recomendacao” do filésofo L. Wittigenstein,
“sobre aquilo que nao se pode falar, deve-se calar...” [Wit94]. Quando nao impomos
que a relagao das estruturas seja antissimétrica, estamos, na verdade, propondo um
“silencio” sobre esta propriedade, dado que ser ou nao ser antissimétrica é irrele-
vante para o significado das férmulas de £<. Assim, se nao podemos expressar essa
propriedade na linguagem de L, nao temos motivos para exigi-la semanticamente.

A razao técnica para escolhermos a classe das pré-ordens é que, como serd visto
na demonstracao do teorema da completude, a construcao do modelo canonico é bas-
tante simples, ja que a relacao deste modelo precisa satisfazer apenas a reflexividade
e a transitividade.

Dado que as classes sao equivalentes, quando demonstramos os teoremas de
corretude e completude de L£< para a semantica definida sobre as pré-ordens, também
estamos mostrando que, relativamente a linguagem de L<, este sistema também é

completo e correto para a semantica pretendida, sobre as ordens parciais.

Uma estrutura para L<, ou L<-estrutura, ¢ uma tripla
A= (A, {f"| f € Ope}, <%),
onde:
1. A é um conjunto nao vazio, chamado de universo de 2,
2. <¥*C A? ¢ uma pré-ordem em A, ou seja, <* é reflexiva e transitiva.

3. paracadan € N, se f € Ope, , entdo f* : A" — A é uma operacio n-aria

n
sobre A tal que f% respeita a caracterfstica (si,ss,...,s,) de f, ou seja, a
operacao f* preserva a pré-ordem <* na i-ésima coordenada quando s; é p e

inverte a pré-ordem <* na i-ésima coordenada quando s; é i.

Dizemos que <% é uma pré-ordem compativel com as operacoes. Quando nao
houver ambiguidade sobre qual estrutura estamos lidando, denotamos a relacao <*

por <.
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Estruturas sao genericamente denotadas por 2,8, €, ..., indexadas ou nao; e
seus respectivos universos por A, B, C, ... indexadas ou nao, de maneira correspon-
dente.

Seja A uma estrutura para L. Uma atribuicao em 2(, ou simplesmente 2A-
atribuicao, é uma funcao a : Var — A.

Sejam ¢t € Trm, 2 uma estrutura e a uma 2A-atribuicao. O wvalor de t em 2, de

A

2(t), é definido, recursivamente, da seguinte maneira:

acordo com a, denotado por v

— VA f(tr, .. 1) u= AV, .., V().

Quando nao houver ambiguidade, denotamos v>(t) por v¥¢, v,t ou, ainda, vt.
Sejam ¢ : t; < ty uma inequacao, 2 uma estrutura e a uma A-atribuicao.

Dizemos que:
1. A e a satisfazem ¢, denotado por 2, a F t; < ty, quando vt; < vio;

2. @ é verdadeira em 2, denotado por 2 F ¢, quando, para toda 2-atribuicao a,

temos que 2, a F ¢; neste caso, dizemos também que 2l é um modelo de ;
3. ¢ é valida, denotado por F ¢, quando, para todo modelo 2, temos que 2l F .

Dizemos que uma estrutura 2 é modelo de um conjunto de inequagoes I', deno-
tado por A F I', quando, para toda inequacao ¢ € I', temos que 2 F .

Seja 'U{¢} um conjunto de inequagoes. Dizemos que ¢ é consequéncia semantica
(global) de ', denotado por I' F ¢, quando todo modelo de I' é modelo de ¢, ou seja,
para toda estrutura 2, se A F I'" entao 2 F .

Temos, agora, conceitos e notagoes suficientes para tornarmos mais precisa parte
da observacao feita no inicio desta secao, sobre a cegueira linguistica de L<.

Consideramos a linguagem de L£< sem simbolos para operagoes, também chamada
de linguagem wvazia. As inequacoes dessa linguagem sao da forma xz < y, onde
x,y € Var. As estruturas para essa linguagem sao as pré-ordens, i.e., estruturas do

tipo 2 = (A, <), onde < é uma pré-ordem sobre A.
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Tomamos a seguinte pré-ordem estrita

A= {a,b,¢},{(a,b), (b, a), (¢, a), (¢, b)(a, a), (b, b), (¢, ) })

e a ordem parcial

B = <{a7 b, C}> {(CL, b)? ((L, a)a (b’ b)? (Ca C)}>

E imediato verificar que uma inequagao ¢ € valida em 2l se, e somente se, é da forma
x < x, se, e somente se, ¢ ¢é valida em B. De fato, se ¢ é da forma x < y, basta
tomar uma A-atribuicdo — que também é uma B-atribuigdo — tal que a(z) =a e
a(y) =c. Assim, Ad,aFr<yeB,aFr <y logo, A r<yeBEzr<y.

Isso mostra que nao existe um conjunto I' de inequacoes capaz de separar a classe
das ordens parciais da classe das pré-ordens, pois se existisse, I' deveria ser tal que
AET eBFET ouAFE T eBFET, ouseja, se I' separasse as duas classes, deveria,

em particular, separar estas duas estruturas.

1.5 Corretude e completude

Os primeiros lemas provados nesta secao mostram que as regras de inferéncia
de L< sao corretas, no sentido de que nao permitem a derivacao de inequagoes
falsas a partir de inequacoes tomadas como verdadeiras. O Teorema da Corretude,
apresentado em seguida, é uma consequéncia da correcao das regras.

Para que as demonstragoes dos lemas fiquem mais enxutas, nos préximos resulta-
dos, consideramos que t,ty,t,, ta, th, ..., tn, t, s30 termos arbitrarios e 2 = (A, { f* |

f € Ope}, %) é uma estrutura arbitraria.

Lema 1.5.1. A E ¢t < t.

PROVA. Seja a uma 2-atribuicao. Como v é uma funcao e < é reflexiva, temos que

vt < vt. Assim, A FEt <t [ ]
Lema 1.5.2. Se A E tl S t2 eAFE tQ S t3 entao A E tl S t3.

PROVA. Suponhamos que 2 F t; <ty e A F ty < t3. Seja a uma A-atribuicao. Da
hipdtese, temos vt; < vty e vty < vt3. Agora, como =< é transitiva, temos vt; < vts.

Assim, A F t; < t3. [ |
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Lema 1.5.3. Se (s1,52,...,8,) € a caracteristica de f e A F t; < t|, ..., AFE
t, < tl, entio A F fuy,...,u,) < f(vg,...,v,), onde u; == { ti ses;cp

/ s
t; ses; €1
t; ses; €1
V; =

t. ses; €p

PROVA. Suponhamos que f tem caracteristica (si,Ss,...,8,) e A F t; <), ...,
A Ft, <t . Sejaauma A-atribuigdo. Da hipdtese, temos vt; < vt} para 1 <i < n.
Tomamos uma coordenada qualquer i e suponhamos que s; =1 (0 caso s; = p é
inteiramente andlogo).
Temos que f(...,u;,...) 6 f(... th..)ef(...,v,...)é f(... L, ...). Como f*

inverte a ordem =, na coordenada i, e respeita a caracteristica de f, temos que

Logo, AE f(.. . uiy..) < f(oo,05,..0). [ |
Para provarmos que a regra Sub é correta, usamos o seguinte resultado:

Teorema 1.5.1 (Substituigao). Se A = (A, {f* | f € Ope}, %) € uma estrutura,
s : Var — Trm € uma substituicao, a : Var — A € uma A-atribuicio e b : Var — A €

a A-atribuicao definida por b(z) ::= vi(sx), entdo:
vi(s't) = vi(), (1.1)
para todo t € Trm.

Prova. Por inducao em termos. Para todo x € Var, por definicao de b, temos

e, por definicao de vy,

Logo, v.(sx) = vyp(x).
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Suponhamos que

vi(sty) = vi(ty),...,vi(st,) = vi(ts)
Por definicao de s*,

s f(ty,... t,) == f(s™ty,...,8"t,),

ou seja,
Va(s*f(t1, ..., 1)) = va(f(s8¥t1,...,8"tn)).

Por defini¢ao de v,

Vi(f(s*t1,...,s%,)) u= fAVE(s*), . .., vi(s™t,)).

Por hipétese de indugao,

Fis™h), - vi(s™)) = [A(v(t), - vy (ta)-

Por definic¢ao de vy,

Portanto,

e o teorema esta provado.

O Teorema da Substituicao garante que fazer uma substituicao seguida de uma

valoracao é o mesmo que fazer uma unica valoracao, desde que a atribuicao subja-

cente seja escolhida de maneira adequada. Isto fica mais evidente se reescrevemos

(1.1) da seguinte maneira:

[v2 0 8%](t) = Vizoq) (1),

onde o denota a composicao de relagoes que, neste caso, sao fungoes.

Lema 1.5.4. Se A Et; <ty entao A E sty < sis.
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Prova. Suponhamos que 24 E t; < t5. Seja a uma 2A-atribuicao e s : Var — Trm
uma substitui¢do. Definimos a 2(-atribuigao b, tal que b(z) ::= v,(sx). Pela hipotese

e pelo Teorema da Substituicao temos que
Va(sty) = vp(t1) < vp(ta) = va(sta).
Logo, 2 F sty < st,. [ |

Teorema 1.5.2 (Corretude). Seja I' U {¢} um conjunto de formulas. Se I' F ¢
entao I' F .

Prova. Porinducao no tamanho da prova de ¢ a partir de I, aplicando diretamente

os Lemas 1.5.1—1.5.4. [ |

A corretude de L< esta diretamente relacionada com a nogao de consequéncia
global adotada aqui. Aproveitamos para fazer uma breve observacao sobre o uso
desta nocao, em oposicao ao uso da nocao de consequéncia local, que é usada na
defini¢ao de certos sistemas formais [Men97].

Uma férmula ¢ é dita ser consequéncia local de um conjunto I' quando, para
toda estrutura 2l e para toda atribuicao a, se 2, a F I" entao A, a F ¢.

E imediato verificar que a relacao de consequéncia local esta contida na relacao
de consequéncia global, ou seja, se ¢ é consequéncia local de I', entao ¢ é con-
sequencia global de I', mas a reciproca nao é verdadeira. De fato, suponhamos que
@ € consequéncia local de I' e tomamos uma estrutura 2, tal que 2 é modelo de T'.
Seja a uma A-atribuicao qualquer. Assim, temos que 2, a F I'. Por hipdtese, temos
também que 2, a F ¢. Dado que tomamos a como uma 2-atribuicao qualquer, segue
que 2 F ¢, ou seja, p é consequéncia global de T'.

Por outro lado, pela regra Sub, aplicando uma substituigao s tal que s(z) = z
e s(y) = w, temos que v < y o 2z < w. Assim, pelo Lema 1.54, z < w
é consequéncia global de z < y. Todavia, basta tomar a estrutura dos ntmeros
naturais com a ordem usual 2 = (N, <) e a -atribuicdo a tal que a(z) = 1,
a(y) = 2, a(z) =5 e a(w) = 3 para verificarmos que 2, a F z < y mas A, a ¥ z < w,
ou seja, z < w nao é consequéncia local de x < y. Este exemplo mostra que a regra

Sub nao seria correta se adotassemos aqui a relagao de consequéncia local.
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Uma discussao mais profunda sobre as diferencas e semelhancas entre essas, e
possivelmente outras, relagoes de consequéncia esta fora do escopo desta tese. Nossa
intencao é apenas apontar para o fato de que, embora a relagao de consequéncia local
seja muitas vezes preferida na defini¢ao de formalismos logicos, na pratica algébrica,

é a relacao de consequéencia global que melhor formaliza as inferéncias validas.

Agora, comegamos a demonstrar o Teorema de Completude, de L<.

Lema 1.5.5. Para todo conjunto de formulas T'U {¢}, existe uma estrutura Ar tal
que as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) Ar F p.

(b) T'F .

Prova. Para construir 2, consideramos primeiramente uma relacao binaria <r,

definida no conjunto dos termos Trm de L<, da seguinte maneira:
tl SF t2 sse ' H tl S t2.

As regras de inferéncia Ref e Tra garantem que <r é reflexiva e transitiva, ou
seja, <r é uma pré-ordem sobre Trm.
Definimos as operagoes de 2p, {3 | f € Ope}, sobre Trm, da seguinte maneira:

para cada n € N, se f € Ope,,, entdo a operacao f3r é tal que

Aty ty) = f(t ),

para todos ty,...,t, € Trm.

A regra de inferéncia Con garante que as operagoes estao bem definidas e que
respeitam a caracteristica dos operadores.

Para finalizar, resta mostrar que a estrutura 2p = (Trm, {f%r | f € Ope}, <r)
satisfaz a condicao do lema.

Seja ¢ : t; < ty uma inequacao qualquer.

(a) = (b): Suponhamos que I' I ¢. Portanto, t; e t2 nao estao relacionados por
<r, ou seja, t; Lr t.
Para provar que 2(r ¥ ¢, vamos exibir uma 2p-atribuicdo a tal que v,(t;) £r

Va(tg).
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Fato 1.5.1. Se i : Var — Trm € a atribuicdo identidade, i.e., i(z) = z, entdo

vi @ Trm — Trm € tal que vit =t, para todo t € Trm.

Provamos este fato por inducao em termos. Por defini¢ao, temos que viz 1=
ir n= 1.

Suponhamos que vit; = tq,...,vit, = t,. Por definicao de v;, temos

Vif(ty, ... ty) u= AT (vity, ..., vity).

Por hipdtese de indugao,

A (vity, .. vity) = A (t, . t).

Portanto, por definicao de f3r,

vif(ty, ..., tn) == f(t1,...,t,). O

Segue deste fato e da hipdtese I' I/ ¢ que, para a 2Ap-atribuicao identidade i,

temos:
vit; =t Lr to = vily
Assim, Ar, i ¥ o, portanto Ar ¥ ¢.

(b) = (a): Suponhamos que I' - .

Fato 1.5.2. Se s : Var — Trm ¢é uma substituicio — que também pode ser vista

como uma Ar-atribuicao — e t € Trm, entao
s*t = vgt.

Provamos este fato por inducao em termos. Por definicao de s* e vg, temos

s*r = sx 1= V1.

Suponhamos que

S*tl = Vstl, Cey S*tn = Vstn.

Por definicao de s*,

s f(ty,... ty) == f(s™ty,...,s"t,).
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Por hipotese de inducao
f(s™ty, ..., s%t,) = f(vsty, ..., Vstn).
Por definicao de f¥r,
f(vsty, ... vsty) = fmr(vstl7 ey Vsty).
Finalmente, por definicao de vy,
A (vety, ..., Vsty) = Ve f(ty, ... t,). O

Para provar que 2 F ¢, tomamos a : Var — Trm uma 2Ap-atribuicao qualquer.
Considerando a como uma substitui¢ao e aplicando a regra de inferéncia Sub em ¢,

obtemos I' - at; < aty. Pela definicao de <r, temos at; <r at,. Pelo Fato 1.5.2,
Vatl SF Vat2-
Como a foi tomada arbitrariamente, isso mostra que 2Ar F ¢. [ ]

Teorema 1.5.3 (Completude). Dados um conjunto de formulas I' e uma férmula

p, se I'F p entao I' - .

PROVA. Suponhamos que I' ¥ ¢. Para mostrar que I' ¥ ¢, precisamos apresentar
uma estrutura 2 tal que A F T e A ¥~ p. Pelo Lema 1.5.5, /A é uma estrutura com

esta propriedade. [ |
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Capitulo 2

Igualdade versus ordem: uma
analise conceitual formalizada

Neste capitulo, analisamos formalmente a relagao conceitual entre a igualdade e
a ordem, de modo a sustentar e contrapor algumas consideragoes informais de C. S.
Peirce a esse respeito.

No seu famoso artigo [Pei73], onde ordem e igualdade sdo contrapostas como

relacoes basicas na definicao do seu céalculo relacional, Peirce afirma que:

It is universally admitted that a higher conception is logically more sim-
ple than a lower one under it (...) Now, all equality is inclusion in,
but the converse is not true; hence inclusion in is a wider concept than

equality, and therefore logically a simpler one.

Em linguagem contemporanea, Peirce parece estar se referindo a definicao da
igualdade a partir da ordem parcial, dada, em notagao moderna, pela bem conhecida
equivaléncia

a = b se, e somente se, a < beb < a,

todavia, uma definicao analoga da ordem, a partir da igualdade, parece nao ser
possivel. No caso da teoria dos reticulados, por exemplo, uma definicao da ordem,

a partir da igualdade, pode ser dada pela também bem conhecida equivaléncia
a < b se, e somente se, a = a - b,

onde - é o infimo de a e b, porém, esta definicao envolve o que chamamos, atu-

almente, de um operador ndo-ldgico ( - ) — especifico da teoria — enquanto que
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a equivaléncia anterior define a igualdade, a partir da ordem, sem fazer uso de
operadores nao-logicos de qualquer teoria.

Embora esta particularidade notada por Peirce faca parte do folclore matematico
e, em principio, nao seja surpreendente, parece nao haver ainda uma analise formal
que confirme suas alegacoes de que o conceito de ordem é “mais amplo” e “logica-
mente mais simples” do que o conceito de igualdade. Pretendemos dar um sentido
preciso a relagao conceitual entre ordem e igualdade a luz dos resultados desenvol-
vidos neste capitulo.

Basicamente, nossa proposta consiste em comparar a légica da igualdade £_, a
ser apresentada na Secao 2.1, e a légica da ordem L<, introduzida no Capitulo 1.
Na Secao 2.2, apresentamos o método de comparacao, o qual faz uso de um for-
malismo auxiliar (L£Z), definido na Secao 2.3. Na Segao 2.4, a comparagao entre
L- e L< ¢é desenvolvida em detalhes. Com os resultados desta segao, articulamos
nossa analise formal, pontuando quais aspectos das consideragoes de Peirce podem
ser sustentados por estes resultados e quais sao controversos. Encerramos esta secao
com os teoremas de corretude e completude de £_. Finalmente, na Secao 2.5, es-
tendemos a comparacao entre L< e L_ para analisarmos um aspecto que Peirce
certamente nao evoca nas suas consideracoes, mas que pode ser avaliado com as fer-
ramentas formais que temos disponiveis. Assim como apresentamos a forma normal
das provas mereoldgicas e demonstramos o teorema de normalizacao, faz sentido
apresentarmos a forma normal das provas equacionais e demonstrarmos o teorema
de normalizacao para a légica da igualdade. Constatamos que, embora este teorema
seja bastante mencionado nas referéncias sobre esta logica, nao é facil encontrar uma

demonstracao cuidadosa do mesmo.

2.1 A légica da igualdade £_

Chamamos de raciocinio equacional o mecanismo de inferéncia no qual equacades
— proposicoes que expressam identidade entre dois elementos — sao deduzidas
a partir de outras equacoes, pela regra que permite a substituicao de termos por
termos iguais. Consideramos como logica da iqualdade ou légica equacional qualquer

formalizacao do raciocinio equacional.
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Nao é exagero dizer que quase todos os aspectos da légica da igualdade ja foram
estudados. Muitas informagoes relevantes podem ser encontradas em [BS81, Tay79,
Tar68] e nas referéncias contidas nestes trabalhos.

Em nossa breve apresentacao do sistema £_, adaptada de [Hen77], aproveitamos
algumas defini¢coes e notacoes usadas para o sistema L< e seguimos, basicamente,
o mesmo roteiro do capitulo anterior, com excecao dos teoremas de corretude e
completude, que serao demonstrados na Secao 2.4, a partir dos teoremas de corretude
e completude de L<, e do teorema de normalizacao, demonstrado na Segao 2.5, por

ser um aspecto complementar ao que desenvolvemos nas outras secoes.

2.1.1 Sintaxe

O alfabeto de £_ é constituido pelos mesmos simbolos do alfabeto de L£<, com
excecao do simbolo de ordem <, que ¢é substituido pelo simbolo de igualdade =.
Os termos de L- sao os mesmos de L<.

As formulas de L£—, chamadas de igualdades (ou equagdes), sao as expressoes da

forma:

tl - t27

onde t1,ty € Trm.

Diferentemente de £<, em £_, nao precisamos considerar a caracteristica dos
operadores. Naquele sistema, a relacao de ordem, denotada por <, nao é uma
relacao de equivaléncia e, consequentemente, nao define uma congruéncia sobre as
estruturas da semantica de L<, ou seja, nao é para qualquer estrutura 2l que a
relacio <* preserva as operacoes de . Assim, por exemplo, para um operador
unario f qualquer, ndo podemos derivar f(t;) < f(ty) diretamente de t; < t5, pois,
no caso da caracteristica de f ser (i) — indicando que a operacdo denotada por f
inverte a ordem — esta inferéncia estaria incorreta.

Por outro lado, de acordo com a semantica de £_, a ser definida, a relacao de
igualdade, denotada por =, é uma congruéncia sobre as estruturas, ou seja, além de
ser reflexiva e transitiva, esta relacao é simétrica e preserva as operacoes das estru-

turas. Assim, a caracteristica dos operadores nao impoe restri¢coes as inferéncias.
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2.1.2 Mecanismo de inferéncia

Para um dado conjunto I'" de axiomas (equagoes), as regras de inferéncia da

logica da igualdade sao as seguintes:

Axi " paratodo el Ref t=1¢
1 =1 L =1 lo =3
Sim ————— T
™ =1 A t = t3
Con tl — t/l e tn = t/n Sub tl = t2
fltr, .o tn) = f(t, ..., ) st; = sty
onde f é um operador n-ario onde s é uma substituicao qualquer

Os conceitos prova equactonal de ¢ a partir de I" e teorema, bem como a notagao
¢_, sao analogos ou idénticos aos formulados para L<.

O seguinte resultado é uma versao equacional da Proposicao 1.2.1, indicando
que, em termos de teoremas, tanto a logica da ordem quanto a logica da igualdade

sao triviais.
Proposicao 2.1.1. Se F,_ ¢, entao ¢ € da format =t.

PrOVA. Andloga a demonstragao da proposi¢ao 1.2.1, usando as regras de £L_. H

2.1.3 Semantica

Em £_, assim como em L<, temos uma aparente incompatibilidade entre a
semantica pretendida e a semantica definida. Vale mencionar que, neste ponto,
adotamos um viés alternativo as apresentagoes usuais da logica equacional encon-
tradas na literatura, onde geralmente o simbolo de igualdade nao ¢ interpretado na
estrutura e a relacao identidade é “imposta” como interpretacao do simbolo.

Em principio, como queremos formalizar o raciocinio sobre a relacao de igual-
dade, parece razoavel que a semantica pretendida seja sobre a classe dos chamados
modelos normais — estruturas onde a relacao denotada por = é a identidade. Toda-
via, definimos a semantica de L< sobre a classe (maior) das estruturas onde a relagao
é uma congruéncia qualquer — nao necessariamente a identidade. Da mesma ma-
neira que em L., essa incompatibilidade nao gera problemas pois, relativamente

a linguagem de L_, essas duas classes sao equivalentes. Apés termos definido a
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semantica de L£_, usaremos um argumento analogo ao do capitulo anterior para
mostrarmos que a linguagem de £_ nao é expressiva o suficiente para distinguir a
relacao identidade de uma relagao de congruéncia.

Uma estrutura para L_, ou L_-estrutura, é uma tripla

A= (A {f*| f € Ope},="),
onde:

1. A é um conjunto nao vazio, chamado de universo de 2,

2. para cada n € N, se f € Ope,, entdo f% : A" — A é uma operagao n-éria

sobre A,

2A

3. =% CA? é uma relacdo de equivaléncia em A, ou seja, = é reflexiva, simétrica

e transitiva.

4. =% ¢ uma congruéncia em (A, {f* | f € Ope}), i.e., para quaisquer n € N,
f € Ope,, ¢ ay,...,a,,d),...,da, € A, se a; =* a,...,a, =* d,, entao

Aay,. .. a,) =2 f2(d),...,d).

Quando nao houver ambiguidade sobre qual estrutura estamos lidando, denota-
mos a relacdo =% por 2.

Os conceitos semanticos de satisfabilidade, verdade, validade, modelo e con-
sequéncia (global) sdo andlogos ou idénticos aos formulados para L<.

Podemos, agora, mostrar que a linguagem de £_ nao é capaz de distinguir a
relacao identidade de uma relagao de congruéncia.

Consideramos a linguagem vazia de L£_, i.e., sem simbolo para operacgoes. As
equagoes dessa linguagem sao da forma z = y, onde z,y € Var. As estruturas
para essa linguagem sao conjuntos munidos de uma relacao de congruéncia, i.e.,
estruturas do tipo A = (A, =), onde = é uma relagao de congruéncia sobre A.

Tomamos a seguinte estrutura, munida da relacao identidade,

2A = <{CL, b? C}7 {(CL, a)? <b7 b)v <C7 C)}>

e a estrutura

B = ({a,b, ¢}, {(a,), (b, a), (a,a), (b,0), (¢, 0)},)
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onde a relagdo ¢ uma congruéncia — dado que é uma relagao de equivaléncia e a
estrutura nao contém operacdes. E imediato verificar que uma equacao @ é valida
em 2 se, e somente se, ¢ da forma x = x, se, e somente se, ¢ ¢ valida em B. De
fato, se p é da forma z = y, basta tomar uma 2-atribuicao — que também é uma
$B-atribuicao — tal que a(z) = a e a(y) = c. Assim, A,aFx=ye B, ak =y,
logo, AF z=yeBFr=y.

Isso mostra que nao existe um conjunto I' de equagoes capaz de separar a classe
dos modelos normais da classe das estruturas onde a relagao denotada por = é uma
congruéncia, pois se existisse, I' deveria ser tal que A F T'e B F TTou A F ' e
B E I, ou seja, se I' separasse as duas classes, deveria, em particular, separar estas

duas estruturas.

2.2 Um método de comparacgao: L« versus L_

Quando queremos comparar dois sistemas logicos, um método relativamente bem
difundido na literatura é o de traducoes entre logicas, cujos trabalhos precursores
datam da primeira metade do século XX [Kol25, Gli29, G6d33, Gen33].

Este método consiste, grosso modo, em definir uma traducdo entre dois sistemas
L1 e Ly para mostrar que L herda algumas propriedades de £;. Por exemplo, as
primeiras tradugoes na literatura foram definidas como fungoes f : Lo — L;, do
conjunto de sentencas de um sistema L, da légica proposicional classica, para o
conjunto de sentencas de um sistema L;, da légica proposicional intuicionista, tal
que: se @ é um teorema de L¢ entdo f(p) é um teorema de £;. Com esta propriedade
e mais algumas caracteristicas especificas dos sistemas, foi possivel mostrar que: se
a logica classica, formalizada em L¢, fosse inconsistente — como poderiam advogar
alguns intuicionistas, principalmente em razao da lei do terceiro excluido — entao
a légica intuicionista, formalizada em L;, também o seria.

Atualmente, encontramos diferentes defini¢oes de traducao — por exemplo, em
IMP68, W88, Eps90, Con05, CCD09] — com propésitos variados. O desenvolvi-
mento histérico dessa nocao, incluindo resultados técnicos mais recentes, tal como
uma anélise da evolugao conceitual, pode ser encontrado em [D’013].

Em [DdSS99], os autores introduzem uma defini¢ao bastante geral de traducdao,
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que contempla quase todas as demais, na qual uma légica £ é considerada, de
maneira abstrata, como um par (A4, C), onde A é o dominio de £ e C é um operador
de consequéncia (Tarskiano) em A. Uma tradugdo de uma logica £ = (A1, Cy) em
uma légica Lo = (Ag, Co) é uma funcao t : A — A, tal que, para qualquer X C Ay,
t(Ci(X)) C Co(t(X)).

Um método alternativo de comparacao entre dois sistemas, mas ainda relacio-
nado & nogao de tradugao, foi usado por Givant e Tarski, em [GT87], para comparar
o poder de expressao e o poder de prova.

Basicamente, este método consiste em comparar dois sistemas, L1 e Ly, através

de uma extensao comum L, 2, onde os sistemas sao “internalizados”.

51,2
L, / \ Lo

Em geral, para mostrarmos que £ e L5 possuem o mesmo poder de expressao
e prova, mostramos que ambos possuem o mesmo poder de expressao e prova da
extensao L£15. A nocao central deste método — que formaliza a comparacao entre
os dois sistemas — a ser definida, é a de sistemas equipolentes.

No nosso caso, considerando que queremos analisar o poder de expressao e o
poder de prova dos sistemas £_ e L<, sem levar em conta propriedades como con-
sisténcia, decidibilidade etc., optamos por aplicar o segundo método, pois este parece
estar sob medida para os nossos propositos, precisando apenas ser adaptado ao nosso
contexto. De qualquer maneira, como mencionamos anteriormente, os dois métodos
estao relacionados. Tarski e Givant usam uma nogao de tradugao, que é um caso
particular da definigdo anterior, e mostram que um sistema £; (ou Ls) e sua ex-
tensao L9 sao equipolentes se, e somente se, existe uma traducao de £, 9 em £
(ou Ly).

Encerramos esta secao, apresentando algumas defini¢oes, terminologias e notagoes
que serao aplicadas no método de comparacao que adotamos.
Estamos considerando que um sistema formal L pode ser caracterizado por qua-

tro componentes bésicos, denotado genericamente por (X, ., Cr,Fr), a saber:
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— um conjunto de sentencas X,

— uma relacao de consequéncia sintatica, ., entre um conjunto de sentencas

I' C Xy e uma sentenca ¢ € X/,
— uma classe de estruturas C,, onde a semantica de £ é definida, e

— uma relacao de validade semantica, F,, entre uma estrutura 2 € C; e uma

sentenca ¢ € Y.

Omitimos o subscrito £ nos componentes do sistema (X., ., Cz, F.) quando nao
houver ambiguidade ou quando o sistema for irrelevante.

Tanto L< quanto £_ possuem os componentes listados acima que os caracterizam
como sistemas formais.

Sejam I' e I'" conjuntos de sentengas de um dado sistema formal £ = (X, C, F).
Dizemos que I' e IV sdo semanticamente equivalentes, denotado por I' =, IV, quando,
para toda estrutura 21 € C, temos que 2 E, I se, e somente se, A =, IV,

Sejam Ly = (X1,F1,Cy,F1) e Ly = (3o, F9,Co, Fo) sistemas formais.  Dizemos
que L1 é um subsistema de Lo, ou Ly é uma extensao de Ly, quando ¥, C Xy e,
para todo conjunto de férmulas I' U {¢} C ¥4, se 'y @ entao I' k2 .

Seja Lo uma extensao de £;. Dizemos que £y e Ly sao equipolentes em termos
de expressao quando, para todo I'y C ¥4, existe um I'ys C X5 tal que I'y =5 'y e,
para todo I'ys C 39, existe um I'y C X5 tal que I'1 =5 I's.

Esta definicao formaliza a idéia que temos quando dizemos que duas linguagens
possuem o mesmo poder de expressao, pois, intuitivamente, sentencas que sao ver-
dadeiras exatamente nas mesmas estruturas estao expressando a mesma informacao.

Dizemos que L1 e Ly sao equipolentes em termos de prova quando, para todo
U {¢} C 3y, temos que I' k5 ¢ se, e somente se, T' 1 ¢.

Esta definicao formaliza a idéia que temos quando dizemos que dois mecanismos
de inferéncia possuem o mesmo poder de prova, pois, intuitivamente, quando a
relagao de consequéncia sintatica é preservada, ambos os sistemas provam as mesmas
formulas, a partir de um conjunto de sentencas comum aos dois.

Dizemos que L1 e L5 sao equipolentes quando L1 e L5 sao equipolentes em termos

de expressao e equipolentes em termos de prova.
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Observamos que essa nocao de sistemas equipolentes nao pode ser aplicada di-
retamente aos sistemas L< e £_ pois nenhum ¢ extensao do outro. A seguir, defi-
nimos uma extensao comum aos dois sistemas, que servird de “ponte” para que a

comparacao possa ser feita.

2.3 O sistema £§

2.3.1 Sintaxe

O alfabeto de L£Z ¢ constituido pelos mesmos simbolos do alfabeto de L<, acres-
cido do simbolo de igualdade =.
Os termos de L sao os mesmos de L<.

As férmulas de £Z sdo tanto equagoes quanto inequagoes.
Yz =3 UXe .

2.3.2 Mecanismo de inferéncia

As regras de inferéncia de £Z sao as mesmas de L<, acrescidas das seguintes

regras:

t1 <t to <ty t1 =19 1 =t
Def Defy — - — 2 Defy — L — 2
! th =t T <t T <

Deve estar claro, pela maneira como foi definido, que £Z é uma extensao de L<.
De fato, basta verificar que toda prova em L< é uma prova em LZ, pois LZ contém
todas as regras de L<. Por outro lado, talvez nao esteja tao claro que £Z também

¢ uma extensao de £_, mas mostramos, mais adiante, que este é o caso.
2.3.3 Semantica
Uma estrutura para £Z, ou LZ-estrutura, ¢ uma quadrupla:
A= (A {f*| f € Ope}, %,=),
onde:

1. A é um conjunto nao vazio, chamado de universo de 2,
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2. < CA? é uma pré-ordem em A, ou seja, <* é reflexiva e transitiva.

3. = é uma notacao para a relacao < N <71, i.e, a relacao dada pela interseccao

de < com a sua inversa <71,

4. paracadan € N, se f € Ope,, entdao f*: A" — A é uma operagao n-aria sobre
A tal que f* respeita a caracterfstica (sy, ss,...,s,) de f, ou seja, para todo
elemento de A, a operacao f* preserva a pré-ordem <* na i-ésima coordenada

quando s; é p e inverte a pré-ordem <* na i-ésima coordenada quando s; é i.

E imediato verificar que a relacio 2 é uma congruéncia em (A {f*| f € Ope}).
Assim, uma LZ-estrutura é uma erpansdo de uma L_-estrutura, ou ainda, uma £_-
estrutura ¢ um reduto de uma LZ-estrutura. Dessa maneira, podemos interpretar
as formulas de £_ em LZ-estruturas — apenas ignorando a relacao de pré-ordem
— assim como podemos interpretar equagoes de £Z em L_-estruturas.

Omitimos a rotina de demonstrar que uma equacao ¢ é verdadeira em uma
L_—estrutura 2 se, e somente se, ¢ é verdadeira em qualquer expansao de 2, em
particular, em uma L£Z-estrutura. Em algumas demonstragoes adiante, nos referimos
a esta equivaléncia como preserva¢do de validade por expansdo (ou reduto). Assim,
podemos entao relevar a aparente incompatibilidade de interpretar férmulas em

duas classes de estruturas diferentes. Consideracoes andlogas a estas, tal como a

preservagao de validade por expansao (ou reduto), também valem para os sistemas
ﬁg e E;
2.4 Comparando L< e L_ via LZ

Informalmente, podemos enunciar os principais resultados desta secao da se-

guinte maneira:

1. LZ e L< possuem o mesmo poder de expressao e prova,
2. LZ e L_ possuem o mesmo poder de prova,

3. LZ é mais expressivo do que L_.

58



Com as nogoes formais que temos definido, podemos enunciar estes resultados de
maneira precisa e fundamentar formalmente nosso trabalho de anélise conceitual,
contrapondo estes resultados com algumas alegacoes de Peirce, mencionadas no

inicio deste capitulo, a respeito da igualdade e da ordem.

Proposigao 2.4.1. LZ e L< sdo equipolentes.

PrRovA. Primeiramente, verificamos que, para toda equacao t; = t9, o conjunto
unitario {t; = t3} é semanticamente equivalente ao conjunto {t; < ty , to < 1} de

inequagoes, ou seja, para toda LZ-estrutura 2,
A FEt; =19 se, e somente se, AFEt; <ty e AEt, < ty.

De fato, mostramos uma das implicagbes (=) tomando uma 2A-atribuigao a
qualquer. Por hipdsete 2, a F t; = to, i.e., a(ty) = a(ty). Por definigao a(t;) < a(t2)
e a(t;) =7 a(ty), ou seja, a(ty) =< a(tz) e a(ty) <X a(ty), ie, Aa F t; < ty e
A,a E ty < t;. Como a é uma A-atribuicao qualquer, temos que A F t; < ty e
A F ty <t1. A outra implicagao (<) é imediata.

Assim, para todo conjunto I' C ¥iz=, tomamos o conjunto I C 3. _ tal que I" é
obtido a partir de I', apenas substituin_do as equagoes t; = ty (se houver) pelas duas
inequacoes t; < ty e ty < 1. E imediato verificar que "= c=T

Dado que L< ¢é um subsistema de L£Z, ou seja, Yo C Y=, é 6bvio que para
todo conjunto I' € ¥,_, existe um conjunto I'" C Y=, tal qlie [' == I". Basta
tomar IV =T, . .

Com isso, mostramos que LZ e L< sao equipolentes em termos de expressao.
Falta mostrar que £Z e L< sdo equipolentes em termos de prova.

Seja I' U {¢} um conjunto de inequagoes. Como LZ é uma extensao de L<, por
definigao, se I' =2 o entao I' Fz= .

Suponhamos, agora, que I' Fz= ¢.

Seja IT uma prova de ¢ a part;r de I', em LZ.

Caso 1: II nao contém equacoes. Neste caso, por definicao, II é uma prova
mereologica de ¢ a partir de I' em L, pois as regras de inferéncia usadas em II sao

regras de L<. Portanto, I' -2_ .
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Caso 2: II contém equagoes. Neste caso, vamos eliminar as equacoes e transfor-
mar II em uma prova mereoldgica I'. Para isso, usaremos o seguinte procedimento

de transformagao ~»pes:

I I,
Def, 1St aSh ol 1L
€r
Def, L1 = 12 Def 1 <ty
efg ————
th <o
I 11,
Dep, 1St St 2 1T
ery
Def. L1 =12 Def to <ty
€r3
to <ty
Inducao no ntimero de equagoes de II.
Se II contém uma equacao entao II é da forma:
111 IIo 114 II2
Def, t1 < to 1 2t2 <ty . , Def, ty < tQtl 2t2 <t ; ;
Def: 3 n Def- 3 n
P o ___en O PN e e

m m;

® ¥

N . ~ 1 . o~
No caso da forma a esquerda, aplicamos a regra de transformacao ~»p na posicao

p, de II, e obtemos a seguinte reducao I1':

Hl H3 . Hn
sty g $3_ Pn.
1T}

@

que é uma prova de ¢ a partir de I sem equagoes, onde todas as regras de inferéncia
sao regras de L<. Portanto, I ¢_.

Analogamente, se II for da forma a direita, aplicamos a regra ~3 ;.

Suponhamos que para toda prova II, com n equacoes, existe uma prova II’ sem
equacoes.

Seja II uma prova com n + 1 equacoes. A partir das folhas de II, percorremos
a arvore em dire¢do a raiz (qualquer ramo) e identificamos a primeira equagao.
Aplicamos adequadamente uma das regras de transformacao do procedimento ~»pes
— a base de indugao deve ter deixado claro qual regra usar — e obtemos uma prova
IT" com n equacgoes. Por hipotese de indugao, existe uma prova I1” : ¢ sem equacgoes.

Portanto, I' F2_ . [ |
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Para mostrarmos que £Z e £_ possuem o mesmo poder de prova, vamos usar a
nocao de prova espelho, cuja definicao baseia-se na simetria da relagao de igualdade
=, implicita nas regras Def, e Def.

Sejam I um conjunto de equagoes, ¢ uma inequacao e II uma prova de ¢ a partir
de I' em L£Z. Dizemos que a prova II', obtida a partir de II, apenas substituindo
todas as aplicacoes de Defy por Defs e todas as aplicacoes de Defs por Defy, é a
prova espelho de II. O fato de que uma prova espelho de II é uma prova em £Z

pode ser verificado na demonstragao do resultado (mais forte) a seguir.

Lema 2.4.1. Seja I' um conjunto de equacoes e t; < ty uma inequacao. Se Il é
uma prova de ty <ty a partir de I', em LZ, entdo a prova II' espelho de 11 € uma

prova de ty < t1 a partir de I

ProvA. Inducao no tamanho de II.
Se t(II) = 1, entao II é da forma:

Axi —/———— Axi —/———
t1 =1t to =1
Defs =2  ou Defs 2 1

t <ty <ty
Substituindo a aplicacao da regra Defy pela regra Defs na prova a esquerda ou a
aplicacao da regra Defs pela regra Defy na prova a direita, obtemos a prova espelho
de cada uma delas, que é uma prova de t, < t; a partir de I', da forma:

Axi —/——— Axi —/———
t1=1 to =1
Defs 1= %2  ou Defy 2 1

ta <t ta <t
Suponhamos que, para toda prova II tal que t(II) < n, se II é uma prova de
t1 < ty a partir de I', entdo a prova II’ espelho de II é uma prova de t, < ; a partir
de I
Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

Caso 1: II é da forma

IT,
t1 <t

Sub ——MmMMMM™—
sty < sty

Por hipétese de indugao, a prova II} espelho de II; é uma prova de t; < ¢; a partir
de I'. Portanto, a seguinte prova II’, espelho de II, é uma prova de sty < st; a partir
de I'.
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IT}
to <t

Sub ————
! St2 S Stl

Caso 2: II é da forma

II; I,
t1 <t to < t3

.
” t) < t3

Por hipétese de inducao, as provas II} e IIf, espelhos de II; e Ily, sdo provas de
ty < t1 e t3 < tq, respectivamente, a partir de I'. Portanto, a seguinte prova IT',

espelho de II, é uma prova de t3 < t; a partir de I'.

I e
e L2 <t l3 <ty
B ts <t
Caso 3: II é da forma
Hl Hn
o ty <t} t, <t
flug, ..o uy) < flor,...,v,)

onde uq, ..., Uy, v1,...,v, estao de acordo com a caracteristica de f.

Por hipdtese de indugao, as provas I, ..., I/, espelhos de Iy, ..., II,,, sdo provas
de t) < ty,...,t, <t,, respectivamente, a partir de I'. Portanto, a seguinte prova

IT', espelho de II, é uma prova de f(vy,...,v,) < f(uq,...,u,) a partir de T".

/ /
Hl Hn
<t ..t <t
Com !/ / < / /
fluy, ..o ul) < fug,...,0))
onde u},...,u,,v},..., v, estdo de acordo com a caracteristica de f. De fato, seja
(S1,...,5,) a caracteristica de f. Se s; = p, temos u; = t; = v, e v; = t; = uj,. Por

— 1 4 !/ _ _ /
outro lado, se s; =1, temos u; =t; =v; e v; = t; = u,.

Caso 4: II é da forma

II, I,
Def, t1 <ty log < 1y
t1 =19
Defy —L— 2
t1 <ty

Por hipétese de indugao, as provas II} e IIj, espelhos de II; e Ily, sdo provas de
ty < t; e t; < to, respectivamente, a partir de I'. Portanto, a seguinte prova IT',

espelho de II, é uma prova de t5 < t; a partir de T'.
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Def1 o tl — t2
e
Tt <t
Caso 5: II é da forma
I, I,
Def, t1 <t to <t
Def o =1
of. 27— U1
Tt <t

Por hipétese de inducao, as provas II} e IIf, espelhos de II; e Ily, sdo provas de
ty < t1 e t; < to, respectivamente, a partir de I'. Portanto, a seguinte prova IT',

espelho de II, é uma prova de t5 < t; a patir de I,

I 1T,
Def, to <1y t1 < 1o
Def to =t
of, 22— U
<t
e o lema esta demonstrado. [ ]

Podemos, agora, mostrar que £Z e £_ possuem o mesmo poder de prova.

Proposicao 2.4.2. Seja I'U{p} um conjunto de equacioes. Temos que I' -r_ ¢ se,

e somente se, I' o= .

PROVA. Para que a primeira implicacdo (=) seja verdadeira, basta que as regras

de inferéncia de L£_ possam ser derivadas em L£Z, como mostramos a seguir.

L_ LZ
Ref Ref
Ref S F<1
t=1¢t
t1 =ty t1 =ty
Sim Def: t1 <ty ofs to <1y
Def;
o =1t
1 iy t1 =ty
Defy —+ 2 Defy —+ 2
Sub SZQ t1 < 1o T, <t
sty < sty sty < sty
Def;
Stl = StQ
1 = U2 = 13 tl = tg t5
Def. Def. Def. Def.
Tra j2 t1 <t T, < s js o <t Tty < 1y
” Def iy < t3 ” t3 <ty
€
t1 =13



Derivamos a regra Con, em L£Z, da seguinte maneira:

Y Y,
Defa, ﬂ NN Defy,, ﬂ Defy, Q . Defy,, M
Com ! Pn Com djl wn
pep, Ao ta) S f(t, - 1) Flt, ) < (b t)
e otn) = F(trr- s 1)
onde,

se a coordenada i da caracteristica do operador f é p
se a coordenada ¢ da caracteristica do operador f é i
se a coordenada i da caracteristica do operador f é i
se a coordenada i da caracteristica do operador f é p

o
-

e, @i, ¥; sao as inequagoes correpondentes as aplicagoes das regras Defy ou Def;.

N = DN =

Assim, mostramos que £Z tem, no minimo, o mesmo poder de prova de L—.
Vamos mostrar agora que o poder de prova de LZ nao ¢ maior do que o de £_.
(«=) Suponhamos que IT seja uma prova de t; = ¢, a partir de I' em £Z. A tinica
regra de LZ que deriva uma equagao ¢ Defy, logo, I ¢ da seguinte forma:
1L Iy

t1 <ty to <ty

Defy
t1 =19

Em principio, nao temos garantia de que Il é uma prova espelho de II;, no
entanto, pelo Lema 2.4.1, se tomarmos a prova II}, espelho de II;, a seguinte prova
também é uma prova de t; = t5 a partir de I'.

I, Iy

t1 <t to <ty

Def1
tl = tQ

Assim, vamos assumir que a prova Il é sempre da forma acima.

Como I" é um conjunto de equagoes, entao ¢(II) > 2. Se ¢(II) = 2, entao II é da

forma
e —_— e —_—
<ty T, <ty
Def1
tl == tz

Neste caso, a seguinte prova II' é uma prova equacional de t; = t5 a partir de I' em
L_.



Suponhamos que para toda prova II de ¢; = t5 a partir de I', em LZ, tal que
t(IT) < n, existe uma prova equacional Il de ¢; = ¢ a partir de I', em £_.
Seja IT uma prova de t; =ty a partir de I', em LZ, tal que ¢(II) = n.

Caso 1: II é da forma

1T IT}
t1 <t o <t
Mt < sty " sty < st
Defy
Stl = Stz

Neste caso, a seguinte prova II' também é uma prova de de st; = sty a partir de I,

em L2, tal que ¢(II') = n.

1T 1T}
Def, t1 <t to <t
sup L =12
! Stl = Stg

Por hipétese de inducao, existe uma prova equacional I1” de t; = t, a partir de I,
em L_. Portanto, a seguinte prova ¢ uma prova equacional de st; = st, a partir de
I'em £_.

HI/
t1 =1
sub sti = Sth
Nos proximos casos, omitimos o passo anterior ao da hipétese de indugao, onde
explicitamos a ocorréncia de t; = t5 em uma subdarvore de II', de tamanho menor
do que n.

Caso 2: II é da forma

I I1, ITy 1Ty,
. ty <13 i3 <19 t3 <ty to <13
* t <t * ts <t
Def1
t1 =19

Por hipétese de indugao, existem provas equacionais I1} e I15, de t; = t3 e de t3 = 1o,
a partir de I', em £_. Portanto, a seguinte prova é uma prova equacional de t; = t,
a partir de I', em L_.
Iy 7
tl - t3 t3 == tz

Tra tl — tg

Caso 3: II é da forma
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Hl Hn Hll H{n

o<t <t fi<t .. <t
flur, . oyuy) < flug, ..., 0,) for, .. v0) < flug, ... up)
Def1
flug, ... up) = flug, ... 0,)
onde uy, ..., Uy, V1,...,V, estao de acordo com a caracteristica de f.
Por hipétese de indugao, existem provas equacionais I17, ..., II/ det; =t|,...,t, =

t/, a partir de I', em £_. Ainda, assumimos que II7,...II” podem ser provas de
t) =ty,...,t,, =t,, a partir de I', em L£_, j& que a regra Def; nao pressupoe uma

disposicao fixa das duas premissas, ou seja, de t; < ty e t5 < t1, derivamos, pela
regra Def;, tanto t; = t, quanto ty = t;. Assim, a seguinte prova é uma prova
equacional de t; = t5 a partir de I', em L_.
Iy I
©®1 e ®n
flur, ..o uy) = fug, ... o)

onde ¢; ¢ t; = t., se a coordenada i da caracteristica de f é p, e t, = t; se a

Con

coordenada ¢ da caracteristica de f € i.

Caso 4: II é da forma

11, 11,
1 =1t 1 =1t
Defy —+— 2 Defy L 2
T <ty F <t
Def1

t1:t2

Por hipétese de inducao, existe uma prova equacional 11 de t; = t5 a partir de T,

em L_. [ ]

Ao demonstrar que £Z e L£_ possuem o mesmo poder de prova, mostramos que
LZ é, de fato, uma extensao de L_.
Como X, C X,=, o sistema £Z é, no minimo, tao expressivo quanto £_. O
L— LZ < G )

proximo resultado mostra que £Z é, de fato, mais expressivo do que £L_.

Proposigao 2.4.3. LZ e L_ nao sdo equipolentes em termos de expressao.

ProvA. Vamos mostrar que existe uma linguagem de £_ para a qual nao existe um

conjunto I' C ¥z_ tal que I' =£= {p}, onde ¢ é uma inequagao de LZ.
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Consideramos a linguagem de L£Z constituida apenas pelas constantes a e b, além,
claro, das variaveis e dos simbolos de ordem e de igualdade. Tomamos as seguintes

estruturas que interpretam essa linguagem:

A = ({a,b},a,b,{(a,0),(a,a),(b,0)},{(a, a), (b,0)})
% = <{a7 b}’ a7 b7 {(b7 a)’ (a7 a)7 (b’ b)}7 {(a’ a’)’ (b’ b)}>

Interpretamos as constantes a e b nas respectivas estruturas da seguinte maneira:
ai=ad® i=aeb*=0b" =

E imediato verificar que, para toda 2-atribuicio a e termo ¢, v2(t) e v2(¢) sdo
idénticos. Da mesma maneira, para toda B-atribuicio b e termo t, v3(t) e v (¢)
sao idénticos.

A inequacao a < b é valida em 21 mas nao é valida em 2B, ou seja, a < b é uma
formula que separa a estrutura 2 da estrutura 8. Logo, um conjunto de equagoes
que fosse semanticamente equivalente a a < b, por definicao, também teria que
separar essas duas estruturas. Acontece que, para toda equagao t| = to, A F t; =t
se, e somente se, B F t; = t5. De fato, suponhamos que A E t; = ¢ e seja b
uma B-atribuicao qualquer. Como B é também uma 2A-atribuicao, por hipétese,
Ao Et =ty ie, (V(t1),v2(ty)) € =% Como =* e =% sdo idénticos, temos que

(v2(t1),vE(t2)) € =®. Portanto, B F t; = t5. A volta é andloga. u

Finalmente, com os resultados obtidos até aqui, podemos articular nossa analise
sobre a relagao conceitual entre a igualdade e a ordem.

Reforcamos que a légica da igualdade nao é, estritamente, a logica da identidade e
nem a logica da ordem é, estritamente, a logica da ordem parcial. O que costuma ser
chamado, na literatura, de légica da igualdade, ou légica equacional, é, na verdade, a
l6gica da congruéncia, pois, como vimos, a relacao identidade nao pode ser capturada
pela linguagem de £_. Da mesma maneira, a légica da ordem, introduzida no
Capitulo 1, é, na verdade, a ldgica da pré-ordem compativel, pois a relagao de ordem
parcial nao pode ser capturada pela linguagem de L<.

Assim, formalmente, a definicao matematica usual de igualdade, a partir da
ordem, trata-se, na verdade, da definicao de congruéncia a partir da pré-ordem

compativel.
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Nao temos como afirmar se as consideracoes de Peirce foram feitas sobre a identi-
dade e a ordem parcial ou sobre a congruéncia e a pré-ordem compativel, pois o nivel
de formalizacao dos sistemas a que Peirce se referia nao nos permite ser conclusivos
a este respeito. De qualquer modo, este ¢ um ponto marginal que nao compromete
nossa analise acerca das alegagoes de Peirce, de tal maneira que, feita esta ressalva,

continuamos a usar os termos igualdade e ordem, de maneira genérica.

Agora, analisamos formalmente as consideracoes de Peirce, citadas no inicio deste

capitulo.

As Proposicoes 2.4.1 e 2.4.3 parecem corroborar uma de suas alegacoes — ‘all
equality is inclusion in but the converse is not true’. Ainda, dado que a classe das
estruturas da semantica de L< inclui a classe das estruturas da semantica de L,
a primeira de suas inferéncias — ‘hence inclusion in is a wider concept’ — também

parece estar formalmente sustentada pelas logicas que regem a igualdade e a ordem.

J& a conclusao de Peirce — ‘and therefore logically a simpler one’ — parece ser
menos evidente. Atualmente, o termo logicamente mais simples compromete nao
sO a relacao de interdefinibilidade dos conceitos, ou a abrangeéncia intensional dos
mesmos, mas também a relacao de consequéncia da logica que os formaliza. E claro
que esta andlise é anacronica e nao temos a pretensao de afirmar o significado do
que Peirce disse, porém, temos meios de contrapor uma possivel interpretacao desta

alegacao com o que desenvolvemos formalmente aqui.

Mostramos, na Proposigao 2.4.2, que £_ e L< possuem o mesmo poder de prova
e, portanto, se a interpretacao de logicamente mais simples envolver, de alguma
maneira, a relacao de consequéncia da logica da igualdade e da légica da ordem,
entao a afirmacao é controversa, mesmo que a intencao de Peirce tenha sido menos

pretenciosa a este respeito.

Finalmente, uma possivel leitura dos nossos resultados é que a ordem é, de
fato, uma nocao ‘conceitualmente mais ampla’ do que a igualdade, como apontou
Peirce, mas nao necessariamente ‘logicamente mais simples’, pois nao encontramos
um respaldo formal para esta tltima afirmagao da mesma maneira que encontramos

para a primeira.
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Encerramos esta secao demonstrando os teoremas de corretude e completude de
L_, a partir da corretude e completude de L, via LZ.
Observamos que nao precisamos demonstrar a corretude e completude de LZ,

basta verificar que, para quaquer I' C Y..=, temos:
I' b2 ¢ se, somente se I Pz o,

onde I'" é o conjunto de inequagoes semanticamente equivalente ao conjunto I" (de-
finido na demonstragao da Prop. 2.4.1).

De fato, pelas regras Def;, Defy, Defs e Axi, é imediato verificar que I' F 7 e
I"ET.

Teorema 2.4.1 (Corretude de £_). Seja I' U {t; = to} um conjunto de equagaies.
Sel'b,_ti =ty entao I Byt = to.

Prova. Suponhamos I' ,_ t; = t5. Pela Prop. 2.4.2, T’ '_5? t; = ty. Assim, para
o conjunto de inequacoes [, semanticamente equivalente a I‘: temos I o= ¢ = t,.

Logo, I Fp= ) <ty e I o=ty < ty. De fato, se t; = t; € I, entdo t; é ty € IV
ety <ty el eiportanto, pela r;gra Axi, I =ty Sty e TV Fps g < 1.

Caso contrario, t; = ty é derivada da reg_ra Def;, que pr(_essupée a existéncia
dessas provas.

Pela Prop. 2.4.1, T Feoti <tye I’ Fc. t2 < t1. Pelo teorema da corretude de
Lo, T"Fp_t <tyel”Fs_ty <ty Pela preservagao da validade por expansao das
estruturas, I Fe= t) <ty e IV Fres tp < 1.

Como IV é se;nanticamente e(iuivalente a ', temos que I' Fr= 1) <ty e ' Fr=
ty < t1, ou seja, I' Fr= {t1 < ta,to < t1}. Acontece que {tl_g to, ty < tl};'z

semanticamente equivalente ao conjunto {t; = t»}. Portanto, I' F.= t; = t5. [ ]

Teorema 2.4.2 (Completude de £_). Seja I'U{t; = ta} um conjunto de equagaoes.
Se T’ ':L: tl = t2 entao I’ |_£: tl = t2.

PROVA. Suponhamos I' Fy_ t; = t5. Pela preservacao da validade por expansao
das estruturas, temos que I' Fg= ¢ = ¢. Assim, para o conjunto de inequagoes

[, semanticamente equivalente a I', temos que I F,= t; = t. Como o conjunto
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{t; = t2} é semanticamente equivalente ao conjunto {t; < 5,1 < t;}, isso implica
que I"Fp= ty Sty e IV Fp= ty < 4.

Pela preservaciao da validade por reduto das estruturas, I F_ t; <ty e IV Fp_
ty < t1. Pelo teorema da completude de Lo, "t <ty e [V F,_ t; < t;. Como
LZ é extensao de Lo, T b=ty Sty e IV o=ty < .

Pela regra Def;, I Fe= b1 = ta. Como IV é semanticamente equivalente a I,
temos que I l—gz t1 = to. i

Pela Prop. 2.4.2, ' F,_ t; = ts. [ |

A comparagao dos sistemas L< e £_ pode ser estendida para a normalizacao
das provas, mas nao através do sistema L£Z. Na préxima secao, apresentamos um

teorema de normalizacao para £_ que complementa os resultados obtidos até aqui.

2.5 Normalizacao em L_

Nao ¢ facil encontrar, na literatura sobre a légica equacional, uma demonstracao
detalhada do teorema da normalizagao, embora este resultado seja bastante menci-
onado e faca parte do folclore desta logica. Aproveitamos os conceitos e a estratégia
de demonstracao que usamos para o teorema da normalizacao da logica da ordem
L< e apresentamos os detalhes da demonstracao deste teorema para a légica da
igualdade £_. Pretendemos que esta demonstracao contribua para preencher uma
lacuna na literatura especializada.

Primeiramente, precisamos definir a forma normal de uma prova equacional.

Uma prova equacional 7 (a partir de I') estd em forma normal quando:
1. instancias de t =t ou férmulas de I" ocorrem apenas nas folhas,

2. aregra Tra nunca ¢é aplicada em uma instancia de t = ¢

3. a regra Sim nunca é aplicada em uma conclusao de Sim

4. nao existem ocorréncias das regras Sim, Con e Tra acima (em diregao as folhas)

das ocorréncias da regra Sub
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5. nao existem ocorréncias das regras Con e Tra acima das ocorréncias da regra

Sim

6. nao existem ocorréncias da regra Tra acima das ocorréncias da regra Con

Observamos que, além das redundancias que podem ocorrer em provas me-
reoldgicas (clausulas 1 e 2), as provas equacionais podem conter mais um tipo de
redundancia, gerada por aplicagoes consecutivas da regra Sim (clausula 3). Como
esta regra apenas inverte os termos de uma equacao, fica claro que a inversao da
inversao leva a equacao original, sendo desnecessaria a aplicacao de Sim sob uma
aplicacao de Sim. Ainda, como £_ possui uma regra a mais do que L<, temos
também mais uma clausula de ordenagao das regras. Consequentemente, temos
mais casos de desvios e, portanto, precisamos de mais regras de transformacao de
arvores para corrigirmos todos os possiveis desvios.

Precisamos adequar as nocoes de grau de redundancia e grau de desordem —
definidas para provas mereolégicas — para provas equacionais.

O grau de redundancia de uma prova equacional, denotado por r(7), é o niimero

natural dado pela soma das seguintes parcelas:

— numero de ocorréncias de axiomas ou instancias de ¢ < ¢ em vértices internos

de T,
— numero de ocorréncias da regra Tra, aplicada em uma instancia de ¢t < ¢.
— numero de ocorréncias da regra Sim, aplicada em uma conclusao de Sim

Cada ocorréncia da regra Sub possui um grau de desordem, que é dado pelo
nimero de ocorréncias das regras Sim, Con e Tra acima desta ocorréncia de Sub.
Cada ocorréncia da regra Sim possui um grau de desordem, que é dado pelo niimero

de ocorréncias das regras Con e Tra acima desta ocorréncia de Sim. Da mesma
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maneira, cada ocorréncia da regra Con possui um grau de desordem, dado pelo
nimero de ocorréncias da regra Tra acima desta ocorréncia Con.

O grau de desordem de uma prova equacional 7, denotado por d(w), é a soma
do grau de desordem de todas ocorréncias das regras Sim, Sub e Con.

O grau de desvio de uma prova equacional 7, denotado por D(7), é dado pela

férmula

D(m) = r(m) 4+ d(m).

A seguir, definimos o procedimento de transformagao ~»,_, que usaremos para
normalizar as provas equacionais. Assim como fizemos para o procedimento ~», o
particionamos o procedimento de transformacdo ~»,_ em dois conjuntos (disjuntos
e exaustivos) ~gr € ~o. O conjunto ~+gr contém as regras de transformacao que
sao aplicadas para eliminar as redundancias de uma prova, enquanto que o conjunto
~»o contém as regras de transformacao que sao aplicadas para ordenar as regras de
inferéncia.

~>gr consiste das quatro regras de transformacao (esquemas) listadas a seguir:

A regra m ~ g T elimina a aplicagao de Tra em uma instancia de ¢ = t.

A regra m ~»ig Ty elimina as ocorréncias de instancias de ¢ = t fora das folhas.

11 of —
t=1¢ M%R th:t

A regra m ~ig o elimina a ocorréncia de um axioma 1) fora das folhas.

A regra m ~»gg T elimina a aplicagao de Sim em uma conclusao de Sim.

I
b=t I
?m lo =1 Rt =t
im =1,
O conjunto ~¢ consiste das seis regras de transformacao listadas abaixo.
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A regra m ~»{ T inverte a ordem de aplicagao das regras de inferéncia Sub e

Sim, do seguinte modo:

IT II
sml=f 1 g, hi=tl
Sub t2 = tl S Stl = StQ
! Stg = Stl m Stz = Stl

A regra m ~¥ T inverte a ordem de aplicagao das regras de inferéncia Sub e

Con, do seguinte modo:

I, 11,
4/ Y
o b=t . ta=t, 2

f(tla"'atn):f( /177t;1)
sf(ty, ..., tn) =sf(t),...,t)

Hl Hn
ty =1 th =1
/\,-)% Sub 171/ Sub nin/
st; = st} . st, = st,,

sty,...,st,) = f(st},..., st
1 n

Sub

Con

A regra m ~3 T inverte a ordem de aplicagao das regras de inferéncia Sub e

Tra.

H1 H2 Hl HQ
Tra h=1 o =15 M% Sub h=1 Su by =15
Sub tl = t3 T Stl = StQ StQ = St3
! Stl = Stg e Stl = St3

A regra m ~§ T inverte a ordem de aplicagao das regras de inferéncia Sim e

Con, do seguinte modo:

Hl Hn
t, =t t, =1
’\"% Sim% Sim,i
=t ... ¢ =t,

fl, o t) = ftr, ... tn)

A regra m ~3 T inverte a ordem de aplicagao das regras de inferéncia Sim e

Con

Tra, do seguinte modo:
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H1 H2 Hl HZ

Tra h =1 ta =13 ~+d  Sim =1 Sim fa =15
. 1 =13 T ty =11 t3 = 1o
m t3 — tl ra t3 — tl

A regra m ~Q my inverte a ordem de aplicagio das regras de inferéncia Con e

Tra, do seguinte modo:

I, I, / /
t =t ty =t I ... 1T,
Tra— t2 —t2 : t =" ¢ = 70
Con 1 — 3 1 — 4 m — Ym
flt, byt ) = f(ts, 8, ... th)
Hl Hll H;n H2 Ref —mM8M88— - - Ref —m————
6 th=ty, th=t'... t =t ty = t3 =t =t

~*0 Con

Con
Fltn byt )y = f(ta, .. ") Fltantl ) = f(ta bl 41
f(tbt/l"'?t;n):f(t?n /1/77t{r/n)

Tra

Agora que temos definido o procedimento de transformacao ~»,_, seguimos o
mesmo roteiro de demonstracao do teorema da normalizacao para a légica da ordem
L. Comegamos mostrando que, ao eliminar redundancias de uma prova equacional,

nao geramos desordem na arvore.

Lema 2.5.1. Se my € uma reducao de m obtida por meio da aplicacao de alguma

regra de transformagao do procedimento ~ggr, entdo d(my) < d(my).

. resentamos apenas o caso de aplicacao da regra m ~gr o, sendo os
PRrROVA. A t de apl d tr T2, send
demais casos inteiramente analogos a demonstragao do Lema 2.5.1.

Nesse caso, 7 contém uma aplicagao de Sim em uma conclusao de Sim. Ou seja,

7 € Ty sao da forma

- Ty -
IT,
Sim t1 =t IT; 11, 11,
Sim t2 — tl H2 .. Hn 77517 ?,t% 77777 (%2 2 77777 %7,,2
=t 2 Pn IT}
ITy p
2
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A arvore my é obtida a partir de 7, apenas eliminando duas aplicacoes da regra
Sim. Assim, m, nao contém as possiveis desordens de m que sao decorrentes dessas

ocorréncias de Sim. Portanto d(mg) < d(my). u

Mostramos a seguir que sempre podemos ordenar as regras de inferéncia de uma

prova equacional de acordo com a ordem da forma normal.

Lema 2.5.2. Seja I'U{p} um conjunto de equagdes. Se I' Fy_ ¢ entao existe uma

prova equacional I de ¢ a partir de T' tal que d(I1") = 0.

ProvVA. Indugao no grau de desordem d(II).
Seja II : ¢ uma prova tal que d(II) = 1.

Temos seis casos.

Caso 1: Sub é aplicada abaixo de Sim.
Inducao no tamanho de II.
Seja I1 : ¢ uma prova tal que ¢(II) = 2. Entao, II é da forma

Axi (ou Ref)

i =1
Sim =
Sub ————

Stz = Stl

Aplicamos a regra de transformagao m ~§ 72 na posicao p = 0, de II, e obtemos

a seguinte reducao II":

Axi (ou Ref) H
Sub —/———1—

S Stl = Stg

m StQ = Stl

Assim, II" : ¢ é uma redugao de II tal que d(II') = 0, pois o grau de desordem
das ocorréncias de Sim e Sub é 0.

Suponhamos que, para toda prova II : ¢ tal que ¢(I) < n, existe uma prova
IT" : ¢ tal que d(IT') = 0. Na verdade, para simplificar a demonstragao, podemos
assumir que 4(II) = 0, ja que II e II' sdo provas de ¢ a partir de I" e podem ser
intercambiadas quando sao subarvores de uma prova I1”.

Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

IT é da forma
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. 1 =1
Sim
Sub
sty =st; P2 P
1Ty
¥

onde [p] indica que a conclusdo da regra Sim estd na posigao p.

Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m; «»é o na posicao p, de II, e

obtemos a seguinte reducao II':

1
tl = tz
Sub —————
Sim st; = st I, ... I1,,
Ste=8l1_ ____ L Pn_
I
¥

Por hipé6tese de indugado, IIy,...,II, s@o tais que 4(II;) = 0, 1 < i < n, e
d(IT}) = 0. Assim, IT' : ¢ é uma reducao de II, tal que 4(II") = 0.

Caso 2: Sub é aplicada abaixo de Con.

Inducao no tamanho de II.
Seja IT : ¢ uma prova tal que ¢(IT) = 2. Entao, IT é da forma

Axi Ref) —— Axi Ref
xi (ou Ref) tlztll xi (ou Ref) tn:t;

Con
() = (ot
st ) =sf(th, 1)

Aplicamos a regra de transformagao m ~§ 72 na posigao p = 0, de II, e obtemos

a seguinte reducao II":

Axi (ou Ref) - Axi (ou Ref) ;
ty =t o=t
Sub ———— Sub ———
st, = st,, e st, = st,
Con

f(sty,... st,) = f(sty, ... sty)
Assim, IT" : ¢ é uma redugao de II, tal que d(Il') = 0, pois o grau de desordem

das ocorréncias de Con e Sub é 0.

Suponhamos que, para toda prova II : ¢, tal que ¢(II) < n, existe uma prova
IT" : ¢ tal que 4(II") = 0.
Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

II é da forma
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1T, IT,

ty =1 .. tn =1t

Conl[p] ; ;
Sub flt, - te) = .. 1) | I TR 1L,
sty otn) =sft. o t) Pnir om.

I

¥

Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m; ~+2 my na posicao p, de II, e
) O ) ’

obtemos a seguinte reducao I1":

IT; Hn
=1, ty =t
Sub ————— Sub ————
f(stq,...,st,) < f(st},...,st)) Ont1 Om
,,,,,,,,,,,,,,,,, LT
1
2

Por hipétese de inducao, I1y,...,IL,, I} sdo tais que d(I;) =0, 1 < i < m, e
d(IT}) = 0. Assim, II' : ¢ é uma redugao de II, tal que d(I') = 0.
Caso 3: Sub é aplicada abaixo de Tra.

Inducao no tamanho de II.

Seja IT : ¢ uma prova tal que ¢(IT) = 2. Entao, IT é da forma

Axi (ou Ref) —— Axi (ou Ref) ———
( ) =1 ( ) —
Tra
tl = t3
Sub ———
Stl = St3

Aplicamos a regra de transformagao m ~ 72 na posicao p = 0, de II, e obtemos

a seguinte reducao I1":

Axi (ouSR:f) H Axi (ouSRsf) H
! Stl = StQ ! Stg = Stg
e Stl = Stg

Assim, II" : ¢ é uma redugao de II tal que d(II') = 0, pois o grau de desordem das
ocorréncias de Sub é 0.
Suponhamos que, para toda prova Il : ¢ tal que ¢(II) < n, temos que d(II) = 0.

Seja IT uma prova tal que ¢(I) = n. Entao, II é da forma

1T, 1T,
tl = t2 tg - t3
Tra[p] Sub tl = t3 Hg . Hn
sh=sts L P
I
v
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Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m; ~+3 7 na posicao p, de II, e
) (0] ) )

obtemos a seguinte reducao I1’:

IT, I1,

1 =t lo = t3
Sub st1 = sto >ub sty = st3 II5. .. 11,

Por hipétese de inducao, Iy, ..., II,, 1T} sdo tais que d(I;) = 0, 1 < i < n, e
d(IT}) = 0. Assim, II' : ¢ é uma reducao de II tal que d(I') = 0.

Caso 4: Sim ¢ aplicada abaixo de Con.
Inducao no tamanho de II.
Seja I1 : ¢ uma prova tal que ¢t(II) = 2. Entao, IT é da forma

Axi (ou Ref) Axi (ou Ref)

=t ... P
f(t177t) (t/17 ln)
fl, . )= f(ty, ... ty)

Aplicamos a regra de transformagao m ~+§ T2 na posigao p = 0, de II, e obtemos

Con

Sim

a seguinte reducao I1":

Axi (ou Ref) 7 Axi (ou Ref) p

1 pu =

Sim /71 Sim 77
1 - tl . o tn - tn

FE ) = f(tr - tn)

Assim, IT" : ¢ é uma redugao de II tal que 4(II") = 0, pois o grau de desordem

Con

das ocorréncias de Con e Sim ¢é 0.

Suponhamos que, para toda prova II : ¢, tal que ¢(II) < n, existe uma prova
IT": ¢ tal que 4(II") = 0.

Seja IT uma prova tal que ¢t(II) = n.

II é da forma

Hl Hn
— 4/ T
ey =1 ,tn = t/
Sim f( 1, 7tn):f< 1) 7tn) Hn+1 1L,
fly o) = flt. o te) Pt P
I
¥



Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m; ~+4 o na posicao p, de II, e
) (6] ) )

obtemos a seguinte reducao I1’:

Hl Hn
=t ty =t
Simﬁ Sim ﬁ
Con 1_/1 /‘“ n__ % IPESE IL,,
St t) S flhente) Pl Pm_
1Ty
¥

Por hipétese de indugao, Iy, ..., IL,,, 11} sdo tais que 4(II;) = 0, 1 < i < m, e

d(IT}) = 0. Assim, IT" : ¢ é uma redugao de II tal que d(Il") = 0.
Caso 5: Sim ¢ aplicada abaixo de Tra.

Inducao no tamanho de II.
Seja I1 : ¢ uma prova tal que ¢(II) = 2. Entao, II é da forma

xi (ou Ref) — xi (ou Ref) ——
Axi ( Re)tlth Axi ( Re)t2:t3
Tra
o L =13
|m7t3:t1

Aplicamos a regra de transformagao m ~ T2 na posicao p = 0, de II, e obtemos

a seguinte reducao II":

Axi (ou Ref) —— Axi (ou Ref)
" STm 7251 - t2 " STm 2% - t3
T to =t t3 =1t
ra =1

Assim, IT" : ¢ é uma redugao de II tal que d(IT") = 0, pois o grau de desordem das

ocorréncias de Sim é 0.
Suponhamos que, para toda prova Il : ¢ tal que ¢(II) < n, temos que d(II) = 0.

Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

IT é da forma

I, I,
tl t2 tQ - tg
Trele . i1 =13 115 . I,
bs=h . Ys_____ 23
1T
¥

Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m; ~+% Ty na posicao p, de II, e
) (0] ) )

obtemos a seguinte reducao II':
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Por hipétese de indugao, IIy,...,II,,II} sdo tais que 4(II;) = 0, 1 < 7 < n, e
d(II}) = 0. Assim, IT" : ¢ é uma redugao de II tal que d(II") = 0.
Caso 6: Con ¢é aplicada abaixo de Tra.

Indugao no tamanho de II.

Seja IT : ¢ uma prova tal que ¢(IT) = 2. Entao, IT é da forma
Axi (ou Ref) Ea—— Axi (ou Ref)

Tra 1= "2 2 =13 Axi (ou Ref)

t, = ts L=t
flt, .ot ) = f(ts, t] ..., t0)

Aplicamos a regra de transformagao m; ~»3 3 na posigao p = 0, de II, e obtemos

Axi (ou Ref)

AT
m_tm

Con

a seguinte reducao II’, onde Reg pode ser Axi ou Ref (de acordo com II):
Reg pr—— Reg ———— Reg

’ " ’ "
to th =t ... th, =t

Reg ——— Ref—r—pm = Ref

1" 1" " "
C =t3 ty =11 tm = tm
on
Fltr,th oo ) = F(ta, ) o ) Fla,ty oo ) = Fts, t), ... )

Flta,th o t) = Fta, ty s oo th)

Con
Tra

Assim, II" : ¢ é uma redugao de II tal que d(I") = 0, pois o grau de desordem
das ocorréncias de Con é 0.

Suponhamos que, para toda prova Il : ¢ tal que ¢(II) < n, temos que d(II) = 0.

Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

II é da forma

II; 11, / ,
t1:t2 t2:t3 Hl Hm
Tra[p] p— I t” t/ — t”
Con - > / / - . 1 = T = ... I,
Sty t) = fs o t) b3 “n.
11
¥

Nesse caso, aplicamos a regra de transformacao m; ~& 7, na posicao p, de II, e
) (@] ) )

obtemos a seguinte reducao I1':

’ !
I 51 o, o .
t =t Pa—y a— to = te Ref a— e Re < g
c 1=1%2 1=%% - m — 'm c 2=1U 1= m = bm
on on
’ ’ 1" 1" 1" 1" 1" 1"
Tra f(tlat]a"'atyn):f(tQat]a"'atyn) f(tg,tl,u.,tm/):f(t3,t1,.4.,tm’) Iy ... I,
Flt,ty ..., to) = fta, ¢y, ., o) 3 Pn
’
b
%]
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Por hipétese de indugao, Ily,... IL,, IT},... II/  II sdo tais que d(II;) = O,
1<i<n,dlIl) =0,1<i<m,ed(Il) =0. Assim, II' : ¢ é uma redugao de II
tal que 4(IT") = 0.

Suponhamos, agora, que para toda prova II : ¢ tal que d(II) < n, existe uma
prova II' : ¢ tal que d(IT") = 0.

Seja I1 : ¢ uma prova tal que d(Il) = n.

A partir das folhas de II, percorremos a arvore em dire¢ao a raiz (por qualquer
ramo) e identificamos a primeira desordem. Aplicamos a regra de transformagao
correspondente a esta desordem e obtemos uma reducao Il tal que 4(I') < n.
Mostraremos apenas para um caso, sendo os demais casos analogos a este.

Suponhamos que a desordem seja uma aplicacao de Sim abaixo de Con.

II é da forma

Hl Hn
/ _
oy =1 ,t" = t/
Sim f(tl, atn) = f(tla it ) Hn+1 I1,,
S t) = S te) Prit P
I
'

Note que o grau de desordem dessa ocorréncia de Sim, em II, é 1, pois Con
esta aplicada acima dessa ocorréncia e tomamos a primeira desordem, ou seja, nao
existem ocorréncias da regra Tra e nem da regra Con nas subarvores Iy, ... II,.

Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao m ~+¢ 7 na posigao p, de II, e

obtemos a seguinte reducao I1’:

II, I1,,
t1 =t t, =1
Sim ——— L Sim ———""
Con tlztl tn:tn Hn+1'-- Hm
S t) = [l te) Pnt1 Pm_
I}
2

Agora, em II', o grau de desordem de cada uma dessas ocorréncias de Sim é 0.
Como o restante da arvore permaneceu inalterado, ao ivertermos a ordem de Sim e
Con, diminuimos o grau de desordem da prova, ou seja, d(II') < d(II) = n.

Portanto, por hipétese de indugao, existe uma prova II” : ¢ tal que d(I1") = 0.m
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Finalmente, encerramos este capitulo com a demonstracao do teorema da nor-

malizacao para a logica da igualdade £_.

Teorema 2.5.1 (Normalizagao). Seja T'U{p} um conjunto de equagoes. SeT' b,_ ¢

entdo existe uma prova equacional 1" (de ¢ a partir de T") tal que D(II") = 0.

PROVA. Seja II : ¢ uma prova que nao estd em forma normal. Pelo Lema 2.5.2,
podemos assumir que d(II) = 0, ou seja, II contém apenas redundancias. Pelo
Lema 2.5.1, as reducoes obtidas a partir de 11, por meio das regras de transformacao
do procedimento ~»gg, nao contém desordens. Logo, basta mostrar que podemos
eliminar todas as redundancias de II.

Seja IT : ¢ uma prova tal que r(II) = 1. Mostraremos apenas o caso de re-
dundancia em que a regra Sim ¢é aplicada em uma conclusao de Sim, pois os demais
casos sao inteiramente analogos ao teorema da normalizacao para a logica da ordem
L<. Omitimos os detalhes da rotina de indugao, no tamanho de II, mas o seguinte
argumento deve deixar claro que a redundancia pode ser eliminada.

II é da forma

IT,
. 1=t
Si
" =1 M... I,
=ty w2 Pn
I}
@

Nesse caso, aplicamos a regra de transformagao m; ~+gg T2 na posigao p, de I, e

obtemos a seguinte reducao I1':

Hl H2 . Hn
=t 2 Pn
1T}

@

Assim, r(II') = 0 pois a unica aplicacdo de Sim em uma conclusao de Sim, que
havia em II, foi eliminada.

Suponhamos agora que, para toda prova Il : ¢ tal que r(II) < n, existe uma
prova IT" : ¢ tal que r(II') = 0.

Seja I : ¢ uma prova tal que r(Il) = n.
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A partir das folhas de II, percorremos a arvore em dire¢ao a raiz (por qualquer
ramo) e identificamos a primeira redundancia. Aplicamos a regra de transformagao
correspondente a essa redundancia e obtemos uma reducao IT’. Assim como na base
da indugado, é imediato verificar r(II') < n, por isso omitimos os detalhes. Por
hipé6tese de indugao, existe uma prova I1” : ¢ tal que r(II”) = 0. Pelo Lema 2.5.1,
d(IT”) = 0 pois I1” foi obtida a partir de IT por meio, apenas, das regras de trans-
formagao do procedimento ~»gg. Portanto D(II”) = 0 e, pelo Lema 1.3.1, I1” estd

em forma normal. ]
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Capitulo 3

Algebra relacional, conexoes de
Galois e a aritmética das relacoes

A teoria das dlgebras relacionais, ou simplesmente dlgebra relacional (AR), é a
teoria algébrica proposta inicialmente por Tarski [Tar41] como uma fundamentagao
do célculo das relacoes binarias. Em sua versao mais difundida, AR é apresentada
como uma teoria equacional cujas operagoes primitivas sao as principais operagoes
utilizadas por Peirce e Schroder na sua formulagao do Célculo das Relagoes Bindrias

(de primeira ordem).

Em [Pei73], Peirce antecipou que provar teoremas do Calculo Relacional po-
deria ser uma tarefa extremamente complicada, aparentemente sendo necessario o
uso de métodos ad hoc para a descoberta das provas dos teoremas do sistema. O
prognéstico feito por Peirce foi justificado por Tarski quando anunciou, em [Tar53],
a prova de que a aritmética de AR é, de fato, indecidivel. Assim, nao existe um
algoritmo para determinar se uma dada equacao da AR — i.e., uma equacao en-
volvendo elementos arbitrarios de uma algebra relacional e as operacoes sobre estes
— é um teorema. Na falta de um método de decisao para AR, a tarefa de demons-
trar propriedades aritméticas das relagoes bindrias, expressas nos teoremas da AR,
torna-se, como previu Peirce, muito dificil. Este fato acaba impulsionando a procura
por métodos/sistemas/técnicas que possam auxiliar, tanto quanto possivel, esta ta-
refa. Para citar alguns, dedu¢do natural [Wad75|, cdlculo de sequentes [Mad83],
tablos [OP10] e diagramas [FVVV06, FVVV09] sao considerados métodos bem su-

cedidos nesse sentido.
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Este capitulo enquadra-se nessa procura por recursos que proporcionem maior
flexibilidade a aritmética das relagoes.

Propomos um sistema axiomdtico alternativo para a AR, denominado Algebra
Relacional via Conexdes de Galois (ARCG), cujas caracteristicas peculiares sdo: a
légica da ordem, ao invés da usual légica da igualdade, como formalismo subja-
cente; um conjunto de operacoes primitivas diferentes das usualmente utilizadas na
definicao de AR; e um conjunto de axiomas que, para cada operagao, estabelece uma
conexao de Galois entre conjuntos parcialmente ordenados definidos sobre relagoes
binarias.

Nossa experiéncia com este sistema tem mostrado que as provas dos teoremas
da AR tendem a ser “mais deterministicas” do que, por exemplo, as usuais provas
equacionais.

Como o enfoque deste capitulo é a aritmética das relagoes, optamos por apre-
sentar ARCG como um formalismo mais matematico do que 16gico, como é usual nos
trabalhos sobre AR. Uma apresentagao estritamente formal de ARCG, com sintaxe,
semantica, mecanismo de inferéncia etc., pressupoe uma formalizacao da nocao de
conexao de Galois que, pelo que encontramos na bibliografia especializada, ainda
nao foi feita e é matéria para um trabalho futuro.

Na Secao 3.1, apresentamos os sistemas axiomaticos para AR mais difundidos
na literatura, destacando algumas caracteristicas de cada um para, mais adiante,
podermos compara-los com ARCG. Na Secao 3.2, apresentamos o conceito de co-
nexao de Galois e mostramos algumas de suas propriedades béasicas. Finalmente, na
Secao 3.3, introduzimos o sistema ARCG e exploramos a sua aplicacao na investigagao
das propriedades aritméticas das relagoes binarias. Ainda, provamos a consisténcia

de ARCG e derivamos os axiomas dos sistemas apresentados na primeira se¢ao.

3.1 Alguns sistemas axiomaticos para a AR

Como ja mencionamos, varios sistemas tém sido propostos no esforgo de tornar
a aritmética de AR mais palatavel. Na verdade, devido ao resultado de Tarski de
1953, cuja prova completa s6 foi apresentada em [GT87], qualquer sistema apre-

sentard severas limitacoes. Nesse sentido, ARCG nao ¢é diferente e também possui
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suas limitacoes. No entanto, ARCG acrescenta técnicas alternativas de prova ao re-
pertoério de técnicas ja existentes, contribuindo com a investigacao das propriedades

aritméticas das relagoes.

Na nossa opiniao, os trabalhos que mais se aproximam da abordagem que ado-
tamos para definir a AR, via ARCG, sao [CT51], [JT93] e [Dij90]. Nesta segao, apre-

sentamos estes sistemas e destacamos alguns de seus aspectos mais proeminentes.

Antecipamos aqui que a AR é uma dlgebra booleana com operadores. Assim
sendo, podemos definir uma ordem a partir da igualdade e de alguma das usuais

operacoes bindrias booleanas, pela bem conhecida equivaléncia:
a < b se, e somente se, a = a - b,
onde - ¢é o infimo de a e b, ou ainda,
a < b se, e somente se, b=a + b.

onde + ¢é o supremo de a e b.

Embora muitos trabalhos definam a AR por meio de equacoes, as propriedades
ariméticas da AR podem ser expressas por meio da relacao de ordem, inerente as
algebras booleanas, sendo conveniente, em alguns casos, usar as inequacoes como
formulas. Como veremos, em ARCG, a relacao de ordem desempenha um papel
fundamental na formulacao dos axiomas, sendo as férmulas do sistema, predomi-

nantemente, constituidas por inequacgoes.

3.1.1 O sistema CT (Chin e Tarski)

Em [CT51], Chin e Tarski propéem um sistema, que denominamos CT, baseado

na logica equacional, para definir a classe das algebras relacionais.

Uma &lgebra

do tipo (2,2,2,1,1,0,0,0), é uma dlgebra relacional se, para todo r,s,t € A, os
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seguintes axiomas sao satisfeitos:

(CTy) (A, +, -, , 0, 1) éuma algebra Booleana
(CTy)  (ris);t=r;(s;t)

(CT3) (r+s);t=00;t)+ (s;t)

CcTy) r; UV =1 ;r=r

(CTs) r =7

(CTe) (r+s) =r +s°

(CTy)  (r;s) =s ;1

(CTy)  (r';(r;s) )+s =s

Observamos que todos os axiomas de CT sao equacoes e, nesse contexto, a aritmeé-
tica da AR ¢é feita essencialmente sobre a légica equacional, onde as equagoes CT;,
2 <1 < 8, fazem parte dos chamados axiomas nao-légicos da teoria. Em termos
l6gicos, dizemos que esse tipo de sistema constitui uma teoria equacional. Se, por um
lado, a formulacao da AR como uma teoria equacional fornece imediatamente vérias
propriedades algébricas da classe de modelos da teoria — é fechada para subalgebras,
imagem homomorfica e produto direto [BS81] — por outro, a restrigao ao uso da
regra de substituicao de termos por termos iguais impoe uma rigidez a investigacao
aritmética, em particular, a derivacao de féormulas. Esta dificuldade fica evidente
quando notamos que provas equacionais detalhadas raramente sao apresentadas,

mesmo em [CT51].

3.1.2 O sistema JT (Jonsson e Tsinakis)

Em [JT93], Jonsson e Tsinakis propdem um sistema, que denominamos JT, ba-
seado na légica equacional acrescida de equivaléncias entre equacoes, para definir a
classe das algebras relacionais. Mais especificamente, eles tratam a aritmética da
AR dentro do escopo (mais geral) das dlgebras Booleanas com operadores de residuo

(ou conjugados).

Uma algebra



do tipo (2,2,2,2,2,1,1,0,0), é uma dlgebra relacional se, para todo r,s,t € A:

(JT) (A, +, -, , 0,0 )éuma dlgebra Booleana
(JIy)  (rys)-t= 0 sse(r>t)-s= 0 sse(t<s)-r=0
(JI3) r; UV =1 ;r=r

(JTy) r>s=r ;s

(JTs) r<ds=r;s

Observamos que a definicao de J7T5 contém duas equivaléncias entre equacoes,
o que torna mais aparente a frequente aplicacao de equivaléncias na demonstragao
das propriedades aritméticas da AR.

Aplicando os axiomas JT, e JT5, o axioma JT5 pode ser escrito usando os con-

ceitos primitivos de CT, como a seguinte sequéncia de equivaléncias:
(ri;s)-t=0sse(r ;t)-s=0sse(t;s ) -r= 0

Estas equivaléncias fornecem certa flexibilidade na hora de provar resultados impor-
tantes da aritmética da AR [SS85].

Em termos légicos, dizemos que esse tipo de sistema constitui uma teoria equa-
cional estendida por equivaléncias. Isto é, formalmente, JT pode ser visto como
um sistema cujas férmulas sao dadas em duas categorias: equagoes e equivaléncias
entre equagoes; e o mecanismo de inferéncia inclui os axiomas, as regras da logica
equacional e regras para a derivacao de equivaléncias. De um outro ponto de vista,
podemos afirmar que o sistema JT define a AR nao apenas por meio de axiomas
(JT1, JT5 — JT5), mas também por meio das seguintes regras nao-l6gicas, proveni-
entes de JT5:

3.1.3 O sistema D (Dijkstra)

Em [Dij90], Dijkstra propoe uma maneira alternativa de definir a AR. Embora
nao esteja rigorosamente formalizado, seu sistema, que denominamos D, é baseado
na logica da ordem e na légica equacional, estendidas por equivaléncias.

Uma algebra

Q’l:(Aa+7'7;7 7U7071/7O,)
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do tipo (2,2,2,1,1,0,0,0) é uma dlgebra relacional se, para todo r,s,t € A:

(D)) (A, 4+, -, , 0,0 )éuma algebra Booleana
(D)) r<s sses<r"

(Ds3) r’ <ssses <r

(Dy)  r;(s;t)y=(r;s);t

(Ds) r;s< (f sser<s

(Ds) (7 5s7) =(s 5r)

Observamos que alguns dos axiomas de D sao equagoes e outros sao equivaléncias
entre inequagoes. Na nossa opiniao, esse carater hibrido de D torna-o mais adequado
para provar os teoremas da AR a partir dos axiomas, pois proporciona um ambiente
aritmético ainda mais maleavel do que JT.

Em termos légicos, dizemos que esse tipo de sistema constitui uma teoria me-
reoldgica estendida por equivaléncias. Isto é, formalmente, D pode ser visto como
um sistema cujas férmulas sdo dadas em trés categorias: inequagoes, equagoes (que
sempre estao presentes quando temos inequagoes, ver Cap. 2) e equivaléncias entre
inequacoes; e o mecanismo de inferéncia inclui os axiomas, as regras da légica da
ordem e regras para a derivagao de equivaléncias. Assim como acontece no sistema
JT, além das regras logicas, podemos considerar que os axiomas Dy e D3 proveem
regras nao-légicas para o sistema:

r < s” r <s

(%]

s<r s <r

Em ARCG, procuramos reunir algumas caracteristicas dos sistemas apresentados
nesta se¢ao, de maneira conveniente, e agregamos a ideia de que algumas operagoes
podem ser definidas por meio de conexoes de Galois. Tomamos essas operagoes como
primitivas e apresentamos um conjunto de axiomas, a partir dos quais a tarefa de
provar teoremas da AR torna-se menos indigesta.

Antes de introduzirmos ARCG, apresentamos, na préxima secao, o conceito de

conexao de Galois e demonstramos algumas de suas propriedades bésicas.

3.2 Conexoes de Galois

Nossa aplicacao da nocao de conexao de Galois parece corroborar a seguinte

afirmagao de M. Erné et al, em [EKMS06]:
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If one recognizes that a Galois connection is involved in a phenome-
non that may be relatively complex, then many aspects of that pheno-
menon immediatly become clear, and thus, the whole situation typically

becomes much easier to understand.

Informalmente, no nosso caso, reconhecemos que algumas operacoes relacionais
podem atuar como fungoes entre duas dlgebras relacionais, organizadas como po-
sets, de maneira a vincular as relagoes de ordem com a aplicagao dessas operagoes.
Tomamos essas operagdes como primitivas e fixamos axiomas que estabelecem as
conexoes de Galois. A partir dai, aplicamos esta noc¢ao, além de algumas proprieda-
des, para derivar teoremas da AR, atenuando algumas das dificuldades encontradas
em outros sistemas.

O estudo sobre conexoes de Galois vai muito além do que apresentamos aqui. O
leitor interessado em aprofundar-se um pouco mais, tanto no estudo do conceito e
propriedades quanto nas suas aplicacoes, principalmente na ciéncia da computagao
e na matematica, pode consultar, por exemplo, [Aar92] e [EKMSO06].

Sejam P = (P, <p) e Q = (Q, <) conjuntos parcialmente ordenados e f : P —
Qe g:Q — P funcoes.

Dizemos que (B, Q, f,g) é uma conezdo de Galois (CG) se

fr<gyiff x <pgy, (CG)

para todo x € P ey € (). Neste caso, dizemos que f é o adjunto inferior de g e g
é o adjunto superior de f.
A condigao (CG) garante que o adjunto inferior é a inversa parcial do adjunto

superior e vice-versa, como pode ser confirmado pela seguinte proposicao.

Proposigao 3.2.1. (a) x <p gfz, para todo x € P.
(b) fgy <qy, para todo y € Q.

PROVA. (a) Para todo x € P, temos:

r<pgfr
f (co)

fI <Q fl’,
ref. de SQ .

(b) Inteiramente andloga & demonstracao de (a), por (CG) e reflexividade de <p. H
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A Proposicao 3.2.1 tem algumas consequéncias imediatas interessantes. A pri-

meira é que f e g preservam a ordem.

Proposigao 3.2.2. (a) Para todo x,y € P, se x <py, entio fx <g fy.
(b) Para todo z,y € Q, se x <g vy, entio gr <p gy.

PrROVA. (a) Para todo z,y € P:

fr<q fy

T (o

r<pgfy

ﬂ‘ Prop. 3.2.1 e trans. de SP

X SP Y,
hip.

(b) Inteiramente andloga & prova de (a). |

Uma consequéncia interessante de (CG), juntamente com a Proposi¢ao 3.2.1, é
que, para conjuntos arbitratrios A C P e B C @, f é distributiva sobre o supremo

de A e g é distributiva sobre o infimo de B, quando estes existem.
Proposicao 3.2.3. (a) Seja {x; :i € [} C P. Se \/{x;:i € I} existe, entdo
F\ {ziviey =g \[{fzi:iel}
(b) Seja {y;:ie€ I} CQ. Se N{y;:i € I} existe, entao
g/\yiiely=p Nogyi:iel}

PRrOVA. (a) Para todo {z; :i € I} C P, temos:

fVA{ziie I}y <qg V{fx;:iel}

1 (co)

V{z;:iel} <pg\V{fr;:i €I}

TT def. de sup.

z; <p g\/{fx;:i€l}, paratodoie I
1 (co)

fri <g VV{fx;:iel}, paratodoi € I,
def. de sup.
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A prova da outra inequagao ¢ feita da seguinte maneira:

V{fr;:iel} <qg fV{zi:iel}
TT def. de sup.
fri <g f\V{zi:iel}, paratodoie ]

T (<o)
i <p gf\V{x;:ie€l}, paratodoie [
ﬂ‘ def. de sup. e trans. de <p

VA{z;:iel} <pgf\{zi:iel},

Prop. 3.2.1.
(b) Inteiramente andloga & prova de (a), por (CG). u

Uma consequéncia da Proposigao 3.2.3 é que f preserva o menor elemento (0) e

g preserva o maior elemento (1), quando estes existem.

Proposicao 3.2.4. (a) Se 0 <p =z, para todo x € P, entio f0 <g y, para todo

y € Q.
(b) Sey <g 1, para todo y € Q, entao v <p gl, para todo x € P.

PRrOVA. (a)
f0 <q vy, para todo y € Q,
’ﬂ‘ def. de sup.
fO =Q V{fﬁL‘Z 11 € (Z)}
1 Prop. 3.2.3
0=p \{z;:i€0}
ﬂ def. de sup.
0 <p z, para todo x € P,
hip.
(b) Inteiramente andloga & prova de (a), pela defini¢ao de mci. [ ]

As Proposicoes 3.2.3 e 3.2.2 podem ser interpretadas como as condigoes ne-
cessarias para que uma fungao entre posets tenha adjuntos superior e inferior. Agora,
mostramos que essas proposigoes sao também suficientes, quando existem o supremo

e o infimo de um certo tipo de conjunto.

Proposicao 3.2.5. Sejam P = (P, <p) e Q = (Q, <q) posets. (a) Seja f: P — Q
uma fungdo tal que, para todo y € Q, existe \/[{z € P : fz <g y} € P. Entdo, f

tem um adjunto superior se, e somente se:
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() fV{zeP:fz<qy}t<qye
(ii) f preserva a ordem.

(b) Seja g : Q@ — P uma fungao tal que, para todo x € P, existe N{z € Q : v <p

gz} € Q. Entao, g tem um adjunto inferior se, e somente se:

(i) <pgN{zeP:fz<guy}e

(ii) g preserva a ordem.

PROVA. (a) A implicacdo da esquerda para a direita segue diretamente das pro-
posigoes 3.2.3 e 3.2.2. Para provar a implicacao inversa, definimos g : ) — P tal
que gy = \/{z € P: fz <g y}, para todo y € ). Dado x € P e y € (), temos:
x<pgy
TT def. de g

r<pV{ze€eP:fz<gy}
’ﬂ def. de sup.

fﬁU SQ Y,
ou seja, provamos que fr <oy = x <p gy. A seguir, segue a prova que r <p gy =

Jr <qy:
fr<quy
@
fr<q fV{z€P:fz<quy}
G
r<pV{ze€eP: fz<gy}
I def. de g
x <p gy.

(b) Inteiramente anédloga & prova de (a). [

3.3 Algebra relacional via CG: o sistema ARGC

Estamos, agora, aptos a introduzir o nosso sistema axioméatico para a AR. En-
fatizamos que ARGC nao é apresentado como um sistema logico, ou seja, mediante
uma defini¢ao formal de sua sintaxe, semantica e mecanismo de inferéncia. Como
o nosso principal objetivo é investigar a aplicabilidade de conexoes de Galois no

estudo da aritmética das relagoes, o nivel de rigor formal que estamos empregando
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aqui é o mesmo utilizado em estudos algébricos usuais e é suficiente para os nossos
propositos.

Uma caracteristica de ARCG que o diferencia da maioria dos sistemas para AR
é o seu conjunto de operagoes primitivas. Como usual, em se tratando de relagoes
binarias, ARCG tem dois conjuntos de operacoes: as Booleanas e as Peirceanas. As
operacoes Booleanas sao as usuais operagoes conjuntistas de intersec¢ao, comple-
mentacdo e wazio, denotadas, respectivamente, pelos simbolos -, e 0 . As
operacoes Peirceanas sao as operacoes sobre relagoes binarias de composicao, cor-
reversao e (relagao) diversidade, denotadas, respectivamente pelos simbolos ; | y
e 0.

Na linguagem usual da teoria dos conjuntos, onde r e s denotam relagoes binarias

sobre um universo U, essas operacoes sao definidas da seguinte maneira:

r-s {(a,b) | (a,b) € r e (a,b) € s}

r = {(a,0) [ (a,;0) & r}

0 {(a,b) | (a,b) € 0}

;s = {(a,b) | e € Ul(a,c) €re(cb) € s]}
i (a,0) |

A escolha dessas operacoes como primitivas justifica-se, basicamente, por duas
razoes interligadas: (1) as conexoes de Galois estabelecidas por meio dessas operagoes
e (2) a simetria existente entre os axiomas que definem as operagoes. Para explicitar
essa simetria, particionamos o conjunto dos axiomas em dois blocos: o dos axiomas
estaticos — que lidam com as operacoes Booleanas — e o dos axiomas dinamicos —
que lidam com as operagoes Peirceanas.

Uma algebra
Q(:(A7 ) ;7_767 07 O,)u

do tipo (2,2,1,1,0,0) é uma dlgebra relacional se os axiomas da Tabela 3.1 sao

satisfeitos, para todo r,s,t € A.
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Axiomas estaticos

(By) - (s-t)<(r-s)-te (r-s)-t<r-(s-t)
(B) 0 -r<rer<r-0
T Oigr e r< 0 -r
(B3) 7 <s sse s <r
B r<s sse s<r

5) ros<t sse s<(t -r)
(S) r<s-t sse r<sandr<t

=

Axiomas dinamicos

Py 0 ;r<rer<r;0
T;O/USTGTSO/U,T

(P3) r <s sses <r

(Py) rgsc sse s§rC

(Ps) r:s<tsse s<(t :r)°

(D) (rc,sc)cg(si,ri) e (s ;1) §(7"U,sc)U

Tabela 3.1: Axiomas para a AR via conexdes de Galois

O B nos axiomas estaticos refere-se a Boole, o P nos axiomas dinamicos refere-se
a Peirce, o S a Schroder e o D a Dijkstra.

Chamamos a atengao para a similaridade das formas dos axiomas (B;) ¢ (B),
1 < i < 5. Cada axioma (P;) correspondente a um axioma (B;), e vice-versa,
apenas trocando as ocorréncias de -, , e 0 por ocorréncias de : G, e 0,
respectivamente. Os axiomas (B3) e (By) lidam com ocorréncias de . (Bs) mostra
uma equivaléncia quando a operacao  é aplicada do lado esquerdo da inclusdo,
enquanto que (B,) mostra uma equivaléncia similar quando a operacao  é aplicada
do lado direito. Uma observacao inteiramente andloga a esta pode ser feita para o
par (Bj) e (S) e as ocorréncias de - , também para o par (Ps) e (Py) e as ocorréncias

de ~ e o par (Ps) e (D) e as ocorréncias de ; .
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3.3.1 Conexoes de Galois e a aritmética da AR

Percebemos que, em teorias equacionais, a estratégia de prova consiste, basica-
mente, em encontrar instancias de teoremas que nos guiem, por meio das regras de
inferéncia da logica equacional, até a equacao a ser demonstrada. Acontece que algu-
mas vezes essa estratégia acaba sendo frustrante porque a capacidade de encontrar
essas instancias depende muito da pratica e da habilidade do agente que desenvolve
a prova — provas dificeis geralmente requerem bons especialistas da teoria.

Nossa motivacao, ao introduzir o sistema ARGC, foi tornar o exercicio das demons-
tragoes uma tarefa menos ardua, oferecendo ferramentas para que as provas sejam,
de alguma maneira, mais deterministicas e nao dependam tanto da habilidade ma-
tematica de quem as desenvolve. Nesse sentido, as conexoes de Galois, estabelecidas
pelos axiomas de ARGC, parecem internalizar no sistema uma heuristica para provar
teoremas — que outros sistemas nao possuem, ou pelo menos, que nao esta clara.
Muitas das demonstragoes que seguem testemunham o que estamos alegando.

Estamos prontos para mostrar que cada um dos axiomas (Bs), (By), (Bs), (5),
(Ps), (Py), e (P5) estabelece uma conexao de Galois. Ao fazer isto, obtemos como

corolarios, varias propriedades aritméticas que podem ser provadas na AR.

Proposicao 3.3.1. O azioma (Bs) estabelece uma conexao de Galois.

PROVA. Seja 21 uma &lgebra relacional. Definimos os posets P = (A4,<) e Q =

(A, >), e as fungdes f: A — Ae g: A— A da seguinte maneira
fr=gr=r , paratodo r € A.

Assim, (3,9, f, g) é uma conexao de Galois. De fato, temos:

fr<ssser>gs
I def. de f eg
r_gssses_gr
(B3)

para todos r, s € A. [ |

A férmula do corolario seguinte expressa uma das propriedades aritméticas bésicas

das algebras Booleanas, em particular da AR, e costuma ser usada como axioma em
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alguns sistemas equacionais. Para deriva-la no nosso sistema — como se trata de
uma equacao — temos que provar duas inequacgoes. Acontece que essas inequagoes

sao expressoes imediatas de uma das propriedades de CG, demonstrada na segao

anterior.
Corolario 3.3.1. Para todo r em uma dlgebra relacional, temos r = r.
PRrOVA. Pela Prop. 3.2.1, aplicando a conexao de Galois dada por (Bs). [ |

Proposicao 3.3.2. O azioma (By) estabelece uma conexao de Galois.

PROVA. Seja 21 uma &lgebra relacional. Definimos os posets P = (A4,>) e Q =

(A, <), e as fungoes f: A — A e g: A— A da seguinte maneira
fr=gr=r , paratodor € A.

Assim, (B, Q, f,g) é uma conexao de Galois. De fato, temos:

fr>ssser <gs
1 def. de f and g
sgr_ ssergs_,

(Bas)

para todos r, s € A. [ |

O proéximo corolario também é um resultado bem conhecido das algebra Boole-

alas.

Corolario 3.3.2. Para todo r,s em uma dlgebra relacional, temosr < s = s <

ro.
PROVA. Pela Prop. 3.2.2, aplicando a conexao de Galois dada por (By). [ ]
Proposigao 3.3.3. O azioma (B;) estabelece uma conexdo de Galois.

PROVA. Seja 2 uma algebra relacional e € A. Definimos os posets P = (A, <) e

Q= (A,<),easfungdes f: A — Aeg: A— A da seguinte maneira:

fs=r-s, paratodo s € A, e
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gt=(t -r) , paratodot € A.
Assim, (3,9, f, ¢g) é uma conexao de Galois. De fato, temos:

fs<tsses<gt

'ﬂ‘ def.defeg
ros<tsses<(t -r),
(Bs)

para todos s,t € A. [ |

Corolario 3.3.3. Para todos r,s,t de uma dlgebra relacional, temos:
(@)r-(s 1) <s,
(b)s<t=r-s<r-t.

PRrROVA. (a) Pela Prop. 3.2.1, aplicando a conexao de Galois dada por (Bs).

(b) Pela Prop. 3.2.2, aplicando a conexao de Galois dada por (Bs). [ |
Proposicao 3.3.4. O axioma (S) estabelece uma conexdo de Galois.

PROVA. Seja 24 uma &lgebra relacional. Definimos os posets P = (4,<) e Q =
(A x A,x), onde < é a ordem induzida por <, e as fungoes f : A — A x A e

g:Ax A— A da seguinte maneira:
fr=(r,r), paratodo s € A, e

g(s,t) = s - t, para todo (s,t) € A x A,
Assim, (P, Q, f, g) é uma conexao de Galois. De fato, temos:

fr =< (s,t) sser <g(s,t)

ﬂ def.defeg
r<s-tsser<ser<t,

(5)

para todos 7, s,t € A. [ |

Corolario 3.3.4. Para todos r,s,t em uma dlgebra relacional, temos
(a)r-s<s er-s<r,

b)r<s et<u=r-t<s-u.
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PRrROVA. (a) Pela Prop. 3.2.1, aplicando a conexao de Galois dada por (.5).

(b) Pela Prop. 3.2.2; aplicando a conexao de Galois dada por (5). |

Uma das conveniéncias de ARGC estd na simetria, j& mencionada, entre os axiomas
estdticos e dindmicos. Como (P3), (Py), e (P5) podem ser obtidos de (Bj3), (By), e
(Bs) apenas trocando as ocorréncias de -, , e 0 pelas ocorréncias de ;, ,e 0",

respectivamente, a préxima proposicao e seu corolario sao imediatos.
Proposigao 3.3.5. O aziomas (Ps), (Py) e (Ps) estabelecem conezoes de Galois.

Corolario 3.3.5. Para todo r,s,t de uma dlgebra relacional, temos
(a) I
D) r<s=s <r .

(¢c)s<t=r;s<r;t.

O Corolario 3.3.2 garante que a operacao ¢ anti-tonica. O Coroldrio 3.3.5, item
(b), garante que a operagao “ 6 anti-tonica. O Coroldrio 3.3.4, item (b), garante que
a operacao - ¢ monotonica. Todavia, como a prova do Corolédrio 3.3.4 é baseado
na conexao de Galois dada por (5), ndo temos um andlogo imediato garantindo que
a operagao ; seja monotonica. O Corolédrio 3.3.2, item (b), garante a monotonici-
dade a esquerda da operacao - e a prova é a baseada na conexao de Galois dada
por (Bs) e, portanto, temos o analogo, item (c), do Corolario 3.3.5, garantindo a
monotonicidade a esquerda da operagao ;. Ainda, dos axiomas (Py) e (Ps), segue

a monotonicidade a direita da operacao ; , como vemos na préxima proposicao.

Proposicao 3.3.6. Para todos r,s,t de uma dlgebra relacional, temos

r<s=r;t<s;t.
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ProvA. Temos que:

rit<s;t

{} Corol. 3.35 (a)
7“;25§(3;75)c
T P )
(s58) <(rs;t)”

{} Corol. 3.3.5 (a)
(S’t)US(TUU’t)U

v

(P T B
ti(s;t) <r”
1 Py o
r<(t;(s;t))”
’ﬂ h1p.(T<S)

{} Corol. 3.3.5 (a)
s<(t77 i (sit)7)”
T B
(s;t) ;8<t”
T Py o
t<((s;t) ;s)"
T B
s;t<s;t,

Ref

para todos r, s, t. [ |

O axioma (Bj) garante que a operagdo - ¢é associativa. O axioma (By) garante
que a constante 0 é um elemento neutro para a operacdo - . Assim, o axioma
(B1), juntamente com o axioma (Bs) garantem que, para qualquer algebra relacional
2L, o sistema algébrico associado (A, -, 0 ) é um mondide. Considerando a simila-
ridade dos axiomas que temos enfatizado, também concluimos que os axiomas (P;) e
(P,) garantem que o sistema algébrico associado (A, ;, 0/ U> é um monoide. Dessa
maneira, de acordo com o nosso sistema de axiomas, ter uma algebra relacional é
como ter dois mondides “intercalados”.

Veremos que os axiomas (Bs), (By), (Bs) e (S) “forcam” o monéide (A4, -, 0 )
a ser um reticulado Booleano (i.e. um reticulado complementado distributivo limi-

tado). Mas antes, temos que definir a operacao binaria + e o elemento distinguido
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1 , em ARGC, e provar algumas de suas propriedades aritméticas. Definindo

r+su=(r -s) e 1

temos os resultados seguintes.

=0

Proposicao 3.3.7. Para todo r,s,t de uma dlgebra relacional, temos

a) r <r+s.

b)
c)r<tes<t:>r+s<t
dyr-s=s-r.

ey(r-t) -(r-(s -t))<r.
HE-t) - @-(s -t))<s.

s<r+ s.

(
(
(
(
(
(

PROVA. Para o item (a), temos:

r<r-4s

M def. de +
r<(r -s)
T (Bs)

s -r<r,
Corol. 3.3.4.

A prova de (b) é andloga a prova de (a).

Para o item (c), temos:
r+s<t
I def. de +

s ) <t
Bg) e Corol. 3.3.1

IN =

r -S

(r
f
-
T (S

&

t <r et <s

'ﬂ Corol. 3.3.2
r<tes<t,
hip.

Para provar (d), temos que provar as inequagoes 7 -

s<s-res-r<r-s

Mas estas seguem, de maneira imediata, do Corolario 3.3.4 e do axioma (.5).
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Para o item (e), temos:

() (r-t) ~(r-(s -t))<r
ft (d) )
(r-t) -((s -t) -r)<r
ft (B1) )
((r-t) (s -t))-r<r
Corol. 3.3.4.

Para o item (f), temos:

(ret) ~(r-(s ~t))<s

I Corol. 3.3.1

S <t (s -t))
(B

(r-(s «t))-s <r-t
(B

do Corol. 3.3.3 (CL)

Isto conclui a prova do resultado. [ |

O axioma (Bj) e a Proposicao 3.3.7(d) mostram que a operagao - ¢ associativa
e comutativa, respectivamente. O mesmo segue, diretamente da definicao apresen-
tada, para a operagdo + . Para mostrarmos que a estrutura (A, +, - ) é um

reticulado, falta provar a lei de absorcao.

Proposicao 3.3.8. Os aziomas (Bs), (By), (Bs) e (S) garantem que o reduto

algébrico (A, +, -, , 0, 1) é um um reticulado complementado distributivo li-
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mitado, ou seja, para todo r, s, t € A, temos

(a) r4+r-s=r (lei de absor¢ao)

(b) 0 <r (limitado inferiormente)
(c) r< 1 (limitado superiormente)
(d) r +r=1 (complementado 1)

(&) r -r= (complementado 2)

) r-(s+t)=(-5)+(r-t) (distributivo)

ProvA. Para cada equacao, vamos provar duas inequagoes.
Para o item (a), temos:
@) r+r-s<r

1 Def de + @ r<r+r-s

" res)) <r Prop. 3.3.7 (@)

(r
ft (Bs)
r <r -(r-s)
)
r <r er S(r-s)_
'ﬂ Corol. 3.3.2

—~

=
™

r <r er-s<r
Ref e Corol. 3.3.4

(by 0 <r (c) r< 1
{} Corol. 3.32 (b) e Corol. 3.3.1 ) def. de 1
r <0 r< 0
T (5) T (5)
r <r -0 r<r-0
(B2) (B2)

O item (d') é uma consequéncia imediata de (c).

() 1 <r +r
TT def. de + e 1

0 <(r) -r)
TT Corol. 3.3.1

0 <(r-r)
1} Corol. 3.3.7 (d)

0 <(r -r)
T (Bs)
r- 0

<r
(B2)
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O item (¢’) é uma consequéncia imediata de (b).

) r -r<o0

By
r<(0 -r)

'ﬂ Corol. 3.3.2 e Corol. 3.3.1
0 -r <r

(B2)

(f) r-(s+t)<(r-s)+(r-1)

ﬂ‘ def. de + -
re(s t) <(r-s) -(r-t))
T (Bs) )

(r-t) -(r-(s -t))<r-s

T (5)

(f") (r-s)+ (7“ t)<r-(s+1)
I def. de
(

(r - )_-(7“ t)) <r-(s -t)
ﬂ (Bg)eCorol331

(re(s «t)) <(r-s) -(r-t)

NG ]
(re(s <t)) <(r-s) e(r-(s -t)) <(r-t)
! Corol. 3.3.2

ros<r-(s -t) er-t<r-(s -t)

I Corol. 3.3.3
s<(s -t) et<(s -t)
'ﬂ def. de +

s<s+tet<s+t
Prop. 3.3.7 (@) e ()

Isto conclui a prova do resultado. [ |

Podemos afirmar que os axiomas (B;) e (P;), 1 <14 <5, s@o similares na forma,
enquanto que esta relacdo de similaridade nao se aplica aos axiomas (S5) e (D). A

seguir, utilizamos a Proposigao 3.2.5 para justificar esta (particular) “assimetria”.
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Consideremos a seguinte estrutura
Ql = <A7 m7 O7C 771C ) ®7 D>7

onde A é o conjunto de todas as relagoes binarias sobre um dado conjunto U, N e o

_1c o~
¢e 1 530 as

sao as operagoes bindrias de intersec¢ao e composi¢ao (de relagoes),
operacoes undrias de complementacao e correversado, e os elementos distinguidos () e
D sao o conjunto vazio e a relagao diversidade.

Assumimos que 2 é um modelo (padrao) para os nossos axiomas e que um
produto direto de modelos padrao também é um modelo. A primeira afirmacao serd
verificada na préxima segao.

Considere que a, b sao dois elementos distintos em U. Tomando os posets P ::=
(AxA,Cyp)eQ == (A, Cqy), onde Cgp ¢é arestrigao do produto cartesiano da inclusao
conjuntista a P e Cq é a restricao da inclusao conjuntista a 9, definimos a funcao
g:Ax A — Apor g(s,t) :=sot, para todo (s,t) € A x A. Dessa maneira, 33,
9 e g satisfazem as hipdteses da Proposigao 3.2.5, ou seja, para todo r € A, existe

N{(s,t) e AxA:rCqasot} e Ax A
Agora, para r = {(a,b)}, temos

({(s,t) e Ax A:r Csot}={(0,0)}.

De fato, basta observar que r C {(a,a)} o {(a,b)} e r C {(a,b)} o {(b,0)}.

Logo r Z g(({(s,t) € Ax A:r C sot}) e, pela Proposicao 3.2.5, g ndo tem
um adjunto inferior.

Assim, temos um obstdculo para a existéncia de um axioma dinamico analogo
a (9), pois tal axioma, assim como (), estabeleceria uma conexao de Galois e, se

este fosse o caso, ¢ teria um adjunto inferior.

3.3.2 Consisténcia de ARGC

Vamos mostrar que qualquer estrutura
Ql = <A7 ﬂ, O,C 7_16 y @, D>

como definida no final da secao anterior é, de fato, um modelo da nossa axioma-

tizagao, apresentando assim uma prova semantica da sua consisténcia.
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Seja A = (A,N,0,°,71 /), D) uma estrutura padriao. Os axiomas estaticos lidam
com o reduto Booleano de 2l. Omitiremos as provas conjuntistas mais diretas, como
é o caso de (Bj), que expressa a associatividade para a intersec¢ao de conjuntos,
(B2), que expressa que o complemento do vazio (a relagdo universal) é o elemento
neutro da intersegdo e (S), que pode ser checado apenas usando a definicao de
intersecao.

Provamos que 2l é um modelo dos outros axiomas estaticos. Para isto, usaremos

relacoes bindarias arbitrarias a, b, c € A.
(B3) AEr <ssees <.

PROVA. Suponhamos que a < b. Tomemos um elemento = € b°. Entao = ¢ b, pela
hipétese, x ¢ a“. Assim, x € a, ou seja, b° < a. O outro lado da equivaléncia é

andaloga. m
(By) AEr<s sees<r .

PROVA. Suponhamos que a < b°. Tomemos um elemento = € b. Entao, z ¢ b°,
pela hipétese, z ¢ a. Assim, x € a¢, ou seja, b < a®. O outro lado da equivaléncia é

analoga. m

(B;) AEr-s<tsees<(t -r)

ProOVA. Suponhamos que a Nb < ¢. Tomemos um elemento x € b. Suponhamos
que = ¢ (¢“Na). Entdo, x € ¢°Na, ouseja, z € e x € a. Assim, z ¢ cex € a.
Segue que z € aNbe x ¢ ¢, contradigdo com a hipdtese. Portanto, z € (¢“Na)° e
b<(c“Na)c.

Agora, suponhamos que b < (¢“Na)¢. Tomemos um elemento z € a N b, ou seja,
xr € a ex €b. Pela hipdtese, z € (¢°Na)°. Entdo, x ¢ ¢“Na, isto é, x ¢ ¢ ou x ¢ a.

Mas, como z € a, segue que z ¢ c°, ou seja, x € c¢. Portanto, aNb < c. [ |

Os axiomas dinamicos regulam as operacoes Peirceanas, que levam em conta o
aspecto bindrio das relacgoes, de serem conjuntos de pares ordenados. Omitiremos a
rotina de provar a associatividade da composigao (P;).

Provamos que 21 é um modelo dos outros axiomas dinamicos.

v

(P)AFE O " 5r<r, AEr<r; 007, AEr; 0 <r, ARr< 070
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PROVA. Tomemos (z,y) € 0’ ~1° o a. Entao,
z[(z,2) € 0/ 1" e (2,y) € a].
= (z,2)¢ 0 te(z,y) €a
= (2,2) ¢ 0 (pois 0 1= 0 )e(z,9) €a
=zr=zc¢(2y) €a
= (z,y) €a
Assim, 0 " oa <a.
Agora, tomemos (z,y) € a e suponhamos que (z,y) ¢ 0~ oa.
= —3z[(z,y) € 0 "V e (x,2) € d
= -3z[(z,y) &€ 0 e (x,z2) € q]
= —Jz[r =z e (z,y) € d,
o que contradiz (x,y) € a.

A segunda parte é analoga.
(P)Er  <ssses <r.

PROVA. Suponhamos que a™** < b e tomemos (z,y) € b1,
= (z,y) b7
= (y,2) ¢ b
= (y,z) ¢ a= " (pela hipStese)
= (y,z) €a!
= (z,y) €a

O outro lado da equivaléncia é analogo.
(Py) Er< s” sse s < r.

PROVA. Suponhamos que a < b~'° e tomemos (z,y) € b,
= (y,z) €b!
= (y,z) ¢ b "
= (y,x) ¢ a (pela hipdtese)
= (z,y) ¢ o
= (z,y) €aV

O outro lado da equivaléncia é analogo.
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(Ps)Er:s<tsses<(t ;r) .

PROVA. Suponhamos que aob < ¢ e tomemos (z,y) € b.
Suponhamos (por absurdo) que (z,y) ¢ (¢ 0 a)™!",
= (z,y) € (c Y oa)™?
= (y,z) € (" oa)
= 3z[(y,2) € ¢ e (2,2) € q]
= 32[(y,2) ¢ ¢t e (2,7) € a]
= 3z[(z,y) ¢ ce (z,2) € d

o que contradiz a hipétese inicial pois, se (z,x) € a e (z,y) € b, entdo (z,y) € ¢

_1c

Agora, suponhamos que b < (¢ 0 a)™'" e tomemos (z,y) € aob,

= 3z[(z,2) €ae(z,y) €
= (2,9) €
= (2,9)
= (y,2)

= —Jwl(y,

(¢ 0a)™! (pela hipétese)
(¢ oa)™!
(¢ oa)
) e e

[(y,w
:>ﬂ5|w[(y,w)§écl (w, 2) € d
[(w,y

¢
¢
e (w,z) € a

= -Jw((w,y) ¢ ce (w,2) € d]
= Yw[ se (w, 2) € a entdo (w,y) € ¢
= (z,y) € ¢ pois (z,2) € a.

(D)AE(r"5s) <(s ir ), AF(s ;7 ) <(r 587"

PROVA. Tomemos (z,y) € (a™* o 7171
= (z,y) & (a0 b1~
= (y,z) & (a7 o b71)
= —3z[(y,2) €a e (z,7) € b7
= -32[(y,2) ¢ a e (z,2) &b}
= —3z[(z,y) ¢ae(z,2) ¢ Y]
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3.3.3 CT, JT e D a partir de ARGC

Vamos agora mostrar como obter os axiomas de CT, JT e D a partir dos axiomas
de ARGC. Estes resultados fazem parte da aritmética das relagoes, ja que os axiomas
de CT, JT e D expressam algumas das propriedades aritméticas mais basicas da AR.
Ao demonstrarmos esses resultados, evidenciamos a funcionalidade de ARGC, que

temos enfatizado, no que diz respeito a heuristica de provar teoremas.

D e ARGC

Ja temos definidas todas as operacoes do sistema D a partir das operacoes de
ARGC. Quanto aos axiomas de D, é imediato verificarmos que (Dy), (D3), (D3), (Dy), €
(Dg) seguem dos nossos. Derivamos aqui apenas o axioma (Ds), cuja demonstragao é
menos trivial. Esse axioma pode parecer estranho a primeira vista mas é, na verdade,
uma versao muito natural, para as operagoes Peirceanas, da seguinte equivaléncia

Booleana: 7 - s < 0 seer <s .
Proposicao 3.3.9. Para todos r,s de uma dlgebra relacional:

(Ds) r;s< 0 sserﬁsC

Prova.
< 0

iI (Bs)

s<(0 ")

() (P2)

s<r’

ﬁ (P4_)ePr0p 3.3.5

rgsu

[ ]

CT e ARGC

Para derivarmos os axiomas de CT em ARGC, primeiramente temos que definir as
operacoes primitivas de CT, que nao constam em ARGC, a partir das operagoes de

ARGC.
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Ja temos definidos as operacoes Booleanas. As outras operacoes sao definidas

da seguinte maneira:

Antes de provarmos os axiomas de CT, demonstraremos alguns resultados prévios
auxiliares. Note que esses resultados reforcam, de maneira ainda mais profunda, a
relacao entre as operagoes Booleanas e Peirceanas do nosso sistema. Chamamos
a atencao do leitor para o carater hibrido das demonstragoes, onde a légica da
igualdade e a légica da ordem estao constantemente sendo aplicadas como logicas

subjacentes.

Proposicao 3.3.10. Para toda dlgebra relacional, temos 0/ ~ = (

PRrOVA.
o =0
I def. de =
0 <0 el <0
1 Corol. 3.3.1
v <0 e0° <0
T (Bs) « (Ba) ) )
O’C_g 0 e 0 < a
I def. de =
v — o
1 (P2) e Corol. 3.3.5
O/C_CC:(O’_; O’C)

ﬂ (PQ) e Corol. 3.3.1

(07 750 =0 ;07 )

(D)(com?": 0/ - eSS = OI)

O resultado seguinte fornece uma maneira de determinarmos quando dois ele-

mentos de uma algebra Booleana sao iguais.

Lema 3.3.1. SejaP = (A, <) o poset induzido por uma dlgebra Booleana 2 qualquer

er,s € A. Se, para todo x € A, temos que r < x see s < x, entao r = s.
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PROVA. Suponhamos (por absurdo) que r # s.
Caso 1: r <s
Tomemos t =1 + s . Temos que r < ¢ mas ndo é o caso que s < t. Contradicao
com a hipodtese.
Caso 2: s<r
Andlogo ao Caso 1.
Caso 3: r e s sao incompardveis.
Tomemos t ::= r. Temos que r < t mas nao é o caso que s < t. Contradicao

com a hipdtese. [ |
Usando uma linguagem mais simbdlica, o lema acima pode ser escrito como
Ve(r<zsees<z)=r=s5

ou ainda,

Vo(r-z < 0sees-2 < 0)=r=s.

Em ARCG, temos uma versao Peirceana desta implicacao, evidenciando mais

uma vez o paralelismo entre as operagoes Booleanas e Peirceanas.

Proposicao 3.3.11.

Ve(r;z <0 sees;z < 0)=r=s

PRrROVA.

r=s

M Lema 3.3.1

Va(r < x see s <x)

1 Corol. 3.3.5

Valr < (27)° sse s < (7))

I Prop. 3.3.9

Vo(ri;z” < 0 sses;z < 0)

hip.

Estamos, agora, em condigoes de provar uma propriedade importante das operacoes
de complementacao e correversao — que facilita muitas provas de teoremas — a sa-

ber, que estas operagoes comutam.
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Proposicao 3.3.12. Para todo r de uma dlgebra relacional, I—

- v

ProvaA. Para provarmos essa equacao, pela Prop. 3.3.11, é suficiente provarmos que,

para todo  de uma algebra relacional,

Finalmente, podemos demonstrar que os axiomas de CT seguem dos axiomas de

ARGC.

Proposigao 3.3.13. Seja A = (A, -, ;, , , 0, 0 ) uma dlgebra relacional de

acordo com ARGC. Entio CTA = (A, +, -, :, ,, 0,1, 1) é uma dlgebra

relacional de acordo com CT.

PROVA. Pela Prop. 3.3.8, o reduto (A, +, -, , 0, 1) é uma &lgebra Booleana,

portanto, ja provamos (CT7). Para os outros axiomas, temos que (CT3) é 0 nosso
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(P); (CT3) segue do fato que (Ps) estabelece uma conexao de Galois; e (CTy) é o

nosso (P), de acordo com a definigao 1" == 0/

Para (CTs), temos:

b (R (P
%) =)

Prop. 3.3.12

<

O estabelecimento de (C'Ts) em ARGC segue de um resultado mais forte. A saber,

para todos r, s de uma algebra relacional, temos

v v
r <ssser<s

As seguintes equivaléncias estabelecem o resultado:

Estas equivaléncias mostram que ~ estabelece uma conexao de Galois e, desta ma-

neira, (CT) segue do fato que o adjunto inferior preserva supremo, cf. Prop. 3.2.3.
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Para (C'T7), temos:

(r;s)ui:(sci ,rcj)
T def. de = -
(sG ;r_ Y<(r;s)”
f (B3) e (B4 )

o
(ris) =" 57)
'ﬂ Corol_.S. .5

ﬂ Prop. 3.3.1 e Prop. 3.3.2

(rs(rss)) ~s=s
I def. de =

(i) sSses <) )

f Prop. 3.34 (5)
Tirss) )

o — —

<s

PR VAN
N~ =

< w3
|

V)

N

S (S*U ;Tu)c
ef. de - e Prop. 3.3.12
:s) <(s “ir )
(D)

A --

<

> =55 =3 =
V2)
~— 1
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JT e ARGC

As tinicas operacgoes de JT que falta definirmos sao > e <. Todavia, os axiomas
(JTy) e (JTs) definem essas operacdes em termos das operacoes e ;. Assim,
podemos definir uma algebra relacional de maneira alternativa, porém equivalente
a JT, absorvendo os axiomas (JTy) e (JT5) no axioma (J73), usando diretamente as

definicoes de > e <.

Deve estar claro que o seguinte sistema, que denominamos JT', é uma versao

equivalente a JT.

v

Q[:(A7+7'a;a ) 70a1/)7

do tipo (2,2,2,1,1,0,0), é uma dlgebra relacional se, para todo r,s,t € A:

(JI1) (A, 4+, -, , 0,0 )éuma algebra Booleana
(JTy)  (r;s)-t=0sse(r ;t)-s=0sse(t;s ) -r=0
(JI3) r; 1V =1 ;r=r

- v

Proposicao 3.3.14. Seja A = (A, -, ;, , , 0, 0 ) uma dlgebra relacional de
acordo com ARGC. Entdo Ay = (A, +, -, ;, , , 0, 1) é uma dlgebra relacional

de acordo com JT'.

PROVA. Pela Prop. 3.3.8, o reduto (A, +, -, , 0, 0 ) é uma &lgebra Boole-
ana, portanto, ja provamos (J77). Para os outros axiomas, temos que (JT3) é o
nosso (P,); uma das inclusées de cada equagao de (JT3) segue diretamente da Pro-

posicao 3.3.7 b). Assim, resta-nos mostrar as seguintes equivaléncias:

(ri;s)-t< 0 sse(r ;t)-s<0sse(t;s )-r<0



t<(r;s) r <
T (Bs) I (Bs

s<t t;sG <r
1 (P 1 (P
s<(t ) sT <(r Tt
{ Corol. 3.3.5 a) { Prop. 3.3.12
s<(t Tit7T)” s T<(r )T

ﬁ_COI“Ol 3.3.1 - Corol. 3.3.5 a)
SS(’/‘G_ i t) r o t<
T (B2) T (B )

Assim, o resultado esta demonstrado. [ |

Em termos de derivacao, nosso sistema é equivalente aos sistemas JT, CT e D.
Omitimos a prova de que os axiomas de ARCG sao derivados nestes sistemas.

Podemos demonstrar varios teoremas da AR, em ARCG, como exemplos da flexibi-
lidade que alegamos fornecer com este sistema, todavia, a apresentagao das provas,
por si s, pode nao ser suficientemente convincente. As vantagens desse sistema
apresentam-se quando estamos provando um teorema (e nao na prova pronta), pois
sao de carater heuristico. Sugerimos que o leitor interessado em experimentar tal fle-
xibilidade teste o sistema, tentando demonstrar os teoremas da AR com os recursos

que este oferece.
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Capitulo 4

Sistemas de deducao natural e a
légica das relacoes

No capitulo anterior, abordamos a aritmética das relagoes por meio do sistema
algébrico ARCG. Neste capitulo, vamos abordar a légica das relagoes por meio dos
sistemas de dedugao natural W e WI, que formalizam o que podemos chamar de ldgica

classica das relagoes e logica intuicionista das relagoes, respectivamente.

Existem varios sistemas l6gicos propostos para formalizar o calculo relacional e
seus subsistemas, inclusive a AR. Entre estes, o mais “fie]” & AR — no sentido de
ter apenas equagoes como férmulas e aplicar a logica equacional como mecanismo
de inferéncia — é o sistema AR, que pode ser obtido a partir do formalismo L£*,
apresentado em [GT87], se eliminamos a restricao de que os termos de L£* sao

construidos a partir de uma tunica variavel para relagoes.

Como sistema logico, AR caracteriza-se como um cdlculo de Hilbert, cujos axi-
omas nao-légicos sao os axiomas da AR e as regras de inferéncia sdo as regras da
légica equacional. A semantica padrao de AR é definida sobre a classe das algebras
de relagoes (modelos padrao de ARGC), ou seja, os termos sao interpretados como
relacoes binarias e as operacoes e constantes sao as operagoes e constantes usuais,
Booleanas e Peirceanas, do calculo relacional.

Devido a um resultado de R. Lyndon, referente & AR [Lyn50], sabemos que AR
é incompleto para esta semantica. Devido a um resultado de Tarski — que mostra
que é possivel axiomatizar a classe das dlgebras de relagoes equacionalmente [Tarb4,

Tarb5] — existe uma extensao de AR que é completa para a seméantica padrao. No
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entanto, alguns resultados indicam o quao dificil é descrever uma extensao completa
deste sistema. Por exemplo, Monk mostrou que nao existe uma axiomatizagao
equacional finita para a classe das dlgebras de relagoes [Mon64]. Em 1975, em
uma de suas conferéncias na Unicamp, Tarski anunciou que esta classe também
nao pode ser axiomatizada usando um conjunto finito de varidveis [Sug08]. Ainda
nesta ocasiao, apesar das limitacoes impostas pelos resultados mencionados, Tarski
considerou como um problema em aberto encontrar uma axiomatizagao “simples”

ou “natural” para a classe das algebras de relagoes.

Lyndon ja havia apresentado uma axiomatizagao em [Lyn56| que antecipava as
dificuldades deste problema e, mais recentemente, outras duas propostas de axioma-
tizagao, apresentadas em [Mad06] e [HHO2], confirmam que, de fato uma extensao

completa de AR deve ser um sistema bastante complexo.

Estes resultados mostram que, se quisermos manter o ambiente algébrico da AR,
formalizado em AR, a la Hilbert, teremos que lidar com um sistema légico de alguma

maneira indigesto.

Entre as propostas alternativas para formalizar a logica das relagoes, estao:
dedu¢ao natural [Wad75|, cdlculo de sequentes [Mad83], tablos [OP10] e diagra-
mas [FVVV06, FVVV09], sendo todos estes sistemas completos para a semantica
padrao e com uma apresentagao simples, em comparacao as extensoes completas de
AR. O prego a se pagar por essa simplicidade é abrir mao do ambiente algébrico. Por
exemplo, em [Wad75, Mad83, OP10], varidveis individuais sdo acrescidas a lingua-
gem e as férmulas nao sao equagoes. Em [FVVV09], a linguagem é diagramética, as
relacoes sao representadas por flechas, as operacoes sao “configuragoes” de flechas
e os termos sao diagramas, os quais podem ser comparados entre si de maneira a
estabelecer uma relagao de igualdade e/ou inclusao entre os mesmos, para verificar

a validade das férmulas usuais do célculo relacional.

Na nossa opiniao, nao ha razoes para nos comprometermos com qualquer método
em particular pois, dada a dificuldade intrinsica a AR, enfatizada no capitulo ante-
rior, qualquer método que fornega recursos formais eficazes, de preferéncia simples,
para provar teoremas do calculo relacional e explorar a légica das relagoes, é bem-

vindo. Todavia, entre os formalismos légicos citados acima, para o calculo relacional,
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nao estamos totalmente satisfeitos com o sistema de deducgao natural introduzido
por Wadge [Wad75].

Na primeira segao deste capitulo, apresentamos algumas criticas ao sistema de
Wadge, considerando critérios que, embora nao estivessem estabelecidos a época da
publicagao do seu trabalho, indicam que o seu sistema precisa ser melhorado.

Na Secao 4.2, apresentamos o sistema W, que é um formalismo baseado no sistema
original de Wadge, mas que escapa as criticas articuladas na se¢ao anterior.

Na Secao 4.3, apenas eliminando uma das regras do mecanismo de inferéncia de
W, introduzimos o sistema WI, para formalizar a l6gica intuicionista das relacoes, que
nao ¢ tratada no trabalho de Wadge. Demonstramos a corretude e completude de
WI, para a semantica de Kripke.

Com estes dois sistemas definidos, na Secao 4.4, motivamos uma investigacao
sobre os teoremas do calculo relacional enquanto resultados que pressupoem a légica
classica, ou intuicionista, como norma dedutiva. Mostramos que o primeiro resultado
“mais sofisticado” do calculo relacional, conhecido como Teorema K, demonstrado
por De Morgan [DM60], sé pode ser obtido integralmente se assumirmos a légica
classica das relacoes. Este teorema é expresso por meio de equivaléncias. Verificamos
quais implicacoes dessas equivaléncias podem ser obtidas em WI e quais podem ser
obtidas apenas em W, explicitando, com precisao, os aspectos classicos e intuicionistas

do teorema.

4.1 Criticas ao sistema de Wadge

E dificil definir o termo sistema de deduc¢ao natural de maneira a contemplar
todos os sistemas que sao classificados como tais na literatura e a excluir todos
0s que nao sao. Assumimos aqui o exposto nas referéncias [Ben86, Pel99, Ind10],
que parecem estar de acordo sobre os aspectos que fundamentam nossas criticas ao
sistema de Wadge.

Segundo Indrzejcak [Ind10], um sistema de dedugao natural deve possuir as

seguintes caracteristicas gerais:

— possuir meios de introduzir hipéteses em uma prova e também de elimind-

las (ou descarregd-las). Isso geralmente é feito com recursos de notacgdo que

121



armazenam as hipoteses e indicam que devem ser descarregadas para completar

uima prova;

— auséncia (ou um conjunto muito limitado) de axiomas, pois o papel destes é

desempenhado pelas regras de introducao e eliminagao das constantes logicas;

— liberdade para construcao de provas, possibilitando a aplicacao de diferentes
estratégias, tais como provas condicionais, prova por casos, reducao ao ab-

surdo, etc.

Em principio, estes critérios parecem ser razoaveis para separar os sistemas de
deducao natural de outros sistemas usuais como, por exemplo, sistemas axiomaticos,
diagramas, sequentes, tablos, etc., pois estes, a primeira vista, nao possuem essas
trés caracteristicas conjuntamente.

Entre os sistemas de dedugao natural, Indrzejcak ainda propoe distingui-los

quanto a sua apresentacao formal, considerando os seguintes aspectos:

— as unidades bdsicas do mecanismo de inferéncia, a partir das quais as regras

sao definidas: podem ser formulas, formulas assinaladas, sequentes, etc.;

— a representacao das provas: podem ser arvores, sequeéncias, caixas de sequén-

cias, etc.

Assim, podemos estabelecer uma classificacao inicial de sistemas de deducao
natural, baseados na combinagao desses critérios. Por exemplo, dizemos que um sis-
tema de deducao natural é um F'A-sistema quando as unidades basicas sao Férmulas
e as provas sao Arvores; dizemos que é um S L-sistema quando as unidades basicas
sao Sequentes e as provas sao Lineares (sequéncias), e assim por diante. Algumas
semelhangas e diferencas entre esses tipos de sistemas s@o analisadas em [Ind10]. O
leitor interessado em distingoes ainda mais refinadas de sistemas de deducao natural,
pode consultar [Ben86, BK82, Pel99].

Para os nossos propositos, esses critérios ja sao suficientes para identificarmos al-
gumas “falhas” e “deselegancias” do sistema de Wadge, enquanto sistema de deducao

natural.
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As férmulas do seu sistema sao expressoes do tipo x1'y, onde x e y sao variaveis
individuais e 7' é um termo, construido a partir das variaveis relacionais e das cons-
tantes €2, U e E — para as relacoes vazia, universal e identidade, respectivamente
— por aplicacao dos operadores U, N, ~, e ;, para as operacoes usuais de uniao,
intersecao, complementacgdo, reversao e composi¢ao, respectivamente.

O mecanismo de inferéncia de Wadge consiste das seguintes regras, onde F' e G

sao formulas e I' é um conjunto de férmulas:

r-F -G INGHF
Al) IGFF AE) ' F

xRy xSy I'xRy+ F xSyt F I'FxRUSy
) rRUSy xRUSy UE) '-F

xRy xSy rRNSy xRNSy

ni) xRN Sy nE) xRy xSy
7) [ aRy F afla ) IxRy+F T,zRyt+ F

I'+ xRy r-F

tRy xR afla
) zQa ’ Q2E) F
IzUyt+ F
YDy UE) =i
) I' x}:iy B) '+ a:Ry
I'-yRz I'+yRx
1) rRv vSy . E) I'xRv,vSy+-F T'kxR ; Sy
’ TR ; Sy ’ 'k F

I'zRy F xSy RCS zRy
C C =" T
c 1) '-RCS CE) xSy

rRv vFE

El) rEx EE) Tyy

Parece nao ser possivel classificar o sistema de Wadge de acordo com os critérios
estabelecidos por Indrzejcak, pois as regras do sistema nao possuem as mesmas
unidades bésicas.

Observamos que a regra Al e AE nao sao regras de inferéncia no sentido estrito,

pois relacionam provas e nao formulas. Por exemplo, Al deve ser lida como:
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se existe uma prova de F' a partir de I' entao existe uma prova de F' a

partir de I' U {G},

ou seja, esta regra diz respeito a relacao de consequéncia F e nao a inferéncia de
formulas, mas é apresentada no sistema como uma regra de inferéncia. Regras desse
tipo sao, usualmente, chamadas de regras estruturais, pois lidam com a estrutura da
prova e nao com operadores especificos da linguagem.

A regra 'E, embora tenha a aparéncia de uma regra estrutural (pela a ocorréncia
do simbolo F), na verdade, ndo se enquadra como tal pois elimina o operador nao-
légico e nao diz respeito apenas a estrutura da prova, mas a ocorréncia deste
operador. Por outro lado, assumindo que as unidades béasicas do mecanismo de
inferéncia de Wadge sao férmulas, = também nao se enquadra como uma regra de
inferéncia tipica, como por exemplo N/, pois nao é aplicada sobre formulas. Ainda,
se formos aceitar que o mecanimo de inferéncia deste sistema mescla dois tipos de
unidades béasicas, sendo um deles férmulas e o outro, por exemplo, sequentes, entao
a nocao de prova — definida a partir das regras — teria que ser revista pois, neste
sistema, esta nocao esta definida como sequéncia de féormulas, por aplicagao das
regras, da maneira usual.

Além disso, como Indrzejcak aponta de maneira pertinente, as regras em um
calculo de sequentes, geralmente, introduzem férmulas no antecedente ou no conse-
quente do sequente, enquanto que as regras em um sistema de deducao natural onde
sequentes sao as unidades basicas, “deveriam” introduzir e eliminar féormulas ape-
nas no consequente. Se esta observacao for aplicada ao pé da letra, entao podemos
questionar se o sistema de Wadge é, de fato, um sistema de deducao natural, pois
a presenca da regra F nao permite que o classifiquemos como tal. Nem tampouco
podemos classificd-lo como um céalculo de sequentes, basta olhar para as outras
regras.

Parece-nos que o problema estd na ambiguidade da notagao. Em particular, do
simbolo F. Por exemplo, na regra AI, o simbolo - tem o significado usual (eziste
uma prova) e estaria sendo usado de maneira apropriada, pois trata-se de uma regra
estrutural — conhecida como monotonicidade — embora seja uma propriedade da

relagao F, demonstravel a partir da definicao de prova e poderia, em principio, ser
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omitida do mecanismo de inferéncia. Por outro lado, na regra E , o simbolo F
estaria sendo usado para indicar a introdugao das hipéteses vRy e xRy em uma

“tentativa” de prova de F'. Esta regra deveria ser lida como:

supondo zRy e x}_%y, se existe uma prova de F' a partir de I' entao existe

uma prova de F' a partir de I,

ou seja, F ¢é uma regra que fornece condicoes para descarregar hipoteses que sao
introduzidas em uma prova.

Apontamos ainda que, quando Wadge demonstra a completude do seu sistema,
um dos passos ‘triviais’, que foi omitido na demonstracao, faz uso de uma regra
estrutural nao introduzida no sistema, a saber:

Finy LFF
g B F
onde I'pj, é um subconjunto finito de T'.

Esta regra também é uma propriedade da relacao F que, assim como Al, pode-
ria ser demonstrada e nao necessariamente precisaria ser enunciada como regra do
mecanismo de inferéncia. Mas é estranho que Wadge inclua AI como uma regra de
inferéncia e Fin nao seja sequer mencionada, embora tenha que ser aplicada para a
demonstracao da completude do sistema.

Finalmente, chamamos a atencao para a ocorréncia da expressao R C S nas
regras C [ e C E. Wadge insere esta expressao como abreviacao de uma férmula
do sistema, cuja interpretagao pretendida é a sugerida pelo uso do simbolo C entre
termos relacionais, ou seja, inclusdo. Assim, temos um caso atipico na definicao
formal de um sistema, da adogao de regras de eliminagao e introducao para um
simbolo definido no sistema. Neste caso, parece-nos que seria mais adequado derivar
esta regra das demais — ao invés de inseri-la no mecanimo de inferéncia — para
mostrar que a féormula abreviada por R C S, de fato, define a relacao pretendida C

de maneira adequada, conservando as propriedades conhecidas desta relacao.

Apesar dessas criticas, que apontam uma falta de rigor formal e certa dese-
legancia do sistema, consideramos que, em geral, a proposta de Wadge foi bem

sucedida. Além de seu sistema ser correto e completo para a semantica padrao,
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hé indicacoes precisas de como ele pode ser estendido para tratar das relagoes de
aridades arbitrarias.

Reconhecemos que nossas criticas talvez nao pudessem ter sido articuladas a
época da publicagao do trabalho de Wadge, dado que estamos considerando evolucoes
posteriores, na literatura especializada, sobre o estudo de caracterizacao e distingao
de sistemas de deducao natural. De qualquer maneira, dado que, atualmente, temos
as ferramentas formais a nossa disposicao, é natural procurarmos por um sistema de
deducao natural tipico para formalizar a légica das relagoes. Na verdade, o sistema
de Wadge nao esta distante de uma formulacao “pura” de dedugao natural e, por
essa razao, homenageamos seu trabalho, denominando por W e WI os sistemas de

deducao natural introduzidos neste capitulo.

4.2 O sistema W

A linguagem de W possui simbolos para as mesmas operagoes do sistema de
Wadge, com excecao das constantes para a relacao identidade e a relacao universal.
Também mantivemos a mesma semantica de Wadge. Alteramos de maneira mais
significativa o seu mecanismo de inferéncia, onde substituimos ou adaptamos algu-
mas de suas regras, para organiza-lo como um sistema de deducao natural puro,
com uma apresentacao que escape as nossas criticas ao seu sistema.

De acordo com a classificacao apresentada na secao anterior, W é um D A-sistema,
onde D denota derivacao, que é a unidade basica — a ser definida — do mecanismo
de inferéncia. Ainda, diferentemente de Wadge, representamos as provas de W por

meio de arvores.

4.2.1 Sintaxe
O alfabeto de W é dado nas seguintes categorias gramaticais:
— Varidveis individuais: uma sequéncia enumeravel de simbolos,
(X1, Toy oo Ty v ).

O conjunto das variaveis individuais é denotado por Varl e seus elementos sao

denotados genericamente pelas letras x,y, z, indexadas ou nao.
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— Variaveis relacionais: uma sequéncia enumeravel de simbolos,
(Ri,Ro,...,Ri,...).

O conjunto das varidveis relacionais é denotado por VarR e seus elementos sao
denotados genericamente pelas letras R, S, (), indexadas ou nao.

— Sitmbolos para operacoes:
trés operadores binarios: + , - e ;

dois operadores unarios: e

um operador zero-ario (constante): 0

— Simbolos auxiliares: os simbolos,

chamados de abre parénteses, virgula e fecha parénteses, respectivamente.

Os termos de W sao definidos pela seguinte gramatica:

v

T w= R O[T [T |D+T | - T | 1T

onde R € VarR. O conjunto dos termos é denotado por Trm e seus elementos sao

denotados genericamente pelas letras 7', U e V', indexadas ou nao.

As formulas de W sao as expressoes da forma:

Ty,

onde z,y € Varl e T € Trm. O conjunto das féormulas é denotado por Frm e seus

elementos sao denotados genericamente pelas letras ¢, ¢, 6, indexadas ou nao.

4.2.2 Mecanismo de inferéncia

Assumimos uma familiaridade basica com sistemas de deducao natural por parte

do leitor, em particular, com a idéia de introduzir e descarregar hipoteses em uma

prova. Usamos colchetes [ | para indicar as hipdteses introduzidas.

127



As unidades basicas do mecanismo de inferéncia de W sao as derivacoes. Uma
deriwagao é um par I' IF ¢, onde I'" é um conjunto de férmulas e ¢ é uma férmula.

Seja I' um conjunto de hipdteses (férmulas). Uma dedugio a partir de T’ é
uma arvore rotulada com derivagoes, genericamente denotada por II (indexada ou
nao), definida recursivamente pelas seguintes regras de construgdo de provas, onde

x,y,v,u € Varle T,U € Trm:

* I+ € E_|_
Se
I
' 2Ty
¢ uma deducao, entao
I
' 2Ty
" TIFaT + Uy
¢ uma deducao.
Se
o
I'-2zUy
¢ uma deducao, entao
o
I'2zUy
" TIFaT + Uy

¢ uma deducao.

Se
11, I, 115

L, [Ty - T, [zUy] I+ ¢ L'k aT + Uy
sao dedugdes a partir de I' U {zTy}, ' U {zUy} e I', respectivamente, entao

I, I, 1,
. L, [zTy] IF ¢ L, [zUy] IF ¢ L'i-aT + Uy
i Tk

é uma deducao a partir de I', onde as hipdteses Ty e xUy sao descarregadas.

x* [ eE
Se
L I
' 2Ty I'FxUy
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sao dedugoes, entao

I I,
L'k xTy I'iFxUy
' LlkzT - Uy
¢ uma deducao.
Se
IT
C'iFaT - Uy
¢ uma deducao, entao
I1
LlFzT - Uy
L'k aTy
é uma deducao.
Se
I1
LlFzT - Uy
¢ uma deducao, entao
IT
LiFaT - Uy
L'k zUy
¢ uma deducao.
I- e E-
Se
I1
[ 2Tyl IFu 0w
¢ uma dedugao a partir de I' U {zT'y}, entao
I1
; DTyl lFu0w
L'lFaT y
¢ uma deducao a partir de I', onde a hipétese xT'y é descarregada.
I1
Se ——  é uma deducao, entao
LiFa2T vy
o
g LIF 2Ty
I'iFaTy

¢ uma deducao;
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x [geFEy

Se
Hl HQ
[k 2Ty F'lFaT y
sao dedugoes, entao
I, _ I
, ['F2Ty F'iFaT y
’ TlF2z0y
¢ uma deducao.
I1 . - .
Se T yoo ¢ W deducao, entao
o
M'Fu0w
S TR

para qualquer féormula £, é uma deducao.

x [ve FEv
Se 1 ¢ uma deducao, entao
LIk aTy ’
I
o TFaTy
I'lFyT
¢ uma deducao.
Se FII—I:_CIM ¢ uma deducao, entao
11
g, LIExTy
I'FyTx
¢ uma deducao.
* I e L
Se
IT, 11,

TIFzTv . TIFoly

sao dedugoes, entao

I, I,
r I'FxTv I'iFoUy
' LT ; Uy
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¢ uma deducao.

Se
1 o I,
L, [xTv], [vUy] IF ¢ ClkaT ; Uy

sao dedugoes a partir de I' U {zTv,vUy} e T, respectivamente, e a variavel v

nao ocorrer nas formulas de I', entao
1L 1,

o L, [2Tv), [vUyl I  TlFaT ; Uy
TIFo

é uma deducao a partir de I', onde as hipdteses xTv e vUy sao descarregadas.

Seja I' U {¢} um conjunto de férmulas. Uma prova de ¢ a partir de I" é uma

deducao a partir de I' tal que
i) araiz é a derivacao I' IF ¢,
ii) as folhas sdo derivagoes da forma X I ¢, onde ¥ € ¥ e
iii) todas as hipéteses introduzidas sdo descarregadas.

Escrevemos I' - ¢ se existe uma prova de ¢ a partir de I' e dizemos que ¢ ¢é
consequencia sintdtica de I'. Dizemos que ¢ é teorema de W se existe uma prova de
¢ a partir do conjunto vazio. O fecho sintdtico de I' é o conjunto FS(I') de todas
as consequéncias sintaticas de I'. Dizemos que I' é dedutivamente fechado quando
I'=FS().

Separamos do mecanismo de inferéncia as seguintes regras estruturais (definidas
sobre provas e nao sobre derivagdes). Estas regras sao propriedades da relagao
que podem ser demonstradas a partir da definicao de prova.

Para quaisquer conjuntos de férmulas I'" e A.

Mon) Se I' F ¢, entao T U A F .

Fin) Se I' i ¢, entao I'g, - ¢, onde I'g, é um subconjunto finito de T

4.2.3 Semantica

Uma estrutura A para W, ou W-estrutura, é uma dupla (A, I), onde:
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— A é um conjunto nao-vazio;
— I é uma funcao interpretagdo I : VarR — p(A?);

Dada uma W-estrutura 2l e um termo 7', a denotacio de T em %A, simbolizada

por [T]a, é definida recursivamente da seguinte maneira:

[R]x = I(R), para todo R € VarR

[ O_]]g[ n= 0 (vazio)

[T Ja n= [T (complementagao)
[T ] = [T7a7" (inversao)

[T+ Uy == [T]aV[U]a (uniao)

[T-Uly == [T]an[U]a (intersec¢io)

[T ; Ula = [T]aco [Ulx (composigao)

Uma atribuicao em uma W-estrutura 2, ou simplesmente 2-atribuicao, ¢ uma
funcao a: Varl — A
Sejam xTy uma formula, 2 uma WI-estrutura e a uma 2-atribuicao. Dizemos

que:
1. 2 e a satisfazem ¢, denotado por A, a F zTy, quando (az,ay) € [T]x;

2. @ é verdadeira em 2, denotado por 2 F Ty, quando, para toda 2A-atribuicao
a, temos que A, a F xTy; neste caso, dizemos também que 2 é um modelo de

xTy;

3. ¢ é walida, denotado por F 2Ty, quando, para todo modelo 2, temos que

AEzTy.

Seja I'U{p} um conjunto de férmulas. Dizemos que ¢ é consequéncia semantica
(local) de T', denotado por I' F ¢, quando, para toda W-estrutura 2 e A-atribuicao
a,se A,aF T entao A, aF .

4.2.4 O sistema original de Wadge versus W

Definidas a sintaxe e a semantica de W, estamos em condi¢oes de mostrar que

este sistema resiste as criticas que apresentamos ao sistema original de Wadge.
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Em W, nao existe confusao sobre as unidades basicas do mecanismo de inferéncia,
pois todas as regras de construcao de prova estao definidas sobre derivacoes. Eviden-
ciamos a introdugao de hipéteses em uma dedugao através de colchetes [ |, evitando
a ambiguidade do sistema de Wadge para o simbolo . Também deixamos claro
que nem toda derivacao é prova pois, para tal, as hipéteses introduzidas devem ser
descarregadas de acordo com as regras de construcao de prova. Finalmente, também
esta claro quais sao as regras estruturais do sistema, que estao separadas das regras
de construcao de prova.

Agora, mostramos que o significado da férmula que foi usada por Wadge como
definicao de T" C U corresponde, de fato, ao significado usual dado para o simbolo
C. No nosso caso, reservamos o simbolo C para ser usado apenas no contexto
semantico, como significado do simbolo <, introduzido sintaticamente, da seguinte

maneira, para todos T, U € Trm e z € Varl:

T<U:z=2(0 ;(T-U);0 ) z
Para mostrar que < tem o significado pretendido, suponhamos que A = (A, I)
é uma W-estrutura, tal que AF z(0 ; (T -U ); 0 ) z Aplicando as definicdes

adequadamente, temos que, para qualquer atribuicao a:

ﬂhdo’;aﬂUU;o’fz )
sse (a(2),2(2)) €[(0 ;(T-U ); 0 ) Ja
sse (a(z),a(2) ¢ [(0 :(T-U )5 0w ) )
sse flacA:(a(z),a) €0 Jue(a,alz)e[(T-U ); 0 Ju

Como, por defini¢ao, [ 0 ] é a relacdo universal A x A, a primeira condigao da
conjunc¢ao acima é sempre verdadeira, logo, temos:
fa€A:(a(z),a) €[(T-U ); 0 Ja )
sse fac A:Ibe€A:(a,b)c [[T U lue(ba(2)e[0 ]a

Novamente, pela mesma razao apresentada anteriormente, a segunda condicao

da conjuncao acima é sempre verdadeira, logo:

PacA:3FbeA:(a,b) €[(T-U ); 0 Ju
sse Pac A:3Ib€ A:(a,b) € [T]ae (a,b)c[U Ju
sse flacA:3be A:(a,b) € [T]ue (a,b) & [Ula
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Ou seja, para todo a € A, se existir um b € A tal que (a,b) € [T]y, entado
(a,b) € [U]a.

Vamos deixar para demonstrar os Teoremas de Corretude e Completude do sis-
tema W mais adiante, apds termos introduzido o sistema WI e demonstrado os Teo-
remas Corretude e Completude deste sistema. Nosso propdsito é evidenciar os as-
pectos de cada sistema, tanto sintaticos quanto semanticos, que desempenham um
papel particular na demonstracao desses teoremas, além de economizar resultados

auxiliares que podem ser aplicados em ambos os sistemas.

4.3 O sistema WI

Nesta secao, introduzimos o sistema WI, suprimindo uma das regras de W e modi-
ficando a semantica adequadamente. Nosso objetivo é obter uma légica de relacoes
que seja correta e completa para os teoremas do calculo relacional que sao “verda-
deiros intuicionisticamente”. Assim, por intermédio de WI e W, podemos classificar
os teoremas do célculo relacional, em relacao aos seus pressupostos logicos, como
intuicionistas ou classicos. Exemplificaremos como isto pode ser feito, examinando,

mais adiante, o Teorema K, de De Morgan.

4.3.1 Sintaxe

A sintaxe de WI é a mesma de W.

4.3.2 Mecanismo de inferéncia

As regras de construcao de prova de WI sao as regras de W, exceto a regra de
eliminacao da negagao, E_. As nocgoes de derivacao, deducgao, prova, teorema,
consequéncia sintatica etc., em WI, sao analogas as nocoes definidas para W. Quando
for necessario, para evitar ambiguidade no uso dos simbolos - e F, indicaremos a
distincao por subscrito, Fy1, se existe uma prova em WI, e Fy, se existe uma prova

em W e nao existe uma prova em WI.
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4.3.3 Semantica

Adaptamos a semantica de Kripke [Kri65], conforme apresentada em [Tho68],

para o sistema WI.

Uma estrutura B para WI, ou WI-estrutura, é uma quadrupla (K, < {2 : k €
K}, i), onde:

— K é um conjunto nao vazio de pontos;
— = é uma pré-ordem em K;

— {2 : k € K} é um conjunto de W-estruturas, i.e., A = (Ag, Ix), onde Ay # ()
e Iy, : VarR — p(Ax X Ag) é uma funcado interpretagao;
— 4 : Varl — U A é uma funcao que atribui a cada variavel individual z um

keK
elemento do dominio de 2, para algum k € K;

— para todos os pontos k, k' € K, se k = k' entdo Ay C Ap e I(R) C I;(R).

De maneira genérica, reservamos a letra B para WI-estruturas e a letra 2 para
W-estruturas.
Seja B = (k,<,{; : £ € K}, i) uma WI-estrutura, k € K e T € Trm. A

denotacao de T em k, denotada por [[T]]];, ¢ definida recursivamente da seguinte

[Rly = Ix(R)

[ O_]]l% =0 (vazio)

[T ]]l% = {(a,b) € U Ay (a,b) ¢ [[T]]l%} (em geral, ndo é a complementagao)
keK

[T T = [T]x 1 (inversao)

[T+ Uy = [T UlU]% (unido)

[T-U ]]k% = [[T]]]; n[u ]]’% (intersegao)

[T ; U]]]% = [[T]]]% o[U ]]]% (composicao)

k

Quando nao houver ambiguidade, omitimos os rétulos B e/ou k de [T1]g.

Lema 4.3.1. Se k <k, entdo [[T]]k% - [[T}]g.

PRrROVA. Por indugao nos termos e aplicacao imediata das definicoes. [ |
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Sejam Ty uma féormula, B = (k, <, {} : k € K},i) uma WI-estruturae k € K.

Dizemos que:

1. 2Ty é verdadeira em k, denotado por B, k E 2Ty, quando:

— 2Ty nao é da forma xS y e (i(z),i(y)) € [T]4;

— 2Ty é da forma xS vy e, para todo k' tal que k < &/, temos que B, k' ¥
xSy, ou scja, (i(z),i(y)) ¢ [Sa:

2. 2Ty é verdadeira em ‘B, denotado por B F xT'y, quando, para todo ponto
k € K, temos que B,k F xTy, neste caso, dizemos também que B é um

modelo de xT'y;

3. 2Ty é valida, denotado por F zT'y, quando, para toda WI-estrutura B, temos
que B F xTy.

Lema 4.3.2. Se k < k', entdo B, kE o= B k' E .
PROVA. Por indugao nos termos e aplicacao imediata das definigoes. [ |

Seja T'U{p} um conjunto de férmulas. Dizemos que ¢ é consequéncia semantica
(local) de T', denotado por I' F ¢, quando, para toda WI-estrutura B = (K, <, {2 :
ke K}i)eke K, se B, kET entdao B,k F .

Agora que temos os sistemas W e WI definidos — sintaxe, mecanismo de inferéncia
e semantica — encerramos esta se¢ao com algumas consideragoes que nos parecem
relevantes.

Ambos os sistemas possuem a mesma sintaxe. A tunica diferenca entre os me-
canismos de inferéncia é a auseéncia da regra E- no sistema WI. A relacao entre as
semanticas dos sistemas, no entanto, nao ¢ tao direta e requer uma andlise mais
cuidadosa.

Intuitivamente, deve estar claro que WI-estruturas sao mais sofisticadas do que
W-estruturas, basta observar que toda W-estrutura é um caso particular de uma WI-
estrutura. Quando o conjunto de pontos K, de uma WI-estrutura B = (K, <, {2 :
k € K},i), é unitario, o contradominio de 7 é o universo da unica W-estrutura 2,

presente em B. Neste caso, a func¢ao ¢ é uma 2-atribui¢do. Assim, a WI-estrutura 25
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“coincide” com a W-estrutura 2, munida de uma 2A-atribuicdo. Adiante, tornamos
esta observacao mais precisa quando demonstramos o Teorema de Corretude e o
Teorema de Completude do sistema W, a partir da corretude e completude de WI.

Observamos que a nogao de férmula verdadeira em B = (K, <X, {U : k € K},1q)
é sempre relativa a atribuicao i (das varidveis individuais), que estd fixa na estrutura.
Ainda, a nocao de férmula verdadeira em um ponto k, de B, nao significa que a
formula seja verdadeira em 2A. Intuitivamente, uma férmula ¢ é verdadeira em um
ponto k de 2B, quando a W-estrutura 2, e a atribuicao ¢ — que nao necessariamente
é uma 2-atribuicao, pois seu contradominio pode nao ser A, — “satisfazem” .

Outro detalhe que gostariamos de salientar relativo a nocao de consequéncia
local que definimos para ambos os sistemas. Em W, esta nocao é local com relagao
as atribuicoes das variaveis, enquanto que em WI, esta nocao ¢ local com relagao aos
pontos da estrutura.

Finalmente, observamos que a noc¢ao de férmula wvdlida, embora definida de ma-
neira analoga em ambos os sistemas, é mais forte em WI do que em W pois, como ja
mencionamos, as W-estruturas sao casos particulares de WI-estruturas. Assim, rela-
tiva a WI, esta nocao requer que a formula seja verdadeira nao apenas em todas as
W-estruturas mas também em todos os pontos de todas as WI-estruturas. Esta ob-
servacao parece estar de acordo com as “exigéncias” filoséficas da légica intuicionista,
na medida em que a noc¢ao de verdade esta submetida ao crivo da demonstrabili-
dade, sendo natural que haja menos féormulas “validas intuicionisticamente” do que

“classicamente” .

4.3.4 Corretude de WI

Para os lemas a seguir, x, y, u e v sao variaveis individuais arbitrarias, T, U e
V' sao termos arbitrarios, I' é um conjunto arbitrario de féormulas, B = (K, <, {2y :

k € K},i) é uma WI-estrutura arbitraria e k € K um ponto arbitrario.

Lema 4.3.3. Se p €' e B,k E T, entao B,k F .

Prova. Por definicao, B,k F I' se, e somente se, B, k F ¢, para toda ¢ € I [ |
Lema 4.3.4. Se ' E 2Ty, entao I' F 2T + Uy.
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PROVA. Suponhamos que 9B,k = T'. Por hipétese, temos que (i(z),i(y)) € [T]k.

Logo, (i(x),i(y)) € [T]e U [Ulk, ou seja, (i(z),i(y)) € [T + Uls. Portanto, B, k =
T + Uy. [ |

Lema 4.3.5. Se ' F 2Uy, entao I' E 2T + Uy.
PrROVA. Andloga a demonstracao do Lema 4.3.4. [ |

Lema 4.3.6. Se I' E 2T + Uv, 2Ty FuVv e zUy E uVv, entio I' EuVv.

PROVA. Suponhamos que B, k = I". Por hipdtese, temos que (i(z),i(y)) € [T + U]]]%.

Por definicao, (i(z),i(y)) € [T]s U [Ulk. Se (i(x),i(y)) € [T]k, isto é, B, k = 2Ty,
entdo, por hipdtese, B,k F uVwv. Por outro lado, se (i(x),i(y)) € [[U]]]%, isto é,
B,k F xUy, entao, por hipotese, B, k F uVv. Portanto, B,k F uVv. [ |

Lema 4.3.7. Se I' E 2T - Uy, entao I' F 2Ty.

PROVA. Suponhamos que B,k F I'. Por hip6tese, temos que (i(x),i(y)) € [T - U]];.
Por definigao, (i(z),i(y)) € [T]k N [Uls. Portanto, (i(z),i(y)) € [T]s, isto &,
B kE xTy. [ |

Lema 4.3.8. Se ' F 2T - Uy, entao I' F xUy.
Prova. Analoga a demonstracao do Lema 4.3.7. [ |
Lema 4.3.9. Se'EaTy eI’ E xUy, entio I' E 2T - Uy.

PROVA. Suponhamos que 9B, k = . Por hipétese, (i(x),i(y)) € [T]a e (i(x),i(y)) €
[U]k, ou scja, (i(z),i(y)) € [T - Ulk. Portanto, B,k E 2T - Uy ]

Lema 4.3.10. Se ' 2Ty Fu 0 v, entdo ' F 2T .

PROVA. Suponhamos que B,k E I' e B,k ¥ 2T vy, isto é, para algum k' € K
tal que £ < K/, temos B,k F 2Ty e, pelo Lema 4.3.2, B, k" E I'. Pela hipotese,
B, k' E u 0w, ouseja, (i(u),i(v)) € [0 ﬂg, uma contradicdo, pois, por definicao,
[0 ]]g é o conjunto vazio. Portanto, para todo &' € K tal que k < k', temos

B, k' ¥ xTy, isto é, B, kE 2T v. ]
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Lema 4.3.11. SeT'E 2Ty el E 2T vy, entio I Eu 0 v.

Prova. Suponhamos que B,k F I' e, para uma contradicao, 8,k ¥ u 0 v. Pelas
hipéteses, temos que (i(x),i(y)) € [[T]]g e (i(x),i(y)) ¢ [[T]]g, para todo k', k < k.
Logo, (i(x),i(y)) ¢ [T, uma contradigio. Portanto, B,k E u 0 v. u

Lema 4.3.12. SeI'F z 0y, entdo I' F uVv.

k

PROVA. Suponhamos que B, k  I'. Pela hipétese, temos que (i(x),i(y)) € [0 ]y =

0. Como () C [V]k, temos que (i(z),i(y)) € [V]k. Portanto, B,k F uVo. u

Lema 4.3.13. Se ' = 2Ty, entio I' F yT "x.

PROVA. Suponhamos que 9B,k E I'. Por hipétese, temos que (i(x),i(y)) € [[T]]f;.

Logo, (i(y),i(x)) € [[T]]g_l = [[TU}]]%. Portanto, B,k F yT "z. u
Lema 4.3.14. Se I'F 2Ty, entdo I' F yT'w.

PROVA. Suponhamos que B, k F I'. Por hipétese, temos que (i(x),i(y)) € [T g ==
[[T]]l%_l. Logo, (i(y),i(x)) € [[T]]lfB. Portanto, B, k E yT'z. u
Lema 4.3.15. SeI'F zTwv e I' FvUy, entao I' E 2T ; Uy.

PROVA. Suponhamos que B, k  T'. Pelas hipéteses, temos que (i(x),i(v)) € [T]4

e (i(v),i(y)) € [[U]]';. Logo, (i(z),i(y)) € [[T]]IfB o [[U]]'; = [[T;U]]fB. Portanto
B kE 2T ; Uy. m

Denotamos por Varl(y) e VarR(y), o conjunto de todas as varidveis individuais
e relacionais, respectivamente, que ocorrem em ¢. Para demonstra que a regra E .

¢ correta, provamos o seguinte lema.

Lema 4.3.16 (Concordancia). Sejam xTy uma férmula, B = (K, =<, {2, : k €
K}y e B = (K, 2, {2, : k € K},7) duas WI-estruturas tais que:

- Ap = A, para todo k € K;
—i(x) =i(x) eily) =i(y);
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- I(R) = I(R), para toda varidvel R € VarR(zTy) e ponto k € K.

Entao, para todo k € K, temos:

(a) [T]g = [Ty .

(b) B,k F zTy se, e somente se, B’ k E zTy.

ProvVA. (a) Indugdo nos termos.

Por definicdo, para todo k € K, temos que [ 0 o, = [ 0 J& == 0. Se R ¢ uma
variavel relacional, por hipétese, I(R) = I (R), isto é, [R]s = [R]s-

Suponhamos que, para dois termos 1" e U arbitrarios e k € K, temos [[T]]I% =
[r ]]g, e [U ]]g =[U ]]’;,. Entao é imediato verificar as seguintes igualdades, onde =g

indica a igualdade por hipdtese de inducao. Assim, temos:

|
-

|
—

[T = [Ty = [Ty = [T7]%
[T+ Uly == [Ty VUl = [Ty U [Ul = [T+ Uly
[T Uly == [TlsN[Uly = [Ty N [Ulg = [T Uy
[7; Ulg == [Tlgo[Uly =1 [Ty o [Uls = [7; Ul
[T {(a,b) : (a,b) ¢ [TIg} =nr {(a,b):(a,b) ¢ [T]o} == [T Iy

(b) Pelo item (a), temos que, para todo k € K, [T]s = [Tk, Por hipétese, i(x) =

i'(x) e i(y) = i'(y). Portanto (i(x),i(y)) € [T]s se, e somente se, (7'(x),i(y)) €
[[T]]’%,, isto é, B, k E 2Ty se, e somente se, B’ k E xTy. [ |

Lema 4.3.17. Se I', 2Tv,oUyFuVz e ' F 2T ; Uy, entio I' EuV 2.

PROVA. Suponhamos que B, k = T'. Por hipétese, temos que (i(z),i(y)) € [T ; Ulk.
Por definigao, existe um ¢ € Ay, tal que (i(z),c) € [[T]]g e (c,i(y)) € [[U]]f;. Toma-
mos a WI-estrutura B’ = (K, <, {2} : k € K},7), tal que i'(w) = ¢, onde w é uma
varidvel individual nova (nao ocorre em férmulas do conjunto I'U{zTv,vUy, uV z}),
i'(z) = i(z), para toda varidvel z € Varl — {w}, e I;(R) = Ix(R), para toda
varidgvel R € VarR. Assim, pelo Lema 4.3.16 (a), temos que (i'(z), ' (w)) € [T]a ¢
(I'(w), 7 (y)) € [Ulay, ou seja, B,k £ {T,2Tw, wUy}. Por hipétese, B',k k uVz,
Pelo Lema 4.3.16 (b), B,k F uVz. ]

Teorema 4.3.1 (Corretude). Se I' byr ¢, entao T' Fyr .
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PrROVA. Seja II uma prova de ¢ a partir de I'. Nossa prova é por indugao no
tamanho ¢(II) da arvore de prova II, temos:

Caso base, t(II) = 0,

IT é da forma P TIFp »compel.

Pelo Lema 4.3.3, temos que I' F ¢.

Suponhamos que o teorema valha para toda prova II' tal que ¢(Il') < n.

Seja IT uma prova tal que t(II) = n.

Apresentamos apenas um caso. Para os demais casos, basta aplicar os Le-

mas 4.3.3-4.3.17 de maneira analoga.

Se IT é da forma

H/
: L'i2Ty
" TIFaT + Uy
entao, pela hipdtese de inducao, temos I' F 2Ty. Portanto, pelo Lema 4.3.4, " F
2T + Uy. [ |

Encerramos esta se¢cdo mostrando que a regra de eliminagao da negagao (E-),

do sistema W, nao é correta para a semantica de WI.

Lema 4.3.18. Existe uma WI-estrutura B = (K, <, {U; : k € K},i) e um ponto
k€ K, tal que B,k E xR vy, mas B, k¥ zRy.

PROVA. Definimos a estrutura 8 = (K, <,{; : k € K}, i), da seguinte maneira:

K = {1,2}
=:={(1,1),(2,2),(1,2)}
Ay n={a} e Ay u= {a,b}
i(x) = aciy) i=b
Ii(R) == {(a,a)}

I(R) == {(a,a),(a,b)}

Basta aplicar as definicoes para verificar que B,1E 2R vy e B,1¥ zRy. [ |
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4.3.5 Completude de WI

Apresentamos a estrutura da demonstracao do Teorema de Completude do sis-

tema WI na seguinte arvore.

Lema 4.3.19 Lema 4.3.19

Lema 4.3.21 Lema 4.3.20 Lema 4.3.19 Lema 4.3.19
Lema 4.3.22 Lema 4.3.23 Lema 4.3.21 Lema 4.3.20
Teorema 4.3.2 Lema 4.3.22

Teorema 4.3.3 (Completude)

Dado um conjunto V de variaveis individuais, dizemos que Ty é uma V-formula
sex,y € V.

Dizemos que um conjunto dedutivamente fechado de V-formulas I' é uma V-
teoria. Note que esta nocao é relativa ao mecanismo de inferéncia do sistema, ja que
o fecho sintatico de um conjunto I' depende das regras de inferéncia que o mecanismo
dispoe. Assim, no nosso caso, podemos distinguir V-WI-teorias de V-W-teorias, ja que
W contém uma regra a mais do que WI. A partir daqui, V-teoria refere-se tanto a V-WI-
teoria quanto a V-W-teoria. Deixamos para explicitar o sistema quando necessério.

A negacdo de uma férmula 2Ty é a férmula 27 y. Indicamos a negacao de uma
férmula ¢, em geral, por ¢ .

Dizemos que uma V-teoria I' é completa para a negacao quando I' contém a
negacgao de toda féormula que nao pertence a I'.

Dizemos que uma V-teoria I' é completa para a composi¢cao, quando, para quais-
quer x,y € V e termos T,U € Trm, se 2T ; Uy € I' entao existe z € V tal que que
Tzel'ezUyeT.

Dizemos que uma V-teoria I' é completa para a disjun¢ao quando, para toda
V-férmula da forma T + Uy, se 2T + Uy € I, entao 2Ty € ' ou 2Uy € I'.

Para demonstrar o Teorema de Completude para o sistema WI, nao precisamos
lidar com V-teorias completas para a negacao. Estas teorias desempenham um papel
importante na demonstracao da completude de W. Mais adiante, mostramos que toda
V-teoria completa para a negagao é completa para a disjuncao.

Dizemos que uma sequéncia de conjuntos de férmulas (I'; : ¢ € N) é uma cadeia

quando, para todo ¢+ € N, temos que I'; C I';,;.
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Lema 4.3.19. Sejam V um conjunto de varidveis indwiduais, (I'; : i € N) uma

cadeia e @ uma V-formula.
(a) Se, para cada i € N, temos que T'; é uma V-teoria, entao A ::= U I'; € uma
V-teoria.

(b) Se, para cada i € N, temos que T'; ¥ ¢, entao A ::= U L ¥ oo

PROVA. (a) Suponhamos que A F . Assim, por Fin, existe um conjunto finito
Agn C A tal que Ag, F 9. Como (T; : 7 € N) é uma cadeia, temos que, para algum
i € N, suficientemente grande, Ag, C I';. Logo, por Mon, I'; - 9. Como I'; é uma
V-teoria, temos que ¢ € I';. Portanto, ¢ € A.

(b) Suponhamos que A F ¢. Pelo mesmo argumento da cldusula anterior, para

algum ¢ € N, T'; - ¢, uma contradicao, pois, por hipotese, I'; ¥ ¢. [ |

Lema 4.3.20. Sejam V um conjunto de varidveis individuais e T U{@} um conjunto
de V-formulas tal que T' ¥ p. Entao existe uma V-teoria A, tal que I' C A e, além

disso, A¥ ¢ e A € completa para a disjungao.

PROVA. Definimos recursivamente uma sequéncia (I'; : ¢ € N) de conjuntos de

formulas, da seguinte maneira:

1. Ty = FS(I).

Seja (p; : ¢ € N) uma enumeragao de todas as V-férmulas.
2. Dado T, definimos I';,;, da seguinte maneira:

— Iy =Ty, se I'; i/ ¢, onde ¢ é a primeira V-formula da forma xT + Uy,

caso contrario,

o FS(I; U {zTy}), sel;U{zT,} F o
LT FS(Ty U {aUy}),  se Ty U {aT,} - o.

E imediato verificar que (I'; : i € N) é uma cadeia de V-teorias.
Tomamos A == [J{I'; : i € N}.

Fato 4.3.1. A ¢ uma V-teoria.

143



Pelo Lema 4.3.19(a).
Fato 4.3.2. I' C A.

Pela definigao de A.
Fato 4.3.3. A ¥ .

Pelo Lema 4.3.19(b), basta provar que para todo i € N, temos que I'; ¥ ¢. A
prova é por inducao em 1.

Como T’y ::= FS(T") e T ¥ ¢, temos que I’y ¥ . De fato, se FS(I') F ¢, por
definicao, ¢ é consequéncia sintatica de I', uma contradicao.

Suponhamos que I'; ¥ ¢ e, para uma contradicao, que I';;1 F ¢. Pela definigao de
i1, epelasregras Hipe [  ;temosque I'; FaT + Uye 'y, 2Ty ey, xUy F .

Aplicando a regra de dedugao E., temos que I'; - ¢, contradicao.
Fato 4.3.4. A ¢ completa para a disjuncao.

Se 2T + Uy € A entao, para algum ¢ € N, 2T 4+ Uy € I';. Por definicao da
sequéncia (I'; : i € N), para algum j > i, 2Ty € I'; ou 2Uy € I';. Logo, 2Ty € A
ou xzUy € A. [ |

Lema 4.3.21. Sejam V um conjunto de varidveis individuais e T'U{@} um conjunto
de V-formulas tal que T' ¥ @. Entao existe um conjunto enumerdvel de varidveis V'
e uma V'-teoria A, tais que V C V', T' C A e, além disso, A ¥ ¢ e A é completa

para a composi¢cao.

PROVA. Definimos recursivamente uma sequéncia (V; : ¢ € N) de conjuntos de

varidveis e uma sequéncia (I'; : @ € N) de conjunto de férmulas, da seguinte maneira:
1. Tp=:=FS(T") e Vg ::=V;

Sejam (p; : i € N) uma enumeragao de todas as V-férmulas e (v; : 7 € N) uma

enumeracao de todas as variaveis em V;.
2. Dados I'; e V;, definimos I';;1 e V;,1, da seguinte maneira:

i1 = Vi U{vy : ¢ é a primeira V,-férmula 27 ; Uy tal que I';
«T 5 Uy}
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— I'ip1 = FS(I;U{2T'z, zUy : z é a primeira varidvel em V;,; que nao ocorre

nas féormulas de I';})
E imediato verificar que (T; : i € N) é uma cadeia de V-teorias.
Tomamos V' = [J{V; :i € N} e A = [J{I; : i € N}.
Fato 4.3.5. A € uma V-teoria.
Pelo Lema 4.3.19(a).
Fato 4.3.6. V C V.
Imediato da definicao de V'.
Fato 4.3.7. I' C A.
Imediato da definicao de A.

Fato 4.3.8. A ¥ ¢.

Pelo Lema 4.3.19(b), basta provar, por inducao, que para todo ¢ € N, temos que
I ¥ .

Como I'y = FS(T') e T ¥ ¢, temos que I'y ¥ ¢. De fato, suponhamos, para uma
contradigao, que FS(I') F ¢. Assim, ¢ € FS(I"), pois FS(I') é um conjunto dedutiva-
mente fechado e, por definigdo, FS(I') é o conjunto das consequéncias sintéticas de
I, logo I' F ¢, uma contradicao.

Suponhamos que I'; ¥ ¢ e, para uma contradicao, que I';y; F ¢. Por definicao
de T'; 1, temos que I'; - 2T ; Uy e I';, 2Tzt p e I';, zUy F . Aplicando a regra de
deducao E., temos que I'; = ¢, contradigao.

Fato 4.3.9. A ¢ completa para a composicao.

Se 2T ; Uy € A entao, para algum ¢ € N, temos que 27" ; Uy € T';. Por defini¢ao
das sequéncias (V; : i € N) e (T'; : i € N), temos que, para algum j > i, existe uma
variavel z € V; tal que 2Tz € I'; e zUy € I';. Logo, 2Tz € A e zUy € A. [ |
Lema 4.3.22. Sejam V um conjunto de varidveis individuais e T U{@} um conjunto
de V-formulas tal que T" ¥ . Entdo existe um conjunto enumerdvel de varidveis
individuais, V', e uma V'-teoria, A, tais que V C V', T' C A e, além disso, AV ¢ e

A € completa para a disjuncao e composicao.
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PROVA. Definimos recursivamente uma sequéncia de conjuntos de férmulas (I'; : i €

N) , como segue:
(a) T'o = FS(I),

(b) I'y;y1 é uma V-teoria tal que 'y;yq ¥ ¢, T'9;11 é completa para a disjungao e

[y € Iyigs.

(¢) I'yyo é uma V'-teoria tal que I'y;io ¥ o, ['yo é completa para composicao,

V CV el €Iy

A existéncia de I'y; ;1 € garantida pelo Lema 4.3.20 e a de I'y; 15 pelo Lema 4.3.21.

Tomamos A = [ J{T'; : i € N}.

Argumentos andlogos aos apresentados nos Lemas 4.3.20 e 4.3.21 (relativizando
os indices entre pares e impares) demonstram que, A é uma V-teoria, V C V' T' C A,

AF pe A é completa para a disjuncao e composicao. [ |
Lema 4.3.23. Sejam V um conjunto de varidveis individuais, ¢ uma V-formula e
A uma V-teoria tal que A ¥ ¢ e A é completa para disjungao e composi¢ao. Entao:
(a) 2T + Uy € A se, e somente se, Ty € A ou zUy € A.

(b) T - Uy € A se, e somente se, xTy € A e xUy € A.

(c) Se 2T y € A, entio zTy ¢ A.

(d) 2T ; Uy € A se, e somente se, existe z € V tal que Tz € A e yUz € A.

(e) 2Ty € A se, e somente se, yTx € A.

)z 0y ¢ A.

PROVA. (a) Suponhamos que 27" + Uy € A. Como A é completa para a disjungao,
temos que Ty € A ou zUy € A. Por outro lado, suponhamos que 27Ty € A ou
xUy € A. Aplicando as regras Hip e I, temos que A F 2T + Uy. Portanto, como
A é V-teoria, 2T + Uy € A.

(b) Suponhamos que z7 - Uy € A. Aplicando as regras Hip e E ., temos que
AF 2Ty e AF xUy. Portanto, como A é V-teoria, xTy € A e xUy € A. Por outro
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lado, suponhamos que 2Ty € A e zUy € A. Aplicando as regras Hip e I . , temos
que A - T - Uy. Portanto, como A é uma V-teoria, temos 71" - Uy € A.

(c) Suponhamos que 2T y € A e, para uma contradigao, que 2Ty € A. Pela regra

I, temos que A Fu 0 v. Pela regra E ( , temos que A - ¢, uma contradigao.

(d) Suponhamos que zT" ; Uy € A. Como A é completa para a composigao, existe
z € V tal que 2Tz € A e zUy € A. Por outro lado, suponhamos que existe z € V
tal que 272 € A e yUz € A. Aplicando as regras Hip e I, temos que A - 2T ; Uy.
Portanto, como A é V-teoria, 1" ; Uy € A.

(e) Suponhamos que T "y € A. Aplicando as regras Hip e Ev, temos que A + yT'x.
Portanto, como A é uma V-teoria, yTx € A. Por outro lado, suponhamos que
yTx € A. Aplicando as regras Hip e I+, temos que A - 27 "y. Portanto, como A é
V-teoria, 2Ty € A.

(f) Como A ¥ ¢, pela regra E ¢ , temos que z 0 y ¢ A. [ |
Teorema 4.3.2. Sejam V um conjunto de varidveis individuais, @ uma V-formula
e A uma V-WI-teoria tal que A ¥y p e A é completa para disjungao e composicao.

Entao, existe uma WI-estrutura B = (K, <, {}; : k € K},1) e um ponto k € K tal
que A = {1 : 1 € uma V-formula e B, k Fyr ¢}

PROVA. Definimos uma sequéncia de conjuntos de variaveis individuais, (V; : j €

N), da seguinte maneira:
- VO = Va

— V41 =V U{z],z),...}, onde para cada k € N, ] é uma varidvel individual
nova, ou seja, nao pertence a V;.
Seja Var = | J V;.

jeN
Definimos B = (K, <, {2 : k € K},1i), da seguinte maneira:

— K == {A : A é uma V;-WI-teoria completa para a disjuncao e composicao,
A g A (& AJ’LWI 90},

— =< é a relacao de inclusao em K,
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— Ay = (VH, 1)), onde,
VA& é o menor conjunto V;, da sequéncia (V; : j € N), tal que Var(A) C V;,

Ix(R) :={(z,y) : xRy € A}, para todo A € K e para todo R € VarR,
— i(v) ::= v, para todo v € Var.
Fato 4.3.10. B ¢ uma WI-estrutura.

Temos que K # (), pois A € K.

Sejam A, A’ € K tais que A C A’. Assim, V4 C V&', caso contrério, V4 nao ¢ o
menor conjunto V, tal que Var(A) C V;. Além disso, Iy == {(z,y) : zRy € A} C
{(z,y) : xRy € N'} =:= In.

Fato 4.3.11. Para todo A € K, temos que 2T y € A se, e somente se, para todo
N € K, tal que A C N, temos que xTy ¢ A.

Suponhamos que 7" y € A e, para uma contradicio, que existe A’ € K, tal
que A C AN eaTy € N. Assim, 2T y € A’ e, como A’ é uma V;-WI-teoria, temos
que A by 2Ty e A' Fyr 2T y. Agora, aplicando as regras [ o e E( , temos que
A Fyr o, uma contradigao.

Para provar a reciproca, suponhamos que 27 y ¢ A. Assim, como A é uma
V;-WI-teoria, temos que A ¥yr 2T y. Logo, A U {zTy} ¥y zT y pois, caso
contrario, um argumento similar ao usado acima mostraria que A Fyr . Assim,
pelo Lema 4.3.22, existe uma V;-WI-teoria A’ tal que, V; C V,, AU {2Ty} C A,
N ¥y 2T ye A’ é completa para a disjuncdo e para a composicao. Ou seja, A’ € K,

ACNexTyel.

Agora, por indugao nos termos 7', vamos mostrar que, para todo ponto A € K
e férmula 1,

B, A E 1 se, e somente se, P € A,
ouseja, A={y: ¢ é V;‘-férmula e B, AFE Y}
Caso base: ¥ é da forma xRy, onde R € VarR.
B, AEyr xRy sse (i(x),i(y)) € [[R]]%

Def.

sse  (z,y) € {(u,v) : uRv € A}
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Apresentamos apenas trés casos, sendo os demais analogos a estes.

Caso 1: ¢ é da forma =T .

B A2l y sse VN e€K:ACN, temos que (i(z),i(y)) ¢ [[T]]g
sse VAN e K:ACN, temos que B, N Fyr 2Ty

si6 VA€ K : A C A, temos que zTy ¢ N

4311 -
sse 2T yel

Caso 2: ¢ é da forma xT + Uy.

BAEyaT + Uy sse  (i(x),i(y)) € [T + U]]%

s () €MRUIE
sse  (z,y) € [T]y ou (z,y) € [U]y
sse B, AFy 2Ty ou B, A Fy 2Uy

556 Ty € AouzUy e A

4.3.23(a
sse() 2T + Uy e A

Caso 3: ¢ é da forma xT ; Uy.

B,AF T Uy sse (iw),i(y)) € [T Uly
sse  (i(z),z2) € [[T]]% e (z,i(y)) € [[U]]%, para algum z € V4,

sse B AFyaTze B, AEy; 2Uy

856 xTze NezUy e A

4.3.23(d
sse( ) T ; Uy e A

Agora, pela definigao de B, como A € K, temos que A = {1y : ¢ é V-férmula e B, A F
¥} m

Teorema 4.3.3 (Completude). Sejam V um conjunto enumerdvel de varidveis in-

dividuais e I' U {¢} um conjunto de V-formulas. Se I Eyr ¢, entao I' Fyr ¢.

PrROVA. Suponhamos que I' ¥y ¢. Assim, pelo Lema 4.3.22, existe um conjunto
de varidveis V' e uma V’'-WI-teoria A, tais que V C V', I' C A, A é completa
para a disjungao e composicao e A Fyr ¢. Logo, pelo Teorema 4.3.2, existe uma
WI-estrutura B = (K, <,{:; : k € K},i) e um ponto k € K tal que A = {9 :
Y é uma V'-férmula e B, k Fyr ¥}

Como I' C A, temos que B, k Fyr I'. Como A Fyr ¢, temos que ¢ ¢ A e, assim,
B,k Fyr ¢. Logo, I" By . [
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4.3.6 Corretude e Completude de W

Na Secao 4.3.4, mostramos que a regra /- nao ¢é correta para a semantica de

WI. Mostramos, agora, que esta regra ¢ correta para a semantica de W.

Lema 4.3.24. Se 'y 2T vy, entio I' Ey 2Ty.

PROVA. Suponhamos que 2l =y I'. Por hipétese, A Fy 2Ty, ou seja, (Iz,ly) €
[[T_ ]]Q[ = [[T]]Q[CC = [[T]]Q[ Portanto, 2 Fy [[T]]Q[ |

Agora, queremos “economizar” a demonstracao de que as demais regras de W
sao corretas, dado que ja demonstramos que estas sao corretas para a semantica
de WI. Assim, precisamos, primeiramente, compatibilizar as semanticas dos dois
sistemas para podermos aplicar os Lemas 4.3.3—4.3.17, que mostram a corretude das
regras para WI. A seguir, tornamos precisa a observagao feita anteriormente, sobre

W-estruturas “coincidirem” com WI-estruturas.

Lema 4.3.25. Sejam xTy uma formula, A uma W-estrutura e a uma A-atribuicdo.
Entao,

A,a Fy 2Ty se, e somente se, B, x Fyp Ty,

onde B € a WI-estrutura ({*}, {(x,*)}, {2}, a).

PROVA. Diretamente das defini¢oes, temos que A, a = 2Ty sse (a(x),a(y)) € [T]y ==
[Ty sse B, x F aTy. n

Dizemos que a WI-estrutura B, definida no Lema 4.3.25, é correspondente a 2
com a 2A-atribuicao A.

Segue a demonstracao de que a regra F. é correta para a semantica de W. Para
as demais regras, a demonstracao ¢ andloga e sera omitida.

Sejam x e y varidveis individuais arbitrarias, T e U termos arbitrarios, I' um
conjunto arbitrario de férmulas, 2 = (A, ) uma W-estrutura arbitraria e a uma

2A-atribuicao arbitraria.
Lema 4.3.26. Se I' Fy T - Uy, entao I' By 2Uy.
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ProvA. Suponhamos que 2, a Ey I'. Pelo Lema 4.3.25, temos que B, * Ey; I', onde
B ¢é a WI-estrutura correspondente a 2 com a A-atribuicao A.

Agora, pelo Lema 4.3.7, B, x Fy; xUy. Novamente, pelo Lema 4.3.25, temos que
A, abFy xUy. [ |

Com isso, completamos o que é necessario para demonstrarmos a corretude de

W.

Teorema 4.3.4 (Corretude). Se I' by ¢, entao I' Fy .
ProOVA. Analoga a demonstracao do Teorema 4.3.1. [ ]

Agora, vamos tratar o Teorema de Completude para o sistema W, cuja estrutura

da demonstracao esta representada na seguinte arvore.

Lema 4.3.28 Lema 4.3.29
Lema 4.3.19 Lema 4.3.30 Lema 4.3.19

Lema 4.3.27 Lema 4.3.23 Lema 4.3.21 Lema 4.3.31
Teorema 4.3.5 Lema 4.3.32
Teorema 4.3.6 (Completude)

Como ja mencionamos, no caso de W, vamos precisar lidar simplesmente com
teorias completas para a negacao. O préximo resultado mostra que esta propriedade

é mais forte do que ser completa para a disjuncao.

Lema 4.3.27. Sejam V um conjunto de varidveis indiwviduais, @ uma V-formula e
A uma V-teoria tal que A ¥ p. Se A € completa para a negacdo, entao A é completa

para o disjuncao.

PROVA. Suponhamos que 2T + Uy € A, mas 2Ty ¢ A e 2Uy ¢ A. Como A é

completa para a negacao, temos que 1" y € A e zU y € A.
Pela deducao abaixo, A ¢, uma contradicao.

Hp —M8M8M8¥ M Hp —M8M8M8¥ M
- Hp —mM8M8 - Hp —mM8M8M8™
I A, zTy k2T y A, zTy Ik 2Ty I A, zUylka2U y A, zUy Ik 2Uy i
1
0 g, AeTylraoy 0 A zUylFz 0y P AT + Uy
+ 5 AFz0y
0 N
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De maneira andloga ao que foi feito para o sistema WI, dado um conjunto I'U{¢}
de V-férmulas, tal que I' ¥ ¢, queremos garantir a existéncia de uma extensao A de I’
que seja completa para a negacao e A ¥ . Para isso, precisamos demonstrar alguns
resultados auxiliares, que nao foram necessarios na demonstracao da completude de

WI.

Lema 4.3.28. Para qualquer conjunto I de férmulas, U, x(T + U) yt oT y.

PROVA.

Hip

D27 + U y, 2Tyl zTy _
I+ Hlp

D, z(T +U) y,2TylF 2T + Uy D,z(T +U) yaTylo(T +U) y

0

D,a(T +U) y,aTylFu0wv

D,z(T +U) ylkaT y

I_

|

Lema 4.3.29. Para qualquer conjunto I' de férmulas, T, x(T + U)iy FaU .

PrROVA. Anéloga a prova do Lema 4.3.28 [ |

Lema 4.3.30. Para qualquer conjunto I' de formulas, T =T + T y.

PROVA.

Lema 4.3.28 Lema 4.3.29
, La(T+T ) ykaT y  Toa(T+T ) ylkaT  y
0 —
; DT +T ) ylFulw
p DIFa(T + T) vy
Cl-aT +T y

|

Lema 4.3.31. Sejam V um conjunto de varidveis individuais e TU{@} um conjunto
de V-formulas tal que T' ¥ . Entao existe uma V-teoria A tal que I' C A e, além

disso, A¥ ¢ e A é completa para a negagao.
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PROVA. Seja (p; : i € N) uma enumeragao das V-férmulas.
Definimos recursivamente uma sequéncia (I'; : i € N) de V-teorias que contém

I', do seguinte modo:

1. Ty = FS(I);
2. T = Fi7 se F’L F SOZ'_
B FS(T; U {pi}), caso contrario

E imediato verificar que (T; : i € N) é uma cadeia de V-teorias.

Tomamos A ::= | J{T'; | i € N}.
Fato 4.3.12. A ¢ uma V-teoria.

Pelo Lema 4.3.19(a).
Fato 4.3.13. I' C A.

Imediato da definicao de A.
Fato 4.3.14. A ¥ .

Seja ¢ : Ty. Pelo Lema 4.3.19(b), basta provar que, para todo i € N, T'; ¥ 2T'y.
A prova é feita por inducao em i. Como I'y = I', temos que I'g ¥ xT'y. Suponhamos
que I'; ¥ 2Ty e, para uma contradicdao, que I';,; F xTy. Assim, I'; ¥ xTﬁiy,
pois, se I'; xT_iy, pela regra E-, I'; F 2Ty. Por definicao de I[';;;, temos que
iy = ;U {aT y}. Assim, T; U {aT y} = 2Ty e, por Hip, T'; U {zTy} + xTy.
Pelo Lema 4.3.30, I'; = 2T + T y. Logo, por aplicacio da regra £ . , temos que

I'; = 2Ty, uma contradicao.
Fato 4.3.15. A ¢ completa para a negagao.

Suponhamos que A nao seja completa para a negagao. Entao, existe uma V-
formula ¢; tal que ¢; ¢ A e ¢; & A. Logo, para todo j €N, ¢; ¢ 'j e o; ¢ T;.
Em particular, ¢; ¢ I';. Sendo assim, pela defini¢ao de (I'; : i € N), temos que

; € I';11, uma contradicgao. [ |
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Lema 4.3.32. Sejam V um conjunto de varidveis individuais e T'U{@} um conjunto
de V-formulas tal que I' ¥ p. Entao existe um conjunto enumerdvel de varidveis V'
e uma V'-teoria A tais que V C V', I' C A e, além disso, A ¥ o e A € completa

para a neqgacao e composi¢ao.

PROVA. Definimos recursivamente uma sequéncia de conjunto de férmulas (I'; | i €

N) , da seguinte maneira:
(a) To=FS(I)

(b) I'y;y1 é uma V-teoria tal que I'y; 1 ¥ ¢, T'y;1q1 é completa para a negacao e

['y; CTyp1. A existéncia de I'y; 4 é garantida pelo Lema 4.3.31

(c) Toite é uma V'-teoria tal que I'yio ¥ ¢, T'9i10 é completa para composicao,

V CV eTly1 CTyya A existéncia de I'y; 1 é garantida pelo Lema 4.3.21

Tomamos A = [J{I'; | i € N}.
Argumentos andlogos aos apresentados nas provas dos Lemas 4.3.31 e 4.3.21
(relativizando os indices entre pares e impares) demonstram que: A é uma V-teoria,

VCV T CA AFpeA écompleta para a negagao e composigao. [ |

Teorema 4.3.5. Sejam V um conjunto de varidveis individuais, ¢ uma V-formula
e A uma V-teoria completa para a composicio e negacdo tal que A ¥y . Entao
existe uma W-estrutura A = (A, I) e uma A-atribuicao a tal que A = {1 : ¢ € uma

V-férmula e A, a kF 1}.

PROVA. Definimos a W-estrutura 20 = (A4, I), do seguinte modo:
- A=V
- I(R) ={(z,y) 2Ry € '}

Tomamos a 2-atribuicdo a(z) ::= z, para todo x € V.

Agora, por inducao nos termos 7', vamos mostrar que

A, a Fy 1 se, e somente se, 1 € A.
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ou seja, A = {¢ : ¢ é V-férmula e A, a F ¥}

Caso base: ¢ é da forma xRy, onde R € VarR.

A,aFy xRy sse

sse  (z,9) € {(u,

(a(x),a(y)) € [R]a, para toda 2-atribuicao,

v) :uRv € A}

sse xRy e A

Apresentamos apenas trés casos, sendo os demais analogos a estes.

Caso 1: ¢ é da forma 2T .

W aky 2T y sse
sse (x,y)

(a(x),a(y) €T u
e [TTy

sse A aky 2Ty

H.I

sse Ty ¢ A

sse 2T y € A (pois A é completa para a negacio)

Caso 2: ¢ é da forma 2T ; Uy.

A,akFyaT ; Uy  sse
sse

y) €

sse  (x,2) € [T]a

(a(z),a(y))
(z,y

[[T ; U]]m
[T o [U]a

e (z,y) € [U]a, para algum z € V

sse  RAakFyalzeAaky zUy

H.I.

sse alzelezUyel

4.3.23(d)

sse T ;UyeA

Caso 3:

A,akFy 2T + Uy sse
sse
sse

sse

H.I
sse

4.3.27
sse

(i(x),i(y)) € [T + Ula
(z,y) € [T]a U [Ula
(z,y) € [T]a ou ([2], [y]) € [Ula

A,akFy 2Ty ou A, akFy 2Uy
Ty e AouxzUy e A
2T+ Uy

Teorema 4.3.6 (Completude). Sejam V um conjunto enumerdvel de varidveis in-

dwiduais, p uma V-formula e I' uma V-W-teoria. Se I' By ¢, entdo I' Fyr ¢

Prova. Analoga a demonstracao do Teorema 4.3.3, aplicando os Lema 4.3.32 e o

Teorema 4.3.5.
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4.4 O Teorema K

Agora que demonstramos que W é um sistema adequado (correto e completo)
para a légica classica das relacoes e WI é adequado para a légica intuicionista das
relagoes, queremos investigar quais resultados do calculo relacional sao estritamente
classicos, no sentido de nao poderem ser obtidos em WI. Em particular, comecamos
essa investigacao pelo Teorema K. Versoes deste teorema tem sido usadas como
axiomas de alguns célculos relacionais, inclusive da AR.

Na linguagem que estamos usando, o Teorema K pode ser enunciado como o

seguinte conjunto de equivaléncias:
T :U<VsseT ;V <U sseV ;U <T

A seguir, exploramos esse teorema em detalhes. Mostramos quais “lados” dessas
equivaléncias podem ser obtidos em WI e quais sao obtidos apenas em W.

Para facilitar a leitura das provas formais, vamos adotar as regras de introducao
e eliminacao de <, introduzidas por Wadge. Temos que mostrar que estas regras
sao corretas, tanto em W quanto em WI. Neste sistemas, as regras sao enunciadas da

seguinte forma:

* IS e ES
I1 , B ) )
- Tu{aT
Se T 2Ty IF 20y ¢ uma deducao a partir de I' U {zT'y}, entdo
I1
L, [zTy] Ik zUy
ST TIRT<U

¢ uma deducao a partir de I', onde a hipdétese xTy é descarregada.

— Se
_ iy I
re7T<U LIk aTy
sao deducoes, entao
I Iy
reT<vU ['FaxTy
) TIFzUy

¢ uma deducao.
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Pelo que ja mostramos anterioremente, é suficiente demonstrar que estas regras
sao corretas para a semantica de WI.

Sejam x, y, u e v variaveis individuais arbitrarias, 7', U e V' termos arbitrarios, I'
um conjunto arbitrario de férmulas, B = (K, X, {2 : k € K},4) uma WI-estrutura

arbitraria e k € K um ponto arbitrario.
Lema 4.4.1. Se ', 2Ty E zUy entao ' ET < U.

PROVA. Suponhamos que B, k Ey; ' e, para uma contradicao, 8,k Ey T < U.

B krz(0 ;(T-U);0 )z

sse Jk talque k <K eB,kKF2(0 (T -U );
sse Ik tal que k < k' e (i(2),i(2)) €[(0 ;(T-U ); 0 7)]];;
sse  Ja € Ap : (i(2),a) €0 7]]]; e (a,i(z))€e[((T-U ); 0 7]]];
Por definigao, [ 0 _]]g = {(a,b) : a,b € U Ar}. Logo, a primeira condi¢ao da
keK
conjunc¢ao acima é sempre verdadeira, logo, temos:

Ja € Ay (i(z),a) €[(T-U ); 0 1%
sse Ja€ Ap :3be Ap : (ab) €T - U_]]g e (bi(z))e]0 _]]g
Novamente, pela mesma razao apresentada anteriormente, a segunda condicao
da conjuncao acima é sempre verdadeira, logo:
Ja € Ay :3be Ay : (a,b) € [(T - UK
ssc Ja € Ay :3b€ Ay : (a,b) € [T]) e (a,b) € [U ]
sse dJa€ Ay :3be Ay :(a,b) € [[T]]g e (a,b) ¢ [[U]]g
Ou seja, existe um ponto &' € K, onde B, k' F 2Ty mas B, k' ¥ xUy. Vamos
mostrar que isto contradiz as hipéteses. De fato, como 8, k E I', temos que B, k' E T,
pois k < k. Ainda, se B,k E 2Ty, entao B,k E T'U{zTy}. Logo, pela hipdtese,
B,k E xUy. [ ]

Lema 4.4.2. SeT'ET < U el'F 2Ty entao I' F zUy.

PROVA. Suponhamos que B, k Fy; I'. Assim, por hipotese, temos que B,k Fy; T <
U. Por definicao,

B kE2(0 ;(T-U);0 )z
sse VK tal que k < k', temos B, k' ¥ 2(0 (T -U ); 0 )z
sse (i(2),i(=) ¢ (0 5(T-U )5 0]y ,
sse  Pa€ Ay (i(2),a) €[0 Jhe(aiz)e[(T-U ); 0 |
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Como, por definicao, [ 0 _]]g é a relagao universal {(a,b) : (a,b) ¢ 0}, a primeira

condicao da conjuncao acima é sempre verdadeira, logo, temos:

fla € Ap: (i(=)0) € [(T-U )5 0 ]y o
sse fla€ Ay :3I€ Ap:(a,b) €T -U ]]]% e (bi(z) €0 ]]]%

Novamente, pela mesma razao apresentada anteriormente, a segunda condicao

da conjuncao acima é sempre verdadeira, logo:

ECL € Ak/ :db e Ak/ : (a,b) € [[(( )ﬂg )
sse flac Ap:3I € Ap:(a,b) €T ]] (@7 b) € [[U_]],l%
sse flac Ap:3I € Ap:(a,b) €T ]] e (a,b) ¢ [[UHI%

Ou seja, para todo k' € K tal que k <X k', se B, k' F 2Ty entao B,k E zUy. Como,
por hipotese, B,k E ' e B,k E 2Ty, segue que, para todo k' € K tal que k < K/,
temos B,k F ' e B, k' F 2Ty. Logo, para todo k' € K tal que k < k/, temos
B, k" E xUy. Portanto, B,k E zUy. [ |

Podemos, agora, aplicar estas regras nas provas formais.
Teorema 4.4.1.
() T;U<VEaT ;V <U .
b)) T;U<ViEgV ;U LT .
() T";V <U HT;U<V.

AV ;U <T HT;ULV.
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691

PROVA. (a)

Dy={T;U<V, [T ;V y]}

Lo=T1U{[zT 2], [V y], [2Uy]}

Hip ————
go LolF2T 2

TolFeTe T Faly

Lolk2T 5 Uy

<

PTOFT U<V

Ty IF 2Vy Dol-2V y

I_
o Ly, [T 72, 2V y]IF2U y

ITolFuOw

Hip

LilkaT™ U vy

[y kU y
I<

T:U<VIT ;V <U
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(b)
I={T;U<V, 2V ;U7y}

Lo=T10{[2V 2], [U 7y, [#Ty]}

Hip ————F—
g, LolF2Uy  Hp——
. Do lFyUz LolF2T gy Hip
; <FOII—2T;Uy LolFT; U<V g
B Iy Lo IFxVy [olFaV oy
7 TolFuOw Hip
. Ty, [2V 2], Uy IFaT y Ly IFaV Uy

Iy k2T y

I<

T U<VIFV ;U <T
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(c)
I={T";V <U , [aT;Uy]}

Lo =T1U{[zT2], [2Uy], [zV y]}

Hip ———
go LolFaTz Hip

. Lol 2Tz Lo lF2V oy Hip
Dol 27" Ty Lo FT° vV <U
- . Tolk Uy T Uy
I I'olFuOw
s D1, [2T2], [2UyllFaV oy "
. Uy, [2Tz], [2Uy] IF 2Vy Iy IF2T ; Uy
’ I Iy IFaVy

UV <U IFT; U<V
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(d)

Ii={V ;U <T |, [2T;Uy)}

Lo =T1U{[2T2], [2Uy], [2V y]}

Hip ——————
o T IF zUy

. Lo Ik yU 2 " Lol-2V y Hio
LolFaV U7y IyIFV ;U <T _
- I LolFaT y e [y lFaTy
I IgylFuOw
s D1, [2T2], [2UyllFaV oy i
o Iy, [2Tz], [2Uy] IF 2Vy Iy IF2T 5 Uy

Iy IFaVy
U,V <U WT;U<LV

I<




Finalmente, com o proximo resultado, concluimos a demonstracao de que o Te-

orema K nao pode ser obtido na ldgica intuicionista das relagoes.
Teorema 4.4.2.
(a) T,V <U FuT; ULV
b)YV ;U LT VuT; ULV
PRrROVA. Seja A = {a,b}. Definimos trés W-estruturas, da seguinte maneira:
x Ay = (A, I), onde
- L(T) = {(a, )},
~ (V) ={(a,0)},
~ L(U) ={(b,a), (b,b)}.
x Ay = (A, L), onde
— 1(T) = {(a,0)},
- L(V) ={(a,a),(a,0)},
~ L(U) ={(b,a), (a,b)}.
x A3 = (A, I3), onde
~ I5(T) = {(a,0), (b,0)},
—13(V) ={(a,a)},
~ I(U) = {(b, a), (b,0)}.
Definimos duas WI-estruturas, da seguinte maneira:
x« B = (K, <, {%: k€ K},i), onde
CK={12)

-= :{(17 1>> (27 2)7 (17 2)}7
— 2, sao as W-estruturas definidas acima,

—i(z) = a, para todo x € Var.
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x B = (K, =, { : k € K},1), onde
- K =11,3},
- = :{(17 1)7 (37 3)7 (17 3)}7
— 2. s@o as W-estruturas definidas acima,
—i(x) = a, para todo = € Var.

Aplicando as defini¢coes apropriadamente, verificamos que, no ponto 1 € K,
temos B, 1T ;V <U ,masB,1¥T ;U <V. Pela corretude de WI, (a) esta
demonstrado.

Aplicando as defini¢coes apropriadamente, verificamos que, no ponto 1 € K,

temos B, 1V ;U <T ,mas B 1¥ET;U <V. Pela corretude de WI, (b)

estd demonstrado. [ |
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Consideracoes Finais

Finalizamos este trabalho com um panorama geral sobre os resultados obtidos,
apresentando alguns desenvolvimentos, ainda em progresso, e indicando algumas

possibilidades de desdobramentos futuros.

Como mencionamos, a légica da ordem parece nao receber o mesmo tratamento
dado a logica equacional, na literatura. Embora haja muitos trabalhos sobre dlgebras
ordenadas, o enfoque légico-formal, quando existe, é sempre marginal. Essa foi uma
das razoes de termos introduzido o sistema L<, pois, além de atender adequadamente
aos nossos propositos de formalizar a logica subjacente ao sistema ARCG, acredita-
mos que esta logica pode ser ainda mais explorada, tanto em termos de teoria da
prova quanto de teoria de modelos. Neste trabalho, apresentamos apenas os primei-
ros resultados bésicos, como o Teorema de Normalizagao e, de maneira superficial,

analisamos a classe das estruturas definidas por essa légica.

Parece-nos interessante explorar resultados mais sofisticados, que relacionem esta
logica com a classe das dlgebras ordenadas, como por exemplo, resultados analogos
ao Teorema de Birkhoff, para a logica equacional. Serd que garantir a axioma-
tizacao de uma teoria por inequacoes, ou equivaléncias de inequacoes, ou conjungoes
de inequacoes etc., reflete alguma propriedade de preservagao dos modelos? Nao

exploramos esta questao.

O escopo de formalizacao do sistema L< retringe-se as estruturas cujas operagoes
sao “bem comportadas”, no sentido de preservarem, ou inverterem, a ordem em cada
coordenada para todos os elementos do universo. No entanto, parece razoavel definir
um sistema que dé conta de formalizar o raciocinio mereolégico aplicado as algebras
ordenadas em geral, mesmo quando as operacoes nao se comportam dessa maneira.

Este é mais um ponto que motiva futuras investigagoes sobre a légica da ordem.
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Consideramos que a analise apresentada no Capitulo 2, sobre a légica da or-
dem L< e a légica equacional £_, foi um trabalho de retarguada, no sentido de
confirmar que a relagao conceitual — fortemente estabelecida na matematica —
entre igualdade e ordem esta formalmente amparada. Embora os resultados desta
analise nao sejam surpreendentes do ponto de vista matematico, nos pareceu ne-
cessario apresenta-los, pois estamos interessados em formalizar o sistema ARCG, cuja
légica subjacente aplica tanto o raciocinio equacional quanto mereoldogico. Assim,
com estes resultados, autenticamos o uso do sistema L<, como formalismo subja-
cente a ARGC, pois mostramos que este sistema possui as propriedades esperadas de
uma logica da ordem, principalmente no que diz respeito a sua relagao com a légica

equacional.

Temos experimentado, na pratica, a flexibilidade do sistema ARCG para demons-
trar teoremas da AR. Estamos satisfeitos com a dinamica deste sistema mas, como
mencionamos, ainda nao temos um sistema légico-formal. Por enquanto, o sistema
esta definido mais no “espirito” algébrico do que légico. Parece natural que, pri-
meiramente, tenhamos testado desta maneira, ja que, inicialmente, precisavamos
verificar se as conexoes de Galois, de fato, flexibilizariam a aritmética da AR.

Agora que o formalismo subjacente (a logica da ordem) estd explicito e a sin-
taxe completamente pronta, podemos pensar no proximo passo, que é fornecer uma
semantica e um mecanismo de inferéncia adequados. Quanto ao mecanismo de in-
feréncia, a primeira vista, a dificuldade esta em formalizar o conceito de conexao de
Galois, de maneira a aplica-lo como regra de inferéncia do sistema. Com relacao a
semantica, dado que os nossos axiomas estabelecem conexoes de Galois entre duas
algebras relacionais, aparentemente, precisamos de estruturas que, de alguma ma-
neira, contemplem duas algebras, para podermos interpretar as féormulas.

Outro ponto que pretendemos explorar de ARCG é relacionado as possiveis ex-
tensoes deste sistema, obtidas por meio do acrésicmos de novas operagoes. Como
vimos, na génese do calculo relacional, houve uma preocupacao, principalmente por
parte de Peirce, em relacionar as operagoes Peirceanas com as operagoes Boole-
anas. Boole, por sua vez, introduziu as operagoes do célculo de classes (logica),

relacionando-as com as operagoes da algebra dos nimeros (aritmética).
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Se, por um lado, essa abordagem de Boole foi essencial para o desenvolvimento
subsequente da légica matemaética, por outro, foi bastante criticada, principalmente,
por nao fornecer uma interpretacao razoavel para outras operacgoes aritméticas na
légica, como por exemplo, a operacgao de divisio [Hai81, Bur00].

Trabalhos posteriores a Boole, que investigam esse tipo de relagao entre as
operagoes légicas e operagoes aritméticas, como por exemplo [Bel27, Hur28], aca-
baram sendo negligenciados, talvez pelo sucesso da abordagem algébrico-abstrata
da légica, que emancipou os simbolos matematicos de qualquer interpretacao es-
pecifica, ou mesmo pela crescente influéncia da escola logicista, que buscava reduzir
a aritmética a logica ao invés de contrapo-las.

Temos interesse em revisitar alguns desses trabalhos e explorar essas operagoes
“logico-aritméticas” no sistema ARCG, procurando preencher lacunas entre a algebra
dos nimeros, a algebra de conjuntos e a dlgebra de relagoes. Acreditamos que uma
investigagao nesse sentido poderia iluminar as interrelagoes entre aritmética, légica
proposicional e légica de predicados bindrios. O primeiro passo seria seguir o modelo
inaugurado por Boole e Peirce para identificar as relagoes entre as operagoes logicas
e as operacoes aritméticas. Algumas delas ja estao bem estabelecidas, outras sao

passiveis de investigacao, como mostramos na tabela abaixo.

Aritmética + - - 0 1 / Log Exp
Célculo de conjuntos + -0 1 7 ? ?
Célculo relacional T ; B 0 A L ? ?

O proximo passo seria, quando possivel, tentar fornecer uma interpretagao na
logica de resultados cléssicos da aritmética, como, por exemplo, do Teorema Fun-

damental.

Finalmente, também pretendemos continuar desenvolvendo os sistemas W e WI.
Tarski e Givant mostraram que o poder de expressao da AR é equivalente a um
fragmento da Légica de Primeira Ordem (LPO, com apenas trés variaveis) [GT87].
Dado que mantivemos uma linguagem correspondente a linguagem da AR, todos
os sistemas relacionais introduzidos nesta tese possuem este mesmo poder de ex-

pressao. Atualmente, existem extensoes da AR que alcangam o mesmo poder de
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expressao da LPO [Mar01, BEV04, Via05]. Aplicando recursos utilizados em algu-
mas dessas extensoes, como dominios estruturados e operacoes de armazenamento
e recuperacao, queremos aumentar o poder de expressao dos sistemas W e WI. Essa
seria uma maneira alternativa a de Wadge, de estender esses sistemas para lidar com

relagoes de aridades arbitrarias, mantendo o carater de deducao natural.
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