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Resumo

Esse trabalho expoe brevemente o que sao as Ldgicas da Inconsisténcia
Formal. Essas logicas nao trivializam a relacao de conseqiiéncia na presenca
de contradig¢oes, pois a partir de a e =« temos simplesmente que e, ou seja,
« nao é consistente, ou nao é seguro.

De maneira analoga, as Ldgicas da Inconsisténcia Dedntica sao logicas
que nao trivializam a relacao de conseqiiéncia na presenca de obrigagoes
conflitantes, como ()a e ()—a. Nesse caso teriamos apenas Mo, ou seja, « é
deonticamente inconsistente, ou deonticamente inseguro.

Essa abordagem parece interessante sobretudo na anélise de paradoxos
deonticos, em que a partir de um conjunto I' de premissas intuitivamente
consistentes, temos O« e ()—a. Trataremos como exemplo um tnico para-
doxo, a saber, o Paradoxo de Chisholm.

v



Abstract

This work expose briefly what are the Logics of Formal Inconsistency.
Those logics do not trivialize the consequence relation in the presence of
contradictions, since from a and —«a we just derive eq, that is, a is not
consistent, or not safe.

Analogously, the Logics of Deontic Inconsistency are logics that do not
trivialize the consequence relation in the presence of conflicting obligations,
since from (Oa and ()—a we would just obtain Ko, that is, « is not deonti-
cally consistent, or not deontically safe.

That approach seems interesting mainly for analyzing deontic parado-
xes, in which from a set I' of intuitively consistent premises, we derive Qa
and (O-a. In order to exemplify we will regard just one paradox, namely
Chisholm’s Paradox.
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Capitulo 1

LOGICAS DA INCONSISTENCIA FORMAL

1.1 Paraconsisténcia, Trivialidade e Explosao

As LFT’s - Logicas da Inconsisténcia Formal (Logics of Formal Inconsistency)
- sao uma classe ampla de logicas paraconsistentes que internalizam as no-
¢oes basicas de consisténcia e inconsisténcia em nivel meta-logico. As LFI’s
foram introduzidas por W. Carnielli e J. Marcos em [7] e posteriormente
analisadas em detalhe (em particular, seus aspectos seméanticos) no artigo
[8], que adotamos aqui como principal referéncia bibliografica. Referéncias
adicionais a demais artigos serao explicitamente citadas.

Uma das principais diferengas entre as logicas do tipo classico e as LFIs
é que, nas primeiras, nao hé distin¢ao entre contradicao e outras formas de
inconsisténcia. A partir de uma contradicao, tudo pode ser demonstrado e
obtemos, assim, trivializacao. Ja nas LFI’s, nao-trivialidade nao pode ser
definida apenas como auséncia de contradigao, pois nessa relacao esté pressu-
posto o conceito de consisténcia. O que esperamos dessas logicas é permitir
inconsisténcia em certas circunstancias e garantir que o sistema ainda possa
manter sua capacidade de realizar inferéncias razoéveis na presencga de con-
tradigoes.

Daqui em diante, trataremos essas nogoes em nivel meta-légico para, em
seguida, internalizar algumas delas no estudo das LFT’s.

Tomemos For como o conjunto de féormulas de uma dada linguagem.
Aqui, o e # denotam féormulas quaisquer, enquanto I' e A sdo subconjuntos
de For. Assim, uma logica L é definida simplesmente como uma estrutura
da forma ( For, IF ), que contém um conjunto de férmulas e uma relagao de
conseqiiéncia definida nesse conjunto.



Assumiremos que a linguagem de qualquer logica L é definida por uma
assinatura proposicional ¥ = {¥, },cn, em que X, é o conjunto de conectivos
de cardinalidade n. Assumiremos ainda que P = {p,, : n € N} é o conjunto
de variaveis proposicionais (ou férmulas atdomicas) tal que as formulas sao
geradas livremente a partir de P usando .

Acrescentemos a essa logica L as seguintes condicoes:

(Conl) a €T implica ' IF «

(Con2) (AlFaeACT) implical' IF «

(Con3d) (AlFael,alF 3)implica A, T' I3
(Cond) T IF o implica e(I") IF e()

(Con5) T IF « implica I'i" I o, para algum I'fi" C T

A primeira condi¢ao é denominada reflerividade, a segunda é monotonici-
dade e a terceira é chamada condigao de corte. A quarta é denominada
estruturalidade em que o simbolo ¢ denota um endomorfismo da linguagem.
A ultima denominamos compacidade e interpretamos I'™ como um conjunto®
I' qualquer finito.

Qualquer conjunto I' € For é chamado de teoria de L. Se I' IF « para
todo I', dizemos que « é uma tese dessa logica.

A partir de agora lidaremos com uma logica arbitraria L = (For, )
em que se gera For a partir de uma assinatura que contém o conectivo —
(negagao) e IF satisfaz (Conl) - (Conb).

Seja I' uma teoria de L . Dizemos que uma teoria I' é contraditoria em
relacao a —, ou simplesmente contraditoria sse:

Ja(T'IFael IF —a)

Para cada formula « acima, podemos dizer que I' é a-contraditério. Ja uma
teoria ¢ trivial sse:

Va(T' IF a)

Evidentemente, a teoria For é trivial, uma vez que, para todo «, a € For
e, por (Conl), temos que For IF a. Além disso, como em uma teoria trivial
vale I' IF « para todo «, entao, em particular vale para —«a. Assim, toda
teoria trivial é contraditéria. Entretanto, veremos adiante que a reciproca
nao é verdadeira.

LObserve que, para esta condicio fazer sentido, deve ser assumido, adicionalmente, que
o conjunto For é uma algebra livremente gerada a partir de uma assinatura.



Outro conceito importante é o de explosao. Uma teoria é explosiva sse:
VavB(T, o, —a I 3)

Podemos demonstrar de acordo com nogao definicao de logica trivial que
se uma teoria é trivial, entao explode. Ora, se I' é trival, temos V3(T I 3),
substituindo « por . Tomemos I'' = I'U{«, —~a}. Como I" C I, por (Con2),
temos que I'' I- 3 para todo f3, ou seja, VaV3(T', a, ~a IF ().

Também é possivel demonstrar que se uma teoria é contraditéria e ex-
plosiva, entdo é trivial. Se I' é contraditorio, temos Ja(I' IF e I' IF —a).
Ainda, se I' é explosivo, temos VaV3(I', o, 7o I+ 3). Como temos I' IF a e
[, a, —a Ik 3, temos, por (Con3) que I', -« IF 3, para todo « e para todo f3.
Do mesmo modo, de I', ma I 3 e T' IF =a, por (Con3), temos I' I 3, para
todo 3, ou seja, I' é trivial.

Nao podemos esquecer que definimos L como (For,IF). Ora, como I' C
For, por (Con2), podemos estender todas as defini¢gdes acima para uma
logica L. Dessa forma, ja nos é possivel formalizar alguns principios ldgicos
aplicados a uma logica qualquer L:

Principio de Nao-Contradi¢ao (PNC)
Vo' ¥ a ou I' ¥ =a)(L é ndo-contraditorio) (1.1)
Principio de Nao-Trivialidade (PNT)

Ar3a(T W «) (L é nao-trivial) (1.2)
Principio de Explosao (PPE)
VIVaVvE (T, a, —a Ik B)(L é explosivo) (1.3)

O 1ultimo principio é também denominado de Principio ex Contraditione Se-
quitor Quodlibet.

De acordo com as defini¢oes (1.1), (1.2) e (1.3) acrescidas as demonstra-
¢oes anteriores, podemos formular o seguinte teorema:

TEOREMA 1

(i) Numa logica ha trivializacao se e somente se houver contradi¢ao e explo-
sao0.

(ii) Numa logica ndo valem simultaneamente o Principio de Explosao e o
Principio de Nao-Trivialidade se, e somente se, nao vale o Principio de Nao-
Contradicao. O



DEFINICAO 1 Uma logica L é denominada consistente se for explosiva e
nao-trivial, ou seja, se respeita (1.3) e (1.2).Caso contrario, dizemos que L é
inconsistente. 0]

Logicas paraconsistentes sao inconsistentes porque ha o controle da explo-
sao de diversas formas. Loégicas triviais também sao inconsistentes, conforme
a definicao acima. A diferenca entre logicas paraconsistentes e triviais é que
as ultimas aceitam todo tipo de inferéncia, nao separando as proposigoes en-
tre derivaveis e nao derivaveis. Assim, podemos formular uma nova defini¢ao
de légica paraconsistente:

Uma logica é paraconsistente sse for inconsistente e nao-trivial (1.4)

Essa definicao explica a diferenca entre logicas paraconsistentes e logicas do
tipo cléassico, como citado no inicio dessa subsecao. Logicas do tipo classico
sdo consistentes, isso ¢, aceitam o Principio de Explosao (1.3). Disso decorre
que de uma contradigao do tipo a e =, tudo se segue, trivializando o sistema.
Ja logicas paraconsistentes, por nao aceitar (1.3), mas somente (1.1) e (1.2),
podem aceitar certas inconsisténcias sem trivializar o sistema.

Um importante conceito que sera tratado nas subsegoes seguintes é o de
equivaléncia entre conjunto de formulas. Dizemos que I' e A sao equivalentes
sse:

Va e A(T'IFa) e Va e T(A IF «)

Em particular, as formulas « e 5 sdo equivalentes sse:

(alFpB)e (BIFa)

Essas propriedades serao denotadas por I' HIF A e o -IF 3, respectivamente.

Uma formula & em L é uma particula falsum se pode, por si s, trivializar
a logica, isto é:

vIvE(T, € IF G)

Uma particula falsum, quando existir, sera denotada por L. A notagao nao é
ambigiia porque duas particulas falsum quaisquer sao equivalentes. Se numa
logica a particula falsum é teorema, entao a logica ¢é trivial.

A existéncia de particulas falsum numa logica L é regulada pelo seguinte
principio:
Principio de Ex Falso Sequitur Quodlibet

AVIVE(T, € IF B)(L tem uma particula falsum) (1.5)
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Analogamente & particula falsum, dizemos que uma féormula £ é uma
particula verum quando se segue de toda teoria, ou seja:

VI(T I €)

Denotaremos tal particula, quando existir, por T, que também nao é am-
biguo. Em uma légica qualquer, todas as suas teses sao equivalentes. Isso
porque, como dissemos anteriormente, o é uma tese se e somente se I' IF «
para todo I' € For. Assim, em particular, § I «. Pelas mesmas razoes, se (3
é uma tese, entao « I- 3, ou seja, a e § sao equivalentes.

Assim, T representa todas as teses de uma légica. E interessante notar
que, como I' IF T, entdo, por (Con3): T', T IF « se e somente se I I a.

Daqui em diante, uma férmula ¢ de L construida usando estritamente
as variaveis py . ..p, serd denotada por ¢(pg...p,). Essa formula depende
apenas das variaveis que ocorrem nela. Essa notagao pode ser generalizada
por conjuntos; como resultado, teremos I'(py...pn). Se Yo ...V, sdo formu-
las, entao (7o ...7,) significa a substitui¢ao (simultdnea) de p; por 7; em
©(po...pn) (parai=0...n). Analogamente, dado um conjunto de férmulas
C(po . ..pn), escreveremos I'(¢g . .. @y).

DEFINICAO 2 Uma logica L tem uma negacio suplementar se ha uma
formula (pg) tal que:
(i) ¢(«) ndo é uma particula falsum, para algum «;

(ii) VIVavB(T, a, ¢(a) IF B). O

Considere uma légica com uma negacao suplementar, denotada por .
Podemos entao definir uma teoria I' como sendo contraditoria em relacao a
! desde que:

Ja(l'IFaelIF )

Desse modo, uma légica L é contraditéria em relagao a @ se todas suas teorias
sao também. Assim, uma logica que tem uma negacao suplementar deve
satisfazer o Principio de Nao-Contradi¢ao em relagao a essa negagao.

Uma vez definida a nogao de negagao suplementar, podemos enunciar
uma variagao de (3):

Principio de Explosao Suplementar:

L tem uma negacao suplementar (1.6)



A disponibilidade de um tipo especifico de negagao suplementar faz com que
algumas logicas paraconsistentes possam recuperar a negacao classica.

Pode-se ainda considerar o correlato da defini¢ao de negagao complemen-
tar:

DEFINICAO 3 Uma logica L tem uma negacdo complementar se ha uma
formula ¢ (pg) tal que:
(a) ¢(a) ndo é uma particula verum, para algum «;

(b) VIVa(T', a, IF () implica I' IF ¢(av)). O

Uma negagao que é ao mesmo tempo suplementar e complementar sera
denominada negagao classica e simbolizada por ~.

Quanto a implicagao, procuramemos manter algumas propriedades dese-
javeis da logica classica. Para tanto, tomemos a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 4 Dizemos que uma logica L tem uma implicacio dedutiva
se existe uma formula ¢(pg, p1) tal que:

(i) p(, B) nao é uma particula falsum;

(il )VaV oI (T IF ¢(a, §) implica I, v IF §);

(ili) ¢(a, B) ndo é uma particula verum;

(iv) Va, V3, VI'(I', a I 8 implica I' IF ¢(a, 3)). O

Usaremos — como simbolo de implicagao dedutiva. Assim, podemos verificar
que:

TEOREMA 2 em L vale:
(DM): I' IF a« — 3 se e somente se I, a I 3

Prova. Consequéncia imediata das clausulas (ii) e (iv) da Definigago 4 1

Daqui em diante, Y sera o conjunto dos conectivos A, V,— e o conectivo
unario =, enquanto P = {p, : n € N} é o conjunto de formulas atomicas.
For é o conjunto de férmulas geradas a partir de P em 3.

Analogamente, Y° serd o conjunto obtido adicionando a Y o conectivo
unario o, e For® serd o conjunto de formulas geradas a partir de >°.

De acordo com (1) podemos afirmar que logicas paraconsistentes sao 16-
gicas que em certas condigoes nao pressupoem consisténcia. Se entendermos
consisténcia como aquilo que pode explodir na presenca de uma contradicao,



as consideragoes anteriores sugerem que logicas paraconsistentes podem de
algum modo expressar consisténcia de uma féormula em nivel metalogico.

Em termos formais, considere um conjunto G(p) de formulas que depen-
dam apenas da varidvel proposicional p. Esse conjunto satisfaz a exigéncia
de haver formulas « e 3 tais que:

(a) Ola),a k¥ 3
(b) O(a), ~a ¥

Dizemos que uma teoria I' é fracamente explosiva em relacao a ()(p) se:

VIVav3(T, O(a), a, —~a IF 3)

Uma logica L sera considerada fracamente explosiva quando houver um con-
junto 6(}9) tal que todas as teorias de L sao fracamente explosivas em relacao
a O(p)-

Podemos, desse modo, considerar uma variagao “fraca” do Principio de
Explosao:

Principio de Explosao Fraco (PEF)

L satisfaz (PEF) sse é fracamente explosiva para algum conjunto ()(p)
(1.7)

Para cada formula «, o conjunto 6(04) expressara precisamente a consisténcia

de « relativa a logica L. Quando o conjunto for unitéario, consideremos o« o

tinico elemento de ()(a), nesse caso o define um operador de consisténcia.
Desta maneira, estamos em condigoes de definir as Ldgicas da Inconsis-

téncia Formal (LFI’s) do seguinte modo:

DEFINICAO 5 Uma Ldgica da Inconsisténcia Formal (LFI) é qualquer
logica na qual nao vale o Principio de Explosao (1.3) mas vale o Principio de
Explosao Fraco (1.7) O

1.2 mbC e C,;

Historicamente, o primeiro sistema paraconsistente proposicional que usa
um operador de consisténcia o foi proposto por da Costa em 1963 (cf. [15])
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denominado C;. Esse sistema era o mais simples de uma hierarquia de
sistemas C,,. O operador de consisténcia o nao era primitivo mas definido
como:
oar =g ~(a A —av)

Além disso, esperava-se que esse novo operador tivesse as propriedades mini-
mas que o interrelacionasse com os conectivos antigos. Portanto, C; forcava
com que essas relagoes existissem apenas numa tinica ocorréncia do conectivo,
C, para duas ocorréncias, e assim por diante.

Todavia, no caso geral das LFI's nao ha necessidade que ocorra uma
relacao entre o e os demais operadores e tampouco que o operador o seja
definido por meio de outros operadores. Assim, em [7], propoe-se um sistema
paraconsistente minimal, com as caracteristicas minimas que se exige para
que um sistema possa ser classificado como paraconsistente. Esse sistema foi
denominado mbC (minimal bold C-system). Aqui, o operador de consisténcia
¢é primitivo e nao hé relagao alguma entre esse operador e os demais.

Assim, ainda que C; seja historicamente o sistema paraconsistente mais
simples, mbC ¢ logicamente mais simples e por isso trataremos primeira-
mento de mbC para, em seguida, apresentarmos C; e a hierarquia C,,.

DEFINICAO 6 A Logica mbC é definida a partir de For® por meio dos
axiomas e regras de inferéncia abaixo:

Esquema de axiomas:

(Ax1) o — (8 — o)

(Ax;) (@ = f) = (@ = (f—7)) = (a—7))
(Ax3) a — (B — (aAp))

(Axy) (N pB) =«

(Axs) (aAp) —

(Axg) a — (a V)

(Ax7) B — (aV )

(Axg) (@ =)= ((B—7) = (aVB) =)
(Axg) oV (o — f)



(AXl[)) aV o
(bel) ca — (a — (o — f))

Regra de inferéncia:

o, — 3

(MP) 3 -

NOTA 1 Suponhamos um conjunto de conectivos ¥, que denota o con-
junto ¥ sem o conectivo —; For, é o fragmento de For correspondente. A
Légica Cldssica Positiva sera denotada por CPT e pode ser axiomatizada
por (Ax1) - (Ax9) e (MP). A Ldgica Classica Proposicional, CP, ¢ uma
extensao de CPT a partir de 3, acrescentando (Ax10) mais a seguinte “lei
de explosao™

(exp) @ — (—a — )

Essa axiomatizacao é esperada se tomarmos a definicao de negacao clés-
sica dada na subsecdo anterior. E evidente, pois, que numa logica L, que
estende CP™, um conectivo unério <+ de L é uma negacao classica sse valem
(aV+a)e (a— (a—f)).

CP também ¢é uma extensao minimal consistente de mbC. Um modo
alternativo de axiomatizar CP é acrescentando oo como axioma. Assim, de
(bc), (MP) e esse novo axioma, obterfamos (exp).? O

NOTA 2 Embora usemos a expressao “Logicas da Inconsisténcia Formal”,
mencionamos até entao o conectivo de consisténcia o. Todavia, mbC pode
ter ainda um conectivo analogodo de inconsisténcia o. Em geral, usamos a
negacao classica ~ para definir esse conectivo, escrevendo ea =45 ~oar [

Abaixo, enumeramos alguns teoremas importantes validos em mbC:

TEOREMA 3 Em mbC vale o Metateorema da Dedugao
(DM): I', & Fppe 8 implica ' Fypc o — O

2Observe que esta apresentacdo de CP é dada na linguagem usual estendida pelo

conectivo inécuo o. E nese sentido que CP pode ser visto como uma extensao dedutiva
de mbC.



TEOREMA 4 Em mbC vale Prova por Casos
(PBC): I',a Fybe B € A, mav Fype [ implica I') A Fope

TEOREMA 5 Em mbC valem:
(i) (CNJ) T' Fyape @ A 3 se e somente se I' Fyype @ e T Fype
(ii) (TRN) I' Fyppc @ — B e T Fpe B — v implica ' Fyype oo — 3

Prova. A clausula (i) se segue, num sentido, como conseqiiéncia direta de
(Axy), (Axs) e (MP). O outro sentido ¢ conseqiiéncia de (Axsz) e (MP).
Ja a clausula (ii) é aplicagao imediata de (DM). |

Vimos até agora axiomas, regras e importantes teoremas de mbC, mas
ainda nfo oferecemos uma possivel semantica a essa logica. E digno de nota
que em mbC nao vale a regra de Substituicao para Equivalentes Demons-
trdveis. Isso significa que sua semantica nao sera vero-funcional. Considere,
pois, a seguinte definicao:

DEFINICAO 7 Seja 2 =4cr {0, 1} um conjunto de valores-verdade, em que
1 denota o valor “verdade” e 0 denota “falso”. Uma valoracao ® de mbC é
uma fungao v : For® — 2 de acordo com as seguintes clausulas:

(vl) v(aApB)=1ssev(a)=1ev(f) =1

(v2) v(aV F)=0ssev(a)=v(F)=0

(v3) v(o = B) =0ssev(a)=1lewv(f)=0

(v4) v(—a) =1 implica v(a) =0

(v5) v(oa) = 1 implica v(a) = 0 ou v(—a) = O

Dado I' U {a} em mbC, a partir daqui I' Fj,pc « significa que a recebe
valor 1 para toda valoracao de mbC em que os elementos de I' também
recebem valor 1.

Podemos verificar que a seméntica de mbC é claramente correta.

TEOREMA 6 (Corretude de mbC) Seja I' U {a} um conjunto de for-

mulas em For®. Assim, I' e « implica I' Fpe o

3 A semantica para mbC apresentada em [8] é inspirada na seméntica de quasi-matrizes
para o sistema C; de da Costa. Conferir [16]
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Prova. Basta verificarmos que os axiomas de mbC assumem sempre valor
1 em qualquer valoragdo em mbC e que (MP) preserva a validade. Como
exemplo, nos restringiremos a demonstra¢ao de (bcl). Suponhamos por
absurdo que v(oa) = v(a) = v(—a) = 1 enquanto v(f) = 0; pela clausula
(v5) temos v(oa) = 0, o que nos forga por (v3) inferir que (bcl) é sempre o
caso para toda valoracao da Definigao 7. [

TEOREMA 7 mbC ¢ uma LFI.

Prova. Observe que (1.7) segue-se imediatamente de (bcl) e (DM). Para
a ndo validade de (1.3), considere Op = {op} e suponha v(p) = v(-p) = 1
enquanto v(q) = 0, em que p e g sdo variaveis proposicionais distintas. Desse
modo p, =p Fupc ¢; o restante se segue por (Con2) e Teorema 6. |

Para provarmos a completude de mbC precisaremos de alguns lemas e
defini¢oes adicionais.

DEFINICAO 8 Seja L uma logica como definida anteriormente e A U
{a} C Fory, um conjunto de formulas. Dizemos que A ¢ a-saturado em
L sse:

(i) Ay a;
(ii) se § ¢ A entao A, 5 by, a. O

O Lema abaixo denominado Lema de Lindenbaum-Asser garante a exis-
téncia desse conjunto.

LEMA 1 Dado algum conjunto de férmulas I' tal que I' ¥y, «, existe um
conjunto a-saturado A em L tal que I' C A.

Prova. Considere uma enumeracao {¢,}n € N de féormulas em Fory, e uma
série A,,,n € N de teorias construida do seguinte modo:

ANg=T
AL A, U{pn}, se A, o r a
LT A, caso contrario
Seja A, = U,en- Mostraremos que A é a-saturado em L. Em primeiro

lugar, notemos que A, Wi a para todo n € N. Além disso, se A Ik, «
entao por (Conb) haveria um Afi" C A tal que A" I, a e por (Con3), dado
Afin C A,, para algum m € N, temos A,, IFr, «, contrariando a construcao.
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Assim, A ¥y, a. Além disso, se § ¢ A, entdo § = ¢, para algum n. Assim,
B ¢ A1 (pois A,y € A). Logo, por construgao obtemos A, 3 = A, e
Ay, Bk a. Como A, C A por (Con2) temos A, 3 Iy, a. |

LEMA 2 Qualquer conjunto a-saturado é uma teoria fechada em L, ou seja:

Al (B sse f€A.

Prova. A primeira parte se segue imediatamente de (Conl). Para a recipro-
ca, basta percebermos que, como A é a-saturado, entao A ¥y, ae A, a by, 3;
por (Con3) temos A ¥, 3. |

LEMA 3 Seja A U a um conjunto de formulas em For® tal que A é a-
saturado em mbC. Assim:

(i) AyEAsse € AeyeA;
(ii) BVy € Asee f € Aouy €A,
(ili) 6 > v€Asse ¢ Aourye A,
(iv) § ¢ A implica = € A;

(v) B,—0 € A implica off & A.

Prova. Para todas as provas usaremos Lema 2, que denominaremos fecha-
mento.

(i) Suponha (6 A7) € A. De (Axsz) e (MP) temos A Fppe G5 logo, por
fechamento 5 € A. Para I', basta substituirmos (Axs) por (Ax4). A reci-
proca sai de (Axs), duas instancias de (MP) e fechamento.

(ii) Seja (BV ) € A. De fechamento, (Axg) ¢ (MP) temos § € A, e evi-
dentemente 5 € A ou y € A.

(ili) Por (Axg) e (ii) sabemos que § € A ou f — v € A. Suponhamos que
v € Aou (¢ A; atnica possibilidade ¢ § — v € A. Para a reciproca, basta
supor v € A que provamos por fechamento, (MP) e (Axy).

(iv) Tomemos 5 ¢ A. De (Axyp) e (ii) temos § € A ou =3 € A; por fecha-
mento concluimos A Fpc —0.

(v) Suponhamos 3, =3,06 € A. Por fechamento, (bcl) e (MP), temos «,
absurdo. Logo, 3,3 € A implica off ¢ A. |

COROLARIO 1 A funcdo caracteristica de um conjunto a-saturado de
formulas em mbC define uma valoracao de mbC.
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Prova. Seja A um conjunto de férmulas a-consistente e seja v uma fungao
definida como v : For® — 2 tal que para toda féormula § em For®, temos
v(B) = 1 sse 3 € A. E facil observar pelo Lema 3 que v satisfaz as clausulas
(v1)-(v5) da Definigao 7. |

TEOREMA 8 (Completude de mbC) Seja I'U{a} um conjunto de for-
mulas em For®. Assim, I' Fpc « implica I' Fpe o

Prova. Tomemos a € For® tal que I' ¥ pc . Assim, pelo Lema 1 existe
um conjunto a-saturado A, tal que I' C A além de I', 8 Fypc « para todo
B¢ T el Fupc a, logo ,por (Conl), a ¢ A. Oras, pelo Corolario 1, a fungao
caracteristica v de A define uma valoracao de mbC; assim, para todo 3 € A,
va(f) = 1 mas va(a) = 0. Portanto, A Fpe « e por (Con2) I' Fppc . B

Até agora vimos a completude para o sistema minimo paraconsistente
mbC. Veremos, a seguir, a sintaxe e um modelo para a hierarquia C,, de
da Costa, sem nos determos nos pormenores da completude dessa hierarquia
que mutatis mutandis se obtém a partir da completude acima para mbC*.
O texto aqui utilizado ¢é [15].

Para a axiomética de C; tomamos o operador de consisténcia como defi-
nido por meio de A e — e alguns axiomas adicionais que tratam da distribu-
tividade do operador de consisténcia, como podemos verificar a seguir.

DEFINICAO 9 A Logica C; ¢ definida a partir de For por meio dos axi-
omas e regras de inferéncia abaixo:

Esquema de axiomas:

esquemas de axiomas (Ax1)-(Ax10) de mbC
(Ax11) off = ((a = f) = (@ = =f) = —a))
(Axy2) ——a — «

(Axy3 ) oax — omax 5

4Observe que os Lemas 1 e 2 vale para quaisquer logicas L como definimos no inicio
dessa se¢ao. As tnicas mudangas significativas ocorrem no Lema 3.

®Esse axioma aparece em [15], mas ndo o encontramos mais em [16]. Em [17], o mesmo
axioma aparece como teorema derivavel dos demais axiomas de Cj.
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(Ax14) caAoff — o(aA )
(Axi3) o0 Aof — oaV )
(Axis) oa A of — ol — )

Regra de inferéncia:

a,a— 3

(MP) 3 -

Note que (Axj;) é equivalente a (bcl), tal que podemos encarar C;
como mbC + (Ax12)-(Axys), com a diferenca que enquanto em mbC temos
Oa = {oa}, em C; temos Oa = {~(a A -a)}.

Um modelo para C; é dada por meio das tabelas abaixo, em que 1 e 2
sao valores distinguidos.

Afrf2f3] [v]t[2[3] [=]1[2][3] | [-]
T 1]1(3] [L]L|1]1] [1]1]1]3] [1]3
o 1(1(3] [21[1]1] [2 1|13 [2]1
313(3[3] [3]1(1]3] [3[1]1|1]| [3]1

Observe que nenhum operador preserva o valor de verdade 2. Interpre-
tando 1 e 3 como os valores cléssicos, respectivamente, verdadeiro e falso,
podemos inferir que a consequéncia da caracteristica sintatica da distribuicao
do operador o por meio dos operador clasicos - (Ax;3) a (Ax;g) - acrescido
a eliminag@o da dupla negagao - (Ax;2) - acarreta na eliminagao do novo va-
lor de verdade 2 por meio de qualquer combinacao dos operadores classicos.
Mais ainda, conforme a definicao do operador o para C;, podemos construir

a tabela abaixo:

1)1
2
31

O que nos mostra claramente que 2 é interpretado como valor de verdade pa-
raconsistente. Em outras palavras, quando a féormula « tiver valor 2, dizemos
que a consisténcia de « é falsa, ou seja o« recebe valor 3.
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No que diz respeito aos demais sistemas da hierarquia C,,, considere a
seguinte notacao:

a' abrevia a formula (=(a A —a))

a1 abrevia a formula (=(a™ A =a™)!)

Desse modo, podemos propor a segunte definni¢ao para o calculo C,;:

DEFINICAO 10 As Logicas C,,, 0 < n < w é definida a partir de For por

meio dos axiomas e regras de inferéncia abaixo:

Esquema de axiomas:
esquemas de axiomas (Ax1)-(Ax10) de mbC
(Axi1,) 0" = ((a = B) = ((a = =) — —a))
(Axy2) ——a — «
(Axy3,) " — —a™
(Axign) " AB" = (A B)"
(Axiz,) " AG" — (Vv 3)"
(Axi6n) @ A F" = (a — ()"
Regra de inferéncia:

a—f

(MP) 3 -

Seguindo o mesmo modelo de C;, cada calculo C,, tera n+2 valores de
verdade, sendo 1,2,...,n + 1 valores distinguidos e n + 2 o tnico valor nao
distinguido. As quase-matrizes respeitarao as clausulas abaixo:

1. conjuncao: se os componentes tiverem valores diferentes, a conjuncao
terd o maior dos valores dos componentes; se os valores forem iguais,
serd esse o valor da conjuncao.
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2. disjuncgao: se os valores dos componentes forem distintos, a disjuncao
terd o menor dos valores dos componentes; se forem todos iguais, tera
esse valor.

3. implicacao: se os valores dos componentes forem diversos, a implicagao
tera o valor do consequente; se forem iguais, tera como valor 1.

J& o esquema da tabela da negacao segue-se abaixo:

| -

1 n+2
2 1
3

n n—1
n+1
n—+ 2 1

Do que vimos até agora, podemos inferir o seguinte teorema:

TEOREMA 9 Cada calculo C,, é estritamente mais forte que C,, ;. O
calculo C,, é o mais fraco de todos os céalculos C,,.

Prova. Uma vez que a demonstragao exigiria um processo demasiado tra-
balhoso de dedugao que extrapola nossos objetivos, nos limitaremos a apre-
sentar um esboco da demonstracdo. Observe primeiramente que Cy® contém
estritamente Cy, pois, por exemplo, (Ax;;) nao vale em Cg, como podemos
verificar pela tabela de o e =. Construindo-se de modo indutivo uma tabela
de o" para cada C,,, obeservaremos que (Ax;1,_1) nao vale em C,. |

Por fim, provamos de modo simples o teorema abaixo.

TEOREMA 10 Cada um dos célculos Cy, Cy, Cso, ... C,,_1 C,,, Cp11, ..
C, ¢ uma LFI.

*)

Prova. Basta considerar na Definicio 5 o conjunto O)(p) =4 {a"} para
cada C,. A conclusao segue imediata por (DM) e (Axi1,). |

6Cy ¢ definido por da Costa como o Calculo proposicional Positivo. Conferir Nota 1.
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Capitulo 2

LOGICAS DA INCONSISTENCIA DEONTICA

2.1 Loégica Deontica Classica e Paraconsistén-
cia

As logicas deonticas foram fortemente influenciadas por nogoes de logicas
modais. Ainda que a analogia entre conceitos modais e deonticos datem
do século XIV, (cf. [20]) podemos dizer que o seu tratamento simbolico
e matematico foi inaugurado por von Wright em [28]. Nesse artigo, von
Wright distingue trés tipos de modalidades: aléticas, epistémicas e deonticas.
As primeiras tratam das nocoes de necessario e possivel, as segundas de
verificavel ou falsificavel, e as terceiras estao relacionadas com as nocoes de
obrigatorio e permitido.

Existem varios sistemas que procuram formalizar essas nogoes (vide [25]).
O sistema basico dessa familia de logicas é denominado SDL - Standard
Deontic Logic. A idéia aqui é acrescentar a um sistema minimo modal a nocao
de que nao pode haver obrigacoes conflitantes, que é aqui convenientemente
formulada por meio do axioma (O-E).

NOTA 3 Daqui em diante ¥ = {V,A,—,—=, (O} e For é o conjunto de
formulas geradas a partir de X.

De modo correlato, ¥° = Y U {o}, ¥°F = ¥eu {8} e ¥V = o u {}.
Os conjuntos For®, Form®® e Form®™ sao os conjuntos de formulas geradas
a partir de ¥°, 3°B ¢ 3°0 respectivamente. 0
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DEFINICAO 11 A Logica SDL ¢ definida em For do seguinte modo!:

Esquemas de axiomas:

esquemas de axiomas (Ax1)-(Ax10) de mbC,

(exp) a — (-a — )
(0-K) Ofa— p) = (Oa — Op)
(O-E) Of, — f, em que f, =4s (a A na), para a € For
Regras de inferéncia
a,a — f3
5
Fa
F Qo O

(MP)

(O-Nec)

NOTA 4 A axiomatica acima originalmente apresentada em [12] ndo é o
modo tradicional de axiomatizar SDL. Em geral, o axioma acrescentando
em vez de (O-E) é:

D): Oa— -0 -«

Considerando o operador Pa =4 = O —a (lela-se “o é permitido” ou “a é
concedido”), a interpretagao original de (D) seria de que aquilo que é obri-
gatorio implica ser permitido. Outro modo de encarar o axioma (D) é que
obrigacoes conflitantes sao sempre falsas. Desse modo, reformulariamos o
axioma como:

(D*): =(OaAO~a)

Todavia, é facilmente demonstravel que (O-E), (D) e (D*) sao equiva-
lentes tendo por base o Calculo Proposional Classico e as defini¢oes de () e
P, o que demonstra que os trés sistemas sao equivalentes.

LA axiomatica de SDL & baseada em [12], que, por sua vez, pode ser interpretado como
adaptagao de [10].
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Uma axiomatica interessante e alternativa a SDL ¢é a proposta por Chellas
em [10] que, em vez de (O-K) e (O-Nec), terfamos a regra de inferéncia
(ROM) e mais trés axiomas para reger o operador dedntico:

a— f3
Oa—Op

(0C) (OaAOB) = OlaAp)
(ON) OT

(ROM)

(OD) -O L

Na verdade, (OD) é outro modo de ver (D*), enquanto (ON) e (O-
Nec) sao correlatos. Ja (O-K) é obtido por (ROM) e (OC). O

Dizemos ainda que um sistema deontico é normal se existe uma FEstrutura
de Kripke que caracteriza seus axiomas.

DEFINICAO 12 Uma estrutura de Kripke generalizada é uma tripla

(W, R, {vu fwew)

em que:
1. W & um conjunto nao vazio (de mundos-possiveis);

2. RC W x W éuma relagao (de accessibilidade) entre mundos-possiveis
que pode ser vazia;

3. {Vw fwew € uma familia de fungodes v,, : For — 2 que satisfaz para cada

we W:

(v1) vy(a A B) =1 sse vy(a) =v,(3) =1

(v2) vy (aV B) =0 sse vy(a) =v,(0) =0

(v3) vy(a — B) =0sse v,(a) =1ev,(B) =0
(v4) vy (a) =0 sse v, (—a) =1

(v5) u(
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TEOREMA 11 Caso na estrutura acima a relagdo R seja serial (ou seja,
para todo w € W existe um w’ tal que wRw') entéo as valoragoes (v1)-(v5)
satisfarao os axiomas de SDL; em outras palavras, I" Fgpr, a sse I' Fgpr, a [

NOTA 5 Na Definigao 12 acima falamos em estrutura porque de acordo com
as caracteristica da relacao de acessibilidade R teremos uma semantica de
valoragoes para um sistema modal (ou dedntico) em particular. Por exemplo,
caso forcemos que a relacio R seja vazia, teremos uma valoracio para K©. O

Devido as consideragoes da Nota 4 acima, podemos fazer um parelelo en-
tre a logica deontica padrao e o calculo proposicional cléssico. Como vimos
na secao anterior, no célculo proposional cléssico nao ha a distin¢ao entre
trivialidade e inconsisténcia: uma teoria é trivial se e somente se for incon-
sistente?. Em contrapartida, logicas paraconsistentes sao justamente aqueles
sistemas que podem ser inconsistentes sem serem triviais.

De modo analogo, em [17] é notado que numa logica dedntica padrao os
conceitos de trivialidade deontica e inconsisténcia dedntica sao inseparaveis.
Considerando uma teoria I' como sendo deonticamente inconsistente como
aquela em que ha formulas do tipo Qa e (O)—«, entao de fato numa logica
dedntica padrao, I' é inconsistente se e somente se I' IF () para todo [,
em outras palavras, ' ¢ deonticamente trivial>. Observe como essa carac-
teristica é conseqiiéncia direta da axiomatica da nota acima, em que (ON)
juntamente com (OD) for¢gam com que a indistingao dos conceitos de tri-
vialidade de inconsisténcia no a&mbito proposicional seja transposta para o
ambito deontico.

Vimos na segdo anterior como nogoes metaldgicas (contradi¢ao, consis-
téncia e trivialidade) podem ser incorporadas na linguagem-objeto. Essa
perspectiva nos incentiva, no caso das logicas deonticas, realizar o caminho
inverso: tratar axiomas (no caso (ON) e (OD)) como nogdes metalogicas
com o intuito de produzir novos conceitos.

Desse modo, daqui em diante lidaremos com uma logica L = (For,IF)
(lembrando que as férmulas de For sao geradas pela nossa nova assinatura
¥ que contém o operador () em que I satisfaz (Conl) - (Conb).

2Tal diferenciagao foi primeiramente proposta por da Costa em [15], mas formalizada
rigorosamente posteriormente em [7].

3Cabe aqui fazer a distingdo entre trivialidade simpliciter - ' I 3 - e trivialidade
deontica - T'IF Op, ou seja, o colapso do operador deéntico (). Evidentemente o segundo
tipo é um caso particular do primeiro, de modo que a trivializagao simpliciter implica a
dedntica.
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Novamente seja I' uma teoria de L . Dizemos que uma teoria I' é de-
onticamente inconsistente em relacao a (), ou simplesmente deonticamente
mconsistente sse:

Ja(T'IF Qa el IF O—a)

Uma teoria é deonticamente trivial sse:
Va(T' IF Oa)

O terceiro conceito deontico importante é o de deonticamente explosivo. Uma
teoria é deonticamente explosiva sse:

VavB3(T, Oa, O-a Ik OP)
Estendendo as nog¢oes acima a uma logica qualquer L, temos:

Principio de Obrigagoes Nao-Conflitantes (O-PNC)
AVa(I' ¥ Oa ou I' ¥ O—a) (L é deonticamente nao-conflitante)  (2.1)
Principio de Nao-Trivialidade Dedntica (O-PNT)
Ar3a(T ¥ Oa)(L é deonticamente nao-trivial) (2.2)
Principio de Explosao Dedntica (O-PPE)
VIVavB(T, Oa, O—a Ik Op)(L é deonticamente explosiva) (2.3)

NOTA 6 Considere o fragmento de SDL excluindo-se axioma (O-E) deno-
minado K?. Na verdade K ¢ a versdo deontica do sistema K. Evidente-
mente (2.1) nado vale em K°. Por outro lado, por (O-Nec), (exp), (0O-K)
e (DM), temos que (2.3) é o caso. Isso significa que K© ¢ um sistema modal
baseado no Calculo Proposicional CP que é deonticamente explosivo mas
nao ¢ deonticamente inconsistente.

Outro modo de axiomatizar K¢ seria excluir o axioma (OD). Observe
ainda que caso excluissemos (OD) e (ON) teriamos um fragmento nao-
normal de SDL, na verdade, a versao debntica do sistema S3 proposto por
Lewis. Assim, outro modo de encarar alguns sistemas modais nao-normais é
dizer que sao sistemas baseados no calculo proposicional classico em que nao
valem (2.1) tampouco (2.3).

Considere, por fim, os sistemas nao-normais dednticos OVer, OTriv e
OBan em que cada um é composto por um tnico axioma dedntico, respec-
tivamente:
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(OVer) QOa
(OTriv) Qa < «
(OBan) a — Qa

Sabemos por [9] que os trés sistemas sdo independentes e consistentes.*
Evidentemente em OVer nao vale (2.2). Mais ainda, como nesses sistemas
vale o Teorema da Dedugao (DM), temos em OBan que para qualquer con-
junto I' nao-vazio, I' IFopan (O para todo a e pelas mesmas razoes temos
[ lFomiv Oa. Ou seja, nesses trés sistemas valem (2.2) e (2.3) mas nao vale

(2.1). 0

Feitas as ressalvas acima, podemos verificar a validade do seguinte teo-
rema:

TEOREMA 12

(1) Um sistema normal® é deonticamente trivial se e somente se for deonti-
camente inconsistente e explosivo.

(2) Numa sistema normal nao valem simultaneamente o Principio de Explo-
sao Deontica e o Principio de Nao-Trivialidade Dedntica se, e somente se,
nao vale o Principio de Obrigagdes Nao-Conflitantes.

Prova.

Para (1), por um lado, temos que se L é deonticamente trivial, entao
I'lF OQael IF O-a, logo L é deonticamente explosiva e inconsistente. Para
a reciproca, note que dado um mundo w, se v, (Oa)=v,(O—a) = 1, entao
w nao esté relacionado com nenhum w’ e, portanto, w é um ponto terminal,
ou seja, para todo a, v,(Qa)=1.

Para (2), basta notar que a unica possibilidade de falhar (O-PNT) ou
(O-PPE) num sistema normal é o fato de que para todo w € W, temos
forcosamente que w nao é ponto terminal, em outras palavras, que a relacao
de acessibilidade R é serial. |

Assim, parece-nos bastante natural propor a seguinte defini¢ao:

“Em [9] ha uma breve referéncia a sistemas nio-normais. Para uma abordagem um
pouco mais detalhada sobre o tema, consultar [14].

5Ainda que a Nota 6 acima parece mostrar que nossa distincdo valeria para também
para sistemas nao-normais, o tratamento formal de sistemas dednticos nao-normais estra-
pola os objetivos de nosso trabalho.
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Uma logica é deonticamente paraconsistente sse for um sistema normal
deonticamente inconsistente e nao-trivial (2.4)

O que exclui sistemas como KO, OBan, OTriv e OVer, além da ver-
sdo deontica da hierarquia de Lewis S1-S3. Isso porque KO s6 pode ser
deonticamente trivial se for deonticamente inconsistente. OBan, OTriv e
OVer sao deonticamente triviais, enquanto a hierarquia S1-S3 sao sistemas
nao-normais.

Como fizemos para as LFI’s, considere um conjunto H(p) de formulas
que dependam apenas da variavel proposicional p. Esse conjunto satisfaz a
exigéncia de haver formulas a e (3 tais que:

(a) B(a), Oa ¥ OF
(b) B(e), O—a ¥ OF

Dizemos que uma teoria I' é deonticamente fracamente explosiva em re-
lagao a H(«) se:

YavB(I, B(a), Oa, O-a Ik OF)

Uma logica L sera considerada deonticamente fracamente explosiva quando
houver um conjunto H(p) tal que todas as teorias de L sdo deonticamente
fracamente explosivas em relacao a H(p).

Podemos, novamente de modo anélogo as LFTI’s, considerar uma variagao
“fraca” do Principio de Explosao Deoéntico:
Principio de Explosao Dedntico Fraco (O-PEF)

L satisfaz (O-PEF) sse ¢ deonticamente fracamente
explosiva para algum conjunto H(p) (2.5)

Para cada formula o, o conjunto B(«) expressard a consisténcia dedntica
de « relativa & légica L. Quando o conjunto for unitario, consideremos Ha
o tinico elemento de H(a), nesse caso B define um operador de consisténcia
dedntica.

Podemos, assim, formular a definicao a seguir em que fica evidente o
carater analogo das LDI's em relagao as LF1’s:
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DEFINICAO 13 Uma logica L é uma LDI - Ldgica da Inconsisténcia
Deontica - em relagdo a (), se em L vale (2.5) mas nao vale (2.3). Caso
contréario, dizemos que L é ()-consistente ou é um sistema dedntico nao-
normal. U

2.2 Logicas Deonticas Paraconsistentes

O primeiro sistema paraconsistente proposto na literatura foi apresentado em
[17], e denominado CP. Além de ser uma extensio deontica de C; - em que,
como vimos, o operador de consisténcia o é definido em vez de primitivo - o
sistema apresenta relagoes interessantes entre os operadores o e (), mas que
nao sao estritamente necessarias para um sistema dedntico paraconsistente.
Assim, analogamente como ocorreu com o sistema mbC, em [12| propoe-se
um sistema deontico paraconsistente minimal - DmbC - em que o é primitivo
e que nenhuma interagao entre o e () é exigida. Novamente, por ser um
sitema mais simples apresentamos primeiramente DmbC e sua completude
para, em seguida, apresentarmos CP e seu esbogo de completude.
Assim, considere o seguinte sistema dedntico baseado em mbC:

DEFINICAO 14 A Logica DmbC?® ¢ definida em For® do seguinte modo:

Esquemas de axiomas:

esquemas de axiomas (Ax1)-(Ax10) e (bC1) de mbC,
(0-K) Ola— ) = (Oa — OB)

(O-E)° Olq — Lo emque L, =4 (@ A ) Aoa, para o € For®
Regras de inferéncia
a,a— (3
p
Fa
@ O

(MP)

(O-Nec)

6A axiomatica, semantica e completude de DmbC esta baseada em [12].

24



TEOREMA 13 Em DmbC vale Metateorema da Dedugao:
(DM): I', & Fpmbe B sse I' Fpmbe o — O

TEOREMA 14 Em DmbC vale Prova por Casos
(PBC): I', @ Fpmbe B € A, =a Fpmpe [ implica I') A Fpmbe

Prova. Idéntica & de mbC. |

TEOREMA 15 Em DmbC valem:
(CNJ) I' Fpmbe @ A 3 se e somente se ' Fype @ e T' Fpmbe
(TRN) I' Fpmbc @ — B e I' Fpmpe 8 — v implica I' Fpmpe @ —

Prova. Idéntica a do Teorema 5. ]

TEOREMA 16 em DmbC vale :

O(a A B) Hpmbe Oa A OB
Prova.

[1] O((@np) — ) (Ax4) e (O-Nec)

2] OfanpB)— Oa (0-K) e (MP) em [1]

3] Olanp)—Op (Axy), (O-Nec),
(O-K) e (MP)

[4] O(a A B) Fpmbe Qa A OB (CNJ) em [2] e [4]

5] Oa— OB — (aAB)) (Ax3), (O-Nec),
(O-K) e (MP)

6] OB —(anB)— (08— (Oanp) (O-K)B/a,ans/p

7] Oa— (OB — OlaApB)) (TRN) em [5] e [6]

8] OaA QOB Fpmbse O(a A B) (CNJ) e (DM) em [6] e [7]

9] O(aAB) AFpmbe Oa A OB 4] e [8]

A seméantica de DmbC ¢é obtida alterando-se algumas clausulas da se-
mantica de Kripke, do seguinte modo:

DEFINICAO 15 Uma estrutura de Kripke para SDmbC é uma tripla
<W7 Ra {Uw}wew>, cm que:

1. W é um conjunto nao vazio (de mundos-possiveis);
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2. RC W x W éuma relagao (de accessibilidade) entre mundos-possiveis
que ¢é serial, ou seja: para todo w € W existe w' € W tal que wRw’;

3. {Uwwew € uma familia de fungdes v, : For® — 2 que satisfaz para
cada w € W:

<
—_
<
€
e
>
=
l
—_
92}
N
@
<
S
£
Il

Uw(ﬁ) =1
V 3) = 0 sse vy,(a) = v,(8) =0
) =0 sse v,(a) =1ev,(3) =0

!
o @

implica v, (—a) =1

)
a) = v(—a) implica v, (oa) =0

TEOREMA 17 Seja I' U {a} o conjunto de férmulas em For®. Entao
I' Fpmbc « implica I' Fpmpe a.

Prova: Vamos nos restringir a (O-E)°. Suponhamos v,(0OLl,) = 1. As-
sim, por (v6) e serialidade de R, existe wRw' tal que vy (a) = vy (—a) =
vy (o) = 1. Mas por (v5), temos v, (o) = 0, o que nos forga concluir que
U (La) = 0 e por (v3) temos v,(OLy — Lo) = 1. |

Dada a corretude de DmbC, podemos demonstrar os seguintes teoremas:
TEOREMA 18 DmbC é uma LDI
Prova. Para a validade de (2.5), basta aplicar (O-Nec) em (bcl) para, em
seguida, aplicar (O-K) e (DM). Além disso, dado o modelo M = (W, R, v)

em que W = {w}, R = {(w,w)} e v,(p) = vy,(—p) = 1 é facil observar que
M é um modelo para DmbC que invalida 2.5 |

TEOREMA 19 DmbC é uma LFI.

Prova. Note que (GPPE) é consequéncia direta de (bC1) e (DM). Ja para a
invalidade de (PPE) utiliza-se 0 mesmo modelo da demonstragao anterior. Bl
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NOTA 7 Podemos denominar DmbC como o sistema minimo classificado
como LDI. Com efeito, suponhamos que acrescentamos oa como axioma.
Pela Nota 1 sabemos que obtemos (exp). Além disso, por (O-Nec) teriamos
Ooa, que pelo Teorema 16, obteriamos (O-E), ou seja, DmbC+oa = SDL.

O

E possivel em DmbC definir um operador de inconsisténcia deontica -
vide Nota 2 - do seguinte modo:

Na =g.p O

Dado que o axioma (O-E)° define um operador de consisténcia por meio de
(o e que em DmbC nao ha um axioma que estipule alguma relagao entre
(o e o(), a analogia com o operador e de inconsistencia de mbC nao é
imediata, pois:

o =~ oa mas X a #~ Ha

O que veremos nao ser o caso em CP. Até aqui, vimos a corretude de
DmbC. Para a completude” de Dmbc precisaremos de algumas nocoes e
lemas adicionais.

DEFINICAO 16 Seja A um conjunto a-saturado em DmbC. A deneces-
sita¢do de A & um conjunto Den(A) =45 {3 € For®° : Op € A}. O

LEMA 4 Seja A um conjunto a-saturado em DmbC.

(i) O conjunto Den(A) é uma teoria fechada em DmbC, ou seja:
Den(A) Fpmbe 0 implica 3 € Den(A).

(ii) OF ¢ A implica Den(A), =0 pmbe B-

Prova. (i) Tomemos Den(A) Fpmbc 5. Assim, existe 1, ..., 3, € Den(A)
tal que f1,..., 0, Fpmbe 0 € entao, por n aplicagoes de (DM), segue-se que

Fpmbe (81 = (- — (B — B) ).

"Na verdade, tanto a completude de DmbC quanto SDmbC podem ser derivadas a
partir de um caso particular de um sistema dedntico mais genérico, conforme [5|. Para
tanto, considere o esquema de axioma P* O! a — O™P"a - em que Pa =gef~ O~ a-
que abreviamos por G¥t™" com k,1,m,n € N. O sistema G990 + G%1.0.1 1 mbC tem
como teoremas os axiomas de DmbC e SDmbC. Portanto, a completude do primeiro
implica na completude dos outros dois.
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Por (O-Nec), temos que Fpmbc O(B1 — (- — (B, — B)--+)) e entdo, por
(0-K), (MP) e (DM), temos

Fpombe (OF1 — ( = (Ofy — OB) - ))

Mas Of,...,Opf, € A, pela defini¢ao de Den(A), Portanto A Fpmbe OF,
por (MP). Assim Of € A, pelo Lema 2, e entao 5 € Den(A).

(ii) Suponhamos que Den(A), =5 Fpmbc 5. Dado que Den(A), B Fpmbe O
entdo, por (PBC), segue-se que Den(A) Fpmpce (. Assim, pelo item (i),
B € Den(A), ou equivalentemente, O € A. [

LEMA 5 Seja A U a um conjunto de formulas em For® tal que A é a-
saturado em DmbC. Assim:

(i) AyEAsse € AeyeEA;
(ii)) BVy € Asee € Aouy €A,
(i) 6 > v€Asse ¢ Aourye A,
(iv) § ¢ A implica = € A;

(v) B,—0 € A implica o & A.

Prova. Idéntica a do Lema 3 [ |

DEFINICAO 17 O modelo candnico para DmbC é uma tripla
Mc = <W7 R7 {UA}A€W>
tal que:

1. W= {A C For® : A & um conjunto a-saturado em DmbC para
algum a};

2. R={(AA) e Wx W : Den(A) C A}

3. va é a fungdo caracteristica em A, isto é: va(f) = 1 sse f € A. O

PROPOSICAO 1 O modelo canénico M, é uma estrutura de Kripke para
DmbC.
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Prova: Provaremos, primeiramente, que R é serial. Assim, seja A um con-
junto a-saturado em DmbC. Entéao, ha uma férmula 3 tal que Den(A) /pmbe
B. Caso contrario, em particular, Den(A) Fpmbc L, € assim L, € Den(A),
pelo Lema 4 (i). Logo OLl, € A e entao A Fpmpc L., por (O-E)° e
(MP). Daqui e (bC1) segue-se que A Fpmpc @, uma contradigdo. Logo
Den(A) Fpmbe 0, para alguma formula §. Assim, pelo Lema 1 existe um
conjunto J-saturado em DmbC tal que Den(A) C A’. Em outras palavras,
existe A’ € W tal que ARA’, ou seja, R é serial.

Seja A € W. Pelo Lema 5 (i)-(v) segue-se que va satisfaz as clausulas
(vi)-(vh) da Defini¢ao 15. Resta-nos provar que, para toda formula 3 € For®:

va(OpB) = 1 sse va(B) = 1 para todo A’ tal que Den(A) C A

Suponhamos que va(Opf) =1 e seja A’ € W tal que Den(A) C A’. Assim
Op € A e entao 3 € Den(A), pela definicao de Den(A). Logo g € A’ e
assim va/ () = 1. Por outro lado, se va((Of) = 0 entdo OF ¢ A. Assim
Den(A), =3 Hpombc 5, pelo Lema 4 (ii). Oras, pelo Lema 1, existe um
conjunto [-saturado A’ em DmbC tal que Den(A) U {3} C A’. Portanto
A" € W tal que Den(A) C A e va(B) = 0. |

TEOREMA 20 (Completude para DmbC) Seja I' U {a} um conjunto
de formulas em For®. Entao I' Fpmpbc « implica I' Fpmbc .

Prova. Suponha que I' pmpbc a. Pelo Lema 1, podemos estender I' a um
conjunto a-saturado A em DmbC. Uma vez que A /pmpc « entdo a ¢ A
(por 2). Seja M. o modelo canoénico para DmbC (cf. 17). Assim, pela
Proposicao 1, M, é uma estrutura de Kripke para DmbC e A é um mundo
possvel de M. tal que M., A Fpmpc I' (dado que I' C A) e M., A ¥ « (dado
que a ¢ A). Isso mostra que I' Fpmpc . O

Evidentemente em CP - por ser uma extensdao de C; - o operador de
consisténcia também é definido por meio de A e =. Além disso, temos um
axioma adicional que trata da distributividade da interacao de () e o, como
podemos verificar a seguir.

DEFINICAO 18 A Logica CD ¢ definida a partir de For por meio dos
axiomas e regras de inferéncia abaixo:
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Esquema de axiomas:
esquemas de axiomas de C;
(0-K) O(a— f) = (Oa — OB)
(0-D) Oa — ~O~a
(CP) oa — oQa
Regra de inferéncia:
o, — 3
5
Fa
F O« u

(MP)

(O-Nec)

Por hora, detenhamo-nos nos axiomas (O-D) e (CP). Como ja observa-
mos na Nota 4, o axioma (O-D) esta mais proximo do axioma (D) de SDL
do que (O-E)°, preservando a idéia de que se algo é obrigatorio, entao deve
ser permitido - a0 menos para a negagao classica ~. O axioma (O-D), por
sua vez, nos chama atencao que pode haver um caso em que « seja deontica-
mente consistente - (Joa - mas nao consistente - oa. Ainda que esse axioma
pareca arbitrario, juntamente com CP oferece-nos resultados interessantes,
pois:

O, O~ar rgp O mas O, O-a Kep OF
e ainda
o ”_CIID “(OanO—a)

Isso significa que a negagao paraconsistente — respeita o Principio de Ezplo-
sao Dedntico, enquanto ~ respeita o Principio de Fxplosao Dedntico Fraco.
Mais ainda, devido & eliminagido da dupla negagao e do axioma (CP),
podemos como em DmbC definir um operador de inconsisténcia debdntica,
com a vantagem de ter uma interacao mais natural entre os operadores, tal
que:
Mo =4y -Ba = (OQa AN O—a) = eQa

E evidentemente temos o teorema a seguir como esperavamos.
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TEOREMA 21
(i) CP ¢ uma LDI
(ii) CP é uma LFI

Prova. Basta considerar Qa = {~(a A -a)} e Ba = {o O a}. |

A semantica para CP sera similar 4 DmbC, com algumas clausulas adi-
cionais.

DEFINICAO 19 Uma estrutura de Kripke para CP ¢ uma tripla

<VV7 R7 {Uw}weW>

em que:
1. W & um conjunto nao vazio (de mundos-possiveis);

2. RC W x W éuma relagao (de accessibilidade) entre mundos-possiveis
que é serial;

3. {Uwwew € uma familia de fungdes v, : For® — 2 que satisfaz para
cada w € W:

<
—_
<
€
Q
>
=
I
—_
n
N
@
<
S
—~
&
Il

v,(B) =1

w(a — 6) = ( sse vw(a) =lewv,(8)=0
se Uy (0f) =1, vy(a — B) = Llevy(a — —fF) =1, entdo v,(a) =0

e vy (o A oﬂ) =1 entao vy(o(a — ) =1, vy(c(a VvV F)) =1e
vw(o(a A B)) =
) =

V() = 0 implica v, (-a) =1
U (—ma) = 1 implica v, () = 1

n

~—~ N I/~ /N
<
w

~— ~— ~— ~— ~—
j~

v (Oa) =1 sse v,y () = 1 para todo w' em W, desde que wRw’

4

w(oa) = 1 implica v, (o) = 1 para todo w’' em W, desde que
wRwW' 0J

TEOREMA 22 Seja I' U {a} o conjunto de férmulas em For®. Entao
I'Fep o implica I' Fep a.
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Prova. Nos restringiremos a (O-D). Note que se v,(Oa) = 1 entdo por
(v8) temos wRW' e vy () = 1, ou seja vy (~a) =0e vy (~ O ~a)=1. B

Esbocamos, a seguir, a prova do Teorema de Completude para CP.

LEMA 6 Se I'U {a, 3} ¢ um conjunto de férmulas de CP, entao valem as
seguintes regras derivadas:

(i) Mabep BsseI'tep a — G5

(ii) Se I', av Fep el abep~ 3, entao I' Fep~ a;
(iii) Se I'a Fep d e I', B Fep 6 entao I' Fep~ o
(iv) I'a, B Fep a A B;

(V) Tya A B Fep o

(vi) I a A B Eep B

(vii) I bep a V 3

(viii) I', B Fep aV B;

(ix) T',a, ~ v Fep B;

(x) I',~~ abep o

(

xi) I', =—a bep a.

Prova. Para (i), basta notar que em CP vale (DM). Para (ii), note que
I'lFgp~ a sse I' Kep a. (iii) é consequéncia imediata de (Axs) e (DM),
enquanto para (iv), (v) e (vi), note que em C¥ vale (CNJ). Ja (vii) e (viii) sdo
consequéncias de (Axg) e (Axy), respectivamente. Para (ix), o argumento é
similar a (ii), enquanto (x) e (xi) prova-se por (Ax;2) e defini¢do de negagao
cléssica. [

Cabe aqui notar que Lema 1 e Lema 2 - vilidos para mbC - também vale
para CP, pois foram provadas para uma logica L qualquer, como definida na
secao 1. Além disso, a partir da Definicao 16 do conjunto de denecessitacao,
provamos de modo idéntico que o Lema 4 de DmbC também vale para CP.
Por fim, usando a Defini¢ao 17 de modelo candnico M, para a nova valoracao
(v1) — v(9), temos:

PROPOSICAO 2 O modelo candnico M, é uma estrutura de Kripke para
cP.

Prova: Para provarmos que em M, a relacAo R é serial, considere o conjunto
A como a-saturado. Se A o 8 para todo 3, entdo Den(A) Fep OF e
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também Den(A) Fep O ~ B, que por (O-D) e clausula (ix) do Lema 6
nos forga Den(A) Fep Oa e A Fep o, um absurdo. Logo A ¥ep (3. Assim,

pelo Lema 1 existe um conjunto 3-saturado em CP tal que Den(A) C A/,
ou seja, existe A’ € W tal que ARA’, satisfazendo em M, a clausula para R
ser serial. O restante segue-se idéntico a DmbC. [

TEOREMA 23 (Completude para CP) Seja I' U {a} um conjunto de
formulas em For. Entao I' Fep o implica I' Fep @

Prova: Idéntica a de Dmbc. [ |
COROLARIO 2 (Completude para C;) I'F¢, asse I' ¢, a O

Nao parece interessante, entretanto, a distin¢ao entre LFI e LDI se nao
apresentarmos sistemas que sao LFI’s sem serem LDI’s®. Esse ¢ o caso
de SDmbC ¢ BDmbC. O primeiro, como veremos, ¢ um sistema para-
consistente no ambito proposicional mas, em ambito dedntico, nao tolera
obrigagoes inconsistentes. J& BDmbC é um sistema dedntico bi-modal em
que cada operador se comporta de modo distinto: um operador nao tolera
inconsisténcia e o outro é paraconsistente, nao trivializando na presenca de
obrigagoes conflitantes.

Vejamos a axioméatica para SDmbC:

DEFINICAO 20 A Logica SDmbC ¢ definida em For® do seguinte modo:

Esquemas de axiomas:
esquemas de axiomas (Ax1)-(Ax10) e (bC1) de mbC,

(0-K) Ofa — ) = (Oa — OB)
(O-E)* Of, — L,

80utro exemplo interessante de uma LDI estd em [5]. Considerando novamente a
versdo deontica do esquema P¥ Ol a — O™ P"a, temos em particular o sistema GO10:1 4
mbC, que também é uma LDI. Na verdade, a principio acrescentando qualquer instancia
do esquema GFlLmm 5 GOLOL 4 mbC, terfamos uma LDI. Nao demonstraremos essa
propriedade, entretanto, por estar fora do escopo de nosso trabalho.
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Regras de inferéncia
a,a — f3
p
Fa
FOa O

(MP)

(O-Nec)

NOTA 8 A logica SDL é uma extensao de SDmbC. Observe que se acres-
centarmos o« como axioma, teriamos (O-E) e (exp) como teorema, ou seja,
terfamos SDL com uma outra axioméatica e assinatura. Esse fendémeno é

muito semelhante ao que ocorre a mbC em relagao & CP  (vide Nota 1 e
Nota 7). O

TEOREMA 24
(DM) F, (0% I_SDmbC ﬁ implica r l_SDmbC o — 5 L]

TEOREMA 25 Em DmbC vale Prova por Casos
(PBC): I', @ Fspmbe B € A, =@ Fspmbe 8 implica I'; A Fspmbe 3 O

TEOREMA 26 Em SDmbC vale:
(i) I Fspmbc @ A (3 se e somente se I' Fspmbc @ € I Fspmbe
(ii) I' Fspmbc @ — B e I' Fspmbe B — v implica I' Fspmbe @ — 3

Prova. Idéntica a de Teorema 5. [ |

TEOREMA 27 em SDmbC vale:
O(a A B) AFspmbe Oa A Op

Prova. Idéntica a de DmbC [ |

A semantica de SDmbC é obtida acrescentando uma nova clausula a
semantica de DmbC:

DEFINICAO 21 Uma estrutura de Kripke para SDmbC ¢ uma tripla
<W7 R7 {Uw}w€W>

em que:
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1. W & um conjunto nao vazio (de mundos-possiveis);

2. RCW x W ¢ uma relagao (de accessibilidade) entre mundos-possiveis
que é serial, ou seja: para todo w € W existe w' € W tal que wRw’;

3. {Uwwew € uma familia de fungdes v,, : For® — 2 que satisfaz para
cada w € W:

vl) vy(a A B) =1 sse v,(a) =v,(0) =1
v2) vy(aV B) =0 sse v,(a) =v,(8) =0

(
v3) V(o — ) =0 sse v,(a) =1ev,(8) =0
V() = 0 implica v, (-a) =1
v5) vy (@) = v(—a) implica v, (ca) =0
v6) v,(Oa) =1 sse v,y (o) =1 para todo w' em W, desde que wRw’

(v1)
(v2)
(v3)
(v4)
(v5)
(v6)
(v7) vu(O—a) = 1 implica v,y () = 0 para todo w’ em W, desde que
wRW O

A clausula (v7) exprime a nog¢ao de que num mundo w acessivel a w’,
caso tenhamos Oa e (O—a concluiremos que v,y () =1 e v,y (o) = 0, trivia-
lizando. A reciproca, todavia, nao pode ser verdadeira, pois contradizeria a
clausula (v4).

TEOREMA 28 Scja I' U {a} o conjunto de férmulas em For°. Entao
r l_SDmbC (% implica r ':SDmbC .

Prova: Nos restringiremos a (O-E)*. Se v,,(Of,) = 1, por (v6) e serialidade
de R, existe wRw' tal que v, () = 1 e vy (—a) = 1. Pela mesma clausula,
teriamos v,(OQa) = 1 e v,(O—a) = 1 que, pela clausula (v7) nos fornece
vy () = 0, absurdo. Assim, por (v3) temos v, (Of, — Ly) =1 [

Podemos, entao, demonstrar a afirmacao do inicio da subsecao:

TEOREMA 29
(i) SDmbC ¢é uma LFL
(i) SDmbC nao ¢ uma LDI.

Prova. Para (i), o argumento é idéntico ao de DmbC. Para (ii), basta
mostrar que vale (O-PPE), que é conseqiiéncia imediata de (O-E)*, Teorema

27, (bC1) e (DM). [ ]
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COROLARIO 3 SDmbC ¢ um sistema ()-consistente.

Prova. Conseqiiéncia imediata da validade de (2.3). Para validade de (2.2),
basta tomar o modelo M em que W = {w}, R ={w,w} e v, =0 |

NOTA 9 Considere o fragmento de SDmbc em que nao vale (O-E)* de-
nominado OKmbC. Observe que em OKmbC vale (O-PPE) mas nao vale
(O-PNC). Mais ainda: OKmbC ¢é uma LFI, ndo ¢ uma LDI e também é
(O-consistente. O

LEMA 7 Seja A U« um conjunto de féormulas em For® tal que A é a-
saturado em SDmbC. Assim:

(i) AyEAsse € AeryeEA;
(il) BVy € Asee f € Aouy€A,
(i) b=v€Asse 5 ¢ Aourye€A,
(iv) B ¢ A implica = € A;

(v) B,—0 € A implica off & A

(vi) OB ¢ Aou(O-f ¢ A

Prova: Nos restringiremos & prova de (vi), pois as demais sdo idénticas
ao Lema 3. Suponhamos O)f € A e O—f € A. Assim, por (ii), temos que
OBAO—p € A. Logo, por (i) do Lema 2, temos A Fspmbc OBAO—S. Mas
de (DM), (O-exp) e Teorema 27 obtemos que A Fspmbc (OFAO—F) — «, e
por (MP), temos que A Fspmbc @, contrariando a definigdo de A. Portanto

OB ¢ Aou O ¢ A. n

LEMA 8 Seja A um conjunto a-saturado em SDmbC.

(i) O conjunto Den(A) é uma teoria fechada em SDmbC, ou seja:
Den(A) Fspmbe [ implica € Den(A).

(i) OB ¢ A implica Den(A), =5 Hspmnc 5.

Prova. Idéntica a Dmbc [
DEFINICAO 22 O modelo canénico para SDmbC é uma tripla
Mc = <Wa R> {UA}A€W>

tal que:
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1. W={A C For® : A éum conjunto a-saturado em SDmbC para
algum a};

2. R={(AA) e Wx W : Den(A) C A}

3. va € a fungao caracteristica em A, isto é: va(F) = 1 sse § € A. O

PROPOSICAO 3 O modelo canénico M, é uma estrutura de Kripke para
SDmbC.

Prova: Provaremos, primeiramente, que R é serial. Assim, seja A um con-
junto a-saturado em SDmbC. Entao, ha uma férmula § tal que

Den(A) spmbc B-

Caso contrario, em particular, Den(A) Fgpmbe £, € assim £, € Den(A),
pelo Lema 8 (i). Logo Of, € A e entdo A Fspmbc L4, por (O-E)° e
(MP). Daqui e (bC1) segue-se que A Fgpmbc @, uma contradi¢ao. Logo
Den(A) Hspmbe 0, para alguma formula 5. Assim, pelo Lema 1 existe um
conjunto a-saturado em SDmbC tal que Den(A) C A’. Em outras palavras,
existe A" € W tal que ARA/, ou seja, R é serial.

Seja A € W. Pelo Lema 7 (i)-(v) segue-se que va satisfaz as clausulas
(vi)-(v5) da Definigao 21. Resta-nos provar que, para toda féormula g € For®:

(1) va(OB) = 1 sse va () = 1 para todo A’ tal que Den(A) C A

(2) va(O=B) = 1 implica va(3) = 0 para todo A’
tal que Den(A) C A’

Para (1), suponhamos que va((Of) = 1 e seja A" € W tal que Den(A) C A'.
Assim O € A eentao § € Den(A), pela definigao de Den(A). Logo € A’
e assim va/ () = 1. Por outro lado, se va((Of) = 0 entao OF ¢ A. Assim
Den(A), =8 Yspmbc 0, pelo Lema 8 (ii). Oras, pelo Lema 1, existe um
conjunto f-saturado A’ em SDmbC tal que Den(A)U{—-5} C A’. Portanto
A" € W tal que Den(A) C A" e va() = 0.

Para (2), seja va((O—5) =1 e seja A’ € W tal que Den(A) C A’, assim
O—p € A. Orapelo Lema 7 (vi) Of ¢ A, logo Den(A), =3 /Bpmbe 3, pelo
Lema 8 (ii). Pelo Lema 1, existe um conjunto (-saturado A’ em SDmbC
tal que Den(A) U{—=5} C A’. Portanto A’ € W tal que Den(A) C A’ e
VA (ﬁ) =0. [
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TEOREMA 30 (Completude para SDmbC) Seja I'U{a} um conjunto
de formulas em For®. Entao I' Fspmpc « implica I' Fspmbc .

Prova. Suponha que I' spmpc @. Pelo Lema 1, podemos estender I' a um
conjunto a-saturado A em SDmbC. Uma vez que A t/spmbc @ entao o ¢ A
(por (Conl)). Seja M, o modelo candnico para SDmbC (cf. Defini¢ao 22).
Assim, pela Proposigao 1, M, é uma estrutura de Kripke para SDmbC e A
¢ um mundo possivel de M, tal que M., A Fspmpc ' (dado que I' C A) e
M., A ¥ a (dado que o ¢ A). Isso mostra que I' Fspmbc a. O

Outro ponto interessante em SDmbC ¢é que, ainda que consigamos recu-
perar a negagao classica ~ de modo anélogo ao de mbC, elas colapsam do
ponto de vista dedntico, como podemos observar no teorema a seguir:

TEOREMA 31
O_|Oé _”_SDmbc O ~

Prova. Em primeiro lugar, é preciso notar que Fspmpc~ @ — —a, e apli-
cando (O-Nec) e (O-K) temos um lado da implicagdo. A reciproca é provada
semanticamente: dado v, ((O—a) = 1, entao v, () = 0, logo vy (o — L) =1
e Uy (~ «) = 1 para todo w’ tal que wRw', e dai v,(O ~«a) =1 |

Os sistemas DmbC e SDmbC parecem ser ambos interessantes no estudo
de paradoxos dednticos. Todavia, uma logica que combinasse esses sistemas

pode enriquecer ainda mais nossas anélises. Com esse intuito que propomos
o sistema a seguir.

DEFINICAO 23 A Logica da Inconsisténcia Bimodal Dedntica BDmbC?
- Bimodal Deontic mbC - ¢ definida a partir de For°™ por meio dos axiomas
e regras de inferéncia abaixo:

Esquema de axiomas:

esquemas de axiomas (Ax1)-(Ax10) e (bC1) de mbC,
(0-K) Ola — ) = (Oa — OB)

9A axiomatica abaixo ¢ fortemente inspirada no sistema modal KT apresentado em
[9]. Usamos, inclusive, o0 mesmo conectivo [J, mas com uma nova interpretagio: em vez
de ser um operador de necessidade fisica passa a designar o conceito dedntico de obrigagao
consistente.
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(O-E)° OLly — Ly emque L, =g (0 A ) A o
(B-K) (e — ) — (Ha — B6)
(-E) BOf, — L, em que f, =45 a A —ax
(BA) Ha — Qo
Regras de inferéncia:
a,a — (3
p
Fa
F Qo
Fa
G

(MP)

(O-NEC)

(O-NEC)

O

O operador [ pode ser interpretado como “classicamente dedntico” ou
ainda “normalmente dedntico”; essa nogao esta expressa em (O-E)*. Por
outro lado, () é aqui entendido como “fracamente dedntico”, como expresso
em (B-E). Mas almejamos que o novo operador [ tenha alguma rela¢do com
(O e é conveniente que [J seja mais “forte” ou mais “exigente” que (), dai a
opgao por (BA).

TEOREMA 32 em BDmbC vale:

(i) O(a A B) FBpmbc O A Of
(11) D(a N ﬁ) _“_BDmbC Ha A Bﬁ

Prova. A de (i) ¢ idéntica ao Teorema 16. Para (ii), basta adaptar a prova do
mesmo teorema, substituindo (O-K) por ([-K) e (O-Nec) por ((J-Nec) B

Antes de prosseguirmos com a corretude e completude de BDmbC é
interessante notar que existe mais um paralelo entre as LFI’s e LDI’s. Assim
como mbC ¢é —-paraconsistente mas nao é ~-paraconsistente, o teorema
abaixo mostra como BDmbC nao é ()-consistente mas é [[J-consistente.

TEOREMA 33

(i) BDmbC ¢ uma LFI

(ii) BDmbC é uma LDI em relagao a O

(iii) BDmbC nao ¢ uma LDI em relagao a [
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Prova. Para (i), o argumento é idéntico a DmbC. Para (ii), o argumento
¢ o de SDmbC. Para (iii), basta demonstrar que vale (O-PEF), que ¢ con-
seqiiéncia imediata de ((-E), Teorema 32, (bC1) e (DM). |

COROLARIO 4 BDmbC ¢é [-consistente mas nio é ()-consistente

Prova. Do teorema acima sabemos que BDmbC nao é ()-consistente. Para
provarmos que é [J-consistente, basta verificar que de ((-E) e (DM) temos
(O-PPE). A invalidade de (O-PNT) segue o mesmo modelo do Corolario 3,
substituindo R por R° [

DEFINICAO 24 Uma estrutura de Kripke para BDmbC ¢ uma quadrupla
<VV7 R7 Rov {Uw}w€W>
em que:

1. W & um conjunto nao vazio (de mundos-possiveis);

2. RCW xWe R CW x W sao relagoes (de accessibilidade) entre
mundos-possiveis seriais, ou seja: para todo w € W existem w’ e w” €
W tal que wRw' e wR°w",;

3. RC R°

4. {vy}wew ¢ uma familia de funcdes v, : For°™ — 2 que satisfaz para
cada w € W:

4
S
Q
>
E
I
—_
n
n
@
<
g
—~
£
I

i) vw(B) =1
i) vy(aV B) =0 sse v,(a) =uv,(8) =0
iii) vy(a — B) =0 sse vy(a) =1ev,(f) =0
(iv) vy (a) = 0 implica v, (—a) = 1
) V(@) = v(—a) implica v, (o) = 0
vi)
vii)
iii)

w(Oa) =1 sse v,(a) =1 para todo w’ em W, desde que wRw’

<

Uy (Ha) = 1 sse v,y () = 1 para todo w’ em W, desde que wR°w’
wR°W O
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TEOREMA 34 Seja I' U {a} o conjunto de formulas em For°®. Entdo
r l_BDmbC « 1mphca r ':BDmbC .

Prova: Vamos nos restringir a (O-E)°, (I-E) e (BA). Suponhamos que
vp(OLs) = 1. Assim, existe um w’ tal que wRw' (pois R ¢ serial) e por
(vi) temos que v,/ (L,) = 1. Mas pela definicao de L, e por (i), temos que
Uy (@) = vy (m) = vy (0a) = 1. Oras, mas por (v) temos que v, (oa) = 0,
um absurdo. Logo, v,((OLs) =0 e por (iii) vy (OLs — La) = 1.

Agora consideremos v,,([f,) = 1. Assim, por (i) e pela definigao de £,
temos que v, (Ha) = v, (E—-a) = 1. Mas R° também é serial entao por (vii)
temos que v,/ () = 1 enquanto por (viii) v, () = 0, um absurdo. Assim,
v, (Bf,) = 0 e por (iii) v, (Bf, — L,) =1

Por fim, seja v, (Ha — Oa) = 0. Assim, por (iii) v, (Ha) = 1 e v,(Oa).
seja w’ tal que wRw'; dado que R C R°, entao wR°w’, logo v., (alpha) = 1.
Assim, v,,(Oa) = 1, um absurdo. Logo v, (Ha — Oa) = 1. |

Segue-se a completude para BDmbC:

LEMA 9 Seja A um conjunto a-saturado em BDmbC. Assim:
(i) AyEAsse e AeyeA;
(i) BVvye Asse f € AouryeA;
(i) B —v€Asse B¢ AouryeA;
(iv) § ¢ A implica = € A;

(v) B,-0 € A implica off & A.

(vi) 8 ¢ Aould-p ¢ A

Prova: Idéntica a do Lema 7, com a pequena alteragao na clausula (vii),
substituindo () por [J |

DEFINICAO 25 Seja A um conjunto a-saturado em BDmbC. A dene-
cessitagdo de A em relagio a O ¢ um conjunto QDen(A) =g, {8 € For®® :
OB € A} O

DEFINICAO 26 Seja A um conjunto a-saturado em BDmbC. A dene-
cessitagdo de A em relacio a [ é um conjunto CDen(A) =45 {8 € For®® :
(5 e A} O
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LEMA 10 Seja A um conjunto a-saturado em BDmbC.
(i) O conjunto ODen(A) é uma teoria fechada em BDmbC, ou seja:

ODen(A) Fspmbe [ implica 5 € ODen(A).
(ii) OB ¢ A implica ODen(A), =8 spmbc -

Prova. Idéntica a de Lema 4, substituindo Den(A) por O)Den(A). O

LEMA 11 Seja A um conjunto a-saturado em BDmbC.

(i) O conjunto [dDen(A) ¢é uma teoria fechada em BDmbC, ou seja:
[Den(A) Fepmbc [ implica 5 € [Den(A).

(11) Dﬁ ¢ A implica BD@H(A), ﬁﬁ |7/BDmbC ﬁ

(iii) EDen(A) € ODen(A)

Prova. Nos restringiremos a (iii), pois para (i) e (ii) a prova é praticamente
idéntica a do Lema 4. Assim, seja f € [Den(A). Assim, por (Conl)
A Fppmbe 5 e, por (BA) e (MP) temos A Fgpmbe (O ¢, pelo Lema 10,
temos 3 € ODen(A). |

DEFINICAO 27 O modelo canénico para BDmbC ¢ uma quadrupla
Mc = <W7 R7 RO{UA}A€W>
tal que:

1. W={A C For*® : A ¢ um conjunto a-saturado em BDmbC para
algum a};

2. R={({AA)Y e W xW:ODen(A) C A'};
3. R°={(A Ay e Wx W :HDen(A) C A'};

4. va é uma fungao caracteristica em A, isto é: va(f) =1sse f € A. O

PROPOSICAO 4 O modelo canénico M, é uma estrutura de Kripke para
BDmbC

Prova:  Provaremos primeiramente que R é serial. Assim, seja A um
conjunto a-saturado em BDmbC. Logo, existe uma férmula § tal que

ODen(A) Fepmbe
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Caso contrario, teriamos em particular que O)Den(A) Fppmbc La 0 que
implicaria que A Fgpmbc OLa € por (O-E)° e (MP) teriamos A Fgpmbc
1,. Disso se segue que A Fgpmbc @, absurdo. Assim, O)Den(A) ¥gpmbe
e pelo Lema 1 existe um conjunto A’ a-saturado tal que (O)Den(A) C A’
e pela clausula 2 da Defini¢ao 27, temos que (A, A’) € R, ou seja, existe
A" e W tal que ARA/, o que siginifica que R é serial.

Agora provaremos que R° também é serial. Seja novamente A um con-
junto a-saturado em BDmbC. Assim, existe uma férmula 3 tal que

DDG?’L(A) %BDmbC ﬁ

Caso contrério, em particular D Den(A) ¥spmbc A 0, ou seja, A Fepmbc
(8 A =) que por Teorema 32 (ii) nos fornece A Fpmbc 5,5 e por
(Hexp) temos A Fppmbc @, um absurdo. Portanto, [1Den(A) ¥gpmbc O €
pelo Lema 1 existe um conjunto A" a-saturado tal que Den(A) C A’ e pela
clausula 3 da Definigao 27 temos que (A, A’) € R°, ou seja, existe A" € W
tal que AR°A’, o que significa que R° é serial.

Provaremos entao que R C R°. Tomemos 0 € R. Assim, 0 é do tipo
(A, A') tal que ODen(A) C A’. Mas pela clausula (iii) do Lemma 10 temos
que HDen(A) € ODen(A), o que implica que HDen(A) C A'.

Portanto, temos que 0 é do tipo (A, A’) tal que L1Den(A) C A’ que pela
clausula 2 da mesma definicao nos garante que 6 € R°.

Seja A € W. Assim, as clausulas (i)-(v) do Lema 9 satisfazem as condi-
¢oes (i)-(v) da Defini¢ao 24. Resta-nos provar:

(1) va(OB) = 1 sse va(f) = 1 para todo A’ tal que O Den(A) C A"

(2) va(EB) =1 sse va(B) = 1 para todo A’ tal que [ Den(A) C A
(3) va(O=B) = 1 implica va/(B) = 0 para todo A’
tal que Den(A) C A'.

Para (1), suponhamos que va((Of) =1 e seja A’ € W tal que ODen(A) C
A'. Assim, Of € A e portanto € (ODen(A), pela definicao de O Den(A).
Como (ODen(A) C A’) entao f € A, ou seja, va(B) = 1. Agora, se
va(OpB) =0, entao OF ¢ A e por (ii) do Lema 10 temos que

ODen(A), =8 ¥Bpmbe 5.
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Assim, pelo Lema 1 existe um conjunto (-saturado A’ em BDmbC tal que
[Den(A)U{-5} C A’". Como A’ é -saturado, 5 ¢ A’ e pela clausula 4 da
mesma defini¢ao, va/(3) = 0

Para (2), suponhamos que va(E3) = 1 eseja A’ € W tal que LlDen(A) C
A'. Assim [f € A eentao § € [1Den(A), pela Definicao de L1Den(A). Logo
B € A’ e assim va/ () = 1. Por outro lado, se va(E13) = 0 entdo L5 ¢ A.
Assim [Den(A), =0 VBpmbe 5, pelo Lema 11 (ii). Pelo Lema 1, existe
um conjunto F-saturado A’ em BDmbC tal que Den(A) U {-5} C A’
Portanto A" € W tal que Den(A) C A’ e va/(8) = 0.

Por fim, para (3), suponhamos va(EJ=3) = 1 e seja A’ € W tal que
EDen(A) C A’ assim -3 € A. Ora pelo Lema 9 (vii) B8 ¢ A, logo
[ODen(A), =8 FBpmbe G, pelo Lema 11 (ii). Pelo Lema 1, existe um conjunto
B-saturado A" em BDmbC tal que HDen(A)U{—-5} C A’. Portanto A’ € W
tal que HDen(A) C A’ e va(B) = 0. |

TEOREMA 35 (Completude para BDmbC) Seja I'U{a} um conjunto
de formulas em For®®. Entio T Fpmbc mmplica I' Fpmbc Q.

Prova Suponha que I' Fgpmpc @. Pelo Lema 1, podemos estender I' a
um conjunto a-saturado A em BDmbC. Uma vez que A t/Bpmbc « entao
a ¢ A. Seja M, o modelo canonico para BDmbC (cf. Definigao 27).
Assim, pela Proposigao 4, M. é uma estrutura de Kripke para BDmbC e
A é um mundo possvel de M., tal que M., A Fgpmpc ' (dado que I' C A)
e M., A Fgpmbc @ (dado que o ¢ A). Isso mostra que I' Fgpmbc @ [ |

Observe que em BDmbC, o operador ()« se comporta exatamente como
DmbC, enquanto [ é o correlado do operador dedntico de SDmbC. Fica,
pois, evidente a validade do Teorema abaixo:

TEOREMA 36 em BDmbC
vale -« _”_BDmbC L~
mas nao vale O—a 4gpmpc O ~ «

Prova. A demonstracao é semantica. Para (i) basta notar que v, (E-a) = 1
sse vy () = 0 para todo w’ tal que WRw sse vy (~ @) = 1 sse v, ([ ~
«) = 1. Para (ii), basta considerar um modelo M em que R é serial, wRw,
U (—a) = 1 mas v, (~ a) = 0. |
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Capitulo 3

PARADOXOS DEONTICOS

Essa nossa nova abordagem pode ser bastante frutifera na anélise de alguns
problemas de légica dedntica. Um dos principais problemas esta relacionado
aos paradoxos dednticos: em geral, tais paradoxos consistem em um conjunto
de premissas intuitivamente consistente que, quando formalizadas, levam a
trivialide dedutiva em SDL. Muitos desses paradoxos surgem quando se de-
riva em SDL ao mesmo tempo formulas do tipo Oa e (O—a. A principio,
o problema esta na dificuldade de SDL lidar com obrigagoes contrarias ao
dever (cf. [19]). Todavia, mesmo em K© dado o mesmo conjunto de premis-
sas, terfamos a explosao dedntica segundo o Principio de Fxplosao Dedntica
(2.3).

A proposta de uma logica dedntica paraconsistente ou aplicacoes de 16-
gicas paraconsistentes na resolucao de paradoxos modais nao é original. Em
[13], por exemplo, propde-se o sistema modal alético paraconsistente Ci”
como proposta de dissolugao do Paradoxo de Cognoscibilidade. Embora
nosso trabalho se assemelhe a essa proposta, nosso intuito é analisar pro-
blemas de inconsisténcia deontica por meio das Ldgicas da Inconsisténcia
Deontica. Veremos de que modo nossa abordagem oferece uma nova pers-
pectiva no estudo do célebre Paradoxo de Chisholm.

3.1 O Paradoxo de Chisholm

Muitos argumentos que sao coerentes em linguagem natural, quando mal
formalizados podem gerar contradigoes. Em particular, quando as premissas
se referem a normas, leis e principios morais, as contradi¢oes se multiplicam.
Nesse caso, a logica subjacente é em geral a logica deontica.
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Um dos primeiros paradoxos dednticos foi proposto por Chisholm (cf.
[11]). A formulacdo a seguir esté baseada em [12]

(1) E obrigatério Jodo nio engravidar Maria

(2) Nao engravidar Maria obriga Joao a nao se casar com ela.
(3) Engravidar Maria obriga Joao a se casar com ela.

(4) Joao engravidou Maria

Seja A: “Joao engravidou Maria” e B: “Joao se casa com ela”. As formu-
lacoes aqui sao intmeras. Para isso, consideremos as defini¢oes abaixo!:

DEFINICAO 28
(i) F1 =4 O—a (proibicao prima-facie)
(ii) F2 =4 O ~ a (proibigao forte) O

Primeiramente sabemos que (1) permite duas formulagoes em Dmbc:
FiA e FoA. Mas (2) tem trés interpretagoes: —a — Fi1B, ~a — FoB
e O(=A — =B). De modo semelhante, podemos formalizar (3) como
A — OB ou O(A — B). Assim, temos 12 possibilidades, que agrupare-
mos de modo conveniente:

Fl.l = {f1A7 _|A — le,A — OB,A}
Fl_g == {flA, _|A — ng,A — OB,A}
Fl_g = {JTQA, _\A i ./TlB,A i OB,A}
Iy ={FA -A— FB, A— (OB,A}
F2.1 - {,’FlA,O(—!A - _'B>>A - OBvA}

[yy ={FA,O(-A — -B),A — OB, A}
31 = {-7:1147 O(_'A - _‘B)’ O(A - B)7A}
sy = {JT2A7 O(_'A - ﬁB)? O(A - B)7A}

Ly ={FA-A—FB OA— B),A}
Lyo ={FA-A— FB O(A— B),A}
Lz = {»7:2147 -A— FiB, O(A - B),A}
Lys={FA -A— FB,O(A— B),A}

Ainda que tenhamos um leque grande de possibilidades, precisamos pri-
meiramente observar se hé interdependéncia das premissas em I', ,, para
alguns valores de n e m. Ora, em linguagem natural essa dependéncia nao

!Para a distingao entre obrigagdes prima-facie e obrigagoes fortes, conferir [27]
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existe e o argumento é consistente. Veremos que em SDL ou as premissas
sao dependentes, ou hé obrigacoes conflitantes. Para tanto, consideremos
dois teoremas de SDL:

FspL @ — (ma — OF) e FgpL O—~a — Ola — f)

Notemos que SDL admite apenas um operador F, que teriam as mesmas
propriedades de F5. Assim, interpretando — como a negacao classica, ape-
nas 'y 4,99, '35, 44 sao formalizagdes na linguagem de SDL. Em I'; 4 ha
dependéncia entre (2) e (4), em I'55 a dependéncia se da entre (1) e (3), en-
quanto em I'y 4 todas as premissas sdo dependentes. Assim, s6 nos resta I'q 5.
Mas temos (OB por (MP) e como Fspr, O(—A — =-B) — (O—~A — O—B),
por duas aplicagoes de (MP) temos O—B.

Contudo, nem todos os I'y, ,,, tem premissas dependentes em DmbC. As-
sim, por exemplo, considere um modelo M em que wRwW' e W' RW', ou seja,
R ¢ serial; seja v, (A) = vy (—A) = 1, enquanto v,(—B) = v,(~ B) = 0.
Logo, M %DmbC A— (_|A — O_'B) e M %DmbC A— (_|A — O ~ B)
Portanto, nao ha dependéncia de premissas em I'y 1,115,113 e I'14

Observemos que em nenhum desses quatro conjuntos temos obrigacoes
conflitantes, pois a inconsisténcia surge a partir de um outra formalizagao de
(2). Além disso, por (MP), concluimos sempre () B, ou seja, que Joao deve
se casar com Maria, o que é esperado pela nossa intuicao.

Em T'3;, tomemos um modelo M em que wRw' e w' Rw’. Considere
v (A) = vy (mA) = 1, enquanto v, (—B) = 0. Assim, M Fpmpc O—A —
O(A — =B). O mesmo nao vale para I's5, pois Fpmpc~ A — (A — —B)
e aplicando (O-Nec) e (O-K) temos a dependéncia entre (1) e (3). Esse
conjunto, portanto, nao seré relevante para nossa analise. Pelo mesmo motivo
descartaremos I'y3 e I'y4. Ja a independéncia das premissas de I'y; e ['yo é
obtida pelo mesmo argumento que em I';; — I'y 4.

Desse modo, analisando todas as possibilidade relevantes, temos:

I'i1 Fpmbe OB

I'i2 Fpmbe OB

F1.3 l_DmbC OB

I'i4 Fpmbe OB

I'21 Fpmbe OB, O—B
I'22 Fpmbe L

I's1 Fombe O_‘B
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Além disso, tomemos o modelo M em que W = {w, w'}, R = {(w,w’), (v, w’)},
vp(A) = 1, v,(mA) =0, vy (A) =0 e vy(—B) =0. Assim, v (~A)=1e
Uy (A — B) = 1. Desse modo, v,((O—B) = 0 e entao v,(—~A — O—-B) = 1.
Além disso, v,(O(A — B)) =1, vy (O ~ A) =1 e vy (O—A) = 1. Por-
tanto, M é um modelo para I'y; e I'y5. Além disso, temos que para M:

['s1 Fombe OB
I's1 Fpmbe OB
I's2 Fpmbe OB
I's2 Fpmbe OB

Observe que o tnico caso em que hé trivializagao é em I'y5 e esse é o
contexto em que o paradoxo é formulado classicamente. Quando admitimos
a negacao nao-classica, temos mais 9 possibilidades de formalizacao: o quadro
se enriquece e, como vimos acima, com certa regularidade.

Todavia, sabemos que em SDmbC, os operadores F; e F5 se colapsam,
tal que simbolizaremos apenas por Fy. Portanto, teremos apenas quatro pos-
sibilidades, a saber:

o1 ={FoA,—A — FB,A— OB, A}

Lo = {«7:0147 O(_'A - ﬂB)w‘l - OBaA}
Los3 = {FoA, O(=A4 — -B),O(A — B), A}
F0.4 = {foA, —A— fUBvo<A - B),A}

Observemos que em SDmbC, temos:

Fspmbc @ = (na — Of) mas Fspmbec Oa — Ola — B)

O que faz com que I'g3 e ['g4 nao sejam interessantes, por haver depen-
déncia entre as premissas. Além disso, 'y, trivializa em SDmbC, pois esse
sistema nao aceita obrigagoes conflitantes. Isso significa que teremos apenas:

o1 Fspmbe OB

Ou seja, Joao deve se casar com Maria, como esperado intuitivamente.

Consideremos entao o sistema BDmbC. Aqui, as inferéncias de DmbC
vale para o operador () e as de SDmbC se aplicam a [:]. Consideremos F;
e J5 como Definicao 28. O operador F; sera tomado como Foa =g¢ [Ia.

48



Excluindo os conjuntos com premissas interdependentes, temos as seguin-
tes inferéncias:

I'i1 FBDmbe OB
I'i.2 FBDmbc OB
['13 FBDmbe OB
I'14 FBDmbC OB
I'2.1 FBDmbC QBa O_‘B
I'22 FBDmbe L
I's1 FBDmbc OB
['y1 FBDmbe OB
I's1 ¥BDmbC OﬁB
I'42 FBDmbe OB
['s2 ¥BDmbC O_‘B
L'o.1 FBDmbe LB

o2 FBDmbC L

O sistema BDmbC parece bastante esclarecedor na anélise do Paradoxo
de Chisholm. A idéia é que tomando como base uma LFI - no caso mbC
- as relagoes de interdependéncia entre as premissas nao sao as mesmas que
em SDL. A partir dai temos duas possibilidades: decidir se trata-se de um
problema de interdependéncia de premissas simplesmente ou também envol-
vendo o Principio de Obrigagoes Nao-Conflitantes (2.1). Na primeira escolha,
usamos o operador -], e as combinagoes sao expressas pelos conjuntos [y e
['p.2. No segundo caso as combinagoes estao em 'y — 'y 4.

Oras, se excluirmos o caso L, temos que I'1; - I'y4 nos permite todas
as combinagoes & pergunta: “Joao deve ser casar com Maria?”. No caso
de T'y; — I'4 a resposta é clara: “sim, Joao deve ser casar com Maria”,
exatamente como esperavamos intuitivamente. Para ['3; temos que Joao
nao deve se casar com Maria. Ja o quadro de I's; é, em certo sentido,
paraconsistente: Joao deve e nao deve se casar com Maria. Por fim, as
combinagoes de I'y; — I'42 nos forca concluir que nao podemos dizer nada
sobre a obrigacao de Joao se casar com Maria, nem que deve e tampouco que
nao deve.

Observe que I'g; —I'p 4 mantém as mesmas inferéncias em SDmbC, subs-
tituindo [ por (). Além disso, lembremo-nos que SDmbC nao é uma LDI
e BDmbC nao é uma LDI em relacao a 1. Por outro lados, ambos os
sistemas sao LFT’s.

49



O ponto crucial aqui parece residir no fato de que o Paradoxo de Chisholm
nao envolve diretamente a negagdo do Principio de Explosdo Deontico (O-
PPE), como se costuma apresentar na literatura (posi¢do defendida, por
exemplo, em [25] e [26]), mas sim na interdependéncia das premissas no
ambito proposicional. Desse modo, recusando-se apenas (PPE) em vez de
(O-PPE) - como ocorre com os sistemas SDmbC e BDmbC para o operador
[] - podemos manter as propriedades deonticas classicas, mas restringindo as
inferéncias proposicionais. Desse modo, nao s6 o sistema nao colapsa (pois
nao mais inferimos ()A e ()—A) como, além disso, temos a resposta esperada
intuitivamente, a saber, ()A, ou seja, que Joao deve ser casar com Maria.

Isso nao significa que os sistemas DmbC e CP nao sejam adequados para
formalizar paradoxos deonticos. Entretanto, paradoxos que rejeitam direta-
mente (O-PPE) parecem estar ligados a dilemas morais, como ¢é sugerido em
[17]. Ccabe aqui ressaltar que o Paradoxo de Chisholm formalizado nesses
sistemas nao nos leva a um absurdo, uma vez que de ()A e ()—A nao te-
mos ()B. O ftnico problema é que esses sistemas parecem restringir de tal
modo suas inferéncias que a partir do conjunto de premissas propostos por
Chisholm nao conseguimos concluir o que esperariamos intuitivamente.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

Vimos aqui de como a abordagem das LFI’s em relacao ao problema da
contradicao pode ser estendida para a de obrigacoes conflitantes. Essa relacao
ja estda de algum modo em [12], em que s@o propostos os sistemas DmbC
e DLFI1. A parte original desse trabalho estd na proposta dos sistemas
SDmbC, BDmbC e na transposic¢ao dos principios (PNC) (PPE) e (PNT)
para um contexto deontico.

Outro ponto interessante é que o conceito de Ldgicas da Inconsisténcia
Deodntica parece englobar todos os sistemas deonticos paraconsistentes pro-
postos até entao na literatura, e que pode ser tomado como ponto de partida
para uma taxonomia desses sistemas, seguindo em certa medida o trabalho
de |7] para logicas paraconsistentes proposicionais. O proximo paso seria en-
contrar resultados de completude generalizada para s LDI’s monomodais ou
multimodais, seguindo em parte os resultados de [5].

E digno de nota que os sistemas DLFI1 e C} sdo muito semelhantes.
Os tnicos pontos distintos na sintaxe estd no fato de que o operador de
consisténcia dedntica em DLFI1 é definido como () o a enquanto em CP
temos o ) a. Além disso, ndo ha em DLFI1 o axioma correlato a (CP).
Isso significa que um estudo comparado desses sistemas nos traria a relacao
exata desses conectivos e as implicacoes ao se acrescentar (CP).

Outro aspecto original de nosso trabalho estd na nova abordagem do
Paradoxo de Chisholm por meio de BDmbC. Como vimos, esse sistema
parece ser capaz de formalizar tanto argumentos em que ha de fato um dilema
moral - ou seja, concluimos Oa e ()—« - quanto argumentos em que esse
dilema é aparente, e o problema esta na interdependéncia de premissas. Essa
distin¢ao pode ser muito frutifera na analise de outros paradoxos dednticos,
como os apresentados em [25], [26] e [6].
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Assim como mbC surgiu na proposta do operador o como primitivo, o
sistema BDmbC tem papel fundamental na proposta de um sistema deéntico
em que o operador de consisténcia deéntica H seja primitivo. A esse sistema,
espera-se que se tenha como axiomas:

(BarnB-a) — Le (QanO-anBa) — L
A clausula semantica natural que forcasse esse resultado seria:
vy (Ba) =1 sse vy (a) =1 e v, (0ca) =1 para todo w' tal que wRw’

Outro resultado interessante seria propor uma extensao de DmbC que
terfamos, como em (CP), a equivaléncia:

oo Ha

Por fim, nosso trabalho esta longe de esgotar as possibilidades de novas
logicas dednticas paraconsistentes e novas abordagens paraconsistentes a pa-
radoxos deonticos. Por outro lado, dados os pontos originais e ao estudo
comparado critico das abordagens ja existentes, esperamos que nosso traba-
lho tenha contribuido na discussao em aberto desses topicos e seja mais um
avango aos futuros estudos nessas areas.
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Capitulo 5

PERSPECTIVAS

Como ja vimos, as LDI’s nao validam em geral o Principio de Ezplosao
Deéntica (O-PPE). Além disso, uma LFI dedntica tem relagoes distintas
entre as premissas caso essas fossem interpretadas em SDL. Mais ainda:
qualquer LFI pode ter duas negacoes: uma paraconsistente que respeita o
Principio de Ezplosao Fraco (PEF) e outra classica, definida como ~ o =4
a— L.

Isso significa que ao formalizarmos um paradoxo num sistema em que
nao valem (O-PDE) ¢ o Principio de Explosao (PPE) ganhamos expressi-
vidade (pois ha dois conectivos de negagao), diminuimos a interdependéncia
de premissas (pois, em geral, uma LDI ¢é mais forte que SDL) e se, ainda
assim, houver obrigacoes conflitantes, o sistema nao trivializa: a férmula
simplesmente fica “marcada” como deonticamente inconsistente.

Em [12], mostra-se uma aplicagdo concreta das LDI’s na resolu¢ao do
paradoxo de Chisholm com os sistemas DmbC e DLFI1. Ja em [22], os
sistemas SDmbC e BDmbC contribuem para lancar luz a uma nova pers-
pectiva de analise do paradoxo: o problema, em questao, parece ser a relacao
entre as premissas do argumento e nao a violagao de (O-PPE).

Alguns paradoxos dednticos, entretanto, podem ser formalizados em 16-
gica dedntica proposicional ou de de primeira ordem. Considere o seguinte
conjunto de sentengas (apresentado em [25]):

1. Nao deve haver cercas.
2. Se houver cercas, a cerca deve ser branca.

3. HA cercas.
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O paradoxo ocorre em SDL devido a relagao tacita entre haver cercas e
cercas brancas. Tomando p como haver cercas e ¢ como haver cercas brancas,
terfamos pela regra (O-Nec)!: O(—p — —q) e, por (O-K) e (MP), teriamos
O—p — O—q. Com essa formula e (1) temos por um lado ()—gq e, por (MP)
entre (2) e (3) temos (g, o que nos levaria a trivializagdo em SDL.

Outra possibilidade seria formalizar o conjunto acima em logica dedntica
de primeira ordem. Considerando “C” como predicado de “ser cerca”, “B” o

[T9e))

predicado ser cerca branca e “a” um objeto que é cerca, terfamos:

1. QﬁEI:ch
2. Vz(Cx — Bx)
3. Ca

Desse conjunto de sentengas infeririamos apenas ()—C'a A ()Bx, nao vi-
olando (O-PPE). Todavia, acrescentando a norma de que se uma cerca nao
é branca, entao deve ser preta, teriamos a relacao tacita Vr(Bz — —Px) -
P é o predicado “ser preto” - por instanciagao, (MP) e (O-Nec) teriamos
(O—Pa. Por outro lado, a partir da nova norma e com a hipotése do objeto
a nao ser uma cerca branca, teriamos ()Pa, trivializando o sistema.

5.1 LFI’s de Primeira Ordem

Vimos que o paradoxo acima pode ser formalizado em linguagem de primeira
ordem. A principio, devido a sofisticacao dessa linguagem, o paradoxo parece
ser dissolvido. Todavia, dada a caracteristica dessas sentencas serem forma-
lizadas em logica deontica classica de primeira ordem, temos a validade de
(PDE) o que implica, com pequenas altera¢oes no conjunto de premissas, a
trivializacao do sistema.

Uma alternativa muito interessante seria a formalizacao desses paradoxos
em LFI's dednticas de primeira ordem. Existem na literatura duas abor-
dagens para LFI’s de primeira ordem: uma, devida a [3| e a outra devida
a [24].

1Observe que até aqui definimos que a regra (O-Nec) aplica-se epenas a teoremas.
Em muitos sistemas deodnticos, todavia, esse ndo é o caso, o que justifica a escolha em [25]
de mostrar paradoxos deonticos gerados ao aplicar (O-Nec) para formulas que nao sio
teoremas
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A proposta [3| esta baseada na semdntica de Nmatrizes ou semdntica
nao-deterministica (Nmatrices semantics ou non-deterministic semantics, no
original em inglés). As Nmatrices foram introduzidas em [2] como uma inte-
ressante proposta de generalizacao da semantica de matrizes. Basicamente,
as Nmatrizes sao matrizes logicas em que cada entrada consiste num conjunto
finito nao-vazio de valores de verdade em lugar de um tinico valor de verdade.
Esta técnica oferece um método de decisao para muitas loégicas nao vero-
funcionais, em particular as LFI’s introduzidas na literatura. No artigo [3],
considera-se uma extensao das Nmatrizes que permite avaliar os quantifica-
dores junto com os conectivos num conjunto de 5 valores de verdade. Estes
valores de verdade devem ser pensados como triplas (z,y,2) € {0,1}* em
que z, y e z representam o valor de v(A), v(—A) e v(oA), respectivamente,
para uma sentenca A e uma bivaloragao paraconsistente v. Assim, a partir
dos axiomas bésicos das LFI’s, temos os seguintes valores:

t = (1,0,1)
t; = (1,0,0)
I = (1,1,0)
fo= (0,1,1)

fI - <O7 17 0>
Deve ser observado que (0,0, z) é impossivel, pois como vimos as bivalo-
ragoes paraconsistentes satisfazem a propriedade seguinte:

v(A) =0 implica que v(—A) =1
enquanto que (1,1, 1) também nao é possivel, pois:
v(cA) =1 implica que v(A) =0 ou v(—=A4)=0

Uma das principais propriedades das Nmatrizes é a sua efetividade, no
sentido que para determinar se I' =), A (para uma dada Nmatriz M) é sufi-
ciente verificar apenas valoracoes parciais, definidas apenas nas subférmulas
de U {A}.

Por outro lado, [24] propds independentemente uma seméantica para LFIT’s
de primeira ordem a partir da extensao das bivaloracoes para as sentencas da
linguagem com quantificadores. A extensao é definida de maneira natural:

v(P(ty,...,ty,) =1 sse (¥ ...,t*) € P% para toda sentenga atomica;
v(Vz.A) =1 sse v(A[z/t]) = 1 para todo termo fechado ¢ de Ly;
v(Fx.A) =1 sse v(A[z/t]) = 1 para algum termo fechado t de Ly.
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Aqui, Ly ¢é a linguagem diagrama da estrutura 2 (isto é, a linguagem que
estende IL pelo acréscimo de uma nova constante a para cada elemento a do
dominio de 2A).

Um resultado interessante de analisar é a relacao exata entre as aborda-
gens de [3] e [24]. O segundo passo natural seria propor uma LFI deontica de
primeira ordem que, se por um lado daria uma nova abordagem nos estudos
de paradoxos deonticos de primeira ordem, por outro lado poderia iluminar
o modo de encararmos a férmula de Barcan

5.2 A férmula de Barcan

A principio nao haveria dificuldade alguma em lidar com légica dedntica de
primeira ordem: bastaria assumir as regras e axiomas do célculo de predicado
mais os axiomas e regras de SDL. A dificuldade surge, entretanto, na inte-
ragao entre o operador modal e o quantificador. Uma possivel relacao seria
pensar numa versao deontica da formula de Barcan (proposta primeiramente
em [4] para o operador modal alético OJ):

(DBF) V2 O 4 — OVzA

As dificuldades apresentadas pela formula de Barcan estao relacionadas com
o problema das propriedades de re e de dicto, como podemos observar em
[18], [14] e [9]. Essas dificuldades surgem ao interpretarmos o operador modal
alético [ como necessdrio, associando o predicado necessério as propriedades
de re (vide [23]). Um fato interessante ¢ que em qualquer sistema modal
classico de predicados é possivel provar a reciproca da féormula de Barcan
(vide [21]), colapsando os conceitos de propriedades de re e de dicto. Do
ponto de vista debntico, ainda que a reciproca de (DBF') pode ser facilmente
demonstrada, a interpretacao desse fendémeno seria distinta da abordagem
alética. Todavia, o ponto crucial parece estar num fendmeno semelhante a
formula de Barcan que ocorre com as LFI’s de primeira ordem, a saber:

VzoA — oVz A

Ainda que essa relacao entre o quantificador e o operador de consisténcia
pareca razoavel e resolva algumas dificuldades técnicas, do ponto de vista
interpretativo poderiamos ter problemas semelhantes aos da férmula de Bar-
can. Além disso, essas questOes servem como alerta para pensarmos a relagao
que haveria numa LFI’s debdntica de primeira ordem entre os operadores V,

O eo.
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5.3 Loégicas Deonticas Diadicas

Alguns autores (por exemplo, [28] e [1]) tém proposto a utilizagao de um ope-
rador primitivo diadico O(p/q) denotando a proposigao “p é obrigatério nas
circunstancias ¢” para solucionar os paradoxos dednticos. Mas esta perspecti-
va nao é isenta de problemas, em razao da perda de uma certa forma de Modus
Ponens deontico: de O(p/q) e g ndo se pode deduzir O(p). Na tentativa
de resolver este conflito as logicas dednticas diadicas dividiram-se em duas
correntes: as baseadas no uso de uma implicagao estrita (corrente defendida
por C. Alchourrén e G. von Wright) e aquelas utilizando na sua seméantica
uma relagao de preferéncia entre mundos possiveis (corrente defendida por
S. Hansson e D. Lewis).

Por outro lado, o operador didadico pode iluminar uma questao ainda
aberta em LFI’s dednticas. Ora, em [12]| o operador de consisténcia dedntica
é, como vimos, (o. Todavia, em [17], o operador é o(). Qual seria, pois, a
relagcao exata desses dois novos operadores?

Uma possivel interrelagao poderia existir ao interpretar (Oop como (O(op/p)
enquanto o()p seria (O)(p/op), fundindo as duas propostas num tunico sistema
ou numa Unica hierarquia de sistemas.

Sabe-se que os operadores diddicos em geral nao respeitam (MP) deon-
tico, todavia, esse tipo de limitagao pode ser superada com LFI’s deonticas
diadicas, devido a propriedade das LFI’s modificarem as relagoes de inter-
dependéncia de premissas de um argumento. Assim, uma segunda linha de
pesquisa seria analisar os sistemas deonticas diadicos que ha na literatura e
propor uma hierarquia de LFI’s deonticas diddicas para, em seguida, aplica-
las aos paradoxos dednticos.

Desse modo, muito trabalho pode ser feito no &mbito de logicas dednticas
paraconsistentes para lancar luz as questoes ainda abertas na literatura.
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