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RESUMO

Esta Tese tem como objetivo elucidar, ao menos parcialmente, a questdo do
significado da Teoria de Modelos para uma reflexdo sobre o conhecimento matematico
no século XX. Para isso, vamos buscar, primeiramente, alcan¢ar uma compreensao da
propria reflexdo sobre o conhecimento matemaético, que serd denominada de
Fundamentos do Pensamento Matemdtico no século XX, e da propria relevancia
fundacional. Em seguida, analisaremos, dentro do contexto fundacional estabelecido, o
papel da Teoria de Modelos e da sua interacdo com a Algebra, em geral, e, finalmente,
empreenderemos um estudo de caso especifico. Nesse estudo de caso mostraremos que a
Teoria de Galois pode ser vista como um conteido légico, e buscaremos compreender o
significado fundacional desse enquadramento modelo-teSrico para uma parte da Algebra

classica.

ABSTRACT

The aim of the present Thesis is to bring some light to the question about the
status and relevance of Model Theory to a reflection about the mathematical knowledge
in the twentieth century. To pursue this target, we will, first of all, try to reach a
comprehension of the reflection about the mathematical knowledge, itself, what will be
designated as Foundations of Mathematical Thought in the twentieth century, and of the
foundational relevance, itself. In the sequel, we will provide an analysis, of the role of
Model Theory and its interaction with Algebra, in general, within the established
foundational setting and, finally, we will discuss a specific study case. In this study case
we will show that Galois Theory can be seen as a logical content, and we will try to
understand the foundational meaning of this model-theoretic framework for some part of

classical Algebra.
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APRESENTACAO

A apresentacao de um trabalho ndo faz, propriamente, parte do trabalho; coloca-se
de uma perspectiva que se pode dizer como externa para apresentar a proposta de um
autor com seu trabalho. No caso do presente estudo, minha proposta esta baseada em um
diagnostico sobre as areas de Filosofia da Matematica e de Fundamentos da Matematica,
que pode ser resumido na afirmagdo que essas dreas adotam, em larga escala, uma forte
orientacdo a categoria do objeto e que, por isso, a verdadeira dimensao dos resultados da
Teoria de Modelos e sua importancia para uma reflexdo sobre a Matemética tem sido
subestimada e negligenciada, ja que a Teoria de Modelos € um estudo da semantica e nao
lida propriamente com objetos. A proposta é mostrar que se pode avancar na direcdo de
uma reflexao sobre o conhecimento matemaético, através de uma orientacdo por categorias
semanticas como, por exemplo, a nocdo de significado, com uma conseqiiente
consideracdo mais cuidadosa da Teoria de Modelos. A Apresentacdo poderia terminar
aqui, contudo, como essas formulacdes estdo ainda um tanto elipticas, é prudente
continuar a explicagao.

Com relacdo ao diagndstico, essa orientacdo pode ser constatada na Filosofia da
Matemitica, ou a0 menos em parte sua, na figura da questdo ontolégica como questao
fundamental e, também, nos Fundamentos da Matematica, no programa de reducao
conjuntista, que considera a formaliza¢cdo da Matematica na Teoria de Conjuntos como o
aspecto mais importante da drea. Essas duas visdes estdo intimamente relacionadas entre
si, € apontam para a direcdo da orientacdo ja indicada: o primeiro aspecto mostra a
ligacdo da Filosofia da Matemdtica com a tradi¢dao platonica, e o segundo aspecto
envolve uma reducao efetiva de todos os objetos matematicos a conjuntos. Para adiantar a
discussao, eu ndo estou, em nenhum momento, propondo que se abandone a formalizacao
da Matematica, ou qualquer outro resultado de programas de fundamentos, mesmo
porque tal propositura nio teria qualquer efeito. A proposta é de ampliagdo do horizonte
fundacional.

Especificamente com relacdo a proposta, é preciso, de inicio, tematizar a

compreensdo da compreensdo que se tem da Matematica atual. Essa tematizacdo serd
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designada por Fundamentos do Pensamento Matemdtico no Século XX, e sua
abrangéncia se estenderd sobre a Filosofia da Matemdtica e os Fundamentos da

Matemitica. Entdo, o ponto de partida € dado; a compreensdo da Matematica é um fato,

pois os matematicos (pelo menos alguns) sdo testemunhas disso.! A partir dai, segue a

tematizacdo da compreensido dessa compreensdo, ou seja, de uma reflexdo de segundo
grau em relacdo a Matemdtica, uma reflexdo sobre o conhecimento matemaético. E a
perspectiva que vai guiar o trabalho, tomando a linguagem matematica como fixada, € a
perspectiva semantica sobre a seguinte questdo epistemoldgica fundamental: “o que
significa compreender uma no¢cdo matemética?”’. Uma primeira tentativa de resposta para
essa questdo, segundo essa perspectiva, seria: “‘compreender uma nocdo matemética
significa conhecer as condi¢des que devem ser satisfeitas para que alguma coisa pertencga
a extensao da no¢do”. Para que essa resposta ndo seja completamente vazia € preciso uma
andlise mais fina do predicado de verdade. No entanto, o objetivo do trabalho ndo é
responder, de forma definitiva, a essa questdo, que, em parte, enquanto questao filosdfica,
ndo deve ter uma resposta Unica e exaustiva. Ter uma resposta também ndo esgota, de
modo algum, a problemadtica envolvida, ja que, por exemplo, a questdo e uma eventual
resposta devem tomar como estitica a linguagem matemadtica onde as nogdes
matematicas estdo expressas; mas tal linguagem €, na verdade, absolutamente dinamica.
De outro modo, o trabalho vai apenas tomar essa perspectiva semantica como guia, como
baliza. E preciso ter clareza também de que em nenhum momento este trabalho estd
colocando em questdo que as nocdes da Matemadtica t€m um significado. Pelo contrério,
isso é tomado como fato empirico e a questao diz respeito a condi¢des de possibilidade,
ou a pressupostos que fornecem uma base para esse fato. Mais ainda, a tese de que as
no¢des da Matemdtica possuem um significado independente de uma sistematizacdo de
toda a Matematica em sistema formal de um dominio universal (como a Teoria de
Conjuntos) é um pressuposto fundamental aqui. E a essa tese realista que se faz
referéncia quando, no trabalho, aparecer a expressdo “realidade matemdtica” (por
exemplo, no §2 da Introducdo e no §8 da Parte A). Portanto, neste trabalho, sempre que a
expressdo “realidade matemadtica” for usada, trata-se de uma realidade semantica

pressuposta, e ndo, necessariamente, de uma ontologia.
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Por esse ponto de vista, a relacio da Matematica atual com Fundamentos do
Pensamento Matemaético no Século XX € uma relagdo de pressuposi¢ao formal: o dltimo
tem como objetivo, antes, nessa perspectiva, estabelecer condi¢des de significacdo,
pressupostos que fornecem uma base para a compreensdo das nogdes matemadticas, € nao
tem a finalidade de derivar os axiomas da primeira. Na minha visdo, essa perspectiva
aparece como promissora também em outros dominios da Razao Pura, como a prépria
Matemitica. Dessa forma a Matematica ela mesma pode ser vista como pressuposto
formal, como condi¢do de significagc@o para as ciéncias que se utilizam dela na apreensao
de seus proprios conteidos e que sdo, assim, semanticamente condicionadas. A
Matemaética ndo tem como objetivo derivar as leis fundamentais dessas ciéncias.

A perspectiva semantica na Filosofia tem suas origens com os trabalhos em
Logica e Fundamentos da Matematica de Frege, Russel e Wittgenstein, no que se
constituiu a chamada Filosofia Analitica da Linguagem. Essa € uma perspectiva ampla e
possui uma abrangéncia que vai além da Filosofia da Matemaética, mas que nao me parece
ser igualmente frutifera em todos os campos da Filosofia. Por exemplo, para o campo da
moral e da ética, na Razdo Pratica, a situacdo parece bem diferente, pois o problema
nesse campo € a questdo do agir, e talvez essa perspectiva ndo ajude em nada nessa
questdo. A questdo pratica (como devemos agir?) ndo € uma questdo semantica,
certamente. E, mesmo naqueles dominios onde a perspectiva seméantica é apropriada, o
autor ndo estd adotando, de forma alguma, a tese que os problemas filoséficos sao
dissolvidos em meras andlises da linguagem. O autor estd, sim, adotando uma orientacdo
por categorias semanticas. Em particular, ndo é afirmado em nenhum momento que a
Matemitica se reduz a uma semantica para certas ciéncias, o que € falso, mas apenas que
ha um aspecto da Matematica que pode ser caracterizado como semantica formal. Essa
perspectiva serd explicada em detalhes ao longo do trabalho. Por ora, é melhor
interromper essa digressao e parar com essas consideragdes, pois isso poderia nos levar
longe demais. A finalidade desta Apresentacdo é apenas a de apresentar a perspectiva
geral do trabalho, e ndo a de explicar exatamente no que ela consiste ou de explorar
conseqiiéncias dessa perspectiva. Isso € tarefa do trabalho ele mesmo.

O ponto de vista geral do trabalho estd satisfatoriamente exposto nesta

Apresentacdo. A partir de agora € preciso entrar no trabalho e desenvolver o tema em
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detalhes. Na Introducao, que ja é parte constitutiva do trabalho, a elabora¢do de algumas
criticas do autor sobre, entre outras coisas, a auséncia de consciéncia histérica que tem
dominado certos trabalhos em Filosofia e Fundamentos da Matemitica serd levada a cabo
e um pequeno mapa de relevo do texto serd estabelecido. Esse segundo aspecto da
introducao é essencial em um estudo como este que, com o texto forrado por uma camada
espessa de citacdes de resultados técnicos e referéncias bibliograficas, pode parecer que é
tudo igual e igualmente obscuro. Pela propria natureza do estudo, € possivel identificar
no texto uma argumentagdo continuada dos pontos principais sobre os quais o trabalho se
apdia. O objetivo € atingir, ao final do texto, um grau elevado de plausibilidade para as

principais teses que estdo na base da concepcao geral do trabalho.
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Nota

1- Poderia parecer, a principio, absurda a possibilidade mesma de uma Filosofia da Matemética, por

exemplo, com base na seguinte observacdo. Hipoteticamente, seriam 0s matemdaticos as pessoas que mais
sabem Matemdtica. Como é possivel uma investigacdo de natureza filoséfica, feita por um légico, ter a
pretensdo de esclarecer aspectos incompreendidos da Matemadtica? Acontece que a compreensao que 0S
matematicos, em geral, possuem da Matematica é uma compreensdo imediata, de primeira ordem em
relagdo ao contetdo. A compreensdo que a Filosofia da Matemética busca € uma compreensdo de segunda
ordem, mediada pela andlise légica e critica com relagdo a compreensdo de primeira ordem. Em outras
palavras, um bom matemdtico deve apresentar compreensio matemdtica, mas ndo necessariamente

compreensdo sobre a Matemdtica, j4 que essa ultima forma de compreensdo ndo € necessdria para

desenvolver a Matemadtica e s6 pode ser alcangada por mediagdo 16gico-filoséfica.



A GUISA DE INTRODUCAO

§1- Filosofia e Matematica

O final do periodo moderno marca a separagdo da Filosofia e das ciéncias, em
particular, da Matematica, coincidindo com o fim do projeto sistemdtico na Filosofia.
Antes disso, Descartes, por exemplo, considerava a sua geometria uma aplicagdo do seu
método filosofico, mas depois de Hegel ndo mais se cogitou construir grandes sistemas
filosoficos. H4 agora uma suspeita, com base inclusive em questdes de ordem prética, de
que, por um lado, esses grandes sistemas colapsaram pela “acdo da gravidade”, pelo seu
proprio “peso”, e, principalmente, de que as teses € os pressupostos da ciéncia sio
autdbnomos e nao subordinados a uma Metafisica especulativa. Por outro lado, hd a
suspeita de que ndo € possivel alcancar avango significativo em termos de novos
principios sistemdticos, ou alcancgar algo que represente melhora sistemética substancial
em relacdo a todos os grandes sistemas construidos. O colapso do projeto sistematico
catapultou a propria Filosofia para um patamar que estd mesmo para além da
possibilidade de unidade sistemética das disciplinas filosoficas. A carga metafisica que,
no contexto dos grandes sistemas, as teses filosoficas (aparentemente) trazem consigo
dificulta a considera¢@o dessas mesmas teses no correspondente debate contemporaneo (e
muitas dessas teses, sem duvida, poderiam ser consideradas de modo independente).
Além disso, ndo € facil, e parece mesmo impossivel, encontrar uma pessoa com
disponibilidade de recursos o suficiente para ser capaz de realizar uma anélise abrangente
da tragédia grega em detalhe minucioso e, ao mesmo tempo, estar a par do
desenvolvimento da Matematica e ter presente a historia da Filosofia da Moral, alguns
dos atributos outrora encontrados nos grandes sistematizadores. De fato, a prépria
Filosofia se especializou, e algumas disciplinas filosoficas ja exibem tendéncias de
autonomizacdo. E o caso da Légica, ja hd algum tempo.

Desde Platao, autores importantes como Descartes, Leibniz, Berkeley, Kant e
Hegel dedicaram vdrias péginas de seus escritos a investigagdes a respeito do

conhecimento matematico, investigacdes que influenciaram decisivamente certos



desenvolvimentos matemadticos, ora realizados pelo préprio autor, ora realizados por
outrem. Do lado da Filosofia, ndo raro essas paginas constituiam uma peca em um
sistema, onde a simples retirada de qualquer elemento provocaria o seu desmoronamento.
Do ponto de vista atual, as investigagdes sobre o conhecimento matemdtico nao t€ém
qualquer pretensdao ou preocupacdo sistematica com relagdo a totalidade da Filosofia.
Esse traco marcante da fase contemporanea das investigacdes dessa natureza estd
presente nos textos que a inauguram - textos da lavra de Frege, do final do século XIX.
Desde entdo essa marca apenas se acentuou, em um claro processo de autonomizagdo
acentuada, coincidente com o processo de tecnicalidade crescente nesse segmento
filoséfico. Tal processo traz consigo o inegdvel mérito de constituir uma base comum
para a discussdo, ja que o conteido de resultados técnicos raramente estd sob disputa e,
desse modo, esse substrato técnico serve de ponto de partida para as clivagens conceituais
da atividade filoséfica. Contudo, essa especializagdo também cobrou seu preco. Tem
ocorrido um estreitamento pouco recomenddvel para uma investigagdo que se pretende
filoséfica e, mesmo relativamente aos aspectos técnicos, predomina um ponto de vista
muito estreito sobre a técnica relevante. Conseqiiéncia disso é que, em parte, alguns
aspectos importantes para a compreensdo do desenvolvimento atual do conhecimento
matematico t€ém sido negligenciados e, em parte, a visada unilateral produz o efeito de
cisdo com a histéria, de compreensdo muito deficiente dos processos histéricos, dos
progressos incorporados, na contramao do pensamento filos6fico. Sem uma compreensao
histérica adequada, sem compreender os progressos incorporados, ndao € possivel
entender as propostas sobre o tema, bem como apreciar 0s progressos e,
conseqiientemente, ndo € possivel fazer valer o privilégio da nossa posi¢do cronoldgica
em relagio aos filésofos e légicos do passado. E como no caso da misica, em que, para
se formar um juizo estético sobre uma obra de um compositor, € preciso conhecer a
histéria musical, a teoria musical e a obra completa do compositor, de outra forma nao
sendo possivel entender minimamente a proposta, restando apenas um eventual
sentimento de prazer que ndo contém nada sendo a contingéncia. Despojar-se de visadas
unilaterais € pré-requisito ao bom exercicio da Filosofia.

Sem grandes preocupacdes sistemadticas, as investigagdes na drea conhecida como

Filosofia da Matematica se tornaram mais rentes a Matematica, o que € consistente com 0



fato de que sistemas filoséficos constituem uma investigacdo filoséfica de segunda
ordem, portanto mais afastada da pratica cientifica. Por um lado, sem preocupagdes
sistemdticas ficou mais dificil se perder em eventuais extrapolagdes da razdo
especulativa, mas, por outro lado, perdeu-se certa exigéncia de profundidade filoséfica,
praticamente imposta pelo projeto sistemdtico, o que abriu caminho para a
superficialidade e para a profusao de propostas e escolas de Filosofia da Matematica, em
que questdes filosoficas profundas sdo tratadas como nada além de quimeras. A Filosofia
da Matemadtica ficou imersa na oposic¢ao entre escolas de pensamento matemaético, onde
cada uma delas estd em uma relacdo de exclusdo com todas as outras. S3o inimeras
formas de estruturalismo, nominalismo, naturalismo, construtivismo, etc. Cada filésofo
da Matemética tem a sua prépria versdo da escola a que adere. E preciso superar essa
forma de filosofar por oposi¢do entre escolas, que coloca problemas insoldveis que ndo
possuem relacdo significativa com a Matematica, mas apenas com a demarcacdo das
posi¢des e que, muitas vezes, tenta, erroneamente, legislar sobre o que deve ser a
Matemitica, sobre que tipo de axiomas a Matematica deve adotar. Contudo, também é
preciso considerar que cada uma dessas escolas, potencialmente, caracteriza algum
aspecto da Matematica e que elas ndo precisam se excluir.

Infelizmente, é tdo raro encontrar um filésofo com boa formacdo matematica
quanto um matemdtico com boa formacdo filoséfica. E verdade que as disciplinas
cresceram vertiginosamente, mas ndo a ponto de justificar a indoléncia e a ignorancia em
um ntcleo basico da Filosofia por parte de um matemaético, ou da Matemaética por parte
de um filésofo, ignordncia muitua que impossibilita uma interacdo produtiva entre
filésofos e matemdticos. Sem os elementos minimos para sequer formular questdes de
natureza filosdfica, o cientista ndo pode ir além da prética de uma filosofia espontanea, da
pior qualidade possivel, e, sem conhecimento matemadtico bdsico, o filésofo fica
impedido de falar inteligentemente sobre as questdes da Filosofia da Matemadtica que
apresentam uma relacdo direta ao contetido da Matemdtica, como a questdo da unidade da
Matemaitica, por exemplo. Para contribuir com essas questdes € preciso, no minimo, saber
do que se estd falando. Nao bastasse isso, as relacdes entre fildsofos e mateméticos sao
tudo, menos homogéneas, um elemento a mais para contribuir negativamente para a

Filosofia da Matematica.



A Matemadtica experimentou grandes transformacdes no século XX. Um fato
extraordindrio desse século é que toda a Matematica passou a se expressar em um sistema
formal da Teoria de Conjuntos e todo o patrimdnio cldssico se encontra adaptado e
preservado nessa nova maneira de fazer Matematica. Os conjuntos constituem uma
categoria matematica maximalmente integradora, que fornece uniformidade e unidade a
toda Matemadtica, através da formalizacdo da Matematica em um sistema formal da
Teoria de Conjuntos. Mas como seria possivel “formalizar” algo que ndo fosse formal?
Parece que ha aqui um contra-senso, ou entdo o milagre de que o patrimdnio cléssico, por
sorte, fosse, por acidente, formal. Para ndo cair no absurdo ou nao atribuir a milagres os
progressos alcancados, € preciso mostrar em que sentido a Matemaética € formal. Esse
sentido ndo pode ser aquele que s6 foi esclarecido no século XX, sobretudo com a escola
de Hilbert. Toda a investigagdo moderna sobre o conhecimento matemadtico se insere no
sulco do trabalho dessa escola, e € mesmo dificil superestimar a influéncia de Hilbert na
area conhecida como Fundamentos da Matemdtica. Pode-se chamar de Tese de Hilbert a
afirmacdo de que o raciocinio matematico é formalizdvel em Logica de Primeira Ordem
(por exemplo, ver [Boolos, Burgess & Jefrey, 1]). A Tese de Hilbert constitui um
elemento expositivo muito util, pode desempenhar um papel similar ao papel expositivo
da Tese de Church, mas, também, tal como a Tese de Church, constitui o fulcro do
significado de muitos resultados técnicos de Ldogica Matemadtica para as investigacdes
sobre o conhecimento matemético. Nao obstante, de um ponto de vista filoséfico, o
formal precisa ser compreendido em um sentido mais amplo, de outro modo o
formalismo é uma proposta que apresenta toda a histéria da Matemaética até o final do
século XIX como pré-histéria da Matematica, pois sé hd Matemadtica formal (no sentido
da sintaxe da Logica de Primeira Ordem) no século XX.

A Filosofia, que tem as questdes ligadas ao conhecimento e ao agir como
motivacdo fundamental, estuda o Pensamento, ou a Razdo, e, portanto, seu objeto ndo é
dado; apresenta uma dindmica interna que lhe é prépria e deve ser constituido pela
propria Filosofia. Tal como a Filosofia, a Matemdtica ndo possui objeto dado de antemao.
A Matematica € um conhecimento formal, o desenvolvimento de nocdes que podem

funcionar, em geral, como formas ou pressupostos formais de certo modo de cogni¢ao de



objetos, em geral. Por exemplo, o conhecimento pela Fisica Tedrica moderna, em geral,
pressupde formalmente no¢des matematicas, em geral.

O aspecto semantico da Matemadtica, mencionado na Apresentacdo, serd aqui
caracterizado como uma teoria da forma légica da linguagem das partes das ci€ncias que
apreendem seus conteidos matematicamente, o que inclui a prépria Matematica. Uma
teoria da forma 16gica, também, como o Pensamento e ligada ao Pensamento, ndo é um
objeto dado e nem estético. E preciso entender aqui que ndo se trata de uma teoria da
mente. O Pensamento ndo € para ser entendido como aquilo que esta na cabeca do sujeito
empirico, pura contingéncia, mas sim como o aparato conceitual envolvido na
estruturacdo da realidade (para fazer essa distingdo pode-se langar mao desse expediente
griafico da letra inicial maidscula). A Lodgica corresponde ao aspecto formal dessa
estruturacdo e tem como objeto o Pensamento, mas apenas segundo uma forma
especifica, enquanto a Matematica estuda as nog¢des matemadticas que, em principio,
correspondem a dominios logicamente possiveis, enquanto possiveis objetos do
conhecimento.

A Filosofia, além de objeto, também nao possui método dado, portanto cabe a ela
mesma constituir seu método e seu objeto. J4 a Matematica possui um método dado, € o
método axiomadtico-dedutivo, que permite proceder por deducdo a partir de axiomas e
definicdes. Portanto, a relacdo da Filosofia com a Histdria da Filosofia € de constitui¢do
reciproca, o0 método e o objeto da Filosofia se constituem através da Historia da Filosofia.
No caso da Matemdtica, a constitui¢ao reciproca € parcial. Apenas o objeto se constitui
através da Historia da Matemadtica, jd que as no¢cdes matemdticas, enquanto formas do
Pensamento, ndo sdo dadas e nem sdo estdticas. Isso ndo quer dizer que ndo ocorrem
variacdes no método da Matematica, que de fato ocorrem, mas sim que as variacdes que
ocorreram historicamente sdo da ordem do grau de explicitacdo e de uniformidade de
pressupostos. Isso pode ser constatado pelo fato de que os Elementos de Euclides foram
utilizados como livro texto e considerados como organon da disciplina, referéncia
obrigatdria (mas, obviamente, ndo exaustiva) para a Matemadtica, pelo menos até o século
XVIII, e podem ser utilizados com proveito até hoje. Isso s6 € possivel gracas a

estabilidade e maturidade que o método matematico alcancou desde o comeco da

Matematica. E a Matematica se caracteriza parcialmente pelo seu método.! Mas esse



método s6 comegou a se tornar objeto de investigacdo matematica com a matematizacao

da Légica, que teve inicio no final do século XIX.

§2- A Abordagem Central do Trabalho

O estudo de nogdes segundo o método axiomatico-dedutivo é um principio que,
na minha visdo, exibe um aspecto do campo matematico, mas ndo o determina, pois nao
determina quais sdo as no¢des matemadticas. O presente trabalho ndo se ocupard da
elaboragcdo desse ponto e permanecerd em um corte histérico no século XX e em uma
andlise mais préoxima de alguns aspectos da Matematica. Portanto, a Histéria da
Matemitica ndo entrard nesse trabalho de modo essencial, mas apenas do ponto de vista
de registros histdricos em alguns momentos. O presente trabalho seguird uma trilha em
um aspecto que tem sido negligenciado nas pesquisas tanto da drea de Fundamentos da
Matemadtica quanto da drea de Filosofia da Matemadtica. Trata-se da questdo acerca da
importancia de alguns desenvolvimentos da Teoria de Modelos para a andlise logica e
filoséfica do conhecimento matemadtico. Para compreender essa questio € preciso, antes,
compreender a importancia do problema da unidade do conhecimento matematico para a
Filosofia da Matemitica.

O problema da unidade surge, no caso da Matematica, principalmente, da
impossibilidade de se definir a Matematica como o estudo (segundo o método
axiomdtico-dedutivo) de algo, jd que nao ha esse algo dado. O objeto da matematica é
constituido no interior da propria Matematica, e portanto € um fendmeno histérico. Como
ja foi colocado, a Matematica € um conhecimento formal de no¢des, mas nada foi dito
sobre a questdo de quais sdo as nogdes que devem interessar aos matematicos e por que,
em meio a um oceano de possibilidades - questdo que se refere a constituicdo reciproca
da Matematica e da Histéria da Mateméatica. Como ndo ha defini¢do de Matematica, o
problema da identidade se coloca de forma mais dramética para esse conhecimento: como
€ que se pode pensar, por exemplo, a Matemdtica do século XVII e a Matemdtica do
século XX como uma e a mesma coisa, que se trata apenas de uma “diferenca de idade”,
mas nao de duas coisas completamente distintas? Apesar de considerar essa questdo

central para a Filosofia da Matematica e que ndo se trata de uma questdo histdrica apenas,



eu ndo tenho encontrado muitos trabalhos nessa dire¢ao, situacao ja aludida no primeiro
paragrafo do §1. Esse topico serd retomado mais adiante em alguns comentérios na Parte
A, mas ndo serd objeto central do trabalho.

A importancia do problema da unidade reside, basicamente, na tese de que um
aglomerado de conhecimento rapsédico ndo constitui um assunto, um discurso coerente,
mas sim um amontoado informe. Apenas um todo que, ao longo do seu desenvolvimento,
permanece coeso em cada momento pode permanecer idéntico a si mesmo através do seu
processo de diferencia¢do interna. Em resumo, o problema da unidade é condicdo do
problema da identidade: sem unidade sequer faz sentido considerar a identidade. No caso
da unidade da Matemadtica, a situagdo ndo é exatamente alarmante. O trabalho em
Fundamentos da Matematica na primeira metade do século XX mostrou que o patrimonio
matematico pode ser recuperado e preservado em um sistema formal da Teoria de
Conjuntos. Portanto ficou provada a possibilidade de apreender todo aquele material,
aparentemente disperso, sob uma forma especifica, o que tem como conseqii€éncia uma
primeira aproximacdo para as fronteiras da Matemadtica, pois, nessa sistematizacdo, o
oceano de no¢des matemdticas € delimitado: sdo consideradas apenas aquelas nogdes que
sdo interpretdveis em ZFC. Mas isso também ndo basta, pois esses sistemas formais
apresentam um coeficiente de imanéncia a coisa muito baixo, no sentido de que a
sistematizacdo da Matematica em um dominio universal como a Teoria de Conjuntos, por
um lado, € insuficiente como descri¢do da realidade matemdtica (realidade semantica,
conforme a tese do realismo semantico, segundo a qual as no¢des matematicas possuem
significado independente da sistematizacdo em um dominio universal), e
consequentemente trata-se ainda uma caracteriza¢do vaga da Matematica. Por outro lado,
nao hd nenhuma garantia de que essa fronteira vai continuar onde estd, e pode ocorrer
tanto um movimento de expansao quanto de retragdo, ou, at€¢ mesmo, a fronteira pode se
mover através de uma combinagdo de retracdo e expansdo. E preciso conceber a
Matemdtica como um todo coeso independente das especificidades das formas de
sistematizacdo do conhecimento matematico, pois s desse modo pode-se falar
filosoficamente em Matematica.

H4, portanto, bastante espago para reforcar a unidade da Matematica, tanto em

termos de uma andlise ldgica mais fina que revele uma estrutura conceitual mais



precisamente delimitada, quanto em termos de estabelecer nexos internos entre tépicos
matematicos, que em alguns casos parecem apenas relacionados de modo vago por
analogias e, em outros, nem mesmo assim. Neste trabalho, o autor mobilizard as suas
magras forcas na direcdo de tentar fornecer uma pequena contribui¢io, segundo esses
caminhos, para a unidade da Matematica, imanente a coisa mesma, € no seu significado
fundacional, concentrando-se na seguinte questdo: em que sentido hd um padrio de
raciocinio matemdtico, que poderia ser chamado “Abordagem de Galois-Klein”, capaz de
subsumir préticas especificas em situacdes diversas da Matemadtica, como a Teoria de
Galois cldssica (para equacdes polinomiais) na Algebra, e que seja relevante do ponto de
vista fundacional?

Contudo, é muito importante observar que a unidade da Matematica € uma idéia
reguladora e que buscar a unidade da Matemadtica € um principio metodoldgico, ndo é
uma busca que visa efetivamente completar uma série infinita em uma wunidade
incondicionada. Nio € possivel alcangar algo como a unidade fechada, incondicionada,
da Matematica, isso estd fora dos limites do cognoscivel. Quando o autor defende a
importincia de estabelecer a unidade da Matemdtica, trata-se de uma orientacdo
metodoldgica do presente trabalho por um ideal da Razdo. Nesse sentido, sempre que o
texto mencionar algo como a busca pela unidade da Matemadtica, a afirmacdo deve ser
compreendida, estritamente, em termos de metodologia, nunca como uma busca pelo

incondicionado.

§3- Percurso e Objetivo

A finalidade central do texto € constituir um argumento a favor da relevancia da
Teoria de Modelos para a reflexdo sobre o conhecimento matemético. Ao final, o texto
deve mostrar como a Teoria de Modelos pode ajudar a esclarecer aspectos do
Pensamento Matemético no século XX, ou qual € a relevancia fundacional da Teoria de
Modelos. Para isso serd preciso discutir o que é a Matemdtica no século XX, o que é
Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX, o que é relevancia fundacional
segundo Fundamentos do Pensamento Matemético no século XX e como a Teoria de

Modelos se relaciona com a Matematica do século XX. A questdo mais ampla sobre a



relevancia fundacional da propria Logica Matematica, como um todo, também sera
analisada, antes de fixar-se o foco na Teoria de Modelos.

O corpo principal do texto serd organizado em uma divisdo tripartite. A primeira
parte caberd a exposicdo razoavelmente detalhada e completa da visdo do autor sobre a
tematica geral das investigacdes acerca do conhecimento matematico, que o autor chama
de Fundamentos do Pensamento Matemético no Século XX, apresentando muitos
exemplos e alguns desenvolvimentos preliminares. Essa primeira parte constituird o
contexto geral da proposta, sob o qual o presente trabalho supostamente tem sentido, € o
préprio vocabuldrio basico do trabalho serd explicado nessa parte. Portanto, o papel que a
Parte A deve desempenhar no texto € o de contextualizag¢do, dentro da concepg¢ao geral
do trabalho, das investigacdes sobre o conhecimento matemdtico. Nao seria possivel
realizar essa contextualizacdo, que € bastante ampla, explicitando detalhes técnicos, pois,
por um lado, a Parte A ficaria, dessa forma, desproporcionalmente extensa e, por outro
lado, ndo ajudaria no objetivo do trabalho, ja4 que os detalhes técnicos relevantes para o
argumento serdo expostos nas Partes B e C. Com isso, o texto pode apresentar uma falta
de uniformidade, com a Parte A demandando mais conhecimento (ou imaginacao
delirante) do leitor, mas talvez seja esse o preco a pagar pela propria estrutura do
argumento. Ja a segunda parte serd dedicada a retomar e aprofundar os pontos mais
importantes da primeira, que apenas apresentou um desenvolvimento bastante preliminar
desses pontos, e desenvolver uma andlise, mais voltada a aspectos técnicos, da relagdo de
satisfacdo e da teoria da verdade de Tarski, ou seja, da temdtica geral da Teoria de
Modelos. A segunda parte é central para trabalho, tanto em termos da sua posi¢do na
organizacdo do texto quanto em termos de importancia para a proposta. A essa parte
caberd fornecer um contexto mais preciso em que a proposta do autor de direcionar a
atencdo para a semantica deve adquirir um sentido claro e distinto. Por fim, a ultima parte
corresponderd a um estudo de caso paradigmadtico, a andlise da importancia para
Fundamentos de alguns resultados especificos da Teoria de Modelos, no contexto
fornecido pelas duas partes anteriores.

O texto da primeira parte tem como finalidade estabelecer um primeiro contato
com algumas teses que serdo defendidas e com a argumentacdo que serd

progressivamente desenvolvida no percurso do texto. Desse modo, a argumentagdo
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contida na Parte A serd, em termos ldgicos e filoséficos, substancialmente menos densa
quando comparada aquela contida nas Partes B e C. Com isso, parte do material que
aparecerd ja no inicio do texto serd mais bem compreendido apenas ao término do
percurso. Também, a Parte A conterd teses que nao encontrardo pleno desenvolvimento
neste texto, que nao serdo retomadas na seqiiéncia do texto, mas que sdo consideradas
devido ao cardter expositivo dessa parte. Contudo, a transi¢do entre a primeira parte do
texto e a segunda ndo serd completamente abrupta, ao contrério, o texto serd organizado
de modo que as transicoes sejam suavizadas. Nesse sentido, pontos importantes da
argumentacdo serdo freqiientemente retomados com o objetivo ambivalente de
aprofundamento da argumentagdo e de ligacdo do texto consigo mesmo, de coesdo do
texto.

A proposta do texto assumird contornos mais claros apenas na Parte B que,
portanto, serd fundamental para o trabalho. A argumentacdo preliminar da Parte A, que
terd um propdsito expositivo e introdutério a tematica do texto, serd retomada, em seus
pontos principais, € aprofundada desde a primeira secdo da Parte B. Isso terd, também, o
efeito de preparagdo para o estudo de caso que serd realizado na Parte C. Esse estudo de
caso servird a um propésito duplo: primeiro, ilustrard pontos especificos e importantes da
argumentacdo, de modo que terd um efeito esclarecedor sobre esses pontos, €, em
segundo lugar e a0 mesmo tempo, serd um instrumento de avaliacdo da plausibilidade da
proposta geral do texto.

E importante deixar claro, desde jd, que o trabalho ndo ird proceder através de
uma reducdo da Matemadtica a uma definicdo qualquer. Ao contrério, o procedimento sera
o de buscar iluminar certos aspectos da Matematica e extrair conseqiiéncias da afirmacao
de que a Matematica possui esses aspectos para uma compreensio de segunda ordem da

Matematica. Esse procedimento deverd ficar claro na seqii€ncia do desenvolvimento do

texto.?
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§4-Notas

1-A primeira oracdo da introdugdo do primeiro livro, Théorie des Ensembles, dos Eléments de

Mathématique de N. Bourbaki, considerado o organon contemporaneo, uma sistematica dos elementos da

Matematica, expressa esse fato: “Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit demonstration;”.

2 -A caracterizacdo da Matematica como o estudo, segundo o método axiomdtico-dedutivo, de nogdes
matemdticas ndo é uma defini¢do que diz qual € esséncia da Matematica, apenas aponta para a extensiao
(trivialmente) correta. Cabe aqui a distingdo medieval entre definicdo real e nominal. Nesse sentido, essa

caracterizag@o pode ser vista como uma defini¢do nominal.
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PARTE A
FUNDAMENTOS DO PENSAMENTO MATEMATICO NO SECULO XX

§1- ““Abstract Nonsense”

A primeira parte desse trabalho é destinada a formulacao e elaboracdo do que eu
entendo por Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX. Como ficaré claro
mais adiante, Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX ndo é o mesmo que

Fundamentos da Matematica. Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX €

estritamente mais abrangente que Fundamentos da Matematica.! Essa exposicdo dos

Fundamentos (do Pensamento Matemético no século XX) € essencial para tornar claro o
significado da questdo, com a qual o presente trabalho pretende lidar, acerca da
relevancia fundacional de determinados procedimentos. Antes de qualquer coisa, convém
reunir alguns dos pressupostos bdsicos desse trabalho, que ja foram parcialmente
discutidos nas partes introdutdrias do texto, em algumas observagdes:

-Os Fundamentos ndo se reduzem a um museu de figuras histéricas como Frege,
Russell, Hilbert e Godel. A retomada histérica dos grandes pensadores da drea e os
correspondentes registros historicos sdo indispensdveis, e sdo partes constituintes da boa
prética e da educacdo nessa disciplina, mas ndo sdo um fim em si. Este trabalho ndo se
dirige aqueles que pensam que Filosofia é apenas Histéria da Filosofia e que tudo o que
ha para ser dito em Filosofia ja foi dito por alguém.

-Pensadas como duas disciplinas da reflexdo humana no século XX, Fundamentos
e Matemadtica ndo estdo em uma relacio de exterioridade, uma em oposi¢do a outra. Essas
disciplinas se constituem mutuamente, interpenetram-seé uma € outra em Seus
movimentos.

-Enquanto disciplina filoséfica, Fundamentos assume um carater mais normativo
que descritivo, no que concerne as condi¢des de significacdo das no¢des matematicas. A
atividade do matematico particular estd sujeita a todo tipo de contingéncia, inclusive

sujeita aos caprichos da particularidade idiossincratica. Fundamentos ndo pode dizer
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muito sobre a pratica do matematico particular. Nao se pode exigir de uma disciplina
mais precisao do que a que ela pode fornecer.

-Fundamentos € o processo de determinacao progressiva do que € o conhecimento
matemadtico. A pratica de Fundamentos contém a atividade de estabelecer condigdes
racionais, ou pressupostos, de significacio e de unidade efetiva da Matematica
contemporanea. Uma das finalidades dos Fundamentos € mostrar que a Matemadtica ndo é
um amontoado de resultados vagamente relacionados, € estabelecer a coesdo da
Matematica, sempre em estrita observancia a ressalva feita na introducao (§2) sobre a
unidade incondicionada.

O conteido dessa primeira parte pode ser entendido como uma espécie de
demonstracdo da plausibilidade dos pressupostos reunidos nas observacdes acima.
Contudo, o presente trabalho possui a finalidade de alcangar metas especificas, como a de
estabelecer a relevancia fundacional de conteidos da Teoria de Modelos. O texto ird
explicitar quais serdo essas metas e como o trabalho pretende alcancé-las, tarefa que ja
comeca a ser desenvolvida a partir da préxima secao, e que serd aprofundada nas Partes B
e C. Se a presente abordagem constitui alguma coisa no mundo, entdo ela ¢ uma
abordagem nao-reducionista, no sentido de que a Matematica ndo serd reduzida a algo
estatico como um sistema formal da Teoria de Conjuntos e ndo serd proposta nenhuma
outra defini¢do real, intensional da Matematica como o estudo de algum tipo especial de
objeto abstrato. Por exemplo, ndo adotaremos uma definicdo de Matemdtica como o
estudo de conjuntos, estruturas matemdticas ou categorias. A Matemadtica é muito mais
abrangente e ndo serd reduzida a nenhuma defini¢do estética, orientada a categoria do
objeto como essas acima. Ao contrdrio, adotamos a caracterizacao da Matematica como o
estudo, segundo o método axiomdtico dedutivo, das nocdes matemdticas. Essa
caracterizacdo é, em primeiro lugar, verdadeira, pois apenas aponta para a extensao
correta; nao € intensional. Em segundo lugar, ndo € orientada a categoria do objeto, pois
ndo € uma definicdo em termos de tipos de objetos abstratos, €, conseqiientemente, as
questdes relevantes para uma reflexdo sobre o conhecimento matemdtico ndo sdo
questdes ontoldgicas, mas sim questdes semanticas, como a questdo a respeito da
predicacdo das no¢des matematicas. Por ultimo, essa é uma caracterizacdo dinamica, pois

a compreensdo e a propria formulacdo das no¢des matemdticas sofrem modificagdes ao
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longo da histéria, e, portanto, essa caracterizacdo nao congela a Matemdtica em uma
defini¢do estatica que pode apenas, no melhor caso, contemplar o periodo presente. Para
evitar mal entendidos, enfatizo que é extremamente importante poder expressar toda a
Matemaética em um dominio universal como a Teoria de Conjuntos, indispensavel para as
andlises que faremos do conhecimento matematico. Contudo, definir a Matematica como
o estudo de algum tipo de objeto abstrato, como conjuntos ou categorias, € um erro

metodoldgico e histérico, do meu ponto de vista.

§2- Fundamentos

A descricio do trabalho de Fundamentos consiste em apontar determinadas
atividades intelectuais, as quais sdo atribuidas contetido fundacional, atividades que sdo
relevantes em termos de uma reflexdo sobre o conhecimento matemadtico. Essas
atividades serdo denominadas atividades fundacionais. A primeira categoria de atividade
fundacional claramente discernivel, no contexto das reflexdes sobre o conhecimento
matematico, € a atividade de determinacdo e explicitacdo de pressupostos de partes da
Matematica por meio de andlise 16gica. Os chamados Programas Logicista e de Hilbert de
fundamentos podem ser vistos, sobretudo, como atividades dessa natureza, assim como o
trabalho do grupo Bourbaki de formalizacdo da Matemadtica na Teoria de Conjuntos.
Como exemplos contemporaneos desse tipo de atividade tem-se a Matemdtica Reversa de

Harvey Friedman e Stephen Simpson e o Projeto Mizar (ver http://www.mizar.org/) de

formalizacdo da Matemadtica na Teoria de Conjuntos, mas nesse projeto a formalizacao se
da em um ambiente computacional.

Sobre essa atividade de explicitacdo de pressupostos, observa-se, em primeiro
lugar, que ndo se trata necessariamente de uma critica do conhecimento matemaético e, em
segundo lugar, que os programas de fundamentos sdo, sobretudo, programas de pesquisa
de natureza técnica. De fato, para realizar uma atividade de explicitacdo de pressupostos,
o grupo que levard adiante essa atividade pode, de inicio, considerar a Matematica como
um aglomerado de resultados individuais, e, entdo, separa-se uma parte que, espera-se,
caia no escopo dos pressupostos e, a seguir, submete-se essa parte a uma andlise l6gica

especifica para cada tipo de pressupostos. Dessa forma o Programa de Hilbert, bem como
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as propostas pos-Godel de resgate desse programa, sdo, sobretudo, a atividade de
explicitacdo de pressupostos finitistas e nesse caso a base para realizar a andlise 16gica é
formada por certos fragmentos da aritmética. Do mesmo modo, retomadas do Programa
Logicista consistem em explicitacdo de pressupostos de natureza logica, tomando por
base para a andlise 16gica variantes do Célculo de Predicados ou da Logica de Segunda
Ordem, conforme o caso. Analogamente para programas de explicitagdo de pressupostos
de natureza construtiva, predicativa, etc.

A propositura de um programa desse tipo consiste basicamente em conclamar
seus adeptos ao ingresso em uma campanha de forca: cada um deve ficar responsavel
pela andlise 16gica de alguns teoremas da parte delimitada da Matematica. Delimitar uma
parte da Matemadtica € um trabalho essencial para a sobrevivéncia de um programa desse
tipo, ja que hoje ninguém (?) espera desenvolver de modo pleno a Topologia Conjuntista
ou a Teoria Abstrata da Medida apenas com pressupostos finitistas, por exemplo. Mas
resultados negativos também fazem parte dessa atividade extremamente dura. Além
disso, para que o programa tenha algum impacto, deve-se lidar com a explicitacdo de
pressupostos de teoremas que a comunidade matemadtica valoriza, com a explicitacdo de
pressupostos dos canones dos curriculos de pds-graduagdo mais respeitados, em
resultados positivos ou negativos.

O segundo aspecto identificdvel dos Fundamentos € a atividade de compreensao e
critica do conhecimento matematico no todo do conhecimento humano e, dessa forma,
lidar de modo coerente e com profundidade com as questdes da aplicabilidade da
Matematica nas Ciéncias naturais, da objetividade do conhecimento matematico e da
possibilidade da comunicacdo da Matemdtica, o que envolve inevitavelmente uma
estruturacdo conceitual da realidade. Nao se trata de escolher arbitrariamente um sistema
filos6fico como o de Aristételes ou Kant, e, sim, de ndo ignorar toda a tradicdo de
investigacdo filosofica, todo o progresso na forma de distingdes filoséficas penetrantes
que os filosofos fizeram desde os antigos. Trata-se, no minimo, de saber reconhecer
estatura intelectual quando se esta diante dela, e de saber que até mesmo divergir de um
grande pensador significa um enorme ganho conceitual, j4 que apenas para conseguir

discordar seriamente de um conjunto bem articulado e coerente de teses de um grande
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sistematizador € preciso uma atividade filos6fica substancial de formulagcao das préprias
posicoes.

Esse aspecto dos Fundamentos se identifica com a atividade chamada Filosofia da
Matemitica. E claro que os programas de fundamentos e a Filosofia da Matemdtica se
relacionam: programas de fundamentos sdo motivados por posi¢des filoséficas e as
abordagens da Filosofia da Matemaética sao balizadas, analisadas criticamente e eventuais
insuficiéncias suas sdo apontadas a luz de resultados ligados aos programas de
fundamentos. A eventual efetivacio ou a derrocada parcial de um programa bem
formulado como o Programa de Hilbert tem, claramente, enorme impacto em questdes
interpretativas, mas, mesmo assim, tais questdes ainda s6 podem ser elaboradas com
distin¢des filosoficas cuidadosas € ndo sob um ponto de vista técnico, em um sentido
estrito. O ponto de vista estritamente técnico pode, no maximo, servir como baliza para a
abordagem de questdes cldssicas de natureza interpretativa, ja que sequer diz respeito, de
modo direto, a algumas dessas questdes.

Portanto, o primeiro aspecto dos Fundamentos € diferente do segundo: aquele é,
sobretudo, de natureza técnica e este, filoséfico. Mas ha ainda uma outra dimensao dos
Fundamentos: € a atividade que consiste em desenvolvimento e andlise critica de
resultados 16gico-matematicos sobre teorias de natureza verdadeiramente interdisciplinar
dentro da Matemadtica que, quando estabelecidos, tais resultados sobre teorias desse tipo
enriquecem e aprofundam a compreensdo a respeito de dreas distintas da Matematica e
desempenham um papel unificador de determinados conteidos matematicos. Um
exemplo esclarecedor de uma teoria de natureza interdisciplinar € a teoria das algebras de
Boole, com a ja cldssica dualidade de Stone, estabelecida entre dlgebras booleanas e
espacos topoldgicos de Hausdorff, compactos e zero dimensionais, por meio da nocdo
matematicamente bi-fronte de filtro. Nao se trata de uma mera aplicagdo da Topologia a
um problema de Algebra, ou vice-versa. Esse resultado é ao mesmo tempo um resultado
da Algebra e da Topologia, um resultado unificador chave das dreas as quais ele diz
respeito. Parece que € possivel colocar uma teoria desse tipo em uma perspectiva légica,
mediante uma teoria universal de dualidades e espacos de Stone que apresente contetdo
fundacional legitimo. A Geometria Algébrica ¢ um outro exemplo de teoria matemética

de natureza interdisciplinar. Parece, pelas incursdes que a Teoria de Modelos tem feito
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em Geometria Algébrica, que também € possivel incorporar uma parte dessa teoria no
enquadramento 16gico universal da Teoria de Modelos, de modo que esse enquadramento
possa desempenhar um papel unificador de noc¢des matemdticas fundamentais como
Geometria e Aritmética. Um desenvolvimento desse tipo, bem como a andlise de alguns
de seus desdobramentos, deve constituir uma atividade fundacional legitima.

Esse terceiro aspecto dos Fundamentos € diferente dos outros dois e, de fato, ele
surge na necessidade de reforcar internamente a unidade do conhecimento matematico,
uma insuficiéncia dos outros dois aspectos. Os programas de fundamentos e a Filosofia
da Matematica sdo, em grande medida, exteriores a Matemadtica e, assim, no melhor caso,

constituem apenas uma espécie de unidade formal, sem conteiido matematico substancial,

que é necessdria, mas ndo basta, pois, isoladamente, seria uma unidade artificial.? Para

suprimir essa artificialidade € preciso estabelecer, também, internamente, a coesdo do
tecido matematico, em oposicdo a uma unidade contingente, e € sobretudo nesse nivel
que ocorre a interpenetracdo dos Fundamentos e da Matematica. O terceiro aspecto dos
Fundamentos €, em certa medida, a tentativa de ir além de uma unidade contingente, de
estabelecer uma unidade em relacdo direta com o conteido. Ao mesmo tempo essa
dimensao dos Fundamentos se relaciona positivamente com as outras duas, na medida em
que aquela contém resultados da Logica Matemética, que € o veiculo dos programas de
fundamentos e que ndo pode ser ignorada em uma atividade filosofica sobre o
conhecimento matemdtico, racional por natureza. Essa discussdo € muito importante para
o presente trabalho e serd retomada e consideravelmente aprofundada na Parte B. Por
enquanto, na Parte A, a principal preocupacdo € a de expor a concep¢do geral e os
elementos bdsicos constitutivos da argumentacdo geral, que pretende mostrar que certas
atividades sdo relevantes do ponto de vista de uma reflexdo sobre o conhecimento

matemadtico.
§3- Légica Matematica
A Logica Matematica viu a luz do dia pelas maos de Frege, no alvorecer do

Programa Logicista. Seu desenvolvimento inicial se deu completamente no contexto dos

programas de fundamentos. Desde entdo, a Logica Matematica se desenvolveu



19

enormemente em variadas direcdes, ndo se restringindo ao papel de veiculo dos
programas de fundamentos. Tampouco é a Ldgica Matemdtica contemporanea uma
subarea da Filosofia da Matematica e a maior parte dela ndo € de especial importancia
para uma andlise filos6fica geral. Assim, se algum conteido fundacional pode ser
atribuido a certos resultados e teorias mais recentes da Logica Matematica, entdo esse
possivel conteido deve vir do papel unificador desempenhado pelo resultado ou teoria
em questdo.

Logica Matematica € aqui entendida em um sentido amplo como uma colecao de
determinadas disciplinas, e ndo deve ser confundida com Légica de Primeira Ordem ou
de qualquer outro tipo. A colecdo de disciplinas e resultados da Ldégica Matemaética
constituem agora, acima de tudo, um método eficiente para atacar problemas com os
quais os matemaéticos se deparam com bastante freqiiéncia. Problemas de universalizacdo
de determinadas partes de disciplinas matematicas, muitas das vezes, s encontram uma
solucdo precisa e certeira na Logica, bem como problemas de legitimidade de métodos
classicos e principios heuristicos no contexto atual. H4 muitos exemplos de candidatos a
solucdo para problemas desses dois tipos (problemas de universalizacdo e problemas de
legitimidade) na Légica. Mas para estabelecer que, de fato, um desses exemplos ndo é
apenas um candidato, € preciso tornar claro o que se quer dizer com solug¢des para
problemas de universalizac¢do ou legitimidade e desenvolver uma andlise especifica. Isso
¢ um dos objetivos do presente trabalho, mas ndo € conveniente sobrecarregar
prematuramente a exposi¢ao com as analises mais densas, que serdo postergadas para as
Partes B e C.

O Principio de Lefschetz da Geometria Algébrica, cuja formulacdo e
demonstragdo, para linguagem de primeira ordem, sdo devidas a Alfred Tarski, € um
exemplo de candidato a solugao (I6gica) de um problema de legitimidade, e a Teoria de
Galois desenvolvida na Loégica por Bruno Poizat parece constituir um exemplo de
solucdo de um problema de universalizagdao. Na verdade, o presente trabalho ird mostrar
que esse € o caso, na Parte C. Também a conservatividade parcial de resultados da Teoria
Analitica dos Numeros com relagdo a Aritmética de Peano (cf.:[41]) e as generalizag¢des
da dualidade de Stone sdo exemplos de candidatos a solugdes desses dois tipos de

problemas. A retomada no interior da Loégica dos métodos infinitesimais, agora
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estabelecidos inequivocamente, conhecida como Andlise nao-Standard, é outro caso
exemplar de candidato a solu¢do de um problema de legitimidade de métodos cldssicos
no contexto atual. Nao obstante, o alcance da Logica Matematica ndo se restringe a esses
dois tipos de problemas. Os problemas da Computacdo Tedrica e os problemas de
decidibilidade e consisténcia de teorias matematicas sdo outros tipos de problemas da
Matemadtica que encontram tratamento inteligente apenas no contexto da Logica. As
aplicacdes da Teoria de Modelos a Teoria dos Corpos e a indispensabilidade da Teoria
das Categorias em importantes dreas da Matemética contemporanea como a Geometria
Algébrica e a Topologia Algébrica sdo outros exemplos do alcance e eficiéncia desse
método chamado Légica Matematica.

A diversidade de situacdes matemdticas a que os métodos da Ldgica se aplicam,
por necessidade racional, € a manifestacdo do cardter universal da Légica na Matematica,
mostrando que a Ldgica estd presente na Matemadtica ndo apenas como um elemento de
organizacdo externo, mas estd também de maneira imanente nos problemas mesmos da
Matemitica, e, possivelmente, reforcando a unidade da Matemdtica em uma relacdo
direta ao conteddo. Isso ja poderia garantir conteddo fundacional geral para a Logica
Matematica por meio do terceiro aspecto dos Fundamentos. Contudo, isso ainda nao foi
devidamente analisado, como também ainda ndo estd claro se ha algum estatuto mais
especifico de Fundamentos em termos de conseqiiéncias epistemoldgicas de resultados e
teorias l6gicas particulares. Entre os casos citados acima, é de especial interesse uma
andlise mais cuidadosa da Teoria de Galois, a fim de mostrar que de fato ha contetido

fundacional, mas estabelecer este contetido requer uma elaboragao ulterior.

§4- Formalismo

No §2, algo foi dito sobre programas de fundamentos que envolvem o processo de
formalizacdo da Matemadtica e sobre o Programa de Hilbert, fazendo-se referéncia
indireta a0 Formalismo. Formalismo ¢ um termo que sofre com a poluicdo gerada por
diversas formulagdes e muitos mal-entendidos. Por enquanto, é suficiente entender um
aspecto da posicao formalista geral, que pode ser expresso do seguinte modo: para fins de

uma investigagdo matematica de segunda ordem (Metamatemadtica), é possivel entender
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as demonstracdes matematicas como um processo mecanico de manipulagdo simbdlica
segundo regras em um sistema formal. Essa formulacdo ndo contém a afirmacdo, e
também ndo segue dela, de que demonstragdes matemdticas S0 apenas um processo
mecanico e que a Matematica se reduz a um jogo formal de seguir regras de manipulacdo
simbolica sem significado. O aspecto formulado acima e outros da posicdo formalista
geral sdo expressos de certa forma no Programa de Hilbert e essa posi¢cao é diretamente
associada ao matematico alemdo David Hilbert e a sua escola. O Formalismo € analisado

e exposto de maneira ampla por Detlefsen (cf.:[15]).

§5-Organizacio da Matematica (parte I)

A organizacdo da Matematica na Teoria de Conjuntos € uma atividade de
Fundamentos, sobretudo uma atividade de explicitacio de pressupostos comuns a
Matematica toda como, por exemplo, o Axioma da Escolha. Essa atividade € importante
para Fundamentos, pois, entre outras coisas, permite concentrar a andlise de certos
problemas em um nucleo reduzido de axiomas. Por exemplo, o problema da consisténcia
da Matemdtica fica dessa forma localizado na consisténcia de um sistema delimitado. A
Teoria de Conjuntos é uma espécie de dominio universal onde a Matematica se expressa.
Teoria de Conjuntos € tomada aqui em um sentido amplo e ndo deve ser confundida com
um sistema formal da Teoria de Conjuntos. (Esse sentido de Teoria € usual em
Matematica. Por exemplo, Teoria de Grupos trata de subgrupos, isomorfismos e outras
coisas externas a qualquer sistema formal da Teoria de Grupos).

Esse grande feito dos Fundamentos, sem duvida, fornece unidade para a
Matemadtica e a propria Teoria de Conjuntos, cujo desenvolvimento fornece o contexto
semantico de toda a Matemadtica de hoje, abrange uma andlise logica e filoséfica
penetrantes, e resultados extremamente profundos sobre sistemas formais da Teoria de
Conjuntos foram obtidos. Desse modo, o conhecimento sobre o alcance e limitagdes dos
sistemas formais da Teoria de Conjuntos €, de certa forma, satisfatério para uma pratica
relativamente segura da Matematica no seu interior e hd uma suspeita de que serd dificil
fazer algo que represente melhora substancial nessa direcdo. Entdo, para que mais

resultados e mais reflexdo em Fundamentos? A drea ndo se da por encerrada?
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Na verdade, nenhum aspecto dos Fundamentos chega ao fim da linha aqui. Em
termos de explicitacdo de pressupostos, a organizacdo da Matemdtica em um sistema
formal da Teoria de Conjuntos é muito mais do que se precisa em dreas inteiras da
Matemitica, portanto é uma explicitacdo grosseira quando olhada sob o ponto de vista
particular de determinadas areas. Com relacdo a Filosofia da Matematica, as limita¢des
dos sistemas formais da Teoria de Conjuntos deixam o flanco aberto para a atividade
interpretativa do proprio sistema formal, além das atividades filoséficas gerais que sequer
sdo arranhadas pela organizacdo da Matemdtica. Por dltimo, a unidade através da Teoria
de Conjuntos €, sobretudo, uma unidade formal, no sentido de que € unidade proveniente
da forma de sistematizacdo do conhecimento matemadtico, portanto, em certa medida,
exterior e contingente, porque hé certo grau de arbitrariedade em qualquer organizagdo da
Matemitica sobre uma base uniforme.

O primeiro estdgio na organizacdo canOnica da Matemdtica é a Logica (de
Primeira Ordem) Finitdria, que se refere aquela parte da Logica Matematica desenvolvida
com uma meta-teoria formalizavel em certo sistema da Aritmética (como o sistema PRA

da Aritmética Primitiva Recursiva de Skolem), seguindo a terminologia de Nelson

(cf.:[Nelson, 32]).3 A Loégica Finitaria fornece o material 16gico basico necessario para

desenvolver e analisar um sistema formal finitdrio. O segundo estigio é o de
desenvolvimento e andlise de um sistema formal finitirio como ZFC com as técnicas da
Légica Finitaria. O terceiro estdgio da organizacdo candnica da Matemadtica € a definicao
de suas nogdes basicas dentro do sistema formal ZFC. Todos os estdgios dessa
organizacdo encerram uma arbitrariedade, em maior ou menor grau.

No primeiro estigio hd uma escolha da formulacio da Ldgica Finitdria.
Normalmente a Ldégica € formulada com quantificadores, mas as formulacdes podem
variar ligeiramente de acordo com a interpretacio das varidveis livres. H4d duas
interpretacdes possiveis: a interpretacdo condicional das varidveis e a interpretacdo da
generalidade. Na interpretacdo da generalidade vale a Regra de Generalizagdo. Nessa
interpretacdo as varidveis sdo entendidas como elementos sintdticos que podem
representar qualquer individuo do dominio do discurso, mas nenhuma atribuicdo de
valores € fixada em principio. Portanto, a interpretacdo da generalidade distingue

varidveis de constantes, jd que constantes sdo sempre entendidas como elementos
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sintaticos que podem representar qualquer individuo do dominio do discurso, mas alguma
atribuicdo de valores é fixada em principio. A interpretacdo condicional colapsa a
distin¢do entre varidveis livres e constantes. Nessa interpretacdo formulas com varidveis
livres sdo entendidas como hipéteses sobre as suas varidveis livres. Consequentemente, a
Regra de Generaliza¢do com relacdo a uma varidvel s6 pode ser aplicada quando niao ha
hipéteses adicionais sobre essa varidvel. Por outro lado, o Teorema de Deducdo passa a
valer mais geralmente nessa interpretacio. E possivel formular a sintaxe de acordo com
uma interpretacdo € a semantica com a outra. Isso implica em condi¢des técnicas
adicionais no Teorema da Completude, que relaciona a sintaxe e a semantica. Se a
sintaxe, ou semantica, for formulada de acordo com a interpretacdo da generalidade, é
possivel simular aquilo que € feito na outra interpretacdo acrescentando constantes na
linguagem. Do mesmo modo, se a sintaxe, ou semantica, for formulada segundo a
interpretacdo condicional, é s6 quantificar universalmente as férmulas para simular
aquilo que € feito na outra interpretacao.

Mas essas ndo sdo as Unicas variantes possiveis, hd varias outras. Bourbaki

escolhe a formulagdo de Hilbert para a Ldgica, com o operador &, e ndo a formulacao

candnica com quantificadores. Pode-se argumentar que essa escolha é feita com base no
fato de que esse operador, ao contrario dos quantificadores, faz referéncia a totalidade
apenas de modo indireto, exatamente ao definir os quantificadores. Por outro lado essa
escolha baniria da Matematica de Bourbaki (ou dos Fundamentos da Matematica de

Bourbaki) o resultado de Cohen sobre a independéncia do Axioma da Escolha, ao

permitir no Axioma Esquema da Compreensao certo uso liberal do operador € de Hilbert,

j4 que, desse modo, o Axioma da Escolha € conseqiiéncia l6gica dos outros axiomas.
Alids, isso ndo seria problema para Bourbaki, que praticamente desconsiderou
arbitrariamente todo o desenvolvimento da Légica Matematica posterior a 1928, data da
publicacdo do livro Grundziige der theoretischen Logik de David Hilbert ¢ Wilhelm

Ackermann. Além disso, Mathias (cf.:[Mathias, 30]) mostrou como certas escolhas de

Bourbaki levaram a situa¢do grotesca em que o termo para o nimero 1 naquele sistema

formal ndo pode ser escrito com os recursos disponiveis no universo. Ainda, como

apontou Corry (cf.:[Corry, 12]), Bourbaki rapidamente abandonou a linguagem formal,
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estabelecida nos capitulos de Teoria dos Conjuntos, nos volumes de Algebra, Andlise e
Topologia, e o préprio grupo possuia dividas quanto a pertinéncia da publicacdo de um
volume de Teoria de Conjuntos. Portanto, a prépria formulacdo da Loégica envolve
muitas escolhas e inten¢des que nao sdo diretamente motivadas por necessidades internas
da Matematica, e, dessa forma, encerra arbitrariedade.

No segundo estdgio a arbitrariedade é ainda mais dramatica porque, além de uma
escolha de um sistema formal da Teoria de Conjuntos que € similar ao que ocorre no
primeiro estdgio, hd também uma escolha que € a prépria escolha da Teoria de Conjuntos
para desempenhar o papel de dominio universal. Essa situa¢do niao aparece no primeiro
estagio, j4 que ndo ha, e é mesmo dificil imaginar, alguma outra coisa que possa
desempenhar o papel da Ldgica Finitdria, e que ndo seja dependente dela. Mas, com
relacio ao segundo estdgio, existe alternativa. E uma outra disciplina da Ldgica
Matematica conhecida como Teoria das Categorias, e argumentos em favor de uma ou
outra alternativa ja foram elaborados. Além disso, uma vez estabelecida a Teoria de
Conjuntos como escolha candnica, a escolha do sistema formal € arbitréria. Isso se deve
em grande parte porque esses sistemas formais sdo incompletos. Os axiomas de ZFC sdo
verdadeiros com relacd@o a hierarquia iterativa cumulativa (correspondem a determinagdes
da andlise desse conceito preliminar de hierarquia de conjuntos), mas, se consistentes,
ndo expressam de modo completo um conceito construido correspondente, situacdo que €
irremedidvel. Entdo, por que sé esses axiomas € nao mais?

O grau de arbitrariedade que o terceiro estdgio encerra é devido ao fato de que ha
defini¢Oes alternativas para objetos matemadticos e para as proprias nogdes da Logica
Matemadtica, em particular. Uma nocao fundamental como a de Estrutura Matematica de
Primeira Ordem admite varias definicdes conjuntistas, apenas submetidas a condi¢des
gerais como a de ser hereditariamente finita sobre o dominio, etc. Por outro lado, esse ja é
um problema menor a essa altura. E apenas o reflexo de certa exterioridade dessa
atividade fundacional que é a organizacdo candnica da Matemdtica, exterioridade
vulgarmente expressada naquela zombaria sobre o ridiculo teorema a respeito da
“intersecdo de e e m”. Esse teorema, que afirma que a intersecdo de e e m é igual a e, é
completamente desprovido de interesse matematico, € o tipo de resultado que surge

apenas na formalizacdo da Matematica na Teoria de Conjuntos € ndo em um contexto
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matemadtico relevante, o que é, as vezes, usado para mostrar como a formalizacdo
introduz elementos externos que nao tem nada a ver com a Matematica (ver, por
exemplo, nos arquivos da lista de discussdo FOM, em janeiro de 1998, a mensagem: e

intersect pi: http://www.cs.nyu.edu/pipermail/fom/1998-January/000956.html).

O lugar privilegiado que a Légica Finitdria ocupa na organizagao da Matematica
nao € por acaso. Nao ha candidato a altura para uma eventual substituicdo naquele papel.
Nao ha nada conhecido que seja mais bdsico e a0 mesmo tempo capaz de realizar a
funcdo da Logica Finitdria na organizagdo. Sua colecdo de resultados profundos é
impressionante: Teoremas da Incompletude de Godel, Teorema da Completude de
Hilbert-Bernays, Teorema de Herbrand, Hauptsatz de Gentzen, Teorema da Consisténcia
de Hilbert-Ackerman, Teorema de Skolem (Skolemizacdo), Teorema de Extensdes por
Defini¢do, Teorema de Post das Tautologias, Teorema da Interpretacdo, etc. E uma lista
intimidadora. Ao mesmo tempo, a Ldogica Finitdria estabelece outras propriedades meta-
tedricas da Ldégica de Primeira Ordem como, por exemplo, que ndo hd sobreposi¢des
problematicas entre a parte 16gica e a parte ndo 16gica de um sistema formal como ZFC,
o que ocorre com a Logica de Segunda Ordem. Essa propriedade € essencial para a
organizacdo: é importante separar a parte logica da parte nao 16gica da Matemaética para
que se possam realizar andlises ligadas a problemas de absolutidade e vagueza.

Além disso, vale a pena mencionar ainda que hd uma caracterizagcdo elegante da
Légica de Primeira Ordem obtida por Lindstrom. O (Primeiro) Teorema de Lindstrom da
Teoria de Modelos Abstrata estabelece, em certos sistemas légicos, uma relacdo de
compensagdo entre expressividade e riqueza de métodos modelo-tedricos. Esse resultado
caracteriza a Légica de Primeira Ordem, sabidamente “cega” para a distin¢do infinito
potencial/infinito atual e para os diferentes niveis de infinito devido a compacidade e ao
Lowenheim-Skolem para baixo. A caracterizagio é obtida em termos de maximalidade de
poder expressivo relativamente a certa categoria de sistemas légicos, uma caracterizagao
de natureza modelo-tedrica. Nao ha duavida de que o Teorema de Lindstrém € importante
para a Filosofia da Matemadtica e obter qualquer resultado sobre uma possivel

caracterizacdo da Logica de Primeira Ordem no contexto da Teoria da Prova, ou seja,

uma contraparte sintdtica do Lindstrom, seria um feito extraordinario da Légica.*
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Voltando a Légica Finitdria, seus conceitos e resultados sdao essenciais para que o
desenvolvimento da Matematica no interior do sistema formal ZFC faga algum sentido.
Assim, objetos como provas em ZFC ndo sdo apenas uma referéncia a mais um sistema
formal. As afirmacdes da Logica Finitaria sobre esses conceitos sdo tomadas como
significativas, a menos que se adote um niilismo matematico. O Teorema de Extensoes
por Definicdo, por exemplo, estabelece a conservatividade de certo procedimento de
introducdo de simbolos na linguagem, que € usado jad nos primeiros passos dentro do
sistema formal ZFC. Abrir méo do significado objetivo desse procedimento ndo é menos
que abrir mao do significado da expressao “formalizar a Mateméatica em ZFC”: ndo faria
sentido dizer que se estd formalizando a Matemética em ZFC quando na verdade se estd
trabalhando em uma extensdo desse sistema. Aqui aparece o elemento ideal da
organizacdo canOnica da Matemdtica. A Matemadtica, mesmo enquanto cole¢do de
resultados apenas, ndo pode ser toda ela formal, no sentido mais estrito de admitir um
processo de formalizagdo completo e auto-suficiente em ZFC. H4 um ambito
matematico, constituido por certos resultados da Logica, que desempenha o papel de
garantir que o processo de formalizacdo, de fato, formaliza em ZFC. As nogdes
matemadticas, ainda ndao formalizadas em ZFC, com as quais esse dmbito opera,
funcionam, nessa etapa pré-formaliza¢io em ZFC, como nogdes operatérias que serio,
posteriormente, tematizadas dentro do proprio sistema formal. Portanto, a afirmacio de
que hda um processo de formalizacdo (potencialmente) completo dos resultados
matematicos em ZFC faz referéncia a um contetido matemdtico — parte da Ldgica
Finitdria - que deve, entdo, ser tomado como significativo independentemente da
formalizacdo desse mesmo conteudo.

Do processo conhecido como numeracdo de Godel (aritmetizagdo da metateoria
ou traducdo estrutural da Ldgica na Aritmética) resulta que as demonstragdes dos
(meta)teoremas citados acima sdo de natureza aritmética. Alguns desses teoremas (Post,
Incompletude, Extensdes por Definicdo, Interpretacio) admitem formalizacio em
sistemas interpretdveis na Aritmética de Robinson. Outros (Herbrand, Hauptsatz, Skolem,
Hilbert-Ackermann, Hilbert-Bernays) sdo formalizdveis em sistemas mais fortes. A
Logica Finitdria € entdo, em certo sentido, um conhecimento aritmético (esse

esclarecimento deve-se a Godel, através da numeragcdo que leva seu nome) e ndo ha
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op¢ao ndo-niilista de nao aceitar como significativa parte desse conhecimento,
independente de se atribuir ou ndo significado objetivo ao restante do conhecimento
matematico. Se for possivel falar em preenchimento de inten¢des, entdo o conhecimento
aritmético tem o grau mais elevado de preenchimento de inten¢des matematicas de toda a
Matematica. A famosa frase de Kronecker de certa forma expressa a situagdo: Deus criou
os nimeros. Ao restante do conhecimento matemaético pode-se, em alguns casos, atribuir
significado externo a partir do mundo fisico, mas, nesse caso, apenas na medida em que
se pensa a Matemética e a Fisica Tedrica unidas.

Considerando tudo isso, a Teoria de Conjuntos forneceu o contexto semantico e a
uniformidade que a Matemdtica precisava para se desenvolver no século XX. Areas como
a Teoria Abstrata da Medida simplesmente ndo existiriam sem a Teoria de Conjuntos. A
Logica Matemaética também se beneficiou do ambiente conjuntista e a Teoria de Modelos
se desenvolveu completamente nesse meio. Portanto, a Teoria de Conjuntos ndo apenas
fornece organizagdo e uniformidade para a Matematica, mas, acima de tudo, possibilitou
o desenvolvimento mesmo dessa drea do conhecimento no século XX. Nao héd duvida da
importancia da Teoria de Conjuntos para os Fundamentos. Esses aspectos da organizacao

da Matematica serdao retomados na Parte B.

§6- Matematica e Légica

A Lobgica Finitaria, sendo o veiculo apropriado, mas ndo o unico a ser
considerado, para a organizacdo da Matemdtica, ocupa uma posi¢do de destaque nos
Fundamentos; contudo, isso ndo exclui o restante da Ldogica Matemdtica de conteddo
fundacional. H4 muitos outros resultados sobre a Ldgica de Primeira Ordem, além dos
desenvolvimentos da Loégica Finitdria sobre aspectos sintdticos da Ldégica de Primeira
Ordem, como o ja citado Teorema de Lindstrom. Seguindo Hintikka (cf.:[Hintikka, 20]),
a Logica tem duas fungdes gerais. A primeira funcdo da Légica € a fun¢do dedutiva. Essa
funcdo € desempenhada a contento pela Ldgica de Primeira Ordem, pois ela admite
axiomatiza¢do completa. A segunda funcado da Ldgica € a fun¢@o descritiva, a fungdo de
expressar as nocdes matematicas. Essa segunda funcdo serd objeto de andlise no presente

trabalho.
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A organizacdo candnica da Matematica mostra que as demonstracdes matematicas
podem ser entendidas como aplicacdes de regras de inferéncia da Logica de Primeira
Ordem aos axiomas da Ldgica de Primeira Ordem e axiomas ndo légicos de ZFC. Isso
porque toda a informag¢do matemadtica pode ser codificada em axiomas de uma teoria
recursivamente axiomatizada, e os teoremas matemdaticos podem ser obtidos pela
aplicagdo de regras de inferéncia ldgicas. Pelo Teorema de Herbrand, o fato de que uma
determinada férmula (na forma prenexa) € ou ndo um teorema légico ndo € influenciado
por impurezas externas (varidveis escondidas?), mas depende apenas de propriedades
intrinsecamente légicas das subférmulas da férmula em questdo. Nao € necessario
considerar artefatos alienigenas para obter uma caracterizacao, ou mesmo uma prova dos
teoremas em uma Teoria de Primeira Ordem. O método da Légica de Primeira Ordem €
entdo puro, pelo Teorema de Herbrand (o Haupsatz de Gentzen segue na mesma dire¢ao).
Portanto, ndo é nenhum disparate dizer que a demonstracdo matematica é de natureza
l6gica. Para fazer essa afirmacdo, € essencial a pureza do método e a conseqiiente
separacdo precisa da parte 16gica da Matemdtica. De fato, se ndo fosse esse o caso, entdo
que sentido teria falar em uma natureza l6gica impura?

Conseqilientemente, a organizacdo da Matemadtica contribui bastante para a
questdo filoséfica da demonstragdo matemaética, sobretudo devido as propriedades meta-
tedricas da Logica de Primeira Ordem. Contudo, a organizagdo em si, que reduz todas as
definicdes da Matemadtica a defini¢des em ZFC, ndo contribui da mesma forma para a
questdo de classificar a complexidade l6gica de no¢des matemdticas, sendo necessdria,
mas insuficiente. Isso serd explicitado na seqiiéncia, mas seria artificial mostrar essa
insuficiéncia da organizacdo sem antes explicar e justificar a importancia da prépria
questdo da andlise 16gica das no¢cdes matematicas para os Fundamentos.

E através de nocdes matemdticas que o conhecimento matemaético, sempre no
ambito da linguagem matematica, se refere aos supostos dominios possiveis de elementos
matematicos e aos supostos possiveis estados matemadticos de coisas nesses dominios.
Nesse sentido s@o as nogdes matemadticas que dao objetividade a Matemaética, que reinem
as condi¢des para que a Matemadtica seja aplicavel a objetos. Os dominios de elementos
ou estados de coisas nesses dominios, referidos por uma nogao, constituem a esfera ou

extensdo da no¢do. Mas a cogni¢do matematica nio € uma relagcdo estitica a alguma coisa
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através de um conceito, ndo é um abrigo indiferente a uma coisa abrigada e separada
dela. Nesse sentido, expressar nocdes é condi¢ao necessaria da possibilidade da cognicao
matematica.

Do mesmo modo que a fun¢do dedutiva da Légica € ela mesma objeto de estudo
sistematico no interior da prépria Logica Matemadtica, a func@o descritiva da Ldgica
também € internalizada e estudada. Essa matematizacdo das fun¢des da Ldgica constitui
duas disciplinas da Logica Matemidtica: a Teoria da Demonstracdo no primeiro caso € a
Teoria de Modelos no dltimo. No presente trabalho, apenas a fun¢do descritiva da Logica
serd analisada e utilizada, e apenas a Teoria de Modelos serd considerada. E claro que
isso ndo significa que somente vale a pena considerar a Teoria de Modelos, trata-se
apenas de um esclarecimento metodolégico do trabalho.

A Teoria de Modelos internaliza a funcdo descritiva da Loégica por meio da
defini¢do da relacdo de satisfacdo em uma linguagem formal. No¢cdes matemadticas, em
um sentido amplo, sdo formas e referem-se a dominios possiveis de elementos, ou a
possiveis estados matematicos de coisas nesses dominios, encontram-se expressadas por
teorias (conjuntos de férmulas) de uma linguagem formal, ou por férmulas individuais de
uma teoria. Dominios sdo representados por estruturas matemadticas e estados
matematicos de coisas s@o representados por relacdes matematicas em uma determinada
estrutura. Os termos “conceito matematico” e “propriedade matematica” serdo reservados

para nocdes matemadticas expressadas, respectivamente, por teorias e férmulas em

Linguagem de Primeira Ordem, que € a linguagem formal da Teoria de Modelos.>

Um conceito matemadtico, ou uma propriedade, pode perfeitamente ser vazio, ter
extensdo vazia, se for contraditério. O que ndo pode ocorrer sdo conceitos e propriedades
imprecisas, que ndo definem precisamente uma extensdo, pois nesse caso nao se
constituiriam principios de classificagdo. Os conceitos expressos por uma teoria € 0s
dominios de elementos se relacionam pela relacdo de satisfacdo da linguagem formal
correspondente, bem como as propriedades expressas por féormulas de uma teoria e os
estados de coisas. A extensdo de um conceito expresso por uma teoria na linguagem
formal € a classe de estruturas (para uma mesma linguagem) associadas a teoria
correspondente através da relacdo de satisfacdo. Para a extensdo de uma propriedade

expressa por uma formula de uma teoria fixada hd duas possibilidades: € possivel
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considerar como extensdo da propriedade a subclasse dos modelos da teoria que validam
a propriedade. De outro modo, € possivel considerar a extensdo relativa a um
determinado modelo da teoria (estrutura ligada a teoria pela relacdo de satisfacdo), como
sendo a relagdo definida pela formula nesse modelo, a relacdo definivel no modelo pela
féormula que expressa a propriedade. Essas extensdes de uma propriedade expressa por
uma férmula da teoria, relativas a um determinado modelo, constituem a extensdo da
propriedade (a extensdo € constituida pelas extensdes relativas percorrendo os modelos).
Dois conceitos sdo co-extensivos (ou reciprocos) quando as respectivas classes de
modelos coincidem, e duas relacdes sdo co-extensivas quando as respectivas formulas
definem a mesma relacido no(s) modelo(s) considerado(s).

Surgem imediatamente diversas questdes: Quais classes de estruturas (para uma
mesma linguagem) sdo axiomatizdveis (extensdes de algum conceito expressado por
teoria)? Quais sao finitamente axiomatizaveis? Para uma dada teoria, quais relacdoes em
um modelo qualquer s3o definiveis (extensdes de propriedades expressadas por
formulas)? Conceitos co-extensivos sdo logicamente equivalentes? Que tipo de relagdo hd
entre as estruturas pertencentes a extensdo de um conceito expressado por uma teoria?
Quando ocorre que o conceito é determinado pela sua extensdo? Essas questdes e outras
serdo tratadas em contexto e momento oportunos, nas partes B e C. Por enquanto convém
apenas concluir a centralidade da fun¢do descritiva da Logica e de seu estudo sistemédtico
para a Filosofia da Matemdtica. Expressar nocdes matemdticas € condi¢do necessdria da
possibilidade da cogni¢do matematica, ja que ndo hd cogni¢ao sem nog¢des e nao hd nogao
ndo expressa. Portanto € indispensdvel para uma boa Filosofia da Matematica o
conhecimento das eventuais complexidades envolvidas na expressdo das nogdes

matematicas em certa linguagem.

§7- Légica de Primeira Ordem e Teoria de Modelos

A consideragdo de resultados matematicos, como os resultados da Teoria de
Modelos, para esclarecer aspectos do pensamento matematico, costuma ser imputada, por
alguns, de irrelevancia fundacional, com um argumento de circularidade. Por isso

convém deixar claro que circularidade s6 aparece quando se estd pensando em reducdo.
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Nao é circular usar a Matemdtica para analisar o conhecimento matemético. Para
entender como é possivel essa auto-andlise (pelo menos de uma parte substancial da
Matemitica) € preciso olhar mais de perto certos aspectos da organizacdao da Matemaética
na Teoria de Conjuntos.

Em primeiro lugar, essa tese da irrelevancia na consideragdo de resultados da
Teoria de Modelos deve ser colocada de forma mais especifica, pois colocada de modo
geral € trivialmente refutada. De fato, hd aplica¢des importantes de técnicas da Teoria de
Modelos na Teoria de Conjuntos, em particular em Construtibilidade, Forcing e Grandes
Cardinais. Isso € possivel, grosso modo, através da internalizacdo da relacdo de
satisfatibilidade combinada com argumentos de absolutidade (introduzidos por Godel em
seu j4 cléssico trabalho sobre a consisténcia do Axioma da Escolha e da Hipétese do
Continuo). E claro que é preciso muito cuidado para fazer isso, em vista dos resultados
limitativos de Godel e Tarski. Na verdade trata-se de desenvolver andlogos formais de
estruturas, isomorfismos, do Teorema da Corre¢ao e de algumas técnicas modelo-tedricas
como a constru¢do de ultrapoténcias, Teorema de Los e Lowenheim-Skolem.

Os resultados de Godel e Cohen sobre o Axioma da Escolha e a Hipétese do
Continuo, e o resultado de Scott, obtidos com as técnicas mencionadas, sao resultados
sobre a demonstrabilidade em sistemas formais para a Teoria de Conjuntos, estabelecidos
em uma metateoria finitaria. Desnecessério explicar a importancia desses resultados para
Fundamentos. Mas aqui nao hd nenhuma circularidade, ja que as provas sdo finitérias, e,
portanto, o estatuto fundacional desses resultados nao estd sob suspeita. A questdo da
relevancia fundacional, ou ndo, torna-se dramética apenas com relacao aos resultados nao
finitarios da Logica Matematica.

Os exemplos expostos nos pardgrafos acima mostram que € necessdrio ser mais
preciso com relacdo ao finitdrio e ao seu estatuto epistemolédgico. Porém isso ja foi
amplamente discutido na literatura desde Hilbert, € ndo ha nada a acrescentar aqui nesse
aspecto. Pelas conveniéncias de se fixar uma referéncia, pode-se tomar como base a
andlise de Tait (cf.:[Tait, 40]). Com isso as provas da consisténcia da Aritmética de
Peano (de Primeira Ordem) nao sdo finitdrias. Em particular a prova de Godel, que €, em
certo sentido, interpretativa, diferente da prova de Gentzen, que € estrutural, € uma prova

ndo finitdria (como também € a de Gentzen). Uma variante da prova de Godel devida a
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Shoenfield (cf.:[Shoenfield, 38]) apresenta certa interpretacdo da Aritmética de Peano
diretamente em uma teoria de funcionais recursivos de tipo finito. A linguagem da teoria
ndo tem quantificadores, mas tem uma quantidade enumerdvel de tipos (sortes). A

defini¢do dos termos apresenta esquemas para a introdu¢do de constantes (funcionais) a

partir das constantes O e S (intencionalmente “zero” e “sucessor”) e da descri¢do dos

tipos. Além de esquemas puramente combinatérios, hd um esquema de introducdo de

funcionais por recursdo. As férmulas atdmicas sdo equagdes apenas entre objetos de tipo

z

0, que intencionalmente se referem a ndmeros. A interpretacio € entdo definida

associando para cada férmula da Aritmética de Peano uma férmula da teoria descrita
acima, e um teorema é demonstrado relacionando a provabilidade de uma férmula da
Aritmética de Peano com a respectiva férmula associada na teoria dos funcionais. A
demonstra¢do desse teorema € finitdria e dele segue um resultado de consisténcia relativa.
A nogao de funcional recursivo de tipo finito é suficientemente determinada a ponto de
tornar bastante plausivel a afirmacdo da consisténcia dessa teoria simples que a expressa.
Esse elemento semantico (a consisténcia da teoria dos funcionais recursivos de tipo
finito) fornece suporte para consisténcia da Aritmética de Peano.

As provas construtivas de consisténcia, além do seu conteido fundacional ligado
a questdo da consisténcia dos sistemas formais da Matemadtica, enriquecem a Ldgica
Matemitica enquanto método para atacar problemas matemadticos. De fato, como
corolédrio das provas de consisténcia (e da prova do Teorema de Herbrand) tem-se a No
Counterexample Interpretation de Kreisel. Esse resultado estabelece que para bloquear
contra-exemplos para uma férmula fechada na forma normal prenexa, que € teorema da
Aritmética de Peano, € suficiente considerar os funcionais recursivos. Esse resultado foi
usado por Kreisel e outros (cf.:[Kohlenbach, 26]) para extrair informacao construtiva de
certas provas matemadticas ndo construtivas, na forma de cotas recursivas (informacao
numérica). Alguns resultados mostram que certos usos de argumentos de maximalidade,
por exemplo certos usos do Lema de Zorn, ndo sdo tdo “ofensivos” a construtividade
quanto podem parecer, e representam certo refinamento na explicitacdo de pressupostos

construtivos da Matematica.
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As provas de consisténcia, e os resultados relacionados mencionados acima,
mostram que nao é possivel descartar de imediato o nao finitdrio, mas esse exemplo
apresenta uma particularidade importante, a construtividade. No caso da Teoria de
Modelos, as técnicas mais bdsicas, em Primeira Ordem, compacidade e Lowenheim-
Skolem, s@o ndo construtivas. Descartando os andlogos formais de partes da Teoria de
Modelos, que sao usados em resultados importantes da Teoria de Conjuntos, o que resta €
um material que € ndo-construtivo, nao-finitirio e bastante técnico na aparéncia.
Retomando a questdo colocada no inicio da presente se¢do, como esse material nao-
construtivo da Teoria de Modelos pode ajudar a esclarecer aspectos do Pensamento
matemadtico?

O primeiro resultado técnico importante para essa questdo € a absolutidade da
relagcdo de satisfacdo. Na organizagdo candnica da Matemadtica na Teoria de Conjuntos, o
primeiro passo para formalizar a Teoria de Modelos € definir a relacao de satisfagdo com

uma férmula da linguagem de ZFC. Isso pode ser feito €, no caso da Légica de Primeira

Ordem, se consegue isso com uma férmula de complexidade 16gica A1 em ZF, medida

pela Hierarquia de Levy de formulas em ZF (andloga a Hierarquia Aritmética) e, por
isso, absoluta. Isso ndo pode ser feito para Linguagens de Ordem Superior de uma
maneira geral, 0 que mostra uma sobreposicdo problematica, pelo menos no que se refere
a Teoria de Modelos de Ordem Superior, dessas Linguagens com a Teoria de Conjuntos.
Nesse caso, a relagdo de satisfacdo entre uma férmula da linguagem, uma atribui¢ao de
valores para as varidveis € uma estrutura para a linguagem pode mudar conforme a €-
interpretacdo transitiva de ZF. Isso ndo ocorre com a Linguagem de Primeira Ordem, e
esse € um ponto muito importante porque, dessa forma, os resultados e definicdes da
Teoria de Modelos de Primeira Ordem nao sdo necessariamente sensiveis a esse tipo de
relativizagdo. Isso possibilita as aplicacdes ja mencionadas de técnicas da Teoria de
Modelos da Légica de Primeira Ordem na Teoria de Conjuntos e é também condicao
necessdria da possibilidade da referida andlise, ligada a Teoria de Modelos, das

complexidades envolvidas na expressdo, em uma determinada linguagem, das nog¢des

matemaéticas.®



34

Alguns resultados sobre a expressdo de nocdes matemadticas relativamente a
Légica de Primeira Ordem ja se tornaram folclore da Teoria de Modelos. Um desses
resultados se refere a cardinalidade. A Ldgica de Primeira Ordem nao € suficiente para
distinguir os cardinais infinitos. A “cegueira” da Loégica de Primeira Ordem para os

cardinais infinitos € tdo dramdtica que mesmo acrescentando um elemento de distin¢do

externo como a K-categoricidade, no contexto das Teorias (de Primeira Ordem)

completas e enumerdveis, ela ainda consegue apenas distinguir enumerdvel de ndo-
enumeravel. Pelo Teorema de Morley ndo ha uma teoria enumeravel que seja categérica
em apenas um cardinal ndo enumerdvel. Em outras palavras, acrescentar os “6culos”
externos da k-categoricidade para a Ldgica de Primeira Ordem (no contexto das teorias
enumeraveis completas) ndo € suficiente para que ela passe a distinguir os infinitos nao-
enumeraveis. De fato, o maximo de distin¢cdo que a Légica de Primeira Ordem pode fazer
(no contexto do teorema) € apontar uma teoria que seja categérica somente no nivel
enumerdvel e uma teoria categérica em todos os niveis nao-enumeraveis, mas nao no
nivel enumeravel. Ser categérica em um nivel ndo enumerdvel € o mesmo que ser
categorica em todos os niveis ndo enumeraveis. A hipdtese de completude € equivalente,
pelo Teste de Los-Vaught, a hipdtese de que a teoria tem somente modelos infinitos. A
restri¢do do teorema as Teorias (de Primeira Ordem) enumerdveis completas ndo mitiga
entdo sua repercussdo filoséfica, j& que abrange (todos os) exemplos relevantes, e €
especialmente interessante expressar conceitos com teorias completas. Além disso, esse
resultado admite extensdes, devidas a Shelah, para linguagens ndo enumeraveis.

O trabalho de Morley é também um exemplo, devido a sua centralidade na Teoria
de Modelos contemporinea, da interpenetracio entre Matemdtica e Fundamentos. E
interessante fazer agora algumas observacdes sobre isso, mesmo que, de modo bastante
vago e impreciso, sirva apenas para delimitar um possivel campo de exploracdo
fundacional. A tese de Fundamentos segundo a qual as no¢des matematicas “naturais”
apresentam a forma da categoricidade em poténcia, colocada de maneira programética
por Zilber na décima quarta Godel Lecture, em 2003, € investigada com métodos
desenvolvidos a partir desse trabalho. A teoria desenvolvida por Morley € paralela ao
trabalho de Cantor-Bendixon (que tem como coroldrio direto a Hipdtese do Continuo

para os subconjuntos fechados da reta) de investigacdo da construcio do conjunto
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derivado iterada nos ordinais. Essa constru¢do fornece para os pontos de um espaco
topoldgico, nos termos da Teoria de Modelos, o posto de Cantor-Bendixon de um ponto.
O fato, conhecido como Teorema de Cantor-Bendixon, de que todo subconjunto fechado
ndo enumerdvel de um espago topolégico com base enumeravel é a reunido disjunta de
um conjunto perfeito com um conjunto enumeravel de pontos isolados acaba por provar a
Hipétese do Continuo para todos os conjuntos boreleanos. Um resultado andlogo a
Hipétese do Continuo € obtido na Teoria de Modelos com relacdo ao niimero de tipos em
uma teoria enumeravel e completa, no contexto do estudo dos espacos de tipos e do posto
de Cantor-Bendixon associado aos tipos. Essa ndo € apenas uma aplica¢do da Topologia
na Légica, mas mostra que a Ldgica de certa forma pode aprender com a Topologia
métodos para encontrar invariantes adequados para estabelecer uma classificacdo como,
por exemplo, a teoria da dimensdo topoldgica e a classificagdo topoldgica dos espagos
euclidianos. A Légica também aprende com a Algebra essa garimpagem de invariantes
interessantes como, por exemplo, grau de transcendéncia. A Légica Matematica que é,
sobretudo, um método para atacar os problemas da Matematica que estdo entre os mais
interessantes, encontra sua fonte de vida no seio da prépria Matemdtica e a0 mesmo
tempo participa de maneira crucial na organizacdo e unificacdo da Matematica, na

constituicdo da Matemadtica em toda sua integridade. E nao poderia ser de outra forma.

§8- A Questao Ontolégica

Um dos temas mais desconcertantes, quando se trata de Filosofia da Matematica,
€ a questdo ontoldgica. Sobre objetos matemdticos, objetos no sentido de referentes de
no¢Oes matematicas, sujeitos de predicagdes matematicamente significativas, € comum
dizer que s6 importam as relacdes estruturais, que esses objetos sao marcas de posicao
em uma estrutura. Nesse caso, falta dizer entdo o que sao estruturas. Aqui surgem vérias
vertentes do estruturalismo, de acordo com a resposta que se d4 para essa questdo. Uma
corrente representada por Stewart Shapiro (cf.:[Hellman, 18]) afirma que estruturas sdo
universais sui generis. Tudo isso € muito interessante, mas acontece que ha (entre outros)
um problema aqui com a identidade dos objetos, conforme foi apontado por Burgess

(cf.:[Burgess, 5]). Se apenas as relacdes estruturais importam e se as estruturas sao
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anteriores aos objetos, entdo a identidade dos objetos deve ser dada pelo principio de
Leibniz da identidade dos indiscerniveis estruturais. Como distinguir uma marca de
posicdo de outra se elas correspondem (em uma estrutura que admite mais de um
automorfismo) por um automorfismo ndo trivial? Essa argumentacdo parece ser
suficientemente poderosa para sustentar que a possibilidade de predicagao da identidade
ndo € uma determinagdo estrutural e que €, antes, pressuposta pelas relacdes estruturais,
como também sdo as propriedades 16gicas. Uma outra questdo surge do fato de que as
estruturas matematicas podem ser individuos de outras estruturas mais amplas. Entdo se
as estruturas sao anteriores aos objetos, entdo as categorias de estruturas sdo anteriores as
estruturas, as categorias de categorias sdo anteriores as categorias de estruturas, etc. Onde
parar?

A questdo ontolégica € historicamente estendida. As nocdes matematicas
apresentam um processo histérico de génese e desenvolvimento. As formulacdes sdo
refinadas na medida em que a experiéncia matemdtica acumulada aumenta. E a
experiéncia matemadtica s6 pode ser entendida historicamente. Por exemplo, a formulacao
atual da no¢do matemdtica mais conhecida de nimero, através da Aritmética de Peano, é
bastante recente e deve-se a Grassmann, Dedekind e Peano. Os supostos objetos
matemadticos sdo dependentes das nog¢des, que constituem as condi¢des formais de
apreensdo e constituicdo desses objetos. A extensdo de uma no¢@o sem a nocao €, antes,
um amontoado, um aglomerado de coisas dispersas na experiéncia matemética
acumulada, ndo um objeto: um aglomerado de coisas constitui um objeto somente
enquanto essas coisas estdo contidas sob uma no¢do. Uma no¢ao matematica fornece
unidade e objetividade para um material disperso na experi€éncia matematica acumulada,
que fica assim contido sob a no¢do. O que dizer sobre supostas entidades referidas por
no¢des que sao geradas e refinadas historicamente? Aqui objetos matemadticos serdo
apenas isso, sujeitos de predicacdes matematicamente significativas (significativas
conforme a tese do realismo semantico delineado na Apresentacdo), termos de relagdes
matematicas; ndo sdo objetos espaciais € nem mentais € ndo serd adotada aqui uma
orientacdo a categoria do objeto. Sdo as no¢des matemadticas a fonte de objetividade e o

objeto do conhecimento matemdtico e essas sdo anteriores aos termos de relagdes
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matematicas, cuja possibilidade mesma pressupde, como condi¢do, a participacdo na
nog¢ao.”

A atividade matemdtica € entdo o estudo das no¢des matemadticas (como nogdes
matematicas nao sdo dadas, essa atividade inclui a sua gé€nese) e a Matemdtica - a
formulacdo e o desenvolvimento, do ponto de vista formal, dessas noc¢des e das relagdes
entre nogdes — é, nesse sentido, um conhecimento formal. Nao € incomum encontrar em
um texto matemdtico, ao se referir aos possiveis objetos, algo como “ndo importa a
natureza dos objetos”, o que reflete esse aspecto formal. Fundamentos deve se concentrar
nas noc¢des matemadticas, em particular, nas complexidades envolvidas nas formas de
expressdo dessas nocodes. Para os Fundamentos € preciso ter também uma compreensao
mais profunda, do ponto de vista da Filosofia da Matematica, do desenvolvimento
histérico de nocdes matemdticas por necessidade racional, nas relagdes reciprocas que
essas nogcdes mantém entre si e nas relagdes do conhecimento matemético com outras
areas do conhecimento. Trata-se de uma espécie de histéria logica dessas nogdes,
mostrando a heranga comum e os nexos histéricos. A histéria 16gica deve mostrar o
desenvolvimento por necessidade racional, do ponto de vista das noc¢des, ndao importando,
portanto, a considerac@o de contingéncias como figuras histdricas, lugares e datas. Nao se
trata de cronologia histdrica, mas sim do que se poderia chamar a Histéria do Pensamento
Matematico.

O presente trabalho apresenta uma abrangéncia historica limitada, referindo-se,
sobretudo, a atividade matemaética no século XX, e ndo estabelece relacdes entre nogdes
matemadticas em tempos histéricos diferentes. Somente nexos entre certas teorias
matematicas do século XX, através de desenvolvimentos especificos da Ldgica
Matemitica, constituem objeto de estudo. Esse cuidado com a demarcag¢do do contetido
histérico, ndo obstante parecer fundamental para mim, dificilmente estd presente nos
trabalhos daquilo que normalmente se chama Fundamentos da Matematica ou até mesmo
na Filosofia da Matematica. A falta de consciéncia historica freqiientemente € patente em
tais trabalhos que, em alguns casos mais extremos, ddo defini¢des de “Matemdtica” de
modo a transformar tudo aquilo que veio antes do século XX (e que de alguma forma diz

respeito a Matemadtica) em pré-histéria da “Matematica” assim definida. E o que acontece
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no trabalho de alguns formalistas como Haskell Curry que definem a “Matemaética” como

o estudo de sistemas formais:

“We are now in position to turn to problems of the definition of mathematics. The
definitions I advocate is briefly this: Mathematics is the science of formal systems.”

(cf.:[Curry, 14], p. 56)

Na defini¢do mencionada acima, sistemas formais sdo explicitamente tomados em
um sentido contemporaneo, com regras de formacdo de termos e férmulas e regras de
inferéncia, e a recursividade da geracdo de teoremas € mencionada. Nas palavras do

proprio Curry:

“Having seen the detailed definition of a formal system (from the present viewpoint)
together with some illustrations, we shall now inquire in what sense the primitive frame
of a formal system is a definition, and what is the fundamental nature of that system and
its constituents.”

(cf.:[Curry, 14], p. 28)

Mais abaixo, na mesma pédgina Curry escreve:

“For in IIl we have a recursive method of generating all the elementary theorems, and
this gives a recursive definition of all the true instances of all the elementary predicates.”

(cf.:[Curry, 14], p. 28)

Isso € um exemplo do que chamamos uma proposta de definicdo intensional e
reducionista da Matematica. Nao € apenas a linguagem usada por Curry que ¢ moderna,
mas também a propria compreensdo do formal, de um modo que a Matematica como
praticada antes do século XX ndo se encaixa. Qualquer outra defini¢do de “Matemética”
que, por exemplo, se comprometa com um sistema particular da Teoria de Conjuntos
sofre com problemas andlogos, excluindo de seu ambito, entre outros, os trabalhos do

Zermelo sobre o desenvolvimento de um sistema formal da Teoria de Conjuntos da
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Matematica. Ja foi visto (§5) que, mesmo enquanto colecdo de resultados apenas, a
Matematica ndo € toda ela formalizdvel de modo completo e auto-suficiente no sistema
formal ZFC, por exemplo. Além disso, sistemas formais para a Matematica, por serem
incompletaveis (pelos Teoremas de Godel), sdo veiculos com um alcance, em certa
medida, limitado e podem ser sempre substituidos por outros mais satisfatérios, mesmo
que ndo se encontre inconsisténcia. O objeto de estudo da Matemadtica sdo as nogdes
matematicas e ndo os sistemas formais. Os matematicos, em geral, sequer sabem o que €
um sistema formal, seu raciocinio € mais bem descrito, em termos semanticos, segundo
uma espécie de teoria de formas fregeana-platonica, e é razodvel que seja assim. Nao é
realista esperar que o matematico crie Matematica profunda pensando em termos da
sintaxe l6gica. A Logica, de um modo geral, ndo € um convite a imaginacdo; €, antes,
uma disciplina da Razdo. Os sistemas formais funcionam como veiculo para esse
raciocinio semantico dos matematicos - a sintaxe funciona como veiculo para o
significado - e servem para auxiliar os trabalhos de anélise fundacional, ndo para colocar
a Matemadtica em uma camisa de for¢a: ndo inventamos ZFC para depois ficarmos presos
as peculiaridades sintdticas desse sistema formal. Os matematicos s@o livres para criar
segundo critérios racionais e, para isso, € até melhor que nao pensem em termos de uma
sintaxe rigida.

A caracterizacdo da atividade matemadtica como o estudo das no¢des matematicas
e suas relacdes, relativamente a forma ldégica, implica uma concepcao historica da
Matemitica. De fato, como o objeto de estudo da Matemadtica, as no¢cdes matematicas,
ndo é dado, como ocorre nas ciéncias naturais, entao a Histéria da Matematica constitui a
Matematica e, inversamente, a Matemadtica claramente constitui a sua prépria Historia.
Isso também implica, na minha visdo, uma compreensao da Matematica que envolve um
aspecto de semantica formal: a estruturacdo conceitual de uma realidade possivel
(logicamente) de objetos matemaéticos, no sentido de referentes de nocdes matematicas,
no ambito da linguagem matemadtica. A linguagem matemadtica ndo € um mero meio entre
as nocdes e uma realidade matemadtica. As nogdes matemdticas sdo principios que
organizam e constituem os campos de atividade matemdtica, tudo isso imerso na
linguagem matemaética. No caso de Fundamentos, a questao epistemoldgica fundamental

“o que significa compreender uma no¢do matemdtica?”’, de certa forma, generaliza a
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questdo ontoldgica, ja que envolve a compreensdo da predicacdo sobre objetos
matematicos, e assume, neste trabalho, o posto de questao fundamental que deve ser
investigada no contexto de Fundamentos. Portanto, serd adotada por mim a concepg¢do de
Fundamentos, e também da propria Matemadtica, como envolvendo um aspecto de
semantica formal. Essa concepcao €, em certo sentido, mais abrangente que a concepgao
da Matemadtica como envolvendo uma ontologia formal, e, aqui, a questdao fundamental é
a respeito do significado da compreensdo das noc¢des matemadticas, ndo a respeito de
entidades. Convém observar que ndo ha aqui uma defini¢do real nem de Fundamentos,
nem de Matemadtica, pois a semantica formal € uma tematica muito geral e abrangente e
que, por um lado, é apenas um aspecto e nao € exaustiva e, por outro lado, ndo se esgota,
de maneira alguma, com esses assuntos. Trata-se apenas de um ponto de vista geral, um
enquadramento, em que os objetos matematicos sdo considerados apenas na relacdo
semantica, como sujeitos de predicacOes significativas. As especificidades e outros
aspectos dessas disciplinas ndo sdo determinados por uma formulagcdo desse tipo, que
funciona mesmo apenas como uma orienta¢io geral para o desenvolvimento do trabalho.
Essa posi¢do estd alinhada com o giro lingiiistico da Filosofia Analitica e a mudanca de
foco, da questdo ontoldgica para a questdo do significado, ou da questdo dos objetos para
a questdo da objetividade dos enunciados, € uma proposta atribuida a Kreisel
(cf.:;[Dummett, 17]).

Fica claro como a Lodgica se encaixa, nessa perspectiva, como instrumento
essencial para desenvolver os Fundamentos. As formulagdes aparentemente simples da
Loégica condensam uma quantidade extraordindria de andlises lingiifsticas. Mas ¢
interessante retomar a discussao do status especial da Logica Clédssica de Primeira Ordem
nesse enquadramento semantico. O fato curioso € que em Filosofia da Matematica outros
tipos de Logica, como Logica Modal, s@o utilizadas para analisar questdes especificas,
enquanto que em Fundamentos da Matemadtica, se ha algum consenso entdo é que o
sistema légico em termos do qual dominios universais para expressar toda a Matematica
devem ser formulados é o sistema da Légica Cldssica de Primeira Ordem, sem excluir
outros sistemas dos programas de fundamentos como o programa de Frege e programas
construtivistas. Na verdade ndo hd nenhum mistério nisso. O ponto é que a Logica

Classica de Primeira Ordem, como também a Ldgica Intuicionista de Primeira Ordem,
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abstrai de contetidos particulares e €, em certo sentido, pura. Essa propriedade de pureza
€ essencial quando se trata de explicitar pressupostos, como ja foi discutido anteriormente
(§5 e §6 principalmente). J4 as outras Logicas incorporam conteidos particulares
adicionais na linguagem objeto, que ndo dizem respeito diretamente a Matematica,
como, por exemplo, as categorias semanticas de necessidade e possibilidade, no caso da
Loégica Modal, de dependéncia/independéncia, no caso da Loégica de Dependéncia
(cf.:[Hintikka, 20]) e de consisténcia/inconsisténcia, no caso da Logica de Inconsisténcia
Formal (cf.:[Podiacki, 33]). Por isso, essas Logicas podem ser muito tteis em andlises de
questdes particulares, mas ndo € de se esperar que consigam desempenhar o papel de
veiculo para a andlise geral e para a explicitagdao de pressupostos da Matematica tao bem
quanto a Légica Cléssica de Primeira Ordem.

Um caso a parte é a Logica de Ordem Superior. Essa incorpora um contetido
particular na linguagem objeto que € relevante para a Matematica, a saber, a categoria de
conjunto. A Légica de Ordem Superior introduz uma estratificacdo do universo de
discurso na sintaxe, o que deve ser comparado a Teoria de Conjuntos em Primeira
Ordem, que ndo introduz essa estratificacdo no plano sintdtico. A Loégica de Ordem
Superior e a Teoria de Conjuntos apresentam problemas andlogos com relacdo a vagueza,
e a comparagdo da expressabilidade desses sistemas é esclarecedora. O principal
problema da Légica de Ordem Superior como um possivel veiculo principal para
Fundamentos e para expressar a Matemadtica € a sua incompletude, o que, de certo modo,
impossibilita que a Légica de Ordem Superior forneca maiores esclarecimentos sobre a
questdo da demonstracdo e da conseqiiéncia légica. O conjunto de férmulas vélidas na
semantica plena da Ldégica de Ordem Superior ndo € recursivamente enumerdvel.
Portanto, as proprias nocoes de validade e de natureza 16gica fornecidas por esse sistema
apresentam um grau elevado de vagueza quando comparadas as correspondentes nogdes
fornecidas pela Légica de Primeira Ordem. Contudo, mesmo que a Ldgica de Ordem
Superior ndo seja a op¢do mais adequada para veiculo principal de Fundamentos, seu
lugar em Fundamentos estd garantido, tanto por seu valor intrinseco para uma andlise da
questdo da expressabilidade e no estudo de sistemas de Segunda Ordem para a Aritmética
ou Teoria de Conjuntos, quanto por seu valor em uma anélise comparativa com a Teoria

de Conjuntos em Primeira Ordem.
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Nao estd afirmado aqui que, em alguma Logica, se abstrai de todo e qualquer
conteido, mas apenas de contetidos particulares. Desse modo essa Logica seria vazia, o
que € absurdo. Mesmo a Logica Classica Proposicional tem um conteddo, a saber, parte
da estrutura do nosso aparato conceitual. J4 no caso da Logica Classica de Primeira
Ordem, pode-se até mesmo defender que essa Ldgica incorpora, através dos
quantificadores, as categorias de universalidade e particularidade, portanto contetido
particular. Mas isso ndo afeta em nada a relagdo com Fundamentos, pois esse contetido
estd diretamente ligado a Matematica e, por isso, a alternativa disponivel sem conteido
particular (Logica Cléssica Proposicional), ndo € suficiente para a Matematica, e a Logica
de Primeira Ordem incorpora exatamente o que € essencial para a Matemdtica, como
igualdade, relacdes, fungdes e quantificadores. Falta aqui um resultado técnico que
poderia ser invocado, talvez a possivel contraparte sintdtica do Teorema de Lindstrom,
aludida na §5. Isso poderia apontar na dire¢ao de uma caracterizagao da Légica Cléssica
de Primeira Ordem como unica alternativa que dd conta do papel que essa Logica
desempenha nos programas de fundamentos. Na préxima secdo serdo elaborados, em
cardter meramente informativo e por uma questdo de completude, alguns comentarios

sobre o Intuicionismo.

§9- Intuicionismo

Essa concepcdo da atividade matemadtica, explicitada na §8, ndo exclui as praticas
intuicionistas e, mais geralmente, construtivistas, pelo menos as vertentes mais
moderadas, pelo contrdario. A Matemdtica Intuicionista também pode ser compreendida
como uma estruturagdo conceitual de uma realidade possivel de entidades matematicas,
no ambito da linguagem matemaética, mas, nesse caso, uma estruturacdo com &énfase em
aspectos construtivos. Aqui as possiveis respostas para a questao semantica fundamental
devem considerar o aspecto da construtividade como componente fundamental do
significado. Os conceitos matematicos devem ser construidos, apresentados na intui¢ao
pura kantiana. Mesmo relativamente a organizacao (§5), onde se foi mais explicito com
relacdo a Ldgica, destacando-se o papel da Logica Cléssica Finitdria de Primeira Ordem,

ha espaco para préticas intuicionistas. Na verdade é assim mesmo que ocorre: a maior
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parte dos trabalhos sobre o intuicionismo estd imersa em uma meta-teoria cldssica (por
exemplo, a semantica de Kripke para a Ldgica Intuicionista). Além disso, a Logica
Finitdria € aritmetizdvel em um fragmento da Aritmética de Peano, que tem uma traducao
construtiva na Aritmética Intuicionista de Heyting, o que de certa forma expressa uma
reducdo dedutiva daquela teoria nesta (Godel 1932-3, Gentzen 1936, cf.:[Kleene, 25], p.
495). Em particular, sdo eqiiiconsistentes, ¢ o elemento propriamente finitario (PRA) é
independente da distin¢do cldssico/intuicionista. Contudo, é claro que a posi¢do original
de Brouwer ndo era nada generosa com relacdo a Ldgica, e concebia essa disciplina como
estritamente subordinada a Matemadtica, ndo o contrério (cf.:[Brouwer, 3], p. 23).

Em termos filos6ficos o Intuicionismo € uma retomada em um sentido mais
psicologico da Filosofia da Matematica de Kant que afirmava ser a Matemaética
“conhecimento racional pela construcdo de conceitos” (aus der Construction der
Begriffe; cf.:[Kant, 24], pp. 48-9), e que, aparentemente, manteve uma correspondéncia
estrita entre a Matemdtica e a Estética Transcendental. Desse modo, Kant teve que
associar o método matemdtico a constru¢do na intui¢ao pura. Contudo, a constru¢do, em
Kant, assumia um sentido provavelmente ligado as constru¢des com régua e compasso; ja
no caso da doutrina de Brouwer, muitos elementos psicolégicos aparentemente
desempenham um papel. Apesar da linguagem psico-fisiolégica que Kant utiliza, de
faculdades da mente, linguagem herdada de Baumgarten através do manual de metafisica,
ndo ha nesse autor uma teoria da experiéncia interna, privada, ou coisa parecida, ja que
Kant nao possui uma teoria da origem do conhecimento matematico; a consciéncia
transcendental € apenas uma funcdo légica, e o foco do interesse na Critica da Razdo
Pura, relativamente a Matemdtica, sdo apenas as condi¢des formais da possibilidade do
conhecimento matematico, ou seja, € a questdo de como € possivel esse conhecimento
dado que é possivel. Nesse sentido, a mente em Kant assume um sentido publico, como o
nosso aparato conceitual. Desse modo, talvez, Brouwer tenha mais semelhanca com a
fenomenologia de Husserl, que retoma elementos do cartesianismo na relagdo com o
kantismo, mistura filosofia primeira com filosofia transcendental, e que busca, até certo
ponto, fundamentar a experiéncia externa na interna, na vivéncia da consciéncia, como
Descartes. O ponto é que Husserl, ao fazer filosofia primeira, do ponto de partida auto-

evidente, faz filosofia da consciéncia - o ponto de partida auto-evidente - através da



44

estrutura da intencionalidade, o que parece aproxima-lo de Brouwer. A tese da relacao de
aproximacao entre Husserl e Brouwer, e também Weyl, ja foi elaborada na literatura
(cf.:[Tieszen, 42]) e aqui ndo serdo tratadas apropriadamente questdes da ordem da
exegese filologica. O ponto importante € que Fundamentos, sem duvida, ainda estd no
horizonte da oposi¢do entre a concepc¢do intuicionista da Matemadtica e a concepcao
associada a escola de Hilbert, oposi¢do que ficou marcada com o intenso debate que teve

lugar na década de 1920 (cf.:[Mancosu, 29]).

§10- A Hipétese do Continuo

A presente secdo tem um carater expositivo, € ndo € decisiva para a continuidade
do trabalho. Portanto, ndo serdo expostos detalhes técnicos do assunto em uma discussao
mais aprofundada, o que, certamente, exigiria uma tese inteira. Essa exposicdo &
necessdria porque a Parte A desempenha o papel de contextualizar as investigacdes sobre
o conhecimento matemaético, dentro da concep¢do do trabalho, e qualquer proposta de
contextualizacdo desse tipo deve lidar com a Hipétese do Continuo. Na verdade, se ha
uma questio técnica especifica que € central para Fundamentos e que nao pode ficar sem
mengdo, entdo essa questdo € o Problema do Continuo de Cantor. Trata-se basicamente
do problema de classificar o infinito do conjunto dos nimeros reais. A tentativa original
de Cantor para essa classificacdo ficou conhecida como Hipétese do Continuo. Em uma
de suas vérias formulag¢des, a Hipétese do Continuo (CH, de “continuum hypothesis”,
para usar a sigla que é conhecida internacionalmente) afirma que nao hi um subconjunto
S do conjunto dos nimeros reais com a propriedade de que exista uma fungio injetora do
conjunto ®, dos ndmeros naturais, em S, mas ndo exista uma fun¢éo bijetora de ® em S,
e nem uma fun¢ao bijetora de S no conjunto dos nimeros reais. A Hipdtese do Continuo
tira o sono dos légicos hd mais de um século. Grande parte dos mais importantes
desenvolvimentos da Teoria de Conjuntos estd diretamente ligada ao problema de
determinar se a CH vale ou ndo. Os resultados de Godel e Cohen, que estabelecem a
independéncia de CH com relacdo ao sistema ZFC, ji se tornaram folclore da Légica
Matematica. Até agora, todas as propostas de novos axiomas para ZFC, considerando

principios remotamente plausiveis e que ndo impdem restricdes completamente artificiais
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ao conceito de conjunto como o Axioma da Determinacdo, Axiomas de Grandes
Cardinais e Axiomas de Forcing, até agora falharam miseravelmente no tocante a
apresentar uma solucgdo satisfatoria para o problema.

A Teoria de Conjuntos é uma teoria matematica que apresenta uma dimensdo a
mais em relacdo a outras teorias. Trata-se do aspecto de dominio universal que interpreta
todas as teorias matemdticas e exemplifica as estruturas matematicas - pois essa Teoria
incorpora os pressupostos comuns a toda a Matemdtica - ou seja, o aspecto de
fundamento (em minudsculo, no sentido de programa de explicitacdo de pressupostos).
Quando a Teoria de Conjuntos é posta como fundamento da Matemadtica surge
imediatamente o problema de interpretar, nesse contexto, uma teoria dos nimeros reais.
Os numeros reais sdo agora definidos como um conjunto infinito e, como um ponto
central da Teoria de Conjuntos € justamente a estratificacdo e classificacdo do infinito,
aparece como decisiva para essa teoria do infinito, enquanto proposta de fundamento para
a Matemdtica, a questdo de saber quantos numeros reais hd. Essa questdo estd
diretamente relacionada com a formulacido acima da Hipétese do Continuo. Os sistemas
formais da Teoria de Conjuntos se mostraram impotentes diante de tal desafio e meios
aceitaveis de fortalecé-los, a ponto de alterar esse quadro, permanecem desconhecidos. A
situacdo € extremamente incomoda, pois a prépria plausibilidade da Teoria de Conjuntos
como fundamentac@o estd em jogo: enquanto uma proposta de dominio universal para
expressar a Matematica, a Teoria de Conjuntos, como uma teoria de classificacdo do
infinito, precisaria estabelecer quantos nimeros reais hd, caso contrario, nao faz muito
sentido essa determinag@o dos reais enquanto conjunto.

Parece que a Teoria de Conjuntos, enquanto teoria matemdtica do infinito, e a
Teoria de Conjuntos, enquanto fundamento, ndo se misturam de forma homogénea; que
ha, internamente a Teoria de Conjuntos, um sério problema de comunica¢do entre a
classificacao dos infinitos e a Matemaética. Esse estranhamento entre essas partes talvez
explique a situacdo, aparentemente paradoxal, de que praticamente toda a Matematica no
século XX tenha se desenvolvido no interior da Teoria de Conjuntos e que, a0 mesmo
tempo, ndo seja dificil encontrar um matemético competente que mal sabe o que € um
cardinal ou um ordinal. Na mesma linha, também nao é raro encontrar um programa de

doutorado em Matematica cujo grau de exigéncia em relacdo a teoria de ordinais e
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cardinais € igual a zero. Isso, sem duvida, refor¢a a tese da exterioridade da Teoria de
Conjuntos em relacdo a Matematica.

Considerando que a Hipétese do Continuo € um enunciado que afirma a
inexisténcia de certos conjuntos, é de se esperar que uma solu¢do positiva para esse
problema s6 pode ser alcangada por meio de uma restricdo da noc¢ao de conjunto. Como
restringir a nocdo de conjunto artificialmente ndo parece ser uma opcao, a menos que
ZFC seja demonstrada inconsistente, resta continuar a busca por um principio que
estabeleca a negacdo da Hipdtese do Continuo, ou determinar a vagueza intrinseca do
problema. Atualmente, a abordagem mais promissora para estabelecer a negagio de CH
parece ser constituida pelas pesquisas recentes de Woodin (cf.:[Woodin, 46]) que tentam

apontar caminhos razodveis na dire¢do da negacdo da Hipdtese do Continuo e da

classificacdo do cardinal do continuo como ¥X2. Por outro lado, através de uma

argumentacdo mais geral, mas ndo menos convincente, Feferman pretende defender a
vagueza inerente da questdo (conforme a exposi¢do disponivel no endereco seguinte:

http://math.stanford.edu/~feferman/papers/Conceptual Structuralism.pdf). Essa vagueza

z ~

inerente significa que, ndo s6 a Hipdtese do Continuo € vaga, como ndao ha meio de
precisd-la de modo que ndo destrua a nog¢do inicial de conjunto. Dizer “os subconjuntos
de um conjunto” é tdo ambiguo, segundo essa tese, quanto dizer “os conjuntos”
simplesmente e a determinacao precisa da cardinalidade do conjunto das partes equivale a
determinar precisamente o que € conjunto e, para isso, € preciso destruir a nogao de
conjunto. A plausibilidade desses argumentos em favor da tese da vagueza inerente esta
ancorada nos desenvolvimentos técnicos da Teoria de Conjuntos, mas nido € nada
definitivo. A concepcdo geral do presente estudo € consistente com a vagueza do
Problema do Continuo, pois, segundo a nossa concep¢ao, um principio matematico sobre
conjuntos pode ser um axioma da Matemdtica se, € somente se, esse principio estd
impregnado na pratica da Matemadtica, ndo pode ser uma imposi¢do externa baseada em
concepcdes de alguma escola de Filosofia da Matematica, e os fatos que estdo
impregnados na pratica da Matemadtica contemporanea sio insuficientes para decidir CH.

Em resumo, o estatuto légico-matemdtico da Hipétese do Continuo € a
independéncia em rela¢do a ZFC, situa¢do que é extremamente insatisfatéria. O Axioma

da Construtibilidade e o Axioma da Determina¢do implicam em uma resposta afirmativa
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para a Hipdtese, mas o primeiro € considerado uma restricio completamente artificial ao
conceito de conjunto e o dltimo implica também a nega¢do do Axioma da Escolha, que é
necessdrio em todas as partes da Matematica. Além disso, esse resultado parece ir a
direcdo de aumentar o problema de comunicag¢do interno na Teoria de Conjuntos, ja que o
Axioma da Escolha é uma ponte fundamental entre os Alephs € os conjuntos que

aparecem na Matematica como o préprio continuo (conjunto das seqiiéncias formadas por

0 e 1). Portanto ndo é muito razodvel simplesmente acrescentar um desses axiomas a ZF.

Contudo, tanto a Construtibilidade quanto a Determinacio constituem uma componente
importante para qualquer andlise atual da questdo. A situacdo da Hipo6tese do Continuo
ainda estd completamente aberta, apesar do fato de que, pelos trabalhos de Woodin, uma
direcdo aparece agora como mais razodvel para abordar o problema. Em qualquer caso,
ndo parece estar proximo o fim da angustia dos 16gicos.

Com essa exposicao do problema do continuo, estd completa a primeira etapa do
trabalho, a saber, a tarefa de expor de modo amplo e preliminar, mas ndo superficial, a
concepgdo geral de Fundamentos adotada. Além da exigéncia pratica da realizagdo dessa
tarefa para que o trabalho seja bem sucedido na sua proposta, ha também uma outra
utilidade na exposi¢ao razoavelmente detalhada de Fundamentos e das suas relacdes com
a Matematica: de um ponto de vista socioldgico, € importante deixar claro qual é o papel
de Fundamentos nesta proposta. O ponto importante € que as relacdes entre mateméticos
e 16gicos ndo sdo nada homogéneas, e a desconfianca por parte dos mateméaticos com
relacdo a um trabalho desse tipo pode ser agravada por uma incompreensao do papel de
Fundamentos, dentro desta proposta. A discussao acerca das relacdes entre Matemaética e
Fundamentos serd retomada na Parte B, onde esperamos que fontes potenciais de mal-

entendido sejam, definitivamente, dissipadas.

§11- Enunciados de Teoremas Citados

Esta secdo apresenta um cardter meramente utilitdrio. Para que o texto seja
razoavelmente auto contido, alguns teoremas de Logica Matemdtica serdo enunciados.
Nao serdo fornecidas definicdes, mas um pequeno comentério apds o enunciado de cada

teorema serd feito. A referéncia geral de Logica Matemdtica é o livro de Shoenfield,
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Mathematical Logic. Os livros de Drake, Set Theory - an Introduction to Large Cardinals,
e Chang & Keisler, Model Theory s@o as referéncias bdsicas de Teoria de Conjuntos e

Teoria de Modelos, respectivamente.

1- Primeiro Teorema de Lindstrom ([Chang & Keisler, 8], p. 132): A Ldgica de
Primeira Ordem €, a menos de equivaléncia, a unica légica abstrata que é
enumeravelmente compacta e possui nimero de Lowenheim o.

z

Comentdrio: Uma ldégica abstrata ¢ um par, conjunto de sentengas e relacdo de

satisfacdo |, tal que valem algumas propriedades. Além da Loégica de Primeira

Ordem, a Loégica de Segunda Ordem, as Ldgicas Infinitarias e as Logicas com
quantificadores generalizados, sdo todas exemplos de l6gica abstrata. Conseqii€éncia
desse resultado € que ndo € possivel uma ldgica abstrata, no sentido especifico do
Teorema, com maior poder expressivo que a Loégica de Primeira Ordem e que
mantenha as principais técnicas modelo-tedricas da Légica de Primeira Ordem. Mas
isso ndo € suficiente para explicar o status privilegiado que a Ldgica de Primeira
Ordem tem como veiculo mais importante de Fundamentos, ji que as técnicas

modelo-tedricas nao siao consideradas como constituindo uma propriedade crucial de

um eventual candidato a esse posto.

2- Teorema de Morley ([Chang & Keisler, 8], p. 494): Suponha que T é uma teoria
completa em uma linguagem enumerdavel. Se T € categérica em alguma
cardinalidade nao-enumeravel, entdo T € categérica em toda cardinalidade ndo-
enumeravel.

Comentario: Uma teoria € categérica em algum cardinal se todos os modelos da teoria

naquele cardinal sdo isomorfos. Por causa dos Teoremas de Lowenheim-Skolem, o

caso que todos os modelos de uma teoria sejam isomorfos s6 pode ocorrer em teorias

que admitem apenas modelos finitos, por exemplo, a teoria dos conjuntos com dois

elementos. A teoria dos corpos algebricamente fechados de caracteristica 0 §é

categérica em todos 0s niveis ndo-enumerdveis, mas nao no nivel enumerdavel. A

z

teoria das ordens lineares densas sem pontos extremos € categérica no nivel
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enumerdvel, mas ndo € em nenhum nivel ndo enumerdvel. Uma teoria pode ser
categdrica em todas as poténcias, como € o caso da teoria sem axiomas ou simbolos
nao-légicos. Também pode ocorrer que uma teoria nao seja categérica em nenhuma
poténcia, por exemplo, a teoria que tem um Unico simbolo nio-légico, um simbolo de
predicado undrio, € nenhum axioma nao-légico. No caso de teorias enumeraveis, sé

ha essas possibilidades, pelo Teorema de Morley.

3- Teorema de Herbrand ([Shoenfield, 38], p. 54): Suponha que T € uma teoria sem
axiomas ndo l6gicos, e que P é uma sentenga na forma prenexa em T. Entdo ¢ é
um teorema de T se, e somente se, existe uma quase-tautologia que € uma
disjuncao de instancias da matriz de Q#.

Comentario: Uma férmula é uma quase-tautologia se é conseqii€ncia tautolégica de

instancias dos axiomas de identidade e igualdade. ®# é uma férmula associada a ¢

através de certas operacoes sintdticas. Uma conseqii€ncia interessante do Teorema de

Herbrand é: se em uma teoria qualquer de primeira ordem T hd uma prova de uma

férmula qualquer @, entdo hd uma prova em que ndo ocorrem simbolos ndo-l6gicos

que ndo ocorrem em P ou nos axiomas nao-légicos de T. Nio teria sentido afirmar
que as demonstracdes matemadticas sao de natureza légica se, ao acrescentar apenas

simbolos ndo-l6gicos a uma teoria, o poder dedutivo da teoria, com relacdo a

linguagem original, aumentasse. De fato, é essencial, para a inteligibilidade de tal

afirmacdo, que a natureza légica seja algo bem determinado, que ndo seja

influenciada por “varidveis escondidas”.

4- Teorema de Scott ([Drake, 16], p. 184): Se existe algum cardinal mensuravel

entioV = L.

Comentario: Nas defini¢cdes usuais de cardinais mensurdveis, em termos de filtro,
ideal ou medida, ndo ocorre explicitamente uma condi¢do de tamanho, exceto a
exclusdo da possibilidade de ®. No entanto, esses cardinais sdo fortemente
inacessiveis e Hanf e Tarski provaram que sdo, em certo sentido, pontos fixos da

hierarquia dos cardinais inacessiveis. O Teorema afirma que se existe um cardinal
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mensurdvel entdo existe um conjunto ndo construtivel. E razodvel imaginar que esse
conjunto ndo construtivel deve também ser bem grande, ja que o que se adicionou foi
algo dessa natureza. Contudo, é conseqiiéncia de um resultado de Rowbottom
publicado em 1964 que se existe um cardinal mensurdvel entdo existem subconjuntos
de o ndo-construtiveis. Esse resultado poderia dar uma esperanca para a refutacdo da
Hipotese do Continuo usando o axioma da mensurabilidade, no entanto isso nao &
possivel e foi provado por Levy e Solovay em uma publicacdo de 1967: Levy, A.,
Solovay, R., Measurable Cardinals and the Continuum Hypothesis, Israel Journal of

Mathematics, 5, 1967, pp. 234-248.
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§12-Notas

1- Desse ponto em diante serd adotada a seguinte convengdo: qualquer referéncia a “Fundamentos” e a
“relevancia fundacional” deve ser compreendida como uma referéncia aos Fundamentos do Pensamento
Matematico no século XX. Portanto, no texto, “Fundamentos” e “fundacional” se referem a Fundamentos
do Pensamento Matemadtico no século XX e “Fundamentos da Matemadtica” se refere aos programas de
fundamentos (assim com letra inicial mindscula), ou programas de explicitacdo de pressupostos. Nesse
sentido, Fundamentos do Pensamento Matemadtico no século XX € uma temadtica mais abrangente que
Fundamentos na Matemadtica, corresponde a uma reflexdo mais ampla sobre o Pensamento Matemético no

século XX.

2- E preciso fazer uma distingdo sobre o sentido de “formal”. Em primeiro lugar, “formal” pode ser usado

para qualificar algo em referéncia 2 oposicdo forma/matéria. E assim que usamos quando dizemos que a
Matematica é formal, por exemplo, ja4 que é um conhecimento sem parte empirica, totalmente a priori,
portanto um conhecimento da forma, ndo da matéria. Por outro lado, o segundo sentido de “formal” refere-
se 4 oposi¢do forma/contetido. E nesse sentido que a unidade da Matematica proveniente do modo de
sistematizar os contetidos mateméticos (com um sistema de Teoria de Conjuntos, por exemplo) e ndo dos
conteidos eles mesmos é formal. A Matemdtica ndo € formal nesse sentido ji que essa disciplina,

obviamente, possui conteddo.

3- PRA € o fragmento de tipo zero da teoria de funcionais recursivos tipados que Godel utilizou em sua

prova de consisténcia da Aritmética de Peano. Essas teorias (PRA e a teoria dos funcionais recursivos de
tipo finito) sdo abordadas em mais de uma se¢@o do texto. Sobre PRA, essa teoria expressa, na minha visio,

a nogdo de preservacao da unidade, conforme a elaborag@o na §4 da Parte B.

4- Uma dificuldade para a obteng¢do de uma contraparte sintitica do Teorema de Lindstrom é que nao hd

uma versdo sintdtica correspondente ao Teorema de Lowenheim-Skolem disponivel. O candidato candnico

para esse papel seria o Teorema de Lindembaum que é equivalente ao fato de qua a Légica de Primeira

Ordem possui numero de Lowenheim @, mas extrapola a sintaxe da Légica de Primeira Ordem.

5- Conceitos e propriedades devem ser entendidos como principios de classificagdo, no sentido que
classificam dominios e relacdes conjuntistas segundo o critério de pertinéncia na extensdo. A importancia
da Linguagem de Primeira Ordem reside, nesse caso, no fato que a relacio de satisfagdo para essa lingugem

¢ absoluta. Essa absolutidade corresponde a um grau elevado de independéncia da extensdo de nogdes
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expressaveis nesse tipo de linguagem, em relacio aos problemas de vagueza na Teoria de Conjuntos. E isso
que sustenta a afirmag@o que nogdes expressaveis em Linguagem de Primeira Ordem constituem principios
de classificacdo, pois, com isso, a extensdo de um conceito ou propriedade fica determinada de modo
razoavelmente preciso. Esse ponto € importante e serd retomado na Parte B. Quase sempre as palavras
3 3 ki 3 3 9’ = 11 3 4 3

conceito” e “propriedade” sdo utilizadas no texto nesse sentido técnico, mas pode ocorrer algum uso em
um sentido mais amplo, que seja permutdvel com a palavra “no¢do”. Isso ndo significa uso inconseqiiente

da terminologia, o contexto sempre deve ser suficiente para distinguir os usos.

6- Convém lembrar que Teorema de Tarski da indefinibilidade da verdade imp&e a necessidade de uma
andlise mais explicita e cuidadosa das complexidades envolvidas na internalizacio da relacdo de satisfacao

em ZF e esta serd realizada em momento oportuno.

7- A palavra “objeto” é usada em dois sentidos nesse pardgrafo: primeiro como sujeitos de predicacdes
significativas e depois no sentido de objeto do conhecimento. Essa distin¢do, as vezes, ndo estd explicita,
mas o contexto deve ser suficiente para uma compreensdo adequada. Com relacido ao primeiro sentido de
objeto, a formula¢do de uma posicdo em Filosofia da Matemdtica, relativamente a questdo ontolégica, em
termos modais ndo € incomum nas escolas. H4 por exemplo o estruturalismo modal de Hellman
(cf.:[Hellman, 18]) e o nominalismo modal de Chihara (cf.:[Chihara, 11]). Essas posi¢des se comprometem

com uma modalidade primitiva e sdo normalmente especificadas com um sistema modal como légica

subjacente.
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PARTE B
A RELACAO DE SATISFACAO

§1-Retomada

Estas primeiras se¢des da segunda parte constituem um bom momento para se
fazer uma pausa para resumir o que ja foi percorrido, para defender as principais teses do
texto de forma mais aguda e para apontar o caminho a ser seguido a partir das préximas
secdes. Algumas teses, jd expostas anteriormente no texto, serdo retomadas nos
paragrafos seguintes. Isso se faz necesséario, pois este € um texto filoso6fico, e na Filosofia
os argumentos raramente sdo localizados em algumas linhas, diferentemente da
Matematica, em que os textos sdo estruturados em provas que estdo contidas entre marcos
de inicio e final, que independem do que estd adiante no texto e que podem ser
compreendidas sem referéncia ao seu papel no todo. Na verdade, um livro ou uma obra
inteira de Filosofia pode constituir um argumento unitario e o sentido de uma parte pode
vir da plausibilidade do programa como um todo. Esse cariter “continuo” da
argumentacao filoséfica, em oposi¢do ao cardter “discreto” da argumenta¢do matemadtica,
estd bem refletido nos grandes sistemas filosoficos, onde é fundamental ter uma
apreensdo unitdria do sistema, mesmo que seja sempre provisoria, para compreender cada
parte. Cada parte é compreendida quase exclusivamente na sua relacio com o todo.
Portanto, em um texto filos6fico, a questdo da perspectiva do todo € muito mais
dramdtica que em um texto matemadtico, e perder essa perspectiva pode significar perder
tudo.

A continuidade da argumentagdo, que ja foi iniciada, passa aqui por uma retomada
dos pontos principais. A primeira tese, e talvez a mais importante, que € defendida neste
texto, € referente a importancia de se explorar o aspecto semantico da Matemdtica e dos
Fundamentos. A Matematica constitui uma parte da semantica das ciéncias (incluindo a
préopria Matemdtica), portanto de uma possivel teoria geral das significacdes.
Fundamentos (conforme tematizacdo na Parte A) constitui a semantica da Matemadtica.

Isso quer dizer que a Matematica fornece parte de uma resposta a questdao epistemoldgica



54

acerca do significado da compreensdo de no¢des das ciéncias e Fundamentos deve
fornecer uma resposta a questdo do significado da compreensdo de nocdes da
Matemaitica, é uma reflexdo sobre a compreensio da Matemadtica. E claro que qualquer
resposta a essas questdes nunca estd acabada e é sempre provisdria. Portanto, essa tese
ndo afirma que Fundamentos e Matemética estio acabados. E claro também que
Fundamentos e Matemadtica se intersectam. Isso é um fato, facilmente reconhecivel por
quem tem algum contato com a Logica Matematica. Mas € um fato extraordindrio: como
€ possivel uma investigacdo que tem como objetivo a determinacdo do conhecimento
matematico intersectar a propria Matematica? Essa € uma questdo muito importante para
este trabalho e serd analisada em maior detalhe a partir de agora. Antes disso € preciso
explicar melhor essa tese segundo a qual a Matemdtica e os Fundamentos possuem um

aspecto semantico, que serd referida como tese semantica.

§2- Tese Semantica

A Matemadtica parece ndo ter nenhuma relevincia, como semantica, para uma
ciéncia como a Histdria, e, portanto, ndo tem nada a ver com a Filosofia da Histéria. Mas
isso ndo torna falsa a tese semantica. De fato, conforme estd formulada, a afirmacao “A
Matemadtica constitui uma parte da semantica das ciéncias (incluindo a prépria
Matemitica), portanto de uma possivel teoria geral das significacdes”, € muito
indeterminada, pois diz exatamente que a Matematica constitui uma parte da semantica
das ciéncias, sem determinar qual parte é essa. E claro que isso sé pode ser determinado
em investigacOes especificas sobre os fundamentos das ciéncias, ja que diz respeito a
forma de apreensdo do conteido delas. Contudo, j4 na introdugdo, o aspecto semantico da
Matematica foi apresentado como uma teoria da forma légica da linguagem das ciéncias
com as quais ela mantém relagdes relevantes, mas sem uma argumentacdo que
sustentasse a plausibilidade dessa tese adequadamente. Essa caracterizacdo do aspecto
semantico da Matemadtica ja diz algo a respeito da parte da semantica das ciéncias que
cabe a Matemadtica: é a parte formal, no elemento a priori. Para que essa caracterizacao
ndo seja vazia, € preciso que existam ciéncias, além da propria Matematica, em que esta,

de fato, desempenhe um papel decisivo na respectiva apreensdo do contetido. E isso € um
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fato: a Fisica Teorica, por exemplo, € uma ciéncia desse tipo. Portanto, essa afirmacao
estd em acordo com a tese folclorica dos fisicos: “a Matematica € uma linguagem”.

Contra essa perspectiva, uma objecdo que pode ser levantada é que boa parte da
Matematica ndo parece ter relacdo com a Fisica Tedrica. Mas, segundo a tese semantica,
a Matemadtica ndo € uma linguagem exclusiva para a Fisica Tedrica, mas inclui, sim, o
desenvolvimento de no¢des que funcionam como formas, ou condi¢des, segundo as quais
objetos de ciéncias tedricas devem se conformar para que constituam objetos do
conhecimento, um conhecimento formal presente e pressuposto nas formulacdes de
outras ciéncias tedricas e da prépria Matematica, que constitui, assim, parte do plano da
Razdo para a organizacdo do material da experiéncia: o aspecto semantico da Matemética
estd no registro do plano da Razdo e da condi¢do de significacdo do discurso cientifico.
Essas afirmagdes estdo baseadas na tese de que a Razdo, antes, impde ao material da
experiéncia suas préprias formas de cognicdo, que a Razdo € ativa no processo de
conhecimento, ¢ ndo que a Razao simplesmente se conforma ao material da experiéncia.
Obviamente, essa tese ndo implica nenhum idealismo empirico: ndo é o caso que,
segundo essa tese, a atividade da Razdo sai criando coisas do nada; a Razdo, segundo
essa tese, apenas submete o material da experiéncia ao seu préprio plano. A realidade
empirica continua sendo o que €, ndo importa se a Razdo é passiva, apenas se
conformando ao material da experi€ncia, ou ativa, submetendo o material da experi€ncia
as suas proprias condicdes de cognicao; a distin¢do é de natureza epistemoldgica e nao
ontoldgica. Isso, de certo modo, € um resumo da “Revolu¢dao Copernicana” de Kant.

O que Kant ndo pdde notar é que o plano da Razdo, ele mesmo, ndo estava (e ndao
estd) pronto e acabado nem mesmo em relacdo a Ldgica, muito menos em relacdo a
Matemitica, e que esse plano poderia sofrer variagdes, e sofreu. Além disso, Kant ficou
preso em um construtivismo muito estrito ao associar, mais ou menos rigidamente, a
Matematica a Estética Transcendental, e, como conseqiiéncia, o0 método matematico de
formulacdo de nocdes (a definicio matemdtica) as construgdes na intuicdo pura. A
Matemitica tem liberdade para formular nocdes, desde que sejam consistentes. Em geral
as nogdes matemdticas sdo sempre interpretaveis em ZFC, mas isso ndo é uma exigéncia
prévia. A Logica e a Matematica incluem parte do processo de estruturacao conceitual da

realidade, o método de ambas é o método axiomadtico-dedutivo e ndo € possivel
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compreender, atualmente, essas duas disciplinas como desvinculadas, uma marca de
algumas visdes construtivistas da Matemadtica. Na minha visao, parece claro que qualquer
tentativa de atualizag@o da Critica da Razdo Pura deve, necessariamente, passar por uma
reavaliacdo das concepgOes de Matematica e Ldgica presentes nessa obra, levando-se em
conta que a Matemdtica ndao pode ficar restrita a Estética Transcendental, j4 que a

intuicdo kantiana é muito restritiva e a Matemadtica, mesmo sendo distinta da Logica,

possui uma dimensao l6gica que deve ser caracterizada na Analitica do Entendimento.'

Segundo o que foi colocado até aqui, a propria natureza da Matemaética estd nas
relagdes que essa disciplina mantém com outras disciplinas e com ela mesma. E mesmo
que, considerando isso, uma boa parte da Matemética ndo apresente relacdo direta com
outras ciéncias, nem com a propria Matematica, ainda constitui uma reserva de formas
expressas em uma linguagem abstrata, mas que pode ser interpretada e pode ser ttil em
uma eventual relacdo com alguma ciéncia. Além disso, se as disciplinas matematicas, de
fato, apresentam uma unidade interna, entdo todas essas disciplinas, direta ou
indiretamente, estdo em uma relacio com as ciéncias. Contudo, a concep¢do de
Matemitica apresentada, de fato, vé como degenerados trabalhos de Matemadtica que nao
dialogam com a Matemética como um todo ou com as ciéncias tedricas. Isso também esta
de acordo com o fato empirico de que alguns desenvolvimentos sdao gradualmente
abandonados quando, ao longo do tempo, ndo apresentam relacdes convincentes com

outros desenvolvimentos.

§3-Matematica e Fundamentos

Portanto, a tese semantica implica uma visdo da Matematica em relacio com
outras ciéncias e em auto-relacdo consigo mesma, e estd em concordancia com o fato
empirico de que as partes mais importantes da Matematica, mais valorizadas pela
comunidade dos matemdticos, sdo aquelas que apresentam uma relagdo mais direta com
outras ciéncias e com a propria Matematica, sem excluir as partes que ndo tém a mesma
propriedade. Também, a tese semantica implica que, quando um cientista realiza um
experimento, a Matemadtica envolvida ndo estd sendo testada, pois essa parte da

Matematica constitui, nessa perspectiva, parte das condi¢des de significagdo do
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experimento: as coisas da realidade empirica s@o entidades cuja apreensdo segundo as
ciéncias tedricas € possivel apenas na medida em que necessariamente participam na
forma dada por alguma noc¢do matemadtica (possibilidade aqui € possibilidade 16gica, ndo
possibilidade tecnoldgica, metafisica de existéncia em mundos possiveis, ou de outra
natureza).

E importante que fique claro que nio é qualquer uso da Matemitica que conta
como uma relacdo semanticamente relevante, mas apenas quando certo conteido é
apreendido através da Matemadtica, quando suas regularidades sdo capturadas de modo
adequado por uma teoria matemdtica, portanto, quando o conteido é semanticamente
condicionado: para que uma relacdo da Fisica Tedrica seja significativa € preciso, antes,
que seja matematicamente significativa e, quando isso ndo ocorre, a relacdo da Fisica
Tedrica, no méximo, pode fornecer uma técnica € ndo um conhecimento. Uma ciéncia
que usa a Matematica apenas para capturar alguns aspectos quantitativos e nao na prépria
apreensdao dos seus objetos ndo é semanticamente condicionada; tal ciéncia é apenas
superficialmente matematizada e ndo € como a Fisica Tedrica moderna, onde a
Matemitica desempenha um papel constitutivo. Como um udltimo comentdrio geral a
respeito da tese semantica sobre a Matemdtica e Fundamentos, considere a questdo do
comprometimento ontolégico. Essa questdao, do ponto de vista da tese semantica, tem
uma importancia consideravelmente atenuada, em comparacdo com a importancia central
que essa questdo adquire em uma concepcdo ontolégica da Matemdtica. Aqui a
Matematica € constituida de descricdes de nocdes expressas em uma linguagem nao
interpretada, e qualquer interpretacdo externa dessa linguagem vem da sua relacdo com as
ciéncias tedricas matematizadas. Se as disciplinas matemadticas apresentam uma unidade
interna, entdo a Matematica adquire um sentido externo em bloco, a partir da relacdo com
as outras ciéncias e da auto-relagdo consigo mesma. Essas udltimas consideracdes sdo
importantes, pois se torna ainda mais evidente, dentro da concepg¢ao geral deste trabalho,
a centralidade de se estabelecer a unidade da Matematica internamente.

Voltando a questdo colocada mais acima: como € possivel uma investigacdo que
tem como objetivo a determina¢do do conhecimento matemadtico intersectar a prépria
Matematica? Um inicio de encaminhamento de resposta, partindo da tese semantica,

conforme explicada acima, € agora claro: a Matemdtica constitui parte da semantica
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formal das ciéncias, incluindo ela mesma, onde ocorre a intersecio com Fundamentos.
De fato, o estudo de caso que serd realizado na Parte C e que é relativo a interagdo entre a
Matemitica e os Fundamentos se mostrard consistente com a tese semantica. E
conveniente notar que apenas um conhecimento formal pode ter essa propriedade de
intersecdo com as reflexdes fundacionais sobre esse mesmo conhecimento e uma
concepc¢ao de Matematica como ontologia ndo parece dar conta, de modo imediato, desse
fato, que Matematica e Fundamentos se sobrepdem, sem transformar a Ldgica em uma
ontologia, o que constituiu um dos principais alvos de ataque por parte do projeto critico
kantiano, como pode ser constatado na seguinte passagem da Critica da Razao Pura [A61,

B85], que ¢é bastante clara, apesar da linguagem obsoleta:

“Contudo hd algo de tdo tentador na posse de uma arte tdo especiosa que consiste em
dar a todos os conhecimentos a forma do entendimento, por muito vazio e pobre que se
possa estar quanto ao seu conteiido, que essa logica geral, que é apenas um cdnone para
julgar, tem sido usada como um organon para realmente produzir afirmagées objectivas
ou, pelo menos, dar essa ilusdo, o que de fato constitui um abuso. A légica geral,
considerada como pretenso organon, chama-se dialética.”

[Kant, 1., Critica da Razdo Pura, Tradu¢do de Manuela Pinto dos Santos e Alexandre

Fradique Morujao, Fundagdo Calouste Gullbenkian, 2008]

Uma parte da Logica Matemadtica estd claramente contida nessa sobreposi¢ao
entre Matemdtica e Fundamentos, que, por sua vez, estd contida na totalidade da Logica
Matematica. Para compreender esse fato basta notar que, segundo a caracterizagdo acima,
o aspecto semantico da Matematica € a teoria da forma 16gica da linguagem das ciéncias
que mantém relacdes relevantes com a Matemadtica, e a Logica Matematica possui uma
dimensao que pode, claramente, ser caracterizada em geral como a teoria da forma légica
da linguagem da Matematica. A novidade aqui € a tese de que essa sobreposicdo € maior
do que poderia parecer, contendo mais resultados de Lodgica Matemdtica, que
normalmente ndo sdo considerados relevantes para Fundamentos. Essa tese se baseia em

uma outra tese, a saber, que a determinagdo desse vinculo essencial entre Matemaética e
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Fundamentos, que € constitutiva da natureza dos Fundamentos, ocorre por meio da
determina¢ao de Fundamentos como principio organizador e unificador da Matematica.

Sob essa perspectiva, o presente trabalho constituird, caso logre ter sucesso, uma
contribui¢cdo na dire¢do da determinacdo desse vinculo. A tese mencionada acima, sobre
o tamanho da interse¢do entre Matemadtica e Fundamentos, ja foi sugerida desde a
Apresentacdo, onde foi afirmado que resultados da Teoria de Modelos tém sido
negligenciados nas investigagdes de Fundamentos e foi colocada de forma explicita na
Parte A, na tematizacdo de Fundamentos, onde foi formulada a tese de que hda uma
terceira dimensdo em Fundamentos, além da colecdo de resultados técnicos ligados a
programas de explicitacdo de pressupostos e das escolas de Filosofia da Matematica.
Contudo, em nenhum momento foi afirmado que ndo h4 desenvolvimentos da Logica
Matemitica que degeneraram em contetiidos tecnicamente muito rebuscados, mas pouco
criativos e que, de fato, parecem nao ter relevancia alguma para Fundamentos, para uma
reflexdo sistemdtica sobre o conhecimento matemadtico. Apenas afirmou-se que ha
desenvolvimentos que sdo negligenciados e este trabalho pretende mostrar que sdo
relevantes, e essa possibilidade € conseqiiéncia de uma perspectiva bastante ampla acerca
de Fundamentos, implicada pela tese semantica. Alguns poderiam se opor dizendo que a
perspectiva € ampla demais. Mas a perspectiva nao € ampla demais, ja que se mantém
nos limites estreitos da Matemaética, de modo que ndo h4 nessa reclamagdo nada além do
reflexo de um gosto pessoal, e a Filosofia, definitivamente, ndo deve se ocupar desse tipo
de coisa.

Fundamentos deve conter, portanto, uma teoria geral da significacdo da
Matemadtica, uma compreensdo de segunda ordem da Matemadtica, que estd ligada
originariamente a Matemadtica. Esse aspecto de Fundamentos implica que um objetivo
dessa disciplina € a determinacdo progressiva da Matematica e que isso tem como ponto
de partida estabelecer a unidade da Matematica. De fato, o problema da unidade se coloca
para a Matematica de um modo muito mais dramdtico que para outras ci€éncias. O ponto é
que a Matematica ndo tem objeto de investigacdo dado, precisa constituir seu proprio
objeto. Entdo, para poder falar, filosoficamente, em uma Matemaética unitéria, € preciso
mostrar que aquilo que se denomina, pré-filosoficamente, Matematica, constitui um todo

coeso, € ndo um aglomerado informe de resultados, e essa deve ser uma finalidade da
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determinacdo da Matemadtica em Fundamentos. A determinacdo fundacional da
Matemadtica é a compreensdo sistemdtica das disciplinas matemadticas. Essa apreensao
segundo a perspectiva sistemdtica envolve resultados técnicos de explicitacdo de

pressupostos em programas de fundamentos, resultados de conservatividade e de pureza

de métodos, resultados de universalizacdo de contetidos matematicos? e de legitimidade

de principios heuristicos, de expressabilidade de no¢des matematicas, entre outros, ja que
esses tipos de resultados constituem parte da reflexdo acerca das pecas que compdem o
mecanismo da atividade matemdtica. Nao € um objetivo de Fundamentos decidir quais
devem ser os principios acrescentados a Matematica, j4 que Fundamentos nao tem o
poder de derivar a partir da Metafisica, ou de qualquer outra fonte, quais devem ser os
pressupostos da Matematica. A natureza da relacdo de pressuposi¢ao entre Fundamentos
e Matemadtica é formal: Fundamentos deve reunir as condi¢des de significacdo da
Matematica. Portanto, ndio é o papel de Fundamentos decidir se o Axioma da
Construtibilidade deve ser acrescentado ou ndo a atividade matemdtica. Decidir acerca da
adi¢do ou ndo de um novo principio é um problema estritamente interno a pratica da
Matemadtica: um novo principio deve ser acrescentado como pressuposto a toda
Matemadtica se, e somente se, esse principio estiver, de algum modo, efetivamente
incorporado, na préatica da Matemadtica, impregnado na atividade matemadtica. Portanto,
ndo hd, em certo sentido, propriamente, uma tomada de decisdo envolvida no problema
dos axiomas da Matematica. Diante desse problema, cabe a disciplina de Fundamentos,
antes, o papel de explicitar axiomas para a Matemaética, o papel de sistematizar e analisar
o conhecimento matematico, mas ndo o papel de escolher axiomas para a Matematica, ja
que isso, de certa forma, ndo é possivel. Fundamentos deve sim investigar se um
determinado principio atende e unifica demandas reais da pritica matemadtica, bem como
analisar a plausibilidade de incorporacao de novos principios, tanto em termos de
relagdes 16gicas entre formulagdes diversas quanto em termos de preservacdo, ou nao, de
configuracOes importantes presentes na auséncia do principio, mas ndo com a finalidade
de tomar decisdes no que concerne a incorporacdo de novos principios relativamente a
atividade matemdtica. E preciso ter clareza desse papel de Fundamentos, entre outras

coisas, pelos motivos levantados no final da §10 na Parte A.



61

A concepcao geral de Fundamentos aqui exposta estd em conformidade com a
tese sistemdtica de que um processo de determinacdo progressiva da Matemdtica e da
unidade dessa disciplina é, a0 mesmo tempo, um retroceder ao fundamento, e essa
compreensdo sistematica através de uma relacdo direta com o conteido matemético
constitui o método de Fundamentos. Esse método ndo tem como finalidade apreciar as
nuances de resultados matematicos, tarefa que pode ser mais bem executada pela propria
pratica da Matemdtica. O fatico ndo € objeto da Filosofia, apenas o possivel. Esse
método, baseado em estabelecer explicitacio de pressupostos, pureza de métodos,
universalizacdo e legitimidade, expressabilidade de no¢des, decidibilidade de teorias, €,
de fato, bastante rente ao conteido matematico, mas ainda como método de reflexdo a
respeito da atividade matemdtica. Além disso, essa proximidade com o conteido
matematico ndo estd em oposi¢cdo com uma concep¢io de Fundamentos como um ambito
ideal. Apenas estd em oposicdo com uma concep¢ao de Fundamentos como um ambito
ideal construido em um vazio. Fundamentos é uma disciplina predominantemente
normativa com respeito ds condi¢des de significagdo, como jé foi colocado na primeira
secdo da Parte A. Contudo, deve procurar ser, também, em parte, descritiva, pois, caso
contrério, tornar-se-ia uma disciplina vazia. Nao ha nenhuma contradicao nisso, ja que o
cardter descritivo de Fundamentos diz respeito a relac@o direta que essa disciplina deve
ter com o conteido da Matematica, enquanto o seu cardter normativo nao diz respeito, de
modo imediato, a pritica da Matemdtica, mas sim as condi¢des de significacdo da
linguagem dessa disciplina, e para estabelecer essas condi¢des € preciso interagir
diretamente com esse contetido, ndo hé outra possibilidade.

Os parédgrafos anteriores retomam vdrias teses que aparecem ji na Apresentacdo e
também nas primeiras trés secdes da Parte A. E importante analisar aqui, de modo mais
especifico, a tese de que estabelecer universalizagdo de conteidos mateméticos e
legitimidade de principios heuristicos constitui parte do método de Fundamentos. A
universalizacao de um conteido matematico € para ser entendida como a incorporagdo de
tal conteddo em um enquadramento légico-matemdtico, € ndo como uma simples
generalizacdo. Nesse sentido, mesmo que essa caracterizacdo da universalizacdo seja
ainda um tanto vaga, estd claro que a universalizacdo ¢ um expediente muito usado na

Logica Matemdtica, que freqiilentemente vai buscar seus resultados em andlises
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cuidadosas de conteidos matematicos. Do mesmo modo, a legitimidade de principios
heuristicos deve ser entendida como a formulagdo e demonstracao, no interior da Logica,
desses procedimentos, as vezes usados na Matemdtica. Por exemplo, ja foram
mencionados, na Parte A, o principio de Lefschetz e os métodos infinitesimais. Nos dois
casos, hd mais de uma legitimagdo possivel. O principio de Lefschetz foi formulado e
demonstrado por Tarski, para linguagens de primeira ordem, mas ha também versdes para
linguagens mais flexiveis. Os métodos infinitesimais foram recuperados de maneiras
distintas nas vdrias versdes da Andlise ndo-Standard. Também estd claro que esse tipo de
procedimento é um expediente freqiientemente usado em Légica Matemdtica. Nesse caso
da legitimag¢do, ndo hd duvida de que substituir uma heuristica, baseada em uma
experiéncia particular de casos, por enunciados precisos e demonstracdes ldogicas
representa um enorme ganho em termos de compreensdo sistematica das disciplinas
matematicas, portanto um ganho em termos fundacionais. Por outro lado, esse tipo de
procedimento heuristico ocorre em ndmero reduzido na Matemadtica. Portanto, o caso
mais complexo, e também de maior relevancia, é o da universalizacdo de conteddos, e €
preciso concentrar a andlise, no proximo pardgrafo, na relevancia fundacional desse tipo
de procedimento. As conclusdes dessa andlise serao relevantes e servirdo de base para
toda a seqii€ncia do texto.

Como ja foi colocado no inicio do pardgrafo anterior, a operacdo de
universalizacio nao € simplesmente generalizacdo. Tampouco €, a universalizacdo,
apenas formalizacdo. E necessdrio caracterizar de forma mais precisa a universalizacio.
Universalizar um conteido matemadtico significa apreender esse conteido sob um
enquadramento 16gico-matemadtico, segundo uma regularidade de natureza 1d6gico-
matematica, como um conteido que diz respeito apenas a relacdo de conseqiiéncia logica
e a propriedades puramente conjuntistas ou categoriais das estruturas matemadticas, ou
seja, como um conteido de Logica Matematica. A questdo aqui €, entdo, que tipo de
relevancia fundacional isso pode apresentar? Para dizer de algo que hd ou ndo ha
relevancia fundacional, € necessdrio ter uma compreensdo operacional de Fundamentos, e
€ exatamente isso que este texto procurou alcancar até agora. Portanto, de acordo com o
que foi exposto, para que uma universalizacio de um conteido matemadtico apresente

relevancia fundacional, é preciso mostrar que tal universalizacdo representa um avango
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em termos de uma compreensdo de segunda ordem e em termos da unidade das
disciplinas matemadticas. Na pratica, entre outras coisas, ¢ preciso mostrar que tal
universalizacdo reforca a unidade da Matemadtica, ja& que reforcar a unidade da
Matemitica deve ser uma conseqiiéncia de um avango na direcao de uma compreensao de
segunda ordem das disciplinas matematicas, por tudo aquilo que foi exposto até aqui.
Mostrar que isso € possivel é uma tarefa importante deste trabalho, por isso € preciso que
fique claro o que se pretende alcancar e em que estd baseada tal pretensdo. O que se
pretende alcancgar estd claro, € a relevincia fundacional de certos procedimentos de
universalizacdo que serdo apresentados na seqiiéncia do texto. Mas que razdes ha, se é
que ha alguma, para crer, desde ja, que isso serd possivel? H4 sim uma razdo para crer
que isso serd possivel, de modo que a pretensdo nao € desmedida, nao € extravagante. O
argumento fundamental é o seguinte: ao apresentar um quadro 16gico-matemético que
rege um conteido matemaético, que normalmente € estabelecido a partir de um trabalho de
habilidade artesanal em cima de detalhes miudos, se adquire uma compreensao mais
profunda sobre aquilo que ja foi compreendido. De fato, o conteido que ja foi
compreendido € agora apreendido segundo uma regularidade légico-matemética
completamente nova que fornece um significado novo para aquela compreensao original:
o novo significado da compreensao original do contetido, fornecido pelo enquadramento
l6gico-matematico, € o conhecimento das condi¢des gerais desse enquadramento que sdo
verificadas na situagdo particular desse contetido. Apresentar um quadro ldgico-
matemadtico segundo o qual uma determinada situacdo matemadtica € apreendida
configura, entdo, um estdgio preliminar de uma reflexdo de segunda ordem acerca da
situacdo em questdo, que ndo poderia ser extraido do mar de detalhes em que estd imerso
aquele conteido matematico especifico. Essa €, também, a diferenca entre mera
generalizacdo e universalizacdo: no caso da universaliza¢do, a situagdo € apreendida
segundo uma regularidade de natureza l6gico-matemética completamente nova, que nao
pode ser obtida, simplesmente, através de uma operacdo, de acréscimo e retirada de
hipdteses, extraida de uma anélise cuidadosa de demonstragdes. A universalizacdo € uma
regularidade, em certo sentido, livremente criada e nao desvelada. Uma mera

generalizacdo, onde ndo necessariamente hd um componente livremente criativo
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envolvido e que pode proceder desse modo ao infinito, ndo configura, de modo algum,

parte de uma reflex@o de segunda ordem.

§4-Organizaciao da Matematica (parte 1)

Ap6s os esclarecimentos de ordem metodoldgica realizados nos pardgrafos acima,
¢ conveniente retomar aqui a questdo da organizacdo da Matematica, dentro do propdsito
de tornar progressivamente mais clara a concep¢do geral do trabalho, através da
explicitacdo gradual da visdo que eu tenho da natureza da Matemadtica. Com essa
finalidade, a tematizacdo da organizacdo da Matemadtica servird como meio para expor o
meu ponto de vista.

Conforme explicitado no pardgrafo correspondente da Parte A, a possibilidade
mesma de organizacdo da Matemadtica repousa sobre o significado de resultados da
Légica Finitaria. No referido pardgrafo ocorre uma citagao da famosa frase de Kronecker
a respeito dos nimeros, que, de certa forma, resume uma situacio de crenga irredutivel
no significado desse ambito finitdrio e ainda apresenta muita atualidade na discussdo em
Fundamentos. O objetivo agora é realizar uma andlise mais radical desse ambito finitario
ou, mais especificamente, dos pressupostos da metateoria da formalizacdo da
Matematica.

Conforme ja foi observado na Parte A, pela numeracdo de Godel, a Logica
Finitaria € coextensiva com uma teoria aritmética. Os resultados essenciais para um
desenvolvimento minimo da Matematica em um sistema formal podem ser provados com
um uso bastante controlado, em termos de complexidade quantificacional, da inducio. A
investigacdo metamatemdtica, conforme concebida por Hilbert, ¢ empreendida nesse
contexto e tomada como um discurso significativo, independente de posi¢des filosoficas.
Como € possivel sustentar que uma sentenga desse discurso finitario é significativa?
Como seria possivel justificar de modo radical esse conhecimento finitario? Vamos fazer
uma tentativa, sem, € claro, procurar ser absolutamente precisos em todos os aspectos ou
procurar fornecer apenas distin¢cdes exaustivas, pois nesses termos ja sabemos que 0s

problemas filoséficos ndo sdo apenas insoldveis, sdo intrataveis.
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E preciso, em primeiro lugar, fazer uma distin¢éio importante no que se refere ao
modo de conceber sistemas l6gicos. Em um sentido bastante amplo, um sistema 16gico
pode ser concebido de dois modos: como sendo o estudo de relacdes estruturais entre
portadores de valor de verdade (férmulas ou proposi¢des), ou como sendo um
instrumento de raciocinio real. E claro que relacdes formais entre férmulas estdo apenas
remotamente ligadas a questdo de como se deve raciocinar na pritica para chegar a
conclusdes verdadeiras partindo de hipdteses verdadeiras, ou seja, para, empiricamente,
produzir conhecimento. Para chegar a essa constatacdo basta pensar em certas relacdes

estruturais da implicacdo material cldssica. Por exemplo, considere a inferéncia: se ¢ ¢

falsa conclua (p— . Essa inferéncia tem pouca relacdo com raciocinio real, porque, entre
outras coisas, ndo € possivel saber, em geral, se ¢ € falsa. Do mesmo modo, a inferéncia:
“se ZF é consistente entdo ZF € incompleta” também tem pouca relagdo com raciocinio
real, porque pode ser o caso que nao haja como saber se ZF é consistente. Essas relagdes
estruturais apenas podem fornecer condicdes formais da predicagdao da verdade, ou da
significacdo e é um pressuposto fundamental da Logica Cldssica que as sentencas portam
valor de verdade bem determinado. E extremamente importante ter em perspectiva essa
distin¢do. Através dela € possivel mostrar, por exemplo, que uma proposta em Ldgicas
nio-Classicas, realizada como um trabalho de Matematica - ou, como é costume dizer,

utilizando a Loégica Cldssica como metaldgica - ndo € necessariamente incoerente e,

muito menos, estd propondo uma mudanga na Légica.? O ponto é que a metaldgica deve,

nesse caso, ser concebida, predominantemente, como um estudo de relagcdes estruturais
entre férmulas e os sistemas de Ldgicas nao-Cléssicas, que sao o objeto de investigacao,
podem ser concebidos tanto como instrumentos de raciocinio real para determinados
contextos, quanto como um estudo de relacdes estruturais entre formulas em um
determinado contexto, ou, ainda, como algo intermedidrio entre as duas coisas. Na minha
visdo, a distin¢do acima reflete, em parte, a distin¢ao entre uma concep¢ao nao-empirista
e uma concepg¢ao empirista da Ldgica, respectivamente.

A parte da Ldgica Finitdria que corresponde a metateoria da formalizacdo da
Matemitica serd concebida no presente trabalho, predominantemente, como um estudo de

relagdes estruturais entre férmulas e serd chamada de Metamatematica. Com isso, esse
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elemento 16gico-finitirio, que estabelece condi¢des minimas de formalizacdo da
Matematica, pode ser caracterizado como um discurso significativo, em termos de
relagdes estruturais entre formulas, que pressupde apenas condicdes formais da
conservagdo da unidade. De fato, como ndo hd uso essencial de quantificadores nesses
desenvolvimentos da Légica Finitdria, esse discurso ndo pressupde outra coisa além de
condi¢des formais da preservacdo da unidade. Os nimeros metatedricos sao os termos
dessas condicdes. Desse modo, a indug@o em relagdes entre termos (em propriedades que
ndo envolvem quantificadores) € justificada como uma condi¢do formal da conservacdo
da unidade.

Dentro dessa concepcdo, as proposi¢des desse discurso logico-finitdrio sdo
verdadeiras se correspondem a determinacdes da preservacdo da unidade. Nesse sentido,
assume-se que a preservacdo da unidade constitui mesmo um principio de classificacdo
exaustivo e, conseqiientemente, que faz sentido falar em condicdes formais da
preservacdo da unidade e que as afirmacdes da Metamatemética possuem valor de
verdade determinado. Portanto, mesmo aceitando que alguns nimeros metamateméticos
admitem, de algum modo, uma realizacdo empirica, os pressupostos dessa parte da
Légica Finitaria ndao devem ser confundidos com um conhecimento de ndmeros que
admitem realizacdo empirica. Essa seria uma concepg¢do finitista muito restritiva da
metateoria da formalizacdo da Matemdtica. Essa metateoria é concebida aqui como um
discurso significativo que pressupde apenas condi¢des formais da conservacdo da
unidade, concepcdo que envolve um infinito potencial - que € uma condicao formal da
conservagao da unidade. Os niimeros metamatematicos sao os termos dessas condi¢des
formais de preservacdo da unidade, portanto s6 possuem significado nesse contexto.
Nesse sentido, se a sentenca da consisténcia de ZF for pensada como uma sentenca da
Metamatematica, entdo ela possui um valor de verdade determinado, mas, por outro lado,
se essa sentenca for pensada como uma sentenca de um discurso baseado em um
conhecimento de nimeros que admitem realizacdo empirica, entdo a consisténcia de ZF
s6 teria valor de verdade determinado caso alguma inconsisténcia seja realizdvel
empiricamente. Em uma concepg¢do finitista, a consisténcia deve ser tratada como um

predicado vago, ja que, por exemplo, ha muitas razdes para acreditar que, por um lado,
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nenhuma inconsisténcia da Aritmética de Peano seja realizdvel empiricamente e, por
outro lado, que a consisténcia da mesma seja indemonstravel por métodos finitistas.

Retomando a distingdo realizada mais acima, uma possivel concepcdo da
metateoria da formalizacdo da Matemadtica como, predominantemente, instrumento de
raciocinio real também implica que a consisténcia deve ser tratada como um predicado
vago. De fato, a Légica Finitdria como um todo parece ser impotente diante da questao da
consisténcia de ZF, por exemplo. Portanto, afirmagdes que envolvem a consisténcia de
ZF devem ser compreendidas em termos das relagdes estruturais entre formulas
(portadores de valor de verdade) e ndo em termos de instrumento de raciocinio real. E
conveniente analisar, como exemplo, uma versdo do Primeiro Teorema de Godel para ZF
(cf.:[Hinman, 19], p. 483): para toda teoria consistente T, recursivamente axiomatizavel e
que estende ZF, T é incompleta. Como é possivel compreender essa formulagdo como
um resultado da Légica Finitaria? Predominantemente, como uma relacdo entre relagdes
estruturais entre férmulas, ji que a consisténcia de T figura entre as hipdteses. Esse
importante teorema, uma pedra angular da Logica Finitaria, ndo significa grande coisa em
termos de instrumento de raciocinio real, ja que, nessa concepg¢ao, a consisténcia deveria
ser tratada como um predicado vago.

Em resumo, a metateoria da formalizacdo da Matemdtica € caracterizada aqui
como um discurso significativo acerca de relacdes estruturais entre portadores de valor de
verdade (férmulas). Essa metateoria € a parte da Ldgica Finitdria que € essencial a uma
formalizacdo minima da Matemadtica e seus pressupostos se restringem a condigdes
formais da preservacdo da unidade. Essa parte indispensdvel da Logica Finitdria é
constituida por resultados que se encontram nos quatro primeiros capitulos do livro de
Shoenfield (cf.:[Shoenfield, 38]) e que ja foram aritmetizados em sistemas bem fracos,
com inducao limitada e eqiiiconsistentes com a Aritmética de Robinson (cf.[Nelson, 32]).
Os pressupostos dessa parte da Logica Finitdria sdo os pressupostos mesmos de uma
formalizacdo minima da Matemadtica e constituem o que vamos chamar de ambito
finitdrio.

Onde estd fundado o ambito finitdrio? Na Razdo: o ambito finitdrio, enquanto
condi¢des formais da preservacdo da unidade, engloba pressupostos ndo apenas da

Logica Finitdria e da formalizacdo da Matematica, mas de praticamente qualquer
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conhecimento cientifico sistematico, como a Fisica. Portanto, seu fundamento estd na
Razdo, como condi¢do da possibilidade de um conhecimento cientifico sistematico.
Desse modo, a formalizagdo da Matemdtica € condicionada pelo ambito finitdrio e,
enquanto meio de formalizagdo da Matemadtica, ¢ a Metamatematica que estipula o que
serd uma teoria formal como ZF. Assim, a Metamatematica ndo é uma teoria formal no
sentido dado por ela mesma, mas poderia ser considerada uma prototeoria formal, pois €
possivel formalizar toda a Logica Finitdria em fragmentos de uma teoria formal como a
Aritmética de Heyting, por exemplo. Nesse sentido, argumentacido apresentada por van
Heijenoort (cf.:[van Heijenoort, 45], pp. 480-482) que identifica a inducdo
metamatematica e a indu¢do no sistema formal PRA e que mostra que a negacdo da
afirmacgdo da consisténcia, pensada como uma sentenca universal, deve ser compreendida
em termos intuicionistas, portanto ndo como uma sentenga existencial, estd integralmente
em sintonia com a concepcio de Metamatemdtica exposta aqui. E claro que a
formalizacdo da Metamatematica ndo substitui, mas apenas empurra a metateoria da
formalizacdo da Matemadtica para cima, e de modo algum dispensa a necessidade de
qualquer pressuposto da possibilidade de formalizacdo da Matemadtica. Esses
pressupostos (o ambito finitdrio) sdo aceitos aqui de uma vez e de forma absoluta,
independente dos desdobramentos posteriores da L.ogica e da Matematica. As bases dessa
aceitacdo, parcialmente expostas nos pardgrafos acima, podem ser resumidas nas
seguintes observacdes:

- Em primeiro lugar, que a preservacao da unidade constitui um principio de
classificacdo, um conceito, independente da capacidade de agentes humanos acessarem
empiricamente essa classificacao.

- Que, pela observacdo acima, faz sentido falar em condi¢cdes formais da
preservacdo da unidade, e que a distin¢d@o entre infinito atual e potencial € significativa.

- Que as afirmagdes da Metamatematica portam valor de verdade determinado e
que isso se fundamenta apenas sobre o pressuposto de que a preservacdo da unidade
constitui um principio de classificagdo exaustivo, lembrando que uma afirmagdo da
Metamatematica € verdadeira se corresponde a uma determinag¢do da preservacdo da

unidade.
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- Que a Metamatematica, enquanto metateoria da formalizacdo da Matemética, é
concebida, predominantemente, como o estudo de relagdes estruturais entre formulas, e
que esse estudo envolve apenas um infinito potencial.

- Que qualquer sistematizacdo de um conhecimento cientifico pressupde o ambito
finitdrio, uma vez que assume como significativo um discurso minimo sobre a
preservacdo da unidade.

Assim como a Ldgica, a Matemadtica também pode ser pensada em termos da
distincdo entre instrumento de raciocinio real e estudo de relagdes estruturais entre
termos, e a Matematica apresenta os dois aspectos. De fato, a Matemética pode, em parte,
servir como um instrumento de raciocinio real para auxiliar um cientista em um processo
de inferéncia construtivo e, em parte, pode operar como uma condi¢do de significacdao de
teorias da Fisica, por exemplo, como um estudo de relagdes estruturais entre termos que
sdo interpretados na Fisica. Nesse sentido, por um lado, uma concep¢ao de Matematica
com énfase no aspecto de instrumento de raciocinio real tende a uma concepcao
construtivista da Matematica e, por outro lado, uma concep¢do com &nfase no aspecto de
condicdo de significacdo tende a uma concep¢do semantica da natureza da Matematica.
Na verdade, a Matemadtica apresenta os dois aspectos, mas o presente trabalho busca
explorar, de modo sistematico, algumas conseqiiéncias, em termos de Fundamentos, do
aspecto da Matemdtica como condi¢do de significacio de ciéncias como a Fisica Tedrica.

Essa observacao leva ao proximo tdpico do trabalho.

§5- A Questao Capital

Nas secoes anteriores as principais teses defendidas neste texto foram retomadas e
elaboradas. Desse modo, a proposta geral do trabalho estd se tornando progressivamente
mais clara, e esse € mesmo um objetivo desta Parte B. A partir de agora, detalhes técnicos
passam a figurar com maior intensidade na argumentagcdo, a fim de explorar as
conseqiiéncias da concepg¢do geral do trabalho para além do que foi feito até aqui. Pelas
concepcdoes de Fundamentos e de Matemadtica expostas e elaboradas nas secdes
anteriores, cabe a Fundamentos realizar uma analise semantica da atividade matematica e

ndo é um encargo de Fundamentos derivar os axiomas da Matemdtica ou reduzir a
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Matematica a alguma realidade esotérica. Mas, o que exatamente deve-se entender por
atividade matematica? Em matematica, “fazer” pode significar apenas duas coisas, em
conformidade com as duas funcdes da Logica: “definir” ou “demonstrar”; dizer de duas
teorias matematicas que elas “fazem” as mesmas coisas significa dizer que had certa
relacdo de correspondéncia entre as definicdes e os teoremas que essas teorias produzem.
Portanto, Fundamentos inclui uma andlise do que significa “definir” em Matematica e do
que significa “demonstrar” em Matemadtica, e o estudo matemaético desse significado do
“fazer” em Matematica é a Logica Matematica. Isso pode parecer pouco, mas € sé uma
aparéncia enganadora: a andlise de “definir” e de “demonstrar” é bastante complexa. A
disciplina da Légica Matemdtica que estd mais concentrada na andlise do significado de
“demonstrar” € a Teoria da Demonstragao, e a disciplina que se concentra mais na andlise
do significado de “definir” € a Teoria de Modelos. Contudo, cada uma dessas disciplinas
se ocupa, de acordo com seus métodos préprios, com as duas coisas, havendo uma
diferenca de énfase. Neste trabalho vamos nos ocupar apenas do significado de “definir”,
ou “expressar’, em relacdo a uma pequena parte da Teoria de Modelos; ndo obstante, isso
ja seré suficiente para exemplificar e esclarecer muito do que foi dito sobre Fundamentos.

O presente trabalho tem uma razao objetiva para existir: a busca de uma resposta
para um problema real. Esse problema pode agora ser colocado, de forma clara, na
seguinte Questdo Capital: o que pode haver de relevancia fundacional nos
desenvolvimentos técnicos especificos que dominam os trabalhos em Légica Matemaética
atualmente? Nao € o caso que as disciplinas da Légica Matematica degeneraram-se
completamente em desenvolvimentos tecnicamente rebuscados, mas com pouca criacdo
livre e nenhuma relevancia filos6fica? De certa forma, tudo que foi feito até aqui
constitui um esclarecimento a respeito desse problema: para compreender o que é
perguntado pela Questdo Capital e por qual caminho deve-se procurar uma resposta foi
preciso tornar claro o que se entende por Fundamentos, Matemadtica e Logica
Matemadtica, j4& que essa questdo pergunta pela relevancia fundacional de
desenvolvimentos da Légica Matemdtica. E claro que o presente trabalho ndo é uma
busca por uma resposta exaustiva para a Questao Capital, o que ndo seria realizavel. O
que se pretende mostrar aqui é que hd algum conteido fundacional em algum tépico

especifico da Ldégica Matemdtica, e ndo serdo analisados todos os desenvolvimentos
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dessa disciplina, obviamente. Desse modo, o presente trabalho ndo € um apanhado
acritico de conteidos da Ldégica Matemdtica que supostamente possuem relevancia
fundacional. Ao contrério, o trabalho se apresenta como uma reflexdo critica sobre o
carater fundacional da Légica Matematica, com foco em desenvolvimentos da Teoria de
Modelos.

A partir de agora, para prosseguir na investigacdo, € necessario considerar, de
modo mais proximo, a relacdo semantica entre teorias e estruturas matemadticas, em um
contexto especifico. Conforme a exposicdo no §6 da Parte A, nocdes matemdticas sao
expressas, ou se expressam, por teorias (conjuntos de sentencas em uma determinada
linguagem). Mas uma teoria matemadtica ndo € para ser entendida da mesma forma que
uma teoria fisica, por exemplo. Em uma teoria matemdtica, apenas sdo consideradas
aquelas propriedades da no¢do que estdo expressas explicita ou implicitamente na teoria.
Nao ha algo como os importes existenciais ou as hipéteses simplificadoras de calculo da
Fisica Teorica, que sdo, propriamente, exteriores as teorias. Nesse sentido, as teorias
matematicas ndo descrevem ou analisam uma nocao que € exterior a teoria; essas teorias,
antes, constroem a nocdo, constituem a noc¢do internamente. Contudo, nogdes
matemadticas podem possuir uma dimensdo exterior a teoria que as axiomatiza, e, em
geral, antes de formular uma teoria matematica temos ja uma compreensao preliminar da
nocdo que agora serd tratada axiomaticamente. Em alguns casos essa compreensdo
preliminar pode ser bastante forte, € em outros casos pode ser bem fraca ou inexistente.
Em qualquer caso, as nocdes matematicas constituem-se de modo pleno apenas quando
estdo formuladas através de uma definicdo matemadtica e sdo desenvolvidas de modo
estritamente interno, com relacdo a Matematica, e ndo é possivel apelar para elementos

externos em uma demonstracdo matematica.

§6- Estruturas e Teorias de Primeira Ordem

Uma teoria matemadtica pode, como uma primeira aproximacao, ser caracterizada
como um estudo de certas relacdes formais, ou ldgico-estruturais. De um modo geral,
essas relagdes logico-estruturais podem ser conseqiiéncia légica de um conjunto de

axiomas que determinam um objeto de estudo (por exemplo, proposi¢cdes a partir dos
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axiomas de grupo), ou podem ser constru¢des estruturais na Teoria de Conjuntos
(subgrupo, produto direto de grupos, homomorfismo de grupo, etc.). Uma teoria
matematica explora tanto o aspecto de conseqiiéncia a partir de axiomas, quanto o
aspecto de construcdes estruturais, e, ainda, a interacao desses dois aspectos. Contudo, as
teorias matematicas, em geral, operam ainda de modo ingénuo com relagdo a esses
aspectos e a sua intera¢do, no sentido de que essas teorias nao sao, propriamente, criticas,
seja em termos da conseqiiéncia légica a partir de axiomas, seja em termos das
construgdes estruturais na Teoria de Conjuntos, seja em termos da relacdo seméantica
entre esses dois aspectos, e operam baseadas em uma compreensiao implicita, mais ou
menos vaga, sobre essas componentes de natureza 16gico-matematica.

A Teoria de Modelos € parcialmente co-responsédvel pela andlise critica dessas
componentes de natureza l6gico-matematica das teorias matemadticas, € essa analise sO €
possivel quando hd um tratamento matemético adequado da relacdo entre conjuntos de
sentengas e estruturas matematicas. Que esse tratamento adequado, de fato, existe no
contexto da Légica de Primeira Ordem serd objeto da argumentacdo do presente trabalho,
a partir de agora. O primeiro passo para isso € a exposi¢ao de alguns detalhes técnicos
das defini¢des basicas da Teoria de Modelos, em Primeira Ordem. Esta secdo € destinada
a exposicdo de duas defini¢des bdsicas: Estruturas de Primeira Ordem e Teorias de
Primeira Ordem.

Uma Assinatura de Primeira Ordem 2 consiste de um conjunto C de simbolos de

constantes, um conjunto F de simbolos de fun¢des, um conjunto R de simbolos de

relagdes e de uma fungdo ar: F U R — N \{0}. Sobre cada Assinatura Z é construida

uma Linguagem de Primeira Ordem L[X] e, inversamente, a cada Linguagem L
corresponde uma Assinatura 2[L]. A Linguagem de Primeira Ordem € constituida a partir
das defini¢des recursivas usuais de termos e formulas de primeira ordem. Outros
elementos importantes sao a definicdo, também recursiva, de varidvel livre e a definicao
de sentenca como férmula sem varidvel livre. Estruturas de Primeira Ordem sao
constituidas por um dominio de elementos, o dominio da Estrutura; por elementos
distinguidos do dominio, as constantes da Estrutura; por funcdes de aridade finita no
dominio, as operacdes da Estrutura e por relagdes de aridade finita no dominio. Uma

Estrutura de Primeira Ordem estd sempre associada a uma Assinatura 2, que é
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interpretada pela estrutura. Como no caso das Linguagens de Primeira Ordem, a relacao
entre assinaturas e estruturas pode ser explicitada na terminologia através da expressao 2-
Estruturas. Em uma 2-Estrutura toda a Linguagem L[Z] encontra interpretacdo, nao
apenas a Assinatura 2. Pela correspondéncia biunivoca entre Linguagens e Assinaturas,

pode-se usar indiferentemente as expressdes 2-Estrutura e L-Estrutura. No caso de uma

Assinatura ou Linguagem sem simbolos de constantes (C = @), a Estrutura vazia, onde o
dominio é o conjunto @ e todos os simbolos de fungdes e relacdes de todas as aridades

sdo interpretadas como o conjunto @, é possivel entre as 2-Estruturas ou L-Estruturas.

Uma Teoria de Primeira Ordem é um sistema formal constituido por uma Linguagem de
Primeira Ordem, axiomas 16gicos e nao-l6gicos, que sdao férmulas da correspondente
Linguagem, e regras de inferéncia. Como uma Linguagem de Primeira Ordem ¢
especificada pela sua Assinatura e como os axiomas 16gicos e as regras de inferéncia sdo,
apods as escolhas iniciais na formulacdo da Ldgica de Primeira Ordem, invariantes para
uma determinada Linguagem, entdo, para especificar uma Teoria de Primeira Ordem,
basta fornecer uma Assinatura e axiomas ndo-légicos. Desse modo, também podemos
definir Teoria de Primeira Ordem como conjunto de sentencas (em uma determinada
assinatura) dedutivamente fechado (segundo as regras de inferéncia da Ldgica), ja que
um conjunto de sentengas dedutivamente fechado determina um conjunto de axiomas de
uma Teoria de Primeira Ordem, definida como sistema formal. Reciprocamente, um
sistema formal determina um conjunto de sentencas dedutivamente fechado: basta tomar
as sentengas que sdo teoremas do sistema formal. Desse modo, o conjunto de sentengas
que sdo teoremas de um sistema formal pode ser concebido como um conjunto de
sentencas dedutivamente fechado e um conjunto de sentencas dedutivamente fechado
pode ser concebido como constituindo as sentencas que sdo teoremas de um sistema
formal. Fornecemos as duas formulagdes porque pode ser conveniente utilizar as duas,
bem como passar de uma para a outra.

Os exemplos, em Matemadtica, de Estruturas de Primeira Ordem, no sentido do
pardgrafo acima, estio, basicamente, na disciplina conhecida como Algebra. Assim,
grupos e corpos sao Estruturas de Primeira Ordem; espacos topoldgicos e c-dlgebras nao

s@0. Da mesma forma, os axiomas de grupos sdo axiomas nao-légicos de uma Teoria de
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Primeira Ordem, tal como os axiomas de corpos, € os axiomas de espago topoldgico nao
sdo. Para essa disciplina € possivel fornecer uma teoria formal da predicacdo da verdade,
materialmente adequada, no sentido de Tarski, esse € o tema da proxima secdo. Portanto,
parte da andlise que o presente trabalho pretende efetivar apresenta uma especificidade
prépria, e ndo € extensivel a todas as partes da Matemadtica. Nao obstante, ndo € claro
que, em algum sentido, essa seletividade da anélise pode ser considerada uma deficiéncia,
J& que a proposta € de realizacdo de um objetivo especifico. Nao € possivel desqualificar
um trabalho com a critica de que ele ndo realiza algo que, na verdade, ndo faz parte da

sua proposta.

§7- Modelos e Teorias

Consideremos @ uma L-Estrutura. Para cada elemento & do conjunto |a|,

escolhemos um nome novo (que nao ocorre entre os simbolos de L). Vamos designar o

conjunto de nomes assim obtidos por N. Se o conjunto de simbolos de constantes de L é
C, entdo consideremos a Linguagem de Primeira Ordem designada por L(Q) e obtida a

partir de L acrescentando N ao conjunto de simbolos de constantes C, ou seja, trocando o

conjunto C por C U N (€ conveniente notar que a unido é disjunta). Se C, f e r sio,
respectivamente, simbolos de constante, fun¢io e relagdo de L, entdo C?, f* e r® irdo
designar, respectivamente, a interpretagdo em a de C, f e r, e a interpretagdo em @ de um
nome para um elemento & € |d| serd o proprio &. Pode-se, baseado no lema de leitura
tinica para termos, definir indutivamente o elemento a(t) do conjunto |a|, para t termo
fechado de L(Q), da seguinte forma: se t € um simbolo de constante C ou um nome V de
&, entdo se define A(t) = ¢ ou A(t) = «, respectivamente, e se t é o termo fechado
ft1...tn de L(Q), entdo se define a(t) = fA@cty),...,a(tn)).

Consideremos as tabelas de verdade proposicionais para negagéo e disjuncgao: H-:

{T,1} = {T,L}e Hv:{T,L} x {T,L} — {T,L}. O valor de verdade de uma sentenga
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de L(Q) pode ser definido indutivamente, baseado no lema de leitura tnica para férmulas,
da seguinte forma: se @ é t1 = {2, entdo A(P) = T se, e somente se, A(t1) = A(t2); se P
é rt1...tn, entdo A(QP) = T se, e somente se, r*(A(tr),...,a(tn)); se @ é —Y, entdo, por
defini¢ao, a(p) = H- (A(W)); se @ é Y1 V Y2, entdo, por definicdo, aA(P) = Hv
@), a(y2)); se @ é dxY, entdo A(P) = T se, e somente se, A(WYx[V]) = T, para
algum nome VvV em L(Q). Se ¢ é uma férmula de L, entdo uma aA-instancia de ¢p é uma
formula fechada da forma [vi...vn], onde V1,...,vn sdo nomes em L(Q). Finalmente,
uma férmula ¢ de L é vélida em uma L-Estrutura @ se, e somente se, (') = T para

toda Q-instincia @' de . Ndo ha conflito entre nomes e termos fechados nessas

defini¢des: se um termo fechado e um nome se referem ao mesmo elemento entdo eles
nao produzem diferencas nas interpretacdes de termos e férmulas.

A definicdo de semantica, ou de foérmula valida, do pardgrafo acima ¢,
essencialmente aquela que aparece pela primeira vez no livro cldssico de Shoenfield
(cf.:[Shoenfield, 38]). Essa defini¢ao difere, sutilmente, da defini¢ao original de Tarski
que utiliza seqiiéncias de elementos do dominio da estrutura. A definicdo acima é, por
vezes, chamada de semdintica substitucional, em oposi¢io a semantica objetual que

corresponde a defini¢do original de Tarski. A semantica substitucional me parece a

defini¢ao mais satisfatéria ji que ndo faz referéncia direta a objetos*, mas apenas a

termos da linguagem, e estd em sintonia com o pensamento de alguns autores mais
modernos da Teoria de Modelos (cf.:[Buechler, 4], p. 2) que apreciam o ponto de vista
segundo o qual os elementos da estrutura podem ser entendidos como pardmetros que
aparecem nas férmulas, o que esté claramente refletido nessa formulacdo de Shoenfield.
Uma Estrutura de Primeira Ordem € modelo de uma Teoria de Primeira Ordem,

satisfeita a condi¢do de compatibilidade de linguagem, se € ndo vazia e se os axiomas

nao-l6gicos sdo validos.> Essa relacdo entre Teorias e Estruturas de Primeira Ordem

N

determina, para cada Teoria, uma classe de Estruturas associada a Teoria e,

respectivamente, para cada classe de Estruturas, uma Teoria que corresponde a classe.
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Essa correspondéncia nos dois sentidos determina uma conexdo de Galois entre a classe
de estruturas para uma determinada linguagem e o conjunto de sentengas dessa
linguagem. De fato, considere as defini¢cdes seguintes de Teoria (no sentido de conjunto
de sentencas dedutivamente fechado) de uma classe de estruturas e de classe de modelos

de uma Teoria, respectivamente:

Th(K) = {¢ | ¢ é uma sentencade L e @(p) = T, para toda @ € K ndo vazia}

Mod(T) = {a | @ é uma L-Estruturae @ é modelo de T}.
E conveniente notar que as seguintes relagdes seguem das defini¢des:
Th(K) = Th(K\{@}),
Th(K) € Th(K’),se K 2 K' ¢
Mod(T) € Mod(T") se T 2 T".

Portanto, considerando K como sendo igual a Mod(T’) e considerando K’ como sendo

igual a Mod(T), segue que, pela segunda relagio acima,
Th(Mod(T)) 2 Th(Mod(T)) se T2 T".
Analogamente, considerando T como sendo igual a Th(K") e considerando T’ como

sendo igual a Th(K), segue que, pela terceira relagio acima,
Mod(Th(K)) 2 Mod(Th(K")) se K =2 K".
Por definicao,
Th(Mod(T)) =2 T.
Considerando a classe de modelos das duas partes dessa relacdo e considerando T como
sendo Th(K) nessa mesma relacdo, segue, respectivamente, que
Mod(Th(Mod(T))) < Mod(T)e

Th(Mod(Th(K))) = Th(K).

De modo anélogo, por defini¢ao,
Mod(Th(K)) = K\{@}.

Portanto, considerando a teoria das duas partes da relagao e considerando, em seguida, K

como sendo Mod(T) nessa relagdo,
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Th(Mod(Th(K))) < Th(K\{@}) = Th(K) e
Mod(Th(Mod(T))) =2 Mod(T).
Finalmente, das inclusdes nos dois sentidos, segue que,
Th(Mod(Th(K))) = Th(K) e
Mod(Th(Mod(T))) = Mod(T).
Esse par de relagdes fundamentais entre os funtores Th e Mod mostra,

juntamente com as inclusdes estabelecidas mais acima, que as composi¢des desses

funtores constituem operadores de fecho, que os subconjuntos fechados do conjunto de
sentengas, para o operador ThoMod, sdo exatamente os subconjuntos da forma Th(K) e

que as subclasses fechadas de estruturas, para o operador ModoTh sido exatamente as

subclasses da forma Mod(T), ou seja, as classes axiomatizaveis, ou elementares.
Dois conjuntos de sentencas sdo chamados logicamente equivalentes se possuem

as mesmas conseqiiéncias légicas. Pelo Teorema da Completude, T e T’ séo logicamente

equivalentes se, e somente se, Th(Mod(T)) = Th(Mod(T’)). Pelas rela¢des

estabelecidas acima, essa condi¢do necessdria e suficiente da equivaléncia logica €, por
sua vez, equivalente a condicdo Mod(T) = Mod(T’). De fato, por um lado,
se Mod(T) = Mod(T'),

entdo, claramente, Th(Mod(T)) = Th(Mod(T")).

Por outro lado,
se Th(Mod(T)) = Th(Mod(T")),
ento, claramente, tem-se que Mod(Th(Mod(T))) = Mod(Th(Mod(T"))).
Como Mod(T) e Mod(T’) sdao fechadas para o operador ModoTh, segue dessa

igualdade que Mod(T) = Mod(T’). Portanto, duas teorias, para uma mesma linguagem,
sdo logicamente equivalentes se, e somente se, sd0 co-extensivas.
As Linguagens de Primeira Ordem sdo suficientemente expressivas, de modo que

nog¢oes da Algebra correspondem a Teorias de Primeira Ordem, ou podem ser expressas
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por férmulas individuais em uma Teoria de Primeira Ordem. Desse modo, as defini¢des
acima fornecem uma teoria formal da predicacio da verdade para a Algebra. Mas isso
ndo basta para justificar a afirmacdo de que a Teoria de Modelos fornece um
enquadramento para a Algebra cldssica, apenas mostra que essas disciplinas estdo
vagamente relacionadas. De fato, em principio, ndo é problema de uma teoria formal da
predicacdo da verdade fornecer meios de acesso ao conteido da verdade, o que, nesse
caso, corresponde 2 Algebra. No entanto, de forma aparentemente surpreendente, a
Algebra e a Teoria de Modelos apresentam relagdes muito préximas. Para mostrar isso
seria preciso mostrar que as construcdes algébricas classicas podem ser compreendidas
como constru¢cdes modelo-tedricas, e isso, de fato, pode ser realizado, até certo ponto. E
possivel compreender boa parte das construcdes algébricas como instancias de
construgdes modelo-tedricas, e isso € bastante interessante justamente porque &€
surpreendente: ndo € razodvel esperar que construcdes algébricas especificas possam ser
apreendidas como resultados sobre a relacdo de conseqiiéncia l6gica. O que ha de mais
interessante quando a Teoria de Modelos é usada para provar um resultado da Algebra é
que isso € bastante implausivel! Por trds de um fato surpreendente, como essas relagdes
estreitas entre Teoria de Modelos e Algebra, podemos encontrar aspectos reveladores
sobre a natureza das disciplinas envolvidas. Essa questao serd retomada na Parte C, onde,
com a finalidade de responder a essa e outras questdes, a andlise ficard concentrada em
um estudo de caso. A realizacdo de estudo de caso € bastante pertinente, ja que eu
acredito que para responder uma questdo que diz respeito a determinado conteido
matematico € preciso olhar efetivamente para esse conteido, ndo apenas imaginar a
distancia, e isso estd de pleno acordo com a concepc¢do geral do trabalho, conforme

exposta até aqui.

§8- Formalizacao em ZFC

A Matematica, ou a maior parte dela, tal como foi praticada no século XX, pode
ser formalizada em um sistema formal como ZFC. Em particular, a Logica Matemadtica

pode ser formalizada em ZFC ¢ a relagdo de satisfagdo entre estruturas e formulas pode

ser definida nesse sistema formal. As defini¢des fornecidas de acima de A(t) e de A(®)
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sdo formalizdveis tal como estio formuladas. E preciso apenas provar em ZFC uma

versao suficientemente flexivel do teorema da recursdo, baseado na propriedade de leitura
tnica para termos e férmulas.® A relacdo de satisfagdo fica assim definida por uma
férmula que € absoluta para as € -interpretagdes transitivas de ZF. Nao € possivel alterar

a validade de férmulas absolutas passando de uma € -interpretacdo transitiva para outra

com técnicas que operam com esse tipo de interpretacdo, como o forcing, por exemplo.”
Desse modo, a equivaléncia elementar € uma relacdo que ndo depende da consideracdo de
uma € -interpretagdo transitiva de ZF, enquanto a relagcdo de isomorfia entre estruturas

depende da interpretacdo, no sentido da absolutidade, dado que € possivel colapsar
cardinais (Paradoxo de Skolem). De acordo com isso, algumas no¢des matematicas sao
mais precisas que outras, no sentido de que sua extensdao nao pode ser alterada com as
técnicas padrao de construcdo de interpretagdes da Teoria de Conjuntos. Por exemplo, as
nocdes de cardinalidade enumeravel e de cardinalidade do continuo sdo vagas, suas
extensdes ndo sdo bem determinadas, a0 menos do ponto de vista da compreensdo atual
da nog¢do de conjunto. J4 as nocdes matemadticas expressas em Linguagem de Primeira
Ordem nao sofrem com uma vagueza tdo dramadtica quanto algumas dessas nog¢des

expressaveis em Linguagem de Segunda Ordem. Nocdes expressdveis em Linguagem de

Primeira Ordem determinam suas extenses de modo razoavelmente preciso.®

E interessante notar, por outro lado, que hd caracteriza¢des puramente estruturais
da equivaléncia elementar, como o Teorema de Keisler-Shelah. Consequentemente,
possuir ultrapoténcias isomorfas € uma relacao intrinseca entre duas estruturas, no sentido
da absolutidade. Isso ja €, por si, surpreendente: ndo € de se esperar que seja possivel
caracterizar a equivaléncia elementar em termos de relacdes estruturais que ndo tém nada
a ver com os aspectos sintaticos de férmulas envolvidas nas defini¢des que acompanham
essa relacdo de equivaléncia. Essa observacdo estd diretamente ligada aquela feita no
final da secdo anterior, sobre as relacOes mais estreitas entre Teoria de Modelos e
Algebra. E conveniente, também, notar que, tal como a completude, a absolutidade das
propriedades de primeira ordem é uma caracteristica importante da Logica de Primeira
Ordem, que garante um descolamento da Teoria de Modelos em relagdo aos problemas de

vagueza na Teoria de Conjuntos: afirmar que um conjunto possui certas Propriedades de



80

Primeira Ordem ndo é uma afirmagdo vaga. Essa propriedade ndo é compartilhada pela
Légica de Ordem Superior.
A defini¢do acima da relagdo de satisfagdo, formalizada em ZFC, ndo pode ser

utilizada para definir a predicacdo da verdade em ZFC, tomando-se o universo de
conjuntos como estrutura.® Portanto, ndo ha conflito com o Teorema de Tarski da

Indefinibilidade da Verdade. O problema € que, nesse caso, as d-instancias de uma

féormula com uma varidvel livre formariam uma classe prépria. Desse modo, a estipulacao
de A(dxy) dependeria, em geral, da estipulagdo do valor de A(Wx[V]) para uma classe

propria de estigios anteriores constituida pelas d-instancias de Y, e isso é exatamente a
negacdo de uma das hipéteses do Teorema da Recursao.

Formalizada em ZFC, a relagido de satisfagdo para a Légica de Primeira Ordem
desempenha o papel que se espera: € possivel provar em ZFC o Teorema da Completude.
Mas nao € s6 nesse sentido ndo construtivo e infinitdrio que a Légica de Primeira Ordem
¢ Completa. Na verdade, ha varias possiveis no¢des de completude segundo as quais a
Légica de Primeira Ordem €, de fato, completa. Entre essas nocdes de completude, uma

das mais importantes € aquela fornecida pelo Teorema de Herbrand. Esse teorema pode

ser demonstrado no fragmento da aritmética I21, que permite inducido em férmulas com
um quantificador existencial ndo limitado. Portanto, ndo chega a ser um resultado apenas
apoiado em condi¢Oes formais da preservacdo da unidade, conforme a discussdo acima,
mas, por outro lado, estd bem longe de ser um resultado infinitario, ndo construtivo como
0 Teorema da Completude em ZFC. Essas propriedades de completude e absolutidade
fazem com que a Légica de Primeira Ordem seja um veiculo apropriado para uma andlise

semantica da Matemética.
§9- Estruturas Matematicas
Nas secOes anteriores uma definicdo precisa de estrutura foi fornecida. O que

exatamente sdo estruturas € uma questio vaga, claro, mas isso ndo quer dizer que nao hi

critério para dizer o que é uma estrutura. H4 objetos de estudo na Matematica que



81

certamente sdo estruturas, como espacos topoldgicos, e que ndo sdo capturados pela
defini¢do de Estrutura de Primeira Ordem. Espacos topolégicos sdo estruturas segundo
alguma definicdo precisa de estrutura? Certamente. O lendario grupo Bourbaki forneceu,
no capitulo IV do livro Théorie des Ensembles, uma definicdo precisa de Estrutura
Matematica que engloba de modo uniforme todos os casos conhecidos. A menos de
certos cuidados com a “limitacdo de tamanho”, até mesmo as categorias sao Estruturas
Matemiticas no sentido de Bourbaki. Também é possivel enriquecer a Teoria de
Conjuntos com um Axioma de Universos de Grothendieck-Sonner-Tarski. As Estruturas
Matematicas de Bourbaki constituiram uma sistematizacao pioneira da Matemdtica em
um sistema formal da Teoria de Conjuntos, que era basicamente uma versdo de ZFC.

Na verdade, o Axioma da Regularidade ndo desempenha nenhum papel na

sistematizacdo da Matematica em termos de Estruturas Matemadticas, no sentido que é

possivel provar em ZFC~ (ZFC menos o Axioma da Regularidade) que toda Estrutura

Matemitica € isomorfa a uma Estrutura Matemadtica construida usando apenas conjuntos
bem fundados. Isso se deve ao fato de que os conjuntos bem fundados sdo estdveis sob as
operacdes de constru¢do de Estruturas Matematicas (operagdes de partes, produtos
cartesianos, reunides e subconjuntos), que um conjunto € bem fundado se, e somente se,
todos seus elementos sdo bem fundados, que os ordinais sdo bem fundados (cf.:[Levy,
27], p. 68) e que o axioma de espécie de estrutura é uma relagdo transportdvel pela
caracterizacdo tipica da espécie de estrutura, pela definicdo de Bourbaki. Dessa forma
fica claro por que o Axioma da Regularidade nunca é usado na Matematica padrdo, e tem
relacdo apenas com a organizac¢io dos conjuntos em uma hierarquia.

ApOs esse breve comentdrio, no caso do presente trabalho, desse ponto em diante
a proposta especifica estard restrita ao contexto das Estruturas de Primeira Ordem, e nao
ao de todas as Estruturas Matemadticas. Contudo, € claro que a maior parte das anélises
gerais feitas até agora ndo estavam comprometidas explicitamente com um contexto
especifico, e essas andlises tém uma validade mais ampla. Dentro da finalidade do
trabalho de investigar a relevancia fundacional da Teoria de Modelos, o foco estard, a
partir de agora, voltado para questdes ligadas as relacdes entre a Algebra e a Teoria de

Modelos, onde, orientados pelas linhas gerais estabelecidas, buscaremos exibir alguns
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pontos importantes para a compreensdo da Matemadtica e de Fundamentos, segundo a

concepgao exposta até aqui.
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§10- Notas

1- Kant sabia perfeitamente bem que as inferéncias matemaéticas procedem por deducéo 16gica (de acordo

com o principio da ndo-contradi¢do, na linguagem dele), como estd bem claro na seguinte passagem do

preambulo dos Prolegomena:

“Porque se constatou que os raciocinios dos matemdticos procedem todos segundo o principio de
contradigdo (o que exige a natureza de toda certeza apodictica), também se persuadiram que os axiomas
eram conhecidos a partir do principio de contradi¢do; mas era um grande erro, porque uma proposicdo
sintética pode, naturalmente, ser apreendida segundo o principio de contradi¢cdo, mas sé enquanto se
»

pressupde outra proposicdo sintética, a partir da qual ela pode ser deduzida, mas nunca em si mesma.

[Kant, I., Prolegémenos a toda a Metafisica Futura, Tradug@o de Artur Morio, edi¢des 70, pagina 27]

Contudo, as definigdes matemadticas devem ser construgdes ostensivas para esse fildsofo. Tudo isso
constitufa parte da argumentagdo de que a Matemadtica era formada por juizos sintéticos a priori. Juizos
dessa natureza podem ser obtidos a partir de dedugdo 16gica, mas apenas a partir de outros juizos sintéticos
a priori. Contudo, como ainda ndo h4 um sentido claro de analitico na Filosofia, ndo é possivel afirmar que
a liberdade de definicio matemdtica implica que a Matemdtica € um conhecimento formado por juizos
analiticos. O que estd claro é que as defini¢des matemdticas em ZFC, por exemplo, véo efetivamente além

da expressividade da pura Logica.

2- Por contetido matematico entende-se qualquer parte de uma disciplina matemética

3- Alguns fisicos experimentais ligados a “assuntos quinticos” parecem acreditar que seus experimentos
podem “refutar” a Légica, ou que talvez devéssemos “abandonar a Ldgica aristotélica”, seja 14 o que isso
quer dizer. Uma confusdo andloga a essa, que consiste em nio distinguir as condi¢cdes formais pelas quais
um resultado de um arranjo experimental possui significado das afirmacdes materiais que sdo realmente
testadas no experimento em questdo, surge no contexto da Légica Quantica: € claro que um sistema 16gico
desse tipo deve ser pensado como um instrumento de raciocinio real para auxiliar o fisico, e ndo que agora
devemos entender qualquer afirmacdo em termos de Ldgica Quantica. Convengdes que podem auxiliar o
fisico quando ele deve raciocinar em determinadas situagdes na sua disciplina ndo representam mudanca na

Légica, em nenhum sentido filosoficamente relevante.

4- H4 uma andlise sobre o comprometimento ontolégico das defini¢cdes na literatura de Fundamentos que

sustenta a tese de diluicdo da questdo ontoldgica no caso da semantica substitucional. Recomendamos ao
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leitor interessado a consulta da primeira se¢do do primeiro capitulo da dissertacio de Podiacki, e das

referéncias fornecidas 14 (cf.:[Podiacki, 33]).

5- A exigéncia de que um modelo seja ndo vazio reside no fato de que, pela defini¢do de satisfagdo, em

uma estrutura vazia, as férmulas com varidveis livres seriam todas vélidas. Por outro lado, permitimos a
estrutura vazia para uma linguagem. Um motivo para isso é que evita certas confusdes, principalmente

ligadas a um teorema sobre subestruturas geradas.

6- Para ver os detalhes, recomendamos ao leitor interessado a consulta das pdginas 495, para a verséo

apropriada do teorema da recursdo, e 552, para a defini¢do das fun¢des a(t) e a(®p), do livro de Hinman
[Hinman, 19]. E preciso fazer apenas uma pequena adaptacdo no que se refere 2 atribuicio de varidveis
para que as defini¢cdes desse livro se encaixem perfeitamente na formulacdo presente formulacdo da
semantica substitucional (devida a Shoenfield): basta tomar uma fung¢@o de atribuicéo a valores no conjunto

de nomes e compor essa funcdo com a interpretagdo dos nomes.

7- A existéncia de um € -modelo transitivo de ZFC nio é demonstravel no sistema ZFC + Con(ZFC), a
ndo ser que ZFC + Con(ZFC) seja inconsistente. De fato, suponha que:

ZFC + Con(ZFC) + (existe um € -modelo transitivo de ZFC).
Considere M uma testemunha para essa afirmacéo existencial. Como ZFC + Con(ZFC) + Con(ZFC),

entdo, pela absolutidade de Con(ZFC) (é uma férmula aritmética),

ZFC + Con(ZFC) + (M £ Con(ZFC)),
ou seja,
ZFC + Con(ZFC)+ (M £ ZFC + Con(ZFCQ)).

Disso segue, pelo Segundo Teorema de Godel, que ZFC + Con(ZFC) ¢ inconsistente. Portanto, se ZFC

+ Con(ZFC) é consistente, entdo ZFC + Con(ZFC) nédo prova a existéncia de um € -modelo transitivo

de ZFC, e nem mesmo a existéncia de um modelo bem fundado de ZFC, pelo Teorema de Mostowski.

8- O Teorema da Absolutidade de Shoenfield (cf.:[Drake, 16], pagina 163) mostra que algumas férmulas
da Linguagem de Segunda Ordem sobre os niimeros naturais (os primeiros dois niveis da Hierarquia
Analitica) sdo absolutas para todas as e-interpretacdes transitivas de ZFC que contém os ordinais
enumerdveis. Conseqilentemente, ndo é possivel mostrar a independéncia, relativamente a ZFC, de
propriedades que podem ser expressas por esse tipo de férmula (como Hipétese de Riemann ou P=NP)

utilizando forcing.
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9- E preciso, primeiro, flexibilizar as defini¢des de estrutura e linguagem para admitir classes proprias

(pois a seria a classe dos conjuntos nesse caso), mas isso ndo € problema. Depois, para a classe dos nomes

¢ possivel estipular, por exemplo, que, para cada conjunto C, o nome desse conjunto é o conjunto unitario

{c}, que tem o conjunto € como tinico elemento.
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PARTE C
TEORIA DE GALOIS E TEORIA DE MODELOS

§1- Preambulo

Dentro do esquema de organizagdo do trabalho, a Parte C cabe a consideracao de
um caso que deve exemplificar aspectos da argumentacio geral. E conveniente, portanto,
retomar 0s aspectos principais da argumentacdo com a finalidade dupla de, em parte,
tornar mais clara a proposta e os principais pontos levantados e, em parte, resumir a
discussao realizada até aqui com a finalidade de preparacdo ao estudo de caso que se
seguird. Nesse sentido, antes de tudo, é preciso retomar a caracterizagdo dos
Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX e elucidar possiveis mal
entendidos com relag@o a essa caracterizagao.

Fundamentos do Pensamento Matemdtico no século XX € uma reflexdo de
segunda ordem sobre a Matematica no século XX e qualquer referéncia ao Pensamento
Matemitico deve ser sempre compreendida como uma referéncia ao aparato conceitual
da Matematica do século XX, que € publico, e nunca como atividade psicolégica. A
referéncia ao século XX é uma questdo de rigor, do ponto de vista histérico: as
consideracOes dessa reflexdo de segunda ordem sobre a Matematica do século XX ndo
sdo aqui extrapoladas para a Matemadtica em outros tempos histéricos. Todas essas
observagdes aparecem ja na introducdo do trabalho e sdo reforcadas aqui.

O exercicio de Fundamentos busca alcancar certos objetivos e possui métodos
proprios. Um dos objetivos de Fundamentos, no sentido e na orientagdo adotada no
presente trabalho, € o de realizar uma andlise semantica da Matematica do século XX, o
que envolve muitos aspectos. Em primeiro lugar, € absolutamente essencial para o
trabalho compreender que quando se faz referéncia a semantica nao se trata aqui de uma
fun¢do de interpretacdo que associa coisas aos termos da linguagem. Se assim fosse nao
teria sentido falar em andlise semantica da Matematica, pois termos matematicos nao
denotam coisas. A tese de que Fundamentos constitui uma seméantica formal da
Matematica significa que Fundamentos deve analisar condi¢des formais da significacdo

das relagdes matemadticas e adotar uma orientacdo as categorias semanticas de
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significado, verdade, explicag¢do, unificacdo e objetividade. Algo andlogo ocorre com
relacdo a tese de que a Matematica constitui uma semantica formal para a Fisica. Andlise
semantica significa aqui andlise das condi¢des formais, dos pressupostos da significagdo.
Nesse sentido, andlise semantica claramente envolve sintaxe, ji que sintaxe € uma
condi¢ao formal da significagdo. De fato, divergéncia completa em relacdo a sintaxe
implica auséncia de significado. O ponto aqui é que a andlise semantica, ou a semantica
formal, ndo se esgota em consideracdes sintdticas. Como essas observacoes sdo centrais
para o trabalho vamos desenvolver uma andlise mais detalhada desses pontos nos
proximos paragrafos.

Tradicionalmente, as reflexdes de segunda ordem sobre a Matematica lidam com
problemas filos6ficos que apresentam uma componente semantica, tais como: a verdade
matematica é objetiva? Qual € o fundamento e qual € a natureza da verdade matemaética?
O que significa compreender uma no¢do matematica? Essas sdo questdes semanticas € o
presente trabalho adota, com relacdo a Fundamentos, uma orientagdo na direcdo desse
tipo de questdio, o que ndo se reduz a fazer consideragdes sintdticas sobre elas. E claro
que a sintaxe é tomada aqui como parte essencial do tratamento desses problemas
filoséficos. Com efeito, Fundamentos possui métodos e, no século XX, a reflexdo sobre o
conhecimento matematico € fortemente marcada pelos desenvolvimentos da Logica
Matemitica e, desse modo, de sistemas sintdticos. Contudo, nenhuma sintaxe complexa
foi desenvolvida sem que uma semantica fornecesse a orientacdo, mais ainda, a
organizacdo das sintaxes criadas € tal que, deseja-se, a estrutura desses sistemas sintdticos
reflete a semantica intencionada. Além disso, € uma observacdo trivial que os
matematicos raciocinam semanticamente € nao se orientam por operagdes sintiticas sobre
expressoes simbdlicas, j4 que a maioria sequer sabe o que é um sistema formal. Nesse
contexto pode surgir a seguinte questdo: para que entdo considerar a sintaxe ja que,
obviamente, € o significado que interessa e que o Unico objetivo de uma sentenga ¢
veicular o significado? Parte da resposta ja foi dada acima, que a estrutura da sintaxe
reflete a semantica, portanto € possivel estudar os conceitos através da estrutura das
sentengas que expressam os axiomas. Por outro lado, e mais importante, é que o
significado de uma nocao, expressa em um dominio universal para a Matemadtica, € algo

complexo, enquanto sentencas sdo objetos sintdticos simples que sdo estudados com
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métodos matemdticos. Além disso, o significado € sempre constituido na propria
estrutura de alguma sintaxe, no sentido de que nao ha significado fora de um sistema

sintatico, apesar do significado ir além de consideracdes combinatdrias e, conforme ja

explicitado na Parte A, os sistemas sintdticos serem um veiculo para o significado.!

Portanto, a consideracdo da sintaxe apresenta um potencial de enriquecer a
freqiientemente fraca compreensdo preliminar de no¢des matematicas, que, em alguns
casos, € forte suficiente apenas para compreender a formulacdo de axiomas para essa
no¢do. Nesses casos, estudar os axiomas sintaticamente pode mesmo acrescentar algo, e
nao apenas constitui uma reformulagio estéril do que ja estava colocado desde o inicio.

Nesse sentido, formal rndo deve ser confundido aqui com uma sintaxe particular.
Formas sdo compreendidas em um sentido mais amplo como condi¢des de apreensdao ou
de significagdo sem referéncia a matéria ou ao conteido. Relacdes formais sdao
compreendidas desse modo, como condi¢des formais de apreensdo ou de significacdo de
relagdes com possivel conteido material. A afirmacdo de que a Matemaética € formal nao
¢ uma afirmacdo sobre um sistema sintdtico especifico qualquer. Nesse sentido, que a
Fisica apreenda seus objetos através da Matemadtica significa que a Matemadtica ¢é
formalmente pressuposta pela Fisica. Esse significado de forma como condicdo de
significacdo estd diretamente relacionado com a caracterizagao da Matemadtica como uma
teoria da forma légica das ciéncias ou, em outras palavras, como uma semantica formal, e
com o papel regulador e constitutivo que a Matemdtica desempenha em ciéncias como a
Fisica Teérica Moderna.

Outro objetivo de Fundamentos € refor¢ar a unidade da Matemaética, mostrar que
a Matematica ndao € um amontoado informe de resultados, conceber a Matematica como
um todo coeso. A unidade da Matemdtica ¢ uma idéia reguladora e funciona como
principio metodolégico, como hipétese de trabalho. O problema da unidade esta
diretamente relacionado com os objetivos fundacionais, ja que até mesmo para se referir a
Matemadtica como um assunto, um campo do conhecimento que é objeto de reflexdo
filosofica, € preciso concebé-la como um todo unitdrio. Nesse sentido, reforcar
internamente a unidade da Matematica constitui uma determinacdo progressiva e
intrinseca do que é o conhecimento Matematico. O método para lidar com esse problema

também envolve consideracdes sintdticas. De fato, uma primeira aproximagdo para o
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problema pode ser obtida através da formalizacdo de toda a Matemadtica em um sistema
formal dnico. Também aqui a Ldégica Matematica desempenha um papel importante e,
conforme observado acima, reflexdes ligadas ao problema da unidade foram, no século
XX, acompanhadas por desenvolvimentos nessa disciplina, como o proprio
desenvolvimento da Teoria de Conjuntos. Novamente ha questdes que vao além da mera
sintaxe especifica, como a prépria questdo do significado da formalizagcdo, e a questio
sobre o grau de arbitrariedade dessas formalizagdes. Seria a Légica Matematica relevante
também para as questdes fundacionais que estdo em um patamar além do alcance de um
estudo puramente sintdtico-combinatério? Essa questdo é um dos principais motivos da
presente investigacdo, e foi colocada explicitamente na Parte B como Questao Capital do
trabalho.

A expressdo Logica Matemdtica pode ser compreendida de dois modos: como
Loégica matematizada ou como Loégica da Matemética. O primeiro reflete o método da
Loégica Matemadtica e o segundo o papel fundacional. Duas apresentagdes da Logica
Matemadtica podem diferir drasticamente de acordo com a distin¢do acima: € possivel
enfatizar qualquer um dos dois significados da expressdo Ldégica Matemdtica, tanto na
atribuicdo de importancia dos resultados quanto na forma de apresentacdo desses
resultados. Por isso, dois livros com o mesmo titulo “Légica Matemadtica” podem ser
muito diferentes tanto na escolha de tépicos quanto na forma de apresentacdo. E possivel
dar como exemplo de texto que coloca énfase em “Ldgica da Matematica” o texto de
Shoenfield (cf.:[Shoenfield, 38]), e como exemplo de texto de “Logica matematizada” o
texto de Monk (cf.:[Monk, 31]). Os dois t€m o mesmo titulo e os dois sdo do mesmo
nivel (pds-graduacdo), ndo obstante, sdo textos radicalmente distintos. O primeiro €
fundacional na escolha de tépicos e nas demonstracdes finitarias que fornece, onde isso €
possivel. O dltimo é matematizado desde o inicio, desenvolve a Ldgica Matemética
inteiramente em um contexto conjuntista infinitario e escolhe topicos com acento mais
matemdtico que fundacional. E claro que se trata de uma questio de énfase: a “Logica da
Matemitica” ndo deixa de ser “Ldgica matematizada”, e vice versa. Contudo, a distin¢do
¢ bastante clara.

A Lobgica Matemdtica, mesmo no sentido fundacional, vai muito além de uma

sintaxe. Porém, ndo é claro como certos resultados que estdao além da sintaxe e que tém
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uma orientagdo mais matemadtica podem ser relevantes para Fundamentos. Conforme
observado no inicio deste trabalho, nas primeiras secoes da Parte A, existem resultados e
raciocinios mateméticos que parecem dizer algo ndo trivial sobre a natureza da
Matemitica, que parecem fornecer alguma informacio relevante para uma reflexdo de
segunda ordem sobre a Matemdtica. Em que, exatamente, consiste essa possivel
informacdo de segunda ordem? Serd que os resultados de Logica que dizem algo ndo
trivial sobre a natureza da Matemadtica sdo apenas aqueles circunscritos nos limites da
sintaxe (Logica Finitdria) como os Teoremas de Godel da Incompletude? Uma das
finalidades desta investigacdo € fornecer respostas para perguntas dessa natureza. O autor
considera que, no minimo, a presente investigacdo ja estabeleceu como resultados
positivos o fato de que essas questdes constituem um problema real e o esclarecimento
sobre quais dire¢Oes se pode seguir em busca de respostas.

Nesta Parte C eu pretendo mostrar que, de algum modo, certos resultados, que nao
sdo exatamente cldssicos, de Teoria de Modelos contém informacgao de segunda ordem
especifica sobre o conhecimento Matematico contemporaneo, € podem, portanto, ampliar
a parte da Logica Matemética relevante para Fundamentos. Desse modo, a Parte C deve
unificar as Partes A e B, e fornecer um fechamento para a constru¢do como um todo. Nao
se trata apenas de tomar um resultado ja cldssico da parte infinitdria da Ldgica
Matemdtica e mostrar seu conteido fundacional. Isso ndo seria problema, bastaria
considerar o Teorema da Completude, ou os Teoremas de Lindstrom ou de Léwenheim-
Skolem, ou ainda as provas de consisténcia da Aritmética de Peano. Todos esses
resultados apresentam contetido fundacional e isso ja foi discutido nas Partes A e B. O
objetivo € considerar resultados que nao foram, até agora, levados em conta em termos de
Fundamentos.

A estratégia que o autor adota, a partir da proéxima secdo, para analisar essa
questdo da relevancia fundacional da Ldgica Matemadtica, em particular da Teoria de
Modelos, é a de considerar mais de perto certos contetidos matematicos. Conforme
colocado no inicio da Parte A, Fundamentos apresenta um terceiro aspecto relativo a
conteidos matemaéticos que, de fato, fornecem alguma informacao nao trivial em termos
de reflexao de segunda ordem sobre a Matematica. Portanto, de forma mais especifica,

minha estratégia consiste em realizar uma investigacao, utilizando a Teoria de Modelos,
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sobre como isso ocorre, ou seja, como exatamente o raciocinio envolvido na
correspondéncia de Galois pode dizer algo relevante e geral sobre a natureza da
Matemitica, de acordo com o quadro conceitual das Partes A e B. Trata-se de uma
estratégia geral para investigar a relevincia fundacional de disciplinas da Ldgica
Matematica através de conteidos matematicos. Por exemplo, a mesma estratégia, com as
devidas adaptacdes, poderia ser utilizada para tentar mostrar, através de conteidos como
a dualidade de Stone, desenvolvimentos da Geometria Algébrica, ou a propria
correspondéncia de Galois, que partes da Teoria de Categorias, ou que outras partes da
propria Teoria de Modelos, possuem relevancia fundacional. Qualquer contetido
matemdtico que desempenha um papel unificador dentro da Matemdtica e que,
aparentemente, constitui um padrdo geral de raciocinio matemadtico é potencial candidato
a fungdo de guiar uma investigacdo andloga. Talvez a relevancia fundacional da Teoria de
Categorias esteja mais nas relagdes com contetidos matematicos interdisciplinares do que
no papel que essa disciplina pode desempenhar como dominio universal para a
Matematica. Na proxima secdo serd feita uma breve mencao das relacdes que a Teoria de
Categorias mantém com a propria correspondéncia de Galois, sem a preocupagdo de
atingir grande profundidade nesse aspecto.

A partir da proxima secao, andlises mais especificas serdo realizadas, introduzindo
novas nocdes e utilizando o quadro conceitual ji explicitado. A dltima observacdo
preliminar, que o autor considera relevante, é que, como deve estar evidente, a presente
constru¢do se insere no sulco dos grandes trabalhos fundacionistas do século XX, que
consideraram tanto a relevancia filoséfica de resultados técnicos, quanto a Logica
Matemadtica como o instrumento essencial para as investigacdes sobre a natureza da
Matemadtica. Na minha visdo, esse papel da Logica Matemdtica ndo € acidental ou
puramente arbitrario. Ao contrdrio, essa disciplina, em grande medida, foi desenvolvida
para investigar problemas de consisténcia da Matematica, de decidibilidade de teorias, de
complexidade de defini¢cdes, entre tantos outros problemas ja mencionados na Parte A.
Portanto, a Logica Matematica desempenha um papel nas investigacdes de Fundamentos
por necessidade racional, por ser o inico modo sistematico de investigar uma série de
problemas fundacionais, € ndo por uma contingéncia qualquer. Além disso, a Logica

Matemitica pode ser usada como método para estabelecer vinculos na Matematica que
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vao além de meras analogias, através da identificacdo de padrdes gerais de raciocinio

matematico.

§2- Uma Pletora de Teorias de Galois

Os trabalhos do matematico francés Evariste Galois exerceram enorme influéncia
na Matemdtica do século XX, sendo uma das fontes do surgimento do conceito de
Estrutura Matemdtica, que € central para essa disciplina atualmente. H4 intimeras
mengdes ao nome “Galois”, espalhadas por toda a Matematica, algumas delas em
contextos bastante afastados do contexto original dos trabalhos de Galois. Essas
observagdes apontam reflexos da originalidade, fertilidade e generalidade das idéias de
Galois. Na verdade, é possivel afirmar que a Teoria de Galois marca a transi¢ao histérica
da Algebra como estudo de polindmios para a chamada Algebra Moderna, ou seja, o
estudo de estruturas algébricas. Esta sec¢do serd dedicada a uma exposi¢do resumida de

Teoria de Galois modelo-tedrica, com detalhes suficientes para a seqiiéncia das andlises.

E conveniente comecar pelo:

TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS: Considere E um corpo que
estende o corpo F, tal que E é de dimensao finita, normal e separavel sobre F. Considere
G o grupo de Galois de E sobre F. Considere I o conjunto de subgrupos de G e 2 o
conjunto de corpos intermedidrios entre E e F. As aplicacdes H —Fix H e K—Gal E/K,

onde HEl e KE2, sdo inversas e, portanto, bije¢des de I sobre 2 e de 2 sobre I'. Além

disso, essa correspondéncia entre grupos e corpos apresenta as seguintes propriedades:

(¢¥) HicH2 < Fix H2< FixHa.
(B) |H|=[E:FixH] ; [G:H]=[FixH:F].

(Y) H é normal em G < FixH é normal sobre F. Nesse caso Gal (Fix H)/F = G/H.



94

Uma extensao algébrica de corpos E/F € dita normal se todo polinémio irredutivel
em F[X] que possui uma raiz em E se fatora como um produto de fatores lineares em
E[x], e E/F é dita separdvel se o polindmio minimal de todo elemento de E sobre F nio
contém raizes multiplas em nenhuma extensido de F. Se E/F é de dimensao finita entao
[E:F] denota a dimensdo da extensdo. O grupo de Galois G de E/F é o conjunto dos
automorfismos de E que fixam F ponto a ponto. Se a extensdo é de dimensdo finita,
normal e separdvel, entdo o seu grupo de Galois € finito. Se H é um subgrupo de G, entdo
Fix H é o corpo formado pelos elementos de E fixados pelos automorfismos de H. Se K é
um corpo intermedidrio entre E e F, entdo Gal E/K é o subgrupo de G formado pelos
automorfismos que fixam K ponto a ponto. Se G é um grupo finito, entdo [G:H] denota o

indice de H, ou seja, o nimero de classes laterais HX (ou de XxH), onde X€&G,

determinado pelo Teorema de Lagrange.
Considere T uma Teoria de Primeira Ordem na linguagem L, completa, sem

modelos finitos e que admite um modelo suficientemente grande (homogéneo e saturado)
a, que sera considerado fixado no que segue.? Na Teoria de Galois cldssica, T pode ser a

teoria dos corpos algebricamente fechados de caracteristica zero e @ o corpo dos nimeros

complexos. O papel que o corpo dos complexos desempenha no contexto da Algebra
classica estd baseado em duas propriedades desse corpo. Primeiro, supostamente, as
raizes de polindmios que sdo consideradas na Teoria de Galois “estdo em algum lugar”.
Portanto uma fungdo que o corpo dos complexos desempenha € a de fornecer raizes para
os polindmios, pelo Teorema Fundamental da Algebra (cldssica). Depois os complexos
constituem uma estrutura minimamente assimétrica que possui automorfismos suficientes
para desenvolver a Teoria de Galois. Essas propriedades podem ser formuladas e
adaptadas para um contexto puramente 16gico (modelo-tedrico) e uma Teoria de Galois
“logica” pode ser obtida com base em uma estrutura com essas propriedades. Tal como a
Teoria de Galois classica pode ser usada para investigar o problema de (in)solubilidade

de equacdes algébricas, a versdo modelo-tedrica pode ser usada para investigar problemas
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nessa dire¢do. A exposicdo seguird a versao de Tsuboi (cf.:[Tsuboi, 43]), e, a partir desse
ponto, as defini¢des necessdrias serdo fornecidas, comegando pela no¢do que, no contexto
modelo-tedrico, desempenha o papel que os polindmios desempenham na Teoria de

Galois cléssica € dada pela seguinte definicao:

DEFINICAO: Se Aca e aea, entio o /-tipo de a sobre A em Q, denotado por
tp*(a/A), é definido por:

tp2@/A)¥ {peSi(LAA)a(@x[VD=T},
onde L(A) € a linguagem obtida a partir de L que inclui nomes para os elementos de A,
S1(L(A)) € o conjunto de férmulas na linguagem L(A) com apenas uma varidvel livre X e
Vv é o nome de @ em L(Q). Um conjunto de férmulas ®<=S1(L(A)) é um 7-tipo se @ é
tpa(a/A), para algum ASa e aca. Mais geralmente, se @ é uma seqiiéncia finita de

elementos de @, entdo o /-tipo de a sobre A em @, denotado por tp(a/A), é definido

por:
tp(@/A) {peSn(L(A)|a(Pxi..xi[Vi..vn])=T},

onde Sn(L(A)) é o conjunto de férmulas na linguagem L(A) com apenas h variaveis livres

X1,...,Xn, € V1,...,Vn sdo, respectivamente, os nomes de ai,...,an, onde E=(a1,...,an), em

L(a). Uma seqiiéncia com apenas um elemento € identificada com o elemento. Um

conjunto de férmulas @< Sn(L(A)) é um n-tipo ou, simplesmente, um tipo se @ é

tp@(a/A), para algum Aca e alguma seqiiéncia finita a de elementos de Q.

Se a é um nuimero complexo ¢ A é um subcorpo do corpo dos nidmeros
complexos, tal que a é algébrico sobre A, entdo o 1-tipo de a sobre A contém o conjunto
de equacgdes obtido a partir do ideal gerado pelo polindbmio minimal, na varidvel X, de a

sobre A, igualando cada polindmio do ideal a zero. As no¢oes, no contexto dos corpos, de
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raiz de polindmio e elemento algébrico sao substituidas, no contexto modelo-tedrico,

pelas no¢des dadas na seguinte defini¢ao:

DEFINICAO: Se ® é um tipo e b=(b1,...,.bn) é uma seqiiéncia finita em a, entio b ¢é
uma realizacdo de ® se, e somente se, a((px[ﬁ])z T para cada Qe @, onde (px[ﬁ] é uma
abreviacdo para @xi.xn [M1..Mn] e M1,..,Un € a seqliéncia finita dos nomes dos
elementos bi,..,bn em L(Q). Um tipo ® € dito algébrico se possui apenas uma
quantidade finita de realizacdes. Um elemento a€ a é algébrico sobre A=a se o tipo de
a sobre A ¢ algébrico, e, mais geralmente, uma seqiiéncia aé algébrica sobre A=A se o

tipo de @ sobre A ¢ algébrico. Um conjunto de seqiiéncias finitas é algébrico se todos os

seus elementos sdo algébricos.

DEFINICAO: O subconjunto de @ formado por todos os elementos algébricos sobre A é
chamado de fecho algébrico modelo-tedrico de A e é denotado por acl(A). Se a € a tinica
realizacdo do tp@(a/A), entdo a € dito definivel sobre A. O subconjunto de @ formado
por todos os elementos definiveis sobre A é chamado de fecho definivel de A e é

denotado por dcl(A).

Para um subcorpo do corpo dos nimeros complexos o fecho algébrico usual e o

fecho algébrico modelo-tedrico coincidem. No contexto modelo-tedrico, os subconjuntos

de @ que desempenham o papel que os subcorpos dos complexos desempenham na

Teoria de Galois cléssica sdo os subconjuntos A de @ tais que dcl(A)=A.

DEFINICAO: Considere AcBSa. Uma aplicagéof:B—»B ¢ uma aplicagcdo elementar

biunivoca se f ¢ uma permutacdo de B e para cada seqiiéncia de elementos ai,..,.an€B e



97

cada férmula peSn(L), com apenas h varidveis livres X1,...,Xn, d(Pxi.xa[V1..vn]))=T
se, e somente se, A(Pxi..xn [M1...Mn])=T, onde V1,...,Vn sdo, respectivamente, 0S nomes
de a1,...,an e U1,...,Mn sdo, respectivamente, 0s nomes def(a1),...,f(an) em L(a). G(B/A)

denota o grupo das aplicacoes f: B—B elementares biunivocas e que fixam A

pontualmente.

Uma aplicagdo elementar biunivocaf: B—B admite uma extensdo para uma

aplicacdo elementar biunivoca g : acl(B)— acl(B) (cf.:[Hodges, 21], pagina 167). No
plicag g g pag

contexto original da Teoria de Galois, o grupo de Galois € um grupo de automorfismos.
Para obter a defini¢do de automorfismo (parcial) basta modificar a definicdo acima, e
enfraquecer a condicao de preservacdo de formulas ao exigir a preservacao para formulas
atdmicas apenas. Como, no contexto original da Teoria de Galois, a teoria dos corpos
algebricamente fechados de caracteristica zero admite eliminagdo de quantificadores, é
possivel estender os automorfismos de subcorpos do corpo dos complexos para o
respectivo fecho algébrico. J4 no contexto geral, € preciso trabalhar com as aplicacdes
elementares biunivocas para garantir a propriedade de extensdo mencionada acima.
Agora, para formular a Teoria de Galois no contexto modelo-tedrico € preciso
apresentar uma versdo, para esse contexto geral, da no¢do de extensdo normal e de

dimensao finita da Teoria dos Corpos:

DEFINICAO: Considere Aca, tal que dcl(A)=A e que, para ai,..,anea, A(ar,..,an)
denota dcl(Au{ar,..,an}). Um conjunto BSa, tal que A<B, € dito finitamente gerado

sobre A se BEA(an,..,an), para algum {ar1,..,an}<acl(A).

Finalmente, a nocdo de normalidade de uma extensdo, no contexto modelo-

tedrico, € expressa pela:
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DEFINICAO: Considere A,B<Sa, tais que AcBcacl(A), dcl(A)=A e dcl(B)=B. Nesse
caso, B é uma extensdo normal de A se, para todo be B, se ceacl(A) realiza o mesmo

tipo que b, entdo ceB.

DEFINICAO: Considere um conjunto finito F={a1,...,an} de seqiiéncias finitas de
elementos de . Entdo F é codificado por C={b1,...,.bm}<a sobre A se,

para cadafe G(a/A),f(F)zF se, e somente se, fszidc.
A teoria T apresenta a propriedade fraca do conjunto finito se todo conjunto F que é
algébrico sobre A é codificado por algum subconjunto C sobre A. A teoria T apresenta a

propriedade do conjunto finito se todo conjunto F é codificado por algum subconjunto C

sobre .

No contexto da Teoria de Galois cldssica, um conjunto finito de ndmeros

complexos F={ai,....an}, por exemplo, é codificado pelo conjunto formado pelos

coeficientes do polindmio:
p(X)=(x-a1)...(Xx—-an),
sobre . Para o caso geral, de um conjunto finito de seqiiéncias finitas de ntimeros
complexos F={a1....,an}, onde Erz(arl,...,arm), considere o seguinte polindmio:
p(z,x1,...Xm)=(Zz-aiXi—-...—aimxXm)...(Z-an1X1—...—anmxm).

F é codificado pelo conjunto dos coeficientes do polindmio p(z,X1,...,Xxm), sobre &
(cf.:[Holly, 22]). Isso demonstra que a teoria dos corpos algebricamente fechados de
caracteristica zero apresenta a propriedade (fraca) do conjunto finito.

As defini¢des dadas acima fornecem os elementos necessarios para a formulacao

do Teorema Fundamental da Teoria de Galois no contexto da Teoria de Modelos.

TEOREMA (Galois-Poizat): As seguintes condi¢des sobre uma teoria T sdo equivalentes:
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(1) T apresenta a propriedade fraca do conjunto finito

(2) Se B é uma extensdo normal, finitamente gerada de A, entdo ha uma
correspondéncia de Galois entre = = {C| AcCcB, dcl(C)=C} e o conjunto T
dos subgrupos de G(B/A). Mais especificamente, a funcdo ¥: Z—T, definida por:

Y(CO)=G(B/O),

¢ uma bijecao.

O Teorema acima contém, como caso particular, a correspondéncia de Galois da

Algebra.3 Esses desenvolvimentos ndo constituem a unica formulag¢ao possivel de uma

Teoria de Galois Abstrata em um contexto légico, ha outras. As iniciativas pioneiras
nessa direcdo sdo os trabalhos independentes do matematico francés Marc Krasner e do
matematico portugués José Sebastido e Silva. H4 varios resultados de Teoria de Modelos
diretamente relacionados com esses trabalhos originais como o Teorema de Kueker-
Reyes e o Teorema de Svenonius, e também o cldssico Teorema de Beth. Sao resultados
que relacionam invariancia com definibilidade em uma linguagem (possivelmente
infinitdria, no caso do Teorema de Kueker-Reyes (cf.:[Hodges, 21], pagina 143)).
Contudo, tanto os trabalhos de Krasner e Sebastido e Silva quanto os resultados
relacionados de Teoria de Modelos ndo contém a correspondéncia de Galois da Algebra

como caso particular, hd apenas uma analogia nesses casos. Por exemplo, o Teorema de
Svenonius afirma que, para uma Estrutura de Primeira Ordem M, se uma relacdo r com
universo M ndo é definivel na estrutura M entdo existe uma extensdo elementar (M’, r’)
de (M, r) e um automorfismo de M’ que ndo preserva r’. No caso em que a estrutura M é
finita, a extensdo elementar é, na verdade, isomorfa e, nesse caso, o Teorema afirma que
r é definivel em M (em Primeira Ordem) se, e somente se, I € preservada por todos os

automorfismos de M. J4 no Teorema de Galois-Poizat, a propriedade fraca do conjunto

finito expressa uma condicdo de invariancia, e o item (2) do Teorema expressa uma
relagdo entre conjuntos definivelmente fechados e conjuntos fixados por grupos de

aplicacdes elementares biunivocas.
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Os trabalhos de Sebastido e Silva e Krasner foram pioneiros na Teoria de
Modelos das linguagens infinitdrias, em uma época em que a propria Teoria de Modelos
ainda dava os primeiros passos. Krasner foi o orientador de Poizat, e sua influéncia €
explicitamente exposta no artigo original de Poizat sobre a teoria esbog¢ada acima
(cf.:[Poizat, 34]). H4 uma proposta de atualizacdo das idéias originais de Sebastido e
Silva e de Krasner, relacionando definibilidade e invaridncia (cf.:[da Costa et. al., 13]).
H4 ainda as Teorias de Galois em contexto categorial, devidas a Magid, Grothendieck e
Joyal-Tierney (cf.:[Borceaux et. al., 2]), que generalizam a correspondéncia de Galois do
ponto de vista categorial. Resultados relacionados, associando, no espirito do Teorema de
Beth, definibilidade e invariancia, em um contexto categorial, foram obtidos por Makkai
(cf.:[Makkai, 28]) e por Butz-Moerdijk (cf.:[Butz, et. al., 6]). H4 muitos outros resultados
nessa mesma linha. E possivel desenvolver também uma andlise modelo-teérica da
Teoria de Galois Diferencial de Liouville-Picard-Vessiot (cuja versdao moderna é devida a
Kolchin (cf.:[Poizat, 35])) que segue o padrao acima, com algumas modificacdes, mas
ainda inteiramente em um contexto légico-universal. Portanto, a constru¢do de Poizat
também lanca luz, de um modo indireto, na Teoria de Galois Diferencial.

A préxima secdo serd dedicada a andlise, dentro do quadro fundacional
estabelecido no presente trabalho, do significado dos aspectos técnicos expostos na
presente secdo, e da Teoria de Modelos de um modo mais amplo. Desse modo, pretende-
se mostrar como a Teoria de Modelos pode ser relevante para uma reflexdao sobre o
conhecimento matematico, no sentido dos Fundamentos do Pensamento Matematico no
Século XX. As andlises que serdo realizadas na préxima sec¢do tém o objetivo de mostrar
qual é o significado desse estudo de caso em Teoria de Galois, em termos de
Fundamentos, e que esse significado fundacional é consistente com as principais teses

expostas e defendidas neste trabalho.
§3- Teoria de Modelos e Matematica
A temdtica especifica que estd presente neste trabalho envolve unificacdo,

generalizacdo e explicagdo em Matemadtica e € a temdtica de uma reflexdo fundacional

sobre a Matemadtica mais proxima da Matematica. Isso € reflexo de um posicionamento
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filoséfico adotado por mim, segundo o qual o fundamento da verdade matematica nao
estd em algo externo a Matemadtica. A Matemadtica constitui um sistema autdbnomo, auto-
contido, o fundamento da sua verdade ndo estd na cabeca do matemdtico, nem em uma
realidade exterior de objetos, e as nocdes matematicas, que sdo o seu objeto de estudo,
sdo constituidas historicamente, mediante relacdes externas, da Matemdatica com outras
ciéncias, e internas, da Matemdtica consigo mesma. Sobretudo, a fundamentacdo da
Matemitica deve ser compreendida em um sentido anti-cartesiano: a Matemaética nao se
funda no privado, na experiéncia interna, em uma intuicdo intelectual; ao contririo, o
fundamento da verdade matematica estd nas proprias regras de exercicio dessa disciplina
e de compartilhamento da sua linguagem (que sdo publicas), e € nisso que consiste a
objetividade da Matematica. Os ultimos pardgrafos deste trabalho serdo dedicados a
explicacdo resumida das teses defendidas na argumentagdo desenvolvida ao longo do
texto, passando pela retomada desse posicionamento de proximidade de Fundamentos
com a Matemadtica, reconstruindo pontos da argumentagdo, agora sobre a perspectiva do
final do trabalho.

O ponto de partida da presente investigacdo € o pressuposto de que a Matemdtica
constitui (mas ndo se resume a) uma espécie de linguagem abstrata, ou seja, ndo
necessariamente interpretada em termos de objetos fisicos, porém significativa. Dentro
dessa concepg¢do (semantica), os primeiros problemas que se colocam dizem respeito ao
funcionamento desse tipo de linguagem. Conforme afirmado no pardgrafo acima, eu
defendo que o fundamento da verdade matemaética nao repousa em uma realidade exterior
de objetos (mentais ou ndo). Portanto, a linguagem matematica ndo funciona segundo um
mecanismo de referéncia a entidades externas a linguagem. Nossa posi¢do sobre o
funcionamento da linguagem matematica pode ser resumida em duas teses: primeiro de
que a verdade matematica é de natureza formal, segundo de que a linguagem matemaética
€ significativa e que o significado dos termos matemdticos € constituido na prépria
estruturacdo da linguagem matemdtica. A primeira tese afirma o cardter formal da
Matemitica, no sentido amplo de formal, conforme extensa discussdo na Parte A. A
segunda tese € bastante forte e afirma que o significado da linguagem matematica é
constituido internamente, tese que apareceu ja na §1 acima onde foi afirmado que os

sistemas sintdticos particulares devem ser tais que sua estrutura reflete a semantica
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intencionada. E importante notar que nio se trata de um nominalismo e nio hd aqui
qualquer defesa de uma fundamentacdo sintdtica-combinatdria para a Matemdtica. Na
concepg¢do semantica, os sistemas formais sdo importantes apenas na medida em que sdo
adequados para expressar as no¢des matematicas e que podem servir de veiculo para uma
investigacdo 16gico-matematica dessas no¢des. Uma boa parte dos resultados da Logica
Matematica diz respeito a adequacdo dos sistemas formais. No contexto da Teoria de
Modelos, € possivel proceder da seguinte forma para analisar a adequagdo de sistemas
formais: primeiro € preciso que as no¢des matematicas se encontrem expressas em um
dominio universal, papel desempenhado pela Teoria dos Conjuntos. Em seguida, com as
técnicas de Teoria de Modelos € possivel investigar se algum sistema formal € adequado
para expressar uma noc¢do especifica, tal como expressa pela Teoria de Conjuntos, ou
ndo, e quais propriedades caracterizam as noc¢des capturdveis por tipos especificos de

sistemas formais e os sistemas formais adequados para capturar certas nocoes. Também &

possivel investigar a propria adequacgio da Teoria de Conjuntos.*

O funcionamento da linguagem matematica pode ser compreendido em termos de
uma semantica intencional, que € constituida na propria estrutura da linguagem
matemadtica. O que hd de muito especial com a sintaxe da linguagem matematica é que os
termos apresentam estrutura interna, e que essa estrutura reflete a intencdo. E importante
observar que, ao falar de intencdo, ndo hd um apelo ao privado, ao contrdrio, essa
intencdo € publica e é compartilhada através da linguagem natural: a inten¢do € aquilo
que a explicacdo da intenc¢do explica. Na verdade, essa é uma observacdo bastante
simples e apenas afirma que a Matemdtica ndo € comunicada ou compartilhada em
linguagem de médquina. Nao ha nenhum subjetivismo, o sujeito aqui é apenas um agente
l6gico-epistémico, para o qual sdo referidos atos 1dgico-epistémicos, € que segue regras.
A subjetividade privada ndo desempenha nenhum papel.

Para compreender que os termos da sintaxe da linguagem matematica apresentam
estrutura interna, € que essa estrutura reflete a intengdo, basta observar alguns signos
matematicos como desenho de um tridngulo, uma seqiiéncia de sete barrinhas, que
intencionalmente se refere ao nimero sete, ou qualquer outro sistema de notagdo em
Matematica, do mais complexo ao de menor grau de complexidade. Nesse sentido, a

segunda tese funciona como uma caracterizacdo para a Matemdtica: s6 hid Matematica
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quando ha algum sistema de notagdo, ou alguma sintaxe estruturada de tal modo que o
significado dos termos é constituido pela estrutura da sintaxe. E conveniente notar que a
sintaxe deve ser compreendida em um sentido amplo, como um elemento organizador,
estruturante, que pode conter desenhos ou diagramas, ndo hé restricdo prévia com relacao
a forma grafica dos signos. O significado da linguagem matemética, compreendido desse
modo, € objeto de estudo da Ldégica Matemadtica, em particular, da Teoria de Modelos,
teses que foram ja explicadas e amplamente discutidas desde a Parte A.

A linguagem matemadtica pode ser interpretada através da sua relacdo com a Fisica
Tedrica ou com outra ciéncia. Na verdade, o papel que a Matemdtica desempenha na
Fisica Tedrica € um papel constitutivo dos objetos de estudo, nao apenas uma linguagem
entre outras a ser usada pela ciéncia da natureza. E isso que significa a afirmacdo que a
Fisica Tedrica é semanticamente condicionada pela Matemdtica, que os objetos da Fisica
Tedrica sdo apreendidos matematicamente e que nao se trata de mera aplicacdo. Este
trabalho defende a tese de que essas relagdes da Matemética com a Fisica Tedrica, que
possam eventualmente ser estabelecida com outras ci€ncias tedricas, e, também, da
Matemadtica consigo mesma devem ser caracterizadoras da natureza da Matematica. A
Matemadtica constitui parte do aparato conceitual utilizado na descricdo tedrica de
regularidades segundo as quais se procura apreender o mundo fisico. Também a
Matematica constitui uma auto-investigacdo de si mesma. Desse modo, o presente
trabalho caracteriza a Matemdtica como semdantica formal. Semantica formal ndo é
entendida aqui como uma fungdo de interpretacdo que leva termos em coisas, 0 que nem
poderia ser formal. Semantica formal deve ser compreendida como condicdes formais de
significacdo, referente a forma ldgica, observacdo ja realizada e enfatizada ad nauseam
no texto.

Os trabalhos em Fundamentos passam pela organizagio da Matematica. E preciso
organizar a Matematica para poder realizar algumas anélises, como aquelas a respeito dos
problemas da consisténcia da Matematica, da decidibilidade de teorias matemdticas e da
expressividade de no¢des matemdticas. Mas a organiza¢do da Matematica também possui
um valor intrinseco em termos de unificacdo da Matematica, e ndo se reduz a uma
formalizacdo da Matemadtica em um sistema formal da Teoria de Conjuntos, ou em

qualquer outro. Organizar a Matemdtica também significa organizar os padrdes de
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raciocinio em termos de uma economia de argumentagdo. Portanto a organizacdo pode
significar uma redu¢@o nao apenas de objeto, uma reducao do tipo “tudo é conjunto”, por
exemplo, mas, também, uma reducio dos padrdes de raciocinio. Contetidos mateméticos
bem organizados devem apresentar modularidade, ou seja, devem ser organizados de
forma econdmica em termos de padrdes de raciocinio. Quando isso € alcangado torna-se
possivel uma exposicdo simplificada do conteido, em que ndo ocorre repeticdo das
“mesmas” demonstracdes a cada instante, mas que abrange completamente o conteudo.
Esse segundo aspecto da organizacdo também representa unificacio: reduzir os padrdes
de raciocinio significa explicitar uma relacdo entre o diverso. E Fundamentos, dentro da
concepcao apresentada neste trabalho, deve buscar a unidade da Matematica, deve
estabelecer vinculos internos na Matematica. A unificacdo pode ser obtida por uma
generalizacdo: um resultado mais geral pode conter varios outros como instancias
particulares. Contudo, ha generalizacdes extremamente artificiais que ndo unificam
instancias interessantes e nao desempenham um papel relevante. Portanto, nao € qualquer
generalizacdo que representa um refor¢o na unidade da Matematica.

Na presente investigacdo o foco de interesse é a questdo acerca da relevancia
fundacional da Teoria de Modelos. Sobre essa questao, a argumentagdo desenvolvida até
aqui aponta para duas fung¢des que a Teoria de Modelos pode desempenhar como base
para seu papel fundacional. Em primeiro lugar, um contetido de Teoria de Modelos pode
constituir de resultados sobre definibilidade, portanto pode ser relevante em termos de
uma reflexdo sobre as complexidades envolvidas na expressividade de nogdes
matematicas. Além disso, um conteido de Teoria de Modelos pode desempenhar um
papel unificador ao explicitar vinculos entre no¢des que, antes, se encontravam apenas
vagamente relacionados por meio de analogias. De fato, frequentemente é possivel
apreender um resultado ou uma constru¢do matematica, em particular, varias construgdes
da Algebra cldssica, como um conteddo modelo-tedrico, o que foi designado por
universalizacdo de contetidos matematicos. Essa € a fun¢do da Teoria de Modelos como
instrumento capaz de alcar uma situacdo matematica particular a um contexto 1dgico
universal, ao mostrar que os resultados matematicos envolvidos podem ser apreendidos
como resultados sobre a relacdo de conseqiiéncia légica, o que pode fornecer

modularidade para a Matemadtica com a reducdo e identificacdo de padrdes gerais de
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raciocinio. Se um resultado ou constru¢do matemadtica € universalizavel, entdo o carater
desse conteido matematico € a universalidade da Logica, o que aponta para uma
inseparabilidade da Légica e da Matematica. Nao € possivel compreender a natureza da
Matematica sem passar pela relacdo que essa disciplina tem com a Légica. Do ponto de
vista do fundamento da verdade da Matemadtica, essa disciplina constitui um sistema
fechado, ndo se apdia em nada externo a Matemadtica, mas a natureza dessa disciplina esta
justamente nas relacdes que ela mantém consigo mesma e com outras disciplinas como a
Logica e a Fisica Teodrica.

No caso da Teoria de Galois, a correspondente versdo modelo-tedrica exerce as
duas func¢des mencionadas acima. De fato, o Teorema de Galois-Poizat, e outros
resultados relacionados de Teoria de Modelos, fornecem uma ligag¢do entre definibilidade
de elementos e relagdes, e invaridncia por aplicacdes elementares, e essa ligacdo €
eficiente para resolver problemas em contextos mateméticos especificos. Contudo,
identificar um padrdo geral de raciocinio e explicitar a estrutura ldgica envolvida na
Teoria de Galois cléssica, através da universalizacio dos resultados, € a funcdo
fundacional mais importante exercida por essa construcdo modelo-tedrica de Poizat. O
desenvolvimento da Teoria de Galois modelo-tedrica explicita a estrutura l6gica dos
raciocinios que levam a Teoria de Galois cldssica e mostra que esses raciocinios, e a
propria correspondéncia de Galois, constituem um padrdo matematico fundamental, que
pode ser frutifero em outros contextos: a Teoria de Galois € um método, ndo tem muito a
ver com extensdes de corpos e seu lugar natural, enquanto método matemadtico, € a
Loégica Matematica. De fato, Galois desenvolveu seus trabalhos em uma época em que a
Algebra era, basicamente, o estudo de polindmios e sequer havia uma defini¢io de corpo.
Essa € uma contribuicdo para a organizacdo dos padrdes fundamentais de raciocinio
matematico, que ¢ uma forma de reducdo fundacional. Apenas ndo é uma reducdo
orientada a categoria do objeto, como a redug@o conjuntista da Matematica.

A correspondéncia de Galois e muitos outros resultados e construcdes algébricas
podem ser obtidos como resultados de Teoria de Modelos. Para mencionar mais um
resultado clédssico, o Teorema de Steinitz de classificagdo dos corpos algebricamente
fechados pode ser apreendido como um resultado de Teoria de Modelos. Ao delinear

mais precisamente, € com mais clareza, a estrutura l6gica de padrdes de raciocinio da
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Algebra, por meio da eliminacio de elementos especificos nio essenciais do contexto
original desses padrdes e da formulacdo de no¢des modelo-tedricas apropriadas, a Teoria
de Modelos fornece um enquadramento para a Algebra, no sentido que identifica e
organiza padrdes gerais de raciocinio e, dessa forma, confere modularidade a essa
disciplina. Além disso, a apreensao de contetdos algébricos segundo a forma especifica
da Teoria de Modelos, o enquadramento modelo-tedrico da Algebra, revela a natureza
universal dos padrdes de raciocinio envolvidos e confere unidade a esses conteidos
algébricos. A linha de desenvolvimento da Teoria de Modelos como um enquadramento
para a Algebra inicia com os resultados pioneiros de Mal’cev de aplicacdo do Teorema da
Compacidade na teoria de representacdes lineares de grupos (os Teoremas Locais), passa
pelos trabalhos de Robinson e Tarski (Modelo-Completude, Diagramas, Eliminagdo de
Quantificadores, etc.) e chega aos desenvolvimentos da segunda metade do século XX
(Elimina¢do de Imagindrios, Teorias Fortemente Minimais, etc). Todo esse aparato
fornece unidade para a Algebra ao exibir vinculos significativos, em termos de Teoria de
Modelos, entre nocdes algébricas, ao identificar e organizar padrdes de raciocinio e,
desse modo, conferir a contetdos algébricos modularidade e universalidade 16gica, e ao
aplicar, de modo eficiente, métodos da Logica Matemdtica a um contexto algébrico
especifico. Enfim, ao mostrar que boa parte da Algebra pode ser apreendida segundo um
plano légico coeso, a Teoria de Modelos confere racionalidade a essa disciplina, mostra
que as nogdes dessa disciplina possuem vinculos significativos em termos de um ambito
16gico: boa parte da Algebra estd contida em um estudo geral da relacdo entre Teorias e
Modelos.

E conveniente observar que hé outros resultados relevantes de Teoria de Modelos
que ndo estdo diretamente ligados a um conteido matemdtico especifico, mas que sua
relevancia fundacional deriva apenas do papel que pode ser desempenhado por esse
resultado em uma reflexdo sobre a adequacdo dos sistemas formais. Por exemplo, o
Teorema da Completude é um resultado de Teoria de Modelos que € relevante para uma
andlise da adequagdo dos sistemas formais para expressar as nogdes matematicas,
consequentemente, para o status da Logica de Primeira Ordem como o sistema semantico
padrdao. Portanto € relevante, do ponto de vista fundacional. Também, € conveniente

observar que o presente trabalho ndo defende a tese de que a Teoria de Modelos é
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relevante como um todo para Fundamentos. A argumentacdo desenvolvida ndo serve para
estabelecer relevancia fundacional em bloco, ao contrdrio, a argumentagido procede por
estudo de caso, e ndo ha como ser de outro modo. Além disso, no presente estudo, ndo se
levantam duvidas de que algumas partes da Teoria de Modelos se degeneraram em
desenvolvimentos tecnicamente rebuscados e irrelevantes do ponto de vista fundacional.
A presente investigacdo procura compreender a questdo da relevancia fundacional da
Teoria de Modelos, e a andlise desenvolvida possui uma funcdo positiva, mas, sem
ddvida, possui, também, uma funcdo negativa. Contudo, afirmar que a Teoria de Modelos
¢ irrelevante para Fundamentos com base em um argumento de circularidade é um
equivoco grosseiro. Nao € circular utilizar a Matematica para analisar o conhecimento
matematico. As demonstracdes em Teoria de Modelos utilizam os mesmos pressupostos
que as demonstragdes em Algebra ou Andlise. Procurar realizar algo em Matemdtica que
a Teoria de Modelos afirma ser impossivel € o mesmo que buscar uma inconsisténcia na
Matematica.

Portanto, o significado fundacional desse enquadramento modelo-tedrico da
Teoria de Galois, e de modo mais geral, da Algebra cldssica, estd ligado ao terceiro
aspecto de Fundamentos, que € o aspecto de Fundamentos que apresenta maior
proximidade com conteidos matematicos especificos. De fato, essa constru¢do légica nao
estd diretamente ligada a um programa de explicitacdo de pressupostos de algum tipo e,
também, ndo estd relacionada a uma questdo geral da Filosofia da Matematica. Ao
contrério, essa construcao logica estd em contato direto com um conteido matematico
especifico, mas nao para reduzi-lo a algum dominio mais abrangente, mas sim para
analisa-lo enquanto padrdo de raciocinio matematico. Desse modo, essa constru¢do ndo
introduz elementos externos na Matematica e reforca a unidade dessa disciplina
internamente, através da identificacdo de um padrao fundamental de raciocinio. Além
disso, um resultado modelo-teérico, que relaciona definiblidade e invaridncia e que
identifica quando uma Teoria de Primeira Ordem admite uma correspondéncia de Galois,
contribui para uma classificacdo das nocdes matemdticas pela andlise das complexidades
de expressao dessas nocdes. Na verdade, hd uma vasta bibliografia que investiga
propriedades definiveis em estruturas com os métodos modelo-tedricos ligados ao

Teorema de Galois-Poizat (cf.:[Holly, 22], por exemplo). Esse tipo de contribui¢do para a
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classificacdo das nog¢des matematicas também representa um reforco para unidade da
Matemadtica, pois constitui uma determina¢do progressiva do que € uma nocao

matematica, em relagdo direta com os conteudos mateméticos.

§4- Consideracoes Finais

Conforme a argumentagdo acima, algumas partes da Teoria de Modelos reforcam
internamente, em uma relagdo direta ao contetido, a unidade da Algebra Moderna, através
da apreensdo de contetidos algébricos segundo um principio 16gico unificador, o principio
de relagdes logicas entre Teorias e Modelos. Como refor¢ar a unidade da Matemaética
internamente € uma das finalidades centrais dos Fundamentos do Pensamento
Matemitico no Século XX, entdo essas partes da Teoria de Modelos sdo relevantes do
ponto de vista fundacional. Contudo, o presente estudo ndo se resume a uma
argumentacdo em favor dessa tese, ¢ mesmo relativamente ao problema da unidade, esse
nao € o unico resultado importante da investigacdo. Na verdade, as Partes A e B,
principalmente, possuem uma abrangéncia bem mais extensa, € a propria Parte C contém
teses gerais sobre a Matemadtica e sobre Fundamentos. Por exemplo, as teses de que a
Fundamentos nao cabe o papel de legislar sobre a Matematica e de que os critérios de
adocdo de principios e métodos na Matemadtica sdo internos e relativos a utilidade e
necessidade racional, ndo sdo baseados em pré-concepg¢des justificadas por alguma escola
de Filosofia da Matematica, s@o tdo importantes quanto a tese de que Fundamentos nao é
uma teoria da origem psicolégica da Matemética e que Fundamentos ndo se baseia no
privado. Outras teses igualmente importantes sdo: a tese de que a verdade matemética ndao
se apdia em nada externo a Matematica e as teses sobre a organizacdo da Matematica e o
conhecimento finitdrio. H4 vérias outras no texto. Desse modo, o presente trabalho
constitui uma andlise geral da questdo acerca da relevancia da Logica Matematica para
uma reflexdo sobre o conhecimento matemdtico e do significado fundacional de
conteudos matematicos, com énfase na relevancia da Teoria de Modelos.

Para julgar a relevancia ou irrelevancia de um conteido técnico da Logica
Matemadtica para uma reflexdo sobre o conhecimento matemdtico atual é preciso, em

primeiro lugar, ter presente uma formulacdo, suficientemente clara, do que € esse
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conhecimento matemdtico contempordneo € no que consiste essa reflexdo, que
denominamos, neste estudo, de Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX.
Essa etapa preliminar da investigacdo foi desenvolvida nas Partes A e B deste trabalho,
onde mostramos que certos problemas de complexidade de expressdo de nogdes
matematicas, de universalizacdo de conteidos matemaéticos, entre outros, devem fazer
parte das investigacdes ligadas aos Fundamentos do Pensamento Matematico no século
XX, e que buscar a unidade da Matemdtica é uma meta permanente dos Fundamentos. O
texto mostrou, nas Partes B e C, que a Teoria de Modelos desempenha um papel de
instrumento de andlise da expressividade de no¢des mateméticas e um papel de veiculo
de universalizagao de contetidos matematicos.

Qual € a importincia de desempenhar esses papé€is? Em primeiro lugar, uma
observacdo importante € que as nocdes matemdticas ndo sdo todas iguais. Uma nocao
expressavel em primeira ordem, o que foi chamada, na Parte A, de conceito ou
propriedade, nao é contaminada de forma tdo dramadtica pela vagueza inerente da Teoria
de Conjuntos quanto uma nog¢do expressdvel apenas em segunda ordem. Essa ¢ uma
observagdo muito importante. E comum se pensar que as nogdes expressiveis em
primeira ordem sdo mais vagas do que aquelas expressaveis em segunda ordem porque as
primeiras ndo podem ser categéricas, exceto em casos triviais em que os modelos sao
todos finitos. A categoricidade, que algumas nog¢des de segunda ordem podem apresentar,
afirma a existéncia de isomorfismos, o que pode variar segundo a € -interpretacio
transitiva da Teoria de Conjuntos, como € sabido desde o paradoxo de Skolem. Portanto,
a afirmacdo de existéncia de isomorfismo € vaga e uma nocio de segunda ordem pode
deixar de ser satisfeita por um conjunto ao se considerar uma relativizacdo, o que nao
ocorre com as no¢des de primeira ordem, pela absolutidade da relagdo de satisfacao, pois
a classe de modelos de uma Teoria de Primeira Ordem (a extensdo de um conceito) nao
pode sofrer variacdo através da relativizacdo por qualquer € -interpretacdo transitiva da
Teoria de Conjuntos. O fato de que as nocgdes expressdveis em primeira ordem ndo
podem ser categéricas mostra, na verdade, que é a no¢do de categoricidade que é vaga.
Desse modo, a compreensao das nogdes matematicas nao pode ser uniforme; a nocao de
grupo é completamente diferente, em termos da seméantica, da no¢do de corpo ordenado

7z

completo, e a nocdo de comutatividade no contexto dos grupos € completamente
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diferente, em termos da semantica, da no¢ao de indu¢dao completa no contexto aritmético.
Nocdes matemdticas ligadas a operacdo de partes (nocdes de segunda ordem), no
contexto de conjuntos infinitos, sdo mais indeterminadas. Também, entre as proprias
nog¢Oes de primeira ordem ha diferencas, do ponto de vista semantico. Alguns conceitos
sdo finitamente axiomatizdveis, outros nao, alguns apresentam a categoricidade em
poténcia, outros ndo. O Teorema de Morley mostra que a categoricidade em poténcia s6
pode ocorrer em condi¢des bastante especiais e que, com relacio a categoricidade, s6 ha
quatro possibilidades para um conceito. Mencionamos, de passagem, na Parte A, na §7, a
tese de Zilber de que nocdes matemadticas ‘‘naturais” apresentam a forma da
categoricidade em poténcia. Nao obstante, a questdo a respeito do significado da
categoricidade em poténcia para as no¢des matematicas continua bastante inexplorada na
literatura de Fundamentos. Essas consideracdes mostram que a Teoria de Modelos
constitui um instrumento de andlise das complexidades envolvidas na expressdo de
no¢des matemadticas, por isso € essencial para uma reflexdo sobre o significado da
compreensdo das nocdes matematicas, o que € relevante para Fundamentos, tal como
compreendemos essa disciplina.

Em segundo lugar, a Teoria de Modelos constitui um instrumento de identificacdo
de padrdes de raciocinio matemadtico, ja que universalizar um conteido matematico
significa identifica-lo como padrdo de raciocinio, como um conteido sobre a relacdo de
conseqiiéncia légica, como um conteudo légico. Isso fornece modularidade para a
Matematica, j4 que um padrao de raciocinio pode ser usado diretamente em diversas
situacdes, ou de modo indireto, elucidando situacdes que exigem adaptacdes. Uma
identificacdo de padrdes de raciocinio representa um ganho em termos de unidade da
Matemitica, que é imanente a Matematica, no sentido de que esses padrdes sdo tirados da
pratica Matemadtica, ndo sdo regras sintdticas artificiais que os matemdticos mal
reconhecem.

E importante ressaltar a centralidade da absolutidade da relagdo de satisfacdo para
essas consideracdes sobre a relevancia fundacional da Teoria de Modelos. O ponto é que,
por um lado, é preciso considerar a Matemadtica tal como expressa em um dominio
universal para que possamos analisd-la com os métodos da Logica Matemética. Em uma

direcdo oposta, € crucial mostrar que a abordagem do trabalho, e a prépria concepcao de
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Matematica, ndo estd contaminada pelas indeterminacdes e contingéncias presentes nos
sistemas formais que expressam a Matemadtica e que ndo estdo diretamente ligadas a
Matemitica. Por exemplo, a ndo-absolutidade da relacdo de isomorfia coloca sérios
problemas para uma concep¢do estruturalista de Matemadtica, pelo menos como
compreendemos as Estruturas Matematicas. De fato, considerando o sentido usual de
Estrutura Matematica, tal como se encontra formulado (de varias maneiras) em um
contexto conjuntista, temos que a relacio de isomorfia de estruturas, ou seja, de
existéncia de um isomorfismo (a identidade das estruturas), é uma relacdo vaga,
contaminada pelas indeterminac¢des da Teoria de Conjuntos (lembre-se do Paradoxo de
Skolem que mostra que um conjunto pode ser enumerdvel, mas pode existir uma
interpretacdo que contém o conjunto e € tal que nenhuma enumeragdo do conjunto pode
pertencer a essa interpretacao). Contudo, para dar conta do carater formal da Matematica,
um estruturalismo deveria ser formulado em termos de classes de isomorfismo, que é
uma entidade indeterminada nos casos nao-triviais (estruturas infinitas). Desconsiderar a
formulacdo conjuntista pode apenas piorar a situacdo: nao € claro como “‘estruturas”, que
nem mesmo estdo definidas matematicamente, e os “isomorfismos” entre essas
“estruturas”, se relacionam com as Estruturas Matematicas e os isomorfismos entre as
mesmas.

Nossa abordagem formalista-seméntica ndo sofre com esse tipo de problema de
formulacdo, pois o objeto de estudo da Matematica no século XX s@o formas, as nogoes
matematicas, tal como expressas em um dominio universal como a Teoria de Conjuntos,
e nog¢des matemadticas sao colocadas em correspondéncia com objetos lingiiisticos
(teorias, sentencas), que podem ser analisados com a Légica Matematica, em particular,
com a Teoria de Modelos. E possivel mostrar que algumas nogdes sdo mais vagas (menos
determinadas) comparadas a outras, investigar se duas nocdes sdo equivalentes, ou ndo,
na Teoria de Conjuntos, buscar uma classificacdo para as nog¢des, investigar o seu
significado, etc. Ndao é preciso se comprometer, de antemdao, com a identidade de
entidades lingiiisticas como no¢des matematicas, isso € objeto de investigacdo, ndo de
defini¢do. E o cardter formal da Matemaética estd contemplado: é um teorema da Teoria
de Conjuntos que duas Estruturas Matemadticas isomorfas satisfazem as mesmas

propriedades expressas em linguagem légica (de primeira ou segunda ordem). Também,
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nao é o caso que estamos considerando as no¢des matematicas de um modo puramente
sintatico-combinatério. Ao contrdrio, ¢ um fato empirico que as no¢des matematicas
possuem significado independente de particularidades da formulacdo sintdtica
combinatdria, pois, de outro modo, ndo seria possivel a comunicagdo entre oS
matematicos, que, em geral, sequer sabem o que € um sistema formal.

Nao € por atribuirmos uma importancia exagerada ao papel da Teoria de
Conjuntos que enfatizamos a importancia de se ter uma concep¢do de Matematica que
ndo seja contaminada desde o inicio com indeterminacdes conjuntistas, ao contrario, €
por considerar que a formulacdo da Matemdtica na Teoria de Conjuntos envolve
elementos estranhos a Matematica que consideramos indispensdvel mostrar que nossa
abordagem nio estd completamente contaminada por esses elementos e € suficientemente
robusta sob as variagdes usuais no contexto conjuntista. Em resumo, a caracterizacdo da
Matematica do século XX como o estudo de Estruturas Matematicas, definidas
formalmente, é claramente reducionista e € contaminada pela indeterminacdo e pela
contingéncia dos sistemas formais. Alterar essa caracterizacdo através da abolicdo de uma
definicdo formal de estrutura e isomorfismo produz uma ambigiiidade nos termos
“estrutura” e “isomorfismo” e uma indeterminagdo ainda maior. J4 a caracterizacdo da
Matemadtica como o estudo de no¢des matemdticas ndo sofre com esses problemas: em
primeiro lugar, ndo ha ambigiiidade porque sistemas formais expressam nocdes
matematicas, mas essas nogdes nao se reduzem e ndo sdo identificadas a sistemas formais
(lembre-se que pressupomos um realismo semantico, que as nog¢des matematicas
possuem significado independente de uma sistematizacdo de toda a Matematica em um
dominio universal, o que nos parece bastante plausivel ja que muitos matemdticos sequer
sabem o que é ZFC). Em segundo lugar, essa caracterizacdo nao € reducionista e nao se
compromete com um sistema formal particular, € nd3o hd contaminacdo por
indeterminacgdes de sistemas formais, ja que ndo € necessdrio identificar, de antemao,
noc¢des matematicas para dar conta da natureza formal da Matematica. Essas noc¢des sdao
entidades lingiiisticas (possuem significado), sdo estudadas na Matemadtica e analisadas
com a Logica Matemadtica. Na verdade, essa caracterizacdo € praticamente tautoldgica:
conhecimento € conhecimento por noc¢des € o conhecimento matematico € o

conhecimento por nogdes matemadticas. Procuramos mostrar neste trabalho que ndo €
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preciso mais do que isso, em termos de caracterizacdo geral, para avangar em
Fundamentos e refletir sobre o conhecimento matematico. Para isso, basta considerar a
Matemadtica em suas relagdes com a Fisica Tedrica e com a Ldgica, por exemplo.

Nesta tultima parte do trabalho, mostramos que a Teoria de Modelos € capaz de
alcar um conteido matemadtico particular a um contexto 16gico-universal. Isso foi feito
com a Teoria de Galois cldssica. E claro que ndo é qualquer conteddo matemadtico que
pode ser alcado ao contexto légico. Na propria Teoria de Galois, os aspectos mais
computacionais ndao fazem muito sentido no contexto légico. Contudo, hd outros
conteidos matemdticos que, certamente, possuem esse potencial. Isso mostra a
generalidade das idéias originais de matematicos como Galois. Nao é sem motivo que seu
nome estd espalhado por toda a Matemadtica contemporanea e que sua influéncia no
desenvolvimento dessa disciplina nos ultimos dois séculos € dificil de superestimar.
Como alguns coroldrios da reconstru¢ao modelo-tedrica da Teoria de Galois temos que,
por um lado, considerando outras construcdes cldssicas da Teoria de Modelos, como
modelo-completude, a Teoria de Modelos fornece sim um enquadramento para uma parte
importante da Algebra cldssica, o que corrobora a tese da Algebra como semantica formal
e, desse modo, reforca a unidade da Algebra. Por outro lado, a Teoria de Galois pode ser
vista como um conteddo da Légica Matematica, pois essa Teoria constitui um método
matematico geral, ou seja, a universalizacdo da Teoria de Galois é uma operagdao de
identificacdo de um padrao de raciocinio matemaético, o que contribui para uma reducao
dos padrdes de raciocinio e para fornecer modularidade (e unidade) para a Matemaética.
Esses dois coroldrios dizem respeito a relacdo entre Matematica e Logica Matematica, e,
claramente, possuem significado fundacional, segundo nossa compreensdo dos
Fundamentos. Esses resultados, por si so, justificam a realizacio da presente
investigacao.

N6s buscamos desenvolver o presente trabalho de modo que o mesmo constituisse
uma discussao refletida sobre o conhecimento matematico, formulada filosoficamente,
mas, a0 mesmo tempo, que se mantém sempre proxima da Matemadtica e sempre
informada pela Légica Matematica. Sobretudo, o presente trabalho nao foi desenvolvido
como uma critica a uma escola especifica de Filosofia da Matematica, e nosso foco

sempre esteve voltado para a Matemdtica ela mesma e para as relagdes que essa
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disciplina mantém com outras como a Fisica Tedrica e a Légica Matemética. Também, o
presente trabalho ndo € um trabalho padrao de Logica Matematica que consiste em provar
resultados técnicos em Teoria de Conjuntos, ou em Logica Algébrica, ou em alguma
outra disciplina da Légica Matematica, mas que € acritico com relacdo a relevancia ou
nao dos resultados. Uma caracteristica desse trabalho € a de ser critico com relagdo a
relevancia fundacional de resultados técnicos, sem, ceticamente, apresentar uma visao
estreita daquilo que é relevante e nem, dogmaticamente, aceitar tudo como relevante sem
uma andlise mais cuidadosa. Procuramos, também, ao longo do trabalho, ser rigorosos do
ponto de vista histdrico, seja por nao extrapolar nossas consideragdes especificas para
outros periodos histéricos passados, seja por nao considerar a Matemaética do século XX
como algo definitivo.

Conforme j4 enfatizado nessas consideracdes finais, acreditamos que o trabalho
alcangou éxito em mostrar que conteidos modelo-tedricos, até agora desconsiderados na
literatura de Fundamentos do Pensamento Matematico no século XX, s@o relevantes para
uma reflexdo sobre o conhecimento matemético. Por outro lado, ha bastante espaco para
estudos de caso, contextualizados pela concepc¢do geral do trabalho. Na verdade, a forma
de proceder para reforcar a unidade da Matematica internamente, segundo a concep¢ao
geral aqui exposta, €, unicamente, através de estudos de caso, em outras disciplinas da
Loégica Matematica inclusive. H4 também bastante espago para estender as andlises sobre
os temas expostos na Parte A em vdrias direcdes e explorar com maior profundidade as
teses gerais expostas no texto. Enfim, para aqueles que estdo interessados em pensar
filosoficamente sobre o conhecimento matematico, mantendo-se préximo da Matemaética
e informado pela Légica Matematica, espero que a consideragdo do presente trabalho

possa ser util.
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§5- Notas

1- E conveniente enfatizar esse ponto, que ndo ¢ trivial. Uma no¢do matemadtica, ou um “‘significado”,
sempre deve estar expressa em algum lugar, ndo hd nocdo que ndo estd expressa. De fato, estudar a
expressividade de um sistema seméntico como a Ldgica de Primeira Ordem € comparar a expressividade
desse sistema com a expressividade de ZFC, por exemplo: considera-se uma nogdo expressa em ZFC,
como cardinalidade, e, com técnicas proprias da Ldgica € possivel avaliar se e como essa nocdo pode ser
expressa pela Logica de Primeira Ordem, no sentido da relacdo de satisfacdo. Portanto, as expressdes

“no¢des matemadticas” e “nog¢des matemadticas expressas em algum dominio universal” sdo intercambidveis.

2- Considere um cardinal infinito k. @ é dita K-saturada se realiza todos 1-tipos sobre subconjuntos A de
d, de cardinalidade menor que K. A € saturada se é K-saturada, onde K é o cardinal de @. @ € homogénea se
duas seqiiéncias finitas a e b possuem o mesmo tipo sobre um subconjunto finito A se, e somente se, existe

um automorfismo de @, que fixa A, e que leva a em b. Uma Estrutura saturada é homogénea e, se for

modelo de uma Teoria completa, entdo é tnica. H4 varios resultados de existéncia de Estruturas saturadas,

ou apenas K-saturadas, alguns desses resultados assumem a Hip6tese Generalizada do Continuo. Para a

presente construcdo € preciso apenas que a estrutura seja saturada nas cardinalidades relevantes. Esses

detalhes técnicos nao serdao explorados porque nao contribuem para a andlise.

3- Os aspectos computacionais mais especificos da correspondéncia de Galois, resumidos no item (B) do

Teorema Fundamental da Teoria de Galois, ndo possuem contrapartida clara no contexto universal da

Teoria de Modelos, o que € esperado.

4- Resultados de indefinibilidade para a Teoria de Conjuntos, em geral, afirmam que o Axioma da Escolha
é necessdrio para provar a existéncia de alguma relacdo adicional em uma estrutura. Esses resultados,
frequentemente, sdo demonstrados utilizando essa abordagem modelo-tedrica de grupos de automorfismos,
sendo muito importante a absolutidade da relacdo de satisfacdo para a andlise desse tipo de aplicacdo da
Teoria de Modelos. Mas ndo € sempre assim. O fecho algébrico de um corpo é definido utilizando
(necessariamente) alguma forma do Axioma da Escolha, mas esse uso do Axioma da Escolha ndio tem a ver
com acrescentar novas relagdes na estrutura, ja que os automorfismos do corpo se estendem para o fecho. A
indefinibilidade, nesse caso, parece estar ligada a uma ndo-naturalidade do fecho algébrico, no sentido

categorial. (cf.:[Hodges, 21], p. 631)
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POSFACIO

§1- Introducao

A finalidade deste posfacio é a de constituir uma exposi¢do simplificada dos
principais pontos de articulacdo do nosso estudo sobre os Fundamentos do Pensamento
Matemitico no século XX e sobre a relevancia fundacional da Logica Matematica. Antes
de mencionar e explicar, de modo sucinto, essas componentes principais do trabalho, é
conveniente retomar o que eu entendo por Fundamentos do Pensamento Matemético no
século XX. Essa disciplina filoséfica € uma reflexao sobre o conhecimento matemético
contemporaneo que constitui uma compreensao de segunda ordem sobre o mesmo. Entre
os grandes temas de Fundamentos podemos mencionar os programas de fundamentos, o
construtivismo, a hipétese do continuo, o ambito finitdrio, entre outros. A minha
concepcao de Fundamentos e o meu entendimento desses temas no contexto de uma
compreensdo de segunda ordem do conhecimento matemdtico foram parcialmente
expostos na primeira parte deste estudo. Vamos, a partir de agora, retomar as
componentes principais do trabalho, comecando pelas principais criticas realizadas ao
longo do texto. Essa retomada ndo seguird, necessariamente, a mesma ordem em que as

componentes ocorrem no texto.

§2- Criticas

As principais criticas do trabalho sdo aquelas que se referem as reflexdes
orientadas exclusivamente a categoria do objeto, com €nfase na questdo ontoldgica e em
defini¢des intensionais de Matemadtica, e as reflexdes por demarcacdo e oposicao de
escolas de Filosofia da Matematica. Procuramos mostrar a inadequagdo das defini¢des
intensionais de Matemadtica como o estudo de algum tipo de objeto abstrato, seja ele
conjunto, categoria, sistema formal, etc. Esse tipo de abordagem sofre com a falta de
consciéncia histérica, ja que essas definicoes sdo rigidas e ndo se aplicam aos
desenvolvimentos da Matematica anteriores ao século XX. Além disso, esse tipo de

abordagem envolve reducdes (orientadas a categoria do objeto) completamente artificiais



118

da Matematica da deve lidar com o fato de que muitos matemadticos nao sabem o que ¢
um sistema formal, ignoram a Teoria de Conjuntos e a Teoria das Categorias, portanto
sequer reconheceriam a Matemadtica nessas definicdes. O trabalho defende uma
concepc¢do de Matematica em que essa disciplina ndo € definida como o estudo de algum
tipo de objeto abstrato e nao ha tal coisa como comprometimento ontolégico. A proposta
€ de mudar o foco da questdo da existéncia para a questao da predicacgao.

Observamos também que as demarcacgdes de escolas de Filosofia da Matemitica,
que com freqiiéncia correspondem a uma posi¢do em relacdo a questdo ontoldgica, e as
reflexdes baseadas nessas demarcagdes, em geral, ndo t€m relagdes significativas com a
Matematica, mas apenas com essas oposicoes de escolas. O estudo ora realizado seguiu o
caminho contrédrio: se concentrar na andlise de conteddos matemadticos, utilizando a
Loégica Matematica. Em sintese, as criticas realizadas procuram mostrar que a orientacao
a categoria do objeto, que aparece nas definicdes intensionais de Matematica, e a
demarcagdo e oposi¢do de escolas de Filosofia da Matemadtica constituem equivocos
metodolégicos. Nao obstante, hd vdrios textos na literatura recente de Filosofia da
Matemitica que exemplificam tudo aquilo que criticamos aqui (cf.:[Chihara, 11]). Essas
consideragdes apontam para a dire¢do que o trabalho seguiu e introduzem, de modo
preliminar, as principais posicoes defendidas no texto em termos de caracteriza¢des da

Matemaética. Vamos menciond-las explicitamente agora.

§3- Caracterizacoes da Matematica

A Matemitica é o estudo, segundo o método axiomdtico-dedutivo, das nog¢des
matematicas. Essa é a primeira caracterizagio. E importante notar que as nogdes
matemadticas ndo sdo um tipo de objeto abstrato e que essa caracterizacdo nao ¢ uma
defini¢do intensional da Matemadtica, mas apenas aponta para a extensdo correta. A
compreensdo de uma nocdo matemdtica pode sofrer mudancgas histéricas, e o método
axiomdtico-dedutivo ndo estd, necessariamente, comprometido com os sistemas formais
modernos, portanto essa caracterizacdo nao € aplicavel apenas a Matematica do século

XX. Nocdes matemadticas sdo formas em um sentido amplo, que serd novamente

explicado a seguir. A segunda caracterizagdo afirma que a Matematica constitui uma
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semantica formal para as ciéncias tedricas que apreendem seus conteidos
matematicamente. Isso nao significa que a Matemadtica é apenas uma semantica formal
para essas ciéncias. Entre as ciéncias tedricas que apreendem seus conteddos
matematicamente destacamos a Fisica Tedrica e a propria Matemdtica. A parte da
Matemadtica que constitui uma semantica formal para a propria Matematica é a Logica
Matematica. Para expressar essas relacdes podemos formular o seguinte mote: “a Logica
Matemitica estd para a Matemadtica assim como a Matemadtica estd para a Fisica”. Claro
que isso deve ser tomado como um slogan, e ndo deve ser levado muito a sério como uma
tese. Em sintese, a Matemadtica constitui uma teoria da forma légica da linguagem das
ciéncias tedricas que apreendem seus contetidos matematicamente.

Dessas caracterizacdes extraimos o cardter a priori da Matemdtica, ja que as
mesmas excluem qualquer parte empirica desse conhecimento. A segunda caracteriza¢ao
corresponde a uma concep¢do de Matemdtica em relacdo com outras disciplinas e em
auto-relac@o consigo mesma. Como conhecimento a priori € como teoria da forma légica,
a Matematica é um conhecimento formal: no¢des matemdticas sdo formas. Esse formal
deve ser entendido em termos da oposi¢cdo forma-matéria, € ndo da oposi¢do forma-
conteudo, ja que a Matematica, obviamente, tem conteido. Do mesmo modo, dizer que a
Matematica € formal nao significa dizer que ela é um sistema formal, ou uma colecdo de
sistemas formais. Os sistemas formais contemporaneos, baseados na noc¢do de mera
manipulagdo mecanica, sdo formais no sentido da oposicio forma-conteido, a
Matematica ndao. Os sistemas formais sdo veiculos para a Matematica, a Matemadtica se
expressa neles, mas niao deve ser confundida com os mesmos. A Matemadtica € um
conhecimento formal no sentido que as no¢des matematicas sdo formas; formas de
apreensdo de matéria e formas de apreensdo de outras formas, o que serd retomado em
mais detalhes no §5 abaixo. Por ora, € importante observar que a proposta de mudar o
foco da questdo da existéncia para a questao da predicacdo faz todo sentido agora, ja que
existéncia ndao € uma categoria que se aplica a forma do mesmo modo que se aplica a
matéria, como existéncia no espaco € no tempo. As no¢des matemadticas sdo, de certo
modo, aquilo que se predica em predicacdes matematicamente significativas. Com esses
esclarecimentos sobre a Matematica podemos agora formular algumas grandes questoes

para Fundamentos que foram abordadas na Tese.
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§4- Grandes Questoes

A Matematica foi caracterizada como o estudo das no¢des matematicas, portanto
a primeira grande questdo € a questdo semantica: o significado da compreensdo das
no¢des matemadticas. Para analisar as no¢des matemdticas € preciso considerar os
resultados da Teoria de Modelos que exploram diversos enfoques da expressabilidade:
em primeira ordem, em segunda ordem, finita, completa, com a forma da categoricidade
em poténcia, etc. As nocdes matematicas ndo sdo todas iguais, hd graus de vagueza,
portanto a compreensao dessas no¢des ndo pode ser uniforme. Para realizar esse tipo de
andlise é preciso que a Matemadtica se encontre expressa em um dominio universal, como
a Teoria dos Conjuntos. Contudo, a expressabilidade conjuntista também € investigada,
por exemplo, em resultados que mostram a indispensabilidade do axioma da escolha para
demonstrar a existéncia de algum conjunto que ndo € definivel com uma férmula.
Fundamentais para toda essa andlise sdo a no¢do de absolutidade e as técnicas da Teoria
de Conjuntos, como a construtibilidade. A absolutidade da relacdo de satisfacdo em

primeira ordem € crucial para toda a andlise da vagueza ou determinidade de nog¢des
matemadticas: a relacdo de satisfacdo entre modelos e férmulas de primeira ordem ¢é
absoluta para as € -interpretacdes transitivas de ZF. Também € a relagdo entre modelos e
teorias de primeira ordem, ja que as teorias sdo limitadas pelo conjunto (definivel) dos
conjuntos hereditariamente finitos sobre a assinatura. Isso mostra uma determinidade das
nogdes expressaveis em primeira ordem ndo compartilhada com as no¢des expressaveis
apenas em ordem superior. Na verdade, a Légica de Ordem Superior e a Teoria de
Conjuntos apresentam problemas andlogos com relagdo a vagueza.

A segunda grande questdo do trabalho € aquela que diz respeito a unidade da
Matematica. Como a Matematica ndo € definida como o estudo de algum tipo particular
de objeto e nada foi dito sobre quais sdo as nog¢des matemadticas e como elas se
relacionam, o problema da unidade se coloca de forma dramatica para essa disciplina: um
amontoado rapsoédico ndo constitui um assunto, € preciso conceber a Matemadtica como
um todo coeso. A sistematizacdo da Matematica em um dominio universal como a Teoria
de Conjuntos fornece unidade para essa disciplina, mas essa unidade proveniente da

forma de sistematizacdo da Matemadtica ndo basta. Essa unidade formal (no sentido da
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oposi¢do forma-conteido) envolve muitos elementos artificiais e ndo é baseada em uma
relacdo direta com os conteddos matemdticos. E preciso buscar uma unidade efetiva da
Matemadtica, em relacdo direta com os conteidos matematicos, € suprimir essa
artificialidade. Ha ainda uma terceira grande questdo no trabalho, que estd relacionada
com o estudo de caso realizado com a Teoria de Modelos, mas antes de formula-la é

preciso mencionar outros elementos importantes da Tese.

§5- Matematica, Fundamentos e Logica Matematica

Para investigar certos problemas significativos em termos de uma reflexao sobre
o conhecimento matematico € preciso organizar a Matemadtica. Por exemplo, ndo ¢é
possivel investigar problemas de consisténcia, de decidibilidade, de conservatividade ou
de definibilidade sem organizar a Matemética em sistemas formais. Contudo, para que a
formalizacdo da Matematica faca sentido € preciso tomar como significativo um
contetido da prépria Matemitica: trata-se do ambito finitario. E preciso tomar como
significativos alguns resultados sobre a sintaxe da Logica e noc¢des sobre sistemas
formais tais como as de prova, teorema, definicdo, consisténcia, conservatividade,
completude, etc. Nao obstante, a organizacdo da Matematica, de um ponto de vista
fundacional, ndo se reduz a formaliza¢do. De fato, se buscamos uma compreensdo do
raciocinio matematico, que ¢ uma compreensdo de segunda ordem da Matematica, entdao
é preciso buscar identificar e reduzir padrdes de raciocinio matemdtico. E importante
notar que essa redu¢ao ndo € orientada a categoria do objeto, diferente de uma reducao do
tipo “tudo é conjunto”. Estamos buscando mostrar uma modularidade do raciocinio
matematico com essa redugdo, e esse tipo de problema s6 pode ser tratado de modo
sistematico com métodos da Ldégica Matemadtica. Portanto, organizar a Matemadtica, em
sentido amplo, € uma fun¢ao dos Fundamentos.

Por outro lado, ndo € funcao de Fundamentos legislar sobre o que deve ser axioma
da Matemdtica. Algumas escolas de Filosofia da Matematica, baseadas em pré-
concepgdes, muitas das vezes equivocadas, ttm o hédbito de querer legislar sobre a
Matemadtica. Algumas escolas construtivistas acreditam que sabem a resposta para a

questdo: quais sdo os métodos legitimos, para além da mera consisténcia, para lidar com
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o infinito? Mesmo considerando que essa questao faz sentido, ndo ha meios de decidi-la.
A Unica exigéncia possivel € a consisténcia. Fora isso, um método matematico € legitimo
se for util. A utilidade é o critério, € os métodos da Matematica classica fornecem
solugdes tteis para a Fisica Tedrica e para outros propoésitos. Portanto, estdo justificados.
Outras escolas de Filosofia da Matematica, como o nominalismo (cf.:[Chihara, 11]),
estdo convencidas de que s6 € possivel o conhecimento de objetos concretos, que nos
afetam de modo causal. Portanto, a o conhecimento matematico deve ser visto como um
conhecimento de simbolos e deve se restringir de modo a admitir uma reducdo
nominalista completamente artificial. Chihara chega ao ponto de propor uma
reconstru¢do nominalista da Matemdtica como uma teoria de sentencas (cf.:[Chihara,
11]), que supostamente daria conta das aplicacdes da Matemdtica e que responderia a
questdo do comprometimento ontolégico. Desnecessdrio dizer que isso concentra tudo
aquilo que criticamos aqui. E possivel um conhecimento de formas (no sentido da
oposi¢ao forma-matéria), que podem ser utilizadas em uma descri¢do fisica da realidade
(formas de apreensdo da matéria) ou em uma descri¢do l6gica de outras formas (formas
de apreensdo de formas), e a Matematica € justamente esse conhecimento. Do mesmo
modo, os Fundamentos nao t€m o papel ou o poder de derivar os axiomas da Matemética
de algum lugar (metafisica?). Um principio € um axioma da Matematica se, € somente se,
estiver impregnado na pratica dessa disciplina. Aos Fundamentos cabe o papel de analisar
o conhecimento matematico, analisar o método axiomadtico-dedutivo e analisar as nog¢des

matematicas, e ndo o papel de realizar qualquer tipo de legisla¢do indevida.

§6- Teoria de Modelos e Algebra

Se pensarmos no contexto 16gico da Teoria de Modelos e no caminho histérico do
estudo de polindmios que deu origem a Algebra Moderna, entio ndo é nada claro como a
Teoria de Modelos, desde o trabalho dos seus precursores, sempre se relacionou
intimamente com a Algebra. Apesar das origens bastante distintas, Algebra e Teoria de
Modelos possuem relacdes vigorosas e a andlise cuidadosa desse fato certamente revela
alguma coisa sobre a natureza das disciplinas envolvidas. De fato, a interpenetragio

dessas disciplinas nos mostra, por um lado, a Teoria de Modelos, em parte, como uma
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Algebra universalizada e, por outro lado, a Algebra, em parte, como um estudo de
relagdes 16gicas entre teorias e estruturas algébricas. Por exemplo, alguns
desenvolvimentos da Teoria de Modelos mostram que nog¢des algébricas, como corpos e
corpos algebricamente fechados, apresentam vinculos de natureza légica, como a nocao
de modelo-companheiro, e que conteidos algébricos podem ser universalizados e
apreendidos segundo uma regularidade 16gica.

A terceira grande questdo dos Fundamentos tratada na Tese diz respeito a
identificacdo de padrdes de raciocinio, e a nossa abordagem para essa questdo pode ser
resumida na seguinte formulacdo: um conteido matemético constitui um padrdo de
raciocinio se ele pode ser apreendido segundo uma regularidade l6gica, se ele admite
universalizacdo. Conforme mencionado acima, alguns conteddos algébricos podem ser
universalizados pela Teoria de Modelos. E o caso da parte ndo computacional da Teoria
de Galois, e de outros resultados da teoria dos corpos, como o Teorema de Steinitz. Esse
tipo de desenvolvimento da Teoria de Modelos fornece mais do que a identificacdo da
Teoria de Galois como um padrio de raciocinio: isso fornece unidade para a Algebra. De
fato, contetidos algébricos sdo agora apreendidos segundo uma regularidade l6gica, o que
mostra que parte da Algebra é um estudo de relacdes 16gicas entre teorias e estruturas
algébricas, além de exibir novos vinculos de natureza l6gica entre nogdes algébricas. Isso
€, de fato, surpreendente: ndo € clara a possibilidade de codificar relagdes estruturais da
Algebra com férmulas; é o que ocorre no método dos Diagramas, por exemplo. A
conseqiiéncia dessa universaliza¢do de contetidos algébricos para a Teoria de Modelos é
um enriquecimento das técnicas modelo-tedricas que lidam com a questdo da
definibilidade. Portanto, o desenvolvimento da Teoria de Galois-Poizat na Teoria de
Modelos constitui, em parte, uma identificagcdo de um padrdo de raciocinio e um reforco
para a unidade da Algebra em relacio direta com contetidos dessa disciplina e, em parte,
um enriquecimento de técnicas modelo-tedricas para lidar com a questdo da
definibilidade. Nos dois casos temos relevancia fundacional por tudo aquilo que

argumentamos ao longo da Tese.
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