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Resumo

As diferentes interpretagies da mecanica quéntica lovanta sérios problemas
filoséficos a respeito da naturcza do mundo fisico ¢ do cstatuto das teorias
fisicas. Tais interpretagbes desempenham um papel importante na com-
preensao dos modclos de computacde quéntica. ¢ por sua vez os modelos
de computagdo quintica abrem a possibilidade de sc confrontar as teses fi-
loséficas que se atrevem a responder a tals problomas. Apesar das relevantes
o swpreendentes promessas de uso pragmatico ¢ tecnoldgico da computagao
cuintica, nao ¢ por cssa vereda que caminha cste trabalho: o que agui sc
ofercee ¢ um novo paradigma de computagdo {um modclo de computagao ba-
scado no paradigma paraconsistente), ¢ s¢ propdc uma nova interpretaao
da computacho quintica através desse novo paradigma, dessa forma co-
laborando simultancamente na discussdo filoséfica a respeito da nocao de
computabilidade ¢ da mecdnica quéntica.

C presente trabatho introduz a definigdo do que serd chamado de mo-
delo de mdquinas de Turing pareconsistentes (MTPs). Tal modclo de com-
putacdo ¢ uma generalizagao do modclo clédssico de miquinas de Turing.
No modclo de maquinas de Turing paraconsistentes, difcrentemente do mo-
delo cldssico. permite-se a oxecugdo de multiplas instrugdes de mancira si-
multdnca. dando lugar a multiplicidade d¢ simbolos cm difcrentes casas da
fita, multiplicidade dc cstados ¢ multiplicidade de posiges da maguina.
Considerando que tal multiplicidade de configuragoes, cmbora cssencial nas
MTPs. pode ser interpretado como incocréneias com respeito 3s maquinas
de Turing classicas. permite-se acrescentar condigoes de consisténcia ¢ in-
consisténeia na execucao das instrugoes nas MTPs, o quce servird cntdo para
controlar o cstado de incocréncia do sistema.

Depois de apresentar o modelo de MTPs, sao descritos os modelo de
maquinas de Turing quanticas (MTQs) ¢ o modelo de circuitos quinticos
{CQs). ambos introduzidos inicialmente por David Doutsch, os quais sio,
respectivamente. generalizacdes do modelo de maguinas de Turing classicas
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¢ de circuitos hoolcanos cldssicos usando as leis da mecanica quiantica.

Finalmente, cstabelecem-se relacdes entre o modcelo de MTPs ¢ os mo-
delos de computagdo quantica, simulando algoritmos quanticos simples {um
CQ que solucicna ¢ chamado problema de Deutsch ¢ min CQ que solu-
ciona ¢ chamado problema de Deutsch-Josza) ¢ mostrando que o parale-
lismio quéntico, uma caracteristica csseneial da computagao qudntica. pode
em alguns casos ser simulado por meio de MTPs. Dessa forma, apesar de
o particular modelo de MTPs aqui apresentado ier algumas restrigdes na
shmulacéo de cortas caractoristicas da computagao quantica, abre-se a pos-
sibilidade de se definir cutros modclos de MTPs de mancira a simular tais
caracteristicas.

Em resumo, o presente trabalho, na medida em que ofercce um novo
paradigma de computacdo {a saber, a computagho paraconsistente) ¢ uma
nova, interpretacdo dos modcles de computacdo quédntica (a saber. a inter-
pretacido da computagdo quantica através da computagio paraccusistentc)
contribui para a discussio filosdfica a respeito da interpretacio dos mode-
los dc computagao quantica, ¢ possivelmente da interpretacio da prépria
mecanica quintica. Contudo. nie menos importante ¢ o fato de que, ape-
sar dc o presente trabalho nao pretender sc dedicar a questoes puramente
téenicas da computabilidade, cle de fato abre um imenso campo de inves-
tigacao a respeito da computagdo relativizada & légica ¢ suas implicagdes -
no caso presente, relativizada & ldgica paraconsistente.
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Abstract

The interpretations of quantum mechanics open scrious philosophical ques-
tions about the nature of the physical world and about the status of physical
theorics. Such interpretations play an important role in the understanding
of models of quantum computing. and modcls of quantum computing, by
their turn, open possibilitics to confront and test philosophical theses that
darc to address such problems. Although the promising pragmatic and tech-
nological applications of quantum computing, this work goes in another way:
what is here offered is a new paradigm of computation based upon the pa-
raconsistency paradigm, and a new interpretation of quantum computing
through this model, in this way simultancously collaborating in the phi-
losophical discussion about the concepts of computability and of quantum
mechanics.

This work introduces the definition of what will be called the modcl of
pureconsistent Turing machines (PTMs). Such computational model is a ge-
ncralization of the classical modcl of Turing machines. In the PTMs model,
differently from the classical Turing machines modcl, simultancous execution
of multiple instructions is allowed, giving rise to a muitiplicity of symbols
on differeut cells of the tape, muitiplicity of machine states and multiplicity
of machine positions. Such multiplicity of configurations, though cssential
in the PTMs, can be scen as incoherencics with respect to classical Turing
machines: to compensate this, the PTMs permit to operate with consistency
and inconsistency conditions to control the global state of nccherence of the
swstom.

After introducing the PTMs, the model of quantum Turing machincs
(QTAIs) and the modcl of quantum circuits (QCs) are presented. This
models arc due to David Deutsch and are, respectively. generalizations of
the model of classical Turing machines and the model of elassical boolcan
circuits, using the laws of guantum mechanics.

Finally, rclations between the model of PTMs and modeals of quantum



computing are cstablished, which permits to simulate simple quantum al-
gorithims (a QC to solve the so calied Deutsch problem and a QC to solve
the so called Deutsch-Jozsa problem) by PTMs. It is also shown that quan-
tum parallclism. an cssential characteristic of quantum computation, may
be simulated in some cascs by PTAls. Although the particular modcl of
PTAIs here prescated has some restrictions in the capacity to simulate cer-
tain quantum computing characteristics, our work opens the possibility to
define other PTM models which could simulate such characteristics.

To sum up, the present work, while offering a new paradigm of computa-
tion {namely, paraconsistent computation} and a new interpretation of quan-
tum computing (namely, interpretation of quantum computation by means
of paraconsistent computation} contributes to the philosophical discussion
about the interpretation of quantum computation and of the quantum me-
chanics itsclf. However, not less important is the fact that, besides its lack of
cxplicit intention towards teenical questions of computability theory, opens
anew line of rescarch about the possibilitics of logie-relativized computation
and its implications- in the prosent case, relativized to paraconsistent logics.
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Introducao e justificativas

O presente trabalho apresenta uma definicéo ¢ oferece uma fundamentagédo
Iégica do que serda chamado dc modelo de mdguings de Turing paraconsis-
tentes (MTPs). Tal modelo & uma geucralizagdo do modclo de midquinas do
Turing cldssico. O modelo de MTPs ¢é cbitido através da proposta de um
nmétodo de axiomatizacdo que produz tcorias cm primceira ordem, as quais
representain formalmente compitagdes por meio de méquinas de Turing de-
terministicas (MTDs). Quando tal método ¢ utilizado para axiomatizar
computacoes de maquinas de Turing nao determindsticas (MTNDs) produz-
sc. ¢ alguns casos, teorias contraditérias, ¢ portanto triviais, supondo como
logica subjacente destas teorias a logica de primeira ordem classica. Para
ovitar o problema da trivializacio destas teorias existem pelo menos duas
possibilidades: a solugdo cldssica que consistc cm modificar o procedimento
e axiomatizagio para ovitar o surgimento de contradictes ¢ a selugdo para-
consistente que consiste em substituir a logica subjacente dessas teorias por
uma légiea paraconsistente, permitindo suportar as contradigoes sem lovar
4 trivializagdo das teorias. Ambas as solugdes sdo investigadas, com maior
énfasc & solug@o paraconsistente, que permite definir o modclo de MTPs a
partir da interpretagédo de teorias inconsistentes mas nao triviais.

Na dcfinigdo do método dc axiomatizagac para MTDs (Capitulo 1,
Secdo 1.2.1}, considera-sc inicialmente um método de axiomatizacao para
maquinas de Turing proposto por George Boolos ¢ Richard Jeffrey cm [13],
por meio do qual cles demonstram que a légica de primeira ordem ¢ nao de-
cidivel. Sc a logica de primeira ordem classica fosse decidivel resultaria que
o problema da parada de uma maquina de Turing também o seria; contudo,
¢ conhecido que o problema da parada nao ¢ decidivel, ¢ portanto a 1égica
de primeira ordent também néo o é.

Para detenmuinar “boas propricdades” das teorias que axiomatizam as
computacoes das MTDs, defincin-se estruturas matcmdticas para expressar
suas computagoes {Capitule 1. Definigdo 1.10), ¢ com base em tais cstru-
turas, adotando as definigbes de representagdo de fungdes ¢ relagdes em
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teorias arbitrdrias consideradas e (79] {ver também [42] ou [21]). define-se
formalmente o gue significa uma computagio ser representada numa teoria
{Capitulo 1. Definicdo 1.13). Tal definigio ¢ introduzida de mancira original
no presente trabalho para justificar formalmente a adeguacio das teorias
de primeira ordem na axiomatizacao do comportamento das mdaquinas de
Turing.

O método de axiomatizacio de MTDs definido por Boolos ¢ Jeffrey é ade-
quado para ¢ objetivo que cles persegueni, mas, usando a definicio formal
fornccida de representacdo de uma computagdo nuina teoria, demonstra-sc
que as teorias produzidas com o método de Boolos ¢ Jeffrey nao representam
de fato as computagoes das MTDs (Capitule 1, Teorema 1.6). Como saida.
para produzir teorias cm primeira ordem que representem as computagoes
das MTDs, acrescentam-se novos csquemas axiomaticos ao método de axio-
matizagdo {Capitulo 1, Secdo 1.2.3). A Figura 1 csquematiza os passos
seguidos na definigio do método de axiomatizacio de MTDs (onde “axio-
matizagac B-J" significa 0 método de axiomatizacao de Boolos ¢ Jeffrey).

Semaéantica - Sintaxes

Método de
MTDa axiomatizagdo B-J Teorias em Primnzil'a
ordem classica

Nao
Representagao Icprescnta Novos csquemas
COmMPILAcHCs axicmaticos
¥ :
Estruturas Tcorias cm primceira
matciuaticas Representam ordem classica

Figura 1: Axiomatizagio das MTDs

Uma vez definido o procedimento para sc obter teorias que represen-
tem computacoes das MTDs, demonstra-se que utilizando tal mdétodo para
AITNDs obtém-se, em alguns casos. teorias contraditdrias, portanto triviais.
supondo a légica dc primeira ordem cldssica como a légica subjacente dessas
teorias. o que leva a um fracasse na tentativa de axtomatizagdo das MTNDs.
Mostra-se entdo como & possivel modificar ¢ método de axiomatizagio do
tal forma a sc obter teorias que evitam as contradigdes ¢ representam com-
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putacdcs legitimas cm MTNDs (Capitulo 1, Segio 1.3).

Ainda que a tentativa de axiomastizar o comportamento das MTNDs
através do método obtido para MTDs leve a um fracasso, devido ao sur-
gimento de contradicbes ¢ a trivializagio das teoriss. tal fracasso pode ser
evitado substituindo a ldégica subjacente das teorias obtidas por uma ldgica
paraconzistente. O Capitulo 2 dedica-sc entédo a definir o modelo de MTPs
nsando o método de axiomatizacdo para MTDs descrito no capitulo ante-
rior para axiomatizar MTNDs, substituindo a ldgica subjacente pela logica
paraconsistente de primeira ordern LFI1* apresentada cm [20]. Desse modo
¢ possivel se obter um arcabougo conccitual gue suporta inconsisténcias ¢
evita a trivializacao das teorias. Atravds da andlise do mecanismo de in-
foréncia dedutiva das teorias paraconsistentes obtidas define-se o modelo de
MTPs.

Aproveitando-se do fato de que LFI1* é nao somente axiomatizavel, mas
¢ caracterizada (isto ¢, ¢ corrcia ¢ completa) com respeito a uma nocao ade-
gquada de estrutura. adaptam-sc as definigdes de representagdo numa tcoria
para as tcorias cuja légica subjacente scja LFI1*, o que possibilita demons-
trar formalmente que o modelo de MTPs definido ¢ rcalmente representado
Pelas teoras paraconsistentes em consideragao, desta mancira se justificando
logicamente o modelo construido.

A partir da defini¢do do modclo de MTPs, estuda-sc a possibilidade de sc
definir condigdes de consisténcia c inconsisténcia na execugao de instrugoces
neste modelo. permitindo assim tirar um maior proveito das MTPs. Por
ultime. descrevem-so outras possiveis formas de se obter outros modelos de
AMTPs. A Figura 2 csquematiza os passos seguidos na definigdo do modclo
e MTPs.

A teorla da computagio paraconsistente ¢, de certa forma, uma nogao
que nasce aqui. A dnica mencdo prévia a essa idéia de que se tom noticia é
apenas uma rapida mengéo em [78], onde foi aventada a idéia de mdguinas
dialéticas: cstas scriam méquinas de Turing quc agiriam sob uma certa
“logica dialética® quando cncontrassem contradicdes; os autores contudo nac
oferccemn uma definicao clara! para tais maquinas, nem cstudam a questdo

*Os autores alezam (cf. [78, p. 196]) por exemplo que “ndo ¢ dificil descrever como
uma mdguina encontra contradigdes: para alguma sentenga A. ambos 4 € —4 aparecem
na entrada ou na saida™; mas o gue significa “aparecer”™ A e -4 na entrada ou na saida
da maquina? Gue sentido tem “aparecer” —A na entrada ou na saida da midquina? Seria
“aparecer” ~.A4 equivalente a ndo ocorrer 47 Logo depols alirmam que “[guando uma
contradicao aparece]. em contraste jeom a wdquina cldssica]. as méquinas programadas
com uma 1ogica dialética continuam satisfatoriamente com a computacao ) mas como
continuariam?
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Scmantica Sintaxcs
Método de
axionatizagao -
, Teorias cm
AMTNDs MTDs rimeira ordem
AT i p orde
contraditérias Substituicio
da logica
. Modificaggo .
Representagéo drheag subjacentc
_ i método de
computagoes . oo
AX101atIZACA0
: Teorias em Teorias cm |
Estruturas o imcira ord |
matematicas Ronrosontem | primeira ordem primcira ordem |
P nao contraditdrias paraconsistentes |

MTPs p
Interpretagao

Figura 2: efinigio do modelo de MTPs

cm profundidade. A primeira definigée precisa de um modelo de MTPs foi
apresentada em [1] (mais tarde publicada em [2]}. O presente trabalho re-
toma os resultados de [1], justificando de uma melhor maneira a proposta do
modelo dc MTPs ¢ alcancando uma, fundamentacao légica mais adequada do
modclo obtido, gragas 4 nogao de representacio de uma compuiacdo numa
méaquina numa teoria formal de primeira ordem. Além disso cstabelecom-se
relagtes surpreendentes entre o modclo de MTPs ¢ certos modelos de com-
putacdo quantica, abrindo a pessibilidade de se conseguir simular algoritmos
quénticos através de MTPs {Capitulo 4). Para conseguir compreender tais
relagices & necessario partir de uma idéia preecisa dos modelos de computacio
quantica, ¢ ¢ para csta finalidade que o Capitulo 3 apresenta urna descricao
das caracteristicas csscnciais destes modelos.

A primcira vista, pode parccer cstranho tentar relacionar modclos dc
computagio quantica ¢ modclos de MTPs, devido ao fato de que, em prin-
cipio. a mecanica guantica ¢ as logicas paraconsistentes tratam de objctos
totalmente diferentes com cnfoques distintos: a mecdnica quantica trata das
leis do mundo microfisico, cnquanto as ldgicas paraconsistontes tratam das
possibilidades de fundamentar o raciocinio na presencga de contradicocs. ¢ até

4
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mesmo tirar proveito das contradigées. Contudo, algumas interpretagoes da
mecanica quantica. cm particular a interpretacac de Copenhagen c a inter-
pretacdo de maitiplos mundos, permitem vislumbrar relagtes entre modclos
de comiputagdo quanticos ¢ MTPs. Existom ainda outras interpretagdes,
como a interpretagdo por varidveis ocultas ¢ as teorias com ontologias de
poténcia {ef. {23]. Capitulo 7). Todas cstas interpretagbes sdo de alguma
forina controversas, ¢ todas levantam questoes sofisticadas do poute de vista
da Blosofia da ciénela; om especlal, as teorias com ontologias de poténcia par-
tiram de propostas de Karl Popper com basc na formulacio da interpretacao
da probabilidade comno propensdo; suas propostas cristalizaram-sc cm {69
(ver também [45]). Para nossos propdsitos, ¢ convenicntc atcr-sc apenas a
interpretacdo de Copenhagen ¢ a interpretagao de multiplos mundos; para
tornar claras a influéneia que estas interpretacgées excreem narelagdo entre os
modclos de computagdo quinticos ¢ os modelos de computagac paraconsis-
tente apresenta-se primeiro uma breve descricio destas duas interpretagocs.

A formalizagio da mecdnica quéntica, tal como ¢ hoje conhecida. € o
resultado de duas formulegées independentes. a mecdnice matricial pro-
posta por Werner Heisenberg em 1925 ¢ a meednica ondulatdria proposta
por Erwin Schrédinger cm 1926 (cf. [31, p. 344]). Nesse moesmo ano, o
proprio Schrédinger demonstrou & cquivaléncia cntre as duas formulaces.
Posteriormente as duas formulagoes foram imersas numa tcoria mais ge-
ral ¢ compreensivel, em boa parte gragas ao esfor¢o de Paul Dirac. Qutro
passo crucial na formelizacio da mecédnica quéntica foi dado por John von
Necumann ao propor o formalismo dos espagos de Hilbert como fundamento
matemdtico de uma formulagdc da teoria. Para mais detalhes historicos
sobre os primédios da mcecanica quéntica recomenda-se [35].

A partir da primeira formulagio da mecdnica quintica foram varias as
interpretacocs que surgiram para justificar tais formulagdes, interpretagoes
cstas com pontos de divergéneia muito fortes, o cada uma delas com enfoques
muito discutidos. E por isso que ainda hoje. 80 anos apds o primeiro forma-
lismo da mecinica quéntica, a questdo da interpretagio destes formalismos
continua ainda um tema de acalorada discussao.

Entrc as diferentes interpretacdes dos formalismos da mecanica quéintica
a dc malor aceitagdo {embora recentemente outras intcrpretacdes cstojam
ganhando aceitagdo, scgundo [80]), é a chamada de interpretagdo de Co-
penhagen, também chamada de interpreiagio da complementaridade. Tal
interpretacio. poréul. nao consiste em um conjunto de idéias dnicas ¢ cla-
ramente definidas, mostrando-se como um denominador comum de virios
pontos de vista divergentes em multiplos aspectos, bascada principalmente
na nogao de complementaridade de Nigls Bohr.

on
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Como descrito por Max Jammer em [55. p. 104]. mesmo que nao scja
tacil se definir a nocao de complementaridade sugerida por Bohr, a nogao de
interpretacao da complementaridade parcee sor menos dificil de se definir.
Pode-se dizer que uma teoria 17 admite uma interpretagao da complementa-
ridade s¢ as scguintes condigdes sao satisfeitas:

1. T contém (pclo menos) duas descrigdes Dy ¢ D de scus aspectos
substanciais.

2. D; ¢ D; referem-se ao mesmo universo de diseurso U (no caso de Bohr,
& microfisica). -

3. Nem Di nem Ds, isoladamente, dao conta cxaustiva dos fendémenos de
0.

4. I e D; sdo mutuamente cxclusivas, no sentido em gque sua com-
binacdo, numa descri¢éo iinica, lova a contradigbes logicas.

No caso da mecdnica quintica. Dy ¢ Dy podem ser tomadas como
as deserigdcs que interpretam os objetos mierofisicos como ondas ¢ como
particulas. respectivamente, levando a chamada dunlidade onda-porticule.

A nocao dc interpretacac da complementaridade sugere, naturalmente,
a possibilidade de se utilizar alguma légica paraconsistente como légica sub-
jacente a tcorias que admitam tal tipo de interpretagéo, em particular a
nmecinica quantica. Esta é precisamente a idéla gue trabalham Newton da
Costa ¢ Decio Krause em [31] (ver também [30]), onde cles chamam de c-
theories &s tcorias com cstas caracteristicas. A nocdo de interpretacdo da
complementaridade sugere também quce sc lance mao da idéia de serudntica
de traducdes possiveis (introduzida por Walter Carniclli em [17] ¢ reclabo-
rada cm [18] ¢ cm [35]): aspectos complementares poderiam ser pensados
como diferentes tradugdes do mesmo estado de coisas.

Ainda a respeito da descrigio da interpretagio de Copenhagen, é impor-
tante ressaltar dois principios fundamentais de tal interpretacio:

1. Um sistema quantico, cnquanto ndo ¢ medido, encontra-se num ¢s-
tado autenticamente indeterminade {estado de superposigdo); nao faz
scotido afirmar quc o sistcma esta num ostado especifico mas nao co-
nhecido.

o

Quando ¢ rcalizada uma medigio, o sistema ¢ forgado a adotar um
cstado, de acordo com uma probabilidade dada pela funcgao de onda
do sistema. I a isto que sec chama de colapso do fungdo de onda.

6
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Outro tipo de interpretagao da mecénica guantica conhecida como tnfer-
pretagdo de maltiplos mundes. da qual existem midltiplas versées {ver [82]),
consiste de variages, reinterpretagdes cu aprimoramentos da interpretacdo
de estados relativos proposta por Hugh Everett cm [43]. A interpretagdo
de maltiplos mundos afirma que a fungdo de onda nunca colapsa. Autes da
medigao todos os possiveis cstados coexistem no munde deserito pela fungao
de onda | ). A medigio divide ¢ mundo em miiltiplos ramos cu multiplos
mundos igualmente reais, cada um dos quals corresponde a2 um componcente
cldssico da supcrposigdo | % ). A interpretacéo de mniltiplos mundes bascia-
s¢ no postulado de que todo sistema isolado cvolui deterministicamente, de
acordo com a famosa cquacao de Schrédinger (ver por exemplo [68, Cap.
6]}. ¢ portanto, como o universo ¢ um sistema isolado. deve necessariamente
evoluir de acordo com fal equacdo. Um resultade inico para uma medigao
violaria tal postulado.

Uma objegéo de cunho verificacionista a interpretacio de miltiplos mun-
dos ¢ que nao ¢ possivel s¢ tor acesso a esses mniltiplos mundos, ¢ por néo
scr cxperimentalmente testdvel esta nao pode se diferenciar das cutras in-
terpretacocs.

Por um longo tcmpo a interpretacio de muiltiplos mundos n&o teve mui-
tos scguidores, mas recentementc ¢ intcresse por csta interpretagio voltou
a creseer consideravelmente. Um partiddrio particularmente relevante desta
interpretagao ¢ o fisico inglés David Deutsch, um dos fundadores da com-
putacac quantica. que pensa que na cxplicacao da operagéo dos modclos
de computacdo guantica, em particular da caracteristica do paralelismo
quantico. ¢ necessdrio assumir a interpretacgio de miltiplos mundos. Deutsch
defende ainda que os modelos de computagdo quantica podem servir como
teste experimental a tal interpretagao {cf. [36, p. 113-114]).

Como ¢ possivel que as interpretagdes da mecanica quéntica, anterior-
mente deseritas, permitam vislumbrar relagdes entre modeles de computagao
quintica ¢ MTPs? Por um lado, a interpretagio de Copenhagen sugere a
utilizagao de uma ldgica paraconsistente na fundamentagdo da mecénica
quantica. ¢ conscqgilientermnente, na fundamentagdo dos moedclos de com-
putagdao quantica. Iaz sentido entao tentar rclacionar modclos de com-
putagio quantica ¢ modelos de computagio paraconsistente. Por outro lado,
a interpretacdo de multiplos mundos da mecénica quéntica, assumida por
David Deutsch na interpretacio da operagdo dos computadorcs quanticos,
permite avancar na idéia de simular o paralelismo guantico por melo de
AMTPs. como scrd apresentado no Capitulo 4.

A interpretagao dos diferentes formalismos da mecanica quantica levanta
sérios problemas filosoficos a respeito da naturcza do mundo fisico ¢ do csta-

-
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tuto das teorias fisicas. Por exemplo, a questdo de sc oxiste ou ndo uma rea-
lidade fisica independente do processo de observagdo levou a um intenso de-
bate principalmente entre Bhor ¢ Einstein. Para Bhor a realidade fisica esté
determinada pela mancira como cla ¢ obscrvada. o que constitui uma carac-
teristica cssencial na chamada interpretagao de Copenhagen anteriormente
descrita. Contrariamente, para Einstcin, o mundo fisico teria uma realidade
objctiva independente do processo de observagdo. Outros problemas com in-
discutivel relevancia filoséfica levantadas pela mecénica quantica tém a ver
com o carater probabilistico desta teoria, ¢ com a questao de se tal teoria for-
maliza o ndo de mancira completa o munde microfisico. Estes sdo s6 alguns
dos sérios problemas filoséficos levantados pela teoria quéntica. No presente
trabalho néo se pretende aprofundar em tais questdes filosdficas; para uma
introdugao nesta diregdo sugerem-sc as seguintes referéncias: {55, (15 ¢ [23].
Contude, as difcrentes interpretagdes da mecénica quantica desempenham
um papel importante na interpretagio dos modclos de computagas quantica.
c os modclos de computagao quintica abrom a possibilidade dc sc tostar cx-
perimentalmente ¢ validar cssas teses filoséficas. Isto se faz evidente com as
idéias de Deutsch de que na cxplicacdo da operacdo dos modelos do com-
putacao quéntica, em particular da caracteristica do paralclismo quantico,
¢ necessario assumir a interpretacao de muiltiplos mundos, ¢ de que os mo-
dclos de computagdo quantica podem servir como teste cxperimental a tal
interpretacao. Deste modo. ecssa discussdo filosdfica leva a uma nova nogao
de computabilidade, ¢ mas ainda, no sentido contrario, csta nova nogdo de
computabilidade participa da discussao filosofica, oferecendo a possibilidade
de validar experimentalmente aquilo que a tcoria prega. E nestc sentido quc
se espera que o prescrte trabalho {na medida em que ofcrece novas possibili-
dades de interpretagao dos modcelos de computagao quéntica) contribua para
a discussdo filoséfica a respeito da interpretagio dos modelos de computacio
quéntica, ¢ possivelmente ainda na interpretacao da mecanica gquantica.



Capitulo 1

O substrato légico da nocgao
de maquinas de Turing

O presente capitulo apresenta um procedimento de axiomatizagao de
maquinas d¢ Turing, por mcio do qual, dada uma miquina de Turing M ¢
uin dado de entrada » {0 que scrd denotado por M(n)), obtém-sc teorias
A'(M(n)). na légica de predicados de primeira ordem, que expressam for-
inalmente a computagdo de M(n}, scmpre que M scja uma MTD. Mostra-se
que o procedimento de axiomatizagdo definide, quando utilizado para axio-
matizar MTXNDs. e alguns casos produz teorias A{M{n)) contraditdrias
¢ portante triviais, tendo cm conta que a légica subjacente é a légica de pri-
mieira ordem classica. Por tultimo, modifica-se 0 método de axiomatizacio
para sc obter teorias A”(M(n)) que representam formalmente a computacao
ac M(n} para MTNDs. O critério para sc determinar quando uma teoria A
representa formalmente a computacio de M(n) ¢ estabelecido a partir das
definigées de representagdo de fungdes c relagdes apresentadas om [79] (ver
tawbém {42] ou [21]}.

Antes de comegar a definir o procedimento de axiomatizacao, apresenta-
sc a definigdo de méquina de Turing ¢ outras defini¢des gue serao necessarias.

1.1 MaAquinas de Turing

O modclo tedrico de computagio, hoje chamado de mdquine de Turing. foi
definido por Alan Turing cm 1936, na tentativa de dar uma defini¢do for-
mal da nocdo intuitiva de “nimero computével” ¢ oferecer uma resposta
negativa ao chamado Enstcheidugsproblem ou problema da decisdo, mos-
trando que nao cxiste um procedimento geral para determinar quando uma
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CAPITULO 1. O SUBSTRATO LOGICO DA NOCAO DE MAQUINAS DE TURING

férmula A ¢ demonstravel num céleulo funcional K {ver [81]}. No mesmo
artigo, Turing demonstrou a cquivaléncia de sua definicdo de “computdvel”
com a defini¢do de “cfctivamente caleuldvel” de Alonso Church (por meio do
lainbda cdleulo), ¢ notou que Church ja tinha chegado a conclustes similares
com respeito ao problema da decisao (cf. {26] ¢ [25]). O modclo de Turing
tem como vantagem o fato de possibilitar um maior apelo a intuigao do que
scja sor caleuldvel ou computdvel. Mais tarde foi mostrado que a definicao
dec Turing ¢ cquivante & diversas tentativas de formalizar a nogdo iwtuitiva de
fungao computdvel (lambda célculo (ver {26]), fungdes parcialmente recursi-
vas (ver [37]). méquina de Post {ver [70]), entre outras): dessa forma, todas
as formalizagdos conheeidas da nogio de computabilidade definem oxata-
nicnte a mesma classe de funcoes. Assim, se uma fungdo ¢ computavel por
uma magquina de Turing. pode ser também computada em qualquer outro
sistcma; cste fato notavel passou a scr conhecido como “Tese de Church”
(ver [42, cap. 10] ou {21, cap. 9]).

H4 diversas crfticas contemporédncas a Tese de Church que discutem a
questao de se @ nogdo de computabilidade deveria coincidir com uma classe
maior ou menor do que a de fungdes computdveis por maguina de Turing.
Em particular, a proposta dos modclos conhecidos como de hipercomputacio
tem a pretensao de computar fungocs nao computdveis por maqginas de Tu-
ring {ver [29]). E conveniente esclarccer desde jé que a abordagem proposta
neste trabalho ¢ completamente independente de tais discussdes, jé que o
modelo de MTP aqui investigado computa cxatamente as mesmas fungdcs
quc uma maquina de Turing. Contudo, isso ndo significa gue as MTPs ¢ as
maquinas de Turing scjam cquivalentes quanto 4 complexidade algoritmica
ou quanto a capacida de processamento de informagéo. De fato, o que sc pre-
tende é que as MTPs possam scr crn principio muito mais eficientes, tirando
partido das propricdades que compartem com o8 modelos de computagao
quéntica.

Informalmente, pode-se descrever uma maquina de Turing comoe uma
maquina constituida por uma cabega dc leitura ¢ escrita ¢ wma fita uni-
dimensional infinita cm ambos os sentidos, dividida cm casas, cada uma
das quais com capacidade dec conter um tGnico simbolo. Em todo instante de
tenipo a ludquina encontra-sc num estade {ou configuragdo), ¢ com a cabega
sobre wina casa da fita, a qual ¢ chamada de posicde atual da maquina {(ver
Figura 1.1}. O compertamento da méaquina estd determinado por um con-
junto de instrugdes, as quais indicam a operagdo a sc realizar dependendo
do estado ¢ do siubolo na posigao atual da mdquina. As dnicas opoeractes
qué a maquina pode realizar so: eserever um novo simbolo na posicio atual
da miquina (substituinde ¢ simbolo anterior) ou realizer um movimento da
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i.l. MAQUINAS DE TURING

cabega a csquerda ou dircita, passando a uma casa subseqiiente da atual.
No maximo uma instrigao ¢ cxecutada em cada instante discreto de tempo.
A mdéquina pdra quando néo tem nenhuma instrugdo a ser cxceutada para
o estado ¢ siinbolo atual da wdquina. Os cstados, os sfbolos de leitura ¢
eserita ¢ as instrugdes sdo conjuntos finitos (ver [81. 42. 21, 34] ou [65]).

Cabeca leitura/cscrita

Fita l |.A.’s,;|sj‘5k|...| J

—1t -1 0 1 7t

Figura 1.1 Miquina de Turing

Uma maquina de Turing pode ser definida formatmente da seguinte ma-
ucira (ver [63)):

Definicao 1.1 (MAaquina de Turing). Uma mdquine de Turing M é uma
estrutura matemdtica (Q, X, M, I} onde:

o Q={g1.q2..... Gnt (com @ # 0) € um conjunio finito de estados.

o X = {55.5..... Sm—1} fcom (L — {sa} # @)} ¢ wm conjunto finito
de simbolos de entrade/saidn. Por convengdo sy representa o shmbolo
vazio.

o M = {R.L} ¢ o confunto de movimentos, onde R indica movimento
a direita e L movimento & esquerda.

o I = {i1i5....%} (com I # Q) é um conjunto finito de instrugdes,
onde cada i) ¢ uma quddrupla’ de alguma das formas:

§i8y3kqls (1)
q:i55 Rg; . {H}
@s;Lay. (T}

O tipo de instrugdo (1) indice gue quando e mdgquine estiver no estado
q:. lendo o simbolo 54, vai escrever o simbolo sy ¢ vai passar ao estado

'Nu definigao original de Turing as instrugdes delinem-se por meio de quintuplas {cf.
[S1]). Contudo, pode-se demonstrar que ambas a definicdes sio equivalentes. Utiliza-se
aqui a definicio por meio de quidruplas para facilitar o processo de axiomatizagio que
serd definido na seguinte se¢do.
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qi. O tipo de instrucdo (11} indica que quando a mdguina estiver no
estado ¢, lendo o simbolo s;, vai se mover uma casa & direite e vei
passar ao estado g;. O tipo de instrucdo (III) € similar ao (II}, com a
diference que o movimento se dd & esquerda.

Por convencdo a mdguing comece a evecugdo no estado q1. lendo a
posicdo 0 da fita.

Exemplo 1.1. Seja My = (Q,Z, M. I) tal que Q@ = {g1,¢2}. = = {3p,51}
e ] = {'i],’f.g}, onde i1 = g181 Ry e 40 = g18081¢02. M1 € uma midguing de
Turing que percorve uma cedeia de simbolos s1. acrescenta wm s: 4 cadeia
£ pdra.

A defini¢do dc uma méquina de Turing A pode ser representada csque-
niaticamente por meio de um grafo:

Definicao 1.2 (Grafo associado a uma madquina de Turing). Seja
M = {Q,E, AL I} uma mdquina de Turing, o grafo para representar gra-
ficamente M fem como nds os estados ¢ € Q. e existe wma aresta do nd
g: a0 nd q. etiguetado com sy @ agdo”, se M tiver uma fnstrucdo i, €
tal que in = ¢;8; agde gp, onde “acdo” pode temar os walores 5, R ou L.
dependendo de se i, € de tipo (1}, (11} ou (III}, respectivamente.

Exemplo 1.2. O grafo que representa a mdguina de Turing M, do Ezemplo
1.1 €

#1101

@ 5p:5) : )

Figura 1.2: Grafo da miquina Mi

De acordo com o conjunto de instrugées, as maqguinas de Turing sfo clas-
gificadas em determindsticas (MTDs) ¢ ngo deterministicas (MTNDs). Uma
maquina de Turing é chamada deterministica s¢ para cada combinagao de
estado ¢ simbolo de entrada cxistc no méximo uma instrugao a scr cxccu-
tada. Por outro lado, ¢ chamada ndo determinfstica s¢ para ao menos uma
combinagao de cstado ¢ siinbolo de entrada cxiste mais de uma fustrugdo a
ser executada, om cujo caso a méquina cscolhe ¢ executa somente uma delas.
A cscolha da instrugdo a ser exccutada pode ser realizada aleatoriamente ou

12
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através de uma fungio de distribuicao de probabilidades. No presente traba-
lho ndo ¢ relevante o método de cscolha da instrucio a ser exccutada {caso
existam varias possiveis), por isso. daqui para frente s referird a MTNDs
sen indicar gualquer método de cscolha. Formalmente:

Definigao 1.3 (Madquina de Turing deterministica (MTD)). Seja
M ={(Q, X M I} uma mdquina de Turing. M € dcterministica se I € umae
fungaa de um subconjunte de @ x X em (Z U A x Q.

Definicao 1.4 (Maquina de Turing nao deterministica (MTND}).
Sejo M = (Q. 2, M, I} uma mdguina de Turing, M € ndo deterministica se
ICQxITx{Z UM} xQ ndo cumpre o propriedade de unicidade para ser
funcdo de um subconjunto de Q@ x X em (DU M) x (), isto €, se T contém ao
menos duas instrugdes iy e i (1§ # 1)) teis que os primeiros dois simbolos
delas sdo iguais. As instrugées i; ¢ iy sdo chemadas instrugdes cm conflito.
Quando M chega ¢ uma situagdo no qual hd instrugdes em conflite a serem
crecutadas. escolhe e executa somente uma delas.

Outro conceito que precisa sor formalizado, para os propdsitos do pre-
sente trabalho, € o conceeito de computacdo numa maquina de Turing, Para
1550, ¢ necessério sc definir uma mancira de descrever a situagio da maquina
(simbolos na fita. cstado ¢ posicio atual) num instantc de tempo ¢, ¢ loge
s¢ definir como esta situagie vai evoluindo de um instante de tempo para
outro. de acordo com as iustrugdes da médquina. Scguindo [34], define-se
como descrever a situagdo da méguina por meio do que seré chamado de
descricdo instantdnea, definem-se as regras de mudanca de uma descricdo
imstantanca para outra. indica-s¢ quando uma, descricdo instantinca & ter-
minel. ¢ a partir destes clementos define-se como descrever formalmete uma
computagio numa maquina de Turing.

Defini¢do 1.5 (Descrigdo instantdnea). Seje M = (Q. £, M, I} uma
miaguina de Turing, wma descrigio instantinca o de M € uma sucessio
finita de simbolos pertencentes a QU X, que contém pelo menos um simbolo
s; € L e exatamente um simbolo ¢; € (, e cujo ¢; ndo pode ser o 4ltimo
stmbolo do esquerda para direite.

A titulo de ilustragdo, supondo que M, no instante de tempo ¢, cncontra-
sc na situagho rcpresentada na Figura 1.3, a descrigdo instantaneca para
descrever tal situagdio ¢ oy = 85, - Sip §iSi, 56, - Si,..-

Definigao 1.6 (Mudanca de descri¢do instantinea). Sejo M uma
magquine de Turing ¢ sejam o« ¢ 8 descrigdes instantdneas de M. Diz-se
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l@'i
'QO Sf} 57..1'--"7 T Sir—l S?:.T Si:\:‘—fl T Si:r‘—jn 30 SD
I—m r—t o I+l r+n

Figura 1.3: Situagie miquina M uo terapo t

gque hd umae mudanca de ¢ pare 3 em M. denotada por o M, 3. gquoando
existem sucessdes fintlas (possivelmente vazias) de simbolos s; € X, denota-
das por P e Q) tais que alguma das seguintes condigdes € satisfeita:

* o= Pgs;Q, 8= Pysi@Q e M contem uma instrucde do tipo (I);
o o= Pg;s;spQ, B = Ps;grsiQ e M contem uma instrucdo do tipe (1I);
o o = Pgs;, §= Ps;qso e M contem uma instrugdo do tipo (11):

o a = Pspgs;Q. 8 = Pgsgs;Q e M contem ume instrucdo do tipo

4
(111

e

o o =50, F=qs08;Q e M contem uma instrugds do tipe (I11).

Definicdo 1.7 (Descrigio instantinea terminal). Seja M uma
maguing de Turing; umae descricdo instantdnea ¢ € terminal. com respeifo

. ) C . . M
a M. se ndo eriste uma descricdo instantdnea 3 tal que o — 3.

Definicao 1.8 (Computagao de uma maquina de Turing). Uma com-
putagio de uma maquina de Turing M € uma seqiiéncia finite de descricoes
. p M . .
instantaneas ooy ... ¢y, tol que oy — oy, para 0 <i<n—1. eq, ¢
uma descricdo instantdnea terminal com respeito ¢ M. Neste caso escreve-
se oy = Resaq{oqg) e diz-se que @, € o resuliado de M com respeito a ag.
O resuliado da computacdo € obtido desprezando-se o simbolo de estado de
s

Exemplo 1.3. Se¢jo My a mdquine de Turing do Ezemple 1.1. Para o
sequéncia de entrada ni1 = 818] a segiéncia de descrigbes instantdneas
G Grptey, Onde (v == 18151, Q1 = $1q15), Q3 = $1510180 € (3 = 5151G251,
descreve formalmente a computecdo de Mi{ny) (ver Figura 1.4). Neste
evemple, asy € o resultado de My com respeito a og. O resultado do com-
putagdo € 515151.
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t=0 Jas
[[n e so]s]
—1 0 1 2 3
£=1{i) o
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Figura 1.4: Computacde de M (n)

1.2 Axiomatizacao de MTDs

Com o objctivo de demonstrar a indecidibilidade da légica de predicados de
prineira ordem. George Boolos ¢ Richard Jeffrey em [13] definem um proce-
dimento para construir uma teoria axiomatica A ¢ uma férmula o, a partir
das instrugoes de uma maguina de Turing M c um dado de entrada n. O
procedimento ¢ definido de tal modo que, sob uma interpretacao 7, a tcoria
A desereve a operagao de M(n) ¢ H indica quc a maquina cventualmente
para. Assim. A + H sc ¢ somente sc M(n) péra. Portanto, supondo-se
que oxista um procedimento ofetive para determinar se A = H. ter-se-ia
como consequéncia que o problema da parada de uma méquina de Turing ¢
decidivel. Como ¢ conhecide que ¢ problema da parada de uma méquina de
Turing ¢ indecidivel {ef. em [81], [42] ou [21]), conclui-sc que determinar se
A = H ¢ também indecidivel. Portanto, a ldgica de predicados de primeira
ordem ¢ indecidivel.? Embora os propdsitos do presente trabalho nao digam
rospeito dirctamente as relagoes entre indecidibilidade em uma légica e re-
sultados sobre parada em méaquinas, nossas definicoes sao suficientemente
naturais para que resultados desse tipo possam scr cstendidos para outras
léuicas. Essc ponto serd rctomado no capitulo de Consideragdes Finais.

*Como A é uma teoria fnita, A F H se e somente se = (A]_ &) — H.onde AL &
& a conjungau de todas as formulas §; € A. Portanto. a partir da suposigiie que a légica
e predicados de primeira ordem € decidivel. conclui-se que = (A:=1 8} — H é decidivel
¢ consequentemente A F H também seria decidivel.
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Para o objetivo perseguido por Booles ¢ Jeffrev. o procedimento de axio-
matizagido que definem (o qual serd chamado de método de aziomatizacdo
B-J) resulta ser adequado. Contudo, sc se descja ter um procedimento do
aximnatizacao para MTDs, de tal modo que a teoria resultante represente
formalmentc a computacdo da maquina de Turing cm consideracio para um
dado de entrada n, csbarra-sc no problema que ¢ método de axiomatizagio
B-J produz teorias que nio atingem cste objetive. A scguir descreve-sc o
método de axivmatizaggo B-J, mostrando como tal procedimento produz
teorias que nao representam formalmente as computaghes das MTDs. Isto
justifica alguns ajustes ao procedimento de forma a atingir tal objetive.

1.2.1 DMétodo de axiomatizacao B-J

Para definir o método de axiomatizagdo de mdquinas de Turing. Boolos ¢
Jeffrey (ver [13]) imaginam as casas da fita como numcradas por mcio dos
numeres inteires. ¢ o tempe dividido momentos discretos ¢, em cada um dos
quais 2 maquina cxccuta cxatamente uma instrugdo. Existc um momento 0
no qual a maquina comega a funcionar lendo a casa 0 da fita. Supfe-se quc os
momentos de tempo ostendem-se infinitamente ao future ¢ ao passado. De
mancira similar, a fita cstende-se infinitamente & direita ¢ & csquerda. Além
disso. cles assumem gue a mdquina & ligada no momento 0 ¢ desfigade no
primeire momento {sc existir algum) depois de a méquina parar; ¢ assumem
que enquanto a maquina estiver desligada nae estd cm nenhum cstado, néo
estd lendo nenhuma casa da fita ¢ ndo tem nenhum sfinbolo {nem sequer o
vazio) ¢m nenbuma casa da fita® (Figura 1.5).

Estabelecidos 0s pressupostos, Boolos ¢ Jeffrey definem a linguagem de
primcira ordem £ = {@1.Q2. ..., @n. S0, S1..... Sm_1. <./, 0}, & qual utili-
zam para construir a teoria® Appe-{M(n)), que axiomatiza a computacio de
M(n). Em L, os simbolos @, S; ¢ < séo simbolos de predicado de aridade
dois, ’ é um simbolo de funcso de aridade um ¢ o simbole 0 ¢ um simbolo
de constante.

Sob a interpretagdo intencional® Z, das scntencas presentes em

“Este tltimo pressuposto ndo é levado em conta no métode de axicmatizacao B-J, o que
¢ uma das causas para que as teorias obtidas ndo representem formalmente as computagoes
das respectivas M(n), como val se evidenciar na demonstragio do Teorema 1.4.

1 Acreseenta-se o sub-indice LPC a A para ressaltar o fato de a légica subjucente ser a
iGgica de primeira ordem clissica (LPC). e se acrescenta o pardmetro M(n) para indiear
a mdquina de Turing ¢ ¢ dade de entrada em consideragao.

Ao considerar os predicados desde o ponto de vista eztensional diz-se que aludem a.
ou melhor, que denotarn classes ou conguntes. Mas. quando sio considerados desde o
angulo intencional diz-se que designam propriedades dos objetos {cf. [47. p. 163]).
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1.2, AXIOMATIZAGIO DE MTDS

t<0
N N I R
—n -1 0 i p-1

=0 49‘:‘
[ To o [ [ o]
-1 -1 i) 1 =1

t > t. dc parada
I N O
—n -1 8] i p—1

Figura 1.5: Pressupostos da axiomatizacio B-1 {sg, 5, & )

Arpe{Min}), as varidveis Interpretam-sc como niimeres inteiros ¢ os
simbolos de £ interpretam-se da segninte mancira:

* @;(f. 7} interpreta-sc como o fato da mdquina de Turing M se cncon-
trar no estado g;. no tempo ¢, na posigao ;

5;(f. r} interpreta-se como o fato da méquina de Turing M sc cncon-
trar lendo o simbolo s;. no tempo £, na posigao z:

e < interpreta-sc como a relagdo “menor que” nos nitmeros inteiros:

¢ ' interpreta-se como a funcio “sucessor”;

¢ () interpreta-sc como o ndmero 0.

A teoria Appe(M(n}) é construida incluindo axiomas para cstabelecer
as propricdades dos simbolos < ¢/, um axioma por cada uma das instrucdes
de M. ¢ uin axioma para cstabelecer a situacio inicial de M (isto ¢. estado
inicial, posi¢ao sobre a fita ¢ dado de entrada n).

Definicao 1.9 (Teoria Appc(M(n))). Seja M = (Q,Z. M. 1) uma
mdquing de Turing e n = 838y ... 83,y com 8, € I a seqincia ou dudo

de entrada pare M. A teoria Appo{Min)) € o conjunto que confem os
LXIOMas!

o Aviomas para estabelecer as propriedades (nos nimeros inteiros} dos

iT7



CAPITULO 1. O SUBSTRATO LOGICO DA NOCAO DE MAQUINAS DE TURING

stmbolos < e ':

VzIzlz = z'), (A1)
vavrvy(((z = 2) Az =) — (2 = ), (A2)
Yevyvz(({r < y) A {y < 2)) — {7 < 2)), {A3)
Va(z < 2'), {Ad)
Vavy((z < y) — (z # y)). (A5)

O uzioma (Al) estabelece a eristéncia de sucessor para todo mimero.
O azioma (A2) estabelece a injetividade da funcdo sucessor. O axioma
(A3) estabelece a propriedade transitive da relocdo <. O azioma (A4)
estabelece a relagdo entre a funcdo ' e a relacie <. especificando gue
0 sucessor de um ndmero sempre € maior do que ele. O awinme (AD)
estobelece o propriedade anti-reflexiva da relagdo <.

e Para cada wma das instrugées i € I, sende m o cardinal de X.
constroi-se um arioma de acordo com alypum dog seguinies esguemas:

~ Se ij € da forma (I) (iste €, i = qisjseq). entdo o esquema
aziomdiico €:

‘V’Wx((@i(t,x) A Sj-{t,x)) - (Qg(t’,x) A St 2N

y(ty £ 2) = (m/_\l (Sit.w) — sq-(t’.y))))) ) (a3 ()
1=0

tal esquema indice que se a mdquing de Turing M, no instante
de tempo t. estiver na posigdoe x, no estado g; e lendo o sfmbolo
8. no seguinte instante de tempo t', @ mdguina estard na mesma
posicde x. no estado qp e lendo o svmbolo sp. Além disso, em
todas as posigées y # = 0 simbole no instante de ternpo t' serd o
mesmo do instante anierior §.

— Se ij € da forma (II) (iste €, & = ¢;5;Raq). entdo o esquema
ariomdtico €:

Vtvx((Q@(t,I)/\Sj{t,I)> — (Qg(t’,x’)/\

m—1
vy A (Sittw) = si(f'.y))))), (A (D)

i=0

i8



1.2, AXIOMATIZACAO DE MTDS

tal esquema indica gue se @ mdguing de Turing M, no instenfe
de tempo t. estiver na posicdo x, no estado q; e lendo o simbolo
55, no seguinite inslante de tempe t', a mdguing estard na segquinte
posigae a direita =', no estado g;. Além disso, em todas as casus
da fita os simbolos no instanie de tempo ¥ serdo os mesmo do
mstante anterior ¢,

— Se 3 € da forme (III} (isto €, 4 = qs;Lq). entdo o esquema
ariomdtico é:

Vtvar((Q,-_(t, A S‘.,-(t,a:’)) — (Q;(t’, z)A

Yy (ﬂ}il (S«;(i’.,y) — Si(t’.y))))), (Af; (111))

i=0
a nterpretacdo deste esquema € similar ao caso anterior.

e O azioma pare especificar a situacdo tnicial da mdquina. suponde gue a
mdquing comega no estado g1, sobre a posicdo 0 da fitu. com a entrade
"= 84,84, .- 84, . constrdi-se de acordo com o esquema:

» P
QuO,0A [ A S5, (0,07 Javy [ [ Ay# 01| = 5(0,)
=1 =1

(An)

onde 0'~1 indice o aplicagdo de § — 1 vezes a fungdo sucessor & cons-
tante 0.

A sentenga H, que indica que M péra, define-se tomando a disjuncao do
todas as sentencas que indicam que existc um tempo ¢ ¢ uma posi¢io x, nos
quais & maquina cncontra-se no estado ¢; lendo o sfmbolo s; ¢ nao existe
nenhuma instrucao i € I que comece pelos simbolos g;5;. O csquema para
a construgde de H &

Vo G82(Qite) AS(te)), (H)
¢;5; N0 Inic.

o sub-indice “g;5; ndo inic.” indica que na disjuntdria sio consideradas so-
mente as combinagoes ¢;5; que nao sao os dois primeiros simbolos de ne-
nhumna instrugao. Embora H scja de vital importancia na demonstracio de
Boolos ¢ Jeffrey. nao é relavante para os objctivos do presente trabalho.
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CAPITULO 1. O SUBSTRATO LOGICO DA NOGAQO DE MAQUINAS DE TURING

A scguir apresenta-se um ¢xermplo de uma teoria de maquina de Turing
construida usando o método de Boolos ¢ Jeffrey:

Exemplo 1.4. Seje M; o mdquing de Turing do Eremplo 1.1 ¢ ny =
s151 ¢ seqiénein de entrude pora M. A teoria Appc(Mi{n,)) =
{(AL}. ... (AB), (Af1),{AL), (Any )}, onde (Al) o (AB) sdo os aziomas da

Definicdo 1.9 e:
ww((@l(t,:c) /\Sl(e‘,r.)) — (Ql(r’,x’)/\

Vy((So(t-. y) — Solt' . y)) A (Si{ty) — & (f’fy))))) . {Ad)

‘v’th((Ql(t, x) A Sl :c)) — (Qg(t",a:) ASH(E A

Vy((y # 1) — ((Solt.y) — Solt' . y)) A (Sult.y) — Sl(t’,?;))))))-. (Azz)

Q1(0.0) A (S1(0,0) A S1{0.0)) AVy ((y 0 Ay £ 07} — So(0.9)) . (Any)

1.2.2 Representabilidade das MTDs nas teorias Appa{M(n))

Definindo-se uma cstrutura matematica p{M(n)} para cxpressar a com-
putacao de M(n), ¢ com base na nogao cléssica de representagéo de fungdes
¢ relagdes numa teoria introduzida por Alfred Tarski, Andrzej Mostowski o
Raphacl M. Robinson com finalidade de mvestigar a aritmética (ver [79]),
aprescntadas nas Definicées 1.11 ¢ 1.12, propoc-sc na Definicdo 1.13 a im-
portante nogao de representagao de uma computagdo numa teoria; cste novo
conceito permite determinar se uma certa teoria esta ou ndo axiomatizando
unia computagio numa maquina de Turing de mancira adequada. Vale res-
saltar quc csta nocdo scrd ostendida para o caso das wdquinas de Turing
paraconsistentes na Definigdo 2.10.

Com a definicdo de representacio de uma computacdc numa teoria
demonstra-sc que as teorias Ay pe(M(n)}, obtidas através do widtodo de
axiomatizacdo B-J, ndo conscguem representar a computagao da AM(n) res-
pectiva, sendo necessario ontao ajustar o método de axiomatizagao B-J
inciuindo novos axiomas nas teorias Appo(Min)}. para sc obter teorias
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1.2. AXIOMATIZAGAQ DE MTDS

A pe(M(n}) gue conscguem representar a computagio da M(n) respee-
tiva.

Definicac 1.10 (Estrutura que expressa uma computacio numa

MTD}. Sefe agajcs... ¢ segiéncia (possivelmente infinite) de des-
crigées  instantaneas de M(n), tal que oy descreve a situagdo ini-
) M ) .
cial de Min) e o — wq i = 0,1.2... ). A computacdo
de M(n) € eapressada matemdticamente pela estrutura® p{M(n)} =
(A.QV. QL. ... QR 8E. 87, ... 8% . <H B (0¥), onde:

o A=7,

o QF = {{t.z) | ¢; este em oy antes do simbolo de entrada/saida corres-

pondente ¢ posi¢o z da fita (s, )}

. LE'»'J"'-L = {{t.x) | 5; esta em a; ¢ € o simbolo de entrada/seida corres-
pondente 4 posicao x da fita {s; )} U {(t,y) | j = 0, existe descricéo
instantines para o tempo t {r,) e y € uma posicio nao descrita em
C\';}.

o <#= relacdo menor que em I,
e "= funcio sucessor em Z,

s O ={.

Sob a funcéo de interpretagio d para A} p-(M(n)), tal que §{Q;i(t.z)) =
QF. 8(5;(¢. 2)) = 8%, a(<) =<, 8(') =™ ¢ (0} = 0* demonstra-sc que:

Teorema 1.1. S¢e M € uma MTD entdo p(M(n)) € modelo de
Al o {M(n)).

Demonstragdo.
1. A relagao menor que (<) ¢ a fungdo sucessor (') nos nimeros inteiros

cumprem as propricdades estabelecidas pelos axiomas (A1) - {A5) da
Defini¢ao 1.9. portanto, u{M(n)) F (Al) - (A3).

[Sv]

S¢ M contem uma instrugdo da forma (I) entdo cm Af pH(M(n))
existe um axioma construido sob o esquema (A (I}), neste caso:

®Definigio adaptada de [83, p. 13]



CAPITULO 1. O SUBSTRATO LOGICO DA NOCQAGC DE MAQUINAS DE TURING

2.1. Para toda descricio instantdnca oy = Fg¢s;¢. com P c @
scqiiénelas finitas (possivelmente vazias) de simbolos s € I
por defini¢do de mudanga de descrigdo instantdnca ¢ por ser
M uma MTD, a descricdo instantanca scguinte scrd obrigato-
riamente a1 = Pgrsi().

Por definigdo de Qf ¢ Sj—‘ om 2.1, tem-sc que (t.x) € Q¥ c (t,z) €
"
SH om u(M(n)).
2.3. Por definigdo dc Q¥ ¢ S;‘ em 2.1, tem-sc que {(t+ 1.7} € Qf ¢
{t+1,z) € 5% em p(M(n)).
24. P ¢ Q permanccen iguais, portanto, por definicio de S em 2.1,
para todo y # . sc (£, y) € S¥ entdo (t+1,y) € S* cm p(M(n}).

o
%)

[V
ot

. Por definicdo de é cm 2.2, 2.3 ¢ 2.4, tem-se que p(M{n)) =
(Ag ().

3. S¢ M contem uma instrugéo da forma (II) entdo em A p(M(n))
cxistc um axioma construide sob o csquema (Ad; (II)), noste caso
p(Mi{n)) F (Ag (II)). A demostracdo ¢ similar a realizada no passo 2.

4. Se M contem uma instrugio da forma (I1I) entdo cm A o (M{n})
cxistc um axioma construido sob o csquema (Aj; {III}). neste caso
(M(n)} = (Ag (I1I}). A domostracdo ¢ similar A rcalizada no passo
2.

3. Para o tcmpo t = 0 a descricao instantdnca dc M(n) ¢ ap =
183y 54y -+ - 8i,_, . Pela definigio de @ ¢ S;‘? em p{M(n)) tem-se que
(0.0) € Q7. (0,0) € S5 (0, 1) € 8], ..., (0,p—-1) € S ©(0,y) € 5§
para todo y < 0 ou y > p — 1. Portanto. por definicdo de 4, tem-se
que p{M(n)) F (An).

O
Definicao 1.11 (Representacao de uma funcio numa teoria). Seja f
uma funcdo de k varidveis, A uma teoria arbitrdria e ¢{x, ..., 2, 2) umao
formula bem formada (fof} em A, com k + 1 varidveis livres. Dize-sc que f
& representada por w em A se f{my....,my) = n implice que:
I AF @y, ... W, R,
2. Sen# pentdo AF (..M. 0), €
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? A = ;I,-J(?'ﬁl._ ‘Tﬁkag) — (j: M.
Onde os simbolos 7 indicam numerais undrios.

Dize-se que f ¢ representavel em A se esistir alguma fof que o represente.
Serd dito também que o simbole de funcdo F representa a funcio fom A
se Flxy..... Zp) = ¥ representa a f em A,

Definicao 1.12 (Representacio de uma relagdo numa teoria). Sejo
R uma relacdo de aridade k. & wma teoria arbitrdria e ¢(x1,...,21) wna
fof em AL com k varidveis livres. Diz-se que R ¢ representada por ¢ cm A
se:

1o (my,....mg} € R implica A+ ¢{my,..., M), e
2 {my..... mg) & R dmplica A b —g(iy, ... nig).

Onde os simbolos 7 indicam de nove numeruis unarios,

Dize-se que It ¢ representdvel em A se existir alguma fbf que a represente.
Serd dito também que o simbolo de predicado R rcpresenta a relagio R em
A ose R{xy.....x.) representa a B em A

Definicao 1.13 (Representacao de uma computacio numa teoria).
Seja M uma mdguine de Turing, n o dado e entrada para M e p{M(n))
e estrutura gue crpresse matemalicamente a computacdo de M(n). Uma
teoria A, ne linguagem £ = {Q1,Q2,...,@n, 50.S1:-.. . Sm_1, <. 0}, re-
presenta a computagdo de Min) se em A cada simbolo de predicado @
representa ¢ respective relogdo QF de p(M(n)), cada simbolo de predicado
5; representa a respectiva relagdo S;-‘ de p{Mi(n)), o simbolo de predicado
< representa a relacdo <* de p{M(n)), e o simbolo de funcdo ' representa

a fungdo * de p{Mi{n)).

Teorema 1.2. Nas teorias Appc{M{n)), o simbolo de predicade < repre-
senta a relacdo < da estrutura p(AM(n)) respectiva.

Demonstragdo.

1. Condiglo 1 da Definigéo 1.12: suponha que m < n, logo n=m + 7,
o que ¢ cquivalente a n = m™ (onde #" denota a aplicagiio de p
vezes a funcdo #), entdo. os termos 7 ¢ @'P, que representam n ¢ m#
respectivamente, séo idénticos. Pelas propriedades da igualdade em
LPC, para todo termo 7, Fppe t = f. Portanto, by pe 2 = mP. Pclos
axiomas {Al) ¢ (Ad). da Defini¢cgo 1.9, tem-sc que Appa(Min)) +
m < m Arpo(Mn)) A <@ Appo{Mn))y FmPTh < mP
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3

Aplicando p~1 vezes instanciagio’ em (A3), adjuncgio ¢ modus poncns
{MP) obtém-se que Appc(M(n)) = m < mP. Pclas propricdades da
tgualdade em LPC teni-se que by po (= mP) — (M < mP) — (R <
fi)). Aplicando MP duas vezes obtém-sc que Arper(M(n)} = m < A,

Condicdo 2 da Defini¢io 1.12: suponha que m £ n, entdo n = m ou
n < m. Scn =mcntdo fi ¢ v sAo idénticos, ¢ pelas propricdades
da igualdade iy p~ M = fi. Por instanciaggo cm (AB) Appe(M(n))
(i < A) — (m # @). Portanto, por contraposigio ¢ MP obtém-sc
que Appo(Min]) F =(7 < f). Sen < m, pclo passo 1. tem-se gque
{*) Arpe(Min)) F A < @, Instanciando cm {A3) tem-sc que (**)
Arpo{Min)) - (i < m) A (R < 1)) — (R < 7). Instanciando om
{AD) tem-se que Appo(MnY)FA <A — A % A, mas - pe A = 7.
logo. por contraposigao ¢ MP obtém-sc que Appc(M(n)) F =(f < @).
Por contraposigio em (**) ¢ MP obtém-sc que &/ pe(M(n)) - ~{(A <
m} A{m < 7). Pclas Leis de Demorgan (—(AAB) = -Av-B ¢
~(AV B} = A n~B) ¢ pelo silogismo disjuntivo em (*) obtém-sc que
AppofMn)) F-(m < A

O

Teorema 1.3. Nas teorias Appc{M(n)), o simbolo de funcio ' representa
a fungdo " da estrutura p{M{n)) respective.

Demonstracio.

1.

W

Condicao 1 da Definigdio 1.11: suponha que m ¢ o sucessor dc n na
estrutura p{M(n}), isto é n* = m; logo os termos &' ¢ m. que re-
presentam n® ¢ m respectivamente, sao idénticos. Polas propriedades
da igualdade em LPC, para todo termo £, Fipe t = t. Portanto.
Fppe &' =7, ¢ por monotonicidade Aj pe(M(n)) F 7 = .

Condigdo 2 da Definigdo 1.11: suponha gue m é o sucessor de n
na cstrutura p{Min}). isto ¢ n* = wm; peclo passo 1 tem-sc que
Appe(M(n)) 7" = m. Scja p # m, logo p <* m ou m <* p.
Se p < m entdo Appeo{Min)) F 2 < m (Teorema 1.2). Por ins-
tanciacdo cm {AS5} tem-se que Appa(M(n)) F § < M — § # m.
Por MP obtém-sc que Appo{Min)) - F #£ m. Pclas propricdades
da igualdade cm LPC tem-sc que Fppe § # M — M = P ¢ que
Frpe (RO =m} A (M # B)) — 7' 3 §. Portanto, por monotinicidade,

"No apéndice A apresentaip-se as regras de dedugdo usadas nas demonsiragoes.
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1.2, AXIOMATIZACAQ DE MTDS

adjungao ¢ MP obtém-s¢ que Appr(Mn)F R #5 Sem <¥pa
demonstragao ¢ similar.

3. Condicao 3 da Definigao 1.11: esta condigdo corresponde exatamoente
ao axioma {A2).

O

Teorema 1.4. Nas feorias Appc(M(n)), os simbolos de predicado Q; ndo
representam as relagdes QF da estrutura u(M(n}} respectiva.

Demonstragiao. Para demonstrar este teorema, mostra-se que a condigio 2
da Definicac 1.12 nio ¢ satisfeita, isto é. para toda M(n) existem ¢,z € N
tais que (¢t.z) & QF ¢ Appo(M(n)) ¥ ~Q;(t, 7). Para isso constroem-
s¢ modcelos de méquinas de Turing “nfo cstdndar”™ AM', cujas cstruturas
(A (n)) validam os axiomas dec &7pc{M{n)), mas ndo validam a {érmula
~(;{t, &) para alguns t ¢ & cspecificos.

Os primeiros modclos nio-estindar para as feorias que axiomatizam
maquinas de Turing podem ser construidos aproveitando-se do fato que,
no método de axiowmatizacao B-J. ndo sfo incluidas scnfeugas nas tcorias
Appe{M{n)) para cstabelecer a suposicdo de que a méquina, guando des-
ligada. ndo estd cm nenhum cstado, néo estd lendo nenhuma casa da fita o
ndo tem nenhum simbolo (nem sequer ¢ wazio) om nenhuma casa da fita.
Pode-se entio definir modelos de maquinas de Turing M, onde M’ constréi-
s¢ acrescentando-se 4 definigio da maquina de Turing M a condigio de gque
quando csteja desligada vai sc encontrar no ostado g;, na posigdo 0, ¢ com 0
simbolo 5; cni todas as casas da fita. A definigdo das estruturas u(M'(n)),
para cxpressar niatematicamente a computacio de M’(n}), scria similar a
da Definigao 1.10. s6 que sc acrescentariam 3 relagio QF os pares {£,0), tais
que t < 0 ou f > tempo-de-parada {sc existir); ¢ se acrescentariam a relagio
S;-‘ os pares {{.r}. f com as moesmas condigdes anteriores ¢ x € Z. Assiml,
pcla demonstragao do Teorema 1.1, u{M'(n)) valida todos os axiomas dc
Appc(M(n}). mas, p(M’'(n}) nio valida —~@Q;{f,Z) para os valores de f ¢ 7
cspecificados.

Outros modelos ndo-cstdndar, quigd mais interessantes, podem ser cons-
truldos aproveitando-se ainda do fato que, no método de axiomatizagio B-
J. nao sao incluidas sentencas nas teorias Appo(M{n)} para cstabelecer a
unicidade de estadoe. posicéo ¢ simbolo em cada casa da fita, cm cada ins-
tante de tempo. Podem-se definir, por exemplo, maquinas de Turing M’
acreseentando-se & definicio da maquina de Turing M a condigio de que no
comeqo da computagao, tcmpo ¢ = 0, a maquina além dc cstar ne cstado
25
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inicial g3, na posicéo 0 da fita ¢ lendo o siimbole §. a maquina esteja também
no cstade g; (com ¢; # q1), na posicao 0 da fita ¢ lendo o simbolo s; {com
55 # s7). Note que para construir cstes modelos ¢ necessario que a maquina
tenha mais de um simbolo de cstado ¢ mals de um sftbolo de entrada-saida.
Dec mancira similar aos modclos ndo-cstandar anteriorcs. cstes outros mode-
los nao-cstandar também validam todos os axiomas de Ay pe{M(n)). mas
nao validam —Q;(f,Z} para f = # = 0 ¢ possivelinente para mais valores.
sc s¢ pensar que M, nas situagdes simultdneas em que cstiver, a wdquina
possa exccutar todas as possivels instrugdes simultincamente.

C

Teorema 1.5. Nas teorias Appc(M(n)), os simbolos de predicado S; ndo
representam as relacées S;‘ da estruturg u(M(n)) respectiva.

Dernonstragdo. Similar & demonstracaoe do tcorema anterior, usando-sc os
mesmos modelos ndo-cstandar. C

Teorema 1.6. As teorias Appc{M(n)) ndo representam a computacio da
MTD M(n) respectiva.

Demonstragéo. Pela Definigdo 1.13 ¢ os Tcoremas 1.4 ¢ 1.5. C

1.2.3 Ajustes ao método de axiomatizacao B-J

Para conscguir representar as relagdes QF ¢ S, das estruturas pu{M(n)), por
meio dos sfmbolos de predicado €5 ¢ Sy, acrescentam-se novos axiomas as
teorias Appc(M(n)), obtendo-sc teorias A) 5 {M(n)). Os novos axiomas
impedem a construgdo de modelos ndo-cstandar como os apresentados na
demoustracio do Teorema 1.4, estabelecendo os supostos de Boolos ¢ Jeffrey
a respeito de quando a maquina estd desligada ¢ as unicidades de cstado,
posi¢do ¢ simbolo sobre cada casa da fita em todo instante de tempo.

Definicao 1.14 (Teoria Ajpn(M(n}))). Seje M = (Q, S, M.I) uma
maguing de Turing e n = 81,8, ... 8;,_, com 5i; € X e sequéncia ou dado
de entrada para M. Sendo n o cardinal de Q e m o cardinal de ©. « teoria
Al pe{M{n)) estende a teoria Appc(M{n)) (Definicdo 1.9) acrescentando
08 AELOMAs:

¢ Um azioma pore estabelecer o pressuposto de que M{n), antes do
tempo t = (. ndo estd em nenhum estado. ndo esta lendo nenhuma
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casa do fita e néo tem nenhum simbolo {nem sequer o vazio) em ne-
nhumoe cuse da fita: este axioma € construido de acordo com ¢ esquema:

n m—1
vive | (¢ < 0) — (/\ ﬂQf{t.m)) S ANREACES

i=1 3=0

(At <0)

Um axiomu para estabelecer o pressuposto de gue M(n), depois do
ternpo de parada (se existir). ndo estd em nenhum estado. ndo esty
lendo nenhuma casa da filu e ndo tem nenhum simbolo (nem sequer o
vazio) em nenhuma cesa da fita; este azioma ¢ vonstruide de acordo
COM ¢ eSGUEmG:

ViV ("( \/ (Q%(tl‘) /\Sj(ﬁ,.’f))) —
gis; inic.

Yuiy (t <u— ((/\ -Q4{x, y)) A (m/_\1 ~3;(u, y)))))

i=1 j=0
(At > t.parada}

O subindice “g;s; inic” na disjuntoria indica que devemn ter-sc em
conta sotnente 0s pares (u8; gue APATECEM COMO IICials nas instrucdes
de M.

Um axioma por cada simbolo de estado g; € Q. para estabelecer a uni-
cidade do estado em todo instante de tempo t; este axioma é construido
de ucordo com o esquema:

vivz | Qilt,m) — N\ ~Qs(t,x) | . (Agi)

7]

U'm arioma para estabelecer a unicidade de posicdo em cade instante
de tempo t. este arioma € construido de acordo como o esquema:

n T

vive | \/ Qult.r) =Yy [z £y — A-Qiew ) | (Az)

i=1 3=1
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e Um axioma por cada simbolo de entrade-saida s; € £, para estabelecer
¢ unicidade do simbolo em cade case do fita em todo instante de tempo
t: este axioma ¢ construtdo de acordo como o esquema:

i)

ViV (Sg(f,:c) A ﬂSj(f:I)) . (As;)

Exemplo 1.5. Seja My e n1 e mdguina de Turing ¢ o dado de entroda
do Ezemplo 1.1, entdo A p.(M1{n1)) estende a teorin Appe(Mi(ng)) {do
Eremplo 1.4} acrescentando os aziomas:

Vivz ((z < 0) = (=Qy(t. ) A ~Qa(t.z) A =St z) A ~Si (£, x))).
(At <0 (M)

ViV (—((Ql(t, z) A5 {E, :c)) W (Ql(t: ) A Splt, x))) .

Tuy (t < U — (—-Ql(u, y) A Qalu, y) A —=Solu.y) A Si{u, y}))) :
(At > t.parada (M)

ViYz(Q1{t, ) — —Qs(t, 1)), (Agi)

VEVo{Qolt, ) — —Q1(t, z)). {(Aga)

Vt\#x((Ql(t, )V Qa(t.x)) — ‘v’y(_’c Fy— f‘_‘QJ (t.y) A ~Qalt, @’))))

(Ax (My))
ViVz(So(t, x) ~ —S1{t, x)), {Aso)
VEVE(S) (£ 2) — —So(t. 7). (Asy)
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1.2.4 Representabilidade das MTDs nas teorias A pe(M{n))

Para demoustrar que as teorias Ay p:(M(n}) representam a computagao da

MTD M(n} respectiva, apresenta-sc primeiro uma definigdo ¢ demonstra-

s¢ um tcorcma auxiliar: logo. demonstra-sc a reprosentacho nas teorias
| pe(M{n)) da fungdo ' c das relagoes Qi Sj e <

Definicao 1.15 (Férmula associada a uma descricao instantanea®).
Seja vy = 85, -+ - 84,GiS5 . - - §5,, @ dESCTICAO instantdnea de M{n) no tempo [,
com M localizada na posicéo x da fita. Utilizando para os valores negativos
de p. para abreviar as formulas, os seguinies convengoes:

Qi(t.0P) = Qult,s) AP =0,
S;(6,0°) : S(t,8) AsP =0,
yFEFy#Fsnst =0

define-se o formula:
Dy = Qi{8,07) A S0(6, 07" Ao A St 0T ASH(E T A
A S5 plt, 0F TP A Vy((y LOFA L Ay O

Ay 0T A Ay # 0P L So(e )} (D)

como o formule assoctada @ oy

Teorema 1.7. Seja agaits ... a segiéncia (possivelmente mfinite) de des-
crigdes instantdneas de M(n), entdo Ay po(M(n)}F Dy, para t = 0,1,2...

Demonstraciio. Utilizando indugdo matematica:

1. Passo basc t =«

1.1. O axioma (An), o qual codifica a situagdo inicial de M(n), &
precisamente a formula associada 2 .

2. Passo indutivo:

2.1. Scja Gy = $j, --- §5,¢i8; . - - 55, a descrigao instantanea de M{n)
no tempo t. com M localicada na posigao .

2.2. Por hipéteses indutiva A} pr{Min)) = Dy

*Definigho adaptada de [13, p. 117;
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2.3. Se a; ndo ¢ a iltima na seqiéncia o (M(n) ainda ndo parou
no tempo t}, entao cxiste ecm M uma instrugéo que preduz a
C . M
mudanga de descri¢io instantanca Q& T Qopys.
2.4, Sc a instrugao que produz a mudance de descrigdo instantinca
ar % ayys 6 da forma (1):
2.4.1. Por 2.1, 2.4 ¢ definigao de mudanga dec descrigio instantanca
tem-se que gy = 841 -+ 5inqiSk .. 85p.
2.4.2. Por 2.2 ¢ simplificagio tem-se que Dy pe (M) E Q1. 0%) A
S;(¢,07).
2.4.3. Por 2.4 ¢ definicio de A} pe{M(n)), om A pe(M{n)) existe
um axioma construido sob o csquema {Ag (1)).

2.4.4. Aplicando instanciacdo cm (Ag; (I)). MP com 2.4.2 ¢ simpli-
ficagdo obtém-sc que Al pe(M(n)) + Qi 0%) A S, 07).

2.4.5. Aplicando instanciacio em (Az (I}), MP com 2.4.2 ¢ sim-
plificacao obtém-sc que Al pa{Mn)) + Vy((y = 0°) —
(/\Z":o(é‘@(a y) — S{E, Zf))))

4.4.6. Aplicando shmplificagao em 2.2 para cada um dos sfitholos
55, (t.0¥), logo aplicando instanciacéo cm 2.4.5, MP ¢ ad-
Jungdo obtém-sc que A} L. (M(n)) F St 057 A - p
8ialt Ox—l} A Sj,n_;.g(t", Oz—i-l} A A Sj‘p(t*‘! U{I-I—_Dr---(n-i—l))_

2.47. Aplicando siwplificacio cm 2.2 ¢ 245 obtém-sc que
AppelMm) = vy((y # 052 A ny £ 71 ay 2
0F A Ay O(:r+p)~'(n+1)) — Sp(t, y)) .

2.4.8. Aplicando adjungdio dc 2.4.4, 2.4.6 ¢ 2.4.7, obtém-sc que

2.53. Para as mudangas dc descricio instantinea produzidos por ins-
trugées da forma (II) ¢ (III), 2 demostracio ¢ similar & do passo

2.4,
O

Teorema 1.8. Nas teorias A, ,.(M(n)), o stmbolo de predicado < repre-
senta o relagdo <* da estrutura p(M(n)) respectiva.

Demaenstragéo. Igual a demonstragio do Tcorema 1.2. J
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Teorema 1.9. Nas teorias A} p~(M(n)), o simbolo de fungdo ' representa
u fungio "™ da estrutura p{M{n}) respectiva.

Demaonstragdo. Igual & demonstracao do Teorema 1.3. O

Teorema 1.10. Nus teorias A} pr{Min)}), os simbolos de predicado @
representam as relacoes QF da estruture p{M(n)) respectiva.

Demonstragdo.

1. Condigao 1 da Definigao 1.12: scja {t.z) € QF em p{M(n})), pcla
definicio de QF. ¢ estd na descrigho instantnca oy, ¢ pelo Teorema
1.7 tem-se que A pe{M(n)) F D;, portanto, pela definicio de Dy ¢
simplificacao tem-se que A} p~(M(n)) - Q;(t. 0F).

2. Condigio 2 da Definigio 1.12: scja {(f,z) ¢ @QF. sct < 0 ou
t > 1. de parada (sc cxistir), na tcoria A% p{(M(n)) existom axiomas
coustrufdus sob os csquenias (At < 0) ¢ (At > t.parada), aplicando ins-
tanciagéo, MP c simplificagio obtém-sc que A7 p(M(n)) F ~Q;(t, z)
para os valores de t cspecificados ¢ para todo 2. S¢ 0 € ¢ <
t. de parada (sc existir}, pela definicdo de Qf tem-se que ¢; ndo estd
ua descricdo instantdnca ¢, logo, o siinbolo de estado presente cm
ap ¢ um ¢; # g3 pelo Teorema 1.7 tom-se que Ay pr(M(n)) F D ¢
por definicéo de Dy ¢ simplificacio obtém-se que {*) A} - (M{n)) F
Q4{t.07); além disso. na teoria A} p-{M(n)) existc um axioma cons-
truide sob o esquema { Ag; ), portanto, aplicandoe instanciacdo. MP com
(*} c simplificacdo obtém-se que A) pn(Min)) F =Q4(t, z) para os va-
lores de ¢ cspecificados ¢ para a posigac atual z sobrc a fita. Para
as posigbes y # z, na teoria A} p~(M(n)) cxiste um axioma cons-
truido sob o csquema (Az), aplicando instanciagdo para os tempos
0 <t < t. de parada {sc cxisiir) ¢ para a posicio z; aplicando adicio
em (*}, MP ¢ simplificagdo obtém-se que A% p~(M(n)) F -Qi(t,y)
para toda posigo ¥ # x ¢ para os tempos especificados.

O

Teorema 1.11. Nas teorias A} p(M(n}). os simbolos de predicado S; re-
presentam as relagdes SJ‘_,L-‘ da estrutura p{M(n)) respectiva.

Demonstragdo. Similar 4 demonstragac do teorema anterior. O

Teorema 1.12. As teorias A po{M(n)) representam o computagio do
MTD M{n) respective.
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Demonstragao. Pela Definigao 1.13 ¢ os Teoremas 1.8, 1.9, 1.10 ¢ 1.11. O

1.3 Axiomatizacao de MTNDs

Na tentativa de sc axiomatizar computagdes em MTNDs. se simplesmente
s¢ utilizar 0 método de axiomatizacdo definido na seclo anterior para axio-
matizar MTDs obtém-s¢, cm alguns casos, tcorias contraditérias (como &
mostrade no Excmplo 1.6) ¢ portanto triviais, tendo cm conta guc a légica
subjacente ¢ o calculo de predicados classico. As contradigées surgem devido
ao fato de que o método de axiomatizagao nio leva em conta que as MTNDs,
ao sc cnconfrar numa situagio na qual existem varias possivels instrugdes
a screm oxecutadas, cscolhe ¢ executa somente uma delas. Para solucionar
tal preblema, fazem-se algumas modificagdes a0 método de axiomatizacio
de forma a obter teorias AY p~(M(n}) que formalizem o comportamento de
MTNDs.

Exemplo 1.6. Seje Mz a MTND obtida ao acrescentar & MTD M, do
Ezemplo 1.1 ume nova instrugdo 13 = q151Lg, (Figure 1.6). e seja ns = s,
a seqiéncia de entrada para Ma.

s

O
—

s1:L

Figura 1.6: Grafo da maquina M

Utilizando o método de ariomatizacio definido na secdo anterior, tem-
se que A7 po{Ma(ng)) = {Apo{Mi(n)) — { Ani}} U {dno, Ais}. onde
Al pedMi{n1)) € a teoria do Ezemplo 1.5 e:

@1{0,0) A 51(0.0) A VY (y # 0 — Sp{0,y)) . (Ang)
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Vf\U’r.l‘((QL(f?. IF) A5t 1!)) — (Qi{fr, I)/\

Vy((SO(ﬁ y) = Solt'.y)} A (Silty) — 51(?5’-.9)))))- {Af3)

Pelo azioma (Ang} (Ezemplo 1.4} ¢ simplificacdo tem-se que (%)
A pelMa(ng)} B Qu{0.0) A 51{0.0), aplicando instanciagdo ern {Af])
(Ezemplo 1.4). MP com (*) e simplificacio obtém-se que A p-(Ma(na}) =
GO, (0,0°.  Aplicando instanciacdo em (Aiz), MP com {*}) ¢ simpli-
ficagdo obtém-se que (**) A} pn(Malne)) F Qi(0, -1), assumindo que
—1" = 0. Aplicando instanciacio em (Az (M1)} (Exemplo 1.5), adi¢io
em (**). MP e simplificacdo obtém-se que (**¥) AYp(Ma{na)) +
Yy {(y # -1} — (~Q1{0, g} A —Q2(0, y))). Como ~1' = 0, aplicando ins-
tanciagdo no axioma {A4) (Definicdo 1.8) tem-se que A p{Ma(ny)) F
-1 <0 e Ay pn(Malna)) 0 <V, aplicendo instanciagdo no aztoma (A3)
(Definicdo 1.8), adjungéo e MP obiém-se que N po{Ma{ng)) F -1 < O,
e aplicando instanciacdo no aiioma (AB) (Definicgo 1.9) ¢ MP obiém-
se que Afpo(Malng)) b -1 # O logo. por instanciagio em (¥**},
MP e simplificacio obtém-se que A} o (Malng)) b ~Q(0,0'). Portanto
A pe{Malne)} € contraditoria.

Note que as inconsisténclas no Exemplo 1.6 surgem devido a que, na
teoria A} pe(Ma{ng}), nao é estabelecida a condigéo de que s6 uma das ins-
trugdces (7). i3} sgja executada quando a mdquina estiver no estado ¢y lendo o
simbolo 5|. Substituindo os conseglicntes dos axiomas {Ai)) (Excmplo 1.4)
¢ (Ady) por o ¢ 8 respectivamente, com o objetive de abreviar as formulas,
LOIM-S6 ques

ViV ((Q1(f x) A Si{E 7)) — a), (A7)
VﬁVI{(Q](f,.’L‘) A S] (t,z)} — 6) (Aigf)

Donde se deduez:
YETE{(Q1{t. ) A S1{E, 2)) — (e A 3)), {Adr-Ady")

que interpretado, sob a interpretacdo intencional 7, indica que a maquina
cxecuta ambas lustrugoes simultdncamente.

Em [81. p. 232] Turing faz dilerenca cntre “méquinas automaticas”
{e-muachines) ¢ “méquinas dc cscolha” (c-machines). Indicando que uma

33



CAPITULG 1. O SUBSTRATO LOGICO DA NOGAQ DE M AQUINAS DE TURING

u-machine ¢ aqucla na qual a operagio da maquina é completamente deter-
minada pcla configuragao {estado atual ¢ simbolo quc estd lendo a maguina),
cim quanto que numa c-machine a operacao da maquina estd sé parcialmente
determinada pela configuragio. quando amdquina chega a uma configuragio
“ambigua” (configuracao na qual varias instrugdes podem ser executadas).
a Inaquina nae podce continuar até que um operador externo roalize uma
cscolha. As MTDs correspondem cntdo &s a-machines ¢ as MTNDs corres-
pondem as ¢-machines. Sob a definigio de configuragao ambigua dada por
Turing ¢ a interpretacao intencional T das teorias A} p-(M(n)). a causa das
contradicoes nas teorias A - {M(n}) & a falta de controle (escolha de uma
unica instrugao) sobre as situagfes ambiguas.

Em [65, p. 48], ao definir o conjunto de instrugdes da maquina de Turing.
Odifreddi cstabelece a condigao de que devem ser “consistentes” . indicando
com isto que ndo podem existir pares de instrucocs “contraditérics™, isto ¢,
COm as mesmas premissas ¢;s; ¢ com diferentes conclusdes®. O que corres-
ponde a definigdo de MTD. Odifreddi define entdo as MTNDs climinando da
defini¢do de mdqguina de Turing a condicdo de “consisténcia” nas instrucdes.
A nogdo de consisténcla para méquinas de Turing definida por Odifreddi
corresponde & nogéo de consisténcia das teorias Ay p-(M({n)}, 0 que ¢ uma
caracteristica adicional (além do teorema de representacao, Teorcma 1.12),
que indica de forma veemente que as teorias A) - (M(n)} sho adequadas
para formalizar o comportamente das MTDs.

Para construir tcorias A7 po(M(n)). nas quais sc estabelega a condicao
de cscolher ¢ execnutar 56 uma instrugio quando M cstiver numa sitnacio
com varias possiveis instrugdes a sercm execcutadas, deve-se modificar om
A} pe{M(n)) (Definigio 1.14) a forma de construir os axiomas para as ins-
trugdes em conflito (isto &, para as instrugdes ¢ para as quals existe pelo
meNos Uma outra instrucdo ik 7 ¢ com os mesmos dois simbolos iniciais
gi$;)- Tal modificacdo sc faz incluindo-sc um predicado de cscolha E(t) no
antceedente do axioma correspondente & instrugéo 4, o gqual indica que das
multiplas possiveis instrugdes a screm exccutadas no tempo {, a ustrugio
cscolhida foi a ij:

Definigdo 1.16 (Teoria Ajp~(M(n))). Seja M umae MTD e n o dado
de entrada para M, a teorie A7 p~(M{n)) constréi-se substituindo em

Lo (M{(n)) (Definicio 1.9} os aziomas correspondentes as instrugées i
em conflito por ariomas de acordo com o esquema:

VeV (@it 2) A S5(t x) A EjlE)) — a), (A7)

YOdifreddi denomina premissas aos dois primeiros sfinbolos das instruches ¢ conclusoes
aos simbolos seguintes,
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onde « € o consegiiente de algum dos esquemas (A7 (1)), (A4 (II)) ow
(A4 (I1I}), dependendo de se ) € de tipo (1}, (II} ou (III} respectivamente.

Exemplo 1.7. Paru ¢ mdquing de Turing My e o entrada ny do Exem-
plo 1.6, o teoria A p~{My{ns)) obtém-se substituindo em A pr(Ma(nz))
(Exemplo 1.6) o5 ariomas (Ady) e (Adg) pelos aziomas:

b’t‘v':c((@l (£ 2) A Syt 2) A El(t)) — (Ql(t',:r’)/\

V?J((Suff?y) — Syt y)) A (Silty) - $ (ff‘y)))))a (Ai")

VWI((QIRJF) A St ) A Es{t)) - (Ql(t’, Z)A
y((Sot,5) = Sol¢',5)) A ($1(85) ~ S, y)))))- (i)

Note que. nas teorias A7 5~ (M({n)}, para demonstrar as férmulas D),
associadas a uma computacdo particular ¢; de M{n), é necessario acrescen-
tar as escolhas das instrugdes em conflito feitas nos instantes de tempo ¢t em
qie M{n) estove em situacdes ambiguas; tals teoorias serfio denotadas por
Af pe(Min))e, ¢ sao definidas assim:

Definicao 1.17 (Teoria A7, .(M(n}). ). Seje M uma MTND. n o
dado de entrade para M. e ¢; = apoiaq... uma seqiéncin [possivel-
mente infinita) de descrigées instantdneas associada & computacio'® par-
ticular ¢ de M{n). A teorie A poiM(n)), = Al po(Min)) U {E(t) |
a inslrucdo em conflilo ¢ foi escolhida no tempo t na computagdo ci}.

Exemplo 1.8. Pare ¢ MTND M e o entrada ny do Eremplo 1.6, e para
a (;ompuiag:do 2 = knlk1c¥e, onde Qg = 181, & = G18951 € o = G25181. @
teoria A pe(Ma(nz))e, = & pe(Ma(na)) U {E5(0)), onde A pe(Ma(nz))
é ¢ teoria do Ezemplo 1.7.

"Para uma seqiiéncia de descrighes instantaneas ser considerada uma “computagic”™ a
seqiléncia tem que ser finita (Definigdo 1.8}, mas vai se abusar do termo “computagio” para
denotar tantbém seqiiéncias infinitas de deserigbes instantineas que descrevem o compor-
tamento das AM{n} gue ndo param.
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Denotando por u{M(n})., a cstrutura matemdtical’

computacio particular ¢; de M{n). ¢ fazendo alguns peguenos ajustes nas
demonstracbes dos Teoremas 1.7 - 1.11, pode-se demonstrar que as teorias
A pe{ M{n))e, ropresentam a computagdo particular ¢;. da MITND M ¢ o
dado de entrada n respectivos.

qQue represcnta a

"A definigiio de p{M(n})., é igual o definigho de p{M(n)) (Definigio 1.10), com a
difercnga de que a seqiiéncia de descrigfes instantineas apcaos ... corresponde a uma
computagio particular ;.
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Capitulo 2

Maquinas de Turing
paraconsistentes

Comeo apresentado no capitulo anterior (Se¢go 1.3), ac axiomatizar o com-
portamento de MTNDs usando o método de axiomatizagdo definido para
MTDs (ver Segao 1.2), obtém-sc em alguns casos teorias A7 p-(M{n}) que
sao contraditdrias. ¢ portanto triviais tendo-se em conta que a ldgica subja-
cente ¢ a ldgica proposicional cldssica. Para cvitar a trivializagdo das teorias
A pe{M(n)). na Segao 1.3 modificou-se o método de axiomatizagio para
AMTDs. acrescentando-se condigdes aos axiomas correspondentes 4 instru-
Goes de M. de tal forma a obter teorias AY p(M(n}),, gque representem
o comportamento de MTNDs para computagdcs cspecificas. No presente
capitulo cscolhe-se um caminho difcrente para evitar a trivizlizacao das teo-
rias A} p-(M(n)) {(quandc usadas para axiomatizar MTNDs), o qual con-
sistc cnt deixar os axiomas de tais teorias intactos ¢ substituir a ldgica sub-
jacente pela logica de primeira ordem paraconsistente LFI1*. Desse modo,
obténi-se teorias &) - (M(n)) contraditdrias mas nio triviais, ¢ mediante a
interpretagio destas teorias constréi-se o modelo das que scrdo chamadas de
mdquinas de Turing paraconsistentes (MTPs) (descrito na Secéo 2.2). Para
poder demonstrar que as teorias Afpy.{M(n)) de fato representam for-
malmente as computagées das MTPs definidas, adaptam-sc as definigoes de
representacao de fungdes, relagdes ¢ computagdes dadas no capitulo anterior
tendo como basc a logica cldssica para teorias com LFI1* como logica sub-
jacente (Definigocs 2.2 a 2.10). A scguir definem-se mecanismos parea contro-
lar as contradigbes nas teorias Al pp;-(M(n)), ¢ interpretando-se tais meca-
nismos permite-sc definir condicdes de execugio das instrucdes nas MTPs.
condicbes cstas cssencials para tirar proveito do modelo de MTPs (Segéo
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2.2.2). Finalmente, descreve-se a possibilidade de construir outros modelos
de MTPs (Secao 2.2.3).

Na defini¢do do modclo do MTPs ¢ utilizada a 16sica LFIT™ por ser uma
ldgica paraconsistente ji cstendida ao caso da primeira ordem, ¢ pelo fato
dc que cla preserva o fragmento positivo da 1égica proposicional clissica,
o quc facilita a defini¢io do modelo de MTPs. Além disso, LFI1* conta
com uma definigdo de modelo (cstrutura) quc ja fol demonstrada em {20]
scr correta ¢ completa com respeito 4 axiomatizagao de LFI1*, o que per-
mite redefinir as nogées de representagao de fungdes, relagdes ¢ computacdes
numa teoria, ¢ ainda demonstrar que as computactes das MTPs sio repre-
sentadas pelas respectivas teorias. Desta mancira justifica-se 0 modelo do
MTPs enquanto um modclo de compntagao bascado numa logica paraconsis-
tente. Além dessa justificativa légica, LFI1* foi originalmente pensada para
manipular o tratamento da informagao {enguanto sistemas de bancos de da-
dos). Contudo. na defini¢do de modelo de MTPs cm principio poder-se-ia
usar qualquer outra légica paraconsistente que fosse estensivel & primeira
ordem, possivelmente dando como resultadoe modelos de MTPs diforentes,
como Hustrado na Secdo 2.2.3.

Antes de definir o modclo de MTPs apresenta-sc uma breve descricao da
légica LFI1*, scguindo [20]:

2.1 A légica LFI1*

Em [20] Walter Carniclli, Jodo Marcos ¢ Sandra dc Amo apresentam de-
talhadamente a légica de primeira ordem paraconsistente LFI1* ¢ a utili-
zam na fundamentagdo légica dos sistcmas de bancos de dados cvolutivos.
LFI1* ¢ a extensao a primeira ordem da ldgica proposicional LFI1. a qual
faz parte dc uma grande familia de légicas proposicionais paraconsistenteos
chamadas de “Loégicas da inconsisténcia formal” (LFIs} {cf. {20]). As LFIs
caracterizamn-sc como légicas paraconsistentes que internalizam as nocdes
metatedricas de consisténeia ¢ inconsisténcie ao nivel da linguagem objeto.
Nas LFIs os conceitos de contradigdo ¢ inconsisténeia nao sfo nccessaria-
mente identificados. mas na légica LFI1 contradicdo ¢ inconsisténcia sio
de fato identificados por meio da equivaléncia eA «» {4 A —A4), onde e ¢
o opcrador de inconsisténcia. A diferenca de muitas légicas da famiflia das
LFIs, as quais ndo podem scr caracterizadas por meio de matrizes finitas,
LFI1 ¢ uma ldgica 3-valorada, cujas tabelas de verdade para os operadores
AV, —, - ¢ e sE0
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AL 2|0 vl 0= 1Yl - | e
Lol [ yafoll L ][1]1]1 1|12 |0f[1]0]0
Vo il | 2|0 Y2 |l | Ya| Y| Yell ]| Y2 0] Y2|Y2]|1
10 00 0 |1{y2]0 0111 |1 0 1|0

onde 1 ¢ 1/2 s#o os valores distinguidos. Os operadores V.~ ¢ & podem
ser tomados como primitivos ¢ A A B ¢ A — B podem ser definidos como
—(nAV-=} ¢ Bv-{A4ved)}) respectivamente. Usando A — 3 para abreviar
{A — BYA (B — A) cusando o4 para abreviar a férmula — e 4. LFI1 pode
sCr axiomatizada por:

A— (B — A). (LFI1-1}
(4 - B) = (A= (B— C)) — (A= C). (LF11-2)
A—(B—(AAB)), (LFI11-3)
(AAB)— A, (LFI1-4)
(AnB)— B, (LFI1-5}
A — (Av B), (LFI1-6)
B—{(AvB), {LFI1-7)
(A—=C)—={((B—C)— ({AvDB)—C)), (LFI1-8)
AV A (LFI1-9}
A e A, {LFI1-10}
cA—={4d—(-4— B)), {LFI1-11}
o A — (AA-A), (LFI1-12}
o (AAB)— ((«eAAB)v (eB A A)), (LFI1-13)
e {AV B)« ((sAn=B)V(eB A—A)). (L¥11-14)
o{A— B)— (ANneB) (LFI1-13)

¢ a regra de modus ponens (MP): A, A — B/B.

Como demonstrado cm [20], a axiomdtica para a partc proposicional
L¥I1 aprcscntada acima ¢ correta ¢ completa com respeito as tabelas de
verdade apresentadas anteriormente.

A cscolha de LFIL1* é natural em razdo de quc scu fragmento propo-
sicional LFI1 foi vérias vezes redescoberto por pesquisadores preocupados
com questocs completamente ditintas; isso significa que a caracterizacdo de
LFI1 como uma solugac 1égica a vérias questdes onde o raciocinio com
contradi¢dcs ¢ problemitice surge de forma bastante cspontdnea, ¢ dai a
naturalidade & qual nos referimoes. De fato, LFI1 ja havia sido introduzida
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trinta anos antes de {20] como a légica paraconsistente trivalente maximal
J3 cm [40]. ¢ dez anos antes cm [74] com propésitos de justificacdo de cor-
tos argumentos da teoria da demonstragdo. Ainda mais, cssa mesma légica
coincide com o sistema chamado CLuNs tratado em [4).

Para estendor LFT1 & légica de primeira ordem LFI1* acrescentam-sc
08 axiomas:

A(t) — JxA(z). ondc t ¢ um termo livre para z em A(x);  (L¥FI!"-ax]16}
VrA{r) — A{t), onde t ¢ um termo livre para z e A(x); {LFI1*-ax17)

-YzA(z) < Jr-Ax), (LFI1*-ax1g)
~JzrA(z) — Yz-Alx), (LFI1*-ax19)
s VzA(z) — (Jr e Alz) A VrA(x), (LFI1*-ax20)
e JzA(x) — {(Jz e Alz) A Vr-A(T)). {LFI1*-ax21)

C as regras:
A{x) — B/3zA(x) — B, {introdugéo-3)
B — A(x)/B — vxA(x). {introducao-v}

Para que sc esclarega o cardter natural dos axiomas (LFIl*-ax18) ¢
(LF11*-ax19) vale constatar que na parte proposicional de LFI1* (ou scja,
na logica proposicional EFI1) valem as seguintes versoes de lei de De Mor-
oan:

e -(AnNB)=-Av B
¢« 2(AVDB)=-Ar~-B

o que pode ser facilmente verificado usando-sc as tabelas de verdade de
LFI1.

Os modclos para interpretar tcorias LFI1™ {onde a légica snhjacente
¢ LFTI1*) sdo similarcs aos modclos cldssicos. com a diferenca de que séo
acrescentadas as constantes ndo estdndar” v ¢ X no universo dos modelos
¢ a interpretacao de termos ¢ predicados é adaptada para incluir as novas
constantes. Os simbolos de predicado R de aridade n sao interpretados
nos novos modclos por relagées Rt C R x {v,x}, onde R’ representa
a inlerpretagéo cstdndar (isto 6, R’ € |I{*, sendo |Z| o universo de 1), ¢
impée-se a condigdo de que (r,v') ¢ {r,x} ndo ocorrem simultancamente
para 7 € R’. Os stmbolos de fungdo f de aridade n sio interpretados nos
novos modelos por fungdes f1: [I* — )I| x {v,x}.

Uma interpretagao =. numa cstritura I, para sentencas de tcorias LFEL*
¢ indutivamente definida por:
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e Cldusulas para litcrais “cstendidos”, com c¢j.¢2,....¢; sendo termos
fechados:
TERler, e o) = (ch.ch el v)e R ou 01)
{(:{,(‘:é,,,.,c;i,x) e R/*. o
TE=Ricy, ez en) = (e, cd,.. ., V)¢ e (29)
(b .. x) ¢ R oulcl ... dh.x)e RIT. a
TEeR(c1 e cn) == (... .. d.x)e R™™. {2.3)
e Cliusulas para o fragmento propesicional:
I=AABeI=4cIFB, (2.4)
IFAVBesT=A4A0ulF B, (2.5}
IEA—-Be—IFAoulEB, {2.6)
Ik w-Ad e TFA {2.7)
IHaeAd, (2.8)
IEeA=JTF A (2.9}
IF~Ac=TF AonlkEeA, (2.10}
IFe(AnNB)ye= IteArnBoulFeBANA (2.11)
ITEs(AvB)e=IFedn-Boulkelrn-A, (2.12)
IEo{Ad =Bl IF AneB. (2.13}

e Cliusulas para os quantificadores:

IEYrA(z) < I F A(t) para todo termo ¢ livre para x em Afx),

(2.14)
I E 3xA(z) &= T F A(t) para algum tcrmo ¢ livre para x cm A{z),

(2.15)
TE~{¥zA{2)) < T E Jz-4A(zx), (2.16)
[E{SrA(2)) < I E ¥Yr-A(x), (2.17)
I E o(VxAlx)) <= I EVzA(z) c I F Jz e Az}, (2.18)
TEe(JrAlz)) &= TEVz-Alx) ¢ T & 3z e Alz). (2.19)

Como demonstrado em [20], a axiomdtica aprcsentada anteriormente
para LFI1* ¢ completa ¢ correta com respeito & interpretagdo F.
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2.2 Modelo de MTPs

Havendo apresentado a légica LFI1*, apresentam-sc agora alguns excmplos
de teorias Af gy« (M(n)). analisam-sc suas conseqiidneias ¢ define-se o mo-
delo de MTPs.

Exemplo 2.1. Seja A} g (Ma(ng)) e teorie que se obtém ao substituir
¢ idgica subjacenie da teorin Al po(Ma(ns)), do Ezemplo 1.7. pelu ldgica
LFII*. As conseqiéncias de A py o {(Ma(ng)), que interpretadas sob o inter-
pretacao intencionel I (Segdo 1.2.1). permitem definir o processo de com-
putacdo de Ma(na) sdo:

s [Instante de fempo £ =0
Lrr (Ma(n2)) F Q1(0.0) A S1(0.0) Ay (y # 0 — Sp(0,3)) - (Ang)
{Ana) € aviomae de A o (Ma(na}).

o Instante de fempo t = 1

A:L!"H (MZ(n )} 1( 0. (Conl}

Appp- (Ma(na)) F Q1(0, - 1) {Con2)
A prr -ME( 2} _'Ql(of 0}, (Con3)

Lrn-(Ma(ng)} = =@1(07, —1), (Cond)
Al pr-{Malna)) F eQ {07, 0), {Con3)
AL (Ma(nz)) = 0@ (0, —1), (Con6)
Al (Ma(ng)) B Sp(0', —1) A Sp(0',0'), {ConT)

{Conl) € obtida de (Any) e (Ad1) (Ezemplo 1.4). usando simplificacéo.
instanciagdo ¢ MP. (Con2) € oblida de maneira similar « {Conl).
(Con3) € obtida de (Con2) e {Ax (M1)) (Ezemplo 1.5}, usando ins-
tanciagdo, adicGo, MP e simplificagdo. {Cond) € obtida dr raneira
sirmlar o (Con3), usando (Conl) em vez de (Con2). (Cond) € obtida
de {Conl), (Con3), (LFIL-3) ¢ a equivaléncio 84 ++ (A A —A) (gue
pode ser velideda facilmente com as tabelas de verdade de LFIL, por-
tanto, pela completude LFI1 ¢ o4 « (A A —A)). (Conb) € obtida de
maneira similar ¢ (Con3). (ConT7) ¢ obtida de (Ang) e (A1) {ou de
(Adz)}, aplicando instanciacdo. simplificacdo, MP e conjuncéo.

E de se notar que 0s aziomas correspondentes as instrucdes iy e iy
((Ai1) e (Ads)) foram usados para o instante de tempo t = 0. o gue in-
dica que ambas instrugoes foram ezecutades simultdneamente, fazendo
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2.2 MODELO DE ATPS

com que Ma{n). no instanie de tempo t = 1 ficasse simultaneamente
no estado q1 na posicGo —1 e no estado g1 na posicdo 1, o que dd lugar
a inconsisténcias na teoria A pr - (Ma(na)).

s [nstante de tempo =2

e (Ma(ne)} B Qa(07, 1) A S: (07, -1, {Con8)
Al pyp- (Ma{nal) = So{07, 1), {Con9)
Al pp{Malna)) F @2(0",07) A 81 (07, 0). (Con10}

e (Ma{na)) F 5(0".0), (Conll)
A - (Ma(na)) F =@a2{0". 1) A =S1{07, —1) A =5p{0". —1).

{Conl2)

L rrr- (Ma(ne)) B =Q2(07.0) A =81{0”,0") A =5p(0”,0'), (Conl3)

},FH' (‘MQ(ﬂ'Q)) = .QQ(O”'. "1) A .SI(OH: _1) M .Sﬂ(out _1}
{Conld)

Lo (Ma(na)) F eQa(0”.0') A #8107, 0) A Sp(0",0').  (Conl5)

(Con8) ¢ obtida de (Aia), instanciendo-se para t = 0 ez = 0, ¢
{ConT). Note que, sob a interpretacdo intencional I, as instrugoes
levam para o seguinie instante de tempo os valores das casas que ndo
estdo sendo modificadas. Para o caso de Ma(ng). o erecugdo da ns-
trucde is, na posicdo x = 1 e no instante de tempo t = 1, leva o

stmbelo sy da posicde £ = —1 para a mesme posicdo no instanie de
tempo t = 2. Por outro lado, a instrugdo iy também € ezecutada na
posicio x = —1 no instante de ternpo t = 1, escrevendo o stmbolo s
na posicdo r = —1, ficando tanto o stmbolo s como o simbolo 51 na
posi¢do © = —1 da fita, no instante de tempo t = 2. Uma situacdo
andloga ocorre ne posicdo * = 1. com a instrucde 12 ezecutada na
posicdo ¥ = —1. De este modo, a ezecucdo da instrucdo io na posicdo
r = 1 estd influndo no contetldo no seguinie instente de tempo da
posicio x = —1. € a execucdo da instrucdo 19 na posigao T = —1 estd

influindo no conteddo no seguinte instante de tempo de posigdo x = 1.

!

Nenhum dos ariomas (Air) - (Aly) de A g - (Ma(na}) podem ser usa-
dos para 1 = 07, o que indice que Ma{ng) pdre no instante de tempo
i = 2. A computacdo de Ma(ns) oblida através da interpretacio da feo-
rig &Y g - (Ma{ng)} € apresentada na sequinte figura:
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(=0 yla
| {so} | {s0} [ {s1} [ {sF [ {80} |-+
-3 -1 4] 1 2
t=1(ig,ig)} ot {ar}
o[ {so} | {so} [ {52 [ {so} [{s0Y |-
-2 -1 0 i 2
t =2 (i2,i2) ;{qz} 'l{QE}
| {s0} Kso s} {s1} Jso.si)] {50} |-+
-2 -1 0 i 2

Figura 2.1: Computagia sob a interpretagio da teoria AL prge (Mofiald

Exemplo 2.2. Sejo My = (Q.Z. M. I} uma MTND tal que Q = {q1.42}.
L= {sos1} eI = {i1,in.i3}, onde i) = g1515092. 12 = Q15181g2 € &y =
gq1518q1. Mjy € representada graficumente por:

s1:02

513150
O —C)

4178

Figura 2.2 Grafo da mdguina M

Para o entrada ny = 5151 a teoria A} .(Msy(ny)) =

{{AD), ... (A3),(Ad)), (Ad2), (Ad3), {Ang)}, onde (Al) - (A3) sdo os
axiomas do Definicdo 1.9 e:

VfVl‘((Ql (t, I) A S (t, l)) — (QQ(!“;, JZ) AN Sn(f’,x)/\
‘v‘y((y # ) — ((So(t, 1) = Solt".9)) A (S1(t,y) — Su(t', y))))))f (Air)
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W‘v’r((@l (t.x} A Slft,x}) — (Qg{t’,x‘) ASL(E, TN

({q # x) = ({So(t-y) — Solt',u) A (Silty) — 5,1(f’f:u))J)>)-. (Aty)

\:"t‘v';r((Ql (£.2) A Sl(t.x)) — (Ql(t’,z’)/\

vy((so(r.,y) — Sp(t, ) A (Sulty) — sl(y‘y})n) (Ady)

Q1(0.0) A (S3(0.0) A §1(0,0)) AVy ({3 # 0 Ay £ 0) — So(0.3)) - (Ana)

As consegiiéneias de A o (Ms(ng)). que interpretades sob a inter-
pretacdo intencional I (Seedo 1.2.1). permilem definir o processo de com-
putacdo de Mai(ng) sdo:

s Instante de tempo ¢ =0: (Ang).
s Instante de fempo £ = 1:
A e (Ma(ng)) B @207, 0) A So(0,0) A S1(07,0). (Conl)
Ay pr(Ms{ng)) F QL0 07) A Si(0,07), (Con2)
A ey (Ma(ng)) F —Q2(07.0) A =5p(0". 0) A =51(07.0). (Con3)
(

(n3)

Al ey (Ma{ng)) F —Q1(0,0). Con4)

A} pye{Ma(na)) - 0Q2(0,0) A 0Sp(07.0) A #5:(07.0) A 0@ {07, 0').
(Con5)

s Instante de tempo t = 2:

Al gy (Mg (na)} F So(07,0) A 51(07.0), (Con6)

Al (Ma(ns)) F Qa(07,00) A So(07,07) A S1(0". 0, (ConT)

A - (Ma{nz)) B Q07 07) A S (07, 07), (ConB)

Al gy (Ma{na)) F 8(07.0) A =8{07, 0), (Con9)

Ay (My{ng)) F =Q2(0".0") A =8p(0",07) A =51(0".0'),  {Conl0)

AN s (Ma{ng)) =G (07.07). {Conll)

AJLFH" (My{nz)) ‘50(0” 0) A 051(0”}0) A ‘QE(U”-. Of)”\ {Conl2)}

o Sa(0”.07) A 055 (07,07) A #Q1(07,07).
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Nenhum dos aviomas {Ady) - (Ady) de A g, -{(Ma{ny)) podem ser usa-
dos para t = 0", o que indica que Mjz(ns) pdra no instente de tempo
t =2 A computa¢io de My(ns) obtida através da interpretacdo da teo-
ria &7 o (Ms(ng)) € apresentade no seguinte figura:

t=0 )
[ Aso} [ {sa} | {sa} [ {so} [ {so} |-+

2 3

— 1] 1
t=1(,04) e} {a}
| {0} [sosiff {s1} [ {s0} | {50} |-+

-1 4] 1 2 3
t=2 (4, 72,4) el (o}
f {Sn} '{S[)._S'l}i{so‘sl}{ {30} ' {30} ‘
-1 0 1 2 3

Figura. 2.3 Computagio sob a interpretacio da teoria A p-Malng))

Definigdo 2.1 (Méquina de Turing paraconsistente (MTP)). Uma
maquina de Turing paraconsistente ¢ wna mdquine de Turing tal gue:

o Permitem-se instrucdes contraditorias (instrucdes com os mesmos dois
stmbolos iniciais g;s;);

e Perante uma sttuacdo ambigua (situag@o ne qual o mdguing pode exe-
cutar verias instrugdes) a mdquing ezecuta simultaneamente todas as
possiveis instrucdes, dando lugar a multiplicidade de estados. posicées
e stmbolos em alpumas casas da fita;

* Cada instrugdo € ezecuteda numa posicio especifica da fita (onde um
dos estados e um dos simbolos nessa casa da fila se correspondam
com 0s primeiros doiws sfmbolos da instrugds). e cada instrucéo leva
os stmbolos atuais das posiches da fita as quaeis ela ndo modifice para
as mesmas posicdes no seguinte instanie de tempo:

¢ Ao final da computagdo, cade posicio da fita pode conter muiltiplos
simbolos, tal que cada escolha destes simbolos represento um resultado
da computacdo.

O que sc vé da definico acima ¢ que uma MTP pode produzir vérios
resultados para uma tinica cntrada. Trazendo 4 baila a nogdo de mul-
tifungdo de um conjunto A num conjunto B, definida como uma funcio
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[+ A= P(B) - {0} (onde P(B) denota o conjunto de partes de B). pode-
sc dizer que uma MTP computa multifungdes. Além disso. o conjunto de
instrugdcs de uma MTP pode ser expresso por meio de uma multifungao de
um subconjunto de @ x £ no conjunto (XU AL} x §.

Os Exemplos 2.1 ¢ 2.2 sho exemplos de MTPs ¢ suas respectivas comi-
putacdes.

Para descrever formalmente ¢ conceito de computacio dec uma MTF &
necessario adaptar as Definigdes 1.5 a 1.8, ¢ isso que sc faz a scguir.

Definigao 2.2 {Descri¢io instantanea para uma MTP). Seja M =
{Q. .M 1) uma MTP. yma descri¢do instantdnca o de M € uma sucessao
Fnite de subconjuntos ndo vazios de @} e X, que contém pelo menos um

subconjunto de () e um subcongunto de ¥, e cujo ultimo subconjunto da
esquerda paro direite € subconjunto de ¥

A titule de  ilustragdo, suponde que M no instante de
tempo ¢ cncontra-se  na  situagdc representada na  Figura 2.4,
a descricdo instantinca para descrover tal situacdo & o =
{ivee gm0 a 80 ) Ay Gy H S50 LT SUUE [T s}

{.‘3‘0} Sjrr ..... ng} {Sjy:...,Sgy}--- {sz,A.A..Sg:} {SQ}

r—1 T v z 2+l

Figura 2.4: Situagio MTP A no instante de tempo t

Definicdo 2.3 (Mudanca de descrigae instantidnea relativa a uma
instrugao). Sejam M = (Q. . M. I} vma MTP, o ¢ 3 descrigoes ins-
tantdneas de M, Q; C @ tal gue g; € Qi e S; C L tal que 5; € 8;. Dizemos
que hd ume mudanca de o para 3 relativa 3 instrugéo i, (2, € I}, deno-
fada por o Min, 3. quando existem sucessées finitas (possivelmente vazias)
de conjuntes de estados Q@ C @ (@1 # B) e conjuntos de simbolos de en-
trade/swide Sy € ¥ (Si # 0). denotadas por P e Q, tais que P’ e Q'
oblem-se eliminande os congunios de estados de P e () respectivamente e
alouma dus seguintes condi¢des € satisfeita:

o 0 =P:i5Q, 5= P{g}{si}Q ¢in é uma instrucdo do tipo (I):

o o =PQ;5;5:Q. 8= P& {q}S5Q ein é uma instrugdo do tipo (I1):
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o o= P8 3=P'Si{at{so} e in € uma instrucio do tipo {I1I):
o o =PS5.Q:85Q. 3= P{q}S5:8Q iy é uma instrugdo do tipo (111):
o a=Q:5Q. F={u}{s0}5Q ei, € uma instrugdo do tipo (111).

Definicao 2.4 (Mudanga de descri¢io instantanea para uma MTP).

Seja M uma MTP, e sejam o, 8. 31, Bo, .... 3 descrigdes instantineas
, Mig, Min, M, .
para MTPs tais qgue ¢ —— 1, o = o, ... 0 —— . sdo todas

as mudangas de descrigdes instantdneas de o relativas as instrucdes i, de
M. Dizemos que hd wne mudanca de a para 3, denotade por o M, 3
quando G € a unido (posicdo a posicio) dos respectivos conjuntos de estados
e sémbolos de entrada/saida das descrigées instanténcas 3;, com 1 <i < k.

Definicdo 2.5 (Descri¢do instantinea terminal para uma MTP).
Seja M ume MTP; uma descrigdo instenidnee o (pare uma MTP) € tor-

minal com respeito e M se nao eziste uma descricdo instantinea 3 tal que

JM
o — 3.

Definig¢do 2.6 (Computacio de uma MTP). Uma computagio de uma
MTP M € uma segiéncia finila de descri¢fes instantineas para MTPs
ey ... (. tal gue oy M, 1. para 0 € 1 < n—~ 1, e o, € wma
descrigdo instantdnea terminal com respeito @ M. Nesse caso escreve-se
an = Resam(ap) e diz-se que an € o resultado de M com respeito a aq.
Os resultados da computagio obtém-se eliminando-se de ay, os conjuntos de
estados e fazendo a escolha dos conjuntos restantes {conjuntos de stmbolos
de entrada/suida).

Exemplo 2.3, Sejo Mo a mdquine de Turing do Ezemplo 2.1. a
sequencia de descrigies instantiness againg, onde ap = {¢1}{s1}. oy =
{o HsoHsiHaHso) ¢ o = {ga}{s0, 51} {s1 a2 Hs0, 51}, descreve formal-
mente ¢ computacdo representada grificamente ne Figura 2.1. Neste exemn-
plo, @ € o resultado de Mo com respeito a ag. Os resultados da computacdo
SO 815150, S05151. 815180 € 5181581.

Note que aq Moia, e, onde ay, = {gat{s1 {1 M} que o Mot (ray .
onde az, = {so}{s1}{g2}{s1}, e que as € a unido (posicdo a posicdo) dos
respectivos conjuntos de estados e simbolos de entrada/seida de ay € aa,.

2.2.1 Representabilidade das MTPs

Como descrito anteriormente, os modclos para interpretar teorvias conl
LFI1* como idgica subjacente sdo modelos cldssicos aos quais foram acres-
centadas constantes nao cstandar v e X, adaptados de forma a incluir tais
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constantes na interpretagao de predicados ¢ fungoes. Com base nesta nova
definicio dc modclo adapta-sc a definigio de estrutura mateméatica para
expressar a computacio de M{n) {Definicdo 1.10). ¢ as defini¢des do repre-
sentagao de fungdes. relagdes e computagdes numa tcoria (Definigdes 1.11
a 1.13). Com as novas definigdes ¢ facil (ainda que trabalhoso ¢ repleto de
detallies) adaptar as demonstracdes dos Teoremas 1.8 a 1,12 para demons-
trar que as teorias AL L. {M({n)) rcpresentam as computagdes das MTPs
respectivas.

Definigao 2.7 (Estrutura que expressa uma computagao nurna
MTP}. Sejo M uma MTP, n o dado de entrade pura M. Oy T Q
um conjunto de estados de M, Sp T = um conjunte de simbolos de en-
trade/seide de M e agayas... a seqiéncia (possivelmente infinita) de
descrigdes instantdneas de M(n), tal que o descreve a situagdo ini-
cial de Mn) e o M, ap1 {2 = 0,1,2...). A estruture que ex-
pressa motemaeticamente o computacdo de Min) € o seguinter p(M(n)) =
TAQY, QL. ... Qh.8E. 8% .. 5L <M 0H), onde:

m—1:
» A=ZU{v.x},

. Qf = {{t,z.v) | ¢ € @i, € um singleton. e Q) estd em «, antes
do conjunto de simbolo de entrade/seidn correspondente d posicio x
da fita {({sj,. - s, D} U {{t,2,X) | ¢: € @), @ tem mais de um ele-
mento. e Qp estd em oy antes do conjunto de simbolo de entrada/salda
correspondente & posigdo & da fita ({s;,..... .5, 1)},

. Sf = {{t.z.v} | 855 € Sk S € um singleton, e Sy estd em a; e € 0
conjunto de simbolo de entrade/saide correspondente & posicdo x du
fita ({sj,0--- 80, 1)} U {{L,y.v')} | § = 0. eziste descricdo instentdinea
para o instante de tempo t {oy) e y € wma posi¢do ndo descrita em
ar) U {(t.2,%) | 57 € 8. Sk tem mais de um elemento, e S estd
em oy € € o conjunte de simbolo de entradu/saidu correspondente &
posigao x da fite ({s;,,...,8, 1)},

o <H={{x oy ) |z <y, onde < € a relagdo “menor que” em Z,

e B 7 — T x {v,X} tal qgue 2™ = (2'. V), onde’ € ¢ fungdo sucessor
em £,

s *=0.
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Definicao 2.8 (Representagao de uma fungao numa teoria LFI1*).
Seja f uma fungdo de k varidveis. A uma teoria arbitraria com LFI1* como
logica subjacente, w(xy..... T x) uma fbf em A, com k + 1 varidveis livres.
Diz-se que [ ¢ representada por 2 em A se:

I flm, oo omg) = (n ) implica:

(o) A (M, ... me 1),

(b} Sen#pentdo Al —¢(nir,....MLp) ¢

(¢} Al p(my, ... 7. §) — §=Aa.
Onde 0s simbolos m indicam numerais undrios; e

2. flmi...omg) = (n,X) dmplica A F  @(m,.. Mg R) A

Diz-se que f ¢ representdvol om A se ezistir alguma fbf que o representa.
Serd dito também que o simbolo de fungde F representa a fungdo f em A
se Flxy,...,7g) = & representa a f em A.

Definicao 2.9 (Representagido de uma rela¢iao numa teoria LFI1*).
Sefa R uma relacdo de aridade k, A ume teoria arbitrdria com LFI1® como
0gica subjacente e {x1,...,x%) uma fbf em A, com k varidveis livres, Diz-
se que R ¢ representada por 2 ecm A ser

1. {my,....mg, V') € R implica At @(myq, ... 1),

2 {my,...,my,X) € R implica A= oy, ..., 700 A~ (i, ... ), ©

Jo{my,oomp. vy € R e (my,....mp,X) ¢ R implica A *+

Onde 0s simbolos m indicam novamente numerais undrios.

Diz-se que I é reprosentdvel em A se existir alguma fbof que o representa.
Serd dito também que o simbole de predicado R representa a relacio R em
A se Ri{xy.... 1) representn a R em A,

Definicdo 2.10 (Representagao de uma computacio numa teoria
LFI1"). Seja M umae MTP, n o dedo e entrada para M e p{M(n)) a es-
trsfura que expressa maternaticamente o computacdo de M{n). Uma teoria
A nalinguagerm £ = {Q1,Q2,. .., @n. 50,515+ s Sm—1, <" .0}, com LFI1*
como dgica subjacente, representa a computagio de M{n) se em A cada
simbolo de predicado Q; representa a respective relagdo QF de p(M(n)).
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cada stmbolo de predicado S; representa a respective relagdo S;-J de p{Min}).
o sitmbolo de predicado < representa a relogdo < de p{M(n)) e o simbolo
de funcdo ' represente o funcio ¥ de p(M(n)).

Teorema 2.1. As teorias A g .{M{n})) representem a compulagdo da
MTP Min) respectiva.

Demonstracdo. Devem ser demonstrados tcoremas similares aos Teoromas
1.8 a 1.11 usando as definigbes anteriores.  As demonstracdes dos novos
teorcinas sdeo similarcs as dewonstragdes dos Teoremas 1.8 a 1.11, mas sc
devan tor om conta as novas constantes v ¢ . Além disso, se deve ter
cm conta que as regras de contraposicio ¢ silogismos distuntive (usadas na
demonstracao o Teorema 1.2, conscqiicntemente também na demonstracio
do Teorcma 1.8) nfo sdo validas em LFI1*, portanto tam que se fazer uso
dc outras propricdades da légica LFI1*, como as cnunciadas em [20, Prop.
23 O

2.2.2 Condigoes de consisténcia/inconsisténcia nas MTPs

Tendo cm conta que LFI1” internaliza (pele menos parte da cssencialidade
das) nocdes de consisténeia e inconsisténeia na linguagem objeto, podem-se
usar oz operadores de consisténcia (o = —e) ¢ inconsisténcia (e) para impor
condighes na execucdo de instrugdes. Estes operadores podem ser acrescen-
tados no autecedente dos axiomas correspondentces as instrugdes. no simbolo
de predicado @5 ou no simbolo de predicado 5;. Tem-sc cntéo 9 possiveis
combinagdes de condicdes de consisténcia/inconsisténcia nos antecedentes
dos axiomas correspondentes a instrugdes:

Qi{f.x) A Sy{f. T}, o Qi{t.x) A S5t x), o Q;{t,x) A S;{t. x),
Qit.a)noSy(t.x),  co@Qit.x)noS;(tx), o (t.x) AoS;{t z).
Out.z) AeSy(t2). o Quit.z)AeSy(t.a), o Qult) Aey(ta).

Nas teorias Aj oy« (M(n)) as inconsisténcias nos predicados @;{t. x) sdo pro-
duzidos devido a dedugdo de multiplos @;(t, ), para o mesmo instante de
tempo § ¢ possivelmente para diferentes posigoes x: as inconsisténcias dos
predicados §;(1.x) séo produzidas devido & dedugao de multiplos Sy(#, z).
para o mwsmo instante de tempe + ¢ para a mesma posigio z.  Por-
tanto, as condigoes de consisténeia/inconsisténeia nos predicados Q;{t, x)
¢ 5;(f, x) correspondem nas MTPs, respectivarnente, a condigdes de uniei-
dade/multiplicidade de estados ¢ simbolos de keitura/cserita. Para poder ter
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controle das inconsisténcias o tirar maior proveito do modelo de MTPs. val-
sc permitir entdo acrescentar condicdes de consisiéncia/inconsisténcias aos
primeiros dois simbolos das instrugoes das MTPs. O simbolo © serd usado
para indicar a condicae de consisténcia (unicidade}. cnquanto que o simbolo
* serd usado para indicar a condigio de inconsisténcia (multiplicidadce). Es-
tes simbolos serdo escritos logo apds o primeiro simbolo da instrugdo. sc a
condigdo se referir ao cstado. ou logo apds o scgundo simbalo da instrucie.
se a codicio se referir ao sfuibolo de leitura/escrita.

Exemplo 2.4. Seja M,y uma MTPF com gs instrucdes:

- < . [a] .
¢ = q15180G1, i2 = g 81¥142, i3 = 915;Rf13,
iq = g355Raa, s = g3305143-

FPara o dado de entrada ny = 8y, a computacdo de My{ny) € representada
pela sequinte figura:

t=0 o}
L dso) | {so} T {sa} [ {so} [ £s0} |-
-2 -1 o 3 2
t=1(i),i2) 91 g2}
| {so} | {so} Jfso.s1}] {so} I {s0} |-
-2 -1 1 2
t=2(i3,44) ’ a9}
| {s0} | {s0} [s0,s1) {so} [ {so} |-+
-2 -1 0 1 2
t =3 (is) j{ast
-l {0} | {so} [so.s)] (s} | {s0} |-
-2 -1 Q 1 2

Figura 2.3: Computando numa MTP com cendigSes de consisténcia

No instante de tempo t = (1, My(ny) execute a instrugdo 1, na posiedo 0
da fita, pois nessa posicdo a mdguina estd no estado g1, lendo o stmbolo s,
e §1 € o unico simbolo nessa posicdo. Também no instante de tempo t = 0,
Muylnyg) ezecuta a instrugdo io no posicdo O da fite. pois nessa posicdo a
dquing estd ne estado q), lendo o simbolo 51 e q1 € o dnico esiwdo nesse
instante de tempo. No instante de tempo t = 0. My{ny) ndo crecute o
instrugdo i3, pois ainde gue na posicdo 0 o mdguina estejn no estado g

52



2.2, MODELO DE MTPS

lendo o stmbolo 51, o simbolo 51 € 0 dnico stmbolo nessn posicao e 1y exige
estar lende miltiplos sitmbolos para que possa ser execufada. No instante
de tempo t = 1. My(nq) ezecute a instrugdo iy ne pesicdo 0 da fita. pois
nessa posicdo o mdquina estd no estado ¢, lendo o simbolo s; ¢ 51 nde € 0
inico stmbolo nessa posicdo. Também no instante de tempo £ = 1. My(nyg)
execute @ tnstrucdo s na posicdo 0 de fita, pois nessa pesigdo ¢ mdguing
estd no estedo gy, lendo o stmbolo sg. 1 nde € o Unico estado nesse instante
de teinpo e sg ndo € o dwico sémbolo nesse posicdo. No instante de tempo
{ = 1, My(ny) ndo erecuta as instrugdes i, nmem ia, pois awinda gue nd
postcan O estefa no estado q3 lendo o sfmbolo 51, o stmbolo 51 ndo € o tdnico
stmbolo nessa posigdo e ¢y ndo € o dnico estado nesse instante de tempo.
Finalmente, no instante de tempo t = 2, My{ny) ezecuta a instrugdo is que
ndo erige nenhuma condigdo de consisténeia/inconsisténcia.

2.2.3 Outros possiveis modelos de MTPs

0 modelo de MTPs definido anteriormente, apenas substituindo a légica sub-
Jjacente das teorias A7 p~(M(n)) pela logica LFIL* ¢ interpretando adequa-
damente tais teorias, ostenta a caracteristica de que as instrugdcs. quando
executadas, levam os simbolos presentes nas posigbes da fita que cla nao
modifica para as mesmas posi¢des no scguinte instante de tempo. Esta
caracteristica pode resultar indesejavel para alguns propdsitos computacio-
nais. ¢ pode ainda parccer it contra as nogdes intuitivas de procedimento
algoritmico, devido ao fato de que uma instrucao cxecutada numa determi-
nada posigdo podc influenciar o contcido, no scguinte instante de tempo, de
uma quantidade arbitraria {porém finita) dc casas da fita, as quais podem
cstar arbitrariamente (porém finitamente) distantes. Pode-sc entdo definir
um novo modelo de maquinas de Turing simplesmente climinando-se tal ca-
racteristica da definicao de MTP; com csse procedimento. contudo nao sc
teria justificacdo suficiente para chamar o nove modele de modelo de MTPs.
Porém, analisando-sc as causas do surgimento da caracteristica cm questao,
pode-se ver que csta ¢ devida a execugdo simultdnca de instrugdes ¢ a que
no método de axicwatizagdo definido para MTDs os axiomas correspon-
dentes as instrugdes da méquina, além de axiomatizar a operagio realizada
pela instrucdo. indicam gue os simbolos que a instrugio ndo modifica séo
preservados.

E possivel modificar o método de axiomatizacio para MTDs, de forma
a climinar dos axiomas correspondentes a instrugdes a parte que indica a
preservagdo dos simbolos n&o modificados pela instrugfo: a idéia ¢ substituir
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os esquemas (A (1)), (Ag; (II)) ¢ (Ag; (II1}) pelos csquemas scguintes:
VtVr((Qi(t; z) A S5(t. :r)) — (Q;{i’., ) A Sk(!’,r))), (&4 (D)
vwx((@,-(t,x) A Sj{t,;r)) — Q;{ttx’)) (Adf (11))

vwm((@dnanSﬂtxq)—+Qdﬂx0; (Al (111))

¢ acrescentar umn novo axioma para cstabelecer tal preservagdo enquanto
& maquina csteja em execugdo, sem depender de nenhuma nstrugdo om
particular, por meio do esquema:

Vi ( ((/n\ (=Qi(t. ) 1~ e Qult, I)))

i=1

A(v @mQNQMM)+@@m—%mﬂO‘&M

gis; tnic.

Dessa forma obtém-se teorias que ainda continuzam representando as
computagocs das MTDs correspondentes. Com tais tcorias pode-se levar
a cabo 0 mesmo processo de substituicdo da logica subjacente pela légica
LFI1*. dec definicao de modelo de MTPs a partir da interpretacio dc tais
teorias, ¢ de demonstragio de que as computacdes de tais modclos sdo re-
presentadas formalmente pelas respectivas teorias. Assim, pode sc constrair
um novo modclo de MTPs onde as instrugdes nao levam os stmbolos ndo mo-
dificados para o scguintc instante de tempo, modelo cste que teria suficiente
Justificacdo para scr chamado de modelo de MTPs.

Qutra caracteristica que pode resultar indescjdvel no moedelo de MTPs
¢ que os resultados da execugio de diferentes instrugdes podem sc mistu-
rar indiscriminadamcnte. Para Hustrar isso, pode-se pensar por cxemplo
numa MTP M com as nstrugbes ¢, = G886 @ Ty = ¢i5;84gp (com
ks kel s 1), Quando M chegar a uma situaciio na qual na posicio
z csteja no cstado ¢y, lendo o simbolo 55, a médquina val oxccutar i, ¢ im
simultdncamente. A instrugéo i, vai fazer com que M, na posicio x, cs-
creva o simbolo sz ¢ passc ao cstado g;, cnquanto a instrugdo i,, vai fazer
com que M, na posigéo ., escreve o simbolo sgr ¢ passe ao cstado ¢. No
scguintc instante de tempo todas as possiveis combinagoes dos estados ¢; ¢
g com os simbolos si ¢ s, vAo poder ser considerados para a execncao de
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instrugocs. isto ¢&. qualquer instrucao que conlegar por ¢iSg. Qs qrrse ou
gir s, val sor cxecutada. Note que os rosultados das instrugdes i, ¢ iy, aca-
baram sendo misturados indiscriminadamente. Esta caracteristica & devida
ao fato de que na légica LFI1* sao validas as regras de siiplificacdo (isto ¢é.
TrLenr AA L mplica que Fypr s A ¢ Frpne B, por (LFIL-4), (LFIE-3) ¢ AIP)
¢ adjuncio (isto é, bppy~ 4 e Fopn- B implica Frpp« A A B. por LFI1-3 ¢
MP). Para a MTP M com as instrucgdes 4, © in, descritas anteriormente. so
Al g (M{n)) = Qq(t, x} A S4(t, z) entdo do axioma correspondente a ins-
trugéo i,. com MP e simplificagio obtdém-se que A g« = @it 2) AS(t, ).
Similarnmiente, com o axioma corrcspondente & instrugao ¢, obtém-se que
Al p-(M(n)) = Qult’,2) A S (¥, z). Portanto, usando simplificagio ¢
adjuncéo pode-se deduzir qualquer combinagio dos predicados @t x} ¢
Qr{t'.z) com os predicados Si{t'.x}. Sr(t’.z). Sc na definicio do mo-
delo de MTPs, cm lugar de substituir-se & légica subjaccutc das tcorias
Al - (M(n)) pela logica LFI1* sc substitui-sc por uma légica paracon-
sistente “nado adjuntiva” {isto ¢, uma légica na qual ndo ¢ valida a regra
de adjungac), como por cxemplo a logica “pré-discursiva™ J de Jaskowski
(cf. [56]) cstendida a primeira ordem, a mistura indiscriminada dos resul-
tados da exccugao de diferentes instrugdes scria cvitada. Denotando por
J* a extensdo a primeira ordem da 16gica “pré-discursiva” de Jaskowski,
para a maquina A com as instrugdes iy ¢ 4, com que viemos trabalhando,
A (M(n)) F Qalt, ) AS;(t, 2) implica que A (M(n)) = Qu(t. 2)ASK(E . z)
e que A (M(n)) F Qu{t . x) A Sw(t', ). mas ndo implica quc A’} (M(n)) +
@it 2y A St x) nem que A (M) F Qult, 2} ASK{(E, x). Com alégica
J* pode-sc entdo definir um nove modclo de MTPs ondc os resultados da
execugao das diferentes instrugdes ndo se misturem indiscriminadamentce.

Isso ilustra dramaticamente como o substrato logico pode tor mfluéncia
na computagdo, ¢ como de certa mancira a nogdo de computagio ¢ relativa
a légica subjacente ao modelo de computagio.

Além dos novos modclos de MTPs deseritos anteriormente, podem-sc
construir cutros modclos de MTPs usando légicas paraconsistentes difc-
rentes, ou mesmo fazendo-se modificagbes ao método de axiomatizagio de
maquinas de Turing. No capitulo de consideragées finais apresenta-se uma
analise desse universo de possibilidades.
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Capitulo 3

Computacao quantica

A computacdo gudniice ndo ¢ mcramcentc uma nova tcenclogia para pro-
ver maior velocidade ¢ cficiéneia aos computadores; nem ¢ ¢ mero su-
porte do mecio fisico com caracteristicas quanticas, uma vez que a tondéncia
tecnoldgica & miniaturizagdo val inevitavelmente na dire¢do de fondmenos
quénticos, no sentido em que pode-se argumentar que todo processo fisico
¢ quantico, ¢ cste aspecto ¢ rcalgado & medida cm que sc diminul a es-
cala dos componentes tecnoldgicos. Algo de quintice j4 existc na prépria
nocace de nanoteenologia. Computagio quantica ¢ a tcoria da computagao
hascada nos principios conceituais da mecanica quantica, principalmente a
interferéneia, a superposigo de cstados ¢ o cmaranhamento de estados, de
forma a permitir cxccutar tipos de computagio radicalmente novos que sc-
riamr impossiveis em qualquer maquina de Turing, ¢ conscqiientemente cm
gualguer computador classico.

Paul Benioff, cm 1980, foi o primeiro a utilizar os principios da mecinica
quantica na descrigdo fisica de maquinas de Turing (ver [8]). No modcle de
Beniaff a maquina cncontra-sc num estado intrinsccamente quintico (cstado
de superposicdo, cxplicado na Segio 3.1) somente entre cada passo de com-
putagfo, no fim de cada passo a fita da maquina volta a um cstado cléssico
(uma scquéncia de bits}, portanto cste modclo ndo conseguc mais do que
simular o comportamento de uma mdquina de Turing reversivel.! Por tal
razao cste modelo nao ¢ accito comoe um verdadeiro modelo de computagao
quantica.

A idéia de que os efcitos da computagho quintica poderiam prover

*Uma das propriedades da compulagie quantica é a reversibilidade. a gual scra expli-
cada nas proximas segdes. E preciso esclarecer também que toda méquina de Turing pode
ser trans{fonnada numa mdguina de Turing reversivel, como demonstrado por Charles
Bemnet em [9].
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unl maior poder computacional foi sugerida por Richard Fevuman, num
warkshop de fisica ¢ computagio em 1981 (Fevninan publicou um artigo com
cstas idéias om [44]).? Feynman formulou a pergunta de sc os fendmenos
da mecédnica quintica podem ser simulados eficientemente numa maquina
de Turing cldssica. ¢ apresentou boas razdes para acreditar que a resposta
seria negativa, argumentando que tal simulacdo parcce impossivel sem in-
corrcr num retardo exponencial. Além disso. cspeculou que para resolver o
problema seriam necessarios computadores que funcionassem de acordo com
as leis da mecénica quantica, mas nfo definiu um modclo apropriado.

David Deutsch foi quem formalizou a idéia de Fevaman, definindo o
modelo de mdguinas de Turing quinticas® (MTQs) cm 1985 (ver [36]) ¢ o
modclo de eircuitos qudnticos (CQs) om 1989 {ver [37]). Em [36], Deutsch
também mostrou a cxisténcia de uma MTQ universal, mas com a limitacao
de cstar submetida a um retardo cxponencial na simulagio de outra MTQ
qualquer.

Ethan Bernstein ¢ Umesh Vazirani, cm 1993, definirain um modclo de
MTQ universal que cvita o retardo exponencial, ¢ que na verdade pode
simular qualquer outra MTQ em tempo polinomial (ver [10]).4

Também cm 1993, Andrew Yao demonstrou a cquivaléncia, quanto &
complexidade algorftmica, entre os modelos de MT(s ¢ CQs. Mais precisa-
mente. Yao demonstrou que qualquer funcdo computdvel em tempo polino-
mial numa MTQ pode ser computada por um CQ de tamanhe polinomial
{ver [85]). Estc resultado legitima o trabalho em algoritmos quanticos, co-
mumente implementados utilizando o modelo de CQs ao invés de programas
que rodam sebre uma MTE) universal, o que é muito mais complicado.

O principal algoritmo quéntico construido até hojec. quc nos leva a acre-
ditar fortemente nas potencialidades da computagio quantica, é o algoritmo
de fatoragao de inteiros em tempo polinomial proposto por Peter Shor (ver
.75. 76]}. atacando um preblema de crucial importéncia cm criptografia.

Neste capitulo apresentam-se os modcelos de MTQs (Secic 3.2) ¢ de
CQs (Secio 3.3). Para um mclhor cntendimento destes modelos de com-
putagao apresenta-se primeiro uma breve descrigio de alguns dos principios
da mecénica quéntica, a partir dos postulados da mecinica quantica.

2Yuri Manin em seu livro f61] j4 tinha apontado as possivels vantagens de construir
computadores sob os principios da mecinica quéntica, mas nesse momento a idéia nao foi
sificientemente divulgada.

*0 modelo recebe o nome de mdguings de Turing quinticas por ser uma adaptacio do
tnodelo cldssico de miquinas de Turing.

*Uma versdio completa e melhorada deste artigo 6 [11].

58



3.1, POSTLLADOS E PRINCIPIOS DA MECANICA QUANTICA

3.1 Postulados e principios da mecénica quantica

Como descrito na introdugdo. a formalizagdo da mecanica quéantica. tal
cowe ¢ hoje conhecida, ¢ o resultado de duas formulagdes independentes: a
mecanica matricial proposta por Werner Heiscenbeorg cm 1925 ¢ a mecdnica
ondulatdria proposta por Erwin Schrédinger em 1926 (cf. [51, p. 344)).
Nesse mesmo ano. o proprio Schrodinger demonstrou a cquivaléncia cntre as
duas formulagoes. Posteriormente as duas formulagdes foram imersas numta
teoria 1nais geral ¢ compreensivel, cmn boa partc gracas ac esforgo de Paul
Dirac.

A idéia do usar espagos de Hilbert na formalizacac da mecénica quéntics,
cujos clementos constituintes sdo numoeroes complexos, partiu de David Hil-
bert, John von Neumann ¢ Lothar Nordheim em 1927 (cf. [34]). os dois
ultimos assistentes de Hilbert na época. De acordo com fal formalizacio. a
fisica a mecdnica quintica s¢ reduz 4 matemadtica dos operadores lincarcs
Hermitianos sobre espagos de Hilbert.

Uma questio que se coloca é por que cscolher axiomaticamente o
uso de mimeros complexos na representacio matemdtica das propriedades
quanticas - scria possivel derivar a naturcza do objeto matematico incrente
ac fendmeno quantico, a¢ invés de simplesmente postula-lo? Esta questaoc
aparcntemente ¢ inconclusa; o que parcee ser o caso ¢ que 05 LUMCros Com-
ploxos 830 usados cm mecénica quintica como um artefato conveniente para
facilitar ¢ simplificar os célculos, mas é discutivel se outras cstruturas ma-
temdticas {comc por cxemplo os corpos p-ddicos} poderiam ser usadas com
igual on malor succsso.

Para dctalhes histdricos sobre os primdrdios da mecanica quantica
rccomenda-se [53].

Na formalizagio de von Neumann-Dirac a mecdnica quéantica é aproe-
sentada por melo de postuladoes, ¢ cstes postulados oferccom respostas as
scguintes questoes: Como descrever ¢ estado de um sistema fisico? Como
cevolul mm sistoma cnquanto cle ndo ¢ observade? Como descrover as ob-
servagoces ¢ scus ofcitos? Como descrever o cstado de sistcmas compostos
{sistcmas constituidos por dois ou mais sistemas fisicos distintos)? A scguir
apresentami-se tais postulados (tal como aparecem om [24, Sec. 2.2]):

Postulado 1. Todo sisterna fisico tem a si associado um espago de Hilbert,®

*No apéndice B apresentam-se alguns conceitos basicos de dlgebra linear necessirios A
formulagio da mecinica quintica. A definigio de cspago de Hilbert de dimensdo finita &
a Definicao B.13 (para os modelos de computagao quéntica apresentadoes nao & necessdrio
considerar espagos de Hilbert infinito-dimensionais). A definicio de vetor unitdrio ¢ a
Definigao BUIA.
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CAPITULO 3. COMPUTAGAQ QUANTICA

conhecido comoe espaco de cstados do sistema. O sisterma € compirtaments
descrito por seu vetor de cstado, o gual € um vetor unitdrio no espaco de
estados do sistema (cf. [24. p. 80]).

O sistoima quéntico mais simples ¢ de maior Importancia na computacio
quéntica ¢ o gubit {ou bit qudntico}, utilizado como a unidade bésica dc
informagao quantica, andlogo ac bit na computagie classica. Formalmente,
um qubit é um vetor unitdrio num espago de estados bidimensional.

O cstado geral de um qubit é usualmente definido usando a notacac de
Dirac, tal notagido ¢ utilizada no formalismo da mecénica quantica com o
objotivo de simplificar a notagao ¢ facilitar o entendimento das equagdes.
Como aprescntado no Apéndice B (Defini¢ao B.15), na notagdo dc Dirac os
vetores sao denotados por |- ) ¢ sdo chamados de kets ¢ os vetores duais (isto
¢. 0s transpostos conjugados dos kets) sdo denotados por (-] e sdo chamados
de bras. Utilizando a notagio de Dirac ¢ sendo |0) ¢ j1) uma basc orto-
normal {Definicho B.19} do espago de cstados bidimensional, entdo, o cstado
geral de um qubit € definido pela equacao:

4) = al0)+ 4] 1). (3.1)

onde o ¢ J sfo numceros complexos. A condicgdo de que o wvetor @ scja
unitario (Definicdo B.18) ¢ equivalente & condicio de que |e| + |32 = 1
(ondc |af denota o médulo do nimero complexo & = a + b, definido por
lo] = via& = va? = b7); tal condigio é comumente chamada de condicdo
de normaliza¢do. Os coeficientes a ¢ § sdo denominados amplitudes de
probabilidede. Comumente [0) ¢ |1} sbo tomados como os vetores:

0y = [o] 1o =13 (3:2)

Outra mancira dc cscrever o vetor | ) &:°

|%) = e (cos§]0) + e sen §] 1)), (3.3)

onde ~, # ¢ ¢ sao nuimeros rcais. Como o fator e nfo tem cfcitos ob-
servaveis.” |4) pode ser escrita como:

|} =cos8|0) +e¥send|1). (3.4)

“Uma explicagio para a troca de coordenadas pode ser encontrada em [63. Ap. Al
Embora simples. essa explicagdo aparentemente nio aparece na literatura mais comumente
disponivel.

"Em [24. p. 93] explica-se porque o fator e

L

néo tem efeitos observiveis.
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3.1, POSTULADOS E PRINCIFIOS DA MECANICA QUANTICA

Tomando & ¢ 12 como as coordenadas de um ponto numa osfera, v poade ser
representada geometricamente como na Figura 3.1, comumente chamada de
csfera de Bloch.

Figura. 3.1: Representaciio do estado |} na esfera de Blach

Um qubit diferencia-sc de um bit cldssico pelo fato de que o qubit pode
cstar numa superposicio de cstados {dada pcla equagdo {3.1)). o qual ¢
fisicamente interpretado (usande a interpretagio de miltiplos mundos da
mocénica quantica (vor [82])) como a co-cxisténcia simultanea do qubit nos
cstados 10} ¢ |1}, fendmeno que nac tem andlogo cléassico.

Existem varios referentes fisicos que podem scr usados na implenicntacao
dc um gubit; um deles ¢ o estado de spin, ou direcade do momento angular
dc uma. particula.

Postulado 2. A evolugdo de wm sisiemo qudntico fechado € descrita por
urna transformacao unitdria, isto €, o estado |} de um sistema no tempo
t, se relaciona com o estado |¥') do sisterma no tempo t2 por um operador
unitdrio® U, o qual depende somente dos tempos t1 e to,

') =Ulv) (3.9)

(cf. [24 p. 81]).

O postulado 2 descreve a evolugdo de um sistema quéntico, cnquanto néo
¢ obscrvado, cm intervalos de tempo discretos. Uma versdo mais refinada
deste postulado pode ser ofcrecida através da equagao de Schrédinger, a qual

*Ver Definicio B.24, com A7 a transporta conjugada de A.
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CAPITULC 3. COAIPUTACAO QUANTICA

descrove a cvolugdo de um sistema quéntico cm tempo continuo. A equacdo
de Schrédinger ¢ a derivagio do postulado 2 {a partir de tal postulado) sdo
aprescntados em [24, p. 82-83]. Os modclos de MTQs ¢ CQs sdo modclos
discretos de computacdo, e é por isso que $6 sc faz uso neste trabalho do
postulade 2 na sua versdo discreta.”

Um operador unitario U pode ser representado, com respeito & base B,
por meic dc uma matriz unitdria M# tal quc, para os cstados |i), |j) € B.
AL [‘}” (£, j] ¢ a amplitude dc transigdo do cstado | 7 ) ao cstado | 7). Além disso.
como U7 ¢ um operador unitdrio, tem a propricdade de que se Ulg ) = |¢')
entao |w) = UT|y') {onde UT representa a conjugada transposta de ),
portanto, todo processa quantico ¢ reversivel ¢ U é o processo inverso a I7.

Excmplos de matrizes unitdrias para operar sobre qubits sio as chamadas
de matrizes de Pauli [24, p. 63):

1 ¢
[O _1} . (36)

c,=X= E (ﬂ oy =Y = [S OE}FJZEZ
Postulado 3. Na mecdnica qudntica um observavel é wm operador cuto-
adjunto.t® A saida numérica de uma medicdo, de um estado [4:), com
respeito a um observdvel A, € um dos auto-valores de A. O efeito coloferal de
tal medigdo € um colapso de | ¥} no estado |v¥'). Ao se realizar a medicdo.
o auto-valor X, € obtido com probabilidade:

n

Pr(x) = (v 1P $) 3.7)

{onde P; € o projetor no auto-espace de A com respeito ao auto-valor X;, isto

€, se | A ) € o auto-vetor associado ao auto-valor X;, entdo Py = | X ){ A 1)

O nove estado [') no qual | colapsa € da forma:
Ple)

Isto significa que a medigdo de |¢) com respeito @ A destrgi irreversivel-
mente |v0 ), a menos que |v') seja wm auto-vetor de A (cf. 51, p. 26]).

(3.8)

Um observdvel ¢ uma propricdade fisica mensurdvel. como por exemplo
o spin dc uma particula. a posigao ou 0 momento.

Difcrentemente da mecénica cléssica, na mecanica quéntica a obscrvagdo
ou medigao de um sistema influl nele de mancira implacdvel, fazendo-o mu-
dar de cstado de uma mancira nio deterministica. E esta uma das grandes

®Existem modelos de computagio quintica continua: ver por exemplo [60, 14, 84).
10 s definighes de operador auto-adjunto, auto-valor. auto-vetor e auto-cspage sio apre-
sentadas no apéndice B. Defini¢oes B.23 e B.20.
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[¢8) = ap|00) 4 |01 ) + as| 10} 4+ evy| 11, (3.11}

¢ a condigdo de normalizagdo &
laol” + e [* + Jas|* + Jas* = 1. (3.12)
Para wm registro composto por » qubits {n-qubit} o espago de cstados ¢
Hyn = @™ H {onde &"H, representa o produto tengorial n vezes de Hs. O

espaco Hon ¢ de dimensdo 27). Para os clementos da base B = {| v 3|0 <
i < 2"}, o cstado geral de um n-qubit é da forma:

2m-]
o)=Y aili). (3.13)
=0
¢ a condicao de normalizagio &
2]
Joal” = L. (3.14)

Quando o cstado dc um sistema composte tem a propricdade de nao
poder ser cscrito como produto tensorial dos sistemas que o compdem, diz-
SC quc o sistema estd num cstado emaranhado. Por razdes que ainda ndo sdo
muito claras, os cstados cmaranhados desempenham um papel importante
na computacio quintica.!? Um exemplo de estado cmaranhado de um 2-
qubit ¢

{00y +]11)

%) 7 (3.15)

Se se supuser que cxistem qubits com estados [9) = ag|0) + a1 e fq)

ag|0)+ai|1) tais que [¥) = [ ) @ |v ). entdo [ ) = aa’|00) + ad’|01) +
Ja’110Y + 83111}, logo ter-sc-ia que aq’ = /V2. a3 =0, 3a = (¢
33" = 1//3, 0 que nac é possivel. pois como a3 =0 entdo a =0o0u 3 =10,
sc & = 0 entdo o’ = 0. 0 que contradiz que aa’ = V3 cse 3 = 0

Mij} é uma notagdo nsada para abreviar |1)@|j ). as vezes ¢ usada também a notagio
[ 4},

YEm [01. p. T4 chega mesmo a afirmar que os estados emaranhados s3o a principal
razin para que os computadores quanticos nie possam ser simulados eficientemente pelos
computadores classices.
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cutdo 33 = 0. o que contradiz que 33" = /v2. Portanto. [} ndo pode ser
expresso como produto tensorial de dois qubits.

Note que no estado | 1) ambos 0s qubits cstéo cm cstados embaralhados,
de tal forina que ao sc realizar uma medicdo sobre qualquer um dos qublt«
bascado ro vhservavel padrao, obtcm -s¢ o valor 0 com probabilidadc F0uo
valor 1 também com probabilidade £. Porém, apés a realizagao da medl(;ao
sobre um dos dois qubits o sistcma inteiro iré colapsar ao cstado |00) sc
o valor 0 for obtido na medicfo, ou ao estado }11) se o valor 1 for obtido
na wedicdo. Portanto, ao medir o outro qubit vai-se obter o valor 0 com
probabilidade 1, ou o valor 1 com probabilidade 1, respectivamente. Isto ¢,
o valor a sc obter na scgunda medicao (para um qubit) esté completamente
determinado pelo valor obtido na primeira medigdo {para o outro qubit}; ou
scja, os valores de dols qubits cm um estado cmaranhado ¢stae intimamente
rclacionados.

Os estados emaranbados ndo tém cquivalente ns fisica cldssica. ¢ provo-
cam uma boa quantidade de questdes epistemoldgicas ¢ de debate sobre o
mundo quéntico ¢ sobre as interpretagdes ¢ teorias que pretendem explica-
la. Por excmplo, uma primeira critica é que a interpretagao dos sistemas
quanticos compostos por meio de produto tensorial em espagos de Hilbert
scria semanticamente ambigua. ¢ que novas cntidades matematicas que pro-
movessem a desambiguidade seriam oportunas (cf. [46]).

Qutro tipo de abordagem. conforme [16], prega que nma teoria quantica
seria melhor compreendida como uma teoria sobre as possibilidades ¢ im-
possibilidades da transferéneia de informacao, de forma oposta & visdo sobre
particulas ou ondas. Dessa forma, um cstado cmaranhado podceria ser pen-
sado como o andlogo de um canal de comunicagio ndo-cldssico, um tipo de
“fio condutor”nio-classico. Tais andlogos de canais de comunicagao pode-
riam ser usados para realizar coisas impossiveis classicamente, como tele-
portacio ¢ novas formas de computagho. Uma teoria quantica seria ¢ntio
uma teoria sobre tais canais de comunicagdo, ¢ sobre a representagao ¢ ma-
nipulacio dc cstados como transmissorcs de informa¢do. Aparcotemente,
pouco sc sabe sobre a capacidade de informagéo de um canal quantico: di-
ferentemente do cldssico, parece haver mais de uma nogdo de capacidade de
informacao, dependendo dos meios auxiliares disponiveis, a classc de proto-
colos de transmissao de informacdo permitidos, ¢ do fato de a informagéo a
sor transmitida ser classica ou guantica. Dc todo modo, cste ndo ¢ o tema do
presente trabalhio, embora cssa visdo a respeito da mecanica quantica scja
cocrente com nossa proposta de cxplorar o substrato 1ogico da computagao
quéantica.

69

COLECAD
UMICAMP

BIBLIOTECA CENTRAL
DESENVOLVIMENTO




CAPITULO 3. COMPUTAGAO QUANTICA

3.2 Maquinas de Turing quanticas

O modclo de MTQ ¢ obtido quantizando 0s clementos do modelo de maquina
de Turing cléssica, isto ¢, trocando 08 clementos da descrigdo cldssica de uma
maquina de Turing por observavcis dentro de um sistema quantico (cf. [67,

p- 3}
Antes de realizar a quantizagao ¢ preciso definir o que ¢ uma configuracae
da fita: sendo & = {oo,- .- ,O’E__l} o conjunto dc simbolos dc¢ cntrada-saida

de uma maquina de Turing, uma coufiguragao T da fita ¢ wma scqdcneia
infinita dc sfmbolos de . Assumindo que L conteim uin simbolo B para
representar uma casa vazia na fita ¢ denotando o simbolo na posigao m
da fita por T{m) (para todo intciro m). toda configuracao T da fita dove
cmnprir com a condigdo que cxige quc T{m) = B cxceto para um nimero
finitc do casas 7.

Para realizar a quantizagao, scndo Q = {g0..... qa_l} o conjunto de
ostados de uma maquina de Turing, o cstado atual da wéquina ¢ substituido
pelo observével:

q= n|q:»)<gn,- (316)

T{m) = nlon }{an |- (3.17)

E a posigio atual da mdquina ¢ substituido pclo observével:

£=> &lENEl (3.18)

£€Z

Portanto. o cstado de uma MTQ €, no tompo ¢, pode scr representado por
um vetor nmitério | ¢(t) ). no espago de Hilbert H(Q.T) gerado pelo espago
de configuracdes C{Q. 2} = @ x v# » 7. onde ©F ¢ o conjunto de todas as
possiveis configuragdes T da fita.

Uma computagio cm & comega no instanic ¢ = 0; neste instante @ ¢
preparada no cstado inicial:

l d(O) ) = I 0. ﬂ'mdala 0 } (319)

A computacio ¢ realizada cm passos de duracdo fixa 7. A cvolugdo de
Q. cin cada passo de computagdo, ¢ descrita por um opcrador unitdrio U7
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3.2, MAQUINAS DE TURING QUANTICAS

cin H{2. ). Portanto, depois de n passos de computacao o estado de Q &
| é(nr)) = U0}, (3.20)

Uma configuragdo C de uma mdquina de Turing ¢ representada por uma
tripla C = (g, T, &) no espago dec configuragoes C{Q@, £). O operador U pode
ser representado como uma matriz unitdria My, onde o clemento My, [i, 5] ¢
a aniplitude de transicdo da configuracioe C; a configuracao Ci.

As transicoes de configuragdes no processo de computagao de uma MTQ.
dc mancira similar a como se faz para as méquinas de Turing probabilisticas
{MTPrs), podem scr representadas por meio de uma drvore, onde os nds sio
configuragocs Cy, ¢ tal que cxiste uma arcsta entre os nés C; ¢ C;, assinalada
com ¢y, se a amplitude de probabilidade de passar da configuracde C; &
configuracao € é ay; {(ai; # 0). A raiz da drvore é a configuraco inicial
CO = (qﬂeﬂ‘niciaf'o) (Figura 32)

Co
g1y O Ln
Cr o C1,
1,2 ¥ 2 ln2 Tl
i .
=i w !

C‘) . Cg Cg o <13

Figura 3.2: Arvore de computacio numa MTQ

Diferentemente de uma MTPr, onde cada computacio particular per-
corre somente um caminho da drvore {de acordo com as probabilidades
dadas). nas MTQs a computacao percorre todos os possiveis caminhos si-
multincamente. Como o nimero de 16s vai crescendo exponencialmente om
cada nivel da drvore, isto significa que a MTQ podc cstar. num momento
da computaggdo, numa supcrposigdo de um ndmero cxponencial de confi-
guragdcs. de acordo com o mimero de passos da cowputagao. E aisto que se
chania de paralelismo quintico.'> O problema é que na MTQ a computagéo
nao pode ser obscrvada scm afetar o sistema (de acordo com os principios

Y () paralelismo quintico é explicado mais claramente no contexto dos CQs, ver Secio
RN
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da mecénica quantica). Por isso. para sc obter o resultado da computacio,
a medigdo deve ser feita no final da computacdo {scguindo o protocelo de
parada. Segao 3.2.2). obtendo-se de forma probabilistica somente uma das
configuragdes ¢ perdendo irreversivelmente as outras [51].

Note que no estado geral de uma MTQ a maquina encontra-sc wiima su-
perposicao de configuracdes. E através da interpretacdo de multiplos mun-
dos {da gual, como discutimos na Introducac, cxistem diversas vorsdes; vor
[82]). a partir da proposta de reinterpretagcs ou aprimeramentos da -
terpretacdo de estados relativos proposta Hugh Everctt em [43]) que a su-
perposigao de configuracdes cm qualquer instante de tempo é interprotada
como a coexisténcia dessas configurages, ¢ ¢ uma interpretagio desse tipo
que permite pensar no paralelismo gquantico como a execugdo simultanea das
diferentes possivels computagdes. O fato de que pode haver outras inter-
pretagdcs na mesma diregac sd confere mator vigor a um tal entendiments a
respeito do paralelismo quéntico. Contudo. como ressaltamos na Introdugio,
hé vérias ocutras interpretagdes para a meeanica quantica. que poderiam ter
alguma influéneia na interpretacio da computagio quéntica: apesar de que
cste ponto ¢ ainda totalmente aberto e inexplorado, pode sor possivel partir
dc interpretagoes com significado na flosofia da ciéncia, como as teorias de
variaveis ocultas © as teorias com ontologias de poténcia devida basicamente
a Karl Popper (ver. por exemple, {(cf. [23, Cap. 7], [45] ¢ principalmente
[69]) ¢ desmbocar em novas nogdes de computacao quantica. Sc tal fosse o
caso, terfamos como conscquéncia que a nogdo de computacio quantica scria
nao apcnas relativa 4 légica, como defendide no Capitulo 2 (Secao 2.2.3),
mas também scria relativa & interpretactes da mecanica quintica.

Além da definicdo apresentada acima do modelo de MTQ, Deoutsch cm
[36] exige que a MT'Q opere finitamentc {cf. [66, p. 4]) impondo as condicdes:

1. Somentc uma parte finita do sistema deve estar em movimento durante
cada passo.

2. O movimente deve depender somente do cstade quantico de um sub-
sistema finito.

3. As regras que especificam o movimento devemn poder ser dadas finita-
mente.

A cxigénela destas regras. para o operador de cvolugdo U, estao dadas em
termos de uma funcdo de transicdo local 4, a qual ¢ apresentada a seguir:
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3.2.1 Fungao de transi¢ao local

D¢ mianeira similar a como se faz na definicdo de uma MTPr, a evolugio de
uma MTQ @ pode ser definida por meio de uma funcao de transicao local
d. tal que (cf. 166. 67]):

S QOxExQxEx{-1.0.1} = C, (3.21)

oude @ ¢ ¥ sao definidos como anteriormente, {—1,0,1} represcntam os
movimentos da cabega de leitura-cseritura (a csquerda, nac movimento ¢
dircita. respectivamente) ¢ ¢ rcpresenta o conjunto dos nuimeros comploxos
cowputaveis. Portanto, 8(q.¢.q¢". 7.d) = ¢ é intorpretade assim: sc @ cstéd
no estado ¢. lende o simbolo o, entdo, com uma amplitude de probabilidade
¢, & maguina & escreve a simbolo 7 ¢ faz o movimento 4.

A tungdo § deve cumprir as condigdes (cf. [66, 671):

1. Paratoda (q.0) € @ x 3

Tpraldle. 0.7 d)> = 1. (3.22)

%]

. Para toda (g.0). (¢'.0'} € @ X I, com {g,c) # (¢'. ¢’}

Yprabld o' p,7,d) «8g,0,p.7,d) = 0. (3.23)

3. Para toda (g.0,7).(¢',0',7) € @ x 2%
Epeguacin8(d, o' p. 7 d - 1) 8(g.0,p.7,d) = 0. (3.24)

4. Para toda (g.o, 7). {¢',0’.7") € Q x %
Spedld . o' p. 7 ~1) % 8(q. o, p, 7,1} = 0. (3.23)
A condigdo 1 assegura a prescrvacdo da norma cm cada passo de computagio.
As outras condi¢des estdo relacionadas com a reversibilidade da computagéo.

Os elementos da matriz do operador de evolugdo U de uma MTQ estao
relacionados com a fungdo 4 por (cf. [66]):

(0. T'€ U]q. T7.6) = |58 (9. T(©), ¢, T'(§). 1) +

566 (0. T(€).4 . T'(€),0) +
878 (2. 7(6).¢. €. ~1)| [] o5y (3:26)

m#EE
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onde 8} ¢ a fungdo delta de Kronccker (definida por di=1lsci=jc 5} =0
sc ¢ # j). Com a equacdo (3.26) pode-sc verificar sc o operador U cumpre
com as condigoes de finitude 1-3 mencionadas antes desta subsecio. Além
disso, pode-se definir & por meio de U, ¢ U por mncio de §.

Eni {66, 67) demonstra-se que ¢ operador U ¢ unitario sc ¢ somente s &
cumpre as condigocs 1-4.

As MTQs podem ser definidas por meio da funcéo de transigdo local &
sem fazer referéncia ao operador de evolucao U7 como nocdo primitiva.

3.2.2 Protocolo de parada

Deutsch cm [36] define o protocolo de¢ parada de uma MTQ @ acrescentando
umn qubit de parada 7ip a €. No comego da computacdo é atribuido o valor
|0} a fig, toda @ vélida atribui o cstado |1} a g quando a computaggo tor-
mina ¢ nao modifica 72g nos passos anteriores. Deutsch afirma que #ip pode
scr medido cm cada passo sem afetar a computacio. O resultado da com-
putagio ¢ medido quando a wwedigdo de fig dd o auto-valor correspondente
au cstado | 1}.

Myers cm [64] mostra que, no protocolo de parada definido por Deutsch.
sc a computagao comegar numa superposigao de cstados (em vez de num
cstado basc), o qubit dec parada #ig pode-sc cmaranhar com o estado da
computacdo. Neste caso, a medicéo de #ip pode afetar a computacio.

Ozawa em [66] propde outro protocolo de parada, onde fig (indicador de
parada) ndo ¢ um qubit independente, sendo o observavel correspondente ao
projetor do cstado final de @, isto &

fo=|gr){grl (3.27)

Assumindo que cxiste um aparclho de medigao para #q satisfazendo ¢ pos-
tulado de projecdo (ver postulado 3}, o protocolo de parada csta dado pelas
rogras:

1. 7p ¢ medido instantancamentc depois de cada passo de computacio.
Tal medi¢éo ¢ uma medicfo precisa do observavel fig, que satisfaz o
postulado de projecdo.

13

Desde que o valor [ 1) ¢ atribuido a %p a MTQ ndo muda nem #g nem
o resultado da computagio.

3. Logo depois de obtido o valor 1 na medigio de g, realiza-sc a medicao
da fita para sc obter o resultado da computacdo.
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Ozawa denmonstra que o protocolo de parada ndo afeta o resultado da com-
putagio. o que ¢ equivalente a dizer que o monitoramento de #g ndo afeta a
distribuicao de prohabilidade de saida.

3.3 Circuitos gquanticos

QO modelo de cirruttos gudnticos ¢ uma generalizagio do modelo de cireuitos
logicos classicos (ou circuitos booleanos), onde as portas 16gicas sao subs-
tituidas por operadores unitédrios. as entradas ¢ saidas sfio substituidas por
n-qubits ¢ &s conexdes entre as portas se acrescentamn algumas restrigdes,
devidas aos principios da mecinica quéntica. A scguir, apresenta-sc a de-
finigdo formal de porte guantice (def. 3.1), mostram-sc alguns exemplos ¢
apresenta-se a definigao formal de circuito quéantico (dof. 3.2), explicando as
restrigdes sobre as conexfes ¢ tecendo alguns comentdrios sobre a medicao.
Na Secéo 3.3.1 explica-sc o concelto de paralelismo qudntico no contexto dos
CQs. Na Secao 3.3.2 apresentam-se os chamados problema de Deutsch ¢ pro-
blema de Deutsch-Jozsa, cujas solugdes sdo exemplos de circuitos quanticos
{ou algoritmos gudnticos) nos quais sc tira proveito do paralelismo quéntico.
Por dltimo (Secdo 3.3.3), mencionam-se alguns resultados de universalidade
de alguns conjuntos de portas quanticas.

Definigao 3.1 (Porta quantica). Uma porta quantica com n entradas e
n satdas € um operador unitdrio IV: Han — Han, e € representado por wmna
matriz unitdrie de dimensdo 27 (cf. [51, p. 81f).

A lincaridade!® dos operadores quénticos permite cspecificar as trans-
formacoes das portas quénticas cspecificande somente as transformagdes
sobre os cstados base. Assim, as matrizes de Pauli {eq. 3.6) sdo portas
quanticas que operam sobre um unico qubit, realizando as transformagdes:

o = X:0) — |1}

[1)—10) (3.28)
oy, =Y:|0) —ifl}

|1} — —i| 0} {3.29)
.= Z:|0) — |0}

[1) = ~[1) (3.30)

O opcrador o, ¢ também chamade de porta de negagédo.

%\er Apéndice B. Definicio B.9.
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Outra porta quéntica. que opera sobre um qubit ¢ a chamada de porte

de Hadomard:
1 |1 1

as transformagdes realizadas por csta porta séo:
H:|0) = —=(10) +]1))
' V2
1
1= —{(|0)—|1}}. 3.32
1= 5 (0) =11 (3.32)

Conjuntos paramctrizados dc portas quénticas podem ser definidas por
meio de matrizes parametrizadas, por exemplo:

8 g i
R = | Tr, e S e

— 3CTh 3 COS§ T

Estas portas vao scr utcis quando for oportuno se reforir & universalidadc
(Secio 3.3.3).

Dec forma similar ao caso dos circuitos cldssicos, as portas quénticas sio
rcpresentadas gréficamente por meio de uma caixa assinalada com ¢ nome
da porta. As entradas ¢ saidas s3o representadas por linhas & csquerda ¢
dircita da porta, respectivamente. Para uma porta IV que opera sobre n
qubits a representagio grafica ¢

|T."J‘1> !"-?'1)

| 6n) |5 )

Figura 3.3: Representagio gréfica de uma porta quintica

Um tipo cspecial de portas guénticas sao as chamadas de portas controla-
das: nestas portas tem-se um qubit de controle que determina sc a operagio
sobre os outros qubits ¢ ou néo realizada. Um cxemplo destas portas é a
chamada porte de negacdo controlada:

X, = (3.34)

=D O
SO o= D
_ 0 OO
Lo T L s T ol
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As transformacdes realizadas por csta porta sdo:

X 00) s |00}
|01} — [01)
|10} — |11}
).

111 — |10 (3.35)

Note que o scgundo qubit é negado somente se o primeiro qubit é [1). Se
o primeiro qubit ¢ |0) ndo sc realiza nenbuma operagio. A representagao
arifica da porta X, &

|z}

1Y) & lzay)

Figura 3.4: Representacéo grifica da porta X

Em geral, a representacio grifica das portas U-controladas &

|z} T |z}

| ) | 5y}
: - :

| U, ) S >

e

F tgura 3.5: Representagio grifica de uma porta U-controlada

Definigao 3.2 {Circuito quantico). Um circuito quantico € uma colegdo
{finita) de portas quintices conectades aciclicamente. O tamanho e a pro-
fundidade do circusto fazem referéncie ao nimers de nds e @ profundidade
do grafo de conesdo subjacente (cf. [51, p. 83]).

Devido ao fato de que nao cxistem realmente cabos quanticos, as portas
sc concetam compartilhando o qubit fisico, por meio de uma interacio de
campo ou por outro meio fisico {cf. [51, p. 83, nota de rodapd]).

Diferentemente dos circuitos légicos cldssicos, onde as operacocs de fa-
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ninl' ¢ fanout'® sio peritidas, nos circuitos quanticos cstas operagdes nao
sao permitidas. A primeira por ser uma operagao ndo reversivel. ¢ a scgunda
pelo Teorema de néo clonagdo (cf. [73. p. 312)):

Teorema 3.1. Nao existe wma transformacdo unitdria que copie ou clone
qubits arbitrdrios. isto €, ndo eriste transformacdo unitdric U tal que
U(la0)) =laa) pare todo |a).

Demonstragdo. Suponha que existe uma transformacio unitéria U7 tal que
U(la0)) = laa} para todo |a). Scjam ja) ¢ |b} dois cstados ortogonais
(podem scr tomnados como basc para o espago dos qubits}. Pela definicdo
de U, temese que U(|al}) = |aa} ¢ U{[B0)) = |bb). Considere |¢) =
“5(la) +[8)), por lincaridade:

G(1e0) === (Ula) +U[b))
%Uaa) + | &b ). (3.3G)
Alas, pela definigdo de U
U(|ed)) =ee) = %ﬂau) + |aby + |ba) + | BB)), {3.37)
O qual contradiz o resultado obtide anteriormente. J

Medigdes cm passos intermdédios sdo as vezes realizadas nos circuitos
quénticos, ¢ os resultados sfo usados para controlar cutras portas. Con-
tudo. cstas medigdes podem scr subsituidas por portas quénticas controla-
das. postergando-sc a medigao para o final do cireunito ¢ obtendo-sc o mesmo
resultado (ef. [24, p. 186] e {51, p. 89)).

3.3.1 Paralelismo quintico

Scja f: {0,1}™ — {0.1}™ uma fungée qualquer c scja Uy a porta quantica tal
que Uz Jz,y) — |z, 9% f(x)) (Figura 3.6).1% O registro |z} 6 chamado de

'"Unido de duas conexdes em uma s6. contendo a disjungio do conteddo das duas
conexces.

"Divisio de uma conexdo em virias, cada uma contendo uma copia do contetido da
conexdo inicial.

YPara toda fungio f: {0.1}1*7™ — {0.11™ a fungio fo: {0.1}" — {0,137 tal que
fo(w. O} = (&, f(z]) € reversivel, portanto. pude ser construide Uy (cf. [71. Cap. 8]).
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43 CIRCUITOS QUANTICOS

registro de entrada c o registro |y ) ¢ chamado de registro de seida. Tomando-
sc [y ) =]0) o registro de saida depois de aplicar £7¢ ¢ precisaniente f{z}).

e |z}
Uys

fy) |y Flz))

Figura. 3.6: Porta légica para uma fungao f. onde 'z} e |y} sho registros de noe m qubits,
respecl ivanente

Tendo-se como cntrada |z ) uma superposigio de todos os estados base.
devido & lincaridade de Uy, com uma inica aplicacdo da porta Uy obtém-sc
como salda uma supcrposicio das cntradas ¢ dos respectives resultados de
S(x). Ou scia, f ¢ avaliada simulténcamente sobre 27 valores. A isso ¢ ao
quc sc chama de parelelismo gqudntico para o caso dos circuitos quénticos.

Mais formalmente, para o estado superposto: 2

an_1

|2) = \/% S ), (3.38)
=0

tem-se que {lembrando que |7,y ) representa o produto tensorial |x) 6% |y},
cf. Definicdo B.25):

an_1
Up(| 2,9)) = Uy (\/2_ S |z‘,y>)
- i=0

.
= Uslliy))
rzg sy
= = 2 i i) (3.39)
=0

Note que n qubits permitem trabalhar simultincamente sobre 27 estados,
¢ portanto obtém-sc um incremento exponencial no paralelismo com um

10 estado superposto da cquacio 3.38 pode se obter aplicando a porta FT {eq. 3.31)
individualmente sobre n qubits | 0). segundo a equagio:

HO) s HIOR...@ H|0) =
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incremento lincar no mimero de qubits. Lamentavelmente, de acordo com
as leis da mecdnica quéntica, ao completar a medicio somente uma das
superposigocs & obtida, ¢ as demais sfo inexoravelmente perdidas.

Para sc obter algoritimos quinticos eficientes, normalmente calculs-sc al-
guma fungdo f tirando proveito do paralelismo quantico ¢ (antes de realizar
a medigao) amplificam-se os valores f(z} de interessc para a solucio do
problema através da aplicagdo de transforinacées nnitdrias adequadas. ou
usa-s¢ a supcrposigdo de todos os valores de f(z) para determinar alguma
propricdade comum de f. De certa forma, a chave da programacio de com-
putadores quénticos consiste na tarcfa dc sc descobrir tais transiormacdcs
unitdrias (isto €, de sc definir portas quénticas) convenicntes.

Como cxemplo, considere o circuito apresentado na scguinte figura (ver
(73, p. 317]):

o) —{ & |z)

l0) — H fy)

|0} [z Ay)

I P

ldo} L) 1dn)
Figura 3.7 Exerplo de paralelismo quéntico
onde ¢é usada a porta 7' dc Toffoli {ou negagdo duplamente controlada):

lz) ————— |z}

ly) ——— |y)

jz) ——— {28 (zAy))

Figura 3.8: Porta de Toffoli

Notcquesc [z)=|0)entho |z@{zny))=lary)

Os estados | ) que aparccem cm baixo do circuito (Figura 3.7} servern
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para descrever os passos da computacdo, assim: a entrada do circuito ¢
| o) = [000). (3.40)

Dcpois dc aplicar as primeiras duas portas de Hadawmard obtém-sc a super-
posicao de todos os possivels valores de |2 ¢ |y ), junto com o valor |0}
para | z }, isto ¢
|v1) = H|0) & H|0) &[0)
1 1
=—{[0)+]1}))® —
\/g(f y+11)) 7

= 2(000) + [010) + ] 100) +| 110)). (3.41)

(10) + 1)) =[0)

Depois de aplicar T a tal superposigao obtém-sc:

= T(é(jooo} + 010 + | 100} + |110)})

= Y 000)) + TQO10Y) + T 100)) + T( 110}))

—

| wa

(J000Y +]0610) +]100) + | 111)). (3.42)

[SR R sl S

A superposicio obtida podce scr vista come a tabela de verdade da conjuncéo.
Ao fazer a medi¢do {cm qualquer ordem) obtém-sc uma das linhas da tabcla
da conjuncao, perdendo as outras irreversivelmente.

3.3.2 Problema de Deutsch e problema de Deutsch-Jozsa

Scja f: {0.1} — {0.1} uma fungdo qualquer. Se diz que f ¢ constante
sc f(0) = f(1) ou ¢ balanceada se f(0) = f(1}. O chamado dc problema
de Devisch consiste em determinar, com uma dnica avaliacdo de f.sc f é
constante ou balanceada. Classicamente é claro que sc necessita avaliar a
funcdo f duas vezes (para o valor ¢ para o valor 1) para determinar se f
¢ constante ou balanceada. Quanticamente, aproveitando-sc do paralclismo
quantico. poden-se obter f(0) ¢ f(1) simultancamente, mediantc uma nica
aplicagio de L. ¢ aproveitar a superposigfo dos resultados para determinar
sc f ¢ constante ou balanccada.

A solugdo inicial do problema de Deutsch cra do tipo probabilistico (cf.
[36]). A solugio dcterministica ¢ devida a Cleve, Ekert, Macchiavello ¢
Mosca (cf. [27]). A solugio deterministica ¢ dada pelo circuito quantico
scguinte:
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[0} H H
Uy

|1y — H

l

[ ) |41} |4 |wg)

Figura 3.9: Cirenito quéantico para resolver o problema de Deutscli

A cntrada do circuito &
|49 ) = [O1}. (3.43)

Depois de sc aplicar as primeiras duas portas de Hadamard. obtém-se o
cstado superposto:

[¢1) = H|0) @ H]1)

! oL 1oy 1
- |50+ e [0y - 11|
= 2 10300) = [1) +11)(10) = [1))]. (3.41)

Aplicando-sc a porta Uy ao cstado |4 ), a funcéo f ¢ aplicada simultanca-
mente sobre cada urm dos clementos do cstado superposto, obtendo-se:

) =05 (3 10)10) ~ 11+ 11)10) = 1))
103100 £(0)) = |1@ £0))) + 1110 D F(1)) — 12 £1))]

[(=D/@10)(0) — 1)+ =110y - [1)] . (3.45)

BI| = D =

Ou sgja:
=[00r+ 1)) e [0y~ 1n] sero = s
|¢2) = (3.46)
£ 500 -] @ [FH00) = 110)] se £0) £ 10,
Aplicando-sc a porta dc Hadamard final, obtém-se:
£{0) [ (10} —11)]  se 5(0) = f(1),
|4y} = (3.47)
£1) [0 =110 se £(0) # 7(1)
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Ao fazer uma medigio sobre o primeiro qubit de |y} obtém-se 0 {com
probabilidade 1} se f(0} = f{1) {isto ¢, conclui-sc que f ¢ constante). ¢
obtém-sc 1 (com probabilidade 1) s¢ F(0) £ f(1) (isto & conclui-se que f
¢ balanccada}. Note que o algoritmo ¢ deterministico, ¢ efetua-sc somente
uma aplicagao de Uy.

A generalizagdo do problema de Deutsch para fungdes f: {0,1}" —
{0.1}. onde f ébalanccada sc f{z) = 0 para a mctade dos valores z € {0,1}"
e f{r) =1 para a outra metadc dos valores x, ¢ onde parte-se da premissa
de que f ¢ halanceada ou constante. ¢ o chamado de problema de Deutsch-
Jozsa (ver [39]). A solugdo deste problema ¢ uma generalizacdo natural
do algoritmo anterior. O circuito quéntico para resolver o problema de
Deutsch-Jozsa é:

[ 0 ‘)'8”' //n HEn /'n H®n }"
U

[1) H

{0} fain ) ¥z} [

Figura 3.10: Circuito quantico para resolver o problema de Deutsch-Jozsa

< representa a aplicagio do produto tensorial m vezes. A entrada do
circuito ¢é:

|0} = [0)%"|1). (3.48)
Depois de aplicar as primeiras portas de Hadamard obtém-se o cstado su-

peorposto:

. jz) | [1 } .
Ay — = =<0y = 1% . 3.40
|51 Z = V@-(l y=11) (3.49)
Ic{o.l}"
Aplicaido-sc a porta Uy ao cstado |¥), a fungdo f ¢ aplicada si-
multancamente sobre cada um dos clementos do estado superposto, obtendo-
50:

) = (-1/F}z) F_ ) - } 3
|L’2.-" IE%P' \/2_71 ® \/§(|0; fl)) . (300)

Aplicando agora as portas de Hadamard do final do circuito obtém-sc:
21 x-z+,f(f-)| 2

B D I e CIE T LIEE ) FCE

ze {01} zg{D.1}7
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onde x - 2 representa o produto interno (bit a bit) de = ¢ 2. médulo 2. isto

é:
xrz={rAn)S{ra At e, B, Az (3.52)

onde x; representa o i-ésimo bit de x ¢ S representa a suma bindria. Se f for
constante, em (3.51) a amplitude de probabilidade para o clemento |0)%"
da superposigic scrd 1 ou —1 (dependendo do valor constante de f). a
amplitude de probabilidade dos outros clementos da basce serdo 0, portanto.
sc ao sc fazer a medicio sc obtém o valor ¢ para os n qubits. conclui-sc
que f ¢ constante. Se f for balanccada, canceclam-se os valores positivos o
negatives que contribucm para a amplitude de probabilidade do clemento
|0)®7", dando amplitudc de probabilidade 0 para tal clemento: portanto, sc
ao sc fazer a medigao dos n qubits sc obtém pelo menos wmn valor difcrente
de U conclui-se que f ¢ balanccada.

O circuito quéntico acima apresentado resolve o problema de Deutsch-
Jozsa de mancira deterministica, efetuando uma Unica aplicagao de Uy, cn-
quanto para o caso cléssico ¢ necessério (no pior caso) 2”1+ 1 execugdes de
f para asscgurar quc f ¢é constante ou balanceada {deve-se caleular f com
diferentes entradas até encontrar dos valores diferentes ou até calcular a me-
tade dos valores mais um). Como a complexidade de um algoritmo ¢ medida
pela complexidade do pior caso, a solugdo cldssica deterministica para de-
terminar se f ¢ balancecada ou ndo tem complexidade exponencial. engnanto
o algeritmo quintice para solucionar o mesmo problema tem complexidade
polinomial.

3.3.3 Universalidade

D¢ maneira similar a existéneia de conjuntos de portas cldssicas universais.
05 quals sdo conjuntos dc portas classicas tais que qualquer funcéo cldssica
pode scr calculada por um circuito cldssico contendo somente portas desse
conjunto. existem também conjunios de porias quanticas universais, 0s quals
sao conjuntos de portas quanticas tais que qualquer transformacdo unitdria
pode ser aproximada com precisao arbitrdria por um circnito quéntico con-
tendo somente portas desse copjunto (cf. [24, p. 188]). Notc qgue no caso
dos circuitos quénticos exige-s¢ somente uma “aproximacdo” com precisao
arbitréria, pclo fato de o conjunto de transformagoes ser um conjunto con-
tinuo.
Existem multiplos conjuntos de portas quénticas universals, cntre eles:

» A porta X, {on negagio controlada, cq. 3.34) junto com todas as por-
tas de um unico qubit. Este conjunto permite caleular com exatidio
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gualquer transformacdo unitdria {vor [24, Se¢. 4.5.2]). Realmente, s
sc necessita das portas de um tinico qubit da forma Ry (¢} ¢ R.(7) {eq-
3.33) (ver [3. lema 4.1]). Note que este conjunto de portas ¢ continuo.

s Ag portas de Hadamard {(cq. 3.31), fase {denotada por S} X, (cq.
3.34) ¢ w/8 (denotada por T). onde:

3:{1 9}‘3":[1 J } (3.53)

0 i 0 v/

Este conjunto permite aproximar com precisdo arbitrdria qualquer
transformacdo unitéria (ver [24, Seq. 4.5.3]).

.

A questao da universalidade ¢ importante quando se pretende cstu-
dar formalmente a questdo da simulagio do modelo de circuitos quanticos
através de outros modclos de computagio. No presente trabalho somente
conseguer-sc simular alguns algoritmos quinticos (construides usando o mo-
delo de CQs) através do modelo de MTPs ¢ mostram-sc algumas restrigdes
do modelo de MTPs na simulacdo de algoritmos quénticos {ver Capitulo 4}.
Um dos problemas que sc pretende estudar em pesquisa futura ¢ investigar
a proposta dos circuitos paraconsistente a partir do enfoque do cdiculo de
polinémios introduzida em [19]; a partir da concepg¢do de circuitos paracon-
sistentes pretende-se simular o modelo de circuitos quanticos. Essa questio
serd retomada no capitulo de consideragoes finais.

§1



Capitulo 4

Interpretacao quantica da
computacao paraconsistente

Como descrito na introducao. superficialmente pode parceer cstranho tcn-
tar rclacionar os modelos de computagio quéntica ¢ o modelo de MTPs.
Poréin. algumas interpretagocs da mecanica quantica, cm particular a inter-
pretacio de Copenhagen ¢ a interpretacdo de miltiplos mundos, permitem
vislumbrar relagdes muito frutiferas cntre estes modelos de computacdo. No
presente capitulo. assumindo a interpretagho da operagac dos computadores
quénticos sugerida por David Deutsch cm [36], mostra-sc como, pelo menos
cin alguns casos, o paralclismo quantico pode ser simulado através do que
pode ser chamado dc “paralclismo paraconsistente”™. Na interpretagdo do
paralclismo guintico Deutsch langa méo da interpretagao de multiplos mun-
dos da mecénica quantica, assumindo a cocxistencia dos estados superpostos
no processo de computacdo. A idéia na simulagio do paraiclismo quantico
¢ simular a cocxistencia dos estados supcerpostos atavés da multiplicidade
(ou cxisténcia simultdnca) dc estados, posigdes ¢ siinbolos na configuragéo
das MTPs. Estas idéias scrio tratadas na Secdo 4.1, construindo MTPs
que simulamn os circuttos quénticos que resolvem os chamados “problema
de Deuntsch® ¢ “problema de Deutsch-Jozsa” (ver Segao 3.3.2). Estes sdo
problemas bastante simples, mas para os quais ndo existe solugao classica
deterministica dentro das condigdes de eficiéneia cxigidas.

Lembrando a definicio do modeclo de MTQs (Capitulo 3, Secao 3.2) ¢ in-
terpretando a superposicao de configuragdes de tal modelo come a existéncia
simultanca de muiitiplos simbolos em diferontes posigoes da fita, miltiplos
cstados ¢ multiplas posi¢des da méquira, o modelo de MTPs pode ser pen-
sado como um modclo simplificado de MTQs, onde as probabilidades sao
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climinadas ¢ as difcrentes configuracées sc misturam. Deste modo. algumas
computagoes cm MTQs podem ser simuladas através de MTPs de wancira
mais ou menos natural. Contudo. como mostrado na Segao 4.2. através do
modelo de MTPs definido ndo ¢ possivel simular, de mancira adcquada, a
superposicac de cstados ¢ om particular os estado emaranhados. conceitos
chave nos modelos de computagdo quantica. Portanto. propocm-se alsumas
comjeturas sobre como pode ser modificado o modelo de MTPs para que se
possa obter wma simulagde mais adequada de tais conceitos.

4.1 Uma solugdo do problema de Deutsch e do
problema de Deutsch-Jozsa usando MTPs

No circuito quéntico usado para resolver o problema de Deutsch {secdo
3.3.2} inicialmente obtém-se uma superposicio de cstados usando portas
de Hadamard. Bm scguida, sobre tal superposicao é aplicada a porta Uy,
aproveitando-sc do paralelismo quéntico para sc calcular a funcso f para
os valores 0 ¢ 1 simultdncamente, de tal mancira gue, aplicando de novo a
porta de Hadamard sobre o primeiro qubit da safda, obtém-sc o qubit |0}
sc f for constante, ou o qubit |1} sc f for balanccada. Uma forma similar
deste procedimento pode scr simulado & partir do conceito de MTPs. como
deserito a seguir:
Scja M uma MTP com as instrugdes:

=ql0g, ia=glle, ia=gq0f(0)g, is=g1f(1)g,
=307 0qy, 45=931°0qs i7=g31"1qq

Para a scqiiéncia de entrada n = 1, no instante de tempo { = 0 2 mdquina
M cexecuta simultdncamente as instrucdes 4 ¢ is, escrevendo os simbolos 0 ¢
1 na posicao 0 da fita. ¢ passando ao cstado gs. Isto é andlogo a superposicdo
de cstados obtida inicialmente na solugio por mecio de circuitos quanticos.
Em tal configuragio (instante £ = 1) M exccuta simultincamente as ins-
trugoes 13 ¢ i4, dando como resultado a computacio simultanca de F(0) cde
J(1), dc mancira ansloga ao calculado pcla porta U na solugdo por meio
de circuitos quénticos. Dependendo de se f for constante ou balanceada. no
instante ¢ = 2 a posigao 0 da fita vai conter um tinico sfmbolo {que pode
scr O ou 1) ou conter ambos os sfmbolos (0 ¢ 1), respectivamente. Alén
disso, M val passar ao estado ¢3. Em tal configuracéo (instante ¢ — 2] M
executard uma das instrugbes iz ou ig se o simbolo que estd lendoe for inico,
ou a Instrugao i7 s¢ estiver lendo multiplos stmbolos. Portanto. M péra {no
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instante £ = 4) no cstado gq ¢ apresenta saida 0 se f for constante, ou no
cstado gy apresentando saida 1 se f for balanccada., A computagdo de M
para o caso particular cm que f(0) = f(1) = 1 ¢ reprosentada na Figura 4.1.

=0 o)
{0} [ {0} ] {1} | {0} ] {0} | -
1(, I«,) B {@ } 1
. {0} | {0} J{O 1} {o} [ {0} | ...
tzQ{Id 14) - {QS} L
- {0} | {0} | {1} | {0} ] {0} K&
=3(1(,) oo {94} 1
[0} [ {03 ] {0} [ {0y [{or ]~
-2 -1 1] T 2

Figura 4.1: Computagio do probiera de Deutsch numa MTP para f{0) = f(1) =1

A generalizacao da MTP M para solucicnar o preblema de Deutsch-
Jozsa obtém-sc alterando a seqiliéneia de entrada ‘1' por uma seqiiéncia de
n simbolos ‘1%, Além disso. substituem-se as instrugdes 2, ¢ {9, usadas para
simular a geracio da superposigao de cstados, pelas instrugdes:

i1 =g; 10 gs. io=q1 11gs. ia=mq 1 Raq,
i1 =q1 0L gs. is=g3lLag, is = q3 0° R g4

Note que as instrugées i1, i ¢ 73 s30 as mesmas do Exemplo 2.2 com sq = 0
¢ 51 = 1: a Figura 2.3 mostra como vai-se simulando a superposicio de esta-
dos. Essa computagio ¢ realizada em n passos, coincidinde com o nimero de
portas quanticas utilizadas para criar a superposicio dos n qubits na solucie
do problema de Deutsch-Jozsa com CQs (segao 3.3.2).1 As instrucdes 4. is
¢ ig voltam ao comego da seqiiénela de simbolos “superpostos™ para comegar
a computagdo da fun¢do f. Em lugar das instrugdes i3 ¢ 7y da MTP quc
resolve o problema de Deutsch, na MTP M para solucionar o problema de
Deutsch-Jozsa supde-se que M calcula f com as instrugdes ir a 4,. ¢ que

'A complexidade de wn algoritmo quantico. otilizando CQs. & medida pelo mimero de
portas utilizadas.
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tais instrugdes apresentam o resultado na casa seguinte ao fim da scqliéncia
de entrada. Como na seqiéneia de entrada encontram-se cstados “superpos-
tos”. todas as possivels computagdes de f sao realizadas simultdncamente.
dando como resultado um dnico simbolo (que pode ser 0 ou 1) se f for cons-
tante, ou resultados simultdneos 0 ¢ 1 se f for balanccada. As instrugoes is.
ig ¢ i7 da MTP quc resolve o problema de Deutsch, usadas para determinar
se f ¢ constante ou balanccada, de acordo com os resultados da computagio
simultdnca de f, continuam iguais na MTP M que soluciona o problema de
Deutsch-Jozsa, com a diferenca que agora vao sor as instrugoes tp41, inta ©
ine3 Tospectivamente {deve-sc ter em conta que o cstado ¢s deve ser trocado
pclo cstado cm que terminou a computagdo de f ¢ guce o cstado gz dove
ser trocado por um cstado que ndo tcrha sido usado). Tomando-sc como
resultado da computagio a scqiéneia de simbolos nac vazios {cousiderando
0 como o simboelo vazio} que tem inicio na posi¢do cm que a méaquina para
{tal como definido por exemplo em {42] ou [21]), o resultado da computagio
val scr 0 se f for constante, ou 1 s¢ f for balanccada.

Para ilustrar a solugéo proposta no paragrafo anterier para solucionar o
problema de Deutsch-Jozsa por meio de MTPs, scja f: {0,112 — {0.1} tal
que f{z.y) = 2 Ty, onde ¢ representa a suma bindria. As instrucdes da
ATP M para caleular f sao:

ir=q0Rg, w=@ulRg  w=glHg inw=g¢glHRqg.
1 =gg0Rge. tia=gs 1l Raqun, t13=¢:00qu1. 714 =¢s01gn,
i3 =99 01qgn, te=qo00aq,.
As instrucdes is, ig ¢ ¢7 da MTP que resolvem o problema de Deutsch scrao
cntdo as instrugdes ii7. é1g € i1g do M, respectivamente. A computagio de

M para a seqiiéneia de entrada indicada n = 1 1, ¢ descrita pela seqgiiéneia
de descrigdes instantdncas ag, oy, ..., ajp onde:

ag = {a H{1}{1}:

o1 ={g}H0, LH{a {1} (d. iz 48);

op = {0, 1}{g2}H{0. 1H{q1 H{O}, (i1,92-43):
ag = {0,1}{ga}{0. 1H{0}. (2);

as = {gz:}{0, 1H{0, IH{O}, (is):

a5 = {g3}{0}{0. 1}{0, 1 {0}, (s):

ag = {0}{ga}{0-1}{0, 1}{0}, (is):

a7 = {0}{0. 1}{gs. g 0. 1O}, (é7.is):

d
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ey = {0H0. 110, 1}{g7.95. g0, 10 }{0}. {ig.f10-113. 12}t
g = {0}{01}{01}{@11}{01} {’513:514,1'15,3'15};
a0 = {0H{0. 1H0. 1{q12 }{1}. (dre).

4.2 Restrigoes das MTPs na simulacao de algorit-
mos quanticos

Mesmo que para alguns casos o paralclismo quéntico possa scr simulado
por meio das MTPs. como mostrado na segdo anterior, o modelo de MTPs
definido ndo permite uma simulacio adequada do conceito quantico de su-
perposigao de cstados. ¢ em particular do conceito de estado cmaranhado,
conceitos cstes. como mencionado, que s@o ¢sscnclais na construgdo de al-
goritmos quinticos eficientes. Para facilitar a explicagio deste ponto vamos
nos restringir & um sistema quéntico de dois qubits (um 2-qubit). E conve-
nicnte lembrar, a partir da equacio (3.11), que o estado geral de um 2-qubit
¢ da forma |¥) = ap|00} + @101} + ag| 10} + @3] 113, onde agp.. ., a3
5340 numeros complexos ¢ | Ty ) representa o produto tensorial [z} @ |y). O
conceito de superposicao de estados afirma que um sistema quéntico pode
se cncontrar em qualquer combinagio lincar de scus cstados base, o quc
podc ser interpretado fisicamente como a cocxisténcla de tais cstados (note
que. para gue cste fendmeno faga sentido, ¢ conveniente apclar para inter-
pretagoes inflaciondrias tais como as do tipo “muiltiplos mundos™ (cf. [82])).
Para um 2-qubit a supcrposi¢ao dc cstados estd representada pela equacido
envolvendo 4} acima. Como ja foi dito no capitulo 3, os fatores o, da
equagao acima para |4 ), sdo chamados dec amplitudes de probabilidade. O
estado | ¥} pode ser interpretado entdo como a coexistdneia dos cstados
com amplitude de probabilidade diferente de 0. As amplitudes de probabi-
lidade podem ser pensadas como “pesos” guce sc dao a cada um dos cstados
cocxistentes. Ao contraric do modelo para computagio quéantica onde as
amplitudes ¢ probabilidade tém sentido, o modcle de MTPs ndo lova tais
pesos om conta; clitwinando-se mencéo a tals pesos, a cocxisténcia dos csta-
dos nas MTPs deve ser vista como a oxisténeia simultanca equalitaria desses
muiltiplos cstados. I cssa a intnig¢do usada na simulacdo dos algoritmos para
solucionar os problemas de Deutsch e de Deuntsch-Jozsa por meio de MTPs
isecdo anterior).

Considerando-sc uma MTP M = (@, Z. M, 1), com Q = {q1, o} ¢ & =
{s0, 4, }. para a situacao particular cm que M, no instante de tempo t ¢ na
posi¢ao z. s¢ encontra simultdncamente nos cstados g1 ¢ ga ¢ com os simbolos
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S ¢ &1 sobre essa posicao da fita {como representado na Figura 4.2). pode-
SC pensar quc csta situagho estd simulando uma superposicdo | o) de dois
qubits tal que a; # 0 para todo 0 < ¢ < 3. O primcire qubit representa o
estado da mdquina no sentido de Turing (o estado quantico |0 representa
o ostade g; da maquina ¢ o cstado quéintico |1} representa o ostado ¢z da
mAaquina) enguanto o segundo qubit representa o simbolo nessa posicao da
fita {0 cstado quantico |0} representa o simbolo s ¢ o estado quéntico |1}
representa ¢ ¢stado s1). Para a situagio cm que M se cncontra no cstado

L{G’I:QE}
{SU=51}

T

Figura 4.2: Superposicao de estados € simbolos numa MTFP

g1 somente (isto ¢, nao aprescnta multiplicade dc cstados), mas estd lendo
simultancamente os simbolos sy ¢ 1, as superposicoes | v ) correspondentes
scrao aquclas onde ap = a3 = 0, &g # 0 ¢ a1 # 0. As supcrposicocs
[1) com eg = a1 = 0, a3 3£ 0 ¢ &g # 0 vao corresponder a situacdo em
que M sc encontra somente no cstado gz mas lendo simultancamente os
simbolos sy ¢ 51. Assim, pode-sc continuar relacionando alguns cstados | ')
a situagoes da MTP M, mas ncm para todo estado | ) existe uma situagao
de M que a corresponda de maneira adequada a |4 }. Por excmplo, para
o cstado cmaranhado [#) = %U 00) +|11}) nfo cxiste uma configuracio
de M que simule | ¥ ) de mancira adequada. Para que uma configuragio de
M possa adequadamente simular a situagio de dependéncia ontre os dois
qubits cm cstado emaranhado |+ ), M deve estar munida de uma relacio
cntre o cstado g1 © o simbolo &g, ¢ entre o estado ¢» ¢ o sfmbolo 5. ¢
somentc cssas relagdes devem se verificar entre esses estados ¢ simbolos (ver
Figura 4.3}. Isso nao ¢ possivel ocorrer com o modelo de MTPs definido,
pois cm tal modelo os resultados da execugdo de diferentes instrucdes sc
misturam indiscriminadamentc, tal como cxplicado na segao 2.2.3 (segundo
paragrafo). Contudo, 0 modclo de MTPs “néo adjuntive”. proposto tamhém
na Se¢do 2.2.3 {scgundo pardgrafo) sc coloca come um outro modelo possivel
de MTPS, que pode ser definide partindo-se de uma ldgica paraconsistente
nao adjuntiva cm lugar de LFEL™. Este parcce ser um modclo mais adequado
para simular estados emaranhados, mas o cstudo de suas potencialidades o
caracteristicas ainda permancee uma questdo a ser investigada (ver também
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o capitulo de consideragdes finais).

{g1.q2}
L/

{5057}

T

Figura 4.3: Estades e simbolos “emaranhados” numa MTP
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Consideracoes finais

Na elaboracao de uma dissertagao, tese, ou trabalhe de pesquisa {como e
muitos outros labores), tem-sc muitas vezes a sensagdo de que nunca s¢ val
conseguir chegar a uma vorsdo flual, a wn produto totalmente terminado ¢
aprescentdavel. De tal sensagdo ndo sc conscguiu, nem s¢ pretendeu. escapar
no presente trabalho. Por isso. neste capitulo, cm lugar de aprescntar con-
clusbes definitivas a respeito do trabalho realizade (atividade cssa de bom
grado deixada ao leitor), preferiu-se apresentar perguntas. questoes abertas
o idédias de trabalhos futuros que surgiram na rcalizacdo desta dissertagio
¢ que por questdes de tompo ou simplesmentc por ndo sc ter ainda uma
resposta satisfatdria, ndo foram melhor desenvolvidos.

Tentando alcangar a pretensae de simular algoritmos quénticos por meio
de “algoritmos paraconsistentes”, simulando as caracteristicas essenciais
da computagio quéntica de modo a proservar a eficiéneia dos algoritmos
quintices, mostrou-sc na Segdo 4.2 que o modelo de MTPs aqui definido
ndo permite uma simmlagéo adequada do conceito quéntico de superposicédo
tle cstados. ¢ em particular do conceito de cstade cmaranhado, conceito os-
scncial na construgao de aelgoritnos quanticos eficientes. O que néo faz do
modelo de MTPs aqui desenvolvido um mau medclo, ou um moedclo desin-
teressante: 86 faz dele um modclo n3o adequado para a plenitude de tal
pretenszo.  Contudo, como também fol descrito na Segdo 4.2, é possivel
se definir um nove modclo de MTPs, scguinde o mesmo procedimento de
axiomatizacio, substituicio da ldgica subjacente ¢ definigdo do modelo, mas
usando uma logica paraconsistente ndo-adjuntiva cm lugar de LFIT*. Neste
nove modclo ¢ de se csperar que os resultados da execucdo simultdnca de
difcrentes instrugdes permanecgam separados, devido 4 nac-adjuntividade da
légica de base, abrindo assim a possibilidade de simular o cntrelagamento
dos cstados emaranhados. Esta ¢ uma primeira idéia weritdria de ser de-
scnvolvida em trabalhos futuros.

Também na simulagio de estados cmaranhados, no papel que cstes de-
scmpenham nos algoritmos qudntices, podem sor uteis conceituagdes de
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scmanticas formais que sao bastante adequadas a ldgicas nao-clissicas cm
geral: a semdntica de traducdes possivels ¢ a semantica de mundos possiois.
A scmantica de tradugdes possiveis, introduzida por Walter Carniclli em {17]
¢ re-claborada em [18] (ver também [35]}, permite definir procedimentos de
decisio para algumas 16gicas nao vero-funcionais (em particular para légicas
paraconsistentes). traduzindo as férmulas da ldgica original em formulas de
légicas vero-funcionais, ¢ cstabelecendo a validade das formulas da légica ori-
ginal através da verificagao da validade das formulas traduzidas. Por ontro
lado, a scméntica de mundos possiveis, introduzida por Saul Kripke em [38] ¢
[59]. permite estabelecer a validade de uma férmula a partir de interpretacdes
cléssicas das férmulas em diferentes “mundos”, ¢ das relacdes de acessibili-
dade entre csses mundos. Por meio da seméntica de tradugdes possiveis. ou
da semantica dc mundos possivels, cxiste a possibilidade de sc interpretar
o miltiplo conteido de uma fits numa maquina de Turing paraconsistente
(assim como os miiltiplos estados ¢ posigdes) por micio de tradugies ou mun-
dos possiveis adequados, considerando-os como uma cole¢io de fitas com
contelido dnico (a fita com contendo muiltiplo pode sor vista como sc estiver
num cstado de superposigéo), abrindo assim outra possibilidade de sc pen-
sar na simulagao dc cstados emaranhados. Além do mais, do ponto de vista
cstritamente légico, o fato de que tanto a scmantica de mundos possiveis
quanto a scméntica de tradugdes possiveis scjam candidatos a interpretar
multiplos conteiidos de uma fita numa mdquina de Turing paraconsistente
faz pensar que ambos os enfoques semanticos scjam na verdade casos cspe-
cials de um arcabougo scmantico mais geral, ¢ que scria entéo apropriado
para a interpretacac de fendmenos quanticos.

Por outro lade, usando a idéia de edlculo de polinémios sugerida por
Walter Carnielli em [19], idéia csta que permite definir procedimentos de
prova ¢ dc decisdo para todas as l6gicas multivalentos finitdrias ¢ mesmo
para ccrtas légicas nao vero-funcionais, ¢ possivel se definir um modelo de
circuttos pareconsistente. O procedimento dc decisdo, obtido através do
caleulo de polinémios, consiste em traduzir [érmulas a polinémios ¢ reduzir
demenstragbes ao céleulo de zeros dos polindmios. Assim, podcmi-sc asso-
ciar polindmios (com varidveis adequadas} a portas paraconsisientes. As
saidas das portas estarao cntdo determinadas pelas solugdes dos polindmios
assoclados, ¢ a conexao de portas estard determinada por composicdo de
polindmios. De mancira similar ao que acontece no caso da computacio
quantica, ¢ possivcl que o modelo de cirenitos paraconsistentes resulte ser
mais simples para a coustrugdo de algoritmos, ¢ permita cstabelecor uma
relagao mals estreita entre computagio quéntica ¢ computagio paraconsis-
tongc.
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Uma outra questao que mereee ser mencionada diz respeito as relacoes
entre o probloma da parada de numa mdquina de Turing paraconsistente ¢ a
indecidibilidade da Iégica {paraconsistente) de primeira ordem sobre a qual
a maquina ¢ definida. O resultado que discutimos na Secio 1.2 do Capitulo 1
sobre a equivaléneia entre a indecidibilidade da légica de primeira ordem ¢
o problema da parada cm méquinas de Turing cldssicas pode muito natural-
mente ser ostendido para a logica LFIL® ¢ para as MTPs, ¢ possivelmente
para outras ldgicas ¢ outros modclos de computacac. Resultados desse tipo.
muito mais do que mma questdo matemdtica, seriam rclevantes cin nossa
proposta de abordar a computabilidade como dependente da légica.

Saindo um pouco do escopo da presente dissertacdo e entrando mais no
campo da computagdo quéntica propriamente. é importante ressaltar que,
cmbora sc tenham construido alguns algoritmos quanticos significativamente
mals rapidos do que scus correspondentes clissicos, ainda nao sao claras as
verdadeiras potencialidades da computacio quéantica (como reconhecido pelo
proprio Peter Shor em [77]). Portanto, ¢ de vital importéncia csclarecer o
papcl que desempenham as caracterfsticas reconhecidas como cssenciais da
computagdc quantica. tais como a supcerposicdo de ostados, o paralclismo
qudntico, 05 cstados cmaranhados ¢ a interferéncia quéntica na construcao
de algoritmos quanticos eficientes. Nesse sentido, uma boa fundamentacao
légica das caracteristicas mencionadas poderia permitir formular uma teoria
a respeito da esséncia dos algoritmos quinticos.

Sao virios os trabalhos ja disponiveis que perscguem a tentativa de fun-
damcentar as caracteristicas da computacao quéntica através da investigacio
da logica subjacente a tais modelos (ver por exemplo [41, 72, 32, 22, 52, 53,
5.6. 7))

Maria Luisa Dalla Chiara, Roberto Giuntini ¢ Roberto Leporini. defi-
ninde operadores ldgicos a partir de portas quanticas, definem cm [32] no-
vas légicas quénticas as quais chamam de ldgicas computacionais quéanticas
{LCQs) Nessas lgicas ¢ importante ressaltar a presenca do novo operador
légico /= (raiz quadrada da negacio), sugerido por David Deutsch, Ar-
tur Ekert ¢ Rossclla Lupacchini cm [38]. O comportamento do operador
v/ esté associado & operagio rcalizada pcla porta quantica v NOT, ondc
VNOT(VNOT(|))) = NOT(| ¢)) para todo qubit |}, Diferentemente
das chamadas légicas quénticas ortodoxas, bascadas nas idéias de Garrct
Birkhoff ¢ John von Ncumann em [12] {ondc as scntengas sio interpretadas
como subespagos fechados do espago de Hilbert associado ao sistema fisico
em cousideragao), nas LCQs as senteugas sao interpretadas como quantida-
ces de informacio, um tipo abstrato de objetos descrito no marco da teoria
da informacdo qudntica. Por mcio das LCQs pode-se fundamentar, ainda
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quc parciaimente (para alguns casos cspecificos). as nogdes de superposicao
quantica, a interferéncia quéantica c os cstados ecmaranhados (cf. (32]).

Sende os modclos de computagdo quéntica bascados nos principios da
mecanica quéntics, ¢ existindo logicas quénticas (ortodoxas). como a orio-
l6gica ¢ a logica quéantica orto-modular (ver [33]). bastante cstudadas ¢ que
possucm caracteristicas muito interessantes, uma pergunta natural é por
que nac s¢ tomar uma destas ldgicas para tentar construir um fundamento
légico das caracteristicas da computagdo quantica. De fato, um trabalho
neste sentido ja foi proposto por J.P. Rawling ¢ S.A. Sclesnick cm (72]. os
quais usamn a orto-ldgica ¢ a feoria de modelos associada ¢ fundamentamn.
também parcialmente. as nogdes de paralelismo quantico ¢ de interferéncia
quantica.

Além das légicas quinticas ortodoxas, cxistem varias outras 16gicas que
tentam dar um fundamcento légico aos fendmenos da mecénica quéntica.
entre clas a Idgice qudntica exdgena [62] ¢ a Idgica linear [49, 48]. A idéia
principal da légica quantica exdgena é considerar supcrposigdes de modclos
classicos {deixando-os intactos) como os modclos para a légica quéantica; tal
abordagem estd rclacionada & seméntica de tradugdes possiveis. Por outro
lado, em [50] Jean-Yves Girard apresenta uma interpretacac quantica de
uma partc da légica lincar (a qual chama de¢ perfeita) por meio de espagos
quinticos cocrentes. Na implicagdo lincar a premissa ¢ destruida quando
usada, ¢ este aspecto “perfeito” (como denomirado por Girard) coincide comn
uma. caracteristica csscncial dos fendmenos quanticos, onde uma wedicdo
podc alterar o cstado atual do sistema {30, p. 4]. A cste respeito. cabe aqui
ainda obscrvar quc um cstudo a respeito da seméantica de quantais ¢ do uso
mais abstrato de C*-algebras (na direcdo de [28]) em computacdo quantica
ainda estd para scr cxplorado. A légica quantica exdgena ¢ a ldgica lincar,
cm principio, também podem scr usadas para ofereecer um fundamento légico
para as caracteristicas da computagio quéntica.

Qutra possibilidade intcressante de trabalho a ser desenvolvido consiste
cntdo cm cstudar as légicas anteriormente mencionadas, ¢ cm procurar cn-
contrar uma melhor fundamentagéo lgica para as caracterfsticas da com-
putacdo quantica através de alguma légica adequada (possivelmente, uma
j& cxistente, on uma proposta com fins cspecificos).

No caso do presente trabalho, acreditamos que ainda que as MTPs {pelo
menos no particular medclo apresentado) ndo déem conta completamente
de todas as nuances dos fendmenos quinticos ¢ ndo possam, portanto. ¢x-
pressar todas cssas sutilezas da programacio de algortimos quanticos. tais
maquinas bascadas cm légicas paraconsistentcs cxpressam um importantc ¢
nove paradigma de computagao que permite manifestar caracteristicas re-
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levantes da computagio quéntica. Enfoques dessa naturcza sdo certamente
inflecntes nas questdes filosdficas que cuvolvemn os fendmenos quéntices, a in-
terpretacao da mecanica quéntica ¢ ainda mais diretarcente a interpretagao
dos modelos de computacio quénticos.



Apéndice A
Regras de deducao

Gentzen, no scu sistema de dedug@o natural {ver [47]), propde 8 regras de
dedugdo basicas para o caleulo proposicional cldssico. Para cada conce-
tor (=, A, V. —} define-se uma regra de “introdugdo” e uma rcgra de “cli-
minagao”: cstas regras apresentam-se nas Tabelas Al ¢ A2,

As 8 rogras bdsicas sdo suficientes para rcalizar qualguer deducdo
no calculo proposicicnal classico.  Porém, para siplificar as dcmons-
tragées, normalmente sdo usadas regras derivadas. Algumas regras derivadas
apresentam-se na tabela A3,

Para o calculo de predicados de primeira ordem adicionam-se regras que
permitem introduzir ¢ climinar quantificadares. Estas regras apresentam-se
na tahela A.4.
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APLNDICE A. REGRAS DE DEDUCAQ

Regras de introducéo

f

Regras de eliminacae

Implicago {(—)

II: Teorema de dedugéo

EL: Modus poncns

A
A— B
: A
B B
A— B
Conjuncio ()

1C: Adjungao

EC: Simplificacao

A AAnB AnB
B A i)
AANB
Disjuncio (v)
ID: Adicédo ED: Prova por casos
AvEB
A B 4

AvEB Av B

Tabela A.1: Regras bésicas para o calculo proposicional cldssico
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Tabcla A.2: Regras basicas para o calculo propesicional cldssico (cont.)

Regras de introducido

Regras de eliminagio

Negagao ()

IN: Redugac ao absurdo

EX: Dupla negagao

— A
[

LBA-B
- A

_|_|‘4
A

Silogismo hipotético

Silogismo disjuntivo

Av B
s
B

Conmutatividade da conjuncao ¢ da disjuncéo

L

AnB Av B
BnA BvA
Contraposicio Medus tollens
B — -4 -B

-A

Tabela A.3: Algumas regras derivadas para o céleulo proposicional classico
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APENDICE A, REGRAS DE BEDUCAC

Regras de introdugio

i Regras de¢ eliminagao

Generalizagdo universal

Instanciacao universal

_Pa
YxPr

Condigio: ‘e’ ndo deve ocorrer
¢m nenhum suposto prévio nao
cancclado.

VaolPx
Pa

Generalizagdo existencial

Instanciagéo existencial

Pua
SxPr

drlPzr
FPa

A

A
Condicdo: ‘e’ nfo deve ocorrer
em JxPx, nem em A, nem em

nenhum suposto prévio nao can-
celado.

Tabela A.4: Regras para o

calcule de predicados cldssico
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Apéndice B

Elementos de algebra linear

No presente apéndiee apresentam-se alguns elementos bésicos de dlgebra
lincar. com a intengho de tornar o presente trabalho auto-contido ¢ de evitar
ao letror nao iniciado a necessidade de consultar um livro de dlechra linear
para o cntendimento do capitulo 3.

Definicao B.1 {Corpo}. Um corpo € um conjunto C que contem pelo
menos dois elementos. munido de duas operagées bindrias: adicio (denotada
por +) e multiplicacdo {denotade por -}, tal que as operacées satisfazem as
propriedades:

I

Associetividade da adi¢do: pera todo a,b,c € C fem-se que (a+b)+c =
a+ {b+c}

. Eristénciu de identidede aditiva: existe um elemento em C, denotado

por 0. tal que a +0=0+a =a para todo a € .

Lristéncia de inverso aditive: para tode elemento @ € C existe um
elemento em C. denotado por —a, tal que a + {~a) = (—a) + a = 0.

Comutetividade da adigao: pare tedo a.b € C tem-se que a+b = b+a.

Associatividede da multiplicagdo: para todo a,b.c € C tem-se que
{a-b)-c=a-(b-e).

Eristéncia de identidade multiplicativa: eziste um elemento em C,
denotado por 1. tal quea-1 =1 a=qa pare todo a € C.

Eristéncin de inverse multiplicativo: pare todo clemento o € C, se
a # 0 entdo eziste um elemento em C, denotedo por a~'. tal que

a-al=a"l-a=1.
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APENDICE B. ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

8. Comnutatividade da multiplicacao: pora todo a.b € C tem-se quen-b =
b-a.

9. Distributividede: para todo a.b,c € C tem-se que (a+8)-c={a-¢) +
{b-c) equec-{a+b)={(c-a)+ (c-b).

Definigdo B.2 (Espago vetorial}. Seja C um corpo, cujos elementos
sergo chamados de “escalares™. Um espago vetorial sobre O € wr congunto
nao vazio V., cujos elementos serio chamados de “vetores”™, munido de duas
operacées: adicdo (denotada por +) e multiplicacdo por um escalar (deno-
tadn por justapesicde}. A adicdo atribui a cade par de vetores (1, v) € V'V
win vetor u+ v em V, enquanio o multiplicagdo por um escelar atribut a
cada par {a. 1) € O x V wm velor av em V. As operagées devern sutisfazer
as propriedades:

1. Associatividade do adicdo: para todo u,v.w € V tem-se gue {a+v)+
w=u+(v+w).
2. Comutatividade do adicdo: para todo u,v € V tem-se gue u+v =

v+ .

3. Erxisténcia de identidade aditive: existe um elemento em V', denotado
por 0, tel gueu+0=0+u=upara todouec V.

4. Ezisténcia de inverso aditivo: para fodo elemenio u € V emisie um
elemento em V, denctado por —u, tal que u+ (—u} = (—u)+u=0.

5. Propriedades da multiplicacio por um escalar: pora todos os escalares
a.b e C e para fodo vetor u,v € V tem-se que:
a{u+ v} = au+ av,
{a +b)ju = au + bu,
{abha = a{bu),
In=u.

Definicao B.3 (Subespago). Um subespago de um espago vetorial V' €
um subconjunto § de V' gque satisfuz as condi¢ées de espaco wetorial com
respeito 6s operacdes obtidas restringindo-se as operacdes de V a S.

Definicio B.4 (Combinagdo linear). Seja V um espago vetorial sobre o
corpo C; qualquer expressdo da forma:

ﬂ-lV]_ + ...+ nVn,
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onde a; € C' e vy € V para todo i, é chamada uma combinagio lincar dos
#elOTEs V1, ... . Vg,

Definicdo B.5 (Independéncia linear). Seja V' um espage vetorial sobre
o corpe C'. Um subconjunto ndo vazio de vetores S de V € difo incarmente

independente se para todo vy, ..., vy em S, tem-se que;
@1vVy + .. Fanvy =0 dmplica quea; = ... =a, =0,
com ay.....an € C. Se um subconjunio de vetores S de V ndio € linearmente

independente entdo € lincarmente dependente.

Definicao B.6 (Subespago gerado). Seja V um espaco wetorial sobre
o corpo {'. O subespaco gerado por um subconjunto de vetores S de V.
denotado por span(S)., é o conjunto de todas as combinagdes lineares de
vetores de S. [sto ¢é:

span(S) = {ayvi+... +apvnfa; € C.v; € S}

Definicao B.7 {Base}. Qualguer conjunio de vefores § de V' que sejo

linegrmente independente e gue gere V (isto € span(S) = V) ¢ chumado
uma hasc de V.

Pode-sc demonstrar que s¢ V' ¢ um cspago vetorial, todas as bascs de V
tém a mesma cardinalidade. Isso pormite definir a nocdo de dimensao de
nm espaco vetorial.

Definicdo B.8 (Dimensao). 4 cerdinalidade das bases de V € chamada
de dimensio do espaco.

A partir de agora. ¢ para simplificar as definicées, tratarcmos apcnas com
espacos votorials de dimensdo finita. Assim, “espaco vetorial” significars,
daqui cm diante. “cspago vetorial de dimensdo finita”. Pode sor provado
que. se V' ¢ um espago vetorial de dimensdo n sobre um corpo €, cntdo V ¢
isomorfo a C™ (o espaco vetorial de todos os vetores sobre € de comprimento

nj.

Definicao B.9 (Operador linear). Sejom V ¢ W espagos vetoriais sobre
o mesmo corpe C'. Um operador lincar € gualquer funcdo 4: V. — W tal

(e
T n
A (Z ﬂ@“i) = Za-fA(Ui),
=1 i=1
parg todo n > 1, todos os escalares a; € C e todos 65 vetores ;€ V.
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APENDICE B. ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

Definicio B.10 (Representagio matricial). Sejem 7 e W espagos ve-
toriais sabre o corpo C. e seja A: V — W um operador linear enire esses
espacos. Suponhe gque vi,....vm € uma base para V e que wq.. ... Wpn £
uma bose para W. Enido, para cade 7 = 1,. .., m, existem nimeros A1; € C
até Any € C tais que:

A(Vj) = Z A?j_fwi.
=]

A matriz cujas entradas sdo os valores A;; € chamada de represcntagdo
matricial do operador A. A representacio mairicial do operador A € com-
pletamente equivalente ao operador A.

No caso particular em que W = C cntdo a representagéo matricial de
um operador lincar 4: ¥V — C é dada por um vetor-linha de ¢'1x7,

Definigao B.11 (Transposta conjugada de uma matriz). 4 transposta
conjugada de uma matriz, cujos elementos sdGo mimeros complezos, € oblide
frocando linhas por colunas e calculendo a conjugada de cada elemento da
matriz." Formalmente, se A = (A;;) entdo a transposta conjugade de A € a
matriz AT = (Az).

Definicdo B.12 (Produto interno). Seje V' um espugo vetorial sobre o
corpo C. onde C =R ou € = L. Um produto interno em V' € uma funcéo
{09:V »x V — O com as seguintes propriedades:

1. Pare todo v € V tem-se que {v,v) > 0 e que {v,v) = 0 se ¢ somente
sev=10.

2. Para todo u,v,w € V ¢ para todo a, b € C tem-se que {(ru+ sv,w) =
r{u, w) + s{v,w).

3. Para todo u,v € V., se C = R entdo {u,v) = {v.u) ou s¢ C = C
entdo {u,v) = {v.u}.

Definicao B.13 (Espago de Hilbert complexo de dimensao finita).
LUm espago de Hilbert complexo de dimensao finita é um espace wetorial
sobre C com produto interno.

Para o caso de espugos de Hilbert de dimensao infinita existem alguimas
restricdes téenicas adicionais, que nfo necessitam ser apresentadas aqui.

"Todo nimero complexo ¢ pode ser escrito na forma a = & + bi. e sua conjugada & ¢
dade por ® = o — bi.
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Dado que um espago de Hilbert complexo de dimensao finita V' ¢, cm
particular, uni espago vetorial de dimensao finita sobre €. entde V ¢ isomorfo
a &% para algum n > 1. Neste texto somente trataremos de espagos de
Hilbert complexos de dimensao fiuita. Assim, a partir de agora usarcmos
“espaco de Hilbert” para nos referir a “espagos de Hilbert complexos de
dimens#o finita™.

Exemplo B.1 (Produto interno usual num espago de Hilbert). Seja
V' um espaco de Hilbert e sejam v, w vetores de V. g funcdo {-. 3V =V —
C tal gque {(v.w} = {viw)}, onde {v|w)} indica o produte mairictal da
transposta conjugada do wetor-coluna v (Definicdo B.11) pelo wvetor-coluna
w, £ um produte interno em V.

Qbservagdo: dado que V' € isomorfo a C" {pare algum n > 1) entdo podemos
supor que v e w sdo da forma v = {vy,...,va) e w = (151,...,w,) (pare

nimeros complexos v e w;). Logo, (viw) =31 Tw:.

Definicdo B.14 (Vetor dual). SeV € um espaco de Hilbert e v € V' entdo
o vctor dual de v € o operador linear v: V — C tal qgue ¥(w) = (v, w) pora
todo w € V.

Obscrve que, se V' temn dimenséo n¢ v € V entdo a representagdo matri-
cial de ¥ ¢ o vetor-coluna de C**! que corresponde 4 transposta conjugada
do vetor-linha v.

Definicao B.15 (Notagio de Dirac). Ne notacdo de Dirae:

1. Os wetores de um espaco de Hilbert V sdo denotados por |-}. e sdo
chamados de kets.

2. O produto interno de | vy com |w} € denotado por {v|w}.

3. Os vetores duais dos kets sdo denotados por {-|, e sdo chamados de
bras. Assim. o dual do vetor |v ) € denotado por {v|. e (v|{|w})} =
(v|w) para todo fw) e V.

4. Dados um ket |v) e um bra {w |, o produto externo de (v} com {w | é
o operador linear [vi{w |V =V tal gue {v){w|{|u)) ={w|u)lv}
pare todo vetor |[ub de V. Observe que {w|u)|v) denote o produto
do escalar {winu) pelo ket |v ).

Definicdo B.16 (Ortogonalidade). Sejo V' um espago vetorial com pro-
dute interno. Dois vetores u,v € V' sd¢ ortogonais se {u,v) = 0.
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Definicao B.17 (Norma). Seja V' um espace vetorial com produto interno
e v eV um vetor. A norina do vetor v estd definida por:

hvli = v/ (v, v).

Definicio B.18 (Vetor unitdrio). Sejo V um espuco vetorial com produto
wmterno e v € V um vetor, se diz gue v € um vetor mnitdrio se |vjl = 1.

Defini¢do B.19 (Base orto-normal). Seje V' um espaco vetorial com
produte interne. Uma basc orto-normal pare V' € uma bese onde todos o0s
elementos sGo unitdrios e onde todo par de elementos sie ortogonais.

Definicao B.20 {Auto-vetor, auto-valor e auto-espacgo). Seja A um
operador linear sobre um espaco vetorial V (A: V' — V). Um auto-vetor de
A € um vetor diferente de 0 tal que Av = vv, onde v ¢ gqualguer escalar.
Neste caso v € chamade o auto-valor correspondente ao auto-vetor v. 0
espago gerado pelos auto-vetores de A é chamado de auto-espago de A.

Definicao B.21 (Representagao diagonal). Seja V um espage de Hil-
bert. A representacdo diagonal de um operedor linear A: V. — V ¢ uma
representacéo da forma:
A= NN
1

onde 0§ vetores |1) forman um congunto orto-normal de auto-vetores de A,
com auto-valores correspondentes A;. Observe que |[i3{i): V —= V & um
operador linear (ver Definicdo B.15) para todo i.

Diz-se que um operador A ¢ diagonalizavcl se tem representacio diago-
nal.

Definicao B.22 (Operador adjunto). Seje A: V — V um operador binear
sobre um espaco de Hilbert V. Entdo existe um tinico aperador linear A*:
V — V tal que:

{Afu), v} = {u, A"(v})),

pare todo u,v € V. O operador A* é chamado operador adjunto de A.

Se (Ay) ¢ a representagdo matricial de A (ver Definicio B.10) catao
a representacdo madtricial de A™ é dada pela matriz transposta conjugada
{As;)" (ver Definicao B.11).

Definicao B.23 (Operador auto-adjunto ou Hermitiano). Um ope-
rador linear A: V' — V num espaco de Hilbert V' € chamado auto-adjunto
ou Hermitiano se seu operador edjunio € ele mesmo. isto &, sc A* = A,
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Definicao B.24 (Operador unitario). Um eperador linear 41 V — ¥
num espage de Hilbert V' € unitdrio se Ao 4* = I, onde “o7 representa «
composigio de operadores e *I'” representa a operador identidade sobre o
espaco de Hilbert V.

Definicao B.25 (Produto tensorial de duas matrizes}. O produto
tensorial de duas matrizes € usualmente chamado de produto de Kronecker.
Puara as matrizes u e v o produto tensorial € denotado por u S v ¢ € dodo
por

_U11'¢’11 Uitz ... Upot1] Ulmts

Uity Unve Upavar  Uiatiaes
UiV Ulav )

N2y = |21V oV _
Ut Uiz

Ugittar Uyt

Definigao B.26 (Produto tensorial de espacos vetoriais). O produto
tensorial de espagos vetorials € um conceito titil que permite compor espacos
vetoriaws de maneira o definir espagos vetoriais de maior dimensdo. Suponha
gue V e W sejam espagos vetoriais de dimensdes m e n, respectivamente.
Entdo o produto tensorial de V e W (denotado por V @ W) é um espaco
vetorial de dimensdo mxn. Os elementos de VW sdo combinagées lineares
do produto tensoriel de elementos de V e de W. Quando os elementos de V
e de W sdo representados matricialmente (como vetores-coluna), o produto
tensorial destes elementos estd dudo pela definicdo unterior.
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