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Resumo

Hé inumeras situagBes pertinentes ao mundo real em que necessariamente
trabalhamos com conhecimento incompleto. Muitas vezes temos que tomar decisdes que
pensamos ser as mais corretas, decisdes que sdo corroboradas por um conjunto de
informacdes incompletas, ou seja, inferimos conclusdes “plausiveis” e “consistentes” com
nossa base de conhecimento. Um formalismo para “raciocinar” de forma eficiente sobre
uma base de conhecimento incompleto deve ser capaz de admitir expressdes que sejam
vélidas em geral, reconhecer e assimilar excegdes quando necessario. As logicas ndo
monotdnicas sdo adequadas ao tipo de formalismo a que estamos nos referindo. Mas quais
s30 as propriedades minimas que caracterizam a ndo monotonicidade de certas 1dgicas?

As propriedades consideradas fundamentais para sistemas nao monotdnicos
serdo apresentadas neste trabalho, juntamente com as varias relacOes entre essas
propriedades.

Nos primeiros capitulos apresentamos a familia dos operadores cumulativos e, a
partir da propriedade distributiva, dedutiva e supracompacta apresentamos outras familias
de operadores cumulativos. Em capitulo intermedianio o conceito de logica cumulativa €
apresentado. O ultimo capitulo do trabalho ¢ dedicado ao estudo de tradugdes (tradugdes
conservativas) entre logicas cumulativas. Procuramos estabelecer resultados que
caracterizam a existéncia ou ndo de traducdes (traducdes conservativas) entre logicas
cumulativas e resultados que nos permitam dizer quais propriedades das respectivas logicas

envolvidas em tais traducdes sdo preservadas.

Palavras chaves: Operadores de conseqléncia, operadores cumulativos, ldgicas

cumulativas e tradugdes entre logicas cumulativas.
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Abstract

There are countless situations in the real world in which we necessarily deal
without a complete knowledge. Sometimes we have to make decisions that we think to be
the most correct ones which are confirmed by an incomplete set of information, in other
words, we infer "plausible” and "consistent" conclusions based on our actual knowledge. A
formalism to think in an efficient way on an incomplete knowledge base should be able to
admit expressions of general validity, to recognize and to assimilate exceptions when
necessary. The non-monotonic logics are appropriate to the kind of formalism that we are
referring to. But what are the minimum properties that characterize the non-monotonicity of
certain logics?

The properties considered essential to non-monotonic systems will be presented
in this study, together with an analysis of the relationships among them.

In the first chapters we present the family of cumulative operators and, from the
distributive, deductive and supracompact properties, we present other families of
cumulative operators. In an intermediate chapter the concept of cumulative logic is
presented. The last chapter is dedicated to the study of translations (conservative
translations) between cumulative logics. We look for to establishing results that
characterize the existence of translations (conservative translations) between cumulative
logics and results that allow us to determine which properties are preserved from the logics

involved in such translations.

Keywords: Consequence operators, cumulative operators, cumulative logics, translations

between cumulative logics.
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ERRATA

{p.34) No final do altimo paragrafo acrescente: A l6gica IDL foi introduzida por Pequeno e Buchsbaum

{(Pequeno, Buchsbaum; 1991).

(p.37) Na Proposigio 2.1.2, substitua a demonstrag@o de (b)=(a) por:

(b)y=(a) De fato, sejam 0s conjuntos T, A, ®cFor{l). Temos que
CoMACAAINCAPNSCAITIICACLAINCHADP)) e pela  Proposicio 112 (b))  segue  que
Cu N CH{ Col ANCHPNSC T HCAANC(DY). Logo,

CoIIACLANCYPNCCAT A CAMNCH(P)) (®).
Como, CuoDHCANC(@NeCAChTIANCAANCAPNSCCATIACAANCLD)))  entdo, esse  fato
juntamente com (i) e cumulatividade resulta que C(C (I ACLANC(PN)=CICATU(C{ANCHD))). Logo,
pela absorgdo plena (Proposi¢io 1.2.13 (b)) temos que,
CUCATIAHCLANCLPN)=CTAHCAANCo( D)) (id).

Pela Proposigdo 1.1.2 (b), propriedade supraclassica e cumulativa temos que C(I'VAC(CINWC(A)) e
CIud)y=CCIMUC(B)). Logo, CIuANC(EUB)=C(CAIMUCLANNC(CLINC,(@)). Por hipotese, temos
gue C(CMUCANNC(CDMUCONCC{CATIACLANCLD)), pois CuIN), Cou(A) e C(P) sio fechados.
Assim, C{LUANCTUR)ICCIC{MMACLANC (DY), Este resultado juntamente com (i) implica que
CruMNCIAD)cCINUAC(ANC (D).

(p.65)  NaProposi¢io 3.1.9 (b), segunda linha, no lugar de F(x)e C,(F(K)) leia G(x)e C.(G(K)).

{p.84) O Teorema 4.1.9 foi obtido originalmente por Coniglio, 3’ Ottaviano ¢ Martins.

{(p.187)  Acrescente a seguinte referncia bibliografica:
PEQUENO, T. H. C., BUCHSBAUM, A. R. (1991}. The Logic of Epistemic Inconsistency. 2™ International

Conference on Principles of Knowledge Representation and Reasoning, Boston.






Introducio

Hi situacBes no mundo real em que é inevitdvel trabalharmos com
conhecimento incompleto. Por exemplo, situagdes que envolvam percepgdo, ambigiiidade e
senso comum. Quando precisamos tomar certas decisdes ndo podemos esperar que as
informacbes pertinentes a situagdo em questdo sejam conhecidas. Assim, quando
perguntamos: Em qual curso vocé ingressara na universidade? A escolha do curso € feita
por uma série de motivos, mas nem todas as informagdes sobre o curso escolhido estdo
disponiveis. Por exemplo, n30 se sabe como o mercado de trabalho do referido curso estara
daqui a cinco ou seis anos. Outra situacdo que ilustra o modo como lidamos com
conhecimento incompleto é o atendimento de emergéncia realizado por um médico a um
paciente. Como esperar por todos os exames a serem realizados, se o paciente necessita
imediatamente de atendimento médico? De uma intervencdo cirirgica? Enfim, tomamos
decisdes na auséncia de informagdes a todo instante.

Um formalismo para “raciocinar” de forma eficiente sobre situactes do tipo
citado anteriormente deve ser capaz de admitir expressdes que sejam vélidas em geral,
reconhecer e assimilar excegdes quando necessario. As légicas ndo monotonicas admitem
inferéncias que s3o realizadas na auséncia de informagdes completas, estas inferéncias
podem ser invalidadas por novas informacdes, ou seja, essas logicas sdo adequadas ao tipo
de formalismo a que estamos nos referindo.

Dessa forma, os sistemas de raciocinio nio monotdnicos, por sua vez as logicas
ndo monotdnicas, poderdo ser necessarios por qualquer das seguintes razbes (Rich; 1988
p.210):

-Presenca de informagio incompleta requer raciocinio por omissdo (raciocinio
defauit);

-Um “mundo” em mudangas requer uma base de dados flexivel;



-A construcdo de uma solugio completa para um dado problema poderd exigir
suposicdes temporarias a respeito de solucdes parciais.

Lembramos que sistemas ndo monotdnicos normalmente sZo aplicados no
campo da inteligéncia artificial. Por exemplo, muitas vezes em determinados sistemas,
guando uma afirmacio for eliminada da base de dados necessita-se voltar atras sobre outras
afirmacdes cujas provas dependem da afirmacdo eliminada. Assim, devemos eliminar estas
afirmagdes ou encontrar novas provas que sejam validas em relacdo & atual base de dados.
Portanto, a eliminagio de uma Unica afirmacgio determina um efeito significativo em toda
base de dados. Dessa forma, do ponto de vista computacional, os sistemas ndo monoténicos
poderio exigir mais espago de armazenamento e mais tempo de processamento, pois junto a
cada teorema, sua prova ou pelo menos uma lista de todas as hipdteses das quais a prova
depende, deve ser armazenada. Isto nio € necessario em sistemas monotdnicos, pois uma
vez encontrada a prova de um teorema ela nfo precisard ser reexaminada. Estas
consideragdes se referem a um processo de raciocinio ndo monoténico denominado “volta
atras direcionada & dependéncia”. Para mais informacles ver (Stallman; 1977), entre
outros.

Vejamos o que queremos dizer quando nos referimos as logicas ndo
monotdnicas.

Seguindo a tradicdo polonesa, uma légica ¢ um par constituido por um conjunto
qualquer L e um operador de conseqiiéncia C, sobre o conjunto das partes deste conjunto.
Geralmente, quando o conjunto qualquer € uma linguagem formal, a 16gica € chamada de
sistema logico (Wojcicki; 1988). Uma logica € dita monotdnica se o conjunto dos teoremas
de uma teoria € sempre um subconjunto dos teoremas de qualquer extensdo desta teoria.
Assim, formalmente, uma légica ¢ dita monotonica se, dados quaisquer conjuntos A, B de
L tal que ACB, entdo {H: HCCy(A)}={R: RcC,(B)}. Mais tarde trataremos disto de forma
rigorosa. Para as chamadas logicas ndo monotdnicas, como o proprio nome diz, a
propriedade monoténica nfo € satisfeita.

Ha diversos modos de raciocinarmos ndo monotonicamente, ou seja, ha diversos
tipos de 16gicas ndo monotonicas. A saber, Logica Default de Reiter, Logicas Preferenciais,

entre outras. Nio estamos interessados por hora em logicas ndo monotdnicas quaisquer,



mas nas chamadas logicas cumulativas. Em (Krauss, Lehmann, Magidor; 1990), por
exemplo, cinco familias de logicas cumulativas sdo apresentadas, juntamente com seus
respectivos modelos.

Por que a partir de um niimero consideravel de l6gicas ndo monoténicas, estudar
a classe das chamadas l6gicas cumulativas?

Primeiramente, porque as l6gicas cumulativas sfo fruto do estudo de condigGes
minimais, que objetiva caracterizar uma auténtica légica ndo monotdnica. No século
passado, por volta de meados da década de oitenta, esforgos nesta direcdo comegam a
ganhar destaque. Podemos considerar que Gabbay foi o primeiro a enfocar estudos nesta
direcio (Gabbay; 1985). Ele propds trés condi¢des minimais que caracterizam uma relacio
de conseqiiéncia nfo monotdnica. No Capitulo 1 veremos quais sdo estas condigdes. Depois
disso, outros trabalhos foram apresentados, também com propriedades interessantes. Para
consulta, ver (Krauss, Lehmann, Magidor; 1990), (Kaluzhny, Lehmann; 1995) entre
outros.

Em segundo lugar, a classe das logicas cumulativas parece ser “bem
comportada” em relagdo a classe das logicas, pois ndo abandonamos simplesmente a
condi¢io monotdnica, mas no lugar desta condigdio fazemos uso de uma especie de
monotonicidade restritiva. Ndo podemos deixar de dizer com isso que hé vérias logicas que

ndo se enquadram nesta nova classe de logicas (a classe das 10gicas cumulativas).

O estudo apresentado neste trabalho ¢ dividido em duas partes: a primeira parte
trata dos operadores de conseqiiéncia ¢ a segunda parte de traducBes entre logicas.
Inicialmente, a ordem da apresentacdo difere um pouco da ordem em que ele se iniciou. A
partir do conceito de tradugBes entre légicas introduzido por (da Silva, D’Ottaviano,
Sette; 1999) ¢ de uma teoria de tradugdes pertinente a este conceito, ja bastante
desenvolvida, pretendemos generalizar ainda mais alguns resultados acerca desta teoria.

Os artigos citados nesta dissertacdo, cujo conteiido remete aos operadores
cumulativos, ndo tratam de tradugBes entre légicas, mas das propriedades destes
operadores. Portanto surge a necessidade de apresentarmos um estudo sobre a classe de

operadores cumulativos, isto é, apresentarmos essas propriedades e resultados.



Podemos dizer que o tema central deste trabalho ¢ a apresentacdo de resultados
referentes a classe dos operadores cumulativos e, a partir dai, continuar a desenvolver, sob
esta nova classe, uma teoria geral de tradugSes, iniciada com os trabalhos (Feitosa; 1997),
(da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999), (Feitosa, D’Ottaviano; 2001) entre outros.

Observamos que os resultados em asterisco sfo resultados que julgamos
originais.

A seguir descrevemos o contetido de cada capitulo desta dissertacio.

Recordamos inicialmente, no Capitulo 1, varios resultados sobre os operadores
de conseqiiéncia classicos, também conhecidos como operadores de conseqiiéncia de
Tarski. Feito isto, apresentamos a defini¢io de operadores de conseqiiéncia cumulativos,
algumas de suas propriedades e fazemos comparagBes entre estas propriedades e as dos
operadores de conseqiiéncia. Notamos através da introducio das chamadas teorias default
que hd uma familia de operadores, com papel de destaque na formalizacio do raciocinio
ndo monotdnico, que néo satisfaz a condicdo cumulativa.

No Capitulo 2, apresentamos trés classes de operadores cumulativos. A saber:
operadores distributivos, operadores dedutivos e operadores supracompactos. Introduzimos
os sistemas de Poole ¢, a partir destes sistemas, alguns exemplos de operadores cumulativos
satisfazendo as propriedades distributiva e dedutiva sdo apresentados. Finalizamos o
capitulo com consideragdes sobre extensdes de operadores cumulativos, isto é, a partir de
operadores cumulativos finitarios, concebemos operadores cumulativos infinitarios.

No Capitulo 3, estendemos o conceito de 16gica introduzido em (da Silva,
D’Ottaviano, Sette; 1999). Procuramos definir a partir de uma fungfio e um conjunto
qualquer, um operador cumulativo induzido e co-induzido. Conceber estes operadores
parece ser fundamental, entre outras coisas, para se realizar uma abordagem categorial
sobre a classe das logicas cumulativas e tradugBes entre estas logicas.

No Capitulo 4, as defini¢es de tradugfio ¢ traducdo conservativa entre 16gicas
cumulativas sdo apresentadas. Feito isto, procuramos caracterizar sob que condices
podemos afirmar a existéncia de tais traducdes. Alias, as chamadas traducgdes conservativas

merecem papel de destague, pois, como homomorfismos sfio fun¢des entre estruturas que



preservam propriedades destas estruturas, homeomorfismos sdo fun¢Ges entre espacos
topolégicos que preservam propriedades topologicas, pretende-se que as aplicagbes entre
logicas (traducdes) preservem propriedades Iogicas.

Finalizando, com o Capitulo 5, tecemos algnmas considera¢bes de carater geral
e estrutural sobre esta dissertacio. Citamos também algumas questdes que surgiram ao
longo do trabatho e que ainda necessitam ser esclarecidas, e questdes que poderdo ser

investigadas futuramente.






Capitulo 1

Operadores de Conseqiiéncia

Neste capitulo, apresentamos primeiramente a definicBo de operador de
conseqiiéncia, também conhecido como operador de conseqiiéncia de Tarski, introduzido
em 1930 no artigo “On Some Fundamental Concepts of Metamathematics”, reproduzido
em (Tarski; 1956). Os resultados apresentados nfo sdo acompanhados de demonstragdes,
pois, esse operador, também chamado de operador de conseqiiéncia monotdnico, ja & bem
conhecido na literatura. Como referéncia para o estudo dos operadores de conseqii€éncia
monotonicos, alguns artigos de Tarski sfo de grande importancia (Tarski; 1956), também
o artigo de Brown e Suszko (Brown, Suszko; 1973), o texto de Wojcicki (Wéjeicki; 1988)
entre outros. Para uma leitura de contetdo bastante filoséfico tem-se, por exemplo, o texto
de Etchemendy (Etchemendy; 1999).

A segunda parte deste capitulo é dedicada ao estudo de uma classe de
operadores de consegiiéncia ndo monotdnicos, os operadores conhecidos como
cumulativos. No final do capitulo, introduzimos os sistemas default, pois eles sdo
considerados ferramentas importantes para uma formalizacdo do raciocinio nfo
monotdnico. Através dos sistemas default podemos constatar que nem tudo € estavel no que
diz respeito 4 nio monotonicidade. Veremos que os sistemas default acarretam certos tipos
de operadores ¢ quais as propriedades que estes operadores possuem quando comparados

aos operadores cumulativos.



1.1 Operador de Conseqiiéncia de Tarski

Defini¢do 1.1.1: Dado um conjunto X qualquer, denomina-se operador de
conseqiiéncia sobre X, ou operador de conmsegiiéncia de Tarski, a toda aplicagio

Cn: go(X)-égo(X) tal que, para todo A, BcX, séo satisfeitas as propriedades:

1) AcCi(A) (Inclusao).
(i) ACB=C(A)cC(B)  (Monotonicidade).
(i11)  Cu(Ci(ANCCH(A) (Idempoténcia).

Lembremos que, de (i) e (iii) segue trivialmente que Cu(Cy(A))=Ci(A). O
operador na defini¢do acima também € chamado de operador de consegiiéncia cldssico.

Quando lidamos com um conjunto X qualquer, no necessariamente C,()=.
Por exemplo, tomando o conjunto das formulas do Calculo Proposicional Classico (CPQ),
denotado por For(CPC), definimos o operador de conseqiiéncia C, sobre For(CPC), para
todo I'cFor(CPC), comeo:

Co(D)={0ie For(CPC): 3 I'ycT finito tal que I'y F ot}

E claro que Cy(@)20, pois C (&) coincide com o conjunto dos teoremas do
Calculo Proposicional Classico, que ndo € vazio.

De maneira semelhante, para um operador de conseqiiéncia C, sobre um
conjunto qualqﬁer X, em geral ndo vale que Ci(AUB)=C{A)UC,(B), para quaisquer
conjuntos A, BcX.

Os espagos topoldgicos constituem, de fato, conjuntos munidos de operadores
de conseqiiéncia particulares, conhecidos usualmente como operadores de fecho. Estes
operadores de fecho, além das condi¢Ges da Definicdo 1.1.1, satisfazem as duas condigdes

adicionais:

(iv) Cld)=0.
) C(AUB)=Co(A)JCi(B).



As demonstracdes dos resultados apresentados até o final desta segfo sdo

encontradas, entre outros, em (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999) ou (Feitosa;1997).

Proposicdo 1.1.2: Sejam C, um operador de consegiiéncia sobre X e I um
conjunto indexado tal que, para todo i€ [, temos que A;X. Entéo:

(@  Ca(MictAdeieCalAd).

(b) Uil ADSCa(Vie1As).

(©)  ColuictAif=CrlVie ICa(As)).

(@) CalMietA)ECa(Mic Cal Ai))-

Definic¢do 1.1.3: Seja C, um operador de conseqiiéncia sobre X. Dado AcX,
dizemos que A é fechado em X, segundo C, , se A=Cy(A);, € A é aberto se A’
(complementar de A em rela¢io a X) ¢ fechado. Dizernos ainda que xe X € denso em X,

isto &, x trivializa X, se C,({x})=X.

A partir da Defini¢do 1.1.1 e das propriedades citadas na Proposi¢do 1.1.2,

temos os seguintes resultados.

Proposicio 1.1.4: Sejam C, um operador de conseqiiéncia sobre X, AcCX um
conjunto qualquer e (A;)ic1 a familia de todos os fechados em X que contém A. Entéo,

Cu(A)=Myc1A; . Além disso, A € fechado em X se, e somente se, A= 1A;

Para demonstrarmos a proposi¢do acima, usamos o fato de que a intersegio de

fechados, segundo C,, € um fechado.
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Proposicio 1.1.5: Dado C, um operador de conseqiiéncia sobre X, para

guaisquer conjuntos B, DcX, segue que Cy(BUD)=C,(BUC,(D)).

Vejamos, a seguir, a relagdo existente entre dois operadores de conseqiiéncia C,

e C,* sobre 0 mesmo conjunto X, a partir de seus conjuntos fechados.

Definicdo 1.1.6: Sejam C, e C,* operadores de consegiiéncia sobre X. Dizemos
que o operador C, é mais forte gue C,* o que denotamos por C,*{C,, se todo fechado

segundo C, € fechado segundo C,*.

Notamos que, a partir desta defini¢do, para todo conjunto AcX, Co*(A)cCr(A).

De fato, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 1.1.7: Sejam C,* e C, operadores de conseqii€ncia sobre X. Entfo,

Co¥(C,, se, e somente se, C,*(A)cCy(A), para todo ACX.

Definicdo 1.1.8: Seja C, um operador de conseqiiéncia sobre um conjunto
qualquer X. Dado AcX, dizemos que A & C,-trivial se, e somente se, Co{A)=X; caso

contrario, dizemos que A ndo é C,- trivial.

Defini¢iio 1.1.9: Seja C, um operador de Tarski sobre um conjunto qualquer X.
Se existir um subconjunto finito ACX tal que, C,(A)=X, dizemos que X ¢ finitamente

trivializavel. Neste caso, chamamos o conjunto A de comjunto trivializante.

E claro que, se existir um elemento denso em X, entdo X ¢ finitamente
trivializavel. A reciproca, em geral, ndo € verdadeira.
Definiremos, a seguir, algumas propriedades de L e C, com respeito a

conectivos bem conhecidos.
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Definicdo 1.1.10: Seja C, um operador de conseqiiéncia sobre um conjunto
qualquer X.
1. Dizemos que X possui negacdo forte se, para cada x& X, existe um elemento
—xe X tal que, para todo ACX:
(i) C{Au{—x})é trivial se, e somente se, xe C,(A).
(i) Cy(Au{x}) é trivial se, e somente se, -x& C,(A).
2. Dizemos que X possui corjungdo se existe um operador binario (denotado
por A) definido sobre X tal que, para qualquer conjunto fechado A de X:
arbe A se, e somente se, ac A ebe A.
3. Dizemos que X tem disjun¢do se existe um operador binario (denotado por
v) definido sobre X tal que, para qualquer conjunto fechado A de X:
avbe A se, e somente se, ac A oube A,
4. Dizemos que X tem implicagdo se existe um operador bindrio (denotado por
—) definido sobre X tal que, para qualquer conjunto A de X:

a—be C,(A) se, e somente se, be Ci(Au{a}).

Definicdo 1.1.11: Seja C, um operador de Tarski sobre um conjunto qualquer X
com negagdo forte (—). Um conjunto AcX € —-inconsistente se existe um elemento ae X,
tal que os elementos a, —ae Co(A). O conjunto A é —-consistente se ele ndo € um conjunto

—-inconsistente.

Algumas considera¢des sobre as Definigoes 1.1.8, 1.1.10 e 1.1.1L
Primeiramente, observamos que um conjunto X poderia ter outros tipos de negacdes e,
neste sentido, um conjunto AcX poderia ser inconsistente relativamente a cada uma de tais
negac¢des. Todo conjunto trivial é inconsistente relativamente a qualquer negaco, mas, ser
inconsistente relativamente a uma negacio dada nfo é equivalente a ser trivial. Existem
l6gicas nas quais ndo ocorre essa equivaléncia. Essas logicas sdo chamadas de
paraconsistentes. Assim, nessas logicas podemos admitir a existéncia de conjuntos

inconsistentes sem que toda formula seja conseqiéneia de algum desses conjuntos. Para
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maiores detalthes ver (D’Ottaviano; 1990). EES

Observamos ainda que, na Defini¢cdo 1.1.10 (1), o item (i)

refere-se a negacdo classica e, (ii) refere-se & negacgdo intuicionista.

Definicdo 1.1.12: Um operador de consegiiéncia sobre uma linguagem formal

L é um operador de conseqiiéncia sobre o conjunto For(L) das férmulas de L.

Quando C, ¢ um operador de conseqii€ncia sobre L (linguagem formal),

chamamos os conjuntos fechados de reorias.

Pois bem, seja um operador de Tarski C, sobre uma linguagem formal L.. O par
(A, 0), escrito na forma A } o, onde AcFor(L) e aeFor(L) é chamado uma inferéncia e
usualmente entendido como existe uma dedugio de o a partir de A. A inferéncia A} o é
correta para C, se, e somente se, o€ Cp(A). Uma inferéncia correta para C, € denotada por
A }» cn O Deste modo, A I— cr O corresponde a uma outra notacio para o€ C,(A). De fato, a

relacdo de conseqiiéncia | ( } < @ (For(L)) X For(L)) definida por,

A }- 0. se, e somente se, o€ Cy(A),
satisfaz as seguintes propriedades:

(Fi) SeoeAentioAlo  (Inclusio).
( |-2) SeA |- B; , para todo i, e AU{Bi}ie !— o, entdo A l— o (Corte).
( !— 3) SeA ]— o entdo AU }- o, para todo I'cFor(L) (Monotonicidade).
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Reciprocamente, dada uma relagio de consegiiéncia | g (For(L)) X For(L)
-satisfazendo ( F 1), (}2) € (F 3), a aplicaciio Cy: go(For(L))— g2(For(L)), tal que Co(I)={cx:

I | o}, é um operador de Tarski.

Definicio 1.1.13: O operador de Tarski C, sobre X € finitdrio se, para todo

xeCu(A) implica que existe um subconjunto finito AocA tal que xe Cy(Ag).

Ha uma outra maneira equivalente de definirmos um operador de Tarski C,
finitario sobre X:

Para todo ACX, C\(A)= A CulA’): A'subconjunto finito de A}.

Alguns autores denominam os operadores finitarios, definidos acima, de
operadores de conseqgiiéncia compactos. Optamos pelo termo finitdrio, para evitar
confusdes com os conceitos de compacidade topoldgica ou compacidade logica.

Observamos ainda que, se na Definicdo 1.1.1 considerarmos a validade das
condicBes (1), (1) e (iif) somente para subconjuntos finitos de X, entdo essas condigles
passam a valer para quaisquer subconjuntos de X, desde que C, seja finitario.

A defini¢io anterior permite-nos fazer uma ponte entre uma relagdo de
conseqiiéncia (dedugdo) envolvendo conjuntos finitos de férmuias e um operador de Tarski.
De fato, censidefando #¢(For(L)) o conjunto de todos os subconjuntos finitos de For(L) ¢,
dada uma relagio de conseqiiéncia | g+ (For(L)) X For(L) satisfazendo as condi¢des ( F

s ( }-;;_) e I-3), entdo a aplicacio C,: o (For(L))— g (For(L)) definida por,
Ca(D)={0: existe um subconjunto finito Iyl tal que T | o},

¢ um operador de Tarski. Reciprocamente, a partir de um operador de Tarski C, finitdrio

definido sobre uma linguagem formal L, a relagiio | < or(For(L)) X For(L) definida por,
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Tr }- o se, e somente se, oe Cy(I),
satisfaz as condi¢des ( I-l), ( ]-2) e f—g).

Definicdo 1.1.14: Seja C, um operador de Tarski sobre uma linguagem formal
L. O operador C, ¢ admissivel se, e somente se, para quaisquer teorias A, I', WcFor(L)
segundo este operador:
Co{ AUDACH{ALTY)=Co( AU NY)).

Por propriedade da inclusio, € trivial que

Cal AUT AN CCHAUDNCH AUP).

A definicdo anterior € uma versio modificada da definigdo de linguagem
admissivel apresentada em (Freund, Lehmann; 1993 p. 66).

Podemos dizer que a propriedade que determina que um operador C, €
admissivel é, de certa maneira, a propriedade distributiva 'para operadores de Tarski.
Veremos mais tarde, no Capitulo 2, o que queremos dizer quando afirmamos que um
operador ¢ distributivo.

A existéncia de certos conectivos assegura que um operador de Tarski €
admissivel. Mas, considerando-se C, o operador identidade sobre L, ndo precisamos
mencionar guaisquer tipos de conectivos em L para verificarmos que o operador C; €

admissivel.

Exemplo 1.1.15: Um operador que nio é admissivel é obtido considerando-se
uma légica que contenha apenas variaveis proposicionais e simbolo de negacéo, tal que,
varidveis € varidveis negadas constituem férmulas dessa logica. Assim, definimos o

operador de Tarski como:
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For(L) se as varidveis proposicionais p,,-p,; € I', paraalgumie I;
r caso contrario.

C(r)m{

Para ver que C, ndo é admissivel tomamos os seguintes copjuntos fechados:

A={po, p1}, I={—po} e ¥={-p1}.

Lema 1.1.16: Seja L uma linguagem formal e C, um operador de conseqtiéncia
finitario sobre L.

(a) Se alinguagem L tem disjuncdo entdo, para os conjuntos I', A, @cFor(L),
Co(THAVD))=Co( TUANCHTUD), com Avd={avf: ac A, Bed}. Em particular, temos
que Co(AVD)=Cr(ANC(P) e 0 operador C, € admissivel.

(b) Se alinguagem L tem implicacdo, entdo C, € admissivel.

(c) Se a linguagem L tem implicagio entfo, para todo conjunto finito
I'cFor(l) e qualquer familia (A)i: de conjuntos de formulas, temos que

Co(TU(Mie IC A= Mic IC(TUA).

Introduzimos, a seguir, uma outra familia de operadores de conseqiiéncia, 0s
operadores ndo monotdnicos. Como dissemos anteriormente ndo estamos interessados
simplesmente nos operadores nfo monotdnicos que ndo satisfazem a condigdo (ii) da
Definicdo 1.1.1, mas estamos interessados nos operadores ndo monoténicos chamados de
operadores cumulativos. E inevitavel a comparacdo entre os operadores cumulativos e 0s
operadores de Tarski, pois, como todo operador de Tarski € um operador cumulativo, no
Capitulo 4, quando introduzirmos a Classe das Logicas Cumulativas ¢ a Classe das Logicas

(Logicas de Tarski), a primeira dessas classes contém a segunda.
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1.2 Operadores Cumulativos

A investigacio de propriedades de carater geral dos operadores cumulativos é
nosso alvo nesta segdo. Essas propriedades devem nos auxiliar no contexto da abordagem
categorial a ser realizada no Capitulo 4. Nessa abordagem, as logicas cumulativas serdo
nossos objetos e as traducdes entre estas logicas, nossos morfismos. Ficard claro, mais
tarde, o que queremos dizer quando nos referirmos as logicas cumulativas e as traducdes
entre essas logicas.

Gabbay foi provavelmente o primetro a enfocar o estudo de certas relagdes de
inferéncia e das 16gicas ndo monoténicas a elas associadas. Gabbay (Gabbay; 1985) fez a
seguinte pergunta: Quais s@o as condicGes minimas que uma relagdo de conseqiiéncia deve
satisfazer para representar uma auténtica légica nfo monotonica? Trés condigdes sdo por
ele propostas: reflexividade ou inclus@o, corte cauteloso e monotonicidade fraca. A
monotonicidade fraca (ou monotonicidade restrita) foi renomeada monotonicidade
cautelosa por Makinson (Makinson; 1988).

Vejamos uma definicio de operador de conseqiiéncia cumulativo, satisfazendo

as condig¢des propostas por Gabbay, porém introduzida para um conjunto X gualquer.

Definicdo 1.2.1: Dado um conjunto X qualquer, denomina-se operador de
conseqiiéncia cumulativo sobre X, ou simplesmente operador cumulativo, a toda aplicacio

C: p(X)— g (X) tal que, para todo A, BCX, sdo satisfeitas as propriedades:

(1) AcC(A) (Inclusdo).
(i) AcBcC(A)=C(A)CC(B) (Monotonicidade Cautelosa).
(ili) C(CAY)cC(A) (Idempoténcia).

Como no case monotdnico, € trivial que, para todo AcX, C(C(A)=C(A).
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Ressaltamos que, se C é um operador cumulativo sobre X, entiio C satisfaz a

propriedade do corte. A saber,
(iv) AcBcC(A)=C(B)cC(A), paratodo A, BEX (Propriedade do Corte).

O corte e a monotonicidade cautelosa podem ser descritos juntos, como uma

igualdade, do seguinte modo:
(v) AcBcC(A)=C(B)=C(A), para todo A, BcX (Propriedade cumulativa).

Observamos ainda que (1), (i) e (iv), ou simplesmente (i) e (v), implicam (ii1).
De (v) advém o nome operador cumulativo para o operador C da Definigao
1.2.1, pois essa condi¢io é chamada por Makinson de cumulatividade, ou simplesmente,

condicdo cumulativa.

Como no caso monoténico, um operador cumulativo sobre uma linguagem L €

um operador cumulativo sobre For(L).

De forma anéloga aos operadores de Tarski, dado um operador cumulativo C, a

relacio de consegliéncia |~ < go(For(L)) X For(L) definida por,
Al~ o se, e somente se, oe C(A),

satisfaz as seguintes propriedades:

(v DocA=>Alv o (Inclusio).
(I~ ) A I~ By, para todo i€, e A v o= AU{Be iel} I~ o (Monotonicidade
Cautelosa).

(|~ 1) A I~ B;, para todo i€, e AU{Pi: ie 1} v o= Al o (Corte).
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Se o conjunto 1 em (I~ ) e (lv 3) é unitario chamamos as propriedades
monotonicidade cautelosa e corte, de monotonicidade cautelosa unitaria e corte unitario,

respectivamente.

Por que as condigGes corte e monotonicidade cautelosa tém um papel de

destaque na Defini¢do 1.2.17 Vejamos o que diz Makinson (Makinson; 1992 p.43):

“...elas correspondem a caminhos naturais e usuais de organizag¢do do
nosso raciocinio. Elas nos dizem que, quando estamos raciocinando
podemos acumular nossas conclusbes em nossas premissas, sem perda
de nosso poder de inferéncia (monotonicidade cautelosa) ou sem
perda da amplificacdo do conjunto de premissas (corte). Neste sentido

o processo de raciocinio é considerado estavel.”

Olhamos para as propriedades ( I~ 3), (I~ 3) e compreendemos melhor o que
disse Makinson, pois, expandindo o conjunto A com proposi¢des que estdo em seu fecho
ndés nido obtemos novas conclusdes (corte) e, adicionando-se novas informacdes ao
conjunto A {proposigdes que estdo em seu fecho), o conjunto de conclusdes ndo decresce
(monotonicidade cautelosa).

Em contraste com os operadores de Tarski, ndo podemos simplesmente recorrer
4 defini¢io de operador finitario (se ae C(A) entdo oe C(Aq) para algum subconjunto finito
Ao de A) para estabelecermos uma ponte entre uma relagio de consegiiéncia (ndo
monoténica) envolvendo somente conjuntos finitos e um operador cumulativo. Além disso,
se considerarmos a seguinte condigéo:

ae C(A) se, ¢ somente se, o€ C(Ayp),
para algum subconjunto finito Ag de A, resulta que C € um operador de Tarski. O que
podemos afirmar, segundo Makinson (Makinson; 1988), € que, se ACBCC(A) e B-A ¢

um conjunto finito, entdo C(A)y=C(B).
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Proposigio 1.2.2: Seja uma relagdo |~ (|~ o (For(L)) X For(L)) satisfazendo
as propriedades v ¢ lv 5, |~ 5, com I unitario em |~ 3 e |~ 3. Entfo, a aplicagio
C: g (For(L))— g (For(L)), definida por C(B)={ o | Bl~ o }, para todo B, Ag ¢ (For(L)),
satisfaz as seguintes condi¢des:

(@ BcCI).

(b) AcCBcC(A) e B-A € um conjunto finito, entdo C(A)=C(B).

As defini¢Bes de conjunto fechado, aberto e eilemento denso em X segundo um
operador cumulativo sobre X sfo andlogas as apresentadas anteriormente para o0s
operadores de Tarski. Mais tarde veremos resultados envolvendo relagbes entre fechados
segundo um operador de Tarski e um operador cumulativo, ambos sobre um mesmo

conjunto X.

Definiciio 1.2.3: Seja C um operador cumulativo sobre X. Dizemos que AcX é
fechado em X, segundo C, se A=C(A) ¢ A é aberto se A (complementar de A em relacdo a
X) ¢ fechado. Dizemos ainda que xe X é denso em X, segundo C, se C({x})=X.

*Proposi¢io 1.2.4: Sejam C um operador cumulativo sobre X, AcX um
conjunto qualquer e (Ay)ic; a familia de todos os fechados em X, segundo C, que contém A.

Entiio, C(A)=C(MiciA; ). Além disso, A ¢ fechado em X se, e somente se, A=C(MiciAj ).

Demonstracio:

Temos, pela inclusfio e idempoténcia, que C(A) é um fechado que contém A,
isto &, C(A)=Aj para algum i,el. Logo, AcMic1AicC(A). Dai, pela condicdo cumulativa,
C(A)=C(ve1A). Portanto, C(A)=C(MiciAj), tal que (Ajic1 é a familia de todos os fechados
em X que contém A. Deste fato e da definicio anterior segue que A ¢ fechado em X se, e

somente se, A=C{Mc1A;).
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Diferentemente do que ocorre com os operadores de Tarski, a intersecdo de
fechados segundo um operador cumulativo nio é necessariamente um fechado segundo

esse operador. Vejamos o exemplo a seguir.

*Exemplo 1.2.5: Sejam Y={a, b, ¢} e C: @(Y)— p(Y), tal que:

C({a})={a, b} C({a, b})={a, b}
C({b})={b, ¢} C({a, c})={a, ¢}
C{{ch={a ¢} C({b, c})={b, ¢}
C(@)=D C({a, b, c})={a, b, c}.

Podemos ver facilmente que C é um operador cumulativo, mas, a intersecio de
conjuntos fechados, segundo o operador C, nio € necessariamente um conjunto fechado. De
fato, os conjuntos {a, b} ¢ {a, ¢} sdo conjuntos fechados, mas o conjunto {a, b} {a, ¢} ndo

é um conjunto fechado, pois {a, b}n{a, c}={a} e C({a})={a, b}.

Anteriormente, vimos que os operadores de conseqiiéncia de Tarski satisfazem
algumas propriedades, por exemplo, a Proposigio 1.1.2. Entretanto, nem todas essas
propriedades permanecem validas quando o operador envolvido é um operador cumulativo.
No préximo resultado veremos que a Proposigéo 1.1.2 ndo vale, em geral, para operadores

cumulativos.

*Proposicio 1.2.6: Sejam C um operador cumulativo sobre X e I um conjunto
indexado tal que, para todo i€l, temos que A;cX. Entdo, ndo valem em geral as seguintes
propriedades:

@) ClniciAdenicC(A).

(07 VietlC(A)C(Vic1A).

() C(UietA)=C(Uie 1C(A))).

(d") C(MieiA)=C(MieiC(A:)).
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Demonstracio:

(a’) Sem perda de generalidade, suponhamos que existe um conjunto JCI tal
que, para todo jelJ, C{A)=A;, e que C(MiciAPSMieiC(A;). Pela inclusbo, segue que
Mie 1AEC(MesA), ou seja, MiesCANCC(MieA)). Logo, ClMyesA=MieiCIANTNjesA) -
Portanto, para uma familia qualquer de fechados em X, a intersecdo de fechados em X € um

fechado em X (absurdo, vide Exemplo 1.2.5).

(b”) Suponhamos que UieiC(A)TC(UiciAi). Em particular, para I={1, 2}, tal
que  AicAcX, temos que C(ADUC(ACC(AjUAz). Como AjUAA; e
C(AUA2)=C(A,), entdo C(A)CC(A»)., para quaisquer conjuntos A;, A,cX tal que A CA..

Portanto, se C é um operador curnulativo, entdo C € um operador de Tarski (absurdo).

() Suponhamos que C(Uic1A)=C(UiciC(AY). Logo,
Uie ICANSC(Uie ICADISC(UiciA), isto &, UieiC(ANSC{UiaiA), para qualquer conjunto
indexado I, tal que, A;c=X (absurdo, ver (b")).

(d’) De fato, no exemplo anterior (Exemplo 1.2.5), temos que C({a})={a, b} ¢
C({b})={b, c}. Logo, C({a})nC({b})={b}. Dai, C(C({ahnC({b})=C({b})={b. c}.
Agora, C({a}n{b})=C(&)=. Portanto, C({a}{b})2C(C({a})NC({b})).

A Proposiggo 1.1.5 também ndo vale, em geral, para os operadores cumulativos.
De fato, no Exemplo 1.2.5 temos que, C({aju{b})={a, b} ¢ diferente de
C({a}C({b}))={a, b, c}.

Considerando X um conjunto qualquer na definicdo de operador cumulativo,
propriedades particulares desse conjunto podem ndo ser relevantes. Agora, quando C ¢ um
operador cumulativo sobre uma linguagem formal L, devemos estar atentos a certas

propriedades de L.
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A partir desse momento, o operador C, sobre L é um operador de Tarski
Sfinitdrio. Além disso, os operadores C, e C, respectivamente operador de Tarski e operador
cumulativo, s&o definidos sobre For(L). Seguiremos a linha de estudo proposta por Freund
e Lehmann (Freund, Lehmann; 1993), apresentando primeiramente uma relagdo entre
operadores de Tarski e operadores cumulativos (ver também (Makinson; 1992)). Como
essa relagdo faz mencéo a operadores de Tarski e operadores cumulativos, devemos estar
atentos quando nos referirmos a conjuntos fechados, ou seja, devemos deixar claro se os
conjuntos sdo fechados segundo um operador de Tarski, um operador cumulativo ou

ambos. Vejamos a que relacio Freund, Lehmann e Makinson se referem.

Definicdo 1.2.7: Sejam C, um operador de Tarski e C um operador cumulativo,
ambos sobre uma linguagem L. Se, para todo I'cFor(L), Co(IcC(I'), dizemos que C ¢ um

operador supracldssico relativamente a C,. Denotaremos esse fato por C,<C.

Poderiamos  considerar no lugar do termo “operador supraclassico” a
denominacido “operador supradedutivo”, pois, como Martins (Martins; 1997) chama
atencio, a base monotdnica nfo precisa ser caracterizada pelo operador dedutivo cldssico.
Nio devemos confundir um operador de conseqiiéncia monotoénico com um operador
dedutivo classico, este Ultimo é monotdnico, mas, além disso, ele estd diretamente
associado ao que usualmente chamamos de logica classica. Diferentemente de Martins,
quando necessario, continuaremos a chamar C de operador supraclassico € ndo de operador
supradedutivo.

Todo operador cumulativo C pode ser considerado um operador supraclassico,
pois, sempre existe um operador de Tarski sobre qualquer linguagem formal L. De fato,
basta considerarmos o operador de Tarski C,, do seguinte modo: para todo I'cFor(L),
CN=I. O operador C, definido deste modo ¢é usualmente denominado operador
identidade.

Freund e Lehmann (Freund, Lehmann; 1993), quando definem um operador

cumulativo sobre L, além das condicSes de inclusfo, corte e monotonicidade cautelosa,



23

incluem ainda a propriedade supraclssica. Assim, a defini¢do apresentada por Freund e

Lehmann € a seguinte.

Definicdio 1.2.8: Seja C, um operador de Tarski sobre uma linguagem formal L.
Denomina-se operador cumulativo a toda aplicagdo C: g (For(L))-> g (For(L)) tal que, para

todo I, AcFor(L), sdo satisfeitas as propriedades:

(1) I'cC) (Inclusdo).

(ii) e ACC(D)=C(INcC(A) {(Monotonicidade Cautelosa).
(iil) TcAcCT)=CA)C(T) (Corte).

vy C(DH<Cd) (Supraclassica).

Nesta definicfio nfio ¢ mencionada a idempoténcia, pois, esta condi¢do segue da
inclusio e do corte. Além disso, segue imediatamente desta definicdo que
Co{C(D))=C(CoT))=C(T), para todo I'cFor(L). Mais tarde, na Proposi¢do 1.2.13 (p. 25)
enfraquecemos este resultado tomando no lugar do operador de Tarski C,, 0 operador C*.

Embora Freund e Lehmann considerem conjuntos fechados como conjuntos
fechados segundo C,, eles niio estdo deixando de considerar conjuntos fechados segundo C,
pois como C(I") é um fechado segundo C,, ¢ claro que /=Cy(1) se I* =C(T). Neste caso,
como ndo hé diferenca entre C(I') e C(Cy(T)), entdo a defini¢do anterior de operador

cumulativo pode ser vista como uma aplicacio entre teorias, que satisfaz a inclusdo.

A partir da definicfo anterior, de forma mais explicita, vejamos a relacio entre a

condigiio supracléssica e os conjuntos fechados em uma determinada linguagem formal L.

*Proposigiio 1.2.9: Sejam os operadores cumulativos C* e C sobre L. Se, para
todo T'cFor(L), C*{I)cC(I), entdo todo conjunto fechado segundo C € um conjunto

fechado segundo C*.



Demonstracdo:
De fato, seja I fechado em L segundo C, isto é , I'=C(I"). Pela inclusio,
I'cC*(T) e, por hipétese, C¥(I)cC(I)=I". Logo, C*T)=T".

Observamos que o resultado anterior, na verdade, € vélido para quaisquer

aplicagbes C, C: g (For(L))— g (For(L)), tais que, para todo I'cFor(L), T'cC'(I).

*Corolario 1.2.10: Sejam os operadores C, e C, respectivamente operador de
Tarski e cumulativo, ambos sobre L. Assim, C,<C se, e somente se, todo conjunto fechado

segundo C € um conjunto fechado segundo C..

Demonstracéo:

(=>) Segue da proposic¢io anterior.

(&) Seja T'cFor{(l) um conjunto qualquer. Pela inclusdo, I'cC(I') e, pela
monotonicidade, C(IcCL(C(I)). Além disso, C(I") € fechado segundo C. Dai, por
hipotese, C(IN=C(C(I")). Portanto, C,(INcC(T).

Nio podemos afirmar que a reciproca do corolario acima ¢ verdadeira para o
caso de operadores cumulativos (operadores cumulativos nfio monotdnicos). De fato, o

exemplo abaixo nos mostra que a reciproca do Corolério 1.2.10 néo é vilida.

*Exemplo 1.2.11: Sejam Y={a, b, ¢}, o operador cumulativo C do Exemplo
1.2.5 e o operador cumulativo C*: (YY) 0(Y), tal que: C'(X)=C(X) se X#{a} e, caso
contrario, C’(X)={a, c}.

E claro que todo fechado segundo C ¢é fechado segundo C’ mas,
C*({ah)eC({a}), pois, C’({a})={a, c} e C({a})={a, b}.
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A Proposigio 1.1.7 recai no escopo do Coroldrio 1.2.10, bastando que neste
corolario ambos os operadores sejam operadores de Tarski. Portanto, como a classe dos
operadores de Tarski é uma subclasse da classe dos operadores cumulativos, parece mais

apropriado definir um operador mais forte do que outro, do seguinte modo.

*Definicdo 1.2.12: Sejam dois operadores cumulativos C* e C sobre For(L).
Dizemos que 0 operador C é mais forte que C*, o que denotamos por C*{{C se, para todo

I'cFor(L), CHI<CI).

Notamos que, ao lidarmos somente com operadores de Tarski, a definigdo
anterior & vista como um resultado que segue diretamente da Defini¢do 1.1.6 (ver tambeém
Proposigio 1.1.7). Além disso, quando na Defini¢do 1.1.6 o conjunto X € uma linguagem
formal L, a definicio acima possui um carater mais geral e, de certa forma, estende a
propriedade estudada por Makinson' (Makinson; 1992), pois agora os operadores sdo
cumulativos.

Os resultados que utilizam operadores supraclassicos sdo mantidos, segundo a

definicio anterior. Vejamos alguns desses resultados.

Proposi¢do 1.2.13: Sejam a aplicagio C*: g (For(L))— g (For(L)) e o operador
cumulativo C sobre L, com C¥I)cC(I), para tode I'¢For(L). Ento:
(a) Se C* satisfaz a idempoténcia e a inclusfio entdo, para todo I'cFor(L),

C*C(IN)=C(I') (Absor¢ao a esquerda).

() Se C* ¢ operador cumulativo entdo, para todo I'cFor(L),

CHC(I)=C(IN=C(C*(IN) (Absorg¢do plena ou Absorcio a esquerda e a direita).

! Makinson ndo considerou a propriedade de C*(I)cC(T), para todo 'L, quando C* é também cumulativo.
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Além disso, se para todo I'cFor(L), C(C¥I))=C(I') entdo, para I', AcFor(L),
segue que:

(¢} Se C*(IN=C*(A), entdo C(I)=C(A).

(d) SeI'cAcC*TI) e C* é operador cumulativo, entdo C(I')=C(A).

As propriedades de absor¢io citadas na proposicio acima podem ser usadas para
estabelecer relagdes entre inferéncias ndo monoténicas e conectivos logicos. Por exemplo,

o proximo resultado é conseqiiéncia direta da absor¢do plena (Proposi¢do 1.2.13 (b)).

Corolario 1.2.14: Sejam os operadores C, e C, respectivamente operador de
Tarski e operador cumulativo supraclassico relativamente a C,, ambos sobre uma
linguagem formal L com conjungio:

(a) Se {0, BIcC(I), entdo anPe ().

(b) SeaeC(I)eBeCy({u}), entdo fe C(I).

1.3 Sistemas Default

Apresentaremos nesta secdo alguns exemplos de operadores de conseqii€ncia
mais fracos que os cumulativos, que se referem a ndo validade da propriedade cumnulativa
(monotonicidade cautelosa), isto é, os operadores nestes exemplos ndo sdo cumulativos.
Para introduzirmos estes exemplos precisamos apresentar algumas defini¢des e resultados
sobre sistemas default. Um outro motivo que nos faz apresentar os sistemas default € a
tabela a ser apresentada nas Consideragdes Finais p.101, comparativa entre varias logicas

ndo monotdnicas baseada na validade ou ndo de vanas das propriedades dos operadores
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apresentados neste capitulo e no Capitulo 2. Na literatura encontramos um material rico ¢
extenso sobre sistemas default, mas, como nfo pretendemos nos aprofundar neste assunto,
o contetdo aqui apresentado sera suficiente. Como referéncia para o estudo de sistemas
default indicamos os artigos (Reiter; 1980), (Reiter; 1987) (Brewka; 1991),
(Lukaszewicz; 1990), entre outros.

Os sistemas default foram introduzidos por Reiter (Reiter; 1980) e tornaram-se
uma das principais ferramentas para uma formalizagfo do raciocinio ndo monoténico. Eles
distinguem dois tipos de conhecimento: os fatos que sdo representados por sentengas
classicas de primeira ordem incumbidas de dar uma descri¢@io incompleta do “mundo™; as
regras de manuseio, ou regras default, usadas para completar a descrigdo deste “mundo”.
Assim, um sistema default é um par <W, D> onde W é um conjunto de fatos € D € um

conjunto de regras default. Uma regra default § tem a forma,

a(x): f, (). B (%)
7() ’

onde o:(;), B (X)yes il (;) e y(g) sdo formulas cujas varidveis livres estdo entre aquelas
de (X)=(X1, . . .» Xn)-

O significado intuitivo da regra acima ¢ o seguinte: ‘se 05(;) € provavel e ¢
consistente assumir f3, (;Z),..., B, (x) com tudo que é provével, entdo conclua y(x) . a(x)
é chamado de pré-requisito do default (ou pré(d) ), B, (;),‘.., B (x) sdo as justificacbes

da regra {(ou just(d) ) e 7’(;) sua conclusdo (ou cons(d ). Uma regra defauit é chamada

normal se a conclusdo coincide com a justificacdio. Seminormal, se a conclusio € parte da
justificagfio, caso contrério, a regra default é chamada ndo normal.

Sistemas default induzem conjuntos de “crengas aceitdveis”, também chamados
de extensdes. A nociio de extensdo de um sistema defaunlt € central, pois, € a partir desta
nocio que concebemos uma relagio de inferéncia (ou um operador default).

Iremos apresentar somente sistemas default fechados, isto €, nos quais W € um

conjunto de formulas fechadas (da maneira usual) e D é um conjunto de regras default
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fechadas, como definido em (Lukaszewicz; 1990). Primeiramente, apresentaremos uma
defini¢Bo de extensdo que ¢ considerada operacional (Antoniou; 1997), pois, ela pode ser

aplicada diretamente a exemplos concretos. Feito isto, apresentamos a definicdo usual de
extensdo encontrada na literatura. E importante salientarmos que as duas nogdes de

extensoes sdo equivalentes.

Para um dado sistema default T=<W, D>, seja I1=(5,, &;, . . .) uma seqiiéncia
finita ou infinita de defaults de D sem ocorréncias multiplas. Denotamos por IT[k] o
segmento inicial de IT de comprimento k. A cada seqiiéncia IT associamos dois conjuntos
de formulas. Os conjuntos sdo:
In(TT)=C(Wu{cons(8): & ocorre em IT})
Out(IT)={-y: yejust(8) para algum 6 ocorrendo em IT}.

Assim, In(T) coleta as informagcdes obtidas pela aplicagio dos defaults em IT e
representa a base de conhecimento atual depois dos defaults em IT terem sido aplicados. O
conjunto Out(I1) coleta as formulas que ndo deveriam se mostrar verdadeiras, isto €, nfo
deveriam fazer parte da base de conhecimento atual, até mesmo depois da aplicacgio
subseqtiente de outros defaults. O operador de conseqiiéncia C, que aparece em In(TT), é o
operador de Tarski definido sobre as férmulas da linguagem utilizada para concebermos os

conjuntos W e D.

Definicdo 1.3.1: Sejam um sistema default T=<W, D> e I1=(3y, &, . . .) uma
seqiiéncia finita ou infinita de defaults de D sem ocorréncias multiplas. IT ¢ chamado um
processo de T se, e somente se, Oy € aplicdvel para In(I1[k]), para todo k tal que &y ocorre

em I1.

Quando dizemos que Jy € aplicavel para In(I1[k]) na defini¢do acima, queremos

dizer que, para todo k, just(8x) € consistente com In{(TT[k]).
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Definicdo 1.3.2: Sejam um sistema default T=<W, D> e IT um processo de T.

1. TI é bem sucedido se, e somente se, In(IN)NOut(IT)=. Caso contrario, IT ¢
dito falho.

2. I1 é fechado se, e somente se, todo 6D que é aplicavel para In(I1) ja ocorre

em I1.

Definicdo 1.3.3: Um conjunto de formulas E € uma extensdo de um sistema
default T=<W, D> se, ¢ somente se, existe algum processo I1 de T bem sucedido ¢

fechado, tal que E=In(I1]).

O processo bem sucedido captura a declaragdo intuitiva ‘nada deu errado’, ou
seja, foi correto termos assumido as justificagBes das regras defauits que tinham sido
aplicadas: nenhuma férmula — no conjunto Out se tornou parte da base de conhecimento
atual, assim foi consistente assumir Y. O processo fechado IT corresponde a propriedade
desejada de uma extensdo E: ser fechada sobre aplicacdo das regras default de D. O

exemplo abaixo ilustra os conceitos de processo bem sucedido e fechado.

Exemplo 1.3.4 (Antoniou; 1997, p. 33): Seja o sistema default T=<W, D>,

com W={a} e D={3;, &}, onde 61=m e 0= tru;::d
c

bem sucedido. De fato, In(TL;)=Ca( {3, ¢}) € Out(IT;)={b}. Logo, In(TT;)NOut(I1)=. I,

nio é fechado, pois, &, é aplicavel para In(I1;) mas ndo ocorre em Il;. Vemos facilmente

. Assim, IT=(8,) € um processo

que Ty=(3, &) é um processo fechado que néio ¢ bem sucedido. Vejamos o que ocorre com
15=(87). In(IL)=Cy({a, b}) e Out(Il;)={—d}. Logo, In(T1:)Out(Il;)=2. Além disso, &
ndo é aplicavel para In(IT3), pois, Ca({a, b}) € inconsistente com {-b}. Portanto, I=(d) é

um processo bem sucedido e fechado.
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A defini¢do anterior ndo nos permite concluir que um sistema default sempre
possui extensdo. A ndo existéncia de extensGes é um dentre os varios problemas discutidos
na literatura acerca de sistemas default, mas, ndo € objeto deste trabalho tratar destes
problemas.

Antes de apresentarmos outros exemplos de sistemas default, vejamos a

defini¢do de extensdo usual na literatura, que ¢ equivalente a Defini¢do 1.3.3.

Defini¢cdo 1.3.5: Sejam <W, D> um sistema default (fechado) e C, um operador
de Tarski, ambos sobre uma linguagem de primeira ordem L. Para qualquer conjunto de
sentencas I'cFor(L), £X7) ¢ o menor conjunto de sentencas de For(L) satisfazendo as
seguintes condigdes:

B W),

(i)  QI)=Co(AD).

a(x): B,(x)..... B,,(x)
#(x)

Gii) Se eD, a(x)eQ e f,(X).... 5, (x)eT, entio
y(x)eQ(I).

Um conjunto @CFor(L)} é uma extensdo de <W, D> se, € somente se, ©=0(0O).

O leitor atento deve ter percebido, através do exemplo anterior, que fixado D,
para determinados conjuntos W-; podemos ter ou nio extensdes. O mesmo ocorre se
fixarmos W e variarmos o conjunto de regras default. Os dois proximos exemplos
(Antoniou; 1997 p.45) mostram o que ocorre com as extensdes, a partir de mudangas em
WeD.

true:a

Exemplo 1.3.6: S¢ja o sistema default T=<W, D>, com W= e D={ 3.

Notamos que T possui exatamente a extensfio E=C,({a}), mas, expandindo D a partir de

quatro novas regras defaults temos as seguintes teorias:
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Ti=<W, DU{§;}>, com §;= trueb: b :

™1

T=<W, DU{8,}>, com &= bie ;
c

Ts=<W, DU{8;}>, com 8;= true: —a :

g

T=<W, DU{d4}>, com 64=§—;—b.

Deixamos para o leitor verificar que:

(a) T, ndo possui extensdes.

{(b) E éextensdo de T,.

(¢} Tz possui as extensdes E e C,({—a}).

(d) T, possuia extensdo Cy({a, b}), que contém E.

Exemplo 1.3.7: Seja o sistema default T=<W, D>, com W= e o conjunto de

‘4, 1D, true ;=
regras defaults D={8,, &, 83, s, 85}, onde 5]mﬁt_‘§§_e_‘=___c_’ 5,=2 bb= ¢ §=tueima C
c
d:e _fg ) _ . _
8;=—— e Os5=—=. A teoria T possui as extensdes E;=C,({a, b}) e Eo=Cp({c}).
€ —g

Consideremos quatro novas teorias. S&o elas:

Ti=<Wy, D>, com W ={f};

Ty=<W>, D>, com W.={—a};

T3=<W3, D>, com Wi={—a, —c, d};

T=<Wy, D>, com Wy={d}.

E facil verificarmos que:

(a) T, ndo possui extensoes.

(b) T; possui somente Cy({—a, c}) como extensao.

(¢) T3 possui semm—G—imsbrmkisa - mm cxtensio Cy({—a, —c, d, e}).
(d) T4 possui as extensdes Co(E{d, e}) e Cy(Exu{d, e}).



Devido as diversas mudangas ocorridas com as extensées a partir de mudangas
em W ou D, surgem questdes do tipo: Onde estd a natureza ndo monotdnica dos sistemas
default? Esta em W ou D?

Antoniou (Antonion; 1997 p.45) nos d4 uma resposta para estas perguntas com
o seguinte comentario:

“.. usualmente quando falamos da natureza ndo monoténica do
sistema default estamos nos referindo & ndo monotonicidade em W. A
razdo é que defaults sdo vistos como regras de longo prazo que
gostariamos de manter tdo duradouras quanto possivel, uma vez que o
conjunto de fatos pode variar, uma parte do conjunto de fatos W pode
ser, por exemplo, as observa¢Ges de um caso concrefo, ao passo que
os defaults determinam o comportamento do sistema de conhecimento

para todos os casos possiveis”.

Recordamos que a monotonicidade cautelosa € expressa pela condigdo,
ye C(W) e xe C(W) = xe C(WuU {y}).

Esta formulagdo nfo é adequada para sistemas default, ou seja, para verificarmos a validade
ou nio da monotonicidade cautelosa e de outras propriedades (distributiva, dedutiva, entre
outras) uma nova formulacio deve ser apresentada. Lembramos que um operador de
conseqiiéncia (ou cumulativo) C sobre uma linguagem formal L ¢ um operador sobre o
conjunto For(L). No caso de sistemas default, o operador € concebido em termos de
extensdes e as extensdes estdo relacionadas diretamente com um conjunto de formulas ¢
regras (regras default). Para concebermos um operador default nos termos da defini¢do de
operador cumulativo, definimos o operador default Cp: g2 (For(L))— g (For(L)), a partir de
um conjunto D de regras default fixado.

O operador default Cp € dito cético se Cp(I)=me(I'), onde para cada I'cFor(L),
e(IN={E: E é uma extensfo do sistema default <I', D>}. Se Cp(I)=E, onde E ¢ uma

extensdo arbitrariamente escolhida de e(I), entdo o operador default Cp € dito crédulo.



Apresentamos abaixo dois exemplos simples, o primetro devido a Makinson
(Makinson; 1988). Nestes exemplos vemos que nem sempre o operador default cético

(crédulo) satisfaz a monotonicidade cautelosa.

Exemplo 1.3.8 ( Regra default normal): Sejam o conjunto de regras default

p={B BY A 7Py o operador default cético Cp: 49 (For(CPC))—> g2 (For(CPC)). Agora,
p’ —p

tomamos I'=C e A={pvq}. E facil vermos que a tnica extensdo do sistema default <I", D>
é Co({p}). Logo, I'cAcCp(IN=Cu({p}). Mas, o sistema default <A, D> possui as extensGes
Cu({—p, q}) € Cu({p}). Desde que peCp(I} e Cp(A)=Ci({—p, q}), € claro que
Cp(I@Cp(A), pois, pe Cul{—p, q})-

o WS TR G S
p r q

Exemplo 1.3.9: Sejam o conjunto de regras default D={

operador default cético Cp: f2(For(CPC))— g (For(CPC)). Agora, tomamos ['=(J e A={r}.
Temos que a unica extenso do sistema default <I', D> ¢é Cy({p, r}). Logo,
T'cAcCo(IN=Co({p, 1}). Por outro lado, o sistema default <A, D> possui apenas duas
extensdes, Cu({p, r}) e Ci{{q, r}). Logo, Co(A)=Cp({p, 1} )NCy({q, 1}FCy({r}). Portanto,
Cp(D)azCp(A), pois, pe Cp(I') mas pe Cp(A).

Nos exemplos acima, se considerarmos Cp o operador default crédulo e
tomarmos Cy({—p, q}) como a extensdo do sistema default <A, D> no Exemplo 1.3.8, ¢
Ca({g, 1}) no Exemplo 1.3.9, entfo o operador default crédulo nestes exemplos também nfo
satisfaz a monotonicidade cautelosa. Observamos ainda que, no Exemplo 1.3.9,
diferentemente do Exemplo 1.3.8, as regras default ndo sdo normais e nem seminormais.

Em geral, os operadores default céticos nfo satisfazem a monotonicidade
cautelosa, mas, as propriedades do corte e da absor¢@o plena séo satisfeitas por estes

operadores se as regras default forem normais (seminormais), pois, um sistema default com
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em todos os resultados, a defini¢dio de operador cumulativo diz respeito & Definicio 1.2.8,

ou seja, a partir daqui, até o final deste capitulo o operador C ¢ supraclassico.

Defini¢do 2.1.1: Sejam C um operador cumulativo supraclassico ¢ C; um
operador de Tarski, ambos sobre L. O operador C ¢ distributivo, relativamente a C, se, e

somente se, satisfaz a seguinte propriedade, para todos T, A, dcFor(L):

CTUANC(TUD)CTUACHAINCHD))).

Notamos que, se um operador de Tarski C, é admissivel (ver Defini¢ao 1.1.14)
entdo, de acordo com a propriedade distributiva destacada na defini¢do anterior, ao
considerarmos somente ¢ operador C, sobre L, C, satisfaz a propriedade acima
(propriedade distributiva).

Desde que C, na definigdo anterior, é supraclassico, poderiamos definir a

propriedade distributiva da seguinte maneira: para conjuntos fechados I', A, @cFor(L),
CTuANC(TUD)CCTU(AND)).

Ou seja, vale o resultado a seguir.

Proposicdo 2.1.2: Sejam C, um operador de Tarski ¢ C um operador
cumulativo supraclassico relativamente a C,, ambos sobre L. Sdo equivalentes as seguintes
afirmacdes:

(a) O operador C ¢ distributivo relativamente a C,.

{(b) Para conjuntos fechados I', A, @cFor(L) segundo C,,

CTuANCTD)CTA{AND)).

Demonstracgéo:

(a)=(b) Segue trivialmente da Defini¢do 2.1.1.



(b)=(a) De fato, sejam os conjuntos I', A, ®cFor(L). Pela Proposigio 1.1.2 (a),
temos que Cu(T(AND))=C((TuANTUDNCC(TUANCL(I"UD). Por outro lado,
Co(TUANC T UD)SCH{Co(TuANC(TUP)) e dai, pela Proposigio 1.1.2 (d) segue que
Co Co(TWANCH(EFAD))=C(T(AD)). Portanto,

Co(TAHAND)y=Cr{TVAYNCL(T VD) ().
Agora, TU(Ca(ANC(PNSCoINACo ANCH(D))-

De (&), juntamente com a Proposi¢io 1.1.2 (b), resulta que
Co(MINCAANC(PNSCo T AHAND) CCHT A C{AINCo(@)). Como C € supraclassico,
entio Co(TN(Co{AINCHP)NSCINACAAINCL(D)) e dai, pela condicdo cumulativa,

CTUCLMINCAHPN)=CUCATIIHCADINC(D))) (#)-

Pois bem, novamente pela Proposicdo 1.1.2 (b) e propriedade supraclassica de
C, verificamos que C(IUA)=C(Cy(IIWCHA)) e CIud)=C(Cy(INCy(P)). Logo,
CTUANCT D )=C(CyTIVCAANNC(CoDUC (D). Como Co(A) & Co(P) sio fechados,
por hipdtese segue que C(IUANC(TNUPR)CC(CHITRACLAINC(P))). Portanto, este
resultado, juntamente com (¢ ), implica que C(TUAINC(TD)CINACAMNCH{DP))).

Pelo Lema 1.1.16, se a linguagem L tem disjuncio, podemos também formular a

propriedade distributiva do seguinte modo: para I, A, ®cFor(L),

CMUANCTUD)CTA(AVED)),
com Av@={3 v ¢: de A e pe D}.

A distributividade n3o constitui um caso especial da monotonicidade. De fato,
como exemplo, consideremos o CPC e definamos C:g@(For(CPC))-s 0 (For(CPC)), do
seguinte modo:

For(CPC) se Cao(I')#Cn(D);
Cn{D) ¢aso contrario.

CI)= {
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Lembrando que o operador C, corresponde a relacio de conseqiiéncia sintatica
do CPC, temos que o operador C € monotdnico, cumulativo e ndo distributivo.
A versdo finitéria da propriedade distributiva na Defini¢do 2.1.1 € a seguinte

regra:

al~y, Bl~y
av pl~y

{Regra or).

E claro que a linguagem L precisa possuir disjuncio para podermos formular
esta regra. Uma relag@io de conseqliéncia cumulativa que satisfaz a Regra or ¢ chamada de
relacdo preferencial. Se estivermos usando a notagdo de operador de conseqiiéncia
(yeC({a}) e e C({B}), entdo yeC({cxvB}) ) o operador C € chamado de operador
preferencial. Alis, vejamos este resultado na proposigdo abaixo. Para mais detalhes e

informacdes, ver (Krauss, Lehmann, Magidor; 1990).

Proposicio 2.1.3: Seja C um operador cumulativo supraclassico distributivo
sobre L. Entdo, C satisfaz as seguintes propriedades:

(a) CTu{oaHnCIU{BHeCTu{avp}).

() CIu{o)NCIu{=oy)cCI).

(¢) Se Be C(T'U{a}), entdo a—Pe CT).

E claro que na proposicio acima exigimos que a linguagem L, além da
disjuncio, tenha negacio forte ¢ implicacio.
Vejamos no exemplo abaixo que um operador default, em geral, ndo satisfaz a

propriedade distributiva.

—d . C

Exemplo 2.1.4: Sejam o conjunto de regras default D={i~'-c—, } eo
C

<

operador default cético Cp:@(For(CPC))— @ (For(CPC)). Logo, celp({a}) e
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ce Cp({—a}), mas, c¢ Cp(D). Logo, pela proposicio acima, item (b), segue que Cp ndo ¢

distributivo.

Uma propriedade central quando lidamos com um operador de Tarski C, € dada
pelo Teorema da Dedugio: a—>BeCy(I) se, e somente se, Be Co(T'L{at}) (ver Definicio
1.1.10 pag. 11). Ao abandonarmos a monotonicidade, pelo menos uma das direces do
teorema da deducfo nfio necessariamente serd valida. De fato, consideremos o CPC e o
operador C cumulativo supracldssico distributivo relativamente a C, (C. operador de
conseqiiéncia sintatica do CPC). Além disso, suponhamos que @ C(I') e o operador C
satisfaz a seguinte dire¢do do teorema da deducio:

se o—@e C(I), entdo oe C(Tw{o})  (¥).
Como a—@e Cy({®}) entdo, pelo Coroldrio 1.2.14 (b), segue que o—@e C(I'). Logo, por
(*) temos que e C(I'u{n}), ou seja, de certo modo vale a monotonicidade, pois, neste
caso, l'clNu{o} implica que C(NcC(I'u{a}), para todo I'cFor(CPC).

Na proposicio anterior, item (c), no caso de um operador cumulativo
supraclassico distributivo, temos a dire¢do do teorema da dedugo que € valida.

Vejamos, a seguir, que um operador cumulativo C define uma relag@o de ordem

sobre os conjuntos fechados segundo C..

Definicdo 2.1.3: Sejam C um operador cumulativo ¢ T, A conjuntos fechados

segundo C, em L. Dizemos que I cA se, e somente se, T cC(IMA).

Da mesma forma como definimos um conjunto trivial segundo um operador de
Tarski sobre uma linguagem L, definiremos um conjunto trivial segundo um operador

cumuiativo.

Defini¢do 2.1.6: Seja C um operador cumulativo sobre L e I'cFor(L). Dizemos

que T é C-trivial se C(I')=For(L), caso contrario dizemos que I ndo e C-wrivial.
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Nesta definigdo Freund e Lehmann (Freund, Lehmann; 1993) consideram o
conceito de C-inconsistente em vez do de C-trivial, mas, devido ao nosso interesse em
podermos futuramente também trabalhar com 16gicas paraconsistentes, optamos pela nogédo
mais geral de C-trivializaco, no lugar de C-inconsisténcia.

Os lemas apresentados abaixo nos permitem concluir que a relagdo {c é uma

pré-ordem. Para demonstra¢io, ver (Freund, Lehmann; 1993).

Lema 2.1.7: Seja C um operador cumulativo sobre L. Para conjuntos fechados
T, A, segundo C,, temos que:

(a) Se I'cA, entdo T3 cA, em particular {c éreflexiva.

(b) ¥ cA se, e somente se, C(IN=C(I'NA).

(c) Se T cA e I'é trivial, entfio A é trivial.

(d) Se I'{ cA e Al eI, entdo C(IN=C(A).

(e) T¥cC(T).

() CIO)dT.

Lema 2.1.8: Seja C um operador distributivo sobre L. As seguintes
propriedades sdo equivalentes e satisfeitas por C:

(a) Para quaisquer fechados I', AcFor(L), segundo C,, C(INNC(A)SC(IMA).

(b) Para quaisquer conjuntos fechados I', AcFor(L), segundo C,, se AgC(I)
entio Al el

Lembramos que no lema anterior consideramos os conjuntos fechados segundo
C,, pois o operador C & supracléssico.

O operador cumulativo C ¢ dito fracamente distributivo se satisfaz as condigbes
(a) e (b) do lema anterior. Embora & primeira vista nfo parega, ndo € tdo fraco dizer que C €

fFacamente distributivo.
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Proposi¢io 2.1.9: Seja C um operador fracamente distributivo sobre L. Se C, €

admissivel, entdo C é distributivo.

Demonstragdo:

Conseqiiéncia imediata da Proposicdo 2.1.2.

Lema 2.1.10: Seja C um operador distributivo sobre L. Para quaisquer
conjuntos I', A, ¥, @¢For(L), temos que:

(2)  AcCI)=C(A)=C(CINNCA(A)).

() TicAeWd=TN¥ cAND.

Estamos agora em condi¢des de verificar que a relagio {¢ é transitiva, portanto

uma pré-ordem.

Teorema 2.1.11: Seja C um operador distributivo sobre L. Entdo, a relagdo {cé

transitiva e, portanto, uma pre-ordem.

Demonstragdo:

Pela parte (a) do Lema 2.1.7 temos que a relagio i é reflexiva. Assim, basta
mostrarmos que, se TcAe A <@ entio IR <®. Pois bem, suponhamos que TNcA e A .
Dai, pela parte (b) do Lema 2.1.10 segue que I'mA{cAN®. Logo, CTNA=CINAND)
(parte (b) do Lema 2.1.7). Como I{cA, pelo mesmo motivo, C(I)=C(I'nA). De INeA e
@) D segue que T®I cAND, e dai CITNP)=CIMAND) (parte (b) do Lema 2.1.7).
Como C(D=C(I'A4), segue que C(N=C(I'nd), isto &, ¥ cP.
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O proximo resultado fornece-nos uma outra visdo sobre o significado da relacdo

ic

Proposi¢ao 2.1.12: Seja C um operador cumulativo distributivo sobre L. As
seguintes propriedades sdo equivalentes:

(@) T cA.

(b) Existe A’cC,(A) tal que TcC(A”).

(c) Existe A’cCp(A) tal que C(I'N=C(A”).

Observamos que em todos os resultados, do Lema 2.1.7 até a Proposigao 2.1.9,
temos que os conjuntos fechados sdo fechados segundo C,. Nas demonstracdes desses
resultados ndo utilizamos o fato de que o operador C, ¢é finitario. Assim, os resultados

valem para operadores de Tarski em geral.

2.2 Operadores Cumulativos Dedutivos

Introduzimos a seguir a familia dos operadores cumulativos que satisfazem a
propriedade chamada por Freund e Lehmann (Freund, Lehmann; 1993) de propriedade

dedutiva. Esta propriedade € analoga a versio infinitaria da seguinte regra:

anfl~y
ai~B—y’

Esta regra foi sugerida por Y. Shoham (Shoham; 1988) e ¢ chamada em (Kraus,
Lehmann, Magidor; 1990) de regra S.
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Definicio 2.2.1: Sejam C um operador cumulativo supraclassico ¢ C, um
operador de Tarski, ambos sobre L. O operador C € dedutivo, relativamente a G, , se
satisfaz a seguinte propriedade, para conjuntos I, AcFor (L):

C(TuA)CCy(INUC(A)Y) (Propriedade Dedutiva).

Se considerarmos somente um operador de Tarski sobre L, segue trivialmente da
monotonicidade que Cy(TWA)CC(TMUC,L(A)). Alids, na Proposi¢do 1.1.5 mostramos que
vale a igualdade, isto €, CL{I"UA)=C,(TWCu(A)).

Notamos que, se a linguagem L tem implicagéio e C é um operador dedutivo,
temos que: se aeC(IU{B}), entdo B—aeC(I"). Alias, isto também vale se C € um
operador distributivo (ver Proposicdo 2.1.3 (¢)).

E interessante observarmos aqui, o caso das légicas polivalentes de
Lukasiewicz. Se, na defini¢do acima, considerarmos o operador Ded no lugar de C, que nas
l6gicas polivalentes de Lukasiewicz representa o conjunto das férmulas demonstraveis, isto
é, Ded(®) é o conjunto das férmulas demonstraveis a partir do conjunto de formulas ©, néo
podemos tomar como verdadeira a propriedade dedutiva acima relativamente ao operador
—> primitivo, pois, no caso das logicas polivalentes de Lukasiewicz, pode acontecer que
aeDed(I'U{B}) sem que B—oeDed(l). De fato, no célculo infinitovalente de
Lukasiewicz, a versdo do teorema da Dedugfio ¢ a seguinte (ver (Cignoli, D’Ottaviano,
Mundici; 1994)):

se ae Bsdo formulas entdo, para todo I'cFor(L), aeDed(I'{f3}) se, e somente

se, existe um numero natural Ny tal que (f"*—>a)peDed(T) b

Além disso, o operador Con, que nas lbgicas de Lukasiewicz representa o
operador de conseqiiéncia seméntica, isto ¢, Con(®) é o conjunto das conseqiiéncias

seméinticas do conjunto de formulas ©, ndo coincide com Ded. De fato, nessas logicas, nio

Para todo numero natural n, 0= o =4 e 00— o B=a @—>(0— ;. B). A partir deste fato, juntamente com

outras defini¢cdes que nio sio mencionadas aqui, verificamos que a— , B =" —8.
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vale, em geral, que Con(@)=Ded(@). Wojcicki (Wéjcicki; 1973, 1978), mostra um
exemplo dando um conjunto de férmulas © para o qual Con(©)#Ded(®). Este exemplo
também pode ser visto em (Cignoli, D’Ottaviano, Mundici; 1994 p. 126).

Anteriormente vimos que a Proposigdo 1.1.5 ndo vale em geral para os
operadores cumulativos, mas, para os operadores dedutivos esta proposicdo passa a valer
parcialmente. De fato, para quaisquer conjuntos, I, AcFor(L), tais que
C(T'UA)cC(TUC(A)), pela condigdo supraclassica temos que Co(TTUC(A)C(TUC(A)).

Com isso demonstramos o seguinte resultado.

*Proposi¢do 2.2.2: Seja C um operador dedutivo sobre L. Entdo, para
quaisquer, I, AcFor(L), C(I'UA)cCINUC(A)).

Vejamos alguns resultados sobre os operadores dedutivos. Esses resultados sdo

encontrados em (Freund, Lehmann; 1993).

Proposi¢cdo 2.2.3: Segja C um operador cumulativo sobre L. As seguintes
propriedades sdo equivalentes, para I,A cFor(L):

(a) C € um operador dedutivo. "

(b) Se I'cA, entdio C(AYcCo(AUC(T)).

(¢) Se A, entio CAYSCAUC(T)).

Proposicio 2.2.4: Seja C um operador dedutivo e distributivo sobre L. Se
T cA c®, entiio AcCo(®UCT)).

O proximo resultado € interessante, ele nos fornece uma condi¢do para um

operador dedutivo ser monotdnico ¢ finitario.
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Proposicio 2.2.5: Seja C um operador dedutivo sobre L tal que, para qualquer
I'cFor(L), C(&)cC(I). Entdo, C é monotdnico e finitario. Além disso, C(I')=C(I'UC()).

Demonstracio:

Por hipétese o operador C ¢ dedutivo, entio C(INcC(T"UC(D)). Por outro lado,
Co{TUC(@DNCC(C@DIT). Novamente, pela propriedade dedutiva,
C(C@YyDCHC@)ICIY), entio Co{CZYVCIN=Co(CINN=CI), pois, CED)<CI),
Portanto, C(IN=Cp(T"UC(D)).

Mostramos agora que C é monoténico. Como C € cumulativo, basta mostrar
que, para conjuntos TILAcFor(L), tal que T'gA, entdo C(INcC(Aa). Temos que
C(M=Co(TUC(D)) (demonstrado acima). Por hipétese, C(J)cC(A) e T'cA. Logo,
TUC(D)cAUC(A)=C(A). Pela monotonicidade de C, e absor¢do plena (ver Proposicio
1.2.13 (b)) segue que Co(NUC(D)NCH(AUC(A)=C(A). Logo, CINC(A).

Finalizamos, demonstrando que C ¢ um operador finitario. De fato, para
qualquer subconjunto finito I’cI’, como o operador C € monotdnico, segue que
C(IMecC). Logo, U{CI™”): I'cl’ ¢ um subconjunto finito de I'}cC(I). Basta
mostrarmos que C(INcuU{C(I"): I"cT é wm subconjunto finito de I'}, isto é, se aeC(I')
existe um subconjunto finito O¢T, tal que, 0e C(®). De fato, se oe C(I)=C(TUC(D))
entdo existe um subconjunto finito ®c(TUC(D)), tal que e Co(®). Logo, P=Q, com
©® e Q subconjuntos finitos de I e C(&), respectivamente. Assim,
Co(D)=CH(OU)CCHOUC(D)), pois, QoC(D). Mas, Cy(OUC())=C(8) (demonstrado
acima). Portanto, oe C(T") implica que oe C(©), onde © € um subconjunto finito de I'.

Os tiltimos resultados desta seg@o referem-se 2 familia dos operadores dedutivos
e a familia dos operadores distributivos. Estes resultados, de certa forma, relacionam as
propriedades distributiva e dedutiva com certas caracteristicas da linguagem sobre a qual o

operador cumulativo est4 definido.
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Proposic¢io 2.2.6: Se o operador de Tarski C, sobre L & admissivel, qualquer

operador dedutivo sobre L ¢ distributivo relativamente a C,.

~Na proxima se¢fo, apresentando os Sistemas de Poole veremos que a reciproca

da proposi¢fo acima ndo ¢ verdadeira.
Quando dizemos que o operador cumulativo C sobre L é um operador de
conseqiiéncia sobre partes finitas de L, estamos dizendo que o dominio de C € o conjunto

constituido pelos subconjuntos finitos de formulas de L (g ¢(For(L)).

Proposicio 2.2.7: Seja C um operador dedutivo sobre partes finitas de L. Se a

linguagem L tem disjung¢fo, entdo C é um operador distributivo.

Proposicdo 2.2.8: Seja C um operador distributivo sobre partes finitas de L. Se

L tem conjuncio, disjun¢do e negacgio forte, entdo C é um operador dedutivo.

Terminamos esta secfo com uma espécie de reciproca das ProposigOes 2.2.5 ¢
2.2.6. Exibiremos exemplos de operadores distributivos e dedutivos introduzindo, na

proxima secio, os Sistemas de Poole.

Proposicio 2.2.9: Seja C um operador distributivo, monoténico € finitario sobre
uma linguagem L. Se L possui conjun¢do, disjuncio e negacgfo forte, entdo o operador C €

dedutivo.
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2.3 Sistemas de Poole

D. Poole introduziu um formalismo para raciocinio ndo monotdnico, que pode
ser considerado como um método para concebermos alguns tipos de operadores, por
exemplo, operadores distributivos e operadores dedutivos. Apresentamos algumas
definicdes e resultados sobre esse formalismo, cujas demonstragbes sdo encontradas em

(Poole; 1988) ou (Freund, Lehmann; 1993 p. 51-55) entre outros.

Definicfio 2.3.1: Seja L uma linguagem formal. Um sistema de Poole € um par
<D, K> de conjuntos de formulas de L. O conjunto D € chamado conjunto de defaults e o

conjunto K é chamado conjunto de restrigoes.

Definicdo 2.3.2: Um sistema de Poole <D, K> ¢ finifo se, e somente se, 0
conjunto de defaults é finito; <D, K> é chamado sem restri¢des se, e somente se, 0 conjunto

K évazio.

Intuitivamente, um default é uma férmula aceita para fazer parte de uma
explicagio de algo que se espera (deve) ser verdadeiro. Notamos, por exemplo, que a
afirmacio “passaros voam™ pode ser expressa como o default A={passaro(x)=>voa(x)}.
Assim, para um particular elemento b, se passaro(b) podemos provar que voa(b), contanto
que o default nfo tenha sido contrariado para aquele b particular, ou seja, se passaro(b) e
—woa(b) sdo assumidos, o default é contrariado por este b particular e néo pode ser usado.
Lembramos que os sistemas default apresentados no Capitulo 1 sio semelhantes aos
sistemas de Poole. Além disso, nfio ha conflito entre a idéia de default apresentada aqui

com a de regra default do capitulo anterior.
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Exemplo 2.3.3: Consideramos o default A={passaro(x)=»voa(x)} e o conjunto

de fatos 3={Vx ema(x)=>passaro(x), Vx ema(x)==—voa(x), ema(Polly), passaro(Grog)}.
Assim, voa(Grog) € obtido por {passaro(Grog)=voa(Grog)}, que é consistente
com o conjunto de fatos 3. Isso deve ser traduzido da seguinte maneira: esperamos que
Grog voe, pois Grog € um passaro ¢ sabemos que passaros, pelo default (A), voam, e nio ha
razdo para acreditarmos que Grog ndo voe. O mesmo nio podemos afirmar sobre Polly, isto
¢, ndo podemos obter que voa(Polly), pois {passaro(Polly)=voa(Polly}} nfo é consistente

com o conjunto de fatos 3.

As restrigbes (conjunto de restrigées) podem ser usadas para limitar o uso dos
defaults, isto €, para impedir que um default d seja aplicavel sob circunstincias ¢. Podemnos
também usar as restrigdes para impedir que o uso de um determinado default d (que nos

permite derivar b—sc) derive —b de —c, simplesmente adicionando a restri¢do —c->—d.

Defini¢do 2.3.4: Sejam uma linguagem formal L, C, um operador de Tarski
sobre L, um sistema de Poole <D, K> e um conjunto I'cFor(L). Um subconjunto AcD ¢é
umna base para I se, e somente se, C{T"UAUK)#For(L) € A € um subconjunto maximal de

D com essa propriedade. Denotamos o conjunto de todas as bases de I" por B(I).

Nas condigdes da definigio anterior, o operador definido pelo sistema de Poole

<D, K> ¢ o operador

C() = ﬂcﬁ (TUA) (*).

Ae B

Existem dois casos limites a serem considerados. No caso em que B(IN=J,

temos que C(I')=For(L). No caso em que B(I')=D, temos que C(I'}=C,(T"UD).
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Proposi¢io 2.3.5: Seja C o operador definido em (*). Entéo,
() C ¢ um operador cumulativo supraclassico.

(b) Para qualquer Ae B(I'), Ci{C(INUA)=C(T'VA).

Lema 2.3.6: Seja C o operador definido em (¥) e assumamos que existe uma
férmula ore For(L) com Cy({a})=For(L). Se ¥, I'cFor(L), tais que I'c¥ e Ae B(Y), entdo

existe um conjunto A’e B(I') tal que AcCA’.

A seguir, vejamos dois resultados que nos permitem conceber operadores

distributivos e operadores dedutivos. O primeiro resultado ¢ devido a Makinson.

Teorema 2.3.7: Sejam uma linguagem formal L e C, um operador de Tarski
admissivel sobre L, tal que existe uma formula oe For(L) com Cq({o})=For(L). O operador
definido por qualquer sistema de Poole sem restrigdes € um operador distributivo.

Em geral, o operador definido por um sistema de Poole com restricdes ndo
satisfaz a propriedade distributiva. De fato, no exemplo abaixo o operador C é cumulativo

supracléassico, mas ndo distributivo.

Exemplo 2.3.8 (Makinson; 1992 p. 67): Consideramos o Calculo Proposicional
Classico (CPC) e o sistema de Poole <D, K>, com D={p—q} ¢ K={p}. E claro que o
operador definido por este sistema de Poole € cumulativo (Proposicdo 2.3.5 (a)). Além
disso, segue diretamente da defini¢do de sistema de Poole que C({p})=Cx( {ptuip—aq}) e
C({—p})=For(CPC). Logo, qe C({p}) e & C({—p}), isto &, qe C({p})NC({—p}). Por outro
lado, C({pH=C(@uip}) e C({—p}H=C(duw{—p}). Portanto, se o operador C fosse

distributivo, teriamos que:



CDu{pINC(DU{—p}HcC(D) (ver Proposi¢do 2.1.3 (b)).
Mas, C(Z)=Cu({p—q}) € g€ Cu({p—q}).

Teorema 2.3.9: Segjam uma linguagem formal L e C, um operador de Tarski
admissivel sobre L, tal que existe uma formula oe For(L) com Cy({a})=For(L}. O operador

definido por um sistema de Poole finito sem restricSes ¢ um operador dedutivo.

Exibimos abaixo um contra-exemplo para a Proposi¢do 2.2.6, ou seja, o
operador de Tarski C, € admissivel e o operador C ¢ distributivo ndo dedutivo, ambos

definidos sobre L.

Exemplo 2.3.10 (Freund, Lehmann; 1993 p. 55): Consideramos o Calculo
Proposicional Classico (CPC) e o sistema de Poole <D, &>, com D={p,, piA—Do,
D2A—PIA™Dos <oy PIATDI—1A .. A= Do, ... ).

E claro que, para quaisquer dois elementos distintos o ¢ B de D, segue que
C.({o, B})=For(L). Assim, uma base para ['cFor(L) deve ter no maximo um elemento de
D. Pois bem, o operador C definido por <D, &> ¢ distributivo (Teorema 2.3.7). Se
I'={p,—>q, pPi1=*q, P29, .., Pi~>q, ..}, entdo qeC({), pois qeCylU{p.}) €
g€ Nie N0 Col TU{PIA—Di-1A....A=Do ). Além disso, C(D)=C(D). De fato, os subconjuntos
unitdrios de D sio exatamente as Dbases do conjunto &, isto &
C(Z)y=Co {Po DNLMieN- 10y Cal {PiA—DictA...A=Do } )] Assim, uma formula ae C(J) deve ser
falsa somente em modelos proposicionais em que todos os p;y’s sdo falsos. Desde que o
refere-se somente a wn numero finito de vardveis, o deve ser uma tautologia. Portanto,
C(@2)=Cy(). Com este fato, ¢ facil vermos que Cy(IN=Cr(I"UC(D)).

Como vimos anteriormente, ge C(I') e, se o operador C ¢ dedutivo, entiio

C(D)CoTUC(D))=Co(T) (absurdo, pois qe Co(I)).
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Portanto, o operador C definido pelo sistema de Poole <D, &>, ou seja,

C(M= [)C_(T'uA) nio é dedutivo.

Ae B{I)

Utilizando a Proposigio 2.2.9, podemos afirmar que o operador C no exemplo
anterior ndo ¢ simultaneamente monotdnico e finitdrio, pois, caso contririo, C é um
operador dedutivo. Além disso, da maneira como concebemos o conjunto D, para quaisquer
conjuntos ¥, I'cFor(L), tal que I'c¥, temos que B(IEB(Y). Logo, a extensdo de uma
base A de I" para uma base de ¥ ¢ o proprio conjunto A (ver Lema 2.3.6). E facil ver que o
resultado B(IN)<B(W) permite-nos concluir que o operador C € monotdnico.

Portanto, o operador C é monoténico, distributivo, nio dedutivo e ndo finitario.

Para que o operador C no exemplo anterior seja estritamente cumulativo, 0
conjunto D deve ser tomado de modo que existam conjuntos ¥, I'cFor(L), tais que I'c'¥ e

B(MzB(¥). E isto o que fazemos no proximo exemplo.

*Exemplo 2.3.11: Consideramos o Célculo Proposicional Classico (CPC) e o
Sistema de Poole <D, @>, com D={po, P1ADos P1A—Do, P2ADIAPos P2AP1A—Do P2A—PIAP0,
covs DiADi= 1A AP0 PIADI—1 A« A— Doy PiADi-I A A=DIADG, -3 PIATDi-IADi-2A. . AP, - § € K=

O Teorema 2.3.7 nos afirma que o operador C, definido por este sistema de
Poole, é cumulativo distributivo. Afirmamos que C é estritamente cumulativo. De fato,
tomamos os conjuntos I'={p;, —po} e ¥={p:} e verificamos que, a partir dos conjuntos
{p1APo} € {P1A—Do}, podemos conceber conjuntos Ay e Ay bases de 'Y, tal que {piAp.}CA,
{p1A—potCA;. Logo, as formulas pg, —pog C(¥) mas, como C é supraclassico, —poe C(1).
Portanto, ¥l e C(H)eC().

Para obtermos um exemplo de operador cumulativo distributivo e dedutivo,

basta restringirmos o operador C, no exemplo anterior, sobre conjuntos finitos, isto &€,
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C: oA CPC)— o {CPC). Assim, a Proposigio 2.2.8 nos permite concluir que o operador C é
também um operador dedutivo.

Lembramos novamente que a propriedade dedutiva falha no Exemplo 2.3.10,
quando tomamos conjuntos infinitos de For(CPC). Logo, devemos estar atentos quando
lidamos com conjuntos deste tipo, pois, muitas vezes, as propriedades que antes eram
validas para um determinado operador cumulativo sobre partes finitas nfo s3o preservadas
estendendo este operador a conjuntos infinitos. Em secfo posterior veremos outras
consideracdes envolvendo conjuntos finitos e infinitos de formulas, em relacio aos

operadores cumulativos.

Apresentamos na proxima segdo, como ultima familia de operadores

cumulativos, os operadores supracompactos.

2.4 Operadores Cumulativos Supracompactos

O conceito de operador cumulativo supracompacto foi introduzido por Freund
(Freund, 1990). Seguiremos aqui a mesma linha de apresentacdo adotada por Freund, mas,
¢ claro que ndo apresentaremos todos os resultados pertinentes aos operadores
supracompactos, somernte aqueles que por ora julgamos importantes ¢ se relacionam as
outras duas familias de operadores: operadores distributivos e operadores dedutivos. Para
os leitores que desejam saber mais sobre 0s operadores supracompactos sugerimos a leitura
completa do artigo. Outros resultados sobre estes operadores encontram-se também em
(Freund, Lehmann; 1993).
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Defini¢do 2.4.1: Dada uma linguagem formal L e um operador de Tarski C,
sobre 1., denominamos operador de inferéncia sobre L a toda aplicago

C: @ (For(L))— @(For(L)) tal que, para todo subconjunto I'cFor(L), sio satisfeitas as

propriedades:
(i TI'eCd) (Inclusdo).
(i) CoCIN=C(CAD))=C(T) (Absorgo).
(in) CuHCI) (Supraclassica).

O operador default cético apresentado no capitulo anterior (ver Proposicdo
1.3.10) € um operador de inferéncia.

Quando os operadores cumulativos (operadores distributivos, dedutivos e
supracompactos) sdo definidos sobre partes finitas de L, as condi¢des de monotonicidade
cautelosa e corte sdo renomeadas como monotonicidade cautelosa sobre partes finitas e
corte sobre partes finitas, respectivamente, o mesmo ocorrendo com as demais
propriedades. Além disso, quando nos referirmos a subconjuntos finitos I, AcFor(L),
simplesmente denotaremos isto por I', AcdFor(L).

O resultado abaixo sugere algumas das defini¢Ges desta segio. A partir deste
resultado, estendemos a nog#o usual de operador finitdrio introduzindo a nogéo de operador
supracompacto. A demonstracio deste resultado e dos demais que sdo apresentados

encontram-se em (Freund, 1990).

Lema 2.4.2: Seja C’ um operador de inferéncia sobre partes finitas. Ento, C’
satisfaz a monotonicidade cautelosa sobre partes finitas se, e somente se, para qualquer
rngOI(L)a

oe C(IN se, ¢ somente se, existe Ivcd” tal que oeC’(T'puA), para todo

AcC(T).
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Defini¢do 2.4.3: Um operador cumulativo C sobre L é supracompacto se, para
qualquer subconjunto I'tcFor(L), C satisfaz a propriedade:

aeC(T) se, e somente se, existe Iyl tal que ae C(Ty4), para todo ACC(T).

E imediato que, para os operadores de conseqiiéncia monotdnicos (operadores
de Tarski), dizer que um operador € finitario € equivalente a dizer que ele € supracompacto.
Considerando A={J, na defimi¢iio anterior, pode parecer que esta defini¢do
coincide com a defini¢8o de um operador de Tarski finitdrio. Mas, € facil ver que, dado um
operador cumulativo C sobre L,
se oe C(I') entdo o C(I'y) para algum Iy,
ndo implica que

oie C(I') se, e somente se, existe o d tal que e C(T'gA), para todo AcCC(T).

De fato, como C nfo € monotonico, para todo AcCC(ID), Iocd oA, mas ndo
podemos afirmar que C(T'o)cC(TyuA). Assim, se C € um operador cumulativo finitario,
nio necessariamente C € supracompacto. A reciproca claramente € verdadeira.

Conforme descrevemos anteriormente, ja temos um primeiro exemplo de
operadores supracompactos. A saber, os operadores de conseqgiiéncia finitarios. Um
exemplo menos trivial € obtido considerando-se uma linguagem proposicional L e fixando
dois elementos o e B de For(L). Definimos o operador C da seguinte maneira:

Co(TUu{x - f}) se C, (oA BruT) # For(L);
Ca(I) caso contrario.

CT)= {

E fécil vermos que C é um operador supracompacto € néo distributivo.

Defini¢cdo 2.4.4: Seja C um operador de inferéncia sobre L. A transformacdo
C” de C é o operador definido, para cada subconjunto I" de For(L), por:
osC’(I) se, e somente se, existe ol tal que asC(IyUd), para algum
4cC).
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E trivial que, para todo I'cFor(L}),-C™(INcC(l), com a igualdade valendo se, e
somente se, C é supracompacto. No caso em que C é um operador de conseqliéncia de
Tarski, C” é apenas o componente finitario de C, isto &, o maior operador finitdrio tal que,
para todo T'cFor(L), C*(D)cC(D). E claro que, neste caso, C” é também um operador
monotdnico, alids o maior operador, no seguinte sentido: nfo existe outro operador finitario

D tal que, para todo I'cFor(L), C°(IN<DIN<CI).

Proposicio 2.4.5: A transformagfio C” de um operador cumulativo C € um

operador cumulativo.

Proposicio 2.4.6: Seja C um operador sobre partes finitas de L que satisfaz a
monotonicidade cautelosa. Entdo, C coincide, sobre conjuntos finitos, com sua

transformacio C”. Além disso, C” é um operador finitario.

Na proposigio abaixo modificamos ligeiramente a defini¢do da transformacéo
C” de um operador distributivo C. Fazemos isto porque o Lema 2.1.10 (a) permite-nos

considerar subconjuntos de Co(I") em lugar de subconjuntos de C(I').

Proposicio 2.4.7: Seja C um operador distributivo sobre L e C” a sua
transformacdo. Entéo,

ae C™(I) se, e somente se, existe Toce I tal que aie C(TpUA), para todo AcCy(T).

A seguir, 2 nogdo de traco de um operador de inferéncia produz uma

caracterizacdo usual de operadores distributivos supracompactos.
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Definicio 2.4.8: O traco Z¢ de um operador de inferéncia C sobre L € o

operador definido, para cada subconjunto I'cFor(L), por:

ZADn{C(A): AcCHID)}.

Se o operador C ¢ distributivo, novamente pelo Lema 2.1.10 (a) podemos
considerar subconjuntos de C(I') em lugar de subconjuntos de CuI), ou sga,
Zo(T={C(A):AcC(T)}. De fato, como o operador C ¢ supracldssico € imediato que,

N{C(A): AcCD) N {C(A): AcCT)}.
Agora, para qualquer ACC(I'), pelo Lema 2.1.10 (a) segue que C{A)=C(Cy(A)NCK(I)).
Mas, Co{ANCo(DSCoT). Logo, tomando ¥=C,(A)NCy(I) entdo C(A=C(¥), com
YC(D), isto &, {C(A): AcC(D)}c{C(A): AcCy(T')}. Portanto,
N{C(A): AcCTen{CA): AcCD)}.

Finalizamos esta se¢do com resultados que nos permitemn demonstrar gue um
operador distributivo “contém™ um operador dedutivo, coincidindo com este operador sobre

conjuntos finitos.

Proposicio 2.4.9: Seja C um operador distributivo sobre uma linguagem formal
L com implica¢do. Entdo, para qualquer subconjunto I'cFor(L), a transformagdo C” de C
satisfaz a condigfo,
CPI=Co(T V(1)) (D.
Assim, o operador distributivo C é supracompacto se, ¢ somente se, ele satisfaz
a condicdo,

CIy=CIVZc() (1I).

Lema 2.4.10: O trago de um operador distributivo C ¢ igual ao trago de sua

transformacio C”.
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Proposicio 2.4.11: A transformacdo de um operador distabutivo C sobre L ¢
um operador dedutivo (portanto, distributivo). Em particular, qualquer operador distributivo

supracompacto € um operador dedutivo.

E uma conseqiiéncia imediata da proposi¢io anterior que um operador
distributivo contenha um operador dedutivo, o qual coincide com este operador distributivo
sobre conjuntos finitos, 0 que pode ser determinado explicitamente por meio da Proposi¢io
2.4.9 (ID). Lembramos gue nesta proposicdo a linguagem L possui implicaco, logo a

Proposigdo 2.4.11 também se refere a este tipo de linguagem.

2.5 Extensoes Cumulativas

Podemos notar que até aqui é dada uma atengio especial para os operadores
cumulativos infinitarios. A importdncia de estudarmos os operadores cumulativos
infinitarios reside em podermos aplicar os resultados validos para estes operadores aos
operadores cumulativos sobre partes finitas. Mas, dado um operador cumulativo sobre
partes finitas, sera possivel estendé-lo cumulativamente para conjuntos infinitos? Sabemos
que a reciproca € verdadeira, isto é, dado um operador cumulativo qualquer, restringindo-o
a conjuntos finitos obtemos um operador cumulativo sobre partes finitas.

Freund ¢ Lehmann, em colaboraciio com Makinson, apresentam um modo de
estender operadores cumulativos sobre partes finitas para conjuntos infinitos. Vejamos

como isto € feito.
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Teorema 2.5.1: Sgja C’ um operador cumulativo sobre partes finitas de L. O

operador C definido por
C(O)- C'(A) se existe um subconjunto A ¢, C(I') tal que Cuo(I') = C'(A)
Co(T) caso contrario,

estende C’ e € um operador cumulativo.

Notamos que C estd bem definido, pois como C’ € cumulativo, se existirem
conjuntos finitos A, @cCy(T) tal que Cy(I)cC’(A) e CANcC’ (@) entdo, pela condigio
cumulativa, C’(A)=C’(P).

Resultados indesejaveis surgiram a partir do teorema anterior. Por exemplo, s 0
operador C’ € monotdnico, sua extensdo, em geral, ndo € monotdnica. Além disso, a
extensdo cumulativa (o operador T do teorema acima) nfo preserva a propriedade
distributiva (ver (Freund, Lehmann; 1993)). Em virtude disto, Freund e Lehmann
apresentam outro modo de produzir uma extenso cumulativa de um operador cumulativo
sobre partes finitas. De forma breve, vamos percorrer o caminho proposto por Freund e
Lehmann (Freund, Lehmann; 1993) e apresentar esta outra extensio cumulativa (ou seja,
outro modo de concebermos um operador cumulativo que estende um dado operador
cumulativo C definido sobre partes finitas).

Primeiramente definimos o seguinte operador.

Definicdo 2.5.2: Se¢ja C* um operador cumulativo sobre partes finitas de L.
Definimos o operador Cr como:
CdD={oeFor(L): JAcH" tal que e C'(AUD) para qualquer P Co(1)}.

Notamos que hd semelhanca entre esta definicdo e a defini¢do de operador

supracompacto.



59

Podemos provar que Cr é uma extensdo de C’, isto é, C(I)=C’(I'), para todo
I'cFor(L) e, além disso, verificamos que Cr satisfaz a propriedade do corte e ¢
supracléssico. Porém Cr nfo satisfaz a monotonicidade cautelosa, ou seja, Cr ndo € uma
extensio cumulativa de C’.

Mesmo que C; néo seja uma extensdio cumulativa, nem tudo esta perdido, pois a
partir deste ponto, juntamente com a transformagéo de um operador de inferéncia podemos

definir o seguinte operador.

Definiciio 2.5.3: Seja C’'um operador sobre partes finitas de L e C¢ o operador
da defini¢io anterior. Chamamos Cr de Co. Assim, para cada nimero natural >0, definimos
C, como sendo a transformacdo de C;_;. A extensdo candnica de C’ é o operador C definido
sobre L, para cada AcFor(L), por

CAFNieoCi(A).

Teorema 2.5.4: Se a linguagem L possui implicacdo, a extensdo candnica de

um operador cumulativo sobre partes finitas ¢ uma extensdo cumulativa.

Assim, exigimos que L tenha implica¢do para que a extensio candnica de um
operador cumulativo sobre partes finitas seja uma extensdo cumulativa.

Para finalizar, vejamos quais as condicdes que nos permitem dizer que a
extensdo candnica de um operador cumulativo distributivo e de um operador dedutivo,

ambos sobre partes finitas, é uma extensao distributiva e dedutiva, respectivamente.

Teorema 2.5.5: Seja C’ um operador distributivo sobre partes finitas de L. Se a
linguagem L tem conjungdo, entdo o operador Cr ¢ distributivo e € a extenséo candnica de

C.
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Teorema 2.5.6: Seja C’ um operador dedutivo sobre partes finitas de L. Se a
linguagem L tem implicagdo e disjun¢fio, entdo o operador C; é dedutivo e é a extensdo

candnica de C’.

Feita a apresentacdo de algumas propriedades dos operadores cumulativos,

introduzimos o conceito de 16gica cumulativa no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Logicas

Neste capitulo, um conceito bastante geral de ldgica € apresentado. Este
conceito € o mesmo introduzido em (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999), com uma
diferenca, os operadores considerados, mais gerais, sdo operadores cumulativos. Dessa
maneira, ampliamos a classe de légicas que tinhamos anteriormente. Nunca € demais
lembrar que todo operador de Tarski ¢ um operador cumulativo.

E natural que ao ampliarmos uma certa classe de objetos, 0s novos objetos dessa
classe ndo satisfagam a todas as propriedades que os objetos da classe original satisfaziam.
Isso também ocorre quando ampliamos a classe das logicas (ou logicas de Tarski)

consideradas no artigo acima mencionado.

3.1 Légicas Cumulativas.

No Capitulo 1, relembramos algumas defini¢des e resultados sobre operadores
de Tarski, para posteriormente desenvolvermos o estudo dos operadores cumulativos. Nesta
secio ndo seguiremos essa linha de conduta, recordaremos somente quando necessario as
defini¢des e resultados sobre logicas cujo operador envolvido é um operador de Tarski.
Esses resultados e definicdes podem ser encontrados em (Wéjcicki; 1988), (Feitosa;
1997), (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999), ou (D’Ottaviano, Feitosa; 2001) entre

outros.
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Defini¢io 3.1.1: Uma légica cumulativa é um par E=(L, C), onde L é um
conjunto qualquer e C € um operador de conseqiiéncia cumulativo sobre L. Quando C for
operador de conseqﬁéncia de Tarski, dizemos que L & uma logica de Tarski, ou

simplesmente uma légica.

Definicdo 3.1.2: Sejam L;=(L;, C;) e L>=(L,;, C5) duas légicas cumulativas.
Dizemos que L; é uma sub-légica de L, , o que denotamos por kick,, se Licls e

Ci=C l L, (restri¢do de C; com relagdo a Ly).

Definicdo 3.1.3: Sejam L=(L, C) uma ldégica cumulativa e YCXcL. O fecho
restringido de Y a X é o conjunto Cx(Y)={x: xe C(Y)X}.

Pois bem, fixado um conjunto X, a aplicacdo Cx:p(X)— £ (X) tal que
Cx(A)={x: xe C(A)"X} ¢ um operador cumulativo. E claro que Cx=C, quando X=L.

*Proposicio 3.1.4: Sejam, L=(L, C) uma légica cumulativa, X um subconjunto
propric de L e Cxip(X)— (X)), tal que Cx(Ay={x: xeC(AY"X}. Entdo, Cx ¢ um

operador cumulativo.

Demonstragio:

(a) Paratodo AcX, AcCx(A).

De fato, como AcCC(A), para todo AcXcL, segue imediatamente da definigio
que AcCx(A).

(b) Se AcBcCx(A), entdo Cx(A)cCx(B), para todos A, BCX.

Pela definiciio de Cx(A) e por hipétese, segue que ACBCCx(A)CC(A). Dai,
pela monotonicidade cautelosa, C(A)cC(B). Assim, C(A)NXcC(B)nX e, portanto,
Cx{A)cCx(B), para todo ACBCCx(A).
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(c) Cx(Cx(A))=Cx(A), paratodo ACX.

De fato, por (a) ¢ pela defini¢io de Cx, segue que ACCx(A)cC(A). Dai, pela
condicdo cumulativa, C(Cx(A))=C(A). Como Cx(Cx(A)=C(Cx(ANX, entdo
Cx(Cx(A))=Cx(A), para todo AcCX.

Quando na Defini¢io 3.1.3 o operador C for operador de Tarski, Cx também ¢

um operador de Tarski (Feitosa; 1997).

*Proposi¢io 3.1.5: Sejam os operadores cumulativos C sobre L e
Cx: 2(X)— @ (X), como definido na proposi¢io anterior. Se AcX € um conjunto fechado

segundo C, entdo A é um conjunto fechado segundo Cx.

Dado um conjunto X qualquer, podemos definir um operador de Tarski sobre
esse conjunto de forma unica, através de um subconjunto das partes de X que € fechado
para intersegdes arbitrarias. E possivel fazer isto, pois a interse¢do de conjuntos fechados
segundo um operador de Tarski ¢ um conjunto fechado segundo esse operador. A partir da
caracterizacio de um operador de Tarski através de conjuntos fechados, construimos outros
operadores de conseqiiéncia. A saber, operador de conseqiiéncia induzido e operador de
conseqiiéncia co-induzido. Vejamos como conceber esses operadores. Para demonstracdo
ver (Feitosa; 1997), (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999) ou (Feitosa, D’Ottaviano;
2001).

Proposico 3.1.6: Sejam X um conjunto ndo vazio e 9¢ @ (X), tal que Xe e ¥
¢ fechado para intersecBes arbitrarias. Entdo, existe um tnico operador de Tarski Cx

definido em X para o qual os fechados de X s3o exatamente os elementos de 0.
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A partir da proposi¢io anterior ¢ conseqientemente da caracterizacdo de um
operador de Tarski através de conjuntos fechados, vejamos como definir um operador de

conseqiiéncia induzido e co-induzido.

Definicdo 3.1.7: Sejam L=(L, C,) uma logica de Tarski, A um conjunto
qualquer ndo vazio e uma funcfio G:A—L. Dizemos que a aplicacio Ca: o(A)— @(A) €0
operador de conseqiiéncia induzido por G e £ em A quando, dado ECA, E € um conjunto

fechado em A se, e somente se, E=G™(D), onde D é um conjunto fechado de k.

Definicdo 3.1.8: Sejam L=(L, C,) uma logica de Tarski, B um conjunto
qualquer ndo vazio € uma fungdo F: L—B. Dizemos que a aplicagio Cs: @ (B)— 9 (B) é 0
operador de consegiiéncia co-induzido por F e &k em B quando, dado ECB, E ¢ um

conjunto fechado em B se, e somente se, E™'(E) é um conjunto fechado de L.

Vejamos de forma mais explicita o que significam as defini¢des de Ca e Csg,

respectivamente operador de conseqiiéncia induzido e co-induzido.

(a) Sejam E=(L, C;) uma logica de Tarski, A um conjunto qualquer ndo vazio e
a funcio G:A—L. O operador de conseqgiiéncia induzido por G e L corresponde a: para

todo ECA, CA(Ej=niE 1G"Y(E)), onde (E:)ie: & a familia de todos os conjuntos fechados de L,
tal que G (E)2A.

(b) Sejam L=(L, C,) uma logica de Tarski, B um conjunto qualquer ndo vazio ¢
a funciio F:L—B. O operador de conseqiiéncia co-induzido por F e L corresponde a: para

todo EcB, Cp(E)=ieiE;, onde (E))i; € a familia de todos os conjuntos de B que contém E,

tal que F!(E;) é um conjunto fechado de L.
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Ha algumas propriedades desejaveis quando induzimos e co-induzimos
operadores de Tarski a partir de logicas L=(L, C,) e fung¢des envolvendo essas logicas. No
proximo capitulo ficard claro o significado dessas propriedades. No entanto, apresentamos

um resultado envolvendo tais propriedades. Para demonstraggo, ver (Feitosa; 1997) ou (da
Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999).

Proposicio 3.1.9: Sejam as fungles F:L—B, G:A->1L e as logicas L=(L, C,),
B=(B, Cg). A=(A, C,), tal que Cg e C4 sfo respectivamente os operadores de conseqiiéncia
co-induzido e induzido. Entio:

(a) A imagem inversa de um fechado em B (fechado em L) é um fechado em
L (fechado em A);

(b) Para todo subconjunto Kiu{x} de L, se xe C,4(K) entio F(x)e Ca(F(K)). Da
mesma forma, para todo subconjunto Kiu{x} de A, se xe Ca(K) entdo F(x)e Cu(F(K)).

Como o conceito de logica cumulativa estende o conceito de logica, € natural
perguntarmos: Dadas fungdes F e G das defini¢Ses anteriores, quando a légica L € uma

légica cumulativa, podemos induzir e co-induzir operadores?

Sabemos que, em geral, a Proposi¢do 3.1.6 ndo se aplica quando os operadores
sdo cumulativos, pois, j4 vimos que a intersecdo de fechados segundo um operador
cumulativo ndo é necessariamente um conjunto fechado (Exemplo 1.2.5). Além disso, apoés
definirmos um operador cumulativo induzido e um operador cumulativo co-induzido,
gostariamos que a Proposicdo 3.1.9 fosse satisfeita para esses novos operadores.

A seguir, veremos como proceder para induzirmos e co-induzirmos operadores
cumulativos. Dividiremos nosso estudo em duas novas subsecdes: operadores cumulativos

induzidos e operadores cumulativos co-induzidos.
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3.2 Operadores Cumulativos Induzidos.

Primeiramente, a definicdo de logica cumulativa serd a mais geral possivel, ou
seja, 0 operador cumulativo refere-se a Definiciio 1.2.1. Feito isto, para finalizar esta

subsecdo, consideramos a ldgica cumulativa cujo operador cumulativo € supraclassico.

*Proposicido 3.2.1: Sejam L=(L, C) uma légica cumulativa, X um conjunto
qualquer nfo vazio e a funcio F:X—L. Além disso, seja a aplicagiio Cx: 0 (X)— (X)), tal
que, para todo ACX, Cx(A)=F(C(ie1As)), onde (A1 é a familia de todos os conjuntos
fechados em L segundo C s comn Ag?“’“z(Ai), para todo iel. Entdo, Cx é um

operador cumulativo sobre X.

Demonstracio:

E claro que, para todo AcX, Cx(A) estd bem definido, pois existe pelo menos
um conjunto fechado de L com imagem inversa contendo A. O proprio conjunto L satisfaz
essa condi¢io. Além disso, o conjunto imagem de F (Img(F)) é o menor subconjunto de L
com imagem inversa igual a X. Portanto, Cx(X)=X .

Pois bem, vejamos que Cx é um operador cumulativo sobre X.

(a) Paratodo AcX, AcCx(A).

De fato, seja AcCX, tal que (Aj)ic1 € a familia de todos os conjuntos fechados em
L segundo C, com AcFY(A), para todo iel. Assim, ACF ' (mic1A)) e, como
Mie tACC(NMiciAy), entdo ACF ™ (C(MieiA))=Cx(A).

(b) Para quaisquer conjuntos A, BcX, tal que AcBcCx(A), entdo
Cx(A)cCx(B).

De fato, sejam {(A;)ic1 € (Bj)jes respectivamente as familias de todos os conjuntos
fechados em L segundo C, tal que ACF'(A), BgF“(B}), para todo i€l e jeJ. Além disso,
suponhamos que ACBCCx(A). Assim, MiciAiCM;eB;. Como C(Mic1A;) € um fechadoem L

e sua imagem inversa contém B ( pois BCCx(A)=F " (C(Mic1A))), entdo C(Mic1A;)=Bj, para
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jo€l. Logo, MiciAicMieBicC(MiciAi)) e dai, pela monotonicidade cautelosa,
C{Mic1ADcC(Mie)B;). Entdo, pela propriedade da imagem inversa segue que
FH(C(ie ADCSF ™ (C(iesB))), isto €, Cx(A)Cx(B).

(c) Paratodo AcX, Cx(Cx(A))=Cx(A).

Sejam (Aidic1 © (Bjjer respectivamente as familias de todos os conjuntos
fechados em L segundo C, tal que AcF '(A), CX(A}QF"Z(BE-), para todo i€l e jel.
Analogamente ao item anterior, Mie1AC e iB;TC{MiciAs), pois C(Mie1A)=Bijo, para j.el.
Dai, pela condicdo cumulativa segue que C{MiaA)=C(myesB;). Logo,
F U (C(mie1A))=F " (C(iesBy)), isto &, Cx(A)=Cx(Cx(A)).

*Definicdo 3.2.2: O operador Cx da proposicdo anterior € chamado operador

cumulativo induzido por F e k.

Na proposi¢do anterior, substituindo a 10gica cumulativa L pela l6gica de Tarski
L=(L, C,), o operador Cx ¢ exatamente o operador descrito na Defini¢io 3.1.7. De fato,
neste caso C{MiciAi)=NiciA; e dal, Cx(A)=Micr F_!(Ag), onde {A;)ie1 € a familia de todos 0s
conjuntos fechados em L segundo C,, tal que ACF'(A), para todo i€ (ver p.64, ().

Portanto, estendemos naturalmente a definicio de um operador induzido por
uma légica de Tarski e uma fun¢do cujo contra-dominio € a logica, para definirmos um

operador cumulativo induzido por uma légica cumulativa e uma fungdo cujo contra-

dominio € a logica cumulativa. Resta-nos verificar a validade da Proposi¢io 3.1.9.

*Proposicdo 3.2.3: Sejam as logicas cumulativas L=(L, C), X=(3X, Cx) ¢ a
aplicagdo sobrejetora F:X-L, tal que Cx é o operador cumulativo induzido por F e L.

Entdo:
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(a) A imagem inversa de um conjunto fechado em L é um conjunto fechado em
(b) Para todo subconjunto {x} UK de X, se xe Cx(K) entdo F(x)e C(F(K)).

Demonstracio:

(a) Seja AcL, tal que A=C(A). Lembre que C(A)=C(MiciAs), tal que (Aj)ic1 € a
familia de todos os conjuntos fechados em L., segundo C, que contém A (ver Proposi¢io
1.2.4). Logo, F‘l(A)=P"(C(mi@ 1A)). Agora, ACA; se, e somente se, F_l(A)g;:F_l(Ai) (pois F
¢ sobrejetora). Dai, pela maneira como defimmos Cx, segue que
CX(F_I(A))ZF_E(C(ﬁgeIAg))zF—i(A), ou seja, F’l(A) ¢ um conjunto fechado em X segundo
Cx.

(b) Para todo subconjunto {x}UKcX, se xe Cx(K) entdo F(x)e F(Cx(K)), isto €,
F(x)e F(F {(C(Mic1A))), onde (Aj)ic; é a familia de todos os conjuntos fechados em L
segundo C, tal que KcF'(A)), para todo iel. Pela Proposicio 1.2.4, C(FK))=C(MiesBy),
onde (Bj)c: € a familia de todos os conjuntos fechados em L segundo C, tal que BioF(K),
para todo jeJ. Logo, MieiBicniciA; e C(F(K))=Ai, para i,€l. Dai, pela condi¢do
cumulativa, C(Me)B)=C(MiciA;). Entdo, F(x)e F(F(C(MjesB)))C(MiesBy), ou seja,
F(x)e C(F(K)).

Note que, para demonstrar a parte (b) da proposigdo acima, ndo € preciso que F
seja sobrejetora.

Para finalizar esta subse¢fio, seguem-se algumas consideracdes sobre os
operadores supraclassicos e os operadores induzidos. Portanto, até o final dessa segdo
quando dizemos que C é um operador cumulativo estamos nos referindo a Defini¢do 1.2.8.

Seja a aplicagio F:X—L tal que b=(L, C) é uma ldgica cumulativa ¢ C ¢ um
operador supracléssico. Neste caso, L ¢ uma linguagem formal e C,, um operador de Tarski

sobre L, tal que, para todo AcL, Cy(A)C(A) (ver Definicdo 1.2.7).
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Pois bem, sejam Cpx e Cx respectivamente, operador de Tarski induzido por F e
L=(L, C,) e operador cumulativo induzido por F e L=(L, C). Vejamos se C,x(A)cCx(A),

para todo ACX, ou seja, se Cx € um operador supraclassico.

*Proposicdo 3.2.4: Sejam C,x, Cx:p(X)—»p(X) e L=, C) uma logica
cumulativa, tal que C é um operador supraclassico e Cux, Cx respectivamente operador de
Tarski induzido e operador cumulativo induzido por F e b (F uma funcdo de X em L, onde
X ¢ um conjunto qualquer ndo vazio). Entdo, C,x<Cx, isto é Cx & um operador

supraclassico.

Demonstracio:

Para todo AcX, sabemos que Cox(A)=ric; F(A)), onde (Ai)ic; é a familia de
todos os conjuntos fechados em L segundo C,, tal que ACF'(A)), para todo i€l;
CX(A)ﬂF"I(C(ijJBJ-)), onde (Bj)e; ¢ a familia de todos os conjuntos fechados em L
segundo C, tal que AQF_E(BJ-), para todo jeJ. Como o operador C € supraclassico, entdo
(Byjesc(Aiie1 € dai, MictAiCMiesB;j. Logo, Miei F"i(A;)gF“I(C(ﬁjg B)).

Portanto, Cax{A)cCx(A), para todo AcCX, isto &, Cx € supraclassico.

Na Proposi¢io 3.2.3 nada exigimos a respeito do conjunto L e do operador

cumulativo C, isto é, nfo exigimos que C seja um operador supraclassico. Agora, se
considerarmos L=(L, C) uma l6gica cumulativa com C operador supraclassico, vejamos se

nessas condi¢des a Proposicdo 3.2.3 ¢ satisfeita. Lembramos novamente que L € uma

linguagem formal.
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*Proposicio 3.2.5: Sejam as logicas cumulativas L=(L, C), X=(X, Cx) e a

aplicagdo F:X-L, com Cx s o0 operador supraclassico induzido por F e L (ver proposi¢io
anterior) e C operador cumulativo supracléssico. Entio:
(a) A imagem inversa de um fechado em L ¢ um conjunto fechado em X.

(b) Para todo subconjunto {x}K de X, se xe Cx(K) entdo F(x)e C(F(K)).

Demonstracéo:

(a) No caso de C ser operador supraclassico, dizer que A € um conjunto
fechado em L, € dizer que A=C,(A), pois, ja vimos que todo conjunto fechado segundo C é
um conjunto fechado segundo C,. Tomamos, assim, a maior familia de fechados em L. O
mesmo vale para os conjuntos fechados em X, ou seja, a familia de conjuntos fechados é a
familia dos conjuntos fechados segundo Cpx. Portanto, pela Proposicdo 3.1.9, segue que a
imagem inversa de um conjunto fechado em L € um conjunto fechado em X.

(d) E imediato (ver Proposi¢io 3.2.3 (b)).

Note que, diferentemente da Proposi¢do 3.2.3, a funcio F nfio precisa ser
sobrejetora. Além disso, pode-se perguntar porque nao redefinimos o operador Cx induzido
porFel (Vf:f Definicéio 3.2.2), pois, consideramos na proposi¢io anterior que a familia de
fechados em L e X ¢é constituida pelos conjuntos fechados segundo os respectivos
operadores de Tarski, C, e C,x. Néo redefinimos Cx, considerando conjuntos fechados em
L como sendo os conjuntos segundo C,, pois, neste caso o operador Cx € o operador de
Tarski descrito na Definigdo 3.1.7 (ver também p.64, (a)).

Para as familias dos operadores distributivos e dos operadores dedutivos ndo ha
alteracdo na definicdo de operador induzido apresentada anteriormente (Defini¢do 3.2.2),
pois, as respectivas familias sdo subfamilias de operadores cumulativos supraclassicos.

O que devemos fazer € vernificar se, para um dado operador cumulativo C
distributivo e/ou dedutivo o respectivo operador cumulativo induzido é também distributivo
g/ou dedutivo. Devemos fazer isto também para outras propriedades do operador

curmulativo C, mas para investigarmos a preserva¢do ou ndo dessas propriedades,
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informagdes adicionais sobre o comportamento da aplicagfio T sfo relevantes (informacdes
do tipo daquelas apresentadas na proposi¢io anterior).

No proximo capitulo quando introduzimos o conceito de tradugdo (traducdo
conservativa) investigaremos se algumas propriedades vélidas para um determinado
operador cumulativo (l6gica cumulativa) sdo preservadas para outro operador cumulativo
(16gica cumulativa) fazendo uso de uma aplicacdo T (tradugdo) entre essas 10gicas.

Na proxima segdo veremos como co-induzir um operador a partir de uma logica

cumulativa e uma func¢io cujo dominio € a logica.

3.3 Operadores Cumulativos Co-induzidos.

Como realizado na secdo anterior, primeiramente a defini¢io de logica
cumulativa € a mais geral possivel. Em seguida, consideramos a légica cumulativa cujo
operador € supraclassico.

Diferentemente do que ocorreu a0 induzirmos um operador cumulativo, quando
co-induzimos um operador cumulativo surgem varias dificuldades. Ao longo desta secdo,

até o seu final, veremos algumas destas dificuldades.

*Proposicio 3.3.1: Sejam L=(L, C) uma logica cumulativa, X um conjunto
qualquer ndo vazio e uma fun¢do F: L—X. Além disso, seja a aplicacdo Cux: f2(X)— 0 (X)
tal que, para todo AcX, Cox(A)y=Mic1A;, onde (A,)ic € a familia de todos os conjuntos em X
que contém A, com F™'(A;})=C(F"'(A))), para todo ie]. Entdo, C.x é um operador de Tarski

sobre X.
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Demonstracio:

E claro que Cyx esta bem definido para todo AcX, pois ao concebermos Crx(A)
existe pelo menos um subconjurito de X que contém A, tal que sua imagem inversa € um
conjunto fechado em L segundo C. O conjunto X satisfaz estas condi¢Ges. Vejamos que
Cpnx € um operador de Tarski.

@ Para todo AcX, AcCnx(A).

Segue imediatamente da defini¢io de Cpx.

(i1)  Paratodo A, BCX, se AcB entdo Cux(A)cCux(B).

De fato, sejam (A;)e1 a familia de todos os conjuntos em X que contém A, com
F{(A)=C(F(A}), para todo iel, e (B))s a familia de todos os conjuntos em X que
contém B, com F'(A)=C(F"'(A;)), para todo je]. Como por hipdtese ACB, entdo

NiciAiCMeiB;, ou seja, Cax(A)CCax(B).

(iii)  Para todo ACX, Cax(Cax(ANSCax(A).

De fato, sejam (A;)ic1 & familia de todos os conjuntos em X que contém A, com
F"I(Aj)mC(P”I(A;}), para todo i€l, e (B} a familia de todos os conjuntos em X que
contém Cux(A), com FI(B))=C(F'(B;)), para todo jel. Por defini¢io, Cax(A)=MiciA; €
Cax(Cax(A))=MiesBj- Logo, Chx(A)CA;, para todo il Dai, Aje(Bj)es, para todo i€l, ou
seja, Mie1BiCNMiciAi Portanto, Crx(Crx(A)NCCax(A).

Se na proposicdo anterior b ¢ uma logica de Tarski, Cpx € exatamente o

operador co-induzido da Definicdo 3.1.8.

Pois bem, na proposi¢do anterior co-induzimos um operador de Tarski sobre um
conjunto qualquer ndo vazio X através de uma logica cumulativa e uma fungdo cujo
dominio é a logica. Assim, nfo conseguimos ainda co-induzir um operador cumulativo,
embora na proposi¢do anterior os conjuntos fechados em L sejam os conjuntos fechados

segundo o operador cumulativo C. Alids, considerando na proposi¢do anterior o operador
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cumulativo C supraclassico (isto &, C,<C ) o operador C,x na referida proposi¢io sofre uma
pequena alteragdo ((Aj)ic; € a familia de todos os conjuntos em X que contém A, com
FH(A)=Co(E " (A})), para todo iel) mas, o operador Cpx continua sendo um operador de
Tarski sobre X. Quanto as propriedades desejaveis citadas na Proposigdo 3.1.9, vejamos o

que ocorre neste caso.

*Proposicio 3.3.2: Sejam a aplicagio F:L—X, L=(L, C) uma ldgica cumulativa
e X=(X, C.x) uma légica de Tarski, tal que C ¢ um operador supraclassico e Cyx € ©

operador de Tarski co-induzido por F e L. Entdo, a imagem inversa de um conjunto

fechado em X € um conjunto fechado em L.

Demonstragao:

Segue pela Proposico 3.1.9, de forma analoga ao item (a) da Proposi¢do 3.2.5.

A partir da agora citamos varios resultados, onde o objetivo é conseguir co-
induzir um operador cumulativo. Nossa aten¢fo estard voltada para as propriedades

descritas na Proposicdo 3.1.9, pois buscamos a validade da mesma.

*Proposi¢io 3.3.3: Sejam L=(L, C) uma légica cumulativa, X um conjunto
qualquer ndo vazio e a fungdo bijetora F: L-—X. Além disso, seja a aplicagdo
Cx: pX)— p(X) tal que, para todo AcX, Cx(A)y=F(C(D)), com F(D)=A. Entdo, Cx € um

operador cumulativo sobre X.

Demonstracdo:
Como F ¢ bijetora, para cada AcX, existe um Unico DL tal que F(D)=A.

Assim, Cx esta bem definida, para todo AcX.
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Vejamos que Cx € um operador cumulativo. Dados A, B conjuntos de X temos
que:

(i) Paratodo AcX, AcCx(A).

De fato, dado AcX, existe um unico DcL tal que F(D)=A. Como DcC(D),
entio A=F(D)CF(C(D))=Cx(A).

(ii) Se AcBcCx(A), entdo Cx(A)cCx(B).

De fato, como F é bijetora, entdo A=F(D) e B=F(E), para D, ECL (lembre que D
e E sfo UGnicos). Logo, Cx(A)=F(C(D)) e Cx(B)=F(C(E)). Dai, por hipotese, segue que
F(D)cF(E)cF(C(D)). Logo, F'(FD)cF (F(E)CF (F(C(D))), isto é, DcEcC(D). Dai,
pela monotonicidade cautelosa, C(D)cC(E), ou seja, Cx(A)=F(C(D)F(C(E))=Cx(B).

(i)  Cx{(Cx(A))=Cx(A).
Seja Cx(Ay=F(C(D)) e Cx(Cx(A)=F(C(E)), isto é, F(E)=F(C(D))=D=Cx(A).
Como F & bijetora, E=C(D). Daf, Cx(Cx(A))=F(C(E))=F(C(D))=Cx(A).

*Proposicdo 3.3.4: Sejam as légicas cumulativas b=(1, C), X=(X, Cx) ¢ a
funcdo bijetora F:L—X, tal que Cx é o operador cumulativo induzido por F ¢ L da

proposicao anterior. Entdo:

(2) A imagem inversa de um conjunto fechado em X € um conjunto fechado em
(b) Para todo subconjunto {x}\A de L, se xe C(A) entdo F(x)e Cx(F(A)).

Demonstracio:
(a) Seja AcX, tal que A=Cx(A). Por definicdo de Cx segue que A=F(C(D)), tal
que A=F(D), isto &, D=C(D). Logo, F"/(A)=D (F ¢ bijetora). Portanto, F'(A)=C(F'(A)),

ou seja, a imagem inversa de um conjunto fechado em X é um conjunto fechado em L.
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(b) Sega {x}UAcL, tal que xeC(A). Entdo, F(x)eF(C(A)). Agora,
Cx(F(A)=F(C(D)), com F(A=FD). Como F ¢ bijetora, entio A=D e dai
Cx(F(A)=F(C(A)). Portanto, se xe C(A) entio F(x)e Cx(F(A)).

Portanto, para o caso em que F € bijetora, conseguimos co-induzir um operador
cumulativo através de uma légica cumulativa e uma funcfio cujo dominio € essa logica.
Além disso, o operador cumulativo satisfaz as propriedades por nos destacadas.

O caminho natural agora seria considerar a funcio F na Proposi¢io 3.3.3
sobrejetora, ou seja, enfraquecermos um pouco mais nossas hipoteses. Desta forma,
teriamos a aplicagiio Cx: 9 (X)— @ (X) tal que, para todo AcX, Cx(A)=F(C(UA;)), onde
(Ajie; € a familia de todos os conjuntos em L com F(A;)=A, para todo i€l. O que parece ser
natural, em verdade nio se torna frutifero, pois concebendo Cx nesses termos nio podemos
dizer que o mesmo ¢ um operador cumulativo sobre X. Portanto, devemos procurar outros
caminhos a fim de definirmos um operador co-induzido por uma fun¢do F e uma logica
cumulativa. Que outros caminhos s3o estes? Esta € uma pergunta gue necessita ainda de
resposta. Ndo podemos esquecer que buscamos co.nceber um operador co-induzido que
satisfaca as propriedades desejaveis (Proposi¢édo 3.1.9).

Vejamos a seguir alguns operadores co-induzidos, com uma ressalva, tais
operadores sdo operadores de Tarski e nada podemos dizer sobre a validade da Proposigio
3.1.9.

*Proposi¢io 3.3.5: Sejam L=(L, C) uma logica cumulativa, X um conjunto
qualquer ndo vazio e a fungdo sobrejetora F: L—X. Além disso, seja a aplicag@o
Cx: o (X)— #(X) tal que, para todo ACX, Cx(Ay=iciF(C(A))), onde (Ajici € a familia de
todos os conjuntos em L, tal que F(A;)2A, para todo i€l. Entdio, Cx € um operador de

Tarski sobre X.
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Se na proposi¢do anterior, considerarmos Cx(A}=F(mi1C(A;)) no lugar de
Cx(A)y=e1F(C(A))), pode ocorrer que MiciC(A;)=&. Além disso, para nio considerarmos a
hipotese de que F € sobrejetora na proposicio anterior, definimos Cx’ sobre X da seguinte
maneira:

Cx(A) se A cImg(F);
Cx’ (A A se  Anlmg(F)=G;
BUCx(D) se A=BuD, tal que Bnimg(F)= ¢ D¢ Img(F).

Assim, facilmente verificamos que Cx’ é um operador de Tarski sobre X.

Nas proposigbes anteriores, quando definimos um operador Cyx, sempre
consideramos subconjuntos de L, para depois aplicar a fun¢io F, ¢ dai definirtmos Cy. Pois
bem, para finalizar vejamos uma maneira de conceber Cy tomando diretamente

subconjuntos em X.

*Proposicdo 3.3.6: Sejam L=(L, C) uma l6gica cumulativa, X um conjunto
qualquer ndo vazio, a fungdo F: L-X e os conjuntos SZ{VRQX: F(R)=C(F'(R)} e
Sr={JcX: A3cH tal que N3}, A aplicagio Cyx: o (X)— 2(X) tal que, para todo ACX,
Cx(Ay=NiciAi, onde para todo i€ 1, (A)ie1cd; € AiDA, é um operador de Tarski sobre X.

Nio apresentamos as demonstracdes das proposi¢des anteriores, pois as mesmas
seguem imediatamente das definicdes dos respectivos operadores Cx. Além disso, estes
operadores ndo sdo 0s operadores cumulativos co-induzidos que gostariamos de obter.

Antes de encerrarmos este assunto, alguns resultados (intermedidrios) sobre

operadores co-induzidos sfo apresentados.

Definicdo 3.3.7: Sejam L=(L, C) uma ldégica cumulativa, X um conjunto

qualquer ndo vazio ¢ a fun¢io sobrejetora F: L—X. Definimos a seguinte relagdo sobre L:

X~y se, e somente se, F(x)=F(y).
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E trivial verificar que a relacio ~ é uma relagio de equivaléncia. Normalmente
denotaremos
L/~={[x]:xeL} por L.
onde [x]={ye L: x~y}.

*Proposicio 3.3.8: A funcio F:L.—X, tal que F’([x])=F(x) com ~ a relagdo

descrita anteriormente, € urna fungio bijetora.

Demonstragio:

A funcgdo F° estd bem definida. De fato, dados F’([x]), F'([yDeX, tal que
F([x]=F ([y]), entdo F(x)}#F(y) (definicdo de F’). Logo, [x]J#[y]. Além disso, como a
fung¢do F ¢ sobrejetora, entdo F’ é sobrejetora. Basta verificar que F° ¢ injetora. De fato,

dados [x], [yle L., tal que [x]#[y], entdo F(x)#F(y) e dai, pela definicdo de F’ segue que
F([xD=F"(Iy]-

*Proposicio 3.3.9: Sejam L=(L, C) uma logica cumulativa e L. . Entdo, a
aplicagdo C. :g(L)—gp(L.) tal que, para todo A.cl., C.(A)={[x]: xe C(UA.)} € um

operador cumulativo.

Demonstracio:

Note que, dado A.cL., UA={yelL:ye[x] para algum [x]eA.}. Pois bem,
vejamos que C. € um operador cumulativo sobre L.

(1) Paratodo AL, A cC(A).

De fato, se [xJeA., entdo xeUA.. Pela inclusdo, WA.cC(UA.). Dai, pela
defini¢io de C., segue que [x]e C{A.).

(iiy  Paratodo A, B.cL., se A.cB.cC(A.) entdo C{A.)cC.(B.).

De fato, da hipdtese segue que UA.cUB.cUC(A). Logo, basta mostrar que
UCAAICC(UAL). Pois bem, se xe UC(A.), entdo xely], para algum [y]e C.(A.). Pela



78

relacdo de equivaléncia, xe{y] implica que [x]=[y]. Logo, [x]e C(A.) e dai, pela defini¢io
de C(AY), segue que xe C(UAL). Assim, VA cUB.cC(UA.) e dai, pela monotonicidade
cautelosa, C(UA)cC(UB.). Portanto, C.(A.)cC.(B.).

(ii1)  Paratodo A.cL., C{C(A))=C(A.).

Vimos no item anterior que WC{(A)CC(UAL). Além disso, temos que
C(UA)CUC(AY). De fato, se xeC(UA.) entio [xleC(A.). Como xe[x], entdo
xe UC(A.). Portanto, UC.(A)=C(UA.). Agora, CACLA))={[x]: xe C(LUC.(A.))}, ou
seja, CACALA))={[x]: xe C(C(A.))}. Mas, pela definigdo de C. C{A)={[x]: xe C(UA.)}.
Portanto, C.(C{A))=C.(A).

Portanto, a partir de uma fungdo sobrejetora F:L—X, tal que L=(L, C) é uma
l6gica cumulativa € X um conjunto qualquer nio vazio, construimos a logica cumulativa
L'=(L., C.). Além disso, a fun¢io F':L.—X é bijetora. Logo, pela Proposicdo 3.3.3
podemos co-induzir um operador cumulativo sobre X a partir de F’e L. Assim, de certa
forma co-induzimos um operador cumulativo sobre X a partir da 1dgica cumulativa L e da

func¢do sobrejetora F. O resultado € o seguinte.

*Proposicio 3.3.10: Sejam L’=(L., C.) a légica cumulativa descrita
anteriormente, X um conjunto qualquer nfio vazio e a funcio bijetora F’:1..—X. Entdo, a
aplicacio Cx: o (X)— @(X) tal que, para todo AcX, Cx(A)y=F'(C.(D.)), com F’(D.)=A, ¢

um operador cumulativo sobre X.

No préximo capitulo introduziremos o conceito de tradugdes entre logicas e

veremos alguns resultados gerais sobre este assunto.
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Capitulo 4

Traducdes entre Logicas

Neste capitulo € apresentada a definicdo de tradugdes entre ldgicas cumulativas.
Essa é a mesma definicio proposta por da Silva, D’Ottaviano e Sette (da Silva,
D*Ottaviano, Sette; 1999), com uma diferenca, a classe de logicas sobre a qual recai esta
nova defini¢do ¢ ampliada. Muitos dos resultados que se encontram em (Feitosa; 1997) ¢
(da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999) serfio naturalmente reformulados, simplesmente
considerando no lugar da logica de Tarski uma logica cumulativa. Outros resultados, por
hora, nfo serdo passiveis de fal extensdo. Verificamos ainda que a classe das ldégicas
cumulativas juntamente com a classe das traduces entre estas logicas formam uma

categoria.

4.1 O conceito de Traducio

Definicio 4.1.1: Dadas duas légicas cumulativas L;=(L,, Cy) e k= (L, Cy),
uma traducdo de L; em L, é uma aplicagio T: L;—L, tal que, para todo subconjunto

Av{x} de Ly,
se x& C1(A) entdo T(x)& Co(T(A)).



80

Quando L; ¢ L; sfo linguagens formais, uma traducfo entre L; e L, é uma

aplicagdo T: For(L;)—For(L,) tal que, para todo subconjunto I'U{a}cFor(L,),
‘ se T v o entlio T(T) Ives T(0).

Lembramos que, para um operador cumulativo C, aie C(I') se, € somente se,
T e o

Observamos ainda que, para I'=Z, T(Z)=Z. Assim, toda traducio leva teoremas
de L em teoremas de L. Usualmente denotaremos a aplica¢do T: Li—L, por T: Li— L.

Na definigdo anterior considerando L;=(L;, Cn) e Lko=(L;, Cy) logicas de
Tarski, ha uma maneira trivial de concebermos uma traduco entre estas légicas. Basta que

exista pelo menos um elemento ye L, tal que ye Cip(J). Deste modo, definimos a aplicagao
T:L;—Lky como T(x)=y, para todo xeL,. Assim, T(A)={y}, para todo AcL,;. Logo, se
xe Cpi(A) entio T(x)e T(AY=Cw2(T(A)). Esta maneira de se conceber traducdes também

vale quando L, e L, sdo l6gicas cumulativas.

Proposiciio 4.1.2: A aplicagdo T: L;— L;, com L, e L, l6gicas cumulativas, &
uma traducdo se, e somente se, T(Ci(A))cC2(T(A)), para todo Acl,, onde o conjunto

T(A)={T(x): x€A}.

Demonstracfo:

(=) Se ye T(Ci(A)), entdo existe xe C;(A) tal que T(x)=y. Como T ¢ traducio,
entdo T(x)=ye C2(T(A)).

(<) Suponhamos que T ndo seja traducdo, isto é, existem conjuntos A, {xo}cLy
tais que xpe C1(A) e T(x0)2 Co(T(A)). Assim, se T(xg)e C2(T(A)) entdo T(x)g T(Ci(A))
pois, por hipotese, T(C1(A))cCx(T(A)), para todo Acli. Logo, x0€Ci(A) (absurdo).

Portanto, T € tradugéo.
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Antes de prosseguirmos o estudo sobre traducdes entre ldgicas camulativas,
abrimos uma lacuna denfro deste assunto, destacando a teoria de categorias, com respeito &
classe das logicas e & classe das logicas cumulativas. Para uma leitura bastante detalhada
sobre o tema ‘categorias’ ver (Goldblat; 1984) ou (Bell; 1988), entre outros.

Para compreendermos plenamente os resultados que serfo apresentados sobre
categorias enfocando a classe das ldgicas de Tarski, deveriamos apresentar varias
defini¢0es e teoremas, mas, ndo é isto o que faremos aqui. Apresentaremos somente as
definicbes de categoria, subcategoria e subcategoria plena, pois, estas definigdes sdo
suficientes para as considera¢des que faremos sobre a classe das idgicas de Tarski e
traducgOes entre estas logicas. Por exemplo, em (Feitosa; 1997) encontramos com detalhes
os resultados que aqui sdo citados sobre estas classes juntamente com outros resultados,

todos sobre categorias.

Definicio 4.1.3: Uma categoria 9 consiste de uma classe Ob{d) de elementos A,
B, C,... , denominados objetos de 0, e uma classe Mor(d) de elementos f, g, h,...,

denominados flechas ou morfismos de d, com as seguintes condi¢Bes:

(1) A cada morfismo f de J ¢ atribuido um par de objetos dom(f) e cod(f),
respectivamente dominio e codominio de f tal que, se A=dom(f) e B=cod(f), dizemos que

é um morfismo de A em B e denotamos isto por £A—B ou A—¢B.

(ii) Para cada par de morfismos ffA—B e gZB—C de 9, com dom(g)=cod(f), ¢

atribuido um morfismo gof:A—C, denominado a composigdo de fe g.

(iii) Para cada objeto A de d € atribuido um morfismo is:A—>A, denominado o

morfismo identidade de A, que é denotado por i quando nfio houver risco de confusio.

(iv) Dados os morfismos fA—B, gB—C e hC—D, tem-se que
ho(gofy=(hog)of (Associatividade).
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(v) Para cada objeto B de 0, dados os morfismos £:A—B e gB—C de d, tem-
se que ipof=f e goig=g (Identidade).

(vi) Para quaisquer objetos A, B de 0, a colecio Mory(A, B) dos morfismos de

A em B ¢ um conjunto.

Definicdo 4.1.4: A categoria 0 é uma subcategoria da categoria d se:
(i)  Ob(d)cOb(d);
(ii) Dados A, Be Ob(8), tem-se que Mors(A, B)cMoryA, B).

Defini¢io 4.1.5: A categoria & € uma subcategoria plena da categoria o, se

Mors(A, By=Mory(A, B), para dois objetos A, B quaisquer de Ob(J).

A classe das légicas de Tarski € a classe das tradugdes entre estas logicas
determina uma categoria. Esta categoria ¢ denotada por T, . Além disso, verifica-se que a
categoria T, € completa e co-completa, ou seja, T, ¢ bi-completa. Estes resultados
encontram-se em (Feitosa; 1997) ou (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999). De forma
andloga, ¢ facil verificarmos que a classe das logicas cumulativas e a classe das tradugdes

entre estas l6gicas também determinam uma categoria. Esta categoria serd denotada por

rrrCum .

*Proposi¢io 4.1.6: A cﬁtegoria T, é uma subcategoria de Treum -

Demonstragao:

De fato, Obj(T,)cObj(Trcum), pois toda légica de Tarski ¢ uma logica
cumulativa. E claro que, para quaisquer duas l6gicas de Tarski, L, e L,, se uma aplicagio T
entre essas duas logicas é uma tradugdo, entdio T pertence a classe das tradugbes entre

logicas cumulativas, ou seja, Mor 1k, k2)cMor trcam(le, L2).
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*Corolario 4.1.7: A categoria T, é uma subcategoria plena de Trcum -

Um resultado importante para o desenvolvimento de uma Teoria Geral de
Tradugdes, no escopo da categoria Ty, € o teorema abaixo que nos fornece uma série de

equivaléncias para determinadas aplica¢des consideradas traducées.

Teorema 4.1.8: Seja a aplicagdo T:L;—La, com L e L; légicas de Tarski. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(a) T ¢ uma tradugdo.

(b) Para qualquer XL, Co( T{C:(X)))=CoT(X)).

(¢) A imagem inversa de um conjunto fechado é um conjunto fechado.

(d) Paratodo YcL,, CH{THY)ST HCHY)).

O teorema anterior juntamente com sua demonstracio pode ser encontrado em
(Feitosa; 1997), (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999) ¢ (Feitosa, D’Ottaviano, 2001).
Gostariamos que este resultado também fosse valido na categoria Trcum, pois, deste modo,
um grande nimero de resultados acerca das logicas de Tarski e tradugOes entre estas logicas
poderiam naturalmente ser estendidos para as légicas cumulativas € tradugbes entre estas
l6gicas. Infelizmente, para obtermos a equivaléncia das afirmacGes do referido teorema,
quando L; e L sfio logicas cumulativas, precisamos adicionar novas hipoteses que se
referem aos operadores C; e Ca, ou seja, ndo podemos manipular livremente as logicas
cumulativas. Vejamos entdo o teorema acrescido destas novas hipoteses. Ressaltamos que
originalmente ele foi obtido por Coniglio, D’Ottaviano e Martins tendo sido apresentado no
Seminério de Logica do Grupo de Logica Teorica e Aplicada (GLTA) do Centro de Logica,
Epistemologia ¢ Histéria da Ciéncia (CLE) da UNICAMP no ano de 2000, com uma

hipétese a mais aquelas que serfo apresentadas.
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*Teorema 4.1.9: Seja a aplicagdo T: Ly—La, com Li=(L, C;) e Ly=(L,, C;)
logicas cumulativas. Alem disso, suponhamos que:

(1) CAYV)SCAT(T™'(Y))), para todo Y<Lo.

2 CIEOSCHT (CATEN)).

(3) CUT ' (Y)SCHT HC(Y))), para todo YCLo.
Nessas condicOes as seguintes afirmacdes sio equivalentes:

(a) T éuma traducdo.

(by Para qualquer XL, Co(T(Ci(X))=CAT(X)).

(¢) A imagem inversa de um conjunto fechado é um conjunto fechado.

(d) Para todo YLy, CH{T HYNST H(CY).

Demonstracéo:

(a)=>(b)

Como T ¢ tradugdo, pela Proposicio 4.1.2, para qualquer XcCli,
T(C1(X)CaAT(X)) € pela inclusio, XcCi(X). Logo, TX)ST(C1{XNCCoT(X)) e dai, pela
condigdo cumulativa, Cy(T(X))=Co(T(Ci(X))). Portanto, para qualquer Xcl,i,
Co(T(CXON=CAT(X)).

(b)=(a)

Temos, pela inclusdo, que T(C;Z)cCT(Ci(X))) e por hipotese,
Co(T(C1(X)))=CoT(X)), para qualquer XcL;. Logo, T(Ci{XNCCaAT(X)), ou seja, T €
traducio.

(@)=(c)
Seja Y um conjunto fechado qualquer de L,, isto €, Y=Cix(Y). Dai, pela
propriedade da imagem inversa, T(THY)CY. Agora,
T(T(Y))=CxY) (D
T {(V)=CuT'(Y) (inclusdo)  (ID);
TCUT (Y)SCHT(T(Y)) (T tradugdo)  (II).
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Pela hipétese (1), (I) acima e monotonicidade cautelosa, temos que
Co( (T HY)SCH(Y). Deste fato, juntamente com (II), segue que T(CH{T Y)Y (pois
Y é fechado). Pela propriedade da imagem inversa, Cy{T (YT {T(C(T'(Y))) e
THTEC (T Y)STHY). Assim, CT (V)T (Y) e juntamente com (II), segue que
THY)=Cy(T(Y))-

©=(a)

Sabemos, pela idempoténcia, que Cx(T(X)) € fechado. Logo, por hipdtese,
THCATEN)=CT HCAT(X)))). Além disso, pela hipdtese (2) temos que,
CLX)SCHT (CATE))).

Logo, Ci{X)cT (Cy(T(X))). Assim, T(C:(X)T(T (Co(T(X)))). Pela imagem
inversa, T(T ' (Co(TCONSC(T(X)). Portanto, T(C(X))cCx(T(X)), isto é, T é tradugio.

(0)=>(d)

Para todo YLz, YSCa(Y) (inclusdo) e, pela propriedade da imagem inversa,
THY)ST HCAY)). Além disso, por (3), temos que Ci(T (YNSCHT H(Ca(Y))). Como a
imagem inversa de um conjunto fechado ¢ um conjunto fechado, entio

T HCAY)=Cu(TH(CY))). Logo, Cr{T(YN<T (CY)).

(d)=(c)
Seja YgLo, tal que Y=C,(Y). Por hipdtese, Cll(T'l(Y NST HCx(Y)). Logo,
CUTHYNSTHY) e THY)SCHT ™ (Y)) (inclusdo). Portanto, T (Y)=C(T™'(Y)), ou seja,

a imagem inversa de um conjunto fechado ¢ um conjunto fechado.

Observamos que, para a equivaléncia de (a) e (b) néo utilizamos as hipoteses
(1), (2) e (3). Também para a implicagdo de (d) e (c) ndo utilizamos as referidas hipdteses.

As hipoteses (1), (2) e (3) do Teorema 4.1.9 nos dizem que para certos
conjuntos de L; e Ly, os operadores C; e C; comportam-se como se fossem monotdnicos.

Além disso, como as hipdteses (1), (2), (3) ora referem-se ao operador C; (portanto ao
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dominio de T), ora referem-se ao operador C, (imagem de T), elas parecem nos indicar que,
quando uma dentre as duas logicas L, ¢ L, for uma logica de Tarski, as hipoteses do
teoremna poderfio ser minimizadas. Assim, fazendo-se certas restricdes aos tipos de logicas
consideradas, resultados com as hipéteses (1), (1) € (2) ou (2) e (3) podem ser considerados.

Vejamos alguns resultados intermediarios que capturam certos tipos de restri¢des.

*Proposicio 4.1.10: Seja a aplicagio T: Li—La, onde Ly=(L;, C;) € uma logica
cumulativa e ko=(Ls, C,) € uma 10gica de Tarski. Se T é uma tradugfio de L; em ks, entdo a

imagem inversa de um conjunto fechado em L, € um conjunto fechado em L.

Demonstragéo:

Seja Ycl, um conjunto fechado, isto &, Y=C»(Y). Assim,

TH(Y)SC(T(Y))  (inclusio) M
TCUT ()ECATT'(Y))) (T tradugio) (I);
T(THY)=Cx(Y) (propriedade da imagem inversa e Y fechado) (II);
CHT(T(Y)NC2(Y)=Y (C; operador de Tarski) (IV);

CH{T YT I(Y)  ((ID, (IV) e propriedade da imagem inversa) (V).
De (V) e (I) segue que T~ (Y)=C{(T"(Y)).

*Proposi¢io 4.1.11: Sejam a aplicagio T:L;—La, ki=(L1, C;) uma logica de
Tarski e Lko=(L;, C2) uma légica cumulativa. Se a imagem inversa de um conjunto fechado

em L; é um conjunto fechado em Ly, entfo T é uma tradugdo de k; em L.

Demonstracio:
De fato, para qualquer XcL;, T(X)cCo(T(X)). Logo, T (TX)<T (CT(X))).
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Como XcTHT(X)) e por hipétese T H{CoT(X)N)=CuT (CAT(X)))), entdo
XceT UCHTEX))). Pela monotonicidade do operador C; segue que Ci(X)cT (Co(T(X))).
Logo, T(CiXNST(THCATX)))), ou seja, T(Ci(X)=CxT(X)). Portanto, T € tradugo
(segue da Proposigao 4.1.2).

Nas duas proposi¢des anteriores a atengfo ¢ dada apenas aos itens (a) e (c) do
Teorema 4.1.9, pois julgamos esses itens mais relevantes, haja visto, que no capitulo
anterior, ao concebermos operadores induzidos e co-induzidos caracterizamos estes
operadores a partir de conjuntos fechados. Notamos também que os itens (a) € (¢) referem-
se as propriedades por nos desejadas (ver Proposi¢io 3.1.9). A Proposicdo 4.1.10, que ¢
semelhante a (a)=>(c) no Teorema 4.1.9, ndo utiliza a hipotese (1) deste teorema, € a
Proposi¢do 4.1.11, que é semelhante a (c)=>(a), ndo utiliza a hipotese (2) do Teorema 4.1.9.

Inicialmente, nio nos preocupamos em considerar na Proposicdo 4.1.10 e
Proposi¢io 4.1.11 os operadores C; e Cs, respectivamente operadores supraclassicos, mas,
se fizermos isto devemos nos perguntar se a deﬁni'g:ﬁo de traducdo apresentada no inicio
desta secdo engloba também o caso destes operadores. Lembramos que ao considerarmos
C, e C», respectivamente, operadores cumulativos supracldssicos relativamente a Cyy € Cp,
dizemos que um conjunto é fechado se ele ¢ fechado segundo esses respectivos operadores
de Tarski. Primeiramente, no caso em que o operador cumulative C; da Proposi¢do 4.1.10 ¢

supraclassico relativamente a C,; temos que, para todo Au{xicLy,

se xe Coi(A)gCi(A), entdo T(x)e Co(T(A))

ou seja, o fato de C; ser supraclassico ndo acarreta nenhuma informagdo nova com respeito
a definicdo de traducio (Defini¢do 4.1.1). Além disso, vemos facilmente que a Proposicio

4.1.10 continua valida se C; € um operador supraclassico.
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No caso em que C, da Proposicio 4.1.11 € um operador cumulativo

supracldssico relativamente a Cy;, basta que a aplicagdio T seja tradugfo entre L; e a parte

monoténica de L. para que T seja traducdo de L; em Lo, pois, neste caso, para todo

Avi{xicly,
se xe C1(A), entio T(x)e Co(T(ANSCHT(A)).

Neste caso (C; operador cumulativo supraclassico), a Proposi¢do 4.1.11 também continua

valendo. Basta trocarmos C; por C,» na demonstracdo dessa proposicio.

Definicdo 4.1.12: Uma aplica¢do fechada é uma fungso em que a imagem de

todo conjunto fechado € um conjunto fechado.

Proposicio 4.1.13: Seja T: L;—L, uma tradugdo entre l6gicas cumulativas. Se,

para todo AcLi, Co(T(A))CT(Ci(A)), entdo T é uma aplicacio fechada.

A proposi¢io acima é uma extensdo direta do resultado em que as logicas kb e
L pertencem a categoria T,. Além disso, se considerarmos na referida proposi¢do apenas

L uma l0gica de Tarski, entdo a reciproca € verdadeira.

Corolario 4.1.14: Seja T: L;— L, uma traducfo entre L.; Iogica cumulativa e L
légica de Tarski. Para todo AL, Co(T(A))cT(Ci(A)) se, e somente se, T € uma aplicacio
fechada.
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4.2 Traduc¢des Conservativas

Citamos no inicio da se¢fo anterior como concebermos tradugdes entre duas
l6gicas, de modo trivial. Além disso, a defini¢do de traducdo ndo fornece uma relagdo de
reciprocidade entre as logicas envolvidas na respectiva tradugfo. Isto nio ocorre com as
chamadas tradugdes conservativas. A partir destas traduges podemos verificar a validade
de certas propriedades de uma légica em fungdio de outra logica, por isso estas tradugdes
merecem wma atengdo especial.

O conceito de tradu¢fo conservativa foi introduzido por Feitosa e D’Ottaviano e
refere-se a classe das logicas (logicas de Tarski), em (Feitosa; 1997) e no artigo (Feitosa,
D’Ottaviano; 2001). Nesta se¢do estenderemos o conceito de traducdes conservativas para

a classe das l6gicas cumulativas.

Definicio 4.2.1: Uma aplicacdo conservativa entre as logicas cumulativas L; e

L. ¢ uma aplicacdo T: L,— L tal que, para todo xeL,,

xe C(D) se, e somente se, T(x)e Cx(D).

Defini¢do 4.2.2: A aplicagdo T: L;— L; entre as logicas cumulativas k; e Ly €

uma tradugdo conservativa se, para todo conjunto Au{x} de L,,

xe Cy(A) se, e somente se, T(x)e Co(T(A)).

Quando L; e L, sfo linguagens formais, de forma andloga a definicdo de
tradugdo, uma aplica¢do conservativa € uma aplicagdo T:For(L;)—For(L,) tal que, para
toda ae For{L,):

|~c1 O se, e somente se, f~c2 T(o).
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No caso de T ser traducio conservativa, para todo subconjunto Nu{o} cFor(L1),

r lNc; o se, e somente se, T(IN) |~c2T(a).

Varios resultados que fornecem condigdes necessérias e suficientes para que
aplica¢des entre 16gicas (10gicas de Tarski) sejam traducdes conservativas juntamente com
algumas tradugbes conservativas envolvendo a logica cldssica e varias ldgicas nfo-
classicas, encontram-se em (Feitosa; 1997) ¢ (Feitosa, D’Ottaviano; 2001). Um método
considerado fundamental para determinar a existéncia ou ndo de traducio conservativa
entre as logicas estuda\%; rsxestes textos é o uso das algebras de Lindenbaum associadas as
referidas 16gicas (16gicas de Tarski). Ndo iremos citar estes resultados, pois, eles envolvem
somente a classe das 16gicas de Tarki e, aqui, procuramos resultados que incluam a classe
das logicas cumulativas. Citaremos apenas um dos muitos resultados que caracterizam a
existéncia de tradugdes conservartivas que aparecem em (Feitosa; 1997). Para exibirmos

este resultado, consideramos que as relagdes ~ e ~ sdo definidas da seguinte maneira:

X~y (x~2y) se, e somente se, Cpi({x})=Ca({¥}) (Caa({x})=Cra({¥y}))-

O leitor podera verificar facilmente que ~; e ~; sdo relagdes de equivaléncia.

Teorema 4.2.3: Sejam L;=(L,, Cy1) € b2=(1,, Cx2) duas logicas, com dominio
de k; enumerdvel. Assim, existe uma traduc@o conservativa T: L;—k. se, ¢ somente se,

existe uma traducdo conservativa SR YA Y

Com respeito 2 classe das 16gicas de Tarski e das traducdes conservativas entre
essas l6gicas temos que essas classes formam uma subcategoria co-completa de T..
Denotamos esta subcategoria por Treen (ver (Feitosa; 1997) ). Com relagdo a classe das

logicas cumulativas e das tradugdes conservativas vejamos dois resultados sobre categorias.
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*Proposicio 4.2.4: A classe das l6gicas cumulativas e a classe das traduges

conservativas entre estas logicas determinam uma categoria, denotada por TrcumCon -

*Corolario 4.2.5: Ticumcon € uma subcategoria de Troum -

Vejamos a seguir resultados que nos fornecem condi¢les para concebermos

traducdes conservativas entre logicas cumulativas.

*Teorema 4.2.6: Sejam as fungdes T: L1—k; com Li=(L;, C)) e Lo=(Ls, C3)

logicas cumulativas. A funcdo T € uma traducdo conservativa se, € somente se,
T H{CAT(AN)SC1(A), para todo AcLy.

Encontramos o teorema acima em (Feitosa; 1997) com uma pequena diferenca,
L, e L sdo l6gicas de Tarski. Alids, o que ocorre se em uma traduco conservativa pelo

menos uma das logicas envolvidas € uma logica de Tarski? Esta pergunta € respondida

pelas duas proposigdes apresentadas a seguir.

*Proposicio 4.2.7: Sejam as aplicacdes T:L—L; e Coigo( Ly— @( L), com
L=(L, C,) uma loégica de Tarski. Além disso, para todo conjunto AU{x} de L,
xe C(A) se, e somente se, T(x)e Co(T(A)) ().
Se T ¢ sobrejetora entdo, para todo B, Dcl, tal que BcD, Co(B)cCo(D).

Demonstracio:
Sejam B, Dcl,, tal que B&D. Como T € sobrejetora, entdo B=T(Ui1Bi) €
D=T(jc1D;), onde (Bi)ie1 € (D;);es sdo, respectivamente, a familia de todos os conjuntos em

L com T(B;)=B e a familia de todos os conjuntos em L com T(D;)=D, para todo il e jeJ.
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Vemos facilmente que (Bi)icic(D))ies. Agora, se ye Cy(B) entdo y=T(xp)e Co(T(Uic1BY)),
para algum xpe L. Dai, por hipdtese (a) e pelo fato de que C, é um operador de Tarski,
entdo xo€ Cy(UjeiD);). Novamente, por (4), segue que T(xg)e Co(T(LjesD;)), ou seja,

ye Cx(D). Portanto, Ca(B)=Ca(D).

*Proposiciio 4.2.8: Sejam as aplicagbes T: Li—L e Ci:gp(Li)— (L)), com
L=(L, C,) uma ldgica de Tarski. Além disso, para todo conjunto Aw{x} de Ly,
xeCi(A) se, e somente se, T(x)e C,{T(A)).
Entéo, para todo B, Dcl,, tal que BcD, Ci{(B)<Ci(D).

Demonstragio:

Sejam B, DglL;, tal que BcD. Como C, é um operador de Tarski, segue que
Co(T(BHcCH(T(D)). Pois bem, por hipotese, se xeC;(B) entdo T(x)e Cy(T(B)). Logo,
T(x)e Co(T(D)). Dai, novamente por hipétese, segue que xe C (D). Portanto, C(B)cC(D).

A partir das duas proposi¢hes anteriores, considerando-se duas logicas

concluimos que:

(1) Dada uma tradugio conservativa sobrejetora T entre as logicas L e L,

temos que:

L; satisfaz a monotonicidade se, e somente se, L, satisfaz a monotonicidade.

Se a aplicacdo T em (1) anterior nfo for sobrejetora, o conjunto imagem de T
deve comportar-se monotonicamente. Assim, devemos estar atentos ac construirmos
traducbes conservativas entre l0gicas, pois, de certa forma, para estes tipos de tradugdes as
logicas de Tarski e as logicas cumulativas dividem-se em classes distintas. Além disso, na

secdo anterior, quando consideramos as aplicagdes entre logicas apenas tradugdes, de certa



forma, as Proposicoes 4.1.10 e 4.1.11 j4 nos sinalizavam que as aplicagOes entre logicas de
Tarski e logicas cumulativas, sob o ponto de vista de tradugdes conservativas, caminhavam
em direcio 4 monotonicidade.

Além das Proposigles 4.2.7 e 4.2.8 acarretarem o resultado (1) anterior, elas sdo
importantes, pois, nos permitem refletir sobre tradugGes conservativas envolvendo l6gicas
cumulativas cujos operadores cumulativos s&o supraclassicos.

De fato, considerando uma aplicagio T: Ly—L,, Li=(L,, C)) e ka=(L,, Cy)
logicas cumulativas com os respectivos operadores supraclasicos, nessas condigbes, de
acordo com a definicdo de traducdo conservativa (Defini¢io 4.2.2), poderiamos pensar em
outras condigdes que sugerem que a aplicacdo T seja uma tradugio conservativa. Vejamos
quais seriam essas novas condigbes juntamente com a condigdo ji estabelecida na
Definicio 4.2.2 (condicdo descrita no item (i) abaixo). Lembramos novamente que os

operadores cumulativos C, e C; sdo supraclassicos, ou seja, que CsCy e CpsCy,

1) xe Ci(A) se, e somente se, T(x)e C2(T(A)).
(i)  xeCyA) se, e somente se, T(x)e Cp(T(A)).
(i)  xeCu(A) se, e somente se, T(x)e Cpp(T(A)).

av)  xeCyi(A) se, e somente se, T(x)e Co(T(A)).

Supondo que C; é um operador cumulativo ndo monotdnico, a condi¢éo (ii) ndo
pode ser vélida, pois, se isto acontecer, pela Proposicdo 4.2.8 teriamos que C; é um
operador de Tarski. Da mesma maneira, se consideramos a condigdo (iv) valida, pela
Proposigdo 4.2.7 o operador C, ¢ um operador de Tarski sobre o conjunto imagem da
aplicagdo T, mas no caso em que as condigdes (i) e (iii) sdo validas problemas deste tipo
ndo ocorrem.

Portanto, ndo nos parece fora de proposito, supormos que traducdes
conservativas entre 16gicas cumulativas, cujos operadores cumulativos s3o supracléssicos,

preservem respectivamente as ‘partes’ monoténicas e nio monotOnicas dessas logicas. E
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claro que esta posi¢do ndo € (a0 menos por ora) definitiva. As condigdes nas quais as
lo6gicas estdo envolvidas € que determinarfio se consideramos (i), (i), ou ambos.

Se as condigOes (i) e (iil) forem vélidas, entdo com relagdo a qualquer operador
de Tarski C,; (condi¢Zo anterior (iii)) o operador cumulativo C; da condigio (i) €

supraclassico relativamente a esse operador. De fato, este € o resultado que segue abaixo.

*Proposi¢io 4.2.9: Seja T:L,—L, uma traduciio conservativa entre as l6gicas
cumulativas Ly=(L,;, C;) e ko=(L,, C;), tal que Cp<Cy. Além disso, para um operador de
Tarski C, sobre L; e para todo Auu{x} de L; temos que:

xeCp(A) se, e somente se, T(x)e Ca(T(A)) (e).

Entio, C,£C,, isto ¢, C, € supraclassico com relagdo a C,,.

Demonstracio:
Como T é traducdo conservativa, para todo AU{x} de L; temos que:

xe Ci{A) se, e somente se, T(x)e Co(T(A)) (i).
Pela hipdtese (¢) e CpsC, temos que:

xe Cy(A) se, e somente se, T(X)}e Cr(T(ANCCHT(A)) (i1).
Logo de (i) e (i1) segue que: se xe C(A) entdo xe Ci(A), isto &, C,=C,.

Dadas duas logicas k; ¢ Ly com conjuntos enumeraveis de teoremas, podemos
construir uma aplicac8o conservativa entre essas logicas, simplesmente enumerando o
conjunto de teoremas das respectivas ldgicas e mapeando os teoremas de k; e L, segundo a

ordem de numeragdo. Esta aplicacio pode ou nfo ser trivial. Portanto, quando lidamos com

logicas de Tarski, surge a seguinte questdo no estudo de tradugdes:

Uma logica poderd ser traduzida (conservativamente) em qualquer outra

logica?
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Sob uma classe mais geral de 16gicas, ou seja, a categoria Trcum, as Proposicoes

4.2.7 e 4.2.8 ddo-nos resposta para esta questdo.

*Corolirio 4.2.10: Seja k;=(L;, C) uma ldgica cumulativa (ndo monotdnica).
Entdo, para qualquer logica de Tarski Ly=(L,, C;) nfo existe tradugdo conservativa de b

em k.

*Corolario 4.2.11: Seja Ly=(L,, C;) uma logica cumulativa (ndo monotdnica).
Entdo, para qualquer l6gica de Tarski k;=(L;, C;), ndo existe traducdo conservativa

sobrejetora de L em L.

Quando lidamos com tradugbes conservativas, algumas propriedades sdo

preservadas a partir destas traducdes. Vejamos alguns resultados que envolvem a

propriedade dedutiva e a condi¢do supracompacta. Nestes resultados, T: L;— ks € uma

traducdo conservativa entre as logicas cumulativas k; e L, € com isso queremos dizer que:

xeCi(A) se, e somente se, T(x)e Co(T(A))

x& Cni(A) se, e somente se, T(x)e Cp(T(A))

com Cpp=Cs.

*Proposi¢io 4.2.12: Seja T: Lj— L, uma tradugdo conservativa sobrejetora

entre as logicas cumulativas L;=(L;, C) e ky=(1, C>), tal que C; é um operador dedutivo.

Entdo, C; € um operador dedutivo.



96

Demonstragao:

Sejam D, Ecl,, tal que yeCy(DUE). Como T é sobrejetora, entdo existem
conjuntos A, Bgl,, com T(A)=D, T(B)=E e um elemento xeL;, com T(x)=y. Assim, se
ye Co(DUE)=Cy(T(A)UT(B)) entdo, como a aplicagio T ¢ traducdio conservativa,
xe Ci(AUB). Dai, novamente pelo fato de que T ¢ tradu¢fio (traducfo conservativa) e o
operador C; € dedutivo,

x€ Ci(AUB) = xe C,,;(AUC(B)) = T(x)=ye C(T(AYJT(C1(B))).

Pela Proposi¢iio 4.1.2 temos que T(Ci(B)cCx(T(B)) (pois a aplicagio T &
traducdo). Logo,

T(x)=ye Cop(T(AYJT(C(B))) implica que T(x)=ye Cn(DUC(E)).

Portanto, Co(DUE)CCr(DUCH(E)), ou seja, Cy € um operador dedutivo.

*Proposi¢cio 4.2.13: Seja T: ki~ k; uma traducdo conservativa sobrejetora

entre as logicas cumulativas Li=(L;, C;) e Ly=(L;, C;), com C; um operador

supracompacto. Entdo, C; € um operador supracompacto.

Demonstracdo:
Seja Acl,, tal que ye Ca(A). Como T é sobrejetora, existe BCL; com T(B)=A.
Assim, como T € traducio conservativa,
y=T(x)e Co(A)=Cx(T(B)) < xe Ci(B).
Como C; € um operador supracompacto, existe BocB, tal que xe Ci(BouD)
para todo DcL,. Novamente, como T ¢ tradugdo conservativa,
xe C1(BpuD) & T(x)=ye Co(T(Bo)uT(D)),
tal que T(Bo)crACL,.
Sem perda de generalidade, no lugar de T(D) podemos considerar qualquer

Eclo, pois T € sobrejetora. Portanto, C; € um operador supracompacto.
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Se nas proposigdes anteriores ndo considerarmos T sobrejetora, os resultados
referem-se a imagem da aplicag@io T, isto ¢, C; € um operador dedutivo ou supracompacto

sobre o conjunto Img(T).

No préximo capitulo descrevemos alguns trabalhos que poderfo ser realizados e
algumas questdes que devem ser respondidas, dando continuidade a edificacdio de uma

teoria de tradugdes sobre o escopo das loégicas cumulativas.
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Consideracoes Finais

Quando nos propomos a fazer um trabalho sobre certa 4rea de conhecimento
devemos escolher um ponto de partida, para que a partir deste ponto possamos chegar aos
resultados que julgamos validos, ou seja, através de um fio condutor desejamos que
conjecturas passem a ser resultados de fato. Por onde comegar? Eis uma pergunta simples,
mas, importante. Nos apoiarmos em trabathos coerentes e bem fundamentados parece-nos
ser um bom comeco. E isto o que fizemos aqui, seguimos a linha de pesquisa dos trabalhos
de (da Silva, D’Ottaviano, Sette; 1999) ¢ (Feitosa; 1997). Estes trabalhos possuem no seu
cerne o conceito de traducdes entre 16gicas, mas, l0gicas cujos operadores satisfazem as
condi¢des propostas por Tarski, ou seja, os operadores sdo monoténicos. Assim, as bases
para o desenvolvimento de um novo tema estdo langadas, tema este que se insere na
seguinte pergunta: Sob o escopo da classe de logicas ndo monotOnicas, 0 que podemos
dizer sobre traductes entre 10gicas?

A finalidade deste capitulo ¢ descrever de forma sucinta o caminho inicial
percorrido em direciio ao tema “traducdes entre logicas cumulativas”, pois, parece-nos
claro que muita coisa ha por fazer. Neste sentido, apontar para possiveis novos alvos
(futuras investigagdes) também faz-se necessario.

A partir do conceito de operador de consegiiéncia, no Capitulo 1, uma nova
familia de operadores ¢ apresentada, a familia dos operadores cumulativos. No Capitulo 2,
destacamos algumas propriedades satisfeitas por estes operadores e, deste modo,
caracterizamos algumas classes de operadores cumulativos. Prosseguimos no Capitulo 3,
com este assunto, apresentando os operadores cumulativos induzidos e co-induzidos.

O material acerca de operadores cumulativos € bastante rico € extenso, porém,
um tanto disperso. Sendo assim, apresentar um estudo sobre operadores cumulativos e
importante, pois, futuramente esse material nos auxiliard na investigagdo de tradugdes entre
légicas cumulativas. Como os resultados que envolvem os operadores cumulativos sdo

numerosos e, muitos deles foram apresentados aqui, podemos dizer que a dissertacdo trata
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mais de operadores cumulativos do que propriamente de tradugbes entre l6gicas
cumulativas.
Recordemos resumidamente, na forma de diagramas, algumas relacdes entre as

vérias classes de operadores cumulativos apresentados neste trabalho.

Operadores Operadores comulatives

Cumulatives

Operadores

Distribu-
tivos
Operadores de

Tarski

Operadores cumulatives
supracompactos

Operadores de Tarski
finitarios

Operadores Distributivos

Operadores distributives sobre partes
finitas={peraderes dedutivas sobre

partes finitas

Operadores Dedutivos

A linguagem 1. possui conjuncie, disjuncZo ¢ negagio
forte.

Naturalmente, nos diagramas acima, podemos considerar no lugar de operadores
cumulativos, 16gicas cumulativas. No Capitulo 3, quando apresentamos o conceito de
logica cumulativa, perguntar se existem légicas que satisfazem certas propriedades, tais
como, propriedade distributiva e dedutiva ¢ o mesmo que perguntar se existem operadores
distributivos e dedutivos. Neste trabalho, procuramos estudar e investigar propriedades que
recaem sobre o maior mimero possivel de légicas, mas, apresentar logicas que satisfacam

estas propriedades parece-nos interessante, pois, muitas vezes, somente compreendemos
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certos conceitos por meio de exemplos. Vejamos abaixo um quadro demonstrativo com
algumas l6gicas e suas propriedades (Martins; 1997, p. 134).

Usamos ‘1’ para indicar a validade da propriedade e ‘0’ para indicar a néo
validade.

1.6gicas Refexiva | Corte | Monotonicidade ; Distributiva | Absorgio | Supraclassica.
cautelosa Plena
IDL 1 1 1 1 I 1
Reiter’s Default
Logic:
Normal+Skeptical 1 | 0 0 1 i
Seminormal+Skeptical 1 1 0 0 1 i

Preferential Logics:

General 1 i 0 0 0
Stoppered 1 1 1 0 0

Classical 1 1 0 i 1 1

Classical+Stoppered 1 1 1 1 1 1

Algumas considerac¢des sobre 16gicas default foram apresentadas no Capitulo 1,
pois, neste capitulo apresentamos resultados sobre sistemas default. Detalhes sobre as
demais logicas do quadro acima ndo foram apresentadas, mas, em (Makinson; 1992) e
(Krauss, Lehmann, Magidor; 1990) ha uma exposicio de alguns resultados sobre essas
logicas. Em (Martins; 1997), com uma rica exposicdo de detalhes e resultados ¢
aMa logica IDL&LEIL

Antes de descrevermos alguns dos trabalhos que precisam ser complementados
com um estudo mais profundo, e algumas questdes que ainda precisam ser esclarecidas
(respondidas}, lembramos que devemos estar atentos para alguns fatos quando lidamos com

operadores cumulativos (logicas cumulativas). Por exemplo: a intersecdo de conjuntos

fechados segundo um operador cumulativo nfo é necessariamente um conjunto fechado
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(Capitulo 1, p.20); dada uma aplicagio conservativa T sobrejetora entre as logicas b € ko,

L., satisfaz a monotonicidade se, e somente se, k; satisfaz a monotonicidade ((1) p. 92).

Citaremos abaixo provaveis assuntos {questdes) a serem abordados para

complementarmos o que foi apresentado e discutido nesta dissertagio.

e Encerrar a abordagem categorial respondendo perguntas, tais como: A
categoria Tycum possui produto e co-produto?

O que queremos obter s3o resultados que possam nos auxiliar na investigacdo de
propriedades que sdo preservadas via tradugdes (tradugdes conservativas). Quando tratamos
somente de ldgicas de Tarski, os resultados decorrentes da abordagem categorial realizada
sobre a classe dessas logicas nos auxiliam na obtencfo de resultados que caracterizam a
existéncia ou ndo de tradugdes (traducdes conservativas). Pensamos que o mesmo podera

ocorrer com a classe das logicas cumulativas.

e Virias subfamilias de operadores cumulativos foram apresentadas, mas,
quais das propriedades que caracterizam essas subfamilias de operadores cumulativos sio
preservadas via tradugGes (tradugdes conservativas)? Quais ndo sdo preservadas?

Lembramos que no capitulo anterior vimos que algumas propriedades sfo
preservadas, por exemplo, a propriedade dedutiva e supracompacta (ver Proposicdo 4.2.12

e Proposiggo 4.2.13).

¢ Exibir exemplos de tradugdes, preferencialmente de tradugdes conservativas
entre logicas cumulativas para ilustracio dos resultados apresentados no Capitulo 4. Estes
exemplos também podem esclarecer e/ou justificar propriedades satisfeitas pelas logicas
envolvidas em tais tradugbes. Possiveis propriedades poderdo surgir a partir destas

tradugoes.
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e Classificacdo dos operadores de consegiiéncia dos chamados sistemas de
revisio de crencas, pois, existem trabalhos que tratam da relagdo entre légicas néo
monotdnicas € esses sistemas. Exemplos préticos de traducdes entre logicas cumulativas

poder3o surgir a partir deste estudo.

e Uma abordagem seméntica podera ser realizada sob o escopo da categoria
T.cum, 0ra de um ponto de vista mais geral, ora para logicas particulares pertencentes a esta

categoria.

Enfim, sdo muitas as questdes envolvendo 16gicas nfo monotdnicas e tradugdes
entre essas ldgicas que precisam ser investigadas. Uma Teoria Geral de Tradugbes € um

tema bastante proficuo.
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