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“If the doors of perception were cleansed
every thing would appear to man as it is,
infinite”.

William Blake
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Resumo

Georg Cantor foi um dos mais importantes matematicos do final do século XIX. A
idealizacdo de sua teoria de conjuntos representa um marco no desenvolvimento da
matemadtica. De fato, o aparecimento e o desenvolvimento dessa teoria tiveram profundas
conseqii€éncias que nao se limitaram ao circulo da matematica. O debate cientifico que se
seguiu a certos resultados como, por exemplo, a apresentacdo dos nimeros transfinitos,
reavivou uma discussdo que remonta a antigas disputas ontoldgicas da filosofia pré-
socrdtica, exatamente aquelas discussdes que se voltavam para a afirmacdo do Ser como
infinito. Essa discussdo nasce na Grécia antiga e perpassa toda a histéria do pensamento
ocidental. Conhecémo-la por meio de nomes como Anaximandro, Pitdgoras, Parménides,
Platdo, Aristételes. Atravessando os séculos, essas idéias povoaram a mente de
personagens como Bruno, Galileu, Leibniz, Kant e muitos outros. Nos séculos XIX e XX,
os trabalhos de Cantor reavivaram e deram novo impulso ao tema. Esforcamo-nos em
mostrar que estes trabalhos sdo absolutamente revoluciondrios. Motivados pelo filésofo
da ciéncia Thomas Kuhn, concluimos que o aparecimento da Teoria de Conjuntos de
Cantor representa a revisdo de um antigo paradigma filoséfico-matematico. Paradigma
este que teve sua primeira elaboracdo ldégica e filoséfica com Aristételes e que se
desenvolveu como a maneira dominante de pensar a idéia de infinito. Destacamos que
alguns dos aspectos apontados por Kuhn como sintomaticos de uma revolugdo cientifica
estdo presentes no trabalho de Cantor e que hd, possivelmente, outras maneiras de
argumentar em favor da qualidade revoluciondria deste trabalho. Em um sentido mais
amplo, foi-nos possivel vislumbrar que o desenvolvimento da matemdtica também pode
ser lido através do enfoque das revolugéoes, e o mais recente exemplo disto é representado
pelo esforco intelectual de Cantor.

Palavras-Chave: Infinito, Revoluc¢do Cientifica, Filosofia da Matemdtica, Epistemologia.



Abstract

Georg Cantor is one of the most important mathematicians of the end of the 19" century.
The idealization of the set theory represents a landmark in the development of
mathematics. In fact, the creation and development of this theory had deep consequences
not restricted only to the circle of mathematics. The scientific debate that followed some
of the results, as for instance the presentation of the transfinite numbers, revived a quarrel
that retraced old ontological disputes of the pre-Socratic philosophy, accurately topics
like the being of the infinite. This quarrel is born in old Greece and crosses all the history
of the occidental philosophical think. We know it through names like Anaximander,
Pitagore, Parmmenides, Plato, Aristotle among others. Crossing the centuries, such ideas
fill the mind of characters like Bruno, Galileo, Leibniz, Kant and others. In the 19" and
20™ centuries, Cantor’s works give a new life and color to the subject. In this thesis, we
argue that these works are absolutely revolutionary. Based on Thomas Kuhn’s
conception, we conclude that the appearance of Cantor’s set theory represents the
disruption of one old philosophical-mathematical paradigm. Such a paradigm, that had
its first logical and philosophical elaboration by Aristotle, had characterized the dominant
way of thinking the concept of infinite. We have succeeded in detaching that some
aspects pointed by Kuhn as symptomatic of a scientific revolution are present in Cantor’s
work and we also propose other ways to argue in favour of the revolutionary aspect of
this work. In a more ample sense, we glimpse that the development of mathematics can
also be understood by means of revolutions, whose more recent example seems to be the
intellectual effort of Cantor.

Key Words: Set Theory, Infinite, Scientific Revolutions, Philosophy of Mathematics,
Epistemology
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo principal argumentar que o nucleo dos
resultados matemdticos obtidos por Georg Cantor no final do século XIX, cujas idéias
mais fundamentais orbitam em torno de sua especial concepcdo de infinito, possui as
necessarias qualidades de inovagdo e grandeza para ser considerado como um avanco
revoluciondrio em matematica.

A revolucdo a que nos referimos, € que acreditamos ter ocorrido com o
surgimento da Teoria de Conjuntos de Cantor, constitui um marco no desenvolvimento
da matemadtica. Este marco, parece-nos ndo poder ser ignorado, quer pelos matemaéticos,
quer pelos historiadores e tao pouco pelos fildésofos.

E necessdrio, portanto, deter-nos sobre a virada conceitual e metodoldgica que
constitui essa revolucdo, que bem poderiamos designar como revolucdo do conceito de
infinito. Em outras palavras, é necessario compreender em que termos essa novidade
revolucionadria foi conduzida e sobre que bases podemos conferir esse status a ela.

Acreditamos que a radical mudanga na abordagem sobre o infinito promovida
por Cantor no final do século XIX pode ser mais bem destacada com uma andlise sob trés
angulos, que interpretamos como trés pontos de vista sobre o infinito: o histérico, o
filos6fico e o matemadtico. Essa separacdo é arbitrdria e obedece a uma motivacao
simplesmente heuristica; na verdade, estes trés aspectos estdo fortemente entrelacados,
sendo praticamente insepardveis.

Assim, o primeiro aspecto interpretativo sobre o infinito € o histdrico. Talvez
nao haja outro conceito na histéria da civilizacdo humana que tenha ocupado um nidmero
tdo grande de pensadores durante tanto tempo e de maneira tdo intensa. Logo, para
entendermos a revolucdo de Cantor, que € uma revolugdo na propria idéia de infinito,
precisamos ter em conta algo que podemos chamar de sentido historico da palavra
infinito.

Esse sentido foi construido e desconstruido diversas vezes durante mais de dois
mil anos, de modo que se faz necessdario tentar resgatd-lo em uma sintese conceitual que

chamamos de tradicdo historica. Esta tarefa é de suma importancia para nos ajudar a

compreender melhor a idéia que estd sendo proposta, como uma novidade de ampla
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magnitude, separando assim, no que diz respeito ao infinito, a novidade revoluciondria
dessa tradi¢ao historica.

O aspecto filosoéfico se refere a um tipo de interpretacdo que certamente envolve
uma ontologia e uma epistemologia do infinito. Essas duas formas interpretativas, que
poderiamos chamar de filosofia do infinito, estdio muito presentes nos sistemas que
observamos desde a antiguidade. De fato, elas continuaram a ser sumamente relevante em
Cantor, que ndo descuidou em fornecer uma interpretacdo bastante particular a essas
formas de andlise filoséfica.

O terceiro aspecto, o matematico, diz respeito a todas aquelas tentativas de
interpretar e instrumentalizar matematicamente o infinito. Tentativas essas que remontam
aos primeiros momentos em que esse conceito se mostrou como um problema pertinente.
E neste terceiro aspecto que a idéia de infinito ganha suas nuancas que mais facilmente
identificamos como mais complexas e sofisticadas e que, de inicio, se concentravam na
geometria e na aritmética.

Assim, para demarcar historicamente a idéia de infinito, com o objetivo de
encontrar uma sintese conceitual para ela, passaremos necessariamente por nomes que
transitaram tanto pela filosofia como pela matemética. O conceito de infinito que
encontraremos adiante possuird, portanto, essa dupla configuracdo matematico-filos6fica
que também assinalaremos como estando presente em Cantor.

No Capitulo 1 desta tese tentamos construir, em algumas poucas paginas —
certamente menos do que seriam necessdrias para a realizacdo de um trabalho mais
amplo, ou um trabalho que obedecesse a uma matriz exclusivamente histérica —, uma
andlise de fragmentos do pensamento de alguns importantes personagens da filosofia
ocidental ao se voltarem sobre a andlise do conceito de infinito.

Podemos adiantar que ndo nos detivemos nesta tarefa mais do que o necessario,
Jj4 que nosso esfor¢o, como dissemos, ndo segue uma matriz exclusivamente histdrica.
Nossa inten¢do, todavia, com a construg¢do resumida da narrativa sobre alguns daqueles
estudiosos que ja se depararam com o problema do infinito, é a de criar um certo contexto
que possa realcar o foco principal de nossa atengdo, a saber, a forma assumida por essa
discussao no final do século XIX e inicio do XX, principalmente ao ser destacada pela

originalidade do pensamento que surge nesse periodo.
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E importante lembrar que tomamos o cuidado de ndo nos iludir com a pretensio
de abarcar todos os possiveis pontos de vista que uma histéria do infinito possa indicar,
uma vez que nosso esforco, neste primeiro capitulo, € suficiente apenas para nos
inteirarmos razoavelmente da tradi¢do que envolve o tema, sem jamais pretender esgota-
lo.

A histdria que apresentamos serd dividida em apenas dois grandes momentos.

No primeiro, nos dedicaremos aos antigos, considerando, de maneira bastante
sintética, os pensamentos de Anaximandro, dos pitagéricos e dos eleatas. Selecionamos
apenas estes trés pontos de vista, em detrimento de outros tantos importantes pensadores
da antiguidade como, por exemplo, Demdcrito ou Anaxdgoras, tendo em vista que
pretendemos nos ater a um certo enfoque interpretativo acerca do infinito.

A idéia que queremos evidenciar é a de um infinito matematico que nasce,
pouco a pouco, de uma ancestral discussdo acerca de um infinito que poderiamos chamar
de metafisico e cujas bases perpassam, necessariamente, o pensamento de Platdo e de
Aristételes que, de um modo, ou de outro, estdo presentes na concepcao de infinito de
Cantor.

Assim, como dissemos, a base argumentativa de nossa tese passa,
inevitavelmente, pelo pensamento de Platdo e Aristoteles. E acreditamos que, para
melhor entender a idéia central de um infinito matematico, € necessario tomar
conhecimento, em linhas gerais, da disputa filos6fica que envolveu esses dois
importantissimos filésofos. Essa disputa encontra suas raizes, justamente, em
Anaximandro, nos pitagdricos e nos eleatas.

No segundo momento desse capitulo histérico, cuidaremos de alguns elementos
do pensamento medieval, renascentista € moderno, e para isso passaremos rapidamente
por nomes como Plotino, Sto. Agostinho, Sto. Tomds, Giordano Bruno, Galileu,
Descartes, Leibniz e Kant, entre outros.

Sabemos que uma andlise assim tao diversificada apresenta diversas lacunas que
poderiam ser preenchidas por interessantes conexdes de pensamento, tanto filoséficas
como matematico. Contudo, € necessario manter o foco da discussido dentro dos
parametros limitados pelo nosso objetivo principal que é, como ja dissemos, a discussao

do infinito em Cantor. Ainda assim, sentimos a forte necessidade de, ao menos,
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mencionar alguns personagens que, uns mais outros menos, dentro de um ponto de vista
mais cuidadoso, fazem parte da discussdo a respeito do conceito de infinito que tentamos
ilustrar como uma tradicao historica.

Uma vez que nos inteiramos brevemente sobre essa tradicao histérica, estamos
preparados para, no Capitulo 2, introduzirmos o novo conceito de infinito elaborado por
Cantor. Este conceito, que tomou um formato matematicamente bastante sofisticado em
sua teoria de conjuntos, mais precisamente em sua teoria dos ndmeros transfinitos,
merece uma aten¢cdo muito cuidadosa de nossa parte. Assim, de inicio realizamos certas
distingdes para melhor esclarecer, em um nivel mais filos6fico que propriamente
matematico, o grau de inovagdo ao qual somos transportados com o infinito atual de
Cantor.

Estas distingdes preliminares dizem respeito ao que se entendia por teoria
axiomdtica a época de Cantor e aquilo que fora elaborado primordialmente por
Aristoteles nos Segundos Analiticos e, mais tarde, por Euclides em seus Elementos.
Deixamos os detalhes para 0 momento oportuno; no entanto, podemos adiantar que essa
distingdo € vital para contextualizar a forma de elaboragdo da teoria de conjuntos de
Cantor e, conseqiientemente, a concepcao de seu conceito de infinito.

Desta feita, franqueamos nosso caminho para as origens da construcdo da Teoria
de Conjuntos, da maneira como Cantor a entendia e, em seguida, apontamos algumas das
criticas feitas a ela, assim como a reacdo a essas criticas. Assim temos, diante de nds, a
oportunidade de realizar uma discussiao dos fundamentos da teoria de conjuntos, na qual
confrontamos concepcao axiomatica grega e concepgao axiomatica contemporanea.

Encerramos o Capitulo 2 com consideracdes sobre fatos que poderiamos chamar
de “matematicamente menos interessantes”, mas que sdo de suma importancia para
entender o conceito de infinito por uma OGtica mais abrangente. Esses fatos estdo
relacionados com as motivacdes religiosas de Cantor para a defesa de seu infinito atual,
assim como com uma espécie de sistematizacao filosofica por ele esbogada.

O que vem em seguida € um capitulo complementar, no qual discutimos, com
certa quantidade de detalhes, a historiografia que Thomas Kuhn elaborou para descrever
o avango da ciéncia que, segundo ele, pode ser mais bem descrito por meio da metafora

com as revolugdes politicas (Kuhn 2003).
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A despeito das diversas criticas que esse modelo historiografico recebeu por
parte daqueles que o consideraram por demais irracionalista, concordamos com aquilo
que nele compreendemos como essencial, para estendé-lo de maneira a explicitar também
em que medida as “revolucdes” se aplicariam ao desenvolvimento da ciéncia matemaética.

Isto €, acreditamos que o modelo apresentado por Kuhn pode acomodar o
desenvolvimento da matemadtica. E, justamente, o nosso grande exemplo se encontra no
conceito de infinito em Cantor, entendido como uma dessas revolugdes que, por vezes,
toma de assalto o avanco de quaisquer formas expressivas do intelecto humano, nao
constituindo exce¢do a ciéncia matematica.

Aqueles que dominam suficientemente a teoria de Kuhn, assim como foi
apresentada em sua obra mais importante, A estrutura das revolugoes cientificas, podem
considerar esse capitulo como acessério e passar imediatamente para o Capitulo 4, no
qual é efetuada uma interpretac¢ao do infinito de Cantor nos moldes do modelo kuhniano.

E neste capitulo final que pretendemos apresentar uma andlise para a idéia de
revolucdo em matemadtica. Para tanto, nos apoiamos na argumentacdo do historiador da
matematica J. Dauben, um dos que primeiramente observou, ja nos idos da década de 60,
a relacdo entre a obra de Kuhn e o desenvolvimento da matemaética.

Mais especificamente, Dauben notou a proximidade entre a idéia de sucessdo de
paradigmas cientificos, por meio de revolugdes cientificas, e a prdopria teoria de conjuntos
de Cantor, como um desses momentos de ruptura, com um passado cristalizado na forma
de um paradigma matematico-filoséfico, a saber, o paradigma aristotélico de infinito
potencial.

E claro que este nio é o unico exemplo de superacio de paradigma em
matematica, nem foi J. Dauben o dnico a defender essa posi¢ao. De fato, ele proprio cita
outros momentos na histdria, nos quais eventos matematicos sao notadamente delineados
como revoluciondrios. Este foi o caso, por exemplo, da descoberta dos incomensuraveis
pelos pitagoricos, ou da constru¢do do calculo infinitesimal, ou ainda da introdugdo de
um novo padrdo de rigor em andlise por Cauchy e, mais recentemente, a criagdo da
andlise nao-standard por Abraham Robinson.

Como podemos inferir a partir disso, o tema ao qual nos dedicamos poderia nao

ser considerado de todo original, ainda que tenhamos tomado conhecimento dos trabalhos
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de Dauben somente depois que nossa propria pesquisa ja estava em pleno
desenvolvimento. E importante dizer, no entanto, que no momento em que tomamos
conhecimento dos trabalhos de Dauben concordamos que, se ainda restava algo de
original para a confec¢do dessa tese, isso ficaria a cargo de um tratamento mais
estruturador, que tornasse mais sistematica a assimila¢do dessas idéias.

Assim, trabalhamos nesse sentido e esperamos ter atingido esse objetivo; qual
seja, tornar mais palatdvel a idéia de que revolugdes também ocorrem em matemética e
que, mesmo nessa ciéncia, tida como a mais pura de todas, precisamos considerar fatores
que em certa medida ndo estdo estritamente relacionados a uma producdo
matematicamente cumulativa, tornando mais féacil concluir o quanto essa ci€ncia possa ou

ndo ser assim julgada.
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1. O INFINITO NA HISTORIA DA FILOSOFIA

Em suas buscas por um principio, a arkhé, os filésofos materialistas pré-
socraticos lancaram mao de muitas hipdteses e intui¢des acerca da conformacg@o primeira
da matéria e da natureza. Esta busca representou uma mudanca na maneira como 0S
antigos enxergavam o mundo a sua volta. Significou o abandono de uma forma
absolutamente passiva de encarar a existéncia, fruto do arbitrio divino, para uma outra,
em que a nhatureza passa a ser, ela mesma, um objeto pertinente ao cuidado da
inteligéncia humana.

Esse foi o caso de interessantes personagens como Anaximandro, Anaxdgoras,
Xenofanes, Tales, Pitdgoras, Heraclito, Parménides, Anaximenes, Empédocles,
Demédcrito, Leucipo, Demodstenes, entre tantos outros. Cada um deles apresentou idéias
proprias sobre como poderiam ser considerados, em sentido filos6fico ou metafisico, os
principios constitutivos primeiros do universo.

Em udltima instancia, esta era uma discussdo sobre a natureza do ser. Isto €, essas
discussdes caminhavam no sentido de definir as propriedades do ser, sua forma, sua
dindmica, sua estrutura etc. De certa maneira, uma defini¢do mais precisa sobre a
natureza do ser ndo poderia ignorar uma pergunta bastante fundamental, a que se projeta

sobre o infinito.

1.1 Anaximandro

De onde as coisas tém seu nascimento, para ld também devem afundar-se na
perdicdo, segundo a necessidade; pois elas devem expiar e ser julgadas pela sua
injustica segundo a ordem do tempo.

Anaximandro'

Anaximandro, ja no século V a.C., foi um dos primeiros cujo pensamento se
voltou, de maneira mais substancial, para aquilo que os gregos chamavam de o apeiron’,
ou aquilo que ndo tem limites, o ilimitado. Nesse sentido, e do ponto de vista da origem

de todas as coisas, uma explicagdo minimamente convincente para a matéria seria

! Anaximandro 1973, p.25.

? As tradugdes oferecidas para fo apeiron variam de acordo com o uso realizado por cada filésofo. No
entanto, em geral, fo apeiron significa “aquilo que ndo apresenta limite ou forma”, o que naturalmente
ganhou o sentido de “aquilo que ndo tem comego nem fim: o infinito ou o ilimitado”.
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certamente aquela que buscasse apresentar a fundacao desse substrato primeiro.

Para o pensador de Mileto, uma explicacdo desse tipo envolveria,
necessariamente, o infinito, ja que, para além dessa idéia primordial, nada mais poderia
ser concebido (Gompers 1996). O infinito era, a partir desse modo de encarar as coisas,
aquilo que deveria constituir a base de qualquer explicacdo mais fundamental sobre a
ordem das coisas no mundo, ndo havendo nada a ser buscado racionalmente para além
dele.

O infinito, no pensamento de Anaximandro, se mantém como uma no¢ao limite.
Trata-se daquilo que se coloca entre o que pode e o que ndo pode ser explicado de
maneira suficientemente razodvel. Para compreendermos melhor, atentemos para o que
Anaximandro entendia por esse conceito que se apresenta como o principio de todas as
coisas.

Como muitos outros pensadores gregos desse periodo, Anaximandro nao
distingue claramente hipdteses empiricas daquelas outras que poderiamos chamar de a
priori (Gompers 1996). Os mundos fisico e metafisico se fundem em suas explicacdes. E
certo que o que se entendia, a época, por matéria, ou por materialidade, ndao € o que hoje
entendemos por esses termos.

De fato, e somente para nos ajudar a entender melhor esse ponto, podemos dizer
que aquilo que se constitui como o dfomo de todas as coisas, pode muito bem ser
compreendido como algo com uma dupla natureza. Ainda que os proprios atomistas nao
facam esse tipo de caracteriza¢do dualista em suas teorias, haveria, de um lado, aquilo
que nos acostumamos a chamar de natureza fisica e, de outro, aquilo que passamos a
chamar de natureza metafisica, unidos em um mesmo conceito, a arkhé.

Bastante aconselhdvel €, portanto, ndo tomarmos o infinito de Anaximandro nem
em um sentido exclusivamente metafisico, nem em um sentido exclusivamente fisico.
Realizar essa restricdo seria 0 mesmo que separar e afastar, esses dois aspectos. Em
outras palavras, isso significaria assumir uma dualidade, que € posterior a esse tipo de
pensamento.

Anaximandro atribuia um sentido ético ao seu elemento primeiro, o infinito.
Tudo na Terra se apresentava na forma de antagonismos, como o bem e o mal, como o

dia e a noite, como o quente e o frio, como o seco e o umido etc. Segundo ele, esses
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antagonismos tendem a se resolver em uma dilui¢do continua e sem fim, um no outro.
Essa dilui¢cdo ndo conhece limite. Assim, ndo sabemos ao certo quando termina o dia e
comega a noite, quando o pequeno se torna grande ou vice-versa.

O préprio movimento de dilui¢do dos conflitos representa um circulo, que nao
possui come¢o ou fim. Se um conflito qualquer se resolve, entdo outro tem inicio,
ocupando o seu lugar, sendo o término de um o inicio de outro. O fim do dia dé lugar ao
come¢o da noite, entre um e outro ndo se reconhece limite e onde ndo encontramos
limite, 14 estd o infinito (Gompers 1996).

Em tudo o que Anaximandro podia observar, reconhecia ele a auséncia de limite.
Contudo, o conflito continuo, aparentemente sem fim e sem comego, se mostra também
como uma estabilidade eterna, quando do ponto de vista de quem se coloca para além dos
conflitos particulares. E o infinito, portanto, segundo Anaximandro, o espaco ou o
momento privilegiado onde poderiam ser acomodados esses conflitos.

Para Anaximandro, decidir sobre um principio deveria envolver um regresso a
um momento € a um lugar em que esses antagonismos ainda ndo existissem. Logo,
deveria envolver um tempo ou um espago nos quais as coisas ainda fossem indefinidas,
homogéneas, indistintas (Gompers 1996).

Obviamente, este tempo e este espaco poderiam ser apenas imaginados,
hipoteticamente, como limites para tudo o que pode ser concebido como um ser. Nele
mesmo, neste prototempo e neste proto-espaco nao ha ser e nada pode ser concebido pela
imagina¢ao humana, a menos de uma homogeneidade absoluta e informe.

Af estd o principio para Anaximandro, fo apeiron. Ao infinito pertenceriam
necessariamente todos os seres e estes seriam legitimos representantes de uma ancestral
auséncia de limite. Todos os seres teriam uma origem comum nesta pura indeterminacao.

Prova disso, segundo Anaximandro, é que mesmo como corpos (formas
determinadas), péras, (limites) os seres se apresentam numa variedade sem fim, tanto
quantitativa como qualitativamente. E se, por um lado, os seres se apresentam em grande
nimero de espécies e tipos indeterminadamente variados, estas mesmas espécies e tipos,
em si mesmos, individualmente, apresentam variagdes sem fim como, por exemplo,
temperatura, cor, tamanho, peso e volume, que sdo diferentes aspectos sensiveis do

principio infinito que se manifesta nestes particulares (Gompers 1996).
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O infinito € a matriz de toda a diferenciacdo e, por este motivo, de todo
antagonismo entre os graus dessas variacdes. Anaximandro via neste tipo de explicacao
algo menos arbitrdrio do que a assuncdo de outros elementos mais ligados a intuicao
sensivel como a dgua, ou o ar, ou a terra (Gompers 1996). Para ele, dgua, ar, terra ou o
que quer que fosse passivel de uma determinacdo, mesmo que aproximada, ja seria
exemplo de algum grau de antagonismo e, por este motivo, ja deveria resgatar sua origem
de um momento anterior no tempo. Logo, estes supostos elementos ndo poderiam ser,

eles mesmos, principio de o que quer que fosse.

1.2 Pitagoricos

Only the Pythagoreans place the infinite among the objects of sense (they do
not regard number as separable from these), and assert that what is outside the
heaven is infinite.

Aristotle®

Os pitagoricos acreditavam em um mundo essencialmente organizado. Isto é,
enxergavam nele uma estrutura refinada, que revelava uma ordem absolutamente divina e
inabaldvel. Essa ordem, essa organizacdo, s6 poderia ser observada e compreendida por
aqueles que dominassem a manipulacdo de certos mistérios. Estes se resumiam,
essencialmente, a especial atribuicdo de significados conferidos a certas manipulagdes
matematicas. Como fundamento a isso, € possivel encontrar uma teoria ontoldgica que
conferia aos nimeros uma existéncia e uma funcao bastante privilegiadas.

Falando de maneira muito abreviada, a filosofia pitagérica se mostra, portanto,
como a forma discursiva que registra uma compreensio, a um sO tempo metafisica e
matematica do Universo. Esse cosmo aparece, a intui¢do e ao intelecto dos pitagoricos,
como niimeros que encarnam a bondade, a harmonia, a justica e a perfeicdo. E importante
ressaltar que esse nimero/entidade €, exatamente, o principio pitagorico, o elemento, 0o
atomo.

Na verdade, atribuiam eles uma existéncia bastante realista aos nimeros, nao os

separando, efetivamente, da existéncia de outros elementos e, muitas vezes, confundindo-

3 Aristotle, Phisics, Book 3, 203a10-203a16, p. 346
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os com eles, ou ainda, substituindo-os através de uma compreensdo mais abstrata dos

objetos da natureza:

Contemporaneously with these philosophers and before them, the
Pythagoreans, as they are called, devoted themselves to mathematics; they
were the first to advance this study, and having been brought up in it they
thought its principles were the principles of all things. Since of these
principles numbers are by nature the first, and in numbers they seemed to
see many resemblances to the things that exist and come into being —
more than in fire and earth and water.

(Aristotle 1993, Metaphysics, Book. 1, 986a14-986a22, p. 1559)

Desse ponto de vista, os nimeros gozavam de um papel impar na constituicao
dos demais fendmenos. Ainda assim, a natureza poderia ser considerada distintamente de
sua estrutura tedrico-metafisica, mesmo que ndo fosse completamente possivel separa-la
em duas realidades independentes.

Isto €, os ciclos das estacOes, os movimentos celestes, as propor¢des do corpo
humano, a simetria dos cristais e tudo o mais, revelavam uma estrutura que poderia ser
compreendida, aprioristicamente, pelas relagdes que poderiam ser estabelecidas entre os
numeros.

Em suma, apesar de gozar de um status ontoldgico equivalente ao dos
fendmenos naturais, os nimeros possibilitavam aos pitagéricos um grau de abstracdo
maior que permitia que fossem pensados como principio.

Podemos dizer que a metafisica pitagdrica revela a crenca em um universo
arquitetado como um enigma que contém, em si mesmo, a propria solugdo. Para eles, essa
solucdo certamente poderia ser constatada quando efetuada a correta manipulacdo das
propor¢des numéricas na musica, na matematica, na arquitetura, na escultura etc.

Nesse sentido, conhecer a forma correta de manusear os ndmeros € as medidas é
0 mesmo que reconhecer a ordem com que o universo fora soerguido. Ao ser humano,
portanto, estava reservado protagonizar o papel de revelador das inten¢des dos deuses, ja
que sé aos humanos fora concedido o dom da razdo, cujo principal instrumento era a
matematica.

O exercicio desse dom, a racionalidade, estava em desvendar as propor¢oes
secretas do universo. Nesse sentido, € o nimero, o metro, a determinagdo das grandezas,

a forma mais adequada disponivel para a manipulacao inteligivel das proporcdes e para o
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agrupamento harmonico das correlagdes possiveis, na miusica, na arquitetura, na
escultura, na pintura etc.

A geometria e a matemdtica, entendidas como uma ciéncia tnica, cont€ém, em si
mesmas, a chave para a descoberta dessas verdades. S@o essas as ciéncias que bem
conduzem o investigador, senhor de seus segredos, a determinacdo das propor¢des
diversas da natureza e a constru¢do de novas harmonias possiveis no mundo abstrato. Sao
essas ciéncias, portanto, do ponto de vista pitagérico, que melhor conduzem a verdade
sobre o universo. Sdo elas que aproximam o homem do plano divino e o conduz a
sabedoria dos deuses, tornando-o co-participante da criacdo e da organizacdo do
universo.

Podemos mais facilmente entender agora o sentido mistico e metafisico contido
na filosofia dos pitagéricos. Também fica mais facil entender o papel quase sagrado
desempenhado pelos nimeros®, como uma encarnagdo intelectual da ordem divina do
universo. Para os pitagdricos, os nimeros inteiros positivos encarnavam a bondade e a
beleza da mais perfeita propor¢cao. Os nimeros inteiros expressavam os designios divinos
e davam forma aos proprios deuses.

Assim, segundo eles, toda a perfeicdao, toda harmonia, tudo o que poderia ser
considerado belo e justo, poderia e deveria ser expresso, de algum modo, através de

propor¢cdes numéricas que envolvesse numeros inteiros.

(...) such and such a modification of numbers being justice, another being
soul and reason, another being opportunity — and similarly almost all
other things being numerically expressible (...)

(Aristotle 1993, Metaphysics, Book 1 986a14-986a22, p. 1559)

Com igual intensidade, os pitagdricos condenavam o que nao pudesse receber
determinacgdo, o que ndo pudesse receber um metro, uma medida, um ndmero. As formas
geométricas, a harmonia das propor¢des, o fruto do plano divino, tudo isso era
determindvel, era péras. O contrario disso € o indeterminado, é aquilo que carece de
medida, € a desmesura. Trata-se de apeiron, isto é, a auséncia de péras, com o qual
associamos o infinito.

E, como auséncia de determina¢@o, como o indeterminado, o infinito s6 poderia

* Devemos ter em mente que os pitagricos consideravam apenas a existéncia dos nimeros inteiros
positivos.
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receber um valor moral negativo, considerando-o como horrendo e diabolico, justamente
por carecer da manipulacdo divina, que se manifesta pela determinacdo, por péras. Para
os pitagdricos, o infinito € o abomindvel caos, o intermindvel conflito sem trégua e sem
ordem.

Tal abominagdo ao infinito contamina o discurso ético dos pitagéricos. Assim,
moralmente condendvel € tudo aquilo que traz consigo a marca do excessivo, tudo aquilo
que ndo conhece um limite, tudo o que ndo pode ser regrado ou contido. Em suma,

abomindvel € tudo o que ndo pode receber uma medida, um niimero.

Again, it is possible to fail in many ways (for evil belongs to the class of
the unlimited, as the Pythagoreans conjectured, and good to that of the
limited), while to succeed is possible only in one way (for which reason
one is easy and the other difficult — to miss the mark easy, to hit it
difficult); for these reasons also, then, excess and defect are characteristic
of vice, and the mean of excellence

(Aristotle 1993, Nicomachean Ethics, Book 2, 1106b36-1107a8, p. 1748)

Entendemos que os pitagéricos viam com horror o infinito, pois esse
representava a linha limitrofe que delimitava um territério inacessivel a razdo e, por
conseguinte, inacessivel ao filésofo, a0 matemadtico, ao moralista etc. Consideravam,
portanto, o infinito como uma aberragao, fruto da auséncia de determina¢do. Como aquilo
que se recusava a receber um numero, justamente porque péras ndo havia logrado
submeter apeiron.

O préprio numero /, tido como uma divindade entre os pitagdricos e nascido da
unido entre os elementos primordiais par e impar, sé existia porque péras se impusera

sobre o apeiron, dotando-o de forma, de medida, tornando finito o infinito.

(...) these thinkers [os pitagoricos] also consider that number is the
principle both as matter for things and as forming their modifications and
states, and hold that the elements of number are the even and the odd, and
of these the former is unlimited, and the latter limited; and the 1 proceeds
from both of these (for it is both even and odd), and number from the 1;

and the whole heaven, as has been said, is numbers.
(Aristotle 1993, Metaphysics, Book. 1, 986a14-986a22, p. 1559)

Os pitagoricos atribuiam ao infinito a imperfei¢do prépria do mundo natural.
Enquanto os nimeros revelam a perfei¢cdo contida no mundo dos deuses, trazida até o

nivel humano pelo poder da abstracdo — dadiva concedida a poucos para a compreensao
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da constituicdo ultima do universo —, o infinito revela o contrario disso, a ignorancia

oferecida pela seducao dos sentidos.

1.2.1 A diagonal e as magnitudes incomensuraveis

Ironicamente, apesar de seus esforcos para sustentar esse magnifico sistema
mistico-metafisico, coube aos préprios pitagdricos desferirem o golpe que colocaria
abaixo a sua cara estrutura. Esse golpe atingiu exatamente a base do sistema matematico
dos pitagoricos, a perfei¢do das proporcdes numéricas e suas relacdes geométricas.

Sabemos, e devemos isso a eles, que € possivel calcular o cumprimento da
diagonal de um quadrado, se conhecemos a medida de seus lados. Para tanto, existe a
férmula que, em linguagem atual, pode ser traduzida como: O quadrado da diagonal de
um quadrado é igual a soma do quadrado de seus lados.

E possivel, portanto, encontrar a propor¢io numérica entre a diagonal do
quadrado e cada um de seus lados, o que deverd se mostrar por meio de uma razao entre
nimeros. Devemos lembrar que os pitagéricos concebiam apenas os nimeros inteiros.
Por meio deles todas as outras coisas ganham forma; isto €, s3o os nimeros inteiros os
elementos que, combinados, apontam para as formas divinas do céu; sdo eles que
constituem a imagem da perfeicdo do Cosmos pitagérico que, a um sO tempo, se
apresenta, corporificado nas figuras da geometria, a intui¢do sensivel e a razdo humana;
0s numeros inteiros sao o principio € o fim, os elementos fundamentais do universo; por
meio deles, tudo o que € belo, justo e bom, pode ser compreendido e descrito como
propor¢des numéricas perfeitas.

Os numeros inteiros positivos representam o finito, péras. Ou seja, representam
aquilo que esta ao alcance da razdo, o racional. Por outro lado, tudo o que for incapaz de
receber um ndmero inteiro € imperfeito e associado com o proprio mal. Neste caso
estamos diante do apeiron ao qual é atribuido um valor negativo, seja ele moral ou
metafisico. apeiron é a desmesura, € o excessivo, € o ilimitado, é a auséncia de medida, é
o infinito.

O que dizer do quadrado de lado igual a 1? Qual seria a razao entre os lados e a
diagonal, nessa figura geométrica que corporifica o nimero divino por exceléncia, para a

escola pitagérica? Assim como nas cordas musicais que, produzindo as oitavas e as
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quintas na escala tonal, e cujos cumprimentos eram comensurdveis entre si — isto &,
eram mensurdveis por um nimero inteiro, ou ainda, possuiam um nimero inteiro como
divisor comum —, algo semelhante deveria acontecer com o quadrado. Deveria ser
possivel demonstrar a comensurabilidade dos elementos componentes dessas formas.
Mais especificamente, os lados e a diagonal.

Justamente, esse ndo € o caso do quadrado de lado igual a 1. Sabemos que a

diagonal, nesse caso, apresenta valor’ V2 . Istoé, 12+ 12 = (\/5 )*. Sabemos também que
este nimero nao pode ser expresso por meio de uma razao entre dois nimeros inteiros.
Em poucas palavras, ndo é possivel encontrar um ndmero inteiro que sirva de fator
comum para as medidas apresentadas pela diagonal e o lado do quadrado.

Provavelmente, esta descoberta marcou o inicio do fim do projeto matematico-
metafisico pitagérico®. J4 que este projeto criava um vinculo muito especial entre as
formas geométricas e sua peculiar teoria dos numeros.

Para chegar a esse resultado auto-destrutivo, no entanto, os pitagdricos so
podiam contar com uma geometria baseada, principalmente, no uso de régua e compasso.
Assim, observando a figura abaixo, notamos que se o quadrado verde apresenta lado
igual a um, entdo o quadrado vermelho, construido a partir do alinhamento de mais trés
quadrados idénticos ao verde, possui lado igual a dois. Notamos, também, que a projecao
da diagonal do quadrado verde, no interior do quadrado vermelho, produz uma série de

tridngulos eqiiildteros que, unidos, resultam no quadrado azul’.

> Ao mencionarmos aqui o nimero irracional /2 estamos, obviamente, cometendo um anacronismo como
préprio texto ji deve ter deixado claro. Os pitagdricos apenas se davam conta dos nimeros inteiros
positivos, pelas razdes metafisicas e cosmoldgicas ja apresentadas. Cometemos esse anacronismo para
facilitar nossa explicacdo, dada a familiaridade que possuimos hoje com os niimeros irracionais.

® Essa descoberta é, muitas vezes, atribuida ao pitagérico Hippasus de Metapontium quem, segundo a
lenda, e para sua infelicidade, fora imediatamente atirado ao mar por seus companheiros. Ver K. Von Fritz
(1945) e S. Heller (1958).

" Entre as possiveis demonstra¢des geométricas para o Teorema de Pitdgoras, escolhemos a que foi
apresentada acima pela sua simplicidade e ndo por ter sido a utilizada pelos pitagéricos.

29



E fécil perceber que o quadrado azul possui o dobro da drea do quadrado verde,
apresentando o dobro de tridngulos em seu interior, € que o lado do quadrado azul
coincide com a diagonal do quadrado verde. Logo, encontrar o lado do quadrado azul
equivale a encontrar a diagonal do quadrado verde. Sabemos que a drea do quadrado
vermelho € duas vezes maior que a do quadrado azul. A 4rea deste é, portanto, igual a
dois, ja que a drea do quadrado vermelho € igual a quatro, justamente por ser quatro vezes
maior que a area do quadrado verde, que sabemos ser igual a 1.

Entdo, se a drea do quadrado azul € igual a dois, sua diagonal fornecerd dois
tridngulos, e cada um deles apresentard uma drea igual a metade da drea total desse

quadrado. A drea de cada um desses tridngulos ¢é igual ao quadrado dos lados

2

L 1 . . ) 2
multiplicado por 5 ou, mais especificamente nesse caso, a”. —= 1, ou ainda a” = 2 que,

1
2
por conseguinte, resulta em a = V2. Se o lado do quadrado azul € igual V2, entdo este

também deverd ser o resultado para a diagonal do quadrado verde. E a diagonal do

quadrado azul é, obviamente, igual ao lado do quadrado vermelho, medindo dois.
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a=\/§oua.a=2

A questdo chave aqui ndo é exatamente se podemos ou ndo encontrar o valor da
diagonal do quadrado, mas se o valor dessa diagonal e desse lado podem ser mensuraveis

entre si. Isto €, existe um nimero inteiro que sirva como fator comum para 1 e +/2 ? Ou

. o . o a ~ 2

ainda, existiria um par de nimeros inteiros a e b, tal que m expressa a razao entre V2 e
. . . - . A . @

1. O que se pretende investigar € a possibilidade de se estabelecer a equivaléncia m =

~ . a ) . ) ,
\/5 , onde a e b sdo nuimeros inteiros. Mas; = \/E ¢ equivalente a’/b? = 2, 1sto €, a’ =

2b%,

E coube novamente aos proprios pitagéricos fornecer uma prova por meio da
qual ficava estabelecido que ndo € possivel encontrar um par de nimeros inteiros que
obedeca tal condi¢do. Isto €, ndo € possivel encontrar um par de nimeros inteiros tais que
o quadrado do primeiro seja equivalente a duas vezes o quadrado do segundo.

Ainda assim, é possivel escolher uma seqii€ncia infinita de pares de nimeros
inteiros que se aproximam mais e mais dessa condi¢cdo, sem, no entanto, alcanca-la de
todo. Sao eles, 7e 5, 17 e 12, 41 € 29, 99 e 70, 239 e 169, ... ; notamos que esses pares
obedecem a um padrdo: o segundo elemento de cada par é composto pela soma entre os
elementos do par imediatamente anterior; além disso, o primeiro elemento de cada par é
formado pela soma entre o segundo elemento do par a que pertence e o segundo elemento
do par imediatamente anterior. E interessante notar que, em cada par dessa seqiiéncia, o
quadrado do primeiro elemento sempre difere, por uma unidade, do dobro do quadrado
do segundo elemento.

Podemos presumir que, do ponto de vista pitagdrico, essa aproximacgao infinita

revelaria uma perniciosa auséncia de limite, que deveria ser evitada a qualquer custo, ja
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que conduz ao apeiron, a irracionalidade que, por essas vias, se faz presente mesmo para
além do mundo sensivel, mesmo na ciéncia que, por esséncia, deve ser a porta voz da

razao.

1.3 Parménides

Parménides ¢é, sem divida, um dos grandes nomes da filosofia ocidental.
Nascido na cidade de Eléia, é o fundador do eleatismo. Ficou conhecido pela oposicao
entre ser e aparéncia. Essa oposi¢do tem por base a negacdo do vazio como possibilidade
para o que € ser. Ou seja, Parménides se opde a concepcao segundo a qual o universo €
uma estrutura que admite o vazio e o infinito como seus elementos fundamentais o que,
como vimos, foi anteriormente defendido por Anaximandro e, a seu modo, pelos
pitagéricos ao descreverem a tabela de opostos, na qual apeiron aparece em oposi¢cao a
péras. Posteriormente, Demdcrito também construird uma argumentacdo em defesa do
movimento e do vazio, baseando-se em uma certa assun¢do de infinito (Voelke 1990).

Mas Parménides abandona o pensamento pitagérico do qual fazia parte, e passa
a distinguir aquilo que apenas aparenta ser (o multiplo) e aquilo que realmente ¢ ser (o
uno).

E fato conhecido que das obras de Parménides (515 a 450 a.C.) restaram apenas
154 fragmentos do poema Sobre a Natureza (Parménides 1973). Somando-se a isso,
sobreviveram algumas leis legadas aos cidadaos de Eléia. Em Sobre a Natureza,
Parménides estabelece a identidade entre a existéncia e o pensamento, sendo uma e a
mesma coisa o pensar € o ser. A Unica realidade de fato é a realidade do pensamento.
Esta € a realidade estrito senso. Realidade em sentido forte, 16gico, filoséfico e racional.
Pois somente o pensamento regrado ndo admite o ser e o seu contrdrio (o ndo-ser),
simultaneamente®.

O ser ndo admite quer o vazio, quer o ilimitado. Também ndo admite a geracdo
e, muito menos, a corrup¢do, O ser € eterno e uno. O ser é, em toda parte, homogéneo e
indiviso. Além disso, possui o ser uma fronteira que o limita de dentro para fora,
ganhando a forma de uma esfera perfeita, na qual todos os pontos de sua superficie estao

a mesma distancia de seu centro.

¥ Essa concepgio se opde diretamente as concepgdes heraclitianas sobre o ser.
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Entdo, pois limite é extremo, bem terminado €, de todo lado, semelhante a volume
de esfera bem redonda, do centro equilibrado em tudo; pois ele nem algo maior
nem algo menor € necessario ser aqui ou ali;

(Parmeénides 1973, p.149)

Enquanto o caminho do ser, que € o caminho do pensamento correto e completo,
em si e por si mesmo, € paralelo ao caminho da verdade, o caminho do ndo-ser, que é o
caminho da degenerescéncia do movimento, segue de par com a via da opinido sobre o
sensivel mutante, levando aqueles que o seguirem a se afastarem bastante do rumo das
verdades permanentes.

Ou seja, tudo o que existe para Parménides € sempre ser. O restante nem existe,
pois € ndo-ser. Neste sentido, constituem severo erro todos os discursos sobre o que ndao
existe’, sobre o ndo-ser, nos quais podemos facilmente encontrar a irracionalidade,
provocada pela auséncia de limite (ou a presenca do infinito). Em poucas palavras, o ndo-
ser € um sem-sentido, constituindo-se como a origem de infinddveis equivocos nas
reflexdes filosoficas, tornando-as insensatas e degeneradas.

Pois bem! E tu acolhes as palavras que ouvires,
os tnicos caminhos de busca que sdo [para o] pensar:
um, [0] que é, e que ndo é [o] ndo-ser,
¢ o caminho da persuasdo (pois acompanha a verdade);
outro [0] que ndo é, e [em] que € necessario [o] ndo-ser,
este, advirto-te, € [um] caminho em que nada se pode aprender,
porque nem poderds conhecer o que ndo é (pois [isso] ndo [é] factivel),
nem menciond-lo. {grifos nossos}
(Parménides 1973, p.148).

O ser €, justamente, aquilo que detém o estatuto da existéncia, em sentido forte
ou em sentido verdadeiro. Todo o resto, o ndo-ser, pode revelar, quando muito, uma
aparéncia de ser. Para o eleata, o ndo-ser é um artificio mistico, que s6 pode convencer
os espiritos mais simples. Esses espiritos sdo aqueles dados as ilusdes e as supersti¢des.

O critério para a disting@o entre aquilo que € de fato e aquilo que apenas parece
ser serd fornecido por elementos retirados, exclusivamente, do exercicio da razdo.
Principalmente por meio de uma ldgica incipiente, cujos principios demarcardo as
verdades universais que haverdo de se impor, necessariamente, sobre as opinides
fornecidas pela intui¢do sensivel (Gompers 1996).

De modo que a filosofia de Parménides se caracteriza, em grande parte, pela

? Como é o caso de Heraclito, a quem Parménides dirige suas mais severas criticas, como as que lemos em
alguns de seus fragmentos mais conhecidos.
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imposicdo de limites para o pensamento, ou para o ser. Esses limites encontram
fundamento em verdades imediatamente evidentes, diferentemente daquelas que nascem
de algumas interpretagdes bastante herméticas realizadas, por exemplo, pelos pitagéricos
sobre as relagdes entre as divindades, os nimeros e as formas geométricas. Essas
interpretacdes pitagoricas, a respeito dos nimeros e dos deuses, evidenciaria, do ponto de
vista de Parménides, um apego a um tipo de pensamento do qual pretende se afastar'.

Em franca oposicdo a essa maneira de pensar, Parménides renega, como ji
mencionamos, a escola pitagérica, em prol de bases mais explicitas para o discurso
filoséfico. Acima de tudo, Parménides pretende sustentar a unidade e a independéncia do
ser, mesmo quando este se apresenta como suposta multiplicidade. Em outras palavras,
trata-se de garantir unidade e independéncia a todas as coisas que sd@o, suprimindo
concepcoes errdneas acerca do ser, tais como o movimento, a duragdo do tempo, a
continuidade do espaco e o aspecto plural fornecido pelos sentidos. Tudo isso estd ligado,
de uma maneira ou de outra, a consideragdo do vazio, do ndo-ser, que € a origem do
multiplo e do ilimitado, nos sistemas metafisicos (Gompers 1996).

Essa franca oposicdo aos pitagéricos estd de acordo com uma concepcao
cosmoldgica mais fundamental de Parménides. Segundo ela, a perfeicdo é a esséncia do
universo, devendo ser ele, portanto, uno, eterno, esférico e indiviso. Este universo ndao
pode admitir a geragdo ou a corrupcdo. Tampouco pode admitir a auséncia de limite, o
movimento ou o vazio, que sao representados, mitologicamente, pela desordem (kaos) e
pelo nada (méden). Parménides concorda que o ser ¢ uma entidade independente, isto &,
nao pode depender de seu contrdrio, mesmo com as ressalvas impostas pelos pitagéricos,
que atribuiam ao apeiron um valor negativo.

Em resumo, as maximas eledticas se opdem a consideracdo do movimento e do
tempo como possibilidades para o que é; ou seja, como propriedades do ser (Voelke
1990). Em Parménides, o movimento e o tempo sdo incompativeis com a idéia de ser que
¢, antes de tudo, uno e imutédvel, ndo admitindo seja a geracdo seja a corrupgao, que sao
processos derivados da assuncdo das categorias do tempo e do movimento. O tnico

movimento possivel € o do préprio pensamento, desenvolvendo-se sobre si mesmo, como

' E importante lembrar que os mitos serviam de pardmetro para a conduta moral, intelectual e social dos
gregos.
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unidade analitica.

Totalmente avesso ao pensamento de Parménides, por exemplo, podemos
mencionar a maxima muitas vezes traduzida como “no mesmo rio entramos € nao
entramos, somos € nao somos”. Este pensamento devemos a Hericlito de Efeso. Ele
condensa um panorama bem divergente do elaborado pelo eleatismo (Heraclito 1973).

Para Hericlito, o devir, o movimento, sdo considerados como principio e
esséncia de todas as coisas criadas. Tudo o que é e que ndo é, carregam consigo,
simultaneamente, a marca do uno e do multiplo.

Muitos consideram que o pensamento de Heréclito traz consigo uma grande
dose de irracionalismo, na medida em que se opde frontalmente aos principios extraidos
dos versos de Parménides. Isto é, Heraclito considera a contradi¢do algo intrinseco ao
universo (Heraclito 1973).

Este s6 pode ser compreendido, de fato, como uma luta incessante entre forcas
antagdnicas que se batem a todo instante, inclusive no préprio pensamento, no ser. E
desse combate cego que o universo obtém sua origem e sustenta¢do. Assim, 0 ser nao
pode ser entendido como uno, homogéneo, imutdvel, finito etc, mas como multiplo,
heterogéneo, mutdvel e infinito (Heraclito 1973).

Outro exemplo bastante contundente daquilo que os eleatas consideravam como
um pensamento irracional, ou desregrado, pode ser encontrado nos indmeros paradoxos e
falacias que surgiram por volta desse periodo e que, segundo eles, t€ém sua origem na
assuncdo do miltiplo, do ndo-ser, que, no mais das vezes, assume a forma de um

reductio ad infinitum.

1.3.1 Zenao e Melissus

Os paradoxos e faldcias acima mencionados se encontram fortemente
conectados aos nomes de Zendo e Melissus. Esses dois discipulos do eleatismo surgem
como uma bifurcacdo do mesmo tronco filoséfico. Apenas 0s mencionaremos, sem
descrever detalhadamente suas teorias.

Para defender da maneira mais firme possivel o pensamento de Parménides,

Zendo elabora quatro paradoxos'', dos quais 0 mais famoso é certamente o de Aquiles e a

" Ver apéndice da secdo dedicada a Aristételes.
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tartaruga. Nele, Aquiles, conhecido por ser extremamente veloz, nunca chega a alcangar
sua rival, a tartaruga, em uma curta corrida. A chave para essa conclusdo estd em se
considerar o intervalo de tempo e a distincia entre Aquiles e a Tartaruga como
constituido por uma quantidade infinita de pontos indivisiveis que podemos chamar de
instantes e posicoes.

Supondo que a tartaruga inicie sua corrida em um instante ¢#; € Aquiles em um
instante #,, onde #; antecede #, na linha do tempo, constitui-se entre os competidores um
intervalo D, que corresponde a diferenca das posicoes P; e P, que pertencem,

respectivamente, a Aquiles e a tartaruga no instante t,'*.

T
t A |
P
D
A< > T
) >
P P
dr=D/2
A< —» T
t3 >
P> Ps3
do= di/2
A< > T
s >
P P4
M
dn-2 = dn-3/2
. A< > T
" Pn-1 Pn >

Quando a tartaruga se move, ela atinge a posi¢ao P, no instante #,. Aquiles tem
que percorrer a distancia D para atingir P,. Ao atingi-lo, no instante 73, a tartaruga terd

atingido P3;. Supondo que Aquiles corra, por exemplo, duas vezes'w mais réapido que a

"2 Uma variagdo possivel para esse paradoxo é supor que Aquiles e a Tartaruga iniciem sua corrida
simultaneamente, porém com a Tartaruga em uma posic¢do adiante de Aquiles.

" Em uma das versdes para essa paradoxo, Aquiles corre dez vezes mais rdpido que a tartaruga. Ver,
BORGES, “La perpetua carrera de Aquiles y la tortuga” e “Avatares de la tortuga”, en Discusion. Traduzidos por
Josely Vianna Baptista, BORGES, Obras completas, volume I.
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tartaruga, entdo ele terd percorrido D na metade do tempo gasto pela tartaruga, de modo
que a distancia entre os competidores diminui pela metade e, no instante 3, d; = D/2.

A cada 1,4, a distancia entre os competidores € dividida pela metade em relacao
a distancia anterior. Supondo que esse processo se estenda ao infinito, pois é sempre
possivel encontrar um indice n para cada instante ¢, entdo sempre haverda uma distancia a
ser percorrida entre Aquiles e a tartaruga, distdncia essa que tende a ser infinitamente
pequena.

Por esse motivo — e desde que se considere o espago entre eles como continuo,
sendo portanto possivel supor sua divisdo infinita — a distdncia entre Aquiles e a
tartaruga jamais serd transposta pelo corredor mais rdpido. Isto porque Aquiles tem que
ultrapassar todos os infinitos pontos dessa distancia, o que ndo € possivel.

Com esse paradoxo, Zendo pretende mostrar que as consideragdes sobre o
movimento em geral, assim como a existéncia desses pontos em quantidade infinita, a
partir dos opositores de Parménides como, por exemplo, os atomistas, permite um
raciocinio cuja conclusdo € um absurdo. A conclusido absurda de Zendo, para mostrar
justamente que nem o espago nem o tempo podem ser assumidos como magnitudes
constituidas por partes distintas, em quantidade infinita, é que Aquiles jamais alcancard a
tartaruga.

A consideracio de um tempo e de um espaco infinitamente divisivel é
exatamente o que Parménides e Zendo nao desejam, jd que tanto o tempo como o espaco,
encarados como infinitos neste aspecto, configuram a via do multiplo, estabelecido pelo
vazio e pelo ndo-ser que se interpdem entre os intersticios do ser. E que, por esse motivo,
ndo pode ser uno, homogeéneo, eterno, indiviso etc. Ou seja, configura-se desse modo a
via do ndo-ser, (Voelke 1990) pela qual o discurso se desvirtua em infinitas armadilhas
possiveis para o pensamento: 0s paradoxos.

Melissus (Melissus 1973), entretanto, apresenta um ponto de vista um pouco
diferente ao afirmar que o universo € infinito. Sem negar o que Parménides havia dito
sobre os limites do ser, Melissus considera que esse limite, por nao ser imposto de fora
para dentro, mas de dentro para fora — assim como seu mestre deixou claro em muitas
passagens ao afirmar que somente o ser é (existe), como esférico, uno, imutdvel,

incorruptivel e indivisivel —, ndo torna o ser necessariamente finito.
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De fato, raciocina ele que nao ha nada que possa estar além do ser, ja que ele é
tudo o que ha. Desse modo, ele € infinito, pois s6 o infinito possui a propriedade de impor
um limite a si mesmo. Para Melissus, um universo infinito e que, ainda assim, apresenta
limite ndo € contraditério e ndo estd em desacordo com o principal do que Parménides
acreditava (Aristotle 1993). Isto é, para Melissus um ser infinito ndo estd em desacordo
com um ser limitado, homogéneo, indiviso, eterno, imutdvel e uno (Aristotle 1993).

Em resumo, e de certo ponto de vista, toda a preocupacdo de Parménides poderia
ser interpretada como pré-logica. Ou seja, tratar-se-ia, em ultima instancia, de tornar
claras certas assuncdes fundamentais para o discurso filoséfico, que deveria ser balizado
por principios tais como o da ndo-contradigdo, ou da identidade, os quais poderiam ser
extraidos da famosa maxima “O ser € e 0 ndo-ser ndo ¢’ (Parménides 1973).

Tendo em vista o que dissemos até agora sobre o infinito, encontramos o0s
primeiros tijolos que ajudardo a compor o alicerce da edificacdo da racionalidade
ocidental. Tal edificacdo ird se configurar de maneira mais firme e duradoura nos
pensamentos de Platdo e Aristételes que, naquilo que diz respeito ao nosso tema, iremos

rapidamente expor a seguir.

1.4 Platao

Os filésofos pré-socraticos representaram um marco na formagao do pensamento
ocidental, especialmente devido ao estabelecimento de concepg¢des ontoldgicas muito
fundamentais ligadas a natureza do ser (Gompers 1996).

Platdo € um legitimo herdeiro do pensamento pré-socritico, sendo um grande
devedor, principalmente, das concepcdes de Anaximandro, dos Pitagéricos, de Her4clito
e de Parménides (Findlay 1974). Em Platdo, encontramos a sintese dessas tradi¢cdes que,
ao tempo delas, eram quase inconcilidveis. E nele que o nosso tema de investigacdo, o
infinito, ganhard um sentido ainda mais complexo que em qualquer um de seus antigos
mestres.

De certa forma, Platdo deu continuidade as investigacdes de seus predecessores.
Ainda assim, o pensamento platdnico significou um novo divisor de dguas para a historia
da filosofia como um todo. Os resultados de suas investigacdes sobre o ser, concentrados

na bastante divulgada Teoria das Idéias, deram origem a uma tradi¢do filoséfica com
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caracteristicas absolutamente proprias (Reale 1991).

E bem verdade que, apesar de sua imensa divulgagdo, a mais famosa teoria
platonica ndo é muito conhecida em seus detalhes mais profundos. Ainda assim, o
conhecimento de suas linhas mais gerais foi suficiente para ajudar a perpetuar temas de
pesquisa bastante variados em diversas dreas do conhecimento como na ética, na politica,
na religido, na estética e, € claro, na metafisica e na matemaética.

De maneira muito sucinta poderiamos dizer que a Teoria das Idéias abre a
possibilidade para a consideracdo de mundos supra-sensiveis. Para tanto, langa mao de
um processo de abstracdo do ser sensivel, para a concep¢do de um ser como pura forma,
ou como ideal, habitando em esferas supra-sensiveis. Contudo, € preciso situar essa teoria
dentro de um dominio mais amplo, sem o qual ela encontra diversos problemas tedricos
e, por esse motivo, perde muito de sua for¢a argumentativa.

Esse dominio mais amplo ficou conhecido sob o nome de Teoria dos Principios
Formadores. Segundo ela, apeiron e péras representam os dois principios por meio dos
quais as idéias ganham a possibilidade da existéncia. Assim, esses principios formadores
ndo sdo idéias em sentido préprio, mas condi¢des de possibilidade para elas (Reale 1991).

Platdo considerou essa discussdo como um passo fundamental para entender a
totalidade da imensa constru¢do tedrica realizada durante toda sua vida, reservando um
espaco privilegiado de sua obra para isso. Os didlogos Filebo e Parménides marcam uma
importante fase dos escritos platdnicos. E justamente nestes didlogos que essa temética
ganha um destaque mais explicito e consistente.

Nesses dois didlogos Platdo realiza um resgate tedrico de sua Doutrina das
Idéias, langando mao de uma argumentacdo ainda mais fundamental. Tanto no Filebo
como no Parménides notamos a existéncia de um debate que Platdo trava com suas
proprias origens filoséficas, apontando para aquilo que nao estava totalmente explicito
em seus escritos anteriores.

Essas origens revistas, com que Platdo se depara nesse exame auto-critico,
certamente fazem referéncia a escola eledtica e pitagdrica, ainda que nao fique restrito a
elas (Reale 2003). Com isso, ele pretende fornecer uma resposta para o problema da
natureza do ser em Parménides e em sua préopria Teoria das Idéias, recompondo toda

discussdo que tem seu inicio mais evidente em Anaximandro, passando pelos eleatas e
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pelos pitagdricos.

Muitos historiadores da filosofia antiga e estudiosos do pensamento platonico
estdo concordes com o fato de que a Doutrina dos Principios Formadores nao € coisa
que se deu somente na velhice de Platdo. De fato, varios dos elementos dessa doutrina
sao mencionados em muitos didlogos do periodo da maturidade (Godschimidt 2002).

Afirma-se, nestes circulos investigativos, entre os quais encontramos a Escola de
Tiibingen, que € possivel supor que Platdo delegou a uma tradi¢do oral o principal desta
doutrina, deixando aos didlogos apenas aquilo que pudesse denunciar sua estrutura mais
geral.

Nesse sentido, defendem a tese de que Platdo pode ter realizado uma revisao de
todo o pensamento Socritico, desde o inicio da formacdo do prdprio pensamento
platonico. Assim, mesmo sem fornecer indicacdes explicitas nos didlogos da juventude,
paulatinamente ele teria se afastado do pensamento de Sdcrates, de modo a culminar nas
declaracdes de seus ultimos didlogos, em que as idéias de Sdcrates sdo completamente

retificadas (Godschimidt 2002).

1.4.1 O Filebo

Segundo a Teoria dos Principios Formadores, as idéias, as formas puras do
mundo inteligivel, nasceriam da unido do limite com o ilimite”, ambos absolutos e, nesse
sentido, ambos indeterminados quando tomados isoladamente. Assim como em
Anaximandro, Platdo vé nesses principios uma total indeterminac¢do, como se fossem
fronteiras para o pensamento, além das quais nada é concebivel (Platao 1974a). A essa
total indeterminacdo associamos uma nocdo bastante crua de infinito; isto é, trata-se
daquilo que é inconcebivel por sua natureza mesma, aquilo que escapa tanto da razao
como da imaginacao (Platao 1974a).

No entanto, em Platdo, o infinito também pode ser localizado em um outro nivel
de abstracdo. Exatamente naquele em que encontramos as idéias. De modo que a prépria
idéia de infinito € apenas uma entre tantas outras possiveis. Isto é, o infinito, como idéia
platonica, é também uma forma, uma determinacao (Reale 1991).

E possivel afirmar que Platdo considera niveis distintos de abstragdo para o

' Tlimite: Tradugdo para o portugués de péras e apeiron realizada por Marcelo Perine, vide Giovanni
Reale, Para uma nova interpretagdo de Platdo, 1991.
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infinito. No primeiro deles, encontramos os Principios Formadores que constituem, em si
mesmos, uma grande indeterminacao. No nivel seguinte, encontramos as idéias, de certo
modo j4 determinadas pela mistura de limite com o ilimite.

Apeiron é um infinito indeterminado, pois se trata de um dos principios
formadores das idéias. Ele ndao tem forma. Sobre ele nada pode ser dito, exceto quando
misturado com péras e transformado em uma idéia. Neste caso, o infinito ndo € mais o
principio formador, mas algo determinado pela mistura de limite e ilimite, uma idéia ou
uma forma abstrata (Platao 1974a).

Platdo enfatiza que o trabalho do verdadeiro sabio é encontrar o ponto médio
entre os graus corretos de mistura do limite com o ilimite(Platao 1974a). Ou seja, sabio €
aquele que bem realiza sucessivas abstragdes, ou que bem realiza a ascese, ou a mistura.

O trabalho do sabio é conferir uma medida, ou um limite, ao ilimitado". Este
ponto médio entre limite e ilimite ¢ denominado por Platao niimero. Podemos lembrar
que esta solucdo se assemelha bastante com aquela oferecida pelos pitagéricos, quando

afirmavam que o nimero surge espontaneamente da imposicao de péras sobre apeiron.

No texto do Filebo, portanto, Platdo admite os seguintes quatro grandes géneros:

llimite (apeiron)
Limite (péras)

Mistura (idéias)

> np o~

Causa da Mistura (demiurgo)

1. O llimite (apeiron):

A primeira vista, o termo ilimite nos remete instantaneamente a auséncia de
determinag@o que, por sua vez, nos conduz a auséncia de unidade. Ou seja, nos remete a
negacao de uno e de totalidade.

A escolha dessa designacdo para um de seus principios formadores, no entanto,
ressalta a intengd@o platonica de rever os ideais de Parménides, que enxergava no ilimitado

apenas uma inefavel multiplicidade sem fim: como uma auséncia de unidade, como um

desvio pernicioso do pensamento racional. Devemos lembrar que Parménides concebia o

'3 Ver exemplo acerca do sabio egipcio Teute (Filebo 18b).
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ser como limitado e esférico, pois tudo que ndo pudesse ser definido deste modo nao
poderia ser visto como uno (como uma totalidade).

Para Platdo € justamente essa auséncia de fim no multiplo, tanto para mais como
para menos, que revela no ilimite um principio de unidade (Platao 1974a). Ou seja, € a
auséncia de lacunas, o continuo do ilimitado, que pode acomodar uma certa concepg¢ao de
unidade.

Essa unidade que Platdo atribui, em primeira instancia, ao ilimitado j& representa
uma certa revisao de um dos principios maximos do eleatismo, que nem sequer cogitava
a possibilidade de uma unidade ilimitada, fosse como principio, fosse como idéia.

De modo que, imediatamente, o ilimitado j& é considerado como uma unidade
do ponto de vista platonico. Essa unidade, contudo, deve ser considerada apenas no
sentido de um principio sobre o qual podemos apoiar uma vaga nocao de totalidade. Ou
seja, a unidade do ilimitado tem o mesmo sentido da expressao ‘unidade da humanidade’

ou de ‘unidade da natureza’.

2. O Limite (péras)

O limite ndo tomard para si as nogdes de mais e de menos, mas as de igual e
diferente, que também podem ser compreendidas sob o selo do homogéneo e do
heterogéneo, ou do misto e do puro.

Enquanto o ilimite engloba uma infinidade que se acomoda na unidade oferecida
pela nocdo de mais e de menos, o limite engloba unidades que se retinem sob a idéia do
diverso. Isto é, estas unidades podem ser compalradas16 entre si como elementos
mutuamente avulsos e que sdo, por este motivo, precisamente determinados como iguais
ou desiguais entre si.

Ou seja, essas unidades ja constituem uma medida quando tomadas em separado
umas das outras. O que quer dizer que elas ndo podem ser consideradas como
indeterminadas, seja para mais seja para menos. Contudo, como individuos, podem ser
agrupados uns com os outros em uma cadeia, ou conjunto. Por outro lado, este conjunto
pode ser considerado como uma indeterminagdo para mais ou para menos e, desta feita,

constituir uma ordem infinita de elementos finitos.

10 ato de comparar razdes, nimeros, conceitos ou idéias deve ser entendido como um método
cuidadosamente trabalhado por Platdo e que exigia, daqueles que o praticavam, o esfor¢co de uma vida
inteira. Trata-se do método dialético, cujos detalhes foram legados a uma tradi¢do oral platdnica.
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Com relagdo a tudo o que é limitado, Platdo conecta a idéia de nimero ou de
medida. Ou seja, o limitado se identifica com tudo aquilo que € passivel de receber um
numero.

O limite possui, portanto, ¢ do ponto de vista da Teoria dos Principios
Formadores de Platdo, uma natureza finita e infinita: por um lado é unidade, medida
individual de si mesma, principio de identidade, ndimero. Por outro lado, este limite,
unidade indivisivel, homogeneidade elementar, também se encaixa no género do ilimite,

como uma reuniido sem fim de formas idénticas.

3. Mistura de llimite e Limite

Como mencionamos anteriormente, as populares formas platonicas, as idéias ou
os ideais, propriamente falando, sdo engendradas somente a partir do terceiro género, o
da mistura. Tanto no primeiro género, como no segundo, encontramos nada além de
proto-formas ou proto-idéias. E no terceiro género, portanto, no da mistura, que o ser se
manifesta como idéia.

A suma concepg¢ao da mistura do ilimite com o limite também recebe o nome de
medida'’. Dessa mistura nasce a harmonia. Isto ¢, formas que se revelam num jogo de
propor¢cdes € que podem ganhar um numero como seu representante matematico ideal.

Tudo o que € assim gerado, portanto, mantém com estes dois principios
formadores a comunicagdo com o que € finito e com o que € infinito. Seja por meio da
multiplicidade, a aglomerag@o das formas heterogéneas em um conjunto harmodnico, seja
por meio da unidade que as formas exibem imediatamente quando tomadas em conjunto
ou isoladamente. Uma e outra, a unidade e a multiplicidade das formas, carregam consigo
o finito e o infinito, dada sua génese comum no limite e no ilimite.

Platdo funde em sua teoria os versos de Parménides e de Heréclito. Suas formas
puras, as idéias, o ser em si, ou a verdade inteligivel, sdo mistura de ser e de ndo-ser, de
péras e de apeiron. Nele, a pureza parmenidiana do ser € relegada a condi¢do de uma
proto-idéia, ndao sendo suficiente, quando tomada em separado do seu contririo, o ndo-

ser, para o engendramento das formas ideais.

7 Essa sentenca tras de volta de maneira reformulada, como j4 foi mencionado, a solugdo pitagérica para a
natureza do ser, que ganhard uma versdo ainda mais refinada nas maos de Platdo.
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4. Causa da Mistura

Agora nos deparamos com o género em que cabem todas as concepcdes do ser
que nao podem ser encaradas, ou como puras idéias, ou como proto-idéias e, tampouco,
como aparéncia do ser, ou copia sensivel. Em outras palavras, aqui se explicita um ser
que ndo ¢ entendido quer como principio de sintese do conceito, quer como 0 conceito
engendrado pela mistura dos principios formadores (Platao 1974a).

Nao pretendemos explicar detalhadamente este quarto género, pois para tanto
seria necessdrio resgatar outra teoria platdnica, mais precisamente aquela explicitada nos
didlogos Timeu, Fédon e Sofista. Estamos falando da Teoria do Demiurgo, que poderia
ser entendida como a proposta platdnica para uma inteligéncia cdésmica criadora do
universo em sentido amplo.

Basta-nos saber, por ora, que Platdao tenciona explicar o quarto género do ser
como um agente, ou uma inteligéncia, que é capaz de reunir os principios formadores e,
assim, realizar a sintese das idéias. Para ele o intelecto € a causa de tudo o que é gerado e,
em se tratando do ser, tudo o que pode ser gerado sdo as idéias.

Platao esclarece que aquilo que € usado na geragdo, os principios formadores, é
sempre distinto da causa dessa geracdo. Essa ultima € o que promove, por assim dizer, a
mistura para o efeito do surgimento das idéias

O ser como causa, a inteligéncia demitrgica, também participa do movimento
dialético do uno-miiltiplo. Assim, a uma inteligéncia c6smica, sempre una, conectam-se
inteligéncias multiplas, que s@o as inteligéncias individuais de cada ser (Platao 1974a).

O mundo inteligivel, causado por essa inteligéncia, ¢ duplamente gerado: como
algo perene e eterno, enquanto criagdo cosmica divina; e como algo que é acessado
particularmente, por cada um dos sujeitos que se aproximam desse génio por seus
proprios méritos intelectuais. Assim, para Platdo, acessar este mundo € também
participar, pessoalmente, de uma experiéncia de criagdo.

A conclusdo do didlogo Filebo é que o uno € a esséncia do bem. Ou seja, o
demiurgo, como artifice supremo ou como aquele individuo que pratica o bem, pois é
sébio, tem como meta e fim ultimo a geracao da unidade (o misto) a partir da aplicagdo do
limite ao ilimite, obtendo a medida, a harmonia, a proporgdo, o niimero (Platao 1974a).

E todas essas coisas estdo associados com o que é bom, enquanto que a auséncia dessas
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coisas estd associada com o que ¢ mal. Essa distincdo nos remete novamente ao cerne do
pensamento pitagorico.

A seguir, realizaremos uma ripida digressdo sobre a discussdo que aparece no
didlogo Parménides a respeito do uno e do muiiltiplo. O leitor menos interessado nesta
discussdo pode se remeter diretamente a se¢do dedicada a Aristételes (p. 47), sem

maiores prejuizos para a compreensao da idéia principal deste trabalho.

1.4.2 O Parménides

Notamos que no texto do Parménides Platao explora, assim como ocorre no
Filebo, as possibilidades de andlise do uno e do muiltiplo como principios formadores'®.

Devemos ter em mente que Platdao (Platao 1974b) anseia por um embasamento
ontolégico da realidade que, no conjunto de sua obra, € prioritdrio. Esse embasamento
ndo se desvincula do método para alcanca-lo, que é o método dialético. O légico e o
ontoldégico sdo planos que dificilmente podem ser encontrados separados no pensamento
platonico.

Muito sucintamente falando, nesse didlogo o ser aparece como uma unidade do
real, e este real se escalona em graus de abstracdo do ser. Para a realizacdo dessa
abstracdo € necessdrio considerar o movimento argumentativo dialético, em que pese a
restricdo imposta pela negacdo do ser, relativa ou absolutamente. Assim, o nimero pode
ser entendido como uno (absolutamente) ou como unidade (relativamente), de acordo
com o grau de abstracdo a que o método dialético nos conduz.

Para Platao (Platao 1974a) o nimero € um ser, como tudo o mais que é gerado
pela ascese do pensamento. Portanto, € necessdrio ter sempre em consideracdo qual é o
grau ontolégico em que o discurso se encontra no uso que faz do conceito de niimero.
Seja como unidade aritmética (idéia particular), seja como unidade do multiplo sensivel
(nimero aparente), ou ainda como uno universal (idéia generalissima). Em meio a essas
diversas possibilidades para o nimero encontramos o infinito, ou como idéia, ou como
pluralidade sensivel (Platao 1974a).

Para além da demarcacdo desses niveis ontolégicos concebidos por Platdo,

'8 Como ocorre com o Filebo, o Parménides também se ap6ia em outros didlogos dos quais resgata teorias
e linhas argumentativas. De modo que nos veremos obrigados a cometer muitas omissdes em favor da
brevidade. Ainda assim, vale ter como referéncia os didlogos Fedro e Fédon.
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temos apenas os Principios Formadores: o limite e o ilimite. Ambos permeiam todos os
niveis ontoldgicos.

No menor nivel de abstracido, os nimeros se aproximam das formas sensiveis,
praticamente se identificando com elas. J4 no plano mais elevado, o nimero nao pode
mais ser tomado como uma representacao da quantidade, mas como a pura representacao
da medida, isto é, como a contencdo da desmesura. Nesse plano mais elevado, o nimero
se identifica com o Belo e com o Bom, com a perfeicdo suprema, com o conhecimento
imediato do ser absoluto, com o infinito e com o finito considerados absolutos.

O Parménides pode ser dividido em trés momentos distintos. No primeiro
(Parménides, 126a — 128e), ha uma pequena disputa entre SOcrates e Zendo acerca do
uno e do multiplo. No segundo (Parménides, 128¢ — 135c), a Teoria das Idéias é
apresentada, assim como ela se mostra na fase de maturidade de Platdo, que € a fase da
Repiiblica, do Banquete e do Fédon. Finalmente, na terceira e ultima parte (Parménides,
135¢ — 166¢), hd uma exposi¢do de Parménides no sentido de resgatar a dialética que,
segundo ele, estava perdida quando observada do ponto de vista dessa Teoria das Idéias,
enfraquecida por uma série de argumentos eleatas.

O nicleo do didlogo estd nesta terceira parte e, sem perder tempo, nos
remetemos diretamente a ela, na qual a Doutrina dos Principios Formadores ¢é
remodelada no sentido de explicitar a Doutrina dos Principios Formadores.

Através de Sdcrates, Platdo expoe aquilo que poderiamos chamar de primeira
versdo da Doutrina das Idéias; isto é, a doutrina ainda nao reforgcada pela dos Principios
Formadores. Essa doutrina fraca, por assim dizer (Parménides, 128e — 130a), ¢é
apresentada do seguinte modo:

a) As idéias sao unas;

b) Os objetos sensiveis, em sua pluralidade, ndo sdo;

¢) S6 com a participacdo na unicidade das idéias € que os objetos sensiveis
podem ser.

Concluimos disso que as bases eleatas estdo presentes na doutrina fraca da
seguinte forma:

a) A verdade € o ser;

b) O ser é uno;
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¢) A verdade ndo pertence ou ndo € a pluralidade, sendo quando esta é

reunida sob o selo da unidade conferida pelo conceito de ser.
Parménides, no entanto, apresenta sete refutacdes a essa doutrina, que
resumimos abaixo para nos ajudar a entender a reformulagdo que deverd ser apresentada

em seguida:

1. Sécrates ndo parece seguro em admitir que existam idéias para todas as coisas, tais
como pélos, escamas, lama etc. Parménides atribui esta dificuldade a imaturidade
filoséfica do jovem Sécrates (Parménides, 130c);

2. Nao fica claro de que modo os objetos sensiveis participam das idéias, se inteira ou
parcialmente. Ou seja, as idéias ndo se mostram integras nos objetos sensiveis, pois se
o fizessem estes seriam indiscerniveis dessas ideagdes, de tal modo que nao haveria
sentido em separar as idéias dos objetos sensiveis. Entdo, os objetos sensiveis sé
podem participar parcialmente das idéias. Mas, neste caso, as idéias ndo poderiam ser
consideradas unas e indivisiveis, mas, sim, mdltiplas e divisiveis, 0 que & contraditério
com sua natureza ideal (Parménides,131a — e);

3. Ha um grave problema légico na forma como Sécrates concebe a ascese dos objetos as
idéias: como reunir os objetos sensiveis as idéias, das quais todos eles supostamente
participam, sem um terceiro termo do qual ambos (objetos sensiveis e idéias) devam
participar simultaneamente? O mesmo ‘principio de participacdo’ pode ser aplicado um
cem numero de vezes sem nunca se obter um termo final.' (Parménides,132a — b)

4. Sécrates se vé na situacdo de ter que desviar os problemas levantados acima,
afirmando que as idéias podem ser entendidas apenas como pensamentos e ndo como
entidades em si mesmas. Assim, nao haveria mais esta multiplicidade infinita de idéias,
mas um unico pensamento que, a vontade, se desdobra em muitos por causa de uma
Unica idéia. Contudo, Parménides rebate que todo pensamento € sempre pensamento
de algo (ser) e nunca pensamento de nada (néao-ser), ndo podendo ser o proprio pensar
este algo. Logo o pensar ndo pode tomar o lugar do ser. (Parménides,132c)

5. Ao tratar os objetos como copias das idéias, Sécrates tem que admitir que estes similes
devam sempre se reunir sob o selo da semelhanga quando participam da idéia de
semelhancga. Logo, para a afirmacdo de que as cépias sdo semelhantes as idéias, ja
tivemos que abstrair uma semelhanga que estda um nivel acima da propria idéia de
semelhanga, sob a qual reunimos as cépias e a idéia da qual participam.
(Parménides,132d — 133b)

6. Socrates baseia sua doutrina numa total separagdo entre os mundos sensiveis e
inteligiveis, cada um dependendo exclusivamente de si mesmo: as idéias dependem
exclusivamente das relagdes mutuas entre elas e os objetos sensiveis exclusivamente
das relagdes mutuas entre eles. E tem de ser assim, pois de outro modo, com algum
termo médio entre estes dois mundos, ndo se estabeleceria que as idéias sdo em si
mesmas, no sentido do ser eleatico (uno e Verdadeiro). Contudo, essa separagdo nao
permite a comunicacao entre os mundos, logo as idéias sao incognosciveis por qualquer
via que se adote. (Parménides,133b — 134c)

7. A sétima dificuldade levantada por Parménides se mostra como a mais grave de todas e
€ 0 avesso da que acabamos de observar. Na medida em que os mundos sao
absolutamente estanques, aquele que detém o conhecimento em si do mundo inteligivel,

' Aristételes possui uma longa série de argumentacdes contra a Doutrina das Idéias que vio nesta mesma
linha e que ficaram conhecidas pelo nome de Argumento do Terceiro Homem. Vide Aristételes, Metafisica,
A9, 990b.
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0 demiurgo, ndo pode jamais chegar a conhecer o mundo sensivel. O que se revela
como um absurdo; pois, desta forma, o sumo criador dos mundos ndo chega a conhecer
0s mundos que criou. (Parménides,134c-e)

Mas é também Parménides que se esfor¢a em salvar a dialética; isto é, salvar a
Doutrina das Idéias. Na verdade, neste didlogo o personagem de Parménides personifica
e dd voz as idéias ja bem amadurecidas do velho Platdo. E para este velho Platdo, as
dificuldades de Sdcrates, ou da velha teorias das idéias, se originam de uma confusao
entre os quatro géneros mencionados acima: Ilimite, Limite, Mistura e Causa.

O método dialético, extremamente difundido entre os membros da Academia, é
habilidosamente empregado para a dissolucao dessa confusdo. Em geral, constitui-se de
uma exaustiva andlise de uma idéia ou problema qualquer — em Parménides ¢é
examinada a meta-idéia do uno — até que todas as possibilidades se desdobrem
explicitamente, evidenciando-se como verdades ou como aporias.

A estrutura dessa investigacio pode ser observada pelo esquema que
apresentamos a seguir no qual, das oito conseqii€ncias possiveis para a andlise da proto-
idéia do uno temos que os resultados afirmativos e negativos, tanto para a existéncia
como para a negacdo da existéncia do uno, em si mesma, ou relativamente ao seu
contrdrio (o outro do uno), parecem se igualar, culminando em um resultado que se
mostra aparentemente nulo, mas que traz resultados favordveis a uma revisdo do

eleatismo e da Teoria das Idéias:

48



I) Que o uno seja

1) Que o uno 3) Que o outro
seja em si < do uno seja em
mesmo ” si mesmo

2) Que o uno
seja diante do >
outro do uno

4) Que o outro
do uno seja
diante do uno

II) Que o uno ndo seja

5) Que o uno nao
seja em sentido 7) Que 0 outro do
absoluto uno no seja
absolutamente
6) Que o0 uno nao 8) Que o outro
seja em sentido »{ do uno ndo seja

relativo relativamente

Que o uno seja em si mesmo ou absolutamente: Esta hip6tese é eliminada logo de
inicio por culminar no ilimite absoluto sobre o qual nada pode ser no sentido de uma
idéia que é gerada para o ser (medida ou nimero). E importante notar que ela coincide
com a tese monista forte do eleatismo, mais propriamente de Zendo do que de
Parménides;

Que o uno seja diante do outro do uno ou relativamente: Nesta hipdtese Platao
propde sua teoria de geracado dos numeros a partir da pluralidade infinita de tudo o que
participa do ser. Do que é gerado para ser. Assim, ele considera o par como o0 niumero
dois (numero ou medida), a partir do uno e do ser que sado distintos e que sdo um
(nimero ou medida). Um dos componentes do par (0 um) somado ao par (o dois),
fornece o numero frés (que é numero ou medida). E assim num raciocinio continuo do
qual todos os numeros inteiros positivos sdo obtidos. Todo este raciocinio se funda na
distingao entre um (unidade) e ser (ente) que sdo meta-idéias oriundas da aplicacdo do
limite ao ilimite. O uno e o ser em si mesmos, considerados absolutamente, como no
eleatismo ou na primeira versdo para a Doutrina das Idéias, s6 geram uma espécie de
unidade indistinguivel que, por este motivo, ndo é medida.

Que o outro do uno seja em si mesmo ou absolutamente: Nesta hipotese o multiplo
em si mesmo (em sentido absoluto) ndo conhece limite. E, portanto, uma pluralidade
infinita (apeiron) da qual ndo se pode obter uma idéia (mistura), pois ndo ha
consideracdo do género limite. Logo, dele ndo se pode obter nimero ou medida.
Interessante observar que o uno absoluto e o outro do uno absoluto s@o indiscerniveis
por suas consequéncias (apeiron). As hipdteses (1) e (3) se identificam por serem
estéreis, ainda que sejam afirmacdes antitéticas.

Que o outro do uno seja diante do uno ou relativamente: A multiplicidade ilimitada
conhece o limite e, assim, tornam-se multiplicidade limitada. O infinito se atualiza e se
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torna finito, ou seja, ganha numero e medida. Da mesma forma que a hipétese (2) os
nuameros sdo gerados, dessa vez, porém, da perspectiva do infinito para o finito.

5. Que o uno nao seja em si mesmo ou absolutamente: O uno nesta hipétese ndo pode
receber nenhum predicado, pois ele ndo é absolutamente. Desse modo, ndo pode ser
limitado e voltamos novamente as hipéteses (1) e (3).

6. Que o uno nao seja diante do outro do uno ou relativamente: Que o uno nao seja
relativamente, significa a afirmacao do diverso. Isto é, esta hipdtese € a antipoda da (5).
Logo ela afirma a possibilidade da medida, ou seja, do nimero, ainda que de maneira
relativa.

7. Que o outro do uno nao seja em si mesmo ou absolutamente: Aqui o mditiplo é
simplesmente negado em qualquer sentido possivel o que é o mesmo que afirmar a
hipétese (1) ja descartada. Tanto em uma como em outra se recai no ilimite e na
impossibilidade do namero.

8. Que o outro do uno nao seja diante do uno ou relativamente: O muitiplo é negado
quando posto diante do uno. O infinito recebe a medida através da imposi¢do do limite.
Mas, desta vez, o nimero que dai advém é meramente aparente, pois se mostra pela
reunido das formas sensiveis. Os objetos serdo pares e impares de acordo com sua
forma geométrica aparente e de acordo com sua disposicdo no espago. Ha uma
limitagcdo sensivel da forma, o niUmero existe apenas num sentido sensivel.

Assim, das oito hipdteses acima, quatro conferem possibilidade ao nidmero,
enquanto as outras quatro retiram esta possibilidade do jogo dialético. Os numeros
sempre aparecem da adicdo do limite ao ilimite, enquanto que a impossibilidade do
nimero € decorréncia da assuncao do limite ou do ilimite separados um do outro, isto &,
quando tomados como absolutos.

Na verdade, essas oito hipéteses se intercalam em um jogo mutuo de afirmacdo e

negacao, uma em relacdo a outra.

A) Em um primeiro plano encontramos os Principios Formadores, o limite e o ilimite. Estes
podem ser traduzidos ainda, com algumas ressalvas, como uno e mdultiplo, ou como finito e
infinito. Em separado um do outro nada pode ser dito sobre eles. Ao se unirem, no entanto, pela
acao da geracdo, transformam-se em medida, niumero, idéia ou forma. De modo que este
primeiro nivel deve ser entendido apenas como ferramenta heuristica e ndo como plano
ontolégico stricto senso;

B) Agora temos propriamente o plano em que esta mistura aparece: as idéias. Estas podem ser
entendidas por um processo de abstragdo cujo fim sdo os niumeros metafisicos. Neste sentido,
as idéias sdo numeros, como também sdo formas geométricas metafisicas, como os poligonos
absolutamente ideais.

C) Neste plano encontramos as idéias gerais para tudo aquilo que identificamos como suas
cépias no mundo sensivel. Estas idéias se desdobram daquelas do nivel imediatamente acima e
também podem ser traduzidas em nimeros que, conquanto ideais, pois habitam o mundo supra-
sensivel, sdo multiplos e, portanto, considerados particulares e objetos das diversas opinides.

D) Aqui estdo os objetos da geometria e da aritmética, os nimeros e as formas tomados
particularmente, com as quais as diversas manipulacoées séo feitas para a execugdo de uma
determinada técnica, como a arquitetura, a masica ou a astronomia. Este constitui o nivel da
opinido verdadeira.
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E) Por ultimo, nos situamos no plano sensivel, onde as aparéncias reinam absolutas. Neste nivel
se situam todas as opinides nao confiaveis, assim como os prazeres ligados aos apetites
humanos. Os nimeros aqui aparecem de maneira aparente como, por exemplo, pela reunido de
objetos em grupos, nos corpos e nos diversos tipos de arte figurativa.

De qualquer forma, os niimeros siao entendidos aqui em quatro niveis sucessivos
de abstracdo que, do mais baixo ao mais alto, podem ser resumidos da seguinte forma:
(E) aparéncias numéricas, reunides de corpos ou formas sensiveis particulares (nimero
sensivel); (D) relacdes ou grandezas tteis e objetos das artes diversas (o ndmero
aritmético); (C) idéias abstratas particulares (ndmeros ideais); (B) puras idéias (o
numero metafisico).

De (E) até (B) ocorre um paulatino refinamento na concep¢do do nuimero,
conduzindo o agente, mergulhado no processo de abstracdo, do puro mdltiplo ao uno
absoluto. Entre um e outro encontramos os nimeros dos niveis (D) e (C), que traduzem a
unidade ou a diversidade das idéias particulares e que servem de intermedidrio entre um
extremo e outro. Para Platdo, o verdadeiro exercicio da inteligéncia estd em conferir
(gerar) medida ao infinito, seja ele o infinito do mdltiplo sensivel de um lado, seja o
infinito do uno absoluto e indeterminado do outro extremo. A atividade do sabio,
portanto, reside em ascender dos planos ontolégicos intermedidrios para os mais altos: a
ascese platonica.

A ascese platonica deve ser encarada como o esforco de conferir determinacao
ao indeterminado (Reale 1991); isto €, encontrar as idéias por meio das quais se pode
escalar para niveis cada vez mais altos de abstra¢do, sem que, com isso, se diminua o
grau de generalidade que carregam consigo que € justamente em que consiste o seu
atrativo filoséfico. O trabalho do sdbio consiste, portanto, em encontrar uma explicacao,
um uso, para as idéias generalissimas e tanto maior serd o seu génio, quanto mais clara

for esta explicacdo, ou este uso, e quanto mais geral for a idéia tomada para andlise.

1.4.3 Apéndice

Nesse apéndice apresentamos um roteiro resumido das principais passagens de
Platdo que pode facilitar a leitura dos didlogos que analisamos acima, o Filebo e o

Parménides.

O Filebo:
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(Filebo, 14c-15c¢) Através de diversos exemplos, Socrates chama a ateng¢do de Protarco
para o fato de que muito do que se diz acerca do uno e do multiplo geram controvérsias
que poderiam ser evitadas, desde que se adote a abordagem correta ao se lidar com estas

duas nogoes.

(Filebo, 16d-e) O que ¢ a unidade primitiva? Sécrates assevera que ao percorrer a idéia

desta unidade se concluird que ela € una, multipla e infinita.

(Filebo, 17b) O exemplo da voz que € una e multipla simultaneamente.

(Filebo, 14c- 17e) Apelando para o exemplo da musica, como uma clara referéncia aos
pitagéricos, Socrates comeca a desenvolver a idéia de que a sabedoria se mostra num
dominio multiplo, porém finito. Isto €, sdbio nao € aquele que rapidamente conclui que
tudo € em si uno e multiplo, rapidamente indo da unidade ao infinito. Pois tanto aquele
que diz coisas acerca da unidade, como aquele que diz coisas acerca do infinito perdeu de

vista o termo médio onde esta multiplicidade € determinada de alguma forma.

(Filebo, 18b) O Principio Demiiirgico de Sécrates consiste em sempre adotar um termo
médio em qualquer investigacdo que possa conduzir da unidade ao infinito, ou vice-versa.
Adotando este principio, em toda investigacdo que leve em conta as idéias de unidade e
infinito, evitar-se-4, por meio da ado¢do de um termo médio que € uma quantidade
determinada, a especulacdo indcua que cambia livremente da unidade ao infinito sem
que, disso, se retire algo de proveitoso. Em Filebo 18c, Sécrates dd o exemplo do sdbio
Teute que soube determinar a quantidade e as espécies das letras que podem representar a

linguagem (a voz humana).

(Filebo, 22d-e) O bem ndo é, nem sabedoria, nem prazer, tomados separadamente, mas
uma “vida mista de ambos”. Ambos, disjuntos, cuidadosamente analisados se mostram
carentes, ora de um, ora de outro elemento: a sabedoria falta o prazer e ao prazer falta a
sabedoria. Deste modo, ndo podem, separados, encerrar a perfeicio que deve incidir

sobre a idéia do verdadeiro bem, de que nada carece. Contudo, Sdcrates ird manter a
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sabedoria como causa dessa vida mista, defendendo a tese de que o prazer jamais podera

servir de causa dessa vida mista.

(Filebo, 23d-e) Socrates retoma o estudo do uno e do multiplo.

(Filebo, 24a-b) A auséncia de limite promove a considera¢do do infinito. Exemplo do
mais quente e menos quente, ou mais frio e menos frio. Em Filebo 24e, Socrates chega a
mencionar a possibilidade de considerar a “natureza do infinito”. Da mistura entre o
ilimitado (o infinito) com o limitado (o finito) nascem a medida e a propor¢ao e essas

duas qualidades estdao na base daquela outra que € o belo.

(Filebo, 26d) As trés classes: 1) a do infinito reduzida a unidade por meio do selo comum
do mais e do menos; 2) a do finito que aparece imediatamente como uma unidade
determinada, ainda que seja um multiplo; 3) o produto dos dois primeiros, sua

intersec¢do. Ou seja, a medida, a propor¢do, o metro.

(Filebo, 27¢) A quarta classe diz respeito aquilo que funciona como causa da mistura
entre as classes 1 e 2, dando origem a 3. Em Filebo 30e, Socrates conclui, por meio de
um longo estratagema, que a sabedoria pertence a esta quarta classe, como causa de tudo.
Ja o prazer pertence a primeira classe, por nao possuir limite, sendo, portanto, sempre

sem medida ou infinito.

O Parménides:

(Parménides, 127e — 130a) Nos capitulos II e III Socrates extrai as contradi¢des da
assuncdo de um ser multiplo, desviando astuciosamente o principal do pensamento
eledtico para a sua propria doutrina das idéias; Esta matriz estd exposta no poema de
Parménides intitulado Peri Physeos ou Sobre a Natureza, no qual defende a

imutabilidade e a unidade do ser.

(Parménides, 130b — 136e) Nos Capitulos IV ao VIII ocorre o confronto entre o
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platonismo e o eleatismo, confronto que coloca em xeque a natureza ontologica das
idéias, assim como seu valor epistémico. Parménides comenta ironicamente: “J4 vés
Sécrates em que aperto se mete quem admite a existéncia a parte das idéias em si
mesmas” (Parménides, 133a). As idéias representariam, na doutrina platdnica, o
resultado do relacionamento entre as coisas mutdveis e as imutdveis. A pergunta principal
aqui, colocada por Parménides, é: “Como é possivel a relacdo entre as idéias e suas
copias? Pois, sendo, como poderia aquele que admite as idéias chegar um dia a conheceé-

las, se estas estdo sempre numa esfera acima das possibilidades humanas?”.

(Parménides, 137a — 166¢) No Capitulo IX tem inicio a tentativa de salvar a dialética
ameacada pela pergunta de Parménides. Trata-se de salvd-la para se salvar o proprio
arcabouco metafisico da filosofia. Antes de verificar a natureza do Belo, do Justo e do
Bom, é o caso de procurar algo ainda mais geral que € a idéia comum a todos estes
universais: o nimero. Descobre-se que esta idéia generalissima é a do proprio ser da
unidade destes universais: o uno. Platdo se voltard entdo para a investigacdo do uno e do

muiltiplo.

1.5 Aristoteles

Nas secdes precedentes acompanhamos o paulatino desenvolvimento do
conceito de infinito. Desde Anaximandro até Platdo, o discurso sobre o infinito foi
gradativamente adquirindo a forma do discurso filoséfico cldssico, ganhando o status de
problema para a filosofia como um todo (Gompers 1996).

Como vimos, as dimensdes logicas desse problema comecaram a ganhar
profundidade com Parménides e ganharam um papel quase central em Platdo. No entanto,
contrariando a tradi¢do, Aristételes adota uma estratégia de abordagem um tanto
diferente. Essa nova estratégia para a constru¢do de seu proprio discurso sobre o infinito
faz parte do conjunto mais amplo de suas refutacdes aos ditames pitagdricos, eleatas e,
principalmente, platdnicos (Reale & Antisseri 2003).

A abordagem filoséfica aristotélica, em particular para o problema do infinito,
constitui-se como um misto de empirismo e 16gica. Isto €, a filosofia de Aristételes serd

pautada pelo principio de que a ldgica e a matemdtica s@o instrumentos necessarios para a
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compreensdo do real, mas o real, em si mesmo, ndo pode ser reduzido a légica, a
matematica ou a consideragdes meramente abstratas.

Ainda assim, apesar dessa irredutibilidade do real a 16gica, ou a matematica, ndo
se pode derivar disso que existam dois planos ontoldgicos distintos e irredutiveis um ao
outro, que se configurariam como um plano inteligivel € um outro sensivel, assim como
pretendia Platdo. Tdo pouco, como um plano em que nimeros e objetos concretos podem
ser, em algum sentido, intercambidveis, assim como acreditavam os pitagoéricos (Reale &
Antisseri 2003).

Considerada como um todo, a filosofia de Aristoteles ira se rebelar contra as
formulas eleatas e pitagoricas, que ganharam sua sintese mais cabal nas doutrinas
platonicas. Serd através dessa abordagem antagbnica ao pensamento platdnico, portanto,
que serdo depositadas as esperangas aristotélicas de uma resolugao para o problema do
infinito, como parte de uma solucdo mais geral para as lacunas ontoldgicas e
epistemoldgicas deixadas pelos seus antecessores.

Antes de Aristoteles, as afirmagdes acerca do infinito costumavam se
fundamentar, de uma maneira ou de outra, em uma cisdo ontoldgica entre as chamadas
natureza inteligivel e natureza sensivel do mundo (Gompers 1996).

Percebemos tal perspectiva na consideragdo pitagérica dos numeros como
entidades perfeitas e que, ainda que existentes de fato, derivavam diretamente dos
principios péras e apeiron, que se encontravam para além de qualquer experiéncia. De
maneira ainda mais evidente, também verificamos essa perspectiva nas afirmagdes
eleatas sobre o uno e seu oposto, isto €, sobre o ser e o ndo-ser.

Contudo, € em Platdo que essa concep¢do, a de um mundo transcendente ao
mundo natural, ganha sua for¢a e expressao maximas. Justamente, com a apresentagcao da
Teoria das Idéias.

De maneira bastante inovadora, Aristételes ird se contrapor a essa visdo dual do
mundo, na qual o sensivel e o inteligivel constituem realidades distintas e antagodnicas.
Para ele, a experiéncia é parte inextricavel do processo de compreensdo do mundo e o
mundo natural contém, em si mesmo, tudo o que € necessdrio para a sua apreensiao
racional (Reale & Antisseri 2003).

A substancia, a esséncia do mundo, ndo pode se localizar completamente fora do
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alcance da percepcao sensivel. De modo que as categorias de espaco e tempo devem ter
um papel crucial em qualquer teoria filos6fica que se esforce em fornecer uma
compreensdo razodvel daquilo que seja considerado um relevante objeto de investigacao
filosofica.

Esta claro que, para Aristételes, uma investigacdo sobre a natureza do infinito
passa, necessariamente, por uma investigacdo sobre a natureza nela mesma. O infinito
ainda constitui um problema légico e conceitual, porém a compreensdo desse conceito
ndo pode descartar a investigacdo de suas possibilidades empiricas denunciadas pela
natureza.

Isto é, trata-se de saber, em primeiro lugar, se hd algo no mundo natural que
pode ser considerado infinito e, em segundo lugar, se este algo pode ser amplamente
analisado. E € bastante expressivo que o nucleo da discussdo acerca das possibilidades

l6gicas e empiricas que envolvem o infinito se concentrem na obra intitulada Fisica:

The science of nature is concerned with magnitudes and motion and time,
and each of these is necessarily infinite or finite, even if some things are
not, e.g. a quality or a point — it is not necessary perhaps that such things
should be put under either head. Hence it is incumbent on the person who
treats of nature to discuss the infinite and to inquire whether there is such a

thing or not, and, if there is, what it is.
(Aristotle 1993, Physics, Book III - 203a1-203a3 p. 346)

Assim, Aristételes serd o primeiro a dar um tratamento 16gico mais sistemaético e
instrumental a questdo do infinito, sem perder de vista as consideragdes sobre o seu
fundamento na realidade. De modo que, na filosofia aristotélica, particularmente quando
esta se volta para o problema do infinito, o que observamos é um tratamento l16gico
entrelacado com uma investigacdo empirica, onde esses dois niveis argumentativos se
mesclam para reforcar uma estratégia tinica de investigacao filoséfica.

Como resultado, surge uma discussdo que ird aprofundar e determinar uma
compreensao mais rigorosa para o uso do termo infinito. Esse uso ndo se lastreard, tao
somente, assim como em Platdo, em consideragdes que reforcam ainda mais a distin¢do e
o afastamento entre mundo sensivel e mundo inteligivel. Pelo contrdrio, o esforco de
Aristételes € o de realizar uma aproximacao cada vez maior desses dois mundos (Reale &

Antisseri 2003).
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1.5.1 O intransponivel

Diferentemente de seus antecessores, Aristoteles ndo procurou definir o infinito
em termos de limite, ou ilimite. Ao invés disso, o infinito seria mais bem compreendido,

intuitiva e fundamentalmente, como o intransponivel.

We must begin by distinguishing the various ways in which the term
‘infinite' is used: in one way, it is applied to what is incapable of being
gone through, because it is not its nature to be gone through (the way in
which the voice is invisible); in another, to what admits of a traversal
which cannot be completed, or which can only be completed with
difficulty, or what naturally admits of a traversal but does not have a
traversal or limit.

(Aristotle 1993, Physics, Book III - 204a7-204a7 p. 347)

Temos aqui uma proto-definicdo que ja revela uma independéncia em relacdo a
maior parte daquilo que a filosofia do mundo grego ja havia apresentado anteriormente.

Aristoteles reconhece que a idéia de infinito, associada a de intransponibilidade,
pode se mostrar dibia. Transpor, ou atravessar, algo presume uma acdo com uma
extensdo no tempo, ou uma duracdo, finita. Assim como quando dizemos que
atravessamos um longo dia, ou quando transpomos obsticulos na estrada. No entanto,
ainda € possivel considerar algo transponivel de maneira um pouco diferente quando, por
exemplo, consideramos ser possivel tfranspor uma seqii€éncia de ndmeros por meio das
operacdes de adicao ou de divisao.

Aristételes estd considerando tudo que ndo pode ser de modo algum transposto,
justamente por ndo possuir um fim determinado pela 16gica ou pela experiéncia sensivel.
E nesse sentido que algo pode ser considerado instransponivel. Ou seja, intransponivel é
aquilo que nao pode ser superado por meio da a¢do do corpo ou do pensamento.

Esta proto-definicdo ndo se pretende livre da circularidade. O que é o
intransponivel? O infinito. E o que € o infinito? Aquilo que € intransponivel por meio de
uma acdo empirica ou abstrata. O intransponivel € aquilo que possui uma duragdo
infinita, ou € aquilo que necessita de um tempo infinito para a sua inteira efetivacao.

Inversamente, o que é o fransponivel? E justamente aquilo que pode ser
realizado em um tempo finito. Isto &, transpor algo pressupde uma duracao finita. Trata-
se aqui de associar uma duracdo finita com uma ac¢do que possa ser inteiramente

acomodada dentro de seus limites.
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Vemos que aqui comeca a se delinear a impossibilidade 16gica para uma certa
acepcdo da palavra infinito, isto é, no sentido de algo que possa ser abstrata ou
empiricamente realizado. Justamente porque o uso do termo infinito associado com uma
tarefa finita acarreta contradicdo com a natureza infinita do tempo necessdrio para a
realizagcdo dessa tarefa. Ou seja, uma tarefa com uma duragao infinita ndo pode se dar por
realizada jamais.

Porém, por enquanto o importante nesse esbo¢co de definicdo € a postura
naturalista assumida por Aristételes para antagonizar com seus predecessores, mais
especificamente para antagonizar com Platdo.

Ainda assim, Aristételes considera o infinito como algo essencial na
investigacdo da natureza e, por esse motivo, € preciso fornecer uma caracterizacdo mais

precisa a essa idéia. De modo que Aristételes lista cinco razdes por meio das quais

podemos cogitar a existéncia do infinito:

1. Devido a natureza do tempo, que ndo admite fim ou comeco e que, portanto, deve ser
infinita;

2. Devido a natureza das magnitudes, a matéria, que, por principio, admite uma divisao
continua e, por esse motivo, admite em si o infinito;

3. O interminavel movimento do devir denuncia que deve haver um suprimento inesgotavel
para a geracao e para a corrupgao dos corpos, o que também revela o infinito;

4. Tudo o que existe materialmente, os corpos, encontra o seu limite em algo fora de si
mesmo. Portanto, ndo deve haver um limite final para todas as coisas em parte alguma,
ja que isso implicaria em haver algo para além desse limite que também fosse limitado
por algo outro, e assim sucessivamente, numa cadeia sem fim.

5. Por fim, os nimeros e as magnitudes jamais se esgotam em nosso pensamento. Isto &,
in abstrato, a sequéncia dos numeros € infinita, dado que por maior que seja 0 nimero
gue obtemos em nosso pensamento, € sempre possivel adicionar a ele um novo
namero.

O argumento (3) é imediatamente rejeitado por Aristételes, j4 que uma
quantidade finita de matéria pode fornecer uma combinacdo ilimitada de novos corpos
através da destruicdo dos velhos, € a propria idéia da transformacdo.

E (4) também ¢ refutado, ja que Aristételes estabelece uma diferenga entre ser
tocado e ser limitado; ser tocado presume sempre uma relagdo, enquanto que ser limitado
¢ uma condig¢do absoluta; isto €, algo pode ser limitado sem ser tocado por nada.

Contudo, ainda restam trés consideracOes possiveis para o infinito em

Aristételes:
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1) o infinito do tempo;
2) o infinito do espaco;

3) o infinito matematico.

Na verdade, essas trés consideracdes estdo interligadas e se referem a um utnico
infinito que se apresenta a partir desses trés pontos de vista. De maneira ainda mais geral,

esses trés pontos de vista redundam em apenas duas predica¢des possiveis para o infinito:

1) Infinito por adi¢do continua;

2) Infinito por divisdo continua.

Further, everything that is infinite may be so in respect of addition or
division or both.
(Aristotle 1993, Physics, Book III - 204a8-204a16 p. 347)

Essas duas predicagdes se fazem valer para as magnitudes fisicas (a matéria),
para o tempo, para os numeros ou outras magnitudes somente pensadas. Com isso, a
conclusdo de Aristételes é que, por um lado, o infinito ndo pode ser concebido em
isolado, isto €, como substdncia, ja que esta ndo admite divisdo em partes menores.

Na verdade, Aristételes estd negando a concep¢do de uma substincia una,
indivisivel e infinita, como afirmava o eleata Melissus. Essa primeira conclusdo estd de
acordo com a posicdo de que o infinito, o que quer que ele seja, ndo pode ser

completamente abstraido das formas sensiveis, seja como principio, seja como pura idéia.

Now it is impossible that the infinite should be a thing which is in itself
infinite, separable from sensible objects. If the infinite is neither a
magnitude nor an aggregate, but is itself a substance and not an accident, it
will be indivisible; for the divisible must be either a magnitude or an
aggregate. But if indivisible, then not infinite, except in the way in which
the voice is invisible. But this is not the way in which it is used by those
who say [neither] that the infinite exists, nor that in which we are
investigating it, namely as that which cannot be gone through. But if the
infinite is accidental, it would not be, qua infinite, an element in things,
any more than the invisible would be an element of speech, though the

voice is invisible.
(Aristotle 1993, Physics, Book III - 204a17-204a19 p. 348)

Por outro lado, o infinito também ndo pode ser concebido como um acidente,

matéria atualizada em forma, um corpo, ja que este €, em principio limitado e, portanto,
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finito. Assumir a existéncia de corpos infinitos conduz necessariamente a diversos
paradoxos como, por exemplo, os do eleata Zendo.

Como conseqiiéncia temos que, seja entre os objetos da matemadtica, ou entre 0s
diversos conceitos (formas puras ou idéias), seja entre os corpos sensiveis, ndo existe

algo que seja um infinito dado:

1. Infinito ndo é uma coisa atual

2. Infinito ndo é uma substancia

If 'bounded by a surface' is the definition of body there cannot be an
infinite body either intelligible or sensible. Nor can number taken in
abstraction be infinite; for number or that which has number is
numerable. If then the numerable can be numbered, it would also be
possible to go through the infinite. {grifos nossos}

(Aristotle 1993, Physics, Book III, 204b10-204b11 p. 348)

Contudo, o infinito deve existir de algum modo, do contrario obteriamos muitos
problemas e conclusdes absurdas como, por exemplo, a obrigagdo de determinar um
s s . 20 P . , . ~ . .
inicio e um fim para o tempo”~. Além disso, os proprios tamanhos ndo seriam mais
redutiveis a outros tamanhos j4 que um tamanho é sempre um todo composto por partes
e, nesse sentido, é sempre divisivel. E a pior das conseqiiéncias possiveis é que os

préprios nimeros nao poderiam mais ser infinitos.

But on the other hand to suppose that the infinite does not exist in any way
leads obviously to many impossible consequences: there will be a
beginning and an end of time, a magnitude will not be divisible into
magnitudes, number will not be infinite. If, then, in view of the above
considerations, neither alternative seems possible, an arbiter must be called
in; and clearly there is a sense in which the infinite exists and another in

which it does not.
(Aristotle 1993, Physics, Book III, 206a14-206al18 p. 351)

A tnica solugdo € restringir o uso do termo infinito. Isto €, todas as
consideragdes sobre o infinito deverdo remeter a uma existéncia tdo somente potencial e

jamais a uma existéncia atual:

Now things are said to exist both potentially and in fulfillment. Further, a
thing is infinite either by addition or by division. Now, as we have seen,

0 Lembrando que Aristételes concebe o tempo como infinito em principio.
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magnitude is not actually infinite. But by division it is infinite. (There is no
difficulty in refuting the theory of indivisible lines.) The alternative then
remains that the infinite has a potential existence.

(Aristotle 1993, Physics, Book 111, 206a19-206a25 p. 351)

O infinito potencial €, em geral, entendido como a possibilidade de uma
sucessao continua de objetos que cedem lugar uns aos outros no momento privilegiado do
agora, sucessdo essa que se estende ao longo de um tempo que é por natureza infinito.
Tomados em separado, isolados dessa cadeia temporal infinita por meio da abstragao,
esses objetos sdao formas finitas e distintas entre si. De modo que hd a necessidade de
ressaltar a diferenca nos usos da palavra existir, ou ser, quando relacionada ao infinito.

O infinito ndo existe, ou é, como fendmeno isolado do tempo, ou tomado in
abstrato, assim como sao as puras formas ou idéias.

Isto €, o infinito ndo pode existir do mesmo modo que a idéia de beleza, quando
se diz, por exemplo, que uma estdtua eternizou a esséncia de um corpo que, a seu turno,
se degenera passo a passo ao longo do tempo. Neste caso, a forma do corpo idealizada na
estatua traduz um tipo de existéncia que se coloca fora do alcance da a¢do do tempo.

Diz-se, porém, que o infinito existe da mesma maneira como o dia existe, isto €,
como uma atualizacdo constante das formas pela acdo do tempo, como um fendmeno de

mutagdo continua que nao conhece limites bem definidos.

The infinite exhibits itself in different ways — in time, in the generations
of man, and in the division of magnitudes. For generally the infinite has
this mode of existence: one thing is always being taken after another, and
each thing that is taken is always finite, but always different. [Again,
'being' is spoken of in several ways, so that we must not regard the infinite
as a 'this', such as a man or a horse, but must suppose it to exist in the sense
in which we speak of the day or the games as existing — things whose
being has not come to them like that of a substance, but consists in a
process of coming to be or passing away, finite, yet always different.]
(Aristotle 1993, Physics, Book III, 206b1-206b3 p. 351)

Assim, ha de se fazer notar, de maneira mais clara, a diferenca que se evidencia
quando tomamos o infinito da perspectiva do espago e quando o tomamos da perspectiva
do tempo.

As magnitudes espaciais, que se mostram a nds na diversidade dos corpos,
possuem uma qualidade que ndo estd presente nas magnitudes temporais. Ou seja, as

magnitudes espaciais permanecem € podem ser isoladas umas das outras, sdo
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independentes.

Ja as magnitudes temporais s6 podem ser notadas dentro da cadeia de momentos
que se configuram como uma sucessao. Ou seja, essas magnitudes existem apenas em
funcdo umas das outras e sdo consideradas, por esse motivo, dependentes e nao podem
ser tomadas em isolado para uma andlise que se efetua longe da consideracao do préprio
tempo, ou in abstrato, o que significaria afasta-las delas mesmas, ou de sua esséncia.

Na medida em que permanecem, as magnitudes espaciais podem ser analisadas
in abstrato. Podem ser divididas continuamente, numa cadeia sem fim que sempre
apresentard uma nova magnitude a ser devidamente analisada. Por outro lado, as
magnitudes temporais, por ndo permanecerem, caracterizam-se por apresentarem um
sucessor em uma série temporal continua e sem fim. De modo que, nas magnitudes
espaciais temos o infinito por divisdo continua, enquanto que nas magnitudes temporais
encontramos o infinito por adi¢cdo continua.

O que se mostra como dois tipos distintos de infinito, infinito por adi¢do e
infinito por divisdo, correspondem, contudo, a duas facetas do mesmo objeto; isto €, esse
objeto se mostra com caracteristicas particulares e distintas somente quando a categoria
do tempo € tomada em separado da categoria do espaco. As operacdes de divisdo e de
adicio somente orientam para o sentido em que devemos procurar entender o
aparecimento de um novo elemento.

Considerando simultaneamente o tempo e o espaco nas digressdes sobre os
corpos sensiveis, entdo o que temos € apenas a possibilidade de uma infinita sucessao de
novas magnitudes, que se somam ou que se subtraem, denunciando um infinito
meramente potencial.

Assim, seja por reducdo (divisdo), seja por adicdo, o infinito existe apenas
potencialmente. Contudo, findo em algum momento arbitrario o processo de adi¢dao ou de
divisdo, o que se obtém, de fato, como objeto atualizado por esse processo, é sempre uma
magnitude finita, nunca infinita. Isto €, seja in concreto, seja in abstrato, o infinito atual
nao existe para Aristételes.

Se tomarmos como exemplo os nimeros naturais, em termos aristotélicos, eles
jamais constituirdo um conjunto completo. Desde que, dada qualquer colecdo de

nimeros, podemos sempre adicionar a ela um novo objeto (Lavine 1998).
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Em Aristételes, os nimeros naturais sdo, portanto, apenas potencialmente
infinitos. Em ato, no entanto, todas as magnitudes, ou colecdes, sdo finitas, sejam elas
obtidas por reducgdo, seja por adicao (Lavine 1998).

Somente in abstrato é que o conjunto dessas magnitudes pode ser considerado
infinito, ou intransponivel, justamente porque é possivel abstrair uma cadeia temporal
com durac¢do infinita, a qual associamos um processo de contagem igualmente infinito.

Deste ponto de vista, alguns paradoxos, como os de Zendo, sao oriundos de uma
confus@o na qual ndo se distingue perfeitamente os usos do termo infinito. Assim, muitas
vezes se atribui uma existéncia atual a algo que s6 pode existir potencialmente?'.

A idéia de um infinito meramente potencial, por divisdo ou por adicao continua,
oferece, desse modo, uma solucdo para uma longa tradi¢do de problemas. A idéia de
intransponibilidade, unida a de possibilidade l6gica, com énfase em uma abordagem
empirica e 16gica para a problematica do infinito, soluciona, ao menos do ponto de vista
aristotélico, aquilo que antes se mostrava como o gerador das muitas disputas entre
pitagdricos, platdnicos e eleatas.

Para Aristételes, o erro daqueles que o antecederam foi o de menosprezarem este
ponto de vista, ao darem demasiada €nfase para o aspecto ontoldgico da questdo, de
modo que pouca importincia foi dirigida para a investigacdo sobre as possibilidades
amplas, empiricas e légicas, de uso e aplica¢do do termo infinito.

Exemplo disso é o problema da incomensurabilidade da diagonal do quadrado.
Para Aristételes, ndo had problemas em aceitar que uma das coisas que essa
incomensurabilidade demonstra é que hd, pelo menos, um segmento de reta cuja
representacdo numérica se estende numa seqii€éncia decimal potencialmente infinita.
Antes dele, no entanto, havia a compreensao de que, intuitivamente, a diagonal, um
segmento finito, abarcaria, de uma tnica vez, a pura indeterminacao.

Para Aristételes, o problema no qual os pitagéricos se viram envolvidos residia
na ma compreensdo da distingdo de um aspecto puramente 16gico, no qual as magnitudes

podem, in abstrato, ou como nimeros, serem representadas através de um procedimento

*! Para mais detalhes da refutaco de Aristételes aos paradoxo de Zendo, ver apéndice no final dessa secio.
Outras refutacdes ao paradoxo de Aquiles aparecem em J. S. MILL, Sistema de légica, livro V, capitulo 7; H.
BERGSON, Ensaio sobre os dados imediatos da consciéncia; B. RUSSELL, Introduction to Mathematical Philosophy
e Our Knowledge of the External World; W. JAMES, Some Problems of Philosophy.
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aritmético temporalmente infinito, com questdes de ordem ontolégica acerca de uma
existéncia atual e completa de um conjunto infinito de ndmeros.

Isto é, o erro pitagérico foi o de tratar nimeros como coisas de fato, cuja
conseqiiéncia mais desastrosa foi, inevitavelmente, confundir o infinito potencial com o
infinito atual. Essa confusao os conduziu a armadilha da qual ndo encontraram saida nos
termos de sua propria concep¢ao cosmoldgica (Moore 1990).

Por esse mesmo motivo, pela primitiva confusdo que culmina nas consideragoes
de existéncia do infinito atual, Aristételes também se distancia da concepgao platonica de
pura idéia do infinito ou de multiplicidade infinita dos corpos sensiveis.

Nao pode haver uma idéia do infinito, ou uma idéia infinita, pois isso seria o
mesmo que conferir uma existéncia atual ao infinito. Além disso, como 0s corpos nao sao
outra coisa que matéria constantemente atualizada em formas que se sucedem no tempo e
como estdo, por esse motivo, em constante determinacdo, Aristoteles ird descartar a
existéncia de um corpo infinito, seja por adicdo continua, seja por divisdo continua, ja
que a sua assuncao também resulta em contradi¢do.

Considerar um corpo qualquer como atualmente infinito € novamente confundir
uma existéncia de fato como uma existéncia apenas possivel. Se um corpo tivesse suas
partes continua e indefinidamente divididas, ou somadas, ele ndo poderia ser considerado
in concreto, como uma atualidade, mas somente como um ser possivel.

A cada momento presente (0 agora) um corpo qualquer é sempre tomado como
uma atualidade. Somente quando visto com olhos voltados para um futuro possivel, como
algo que ainda ndo se atualizou em uma determinada forma, é que os corpos podem ser
encarados como meras poténcias, como infinitos (Moore 1990).

Apenas as magnitudes tomadas abstratamente admitem o infinito; ainda assim,
apenas como algo que se agrega a essas magnitudes, como um predicado possivel a um
processo de contagem dessas magnitudes. O processo de enumeracdo pode ser
considerado potencialmente infinito, mas ndo os nimeros propriamente. Aristételes se
recusa, assim, a aceitar a idéia de um nimero infinito.

Destarte, uma das razdes para que Aristételes admita tdo somente o infinito
potencial €, justamente, por ser a assungdo da existéncia de um infinito, dado e completo,

o principal gerador de paradoxos tais como os de Zendo. Para Aristételes, estes
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paradoxos nada mais s@o do que raciocinios que confundem propriedades pertencentes ao
dominio empirico com propriedades exclusivas do dominio légico-conceitual. Esta
confusdo significa, em ultima instincia, conferir uma existéncia atual ao infinito, ainda
que em um plano meramente conceitual.

Afirmar que um intervalo qualquer de tempo ou de espago seja infinitamente
divisivel, ndo é o mesmo que afirmar que este intervalo contém, em si, infinitas partes.
Significa apenas afirmar que este intervalo admite um processo infinito de divisdo. Ou
seja, dado um certo nimero de partes em que este intervalo fora prévia e arbitrariamente
dividido, é sempre possivel aumentar esse nimero, por meio de novas divisdes.

No entender de Aristételes, esta idéia estd bastante longe daquela outra que
constitui o nucleo dos paradoxos de Zendo, segundo a qual neste intervalo existe, a
priori, um nudmero infinito de partes, independentemente do processo aritmético que
conduz a elas.

Podemos inferir dessas consideragdes que o que causa perplexidade no paradoxo
de Aquiles e a tartaruga ndo é a mera possibilidade l6gica e matemdtica de dividir
infinitamente a distancia entre os dois corredores. A perplexidade se origina da confusao
implicita entre o infinito potencial e o infinito atual, levando aqueles que ignoram essa
distin¢@o a concluir que o intervalo entre Aquiles e a tartaruga € atualmente infinito. Por
conseqiiéncia, obtém que Aquiles jamais lograra alcancar a tartaruga.

Em resumo, a distingdo entre infinito atual e infinito potencial estd
necessariamente relacionada a idéia da natureza infinita do tempo. Isto &, existir
atualmente, ou existir como uma atualidade, significa existir em um certo ponto definido
do tempo, o agora. E exatamente este o ponto que marca a fronteira entre o futuro e o

passado.

Necessarily, too, the now — the now so-called not derivatively but in its
own right and primarily — is indivisible and is inherent in all time. For the
now is an extremity of the past (no part of the future being on this side of
it), and again of the future (no part of the past being on that side of it): it is,
we maintain, a limit of both. And if it is proved that it is of this character
and one and the same, it will at once be evident also that it is indivisible.
(Aristotle 1993, Physics, Book VI, 234a5-234a23 p. 395)

Existir atualmente € existir no agora, € existir no momento presente, € ser finito.

Por outro lado, existir potencialmente significa existir como um processo que se estende
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sobre um tempo que €, em principio, indefinido. Nesse sentido, a existéncia potencial de
algo se orienta, preferencialmente, para um futuro que nido conhece qualquer limite
ultimo, justamente porque o tempo possui uma natureza infinita.

O infinito € o intransponivel, € aquilo que demanda um tempo infinito para a sua
transposicdo. O infinito, portanto, nao pode ser algo que se dé em um tempo definido, em
um agora qualquer, pois, se assim fosse, seria transponivel, o que é contraditério com a
proto-defini¢do.

A conclusdo € que, segundo Aristételes, ndo hd nenhum sentido na afirmacao da
existéncia de um infinito atual, restando tdo somente o infinito concebido como mero

artificio 16gico e matematico.

1.5.2 Apéndice

Realizamos aqui a transcricdo daquelas passagens de Aristételes que
consideramos relevantes. Sao passagens que versam sobre alguns dos pontos discutidos
acima. Mais precisamente trazemos 0s seus comentdrios e a sua refutacdo para o

Paradoxo de Aquiles.

Physics, Book VI, §§ 1 e 2
(231a29 p. 391 - 234a4 p. 395)

1. Now if the terms 'continuous', 'in contact’, and 'in succession' are understood as
defined above — things being continuous if their extremities are one, in contact if their extremities
are together, and in succession if there is nothing of their own kind intermediate between them —
nothing that is continuous can be composed of indivisibles: e.g. a line cannot be composed of
points, the line being continuous and the point indivisible. For the extremities of two points can
neither be one (since of an indivisible there can be no extremity as distinct from some other part)
nor together (since that which has no parts can have no extremity, the extremity and the thing of
which it is the extremity being distinct).

Moreover, if that which is continuous is composed of points, these points must be either
continuous or in contact with one another: and the same reasoning applies in the case of all
indivisibles. Now for the reason given above they cannot be continuous; and one thing can be in
contact with another only if whole is in contact with whole or part with part or part with whole. But
since indivisibles have no parts, they must be in contact with one another as whole with whole.
And if they are in contact with one another as whole with whole, they will not be continuous; for
that which is continuous has distinct parts, and these parts into which it is divisible are different in
this way, i.e. spatially separate.

Nor, again, can a point be in succession to a point or a now to a now in such a way that
length can be composed of points or time of nows; for things are in succession if there is nothing
of their own kind intermediate between them, whereas intermediate between points there is
always a line and between nows a period of time.

Again, they could be divided into indivisibles, since each is divisible into the parts of
which it is composed. But, as we saw, no continuous thing is divisible into things without parts.
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Nor can there be anything of any other kind between; for it would be either indivisible or divisible,
and if it is divisible, divisible either into indivisibles or into divisibles that are always divisible, in
which case it is continuous.

Moreover, it is plain that everything continuous is divisible into divisibles that are always
divisible; for if it were divisible into indivisibles, we should have an indivisible in contact with an
indivisible, since the extremities of things that are continuous with one another are one and are in
contact.

The same reasoning applies equally to magnitude, to time, and to motion: either all of
these are composed of indivisibles and are divisible into indivisibles, or none. This may be made
clear as follows. If a magnitude is composed of indivisibles, the motion over that magnitude must
be composed of corresponding indivisible motions: e.g. if the magnitude ABC is composed of the
indivisibles A, B, C, each corresponding part of the motion DEF of Z over ABC is indivisible.
Therefore, since where there is motion there must be something that is in motion, and where
there is something in motion there must be motion, therefore the being-moved will also be
composed of indivisibles. So Z traversed A when its motion was D, B when its motion was E, and
C similarly when its motion was F. Now a thing that is in motion from one place to another cannot
at the moment when it was in motion both be in motion and at the same time have completed its
motion at the place to which it was in motion (e.g. if a man is walking to Thebes, he cannot be
walking to Thebes and at the same time have completed his walk to Thebes); and, as we saw, Z
traverses the partless section A in virtue of the presence of the motion D. Consequently, if Z
actually passed through A after being in process of passing through, the motion must be divisible;
for at the time when Z was passing through, it neither was at rest nor had completed its passage
but was in an intermediate state; while if it is passing through and has completed its passage at
the same time, then that which is walking will at the moment when it is walking have completed its
walk and will be in the place to which it is walking; that is to say, it will have completed its motion
at the place to which it is in motion. And if a thing is in motion over the whole ABC and its motion
is DEF, and if it is not in motion at all over the partless section A but has completed its motion
over it, then the motion will consist not of motions but of movings, and will take place by a thing's
having completed a motion without being in motion; for on this assumption it has completed its
passage through A without passing through it. So it will be possible for a thing to have completed
a walk without ever walking; for on this assumption it has completed a walk over a particular
distance without walking over that distance. Since, then, everything must be either at rest or in
motion, and it is therefore at rest in each of A, B, and C, it follows that a thing can be at the same
time continuously at rest and in motion; for, as we saw, it is in motion over the whole ABC and at
rest in any part (and consequently in the whole) of it. Moreover, if the indivisibles composing DEF
are motions, it would be possible for a thing in spite of the presence in it of motion to be not in
motion but at rest; while if they are not motions, it would be possible for motion to be composed of
something other than motions.

And if length and motion are thus indivisible, it is similarly necessary that time also be
indivisible, that is to say be composed of indivisible nows; for if every motion is divisible and
bodies of equal velocity will move less in less time, the time must also be divisible; and if the time
in which a thing is carried over A is divisible, A must also be divisible.

2. And since every magnitude is divisible into magnitudes — for we have shown that it is
impossible for anything continuous to be composed of indivisible parts, and every magnitude is
continuous — it necessarily follows that the quicker of two things traverses a greater magnitude in
an equal time, an equal magnitude in less time, and a greater magnitude in less time, in
conformity with the definition sometimes given of the quicker. Suppose that A is quicker than B.
Now since of two things that which changes sooner is quicker, in the time FG, in which A has
changed from C to D, B will not yet have arrived at D but will be short of it: so that in an equal
time the quicker will pass over a greater magnitude. More than this, it will pass over a greater
magnitude in less time; for in the time in which A has arrived at D, B being the slower has arrived,
let us say, at E. Then since A has occupied the whole time FG in arriving at D, it will have arrived
at H in less time than this, say FJ. Now the magnitude CH that A has passed over is greater than
the magnitude CE, and the time FJ is less than the whole time FG; so that the quicker will pass
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over a greater magnitude in less time. And from this it is also clear that the quicker will pass over
an equal magnitude in less time than the slower. For since it passes over the greater magnitude
in less time than the slower, and (regarded by itself) passes over the greater in more time than
the lesser — LM than LN — , the time PR in which it passes over LM will be more than the times
PS in which it passes over LN: so that, the time PR being less than the time T in which the slower
passes over LN, PS will also be less than T; for it is less than PR, and that which is less than
something less is also itself less. Hence it will traverse an equal magnitude in less time. Again,
since the motion of anything must always occupy either an equal time or less or more time, and
since, whereas a thing is slower if its motion occupies more time and of equal velocity if its motion
occupies an equal time, the quicker is neither of equal velocity nor slower, it follows that the
motion of the quicker can occupy neither an equal time nor more time. It can only be, then, that it
occupies less time, and thus it is necessary that the quicker will pass over an equal magnitude
too in less time.

And since every motion is in time and a motion may occupy any time, and the motion of
everything that is in motion may be either quicker or slower, both quicker motion and slower
motion may occupy any time: and this being so, it necessarily follows that time also is continuous.
By continuous | mean that which is divisible into divisibles that are always divisible: and if we take
this as the definition of continuous, it follows necessarily that time is continuous. For since it has
been shown that the quicker will pass over an equal magnitude in less time than the slower,
suppose that A is quicker and B slower, and that the slower has traversed the magnitude CD in
the time FG. Now it is clear that the quicker will traverse the same magnitude in less time than
this: let us say in the time FH. Again, since the quicker has passed over the whole CD in the time
FH, the slower will in the same time pass over CJ, say, which is less than CD. And since B, the
slower, has passed over CJ in the time FH, the quicker will pass over it in less time: so that the
time FH will again be divided. And if this is divided the magnitude CJ will also be divided in the
same ratio; and again, if the magnitude is divided, the time will also be divided. And we can carry
on this process for ever, taking the slower after the quicker and the quicker after the slower, and
using what has been demonstrated; for the quicker will divide the time and the slower will divide
the length. If, then, this alternation always holds good, and at every turn involves a division, it is
evident that all time must be continuous. And at the same time it is clear that all magnitude is also
continuous; for the divisions of which time and magnitude respectively are susceptible are the
same and equal.

Moreover, the current arguments make it plain that, if time is continuous, magnitude is
continuous also, inasmuch as a thing passes over half a given magnitude in half the time, and in
general over a less magnitude in less time; for the divisions of time and of magnitude will be the
same. And if either is infinite, so is the other, and the one is so in the same way as the other; i.e.
if time is infinite in respect of its extremities, length is also infinite in respect of its extremities; if
time is infinite in respect of divisibility, length is also infinite in respect of divisibility; and if time is
infinite in both respects, magnitude is also infinite in both respecits.

Hence Zeno's argument makes a false assumption in asserting that it is impossible for a
thing to pass over or severally to come in contact with infinite things in a finite time. For there are
two ways in which length and time and generally anything continuous are called infinite: they are
called so either in respect of divisibility or in respect of their extremities. So while a thing in a finite
time cannot come in contact with things quantitatively infinite, it can come in contact with things
infinite in respect of divisibility; for in this sense the time itself is also infinite: and so we find that
the time occupied by the passage over the infinite is not a finite but an infinite time, and the
contact with the infinites is made by means of moments not finite but infinite in number.

The passage over the infinite, then, cannot occupy a finite time, and the passage over the
finite cannot occupy an infinite time: if the time is infinite the magnitude must be infinite also, and
if the magnitude is infinite, so also is the time. Let AB be a finite magnitude, and an infinite time C,
and let a finite period CD of the time be taken. Now in this period the thing will pass over a certain
segment of the magnitude: let BE be the segment that it has thus passed over. (This will be either
an exact measure of AB or less or greater than an exact measure: it makes no difference which it
is.) Then, since a magnitude equal to BE will always be passed over in an equal time, and BE
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measures the whole magnitude, the whole time occupied in passing over AB will be finite; for it
will be divisible into periods equal in number to the segments into which the magnitude is
divisible. Moreover, if it is the case that infinite time is not occupied in passing over every
magnitude, but it is possible to pass over some magnitude, say BE, in a finite time, and if this
measures the whole, and if an equal magnitude is passed over in an equal time, then it follows
that the time too is finite. That infinite time will not be occupied in passing over BE is evident if the
time be taken as limited in one direction; for as the part will be passed over in less time than the
whole, this must be finite, the limit in one direction being given. The same demonstration will also
show the falsity of the assumption that infinite length can be traversed in a finite time. It is evident,
then, from what has been said that neither a line nor a surface nor in fact anything continuous can
be indivisible.

This conclusion follows not only from the present argument but from the consideration
that the opposite assumption implies the divisibility of the indivisible. For since the distinction of
quicker and slower may apply to motions occupying any period of time and in an equal time the
quicker passes over a greater length, it may happen that it will pass over a length twice, or one
and a half times, as great as that passed over by the slower; for their respective velocities may
stand to one another in this proportion. Suppose, then, that the quicker has in the same time
been carried over a length one and a half times as great, and that the respective magnitudes are
divided, that of the quicker into three indivisibles, AB, BC, CD, and that of the slower into two, EF,
FG. Then the time may also be divided into three indivisibles; for an equal magnitude will be
passed over in an equal time. Suppose then that it is thus divided into KL, LM, MN. Again, since
in the same time the slower has been carried over EZ, ZH, the time may also be divided into two.
Thus the indivisible will be divisible, and that which has no parts will be passed over not in an
indivisible but in a greater time. It is evident, therefore, that nothing continuous is without parts.

Physics, Book VI, § 9
(239b10 p. 404 - 240b7 p. 405)

9. Zeno's reasoning, however, is fallacious, when he says that if everything when it
occupies an equal space is at rest, and if that which is in locomotion is always in a now, the flying
arrow is therefore motionless. This is false; for time is not composed of indivisible nows any more
than any other magnitude is composed of indivisibles.

Zeno's arguments about motion, which cause so much trouble to those who try to answer
them, are four in number. The first asserts the non-existence of motion on the ground that that
which is in locomotion must arrive at the half-way stage before it arrives at the goal. This we have
discussed above.

The second is the so-called Achilles, and it amounts to this, that in a race the quickest
runner can never overtake the slowest, since the pursuer must first reach the point whence the
pursued started, so that the slower must always hold a lead. This argument is the same in
principle as that which depends on bisection, though it differs from it in that the spaces with which
we have successively to deal are not divided into halves. The result of the argument is that the
slower is not overtaken; but it proceeds along the same lines as the bisection-argument (for in
both a division of the space in a certain way leads to the result that the goal is not reached,
though the Achilles goes further in that it affirms that even the runner most famed for his speed
must fail in his pursuit of the slowest), so that the solution too must be the same. And the claim
that that which holds a lead is never overtaken is false: it is not overtaken while it holds a lead;
but it is overtaken nevertheless if it is granted that it traverses the finite distance. These then are
two of his arguments.

The third is that already given above, to the effect that the flying arrow is at rest, which
result follows from the assumption that time is composed of moments: if this assumption is not
granted, the conclusion will not follow.

The fourth argument is that concerning equal bodies which move alongside equal bodies
in the stadium from opposite directions — the ones from the end of the stadium, the others from
the middle — at equal speeds, in which he thinks it follows that half the time is equal to its double.
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The fallacy consists in requiring that a body traveling at an equal speed travels for an equal time
past a moving body and a body of the same size at rest. That is false. E.g. let the stationary equal
bodies be AA; let BB be those starting from the middle of the A's (equal in number and in
magnitude to them); and let CC be those starting from the end (equal in number and magnitude
to them, and equal in speed to the B's). Now it follows that the first B and the first C are at the end
at the same time, as they are moving past one another. And it follows that the C has passed all
the A's and the B half; so that the time is half, for each of the two is alongside each for an equal
time. And at the same time it follows that the first B has passed all the C's. For at the same time
the first B and the first C will be at opposite ends, being an equal time alongside each of the B's
as alongside each of the A's, as he says, because both are an equal time alongside the A's. That
is the argument, and it rests on the stated falsity.

Nor in reference to contradictory change shall we find anything impossible — e.g. if it is
argued that if a thing is changing from not-white to white, and is in neither condition, then it will be
neither white nor not-white; for the fact that it is not wholly in either condition will not preclude us
from calling it white or not-white. We call a thing white or not-white not because it is wholly either
one or the other, but because most of its parts or the most essential parts of it are so: not being in
a certain condition is different from not being wholly in that condition. So, too, in the case of being
and not-being and all other conditions which stand in a contradictory relation: while the changing
thing must of necessity be in one of the two opposites, it is never wholly in either.

1.6 Gottfried Leibniz

I am so in favor of the actual infinite that instead of admitting that Nature
abhors it, as is commonly said, I hold that Nature makes frequent use of it
everywhere, in order to show more effectively the perfections of its Author. Thus
I believe that there is no part of matter which is not — I do not say divisible —
but actually divisible; and consequently the least particle ought to be considered
as a world full of an infinity of different creatures

Leibniz*

Dentre os autores modernos que discutiram em profundidade o problema do
infinito, tais como Descartes, Pascal e Spinoza, colocamos em destaque apenas o nome
de Gottfried Leibniz (1646 — 1716), ja que foi o Unico dentre eles a propor um cdlculo
para, ou sobre, o infinito — o cdlculo infinitesimal — e a introduzir matematicamente,
por meio dele, o conceito de grandeza infinita.

Seu sistema de pensamento é bastante abrangente, envolvendo ndo s6 a légica e
a matematica, mas também a fisica, a moral e a metafisica. Suas incursdes nesses campos
aparentemente distintos tiveram como objetivo obter um pensamento tnico, fundado no
ideal de um conhecimento completo que estaria de acordo com um mesmo registro
filosofico.

Segundo esse registro, as grandes questdes universais como, por exemplo, o
problema da liberdade humana, tem sua origem e solu¢do em uma investigagdo sobre o

infinito. De modo que ndo had qualquer possibilidade de se investigar séria e

*2 Citado por Cantor 18831, p.179.
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criteriosamente as questdes metafisicas sem se deparar com a andlise mais fundamental

de todas, qual seja, aquela que versa sobre os contornos do Ser.

Mes méditations fondamentales roulent sur deux choses, savoir sur 1’unité
et sur 1’infini.
(Leibniz, citado por Bourbage 1993, p.6)

Uma filosofia deve, segundo Leibniz, ser uma Scientia Infiniti%; isto €, ela deve
propiciar um acordo sobre a existéncia do infinito e sobre a forma de como podemos nos
expressar rigorosamente sobre ele. SO assim, as outras problematicas filos6ficas ganhardo
o foco correto e, s6 assim, poder-se-4 vislumbrar alguma perspectiva para elas que nao
redunde em novas aporias.

A perspectiva matemadtica que Leibniz confere a sua prépria andlise sobre o
infinito, principalmente através de sua formulagdo do cdlculo infinitesimal, aparece como
uma maneira de remediar uma situagdo que vinha se repetindo por toda a Idade Média e
que ndo se mostrou muito inovadora na Renascenca.

A metafisica estava sobrecarregada de afirmacdes cujas justificacdes pareciam
se restringir, exclusivamente, a argumentos teoldgicos. Contudo, para Leibniz, a filosofia
primeira, a ciéncia mais fundamental, pois serve de ponto de partida para as outras
ciéncias, deve ter seu uso estendido também para as esferas terrenas do conhecimento.
Nesse sentido, acreditava que a metafisica necessitava passar por uma reformulagdo, de
modo a encontrar seu lugar em meio a todas as outras ciéncias, sejam elas naturais ou
exatas (Bourbage 1993).

A justificativa para esse resgate da metafisica que Leibniz deseja realizar, estd
no fato de ser ela, justamente, aquela teoria geral que determina os parametros sobre a
existéncia em sentido bastante amplo. Isto €, sem a formulagdo do conceito central de
substancia, sobre o qual encontramos apoiado o de Ser, o de identidade, o de movimento,
o de tempo, entre outros, ndo haveria possibilidade de criar uma fundamentacido, um
mesmo vocabuldrio, para as investigagdes em fisica, em moral ou, até mesmo, em
matematica.

Criar uma unidade ontolégica para os diversos aspectos do conhecimento

humano é um dos principais objetivos de Leibniz. E essa unidade s6 pode ser alcancada

 Titulo de uma das obras jamais publicadas por Leibniz.
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com o resgate da metafisica através de sua reformulacdo em termos mais precisos.

Fornecer uma argumentacdo matemadtica para o infinito significava também
restabelecer a razdo um poder e um alcance deixado na antiguidade cldssica. Nesse
sentido, também Leibniz se verd envolto com teses platonicas e aristotélicas. E com a
reapresentacdo dessas teses, através de uma cuidadosa investigacdo matemaética, que uma
nova metafisica podera surgir como ciéncia unificadora.

Leibniz se propde a reformar a filosofia e a resgatar a antiga forca daqueles
resultados mais fundamentais, cujo exemplo mais poderoso € a filosofia grega. Portanto,
¢ sobre a metafisica que todas as preocupacdes devem se voltar, no sentido de encontrar
uma teoria que forneca uma unidade de discurso para a filosofia e para as ciéncias
(Bourbage 1993).

Os infinitesimais e a idéia de limite aparecem para os entusiastas do projeto
leibniziano como uteis ferramentas em questdes de ordem metafisica, fisica, moral, etc.
Para esses entusiastas tanto a quimica e a biologia, assim como aquelas ci€ncias mais de
acordo com os aspectos sociais € humanos, como a histéria, podem se beneficiar
grandemente por meio dessas analogias com o cdlculo, principalmente através de uma
reinterpretacdo de suas proposi¢des atdmicas em termos de varidveis diferenciais e
integrais.

Seja em questdes relativas ao nascimento e a morte, ou aquelas ligadas a
liberdade, assim como em tudo que possa envolver a determinagdo de um comego e um
fim, a introducdo das grandezas diferenciais, na forma da notacdo “dx”, abre espago para
a formulagdo de raciocinios por analogia ao cdlculo.

Porém, Leibniz se mostra cauteloso em assumir uma ligacdo mais explicita e
direta entre problemas tidos como puramente filoséficos, ou metafisicos, e o cdlculo.
Mesmo assim, a mera sugestdo dessas aproximacdes em suas incursdes metafisicas lhe
renderam pesadas criticas, principalmente advindas de d’Alembert, que lhes atribuiu o
predicado de “abusivas” (d’Alembert 1998) ji que ndo se submetem aos principios
claros e bem determinados ditados pela prudéncia do raciocinio cientifico.

Para o enciclopedista, Leibniz ndo sé ultrapassou as fronteiras que a ciéncia
aconselha jamais atravessar, como também nao compreendeu que o infinito ndo se

submete livremente, dada a natureza mesma do conceito, a abordagens que estdo para
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além das demarcagdes fornecidas pelo cdlculo diferencial, principalmente por meio a
idéia de limite.

O exemplo mais claro do que d’Alembert pretende dizer com as expressoes
metafisica legitima e metafisica abusiva pode ser obtido, justamente, na contraposi¢ao
entre as versoes de Leibniz e de Newton para o cdlculo. Estd claro para ele que, ao
contrdrio de Leibniz, Newton submete suas assuncdes metafisicas as exigéncias do
método cientifico. Exemplo disso estd, justamente, na énfase que cada um d4 a aspectos
distintos em suas versdes para o cdlculo.

Enquanto Newton da prioridade ontolégica as relagdes entre as grandezas,
culminando na idéia de limite, em Leibniz o foco ndo estd nas relacdes, mas nas
grandezas elas mesmas, que apresentam um tipo de existéncia independente, pré-tedrica.
Para d’Alembert, as assungdes de Leibniz, a afirmacdo da existéncia dessas grandezas
infinitamente pequenas, estd para além do alcance de uma andlise rigorosa e, por esse
motivo, sua metafisica merece o adjetivo de “abusiva” (Bourbage 1993).

Para d’Alembert, em Newton encontramos uma teoria sobre os limites, que é
bastante coerente com a exigéncia de assuncdes metafisicas claras e estritamente
necessdrias para o bom desenvolvimento de sua teoria; em Leibniz encontramos uma
teoria que postula a existéncia dos infinitesimais, como misteriosas entidades que, por
esse motivo, fazem parte de uma prética metafisica que excede os critérios de precisdo e
economia cientifica (Bourbage 1993).

Nessa linha argumentativa, d’Alembert assevera que a verdadeira metafisica,
aquela que serviria de fundamento para o cdlculo diferencial — uma metafisica legitima
e ndo abusiva, j4 que ndo extrapola uma base finita para o raciocinio —, s6 pode ser
encontrada na versdo newtoniana do calculo.

Ainda na linha critica de d’Alembert, a ado¢do dos infinitesimais tornou o
sistema de Leibniz obscuro e mistico. Sao muitos os momentos de dubiedade em suas
afirmagdes como quando, por exemplo, este se pergunta se o infinito seria um predicado
exclusivamente divino ou se poderia ser entendido como um atributo fundamental da
natureza. Para d’Alembert, esse tipo de questionamento abre espago para interpretagdes
que estdo muito além do trabalho cientifico.

Ainda que Leibniz ndo possa ser acusado de praticar um realismo ingénuo com

73



as afirmacgdes sobre os infinitesimais, assim como parece acreditar d’ Alembert, nem por
isso se pode concluir que esses infinitesimais sdo apenas nomes sem qualquer referéncia
no mundo.

Para Leibniz, ainda que o pensamento se baseie antes numa espécie de calculo
do que na intuicdo, ndo h4, todavia, cdlculo sem que haja, primeiro, uma intuicao
qualquer do mundo. Deve haver, portanto, alguma intuicdo prévia para a afirmacgao dos
infinitesimais.

A tentativa de renovagdo da metafisica realizada por Leibniz revitaliza, como
nao poderia deixar de fazé-lo, a questao muito fundamental sobre a realidade primeira de
todas as coisas, isto €, sobre o conceito de substancia.

Parte dessa revitalizacdo é a adoc¢do do conceito de ménada, como elemento
fundamental, principio da existéncia de todas as coisas para além do qual nada
conhecemos.

Uma teoria sobre a existéncia e a dindmica dessa substancia, a monadologia,
serd o alicerce de toda metafisica leibniziana e, por conseqiiéncia, de todo os outros
resultados em fisica, em moral, em matemadtica ou em qualquer outra parte.

Antes, no entanto, é necessario entendermos os diversos usos que Leibniz faz do
conceito de infinito que estd, como podemos presumir, intrincado nesta teoria
monadoldgica.

Em primeiro lugar, infinito € um predicado que decorre naturalmente da propria
assuncdo da existéncia de Deus. Neste caso, infinito € a idéia mesma de perfei¢ao. O que
¢ perfeito deve ser infinito e, reciprocamente, o infinito, por tudo abarcar, é a prépria
perfeicdo. Deus € o Principio de Razdo Suficiente, sem o qual o mundo cairia na absoluta
contingéncia. A sua existéncia infinita, como causa primeira, a Aristételes,
paradoxalmente, pde fim a um regresso infinito que deixaria 6rfa toda causalidade.

Uma vez assumida a existéncia de Deus, Leibniz deduz uma infinidade de
mundos possiveis sendo, cada um deles, por si mesmos, infinitos. Essa infinitude,
contudo, nunca ultrapassa a capacidade de Deus em compard-los para verificar a qual
dessas infinidades possiveis serd dada a realidade da concretizagdo em um determinado

universo.
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L'infinité des possibles, quelque grande qu'elle soit, ne l'est pas plus que
celle de la sagesse de Dieu, qui connait tous les possibles. On peut méme
dire que si cette sagesse ne surpasse point les possibles extensivement,
puisque les objets de I'entendement ne sauraient aller au-dela du possible,
qui en un sens est seul intelligible, elle les surpasse intensivement, a cause
des combinaisons infiniment infinies qu'elle en fait, et d'autant des
réflexions qu'elle fait la-dessus. La sagesse de Dieu, non contente
d'embrasser tous les possibles, les pénetre, les compare, les pese les uns
contre les autres, pour en estimer les degrés de perfection ou
d'imperfection, le fort et le faible, le bien et le mal; elle va méme au-dela
des combinaisons finies, elle en fait une infinité d'infinies, c'est-a-dire une
infinité de suites possibles de l'univers, dont chacune contient une infinité
de créatures; et par ce moyen, la sagesse divine distribue tous les possibles
quelle avait envisagés a part, en autant de systemes universels, qu'elle
compare encore entre eux; et le résultat de toutes ces comparaisons et

réflexions est le choix du meilleur d'entre tous ces systemes possibles...

-

(Leibniz citado por Bourbage 1993, p.24-5)

E importante notar que Leibniz concebe uma infinidade de possiveis infinitos,

cada um deles distintos entre si, e ainda assim, passiveis de serem agrupados e

comparados. O que devemos entender por isso é que o entendimento divino é capaz de

realizar uma manobra de comparacdo e de combinagcdo que ultrapassa intensivamente a

possibilidade desses sistemas infinitos; isto €, a propria criacdo infinita é fruto de um

calculo que manipula uma infinidade de infinitos.

O terceiro uso faz referéncia a substincia. Isto €, o infinito ndo € um atributo

exclusivo de Deus, mas a substancia, as monadas, que existem realmente como seres, ou

atomos espirituais, sdo em ndmero infinito. Cada uma delas, em sua singularidade e

unicidade, é capaz de representar todo o universo. Em cada mo6nada se redne aquilo que

pode definir o finito e o infinito de uma unica vez. E, se nos permitimos usar de uma

expressao tipicamente leibniziana, uma monada é um espelho capaz de refletir o universo

em sua totalidade infinita.

Toute substance est comme un monde entier et comme un miroir de Dieu
ou bien de tout I'univers, qu'elle exprime chacune a sa facon, a peu pres
comme une ville est diversement représentée selon les différentes
situations de celui qui la regarde.

(Leibniz citado por Bourbage 1993, p.27)

Na metafisica de Leibniz ndo hd uma oposicdo radical entre finito e infinito.

Cada substancia

z

<,

em si mesma, um mundo que redne todas as possibilidades de

consideraga@o sobre o finito e o infinito.
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Chaque portion de la matiere n'est pas seulement divisible a l'infini, comme
les Anciens l'ont reconnu, mais encore sous-divisée actuellement sans fin,
chaque partie en parties, dont chacune a quelque mouvement propre,
autrement il serait impossible que chaque portion de la matiere pit
exprimer tout l'univers... Chaque portion de la matiere peut-étre considérée
comme um jardin plein de plantes, et comme un étang plein de poissons.
Mais chaque rameau de la plante, chaque membre de l'animal, chaque

goutte de ses humeurs est encore un tel jardin ou un tel étang.
(Leibniz citado por Bourbage 1993. p.32)

E uma vez que cada parte contém, em si mesma, o infinito, um processo infinito
de divisdo é possivel. Esta claro para Leibniz que jamais obterd €xito aquele que desejar
concluir que a matéria possua uma menor parte. O processo de divisdo infinito revela que
a matéria, como tudo o mais, é apenas um fendmeno. Um fend6meno niao pode possuir
uma menor parte material, pois cada parte material € em si um infinito, mas pode e deve

possuir um fundamento, ou uma causa, uma unidade substancial.

Pour parler précisément, la matiere n'est pas composée d'unités
constitutives, mais elle en résulte, puisque la matiere ou masse étendue
n'est quun phénomene fondé dans les choses comme l'arc-en-ciel ou le
parhélie, et toute réalité n'appartient qu'a des unités. Les phénomenes
peuvent donc toujours éEtre divisés en phénomenes plus petits qui
pourraient apparaitre & d'autres animaux plus petits, mais jamais on ne
parviendra a des phénomenes qui seraient les plus petits. En fait les Unités
substantielles ne sont pas les parties, mais les fondements des phénomenes.

(Leibniz citado por Bourbage 1993, p.33)

Contra o cartesianismo vigente, que considerava a idéia do infinito potencial por
demais obscura, Leibniz recupera a argumentagdo aristotélica, contudo de maneira
revisada. Assim, o infinito deve também possuir uma existéncia potencial, ja que permite
um regresso ou um avango que, em comunhdo com o tempo, se estende como um
processo que ndo conhece limite.

No entanto, ao lado desse infinito potencial, Leibniz também se posiciona a
favor do infinito atual. As préprias operacdes de adi¢do e de divisdo se tornam pecas de
argumentagdo em favor dele.

A propria possibilidade de realizacdo dessas operacdes ja demonstraria que deve
existir uma realidade pré-tedrica por elas desvelada e sobre a qual se projetam.

Dividir continuamente pressupde algo a ser dividido. E porque o mundo é
infinito em todas as suas possibilidades que torna possivel a realizacdo dessas operagdes

ao infinito. E a existéncia prévia de um mundo infinito é condicao de possibilidade de um
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procedimento infinito de divisao e adicao.

O infinito potencial, ou matemadtico, reafirma a existéncia do infinito atual, ou
metafisico. Isto é, para Leibniz, esses dois tipos de infinito ndo sdo opostos, ou
excludentes, mas sido modos distintos de descrever uma mesma realidade. A
argumentacdo matemadtica pode tentar se aproximar, a seu modo, principalmente pelo
recurso aos infinitesimais, de uma realidade que €, em esséncia, infinita (Bourbage 1993).

Mesmo tendo consciéncia do género de pressupostos implicitos na assuncao dos
infinitesimais, Leibniz ressalta que o rigor dos procedimentos que levam a esses
resultados ndo pode ser questionado. Para ele, esse rigor garante a validade dos resultados
e a veracidade dos pressupostos. Assim, ao contrario das restricdes que comumente se
faziam a andlise que ele oferecia, os infinitesimais ndo sdo apenas um mero jogo de
palavras, mas se referem a uma realidade que eles préprios se encarregam de revelar por
meio do cdlculo.

Movimento, velocidade e forca sao aspectos de uma mesma realidade e, como
grandezas continuas, serdo melhor mensurdveis por meio do tipo de andlise tornada
possivel através do apelo aos infinitesimais. Contudo, Leibniz resiste fortemente a
concluir que existam, de fato, elementos materiais infinitamente pequenos.

Como j4 salientamos acima, as monadas se referem a um principio do
fendmeno, que nao pode ser identificado com o atomo. Isso leva a um posicionamento
bastante complexo. Se por um lado os infinitesimais ndo sdo apenas nomes, em um jogo
de palavras sem referéncia na realidade, por outro lado esses mesmos infinitesimais nao
cumprem outro papel sendo tornar possivel, no seio da matematica, a andlise do
infinitamente pequeno.

A nova metafisica ndo é o cdlculo, este pode servir de ferramenta a ela, mas
apenas no sentido de tornar mais clara e precisa uma linguagem matemaética sobre o
conceito de infinito. H4 uma independéncia entre a matemadtica e a metafisica que deve
ser mantida, para que a seriedade desses dois conjuntos tedricos seja preservada.

Aqueles que se viram tentados, como Fontenelle, a enxergar no cédlculo uma
ciéncia matemadtica sobre a realidade primeira, como uma metafisica formal do
infinitamente pequeno, viram-se frustrados com as declaracdes de Leibniz que chamavam

a atencdo para o erro que residia em alimentar tais esperancas.
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J'attends vos belles méditations sur l'infini ou infiniment petit. Il est vrai
que chez moi, les infinis ne sont pas des touts et les infiniment petits ne
sont pas des grandeurs. Ma métaphysique les bannit de ses terres. Elle ne
leur donne retraite que dans les espaces imaginaires du calcul géométrique,
ou ces notions ne sont de mise que comme les racines qu'on appelle
imaginaires.

La part que j'ai eu a faire valoir le calcul des infinitésimales ne m'en rend
pas assez amoureux pour les pousser au-dela du bon sens. Et la vraie
métaphysique ou philosophie si vous voulez ne me parait pas moins
importante que la géométrie, surtout s'il y a moyen d'y introduire aussi les
démonstrations qui n'en ont été que trop bannies jusqu'ici, avec le calcul
qui sera nécessaire pour leur donner toute I'entrée dont elles ont besoin...

Entre nous je crois que M. de Fontenelle, qui a l'esprit galant et beau, en a
voulu railler, lorsqu'il a dit qu'il voulait faire des éléments métaphysiques
de notre calcul. Pour dire le vrai, je ne suis pas trop persuadé moi-méme,
qu'il faut considérer nos infinis et infiniment petits autrement que comme
des choses idéales ou des fictions bien fondées. Je crois qu'il n'y a point de
créature au-dessous de laquelle il n'y ait une infinité de créatures, cepen-
dant je ne crois point qu'il y en ait, ni méme qu'il puisse y en avoir
d'infiniment petites, et c'est ce que je crois pouvoir démontrer. Il est que les
substances simples (c'est-a-dire qui ne sont pas des €tres par agrégation)
sont véritablement indivisibles, mais elles sont immatérielles, et ne sont
que principes d'action...

(Leibniz citado por Bourbage 1993, p.99)

A independéncia operacional do cdlculo em relacdo a metafisica, tornando-o
praticamente imune as interpretacoes realistas oferecidas para os infinitesimais — como,
por exemplo, a de serem os infinitesimais os legitimos representantes, no reino cientifico,
para entidades muito fundamentais postuladas pela filosofia —, ndo isola em definitivo
essas duas formas de conhecimento, pelo menos ndo no entender de Leibniz, que
continua acreditando na possibilidade de fornecer uma linguagem rigorosa para a
metafisica.

Para Leibniz os infinitesimais ndo sdo quantidades determinadas. Referir-se a
eles como infinitamente pequenos, ou como coisas, ou ainda como quantidades
determinadas, ndo revela nada mais que expressoes, ou maneiras de falar, que podem se
tornar uteis em algum nivel interpretativo, como imagens que ajudam na compreensao de
sua metafisica. Mas essas fic¢des carecem de rigor e ndo apresentam qualquer relagdo
mais estreita com os infinitesimais stricto senso, sendo aquela fornecida pelo uso
metaforico livre.

-

E o préprio processo de diferenciacdo de grandezas que caracteriza os
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infinitesimais (Bourbage 1993). Assim, é necessdrio ter em mente que os infinitesimais
s60 podem ser considerados, ou expressos, como infinitamente pequenos quando
colocados nessa relacio com grandezas determinadas. Ou seja, eles ndo possuem uma
existéncia independente. Sua existéncia estd condicionada a determinacdo dessas
grandezas e ao processo de diferenciacdo entre elas.

Os infinitesimais sé existem relativamente a parametros dados pelo contexto
matemdtico no qual estdo inseridos. Isto estd bastante longe de tratd-los como o
fundamento dltimo das grandezas, como a parte infinitamente pequena que as compdem.
Essa diferenga de tratamento € justamente aquela que estd na base da distin¢cdo entre um
infinito atual e um infinito potencial. O primeiro possui uma existéncia pré-tedrica,
absoluta, independente, o segundo sé existe em relacdo a um procedimento intelectual

inserido no tempo.

1.7 Immanuel Kant

Encerramos nossa exigua discussao histdrica sobre as possibilidades conceituais
do infinito com o filésofo de Konigsberg, Immanuel Kant (1724 — 1804). O nicleo de sua
obra se concentra em seus escritos criticos, A Critica da Razdo Pura, A Critica da Razdo
Prdtica e a Critica do Juizo.

Sem nos determos nos muitos e importantes elementos que constituem a sua
doutrina filoséfica, limitar-nos-emos apenas em apontar um pequeno momento de seu
criticismo, mais precisamente aquele em que a histérica argumentacdo acerca das
possibilidades da idéia de infinito ressurge de maneira mais explicita e reveladora.
Estamos falando de suas Antinomias da razdo pura, localizadas na Critica da Razdo
Pura®.

Com a apresentacdo das duas primeiras Antinomias, Kant acredita fornecer um
fecho critico, por assim dizer, a uma controvérsia que se prolongou por mais de dois mil
anos em torno do conceito de infinito. Essa controvérsia diz respeito, em parte, as antigas
disputas cosmoldgicas que observamos se desenvolver com os Antigos € que se arrastou

até os dias de Kant sem uma solucdo definitiva, sdo elas: sobre se o espaco e o tempo

2 Mais precisamente localizada na Doutrina Transcendental dos Elementos, Logica Transcendental,
Dialética Transcendental, Livro Segundo: Raciocinios Dialéticos da Razdo Pura, Cap. II.
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podem ser considerados infinitamente grandes e se matéria pode ser considerada
infinitamente divisivel.

Kant pretende mostrar que essa é uma disputa mal fundada. Isto é, devido a
auséncia até entdo de uma critica da razao pura, ndo se percebeu que tanto a tese como a
antitese desse debate podem ser demonstradas verdadeiras. De modo que, no entender de
Kant, esse é um debate in6cuo pois as afirmacdes contrarias possuem O mesmo peso e,
assim sendo, anulam-se mutuamente, conduzindo os debatedores sempre ao ponto em
que ja se encontravam antes de iniciar a disputa. Ou seja, nada se ganha com esse debate
a ndo ser o conhecimento de que é uma discussdo que necessita de uma critica mais

fundamental.
Primeira antinomia da razdo pura

(A) Tese: O mundo tem um comego no tempo e € limitado no espaco.

(B) Antitese: O mundo ndo tem nem comeg¢o no tempo nem limites no espago.

Essa primeira antinomia se refere a disputa entre aqueles que defendem um
mundo infinitamente grande, seja no tempo, seja no espago e aqueles outros que afirmam
que o mundo € finito espacial e temporalmente.

As argumentagdes kantianas utilizam o método de prova por absurdo e, no mais
das vezes, apresentam-se em duas etapas. No caso da primeira antinomia, a etapa inicial
se refere a finitude ou infinitude temporal do mundo e a segunda etapa se refere a sua

finitude ou infinitude espacial.
(A’) O mundo tem um comec¢o no tempo. (O mundo é finito no tempo)25

Para Kant uma série infinita de estados de coisas no mundo ¢é caracterizada pela
impossibilidade de se realizar, em qualquer instante dado, uma sintese dessa série.
Contudo, assumindo-se que o mundo ndo tenha um comecgo, isto €, assumindo-se que o
mundo seja temporalmente infinito, entdo qualquer estado de coisas no mundo, tomado
arbitrariamente em um instante qualquer, poderia ser considerado uma sintese de uma
série infinita de estados de coisas, uma vez que todo instante € precedido por uma série

temporal que ndo conhece comego. Contudo, isto ndo é possivel, logo o mundo deve ser

» Tanto as teses com as antiteses, assim como suas respectivas argumentacdes, aparecem de maneira
simplificada em nosso texto. Ao lado de cada tese e de cada antitese, apresentamos entre parénteses a nossa
interpretacdo para elas.
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temporalmente finito.
(A”’) O mundo possui limites no espaco. (O mundo é finito no espaco)

Assumindo-se que o mundo ndo possua limites no espago, entdo o mundo € uma
totalidade infinita de coisas existentes a um s tempo. Mas se assim o fosse, a sintese das
infinitas partes que compdem o mundo deveria ser realizada de uma unica vez por nossa
intuicdo sensivel. Contudo, essa sintese nao € ela mesma uma parte do mundo, mas ¢é
obtida por uma adi¢do, continua e infinita, de coisas umas as outras. Entdo, € necessario
que essa sintese seja conquistada em uma sucessdo temporal que deve ser infinita para
poder abarcar a quantidade infinita de objetos do mundo. Mas isto ndo € possivel, ja que
tal sintese requer que uma sucessao temporal infinita seja completada o que, por (A’) se

mostrou impossivel. Logo, o mundo deve possuir limites espaciais.
(B’) O mundo nao tem comeco no tempo. (O Mundo é infinito no tempo)

Supondo que o mundo teve um comeco, entdo deve ter havido um tempo no qual
o mundo ainda ndo existia. Kant chama a isso um tempo nulo. Um tempo nulo é
completamente indiferenciado com relagdo as suas partes, nenhuma delas apresentando
distin¢@o ou preferéncia sobre qualquer outra, de modo que ndo hd nada no tempo nulo
que propicie o nascimento do que quer que seja, ja que nao hd nada nesse tempo que faca
a existéncia prevalecer sobre a ndo-existéncia. Assim sendo, dado que o mundo existe,

nunca deve ter havido tal tempo nulo, € nem um comeco para o mundo.
(B’’) O mundo nao é limitado no espaco. (O mundo € infinito no espaco)

Assumindo-se que o mundo seja finito no espago, entdo o mundo estd contido
em um espaco que, para além dos limites do mundo, é vazio. Esse espaco vazio
ofereceria limites ao mundo, relacionando-se com ele pela imposi¢do dessa limitagdo.
Contudo, nesse espaco vazio nada pode haver, e por esse motivo nido pode ser
estabelecida a dita relagdo entre o mundo e o espaco vazio que o contém por suposi¢ao.
Essa relacdo ndo existe, ndo podendo, pois, o espaco vazio impor limites ao mundo.

Portanto, 0 mundo ndo conhece limite no espago, € infinito no espaco.
Segunda antinomia da razdo pura

(A) Tese: Toda substancia composta é constituida por partes simples e nao existe
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nada além de substancias simples ou compostas.

(B) Antitese: Nenhuma coisa composta € constituida por partes simples, nem
existem tais coisas como partes simples.

A segunda antinomia se refere ao debate entre aqueles que pretendem que o
infinito exista por divisdo continua e aqueles que nao concordam que algo possa ser
dividido infinitamente. O que estd em jogo aqui € o infinito por divisdo continua ou, em
outras palavras, se hd algo que possa ser conhecido como a menor parte, ou parte
simples.

(A) As partes simples existem. (O infinito por divisao continua nao é
possivel)

Supondo o contrério, isto é, que ndo existam tais coisas como partes simples, e
se realizarmos um esforco de abstracdo para eliminar qualquer substancia composta,
entdo nada restaria. Porém, dado que é impossivel realizar tal processo de abstragdo, uma
vez que o resultado disso € o nada, entdo deve haver algo que sempre resiste ao processo
de decomposic¢do. Logo o simples deve existir e o que podemos inferir disso é que nao

existe o infinito por divisdo continua.
(B) Nao existem partes simples. (O infinito por divisao continua é possivel)

Kant inicia sua argumentacdo supondo que existam substancias compostas por
partes simples. Assim, como todo composto sé pode existir no espago, possuindo um
nimero de partes simples equivalente ao espaco por ele ocupado, entdo a cada uma
dessas partes simples devem corresponder uma determinada posi¢cdo no espaco. Mas se as
partes simples ocupam um lugar no espagco, como coisas reais, entdo cada uma dessas
partes simples deve possuir tantas partes quanto o espago que ocupam. Mas disso se
deriva que o simples € composto, o que € absurdo.

Mais do que isso, o simples ndo pode ser objeto da experiéncia possivel. Isto €,
nio é possivel uma intuicdo do simples. Todos os fendmenos se apresentam a nossa
intuicdo como diversidades constituidas por elementos exteriores uns aos outros, que
somente aparecem como unidades pela sintese promovida pela intuicdo e pelo
entendimento. Porém o simples subsiste como mera idéia, por meio da qual a sintese do
multiplo € possivel. Em decorréncia da impossibilidade da experiéncia do simples,

deduz-se que o infinito por divisdo continua € possivel.
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Nas duas antinomias acima, o que vemos ¢ a reformulacdo, sempre presente, da
antiga disputa entre os que defendem o infinito como algo efetivo e os que fazem
restricoes a ele. A época de Kant, esse debate tradicionalmente metafisico havia
recentemente sido incrementado com a instrumenta¢do matemadtica oferecida pelo cdlculo
diferencial, com Leibniz e Newton.

Contudo, Kant estava convicto de que, tanto os seguidores de Newton como os
de Leibniz ndo haviam realizado a critica mais fundamental, qual seja, aquela que se
pergunta sobre os limites da razdo e, por esse motivo, continuamente recorriam aos
mesmos argumentos que, ao longo da histéria, haviam sofrido apenas alteragdes
superficiais, isto &, alteracdes em sua forma, mas que substancialmente continuavam os
mesmos.

Sua conclusio € que esse ancestral debate acerca dessas consideracoes
cosmoldgicas conectadas ao conceito de infinito € completamente in6cuo, na medida em
que suas argumentacdes, sejam elas pré ou contra a existéncia do infinito, seja com
relacdo ao tempo seja com relagdo ao espaco, recaem todas no erro de assumirem como
premissa justamente aquilo que pretendem justificar. O resultado € uma controvérsia

fundada em argumentos sub-repticios.

Apéndice
Medievais e Renascentistas

Aqueles que se propuseram a investigar o Ser, viram-se inevitavelmente
obrigados a perseguir, em alguma medida, as pegadas deixadas por Platdo e Aristételes.
Assim procedendo, forneceram suas préprias contribui¢des para alargar a compreensao
do que, desde entdo, passou a ser entendido e nomeado por infinito; porém, sempre tendo
como porto seguro aquilo que foi previamente estabelecido na antiguidade cléssica pelos
criadores da Academia e do Liceu. Apesar das novas e diversas roupagens que foram
conferidas ao termo infinito, o seu nucleo conceitual se manteve praticamente intacto
durante a Idade Média e a Renascencga.

Por esse motivo, decidimos reunir alguns desses filésofos neste apéndice,
mesmo cientes da arbitrariedade que cometemos ao fazé-lo.

Assim procedendo, criamos uma unica linha demarcatéria, separando aqueles
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pensadores que viveram na antiguidade cldssica dos que os seguiram. Concentramo-nos
em apenas alguns poucos nomes, somente aqueles nos quais percebemos, de maneira
praticamente indiscutivel, essa sintese entre Platdo e Aristoteles.

Casos paradigmaticos dessa sintese sdao, por exemplo, o de Plotino, de Santo
Agostinho, Santo Tomds de Aquino e Nicolau de Cusa. Casos menos evidentes, mas
também sintomdticos de uma continuidade do pensamento cldssico, sdo os de Jean
Buridan, Duns Scotus, Guilherme de Ockhan, Gregério de Rimini, entre outros que,
feitas as devidas consideragdes histdricas, acrescentaram, cada um a seu tempo e modo,
suas préprias férmulas as antigas concepgdes cldssicas acerca do infinito (Moore 1990).

Assim, podemos passar imediatamente ao primeiro e, possivelmente, mais
sonoro exemplo dessa alterndncia entre o pensamento platonico e aristotélico.
Historicamente localizado entre o final da antiguidade cldssica e inicio do pensamento
medieval, Plotino (205 - 270 d.C) nos revela exatamente aquilo que achamos por bem
chamar indistintamente de medievais, tendo em mente o que dissemos acima acerca do
pensamento que se mostra oscilante entre a doutrina platonica e a doutrina aristotélica.
Muitas vezes realizando, por meio dessa oscilagdo, uma sintese que convenientemente
afirma ou nega partes dessas doutrinas.

A influéncia do cristianismo no pensamento de Plotino ja anuncia aquilo que se
mostrard de maneira ainda mais forte no apogeu da filosofia medieval, que € a busca por
uma argumentacao filosdfica classica para os ditames cristaos. Toda a discussao sobre o
infinito durante a idade média estard relacionada, em graus maiores ou menores, aos
argumentos teoldgicos cristaos (Moore 1990).

Contra o naturalismo aristotélico, Plotino retoma a oposi¢do ‘aparéncia versus
realidade’, que animou o cerne da doutrina platdnica. Como conseqiiéncia disso, e em
forte comunhdo com a doutrina crista, Plotino ird argumentar no sentido de um infinito
atual e completo, nos moldes platonicos (Moore 1990). Ou seja, ele ndo se mostra avesso,
assim como Aristételes, ao infinito atual metafisico, cuja existéncia é coerente com o
ponto de vista platonico e sumamente necessaria a partir dos pressupostos cristaos, que
assume a existéncia da poténcia tnica e infinita de Deus como suma verdade.

A infinita poténcia divina, assumida pelo cristianismo e reforcada pelas teses

neo-platonicas, traduz a idéia de um poder infinito e absoluto, concentrado em um Ser
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perfeito, que contém em si, completamente, uma totalidade infinita. Trata-se aqui de um
infinito metafisico, ou atual, e nio meramente potencial, ou matemédtico (como algo que
pode ser melhor entendido como um processo que, in abstrato, se estende infinitamente
sobre o tempo sem nunca se dar por encerrado), como pretendia Aristoteles.

Para Plotino, o infinito € um atributo divino. Deus € o Uno infinito, estando
longe da imperfeicdo do mundo que nos aparece a sensibilidade, longe da geracdo e da
corrup¢ao que acompanha o devir das coisas no mundo. Portanto, esse infinito ndo pode
jamais ser confundido com o infinito concebido por Aristételes. Ao invés disso, trata-se
de uma existéncia que, em sua atualidade, retine o infinito inteira e completamente, de
uma Unica vez, longe de qualquer consideracdo temporal.

De maneira um tanto curiosa, contudo, Plotino adota parte da argumentacao
aristotélica, contra a existéncia do infinito atual, mais precisamente aquela que nega sua
existéncia no mundo fisico, para reforcar a sua propria concep¢ao platonica do infinito
atual em um mundo supra-sensivel.

E digno de nota que esta estratégia se baseia numa descaracterizagio da filosofia
aristotélica em favor de sua prépria argumentacdo. Isto é, ao rejeitar o infinito atual,
Aristételes toma como principio uma investigacdo ldgica e empirica, apoiada em uma
forte recusa da distin¢@o entre aparéncia e realidade.

O que Plotino faz, por sua vez, é redirecionar a argumentacgao aristotélica. Isto é,
Plotino usa Aristételes para reforgar a distingdo entre aparéncia e realidade, resgatando as
teses platdnicas para sustentar as afirmacdes cristds sobre a existéncia de um mundo nao
terreno.

Como Aristoteles, Plotino recusa a idéia de um ndmero infinito, ou de corpos
com extensao infinita e endossa a natureza infinita do tempo. Porém, como Platdo, aceita
a distin¢do entre aparéncia e realidade, ou entre mundo sensivel e mundo inteligivel.
Associa o infinito potencial as consideragdes sobre o mundo sensivel e sobre a
matemadtica, uma vez que tanto um como outro possuem uma estreita afinidade com
processos temporais. Ao mundo inteligivel, dada sua imutabilidade e perfeicao inerentes,
com as quais se identificam as esferas supra-sensiveis ou divinas, Plotino associa o
infinito atual.

Podemos encontrar outra sintese semelhante a que observamos acima no
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pensamento de Santo Agostinho (354 — 430 d.C.) que, a bem da verdade, foi grandemente
influenciado pelo pensamento de Plotino. No compasso da crescente influéncia cristd no
mundo ocidental, Santo Agostinho também obedece a fortes motivacdes religiosas para
recusar a concepg¢ao naturalistica de Aristoteles, que conduzia a afirmagao de um infinito
meramente potencial.

Para ele, a infinitude de Deus ndo podia se limitar a uma concep¢do meramente
potencial, ja que isto ndo estd de acordo com o que se entende como a perfeicdo e a pura
poténcia de Deus (Sto. Agostinho 1973a). De acordo com Santo Agostinho, se Deus é
infinito, Ele o € de uma unica vez, € pleno. Deus deve ser atualmente infinito, ja que sua
perfeicdo ndo admite quaisquer acréscimos, nem quaisquer divisdes. Nessa linha
teoldgico-filoséfica de argumentagdo, se Deus existe, entdo o infinito atual deve existir.

Ainda segundo Santo Agostinho, a plena e pura poténcia de Deus pode, por
exemplo, ter consciéncia da totalidade dos nimeros naturais e, ao fazé-lo, torna essa
totalidade completa em sua consciéncia atemporal que tudo abarca. Ainda que ndo nos
seja possivel entender de que forma isso se dé, ja que, como seres limitados, ndo temos
acesso aos processos envolvidos na consciéncia plena e pura de Deus.

Assim, estamos fadados, segundo ele, a considerar os niimeros naturais de nossa
posicdo limitada. Como um conjunto que sempre estd incompleto. Desse ponto de vista
terreno, os ndmeros naturais sdo apenas potencialmente infinitos, o que estd de acordo
com o humano processo temporal de contagem.

Deus, por outro lado, na eternidade de sua existéncia supra terrena, transcende
completamente essas limitacdes e € capaz de abarcar inteiramente essa cole¢io, tomando-
a como completa, ainda que infinita.

Como Sto. Agostinho, Sto. Tomds de Aquino (1225 — 1274) também apdia suas
consideragdes no platonismo e no aristotelismo. Ainda em acordo com as teses
agostinianas, Santo Tomds reafirma o infinito metafisico de Deus; isto €, Deus deve ser
atualmente infinito, ainda que esse atualmente ndo se identifique com algo que ocupa
uma determinada posicdo na linha do tempo, como em Aristételes.

Santo Tomds (Moore 1990) também reinterpreta Aristételes para que sua
filosofia assimile os canones neo-platonicos. Assim, junto com Aristételes, Santo Tomads

afirma que nada na criacdo € atualmente infinito, mas apenas potencialmente infinito,
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desde que considerada a infinitude do tempo. Por exemplo, ndo existe um dia que nao
acabe, no entanto a cole¢do de todos os dias ndo pode possuir um fim, a ndo ser do ponto
de vista de Deus que, do alto, fora do tempo, observa o inicio e o fim dos dias.

Apesar de toda essa discussdao em Plotino, Santo Agostinho e Santo Tomads
parecer girar, tdo somente, em torno de uma justificativa para as assungdes cristas,
devemos lembrar que ela foi fundamental para a independéncia que o tema ganharia,
posteriormente, na forma de uma investigagdo mais matematizada sobre o infinito.

A crescente influéncia da Igreja foi muito importante para a disseminacdo das
leituras de Platdao e de Aristételes. Por toda a parte surgiram pessoas interessadas em
fornecer uma solu¢@o menos cristianizada a juncdo das doutrinas platdnica e aristotélica
em torno do infinito.

Em outras palavras, a divulgacdo crista das obras de Aristételes e de Platao
serviu para que muitas discussdes ganhassem corpo, mesmo longe dos argumentos
teoldgicos, ainda que, vez ou outra, essas discussdes buscassem amparo € apoio nesses
argumentos. Assim, os debates teoldgicos passaram, paulatinamente, a se tornar, apenas,
um contexto apropriado, como um pano de fundo, para as discussdes filoséficas, l16gicas e
matemadticas.

Como exemplo, podemos lembrar que a discussdo sobre os infinitesimais
aparece um tanto distanciada do contexto religioso e mais ligada ao ponto de vista 1dgico
€ matematico.

A discussdo sobre os infinitesimais pode ser remetida as argumentagdes em
torno do Paradoxo de Aquiles e a tartaruga. A distancia entre dois pontos ndo pode ser
encarada como um conjunto infinito e completo de pontos. Para Aristételes, € esse tipo de
assuncdo, que poderiamos chamar de assunc¢do dos infinitesimais, que culmina nos
raciocinios falaciosos sobre o infinitamente pequeno. O que existe €, tdo somente, um
processo de divisdo ou de adi¢do que, tomando-se o tempo como principal parametro,
pode se estender infinitamente.

O filésofo e tedlogo escocés John Duns Scotus (1266 — 1308) apresenta uma

prova bastante intuitiva contra a existéncia dos infinitesimais (Moore 1990).
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Se os dois circulos concéntricos da figura acima sdo compostos por
infinitesimais, isto é, se estes dois circulos sdo compostos por um nimero infinito de
partes infinitamente pequenas, e dado que podemos interligar esses pontos infinitesimais,
um-a-um, pelas setas, entdo podemos concluir que o nimero de pontos no circulo interno
¢ igual ao do circulo externo. Ou seja, ambos possuem a mesma quantidade de partes, e
cada uma dessas partes possui uma mesma dimensdo infinitamente pequena, logo os
circulos devem ser iguais em tamanho. Porém, visivelmente, notamos que os dois
circulos ndo possuem as mesmas dimensdes. Logo, para Scotus, uma distancia qualquer
entre dois pontos, uma linha reta ou curva, ndo é composta por um ndmero infinito de
particulas infinitamente pequenas.

Ja para Guilherme de Ockham (1285 — 1349), os infinitesimais constituem
apenas uma maneira resumida de falar de dimensdes ilimitadas. Assim, dizer que é
infinitesimal um ponto qualquer em que, por exemplo, uma esfera toca um plano,
significa apenas dizer que ndo hd limite para a consideracdo das diminutas dimensdes
desse ponto. E 0 mesmo pode ser dito sobre todos os outros pontos da esfera que nao
tocam a superficie do plano (Moore 1990).

Dizer que esses pontos podem ser considerados infinitamente pequenos dentro
de um processo temporal de raciocinio 16gico e matematico, ndo é o mesmo que assumir
a sua existéncia dada, de uma tunica vez, de maneira independente desse processo. O que
temos aqui € a reafirmacdo da distin¢@o entre infinito atual e potencial.

Tanto Scotus como Ockham refletem uma posicdo relativamente comum nesse
periodo. A medida em que o nidcleo das discussdes sobre o infinito se afasta das

argumentagdes teoldgicas para se aproximar de uma investigacdo l6gico-matemaética, o
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ponto de vista aristotélico passa a predominar sobre o ponto de vista platdnico.

A prevaléncia do panorama aristotélico é confirmada quando o Papa Jodo XXI
(1220 — 1227) estabelece a distin¢do entre os usos categoremdtico € sincategoremdtico
para o termo infinito. Infinito, no sentido categoremdtico, refere-se a algo que
imediatamente transcende qualquer idéia de finitude. J4 no sentido sincategoremaético, o
infinito é entendido como aquilo que sempre permite a consideracdo de uma finitude
maior que uma outra finitude qualquer, por maior que esta seja. Essa distincdo aparece
como uma espécie de reedi¢do da distingdo aristotélica entre infinito atual e potencial
(Moore 1990).

Apesar de ndo trazer grande novidade em termos filos6ficos, a distin¢cdo entre
infinito categoremadtico e sincategoremdtico torna oficial, tendo em vista que a Igreja € a
institui¢do de maior influéncia nesse periodo, que as consideracgoes filoséficas, l6gicas ou
matemadticas sobre o infinito ndo devem se distanciar muito daquilo que foi, desde ha
muito, estabelecido por Aristételes.

Em outras palavras, em se tratando de infinito, as conclusdes de Aristételes
resumem o posicionamento oficial da Igreja, a partir do papado de Joao XXI, pelo menos
quando essas conclusdes estdo restritas a um ponto de vista l6gico ou matematico.
Somente naquilo que se refere as argumentacdes de ordem teoldgica é que se torna
permissivel, sendo necessdrio, transcender essas consideracdes meramente potenciais
acerca do infinito e afirmar sua existéncia atual.

Talvez tenha sido Gregério de Rimini (1300 — 1358) o primeiro nesse periodo a
tecer afirmagOes realmente novas a respeito do infinito. Este é o caso quando propde, por
exemplo, que certas compara¢des podem apontar para infinitos de tamanhos distintos.
Sendo que, sem contradi¢cdes, um infinito pode estar contido ou conter outro infinito.
Essas afirma¢des conduzem-no a aceitar, ainda que apelando para um argumento baseado
na onipoténcia de Deus, um infinito atual que ndo se identifica propriamente com Deus
(Moore 1990).

Um de seus argumentos poderia ser resumido da seguinte forma: Deus pode, de
maneira ilimitada, adicionar uma certa quantidade de matéria a uma pedra, de modo a
criar uma pedra infinita; para tanto, procederia adicionando uma parcela de matéria em

um determinado momento (t;), meia hora depois (t;) adicionaria outra certa quantidade de
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matéria, trés quartos de hora mais tarde (t;) mais outra, e assim indefinidamente; ao
término de uma hora (t,), Deus haveria criado uma pedra infinita.

Jean Buridan (1295 — 1356) ndo estava de acordo com as afirmagdes de Rimini
acerca da existéncia, sem contradi¢des, do infinito atual. Para Buridan, € possivel aceitar
que Deus adicione matéria, cada vez mais rapidamente, a pedra. No entanto, a sua tarefa
jamais poderé ser dada por completo (Moore 1990).

Para ajudar a compreender o seu ponto de vista, Buridan utiliza a metéfora de
uma espiral infinita. Mesmo guiando-se dentro dos limites cada vez mais reduzidos
impostos pelo avango da linha, que conduz para o interior de um espago cada vez mais
reduzido, nem por isso € possivel encontrar um ponto final.

De maneira andloga, Deus agiria cada vez mais rdpido, na medida em que sua
tarefa progredisse, aprofundando-se dentro de limites temporais cada vez mais reduzidos
do intervalo de uma hora, em uma espécie de espiral infinita do tempo. Infinitamente se
aproximando do término de sua obra, sem contudo jamais encontré-lo.

O caso da controvérsia entre Rimini e Buridan serve para ilustrar que, apesar de
o aristotelismo ser a visao predominante até mesmo no meio religioso — e
principalmente entre aqueles que nao se deixavam guiar exclusivamente por argumentos
de cunho teoldgico, ou por argumentos que apelassem tdo somente para a atemporalidade
ou para a onipoténcia de Deus —, o infinito atual ainda se fazia sentir de maneira
bastante intensa, o que denuncia que o aristotelismo ndo tinha sido capaz de justificar
suficientemente todas as suas afirmacdes contra o infinito atual.

O exemplo mais marcante do que poderiamos chamar de uma resisténcia
platonica, nos foi deixado por Nicolau de Cusa (1401 — 1464), cujo ponto de vista sobre
o infinito resgata um platonismo bastante radical. Para o pensador de Cusa, o infinito ¢é
algo que ndo pode ser comparado com nada mais, como um valor que nido admite
qualquer relativizagdo ou restricdo (Moore 1990). A verdade contida no infinito, ou que
se identifica com o infinito, € una e s6 pode ser alcancada de uma tnica vez, ndo
admitindo graus de aproximacdo. Essa concepcdo estd bastante proxima de um
platonismo mais ingénuo ou, até mesmo, do eleatismo de Parménides e Zenao.

Dentro dessa idéia de infinito, como verdade absoluta, é admissivel que as

rigidas regras para o pensamento ndo funcionem, ou que ndo sejam capazes de se ajustar
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a esse absoluto, tendo em vista que as regras impdem algum tipo de restricdo como € o
caso, por exemplo, da ndo admissdo da contradigﬁo26 como em Parménides e outros. Mas
essas regras sdo restricdes para o pensamento, o que ndo quer dizer que o infinito
metafisico ndo exista como algo independente de qualquer pensamento.

As maneiras de pensar o infinito podem, por esse motivo, se dissolver em mil
contradicoes e paradoxos, mas o absoluto, nele mesmo, em nada € afetado pelas
limita¢des do raciocinio. Como exemplo, Cusa sugere que imaginemos um circulo de raio
infinito, cuja curva da circunferéncia nos aparece como uma linha reta.

As limitacdes de nosso raciocinio ndo podem ser condi¢do sine qua non para a
postulacdo da existéncia do infinito que, por sua esséncia mesma, transcende qualquer
limitacdo. Essa existéncia, por sua vez, é dada pré-teoricamente e, ao tentarmos definir
esse elemento pré-tedrico, nds o restringimos através de nossas regras para o pensamento
e geramos, assim, as muitas contradicdes, tornando falso aquilo que deveria ser
considerado, apenas, como indefinivel ou como inomindvel.

A solucdo para a postulagdo da existéncia do infinito em Nicolau de Cusa, mais
uma vez, s6 pode ser encontrada na fé, que possibilita uma apreensao direta e imediata do
absoluto como manifestacdo divina. Todas as nossas convencdes intelectuais, nossos
nomes e teorias racionais, fazem sentido justamente porque se baseiam em parametros
fornecidos pela nossa finitude intrinseca.

Contudo, nosso desejo e esperanca de conhecer o infinito ja € prova suficiente de
que somos similes de algo que transcende completamente o finito.

Nosso desconforto em relagdo ao infinito reside em sabermos de nossas
limitacdes por meio do raciocinio, e ainda assim intuirmos a perfeicdo pela forca
transcendental que, do ponto de vista espiritual, intimamente nos anima. Assim, para ele,
sO a fé € capaz de resgatar nossa origem e fornecer a consciéncia plena do infinito.

Localizado historicamente no final do periodo renascentista, Giordano Bruno
(1518 — 1600) foi bastante influenciado por Nicholau de Cusa e, justamente por iSso, um
ilustre continuador do neo-platonismo. Sua concepcao de infinito envolve, certamente,

uma particular percepcdo de divindade, imensamente conflituosa com os dogmas

26 Pelo menos esse é o ponto de vista da 16gica cldssica, explicitamente expresso pelo Principio da ndo-
contradigdo.
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vigentes da Igreja (Bruno 1973).

Deus, ou o infinito, estd inextricavelmente relacionado a uma percep¢do de um
universo temporal e espacialmente infinito, a tal ponto que Deus e o universo chegam a
se confundir dentro dessa visao que os identifica pelo recurso a essa qualidade essencial,
a infinitude.

Contrariamente ao pensamento filoséfico-cristio predominante, isto é, o
pensamento assinado pela igreja romana, percebemos em Giordano Bruno a defesa de um
infinito atual baseado na percepg¢ao sensivel de um todo material infinito que é a prépria
natureza ou o proprio universo.

Para ele € possivel encontrar amostras desse tipo de infinito na prépria criacao.
Isto é, a comunhdo entre criador e criatura s é possivel porque ambos compartilham da
mesma natureza que € infinita, da mesma substancia material infinita que, mesmo assim,
se corporifica e se torna disponivel ao intelecto e aos sentidos. A natureza, assim como
Deus, € infinita, e porque € infinita ela se identifica com a deidade absoluta. Deus € a
natureza e a natureza é Deus.

A defesa desse pensamento resultou no fim tragico deste fildsofo, sentenciado a
morte pelo Santo Tribunal da Inquisi¢do em 1600.

Ainda seria necessdrio que menciondssemos muitos outros que, como 0s que
comentamos rapidamente acima, forneceram importantes contribuicdes para o conceito
de infinito, como Avicenna, Ibn Qurra, Abu Hamid, Boecius, Philoponus, etc. Contudo,
faremos apenas mais um rdpido comentdrio sobre Galileu Galilei (1564- 1642),
justamente porque ele nos fornece, através da formulacdo de seu famoso paradoxo, uma
argumentacdo contrdria a existéncia do infinito atual que, como veremos mais adiante,
serd tomada como parte da propria defini¢do de um conjunto infinito (Moore 1990).

Essa inversdo argumentativa sé serd possivel com a mudanca de perspectiva
promovida pelo aparecimento de uma forma diferente de interpretar a tradicdo
aristotélica. Ou seja, é somente com uma mudanga de paradigma no interior do préprio
desenvolvimento da matemdtica que um problema, como o paradoxo de Galileu, usado
como argumento contra a existéncia de um determinado objeto tedrico, o infinito atual,
pode se tornar parte da argumentagao em favor da existéncia desse mesmo objeto.

Galileu obtém seu paradoxo apresentando uma correspondéncia entre duas
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colecdes infinitas de nimeros naturais: para cada nimero natural n da cole¢do A, fazemos
. 2 ~ . ~
corresponder o nimero natural n” na colecdo B. Assim, podemos representar essa relacao

da seguinte forma:

A 0 1 2 3 4 n n

Para Galileu, a relacdo um-a-um entre esses dois conjuntos mostra que a colecao
A possui a mesma quantidade de objetos que a cole¢ao B. Porém, a colecao A também
parece possuir um nimero maior de objetos que a cole¢do B, ja que para cada elemento n
em A encontramos relacionado apenas um elemento n’ em B e é facil perceber que tanto n
como n” estdo presentes em A, logo deve haver muito mais elementos em A do que em B.
No entanto, cada objeto da cole¢ao A se relaciona com apenas um objeto da colecdo B, e
vice-versa, de modo que, paradoxalmente, deve haver o mesmo nimero de objetos em
ambas cole¢des.

Como vemos, o Paradoxo de Galileu se apdia no principio de que o todo é
sempre maior que a parte. No entanto, a relacdo acima revela que, em se tratando de
colecdes infinitas, esse principio apresenta dificuldades em se justificar, j& que mesmo
sendo B uma parte de A, ndo é possivel obter uma demonstracdo que B € menor que A.

O que Galileu pretende mostrar ¢ que a consideracdo de cole¢des infinitas cria
problemas muito fundamentais para o raciocinio. Para ele, o infinito estd muito além de
nossa capacidade argumentativa e, uma vez que assumimos a existéncia desse tipo de
colegdes, entdo quaisquer conclusdes se tornam possiveis, trivializando todas as teorias
que se apdiem nessa assuncao.

A seu turno, René Descartes (1596 — 1650), conhecido como pai do movimento
racionalista francés no século XVII, se posiciona de maneira contrdria a visdo de que o
infinito € um conceito derivado, como simples negacdo, do conceito mais fundamental de
finito, assim como preconiza, por exemplo, o empirismo inglés do mesmo periodo.

Para Descartes, assim como para outros importantes racionalistas

contemporanceos a ele, como Pascal (1623 — 1662) e Spinoza (1632 — 1677), a idéia de
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infinito desempenha um papel tdo ou mais fundamental que a de finito, tanto em ldgica,
como em matemdtica e também em filosofia.

Segundo Descartes, a idéia de infinito pode muito bem ter sido em um primeiro
momento adicionada em nosso espirito por vontade do ser criador do universo, sendo ele
préprio a consubstanciagdo e manifestacao origindria do infinito. Contudo, dada a nossa
natureza finita, tentamos a todo momento acomodar essa idéia em um formato acessivel
ao nosso ser finito. Esta seria a forma mais adequada a natureza racional.

E assim € quando, por exemplo, conferimos a diagonal do quadrilatero de lado 1 o
nimero 2 , ou quando nos indagamos sobre o maior nimero, o nimero de todos os
nimeros. No entanto, apesar da constante impressdo deixada em nosso espirito que a
razdo ¢ incapaz de abarcar, por essas vias, a idéia do infinito, o nicleo do pensamento
racionalista repousa na afirmacdo de que é s6 por meio dela, da agdo racional do
pensamento, que podemos e devemos desvendar esse conceito basal, ainda que o infinito
se mostre arredio a razdo e suscetivel de ser apreendido unicamente pela intui¢do ou pela
feé.

O infinito para Descartes ndo é aquilo que seus adversarios chamavam de
ilimitado, como um tipo de negativo do que é finito — a maneira como se poderia
entender um infinito meramente potencial —, baseado na auséncia de uma constatacao
sensivel de um universo limitado e, portanto, finito. Contrariamente a isso, para ele o
infinito se impde positivamente, como conceito afirmativo. Assim, o infinito em
Descartes € associado ao infinito atual, como unidade, seja no pensamento, como idéia,

seja na natureza, como for¢a por si s6 insondavel.
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2. CANTOR E A TEORIA DE CONJUNTOS

Ainda que o alvo de nossos estudos ndo seja, propriamente, a teoria de
conjuntos, € sim o tratamento que Cantor fornece ao conceito de infinito, a partir da
perspectiva de uma filosofia da ciéncia do século XX, ndo podemos ignorar o fato de que
esse tratamento passa, inexoravelmente, pelo niicleo da teoria de conjuntos.

Assim sendo, nos esfor¢aremos agora no sentido de compreender a dimensao da
novidade que o génio de Cantor nos apresentou em seus anos mais produtivos de
trabalho. Para fazé-lo, precisamos analisar algumas distin¢des filoséficas e matematicas
contemporaneas desse periodo. Veremos que o contexto histérico e conceitual no qual a
teoria de Cantor se insere exigiu dela certas adaptagdes e refinamentos. Essas adaptacoes
e refinamentos, por sua vez, criaram um novo contexto filos6fico e mateméatico no qual
floresceram intensas discussoes acerca dos conceitos, dos pressupostos e da legitimidade
de certos fundamentos da matematica.

Devemos ressaltar, contudo, que a exposicdo que se segue ndo pretende, de
modo algum, deter-se nos detalhes formais da teoria de conjuntos. Trata-se aqui, tao
somente, da compreensdo de aspectos conceituais, muito fundamentais, sem os quais nao
estariamos de posse das referéncias que constituem o pano de fundo de nossa discussao

principal — o infinito.

2.1 Concepgao naive versus concepgao axiomatica

Antes de tudo, é necessario distinguir entre o que se costuma chamar de uma
teoria axiomadtica de conjuntos, em relacio a qual um dos principais nomes € certamente
o de Zermelo, e aquilo que ficou conhecido como feoria naive de conjuntos, que esta
indiscutivelmente associada ao nome de Cantor.

E pertinente discorrer um pouco sobre essa distingdo, na medida em que houve,
e ainda hd, certas controvérsias sobre os verdadeiros motivos e objetivos da
axiomatizacao de uma teoria, assim como ocorreu no inicio do século XX com a teoria de
conjuntos. Além disso, € preciso averiguar a marca distintiva a ser considerada entre uma

teoria dita naive e uma teoria dita axiomdtica.
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Se hd uma diferenca importante entre essas duas concepgdes, e acreditamos que
ha, entdo essa diferenca niao poderd, em hipdtese alguma, ser ignorada em nosso trabalho,
que devera registrar em que termos ela ocorre. Isto €, precisamos averiguar qual o grau e
a natureza dessa diferenca; quais as conseqiiéncias que podem haver ao se assumir uma
posic@o ou outra em relacdo a teoria de conjuntos. Acima de tudo, € necessario averiguar
se € o caso de uma diferenca puramente metodoldgica, ou se hé nela aspectos conceituais
importantes.

Para Viero (Viero 1997) a discussdo gerada pela oposi¢do forte entre teoria
naive e teoria axiomadtica € conduzida sem o devido cuidado. A seguir acompanharemos,
em linhas gerais, a sua argumentacdo e a utilizaremos como base de uma investigacao
que tentard conhecer mais a fundo aspectos precisos da ontologia e da epistemologia de
Cantor acerca do infinito. Aspectos estes que podem ter seus conteidos esvaziados a
partir da ndo consideragdo, ou da md compreensdo, de certas caracteristicas da concepgao
dita naive da teoria de conjuntos.

E necessério entender, portanto, como uma teoria axiomdtica era encarada a
época de Cantor e Zermelo. Isto é, precisamos entender as mudancas de concep¢ao que a
prépria formulacido cldssica de uma teoria axiomatica sofreu a partir do século XIX.
Assim, devemos considerar a diferenca conceitual entre uma teoria axiomdtica para
Euclides e uma teoria axiomatica para Hilbert.

Como ponto de partida podemos tomar duas possiveis formulagdes do conceito
de teoria axiomadtica, que resumem duas concepg¢des distintas. Estas formulagdes
poderiam ser rapidamente esbocadas do seguinte modo:

I) Uma teoria € considerada axiomaética se todo o seu desenvolvimento gira em
torno de alguns poucos enunciados, os axiomas, cuja validade nao pode ser questionada,
dado que a veracidade deles é tida como imediata.

II) Dado um conjunto de enunciados, cuja aceitacdo prescinde de qualquer
demonstracdo, os axiomas, uma teoria € dita axiomadtica se a construcdo dessa teoria é
baseada exclusivamente nesse conjunto inicial de enunciados; isto quer dizer que novos
enunciados podem ser obtidos através do recurso a um desenvolvimento sintdtico desses
axiomas em teoremas.

Esses dois esbocos de definicdo de teoria axiomadtica expressam, na verdade,
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duas concepcdes histérico-filoséficas distintas daquilo que poderia ser considerado, em
primeiro lugar, um axioma. Em (I) encontramos uma posi¢do que se identifica com a
postura filoséfica que predominou durante mais de dois mil anos. Trata-se da idéia de
axioma que se tornou bastante conhecida com os Segundos Analiticos de Aristételes® e
os Elementos de Euclides. Podemos chaméi-la de concepcao classica de teoria
axiomatica.

Em oposicdo a ela encontramos uma visdo bem mais recente de método
axiomadtico, cujo cerne aparece em (II). Esta nova visdo de teoria axiomadtica ganhou
destaque no final do século XIX, mais precisamente em 1899, com a publicacdo dos
Grundlagen der Geometrie. Nessa obra, David Hilbert se referiu a esta nova visdo de
axiomdtica como uma axiomdtica formal, para salientar sua distingdo da concepcao

classica.

2.1.1 Axiomatica Classica

Uma das criticas mais comuns em relacio a (I) € a que diz respeito ao
psicologismo a ela intrinseco. Esta conceituacio ofereceria problemas de dificil solugdao
como, por exemplo, o de se saber, ao certo, de quais “recursos racionais” se estaria
falando. Ou mesmo, o de se saber se estes recursos estdo, realmente, disponiveis, de
maneira necessaria e suficiente, a toda mente racional.

Ao invés de enveredarmos em uma longa discussiao psico-cognitiva, poder-se-ia
optar por uma conceituagdo menos problematica, uma que eliminasse toda e qualquer
referéncia explicita a um sujeito cognitivo, assim como ocorre em (II). Contudo, veremos
que a discussdo que se nos oferece ndo trata, simplesmente, do psicologismo de (I), que
(II) se esforca em eliminar.

A critica que se detém, exclusivamente, no psicologismo mais aparente de (I)
passa a margem de um problema mais fundamental e que diz respeito a uma determinada
compreensdo do nucleo de toda e qualquer teoria axiomdtica — o axioma.

Ao analisar o que a concepg¢do cldssica entende por axioma, percebemos que a

*7 Existe em Aristételes uma distingdo entre axioma e postulado, distingo essa acatada por Euclides: “An
immediate deductive principle I call a posit if one cannot prove it but it is not necessary for anyone who is
to learn anything to grasp it; and one which it is necessary for anyone who is going to learn anything
whatever to grasp, I call an axiom (for there are some such things)” Aristotle 1993, Posterior Analytics,
Book I, 72a25-72a31 p.116.
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critica acima perde parte de sua razdo de ser, na medida em que, nessa concep¢do, um
sujeito cognitivo ndo pode ser inteiramente eliminado da idéia de axioma. Essa critica,
quando devidamente interpretada, tem o efeito apenas de deixar explicito o contraste
entre os significados atribuidos ao conceito de axioma em uma ou outra acepcao de teoria
axiomatica.

Podemos comecar investigando o que se entende por axioma a partir do ponto de
vista cldssico para, em seguida, comparar com aquilo que se entende
contemporaneamente por esse conceito. Frege foi talvez, como salienta Viero (1997), o
unico pensador do século XIX a construir uma teoria axiomadtica tomando por base a
concepcdo cldssica de axioma. E é de sua autoria uma passagem que resume,

brilhantemente, essa visdo de axioma:

Os axiomas sdo verdades como sdo 0s teoremas, mas Os axiomas S3ao
verdades para as quais nenhuma prova pode ser dada no nosso sistema, e
para os quais nenhuma prova é necessdria. Disto se segue que ndo existem
axiomas falsos, e ndo podemos aceitar um pensamento como um axioma se
estivermos em duvida a respeito de sua verdade; pois ou o pensamento é
falso e, portanto, ndo é um axioma, ou ele é verdadeiro e necessita de
alguma prova e neste caso, conseqiientemente, ndo € um axioma.

(Frege 1979, p.205, em Viero 1997, p.165).

Frege se refere aos axiomas como aquelas verdades irrefutdveis, para as quais,
contudo, ndo € possivel nenhuma prova. Trata-se, portanto, de um contra-senso tentar
fornecer uma prova para uma verdade auto-evidente, seja devido a natureza dessa
verdade, que ndo admite, em principio, uma refutacio, seja devido ao teor extremamente
primitivo do contetido do que € expresso na proposi¢do. Os dois casos, muitas vezes, se
identificam numa unica e mesma condi¢do, aquela que determina se uma afirmacao pode
ou ndo ser considerada um axioma do ponto de vista cldssico, uma verdade imediata e
inabalavel.

A questdo que se impde agora é de ordem epistemoldgica. De que maneira se
pode entender o termo chave verdade, em particular, verdade indemonstrdvel? Tanto para
Aristételes como para Euclides, a verdade de uma proposi¢do ndao poderia ser
inteiramente dissociada do conteddo dessa mesma proposicao. Isto €, uma proposicdo €
considerada em principio verdadeira se seu conteido € auto-evidente e, por esse motivo,

imediatamente apreendido (axioma), ou se seu contetido pode ser deduzido de uma outra
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proposicao auto-evidente.

Nao podemos esquecer que a intuicdo, como aquele expediente capaz de conferir
conteddo a tudo o que pode ser compreendido e, por conseguinte, a tudo o que pode ser
enunciado sabiamente, € elemento essencial para o ideal de verdade grega. E € este ideal
de verdade que estd associado a concepg¢do cldssica de axioma. O que € verdadeiro € o
que pode ser imediatamente intuido por uma imagina¢do ou pela percep¢do e, desta
maneira, ao passar pelo tratamento oferecido pela razdo, gerar um conhecimento legitimo
sobre algo.

O conhecimento legitimo é um dado irrefutdvel, visto que é auto-evidente ou é
obtido por meio de uma demonstragao. Um conhecimento se identifica sempre com uma
afirmagdo verdadeira sobre algo. Isto €, um conhecimento é sempre a compreensdo de
uma verdade. Nao € possivel, portanto, um conhecimento sobre algo que nao exista, dado
que nenhuma verdade, assim como nenhuma falsidade, pode ser afirmada sobre o que
ndo existe.

De modo que se hd uma verdade, esta é sempre uma verdade sobre algo. No
caso de um axioma, este algo deve sempre ser apreendido por uma intui¢do de qualquer
natureza. Ou seja, a concepgao cldssica de axioma ndo pode prescindir da idéia de um
sujeito que afirma uma verdade sobre um objeto concreto ou abstrato. Ndo pode
prescindir do sujeito que conhece. E s6 ao sujeito é permitido chegar, no uso que faz de
sua intuicdo e de sua razdo, a uma afirmacdo verdadeira sobre algo, seja por meio de
prova, seja imediatamente pela apreensdo intuitiva de um axioma.

Entdo, o que ¢ um axioma, no sentido cldssico do termo? Podemos resumir
afirmando que € uma verdade irrefutdvel, uma afirmacdo verdadeira sobre algo.
Afirmacdo essa que ndo admite demonstragdo e que, no entanto, constitui um
conhecimento que € obtido, imediatamente, por meio de uma intui¢do de uma natureza
qualquer. Ou ainda, um axioma ¢ uma afirmacdo verdadeira sobre algo que ¢
imediatamente apreendido pela intuicdo, gerando um determinado conhecimento. Em
suma, um axioma € a expressdao ou a compreensdo de uma verdade imediata sobre um
dominio pré-tedrico.

Um axioma sempre se refere a um objeto concreto ou abstrato. Logo, um

axioma, do ponto de vista cldssico, ndo pode prescindir do conceito de existéncia. Este
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conceito, para os gregos, estd relacionado ao de substdncia®. Um axioma expressa,
sempre, a esséncia de algo, ou seja, um axioma pode ser entendido como a mais pura
manifestacio de uma verdade. E o conhecimento em sua forma pura e primitiva e, nesse
sentido, é auto-evidente, ja que € imediatamente apreendido pelo espirito. A afirmacdo de
um axioma denuncia uma realidade tangivel ou intangivel e, no entanto, sempre
alcancével pelo uso simultaneo da intui¢do e da razdo.

Na concepcao cldssica, os axiomas sdo proposi¢des com contetido € nao abrem
mao de uma intuicdo. Intui¢do esta que, por sua vez, nao pode prescindir de um sujeito
cognitivo. E se um axioma € uma verdade sobre algo cuja existéncia é atestada por uma
intui¢do qualquer, entdo um axioma s6 pode se constituir como uma verdade sobre uma
realidade pré-existente ou pré-tedrica. E é s6 porque este algo existe, em sua condi¢dao
primitiva pré-tedrica, que o axioma € possivel.

Logo, existe uma condi¢@o para o axioma clédssico, qual seja: a de um contetido
que se apdia sobre algum nivel de realidade pré-teérica. Ha sempre uma ontologia a ser
considerada quando estamos diante dessa concepc¢do cldssica de verdade e, por
conseguinte, da concepcao cldssica de axioma. Se hd um axioma, entdo deve haver uma
realidade, absolutamente pré-tedrica, que confere o suporte necessario para a sua

afirmacao.

2.1.2 Axiomatica Formal

A concepcdo cldssica de axioma prevaleceu desde Aristoteles até o inicio do
século XIX. Mas foi exatamente por esse periodo que uma nova acepcao do termo
comegou a ganhar forca, exatamente quando alguns problemas na geometria euclidiana
foram detectados. Estes problemas se resumiam, basicamente, a certas suposi¢des que
Euclides assumia em suas demonstragdes € que ndo recebiam, de sua parte, quaisquer
justificativas.

Aparentemente essas suposicoes injustificadas ndo representavam problema
algum para Euclides, dado que recebiam a justificativa necessdria diretamente da
intuicdo. Essas suposi¢des injustificadas se apoiavam em um dominio pré-tedrico e de 14

retiravam a necessdria justificacao.

*® Qutro ponto seria o de saber se este conceito de substincia estd mais préximo do ponto de vista
aristotélico ou do ponto de vista platonico.
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Entre os gedmetras do inicio do século XIX, no entanto, comegou a prevalecer a
tendéncia de se eliminar o apelo a qualquer tipo de intui¢do em suas demonstragdes
(Wolf 1945). O que se pretendia era, justamente, aumentar o rigor dessas demonstragdes
retirando, do meio matematico, sobrecargas metafisicas. As demonstracdes nao deveriam
depender de assuncdes que ndo estivessem absolutamente explicitadas na teoria.

Esse clamor por maior rigor na geometria acarretou uma profunda reformulacao
na maneira de conceber uma teoria axiomadtica. E essa reformulacdo passa, sem ddvida
alguma, pelo préprio conceito de axioma.

Por se tratar de uma investigagao meta-tedrica, os gedmetras do século XIX logo
perceberam que as reformulacdes necessdrias deveriam utilizar recursos da ldgica.
Inicialmente, perceberam ser necessario um mecanismo de controle das assungdes
basicas de uma teoria. Ou seja, era necessario encontrar uma maneira de deixar explicitos
todos os enunciados primitivos de uma teoria.

Estes enunciados irredutiveis constituem o pilar de uma determinada teoria
axiomdtica. Havia a necessidade, portanto, de encontrar um método que deixe
absolutamente evidente que nenhum enunciado, neste dominio fundamental, tivesse sido
colocado ali de maneira ilegitima. Um tal método também deveria permitir mostrar que
estes enunciados ndo sdo contraditorios.

Em segundo lugar, também era necessdrio um rigoroso método de prova, o mais
isento possivel de concepgdes pré-tedricas. Esse método teria o objetivo de garantir que
os teoremas obtidos, a partir do dominio fundamental de enunciados, nao sofreriam
qualquer influencia de pressuposi¢des estranhas a teoria. Em suma, este método deveria
ser isento, simples e geral, de modo a facilitar a transparéncia das demonstracdes e ndo
permitir o aparecimento de teoremas nao derivados, Unica e exclusivamente, dos
enunciados bésicos.

No que se refere ao primeiro requisito, a maneira mais facil de controlar as
assungoes iniciais €, simplesmente, fazer coincidir a idéia de axioma com a idéia de
defini¢ao.

A partir desse momento, o conceito de axioma € esvaziado de seu significado
original. Um axioma nao é mais entendido como uma verdade sobre algo, ou como um

conhecimento puro e primitivo sobre algo. Os axiomas passam a ser compreendidos
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como a explicitacdo de uma relagdo primitiva entre varidveis ou termos primitivos. Deste
modo, ndo € mais necessdrio pressupor a existéncia de uma entidade, concreta ou
abstrata, sobre a qual o axioma denuncia uma verdade e uma existéncia pré-tedrica. Nao é
mais necessaria uma ontologia para justificar as verdades dos axiomas.

Dentro da teoria, 0 axioma passa a ser, apenas, a mera descricao de uma relacao
formal entre elementos que sdo definidos como primitivos ou como varidveis. Estes
elementos, primitivos ou varidveis, tém sua existéncia garantida, tdo somente, pelo
préprio enunciado do axioma.

Do ponto de vista da nova axiomadtica, os axiomas nao mais denunciam verdades
sobre a existéncia pré-tedrica de um objeto. Os axiomas apenas definem os objetos da
teoria e as relacdes que podem ser estabelecidas entre eles. Nao se pode mais falar em
proposi¢cdes primitivamente significativas, ja4 que nenhum contetido € fornecido de
antemao por qualquer intui¢ao.

O que h4 sdo apenas relagdes formais entre objetos tedricos possiveis, uma vez
que essas relagdes e objetos sdo definidos pelos proprios axiomas. Assim, tanto faz falar
em ‘pontos’ ou ‘retas’ ou ‘conjuntos’, desde que o que se entenda por estes nomes nao
afete a estrutura formal da teoria e seus resultados.

Segundo os defensores da axiomdtica formal, alterando-se dessa maneira o
conceito de axioma, afasta-se a intuicdo das demonstracdes em qualquer teoria
axiomdtica e, junto com a intui¢do, dispensa-se toda e qualquer pressuposi¢do nao
admitida explicitamente no seio da prépria teoria. Eliminando o conteido dos axiomas,
transformando-os em defini¢des, obtém-se o perfeito mecanismo de controle, do que vale
e do que ndo vale, do que existe e do que ndo existe, tanto para os objetos como para as

relacdes que os axiomas definem.

Este tipo de expediente passou a ser considerado uma solugdo satisfatéria
para o problema do controle das suposi¢des iniciais. Uma vez que os
axiomas definiriam o significado dos termos e das relacdes primitivas, a
introducdo de algum tipo de pressuposicao adicional estaria completamente
descartada da base do sistema. Como toda a informacgao relevante estaria
contida nas definigdes bdsicas (axiomas) e uma vez que somente elas
seriam utilizadas na base das demonstracdes a integridade destas estaria
garantida a partir de sua base.

(Viero 1997, p.159-160)

Sdo duas as vantagens mais aparentes ao se assumir essa nova postura diante dos
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axiomas. A primeira delas, como ja foi mencionado, é o completo afastamento das
evidéncias intuitivas utilizadas como justificativas de certos resultados em geometria ou
matemadtica. Resultados esses que, aparentemente, ndo poderiam se valer de tal recurso”’
e que, por esse motivo, acabavam provocando certos embaragos tedricos.

A segunda € que, por meio dessa reformulacdo, descartam-se, de imediato,
algumas defini¢des de dificil aceitacio como, por exemplo, a de ponto em Euclides —
“aquilo que ndo possui partes” — ja que, a partir da nova concepcdo de axioma, por
ponto se poderia entender qualquer objeto, desde que este objeto satisfizesse as condi¢des
expressas pelos axiomas.

Ou seja, o conceito de ponto passa a ser compreendido como primitivo, ou como
uma varidvel que pode ou ndo ter um contetido a ela atribuido. Neste caso, o tnico
critério a ser observado é que este conteido deve se compatibilizar com as relagdes
expressas pelos axiomas.

O importante aqui € considerar apenas a mera possibilidade de atribui¢do do
conteddo a varidvel e ndao o conteddo em si mesmo. Este perde o papel central que
desempenhava na concepcao cldssica de axioma e assume um papel secundario. Dai o
nome bastante apropriado de axiomdtica formal, uma vez que sdo as puras relagdes
formais que passam a ocupar o espago privilegiado nas teorias axiomaticas.

Mas esta nova visdo de uma teoria axiomatica faz retornar, de maneira
igualmente revisada, o questionamento epistemoldgico que acompanhamos quando
discutiamos a concepcao cldssica de axioma. Cabe-nos averiguar, agora, o que esta nova
concepg¢do axiomadtica entende por conhecimento.

O novo conceito de axioma € entendido como uma descri¢do formal, como uma
defini¢do. Assim, tendo em vista que o valor de uma defini¢do é fornecido pela sua
adequacdo a teoria correspondente, € ndo por uma adequacdo a qualquer realidade que
transcenda o seu proprio poder criador, a idéia de verdade também sofre uma
reformulacao.

A partir da axiomatica formal, ndo faz mais sentido perguntar se uma definicao é
verdadeira ou falsa, do ponto de vista cldssico, mas apenas se € adequada para a teoria, se

através dela se pode chegar a melhores resultados, ou ainda se ela estd bem formulada.

* Um exemplo cldssico é o de como justificar, intuitivamente, a existéncia do miridgono (ou quiliégono).
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2.

E necessdrio lembrar que esta identidade entre as idéias de axioma e de
definicdo, era evitada pelos gregos. A respeito disso, assumiam eles que se tratava de
conceitos que se aplicavam sobre diferentes objetos. Nos Segundos Analiticos Aristételes
explicita isto, distinguindo axioma, suposi¢do e defini¢ao:

An immediate deductive principle I call a posit [tese] if one cannot prove it
but it is not necessary for anyone who is to learn anything to grasp it; and
one which it is necessary for anyone who is going to learn anything
whatever to grasp, I call an axiom (for there are some such things); for we
are accustomed to use this name especially of such things. A posit [tese]
which assumes either of the parts of a contradiction — i.e., I mean, that
something is or that something is not — I call a supposition; one without
this, a definition. For a definition is a posit [tese] (for the arithmetician
posits that a unit is what is quantitatively indivisible) but not a supposition

(for what a unit is and that a unit is are not the same).
(Aristoteles 1993, Posterior Analytics, Book I, 72a25-72a31 p. 116)

Os questionamentos de ordem epistemoldgica e/ou ontoldgica para os quais a
ado¢do dessa nova concep¢do de teoria axiomdtica conduz — ou seja, o que € o
conhecimento? O que € verdadeiro? Ou, o que existe? — nos remetem diretamente ao
segundo requisito para uma teoria axiomadtica qualquer, a saber: o de se obter um método
que garantisse a legitimidade dos teoremas que fossem obtidos a partir dos axiomas.

Uma vez que todos os axiomas foram reduzidos a defini¢des e podendo-se, deste
modo, exercer um controle efetivo sobre eles — ndo permitindo que sejam consideradas
quaisquer pressuposi¢des que ndo estejam explicitas no seio da teoria —, torna-se agora
necessdario, também, mostrar que estes axiomas sdo: 1) independentes e 2) consistentes.
S6 assim se pode garantir a legitimidade dos teoremas gerados pelos desenvolvimentos
sintdticos desses axiomas.

E aqui, o papel que Hilbert desempenha ao publicar os Grundlagen der
Geometrie (1899) é extremamente importante. De fato, para mostrar a independéncia de
seus axiomas Hilbert adota uma conhecida estratégia, ja bastante bem utilizada em sua
época. Trata-se da construcdo de diferentes modelos, para uma dada teoria, nos quais um
dos axiomas nao vale, enquanto todos os outros sao considerados validos.

Ora, o fato de um axioma valer ou ndo em um determinado modelo ja implica
uma certa no¢do de verdade. Se um axioma € valido em um modelo, entdo este axioma é

verdadeiro para este modelo. Caso contrdrio, o axioma é dito falso. A verdade e a
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falsidade dos axiomas, entdo, dependem da construcdo de um modelo e da matemética
utilizada. Um axioma é verdadeiro ou falso somente em relacdo a um modelo especifico.
Conseqiientemente, sO faz sentido falar em um conhecimento qualquer, a partir do ponto
de vista da possibilidade de interpretacdo de uma dada teoria, isto €, a partir da
possibilidade de constru¢do de um modelo para ela.

Ainda resta garantir que os teoremas da teoria ndo sejam mutuamente
contraditérios. Isto €, na medida em que os axiomas ndao passam de defini¢des, ¢é
necessario garantir que essas definicdes ndo sejam inconsistentes entre si. Ora, na
concepcao cldssica de axioma, entendido como uma verdade irrefutdvel, este problema
ndo se apresenta, desde que a garantia da consisténcia dessas verdades é fornecida pré-

teoricamente.

Pois um axioma deve ser necessariamente verdadeiro, € impossivel para os
axiomas serem inconsistentes. Desta forma, qualquer discussdo deste tipo,

aqui, seria mera perda de tempo (...).
(Frege 1979, 205, em Viero 1997, p.166)

Discussdes epistemoldgicas em torno dos axiomas dificilmente evitardo
questionamentos ontoldgicos. E pudemos notar isso quando fizemos nossos comentarios
acerca da axiomatica classica. No entanto, mesmo a axiomatica formal se vé envolta
nesse tipo de questionamento que €, contudo, transportado e contextualizado de modo a
se acomodar a nova idéia de axioma que ela traz consigo.

Antes da publicacdo de seu Grundlagen, Hilbert ji apresentava uma postura
l6gico-filosdfica que defendia um tipo especifico de formalismo que, de certa maneira, se
contrapunha com as versdes mais radicais da axiomatica formal.

Em primeiro lugar, Hilbert ndo considerava seu formalismo como um mero jogo
simbdlico. A matemdtica deveria ser uma ciéncia com um conteido, ou seja, deveria
produzir enunciados significativos. As verdades matemdticas s6 sdo possiveis porque os
objetos matemadticos existem. Contudo, dizer que um objeto matemético existe, ndo tem,
para Hilbert, o mesmo significado que encontramos, por exemplo, em Plato.

Com a apresentacdo de sua prova de existéncia de uma base para as formas

algébricas, na teoria dos invariantes algébricos30, Hilbert mostra que tanto a concepgao de

3 ~ . . . s . .
? Nesta demonstragdo, Hilbert, em um primeiro momento, abandona a estratégia computacional elaborada
por Paul Gordan e apresenta uma solucdo de certa forma bastante simples, que consistia numa prova por
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verdade como a de existéncia dos objetos matematicos deveria ser regida pelo critério de
consisténcia.

Uma vez que a verdade matemdtica € balizada pela consisténcia de suas
afirmagdes, fica também garantida a existéncia dos objetos matemadticos que estas
afirmagdes definem. Em geral, uma teoria € dita verdadeira na medida em que ela nao
apresenta contradi¢cdes. E, pelo mesmo motivo, € legitimo dizer que os objetos dessa
determinada teoria existem. Assim, o conteido da matemdtica, da geometria, ou de
qualquer outra teoria formal é rigorosamente estabelecido, isto €, desde que sejam

apresentadas as provas de consisténcia dessas teorias.

(...) Se os axiomas, arbitrariamente assumidos, juntamente com todas as
suas conseqiiéncias ndo se contradizem entre si, entdo eles sdo verdadeiros
e as coisas definidas por eles existem. Este ¢ para mim o critério de
verdade e existéncia.

(Hilbert 1980, em Viero 1997, p. 185).

Enquanto a corrente mais radical da axiomaética formal se esfor¢ava, sem muito
sucesso, em abolir completamente toda e qualquer referéncia a intuicdo, verdade,
Jjustificativa e existéncia de seu corpo meta-tedrico, Hilbert tratava de acomodar essas
idéias em sua prépria visdo de axiomatica formal. Porém, esse posicionamento também
cobra um certo preco.

Ainda que muito atraente, ja que compatibiliza as no¢des de verdade e existéncia
a moderna concep¢do de axioma — resgatando uma matemadtica verdadeira e
significativa, em oposi¢ao aquilo que poderia ser considerado um mero jogo simbdlico —
, 0 posicionamento de Hilbert o forca a explicar como podemos entender algo como uma
definicdo verdadeira e, além disso, obriga-o a fornecer uma prova segura de consisténcia
que possa fornecer a legitimidade necessdria para qualquer teoria formal.

Assim, na medida em que Hilbert ndo abre mao das no¢des de verdade e
existéncia para a sua concep¢ao de axiomadtica formal, torna-se necessario um critério de
consisténcia para seus axiomas. Esse critério aparece jd no seu Grundlagen der

Geometrie, com a constru¢do de dois modelos aritméticos para o seu sistema

reducdo ao absurdo. Este tipo de estratégia acabou por gerar ferozes criticas de Gordan e também de
Kronecker.
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geométrico’ .

Uma vez demonstrado que seu conjunto de axiomas se comporta como esperado
nestes dois modelos, Hilbert se depara com um problema que iremos apenas mencionar
aqui e que pode ser destacado na seguinte pergunta: Uma vez provado que seu sistema
formal € consistente e, portanto, seus axiomas tidos como verdadeiros e os objetos que
definem tendo, assim, sua existéncia garantida, o que nos permite continuar predicando
este sistema como formal?

Como ja dissemos, Hilbert ndo desejava que sua teoria fosse um mero jogo
simbdlico e, por isso, ndo abria mao das nocdes de verdade e existéncia. Acreditava que
seu sistema possuia um conteddo e, assim sendo, era significativo. Isto €, o seu sistema
descrevia, ou lidava com, uma determinada realidade. No entanto, também acreditava
que os axiomas cumpririam bem a sua fun¢do se ndo possuissem um conteido pré-
tedrico. Os axiomas nao deveriam pressupor nada, deveriam ser vazios de contetdo,
apresentando meras relacdes formais.

Em suma, Hilbert acomoda nog¢des cldssicas, como as de verdade e existéncia, as
idéias defendidas pela axiomdtica de sua época. Sua proposta € que o significado de uma
teoria formal € dado a partir de sua constru¢cdo, € ndo anteriormente a ela assim como
ocorre na postura cldssica. De modo que a realidade do objeto € garantida pela teoria,
uma vez que seja demonstrada a sua consisténcia.

A principio, os objetos dessa teoria nao existem. Os axiomas se referem,
exclusivamente, a meras possibilidades como conjuntos, pontos e retas, que bem
poderiam receber outros tantos nomes. Uma vez que as devidas adaptacdes aos axiomas
sdo realizadas, os significados dos objetos de uma determinada teoria comecam a se
cristalizar naquilo que intuitivamente entendemos por conjuntos, pontos ou retas.

E possivel, portanto, distinguir dois momentos no posicionamento de Hilbert
acerca da axiomadtica formal. O primeiro deles diz respeito aquilo que € puramente formal
na teoria, o estabelecimento das puras relacdes pelos axiomas. Este momento é a génese
da teoria formal, no qual nenhuma referéncia as no¢des de existéncia e verdade deve ser

feita, assim como nenhuma realidade deve ser pressuposta. Nao faz sentido, neste

3! Para uma répida visdo sobre os modelos que Hilbert construiu para o seu sistema geométrico, ver Viero,
A axiomatizag¢do da teoria de conjuntos, 1997, p.188-189.
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momento, dizer que o sistema formal descreve qualquer realidade, ou que seus axiomas
sdo verdadeiros, ou mesmo que eles afirmam a existéncia de quaisquer objetos. Até este
momento ndo sabemos, propriamente falando, de que objetos, realmente, trata a teoria em
questao.

A partir do desenvolvimento dessa teoria a situagdo se transforma
completamente. Essa transformacdo ¢ marcada, justamente, pela demonstracdo da
consisténcia dos axiomas. A unido consistente de todos os axiomas cria a perspectiva de
um objeto, de uma realidade que se adapta a teoria. Todas as afirmacdes sobre estes
objetos se tornam, dentro deste enfoque axiomadtico, passiveis de serem julgadas falsas ou
verdadeiras.

Em resumo, a demonstracdo da consisténcia de uma teoria formal €, no entender
de Hilbert, vital para que ela ndo recaia na armadilha de ser uma teoria sobre nada, ou

uma teoria sobre qualquer coisa; a consisténcia € vital para que a teoria nao seja

considerada um mero jogo simbdlico.

2.2 Teoria de Conjuntos

Cantor foi o fundador da teoria de conjuntos em sua versao mais primordial. A
essa versdo € atribuido, muitas vezes, o predicado naive que, entre as muitas acepc¢oes do
termo, pode ser livremente traduzido por ingénuo. De certa forma, essa versdo € tida
como mais fraca que a versao axiomadtica — considerada como ndo ingénua — ja que ela
deve necessariamente passar por ajustes para se adaptar as definicdes e axiomas que
substituirdo formalmente quaisquer concepgdes pré-tedricas como vimos acima.

No entanto, a identidade estabelecida entre definicoes e axiomas pela visdo
axiomatica formal nos faz refletir sobre a real distancia entre a teoria naive de Cantor e a
teoria axiomadtica de conjuntos como, por exemplo, a de Zermelo.

A definicdo de conjunto de Cantor, nos Grundlagen einer allgemeinen

Mannigfaltigkeitslehre, é de particular importancia aqui:

Por agregado (Menge) entenderemos qualquer colecdo M considerada
como totalidade, de objetos definidos e separados m, da nossa intui¢do ou
pensamento. Estes objetos sdo chamados de ‘elementos’ do conjunto.

De forma simbdlica: M = {m}
(Cantor 1955[1897], em Viero 1997, p.49)
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Se, como muitas vezes acontece, consideramos essa definicio segundo a
axiomdtica formal, entdo diversas dificuldades comecam a aparecer.

Em primeiro lugar, essa defini¢do apresentaria dificuldades bastante semelhantes
aquelas que ja mencionamos no inicio da secdo dedicada a axiomatica cldssica. Existem
conceitos filosoficamente problematicos como os de objeto e colecdo, sem falar nos
termos intuicdo e pensamento. Aparentemente hd, além disso, a pressuposi¢do de um
sujeito psicoldgico que realize, por meio da intui¢do, a separagdo dos objetos em uma
colecdo e que seja capaz de considera-los, a todos, como uma totalidade.

No entanto, é necessario dizer que esta € uma dificuldade que existe apenas em
um nivel de consideracdo com a qual a defini¢do acima, em si mesma, ndo parece sequer
estar preocupada. Ou seja, esta ¢ uma dificuldade que se coloca somente se passarmos a
encarar esta defini¢do do ponto de vista da axiomatica formal.

Em segundo lugar, os defensores desse tipo de abordagem argumentam que a
versdo naive conduz a antinomias € que estas, por sua vez, colocam em Xeque O
desenvolvimento da teoria de conjuntos. Para estes, seria necessdrio realizar uma
formalizacdo rigorosa dessa teoria.

Este teria sido o motivo da grande concentracdo de esfor¢os por uma Teoria
Axiomdtica Formal de Conjuntos. No entanto, outros argumentam que tanto Cantor como
Zermelo ndo estavam grandemente preocupados com as famosas antinomias. Para eles, o
motor de suas investigacdes era, na verdade, o problema central da teoria em questdo. A
saber, encontrar uma demonstragdo definitiva para a hipétese de continuum, sem a qual
esta teoria seria sempre assombrada pelo fantasma da inconsisténcia e da falsificacdo.

E nos Grundlagen que Cantor apresenta, pela primeira vez, os nimeros
transfinitos, como uma extensdo completada das colecdes infinitas de nimeros até entao
conhecidas; é também nos Grundlagen que aparece uma das primeiras tentativas de um
tratamento formal para o continuum. Se tivéssemos, portanto, que definir uma data de
nascimento para a teoria de conjuntos, em sua versdo original naive, esta certamente
deveria coincidir com a data de aparecimento dos Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitslehre, em 1883.

De toda esta investigacdo surge o nicleo de sua teoria de conjuntos, a teoria dos

nimeros transfinitos, cuja forma mais bem acabada é apresentada somente depois de
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mais de dez anos, em seus dois artigos que constituem os Beitrdge zur Begriindung der

transfiniten Mengenlehre, respectivamente em 1895 e 1897.

2.2.1 Teoria de Conjuntos naive

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor nasceu em Sao Petersburgo no dia 3 de
mar¢o de 1845, porém apenas 11 anos depois sua familia se mudou para a Alemanha. L4
chegou a residir em Wiesbaden, Frankfurt, Darmstadt, Ziirich e finalmente em Berlim
onde, como estudante da Universidade de Berlim, se viu grandemente impressionado
pelo curso de Herr Professor Karl Weierstrass.

Desde muito cedo, Cantor ja mostrava forte vocagdo para os estudos em
matemadtica. Apesar do enorme desejo de seu pai, Georg Woldemar Cantor, em ver seu
filho primogénito gerindo os negdcios da familia, este se decidiu, no ano de 1862, a
aprofundar os estudos que o levariam a seguir uma carreira puramente académica.

Assim, em 1863 Cantor inicia seus estudos em Ziirich, no Polytechnicum, onde
tem a oportunidade de se aprofundar em diversas dreas como artes, filosofia, fisica,
musica, mas, principalmente, em matematica. Em 1868, gradua—se3 2 na Universidade de
Berlim e no ano seguinte aceita um cargo de Privatdozent no Departamento de
Matematica em Halle.

Durante sua estada em Halle, aceita a sugestdo do amigo Eduard Heine, que
desenvolvia estudos em séries trigonométricas, para tentar demonstrar a unicidade de
funcOes representadas por séries trigonométricas. Em trés anos Cantor publica cinco
artigos sobre o assunto, sendo que no dltimo artigo da série (1872) apresenta uma solucao
bastante geral para o problema proposto por Heine.

Cantor ndo s6 mostrou a unicidade da representacio de qualquer funcao,
representada por uma série trigonométrica®, como também obteve, por meio de sua
prova, uma série de conjuntos infinitos de pontos. E através do conceito de ponto limite
de um conjunto de pontos foi possivel conceber uma colecdo infinita de conjuntos
infinitos de pontos que poderiam ser colocados lado a lado, hierarquicamente, da seguinte

maneira: dado um conjunto de pontos P, o conjunto P’ é definido como o conjunto

? Equivalente ao Doutorado no Brasil.

33 . ~ . L . I .
Para mais detalhes sobre a demonstragdo do teorema da unicidade para séries trigonométricas, cujos

coeficientes nao necessariamente assumem a forma de uma Integral de Fourier, ver Cantor 1955, p.24-31.
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contendo todos os pontos limite p de P; assim, P’ constitui o primeiro conjunto derivado
de P. Do mesmo modo, P’ contém todos os pontos limite de P’ e constitui, por esse

motivo, o segundo conjunto derivado de P.

Definition: By a "limit point of a point set P" I mean a point of the line for
which in any neighborhood of same, infinitely many points of P are found,
whereby it can happen that the (limit) point itself also belongs to the set.
By a "neighborhood of a point" is understood an interval which contains
the point in its interior. Accordingly, it is easy to prove that a point set
consisting of an infinite number of points always has at least one limit
point.

(Cantor 1872, em Dauben 1979, p.41)

Desse modo, para qualquer conjunto P, € possivel derivar a seqiiéncia P’, P’’,...,
P", definindo toda a hierarquia de conjuntos de pontos de primeira espécie como sendo
aquela colegdo de conjuntos de pontos P’, P”’,..., P" tal que P" = &, para algum indice n.

Cantor havia estabelecido uma relacdo entre conjuntos finitos, ou infinitos, de
valores (Wertmenge) e conjuntos finitos, ou infinitos, de pontos (Punktmenge) em uma
reta (linha). Assim, para cada conjunto de pontos era possivel associar um ponto em uma
reta que, por sua vez, estava associado a um determinado valor numérico.

Se P € o conjunto de todos os pontos racionais, que sdo todos os pontos
pertencentes a reta associada ao conjunto dos nimeros racionais, entdo P’, o conjunto de
todos os pontos limites p de P, é o conjunto de todos os pontos pertencentes a reta real;
isto é, P’ contém exatamente aqueles pontos que correspondem ao conjunto de todos os
ndmeros reais.

Desse modo, Cantor comeca a esbogar os elementos que irdo constituir a sua
futura teoria geral de conjuntos. A idéia bésica de hierarquia de conjuntos e de nimero
transfinito comeca a germinar na hierarquia mais fundamental de conjuntos P’, P’’, n ,
P”, P**' n . No entanto, o ndmero sucessor de todo nimero finito ainda ndo pode ser

adequadamente definido em 1872, como ressalta Dauben (1984):

Cantor had no precise basis for defining the first transfinite number o
following all finite natural numbers n. A general framework within which
to establish the meaning and utility of the transfinite numbers was lacking.
The only guide Cantor could offer was the vague condition that P" #J for
all n, which separated sets of the first species from those of second. Cantor
cold not begin to make meaningful progress until he had realized that there
were further distinctions yet to be made in orders of magnitude between
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discrete and continuous sets. Until the close of 1873, Cantor did not even
suspected the possibility of such differences.
(Dauben 1984 [1992], p.59)

Cantor percebe que necessita de uma andlise mais detalhada de seus conjuntos
de pontos limite que formam a hierarquia P’, P”’,..., P”, prt! ,n , hecessariamente se vé
em meio a pesquisas sobre as propriedades dos ndmeros irracionais. Trata-se aqui de uma
segunda fase de seu trabalho, na qual tenta obter as conseqiiéncias mais interessantes da
demonstracdo do teorema da unicidade da representacdo de funcdes arbitrérias
representadas por séries trigonométricas.

Durante os primeiros momentos da elaboracdo de sua demonstracdo para o
teorema da unicidade, Cantor necessitou se ater aos conjuntos de pontos de primeira
espécie PV, PP K P onde P" =0 para algum v < co. Em 1872 vai além e inicia
suas consideracdes acerca da seqiiéncia completa de conjuntos derivados de segunda
espécie, definidos como P # 0, para qualquer valor finito arbitrariamente grande de v.

A partir dai, Cantor adota a notac¢do co para representar o menor nimero infinito,
sucedendo todos os valores finitos de v. Por meio de um raciocinio andlogo ao efetuado
para os conjuntos de pontos de primeira espécie, obtém uma ordem infinita também para

os conjuntos infinitos de segunda espécie:

co+11

oo co+] oo oot 0%
P(°°),P(n°° ),P(°° ),P(°° )’P(wn )’P(°° )’P(°° ),K '

Com sua teoria envolvendo conjuntos infinitos de pontos, Cantor considera que
estd de posse das ferramentas necessdrias e suficientes para efetuar uma andlise
puramente matemadtica do continuum, principalmente através de um estudo mais
profundo das cole¢des enumerdveis e ndo-enumeraveis que, até aquele momento, eram
tidas pelos matematicos como formas de conceber infinitos por enquanto apenas

qualitativamente diferentes.

Take the collection of all positive whole numbers n and denote it by (),
then think of the collection of all real numbers x and denote it by (x); the
question is simply whether (n) and (x) may be corresponded so that each
individual of one collection corresponds to one and only one of the other?
At first glance one might say no, it is not possible, for (n) consists of
discrete parts while (x) builds a continuum; but nothing is won by this
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objection, and as much as I am inclined to the opinion that (n) and (x)

permit no such unique correspondence, I cannot find the reason, and while

I attach great importance to it, the reason may be a very simple one.
(Cantor/Dedekind 1937, em Dauben 1979, p.49)

Um dos primeiros resultados mais extraordindrios que se seguiram dessas
observacoes foi a descoberta que o conjunto dos nimeros reais é ndo-enumeravel. E isso
era justamente o que faltava para Cantor dar inicio a sua inovadora teoria para o infinito.
Contudo, até 1873, tudo o que possuia eram apenas indicios de que o conjunto dos
nimeros reais era muito mais rico em elementos que os outros conjuntos infinitos nele
contidos.

Em geral, os mateméticos deste periodo aceitavam com certa naturalidade que o
continuum poderia apresentar caracteristicas diferentes de outros conjuntos infinitos tais
como, por exemplo, o conjunto de todos os niimeros naturais ou o conjunto de todos os
ndmeros racionais. No entanto, mesmo em matematica, a idéia do continuum ainda estava
profundamente arraigada a intui¢des de magnitudes fisicas, como o continuum do tempo
ou o continuum do espago.

O conjunto dos racionais era denso mas nao continuo, e isso criava a suspeita de
que existiam, de fato, dois tipos distintos de conjuntos infinitos: um primeiro tipo capaz
de reunir todos aqueles conjuntos que poderiam ser colocados em uma relacdo um-a-um
com o conjunto dos nimeros naturais, € entre si; € um segundo tipo, cuja caracteristica
era, justamente, a de ndo aceitar uma correspondéncia, um-a-um, com aqueles conjuntos
do primeiro tipo. Em poucas palavras, tudo indicava que havia infinitos de tamanhos
distintos, isto €, infinitos que apresentam quantidades distintas de elementos.

Tanto Cantor como Dedekind estavam completamente cientes de que o conjunto
dos nimeros irracionais era mais complexo que o conjunto dos racionais, tanto no que diz
respeito a0 ndmero de elementos, como no que concerne as propriedades desses
elementos. Ainda assim, faltava-lhes uma demonstracdo direta de que o continuum
encerrava um infinito maior que os outros conjuntos infinitos.

A maneira encontrada por Cantor para obter esse resultado foi, justamente,
tentar estabelecer uma correspondéncia, um-a-um, entre o conjunto dos niimeros naturais,
o conjunto infinito enumerdvel por exceléncia, € 0 conjunto que encerra o continuum, o

conjunto dos nimeros reais.
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E é no inicio de 1874 que Cantor publica um artigo no Mathematische Annalen,
com o titulo Uber eine Eigenschaft des Inbegrieffes aller reellen algebraischen Zahlen,
no qual apresenta a prova da ndo-enumerabilidade dos niimeros reais™*.

Informalmente falando, uma das maneiras por meio das quais podemos ilustrar
essa prova, que também ficou conhecida como argumento da diagonalizacdo, é através
de um esquema representando uma relacio um-a-um entre os reais € um conjunto
enumeravel como, por exemplo, o dos naturais.

Assumiremos, como ponto de partida, o nimero real ‘0, ... ’, para o qual
devemos fornecer sua seqiiéncia decimal, que serd construida tomando como base os

nimeros reais apresentados abaixo:

= 3300 ¢

0,5550n

Para obter o nimero 0,5550... obedecemos as seguintes regras: sempre que a seta
passa por um algarismo maior ou igual a 5 escrevemos ‘4’ e sempre que a seta passa por
um algarismo menor que 5 escrevemos ‘5’°, exceto quando a seta passa por 0, e neste caso
escrevemos ‘0’. O numero real obtido, a partir dessa combinacdo de regras, foi
‘0,5550...".

Nesse esquemal35 a diagonal representada pela seta sempre passa por um dos
algarismo da expansdo decimal de um nimero real. O numero obtido por meio da
diagonal ndo pode, em principio, pertencer a relacdo esbocada acima, ja que ele jamais
aparecerd na coluna dos ndmeros reais que o antecedem. Assim, ndo é possivel

estabelecer uma relagdo um-a-um entre os reais € um conjunto enumeravel.

** A demonstragio que aparece originalmente em carta enviada a Dedekind, em 1873, e posteriormente
publicada no artigo de 1874, pode ser encontrada de maneira abreviada em Dauben, 1979, p. 51-53.

% Essa forma simplificada do método da diagonalizacdo de Cantor aparece, com leves modificacdes em
Moore 1990, p. 118-121.
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O que Cantor mostrou, através de sua prova de 1873-4, bastante mais complexa
que o esquema acima, foi a possibilidade de se encontrar pelo menos um ndmero real que
jamais constard na colecdo dos passos enumerados, mesmo que essa colecdo seja

enumeravelmente infinita, como € o caso.

It thus follows directly that the collection (x) cannot be uniquely corre-
sponded with the collection (n), and I conclude there from that among
collections and sets of values distinctions exist which until recently I could
not establish.

(Cantor 1932 p.85, em Dauben 1979, p.53)

Nos trés anos que se seguiram a publicacdo do artigo de 1874, Cantor se viu em
meio as consideragdes acerca da hierarquia dos conjuntos infinitos. Estava claro para ele
que nenhum conjunto de pontos poderia ultrapassar, em tamanho, o conjunto dos
nimeros reais. No entanto, a idéia de tamanho de um conjunto infinito ainda precisava
receber um tratamento mais preciso.

O método de correspondéncia e comparacdo de conjuntos o ajudou a
desenvolver o conceito de poténcia de um conjunto. Conjuntos possuem a mesma
poténcia (Mdchtigkeit) se for possivel estabelecer, entre eles, uma correspondéncia do
tipo um-a-um.

Em 1878 € publicado o importante artigo Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, no
qual Cantor ndo s6 estabelece a classe de conjuntos enumerdveis, como também descreve
a hierarquia dos conjuntos pertencentes a esse primeiro tipo de infinito. A primeira classe
de conjuntos ¢é constituida, justamente, por todos aqueles conjuntos infinitos
equinuméricos entre si € com o conjunto dos naturais. Esses sao os conjuntos infinitos
enumeraveis e, no interior deles, também € possivel estabelecer uma hierarquia, na qual
aparece um menor conjunto infinito: o conjunto de todos os nimeros inteiros positivos.

Além disso, outro importante resultado obtido em 1878 foi o de que existem
apenas duas classes de conjuntos infinitos. Em primeiro lugar, ha a classe dos conjuntos
infinitos enumeraveis, que redne todos os conjuntos equipotentes ao conjunto de todos os
nimeros naturais. Em segundo lugar, aparece a classe de todos os conjuntos infinitos
nao-enumeraveis, ou que possuem a poténcia do continuum.

Através de suas investigacdes com espacos n-dimensionais, Cantor conclui que

o estudo da continuidade desses espacos pode ser reduzido ao estudo da continuidade do
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conjunto dos nimeros reais. Isto €, seja qual for a dimensdo desses espagos, eles sdo
considerados equivalentes, no que diz respeito a poténcia, ao continuum representado
pela reta dos reais; por sua vez, a reta dos reais possui a mesma poténcia do conjunto de
todos os nimeros reais.

Da mesma maneira como o conjunto dos ndmeros naturais serve de base de

enumerabilidade para todos os conjuntos infinitos enumerdveis, o conjunto dos nimeros

reais serviria de base de continuidade para todos os conjuntos infinitos continuos.

Thus the linear aggregates would consist of two classes of which the first
includes all spaces which can be given the form of a function of v (where v
runs over all positive whole numbers), while the second class takes on all
those aggregates which are reducible to the form of a function of x (where
x can assume all real values = 0 and < 1). Corresponding to these two
classes, therefore, would be only two powers of infinite linear aggregates;
the exact study of this question we put off for another occasion.

(Cantor 1878, p.132-3, em Dauben 1979, p.66)

Nos cinco anos seguintes, Cantor publica uma série de seis artigos contendo as
bases do que viria a se tornar a sua nova teoria de conjuntos. O quinto artigo dessa série
reaparecerd em seguida como o nicleo matemético do que viria a ser o seu Grundlagen
einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre que, juntamente com o sexto artigo da série,
retne aquilo que hd de mais essencial na nascente teoria geral de conjuntos.

No primeiro artigo (1879) ja aparece uma defini¢do de conjunto denso e as
propriedades que, a partir disso, se pode estabelecer entre conjuntos de primeira espécie e
conjuntos derivados de segunda espécie. E também nesse primeiro artigo que surge, de
maneira mais consistente, o que se pode entender por igualdade de poténcias. Cantor fala
de apenas duas classes de poténcias, a dos conjuntos enumeraveis e dos conjuntos nao-
enumeraveis.

No segundo artigo da série (1880), aparece o que se pode chamar de embrido de
um nudmero transfinito. Tomando como ponto de partida o conjunto derivado P’ de P,
Cantor observa que P’ pode ser apresentando como a seguinte composicao: P’ ={Q, R},
onde Q € o conjunto de todos os pontos pertencentes aos conjuntos de primeira espécie de
P’ e R é o conjunto de pontos de todos os conjuntos derivados de P’, nesse caso R € um
conjunto de segunda espécie.

Assim, temos que R = © (P’, P, ...), onde ® (P’, P’’, ...) € a interseccdo de
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todos os conjuntos P", ou seja, D é o conjunto comum a todos os conjuntos da reunido P".
E ji que R é o conjunto de pontos pertencentes a todo conjunto derivado de P’, e
assumindo que P, é o conjunto de ordem oo derivado de P, entdo R = P,

Cantor estd de posse do suficiente instrumental tedrico para apresentar um
conceito absolutamente inovador, o de niimero transfinito. Tomando como principio o

™ .) = P®), para P #0, é possivel

exposto no pardgrafo anterior, R = © (P’, P, ..., P
obter o primeiro conjunto derivado de P*”, denotado por Cantor como PV, assim como
também o n-ésimo conjunto derivado de P”, P**™. Desta forma, Cantor pode construir
sua hierarquia de conjuntos de segunda espécie, formalmente dando inicio a sua teoria
dos nimeros transfinitos.

Com relagdo aos simbolos infinitos acima mencionados, Cantor se refere a eles
como derivados de maneira bastante ‘“concreta”. Isto €, ndo se trata de meros rétulos ou
de simbolos vazios de significado. Na verdade, para defender a idéia de nimeros
infinitos, Cantor chega a usar o termo “dialética” para se referir a0 modo como obteve
seus simbolos infinitos derivados de sua hierarquia de conjuntos infinitos de pontos.

Como se, de algum modo, esses simbolos nomeassem objetos pertencentes a algum tipo

de realidade extra tedrica, como veremos mais adiante.

-1 o 0%
Voo + 1o +K +v, K 007 K ,00” K

Here we see a dialectic generation of conceptions, which always leads yet
farther, and remains both free from every arbitrariness and necessary and
logical in itself.

(Cantor 1955[1897], p.36, grifos nossos)

No terceiro artigo da série (1882) aparecem os dois teoremas mais fundamentais
sobre de conjuntos enumerdveis, sdo eles: I) Toda parte infinita de um conjunto
enumerdvel € um conjunto enumerdvel; II) Dado um conjunto finito, ou
enumeravelmente infinito de conjuntos (E’), (E’’), (E’”’), ..., 0 conjunto que retne todos
os elementos desses conjuntos é enumerdvel. Esses dois teoremas formam a base para a
distin¢do entre conjuntos discretos e conjuntos continuos.

No ano de 1883 sua teoria sobre o infinito ganha a independéncia necessaria de
sua pesquisa inicial sobre conjuntos de pontos. E publicado, entdo, o Grundlagen einer

allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, no qual a teoria geral sobre os nimeros transfinitos
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jé aparece de maneira bastante madura.

Nessa obra Cantor apresenta a hierarquia das classes de ndmeros infinitos como
tipos de ordem de conjuntos bem ordenados. A idéia principal aqui € mostrar essa
hierarquia como uma extensao natural das colecdes infinitas ja conhecidas, como a dos
nimeros naturais. Mais do que isso, trata-se também, e fundamentalmente, de uma
revisdo do que até entdo se entendia pela natureza dos nimeros e sobre o proprio conceito
de infinito, baseando-se em uma nova compreensdao da propria natureza e geracdo dos

ndmeros.

As risky as this might seem, I can voice not only the hope, but my strong
conviction, that in time this will have to be regarded as the simplest, most
appropriate and natural extension [of the concept of number]. But I realize
that in this undertaking I place myself in a certain opposition to views
widely held concerning the mathematical infinite and to opinions fre-
quently defended on the nature of numbers.

(Cantor 1883, p.165, em Dauben 1979, p.96, grifos nossos)

O infinito matemético ao qual se refere Cantor € justamente aquele apontado por
Aristételes e que ja tivemos a oportunidade de analisar com mais cuidado no primeiro
capitulo deste trabalho. Trata-se da idéia de algo que pode ser constantemente acrescido
sem jamais conhecer um limite final. O infinito matemético, em geral, se mostrava como
colecdes de nimeros que ndo apresentariam, jamais, um maior elemento. Isto é, para cada
elemento arbitrariamente escolhido nessas cole¢des infinitas, é sempre possivel apontar
um sucessor.

A proposta de Cantor é que € possivel, sem contradi¢des, estender essa classe de
ndmeros, através de um procedimento de geracdo de novas classes, fundado na idéia de
niimero infinito limite, ou numero transfinito. Essas classes seriam arranjadas
naturalmente em uma hierarquia, cada uma delas apresentando elementos cujas
propriedades sdo andlogas aquelas identificadas nas cole¢des infinitas ja conhecidas.

Em oposicao a idéia de um infinito potencial, ou tomado em sentido impréprio
(Uneigentlich-Unendliches), encontramos entdo aquela de um infinito atual, ou infinito
em sentido proprio (Eigentlich-Unendliches). No primeiro caso encontramos uma
varidvel que pode ser estendida para além de qualquer medida, no segundo encontramos
um infinito que pode ser encarado como um todo completo, encerrado dentro de uma

certa concepgdo de niimero.
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Para Cantor, o melhor exemplo desse tipo de infinito s6 pode ser encontrado em
sua propria teoria dos nimeros transfinitos. A idéia de uma colecdo infinita completa é,
para ele, muita mais sélida e real que a idéia vigente até entdo de infinito matematico,
nos moldes de um infinito potencial aristotélico.

Aqui comecamos a perceber que a concepgdo de Cantor acerca da natureza dos
nimeros se aproxima daquela oferecida por Platdo. Trataremos na préxima secdo de
investigar a que Cantor se refere quando atribui aos seus nimeros uma realidade que até
entdo eles ndo possuiam, principalmente quando afirma que, anos antes (1872), havia

sido conduzido a sua grande descoberta sem se dar conta disto:

A number of years ago I was led to the infinite real whole numbers [die
unendlichen realen ganzen Zahlen] without having realized that they were
concrete numbers of real significance.

(Cantor 1883, p.166, em Dauben 1979, p.97, grifos nossos)

Com relagdo a natureza e a geracao dos numeros, Cantor faz trés distingdes, que
aparecem como trés principios. O primeiro principio (Erzeugungsprincip) € aquele
relacionado a geracdo da seqiiéncia dos inteiros positivos e que conhecemos
intuitivamente como a adicao sucessiva de unidades umas as outras.

A colecdo {1, 2, 3,n } claramente ndo possui um maior elemento, no entanto é
possivel conceber um nimero limite @, representando a cole¢do {1, 2, 3,n } em sua
totalidade, de tal modo que w = {1, 2, 3, ...}. Assim, @ se configura como o primeiro
ndmero transfinito, isto €, o primeiro nimero sucessor da colecdo inteira de nimeros
naturais, tomada completamente. Na verdade, @ € o menor nimero inteiro maior que
qualquer n € N.

O mesmo principio que gerou a seqiiéncia dos numeros naturais pode ser
novamente aplicado sobre @, para produzir a seqiiéncia dos nimeros ordinais transfinitos
o, o +1, @ +2, n, @ +v. Edo mesmo modo que os nimeros naturais, essa nova
seqiiéncia ndo possui um maior elemento, no entanto, obedecendo ao raciocinio anterior,
€ possivel supor um novo nimero 2w, tal que 2w = {w+1, W+2, n, ®+v, n }. E
assim, a cada vez, uma nova ordem de conjuntos enumeraveis € gerada.

Notamos que @ e 2w sdo ordinais limites. Isto é, sdo os menores ordinais

maiores que a seqii€ncia inteira de ordinais que os antecedem, lembrando que essas
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seqiiéncias ndo possuem um maior elemento. A geracdo de @ e 2w, assim como do
restante dos ordinais limites, obedece ao segundo principio de geragdo dos nimeros,
segundo o qual, uma vez que uma seqiiéncia infinita de nimeros possa ser gerada por
meio do primeiro principio, entdo € sempre possivel gerar um novo nimero transfinito,
configurando-se como o menor nimero sucessor de qualquer nimero dessa dada

seqiiéncia infinita de nimeros inteiros.

I call it the second principle of generation of real [realen] whole numbers
and define them more precisely: if any definite succession of defined
whole real numbers exists, for which there is no largest, then a new
number is created by means of this second principle of generation which is
thought of as the limit of those numbers, i.e., it is defined as the next
number larger than all of them.

(Cantor 1883, p.196, em Dauben 1979, p.98, grifos nossos)

Pela aplicacdo alternada dos dois primeiros principios € possivel gerar uma
seqiiencia ilimitada de conjuntos infinitos de numeros ordinais, além dos préprios
nimeros transfinitos limite que dao inicio a cada nova ordem de sucessdo de nimeros e

que segue aumentando indefinidamente:

@, @+, n, vy @' +v, 0"+ 4y, n 07

Porém, para controlar esse processo de geragdo, Cantor propde um terceiro
principio, o principio da limitacdo (Hermmungsprinzip ou Beschrdnkungsprincip). O
principio da limitacdo garante que a primeira classe de nimeros possua um limite
superior, de modo a gerar outras classes de ordens ainda mais elevadas. Esse terceiro
principio cria uma separagdo entre o que Cantor chama de primeira classe de nimeros e

classes superiores de nimeros.

Definition: We define therefore the second number class (II) as the
collection of all numbers ¢ (increasing in definite succession) which can
be formed by means of the two principles of generation:

w, w+l, n, Vo 6()ﬂ+vl a)"‘1+1\ +Vﬂ,1x ,a)‘”,n NN

which are subject to the condition that all numbers preceding & (from 1
on) constitute a set of power equivalent to the first number class (I).
(Cantor 1883, p.197, em Dauben 1979, p.98)

120



Os conjuntos, finitos ou infinitos, que antecedem @ perfazem a primeira classe
de nimeros. A segunda classe € constituida por & e seus sucessores, perfazendo a
segunda classe de nimeros, cuja a poténcia é diferente da primeira classe de nimeros. De
acordo com a Hipdtese do continuum nao héd qualquer poténcia intermedidria entre essas
duas classes de nimeros.

E importante chamar a atencio para a troca da simbologia utilizada para denotar
o infinito. O simbolo oo, introduzido pelo matemadtico inglés John Wallis (1616 — 1703),
era utilizado para denotar uma quantidade maior ou menor que qualquer quantidade dada:
essa notacdo se referia, portanto, ao infinito potencial. Cantor deixa de lado o simbolo o,
que em suas investigacdes preliminares era utilizado para distinguir alguns conjuntos de
pontos derivados de segunda espécie, e adota o simbolo @.

Com o novo simbolo @, Cantor pretende enfatizar seu novo conceito de infinito
completo, por meio de um ndmero transfinito que possui uma determinada poténcia e que
nio pode ser entendido como uma varidvel assim como se poderia interpretar o
tradicional simbolo oo, historicamente associado a um infinito potencial. Além disso, com
essa mudanca fica patente que, na medida em que o interesse de Cantor sobre a poténcia
do continuum aumenta, sua teoria original sobre conjuntos de pontos, cuja notacdo ainda
era oo, passa a perder espaco para uma teoria de conjuntos em sentido préprio.

No processo de geracdo dos numeros por meio dos trés principios acima
expostos, Cantor mostrou que a poténcia da segunda classe de nimeros (II) € maior que a
poténcia da primeira classe (I) de nimeros transfinitos enumerdveis. E foi mais além,
afirmando que ndo havia qualquer outra colecdo de conjuntos que apresentasse uma

poténcia intermedidria a classes (I) e (II):

Theorem: If (@¢’) is any set of numbers contained in the collection (II),
then only the following three cases can occur: either (& ’) is a finite
collection, i.e., it consists of a finite number of numbers, or (& ) has the
power of the first number class; or thirdly, (& ’) has the power of (II).
(Cantor 1883, p.200, em Dauben 1979, p.100)

2.2.2 O Continuum

Desde a publicacdo dos Grundlagen em 1883, obter uma formulacao matemaética

mais precisa para o continuum se tornou um dos principais objetivos no trabalho de
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Cantor. Grande parte de sua motivacdo para a realizacdo desta tarefa se devia,
principalmente, ao seu desconforto diante da idéia, de certo modo generalizada, que o
continuum era fruto de uma espécie de intuicdo de magnitudes fisicas e que, por isso, se
encontrava para além de qualquer formaliza¢do. Desconforto justificavel, na medida em
que o progresso de seus trabalhos com as colecdes transfinitas estava intimamente
relacionado com uma resposta decisiva para o problema do continuum.

O problema do continuum remonta aos antigos gregos e pode ser reduzido a sua
classica formulagdo espacial, resumindo-se ao debate filos6fico sobre se o espago possui
uma menor parte ou se, por outro lado, pode ser infinitamente divisivel, sem jamais se
obter algo que possa ser tratado com o elemento fundamental. Para Cantor, a escola
aristotélica representa o segundo ponto de vista, enquanto que a escola epicurista é
partidaria da idéia segundo a qual deve existir uma menor parte para as magnitudes em
geral.

Como terceira alternativa, hd a sintese, de certa forma negativa, fornecida por
Santo Tomds de Aquino, ao considerar que as magnitudes ndo possuiam uma quantidade
finita de partes, nem uma quantidade infinita. Em Santo Tomads, essas magnitudes nao
possuem partes e devem ser consideradas como um todo homogéneo e indivisivel, como
uma idéia primitiva, que se refere, em dultima instdncia, a uma intuicdo do infinito
absoluto, que se encontra longe da capacidade analitica da razdo.

Ainda que atraido pelas afirmagdes de Santo Tomds (1944), Cantor reconheceu
nelas uma declaracio de rentncia investigativa de um sério problema que carecia de uma
explicitagdo mais clara e precisa.

De certo modo, a posi¢do negativa de Santo Tomds de Aquino se fazia bastante
presente a época de Cantor. O continuum era tratado como uma categoria absolutamente
incompativel com a andlise matemdtica que, até o aparecimento dos resultados mais
recentes da teoria de conjuntos, ndo possuia, € nem poderia chegar a possuir, os recursos
necessdrios e suficientes para se adaptar a natureza nao-discreta do continuum.

No entanto, ao construir sua teoria dos nimeros reais, Cantor concluiu que era
possivel fornecer uma andlise puramente aritmética do continuum, isto €, uma andlise
livre das comuns acepg¢des espaciais e temporais acerca do continuum.

Tomando como ponto de partida sua definicdo de nimeros reais (1872),
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conjuntos derivados de conjuntos de nimeros racionais, € com o auxilio das defini¢des
elaboradas nos Grundlagen, principalmente as de conjunto denso e de conjunto perfeito,
Cantor pdde definir o conceito de ponto conectado. Conclui que a idéia de ponto

conectado é central para a consideracdo de um conjunto continuo.

Here 'perfect' and 'connected' are not simply words, but through the
preceding definitions they are quite general predicates, conceptually
characterized most sharply, of the continuum.

(Cantor 1883, p.194, em Dauben 1979, p.110)

De posse das definicdes acima mencionadas, Cantor acredita ter circunscrito
formalmente a esséncia da nocdo de continuidade, apontando falhas nas abordagens tanto
do matematico tcheco Bolzano, como na de seu proprio amigo e correspondente Richard
Dedekind.

Segundo Cantor, tanto um como outro apontaram, de maneira isolada, uma ou
outra dessas duas propriedades do continuum. Bolzano apontou o que poderiamos chamar
de conectude e Dedekind a perfeicdo; contudo, segundo Cantor, € necessdrio unir essas
duas idéias para a obtencao de uma idéia mais fidedigna do continuum.

Mesmo apontando a importancia de uma defini¢do mais precisa do continuum,
Cantor ndo consegue estabelecer de maneira definitiva uma relacdo formal entre os
conceitos de poténcia e continuum. Ou seja, era necessario ainda estabelecer, de maneira
mais explicita, as afirmagdes sobre a poté€ncia do continuum.

Até o momento Cantor havia estabelecido que a poténcia da segunda classe de
nimeros era maior que a poténcia da primeira classe. Somente em 1895 e 1897, com as
publicacdes da primeira e da segunda parte dos Beitrdge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre, é que essa questdo ganha um tratamento mais definitivo por parte de
Cantor, por meio da apresentacdo da sucessdao hierdrquica dos numeros cardinais
transfinitos. Assim, durante os anos dos Grundlagen, ao menos duas classes de infinitos
estavam firmados, a dos conjuntos enumeraveis e a dos conjuntos ndo-enumeraveis.

Nos termos dos Beitriige, dado qualquer subconjunto A de R, ou A possui a
cardinalidade de R, ou A € enumeravel. Como vemos, ha apenas duas alternativas: ou A
¢ um conjunto enumerdvel, ou € ndo-enumeravel.

A hipotese do continuum, como passou a ficar conhecida a afirmagdo segundo a

qual ndao ha uma cardinalidade intermedidria entre as cardinalidades dos naturais e dos
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reais, pode ser representada com a igualdade

2% =X,

Essa igualdade resume a idéia de que ndo hd outras colec¢des infinitas, que se
apresentem como subconjuntos de R, cujas cardinalidades sejam diferentes de N ou do
proprio R . Apesar da aparente simplicidade dessa afirmacdo e de sua verdade intuitiva,
Cantor ndo obteve éxito em uma demonstracdo convincente para ela, ndo obstante suas

muitas tentativas.

2.2.3 Cardinalidade

A idéia de cardinalidade que encontramos nos Beitrdge depende, em grande
parte, do desenvolvimento que a defini¢do de conjunto sofreu desde a publicacdo dos
Grundlagen.

Em 1883 era importante que a idéia mais bdsica de um conjunto fosse a de um
todo dado completamente, uma colecdo completa de elementos. Essa caracteristica
essencial de conjunto estava de acordo com o projeto dos nimeros transfinitos. Era
necessario conceber as cole¢des de nimeros infinitos como completas para que a idéia de
um ndmero transfinito tivesse éxito. E assim que encontramos essa definicdo de conjunto

nas palavras de Cantor, onde toda a energia € focada na idéia de cole¢do completa:

By an “aggregate” or “set” I mean generally any multitude which can be
thought of as a whole, i.e., any collection of definite elements which can
be united by a law into a whole.

(Cantor 1883, p.204, em Dauben 1979, p.170, grifos nossos)

Nos Beitrage, a definicdo de conjunto preserva a idéia estabelecida nos anos
anteriores de um todo completo; no entanto, com o aparecimento da defini¢dao de poténcia
de um conjunto, notamos que ocorre um deslocamento do centro de gravidade desse

conceito:

By an "aggregate" (Menge) we are to understand any collection into a
whole (Zusammenfassung zu einem Ganzen) M of definite and separate
objects m of our intuition or our thought. These objects are called the
"elements" of M.

In signs we express this thus:
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M={m}.
(Cantor 1955[1897], p.85, grifos nossos)

A teoria de conjuntos de pontos estd cada vez mais em segundo plano, e a teoria
geral de conjuntos comeca a se apoiar em suas proprias conquistas. Uma delas é,

justamente, a idéia de cardinalidade que passa a expressar a poténcia de um conjunto M.

A notacdo utilizada por Cantor é M , apresentada pela primeira vez em 1887, denotando
que o conjunto M passa por um duplo processo de abstracdo no qual, por forca do
pensamento, ignoramos as qualidades individuais de cada elemento m, pertencente a M,

assim como a possivel relacdo de ordem entre esses elementos.

We will call by the name "power" or "cardinal number" of M the general
concept which, by means of our active faculty of thought, arises from the
aggregate M when we make abstraction of the nature of its various
elements m and of the order in which they are given.

We denote the result of this double act of abstraction, the cardinal number
or power of M, by

/-\g

Cantor 1955[1897], p.86, grifos nossos)

Também ndo podemos deixar de assinalar que tanto na definicdo geral de
conjunto como na definicdo de niimero cardinal, ou poténcia de um conjunto, Cantor
recorre ao que ele chama de “poder do pensamento”, para se referir a capacidade de
abstrair certas qualidades e relacdes no ato da formac¢do de ambos os conceitos. Esse
apelo a intuicdo estd diretamente vinculado a sua concepgao filoséfica de axioma.

Neste momento nos encontramos um passo além em relagdo as concepgdes
anteriores de conjunto e poténcia de um conjunto, dado que, tanto uma quanto a outra,
ainda se mostravam, em algum grau, dependentes de no¢des oriundas da geometria e da
fisica. Devemos lembrar que um conjunto era concebido, primordialmente, como um
agregado qualquer de pontos em um espaco n-dimensional.

A partir das defini¢des acima Cantor apresenta os numeros cardinais finitos

como colecdes finitas de elementos A=1,E=2, C=3,n , onde o conjunto A possui

exatamente um elemento, B possui exatamente dois elementos, C possui exatamente

trés elementos, etc.
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Entre os muitos resultados obtidos por meio dessas defini¢des encontramos um
dos mais importantes para nds. Através da apresentacdo de uma seqiiéncia finita de
nimeros cardinais, Cantor estd pronto para apresentar uma relacao hierdrquica entre eles.
Assim, dada a sucessdo finita de cardinais 1, 2, 3, ..., n € possivel estabelecer que, para
todo n nessa sucessdo, n+1 contém n ou que, em outras palavras, n+1 € estritamente
maior que n. Além disso, entre n e n+1, ndo hd nenhum outro nimero cardinal inteiro.
Disso se deriva que nado € possivel estabelecer uma relagdo, um-a-um, entre um conjunto
finito qualquer e um subconjunto préprio desse conjunto. O principio o todo é maior que
a parte é preservado no caso dos colecdes finitas.

Ap6s definir conjuntos finitos como conjuntos que podem ser expressos por um
nimero cardinal finito, ou que possuem uma cardinalidade finita, Cantor apresenta o

primeiro nimero cardinal transfinito, denotado por X, (Aleph zero), como o nimero
cardinal das colegdes infinitas de primeira classe, onde X, tem a poténcia da colecdo de

todos os numeros cardinais finitos.

A escolha dessa notagdo possui um significado muito especial para Cantor. A
primeira letra do alfabeto hebraico, o X, também ¢é utilizada, nessa lingua, para
representar a unidade, seja em sentido aritmético, seja em sentido teoldgico. Os nimeros
transfinitos deveriam representar unidades infinitas, um conceito bastante longinquo das
concepcdes matemadticas de entdo, no entanto bastante proximo das concepgdes
teoldgicas da tradi¢do judaico-cristd. O X representa essa unidade do infinito buscada
por Cantor e, simultaneamente, o X também representa uma unido entre seu amplo
interesse pela matemadtica e suas profundas convicgdes mistico-religiosas.

A partir da idéia de conjuntos bem ordenados e do primeiro nimero cardinal

transfinito, X, Cantor € capaz de conceber uma sucessdo bem ordenada, infinita, de

numeros cardinais transfinitos, ¥,, X,, X,, n, X , n ,X_, porém nada nos Beitrdge se

v
apresenta como uma demonstracdo definitiva da existéncia de X .

Somando-se a isso ainda deve ser assinalada a auséncia de uma prova de que
todo conjunto pode ser bem ordenado, assim como a auséncia de um mecanismo mais
efetivo de comparacdo e distin¢gdo para todos os nimeros cardinais, sem falar na prépria

Hipotese do Continuum, que ainda aguardava o status de teorema.
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2.2.4 Os paradoxos

O aparecimento das antinomias de Burali-Forti (1981 [1897]) e de Russell (1985
[1903]) suscitaram a sensacdo geral entre os matemdticos de que a teoria de conjuntos de
Cantor nao caminhava bem.

O paradoxo de Burali-Forti, ou o paradoxo do maior nimero ordinal, coloca em
xeque um importante resultado dos Beitrage. Como sabemos, nessa obra Cantor associa
um ndmero ordinal a todo conjunto bem ordenado. Mencionamos, na se¢do anterior, que
ele também obtém, como teorema, a afirmagao que todos os nimeros ordinais devem ser
compardveis entre si, isto €, para todo nimero ordinal & e f, uma das trés condicoes
seguintes é sempre satisfeita: o< f, > fou a= p.

Para Burali-Forti € facil gerar uma inconsisténcia da afirmacdo que todo
conjunto bem ordenado possui um ndmero ordinal correspondente. Seja W o maior
conjunto bem ordenado, ou o conjunto de todos os nimeros ordinais. Entdo W possui um
nimero ordinal B maior que qualquer nimero ordinal. Porém, W deve conter todos os
nuimeros ordinais, incluindo f, resultando na afirmacao de que S < S.

Da conseqiiéncia £ < f, Burali-Forti conclui que € falsa a afirmagao segundo a
qual, dados dois nimeros ordinais quaisquer, estes sd0 necessariamente comparaveis
entre si, nos termos em que Cantor propde essa comparacao. O caso exemplar € o proprio
maior nimero ordinal.

Como contra-argumento, Cantor afirma que a colecdo de todos os nimeros
ordinais ndo é uma colecao bem definida. Isto é, W ndo é, de fato, um conjunto. Como
vimos, uma de suas definicdes mais importantes afirma que conjunto € apenas aquele
agregado, abstraido de um dado dominio de elementos, que permite, sem contradi¢ao, ser
concebido como um todo completo.

Para defender parte da teoria de conjuntos em relacdo ao paradoxo de Burali-
Forti, especialmente a comparabilidade entre ndmeros ordinais, Russell opta por
interpretar que W nao pode ser um conjunto bem ordenado. No entanto, essa
interpretacdo também € danosa a teoria de conjuntos. Particularmente, o teorema de que
todo conjunto pode ser bem ordenado perde sua razao de ser. De igual modo, a
comparabilidade entre nimeros cardinais também fica sem fundamento.

E € também Russell quem, por sua vez, apresenta outra importante antinomia. O
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surgimento do paradoxo que ganhou o seu nome estd explicitamente vinculado ao projeto
logicista. Especificamente, ao sistema 16gico elaborado por Frege com o intuito de criar
uma base puramente l6gica para a aritmética. E para entendermos o paradoxo de Russell
€ necessario saber como ele afeta o sistema de Frege.

Esse sistema aparece em duas obras, os Grundlagen der Arithmetik (1884) e o
Grundgezetse der Arithmetik (1903). Nelas Frege se esfor¢ca em mostrar que a aritmética
pode ser completamente desvinculada do psicologismo como, por exemplo, o encontrado
na doutrina kantiana, na qual a matemaética se reduz a juizos sintéticos a priori.

Para Frege, as proposicdes da aritmética sdo verdades analiticas. Isto é, a
aritmética pode ser reduzida, sem prejuizo, a légica. Nesse sentido de analiticidade, a
matemadtica seria uma ciéncia pura, totalmente distante daquilo que pretendiam, por sua
vez, 0s empiristas, que a encaravam como um conjunto de afirmagdes que generalizava,
por meio do principio de inducdo, as verdades retiradas da observacao atenta da natureza.

Ao construir seu sistema l6gico, Frege pretende criar as condi¢des para que as
verdades aritméticas possam ser colocadas, consistentemente, em termos estritamente
l6gicos. Assim, por exemplo, a idéia fundamental de nimero, antes entendida como um
predicado livremente atribuivel a colecdes ou a coisas, se torna um predicado
estritamente atribuivel a conceitos. Ainda que os nimeros existam realmente e de
maneira independente, como objetos 16gicos, so € legitimo falar deles quando entendidos
como predicados de conceitos.

Seja F um conceito qualquer, o nimero desse conceito ¢ denotado por NxFx.
Seja também a extensdo do conceito F, a colecdo de todos os objetos que recaem sob F,
entdo o numero desse conceito passa a ser definido como a extensdo de F. Se é possivel
criar uma correspondéncia, um-a-um, entre as extensdes de dois conceitos, F e G, entdo

estes dois conceitos sdo ditos equinuméricos, isto €, possuem 0 mesmo nimero.

NxFx = NxGx < F = G
Esta € a lei nimero V de Frege, que traduz o principio de Hume, segundo a qual
dois conceitos possuem a mesma extensdo, ou possuem O mesmo numero, ou Sao
equinuméricos se, € somente se, ¢ possivel criar uma relacio um-a-um entre eles. Por
meio dessa relagcdo, a seqiiéncia dos niimeros naturais pode ser gerada hereditariamente

do modo seguinte.
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Se F € o conceito {equintimero a x # x}, a extensdo de F, ou o ndmero de F, ou
ainda a colec@o de todos os objetos que recaem sob este conceito, é denotada por 0. Logo,
NxFx = 0. Seja G o conceito {equinimero a NxFx}, entdo o nimero de G, a extensio do
conceito G, ou ainda a colecdo dos objetos que recaem sob o conceito G, é denotado por
1, ja que € possivel encontrar apenas um objeto que satisfaz a restricdo expressa pelo
conceito G, a saber, o numero do conceito F. Assim, NxGx = 1.

Do mesmo modo, seja H o conceito {equinimero a NxFx ou NxGx}, o nimero
de H ¢é dado pelo conceito equinimero a extensdo de H, logo NxHx € 2. Em resumo, um
nimero é sempre a extensao de um conceito. Assim, um nimero € real e independente se
existir um conceito para o qual ele sirva de predicado, como sua extensdo ou como seu
nimero. Assim, a definicdo de nimero pode ficar restrita ao contexto da logica.

Além disso, no sistema de Frege a relacdo de pertinéncia ndo é um primitivo,
mas € definida do seguinte modo: x € y se, e somente se, existe um conceito F, tal que
Fx, e y € a extensdo de F. Isto €, dentro da colecdo y de objetos que recaem sob o conceito
F, encontramos o objeto x, e denotamos x € y.

Russell sugere, em carta a Frege, a consideragdo do conceito R {extensdao que
ndo contém a si mesma}, ou seja, Russell sugere um conceito perfeitamente aceitavel
dentro da proposta de Frege e cuja extensdo, naturalmente, deve reunir todos aqueles
objetos que recaem sob ele. O paradoxo aparece no exato momento em que propomos a
pergunta: a extensdo de R, recai sob o conceito R? Ou, de outro modo, a extensdo de R
pode ser considerada como um objeto que pertence a colecdo dos objetos definidos pelo
conceito R? Ou ainda, a extensao de R pertence a si mesma?

Seja x a extensdo de R e y a colecdo dos objetos definidos pelo conceito R, entdo
x € ye&yegy, porém x e y se referem ao mesmo objeto, logo x € x&x¢ x. De modo que,
se respondemos a pergunta “a extensdo de R recai sob R?” pela negativa, entdo a
extensdo de R satisfaz a condicdo imposta pela definicdo do conceito e, portanto, deve
recair sob R, contrariando a nossa resposta negativa. Por outro lado, se respondemos pela
afirmativa, entdo a definicdo do conceito exclui esse objeto, € mais uma vez temos nossa
resposta contrariada.

Assim, qualquer que seja nossa resposta para a pergunta de Russell, a

-

inconsisténcia aparece. O sistema de Frege sofre um severo golpe em sua base. E
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justamente a lei nimero V, unida a definicao de pertinéncia, que gera a nociva antinomia.
O sistema de Frege se mostra inconsistente e seu projeto logicista naufraga de maneira
estrondosa, afetando também outros projetos de fundamentacdo da aritmética, como a
prépria teoria de conjuntos.

Os dois paradoxos acima sdo muitas vezes utilizados como principal peca de
ataque a concepg¢do naive da teoria de conjuntos36. Ao mesmo tempo, os paradoxos sao
também utilizados como base argumentativa em prol de uma postura axiomatica, ou seja,
a postura axiomadtica evitaria o aparecimento dos paradoxos, como os de Russell e de
Burali-Forti.

No cerne da problemdtica que reine o aparecimento dos paradoxos estd o
principio segundo o qual todo predicado possui uma extensdo. E justamente este
principio que sofre uma restricio com a substitui¢do do Axioma da Compreensdo pelo
Axioma da Separagdo, no seio da teoria axiomadtica de Zermelo.

Mas a pergunta que nos propomos aqui ndo €, propriamente, se a postura
axiomdtica € ou ndo a Unica alternativa para as dificuldades da teoria de conjuntos naive.
Anterior a esta questdo, e de maneira mais fundamental, trata-se de saber se Cantor
considerava o aparecimento das antinomias como um problema real para a sua teoria.

Obviamente Cantor sabia dos resultados de Russell. Mais do que isso, anos antes
ele mesmo ja havia considerado as conseqiiéncias de se assumir um conjunto sem
qualquer restri¢ao. Isto fica bastante claro em uma carta enderecada a Hilbert em 26 de

setembro de 1897:

(...) Totalidades que ndo podem ser consideradas como sendo conjuntos
(um exemplo é a totalidade de todos os alephs como foi mostrado
anteriormente), eu denominei ha muitos anos de totalidades absolutamente
infinitas, as quais eu distingui cuidadosamente dos conjuntos transfinitos
(Cantor, citado por Viero 1997, p. 126, grifos nossos)

Pode-se dizer que Cantor estava menos preocupado com a consideracdo dos
paradoxos do que com a procura de uma demonstracdo para a Hipdtese do Continuum.
Isto se justifica se considerarmos que, além dos resultados matemdticos mais imediatos

de sua teoria, Cantor tinha a intencdo clara de fornecer um tratamento matematico e

3% E possivel mencionar ainda os paradoxos de Cantor e de Richard, para mais detalhes ver Karel Hrbacek
& Thomas Jech 1978.
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conceitual, absolutamente novo, para a idéia de infinito. Mas, para ele, este novo
tratamento, assim como a propria idéia de infinito, envolviam muitos outros aspectos.
Aspectos estes que ndo podiam se limitar aqueles da axiomadtica formal.

A rigidez da postura axiomdtica formal descartaria, antecipadamente, a
consideracdo de tais aspectos anteriores a propria teoria, colocando em segundo plano
uma discussdo que Cantor bem poderia querer trazer para o centro das atengdes. Os
chamados paradoxos eram apenas a consideracdo problematizada da perspectiva 16gico-

formal, de parte vital de sua concepcao filoséfica e teoldgica do Absolutum.

O infinito atual pode ser divido em trés categorias: a primeira, o infinito
perfeitamente realizado em Deo o qual eu denomino de absoluto; a
segunda, o infinito presente no mundo criado e a ferceira o infinito como
objeto matematico, i.e., como cardinal, como ordinal ou tipo ordinal que
pode ser considerado in abstracto pelo intelecto humano. As duas dltimas
categorias, que evidentemente representam uma versao limitada do infinito
atual na medida em que elas sdo capazes de serem aumentadas e que eu
denomino de Transfinitum ao qual eu cuidadosamente diferencio do

Absolutum.
(Cantor, segundo Purket 1989, p. 59, em Viero 1997, p. 127)

Cantor via os paradoxos de uma perspectiva mais ampla, na qual estes se
tornavam um aspecto do infinito atual, o Absolutum, que por sua natureza mesma nao
poderia jamais receber um nimero’’. Ndo podemos dizer que essa perspectiva do
pensamento de Cantor representa uma mera estratégia para se afastar ad hoc das
dificuldades que os paradoxos representavam para sua teoria, tendo em vista a ordem
cronolégica em que estes fatos se apresentam.

Da mesma forma ndo se pode negar, e nisto testemunhos histéricos sao
abundantes, que as concepcdes teoldgicas e filosdficas de Cantor o aproximam de uma
postura platonica. Essa postura estava em franca oposicado as de alguns matematicos que,
a sua época, defendiam com igual intensidade tanto a axiomadtica formal como a idéia de
um infinito potencial aristotélico. Assim, o platonismo de Cantor ndo pode ser colocado
como coadjuvante neste enredo, sob pena de esvaziarmos o significado filoséfico de sua
teoria.

Este esvaziamento filoséfico acabou sendo realizado por uma vasta literatura

37 Vide secdo sobre Platio (andlise dos didlogos Filebo e Parménides), na qual um raciocinio semelhante é
apresentado.
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especializada que, de certa forma, ignorou muitos, ou quase todos, aspectos nao-
matemadticos envolvidos nos trabalhos de Cantor, ndo se dando conta, principalmente,
daqueles que envolviam suas concepgoes filoséficas e teoldgicas.

Ao assumirem esta postura, muitos pesquisadores acabaram por ignorar parte
substancial das motivagdes que levaram Cantor a ndo se preocupar, por exemplo, em
construir um modelo axiomético formal para a sua teoria®®.

Exemplo disso € que um dos principais alvos de ataque a teoria naive €, entre
outros, sua base, qual seja, a definicdo de conjunto fornecida nos Grundlagen. E, vez por
outra, denunciada a fragilidade dessa definicdo, suscitando uma controvérsia acerca do
que pode e do que ndo pode ser considerado uma cole¢do, uma totalidade, ou mesmo
sobre aquilo que pode conferir significado ao termo objeto.

Além disso, a defini¢do dos Grundlagen limita a concep¢ao de conjunto somente
aqueles objetos que podem ser reunidos, como uma cole¢ao totalizada, em nossa intuicao
ou pensamento. Ndo € necessdrio dizer que isto limita a classe dos conjuntos somente
aquilo que nos € acessivel ao intelecto. E saber o que nos € acessivel ao intelecto, por si
s0, ja representa uma acirrada e muitas vezes infrutifera disputa filoséfica. Por outro lado,
o conjunto vazio pode ndo ser contemplado por esta definicdo, ja que para todo conjunto
¢ pressuposta uma colecdo de objetos definidos.

H4 ainda, na definicdo de 1883, o uso explicito dos termos ‘“pensamento” e
“intuicdo”, o que, também, justificaria longas discussdes. Nao é de espantar que
matematicos e filésofos considerem a definicdo dos Grundlagen como problematica e
fonte de polémicas interminaveis.

Como se todas estas dificuldades ainda ndo fossem suficientes, ainda existe a
polémica em torno das antinomias, derivadas de uma leitura axiomatizada da concepg¢ao
naive da teoria de conjuntos. Assim, para os criticos mais dcidos, e entre eles
encontramos Kronecker e Poincaré, essa definicio dos Grundlagen deixou de ser estéril

para se tornar fértil em inconsisténcias®’.

38 Ver Viero 1997, p.7-109
% Para a obtencio de uma prova da inconsisténcia da teoria naive a partir da perspectiva axiomética ver
Viero 1997, p.51-52.
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2.3 A fundamentagdo filoséfica do infinito cantoriano

Com o aparecimento da concepcdo aristotélica de infinito, esta paulatinamente
passou a predominar em filosofia e em matematica, tornando-se o pensamento oficial
sobre o assunto.

E justamente essa matriz teérica sobre o conceito de infinito que tomaremos
como paradigma (Kuhn 2003)*°. Do nosso ponto de vista, este paradigma sofreu um
severo golpe, a partir dos séculos XIX e XX, com o surgimento da teoria dos nimeros
transfinitos de Cantor.

Sabemos que a influencia do paradigma aristotélico do infinito nio se limitou
aos escolasticos, atingindo também os filésofos do século XVII e XVIII e chegando até
aos nossos dias.

Certamente Cantor ndo estava alheio a grande novidade que estava a ponto de
introduzir e a conseqiiente oposicdo que sofreria, tanto por parte de matematicos, como
pelos filésofos e, até mesmo, por tedlogos e religiosos em geral. Prova disso € que parte
dos Grundlagen, além de muitos outros escritos posteriores, foi resultado de um esforco
em fornecer argumentacdes extra-matemadticas a essa idéia radicalmente contréria a longa
tradi¢do fundada pelo infinito potencial aristotélico.

Segundo a férmula aristotélica existiriam, em ato, apenas nimeros finitos. Como
conseqiiéncia disso, conjuntos infinitos ndo existiriam como formas (idéias) completas.
Isto é, apenas conjuntos finitos poderiam receber um nimero ou, em outras palavras, ser
enumerados. A possibilidade de enumeracdo de conjuntos infinitos ficava absolutamente
excluida.

Um exemplo do tipo de argumentac@o bastante utilizada contra a existéncia de
nameros infinitos era a de que esta existéncia faria colapsar verdades matematicas bem
consolidadas como, por exemplo, uma bem conhecida propriedade da adi¢do na qual,
dados quaisquer nimeros inteiros positivos a € b, a+b> a e a+b> b. O que também
pode ser expresso pela formula: o todo é sempre maior que a parte.

Porém Cantor entende que a proibicdo, em principio, da consideracdo de
conjuntos infinitos completos e enumerdveis nao estava suficientemente justificada.

Assevera ele que € possivel realizar uma aritmética para nimeros infinitos sem, com isso,

40 Explicitaremos em detalhes o uso do conceito de Paradigma nos dois capitulos seguintes.
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gerar inconsisténcias com as propriedades da aritmética para nimeros finitos:

All so-called proofs of the impossibility of actually infinite numbers are, as
may be shown in every particular case and also on general grounds, false in
that they begin by attributing to the numbers in question all the properties
of finite numbers, whereas the infinite numbers, if they are to be thinkable
in any form, must constitute quite a new kind of number as opposed to the
finite numbers, and the nature of this new kind of number is dependent on
the nature of things and is an object of investigation, but not of our

arbitrariness or our prejudice.
(Cantor 1955[1897], p.74)

De seu ponto de vista, uma aritmética infinitdria ndo faz colapsar a aritmética

finitdria. Trata-se de uma extensdo inteiramente nova do campo das propriedades

aritméticas e nao de simples geracdo de antinomias. Indo bastante além nas idéias de

desbravadores como Leibniz e Bolzano, Cantor entendeu que é possivel quantificar o

infinito, causando espanto na comunidade matematica.

Esse espanto se alastrou pela comunidade filosé6fica e atingiu, até mesmo, alguns

importantes setores da Igreja que ndo concordavam com a forma como as coisas se

encaminhavam no sentido da subversdo do paradigma vigente. Basicamente, para os

defensores desse paradigma, o infinito tem somente a si mesmo como medida, nao

estando ao alcance da razdo humana legislar sobre ele.

2.3.1 Os aspectos religiosos

Lembro que Cantor era de ascendéncia judaica e que hd, na tradi¢do mistica do povo judeu,
a idéia de Moisés como intérprete da voz divina para os filhos de Israel. Essa visdo foi
desenvolvida, mais radicalmente, por Maimonides, cujo pensamento encontra, no Rabino
Mendel de Rymandv, seu mais importante porta voz. Segundo este, tudo o que Israel ouvira
da revelagcdo no Monte Sinai foi o Aleph, com que o texto biblico comega o primeiro
Mandamento — o Aleph da palavra ‘anokhi’ (eu). Alids, o aleph sempre foi tido, pelos
cabalistas, como a raiz espiritual de todas as outras letras, encompassando, em sua
esséncia, o alfabeto todo e, portanto, todos os outros elementos do discurso humano. Mas,
owvir o Aleph é ouvir quase nada, ndo transmite um significado especifico. No entanto, por
isso, o ocorrido no Monte Sinai transforma-se em uma revelagdo mistica, impregnada de um
significado infinito e que, para tornar-se uma fundamentagdo da autoridade religiosa, deve
ser traduzida na linguagem humana. Foi o que fez Moisés.

Ouso interpretar que ao escolher o Aleph para representar as infinidades, mesmo que ndo
conscientemente, Cantor chama para si o papel de Moisés, vertendo para a lingua dos
homens a, até entdo, inconcebida linguagem do infinito

Irineu Bicudo*'.

! Bicudo 2003, p.20.
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Com a discussdo dos aspectos religiosos envolvidos na idéia de infinito em
Cantor, queremos deixar claro que nela podemos encontrar uma complexidade que
transcende a estrutura puramente matematica dos Grundlagen e dos Beitrdge, indo se
acomodar em ambitos cuja importancia ndo pode ser ignorada se pretendemos conhecer
as bases mais fundamentais que motivaram e sustentaram esses trabalhos.

Nos anos que se seguiram a publicacdo dos Grundlagen Cantor se viu envolto
em uma polémica religiosa envolvendo sua nova teoria sobre o infinito atual (Dauben
1979). Segundo uma determinada tradicdo teoldgica, uma teoria como a de Cantor
poderia ser interpretada como contrdria ao pensamento oficial da Igreja, pensamento este
que havia sido expresso desde o Papa Jodo XXI*.

Alguns padres da alta cupula do Vaticano ndo viam com bons olhos uma teoria a
respeito de colecdes infinitas e completadas de nimeros, pois isto poderia significar a
racionalizacdo sobre a propria poténcia divina e o reavivamento de uma antiga disputa
entre tedlogos.

Esta disputa pode ser resumida como a oposi¢do entre os tedlogos que
afirmavam que as ciéncias deveriam se acomodar as verdades da Igreja, nesse grupo se
encontrava o préprio Papa Leo XIII como lider dos denominados tomistas, e aqueles
outros que acreditavam que as afirmacdes das ciéncias ndo necessariamente se
colocariam de maneira antagdnica a essas verdades. Esses ultimos eram denominados
neo-tomistas.

Dentro desse contexto, é importante mencionar um artigo de 1886 de Constantin
Gutberlet, um importante estudioso de questdes filoséficas e teoldgicas que encabegava o
movimento neo-tomista na Alemanha®’. No interior dessas discussdes, Gutberlet era um
defensor da tendéncia que apoiava o livre desenvolvimento das ciéncias.

Para ele, o estudo do infinito atual na matemética representava um desses fatos
cientificos que ndo poderiam ser ignorados nas discussdes de ordem teoldgica. Em
particular, porque os estudos de Cantor se conformavam com a sua prépria argumentagao
no sentido de provar a existéncia de um tipo teoldgico de infinito atual. Argumentacao

essa que, nesse momento especifico, sofria muitos ataques dos tomistas, principalmente,

2 Ver discussdo realizada no primeiro capitulo, principalmente a se¢io dedicada aos medievais.
“ Ver Dauben 1979, p.140-148
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de Caspar Isenkrahe.

A contra-argumentacdo de Isenkrahe tinha por base um tipo de argumentacao
classica*’. A defesa dessa tradicao conduzia Isenkrahe a conclusdo de que as assungdes
de Gutberlet implicavam em uma flagrante contradicdo. Isto €, o conceito de infinito
atual era evidentemente problematico, para ndo dizer auto-contraditdrio.

Os detalhes do debate entre Isenkrahe e Gutberlet importam menos que a
estratégia adotada por Gutberlet para proteger as suas proprias idéias. Essa estratégia
consistia, justamente, em defender o infinito atual de Cantor, como uma conseqii€éncia da
natureza mesma de Deus. Em suma, se Deus existe, como ser onipotente, entao os
nimeros transfinitos de Cantor devem necessariamente existir, como uma conseqiiéncia

natural dessa onipoténcia.

But in the absolute mind the entire sequence is always in actual
consciousness, without any possibility of increase in the knowledge or
contemplation of a new member of the sequence.

(Gutberlet 1886, in Dauben 1979, p. 143)

Nos termos da argumentacao de Gutberlet, um infinito outro que nao o atual nao
poderia representar o verdadeiro infinito, j4 que um infinito concebido como meramente
potencial contradiz a onipoténcia divina. Essa onipoténcia deveria garantir, portanto, a
existéncia, ou a realidade in abstrato, tanto de uma solucdo para a Hipdtese do
Continuum como, também, da cole¢ao completada de todos os nimeros reais. Contudo, é
necessario explicitar em que termos estd pautada, para Gutberlet, a existéncia do infinito
atual, garantida pela onipoténcia de Deus.

Mas também, e igualmente por razdes puramente teoldgicas, Gutberlet negava
enfaticamente a existéncia in concreto de um infinito atual. E sabido que a aproximacio
entre a poténcia infinita de Deus e o mundo concreto gera, no interior das discussoes
religiosas, uma postura panteista considerada oficialmente herética pelo decreto do Papa
Pio IX, de 1861*. Assim, é compreensivel porque, tanto Gutberlet como seu professor, o
Cardeal Franzelin, membro do Conselho do Vaticano, s6 podiam admitir a colecao

infinita completada de nimeros transfinitos in abstrato € nao como natura naturata, ou in

* Ver a sec¢do dedicada aos medievais, principalmente o momento sobre Sio Tomas de Aquino, no
primeiro capitulo deste trabalho.
* Como ilustres defensores da posi¢io Panteista encontramos Giordano Bruno e Spinoza.
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concreto, como pretendia Cantor (Dauben 1979).

Devemos lembrar que o fervor religioso de Cantor era tal que o mantinha em
estreita relacdo, através de uma constante troca de correspondéncias, com diversas
personalidades do interior da Igreja Romana. Entre eles estava o proprio Cardeal
Franzelin, ao qual, em uma carta datada de 22 de Janeiro de 1886, Cantor explicita sua
distin¢@o entre (1) Infinitum aeternum increatum sive naturata e (2) Infinitum creatum
sive Trasfinitum, acreditando, com isso, poder resgatar, em sua teoria, uma visdo do
infinito atual in concreto e, a0 mesmo tempo, afastar definitivamente o problema do
Panteismo.

Para ele, o atributo (1) as entidades infinitas, reservava-se exclusivamente a
instancia divina, enquanto (2) poderia ser atribuido, sem problemas, a uma determinada
realidade concreta.

Esta realidade concreta e infinita teria comegado a se revelar, como tal, através
da colecdo dos nimeros transfinitos. Estes representariam, in abstrato, a colec¢do infinita
atual dos objetos existentes no universo criado. Assim, acreditava Cantor, seu infinito
poderia ser aceito pela Igreja nao apenas como um infinito l6gico, mas também como um
infinito concreto, prova da poténcia criadora de Deus (Dauben 1979).

O infinito absoluto estaria reservado a Deus, enquanto que o transfinito atual
seria uma qualidade do Universo criado. E, com essa distin¢gdo, Cantor conseguiu vencer

as ultimas resisténcias que Franzelin ainda impunha ao seu infinito atual.

Thus the two concepts of the Absolute-Infinite and the Actual-Infinite in
the created world or in the Transfinitum are essentially different, so that in
comparing the two one must only describe the former as properly Infinite,
the latter as improperly and equivocally infinite. When conceived in this
way, so far as I can see at present, there is no danger to religious truths in
your concept of the Transfinitum.

(Franzelin, em Dauben 1979, p.146)

O endosso da teoria dos nimeros transfinitos, por parte da Igreja, é realizado,
como se V€, em termos pouco elogiosos e mesmo diversos do status que Cantor almejava
para o seu infinito atual, isto €, como infinito em sentido préprio. No entanto, Cantor
estava bastante satisfeito, e até mesmo orgulhoso, por sua conquista junto a uma das
autoridades religiosas mais proximas do Papa. Essa conciliacdo estava de acordo com os

seus impulsos mais intimos de vocagdo e contribui¢do religiosa. Esses impulsos aparecem

137



na forma de sua ontologia dos nimeros.

Acreditamos que esses comentdrios sdo importantes para que doravante
possamos sopesar de maneira mais equilibrada nossas consideragdes acerca do contexto
em que a ontologia dos nimeros transfinitos se coloca. Trata-se de um contexto que nao
se reduz, exclusivamente, aos anseios puramente matematicos, assim como reitera

Dauben:

In fact, for him the mathematical, metaphysical, and theological aspects of
his transfinite set theory were mutually reinforcing. Cantor was convinced
that his discoveries were not only essential for the future development of
pure mathematics but that set theory could even be used to refine
philosophy and to support theology.

(Dauben 1979, p.119)

Para Cantor, a existéncia dos ndmeros transfinitos poderia ser compreendida
tanto a priori como a posteriori (Dauben 1979). O primeiro nivel de existéncia dos
nimeros transfinitos, a existéncia a priori, estaria garantido pela propria existéncia de
Deus. Isto é, uma vez assumida a perfeicdo de um ser criador onipotente, e aqui Cantor
parece tomar emprestada a argumentacdo de Gutberlet, a colecdo dos ndmeros
transfinitos seria nao apenas uma possibilidade, mas uma necessidade.

O segundo nivel de existéncia, a posteriori, poderia ser verificado com o auxilio
das ciéncias naturais. Na medida em que uma colec¢ao finita de enunciados, por maior que
fosse essa colecdo, ndo poderia jamais explicar completamente o menor dos fendomenos
empiricos, vé-se garantida a necessidade da assun¢do de um ftransfinitum em uma
realidade do tipo natura naturata. Ou seja, somente uma colecdo infinita de enunciados
seria suficiente para explicar completamente os fendmenos naturais. Dai a necessidade,

para Cantor, da aceitac¢do do transfinitum in concreto.

2.3.2 Ontologia do Transfinito

Dedicar-nos-emos agora a tentar compreender com mais detalhes a filosofia que
serve de suporte a essa nova concep¢ao de infinito em Cantor. Esta filosofia se resume,
basicamente, a uma ontologia dos nimeros transfinitos que, por sua vez, para alguns
historiadores, estd fundada numa especial forma de platonismo.

Esta ontologia constitui o cerne filos6fico do posicionamento cantoriano acerca

da existéncia dos nimeros transfinitos e, também, aquilo que consideramos ser uma mé
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compreensdo da oposi¢do entre concepgdo naive e concepcdo axiomatica da teoria de
conjuntos.

E essencial tentar entender um pouco melhor essa concepcio ontolégica dos
nimeros para compreender, por exemplo, porque Cantor ndo enxergava como
problematica sua defini¢ao de conjunto, ao contrério dos adeptos da axiomatica formal.

Assim, faz-se necessdrio, em primeiro lugar, penetrar na distincdo cantoriana
entre “realidade imanente” ou “realidade intra-subjetiva” e ‘“‘realidade transiente” ou

“realidade trans-subjetiva”.

Sobre o primeiro tipo de realidade Cantor nos diz:

First, we may regard the whole numbers as real in so far as, on the basis of
definitions, they occupy an entirely determinate place in our understanding,
are well distinguished from all other parts of our thought and stand to them
in determinate relationships, and thus modify the substance of our minds in
a determinate way.

(Cantor, em Tait 1998, p.12, grifos nossos).

E sobre a segunda forma de realidade acrescenta:

But then, reality can also be ascribed to numbers to the extent that they
must be taken as an expression or copy of the events and relationships in
the external world which confronts the intellect, or to the extent that, for
instance, the various number classes are representatives of powers that
actually occur in physical or mental nature.

(Cantor, emTait 1998, p.12).

Antes de tudo, € importante notar que nos Grundlagen Cantor usa de maneira
distinta os termos reellen e realen para se referir aos nimeros. A expressdao reellen
Zahlen é usada para se referir aos nimeros reais de maneira técnica, isto €, como um
determinado conjunto de nimeros, denotado por R, que se diferencia de outros grupos de
ndmeros como, por exemplo, os nimeros naturais. J4 a expressao realen Zahlen, possui
um sentido extra-matemético, um sentido ontoldgico.

Os realen Zahlen sdo aqueles nimeros cuja existéncia transcende o puro
formalismo. Ou seja, sd3o nimeros que existem de maneira concreta e atual, sa3o ndmeros
que possuem uma concretude em uma dada realidade, seja ela imanente ou transiente
(Dauben 1979).

Para Cantor, seus ndmeros transfinitos podem al¢ar o mesmo status ontolégico

que os numeros inteiros positivos. Ou seja, tanto os nimeros finitos como os infinitos

139



estdo fundados nos mesmos principios intuitivos. Do mesmo modo como € possivel
atribuir, ou enumerar, colecdes finitas de maneira bastante natural e intuitiva, igualmente
€ possivel realizar o mesmo procedimento com cole¢des infinitas.

Como os numeros finitos encontram suporte em uma dada intui¢do do mundo,
servindo como representacdes matematicas para grupos de objetos, também os nimeros
infinitos possuiriam um referencial no mundo fisico. Os numeros infinitos seriam
legitimos representantes matemdticos de vdrias instancias fisicas e, assim sendo,
encontrariam suporte em uma realidade objetiva, realidade transiente.

Quando indagado sobre quais instancias fisicas os nimeros transfinitos seriam
representantes matemdticos, Cantor se aproveita da terminologia de Leibniz e propde,
como resposta, a seguinte pergunta: Qual € a poténcia do conjunto de todas as
ménadas?*® Ainda que ndo forneca uma resposta precisa A sua prépria pergunta, sente
que ha fortes motivos para acreditar que a matemadtica dos nimeros transfinitos pode ser
uma grande auxiliar em fisica tedrica e aplicada.

No entanto, a teoria dos ndmeros transfinitos e, com ela, a totalidade da teoria
dos conjuntos nao precisava, em principio, desempenhar qualquer papel numa realidade
fisica dada, assim como € entendida a realidade transiente ou objetiva. Sua matemética
era acima de tudo uma matemadtica livre, expressdo que preferia no lugar da usual
matemdtica pura. Por matemdtica livre, Cantor entendia uma matemdtica cujo Unico
critério de existéncia para seus objetos fosse a consisténcia.

Assim, seus numeros transfinitos possuem uma existéncia intrasubjetiva
garantida pela consisténcia. Nesse sentido, sua defini¢do de conjunto, presente nos
Grundlagen, ndo representa uma dificuldade em sua teoria, pois se funda, justamente, na
concepcao ontoldgica segundo a qual o nimero é um objeto real.

Sua concepgio tedrica estd, portanto, voltada para uma postura classica (naive)
em que, em um primeiro momento, justificativas ontolégicas sd@o necessdrias para a
apreciacdo de certos conceitos, assim como para a atestacdo da existéncia dos objetos que
recaem sob eles. O reconhecimento das verdades dos enunciados que podem ser
proferidos sobre ambos é fornecido pela consisténcia de uma determinada teoria que

também garante a existéncia desses conceitos e objetos.

46 Ver referéncia a carta de Mittag-Leffler de 14 de Novembro de 1884, in: Dauben 1979, p.126.
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Desde que a existéncia, in abstrato, dos nimeros transfinitos estd fundada na
intuicdo de uma dada realidade e desde que as principais asser¢des verdadeiras sobre eles
sdo dadas pela teoria dos numeros transfinitos, entdo os conjuntos, em particular
conjuntos transfinitos, sao entidades legitimas do ponto de vista da ontologia platonica de
Cantor.

Aqueles que discordavam disto ou ndo estavam de acordo com a sua ontologia
— neste caso se trata de uma discordincia de principios, ndo necessariamente
matematicos —, ou ndo compreendiam a natureza de sua distin¢do entre multiplicidades
consistentes e multiplicidades inconsistentes. No entender de Cantor, ambas
multiplicidades existiam. No entanto, s6 sobre as primeiras era legitimo formular
enunciados matemadticos e julgé-los verdadeiros.

E interessante comparar agora a definicdo de conjunto dos Grundlagen com uma

defini¢do posterior.

I call a manifold (an aggregate [Inbegriff], a set) of elements, which belong
to any conceptual sphere, well-defined, if on the basis of its definition and
in consequence of the logical principle of excluded middle, it must be
recognized that it is internally determined whether an arbitrary object of
this conceptual sphere belongs to the manifold or not, and also, whether
two objects in the set, in spite of formal differences in the manner in which
they are given, are equal or not. In general the relevant distinctions cannot
in practice be made with certainty and exactness by the capabilities or
methods presently available. But that is not of any concern. The only
concern is the internal determination from which in concrete cases, where
it is required, an actual (external) determination is to be developed by
means of a perfection of resources.

(Cantor 1932, p. 150, Tait 1998, p.4)

7z

O que podemos entender de imediato ¢ que esta ndo € uma nova versdo de
definicdo de conjunto, introduzida para substituir a dos Grundlagen ou aquela que
encontramos nos Beitrdge. Trata-se tdo somente da explicitacdo de um caso particular, a
saber, o de conjuntos bem definidos.

Cantor estava preocupado em salientar uma disting@o crucial para a qual, ao que
tudo indica, poucos tinham dedicado a devida atencdo, qual seja: a distin¢do vital entre

7

e g . . . . 4
multiplicidades consistentes e inconsistentes .

Ao mesmo tempo, também estava preocupado em reforcar a concep¢do de uma

*7 Para verificar esta problematica recomendamos Viero 1997 (Capitulo 3.2) e Casanave 1995.
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matemdtica livre, isto é, desprendida de quaisquer condi¢des externas do sujeito.

Para legitimar essa matematica livre, Cantor assume que certas entidades, entre
elas os objetos de uma esfera conceitual, assim como os proprios conjuntos, devem estar
previamente presentes e acessiveis a uma mente dotada dos principios 16gicos que lhes
permita manipula-los devidamente.

Contudo, apesar da liberdade propiciada pela realidade imanente, Cantor nao
exclui a participagdo da matemadtica em momentos concretos da realidade transiente.
Estes momentos envolveriam recursos e desenvolvimentos particulares e contingentes,
para cada caso e para cada época especifica.

E claro que de um ponto de vista mais rigoroso, ou formal, a definicio de
conjunto apresentada acima ainda incorre em algumas deficiéncias a serem reparadas
como, por exemplo, uma melhor definicdo de uma esfera conceitual. No entanto, é
importante tomar o cuidado necessario para ndo se tomar os critérios de uma concepcao
axiomdtica, qualquer que ela seja, para julgar um dominio de afirmagdes que nao
partilham dos mesmos pressupostos.

Cantor ndo pretendia erguer a sua teoria nas mesmas bases do que veio a ser a
axiomadtica formal e, portanto, ndo estava preocupado com o que, a partir deste ponto de
vista, poderiam ser considerados como excessos e/ou deficiéncias, visto que suas
defini¢Ges sucessivamente apelavam para pressupostos extra-tedricos.

Ainda assim, Cantor tem o cuidado de salientar que uma esfera conceitual s6
pode fazer referéncia aquela da aritmética, da teoria das funcdes e da geometria. No
entanto, a principio, isto em nada impediria que outras esferas conceituais pudessem
futuramente ser consideradas a partir dos desenvolvimentos dos métodos e dos recursos
técnicos que se tornassem disponiveis.

O que isto quer dizer € que a defini¢do acima e a ontologia de Cantor sdo
suficientemente amplas para abranger tanto os objetos puramente abstratos, tais como 0s
nimeros, como aqueles da ordem do mundo concreto, perfazendo, assim, a base de uma
matematica que pode ser considerada tanto livre como aplicada.

Ou seja, a realidade intra-subjetiva nao descarta a realidade trans-subjetiva. Ha
apenas, por assim dizer, uma prioridade 16gica, uma ordem, em que a primeira antecede,

necessariamente, a segunda para a constru¢cdo de uma compreensao intelectual de mundo.
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Ou seja, a apreensdo matemadtica de uma realidade intra-subjetiva nao pressupde a

apreensdao matematica de uma realidade trans-subjetiva, porém ambas realidades existem.

143



3. THOMAS KUHN: UMA NOVA HISTORIOGRAFIA
PARA AS CIENCIAS

Kuhn, em A Estrutura das Revolugoes Cientificas®™ (1962), chama a atencao
para o modo como temos encarado, desde ha muito, a filosofia e a histéria da ciéncia.
Segundo ele, é lugar comum a crenca na idéia de que o fazer cientifico € um processo
cumulativo em seu contetdo e evolutivo em sua marcha.

Desde o inicio de seu livro, Kuhn defende a posi¢do de que existem diferentes
formas de contar a histéria das muitas ciéncias particulares e da ci€éncia em geral. A mais
cristalizada, contudo, € a que pode ser denominada de histéria oficial. Esta apresenta a
ciéncia por meio de cartilhas, manuais, compéndios, enciclopédias etc. A principal
caracteristica da histdria oficial da ci€ncia € apresentar o conhecimento cientifico como o
produto de um continuo e pacifico desenvolvimento da racionalidade humana.
Desenvolvimento este que nos aparece como um progresso necessario do puro exercicio
do intelecto humano.

Kuhn aponta, entretanto, para uma interpretacdo da histéria das ciéncias na qual
as mudancgas e os desenvolvimentos se ddo por meio do que passou a chamar de
revolucdes cientificas. Essa caracteristica revoluciondria da pratica cientifica ndo faz
parte da histdria oficial da ciéncia.

E, portanto, esta interpretacio de uma ciéncia revoluciondria, ndo-linear,
descontinua, repleta de elementos determinantes outros que ndo a pura racionalidade, e
que nao sdo narrados nos livros escolares, que Thomas Kuhn se esfor¢ca em esmiugar
durante toda A Estrutura das Revolugoes C ientl’ficas49.

O nosso objetivo € mostrar que algo muito semelhante ao explicitado por Kuhn,
em A Estrutura, também pode ser observado, num panorama mais aberto de
consideracdo. Este panorama pode receber o rotulo de filosofia da matemadtica. Para
tanto, tomaremos um momento isolado da histéria da matemadtica que mostra, como
nenhum outro, a tentativa de racionalizacdo e de representacdo daquilo que nos
acostumamos a chamar de Problema do infinito.

Desse modo, faremos aqui um apanhado que nos permitird observar o esquema

“ Utilizamo-nos aqui, em grande parte, da 8* edicdo de 2003.
% Passaremos a nos referir a esta obra simplesmente como A Estrutura.
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geral no qual se acomodam os elementos constitutivos da filosofia da ciéncia de Kuhn.
Esta é por ele apresentada de maneira bastante detalhada e cuidadosa, contudo nos
deteremos naquilo que consideramos ser o mais essencial para a sua compreensao, tendo

em foco 0s nossos objetivos especificos.

3.1 Paradigma

Kuhn reconhece que sua escolha do termo paradigma, assim como o uso que
dele € feito no corpo de A Estrutura, pode sugerir algumas interpretacdes diferentes
daquela que ele mesmo tentou conferir a este conceito, no inicio de seu prefacio a esta

obra, quando afirma, por exemplo:

Considero “paradigmas” as realizacdes cientificas universalmente
reconhecidas que, durante algum tempo, fornecem problemas e solucdes
modelares para uma comunidade de praticantes de uma ciéncia.

(Kuhn 2003, p.13)

Nao entraremos nas discussdes sobre os motivos que conduziram Kuhn a uma
reformulacio de sua apresentacdo do conceito na reedicdo de seu livro™". De modo que
simplesmente tomaremos este termo nos dois sentidos oficialmente reconhecidos por

Kuhn e reafirmados por ele no Posfdcio de 1969:

Percebe-se rapidamente que na maior parte do livro o termo "paradigma" é
usado em dois sentidos diferentes. De um lado, indica toda a constelacdo
de crencas, valores, técnicas etc., partilhadas pelos membros de uma
comunidade determinada. De outro, denota um tipo de elemento dessa
constelagcdo: as solucdes concretas de quebra-cabecas que, empregadas
como modelos ou exemplos, podem substituir regras explicitas como base
para a solugdo dos restantes quebra-cabecas da ciéncia normal.

(Kuhn 2003, p.220)

O primeiro sentido, também chamado por Kuhn de “sociolégico”, é bastante
geral e reine as crengas, as técnicas e os valores que sdo compartilhados por uma
comunidade qualquer, em particular pelas comunidades cientificas. Podemos entender
este sentido socioldgico do termo como um acordo ticito ou explicito, bastante amplo,

entre os membros de uma determinada comunidade de pesquisa cientifica. Sob o

5 A . . . ~ .

% Essas polémicas giram em torno, principalmente, das diversas acusacdes de que Kuhn estivera tentando
transformar a narrativa da pratica cientifica em um amontoado de afirmacdes subjetivas, irracionais ou
relativistas.
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emblema deste acordo, encontramos as normas, os objetivos, a linguagem e os ideais
assumidos pelo grupo de pesquisadores que o compartilham.

Nesse sentido amplo ou socioldgico, paradigma se assemelha a uma “bandeira”,
a um “emblema”. Paradigma ¢ algo a ser defendido e fortalecido pela prética didria que,
ao mesmo tempo, obedece, justamente, os preceitos fornecidos pelo préprio paradigma.
Portanto, o paradigma fornece a coesdo da comunidade cientifica e esta, com suas
realizagdes, consolida o paradigma. Percebemos que, em principio, este sentido do termo
ja oferece dificuldades de interpretacdo, principalmente devido a complexidade inerente
ao conceito.

Essa compreensdo complexa do termo € importante porque nos empurra, de
imediato, para uma interpretacdo ndo linear do processo de amadurecimento de uma
comunidade, especialmente de uma comunidade cientifica e de suas praticas habituais ou
andmalas. Isso, por si sO, ja bastaria para colocar Kuhn em uma rota direta de colisdo
com a concepgdo classica de desenvolvimento da ciéncia. Os defensores dessa concepgao
mais tradicional irdo dizer que essa complexidade também pode ser interpretada como
uma certa imprecisao, na defini¢ao do conceito de paradigma.

De modo que, para os opositores de Kuhn, essa definicdo ampla abre espaco
para pesadas criticas, todas elas baseadas na circularidade de sua definicao de paradigma.
Assim, se fosse reescrever o seu livro, diz Kuhn, o faria de modo a evitar essa
circularidade que, segundo ele, representa uma dificuldade real em sua obra. Em seu
entender, essa circularidade seria evitada definindo comunidade cientifica de maneira

independente da no¢do de paradigma:

As comunidades podem e devem ser isoladas sem recurso prévio aos
paradigmas; em seguida esses podem ser descobertos através do escrutinio
do comportamento dos membros de uma comunidade dada.

(Kuhn 2003, p.221-222)

E com esse objetivo em mente, fornece uma proto-definicio de comunidade
cientifica, que ele supde estar afastada de qualquer apelo a idéia de paradigma. Trata-se,
segundo ele, de uma nocao intuitiva de comunidade, que é compartilhada amplamente

por cientistas, soci6logos e por muitos historiadores:

De acordo com essa concep¢do, uma comunidade cientifica é formada
pelos praticantes de uma especialidade cientifica. Estes foram submetidos a
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uma inicia¢do profissional e a uma educagdo similares, numa extensdao sem
paralelos na maioria das outras disciplinas. Neste processo absorveram a
mesma literatura técnica e dela retiraram muitas das mesmas licdes.

(Kuhn 2003, p.222)

Todos os membros dessas comunidades, maiores ou menores, podem ser
facilmente identificados por apresentarem uma ou muitas das caracteristicas que o0s
definem enquanto tais. Entre essas diversas caracteristicas podemos destacar aquelas
mais evidentes, como as altas titulagdes, a participacdo em grupos de pesquisa vinculados
a respeitadas instituicdes de ensino e a producdo bibliografica como artigos para
periddicos cientificos, livros etc.

A noc¢do de comunidade, acima citada, admite ainda um escalonamento, uma
hierarquizacdo, em diversos graus e etapas, desta identificacdo técnica e profissional que
ocorre entre os membros de uma comunidade. H4 nas comunidades cientificas grupos e
subgrupos cooperando e competindo entre si. Dependendo do nivel de especializacdo em
que se encontram, esses grupos podem compartilhar critérios mais gerais ou mais
especificos de pratica cientifica.

Disto entendemos que ha a possibilidade real de paradigmas mais especificos,
que se acomodam no interior de paradigmas mais amplos, cada um deles orientando as
atividades cientificas em diversos niveis e determinando o grau de especializacdo das
comunidades de pesquisadores.

Em resumo, um paradigma € algo que € partilhado, em maior ou menor grau, por
estas pessoas que sdo, assim, identificadas como membros de uma comunidade cientifica.
Os paradigmas também se apresentam em niveis bastante diversos, sendo mais gerais e
abertos, ou mais especificos e limitados, dependendo da comunidade a que dizem
respeito. E podemos, até mesmo, encontrar paradigmas competidores ou cooperadores
dentro de paradigmas cada vez mais amplos.

Ainda neste primeiro sentido de paradigma, Kuhn apresenta, pelo menos, quatro
aspectos que melhor esclarecem o teor do que entendemos como um compartilhamento
de compromissos. O ultimo desses quatro aspectos condensa, em si, o sentido
filosoficamente mais importante para Kuhn. E, também, aquele aspecto que mais atraiu
as criticas de seus adversdrios. Por este motivo, Kuhn dedica a esse quarto aspecto uma

atencao especial, conferindo-lhe a responsabilidade de trazer, consigo, o segundo sentido
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de paradigma que serd analisado em seguida por meio de um escrutinio de seus aspectos
mais relevantes, sdo eles: as generalizacOes simbodlicas, as crencgas, os valores e o0s

exemplares.

3.1.1 Generalizac6es simbdlicas

Sao férmulas, ou expressdes, que podem se apresentar na forma de simbolos,
como os simbolos 16gicos, por exemplo, e que codificam chaves, ou rétulos, basilares
para a compreensdo de determinados modelos tedricos. Essas chaves simbdlicas servem
como base investigativa, ou como pontos de partida, que sdo largamente aceitos pelo
grupo e que raramente t€m sua validade questionada dentro de uma prética cientifica
pacifica. Trata-se aqui daqueles principios mais fundamentais, assumidos por esta ou por
aquela ciéncia, para o inicio do trabalho investigativo. Estes principios sao traduzidos em
expressdes que concentram, em si, grande poder de sintese.

O membro de uma comunidade cientifica especifica deve ser um bom
manipulador dessas generalizacdes formais. Assim, mesmo que elas ndo sejam essenciais
para a compreensdo dos conceitos centrais das disciplinas, acabam se tornando critério de
avaliacdo do poder de seus defensores e também de seus criticos. Constituem, portanto,
uma linguagem especifica, técnica, e desempenham papel central no fortalecimento

interno da comunidade de pesquisadores.

3.1.2 Crencas

As crencgas sdo aspectos muito relevantes na consolidacao, tanto dos paradigmas,
como das comunidades cientificas. Kuhn menciona a crenga em modelos ou metaforas
explicativas, que sdo analogias entre teorias diversas cumprindo um fim quase sempre
didatico’".

Essas analogias e paralelos dependem de nossa disposi¢do pessoal em aceitd-los
como possiveis. Uma vez aceitos, estes passam a ser utilizados de maneira propedéutica,
reforcando ainda mais a crenca de que correspondem a uma modelizacdo possivel da
realidade. Como exemplo, podemos citar a analogia do circuito elétrico com um sistema

hidrodinamico em equilibrio, ou ainda a comparagdo exaustivamente realizada nas

5 . . . o« 1.0 Lo . « 2,0
! Poderiamos substituir a palavra “didatico” por “catequético”, para ajustarmos a idéia de crenca com a de
fé.
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escolas primdrias entre o sistema solar e a disposi¢ao dos elétrons em torno do nicleo de
um atomo.

Esses exemplos ilustram o compromisso de grupos de pesquisadores com tipos
de modelos heuristicos e/ou ontolégicos que dependem, exclusivamente, de uma
disposic@o intencional especifica; neste caso, a crenga. Os resultados das pesquisas
fornecem os indicios necessdrios para que a crenca nesses modelos seja estimulada ou

desaconselhada.

3.1.3 Valores

Os valores constituem o aspecto do paradigma que se estende por sobre as
comunidades, atingindo-as de maneira relativamente comum. Diferentemente do que
costuma acontecer com as generalizacdes simbolicas, que aparecem como uma espécie de
marca distintiva de um determinado grupo de pesquisadores, os valores sdo responsaveis
por uma identidade mais ampla.

Kuhn afirma que esse aspecto de um paradigma se mostra de maneira mais
evidente em momentos de crise dos paradigmas.

Assim, € no momento especifico da crise, do qual falaremos mais adiante, que os
pesquisadores se unem para defender os chamados valores cientificos, principalmente
aqueles que zelam pela possibilidade das previsdoes e das explicacdes guiadas pelos
modelos quantitativos. H4, também, aqueles valores bastante caros a ci€ncia, que clamam
pela simplicidade dos modelos, ou pelo potencial de pesquisa que estes possam fornecer,
ou ainda por uma compatibilidade com outros modelos ja firmemente assentados.

Mas ha ainda uma gama muito mais geral de valores, que costuma aparecer em
discussdes que envolvem o0s aspectos sociais, morais, religiosos ou politicos das ciéncias.
Estas discussdes geralmente apontam para questdes e polémicas de dificil solugdo e que
estdo fadadas a serem amplamente ignoradas nas praticas cientificas comuns, por um
unico e simples motivo, qual seja, elas atravancam ou impedem completamente essa
prética cientifica comum. E s6 em momentos em que essa pratica comum se vé suspensa,
o momento da crise, que esses valores sdo levantados e essas questdes e polé€micas
ganham forca argumentativa nas discussoes cientificas de base.

Contudo, devemos considerar ainda que os valores cientificos ndo sdo algo
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igualmente distribuidos entre os cientistas. H4 valores que sdao comuns a uma vasta
parcela de pesquisadores e ha aqueles que geram grande discordincia. Como exemplo
desses dois tipos de valores, Kuhn menciona os julgamentos com relagcdo a acuidade que,
segundo ele, se mostram relativamente estdveis entre os mais diversos grupos de
pesquisadores. E os julgamentos com relagdo a simplicidade, coeréncia interna,

plausibilidade, etc, que se mostram como a causa de enormes divergéncias entre eles:

Aquilo que para Einstein era uma incongruéncia insuportivel na velha
teoria dos quanta, a ponto de tornar impossivel a prética da teoria normal,
para Bohr e outros ndo passava de uma dificuldade passivel de resolucdo
através dos meios normais (...). Uma teoria pode ser mais acurada, mas
menos coerente ou plausivel que outra.

(Kuhn 2003, p.232)

Alguns valores podem pesar mais que outros no momento de uma crise
cientifica. E ndo € possivel descartar uma certa dose de subjetivismo nas consideragdes
acerca dos valores, muito menos quando deles dependem os futuros caminhos que serdo

trilhados pela ciéncia.

3.1.4 Os exemplares

Os exemplares encerram em si um aspecto muito importante do segundo sentido
do termo paradigma. A idéia convencional que se tem dos exemplares € a de que estes
nada mais sdo que aqueles exemplos compartilhados pela comunidade cientifica e que se
mostram como problemas, cujas solucdes ja estdo bastante bem consolidadas, dentro
daquilo que até agora vimos como o sentido mais amplo do termo paradigma.

Estes exemplares freqiilentemente aparecem na forma de exercicios, para os
novos praticantes das ciéncias. Através deles, estes estudantes adquirem o espirito
necessario para a investigacao a que se propuseram, se inteirando ainda mais das técnicas
e do contexto conceitual de sua drea de pesquisa.

A forma tradicional de enxergar os exemplares ndo lhes confere o mesmo status
heuristico que € concedido ao aprendizado das teorias e das regras. Os exemplares sao
encarados, apenas, como a oportunidade de exercitar a aplicagdo das regras sobre uma
teoria previamente consolidada, na mente do cientista iniciante. Assim, dessa perspectiva
tradicional, os exemplares assumem uma posi¢cdo heuristicamente secunddria, aparecendo

logo apds a teoria e as regras. Contrariamente, porém, Kuhn confere aos exemplares um
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papel primordial na consolidacdo de um paradigma:

Até agora os filésofos da ciéncia ndo t€m, em geral, discutido os problemas
encontrados por um estudante nos textos cientificos ou nos seus trabalhos
de laboratério, porque se pensa que servem apenas para por em prética o

que o estudante ja sabe. (...)
(Kuhn 2003, p.235)

Para Kuhn, os exemplos, ou exemplares, sdao mais do que meras ilustragdes ou
parametros fixos de conduta dentro dos paradigmas. Através deles, os candidatos a
neoéfitos aprenderdo, pela primeira vez, o significado da atividade de “resolver quebra-
cabecas”.

Como percebemos, Kuhn pretende inverter o papel desempenhado por teoria e
exemplares, no jogo cientifico. O modo tradicional de enxergar os exemplares assevera
que estes ndo passam de exercicios de aplicacdo das regras sobre a teoria, tendo em vista
que os resultados por eles apresentados ja estdo firmemente consolidados pela histéria e,
por este motivo, ja ndo podem ser encarados como problemas do tipo “quebra-cabecas’.
Porém, do modo como Kuhn os v€, os exemplares sdo responsdveis pela constru¢do da
propria teoria, no arcabouco intelectual do cientista iniciante.

Com esta inversao da importancia dos exemplares, Kuhn pretende rejeitar a
classica proposta de que o aprendizado e a pratica cientifica consistem, apenas, do
conhecimento prévio e total do contetido de uma determinada teoria. Isto é, ele pretende
rejeitar a tradicional idéia de que o conhecimento cientifico é fruto exclusivo de um
esforco, pessoal ou coletivo, em obedecer a regras basilares que se projetam sobre uma

teoria:

(...) Afirma-se que ele ndo pode resolver nenhum problema antes de ter
aprendido a teoria e algumas regras que indicam como aplicd-la. O
conhecimento cientifico estd fundado na teoria e nas regras; os problemas
sdo fornecidos para que se alcance destreza daquelas. Todavia, tentei
argumentar que esta localizacdo do conteido cognitivo da ciéncia estd
errada. O estudante que resolveu muitos problemas pode apenas ter
ampliado sua facilidade para resolver outros mais. Mas, no inicio e por
algum tempo, resolver problemas € aprender coisas relevantes a respeito da
natureza. Na auséncia de tais exemplares, as leis e teorias anteriormente

aprendidas teriam pouco contetdo empirico.
(Kuhn 2003, p.235)

A mera aplicacdo das regras sobre a teoria ndo parece ser suficiente para a
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resolucdo eficiente de exercicios. Isto €, ndo parece ser suficiente para explicar como o
estudante se torna um solucionador de problemas o que serd, justamente, a principal
atividade do futuro cientista.

As generaliza¢des simbdlicas, que sdo amplamente utilizadas nesses livros para
transportarem o conteido das teorias, ndo podem ensinar os estudantes a desenvolver a
habilidade de resolver problemas absolutamente novos. A solucdo desses problemas
quase sempre transcende a simples aplicagcdo de regras sobre o conteido da teoria.

Em geral, novas generalizacdes simbélicas importantes, férmulas que descrevem
as relagdes de forca de um fendomeno, por exemplo, em algum momento sdo acrescidas
no interior de certas teorias. Essas novas férmulas, naturalmente, ndo tém um equivalente
literal no interior da teoria original pois, do contrdrio, ndo poderiamos dizer que sdao
férmulas novas. A pergunta que Kuhn nos propde é: “como isso é possivel?”

Esses acréscimos a teoria sdo frutos da habilidade dos cientistas em solucionar
problemas muito reais. No entanto, a teoria, por si s, ndo pode prever o aparecimento de
tais formulas. Isto é, ndo podemos chegar a estas férmulas por meio de um método
puramente analitico que percorre todas as proposi¢des da teoria.

Para Kuhn, a nova generalizacdo simbdlica ndo estava escondida sob a teoria.
Seu aparecimento dependeu de algo que ndo pode ser explicado, apelando-se, tdo
somente, para a argumentacdo cldssica que se baseia na aplicacdo de regras sobre a teoria.
Ou seja, para Kuhn a habilidade de solucionar problemas transcende a argumentacao
classica. E, em principio, essa habilidade nasce do esforco que o estudante investe na
solucdo desses exemplares.

Os problemas a serem solucionados assumem caracteristicas tanto mais precisas
quanto mais especializada se torna a pratica do pesquisador. Este conquista uma relativa
independéncia dos exemplares, na propor¢ao exata de seu amadurecimento como
cientista. Em circunstincias especiais, pode at¢é mesmo chegar o momento em que o
pesquisador rompe, definitivamente, com os exemplares, em um certo contexto de seu
trabalho.

Este rompimento pode levd-lo a afirmag¢des inusitadas que contradizem
fortemente a pratica comum de seu momento presente. Certamente, este rompimento nao

estava previsto em qualquer teoria e, menos ainda, poderiamos encontrd-lo na aplicacao
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das regras sobre ela.

Ainda assim €, muitas vezes, dificil negar que o conjunto dessas novas
afirmacgdes assim obtidas — que rompem ou ndo com a pratica cientifica comum que, de
inicio, consistia apenas em observar os exemplares — se imponham com uma forca
arrasadora diante do antigo paradigma.

Isto é, ndo podemos concluir, sem mais, que este conjunto de afirmagdes
excepcionalmente novas foi obtido com a pura aplicag¢do de regras sobre uma teoria dada.
Para Kuhn, o aprendizado cientifico se dd, antes de tudo, praticando a ciéncia e nao,
apenas, aplicando regras sobre teorias’>.

Em outras palavras, resolver problemas e se inteirar do conteido de uma teoria
parecem ser atividades distintas. E justamente af que o pensamento de Kuhn se distancia
do pensamento tradicional. Para este, a solu¢do dos problemas € decorréncia de uma boa
assimilacdo da teoria. Kuhn mostra, todavia, que o desenvolvimento da habilidade de
resolver problemas apela para algo mais que a mera assimilacdo da teoria. Para ele, se
aprende ciéncia fazendo ciéncia e nio simplesmente adquirindo regras para fazé-lo. E

exatamente esse algo a mais, algo que nao pode estar no conteido de qualquer teoria,

aquilo que seus adversarios chamaram de subjetivismo ou de irracionalismo.

3.2 Ciéncia Normal

Dissemos que é o paradigma, cada vez mais consolidado por uma comunidade
cientifica, através de suas praticas habituais de pesquisa, que fornece os critérios de
constituicdo dessa mesma comunidade. Mas nada dissemos sobre o que seria aquilo que
chamamos de uma prética habitual de pesquisa cientifica. Kuhn a denomina ciéncia
normal.

Enquanto o paradigma é a medida do que deve e do que ndo deve ser
considerado pertinente e suscetivel a investigacdo cientifica, a ci€éncia normal retne o
esfor¢co de um exército de pesquisadores no sentido de provar que o paradigma aceito os
estdo conduzindo na direcdo certa.

A efetiva cristalizagao desses parametros de pesquisa ocorre na medida em que

5 L . .. L .

2 Nas paginas 235-239 de As Estruturas (2003), Kuhn oferece dois interessantes exemplos, em fisica, de
como a observacdo de exemplares conduz a novas maneiras de solucionar problemas que, aparentemente,
ndo podem resultar da mera obediéncia a regras e a teorias pré-determinadas.
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eles sdo capazes de propor problemas e formas de resolvé-los. Essas solu¢des servem de
amparo ao paradigma, firmando-o, em um dado momento, como a interpretacdo mais

correta possivel de uma certa concep¢ao de natureza.

3.2.1 A ciéncia normal como solucao de quebra-cabecas

Os problemas sao o impulso para todo agir cientifico. Sem algum problema para
o qual tentar oferecer uma solugdo, o trabalho cientifico ndo pode ter inicio. Cientista
algum trabalha sem ter diante de si um problema ou um grupo de problemas. Estes
podem ser, desde uma incompreensdo do que estd posto pelo paradigma, até um mero
ajuste de dados experimentais aos dados tedricos e vice-versa.

Todavia, um paradigma também ndo pode deixar margem a uma quantidade
demasiadamente grande de problemas. Isto é, o paradigma ndo pode ser nem muito
inconsistente, nem muito incompleto. Neste caso, ele se tornaria trivial, pois tudo poderia
decorrer dele, na medida em que a excessiva flexibilidade, por assim dizer, permitiria
tanto o vislumbre como a solu¢@o de qualquer problema em seu interior. Contudo, ndo ha
critérios objetivos para a decisdo ou para a delimitac@o deste ajuste fino do paradigma.

Kuhn utiliza a expressdo “resolver quebra-cabegas” para se referir ao escrutinio
sistematico realizado pela ciéncia normal, em sua empresa cotidiana de dissolugdo de
problemas. E esta é uma boa analogia, porque ela nos remete facilmente aos jogos e estes,
por sua vez, as regras. Estas regras podem, ou ndo, ser explicitadas de antemao pelo
paradigma. Ou seja, as regras para uma determinada prética cientifica ndo decorrem
necessariamente de um paradigma, podendo haver grande discordancia sobre regras
especificas, em grupos de pesquisa que partilham do mesmo paradigma.

Dificilmente as regras se apresentam, de maneira independente, logo no inicio
da formulacdo de uma teoria cientifica. Geralmente elas aparecem atreladas aos
exemplares. O estudante aprende a isolar as regras vélidas, do jogo ordindrio da ciéncia,
no exercicio comum de solucionar quebra-cabecgas. E, do mesmo modo como o tedrico
que se dedica a teoria dos jogos se vé envolto em uma dificuldade intransponivel quando
pretende apresentar a regra universal, ou seja, a regra para todo o tipo de regras — isto &,
quando o filésofo pretende descobrir o que, em geral, faz de uma atividade qualquer um

jogo, ou quando pretende definir o que € comum a todos os jogos — também o filésofo
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da ciéncia ndo pode definir quais sdo, em geral, as regras para as diferentes praticas
cientificas. Ele s6 poderd fazé-lo assumindo as diversas particularidades dessas praticas
individualmente. Essas regras serdo sempre particulares.

Grandes problemas conceituais se colocam fora da atividade de “resolver
quebra-cabecas”, que € justamente a atividade que mais caracteriza a ci€ncia normal.
Esse tipo de questionamento de base estd excluido da pratica didria do cientista. Esta
excluido justamente por envolver, quase sempre, uma discussdo sobre a validade das
regras. Ou seja, por envolver a discussdao genérica sobre o que sao os jogos ou qual deve

SCr a regra para as regras:

Em geral os cientistas ndo precisam ou mesmo desejam ser filésofos. Na
verdade, a ciéncia normal usualmente mantém a filosofia criadora ao
alcance da mio e provavelmente faz isso por boas razdes. Na medida em
que o trabalho de pesquisa normal pode ser conduzido utilizando-se do
paradigma como modelo, as regras e pressupostos ndo precisam ser

explicados.
(Kuhn 2003, p.119)

Dentro do exercicio comum da ciéncia normal, ndo faz sentido questionar a
validade das regras propostas pelo paradigma. Ou seja, ndo faz sentido discussdes acerca
dos fundamentos das ciéncias. Esses fundamentos devem ser aceitos e ajustados de modo
a se afinarem ao maximo as pretensdes ideais dos cientistas. Resolver quebra-cabecas €,
desse modo, realizar um trabalho de ajuste fino do paradigma e nao o de questionar sua

validade.

3.3 Anomalias

A maioria das novidades na ciéncia normal acontecem no ambito técnico, ou
metodoldgico, e ndo no ambito conceitual, que é justamente aquilo que o paradigma
fornece antecipadamente. Mudancas de base, ou mudancas conceituais, envolvem
certamente uma alteracdo na perspectiva paradigmaética.

Em alguns momentos especificos, todavia, surgem condi¢des adversas ao bom
desempenho das previsdes. Situacdes inusitadas que se apresentam como um entrave ao
avango continuo da ciéncia normal. Essas situacdes colocam em xeque o paradigma sobre
o qual a ciéncia normal se assenta. Esses momentos se configuram, ou como novos

problemas, absolutamente imprevistos, ou como uma metodologia ineficaz, ou ainda
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como uma natureza que ndo se comporta como deveria. Essas configuragdes danosas a
ciéncia normal ndo possuem um fronteira bem definida, sendo aspectos de um mesmo
fendmeno, a anomalia.

Quando o cientista se vé diante de uma determinada anomalia, ele pode se
manter firmemente convencido de que este problema possui uma solugdo passivel de ser
alcancada, dentro dos limites do quadro conceitual compartilhado por ele e seus colegas.
Neste caso, esse cientista se dedicard a uma atividade cientifica normal. Sua pesquisa ndao
ultrapassard a busca por uma solucdo de algo tido, apenas, como mais um quebra-cabeca
cientifico. Nenhum questionamento sobre o quadro conceitual adotado é proposto por
este pesquisador.

Porém, outro cientista, trabalhando no mesmo problema, pode chegar a
conclusdo de que este ndo possui nenhuma soluc@o possivel na perspectiva do paradigma
atual, o que poderd conduzi-lo a um questionamento acerca das bases conceituais
adotadas em seu trabalho.

Muitos sdo os motivos que levam um cientista a adotar uma das duas posturas
mencionadas acima, desde evidéncias experimentais diversas, até condigdes
extremamente idiossincraticas ao pesquisador, como posicionamentos religiosos, idade,
experiéncias particulares etc. Em alguns casos, a anomalia s6 é notada por meio de uma
profunda transformacao dos conceitos que fundamentam as pesquisas.

Para entendermos melhor esses diversos aspectos das anomalias, assim como
sua dinamica em relacdo ao paradigma, remeter-nos-emos a analogia tracada por Kuhn
entre uma experiéncia psicoldgica realizada com cartas de baralho™ e o processo de
descoberta cientifica.

A experiéncia citada consistia na identificagdo das cartas de um baralho que
continha algumas cartas andmalas. Os sujeitos que se submetiam a identificacdo dessas
cartas ndo eram informados sobre esta presenca andmala. Ao se variar o tempo de
observacdo individual, notou-se que aumentava ou diminuia o grau de insatisfacdo dos

observadores, quando colocados diante das cartas anomalas. Alguns desses observadores

>3 Antes de descrever a experiéncia psicolégica de J.S. Bruner e Leo Postman, Kuhn (Kuhn 2003, p.78-89)
fornece detalhes da disputa entre Priestley e Lavoisier pela datacdo da descoberta do oxigénio; também
descreve o processo de descoberta dos Raios X, por Roentgen, e menciona a experiéncia com a garrafa de
Leyden. Todos esses exemplos reforcam a idéia de que anomalia e paradigma se encontram numa dindmica
complexa, em que a afirmagdo de um depende de como se encara a afirmag@o do outro.
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ndo eram capazes de dizer o que havia de errado quando lhes era mostrado, por exemplo,
um quatro de copas preto.

Cartas andmalas eram, muitas vezes, encaradas como cartas normais, com um
tempo de exposicdo minimo. Quanto mais se aumentava o tempo para o reconhecimento
dessas cartas andmalas, mais complexa se tornava essa atividade. Chegando-se ao ponto
de um dos observadores ndo conseguir definir, nem mesmo a cor, se preto ou vermelho,
da carta que tinha diante de si.

Ao mencionar essa experiéncia, unindo-a aos muitos outros exemplos extraidos
das ciéncias naturais, Kuhn pretende tornar claro que o reconhecimento de um fendmeno,
como uma anomalia ou como um simples quebra-cabeca, dependerd de condigdes
diversas. A principal delas €, certamente, 0 modo como estamos habituados a lidar com a
situacdo que nos circunda. Esse modo é ditado pelo quadro conceitual fornecido pelo
paradigma e por uma enorme carga de experiéncias pessoais que trazemos conosco em
qualquer atividade que realizemos.

A tendéncia predominante em qualquer cientista € encarar todos os fendmenos
como, em principio, previsiveis em uma pratica cientifica normal. Mas, ao passo que as
condicdes se diversificam, as anomalias comecam a ganhar forca diante do panorama
normal da ciéncia. Chega o momento, entdo, em que essas anomalias forcam uma revisao
do quadro conceitual.

Uma vez realizada esta revisdo, a natureza pode passar a novamente
corresponder a um certo quadro de referéncia e, entdo, as anomalias se transformariam
assim em fendmenos perfeitamente previsiveis. Em muitos casos, portanto, uma
descoberta cientifica importante s6 ocorre com a transmutacdo do paradigma. Antes
disso, essa descoberta era tratada como um problema a ser solucionado pelas vias

normais de pesquisa.

3.3.1 Crise

As anomalias sdo, portanto, falhas nas previsdes de certos fendmenos, quando
estes sdo colocados diante do pano de fundo de um determinado paradigma. Portanto, s6
faz sentido se falar em anomalias quando temos diante de n6s um quadro conceitual de

referéncia. As anomalias se constituem, dessa forma, como problemas cujas solucdes se
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mostram, pelo menos, insatisfatérias dentro do alcance da ciéncia normal.

Se estes problemas ndo forem rapidamente contornados, isto €, se ndo forem
habilmente absorvidos pelos meios normais de explicagdo, entdo, possivelmente,
provocardao um momento de crise cientifica que pode abalar, de maneira muitas vezes
definitiva, a credibilidade no paradigma vigente.

Essa crise pode ainda se auto-alimentar, uma vez que esse abalo na credibilidade
no quadro conceitual em vigor d4 margem ao aparecimento de linhas alternativas de
pesquisa. Essas pesquisas ndo ortodoxas, justamente por sentirem a forte necessidade de
se afastarem do paradigma, se orientam de modo a antagonizar com o antigo paradigma,
podendo aumentar enormemente o nimero de anomalias.

Essas linhas de pesquisa ndo convencionais promovem, por sua vez, uma revisao
dos antigos problemas e solucdes. Alguns desses antigos problemas, solucionados ou nao,
podem, finalmente, encontrar uma resposta definitiva, ou mais adequada. Ou ainda
podem ser completamente descartados, por s6 possuirem respaldo dentro da antiga
perspectiva tedrica.

E repentinamente, o que em termos histéricos pode durar algumas dezenas de
anos, a ciéncia normal se desestabiliza. O que estava firmemente consolidado comeca a
ser encarado com desconfianca. E agora, ao invés de uma ciéncia normal, o que se
observa é uma ciéncia extraordindria, na qual o velho paradigma ainda exerce seu poder,

mas na qual, também, e justamente por isso, as anomalias brotam por toda parte.

3.4 Revolugao Cientifica

Uma das caracteristicas mais marcantes sobre a abordagem histérico-filoséfica
oferecida por Kuhn para o avanco da ciéncia € o descarte da tradicional idéia segundo a
qual hd um avancgo continuo e pacifico, que poderiamos visualizar como uma linha reta e
ininterrupta, através do qual a ciéncia acumula resultados que apontam para um progresso
crescente e sem fim. Ao invés disso, Kuhn propde um tipo de selecdo natural para as
teorias cientificas na qual, em determinados momentos bastante precisos, os paradigmas
competiriam entre si em um ambiente histérico hostil, substituindo-se, uns aos outros, em

um padrio que pode ser descrito como revoluciondrio:

159



A transicdo de um paradigma em crise para um novo, do qual pode surgir
uma nova tradi¢do de ciéncia normal, estd longe de ser um processo
cumulativo obtido através de uma articulagdo do velho paradigma.

(Kuhn 2003, p.116)

De modo especial, a discussdo precedente indicou que consideramos
revolugdes cientificas aqueles episdédios de desenvolvimento ndo-
cumulativo, nos quais um paradigma mais antigo € total ou parcialmente
substituido por um novo, incompativel com o anterior.

(Kuhn 2003, p.125)

O momento de transicio de um paradigma a outro € marcado por uma
ambivaléncia paradigmatica. Os paradigmas competidores, o novo e o velho, se aplicam
de maneira mais ou menos equivalente sobre os mesmos fendomenos. Isto é, as duas
formas antagbnicas de encarar os fendmenos se entrecruzam em uma disputa territorial.
Nessa disputa, haverd problemas para os quais o novo paradigma sugere respostas mais
convincentes do que as formas ja conhecidas de explica¢do. Por outro lado, existirdo
ainda outros problemas que s6 poderdo ser compreendidos eficientemente pela antiga
visdo de mundo.

O sucesso do novo paradigma ocorrerd na medida em que este se firmar como a
alternativa mais atraente de explicacdo para fendmenos novos e para os ja conhecidos. E,
paulatinamente, o novo paradigma ird se apoderar do territério antes dominado pelo
antigo. Se tudo correr bem para o novo paradigma, ele deverd se consolidar como a
maneira mais simples e precisa de explicar os fendmenos que, no passado, foram
compreendidos pelo viés paradigmatico precedente.

Isto €, o novo paradigma substituird o antigo por meio de um trabalho que nao
apresenta resultados imediatos e sobre o qual ji tivemos oportunidade de tecer alguns
comentdrios; a saber, a ci€ncia normal. Esta sim, apresentando um padrao que pode ser
descrito como continuo e cumulativo, na medida em que se encontra sobre o abrigo de

um paradigma consolidado.

3.4.1 A dinamica das revolucoes cientificas

No momento de sua apresentacdo, o sistema heliocéntrico proposto por
Copérnico apresentava tantas lacunas, ou até mais, quanto aquelas que eram
freqlientemente apontadas no sistema geocéntrico de Ptolomeu. O sucesso do paradigma

copernicano dependeu, em grande parte, de um contexto histdrico, no interior do qual a
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astronomia jd ansiava por um sistema que pudesse melhor explicar os fendomenos
celestes, e por um trabalho posterior de escrutinio e afinacdo da teoria, realizado por
muitos astronomos que sucederam a Copérnico e que, basicamente, acreditaram que o
novo paradigma tinha mais a oferecer que o antigo.

De um lado se colocavam aqueles que ndo viam grandes ganhos com o novo
sistema astronomico. Um sistema que, do ponto de vista dos conservadores, oferecia mais
riscos para a estabilidade das observacdes que resultados concretos, como os ja
conquistados pelo antigo sistema. De outro lado, encontravam-se aqueles que nao viam
mais qualquer possibilidade em tentar compreender o universo por meio do sistema
ptolomaico, que se mostrava cada vez mais suscetivel a criticas diversas.

Um exemplo dessa suscetibilidade as criticas, a qual estava sujeito o sistema
ptolomaico, era a afirmag¢do de que este havia atingido um grau de complexidade tao
grande que dele havia tantas versdes quanto o nimero de astronomos que o empregavam.
Para os revoluciondrios, isto era uma evidéncia bastante forte de que chegara a hora de
dar lugar a nova visdo copernicana. Acreditavam que, ao se contrapor os beneficios e os
custos oferecidos pelo sistema geocéntrico, ficava claro que ceder espaco para o risco que
as novidades do sistema heliocéntrico traziam consigo ndo poderia ser mais prejudicial
para a astronomia que a confusdo em que ela ja se encontrava mergulhada.

Esse tipo de avaliag@o favoravel dos riscos s6 € possivel em fortes momentos de
crise. E sdo nesses momentos que, em geral, se percebe mais nitidamente o
desenvolvimento do momento pré-revoluciondrio, como também € conhecido o periodo
de transicdo de um paradigma a outro. Este ¢ o0 momento da ciéncia extraordindria, em
que os cientistas procuram apontar para os pontos fracos do antigo paradigma,
simultaneamente aos seus esfor¢os de encontrar uma forma fundamentalmente nova de
construgao das teorias.

Essas formas fundamentalmente novas de encarar a realidade ndo constituem
uma simples extensdo da visdo tradicional, ndo representam uma continuidade dos
trabalhos anteriores. Constituem, sim, um rompimento filoséfico com o antigo
pensamento e, por esse motivo, nao conquistam seu espago sem que haja resisténcia.

Esse processo nao poderia receber outro nome sendo o de revolucdo cientifica,

dado que representa uma abrupta ruptura, que tem inicio com a profusdo do sentimento
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de que os preceitos vigentes nao correspondem mais as crengas e valores de uma parcela,

por vezes restrita, mas sempre significativa, da comunidade cientifica:

Por que chamar de revolu¢c@o uma mudancga de paradigma? Face as grandes
e essenciais diferencas que separam o desenvolvimento politico do
cientifico, que paralelismo poderd justificar a metifora que encontra
revolugdes em ambos? A esta altura um dos aspectos do paralelismo ja
deve ser visivel. As revolucdes politicas iniciam-se com um sentimento
crescente, com freqii€ncia restrito a um segmento da comunidade politica,
de que as instituicdes existentes deixaram de responder adequadamente aos
problemas postos por um meio que ajudaram em parte a criar. De forma
muito semelhante, as revolucdes cientificas iniciam-se com um sentimento
crescente, também seguidamente restrito a uma pequena subdivisdo da
comunidade cientifica, de que o paradigma existente deixou de funcionar
adequadamente na exploracdo de um aspecto da natureza, cuja exploracdo
fora anteriormente dirigida pelo paradigma. Tanto no desenvolvimento
politico como no cientifico, o sentimento de funcionamento defeituoso, que
pode levar a crise, € um pré-requisito para a revolucdo. Além disso, embora
esse paralelismo evidentemente force a metéfora, é vdlido ndo apenas para
as mudangas importantes de paradigma, tais como as que podemos atribuir
a Copérnico e Lavoisier, mas também para as bem menos importantes,
associadas com a assimilacdo de um novo tipo de fendmeno, como o
oxigénio ou os raios X.

(Kuhn 2003, p.125-6)

O paralelo com as revolucdes politicas ndo € um mero recurso explicativo do
qual Kuhn faz uso para tornar mais clara sua visao do desenvolvimento cientifico. Para
ele, as semelhangas entre esses dois aspectos essencialmente humanos, a politica e a
ciéncia, atingem um grau muito mais profundo, chegando a se encontrar € a se tocar.

Uma das principais caracteristicas de uma revolu¢do no ambito politico &,
justamente, a substituicdo dos personagens e dos papéis das instituicdes, sempre
precedido por uma forte crise em que essas personagens e instituicdes véem sua
autoridade desmoronar ripida ou lentamente.

Nesses momentos de crise, os sujeitos se encontram divididos em partidos que
apéiam ou se opdem fortemente a estas instituicdes. Se de um lado estdo aqueles que
acreditam que a manuten¢do da situagdo € suficiente para por fim a crise, de outro estao
os partiddrios de uma completa substituicdo dos conceitos que sustentam as institui¢des
vigentes. Para estes, a situac@o de crise ¢ derivada de uma insatisfacdo, que s6 tende a se
agravar com a permanéncia das idéias atuais e das pessoas que as defendem. Para os

conservadores, essa substitui¢do coloca em risco as conquistas obtidas por um sistema
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que serviu bem no passado e que pode continuar servindo ainda por muito mais tempo.
Os personagens desse enredo se polarizam em dois grupos antagdnicos. A
disputa que comega a se configurar entre eles tem, como alvo, conceitos e ideais que
sustentam o atual estado de coisas. Essa disputa ndao pode ser mediada institucionalmente,
pois € a propria instituicdo o objeto da disputa. Na medida em que consideram, cada um
de seu lado, ndo haver nenhuma estrutura superior para a qual recorrer, ambos se
percebem na situacdo de terem que se defender da melhor forma possivel o que,

inevitavelmente, os conduzird a reuniao de aliados e ao ataque mutuo:

Por discordarem quanto a matriz institucional a partir da qual a mudanga
politica deverd ser atingida e avaliada, por ndo reconhecerem nenhuma
estrutura  supra-institucional —competente para julgar diferencas
revoluciondrias, os partidos envolvidos em um conflito revoluciondrio
devem recorrer finalmente as técnicas de persuasdo de massa, que
seguidamente incluem a forca.

(Kuhn 2003, p.127)

Do mesmo modo, quando cientistas divergem sobre a manutencdo de um
paradigma € porque o momento de crise ji4 se abateu sobre eles. Nestes casos,
dependendo do agravamento da crise e do peso dos oposicionistas, a ciéncia normal nao
pode ser mais um recurso de decisdo aplicdvel. Na verdade, quando esse momento chega,
a ciéncia normal ja cedeu lugar a uma ciéncia extraordindria, o que tende a agravar ainda
mais a crise.

Ou seja, quando a questdo € a validade de um paradigma, a ci€ncia normal ndo
tem valor argumentativo, sendo para aqueles que defendem a manutengdo do paradigma.
Isto €, na medida em que a ciéncia normal sé pode existir sob a tutela dos parametros
oferecidos por um paradigma aceito, ela ndo pode avaliar, sendo negativamente, 0S
méritos de um novo paradigma. O mesmo se did com as institui¢des politicas, que

raramente divergem do sistema politico vigente.

3.4.2 A circularidade na manutencao dos paradigmas

Disso tudo, o que podemos notar é que a defesa de um paradigma € algo que s6
se efetua quando se estd imerso na Optica do mesmo. Uma argumentagcdo favordvel
deverd buscar elementos que s6 poderdao ser encontrados no interior do préprio

paradigma. Assim, essa argumentagdo possui um cardter essencialmente circular; qual
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seja, o de buscar elementos no interior de um discurso para defendé-lo.

Igualmente circular € o modo como se consolidam o0s novos discursos
cientificos. Os novos fendmenos que aparecem quando da emergéncia de um novo
paradigma sé ganham a oportunidade de existéncia e sustentacdo, se hd uma aceitagao
minima dos conceitos e das idéias que sustentam esse paradigma emergente. Por sua vez,

¢ o trabalho de investigac@o desses novos fendmenos que garante a solidez dos conceitos

e idéias radicalmente novas que os sustentam:

Naturalmente a circularidade resultante ndo torna esses argumentos errados
ou mesmo ineficazes. Colocar um paradigma como premissa numa
discussdo destinada a defendé-lo pode, ndo obstante, fornecer uma mostra
de como serd a pratica cientifica para todos aqueles que adotarem a nova
concepcdo da natureza. Essa mostra pode ser imensamente persuasiva,
chegando muitas vezes a compelir a sua aceitacdo. Contudo, seja qual for a
sua forca, o status do argumento circular equivale tdo-somente ao da
persuasao.

(Kuhn 2003, p.128)

A forca de um paradigma, como vemos, surge de sua habilidade de persuasdo. A
disputa entre paradigmas antagbénicos serd vencida, em parte, pelo grau de
convencimento que oferecem. Essa persuasio se efetua de modo um tanto arbitrario e as
condi¢des que a favorecem sao, como ja tivemos oportunidade de mencionar, bastante
complexos, mas que, em geral, dependem de um contexto histérico de crise, no qual
existe uma enorme ansia por um novo paradigma. Este ndo precisa ser, de inicio,
necessariamente mais eficiente que o antigo, mas € necessario que haja uma polarizacao
entre eles.

Assim, para Kuhn, critérios 16gicos e empiricos ndo sdo, por si sO, decisivos para
a escolha de um determinado paradigma. Para ele, ndo hd uma forma de decisdo que seja
essencialmente objetiva nesses casos. E a analogia com as revolugdes politicas se torna,

assim, cada vez mais contundente:

Na escolha de um paradigma — como nas revolucdes politicas —, ndo
existe critério superior ao consentimento da comunidade relevante. Para
descobrir como as revolugdes cientificas sdo produzidas, teremos, portanto,
que examinar ndo apenas o impacto da natureza e da ldégica, mas
igualmente as técnicas de argumentacdo persuasiva que sao eficazes no
interior dos grupos muito especiais que constituem a comunidade dos
cientistas.

(Kuhn 2003, p.128)
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Contra esse ponto de vista revoluciondrio, encontra-se aquele outro que encara
as teorias cientificas como complementares. De acordo com esse ponto de vista, o
aperfeicoamento cientifico pode ser mais bem compreendido se encarado como uma
andlise cada vez maior dos fendmenos. Andlise esta que € tanto mais acurada quanto mais
dados sdo descobertos sobre estes fendmenos.

Nesse sentido, a ciéncia ndo pode, jamais, contradizer descobertas anteriores.
Pode sim, no méaximo, adicionar informagdes e melhor explicar fendmenos, antes
compreendidos de maneira ainda relativamente deficiente.

Neste caso ndo haveria mudancas drasticas, caracterizadas pela destrui¢cdo do
antigo regime mas, apenas, a simples passagem de uma concep¢do tedrica menos
eficiente para uma outra mais eficiente, isto é, que esteja mais de acordo com pesquisas
recentes bem sucedidas.

As descobertas cientificas nasceriam de andlises cada vez mais acuradas dos
fendmenos, em um movimento evolutivo e continuo, sem que houvesse, propriamente, a
superagdo de qualquer paradigma.

Contra isso, no entanto, Kuhn afirma que historicamente, e do ponto de vista de
seu confronto com a natureza, o cientista s6 encontra trés tipos de fendmenos: aqueles
que sdao bem compreendidos dentro da perspectiva paradigmética e que, por este motivo,
ndo instigam mudancas radicais nos procedimentos tradicionais de investigacdes; aqueles
outros que, apenas em seus detalhes mais especificos, ainda carecem de maiores
investigacdes, essas sdo realizadas com o intuito de reafirmar ainda mais a confianca no
paradigma; por fim, o cientista pode ter diante de si aqueles fendmenos que se mostram
inteiramente anOmalos, isto €, aqueles fendmenos que ndo podem ser minimamente
compreendidos dentro do quadro conceitual em voga.

Apenas esse terceiro tipo de fendmeno oferece o estimulo necessdrio para uma
investigacdo do tipo revoluciondria. Quando este terceiro tipo de fendmeno for explicado
e assimilado como um fendmeno normal, é porque o paradigma que o enquadrava como
uma anomalia j4 foi, em grande parte, superado. Isso aponta para uma incompatibilidade
visceral entre o novo e o antigo paradigma. Ambos ndo podem coexistir pacificamente
diante do mesmo leque de fendomenos.

Do ponto de vista histérico e conceitual, o que hd é sempre a substituicao de
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uma concepc¢ao paradigmaética por outra, com o conseqiiente aniquilamento da concepgao
anterior e com o aparecimento de grandes novidades no campo cientifico. Nesses termos,
uma evolugdo cientifica, em que hd uma sucessao continua, pacifica e complementar dos
conceitos cientificos, € impensdavel em uma pratica que nao seja a da ciéncia normal. E,
como ja vimos, esta ndo apresenta grandes descobertas cientificas, mas trabalha para
consolidar as descobertas que, outrora, provocaram a quebra da continuidade da ciéncia
normal que se praticava anteriormente.

Sem o ponto de vista revoluciondrio, ndao hd a possibilidade de explicar as
descobertas cientificas de peso. Resumindo, descobertas de peso destroem antigos
conceitos cientificos e novos conceitos cientificos promovem grandes descobertas.

Segundo Kuhn, porém, ainda resiste, com bastante forca nos dias de hoje, uma
concepcao cientifica, intimamente relacionada com o positivismo 16gico, que vai de
encontro com o que foi exposto em A Estrutura. De acordo com ela, os sentidos das
teorias cientificas deveriam ser revistos de modo a assimilar certas restricdes no interior
das mesmas. Conseqiiéncia disso € que, uma vez realizadas essas restricoes de sentido,
uma teoria jamais poderia conflitar com outra. Mesmo que, quando colocadas lado a lado,
e comparadas sob o prisma do alcance de suas previsdes, ambas aparentemente
divergissem quanto a natureza e a dinamica de fendmenos similes.

Para ilustrar essa visdo, que se opde a sua propria, Kuhn menciona as
concepcoes tedricas de Newton e Einstein que, do ponto de vista de sua teoria das
revolucdes cientificas, representam paradigmas absolutamente antagdnicos. No entanto,
para os defensores da posicdo mencionada a pouco, a teoria relativista ndo serviu para
derrubar a fisica de Newton, pois esta ainda é empregada de maneira bastante eficiente se
determinadas restri¢des, principalmente quanto ao alcance de suas previsdes, forem
razoavelmente efetuadas. Assim, a mecanica newtoniana poderia ser perfeitamente
encarada como um caso particular da teoria da relatividade, o que refor¢a o ponto de vista
de uma ciéncia que avanca de maneira pacifica, sem saltos abruptos ou disputas
paradigmaticas.

Contra isso, Kuhn afirma que nenhuma teoria pode conflitar com seus casos
particulares, como ocorre se assumirmos as restri¢des a fisica newtoniana. Mesmo sob a

salvaguarda das medidas restritivas, ambas as teorias possuem pressupostos antagdnicos,
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0 que ndo deveria ser o caso se uma fosse apenas um caso particular da outra. De
qualquer forma, se ignorarmos isso e considerarmos que, de fato, a teoria de Newton
representa um caso particular daquela proposta por Einstein’™ — sendo apenas necessario
que se tomem algumas precaucdes, como eliminar aquelas proposicdoes que jamais
poderiam ter sido proferidas pela fisica newtoniana, por exemplo, a de que esta teoria
produz previsdes acertadas, mesmo quando sdo consideradas velocidades relativamente
bastante elevadas — entdo, assim excluidas essas sentengas que s tiveram lugar em uma
andlise ainda pouco eficiente dos fendmenos, o que temos sdo teorias complementares.
Ambas validas sob seus respectivos dominios. Exemplos de um acimulo uniforme,
continuo e progressivo do conhecimento cientifico.

Para Kuhn, a proposta acima, de apelo muito popular no interior da comunidade
cientifica contemporanea, possui, no entanto, um grave problema. Para ele, se de fato
fosse suficiente que um determinado dominio de acdo fosse delimitado, para que uma
teoria cientifica fosse considerada vélida, especialmente aquelas que tenham se mostrado
eficientes dentro dele, mas absolutamente equivocadas quando suas consideragdes
ultrapassam essas fronteiras, entdo jamais se poderia, novamente, mostrar a falsidade de
qualquer teoria cientifica.

Além disso, antigas teorias, abandonadas ha tempos, deveriam ser ressuscitadas,
pois, em um ou outro dominio, mais amplos ou mais restritos, toda a teoria criada pelo
homem, e que ja foi considerada cientifica, fora ttil e eficiente para a previsao de certos
fenomenos. Como exemplo, Kuhn cita a abandonada teoria do flogisto que, contudo, fora
bastante util e explicativa para muitos fendmenos. A teoria do flogisto fora abandonada
por se mostrar contraditéria com a descoberta do oxigénio e com os pressupostos da nova
teoria termodinamica.

Assim, toda e qualquer teoria que tenha se aplicado de maneira eficiente, sob um
conjunto restrito de fendmenos, mesmo que este conjunto seja bem pequeno, teria sua
validade garantida. Além disso, essa concepcdo que assevera a restricdo das teorias

cientificas aos seus dominios especificos de atuac@o possui ainda um outro problema. Se

> Para Kuhn, ndo é possivel derivar a teoria de Newton como um caso particular da teoria de Einstein.
Justamente porque ndo € possivel derivar as leis de Newton do conjunto de proposi¢des da teoria da
relatividade. As leis de Newton tomam, como pressuposto, uma concepg¢do de universo incompativel com a
concepcio que Einstein precisou assumir para derivar suas previsdes. Trata-se aqui de uma divergéncia de
base. Se a teoria relativista contiver a teoria classica newtoniana, entdo a primeira € inconsistente.
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encarada de maneira séria, essa concep¢ao deveria impedir que as teorias realizassem
previsdes quando os fendmenos estivessem, por assim dizer, fora de alcance.

Em poucas palavras, essa concep¢dao, que podemos chamar de restritiva,
sepultaria qualquer possibilidade de avanco na ciéncia, na medida em que toda teoria se
voltaria somente para aqueles fendmenos que ja estejam dentro de seus respectivos
campos de atuagdo. Levada ao extremo, essa concepcdo pode congelar todo e qualquer
avango na atividade cientifica, cujo aspecto mais fundamental é a transcendéncia, em
algum grau, dos limites colocados por um campo de pesquisa. Em outras palavras, os
progressos cientificos importantes, aqueles realmente revoluciondrios, estdo associados,
de um modo ou de outro, as investigagdes que ultrapassam os dominios de pesquisa que
sdo observados pela ciéncia normal.

Para nos ajudar a entender este ponto, Kuhn faz uso de exemplos retirados da
psicologia das formas®. Esses experimentos tém o poder de ilustrar alguns dos aspectos
das revolugdes cientificas, justamente aqueles que se referem as mudancas na maneira de
encarar o mundo, que se efetuam quando este é colocado sob o foco de um ou de outro
paradigma. As experiéncias psicolégicas em questdo’®, de certa maneira, sugerem que as
imagens, formadas em nosso campo visual, dependem de um contexto cognitivo muito
complexo. Esse contexto, no qual esté inserida a histdria pessoal do sujeito, assim como a
maneira como essa histdria pessoal é capaz de influenciar a sua interagdo com o mundo a
sua volta, € considerado como uma das condi¢des determinantes dos resultados das
experiéncias.

Como no caso das cartas andOmalas que, em condi¢des especiais, eram ou nao
identificadas como cartas normais, também o cientista tende a enxergar o mundo de
acordo com a perspectiva de um paradigma. Exemplo disso foi a descoberta de Urano,
em 1781, que promoveu uma mudanca nas expectativas dos astronomos no sentido de
procurar novos planetas.

Essa mudanca de expectativa fez com que os astronomos olhassem para o céu de
maneira bem diferente daquele modo como jd estavam acostumados antes dessa

descoberta. Como as cartas de baralho, que em certas condi¢des eram consideradas

% Psicologia da Gestalt
%% Kuhn cita as experiéncias realizadas por George M. Stratton, Harvey A. Carr, Albert H. Hastorf, Jerome
S. Bruner, Leo Postman e John Rodrigues.
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normais apesar de suas caracteristicas anomalas, antes de 1781 Urano era encarado como
uma estrela, apesar de seu movimento estranho ao de uma estrela. Aparentemente, esse
movimento estranho ndo fora percebido até entao.

Somente com o aperfeicoamento do telescopio de Sir William Herschel, que lhe
permitiu a observacdo da forma discéide de Urano, absolutamente incomum na
observacdo de um estrela, ¢ que este movimento andmalo comegou a ser notado. Apds
algumas tentativas infrutiferas de tratar Urano como um cometa, Sir Herschel anunciou a
descoberta de um novo planeta a comunidade de astronomos.

Herschel ndo poderia ter realizado a descoberta de Urano se se limitasse a
pratica comum da ciéncia normal de sua época. Essa pritica comum apenas lhe permitia
ver estrelas e cometas, nenhum novo planeta. Do mesmo modo, a prética cientifica
normal nao permitia a Copérnico propor um novo sistema astrondmico, mas apenas
trabalhar para ajustar suas observacdes as de seus companheiros, dentro de limites

normais de pesquisa:

Embora as evidéncias sejam equivocas, a pequena mudanca de paradigma
for¢ada por Herschel provavelmente ajudou a preparar astrobnomos para a
descoberta rdpida de numerosos planetas e asterdides apds 1801. Devido a
seu tamanho pequeno, ndo apresentavam o aumento andmalo que alertara
Herschel. Nao obstante, os astrdnomos que estavam preparados para
encontrar planetas adicionais foram capazes de identificar vinte deles
durante os primeiros cinqiienta anos do século XIX, empregando
instrumentos-padrdao. A histéria da astronomia fornece muitos outros
exemplos de mudangas na percep¢do cientifica que foram induzidas por
paradigmas, algumas das quais ainda menos equivocas que a anterior. Por
exemplo, serd possivel conceber como acidental o fato de que os
astronomos somente tenham comecado a ver mudancas nos céus - que
anteriormente eram imutdveis - durante o meio século que se seguiu a
apresentacio do novo paradigma de Copérnico?

(Kuhn 2003, p.153)

Somente quando Urano comecou a se impor como uma anomalia para a ciéncia
normal, é que surgiu a crise que promoveu a oportunidade para uma relativa suspensao
das pesquisas que se limitavam ao dominio comum de investigacdo. Fora necessario que
Herschel dirigisse seu esfor¢o investigativo para além das consideracdes normais, para
que pudesse realizar sua importante descoberta. E essa descoberta ndo se deu
imediatamente. Assim, o que antes era encarado como uma estrela, ganhou o status de

cometa e, finalmente, atingiu a condi¢ao de planeta.
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Uma importante tese defendida por Kuhn € a de que nosso modo de ver os
objetos depende do nosso atual quadro conceitual de referéncia. Segundo ele, por
exemplo, até 1781 os astrbnomos ndo conseguiam ver nenhum novo planeta. Nos anos
subseqiientes, contudo, os astronomos estavam aptos para observar toda uma nova

colecdo desse tipo de astro.

3.4.3 A historia oficial

Apesar dos variados exemplos que corroboram sua visdo de progresso cientifico,
para Kuhn a idéia mais comum que se tem da ciéncia, assim como de seu
desenvolvimento histérico, ndo deixa entrever as revolugdes cuja existéncia foram até
agora largamente defendidas. E, segundo ele, hd bons motivos para essa virtual
invisibilidade das revolugdes cientificas.

Em primeiro lugar, é necessario considerar a existéncia de algo como uma
autoridade cientifica. Esta € a fonte das idéias que popularmente se t€m da ciéncia e de
sua pratica. Para Kuhn, essas idéias sao ativamente propaladas, pelos meios oficiais, com
o intuito de encobrir que o movimento cientifico ndo ocorre de maneira linear e
cumulativa.

Essas fontes oficiais podem ser dividas em trés grupos: manuais cientificos,
textos de divulgacdo e obras filoséficas que se baseiam nos dois primeiros. Juntos esses
trés veiculos informativos corroboram o paradigma vigente, pois discorrem sobre os
resultados que se consolidaram apds uma determinada revolugdo cientifica e ndo sobre as
proprias revolucdes, tomadas em si mesmas.

Ou seja, cada uma dessas trés categorias, que se voltam simultaneamente para o
trabalho do cientista, apesar de se debrucarem sobre ele de pontos de vista diferentes e
com objetivos distintos, possuem como contetido principal somente o trabalho da ciéncia
normal de cada época. Aparentemente, nao ha nenhum compromisso com a descri¢ao do
processo que culminou com a ciéncia normal. No caso dos manuais cientificos hd até
mesmo razdes funcionais para que as revolucdes sejam sistematicamente encobertas.

Por fornecerem, aos seus leitores, o conteddo da prética cientifica normal mais
recente, os manuais cientificos devem ser reescritos a cada troca de paradigma. Nessa

reedicdo do contetido da ci€ncia normal, os manuais omitem os contetidos anteriormente
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validos, que agora ndo possuem mais lugar, por ndo corresponderem ao novo quadro
conceitual em vigor.

A menos que o pesquisador tenha testemunhado essa troca de paradigmas, ele
serd levado a acreditar que os conteidos desses manuais possuem uma referéncia
histérica muito anterior a da emergéncia do paradigma ao qual correspondem.

Exemplo disso € que esses manuais pouco, ou quase nada, se dedicam a um
tratamento histérico da disciplina cientifica cujo conteido estdo preocupados em
transmitir. Quando o fazem reservam, para isso, um rapido capitulo, em geral o primeiro,
cujo objetivo € o de trazer uma espécie de lastro histérico aos principios assumidos pelas
idéias neles apresentadas.

Ou seja, esses capitulos introdutdrios tentam passar a idéia de que existe uma
tradicdo para as idéias e os principios que serdo tratados nos capitulos seguintes. Assim,
os cientistas de tempos passados sdo tratados como herdis e seus trabalhos como
precursores do que hoje se considera um conhecimento mais completo.

Esses trabalhos que, nos manuais, sdo considerados como precursores de uma
determinada atividade cientifica, passam por uma compilacdo que seleciona apenas
aqueles dados e apenas aquelas caracteristicas que mais se afinam com a visdo do
paradigma em vigor e, do qual, o manual cientifico é o principal defensor. Esses dados e
caracteristicas sdo, muitas vezes, descontextualizados e distorcidos de modo a criar a
sensacdo, no jovem pesquisador, que esses herdis do passado estavam trabalhando
exatamente nos mesmos fendmenos e problemas para os quais muitas solucdes foram
encontradas, posteriormente, por outros tantos cientistas.

Esse jovem cientista, que agora se encontra diante desta histéria bem sucedida,
se sente convidado a também poder fornecer alguma contribuicdo importante para este

desenvolvimento que parece apenas somar resultados:

Em parte por selecio e em parte por distor¢do, os cientistas de épocas
anteriores sao implicitamente representados como se tivessem trabalhado
sobre 0 mesmo conjunto de problemas fixos e utilizado o0 mesmo conjunto
de canones estiveis que a revolu¢do mais recente em teoria e metodologia
cientifica fez parecer cientificos. Nao é de admirar que os manuais e as
tradi¢des histéricas neles implicitas tenham que ser reescritas apds cada
revolucdo cientifica. Do mesmo modo, ndo € de admirar que, ao ser
reescrita, a ciéncia apareca, mais uma vez, como sendo basicamente
cumulativa.
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(Kuhn 2003, p.177-178)

O que ocorre, nessa leitura que os manuais realizam da histéria, portanto, ¢ uma
flagrante revisdo do passado do ponto de vista do presente, sempre no sentido de
acomodar aquele a este. Um exemplo utilizado por Kuhn merece ser mencionado aqui.

Nos referimos a afirmacdo de Newton de que Galileu havia descoberto que a
forca sempre constante da gravidade promove um movimento que € proporcional ao
quadrado do tempo. Na verdade, Newton se refere a um teorema que pode ser traduzido
dessa forma desde que assumidos os conceitos da dindmica do proprio Newton. Contudo,
Galileu nao chega a falar de for¢as como, por exemplo, a da gravidade, em suas
digressdes acerca da queda dos corpos (Kuhn 2003, p.179).

Deste modo, ao assumir que Galileu estava diante de um fendmeno que seus
pressupostos conceituais ndo lhe permitiam testemunhar, Newton disfarca o aspecto
revoluciondrio do trabalho desse grande investigador da Renascenca. Qual seja, a
passagem da dinamica aristotélica para a de Galileu, a0 mesmo tempo em que também
disfarca a passagem da dinamica de Galileu para as suas proprias explicagdes sobre as
leis que regem o movimento dos corpos.

O ponto de vista do paradigma presente tende a enxergar todas as pesquisas que
se realizaram, dentro de paradigmas anteriores, como investigagdes incipientes daquilo
que, atualmente, se v& como os tultimos resultados. Todos os pesquisadores que
trabalharam em seus respectivos fendmenos sdo aliciados no exército do paradigma mais
recente, € todos estes fendmenos passados sdo encarados como uma Visdo pouco

amadurecida dos fendmenos estudados no presente:

Enquanto pedagogia, essa técnica de apresentacdo estd acima de qualquer
critica. Mas quando combinada com a atmosfera geralmente a-histérica dos
escritos cientificos e com as distor¢des ocasionais ou sistemadticas
examinadas acima, existem grandes possibilidades de que essa técnica
cause a seguinte impressao: a ciéncia alcangou seu estado atual através de
uma série de descobertas e invengdes individuais, as quais, uma vez
reunidas, constituem a colecdo moderna dos conhecimentos técnicos. O
manual sugere que os cientistas procuram realizar, desde os primeiros
empreendimentos cientificos, os objetivos particulares presentes nos
paradigmas atuais. Num processo freqiientemente comparado a adi¢do de
tijolos a uma construcdo, os cientistas juntaram um a um os fatos,
conceitos, leis ou teorias ao caudal de informacdes proporcionado pelo

manual cientifico contemporaneo.
(Kuhn 2003, p.180)
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A tese de Kuhn € que essa visao da ciéncia € extremamente enganosa. A maioria
dos fendmenos tratados nos manuais atuais nao existiam a bem pouco tempo atrds. Estes
fendmenos s6 ganharam existéncia com a emergéncia dos atuais paradigmas cientificos.

Cada geracao de pesquisadores aprendeu a lidar com conjuntos de problemas
que lhe eram proprios, apenas alguns poucos problemas sao legados de uma geracdo a
outra. O mesmo pode ser dito dos métodos, dos conceitos e dos pressupostos, que
povoam o dominio de ac¢do do cientista a cada época. Todos esses elementos se
combinam para a formacao de uma visao da natureza que, por sua vez, varia igualmente
de época para época, apresentando, a cada vez, fenomenos distintos que, sé do ponto de
vista dos manuais, podem ser encarados como um tinico € 0 mesmo.

Teorias e fendmenos surgem, como que simultaneamente, ajustando o mundo a
uma nova interpretacdo oriunda de um paradigma emergente que tem, como uma de suas
mais importantes tarefas, suprimir a interpretacao anterior. Uma das conseqiiéncias dessa
supressdo, trabalho da ciéncia normal de cada época, € a eliminacao dos rastros deixados
pelo antigo paradigma. Eliminacdo esta que acaba, concomitantemente, apagando a

memoria da revolugdo que langou os parametros cientificos em vigor.

173



4. REVOLUCAO EM MATEMATICA

Revolutions in mathematics may not involve crisis or the rejection of earlier
mathematics (...). New discoveries, particularly those of revolutionary import,
provide new modes of thought within which more powerful and general results
are possible than ever before. To the question of whether or not revolutions
occur in mathematics, my answer is an emphatic “yes”.

Joseph Dauben’’

Antes de aplicarmos o conceito de revolucio sobre certos eventos matematicos
serd necessario tecer algumas consideracdes para ajudar a clarificar o sentido mais
especifico que desejamos atribuir ao termo revolugdo.

J4 mencionamos que quando Kuhn se apropria da idéia de revolugdo para
descrever o desenvolvimento das ciéncias naturais, ele o faz através de uma aproximacao
do sentido politico do termo. Essa aproximacdo deve ser efetuada com certo cuidado,
dado que ndo € possivel atribuir, sem mais, atributos de uma esfera como a politica a
outra como a ciéncia, mais especificamente a ciéncia matemaética.

Mesmo no sentido mais comum do termo revolu¢do, como movimento de cunho
politico e social no qual o velho regime é substituido, muitas vezes de maneira violenta,
por outro sistema totalmente novo, existem certas nuancas que nao permitem uma idéia
unanime e final sobre o que seja ou ndo revolucionario.

No interior dessa discussdo Donald Gillies (1992) nos apresenta um rdpido
ensaio sobre como poderiamos entender as revolucdes matemdticas. Na verdade,
estabelece ele uma distingdo bastante razodvel que pode nos ajudar a entender certas
nuancas nas revolugdes politicas e, com isso, melhorar a caracterizacdo do modelo que
adotaremos para as revolugdes em matemaética.

Tomando os trés grandes exemplos de revolugdes politicas na histéria da Europa
moderna e contemporanea, a Revolucdo Inglesa (1640/1688), a Revolucdo Francesa
(1789) e a Revolucao Russa (1917), € possivel estabelecer uma classificagao desses trés
grandes momentos histdricos em pelo menos dois grupos distintos (Gillies 1992).

No primeiro grupo encontramos as Revolucdes Inglesa e Francesa. Tratam-se
aqui daqueles momentos revoluciondrios em que o antigo regime, no caso duas das

principais monarquias absolutistas da Europa, foi violentamente derrubado para

" Dauben 1992, p.229
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novamente ser restabelecido, anos depois, na forma amenizada de uma monarquia
parlamentarista.

No segundo grupo, todavia, aquele que inclui a Revolu¢do Russa, o antigo
regime foi deposto de maneira igualmente violenta sem, porém, ser restabelecido
posteriormente por nenhuma forma explicita de monarquia, mesmo que por uma forma
mondrquica amenizada como no primeiro grupo.

Coincidentemente ou ndo, esses trés grandes momentos de perturbacdo politico-
social t€ém datas demarcatdrias muito proximas das trés revolucdes mais importantes nas
ciéncias naturais: a revoluc¢do na fisica e na astronomia com a publicacdo do Principia
por Newton em 1687, a revolucdo na quimica com a publicacdo do Tratado Elementar da
Quimica por Lavoisier em 1789 e, novamente na fisica e na astronomia, com a
publicacdo da Teoria Geral da Relatividade por Einstein em 1915 (Gillies 1992).

Porém, o que queremos ressaltar aqui € a caracteristica que permite a separagdo
das revolucdes nos dois grupos acima mencionados, o das revolucdes do tipo franco-
inglesa e o das revolugdes do tipo russa. Essa caracteristica € a presenca ou a auséncia do
que se decidiu chamar de Principio de Destituicdo do Antigo Regime. Notamos que este
principio estd presente apenas nas revolugcdes como a que se deu na Russia em 1917
(Gillies 1992).

Muitos dos opositores da idéia de revolucdo em matemadtica argumentam que as
verdades nesse campo sdo sempre preservadas, mesmo com o aparecimento de novas
teorias. Por esse motivo, o uso do conceito de revolugdo nestes casos € um erro, ja que
esse conceito traz consigo aquilo que foi chamado a pouco de principio de destituicdo do
antigo regime.

Por outro lado, aqueles que defendem que revolu¢des também podem e devem
ser constatadas em matematica afirmam que a metafora empregada nesses casos nao pode
ser referendada sem quaisquer ressalvas, como parece ter ocorrido no caso das ciéncias
naturais, nas quais as revolugdes em geral destituem inequivocamente antigos sistemas
tedricos.

E de fato as verdades matematicas sdo, pelo menos em algum nivel de
consideragdo, preservadas com o aparecimento de totalmente novas teorias. No entanto,

para que essas verdades sejam preservadas, e para que continuem a ter uma aplicagcdo
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efetiva dentro da matematica, surge a necessidade de serem reavaliadas e remodeladas
dentro dos pardmetros indicados pelas novas escolas e teorias matematicas.

Exemplos dessa remodelagem das antigas estruturas matemadticas podem ser
notadas desde a reformulagao da escola pitagérica por Teeteto e Eudoxo, passando pela
introducdo do célculo com Leibniz e Newton, chegando até a refundacdo da aritmética
por meio da Teoria de Conjuntos de Cantor.

Esses trés exemplos, que trataremos mais detidamente nesse capitulo, além de
muitos outros ndo citados, reforcam a tese de que as revolucdes costumeiramente
ocorrem em matemadtica e que a melhor metifora para entendé-las é aquela que nos
remete as revolucdes do tipo franco-inglesas. E com isso nos referimos aquelas
transformagdes revoluciondrias nas quais ndo devemos levar em conta qualquer principio
de destituicdo.

As revolugdes em matemdtica se parecem com certos eventos que, por vezes,
também percebemos ocorrer nas ciéncias naturais. A teoria da relatividade de Einstein &,
sem ddvida, um marco na histéria da fisica e da astronomia contemporanea. Depois de
Einstein componentes curriculares em cursos de graduagdo e de pds-graduagdo tiveram
que ser revistos, novos campos de pesquisa foram abertos, livros escolares se tornaram
ultrapassados. Em suma, a fisica e a astronomia do século XX em diante ndo pode mais
ser considerada a mesma desde entdo.

Se levamos em conta o principio de destituicdo nao podemos afirmar que houve
qualquer revolugao na fisica a partir da publicacdo do Zur allgemein Relativitdtstheorie
em 1915. As verdades da fisica newtoniana ndo perderam o seu valor, isto €, se
consideramos apenas o campo tedrico delimitado pelos seus axiomas e teoremas mais
importantes. Exatamente da mesma maneira, o aparecimento das geometrias ndo-
euclidianas nao fez evaporar a geometria euclidiana.

Tendo isso em vista, somos for¢ados a supor que o principio de destitui¢do nao
pode ser considerado o critério decisivo para a constatagdo de revolugdes em ciéncias
naturais e que ele nio se faz presente em quase nenhum momento quando nos propomos
o desenvolvimento revoluciondrio da ciéncia matematica.

No lugar do principio de destituicdo € necessario lancar mao de um principio

mais geral, de preferéncia um que leve em conta o grau de inovacdo com que as novas
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teorias se projetam sobre as antigas; isto €, necessitamos levar em conta se estas novas
teorias se projetam sobre todo o campo cientifico no qual estdo inseridas ou se s6 se
fazem sentir em determinadas regides muito determinadas. Além disso, € necessario
também poder avaliar a magnitude com que a projecdo dessa nova teoria € capaz de
deslocar, sobre si mesma, a atencdo dos pesquisadores e € preciso poder considerar o
peso de decisdo e influencia que esses pesquisadores possuem na comunidade cientifica
local e internacional.

Em suma, € necessdrio desde ja alertarmos que o principio de destituicdo nao é
suficiente para avaliarmos o cardter revoluciondrio de um evento cientifico, seja em
ciéncias naturais, seja em matemadtica. Trata-se de um critério um tanto grosseiro que
necessita de um revis@o. E o objetivo de nosso trabalho € justamente mostrar que ¢é
possivel constatar revolugdes matematicas, em particular que a Teoria de Conjuntos de

Cantor pertence a essa categoria de eventos matematicos revoluciondrios.

4.1 Sobre o conceito de revolu¢ao em matematica

Face a pergunta: existiriam revolucdes em matemadtica? — pergunta que se
refere ao desenvolvimento da histéria da matematica, assim como a seus conteddos e
afirmacdes —, observamos posicionamentos diversos € muitas vezes contrdrios.

Muitos sdo os que respondem negativamente a essa pergunta, afirmando que, em
matematica, ndo existem fendmenos aos quais possamos atribuir o nome de revolucdes.
Asseveram que a matemadtica possui um desenvolvimento cumulativo, no qual ndo é
possivel constatar interven¢des que meregcam o nome de revolugao.

Por outro lado ha quem acredite que € possivel observar, também na matemética,
um padrao de desenvolvimento semelhante ao das outras formas de conhecimento
cientifico, padrio este que se aproxima de uma concep¢do claramente revoluciondria.
Esta é a posicdo que defendemos e que pretendemos tornar mais explicita a partir deste
momento.

Joseph Dauben se coloca entre os defensores da idéia de revolugdo em
matemadtica. Aqui destacamos um de seus artigos diretamente voltados para o tema,
intitulado Are there revolutions in mathematics? (1992), no qual apresenta, logo de

inicio, o posicionamento contrdrio de importantes autores, no sentido de ilustrar essa
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discussao nos termos em que ela ja foi colocada durante os tltimos séculos:

In most sciences one generation tears down what another has built, and
what one has established, another undoes. In mathematics alone each
generation builds a new story to the old structure.

(H. Hankel 1889, Dauben 1992, p.205)

While ‘Imagination, fancy, and invention’ are the soul of mathematical
research, in mathematics there has never yet been a revolution”
(C. Truesdell 1968, Dauben 1992, p. 205)

The calculus — it all embellishes the spirit and has created, in the world of

geometry, an unmistakable revolution.
(B. Fontenelle, Dauben 1992, p.205)

Nonstandard analysis is revolutionary. Revolutions are seldom welcomed
by the established party, although revolutionaries often are.
(G.R. Blackley, Dauben 1992, p.205)

A tensdo criada pela escolha dessas citacdes denuncia um certo equilibrio entre
as duas posicoes contrdrias. No entanto, existe uma tendéncia majoritaria contra a idéia
de que as revolugdes possam ser identificadas no interior da matematica. Segundo esse
ponto de vista majoritirio — que poderiamos identificar como uma interpretacao
tradicional da histéria da matematica —, diferentemente das ciéncias naturais, a
matemadtica apresenta um desenvolvimento cumulativo e, nesse sentido, linearmente
evolutivo e, portanto, nao revoluciondrio.

A interpretacdo tradicional entende essa ciéncia como um corpo tedrico que
jamais descarta suas antigas conquistas. Embutida nessa concepg¢do estd a idéia de que a
matemdtica € uma ciéncia que ndo depende de contextos histdricos, psicolégicos,
religiosos ou sociais.

Esta independéncia é o que melhor garantiria tanto a universalidade como a
atemporalidade das verdades matematicas e é o que a tornaria uma ciéncia a parte das

outras, como defende Claude Bernard no seguinte trecho de seu An introduction to the

study of experimental medicine:

Mathematical truths are immutable and absolute (...) mathematics grows
by simple successive juxtaposition of all acquirided truths. [J4 as ciéncias
experimentais, por apresentarem apenas verdades relativas] can move
forward only by revolutions and by recasting old truths in a new scientific
forms.

(Bernard 1927, p.41, Dauben 1992, p.206)
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Claude Bernard defende, portanto, que a matemadtica € unicamente constituida
por verdades absolutas e imutdveis. Essas verdades apenas se justapdem umas as outras
no decorrer do desenvolvimento histérico dessa ciéncia. Concluimos disso que qualquer
coisa diferente desse constante acimulo de verdades ndo deveria ser considerado parte da
matematica, mas algo de outra estirpe, assim como sao, por exemplo, os elementos das
ciéncias experimentais que, cada um a sua maneira, avangam por meio de revolugdes.

Mais recentemente, como defensor da idéia tradicional de que revolucdes nao
ocorrem em matematica, encontramos o historiador da matematica Michael J. Crowe que,
através de um restricdo no conceito que comumente se faz da matemadtica, pretende
definir esta ciéncia como cumulativa por exceléncia.

Essa restri¢do, na verdade, faz referéncia a amplitude do que pode e do que nao
pode ser considerado sob o rétulo de matematica; de tal modo que recairiam sob este
signo apenas aquelas teorias, de conteido matemaético claramente definido; isto €, aqueles
conteddos que ndo pudessem ser enquadrados, nem como pertencentes a histéria da
matemdtica, nem como pertencentes a filosofia da matemadtica.

Tomando por principio essa restricdo, Crowe ndo nega que revolugdes possam
se avizinhar da matematica. No entanto, elas se manteriam a uma distancia segura do
nicleo daquilo que pode ser entendido como matemdtica em sentido proprio. Isto €, essas
revolugdes estariam restritas a um plano histérico-filoséfico, ndo atingindo o que
poderiamos entender como a matemdtica em si mesma.

As geometrias nao-euclidianas, por exemplo, conduziram a uma drastica
mudanca na maneira de encarar a natureza da matemadtica o que, por sua vez, marcou
revolucionariamente a histéria e a consideracdo filos6fica de certos conceitos
matematicos. A isso Crowe chama de revolucdo na filosofia da matemdtica, ou na
historia da matemdtica. Contudo, discorda ele, veementemente, que as geometrias nao-
euclidianas tenham causado qualquer alteracdo revoluciondria no interior da matemdtica
em si mesma, isto €, no sentido préprio que ele conferiu a esta ci€ncia.

Quanto a isso, uma das principais criticas feitas a Crowe € a de que sua defini¢ao
do conceito de revolucdo exclui, de antemao, a possibilidade de seu aparecimento na
matematica. Ou, vice-versa, de que seu conceito de matemética descartaria, a priori, as

revolugdes. Isto €, a matemdtica em sentido proprio seria justamente aquela ciéncia na
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qual ndo pudéssemos encontrar quaisquer tracos revoluciondrios. Assim, em principio, ou
por defini¢cdo, ndo had revolucdes em matemdtica. Dai a seguranca com que Crowe
enuncia sua décima lei, segundo a qual, revolugdes nunca ocorrem em matematica™®:
“Revolutions never occur in mathematics” (Crowe 1975, apud Gillies 1992 p.19).

No entanto, para saber se revolu¢des podem ou ndo aparecer na matematica, ou
em qualquer outra ciéncia, € necessdrio tentar entender melhor o sentido mais original do
termo revolugdo.

Do ponto de vista politico, o termo revolu¢do pode indicar uma dréstica e
violenta mudanga de perspectiva e de a¢dao no seio das institui¢des publicas, guiada por
um grupo de interesses ampla e abertamente discordantes daqueles que, em um
determinado momento histdrico, controlam as formas de organizagdo social do Estado.

Do ponto de vista da histéria da ciéncia, por sua vez, esse termo apareceu pela
primeira vez relacionado com a astronomia, justamente com a publicacio do De
Revolutionibus orbium coelestium de Copérnico. Nessa obra, como sabemos, a palavra
revolugdo indica o movimento ciclico dos planetas do sistema solar.

O sentido que atualmente, e de maneira mais comum, conferimos a palavra
revolucdo, porém, comporta uma certa ambivaléncia que parece surgir da unido dos dois
usos j4 indicados no pardgrafo anterior.

Como vimos, do ponto de vista politico, revolucdo indica uma violenta ruptura
com um regime de governo estabelecido; trata-se do abandono de um sistema em prol de
um outro que lhe € contraditério e que deverd substitui-lo integralmente; o antigo regime
deve ser esquecido em todos os seus aspectos e os revoluciondrios trabalhardo com o
maximo vigor para que isso aconteca.

No sentido empregado pela astronomia do século X VII, porém, revolucdo indica
o movimento ciclico e perpétuo dos planetas em torno de um astro ou de outro eixo
celeste qualquer; revolugdo €, nesse sentido, algo que se repete, sempre e exatamente da
mesma maneira € com determinada freqiiéncia; assim entendido, este termo indica o
eterno trilhar de antigos passos, ja muitas vezes perseguidos; trata-se da perseguicdo de

uma trajetdria ciclica e fixa, isto é, de uma jornada que nao leva a lugar algum, ja que o

%% Esta lei, junto com as nove precedentes, apareceram originariamente em um artigo de 1975 intitulado
Ten ‘Laws’ Concerning Patterns of Change in the History of Mathematics, Historia Mathematica, 2 (1975),
p-161-166, reeditado em Gillies (1992), 15-20p.
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movimento, no qual consiste, volta-se continuamente sobre si mesmo; revolucdo aqui se
refere a uma rota que ndo oferece nem novidade, nem escapatoria.

Nos dias de hoje é possivel realizar um amadlgama desse dois sentidos mais
primitivos. Assim, revolucdo é, a um sé tempo, e paradoxalmente, o mesmo e o diverso.

Fontenelle, no século XVII, foi o primeiro a usar o termo revolu¢do de maneira
proxima ao sentido ambiguo acima apresentado (Dauben 1992). Particularmente,
Fontenelle estava preocupado com as recentes novidades matemadticas, mais
especificamente, com as mudangas ocasionadas pela introducdo dos novos métodos, por
Newton e Leibniz, com a criagcdo do cdalculo infinitesimal. Para Fontenelle,
principalmente com Leibniz, a nova andlise do infinitamente pequeno se oferecia ao
mundo como uma radical mudancga nas antigas formas de se fazer matematica.

Em uma primeira andlise, € possivel identificar aqui um uso do termo revolucao
que se aproxima apenas do primeiro sentido acima mencionado. Trata-se de uma
novidade de grande magnitude e que modifica inteiramente as antigas formas de conduta
cientifico-matemdticas. Essa novidade se impde de tal modo que sobrepuja todo o
conservadorismo, assim como a resisténcia das antigas praticas e modos de percepgao até
entdo vigentes em matemadtica. Desse ponto de vista, o cdlculo ndo pode, e ndo deve, ser
considerado como um simples actimulo de verdades sobre antigas estruturas matematicas

previamente consolidadas:

In describing the "new geometry" as bringing about an "unmistakable
revolution”, it was also a "quantum leap" from the old mathematics in the
sense that a theory of infinitesimals and limits was not part of previously
accepted branches of mathematics — in particular Euclidean geometry,
number theory, or even analytic geometry. The "new geometry" it might be
said, constituted a breach requiring a leap of faith to new comprehensive
concepts and methods that were not part of earlier mathematical practice.
(Dauben 1992, p.208)

(...) Suffice it to say that the appearance or the calculus was "revolu-
tionary", requiring the introduction of wholly new elements — having so
substantial an effect on the content, methods and meaning of mathematics
as to constitute a true, or as Fontenelle says, "unmistakable" revolution.
(Dauben 1992, p.209)

Ainda assim, e se nos detivermos mais atentamente sobre este ponto, mesmo o
célculo surgindo como uma invenc¢do sem precedentes, principalmente ao revelar novos

conteddos, métodos, linguagens e ferramentas matematicas, Fontenelle ndo emprega o
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conceito de revolucdo de modo a descartar, como equivocadas, as antigas formas de
entender a matemdtica. A matemética, antes do calculo infinitesimal, era qualitativamente
diferente da matemaética revoluciondria introduzida pelo advento do célculo.

A matemadtica pos-cdlculo revé seus antigos resultados e recomeca sua trajetéria
de um ponto, a um s6 tempo, novo e velho. Novo porque a forma de pensar e realizar a
matemdtica muda radicalmente com o cdlculo (sentido politico de revolucdo); mas
também é velho, porque a matemdtica volta a uma posicao ja ocupada anteriormente,
como se um ciclo fosse completado e ela novamente estivesse a repisar antigas pegadas,
revendo antigos resultados de uma nova perspectiva (sentido astrondomico de revolugao).

A forma de fazer matemdtica antes do cdlculo ndo estava errada, mas apds
Newton e Leibniz ela se torna ultrapassada e surge a necessidade de uma reconstrucdo. A
reconstru¢do da matemadtica a partir do célculo €, por si s6, uma reafirmacdo de seus
antigos resultados de um novo ponto de vista. Trata-se de uma reforma da matematica e
nao do abandono de uma antiga matemdtica em prol de uma outra completamente nova

(sentido atual de revolugdo).

Clearly this revolution was qualitative, as all revolutions must be. It was a
revolution which Fontenelle perceived in terms or character and
magnitude, without invoking any displacement principle — any rejection
of earlier mathematics — before the revolutionary nature or the new
geometry or the infinite could be proclaimed. For Fontenelle, Euclid's
geometry had been surpassed in a radical way by the new geometry in the
form of the calculus, and this was undeniably revolutionary.

(Dauben 1992, p.209)

Assim, o0 modo como empregamos o conceito de revolugdo em matemdtica, ou
em qualquer outra ciéncia, ndo toma isoladamente, nem o politico, nem o astrondmico,
mas passa por ambos, adquirindo um terceiro sentido, que se evidencia como a unido
desses dois primeiros.

Revolucio constitui, desse modo, a descontinuidade de um sistema, assim como
podemos entender uma estrutura social, ou politica, ou religiosa ou cientifica. Essa
descontinuidade — essa ruptura se assim preferirmos — acarreta ou € conduzida por
novidades que, devido a for¢ca com que se impdem, ndo podem ser recusadas. Contudo,
essas novidades ndo destroem a histéria ou os antigos conteidos das estruturas sobre as

quais recaem. A revoluc@o cria uma perspectiva inteiramente nova sobre elas. Mesmo
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assim, disso ndo podemos concluir que aquilo que antes da revolucdo era verdadeiro, se
torna, automdtica e universalmente, falso depois do evento revoluciondrio, mas apenas
obsoleto, ou em desuso, ou ultrapassado, ou apenas inadequado para determinadas
abordagens.

A fisica antes de Einstein nao estava errada, assim como nao estava errada antes
de Newton. Ainda que a teoria newtoniana rejeite a aristotélica — assim como a de
Einstein, em seus principios mais fundamentais, abandone a de Newton —, o que temos
sdo apenas teorias fisicas diferentes, em contextos historicos diferentes, construidas sobre
novos enfoques e alicerces.

Em relacdo a esse sentido de revolucdo, Dauben nos chama a aten¢do para o fato
de que, de maneira muito simile, a monarquia na Inglaterra de hoje ndo é a mesma da
monarquia que existia antes da Revolucdo Gloriosa de 1688, e que marcou a drastica
virada politica na casa dos Stuart. Ainda que o regime de governo tenha se mantido, este
teve que se readequar a novas tendéncias politicas que sobre ele se faziam sentir. Essa
readequacao atingiu tal magnitude e extensdo que, ao final, ndo se podia mais dizer que
se tratava do mesmo tipo de governo, mesmo que o reconhecamos pelo mesmo nome.

Dauben concorda que a matemdtica também passa por esses momentos de
ruptura em seus conceitos e praticas, o que ndo implica que antigas maneiras de pensar e

fazer matemadtica estivessem equivocadas:

In much the same sense, it seems clear that revolutions have occurred in
mathematics. However, because of the special nature of mathematics, and
the unique character of its principles and the logical structure of its
arguments, it is not always the case that an older order is necessarily
refuted or rejected outright. Although it may persist, the old order
nevertheless does so under different terms, often in radically altered or
expanded contexts.

(Dauben 1992, p.209)

As idéias de revolugdo e de resolucdo podem ser justapostas de modo a nos
ajudar a compreender mais claramente o avango da matemaética. As revolucdes devem ser
entendidas como inovagdes de grande magnitude, que possuem o papel de aumentar o
grau de complexidade e detalhamento dos contetidos dessa ciéncia, isto €, aumentar o
grau de resolucao de seus problemas e conteudos.

Revolucdo e resolucdo se superpdem em um mesmo sentido. Isto €, as teorias
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matemadticas sdo constantemente completadas por novos resultados que, assim como
Leibniz, Cantor e Hilbert™ propuseram, devem respeitar e obedecer apenas o critério de
consisténcia. Esses novos resultados melhoram a perspectiva sobre a matemética que, em
alguns momentos, pode ser encarada, segundo Dauben, como uma prética totalmente

nova em relacdo a momentos anteriores, recentes ou longinquos:

Because the progress of mathematics is restricted only by the limits or self-
consistency, the inherent structure of logic determines the structure of
mathematical evolution. I have already suggested the way in which this
evolution is necessarily cumulative. As theory develops, it provides more
complete, more powerful, more comprehensive problem-solutions,
sometimes yielding entirely new and revolutionary theories in the process.
But the fundamental character of such advance is embodied in the idea of
resolution. Like the microscopist, moving from lower to higher levels of
resolution, successive generations of mathematicians can claim to
understand more, with a greater stockpile of results and increasingly

refined techniques at their disposal.
(Dauben 1992, p.228)

O conceito de resolucdo matematica e, por conseqiiéncia, o de revolugao devem
ser compreendidos como uma aproximag¢do e como um refinamento, cada vez maiores,
tanto dos problemas existentes como das solugdes que possam se aplicar sobre eles.
Trata-se aqui do terceiro sentido que expusemos ha pouco, a saber, o de uma novidade
que se sobrepde e se ajusta as antigas estruturas.

O desenvolvimento da matemadtica se encontra no desvelamento daqueles
detalhes antes invisiveis. A revelacdo desses detalhes, contudo, nao elimina os detalhes

mais rudimentares, ja descobertos por ferramentas menos sutis.

4.1.1 O conceito de revolucao em matematica

No inicio do terceiro capitulo, dissemos que o modelo historiografico
apresentado por Thomas Kuhn (2003 [1962]) descrevia um desenvolvimento cientifico
que seria mais bem compreendido como “revoluciondrio”. Isto €, a ciéncia se desenvolve
por uma sucessao de paradigmas que se substituem, uns aos outros, por meio de uma
dindmica que pode ser descrita por analogia com as revolugdes politicas.

Esperamos jé ter esclarecido que o emprego do termo “revolucdo” motivou-se

no contexto politico. Trata-se de uma metéfora, cuidadosamente elaborada e enriquecida

% Sobre este ver Hilbert (1925), On The Infinite, 1983.
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com uma longa lista de exemplos em A Estrutura, que no entanto ainda necessita ser
utilizada com certa cautela, tanto quando nos referimos ao desenvolvimento das ciéncias
naturais, como quando nos concentramos no desenvolvimento da matemética — isto &,
quando queremos apontar, nesta ciéncia, criacdes que também gostariamos e poderiamos
chamar de revoluciondrias.

Tendo em vista a andlise ja realizada sobre o conceito de revolucdo cientifica,
explicitaremos a seguir, sucintamente, as condi¢cdes que estabelecemos como
fundamentais para a caracterizagdo de um evento, ou criagdo cientifica, como uma

revolugdo cientifica:

I. Remodelacdo do contexto cientifico: paradigmas cientificos®® sdo substituidos
ou alterados por outros, provocando assim uma drdstica mudanca conceitual e

metodoldgica no contexto cientifico.

Il. Invalidacao total ou parcial dos principios do antigo paradigma: A
transformacgdo provocada por ocasido da alteracdo de paradigmas pode atingir uma
magnitude tal que acaba por invalidar, total ou parcialmente, principios ja bastante bem

estabelecidos.

lll. Excentricidade das causas: A decisdo por um novo paradigma dentro de uma
determinada comunidade cientifica dependerd de fatores tdo diversos quanto excéntricos
a prépria idéia tradicional de ciéncia, tais como nacionalidade, cultura, contextos

histéricos, contextos religiosos, etc.

IV. Novas Metodologias e Solubilidade de Problemas: Um novo enfoque —
novos conceitos ou novos fundamentos — em geral possibilitam novas metodologias ou
metodologias mais potentes para a solucdo de problemas novos ou para problemas
antigos que j4 tinham sido solucionados, ou ndo, pelo antigo paradigma; ou para a

apropriacdo de novos problemas.

% Ver p.145-153.
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V. Descontinuidade: O desenvolvimento cientifico nao podera mais ser compreendido
apenas como uma cadeia ininterrupta, linear e cumulativa de eventos que, somando-se
uns aos outros, corroboram a idéia de um progresso continuo, ou de uma evolugao

pacifica da ciéncia.

Das cinco condi¢des acima € possivel derivar, pelo menos, dois sentidos do

conceito de revolugao cientifica:

1. Sentido estrito de revolucdo: Em um primeiro momento, revolugdo cientifica significa
um rompimento efetivo, de uma parcela de possivelmente poucos mas importantes
membros de uma determinada comunidade cientifica, com os valores e as crengas, assim
como com a pratica tedrica e aplicada, da visdo predominante de seus antigos mestres ou
teorias de referéncia freqiientemente apresentadas em manuais e compéndios cientificos.
Esse rompimento se apresenta na forma de propostas cientificas totalmente novas que nao
podem ser consideradas como simples extensdes, ou decorréncias necessdrias, dos
trabalhos que ja se vinham realizando normalmente. Na verdade, a nova proposta
cientifica se torna antagbnica a proposta vigente. Neste primeiro momento, estamos

diante do sentido estrito de revolucdo cientifica.

2. Sentido estendido de revolugdo: Ha momentos, porém, em que revolugdes cientificas
podem ser claramente delineadas sem que haja um rompimento radical com o antigo
paradigma, isto €, sem que haja a invalidagc@o e o conseqiiente descarte do mesmo. Neste
caso, revolucao cientifica também deve ser entendida como um evento sem precedentes e
totalmente novo, possuindo a forca de se impor de maneira irrevogavel a comunidade
cientifica, tendo o poder de alterar o curso das pesquisas e de causar a reformulacdo de
certas idéias fundamentais do campo cientifico sobre o qual recai. Ao fazé-lo, no entanto,
essa forma de revolucdo ndo onera a ciéncia — como um todo ou em particular — com o
descarte de suas antigas conquistas ja bem consolidadas. Podemos chamar este segundo

momento de sentido geral, ou sentido estendido, de revolugao cientifica.

Em suma, vislumbramos dois sentidos para o uso da expressdo revolugdo
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cientifica. Um primeiro sentido, estrito, no qual antigos paradigmas sdo abandonados por
outros que os substituem completamente, descartando no processo as afirmacgdes que
foram anteriormente estabelecidas; e um segundo sentido, geral, no qual ndo ocorre
necessariamente esse descarte das afirmagdes do antigo paradigma, hd apenas um
deslocamento do foco de atencdo e da concentragdo de esfor¢os dos pesquisadores para o
novo paradigma.

Quando nos voltamos para a matematica notamos que o sentido de revolucao a
se adotar deve ser em geral o segundo, o sentido estendido de revolucdo, dado que diante
da observacdo atenta do aparecimento de grandes novidades no desenvolvimento desta
ciéncia, notamos que, de modo muito simile a alguns eventos em ciéncia natural, os
antigos paradigmas matematicos nao sao em geral descartados.

Na matematica, em particular, um evento serd considerado revoluciondrio se —
além de ter passado pelo crivo das cinco condi¢cdes que esbocamos acima — acatar

também a seguinte condicao especial:

VI. Descontinuidade matematica: Um novo paradigma em matematica serd aquela
criacdo, puramente matemdtica, que ndo pode ser encarada como uma simples
continuidade do que ja vinha se realizando anteriormente. Ainda que por causa dessa
nova cria¢cdo matemadtica nao haja, em geral, descarte dos antigos fundamentos teéricos,
sejam eles filos6ficos ou metodoldgicos, ndo se pode dizer que estes mantém o mesmo
grau de relevancia que detinham antes do aparecimento do novo paradigma. Restam
assim, duas alternativas para as afirmag¢des matemdticas que se localizam no ambito do

antigo paradigma:

a) Esses fundamentos sdo revisados de modo a serem reinterpretados pelos novos

conceitos ou fundamentos recentemente introduzidos;
b) Essas afirmacdes ndo sao revisadas e continuam tendo importancia em um contexto

que se torna cada vez mais restrito e, por causa disso, podem perder sua operacionalidade

dentro do novo paradigma.
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4.1.2 Exemplos

Eventos revolucionarios na historia da matematica

Por meio dos dois exemplos, que forneceremos a seguir, reiteramos que
revolucdes também ocorrem em matematica.

Rapidamente discorreremos sobre o que ocorreu com a teoria das propor¢des
dos pitagéricos, totalmente revisada apds o golpe da descoberta dos incomensurdveis,
através dos excelentes trabalhos de geometrizacdo de Teeteto e Eudoxo, culminando,
finalmente, no enorme trabalho de fundamentacdo da geometria por Euclides (Lintz
2007).

Em seguida falaremos, igualmente de maneira muito sucinta, sobre o advento do
calculo diferencial que proveu a matematica com novos conceitos e recursos tais que nao
se pode dizer que ali ndo houve um fantdstico salto qualitativo no desenvolvimento da

matematica ocidental.

1) Os incomensuraveis:

Tivemos a oportunidade de analisar o papel que os nimeros cumpriam na
concepcao cosmoldgica pitagdrica. A estrutura mais fundamental do universo conhecido
ganhava representagdo nos nimeros inteiros positivos. Porém, esses nimeros constituiam
algo que ia muito além das meras representacdes, € lembramos que algumas vezes
chegavam a se identificar com as préprias divindades.

Para os pitagéricos essa identificacdo se justificava plenamente, tendo em vista a
maneira harmonica com que os nimeros, bastante apropriadamente, se conciliavam com
as muitas manipulacdes racionais, principalmente através da teoria das propor¢des,
conferindo e se ajustando, deste modo, as idéias bastante primordiais de beleza, de
harmonia, de bondade e de perfei¢cdo. Assim, os nimeros consubstanciavam essas idéias
mais primordiais e constituiam o principio universal sob o qual se apoiava toda a
estrutura da criacdo.

Fosse na misica, na astronomia, na geometria, na aritmética ou na filosofia, os

nimeros inteiros positivos constituiam a pedra de toque pitagérica. A universalidade
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proporcionada pelas anélises das razdes numéricas reforcava uma postura filosofica que
tinha na tdbua de opostos sua sintese mais bem acabada.

Nessa tdbua, o finito e o infinito encabecavam uma série de outros titulos que se
referiam, cada um a seu modo, aos diversos aspectos positivos e negativos que fundavam
o mundo racional. Sob o titulo do finito, recaia tudo aquilo que fosse bom e perfeito, tudo
0 que possuisse limite, forma, medida e nimero. Por sua vez, sob o titulo do infinito se
ajustava tudo o que nio pudesse ser assim entendido, ou seja, o informe, o ilimitado, a
desmesura, isto €, tudo que ndo ganhasse um ndmero inteiro como sua representacao
sendo, portanto, pernicioso e mal.

Tendo isso em mente, podemos estimar a reviravolta ocorrida com a descoberta
dos incomensurdveis®'. Isto é, com a descoberta de grandezas que nio se submetiam a
antiga concepg¢ao cosmolégica de um mundo ordenado, justo, belo, bom e, acima de tudo,
finito, os pitagdricos e seus contemporaneos se viram diante de uma revolucdo em todos
os niveis do conhecimento.

Na verdade, a enorme universalidade conferida aos seus niimeros-principios teve
que ser radicalmente revista. Os numeros inteiros positivos perderam o status de
portadores da égide divina, uma vez que o ilimitado também se infiltrava entre eles, se
acomodando mesmo naqueles sitios aparentemente harmdnicos, como o quadrado de lado
igual a 1, cuja diagonal conferia uma forma geométrica ao principio irracional do infinito,
mesmo no cerne da geometria e da aritmética pitagorica.

Euclides traz a tona a magnitude dessa revolucdo em um pequeno trecho dos
seus Elementos, no qual alude o que talvez tenha ocorrido com aquele a quem foi dado

ser o possivel autor dessa descoberta sem precedentes para os gregos:

It is well known that the man who first made public the theory of
irrationals perished in a shipwreck in order that the inexpressible and
unimaginable should ever remain veiled (...) and so the guilty man, who
fortuitously touched on and revealed this aspect of living things, was taken
to the place where he began and there is forever beaten by the waves.
(Euclides, Elements, Livro X, in Dauben 1992, p.54)

Aqui, a propria diagonal do quadrado de lado igual a 1 recebe o nome de “o

inconcebivel” (alogon), ou seja, aquilo que nao pode ser descrito, o que ndo pode ser

%! Ver neste trabalho a secio dedicada aos pitagéricos no Capitulo 1.
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racionalmente discutido, o inomindvel e impensavel. Com a diagonal os gregos ficaram
frente a frente com o ilimitado, com a desmesura que insistia em se projetar para dentro
do mundo pitagoérico da perfeita harmonia.

Tanto a geometria como a aritmética passaram por grandes avangos em
decorréncia da descoberta dos incomensurdveis. Assim, as provas geométricas ganharam
mais destaque com o enfraquecimento da tese de que as provas aritméticas eram
superiores. Esta tese era defendida pelos primeiros pitagdricos, ainda imbuidos de seus
principios acerca da universalidade e do poder dos nimeros como divindades.

Através de seus trabalhos, tanto Teeteto (407-369 a.C.) como Eudoxo (406-355
a.C.), jovens pitagéricos que ja estavam sob o efeito de todas essas novidades, se
esforcaram em estender a geometria de modo a abarcar os irracionais. Ainda que nao
imediatamente, também a aritmética se viu afetada por esses trabalhos, principalmente
com os trabalhos posteriores de geometrizacao de certos resultados algébricos. Com isso,
a antiga teoria da propor¢do pitagdrica teve que ser readequada para acomodar também as
magnitudes incomensuraveis.

Os campos da geometria e da aritmética foram grandemente transformados com
novos métodos e resultados, e a partir desse momento nao fazia mais sentido pensar a
matemadtica por meio da primitiva visdo pitagérica. Ndo era mais possivel imaginar a
matemdtica sem os irracionais. Uma antiga visdo de mundo fora suplantada por uma
nova, os antigos resultados pitagéricos continuaram valendo, mas as suas diretrizes mais
importantes ruiram completamente e, com elas, todas as antigas concepg¢des filoséficas,
artisticas, astrondmicas, matematicas, etc, se viram abaladas.

Exemplos desse rompimento epistemoldgico e ontolégico com as doutrinas
pitagoéricas ja foram apresentados no primeiro capitulo, podemos mencionar o surgimento
da escola de Eléia e, principalmente, as filosofias de Platdo e de Aristételes que
representaram, cada uma a seu modo, a tentativa de uma readequag@o a novos tempos em
que ainda ndo estavam claros os rumos a serem seguidos. Mas uma coisa era certa, a
marcha para a aceitacdo dos nimeros irracionais, com o mesmo status ontolégico dos
ndmeros inteiros, ndo poderia mais ser detida.

Com sua décima lei, Crowe distingue a histéria da matematica (ou a filosofia da

matematica) da matemdtica em sentido préprio. Com essa distin¢do ele pretende abolir
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qualquer interpretacao revoluciondria no desenvolvimento da matematica, fazendo com
que essa interpretacao recaia sobre sua histdria ou sobre sua filosofia. Porém, como dizer
que os incomensurdveis ndo representaram uma guinada no desenvolvimento de uma
pratica puramente matematica?

Nesse contexto, os aspectos conceituais e matematicos estdo de tal modo
entrelacados que ndo é possivel dizer que Teeteto e Eudoxo representam uma
continuidade linear com a antiga concep¢do pitagorica; seja em filosofia, seja em
matemdtica em sentido proprio, assim como gostaria Crowe. As verdades pitagoricas
foram grandemente abaladas e por causa disso as investigacdes em matematica foram
drasticamente afetadas. Podemos resumir assim as transformacgdes deste periodo:
Transformagao conceitual da idéia de nimero
Introducdo das magnitudes irracionais
Crise na antiga concepgao cosmolodgica

Geometrizacdo da aritmética

o M 0D~

Introducgéo de totalmente novos métodos e resultados em geometria

Em resumo, tendo em vista nossa caracterizacdo de revolucdo (p.227-230), a

descoberta dos incomensurdveis € por nds considerada um evento revoluciondrio porque:

1. Remodelagdo do contexto cientifico: A partir dessa descoberta houve o rompimento
com o paradigma baseado na idéia de que o alcance da matemadtica estava restrito a
consideragdes que tinham por base os nimeros inteiros, gerando uma completa alteracao
conceitual e metodoldgica no trabalho matemaético, além de uma dréstica reformulagao de

grande parte de seu conteido;

2. Invalidacao total ou parcial dos principios do antigo paradigma: Os principios mais
fundamentais dos pitagdricos perderam seu poder de fundamentacdo e se mostraram
inoperantes a partir da descoberta dos incomensuraveis. Como exemplo, deixa de valer o

principio de que a matematica s6 lida com numeros racionais;

3. Excentricidade das causas: A descoberta dos incomensuraveis estd envolvida em

davidas acerca de sua autoria, no entanto o mais provavel € que esse resultado ja fosse de
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conhecimento entre os pitagoéricos e que a decadéncia dos principios do antigo paradigma
tenha dependido, em grande parte, de um contexto no qual os interessados em uma
reformulacdo da matematica tenham sentido surgir a oportunidade de levar adiante suas

idéias. Como pivo dessa reestruturagdo podemos citar Eudoxo.

4. Novas Metodologias e Solubilidade de Problemas: De fato, sabemos que foi Eudoxo o
grande nome da nova matematica pds-incomensuraveis. Seus métodos de geometrizacao
da aritmética provocaram um grande salto no sentido de solucionar problemas novos e

antigos, cujo método da exaustdo € o exemplo mais presente;

5. Descontinuidade ou inovacdo matemdtica: Os principios presentes no paradigma
pitagérico excluem uma matemadtica capaz de lidar com os irracionais. Assim, o
surgimento desses nimeros, como objetos legitimamente matematicos, ndao pode ser
considerado uma simples extensdo dos antigos principios pitagéricos. H4 uma ruptura
conceitual importante e a matemdtica que aparece depois €, em parte, inconcilidvel com

esses antigos principios.

2) O calculo infinitesimal:

Nas secdes que dedicamos a Leibniz, fizemos alusd@o ao cdlculo infinitesimal
como parte de um projeto maior de revivificacdo da metafisica grega, que se perdia em
meio as disputas teoldgicas. Sua teoria monadoldgica constitui o nicleo dessa metafisica
revisitada. Portanto, a revolucdo leibiniziana deve ser acoplada a esse contexto mais
geral; no entanto, essa qualidade revoluciondria em Leibniz, conceitual ou metodoldgica,
pode ser imediatamente observada no interior do desenvolvimento da matematica por ela
mesma.

Tanto Leibniz como Newton, independentemente um do outro, sdo os inventores
do método bastante geral, baseado na quadratura das curvas lineares, conhecido hoje
como célculo infinitesimal. De maneira geral, o cdlculo é empregado para a determinacao
da variacdo de grandezas, a diminui¢do ou o aumento das quantidades ao infinito, que
percebemos ocorrer nas superficies que sdo limitadas por linhas curvas, grandezas essas

que tendem para um certo limite.

193



O cdlculo diferencial e o célculo integral, relacionam-se com os conceitos mais
fundamentais de derivada e integral que, por sua vez, ligam-se originariamente em
geometria aos problemas de tracar a tangente a uma curva dada e em determinar a drea da
superficie de algumas figuras planas como o circulo e outras.

Por meio do calculo Leibniz € Newton, cada um a seu modo, tiveram éxito em
oferecer uma solu¢do para problemas tdo antigos quanto dificeis, como encontrar
tangentes, dreas, comprimentos € centros de gravidades em superficies curvas, além de
fornecer um tratamento algébrico mais eficiente para solu¢des de problemas geométricos
que até aquele momento dispunham apenas do método da exaustio de Eudoxo-
Arquimedes.

Esses problemas ja se encontravam bastante consolidados desde Eudoxo, que
desenvolveu o método da exaustdo, aperfeicoado por Arquimedes (287-212 a.C). Trata-se
da utilizacdo de dreas ja conhecidas para o calculo da area desconhecida de uma
superficie curva qualquer. Assim, por exemplo, dado um circulo de drea desconhecida, é

P . i 62
possivel inscrever nele um quadrado por meios puramente geométricos .

N

~_

Utilizando-se os lados do quadrado € possivel tracar tridngulos que propiciam o
aparecimento de um octégono regular cuja drea, em relacdo a area do quadrado que lhe

deu origem, se aproxima mais da drea do circulo.

2 Sobre 0s métodos geométricos de Eudoxo e Teeteto, assim como os de Euclides e outros, ver a excelente
obra de Rubens G. Lintz, Historia da Matemdtica, vol.1.
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O mesmo procedimento € repetido n vezes, exaurindo, por assim dizer, a area do
circulo, numa aproximacdo continua, cujo limite € a propria drea que se pretende obter.
Esse é um processo infinito e que, no entanto, possui claramente um limite definido pela
propria linha da circunferéncia.

Arquimedes, por meio de uma aproximagdo cada vez maior, com poligonos
inscritos e circunscritos, obteve um valor para a drea do circulo de raio unitario,
denominada por 7, de 3,140845 < 1 < 3,142857.

Do método da exaustdo, para o calculo integral hd uma importante mudanca
conceitual.

O célculo infinitesimal surgiu como um método muito geral e inovador que se
voltava para problemas que também se alinhavam com a recém apresentada geometria
analitica de Descartes e Fermat. De fato, os primeiros esfor¢os de Leibniz em geometria
foram inicialmente inspirados pelos resultados obtidos por Pascal (1623-1662) em 1659,
com seu Traité dés sinus du quart de cercle, no qual apresenta uma solu¢do para o
calculo da 4rea de uma superficie gerada pela rotacdo do quadrante de um circulo em
torno de seu eixo-x. Leibniz notou que esses resultados, restritos ao circulo criado em
torno do eixo-x, poderiam ser generalizados para uma curva qualquer.

Essa generalizacdo pode ser entendida como uma reducdo do problema original
de se encontrar uma area obtida pela rotagdo de um quadrante de um circulo em torno de
um eixo dado, para o problema de se encontrar a quadratura de um plano qualquer.
Porém, a solucgdo leibniziana para esse problema mais geral ainda se encontrava no reino
da geometria pura. As leituras do Géométrie de Descartes forneceram a Leibniz o aparato
tedrico necessdrio para tratamento algébrico desse problema.

Ao estabelecer uma nova maneira de relacionar séries numéricas com a

geometria da época, descrevendo relacdes entre curvas e equacdes, Leibniz mergulha em
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uma interpretacdo algébrica que pode ser considerada hibrida, ja que se alimenta tanto do
ponto de vista algébrico finitarista de Descartes como do ponto de vista infinitarista de
Pascal.

Ao adotar a notacdo dx para designar a diferenca entre abscissas adjacentes
dadas por uma série infinita, Leibniz pretende representar uma magnitude que decresce
infinitamente em um processo infinito de diferenciacdo. E, no rumo inverso do processo
de diferenciacdo, obtém a soma dessa série infinita de quantidades cada vez menores, o
valor limite dessa soma infinita recebe o nome de integral, conforme sugestdo de
Bernouille.

Linhas curvas puderam ser descritas como poligonos de infinitos lados e, através

dos simbolos d e j , representando as operacgdes, inversas entre si, de diferenciacio e

integracdo, ndo apenas surgiu um novo método geral para a solu¢do de antigos problemas
em geometria — como o de encontrar tangentes, cumprimentos de linhas e dreas de
superficies curvas, efetuar a quadratura do circulo, etc —, como também apareceu um
novo conceito que se impos na matematica do século XVIII, o de uma magnitude
infinitamente pequena, tratada como um termo finito, o infinitesimal.

Fontenelle, assim como o préprio Leibniz, ndo demoraram em perceber a forca
inovadora do célculo, tanto no plano conceitual como no plano metodoldgico, e
insistiram que se encontravam diante de um momento revoluciondrio, “uma porta para
um completamente novo reino de invencdo matematica”®.

Com relagao a for¢a inovadora, tanto os trabalhos de Newton como o de Leibniz
permitiram uma generalizacdo até entdo inaudita de antigos problemas e solucdes. Quase
dois séculos mais tarde foi possivel, para Augustin Louis Cauchy (1789-1857), realizar
estudos que aprimorariam conceitos fundamentais do calculo, dando novo folego para os
desenvolvimentos da andlise matemdatica. Um desses desenvolvimentos foi obtido pelo
matemdtico alem@o Bernhard Riemann (1826-1866), que obteve um método mais
apurado, que o antigo método de obtencao de limites de somas, para obter as derivadas e
integrais, a partir da defini¢ao de limite de uma func¢ao, introduzida por Karl Weierstrass.

A partir da discussao que acabamos de realizar notamos que € possivel encontrar

na criacdo do cdlculo diferencial e integral os fatores que mencionamos como

% Leibniz, in: Dauben 1992, p.215.
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importantes critérios para a consideragao de revolucgdes cientificas em matematica:

1. Remodelacdo do contexto cientifico: A partir da criacdo do célculo por Leibniz e
Newton a matemadtica se reestruturou completamente. Antigas maneiras de resolver
problemas puderam ser abandonadas, novos conceitos foram introduzidos e, desde entao,
a matemdtica ganhou grande parte das caracteristicas algébricas e formais que
conhecemos hoje. Particularmente falando, o grande insight dessa revolucdo em
matematica foi a percep¢ao de que o comportamento de uma curva qualquer, em um
determinado ponto, poderia ser caracterizado pelo comportamento da tangente a curva
nas vizinhangas desse ponto. Ha autores64, inclusive, que consideram que é exatamente
com a criagdo do cdlculo que a matemdtica ocidental ganha sua identidade,

diferenciando-se da matemaética grega.

2. Invalidagdo total ou parcial dos principios do antigo paradigma: Dois importantes
principios foram total ou parcialmente invalidados com o surgimento e o
desenvolvimento do cdlculo; primeiro aquele principio que ainda sustentava uma
matemadtica essencialmente geométrica e, segundo, 0 que assegurava uma matematica

exclusivamente finitista.

3. Excentricidade das causas: O contexto no qual surge o cdlculo é o do
desenvolvimento da filosofia moderna. No entanto, a filosofia de Leibniz possui a
peculiaridade de negar certos principios dessa filosofia, entre eles encontramos o
mecanicismo cartesiano. O cdlculo aparece cercado pela teoria monadoldgica que

pretende substituir esse mecanicismo.

4. Novas Metodologias e Solubilidade de Problemas: A mudanca de enfoque, da
geometria pura para a dlgebra, inaugurada principalmente por Descartes e Fermat,
permitiu a Leibniz a possibilidade de generalizar essa alternativa algébrica para antigos
problemas e fornecer a eles novas solucdes. E indiscutivel que o cdlculo inaugura uma

nova geracdo metodoldgica. Essa nova gera¢do possui uma abrangéncia que o método da

4 Ver Lintz, vol.2
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exaustdo de Idoso ndo poderia alcancar, tendo em vista suas caracteristicas

essencialmente geométricas (da Silva 2007).

5. Descontinuidade ou inovagdo matemadtica: Ainda que influenciado pelos recentes
trabalhos em matemética de Descartes, e também de Pascal, o cédlculo representa um
grande salto qualitativo em relacdo a esses dois antecessores. Esse salto aparece em
varios niveis: no da precisdo e rigor na obten¢do de novos resultados, no do
desenvolvimento metodolégico, com uma totalmente nova forma de tratar e solucionar
problemas, e também no nivel conceitual, no qual nos vemos diante de novos conceitos

matematicos como infinitésimos, derivada, integral e limite de uma funcdo.

4.1.3 A teoria de conjuntos como revolucao cientifico-matematica
“(...) ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nos”

David Hilbert

Trataremos agora do aparecimento da teoria de conjuntos, no final do século
XIX e, com base no que discutimos no inicio deste capitulo, reafirmaremos que esse
aparecimento nao pode ser encarado como um evento usual na histéria da matematica. O
grau de arregimentacdo de esforcos, neste caso em especial, atingiu um nivel tao alto que
chegamos a considerar que a matematica pode ser dividida em pré-teoria de conjuntos e
pos-teoria de conjuntos.

Direcionaremos nossa aten¢do para o conceito de infinito em sentido préprio,
como cole¢dao completa, e ordenaremos as conseqiiéncias desse conceito em uma andlise
baseada na concepc¢ao kuhniana de desenvolvimento cientifico.

Antes de Cantor o infinito era considerado uma idéia limite como, por exemplo,
em Anaximandro, ou mesmo como uma espécie de varidvel limite de algum modo
relacionada a categoria do tempo, como em Aristételes. Vale lembrar mais uma vez que
Aristételes nega a existéncia de um infinito atual em favor de um infinito meramente
potencial.

Cantor, assim como Hilbert, era um fervoroso defensor de uma matemdtica

livre. Isto €, a matematica deveria se prender, apenas, ao critério de consisténcia. As
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afirmagdes matemdticas nao podem estar vinculadas a pressupostos fisicos ou
metaffsicos, ja que esta vinculagdo poderia excluir de antemdo resultados
matematicamente consistentes, e portanto verdadeiros, sobre objetos matemdticos
realmente existentes.

Contrariamente a Aristoteles, por exemplo, ele acreditava que o infinito era
passivel de uma representacdo, um ndmero, sendo, portanto, uma grandeza atual, sem que
isso acarretasse em contradigdes. As contradicdes a que Aristételes se refere ao
considerar como problematica a idéia de um infinito atual, principalmente na Fisica, ndo
dizem respeito a uma matemadtica livre.

No entanto, e ainda que sob o risco de contradizer o que acabamos de dizer
acerca da defesa de uma matemdtica livre, a idéia de infinito em Cantor, como uma
colecio completa, ndo se exime totalmente de uma certa carga de pressupostos
metafisicos.

E digno de nota que o pensamento de Cantor cria uma aproximagio com certos
aspectos do que Platdo ja havia tornado publico, principalmente a partir de seus dltimos
didlogos, os quais tivemos o cuidado de analisar em nosso primeiro Capitulo. Esta
aproximacao se torna explicita na citacao abaixo, na qual Cantor apresenta uma distin¢ao

platonica bem-vinda a sua prépria concep¢ao de infinito:

Por conjunto eu entendo, em geral, uma multiplicidade que pode ser
pensada como uma unidade, isto é, qualquer dominio de elementos
definidos que, segundo as regras, podem ser superiormente limitados numa
totalidade (...) assim como Platdo, em seu didlogo Filebo, nomeia uixzov.
Platdo o contrapde ao amelpov, isto é, o ilimitado, indeterminado, o qual
chamo de infinito ndo genuino, assim como ao zmgpad, isto é, o limite e
explica este como uma mistura ordenada desses dois dltimos (204, 93)”
(Cantor em Lavine 1998, p.85, grifos nossos)

O termo transfinito foi cunhado para representar nimeros, ou conjuntos, que
ultrapassam, em magnitude, as colecdes finitas ou infinitas ji conhecidas e que, mesmo
assim, podem ser matematicamente aceitdveis. Para Cantor, o transfinito é algo que se
coloca a inteira disposi¢ao da razdo, como ndmero, como um intermedidrio entre o
infinito absoluto (apeiron) e as magnitudes finitas (péras).

Se preferirmos transportar essas idéias para o vocabuldrio platonico, o transfinito

de Cantor é o produto do demiurgo que proveu o génio humano com a habilidade de

199



executar a correta mistura (idéia) entre Péras e Apéiron. Como resultado dessa mistura
encontramos os nimeros transfinitos (uixzov), ou ainda, a medida do infinito.

Nao precisamos entrar nos detalhes da teoria de conjuntos fundada por Cantor
para entender algumas de suas idéias mais fundamentais. Mesmo sem o0s recursos
simbdlicos e formais mais rigorosos oferecidos a nds pela concep¢do axiomdtica,
percebemos que Cantor promove uma cisma no interior da comunidade filoséfico-

matematica com a introducao do nimero @.

“Nada se opde a concep¢do de um novo nimero — chama-lo-emos de ®
— o qual é a expressdo disso: que a totalidade de um dominio é dado em

uma sucessao natural de acordo com as regras”
(Cantor em Lavine 1998, p. 87 )

As regras mencionadas por Cantor dizem respeito as especificacdes que
determinam aquilo que pode, segundo ele, ser considerado um conjunto legitimo. Esta
determinac@o nasce de certas afirmagdes, os axiomas, tidos como verdades fundamentais
sobre um determinado dominio.

Os axiomas vislumbrados por Cantor pressupdem um ‘dominio’ pré-
estabelecido de elementos que podem ser representados como uma seqiiéncia ordenada
de nimeros. A novidade introduzida por Cantor € que esta colecao de elementos, apesar
de infinita, pode ser perfeitamente compreendida como uma totalidade completada.

Verificamos isso jd na simples apresentacdo de algumas de suas afirmacdes mais

fundamentais:
1. Os nimeros ordinais sdo linearmente ordenados por <;
2. Existe um nimero ordinal menor que qualquer outro, 0;
3. Todo nimero ordinal o tem um sucessor imediato, o +1;
4. Existe um nimero ordinal o tal que 0 < ®; para qualquer nimero ordinal a, se a <

o entdo a + 1 < . E para todo nimero ordinal a, diferente de zero, a < ®, existe
um numero ordinal B, tal que a =3 + 1;

5. Um conjunto é o contra dominio de uma fun¢do cujo dominio é um segmento
proprio inicial de nimeros ordinais.

6. Conjuntos com os mesmos membros sdo iguais;

Todo conjunto de ordinais possui um limite superior;
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8. Para todo nimero ordinal o existe um conjunto associado (a) se, e somente se, 3 é
um ndmero ordinal e o conjunto de predecessores de a € o contra-dominio de uma
funcdo injetora que tem como dominio os predecessores de [3;

9. Para todo nimero ordinal a, existe um nimero ordinal 8 > a, tal que o conjunto de
predecessores de B ndo € o contradominio de uma funcdo injetora cujo dominio
sdo os predecessores de a;

A Proposi¢ao 7 tem um atrativo especial, com ela Cantor assegura que qualquer
conjunto, mesmo um conjunto infinito, pode ser encarado como uma totalidade infinita.
O nimero transfinito  é, portanto, a concretizagdo dessa concep¢do de uma totalidade
infinita. E principalmente através dessa idéia que Cantor ird divergir da tradicio do
pensamento matematico, que se estabeleceu sob o selo aristotélico de uma concepg¢ao
meramente potencial acerca do infinito.

O infinito, para Cantor, pode ser expresso por um ndmero e, assim, pode ser
considerado como um infinito particular, entre outros, permitindo que entre os diversos
infinitos se estabeleca uma relacdo de ordem, da mesma maneira como ocorre com 0S
ndmeros naturais, inteiros, racionais etc.

Assim, seus conjuntos infinitos, ou totalidades infinitas, apresentariam a mesma
relacdo de boa ordem que os conjuntos finitos. Podemos expressar a relacio de boa
ordem pelas trés condicdes seguintes: i) todo conjunto bem ordenado, ndo vazio, possui
um primeiro (menor) elemento; ii) todo elemento de um conjunto bem ordenado, ndao
unitario, possui um sucessor; iii) para qualquer elemento de um conjunto bem ordenado,
finito ou infinito, existe um outro elemento que é o primeiro a suceder todos eles.

Se tomamos um conjunto infinito qualquer, um conjunto que ndo possui um
maior elemento — o dos naturais, por exemplo —, ao obedecermos a condi¢do (iii),
obteremos um numero que é o primeiro elemento de uma seqiiéncia transfinita. Aqui @
representa o primeiro ordinal transfinito, tomando sempre o cuidado em nao confundi-lo
com algo como o ‘Ultimo natural’, ou tomd-lo como o ‘maior natural’ que, como

sabemos, nao existe.

0 > o {0,1,2,3,..} > ‘@
{0} > ‘P (0} > ‘0+ 1’
01 > 2 {0+ 1) > ‘w42
012 > 3 A

A
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A conseqiiéncia mais imediata e surpreendente destas consideracdes, e por
muitos considerada como aberrante, € a afirmacdo da existéncia de colecOes infinitas
cujos tamanhos (poténcias) s@o distintos. Isto €, no exato momento em que o infinito
ganha um numero, ele deixa de ser uma idéia limite, uma magnitude absoluta. O infinito
se transforma em um nimero particular e a ele podem ser atribuidas poténcias
determinadas.

A primeira justificativa desse raciocinio foi fornecida pela prova que ficou
conhecida como argumento da diagonal, ou método da diagonaliza§d065. Essa
argumentacdo indica que o conjunto de todos os nimeros reais, tomados entre os pontos
0 e 1, possui um tamanho maior que qualquer conjunto infinito de nimeros como, por
exemplo, a cole¢ao dos naturais.

O cerne desta argumentacdo reside em mostrar que niao € possivel contar a
colecdo dos nudmeros reais, da mesma maneira como o fazemos com os naturais. Em
outras palavras, Cantor obteve uma demonstragdo da ndo equinumerabilidade entre os
naturais, ou entre qualquer outra colecdo enumeravel, e a colecao dos niimeros reais. Em
suma, Cantor obteve uma prova da nao-enumerabilidade dos nimeros reais.

Ja vimos que uma das primeiras versdes dessa prova fora enviada em uma carta
para Dedekind, em Dezembro de 1873. Em 1874, a demonstra¢do foi publicada, com
algumas modificacdes, sob o titulo Uber eine eigenschaft des inbegriffes aller reellen
algebraischen Zahlen. Tratava-se de uma demonstracdo por contradi¢do, na qual Cantor
assume a enumerabilidade dos reais e constréi uma relagdo, um-a-um, entre os reais € 0s
naturais. Uma vez feito isto, mostra que € sempre possivel encontrar pelo menos um
elemento que ndo pertence a colecdo gerada por essa relag'21066.

Essa demonstracdo nao foi imediatamente bem recebida, gerando alguma
resisténcia. Exemplo disso é que ao tentar relacionar os naturais com os reais em suas
proprias investigacoes, o fildsofo Charles Sanders Peirce obteve resultados semelhantes
aos de Cantor, porém sua conclusdo acerca desses resultados foi, justamente, o de que era

impossivel realizar uma tal relacdo numérica na medida em que, tanto a colecdo inteira

8 Ver pagina 113-114.
% Para detalhes da prova original de Cantor, em Dauben 1979, p.51-54.

202



dos ndmeros reais como a colecdo inteira dos ndmeros naturais, ndo constituem
totalidades em um sentido proprio do termo e, portanto, ndo existem atualmente. Assim
sendo, ndo sdo objetos capazes de acomodar propriedades tipicas desse tipo de existéncia
como, por exemplo, a comensurabilidade.

A conclusao de Peirce diverge da de Cantor porque sua concep¢ao de conjunto,
como um objeto matemdtico efetivo, realmente existente, estd de acordo com o
paradigma aristotélico. Ou seja, um conjunto € um objeto finito. Assim, mesmo diante
dos mesmos resultados — a ndo enumerabilidade dos reais em relacdo aos naturais —,
Peirce ndo conclui disso que se tratam aqui de conjuntos infinitos de tamanhos distintos
porque, na verdade, em udltima instancia, ndo poderiamos sequer chama-los de conjuntos,
a ndo ser em um sentido lasso.

O matematico alemao Leopold Kroenecker, professor de Cantor durante muitos
anos, fora um dos que mais fortemente se posicionara contra o infinito atual, chamando a
isto de um non-sense matemdtico. Kronecker levou suas criticas as ultimas
conseqiiéncias. Uma de suas maximas era de que Deus havia criado os niimeros inteiros,
todo o resto era inven¢do humana e, portanto, ndo possuia 0 mesmo status. Outro famoso
matematico, Henri Poincaré, chegou a classificar o trabalho de Cantor como uma
perversa patologia no seio da matemadtica.

Na vertente oposta, nomes como Hilbert e Russell endossaram grande parte da
nova forma de conceber infinitos numericamente determinaveis. Para esses matematicos,
a inser¢do desta nova forma de encarar o infinito, nas discussdes e nas teorias 16gico-
matematicas, aparecia como a mais recente aquisicdo na sala de troféus da razdo e ndo
deveria jamais ser classificada como mera excentricidade e, sim, como a mais fantastica
invencdo matemadtica desde o cdlculo infinitesimal.

Kronecker e Poincaré, assim como Frege, eram os patriarcas do pensamento
matemadtico de sua geracdo. Ja Hilbert, Russell, Godel, além de tantos outros jovens
matematicos, representavam uma escola insurgente, tinham em Cantor uma espécie de
eminente anunciador de uma nova ordem.

Enquanto Kronecker e seus companheiros se mantinham fiéis ao paradigma
aristotélico, Cantor realizava um grande salto revoluciondrio na matematica do final do

século XIX. Foi Cantor quem, assumindo uma nova perspectiva diante de algumas idéias
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bastante fundamentais, recriou o modo de enxergar a matematica.

Algumas dessas idéias podem ser encaradas como marginais a matemaética.
Assim, a influéncia de Platdo, mesclada a propria religiosidade de Cantor, fizeram-no
enxergar uma outra forma de infinito, utilizando-se para isso dos mesmos, ou quase 0s
mesmos, recursos disponiveis a todos os matemdticos de sua época, entre eles
obviamente Kroenecker.

Para um matematico tradicional, ainda acostumado a conceber o infinito
matematico como meramente potencial, considerar a seqiiéncia 1/2, 3/2, 7/5, ..., x/y, (x +
2y)/(X+Y), ..., ©* como um infinito atual — onde 7> é um ndmero limite irracional —, soa
como um abuso do conceito de infinito.

Para os matemadticos defensores do antigo paradigma, Aristételes ja havia
alertado sobre este equivoco. Contudo, a nova maneira de enxergar o infinito introduzida
por Cantor deixava evidente que o que estava em jogo ndo era somente a existéncia ou
nao de um nimero como T, ou como @, mas a possibilidade de um trabalho matematico
consistente € mais rico que o que se vinha fazendo até entdo. Ou seja, em termos
kuhnianos esses novos matemdticos ndo viam mais os conjuntos infinitos como
anomalias, mas como formas de expressdo matemdtica perfeitamente aceitdveis, que
apontavam para um novo horizonte a partir de uma mudanca de paradigma.

A idéia de que Cantor tenha iniciado um novo paradigma no interior da
matemadtica € para nds bastante certa, tendo em vista que sua teoria de nimeros
transfinitos pode ser considerada um daqueles raros momentos em matemética que

podemos chamar de revoluciondrio, segundo as cinco especificacdes abaixo:

1. Remodelagdo do contexto cientifico: A partir da investigagdao de um problema ainda
ndo resolvido®, Cantor lanca as bases para a criagdo de sua teoria dos numeros
transfinitos e atrai para si a atencdo de proeminentes matematicos que perceberam estar
diante de algo completamente novo. Essa novidade se impds de tal modo, que nao pode
ser ignorada nem mesmo pelos seus opositores que, sem sucesso, nao mediram esforgos
no sentido de desacrediti-la. Para os seus defensores, porém, a teoria de Cantor renovava

as esperancas de uma reformulagdo matemética em sentido bastante amplo. Desse modo,

7 Ver p. 111.
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esforcaram-se por validar os seus resultados ou, pelo menos, tornid-los mais rigorosos.
Exemplo disso foi a propria axiomatizac¢do da teoria de conjuntos, efetuada por uma série
de importantes matemdticos — dentre os quais podemos citar Zermelo, Fraenkel, von
Neumann, Bernays, Godel, Quine —, a axiomatizagao possuia o objetivo de tornar essa
teoria, a um s6 tempo, menos vulnerdvel ao ataque de seus criticos e mais de acordo com
a tendéncia formalizante desse momento matemético. O esforco de axiomatizagcdo da
teoria de conjuntos, que perdura até os dias de hoje, torna claro que houve uma
transformacdo do cendrio matemaético a partir de seu aparecimento. Desde entdo, todos os
livros textos e todos os cursos, do ensino mais fundamental de matematica até aos mais
avancados, tiveram que acomodar a novos conceitos e resultados como os de nimeros
cardinais e ordinais, além da aritmética para esses nimeros. Absolutamente inovador foi
a apresentagao dos numeros cardinais e ordinais transfinitos, assim como a aritmética

transfinita que promoveu uma grande reviravolta no cendrio matematico como um todo.

2. Invalidacdo total ou parcial dos principios do antigo paradigma: Para tornar evidente
que nao fazia sentido falar sobre o infinito atual, Galileu langa mao de um argumento
matemdtico®, por meio do qual tenta demonstrar que a assuncdo de colecdes infinitas
(completas) vai de encontro ao principio fundamental, segundo o qual, o fodo é sempre
maior que a parte. Para Galileu, esse principio era inquestiondvel justamente porque
pertencia a uma colecdo de afirmacdes, muito fundamentais, que poderiam ser tomadas
como verdades bdsicas de qualquer teoria que se pretendesse cientifica. Em Cantor, esse

N

principio deixa de valer porque, para ele, a matematica deve ser livre. Isto €, basta a

[N

matemadtica ter o critério de consisténcia como seu principio mais fundamental. Se
possivel demonstrar, de maneira matematicamente consistente, que conjuntos infinitos
possuem o mesmo tamanho (a mesma cardinalidade) que as cole¢des a que pertencem,
entdo o principio de que o todo é sempre maior que a parte deixa de ser vdlido em geral.
Esse principio perde sua generalidade tendo em vista o principio mais fundamental da
liberdade matemdtica. Porém, a perda de generalidade desse principio, assumido tdo
naturalmente por Galileu, sé foi possivel porque, em um contexto mais amplo, outro

grande principio foi deixado de lado. O principio de que a matematica € uma ciéncia que

% Verp. 113
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trabalha apenas com magnitudes atualmente finitas, ou com magnitudes apenas
potencialmente infinitas. Esse dltimo principio aparece nas conclusdes de Aristételes em
sua Fisica®, que podem ser condensadas na afirmacdo de que todo nimero, assim como
todo conjunto, € finito. Em resumo, com Cantor temos a invalida¢do dos principios que

sustentam o velho paradigma finitista aristotélico.

3. Excentricidades das causas: A revolucdo a que Cantor deu inicio com sua teoria de
conjuntos nao ganhou sua forma final com os préprios trabalhos de Cantor. A revolucao
promovida pela teoria de conjuntos, em um sentido mais abrangente, foi se cristalizando
paulatinamente, principalmente com os acalorados debates sobre os fundamentos da
matemadtica que se seguiram a partir dai, principalmente com Hilbert, Russell, Brouwer,
Godel etc. As repercussdes desses debates se fazem sentir até os dias de hoje e podemos
dizer que essa revolugdo ainda estd em andamento. Essas discussdes fundamentais sobre
a verdadeira natureza e sobre objetivo da matematica, assim como sobre a legitimidade
de seus métodos e resultados, ndo foram negligenciadas por Cantor. Assim, ndo podemos
concordar com as afirmagdes de que as investigacdes sobre os fundamentos da
matematica sao um efeito colateral (um assunto marginal) da teoria de conjuntos. Essas
discussdes estdo na base da teoria de conjuntos. Tanto foi assim que Cantor se dedicou
intensamente a sustentar filosoficamente suas conquistas. O impulso para a criacdo da
teoria de conjuntos também tem sua origem na tentativa de criar novos fundamentos para
a matemadtica. Sabemos que a proposta desses fundamentos ndo se restringe a um esforco

exclusivamente matematico.

4. Novas metodologias e solubilidade de problemas: Com relagdo a teoria de conjuntos,
muitas foram as inovagdes metodoldgicas surgidas em fungdo de seu aparecimento.
Particularmente, a axiomatizagcdo dessa teoria, concebida inicialmente por Cantor em sua
formulacao dita naive, assim como ja mencionamos no item I desta se¢do (Remodelagdo
do contexto cientifico), € o primeiro e mais evidente grande exemplo de como os
problemas inerentes a sua concepcao inicial, e também aqueles problemas que ja se

faziam presentes antes disso, puderam ser efetivamente tratados dentro de um escopo

% Ver p.66
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metodoldgico inovador e, simultaneamente, extremamente de acordo com a tendéncia
matemdtica que predominava no final do século XIX. Para ndo nos demorarmos
apresentando uma longa lista de problemas pontuais que foram solucionados, podemos
apenas mencionar que, em termos bastante gerais, a formaliza¢do axiomatica da teoria de
conjuntos explicitou formalmente diversos conceitos matematicos como o de relagdo,
fungdo, niimero racional, além da prépria definicdo de nimero real através do método de
Cortes de Dedekind. Além disso, foram explicitadas rigorosamente as relacdes entre as
cardinalidades dos nimeros racionais, inteiros, naturais e reais. A explicitacdo formal dos
axiomas da teoria de conjuntos foi outra grande conquista para a matematica e para a
ciéncia em geral, ja que devido a enorme simplicidade e generalidade desses axiomas,
suas representacdes formais permitiram sustentar, mais clara e firmemente, grandes
resultados tanto na matemdtica como em areas afins. Assim ocorreu com a formalizagao
do Axioma da Escolha que, apesar de ter sido, e continuar sendo, vastamente utilizado de
maneira informal em muitos campos cientificos, apenas tornou-se rigorosamente
formalizado a partir da axiomatizagdo da teoria de conjuntos. Desde entdo pode-se obter a
demonstracdo da equivaléncia entre o axioma da escolha e diversas outras afirmagdes
tidas até entdo como independentes. Temos demonstra¢des de resultados de existéncia,
entre os quais, por exemplo, a demonstracdo de que “fodo espaco vetorial tem uma base”
pode ser formalmente sustentada pelo Axioma da Escolha. Para finalizar, ndo podemos
nos esquecer que Hilbert citou como o primeiro, de sua lista de 23 problemas
matematicos que deveriam ocupar a mente dos matematicos do século XX, o problema
de Cantor sobre a poténcia do Continuum. Isso por si s6 provocou uma corrida na busca
de métodos que pudessem aproximar os matematicos de uma solugao satisfatéria. Como
¢ de conhecimento geral, em 1938 Godel demonstrou a consisténcia da Hipdtese do
Continuum com ZFC7O, através da constru¢do de um modelo de ZF, conhecido como
Universo L dos conjuntos construtiveis’" (Bicudo 2003). Também de conhecimento geral
¢ a independéncia da Hipdtese do Continuum, demonstracdo devida a Paul Cohen em
1963, pelo método de forcing por ele criado (Bicudo 2003). Ainda que a Hipdtese do

Continuum nunca tenha sido demonstrada, os trabalhos de Godel e de Cohen,

7 Teoria de Conjuntos de Zermelo-Frankel adicionado o Axioma da Escolha.
" Trata-se do “menor” modelo de ZF, contendo todos os nimeros ordinais. (Ver Bicudo 2003, p.23)
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impulsionados por Cantor e Hilbert, proveram a matemdtica com dois importantes
métodos de prova que foram bastante dteis para a matemédtica como um todo. De modo
que o sentido da forte afirmacdo de Hilbert se torna cada vez mais evidente, “(...)

S . p . L 72
ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nds”

5. Descontinuidade ou inovagdo matemdtica: Muitos foram os criticos da teoria de
conjuntos. Entre eles encontramos proeminentes matematicos, como por exemplo
Kronecker e Poincaré. Neste caso, percebemos uma grande movimentacdo no meio
cientifico, no sentido de combater idéias consideradas perniciosas a matematica. Sabemos
que um grande ataque, principalmente um grande ataque que falhou, € sinal de
descontinuidade e inovagdo no desenvolvimento natural de qualquer ciéncia. Porém, além
desse sintoma negativo das revolugdes cientificas, temos também os efeitos positivos
dessa descontinuidade e inovacdo. Na matematica, a criagao da teoria de conjuntos gerou
o aparecimento de novas teorias e formas de tratamento matematico, entre elas
destacamos a tentativa de um tratamento exclusivamente matematico para o problema do
continuum, as propostas de fundamentacdo da matemética de Hilbert e os grandes
resultados de Godel sobre a incompletude na teoria dos nimeros naturais. Essas foram
inovacdes diretamente relacionadas com o desenvolvimento da teoria de conjuntos de
Cantor. Neste caso, essas novidades ndo podem ser consideradas como decorréncias
naturais da matemadtica praticada antes da criagdo e do aperfeicoamento da teoria de
conjuntos. Essa teoria promoveu uma ruptura no desenvolvimento da matemadtica até

entao.

4.1.4 Conclusao do capitulo

Com a unica exce¢dao da descoberta dos incomensurdveis, nos casos que
analisamos acima, as verdades matematicas anteriores nao foram invalidadas ou
descartadas como falsas, mas sofreram um abatimento de seu status. Também nao se
pode dizer que a matematica ndo deu um fantéstico salto qualitativo com a descoberta dos
incomensuraveis, com o advento do Calculo e a criacdo da teoria de conjuntos.

Em resumo, o sentido do conceito de revolu¢do que adotamos aqui é o sentido

"2 Hilbert [1925]11983, p.53.
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mais comum, que chamamos de geral, justamente porque nao apela para a destitui¢ao das
antigas formas de pensamento estabelecidas. Dentro desse sentido, revolucdo se constitui
como uma interrup¢do, uma descontinuidade (o surgimento de novos paradigmas que
trazem consigo novas metodologias), no desenvolvimento natural da matematica,
promovida pelo aparecimento de uma teoria, ou conjunto de teorias extraordindrias, que
atraem para si todo o esfor¢co da comunidade cientifica interessada, seja em apoid-la seja
em rebaté-la.

Ao ser bem sucedida nesse debate, a teoria, ou conjunto de teorias, constituir-se-
4 como um novo paradigma matematico e ndo haverd como ser negligenciada nos
manuais para iniciantes ou em livros e artigos para especialistas. Com relacdo a teoria de
conjuntos percebemos esse fato mais claramente, j4 que desde os manuais para as
criangas do ensino fundamental, até os artigos matemdticos extremamente sofisticados

publicados em revistas especializadas, essa teoria se faz de algum modo presente.

4.2 A hipdtese do continuum

Este teorema ¢é o seguinte: Todo sistema de infinitos niimeros reais, isto é, todo conjunto
infinito de niimeros (ou de pontos) é ou equivalente ao conjunto dos niimeros naturais 1, 2,
3, ... ou ao conjunto de todos os niimeros reais e, portanto, ao continuum, isto é, aos pontos
de uma reta; com respeito a equivaléncia hd, portanto, somente dois conjuntos de niimeros,
o conjunto enumerdvel e o continuum.

David Hilbert”

Uma demonstracdo para a Hipotese do Continuum foi considerado por Cantor

algo que naturalmente deveria brotar das investigacOes acerca da cardinalidade de um

conjunto infinito enumerdvel e da cardinalidade de um conjunto infinito ndo enumeravel.

Poderiamos condensar a idéia que estd por tras da Hipdtese do Continuum do seguinte

modo: qualquer sistema infinito de nimeros reais pode ser colocado numa relacido de

equivaléncia com o conjunto dos nimeros naturais ou com o conjunto de todos os

ndmeros reais. Isto implica na afirmagao de que qualquer conjunto finito ou infinito de

ndmeros € enumerdvel ou ndo-enumeravel. Ou ainda, qualquer conjunto finito ou infinito
¢ ou enumeravel ou possui a cardinalidade do continuum.

Se uma prova para este enunciado fosse de algum modo obtida, seguiria dela que

3 Citado na Revista Brasileira de Histéria da Matemadtica, publicagdo da Sociedade Brasileira de Histéria
da Matematica, Vol.3, n°5 (Abril/2003)
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a cardinalidade do continuum, a cardinalidade do conjunto de todos os nimeros reais (ou
a cardinalidade do conjunto de todos os pontos de uma reta), segue imediatamente a
cardinalidade dos conjuntos enumerdveis. Nao havendo, portando, a possibilidade da
consideracdao de nenhuma outra cardinalidade intermedidria.

Bicudo (2003) salienta que, no sentido de estimular o surgimento de tal prova,
Hilbert da énfase especial a estratégia empregada por Cantor de aplicar o conceito de boa
ordem aos conjuntos de numeros reais. Aparentemente Hilbert concordava que poder
apontar um primeiro elemento, em qualquer conjunto de nimeros reais, indicaria ja uma
demonstragdo para a Hipdtese do Continuum'®.

As pesquisas de Cantor com alguns tipos de fun¢des o conduziram a resultados
cada vez mais gerais no que diz respeito as representacdes dessas funcdes em séries
trigonométricas. Contudo, Cantor sentiu a necessidade de uma teoria dos nimeros reais
mais precisa. Nesse projeto se depara com alguns resultados que foram considerados
extravagantes por alguns de seus contemporaneos.

Como j4 comentamos antes, em sua carta de 29 de novembro de 1873
enderecada a Dedekind, Cantor demonstra a impossibilidade de se criar uma
correspondéncia um-a-um entre a colecdo dos naturais e a colecdo dos reais. Se tornava
assim cada vez mais claro que a colecdo dos reais possuia uma poténcia maior que a das
demais cole¢des de niimeros. O passo seguinte foi estabelecer uma correspondéncia um-
a-um entre os pontos contidos em um plano e os pontos contidos em uma reta, o que se
mostrou exeqiiivel.

Esses e outros estudos o levaram a concluir que, dado um conjunto infinito
qualquer, este conjunto ou possui a cardinalidade dos naturais, isto €, poderia ser
colocado numa relacdo de equivaléncia com o conjunto dos naturais, ou este conjunto
possui a cardinalidade dos reais, dado que uma equivaléncia com os naturais seria
impossivel.

Por um processo de inducdo, em cuja descricdo ndo entraremos aqui, SOmos
levados ao teorema de que hd somente duas classes de ndimeros: uma primeira classe
contendo todos os agregados suscetiveis de serem postos na forma: functio ipsius v, em

que v pode receber todos os valores inteiros positivos; e outra contendo todos os

™ O problema da boa ordem nos conjuntos de niimeros reais foi solucionado por Zermelo em 1904.
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agregados da forma: functio ipsius x, em que x pode tomar todos os valores reais no
intervalo (0,1).

Em resumo, Cantor aponta para a existéncia de apenas duas classes de nimeros:
a classe v, cujos agregados infinitos pertencentes a ela podem ter seus elementos
colocados numa correspondéncia um-a-um com a cole¢do dos inteiros positivos, € a
classe x, cujos agregados infinitos s6 podem ser colocados numa relacdo de equivaléncia
com o conjunto dos nimeros reais. Ou seja, existem apenas duas classes de nimeros: a
classe v enumeravel e a classe x nao-enumeravel, e nesta encontramos O continuum
matematico.

Na citacdo acima Cantor faz uso do termo ‘“agregado” para se referir a uma
colecdo qualquer de elementos. No entanto, uma apresentagdo mais precisa desse termo

s6 aparece nos Beitrdge zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre:

By an "aggregate" (Menge) we are to understand any collection into a
whole (Zusammenfassung zu einem Ganzen) M of definite and separate
objects m of our intuition or our thought. These objects are called the
"elements" of M.

In signs we express this thus:

M={m}.
(Cantor 1955[1897], p.85)

E, em relagdo a cardinalidade de um agregado (conjunto) qualquer de elementos

Cantor acrescenta:

Every aggregate M has a definite "power," which we will also call its
"cardinal number."

We will call by the name "power" or "cardinal number" of M the general
concept which, by means of our active faculty of thought, arises from the
aggregate M when we make abstraction of the nature of its various
elements m and of the order in which they are given.

We denote the result of this double act of abstraction, the cardinal number
or power of M, by

<|

(Cantor 1955[1897], p.86)

O conceito de numero cardinal, ou de cardinalidade de um conjunto, é obtido,

portanto, por meio desse duplo ato de abstragdo que realizamos sobre uma cole¢do
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qualquer de elementos dada em nossa intuicao.

Diante do conceito de cardinalidade abrimos méao da ordem e da natureza de
cada elemento desse agregado. E o conceito resultante dessas duas abstragdes, o nimero
cardinal, a poténcia de um conjunto, aceita a relacdo de igualdade ou de desigualdade
(maior que ou menor que).

Além disso, Cantor define as operacdes de adicdo, multiplicacdo e
exponenciagdo para numeros cardinais. E € de grande relevancia o fato de que, pela
primeira vez, como nos lembra Bicudo (2003), Cantor faz uso da letra hebraica

X (Aleph) para se referir a cardinalidade dos conjuntos transfinitos. Sendo X, o primeiro

numero transfinito.
Em seguida Cantor estabelece uma ordem entre os cardinais transfinitos,

colocando-os em certa correspondéncia com os conjuntos finitos bem ordenados:

After we have introduced the least transfinite cardinal number X,and
derived its properties that lie the most readily to hand, the question arises
as to the higher cardinal numbers and how they proceed from X ,. We

shall show that the transfinite cardinal numbers can be arranged according
to their magnitude, and, in this order, form, like the finite numbers, a "well-

ordered aggregate" in an extended sense of the words. Out of X, proceeds,
by a definite law, the next greater cardinal number X, out of this by the

same law the next greater X, and so on. But even the unlimited sequence
of cardinal numbers

X,,X,,X,, ... X

[0}
does not exhaust the conception of transfinite cardinal number. We will
prove the existence of a cardinal number which we denote by X, , and

which shows itself to be the next greater to all the numbers X ; out of it
proceeds in the same way as X, out of ¥ a next greater X, and so on,

without end.
(Cantor 1955[1897], p. 108-9)

Observamos que Cantor, neste texto, primeiramente define o conceito de nimero

cardinal e somente depois define um conjunto simplesmente ordenado, ou um nidmero

ordinal denotado por M . Assim, o conceito geral de niimero ordinal é compreendido se,
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dada uma cole¢do qualquer de objetos m de M, abstraimos somente a sua natureza e

preservamos a ordem em que esses elementos se ddo; isto €, estabelecemos, nesse

conjunto, uma relagdo de precedéncia entre os seus elementos.

Ao se referir a teoria cantoriana dos numeros transfinitos, Hilbert faz uso
das seguintes palavras: “Esta parece-me a mais maravilhosa floragdao do
espirito matemético e, no todo, uma das mais altas realizacdes da atividade
puramente intelectual da humanidade”

(Hilbert, cit. por Bicudo 2003, p.21).

A énfase dada por Hilbert a questdo do bom ordenamento de qualquer conjunto
de nimeros reais, referindo-se a isso como o caminho mais provavel para a demonstracao
da hipétese do continuum, residia no fato de que, mesmo com toda essa “bela floragdo do
espirito humano”, uma comparagdo entre dois cardinais infinitos s6 podia ser estabelecida
se estes fossem conjuntos bem ordenados, o que ndo era o caso do continuum linear, que
s0 podia ser expresso como um conjunto de nimeros reais com ordem simples. Este
conjunto, portanto, ndo apresentava a clareza necessaria, nem a simplicidade pretendida,
assim como ja acontecia com outros conjuntos.

Em poucas palavras, a boa ordem era, para Hilbert, a condi¢do sine qua non para
a comparabilidade entre dois nimeros cardinais em geral. Sem esta possibilidade de
comparacao, no caso das colecdes infinitas de nimeros reais, ndo se podia alcancar uma
prova para a hipétese de que existem apenas duas classes de nimeros. Em suma, o que se
esperava era poder transformar qualquer cardinal transfinito (inclusive e principalmente o
continuum) em um Aleph e, portanto, em um conjunto bem ordenado. A idéia era de que
assim se alcancaria a prova para a Hipotese do Continuum que foi formulada da seguinte

maneira:

Ou ainda de maneira mais geral:

2% =

a+l

Em 1904 o matematico Julius Konig apresentou uma prova, aparentemente bem
construida, da falsidade da hipétese do continuum. No entanto, apenas dois dias depois

dessa apresentacao Zermelo refuta esta prova, denunciando problemas em suas bases
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argumentativas e restabelecendo a esperanca daqueles que, como Hilbert, acatavam a
idéia intuitiva trazida pela Hipdtese do continuum. Contudo, apesar de insistentes
tentativas, nem Cantor, nem Hilbert, lograram obter uma prova para a afirmacgdo
definitiva da Hipotese.

Em 1938 Kurt Gédel construiu um modelo” para a axiomdtica de Zermelo-
Fraenkel (ZF) para a teoria de conjuntos de Cantor. Através desse modelo, mostrou que,
tanto a Hipotese do Continuum, como a Hipotese Generalizada do Continuum, nao
causavam contradi¢@o tanto em ZF quanto em ZF c’®.

Em 1963, Paul Cohen mostrou, pelo seu método de forcing, o que Godel havia
sugerido anos antes, a saber, que supondo os axiomas de ZFC consistentes, estes sao
insuficientes para a demonstracio da Hipdtese do continuum. Isto é, Cohen mostrou que a
Hipotese do continuum € indecidivel em ZFC. A conseqiiéncia disso € a afirmacgdo de que
esta hipétese € independente de ZFC.

Em resumo, Godel e Cohen, cada um em seu tempo e providos com técnicas
proprias, mostraram que tanto a afirmag¢do como a negac¢do, cada uma em separado, ndao
provocam contradi¢des no seio de ZFC. Os métodos de modelizacdo criados por Godel e
Cohen, além de muitos outros esforcos investigativos, resultaram em significativos

avangos para a matematica do século XX.

4.3 Uma nova matematica

Because of this extraordinary position which distinguishes mathematics from all
other sciences, and which produces an explanation for the relatively free-and-easy
way of pursuing it, it especially deserves the name of free mathematics, a
designation which I, if I had the choice, would prefer to the now customary 'pure’
mathematics’ .

Georg Cantor

Em Cantor a esséncia da matemaética reside na sua liberdade. Assim, € apenas ao
critério de consisténcia que os matematicos devem tributo quando diante de suas
construgdes tedricas. E justamente essa liberdade que tornam as revolu¢des matematicas

praticamente invisiveis.

O universo L dos conjuntos construtiveis.
76 ZF acrescido do Axioma da Escolha.
" Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, p.182
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Quando o foco de nossa aten¢do tenta capturar o exato momento de ruptura no
desenvolvimento da matemadtica, que € aquele instante de transgressdo dos valores
tradicionalmente aceitos no cerne da comunidade, tudo o que se percebe inicialmente sdao
teorias que se apresentam em uma sucessao consistente e que em nada se assemelha a
qualquer transgressdao ou ruptura, ou a um drdstico antagonismo entre o novo e o velho
paradigma.

Na medida em que os desenvolvimentos matematicos se desprendem quase que
totalmente de um substrato fisico e, na medida em que as teorias dificilmente explicitam
aqueles fundamentos conceituais que lhes conferem suporte, entdo, contrariamente ao que
costuma ocorrer nas ciéncias naturais no interior das quais anomalias e crises se tornam
tdo evidentes que ndo € possivel recusar-lhes a existéncia, na matemdtica essas anomalias
e crises praticamente inexistem ou, se existem, estdo tdo suavizadas que facilmente sdo
tomadas como problemas comuns da pratica normal de trabalho e que ainda aguardam
solucdes dentro de uma perspectiva de solugdo tradicional.

Mesmo sendo considerado revoluciondrio, o calculo infinitesimal nao invalidou
a geometria de seu tempo, ele se insere consistentemente dentro dessa geometria. Nao ha
qualquer inconsisténcia de vida ou morte entre Leibniz e Euclides, assim como nao ha
qualquer inconsisténcia entre os resultados de Eudoxo e Pitdgoras, ou entre Cantor e

Aristoteles.

Advances in mathematics, therefore, are generally compatible and consis-
tent with previously established theory; they do not confront and challenge
the correctness or validity of earlier achievements and theory, but augment,
articulate, and generalize what has been accepted before. Cantor's work
managed to transform or to influence large parts of modern mathematics
without requiring the displacement or rejection of previous mathematics.
(Dauben 1984, p.62)

No entanto, assim como Leibniz transformou definitivamente a maneira de
encarar algumas idéias centrais em matemdtica — principalmente tornando
algebricamente operacionais conceitos tidos antes como estritamente geométricos,
através de um método totalmente novo e suficientemente geral —, dotando a matemaética
com um novo arcabouco metodolégico e criando as condicdes para uma reedicao
conceitual desse campo do conhecimento, também Cantor proveu a matemadtica com

recursos tais que provocou uma enorme mobilizagdo de diversos estudiosos de dreas
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distintas, no sentido da reavalia¢ao de seus fundamentos.

Assim, € muitas vezes por suas conseqiiéncias, mais do que por suas
caracteristicas inerentes, que notamos a qualidade revoluciondria de um evento em
matemadtica. Nesse sentido, em matemadtica é sempre mais facil distinguir um evento
revoluciondrio, tirando o foco de nossa atencao do evento em si mesmo e dirigindo-a para
as suas proximidades. Ou seja, ¢ quando nos concentramos naqueles fendmenos
periféricos, freqlientemente tdo importantes quanto o proprio evento que queremos
entender, que conseguimos conferir o seu exato contorno e calcular a sua magnitude
revolucionaria.

Seja pelas respostas positivas, seja pelas negativas, sdo as reacgoes
contemporaneas, ou imediatamente posteriores, a uma grande novidade cientifica que a
fazem repercutir estrondosamente, como o ribombar de uma revolugdo. De fato, o
impacto que a teoria de Cantor proporcionou, pode ser medido pelos esforcos que

importantes matematicos dedicaram a ela, no sentido de sanar seus problemas, dirimir

suas fraquezas, restaurar seus fundamentos ou aprimorar seus resultados.

4.3.1 A matematica finitaria de Hilbert

Durante a mudanca de paradigma no seio da matemadtica, que comeca no final do
século XIX e se estende até meados do século XX, muitos matematicos se destacaram
como defensores da proposta de um infinito atual nos moldes propostos por Cantor. E
como um dos maiores defensores desse paradigma encontramos David Hilbert que em
1900, em Paris’®, realiza uma convocacdo geral por um esforco no sentido de uma nova
matemadtica.

Mais de duas décadas depois, mais precisamente em 4 de Junho de 1925, Hilbert
profere uma conferéncia com o titulo Sobre o infinito, no Congresso da Sociedade
Matematica de Westfalia. Mais do que uma mera especulacdo sobre 0s novos rumos para
a matemadtica, Sobre o infinito ¢ um manifesto que assevera uma determinada concepcao
de ciéncia matemadtica.

Em 1900, Hilbert apresentara uma lista de problemas para procurar delinear um

cronograma de trabalho para os matematicos. Nela notamos uma proposta para uma nova

"8 Problemas Matemdticos, David Hilbert (conferéncia proferida no 2° Congresso Internacional de
Matematicos), 1900.
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concepcao de matemadtica para o século XX. Isto €, com a conferéncia de 1900, Hilbert
assumira a tarefa de tracar as linhas mestras, conceituais e metodoldgicas, que norteariam
a pratica da ciéncia matematica.

Hilbert traz para si a responsabilidade pela defesa de um novo enfoque’ em
matematica. Enfoque este que comecgou a se esbocar, principalmente, com os trabalhos de
andlise matemdtica de Weierstrass (1927), mas que apenas ganhou uma manifestacao
mais explicita com a teoria de conjuntos de Cantor.

Contudo, 25 anos se passaram e nenhum esfor¢o fora suficiente para possibilitar
uma resposta definitiva ao problema que encabeca a lista apresentada em 1900, qual seja,
0 que versa sobre a poténcia do continuum. Mesmo assim, buscando inspiracdo nas
conquistas do trabalho critico de Weierstrass, em andlise matemdtica, € em seus proprios
resultados no sentido de uma axiomatizacdo consistente para a geometria, Hilbert percebe
que € necessdrio insistir em seu programa que, entre outras coisas, sugere que todo

problema em matematica, inclusive o problema do continuum®, possui uma solugdo.

“Um exemplo do tipo de questdes fundamentais que podem ser tratadas
deste modo € a tese de que todo problema matemético é soldvel. (...) De
fato, uma das motivag¢des principais para nos ocuparmos de um problema
matemdtico € que ouvimos sempre este grito dentro de nods: ai estd o
problema, ache a resposta; vocé pode encontri-la através do pensamento
puro, pois nao hd ignorabimus em matematica.”

(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.58).

E este o espirito de Sobre o infinito, o mesmo espirito que animou as
conferéncias de 1900 em Paris. Isto €, este discurso se aproxima de um manifesto, de um
guia de como deve ser pensada e conduzida a matemadtica do século XX e o que devem
esperar dela aqueles que a praticam — uma matematica finitaria.

Para Hilbert, somente uma matematica com métodos finitdrios pode fazer uso
legitimo da idéia de infinito apontado por Cantor. Portanto, é a tinica matemaética possivel
para o século XX. Isto €, a partir de bases finitaristas, esta matemética espera empregar,
de maneira bem fundada, o infinito atual como um conceito perfeitamente justificivel e
util.

No entanto, Hilbert alerta para o fato de que ainda existe grande falta de clareza

7 Poderiamos dizer, de um novo paradigma (2 Kuhn em A Estrutura das Revolugées Cientificas, 1962).
% Uma maneira de apresentar este problema é através da pergunta: “Existe alguma colecdo infinita cujo
cardinal seja maior que N e menor que R?”.
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e enormes discordancias em questdes criticas e que, por esse motivo, necessitam de uma
revisdo mais profunda e detalhada. Essas questdes criticas sdo, justamente, aquelas que
envolvem o significado do termo infinito.

Apesar dos esfor¢cos de Weierstrass em eliminar o infinitamente grande e o
infinitamente pequeno em andlise, substituindo-os por relacdes entre grandezas finitas, o
infinito ainda subsiste mal definido quando, por exemplo, na defini¢do de nimero real,
sdo mencionadas as séries numéricas infinitas, concebidas como uma totalidade completa
e dada de imediato. Além disso, o uso que Weierstrass faz de deducdes ldgicas
envolvendo o conceito de infinito — quando fala em todos os ndmeros reais que possuem
a certa propriedade, ou quando afirma que existem nimeros reais com tal ou qual
propriedade —, deixa implicito que o infinito € um conceito presente em andlise.

Hilbert afirma poder resolver o problema dessa presenca disfarcada e incomoda
do conceito de infinito em anélise, transformando-o em uma mera facon de parler, da
mesma maneira como Weierstrass lidou com os conceitos de infinitamente pequeno e de

infinitamente grande.

Do mesmo modo em que operagdes com o infinitamente pequeno foram
substituidas por operacdes com o finito, que apresentam exatamente 0S
mesmos resultados e as mesmas elegantes relacdes formais, os métodos
dedutivos baseados no infinito devem ser substituidos por procedimentos
finitos que produzam exatamente os mesmos resultados, isto é, que tornem
possiveis as mesmas cadeias de provas e os mesmos métodos de obtencdo
de férmulas e teoremas.

(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.47)

Quando atingir esse objetivo, Hilbert acredita poder ter oferecido o que a
abordagem de Weierstrass ficou devendo a andlise; restaurando, assim, a confiabilidade
nos métodos matematicos que foram abalados, segundo ele, pela auséncia de uma
definicdo mais precisa do conceito de infinito. Conceito este utilizado de maneira
arbitrdria e, por este motivo, tendo sido considerado o causador das acirradas polémicas
que envolveram os matematicos do final do século XIX e inicio do XX, principalmente
apods o aparecimento da teoria de conjuntos de Cantor.

Inicialmente, Hilbert deixa clara sua posi¢do acerca de quais seriam os critérios
de validacdo de uma teoria: a auséncia de contradi¢des no seio de uma teoria, quando da

insercdo de determinado conceito, justifica completamente o uso deste conceito em seu
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interior. Em suma, a consisténcia € o Unico critério para se aceitar, ou ndo, o uso de um
novo conceito em uma dada teoria matemadtica. Isto posto, fica claro que ele se coloca
contra todos aqueles que se baseiam em critérios outros como, por exemplo, algum tipo
de existéncia ideal (platdnica) para os objetos matematicos. Notamos aqui uma tentativa
de varredura do platonismo inerente a Teoria de Conjuntos de Cantor, eliminando da
nova matematica que estd para surgir quaisquer impurezas metafisicas.

Assim, em Hilbert, a existéncia dos objetos matemdticos ¢ guiada por um
critério puramente formal, o que dd o tom formalista a sua concep¢ao de matematica. Isto
¢, um objeto matemadtico x sO existe se ndo provocar contradi¢do quando inserido no
interior de uma teoria y. Nesse sentido, y ¢ uma teoria matemdtica vélida, desde que
consistente.

Nao s6é como matematico, mas também como humanista, como um individuo
dedicado a causa do pensamento, sendo esta a marca distintiva da existéncia humana, ¢é
que Hilbert se preocupa com o infinito. O infinito ndo constitui apenas um problema a ser
solucionado com o tnico intuito de por fim as longas disputas matemadticas. Trata-se,
também, de resgatar a “dignidade do intelecto humano”; dignidade esta que se viu, de
certa forma, ameagada pela aparente insolubilidade da questdo espelhada pela idéia do
infinito atual.

Como humanista e como matemadtico € que Hilbert se propde a entender o termo
infinito. De modo que, a principio, o infinito deve ser abordado no ambito da natureza. E
o que ele percebe é que os estudos mais refinados da fisica contradizem nossa impressao
acerca da aparente possibilidade de um processo infinito de divisdo da matéria. E, no que
diz respeito a sua menor parte, a matéria se apresenta como finita, para os diversos
campos da fisica.

De fato, o atomismo é a doutrina mais aceita em fisica. Ao contrario do que
poderia ser chamado de um continuismo homogéneo da matéria que, se seriamente
considerado, acarretaria a introducao do infinitamente pequeno na realidade presente dos

corpos. A infinita divisibilidade da matéria €, para a fisica, apenas uma facon de parler.

De tal modo que se pode considerar a tendéncia da fisica moderna como de
emancipa¢cdo do infinitamente pequeno; em lugar do antigo principio
natura non facit saltus poderiamos mesmo afirmar o oposto, “a natureza da
saltos”.
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((Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.48).

Igualmente, o infinitamente grande também nao possui nenhum respaldo na
ciéncia, ndo se mostrando como uma realidade, nem na astronomia, nem na geometria
euclidiana. E embora um dos pressupostos dessa geometria seja o de um espaco dado
como absoluto e infinito, ¢ mesmo sendo esta teoria um sistema perfeitamente
consistente, ndo devemos inferir disso uma realidade fisica infinita. Como se de um
perfeito desenho de um cavalo alado passassemos a supor que tal animal exista de fato.

E, além disso, a propria geometria euclidiana ndo tem correspondido mais aos
anseios daqueles que projetam teorias e modelos para uma nova concepcao fisico-
espacial do universo. A idéia destes é a de que teorias e modelos geométricos
consistentes ndo necessitam mais do pressuposto de um espaco absoluto e infinito.
Assim, o proprio universo enquanto tal deixa de ser compreendido como infinito e passa
a ser considerado apenas como ilimitado.

Portanto, seja no que se refere ao infinitamente pequeno, seja no que diz respeito
ao infinitamente grande, os ultimos resultados das ci€ncias especializadas a época de
Hilbert ndo corroboram a idéia de infinito numa realidade dada.

Ainda assim, € possivel considerar que o infinito seja uma necessidade do
pensamento puro, nas palavras de Hilbert um “conceito indispensavel”. E que, por este
motivo, reclame e mereca uma justificativa, uma formalizagcdo, que o desnude a razdo e
que o torne livre de qualquer ma-compreensao.

Assim €, por exemplo, na teoria ingénua pura dos nimeros, na qual se observa

que qualquer nimero inteiro pode substituir a varidvel n na igualdade abaixo:

2

I’+22+ ..+’ =1n.(n+1).2n+1)

1
6

Finita em sua construcdo e tendo como resultado um ndmero finito, para
qualquer n inteiro positivo, a férmula acima possui uma infinidade de instanciagdes
possiveis em n.

Ainda que Frege e Dedekind tenham, cada um a seu modo, em seus trabalhos de
fundamentagcdo da matematica, feito uso de um conceito de infinito atual, ¢ somente em

Cantor que este conceito ganha uma forma explicita bastante desenvolvida. Assim, se
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pensamos na colecado dos inteiros positivos {1,2,3,...} fazemo-lo segundo a perspectiva de
que esta é uma cole¢do infinita inteiramente dada e completada, do mesmo modo como
podemos conceber a reunido de todos os pontos no intervalo entre os nimeros 0 e 1.

No entanto, ao se tomar estas duas colecdes infinitas, segundo os seus tamanhos
respectivos, percebe-se que elas ndo sdo equipotentes. Em outras palavras, a colecdo dos
naturais (assim como a dos racionais, dos inteiros etc) ndo é equipotente com a cole¢do
dos nimeros reais.

Se concebermos a ordem apresentada pela colecdo 1,2,3, ... como uma cole¢do
infinita completada e a chamarmos de @, entdo é razodvel que o raciocinio empregado
para a construcdo dessa colecdo ndo se restrinja a ela e continue para mais além.
Estendendo, deste modo, o processo de contagem para além de @. E assim, como vimos,
Cantor pdde construir uma escala numérica concebida por meio desse processo de uma

contagem transfinita:

1,2,3, ...

o, o+1, 0+2, ...

0.2, ®.2+1, .2+2, ...
.3, ®.3+1, .3+2, ...

032, c02+1, co2+2,

032+03, 02+0.2, (02+(o.3,
032.2,

032.2+(o,

Porém, apesar de seus imensos esfor¢cos no campo do infinito atual, Frege,
Dedekind e Cantor tiveram que arcar com reveses em suas teorias. Fosse porque a reacao
a elas fora, muitas vezes, violenta, fosse porque a grandiosidade dessas idéias em alguns
momentos encobriam falhas de fundamentacdo de certos conceitos bdsicos ou de
correcdo dos métodos empregados em suas deducdes. O resultado mais dramético se deu

. 81 . o
com o aparecimento dos paradoxos™ e a crise dos fundamentos da matematica que se
seguiu.

Para tentar fornecer um arremate para o infinito atual, Hilbert recorre ao método

81 Ver Cap. 2, Secdo referente aos Paradoxos de Burali-Forti e Russell
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dos elementos ideais ja utilizado com sucesso nas geometrias nao-cldssicas. Ocorre
nessas geometrias que o método dos elementos ideais possibilita e legitima a
consideragdo de certos teoremas, tidos como ndo-védlidos na geometria classica. E o caso,
por exemplo, do teorema que afirma o encontro de duas retas paralelas em um ponto
projetado no infinito.

Aqui dois elementos ideais possibilitam a consideragdo e a legitimacao de um tal
teorema: retas infinitas e pontos no infinito; e gracas a eles se obteve uma geometria mais
universal que a propria geometria euclidiana. Isto porque nessa nova geometria vale o
teorema de que, dadas duas retas (mesmo retas paralelas), estas sempre hdo de se
interceptar em um ponto.

Do mesmo modo, os chamados paradoxos do célculo infinitesimal devem sua
origem, segundo Hilbert, a confusdo que facilmente realizamos entre a idéia de infinito e
a idéia do muito grande. Com os avancos do cdlculo infinitesimal e com as conquistas
obtidas em andlise, percebeu-se, contudo, que aqui tratamos de duas categorias distintas
de objetos e que a identidade entre elas s6 pode conduzir a inconsisténcias como as que
foram percebidas, por exemplo, pelos antigos gregos e por Galileu.

Isto é, percebeu-se que alguns teoremas validos em uma categoria ndo o sdo em
outra. Este € o caso, por exemplo, da afirmacdo de que é sempre verdade que o todo é
maior que a parte. Também notamos algo semelhante com as afirmagdes da existéncia do
minimo e do maximo de uma fun¢do, ou da comutatividade das operagdes de adicdo ou
de multiplicagdo.

Foi somente com a introducao da teoria de conjuntos de Cantor que as distingdes
e peculiaridades entre essas categorias se tornaram mais evidentes. Para Hilbert, a teoria
proposta por Cantor estd mais préxima, do que a andlise, da generalidade filos6fica
necessdria para a compreensao das sutilezas envolvidas nessa distingao de categorias. E é
por este motivo que a teoria de conjuntos logrou obter resultados mais gerais que a
andlise, consolidando-se, assim, como o mais surpreendente e valioso bem para a

matematica do século XX:

Esta teoria me parece o mais refinado produto do génio matemdtico e uma
das faganhas supremas da pura atividade intelectual humana.
(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.50).
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Enquanto em andlise o infinito aparece no conceito de limite, como o
infinitamente grande ou o infinitamente pequeno que, em suma, é ainda um tipo de
concepcdo meramente potencial do infinito, na teoria de conjuntos encontramos uma
atualizacdo do conceito de infinito. O verdadeiro infinito é, na concep¢ao de Hilbert,
aquele que aparece como uma colecdo inteiramente dada, completada e, no entanto,
inexaurivel.

Hilbert propde um esfor¢o para restaurar a fé nos métodos de deducdo que se
viram abalados com a crise dos fundamentos, proclamando dois principios que deverao
reger as acoes dos pesquisadores que quiserem se unir a sua empresa de restabelecimento

dos objetos e dos métodos mateméticos:

1) Defini¢des frutiferas e métodos dedutivos que tiverem uma esperancga de
salvamento serdo cuidadosamente investigados, nutridos e fortalecidos.
Ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor criou para nds.

2) E necessdrio estabelecer para todas as dedugdes mateméticas 0 mesmo
grau de certeza das deducdes da teoria elementar dos nimeros, onde
ninguém duvida e onde contradi¢des e paradoxos s6 ocorrem devido ao
nosso descuido.

(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.53).

E o infinito, portanto, o conceito chave que requer uma fundamentacdo para que
haja uma manutencdo da andlise, da teoria cantoriana e dos métodos dedutivos tao caros a
matematica.

A principio, Hilbert decide se aproximar do conceito de infinito pelo viés das
ciéncias naturais. E nelas nota que o infinito ndo € um objeto quer da fisica do mundo
microscopico, quer da fisica do mundo macroscopico. As ciéncias naturais tratam o
infinito de uma maneira puramente formal. Para estas ciéncias, o infinito é uma facon de
parler. Nem a fisica, nem a astronomia, acreditam seriamente poder encontrar algo como
o infinito na realidade.

O uso da deducao material envolvendo objetos infinitdrios € ilegitimo. Trata-se,
portanto, de seguir em matematica os mesmos passos realizados nas ci€ncias naturais. A
saber, acomodar a idéia de infinito em uma base finita perfeitamente justificada pela
intuicdo. Uma vez realizado isto, também a matematica poderd distinguir aquelas formas
simbdlicas, trataveis e uteis.

Existem, portanto, pré-requisitos para o uso da dedu¢do material. Toda vez que
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ignoramos estes pré-requisitos nos encontramos diante de um uso ilegitimo destas formas
de raciocinio. Delas obtemos, invariavelmente, conclusdes indevidas e argumentos
viciosos. Esses pré-requisitos se tornam evidentes quando nos atemos as afirmacgdes
através das quais Hilbert coloca o seu pensamento ao lado do pensamento de Kant e

conclui, com ele, que a matematica nao pode depender apenas da logica.

Ao reconhecer que existam tais pré-requisitos, que devem ser levados em
conta, encontramo-nos em pleno acordo com os filésofos, notadamente
com Kant. J4 Kant havia ensinado e isso € parte integral de sua doutrina,
que a matemdtica trata de um tema independente da ldgica, portanto a
matemadtica ndo pode e nem poderd nunca ser fundamentada somente na
16gica.

(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.53).

Ou seja, existem pressupostos fundamentais para a matemética que em nada tém
que ver com a légica.

Estes pressupostos sao, em linguagem kantiana, as duas formas puras da intuicao
sensivel: os espaco e o tempo. Hilbert se refere a elas somente pelo nome genérico de
intui¢cdo. Fundamentalmente, esta intui¢ao seria capaz de fornecer os objetos, os dados da
experiéncia imediata do sujeito com o mundo, para o entendimento. Estes objetos
estariam entdo para aquém do alcance de qualquer fundamentacdo ldégica ja que
constituiriam, eles mesmos, a matéria prima de todo o pensar; isto inclui o pensar
matemadtico e o pensar logico. Estes objetos seriam os dtomos do pensamento € ndo
admitiriam um recuo para algo ainda mais fundamental.

Em particular, na matematica estes objetos aparecem, em Hilbert, como aqueles
simbolos imediatamente claros e auto-evidentes. O caso exemplar € o da teoria elementar
finitdria dos nimeros, cuja estrutura parte de uma intui¢do material e de consideracdes
acerca dessa intui¢do.

Sabemos, contudo, assim como Hilbert, que a matemadtica € muito mais do que
equagdes numéricas. No entanto, reside ai um nucleo s6lido e confidvel para ela, a partir
do qual se pode iniciar uma fundamentacao consistente para esta ciéncia. Resta averiguar,
tdo somente, em que base pode ocorrer esta fundamentagdo, a partir de uma tal teoria

finitaria dos numeros.

Se tomarmos, seguindo exatamente o mesmo raciocinio de Hilbert, os simbolos

7||3||||

b |

, como representacdes destes objetos materiais extra-16gicos,
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notamos que estes simbolos sdo formados por iteracdes arbitrarias do simbolo mais
simples | Nao se pode afirmar que estes simbolos primitivos possuam um significado
em si mesmos. Além disso, outros simbolos podem ser utilizados para nos referirmos a
eles. Deste modo, estes dltimos simbolos sdo utilizados de maneira significativa no
interior da teoria quando, por exemplo, usamos o simbolo 2 para designar o simbolo
numérico primitivo || e3 para o simbolo | | |. H4 outros sfmbolos que, também,
possuem um significado preciso como +, = e >. Estes s@o utilizados para relacionar os
simbolos numéricos e, assim, construir proposi¢des significativas como, por exemplo, 2 +
3, que pode ser encarado como uma maneira possivel de designar o simbolo primitivo
[T

Ainda de maneira mais afastada daqueles simbolos primitivos, encontramos 0s
simbolos a, b, c, ... que podem ser empregados para designar simbolos numéricos
quaisquer na composicdo de proposi¢des significativas do tipo a > b, na qual € expressa a
idéia que o simbolo numérico representado por a € maior que o simbolo numérico
representado por b.

Tendo dito isto, Hilbert pode dar o primeiro exemplo para ilustrar o poder e a
abrangéncia de seu método finitario de deducdo. Para tanto, apresenta o maior nimero

primo conhecido a sua época:

p =170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

Sabe-se pelo método que € devido a Euclides que entre p + 1 e p! + 1 se obtém,
pelo menos, um novo nimero primo maior que p.

Se dissermos, entdo, que entre p + 1 e p! +1 existe pelo menos um novo nimero
primo, nao estamos fazendo nada mais que afirmar que ou p + l,oup + 2, oup + 3, ...,
ou p! + 1 € um novo nimero primo maior que p. O existencial na afirmacao acima nao é
empregado de maneira ilegitima, j4 que ndo se projeta sobre um campo infinito e
indeterminado. Esse existencial apenas abrevia o processo de fatoracdo de p. O novo
ndmero primo p + k serd, portanto, algum ndmero entre p e p! + 1:

De modo que o teorema euclidiano,

(Dp<p+k<pl+1
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assim expresso, se adapta perfeitamente a idéia de uma matemaética e de um método de
deducao finitérios.

Enquanto que a afirmacdo parcial deste teorema,

Qp<p+k

nao condiz com a proposta finitdria de Hilbert.

E embora (2) expresse uma idéia muito mais geral que (1), a primeira proposicao
€ mais forte que a segunda. Porque (1) possui um contetido mais delimitado e, portanto,
mais significativo que (2). De acordo com a proposta de uma matemadtica finitaria,
devemos optar pelas proposicdes com um conteddo claramente determinado ao invés
daquelas em que isto ndo ocorre.

O raciocinio que conduz de (1) a (2) envolve, segundo Hilbert, um passo
transfinito. Esse passo, por sua vez, pode conduzir a proposi¢des ndo significativas se
esquecermos, por exemplo, que s6 podemos obter (2) como generalizagdo de (1). Isto é, a
rigor, de um ponto de vista finitarista, (2) ndo pode ser considerada uma proposicao auto-
evidente, ou independente de (1).

Segundo essa concepg¢do finitdria, uma proposicdo s6 € significativa quando ela

¢ elemento de um universo significativo, isto €, determinado.

De nossa posigao finitdria, uma proposi¢ao existencial da forma “existe um
nimero com uma certa propriedade” em geral s tem significado como

2

uma proposicdo parcial, isto €, como parte de uma proposi¢do melhor
determinada.
(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.55)

Uma proposic¢ao s6 pode ser considerada significativa quando fizer parte de uma
colecdo previamente especificada de proposicdes significativas. Uma tal cole¢do s6 é
possivel quando nos atemos aqueles objetos concretos, extra-ldgicos, que fundamentam o
raciocinio. Isto é, quando nos mantemos dentro dos limites do finito e aceitamos aquelas
verdades auto-evidentes como, por exemplo, a proposicao

A)a+1=1+a.

Aceitando esses parametros, entdo estamos de acordo com a perspectiva finitaria

de Hilbert. No entanto, se uma proposicdo qualquer ndo puder ser colocada na forma de

uma disjuncio finita, entdo estamos diante do infinito. E, do mesmo modo, um passo
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transfinito é dado quando negamos uma proposi¢ao geral valida, como a proposi¢ao (A).

E importante ressaltar ainda que, dessa perspectiva finitéria, as leis aristotélicas
como o v —0, por exemplo, perdem sua validade como na instancia¢ao

B) (A) v —(A)

Isto porque a afirmacgdo de B tem, como assung¢do, a possibilidade da proposicao
A ser falsa, o que ndo se sustenta, desde que A € sempre verdadeira. Ou seja, dentro de
uma perspectiva finitdria, as leis aristotélicas nao valem, ji que estas leis, dada a
universalidade inerente a elas, estendem-se naturalmente para além de conjuntos parciais.

Hilbert se vé, assim, diante da delicada situacdo de ter que rever a universalidade
das leis aristotélicas. E de fato, ndo € sua intencdo abandond-las, pois, segundo ele,
representam uma conquista permanente tanto para a matematica como para o pensamento
em geral. E aqui, ento, que ele ird recorrer ao método dos elementos ideais para resgatar
a abrangéncia das leis aristotélicas.

Desse modo, para preservar a validade das leis aristotélicas, mesmo sob um
ponto de vista finitarista, sdo introduzidos alguns elementos que possuem o poder de
generalizar (idealizar) aquelas proposi¢des numéricas gerais sempre validas para valores
arbitrariamente determinados.

Trata-se aqui de um novo processo de abstracdo, no qual deixamos de lado o
campo dos valores numéricos e suas representacdes para ceder lugar a elementos
idealizados nao significativos que, no entanto, podem ganhar significado quando
interpretados em certos contextos adequados. Esses contextos podem ser puramente
l6gicos ou puramente matematicos. As leis aristotélicas sdo, desta maneira, preservadas
no projeto finitarista. Pois, com a insercdo dos elementos ideais, ndo estamos mais
tratando com valores numéricos gerais ou arbitrarios, mas sim com simbolos puramente
formais que expressam estruturas tao gerais quanto as proprias leis de Aristételes. Isto €,
essas estruturas independem da intuicdo.

S6 assim podemos expressar uma proposicdo, em uma base finitdria, sem
comprometer, por exemplo, o fertium non datur. Essa proposicdo recebe o nome de
asser¢do ideal. Ela ndo existe por si mesma. Nao é, por si so, significativa. Isto é, essa
asser¢io ndo é representante de nenhum aspecto da natureza. E justamente esse

distanciamento da intuicdo que permite, aos elementos idéias, preservar as leis
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aristotélicas no seio da proposta finitarista.

De maneira geral, podemos conceber a matemdtica como uma colecio de
férmulas de duas espécies: primeiramente, aquelas as quais correspondem
as comunicagdes de assercoes finitdrias com sentido e, em segundo lugar,
outras formulas sem significado e que sdo a estrutura ideal de nossa teoria.

(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.56)

Enquanto, por exemplo, a equacdo a + b = b + a comunica o fato de que os
simbolos numéricos, representados aqui pelos elementos a + b e b + a, coincidem e que,
por este motivo, sdo intercambidveis entre si, a assercao ideal @ + b = b + a ndo possui
um significado imediatamente dado por uma intui¢do, mas ilustra tdo somente a relagao
aceita entre os elementos nela inseridos. Esta assercdo ideal apenas denuncia uma
estrutura a ser observada, sem qualquer referéncia ao seu possivel conteido. Ao se
substituir os elementos ideais a e b pelos simbolos 1,2,3, ..., a,b, ... obtemos proposi¢des
finitarias significativas.

De modo que em matemadtica é necessario estar atento para trés tipos de

proposigdes:

1. Proposicoes arbitrarias significativas: aquelas que contém apenas simbolos
numéricos arbitrarios e que, do ponto de vista finitarista, ndo oferecem quaisquer
problemas as leis aristotélicas;

2. Proposicoes gerais significativas: aquelas que constituem unidades gerais vélidas e
que, do ponto de vista finitario, oferecem resisténcia as leis aristotélicas;

3. Proposicoes ideais: aquelas nao significativas em si mesmas e que sido constituidas
pelos elementos ideais com o intuito de preservar, simultaneamente, as leis aristotélicas e

aquelas unidades gerais validas da teoria dos nimeros.

Mesmo os operadores légicos devem ser revistos para se adequarem a
perspectiva do método dos elementos ideais. Como aqui tratam-se, todas, de proposicoes
ndo significativas, os operadores l6gicos cumprirdo um outro papel daquele
desempenhado em proposi¢des significativas. Assim, deve-se ter em mente que,
juntamente com os demais simbolos matematicos, sao adicionados os operadores 16gicos

ideais:
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E juntamente com as varidveis a,b,c, ..., das equa¢des numéricas e das formulas
gerais validas, sdo introduzidas as varidveis proposicionais A, B, C, ..., Z.

Também os simbolos l6gicos simples (varidveis proposicionais e operadores) e
complexos (férmulas bem formadas) sdao destituidos de qualquer significado
imediatamente dado nas asserc¢des ideais.

Disponibiliza-se, assim, um modo seguro de construir argumentos e produzir
inferéncias de maneira muito mais geral que as primitivas equacdes matematicas restritas
as proposig¢des significativas. Este novo modo argumentativo, no entanto, nada acrescenta
ao primitivo conhecimento matemadtico. Isto é, ndo € inserido neste primitivo
conhecimento nenhum novo elemento significativo antes desconhecido. Nao se inventa
com isso nenhum novo objeto, nenhuma nova intui¢do. A introdu¢do dos elementos
ideais €, em sentido estrito, antes, uma retirada que um acréscimo.

O que a introdugdo deste método garante €, tdo somente, a explicitacdo de uma
certa estrutura universalmente valida, garantida pelas regras gerais do pensamento. Nessa
estrutura algumas proposicdes cumprem o papel de axiomas e outras proposi¢cdes podem
ser derivadas destes axiomas, como teoremas, por meio de regras explicitas.

E a dnica condicdo imposta a uma tal estrutura, construida pela inser¢ao dos
elementos ideais, € a aquela concernente a consisténcia do sistema obtido. Em poucas
palavras: ndo € permitido que nenhuma extensdo de um dominio qualquer provoque
contradi¢do neste dominio, sob pena de tornar esta extensdo ilegitima. No que diz
respeito a estrutura obtida pela introducao dos elementos ideais, ndo se pode obter como
férmula final de um processo de inferéncia nesse dominio estendido, algo do tipo 1 # 1.

Da mesma forma, deve-se poder encontrar, nessa estrutura ideal, uma prova para
a irracionalidade de V2 ; ou seja, deve-se poder encontrar uma forma de inferéncia que

demonstre que\/aé um ndmero que ndo pode ser expresso como razdo entre dois
inteiros. Em suma, todas as verdades do dominio original sdo preservadas no dominio
estendido.

Mas o que Hilbert tem a dizer acerca da consisténcia da aritmética?

Em geometria, assim como em teorias fisicas, o problema de se decidir sobre a
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consisténcia dos métodos axiomaticos ali empregados é resolvido reduzindo-o ao
problema da consisténcia dos axiomas da aritmética. Mas que fazer em relagdo a prépria
aritmética? Obviamente ndo se pode reduzi-la a nenhuma outra teoria mais fundamental.
De modo que, tanto a geometria, como as ciéncias fisicas, clamam todas por uma solucao
para o problema da consisténcia dos axiomas da aritmética. Neste caso, Hilbert defende a
idéia de que a introdugcdo dos elementos ideais constitui a “pedra fundamental na
construcdo doutrinaria da axiomdtica” da aritmética.

A teoria da prova, apenas esbocada no discurso de 1925, € o fundamento sobre o
qual a matemadtica deve se apoiar para se ver permanentemente livre, segundo Hilbert,
daqueles problemas de consisténcia que tanto mal estar causaram na comunidade de

pesquisadores. Essa confianga € tao efusiva que lhe permite afirmar enfaticamente:

O que ja vivenciamos por duas vezes, uma vez com os paradoxos do
célculo infinitesimal, e outra vez com os paradoxos da teoria dos

conjuntos, ndo ocorrerd uma terceira vez, nem nunca mais.
(Hilbert 1925 em Carnielli 2006, p.58)

E é este o projeto fundacional que Hilbert propde para uma matematica do
século XX. A formalizacdo da matematica é, segundo ele, a tnica tdbua de salvacdo a
qual devem se agarrar todos aqueles que nao quiserem se afogar em confusdes e mal-
entendidos provocados por esfor¢os vaos e, muitas vezes, equivocados.

Hilbert conclui seu discurso de 1925 reiterando suas posi¢des sobre o infinito, a
saber que o infinito ndo existe, se tomamos 0 numa acepcao platdnica ou fisicalista. Isto
¢, o infinito ndo existe como uma entidade, nem em um mundo inteligivel, nem como
algo do mundo fisico ou concreto. Pelo menos, a prova da existéncia do infinito, em
qualquer um desses dois sentidos, ainda estd além de qualquer possibilidade racional.

O infinito €, antes de tudo, uma forma de se referir a uma idéia problematica,
assim como Kant o entendia. A saber, como algo que transcende, em principio, toda
experiéncia possivel e que, no entanto, serve como um fio condutor para a razdo quando
esta, no uso que faz do entendimento, lanca mao de idéias (problemas) com o unico

intuito de realizar a sintese que guarda, em si, um ideal.
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CONSIDERACOES FINAIS

Para ver um mundo em um grao de areia
E um céu em uma flor silvestre,

Segure o infinito na palma de sua mao,
E a eternidade em uma hora.

William Blake

Realizaremos agora nossas ultimas consideragdes sobre alguns dos pontos
defendidos nesta tese. Com elas tentaremos responder algumas perguntas que nos foram
dirigidas por alunos e professores durante nosso exame de qualificagdo, ou durante a
apresentacdo de semindrios e conversas informais. Acreditamos ser esta a forma mais
adequada de concluir nosso trabalho.

Vimo-nos obrigados a restringir o nimero de indagacdes a serem comentadas,
assumindo como critério o nimero repetido de vezes que elas surgiram, o maior grau de
dificuldade em respondé-las de imediato e o interesse geral que levantaram.

Decidimos reunir essas dividas, criticas e sugestdes em um nimero reduzido de
seis questdes. De certo modo, todas as respostas que apresentaremos a partir de agora
correspondem a uma pergunta mais fundamental: o conceito de revolucdo cientifica pode

ser transportado para o reino da matemadtica?

1. Por que situar Platdo e Aristdteles no ambito da discussdo que realizamos sobre a

revolucdo cientifico-matematica engendrada por Cantor?

Um dos assuntos a que demos bastante destaque foi a apresentacdo da doutrina
das idéias de Platdo nos didlogos Filebo e Parménides, por entendermos que o
pensamento de Platdo exerceu grande influéncia sobre as concepcoes filosdficas de
Cantor.

Lembremos que, ao rebater as falhas apontadas em sua doutrina82, Platdo revela
que a doutrina das idéias aponta para um arcabougo tedrico mais profundo, a doutrina
dos principios formadores. Nossa conclusao foi que o conjunto da teoria platonica nao €

contraditério, quer com uma certa assuncao de infinito atual, quer com o nicleo do

%2 Ver secdo dedicada a andlise do didlogo Parménides.
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pensamento pitagdrico.

Para reforcar essa conclusdo, destacamos aqui uma passagem de Aristételes,
através da qual podemos relembrar a importancia do infinito, tomado em sentido préprio,
tanto em Platdo como nos pitagdricos:

Some, as the Pythagoreans and Plato, make the infinite a principle as a substance
in its own right, and not as an accident of some other thing. Only the
Pythagoreans place the infinite among the objects of sense (they do not regard
number as separable from these), and assert that what is outside the heaven is
infinite. Plato, on the other hand, holds that there is no body outside (the Forms
are not outside, because they are nowhere), yet that the infinite is present not only

in the objects of sense but in the Forms also.
(Aristotle 1993 1993, Physics, Book 111, 203a10-203a16 p. 346)

A postura que chamamos aqui de pitagérico-platénica acerca de um infinito
como principio, o infinito total ou absoluto, ndo é referendada por Aristételes, cuja
argumentacdo, como jd tivemos a oportunidade de apreciar®, culmina na assuncdo de um
infinito meramente potencial. Para tornar isso evidente, apresentamos, ainda no primeiro
capitulo, o posicionamento aristotélico que se coloca em oposi¢io bastante acentuada ao
nucleo do pensamento platonico.

Reforcamos que Aristételes possuia um posicionamento finitista, ou melhor,
empirico-naturalista, antagonizando, em diversos aspectos, com o nucleo da filosofia de
Platdo. Esse posicionamento finitista deu inicio ao que chamamos de Paradigma
Aristotélico para o conceito de infinito, que foi rompido no campo da matemaética

somente com o aparecimento do pensamento de Georg Cantor no final do século XIX.

2. Assim sendo, Cantor pode ter retomado um suposto paradigma platdnico-pitagérico?

Se assim fosse, seu trabalho continuaria sendo revolucionario?

Ao romper com Platdo, imediatamente podemos conjecturar que o paradigma
aristotélico — que defende a existéncia de um infinito meramente potencial — havia se
colocado como substituto a um paradigma anterior. Esse paradigma anterior seria, entao,
aquele que chamamos de paradigma platonico-pitagérico. Se assim fosse, seria correto

afirmar que Cantor pode ter simplesmente retomado as linhas mestras desse paradigma

% Ver secdo dedicada a Aristételes.
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pré-aristotélico. Isto praticamente poderia anular a abordagem que defendemos nesta tese,
uma vez que seu protagonista ndo teria feito mais que retomar antigas concepgoes
pitagorico-platdnicas. Mas nao € este o caso.

O paradigma finitista aristotélico sistematizou e conferiu um aspecto formal ao
conhecido paradigma cosmologico grego que, posteriormente, foi assimilado pelos
pensadores medievais e renascentistas, muitos deles ligados a Igreja84.

Desconsiderando-se algumas correntes divergentes, surgidas no transcurso desse
periodo no interior da prépria Igreja, esse paradigma cosmologico grego foi conservado
no mundo ocidental por ser consistente com as prerrogativas teoldgicas oficiais do mundo
cristdo, que nele se inseriram, tendo 14 encontrado uma acomodacao tedrica bastante rica.

Ainda que Platdo ocupe um lugar central no mundo grego antigo e, portanto,
com igual importancia, faca parte do paradigma cosmologico grego, grande parte de seu
pensamento ndo deixou de passar pelo crivo negativo de Aristételes. Como exemplo, €
possivel dizer que as concepgdes platonicas acerca do infinito ndo correspondem com as
de Aristételes, uma vez que decorrem de uma teoria (a Doutrina das Idéias) nao
compartilhada de todo por Aristételes. Desse modo, essas concepcdes acerca do infinito
ndo chegaram a se cristalizar positivamente no paradigma cosmoldgico grego, a ndo ser
de maneira bastante restrita.

Atribuimos isso as préprias caracteristicas do pensamento platdnico. Devemos
considerar os depoimentos de Aristételes, e de outros membros da Academia, que a
estrutura de ensino vigente nesta escola obedecia a uma tradicdo essencialmente oral™.

Uma das conseqiiéncias diretas dessa tradi¢do oral foi o obscurecimento dos
fundamentos dltimos da escola platonica. Isto é, o mais importante da doutrina platonica,
ficava restrito a alguns iniciados. Isso conferiu ao platonismo um isolamento tedrico-
conceitual pouco propicio a constitui¢do de um paradigma cientifico, assim como o
mundo ocidental passou a entender essa expressdo, a partir dos desenvolvimentos que
tiveram inicio a partir de Aristételes.

E ¢ justamente este o motivo mais evidente para que a doutrina platdnica nao

possa ser aceita como fundadora de um paradigma cientifico, nos moldes expostos por

8 Ver secdo dedicada aos medievais e renascentistas, Cap.1.
8 Ver Goldschmidt (2002) e Reale (1991), entre outros.
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Kuhn em A estrutura. O sentido da palavra paradigma em Kuhn se baseia, como ja foi
mencionado no final do Capitulo 3, em uma tradi¢do cientifica explicitamente calcada
nos principios sistematizadores de Aristoteles, cuja opg¢do filoséfica empirico-
naturalista®® inaugurava o método de investigacdo dito cientifico.

Essa op¢ao filosdfica trazia consigo uma estrutura amplamente analitica, na qual
a organizagdo, a simplicidade e a precisdo do discurso foram, a partir dai, adotadas como
a base para qualquer discurso que almejasse o grau de cientificidade. Nao que esses
elementos ja ndo estivessem presentes em Platdo, mas a forma que adquiriram no
conjunto da obra aristotélica foi a que se desenvolveu como modelo para o discurso
filoséfico-cientifico ocidental.

O sentido do termo paradigma, portanto, cunhado ji dentro dessa concepgdo
cientifico-filoséfica aristotélica, s6 pode se alinhar com esse modelo de discurso. Nao faz
sentido, assim, falar em paradigma pitagérico-platdnico para o infinito, porque ndo faz
sentido utilizar o termo paradigma cientifico associado a qualquer modelo do
pensamento presente antes de Aristoteles.

Mas, acima de tudo, devemos destacar a originalidade do pensamento de Cantor.
Ainda que possamos considerar esse pensamento como filosoficamente apoiado em
algumas concepgdes platdnicas, como j4 mencionamos anteriormente, hd nele um
conjunto de idéias fundamentais que nao podemos, de modo algum, concluir como
criacdo de Platdo.

Obviamente ndo estamos nos referindo ao arcabougo estritamente mateméatico
desenvolvido nesse pensamento e que, por si sO, poderia destacd-lo como revoluciondrio.
Estamos nos referindo a certas idéias bdsicas que bem poderiam estar explicitadas em
Platdo, mas que efetivamente ndo estdo. Como exemplo, mencionamos a existéncia e a
operacionalidade de um niimero infinito real (como entidade efetiva) que, de acordo com
Aristételes, ndo se apresenta em Platdo, assim como o trecho a seguir parece denunciar:

Plato also made the infinites two in number, because it is supposed to be possible
to exceed all limits and to proceed ad infinitum in the direction both of increase
and of reduction. Yet though he makes the infinites two, he does not use them. For
in the numbers the infinite in the direction of reduction is not present, as the

monad is the smallest; nor is the infinite in the direction of increase, for he makes
numbers only up to the decad.

% Ver p.56.

234



(Aristoteles Fisica, Livro 3, 206b34-207a6 p. 352)

Assim, nem Aristételes surge como revoluciondrio diante de Platdo, ao contestar
a existéncia de um ndmero infinito, nem Cantor tem sua originalidade matematico-
filos6fica diminuida ja que, mesmo sem considerar os desenvolvimentos puramente
matematicos por ele engendrados, foi o primeiro a postular a existéncia de um ndmero
infinito real, dentro de uma teoria matematica coerente.

Em suma, ndo existe um paradigma pitagérico-platonico sobre o infinito que
tenha sido retomado por Cantor. Existe, sim, uma proximidade inegdvel entre esses dois
pensamentos. Proximidade essa que é colocada em destaque justamente quando Cantor
rompe com o paradigma aristotélico do infinito, com a criagao de sua teoria de conjuntos

e teoria de nimeros transfinitos.

3. Ainda assim, o trabalho de Cantor poderia ser considerado completamente original?

No que diz respeito a originalidade filoséfica e matemédtica do pensamento de
Cantor, € necessario mencionar ainda que o matematico tcheco Bernard Bolzano (1781 —
1848) talvez tenha sido um dos que mais se aproximaram de algumas de suas principais
idéias. E é Cantor quem reconhece isso quando diz que os nimeros infinitos ja podem
estar, de certo modo, presentes em Bolzano:
Bolzano talvez seja o Unico no qual os nimeros propriamente infinitos gozam de
um certo direito de serem afirmados; pelo menos, por diversas vezes [Bolzano]

refere-se a eles.
(Cantor 1883, p.180)

Com seu livro Paradoxien des Unendlichen, Bolzano aparenta distinguir dois
tipos de infinito. De um lado, o infinito da andlise, considerado por Cantor como um
infinito em sentido impréprio, ou meramente potencial, uma vez que se refere a pura
possibilidade de variac@o infinita dentro da qual, ao final, s6 podemos nos dar conta de
nameros finitos. De outro lado, hd o infinito em sentido préprio, o infinito verdadeiro,
que Bolzano deriva da no¢do de conjunto por ele introduzida:

Un certain systéme (inbegrieff) de choses est um tout consistant em certaines
parties (...) Un systéme dans lequel 1’ordre des parties est indifferent s’appelle un

ensemble.
(Bolzano 1899, p.4 citado por Cavailles 1962, p.67)
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Bolzano define uma multiplicidade como uma colecao de unidades que recaem
sob um determinado conceito. S6 deste modo essas unidades se tornardo partes (parties)
de um fodo (tout), o conjunto propriamente falando.

Para afirmar a existéncia de um conjunto, € necessario, portanto, decidir se uma
unidade indeterminada qualquer pode ser chamada de parte; isto €, se essa unidade pode
receber uma determinac¢@o e, com isso, passar a pertencer a uma totalidade, que também
pode ser considerada uma multiplicidade. Ou, dito ainda de outro modo, se essa unidade
recai sob um conceito, caracterizando assim um conjunto bem definido.

Essa caracteriza¢do permite a Bolzano conferir uma certa autonomia a sua no¢ao
de conjunto, libertando-a das restri¢des finitistas implicitas em outras defini¢cdes mais
intuitivas ou psicoldgicas. E, uma vez que para uma multiplicidade ser tomada como um
conjunto bastaria que suas unidades constituintes recaissem sob um determinado
conceito, entdo € possivel engendrar, de maneira independente e consistente, uma
totalidade, ou um conjunto infinito do seguinte modo:

Nous avons déterminé de la facon la plus complete 1'ensemble (...) infini des
points entre m et n, aussitdt que nous avons déterminé 1&s deux points m et n. Car
alors, par ce peu de mots, il est déja décidé exactement pour tout autre point s'il

appartient ou non a cet ensemble.
(Bolzano 1899, p.38 citado por Cavailles 1962, p.68)

Com essas palavras Bolzano pretende introduzir a caracterizacdo da nocdo de
um conjunto atualmente infinito, como uma totalidade consistente, em contraste a no¢ao
de infinito da andlise. Bolzano também concebe um célculo envolvendo esses sistemas
infinitos, dentro do qual estdo definidas as operacdes de adicdo e multiplicagdo para os
conjuntos de nimeros inteiros, tomando como base para isso o estabelecimento de uma
correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos.

No entanto, segundo Cavailles (1962), a caracterizagc@o dessa correspondéncia e,
por conseguinte, das operagdes de adi¢do e multiplicagdo — assim como, de maneira
geral, todas as outras caracterizacdes existentes em Paradoxien des Unendlichen — nao
consegue se desprender dos proprios exemplos fornecidos por Bolzano e, por
conseguinte, de uma apreensao intuitiva dos procedimentos envolvidos. De modo que,
ainda segundo Cavailles, parece prevalecer alguma incerteza com relacdo aos conceitos

fundamentais de parte e de igualdade entre dois conjuntos.
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D'ot un flottement a propos d'abord de la notion de partie — sous ensemble — et
de l'égalité de deux ensembles.
(Cavailles 1962, p.69)

Para Cavailles, esta deficiéncia ndo permite que o predicado infinito possa ser,
rigorosamente falando, associado ao conceito de conjunto, mas tdo somente a no¢ao de
multiplicidade.

Les prédicats fini et infini ne sont déterminés que pour les multiplicités (...) dont
on connait la loi d'engendrement, qui constituent des séries: lorsque la multiplicité
peut étre obtenue tout entiere par adjonction successive d'un élément, elle est finie;
“une multiplicité telle que tout ensemble fini en représente une partie est appelée

multiplicité infinie”(Bolzano 1899, p.6)
(Cavailles 1962, p.69)

Podemos concluir, entdo, que ainda ndo existe, em Bolzano, uma definicao
precisa de conjunto infinito. No entanto, mesmo que essas dificuldades tivessem de
algum modo sido superadas, restar-nos-ia a ddvida se a idéia de conjunto infinito em
Bolzano poderia ser enquadrada, dentro de nossa discussdo, como uma revolucao
cientifico-matematica.

Pensamos que ndo, uma vez que uma revolucao cientifica ndo se caracteriza, tao
somente, com o lancamento de uma idéia absolutamente nova. E preciso avaliar também,
e principalmente, a repercussao dessa idéia na comunidade cientifica. Ou seja, é preciso
avaliar o impacto que essa idéia provoca no meio em que se insere. E preciso avaliar o
poder que ela tem de alavancar esse meio e de criar as condi¢des necessdrias para
transformé-lo. Tendo isso em vista, é necessdrio avaliar o grau de influéncia de seu
proponente, assim como o poder politico de seus defensores dentro da comunidade
cientifica.

No entanto, ndo podemos nos esquecer que uma revolugdo também ¢ feita por
aqueles que se opdem a ela, os contra-revoluciondrios. Assim, uma teoria revoluciondria
também € caracterizada pelo poder de fogo de seus antagonistas e pela forma como ela é
capaz de se defender aos ataques.

Para a comunidade matemadtica, Bolzano se apresenta como legitimo precursor

daquelas idéias fundamentais que, no entanto, somente irdo amadurecer e ganhar sua
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forma plena em Cantor. Trata-se aqui de um pensador pré-revoluciondrio como outros

que, algum tempo antes, comecaram a lancar os primeiros indicios do que estaria por vir.
No entanto, no que diz respeito ao conceito de infinito atual, ¢ em Cantor, e ndo em
Bolzano, que vemos reunidas todas as condi¢cdes que mencionamos ha pouco como

parametros para uma verdadeira revolucao cientifica em matematica.

4. Como poderiamos interpretar o aparecimento das geometrias ndo-euclidianas segundo

o enfoque apresentado de revolucao cientifica?

De fato, quase nada dissemos sobre o periodo que antecedeu imediatamente as
descobertas de Cantor. Referimo-nos aqui a efervescéncia que envolvia o meio cientifico-
matematico desde meados do século XIX, que teve efeitos diretos e indiretos na criacao
da teoria de conjuntos. Mais especificamente, falaremos um pouco do surgimento das
geometrias ndo-euclidianas que inspiraram uma série de inovacdes em ldgica e em
matemadtica.

O século XIX testemunhou o desenvolvimento da geometria projetiva™. Trata-se
de uma geometria mais geral que a euclidiana, afastando-se da concepcdo corrente de
espaco. Uma das conseqiiéncias do aparecimento da geometria projetiva foi a conclusao
de que a geometria poderia ser tratada como uma teoria derivada de um conjunto
puramente formal de axiomas; isto €, a geometria ndo necessariamente deveria ser uma
ciéncia cujas afirmagdes correspondessem diretamente as intuicdes do mundo empirico.
E ainda nessa mesma linha de geometrias abstratas, temos o aparecimento da geometria
de um nuimero qualquer de dimensdes, criada e desenvolvida principalmente por
Grassmann e Cayley.

A obra de Grassmann constituiu-se, embora ndo bem compreendida na época,
numa das maiores revolu¢des na histéria da matemdtica. A possibilidade do
desenvolvimento de novas geometrias mostrou que esta disciplina poderia
desenvolver-se de um modo abstrato, podendo tomar-se independente da

geometria fisica, que € a ci€ncia que estuda o espaco fisico real.
(da Costa 1992, p.61)

87 Dedekind, também ¢é considerado um legitimo antecipador das idéias de Cantor. No entanto, nunca
chegou a publicar em vida o seu artigo Allgemeine Sitze iiber Rdume, no qual isso aparece de maneira mais
clara.
88 A . -

Entre os gedmetras que desenvolveram a geometria projetiva encontramos Desargues, Poncelet, Chasles,
entre outros.
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Também Hamilton desenvolveu, mas dessa vez na dalgebra, um sistema
matematico no qual a operacdo de multiplicacdo ndo era comutativa. Assim, através de
suas dlgebras ndo-comutativas, Hamilton percebeu que a lei da comutatividade poderia
ndo valer em geral. A partir dai, e juntamente com criacdo da dalgebra linear de
Grassmann, a dlgebra passou também a ser tratada de maneira puramente abstrata,
desvinculando-se da nocdo de uma ciéncia ligada ao mundo fisico, o que hoje é algo
bastante claro para nds, mas que a época ainda se mostrava bastante confuso e obscuro:

Assim, com as obras de Hamilton e Grassmann, efetuou-se uma mudanca radical
na maneira de se encarar a matemdtica. A matematica era algo meio confundido
com a ciéncia fisica e a partir desses autores, ela passou a tornar-se abstrata,
comecando a separar-se radicalmente das ciéncias naturais, especialmente da
fisica. Mesmo no inicio deste século, com Poincaré e outros, a matemadtica ainda
era algo dificil de se separar da fisica. A matemdtica francesa tardou muito a
adquirir uma vis@o mais moderna dessa disciplina, que para os alemies ji era

bastante clara.
(da Costa 1992, p.61)

Mas quando nos referimos, especificamente, as geometrias nao-euclidianas,
estamos nos referindo, entdo, aquelas geometrias desenvolvidas, especialmente, a partir
dos estudos de Janos Bdlyai (1802 - 1860) e Nikolai Lobatchevsky (1793 - 1856) sobre o
famoso e antigo problema das paralelas de Euclides™.

Como se sabe, tratava-se de saber se o quinto postulado de Euclides (o postulado
das paralelas) poderia ser demonstrado por meio dos outros postulados. Apesar de quase

. . . . - . 90 .
dois mil anos de tentativas isso ndo se realizou . No entanto, verificou-se que o
postulado, enunciado a seguir, poderia ser negado e, até mesmo substituido, sem causar
contradi¢cdes na geometria euclidiana.
Se uma reta corta outras duas retas e faz angulos internos, do mesmo lado,
menores do que dois angulos retos, as duas retas, se prolongadas, encontrar-se-ao

do lado em que os angulos sdo menores do que dois angulos retos.
(Lintz 2007, p.177)

% Ha fortes indicios de que também o grande mantemético Johann Gauss (1777-1855) tenha chegado aos
mesmos resultados de Bolyai e Lobatchevsky, no entanto ndo ousou publicéd-los, aparentemente temendo as
reacdes da comunidade matematica.

% Segundo Rubens G. Lintz, este é um pseudo-problema, um mal entendido histérico, dado que a forma
como se passou a entender a geometria a partir do século XIX, como uma constru¢do simbélica, em nada se
assemelha com a maneira como os gregos, entre eles Euclides, entendiam os fundamentos desta ciéncia.
Para maiores detalhes sobre esta discussio, ver Lintz 2007, p.179-182.
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. ~ .91 .
Ainda que a palavra “paralela” ndo apareca no postulado acima’, concluiu-se

que ele € equivalente a qualquer uma das proposi¢des abaixo:

1. Se uma reta intersecta uma das paralelas, intersectara a outra;

2. Retas que sdo paralelas a uma reta sdo paralelas entre si;

3. Duas retas que se intersectam ndo podem ser paralelas a uma mesma reta;

4. Dada uma reta AB e um ponto C ndo pertencente a AB, podemos tragar uma, e

somente uma, rata paralela a AB passando pelo ponto C.

Isso quer dizer que qualquer uma dessas proposicoes, unidas aos outros quatro
postulados de Euclides, implicam no postulado das paralelas.

Boélyai e Lobatchevsky concluiram, sem sofrer influéncias um do outro, que o
quinto postulado era independente; isto é, que o postulado das paralelas poderia ser
negado sem maiores prejuizos formais. Somando-se a este fato uma série de outros
desenvolvimentos, acabaram propiciando a geracdo de muitas outras geometrias tao
rigorosas quanto a euclidiana e igualmente interessantes.

Entre elas, podemos citar a geometria de Bernhard Riemann (1826 - 1866) que,
junto com Bolyai e Lobatchevsky, permitiu a emancipacdo de muitos cientistas da
concepcdo de espagco absoluto euclidiano’”. Desse modo, a quarta proposic¢ao,

mencionada acima, foi reformulada de acordo com a posi¢ao de cada nova geometria:

Na geometria de Lobatchevsky: Dada uma rata AB e um ponto C ndo pertencente a AB,

podemos tracar pelo menos duas retas paralelas a AB passando pelo ponto C.

Na geometria de Riemann: Dada uma rata AB e um ponto C ndo pertencente a AB, nao

podemos tracar qualquer reta paralela a AB passando pelo ponto C

Sem entrar em maiores detalhes envolvendo as geometrias nao-euclidianas

°! De fato, é somente na Defini¢do 23 que Euclides usa a palavra “paralela” Retas paralelas sdo retas que,
estando no mesmo plano e sendo prolongadas indefinidamente, em ambos os sentidos, ndo se encontram
em qualquer dos dois sentidos (Davis & Hersch 1986, 252).

%2 Entre os quais podemos citar Albert Einstein, que se utilizou da geometria diferencial como formalizagio
das geometrias ndo-euclidianas na elaboracio de sua teoria geral da relatividade.
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podemos, de imediato, passar a considerar se € o caso aqui de uma revolugdo cientifica.
Com efeito, essas novas geometrias, efetivamente, romperam com um paradigma que
permanecia intacto desde, pelo menos, o aparecimento dos Elementos, por volta do

século IIT a.C.

1. Com o aparecimento das geometrias nao-euclidianas ha uma evidente transformacao
no contexto cientifico. Essa remodelacdo do foco das pesquisas ndo se restringe a
geometria, mas atinge também, e principalmente, a fisica além de motivar e instigar os

16gicos do final do século XIX e inicio do século XX;

2. A negac¢do do postulado das paralelas representa, ao fundo, a negacdo do principio
fundamental, consolidado pela geometria de Euclides, de um espaco absoluto; Esse
principio € um dos pilares do paradigma cosmoldgico grego, do qual Aristételes se

mostra, objetivamente, como um dos primeiros proponentes;

3. O aparecimento das geometrias ndo-euclidianas ocorre no contexto da propria
geometria. No entanto, foi somente com as diversas possibilidades de sua aplicag¢do fora
da geometria, principalmente na fisica, que elas comecaram a ganhar reputabilidade e se
consolidar, também, como uma conquista nas ci€ncias naturais, tornando-se passiveis de
respeitabilidade cientifica para além do puro jogo formal. De modo que hid uma
motivacdo externa, mesmo que a posteriori, para a sustentacdo das geometrias nao-

euclidianas.

4. E, sem duvida, na fisica, que as geometrias ndo euclidianas, em especial a geometria
elaborada por Riemann, possibilitaram um maior nimero de desenvolvimentos

metodolégicos e conceituais. Apareceram trabalhos’

propondo que 0s espagos
microscopicos deveriam ser tratados como ndo-euclidianos. Em seguida surgiram os
trabalhos de FEinstein afirmando que os espacos macroscépicos se comportavam de
maneira consistente com a geometria de Riemann. Antes disso, porém, J.M. de Tilly,

assim como Genocchi, independentemente um do outro, desenvolveram os principios das

93 Consultar ainda W.K. Clifford, R. Lipschitz , E. Diihring , E Schering.
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mecanicas nao-euclidianas — baseando-se para isso em um artigo de Daviet de Foncenex
que tentava estabelecer, a priori, as leis fundamentais da mecanica. Também Jules
Andrade realizou um trabalho semelhante ao de Tilly e Genocchi, que chamou de

mecanicas abstratas.

5. Apés o aparecimento das geometrias ndo-euclidianas, desapareceu a idéia comum de
que existe apenas uma geometria correta, ou apenas uma geometria valida. Isto €, a idéia
de que a geometria euclidiana é a geometria do mundo real perdeu grande parte de seu
antigo poder de convencimento. Por fim, a sociedade cientifica, em especial a sociedade
dos geodmetras e dos fisicos, se viu diante da possibilidade de muitas geometrias, assim
como de muitos espacos possiveis, pelo menos, tdo possiveis como o espago absoluto,

plano e tridimensional defendido pela geometria euclidiana.

Em resumo, ao negarem o postulado das paralelas, essas geometrias rompem
com um universo tedrico greco-ocidental, fortemente baseado na intui¢do sensivel. Desde
o aparecimento dessas geometrias, assinaladas por muitos de seus opositores como
extravagantes, excéntricas, irreais, etc, tornou-se possivel a concep¢do de espacos curvos
e de retas igualmente curvas, como “geodésicas”, assim como foi concebido através da
pseudo-esfera de Beltrami (Wolf 1945).

Assim sendo, ndo nos € possivel negar o cardter revoluciondrio do surgimento
das geometrias ndo-euclidianas no contexto cientifico, assim como vislumbramos

ocorrerem as revolugdes cientificas.

5. Como as l6gicas ndo-classicas se enquadrariam em nossa caracteriza¢ao de revolucao

cientifica?

As geometrias ndo-euclidianas anunciaram um novo momento cientifico no
século XIX, influenciando diretamente a fisica, a matemaética e a l6gica. E € sobre esta
que nos direcionamos agora para averiguar se houve, também nesse campo do
conhecimento, algo compardvel a uma revolucgao cientifica. Acreditamos que sim, tendo

isso ocorrido justamente com a criagdo das légicas ditas ndo-classicas, nos principios do
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século XX (com trabalhos precursores no final do século XIX), grandemente
impulsionadas por questdes de ordem filoséfica e pelo ressurgimento vivido pela
geometria desde o século XIX.
(...) as geometrias ndo-euclidianas sugeriram a possibilidade de l6gicas diferentes
da clédssica: a geometria projetiva contribuiu para que se concebesse a légica de
maneira formal e abstrata; as obras de Cayley, Grassmann e Hamilton
corroboraram a importancia dos desenvolvimentos provocados pelo impacto das
geometrias ndo-euclidianas; o cantorismo conduziu as axiomatizacdes da teoria de
conjuntos e a formulacdo das chamadas ldgicas abstratas; e a concepgdo
matemdtica de Poincaré e de outros matemadticos franceses desembocou no

construtivismo contemporaneo das légicas intuicionistas.
(da Costa 1992, p. 65)

Na teoria de conjuntos de Cantor a légica subjacente €, em geral, a logica
cléssica aristotélica. Isto €, a 16gica desenvolvida a partir das leis bdsicas do pensamento
expostas por Aristételes no Organon. No entanto, a partir do surgimento de certas
concepcodes tedricas, principalmente em geometria e em fisica, e de problemas
matematicos cujas solugdes ndo estavam contempladas dentro dos limites da ldégica
cldssica, surge a motivagdo para as elaboragdes de logicas alternativas que — seja pelo
fato de possuirem uma linguagem mais rica, ou possuirem uma semantica distinta, ou
ainda por nao se fundarem sobre os mesmos principios aristotélicos — nao poderiam
recair sobre o selo de l6gica cléssica.

Assim, podemos considerar as ldogicas ndo-cldssicas divididas em duas
categorias bdsicas. Aquelas ditas complementares (a 16gica classica) e aquelas outras
ditas alternativas, ou heterodoxas:

As do primeiro tipo ndo infringem os principios basicos da légica cldssica e ndo
questionam sua validade universal, apenas ampliando e complementando seu
escopo. Em geral, a linguagem cldssica é enriquecida com a introdugdo de novos
operadores. Sdo exemplos de 16gicas complementares, as l6gicas modais, com 0s
operadores modais de possibilidade e necessidade; as ldgicas deonticas, com o0s
operadores dednticos proibido, permitido, indiferente e obrigatério; as ldgicas do
tempo, com operadores temporais, relevantes para os fundamentos da fisica e para

a lingiiistica; as ldgicas epistémicas, légicas imperativas, etc.

(D’Ottaviano 2003, p.41)

Pertencente ao grupo das légicas heterodoxas, que sdo aquelas que derrogam
pelo menos um dos principios da légica cldssica e que, por esse motivo, podem ser
consideradas como uma alternativa mais radical as logicas complementares, encontramos

trés subgrupos: as ldgicas ndo-reflexivas, nas quais ndo vale (em geral) o principio da
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identidade, como € o caso da logica quantica; as logicas paracompletas, onde ndo vale
(em geral) o principio do terceiro excluido, como nas légicas intuicionistas e nas ldgicas
polivalentes; as logicas paraconsistentes, nas quais nao vale (em geral) o principio da
(ndo-)contradigao.

Para nossa men¢ao de uma revolucdo cientifica no campo da légica tomaremos o
caso particular das légicas paraconsistentes, nas quais o principio da (ndo-)contradicdo é,
de certo modo, restringido. Isto é, para uma dada teoria T, em cuja linguagem ocorre o
simbolo de negacdo “=” se A e —A sdo teoremas em T, a partir dessa contradicdo nao se
pode deduzir qualquer féormula em T. Em outras palavras, T é ndo-trivial, mesmo com o

aparecimento de uma contradicdo no seu interior, tratando-se, portanto, de uma teoria

paraconsistente.

Uma légica € dita paraconsistente se pode ser usada como a ldgica
subjacente para teorias inconsistentes e nao triviais, que sdo chamadas

teorias paraconsistentes.
(D’Ottaviano 2003, p.42)

Entre os precursores da l6gica paraconsistente estdo Lukasiewicz em 1910, com
0 seu Zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa, posteriormente publicado como em alemao
como Uber den Satz Von Widerspruch bei Aristoteles (Lukasiewicz 1970b), e Vasiliev
com Imaginary (non-aristotelian) Logic de 1925. Ainda devemos destacar os trabalhos
pioneiro de Jaskowski, primeiramente publicado em polonés, em 1948 e 1949, sob o
titulo Rachunek zdan dla systeméw dedukcyjnych sprzecznych™, e de Newton da Costa,
em 1963, com Sistemas formais inconsistentes’”.

H4 muito interesse nas 1dgicas paraconsistentes, na medida em que permitem o
tratamento formal de teorias sabidamente inconsistentes mas nao triviais. A importancia
filosofica do advento da légica paraconsistente se reflete, por exemplo, com o possivel
fortalecimento da teoria dialética que, como sabemos, acomoda o conceito de
inconsisténcia como a sua mola mestra.

Uma das criticas de Popper (1982) a dialética é de que esta admite em seu

interior as ditas contradigoes verdadeiras; isto €, a dialética admite um tipo de

% Jaskowski, Propositional calculus for contradictoy deductive systems, 1969.
% Da Costa e colaboradores publicaram, a partir de 1963, uma série de artigos sobre o tema em periédicos
de circulagdo internacional.
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argumentacdo onde uma sentenga e sua negacdo podem ser consideradas ambas

verdadeiras:

[...] a dialética é o pensamento da contradicdo. Uma afirmacio € ultrapassada por

sua negacdo, e esta, por sua vez, pela negagdo da negagdo, isto é, uma nova
afirmacdo. Esse movimento € peculiar: cada momento de dialética e da histéria ao
mesmo tempo ultrapassa o anterior e o conserva [..]. O método dialético de

z

interpretacdo da histéria ndo € o estabelecimento prévio de um caminho a ser
seguido, mas uma orientacao nas possibilidades revoluciondrias de que cada época
¢ portadora .

(Matos, 1993, p. 14-15)

Popper considera a existéncia de apenas uma ldégica, a ldégica cléssica
aristotélica, na qual vale o principio da ndo-contradico. O ataque de Popper 2 dialética’®
deixa de fazer sentido se assumirmos que a logica subjacente a ela for, por exemplo, a
paraconsistente; ou seja, esse ataque se enfraquece se a prépria dialética for concebida
como uma teoria paraconsistente, como acreditamos que de fato o seja.

A metodologia cientifica em geral, e particularmente nas ciéncias naturais, €
grandemente orientada segundo os principios da légica cldssica. No entanto, é possivel
observar que as contradi¢des estdo freqiientemente presentes nas pesquisas cientificas e
que os resultados dessas pesquisas poderiam receber um tratamento paraconsistente, de
modo a expandir a gama de resultados e a maneira de obté-los.

Também na matemdtica as ldgicas paraconsistentes poderiam permitir a
assimilacdo de importantes resultados que, de um modo ou de outro, se tornam
fragilizados com o surgimento dos muitos paradoxos que os cercam quando a Unica
16gica subjacente admitida é a cléssica.

Do nosso ponto de vista, as l6gicas nao-cldssicas, como vimos com relagdo a
légica paraconsistente, permitem uma revisdo de nossa perspectiva cientifica como um
todo. Em outras palavras, as l6gicas ndo-classicas podem permitir uma alteracdo de
resolucdo’’ do que entendemos por lgica e, também, por ciéncia, assim como com
relacdo aquilo que elas pode nos oferecer.

Ou seja, a partir do momento em que a logica cldssica deixa de ser considerada a

unica légica possivel, a ciéncia como um todo ganha a possibilidade de estabelecer

% Ver o célebre debate entre Popper ¢ Adorno no qual vemos o embate entre o positivismo do Circulo de
Viena e a teoria critica da Escola de Frankfurt.
T Ver p.182.
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solucdes e metodologias mais especificas para campos e problemas igualmente mais
precisos.

Falando de maneira ainda mais geral, o advento das 16gicas ndo-cldssicas, em
especial das légicas heterodoxas, permite que se realize uma profunda revisio de
conceitos e nogdes filosoficas tradicionalmente dependentes das l6gica aristotélica, como
o de Verdade, Razdo, Conhecimento, Crenga. Ao apontar alternativas a logica cléssica, as
l6gicas ndo-cldssicas naturalmente forcam a filosofia a rever esses conceitos e nogdes
extremamente basilares.

Assim, e apenas mencionando como um estudo ainda a ser desenvolvido,
concluimos que o advento das légicas ndo-cldssicas constitui um evento cientificamente

revoluciondrio na medida em que:

1) Propiciam a remodela¢do do contexto cientifico, dentro e fora da légica;

2) No caso das logicas heterodoxas ocorre a ndo validacdo, em geral, de pelo menos um

dos principios do antigo paradigma, a 16gica cldssica aristotélica;

3) As logicas ndo-classicas foram externamente motivadas, principalmente por questoes

filoséficas e pela criagdo das geometrias nao-euclidianas;

4) Na ciéncia como um todo, em especial na matemaética e na prépria légica, a criagao das
l6gicas nao-cldssicas permitiu a possibilidade do aparecimento de metodologias novas, de

solucdes novas e de problemas igualmente novos;

5) Por fim, a légica se reestruturou com o aparecimento das ldgicas nao-cldssicas. A
originalidade do trabalhos de f.ukasiewicz, Vasiliév, Jaskowski e da Costa, entre tantos
outros, tornaram possivel a inauguracdo de muitas outras novas dreas de pesquisa em

l6gica, dando origem a diversas escolas de 16gica pelo mundo todo.

6. Os Teoremas de Incompletude de Godel poderiam ser considerados uma revolucao

cientifica em matematica?
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Durante o desenvolvimento desta tese, surgiram duvidas sobre a aplicabilidade
do conceito de revolugdo cientifica a outros importantes eventos matemaéticos. Entre eles,
destacamos os dois Teoremas de Incompletude de Godel (1931), dada relevancia que
tiveram no contexto filoséfico, 16gico e matemdtico do século XX. Assim, achamos
oportuno iniciar a discussdo da seguinte questdo: constituiriam os teoremas acima
mencionados um evento revoluciondrio no interior da matemética?

Inicialmente, € necessario dizer que com o aparecimento da imensa gama de
paradoxos, no final do século XIX e comec¢o do século XX, veio a tona todo um debate
sobre os fundamentos da matematica. Como ntcleo desse debate, encontramos a questao
sobre a consisténcia da matematica.

Nesse contexto, Hilbert desempenhou um papel impar, convocando seus colegas
a se lancarem num esfor¢o comum para, por assim dizer, salvar a matemadtica, sendo ele
préprio o principal articulador de um projeto que, com todo rigor, como esperava ele,
logo atingiria este objetivo.

Em poucas palavras, o projeto formalista de Hilbert pretendia eliminar as
ambigiiidades do seio da matemaética, principalmente através do uso de uma aritmética
formal finitarista que a despojaria de excessos metamatemdticos considerados nocivos.
Esses excessos metamatemdticos eram tidos como os principais causadores dos
paradoxos auto-referenciais.

Como os paradoxos matemadticos surgem de um certo entrelacamento de
consideragdes metamatematicas com objetos puramente matemaéticos, era justo imaginar
que estes seriam eliminados ou, pelo menos, melhor examinados, e possivelmente
esclarecidos, se traduzidos para uma linguagem segura, isto €, sem ambigiiidades, como a
aritmética.

Nao € de se estranhar, portanto, que se buscou reduzir a matemdtica a uma
linguagem baseada em uma aritmética formal, como sendo a melhor maneira de eliminar
dela grande parte de sua fragilidade metamatemadtica e, deste modo, fundamenti-la de
maneira firme e segura. Uma matemaética fundada em uma linguagem aritmética, formal e
consistente seria, portanto, uma matematica rigorosa e igualmente consistente.

Dentro desse contexto formalista, Kurt Godel (1906 — 1978) cria uma linguagem
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numérica, buscando mapear, através de um algoritmo, cada expressdo matemadtica e
reduzi-la a uma expressdo da aritmética. Como conseqii€éncia desse mapeamento, Godel
associa a cada férmula da linguagem da aritmética um nimero natural, conhecido como
niimero de Godel da férmula. De modo que, para cada férmula da aritmética, era possivel
encontrar um numero de Godel a ela associado. Pretendia, desse modo, restringir
mecanicamente todas as expressoes aritméticas a expressdes em um ambito puramente
formal.

No entanto, os resultados obtidos por Godel acabaram por enterrar as pretensoes
de uma fundamentacdo formal-aritmética para a matematica, como foram langadas
originariamente pelo programa de Hilbert. Isto é, com seus dois famosos teoremas
(Godel 1931), Godel mostra que, se a aritmética formal € consistente, entdo sua
consisténcia ndo pode depender de recursos exclusivos da aritmética e, desse modo, se a
aritmética é consistente, entdo devemos admitir sua incompletude ou, em outras palavras,
devemos admitir a existéncia de proposi¢des indecidiveis; isto é, proposi¢des verdadeiras
que nao podem ser demonstradas exclusivamente pela prépria aritmética.

Godel constréi a proposi¢cao P(x,y,z) que deve ser lida como “a demonstracao de
nimero x € uma demonstracao da férmula y, onde z € o valor de sua variavel livre”. Se o
calculo para a veracidade de P(x,y,z) € obtido formalmente na teoria, entdo P(x,y,z) é
verdadeira e, portanto, demonstrdvel na teoria.

Aceitemos, por hipétese, que a aritmética formal é consistente. Suponhamos que
u seja o nimero de Godel para a férmula Vx —P(x,y,z). Logo, u ¢ o nimero da férmula
segundo a qual existe pelo menos uma férmula, cujo nimero é y, que nao possui uma
demonstracdo, cujo ndmero é x, dentro da teoria. Ou seja, u € a afirmacdo da
incompletude da aritmética formal.

Entdo, P(x,u,u) ndo pode ser verdadeira pois, se P(x,u,u) for verdadeira, entdao
P(x,u,u) seria demonstravel; isto €, existiria uma demonstragdo para a férmula Vx
-P(x,u,u) e, desse modo, uma demonstragao para =P(x,u,u), gerando a inconsisténcia. Se
a aritmética formal for completa — ou seja, se ndo existe nenhuma férmula da aritmética
formal que ndo encontre uma demonstracdo dentro da prépria aritmética formal —, entdao
ela é inconsistente. Por outro lado, se assumirmos a consisténcia da aritmética formal,

entdo ela deve ser incompleta.
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De forma brilhante, e de maneira relativamente simples, Godel mostra que existe
pelo menos uma férmula que ndo pode ser demonstrada e que poderiamos traduzir,
informalmente, como “existe uma férmula que ndo pode ser demonstrada”. Essa férmula
nao pode ser demonstrada, sob pena de inconsisténcia da teoria.

Os resultados apresentados por Godel, em 1931, ocasionaram um impacto
tremendo, ndo sé para o projeto formalista de Hilbert, mas para a comunidade
matemdtica como um todo. Indiretamente, Godel acabou reforcando a argumentacdo a
favor dos intuicionistas, para os quais Hilbert pretendia fornecer uma resposta com a
prova da consisténcia de sua aritmética formal®®.

Apesar desse impacto ter sido imenso na comunidade matemadtica, ndo
consideramos os resultados de Godel como revoluciondrios, na medida em que outros

fatores pertinentes nao se fazem presentes. Entre eles, devemos destacar os seguintes:

1. Nao hé o aparecimento de nenhum novo conceito em matemaética, o que é sumamente

importante para a caracterizagdo de revolucdo cientifica;

2. Nao ha qualquer invalidacdo de um principio estabelecido. Ou seja, a aritmética formal
de Hilbert ndo havia atingido ainda o status de paradigma. Assim, o que poderiamos
chamar de Principio da Consisténcia da Aritmética Formal ndo estava ainda estabelecido.
Deste modo, ndo hé a invalidacdo de nenhum principio, mas somente a refutacdo de uma

hipétese.

3. Apesar dos diversos comentdrios acerca do misticismo e da religiosidade de Gdodel,
ndo hd, ao que tudo indica, motivacdes outras para os seus resultados além daquelas

inseridas dentro de um ambito estritamente matematico.

4. Nao hd descontinuidade no desenvolvimento matemdtico, ji que os resultados de
Godel estdo inseridos dentro de um rumo normal de pesquisa matematica. Um problema

estava colocado, a saber, o da consisténcia da matemadtica. Este problema fornecia o

% No entando, Gédel continua defensor de um projeto formalista, ainda que mais fraco relativamente a
proposta original de Hilbert.
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impulso para uma grande ordem de pesquisas filoséfico-matemaéticas. Entre elas estava
incluida a busca por uma aritmética completamente formalizada. Godel participa dessas
pesquisas, ndo rompendo com elas em nenhum momento. Em particular, ndo hé ruptura

com o projeto formalista de Hilbert, o que ocorre € o seu enfraquecimento.

Porém, mesmo que relevdssemos os fatores acima e nos concentrdssemos,
exclusivamente, na incrivel originalidade e genialidade da metodologia empregada por
Godel, ainda assim nao poderiamos considerar seus resultados como revoluciondrios em
matematica, a nao ser em um sentido bastante reduzido.

Isto é, os resultados de Godel causam um impacto negativo no desenvolvimento
da matemadtica. A palavra negativo aqui nio estd sendo tomada em um sentido pejorativo.
O resultado de Godel é negativo porque, de certo modo, aparece como o fim, como a
negacao, de um programa de pesquisa original.

Em outras palavras, com Godel ndo hd o lancamento de um novo programa de
pesquisa que interrompe, por forca de seu antagonismo e originalidade, o programa
anterior. Ainda assim, nada impede que os resultados originais de Godel impulsionem
novos programas de pesquisa em matemadtica, mas apenas como um conseqiiéncia
indireta desses resultados.

Uma questdo filial seria a de se saber se os resultados de Godel seriam
metamatematicamente revoluciondrios. Para tentar responder isso, haveriamos ainda de
melhor precisar o conceito de revolucdo metamatemdtica, mas dado o impacto das

conseqiiéncia mais gerais dos resultados de Godel, a saber:

1. Se, sob certas condicdes, a aritmética € consistente, sua consisténcia ndo pode ser

demonstrada na prépria aritmética;
2. Se a aritmética for considerada consistente, essa consisténcia ndo poderd ser
determinada por nenhuma argumentacdo metamatemdtica que possa ser redutivel a

aritmética.

E uma vez que esses resultados impdem, de maneira clara e irrevogdvel, limites
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as pretensdes metamatematicas — inaugurando, assim, um novo periodo em que nio se
almeje mais provar a consisténcia da matematica, seja por que meios forem —, entdo,
dentro desse ambiente metamatematico, € justo supor que os resultados de Godel sejam
considerados revoluciondrios. Isto porque nitidamente interrompem uma pretensao
metamatematica, que pode ser interpretada pelo famoso lema de Hilbert segundo o qual
na matemdtica ndo existe ignorabimus. Como Godel demonstrou, had questdes
indemonstraveis ou indecidiveis.

Inaugura-se assim uma nova fase na matematica, a da busca por demonstragdes
de indecidibilidade, o que nao constituiria, a nosso ver, uma revolucdo na matematica.
Apenas, possivelmente, na metamatemdtica que pretendemos estudar em trabalhos

futuros.
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