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TMTRODUCHD

L o= Obietivo & BEaelrutuwra da Tese

=}

: Q0 nos obietivo & o de  examinar as
cificuldades gue swrgem na tentaltiva de construrr uma semanlica
para a  Lagioa intuicionista de primeira ordem desde "o dinterior”

clo bl cion ismo., Ter tameas caracterizar LA seman Li ca
intwicionista iddeal para a ILdgica antuicionista de  primeira
ardemn, @ compard-la com as sendnlicas usualmente propostas. Fara
eete Fim, deveremos discotiyr guando uma teoria & uma semanltica, e
guancdo & uma sem@ntica intuicionista,. A nossa pesquisa terd um
pertil normativo, descritivo e valorativo,. Fretendemos tratar as
sequintes questdes: (L) gqual & o objdetivo de uma  semdnticay (ii)
guais  as  reslrigies que devem ser impostas aos esquemas e
inferéncia, © aos  conceiltos de uma teoria para gue eshta lteoria
possa ser considerada uma semdEnlica intwicionistay (dii) gual o
cardter de uma teoria semidntica, ¢ ela um corpo  de conhedcimnentos
ardenados dedutivamente, ou, ao contrdrio, uma teoria descritivag
(iv) deve uma sendntica  fundamentar a pratica da matemdlica
intwicionista, em owtros termos, deve ela fornecer uma explicagdo
do porgus devemos raciocinar de maneira intuwicionistica™

“ o conclusio deste trabalho @& negativa, no sentido
explicadn A aeguir.  Suponhamos  gque  nosso ddeal  de  teoria
semdntica intuwicionista exige: (i) que a leoria sejia dedutiva, no
mesmno sentido em que a geometria de Euclides o @3 (1) que os
SHELLES GO LLE At e inferé#ncia #HE 1 am acel tdvels
intwicionisticamente, ou  seia, que seiam o0~ derivdvels no
Formalismo de Heyling para a ldgica de predicados de primeira
ardemy; (iii) que os seus conceidtos esteiam definidos de um modo
Ttal que gqualguer intuwicionista os considere aceitdvelis (deveriam
Gea excluidos, [ exemplo, conceltos definicdos
impredicativamente)s (iv) que a teoria deve fundamentar a pratica
da  matemdltica intuicionista, enti&o sob eslas  condiclies nosso
ideal & drrealizdvel. N&Eo somente nenhuma das teorias semanticas
nsuais o satisfazem como também nenhuma teoria pode satisfazé-lo.
Mesle trabalho procuramos discutiv & razoabilidade deste ideal e
as possivels vias para enfragueci-lo.

A lese esta composta de uma introducio,. cinco capditulos
e oa conclusfo. A seguir faremos um breve resumo do sew conteddo.

Ma  prdxima secgdo desta introdugdo serdo apresentados
um inventdrio e uma classificagdo das semdEnticas proposlas para a
légica intuicionista de primeira ordem. A classificagdo levard em
conta o obietivo destas teorias (se constituem, por um  lados, uma
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caracterizagdo das constantes ldgicas intuwicionistas., ou, por
outro lado, uma caracterizagfo do conceito de verdade légica) e
seus  concelltos e esquemas de  inferé@ncia (se 80 aceildveils
intuwicionisticamente ouw ndEo). Ma Qltima secglo desta introducio
sardon disculidas  as interpretacdes da matemdtica dintuicionista
gque  aubdividimos em trs: (1) a trivializacdo do intwicionismo
(Tailt), gue sustenta ser a matemadtica intuicionista um subsisltema
cla  matemdtica cldsaicay (11) & tese sesmdntica (Dusmeltt), gue
sustenta s a matemdtica dntwicionista  uma  concretizacdo de
principios  ocuia  dustificagfo estd na  filosofia da  Linguagemny
(ai1i) a  tese ontoldgica (Brouwer), que afirma ser o cardter dos
enunciados  matemdlicos resultado de uma conslrugdo  dos oblietos
matematicos pelo swiedlo.

Mo primeivo capd tulo serdo discutidas  asgs propriedades
gque uma semantica  dntuicionista para a  ldgica dnltuicionista
deveria possuir.,

Mo segundo capitulo  serdo @ pos tas s teorias
semndnlticas usuals para a  lLogica proposicional dnltuwlcionista.
Mossa conlribuwicio ndo estd nos resultados obltidos, mas no o sew
modo de  apresentacda.  Usaremsos, nesta apresentacgdo, tabelas
semdnticas como as  de Fitting [[194697. Contudo, nos atasltlamos de
Fitting & PEOCUFAF P as gue  sediam  antuicionisti camente
aceitdveils. For esta razdon demonstraremos a equivalé@ncia entre os
modelos de Keiplke, drvores de Reth e modelos Lopoldgicos via o
tearema de representacio  para dlgebras finitas de Heylting (oulia
prova @ aceltdvel do ponto de wvista intuicionista), engquanto
Fitting empregsa para o mesmna  Fim o lema de Lorn, Mo & possivel
obter uma metateoria intuicionisticamente aceitdvel para a ldgica
e predicacdos intuicionista, o mesmo ndo  ocaorrendo com a ldgica
proposicional intuicionista. Por esta  razdo achamos preferivel
apresentar separadamente as duas logicas.

Mo terceiro capitulo trataremos das  sendnticas usuais
para a logica de predicados  intuicionista. Movamente usaremos
tabelas de  Beth. Froocuraremos desltlacar gquails sdo  os passos  da
prova de completude relativa aos modelos de  Kripke e Heth, da
Lagica of e preadi cados antudcionistay cjLtes MEo GE 0
intuicionisticamente acelitaveis.

Mo guar-to capstulo nos  ocuparemos da fogdo  de modelo
interno, gue fornece uma teoria semdntica diferente daquela das
arvores de PBeth e Kripke. Usm modelo interno  consisltle  de uma
espécie D (o equivalente intwicionista de um coniunto) sobre a
gqual tomam valor  as varidvels individuais, uma assinalagdo de
predicados matendlticos as letras de predicado de wuma Tdrmula  da
Linguagem & de individuos fixos de D as constantes da linguagem.
A nogdo de validade interna ¢ mais forte que a nogdo de validade
sobre Arvores de Beth (toda fdrmula internamente valida & valida
sobre toda drvore de Beth). Este fato se demonstra alravés de
meios intuicionisticamente aceitdveis. Kreisel demonstrou através
cle meios  intuicionistas Cuie e a  ldagica de predicados
intuicionista &  internamente completa entdHo devemos admitiv o
principio cle Flari.owv COMO LU PrinciplLo da matemitica
intuicionista, & reciprocamente. Discutiremos este teorema de
Timitagdo ¢ suas  conseql@ncias. Aalém disso nos ocuparemos de
outro teorema de limitagdo formulado por Kreisel (provado usando




a ladgica cléassica)., o qgual afirma que, admitindo a lese de
Churchy o conidunto de formulas construtivamente

vadlidas ol e L ca de predl cados intwicionista Ao é
Fecuraivamneante  enumerdvel. Finalmenlte examinaremos se  a teoria
clas Arvores de  Reth generalizadas  constitui uma sieamEn b ca
apropriada para a lLdgica intuwicionisla de primeira ordem.

Mo guinto capdiltulo nos ocuparemos do problema de abter
provas candnicas na  ldgica dintuwicionista de predicados e na
aritmética dntuicionista, com o dintuwito de determinar se &
caracterizacdn intuitiva das constantes 1dgicas intuicionislas em
Tarmos  oe "lter uma  prova de ..."  estd Livee de ciroularidade.,
Cumprido este  obietivo tentaremos determinar se  as drvores de
Reth concordam com esla caracterizagio intuwitiva das constantes
Lédgicas.

Fa conclusio do trabalho faremos o balango final do
assaun o,

Duas adverténcias devem ser feilas antes de prossequir.

Frr o me 1o, neata Lerse nos CHELLDAMT S da Légica
intuwicionista,. Ora, nazs primeiras  formulac@es do dintwicionismot
A logica aparece  em um papel subordinado A malematica. Mestas
primeiras Tormulacgties, a ldgica dintuicionista consiste de um
inventdario das foarmas de raciocinio aceildveis pela matemdtica
intuicionista. Fossuinos formalismos gque  representam & ldgica
intuicionista, deles o mais conhecido @& o cdlculo de predicados
de Heytlting. Devemos ter em conta que o sistemas Tormais Toram
criados originalmente com o obietivo de provar a consisténcia das
tearias informais formalizadas. & construcgio destes sistemas foi
foilta dentro de uam  programa  de fundamentagfo  da matemdltica
classica. Tal programa consistia em fundamentar as diferentes
tearias matemdticas (aritmética, andlise e geometria) provando a
n&o-contraditoriedade das mesmas. Implicitamente neste programa
fazia—-se LUEE 0 ol SUPOS 1L CAO leibniziana de Cpue a n#ao-
contraditoriedade garante & exist@Encia. Fordm o intuwicionismo
Feieita esta suposicio. Embora  possamos demonstrar por  meio de
uma prova de consist@ncia relativa que a teoria de coniuntos ndo
& contraditdria, os intuicionistas ndn a aceitam. Eles ndo a
aceitam pelo falto de gue oz obietos desta teoria ndo  sdo
construtiveis, FExiste outro argumento  gue sustenta a relieigdo
intuicianista da ddentificaciin de wuma lteoria matemdlica com o
farmalismo que a representa, o argumenlto consiste em dizer que as
farmas de raciocinio  intuicionista n®o podem ser completamente
exprimidas em um sistema formal. HMas palavriras de Heytings "It
must  bhe remembered  that no  formal system can be proved to
represent  adequately an  dntuitionistic  theory. There always
Femains a residue  of  ambiguity din the interpretation  of the
signs., and it can never be proved with mathematical rigour that
the system of axioms really embraces every wvalid methods of
proof" Heyting ([1936] padg. 102).

Gomos conduzidos a  tragar a seguinte distingdo. de um
lado o que chamaremos de légica intuwicionista intuitiva (ou ndo
formalizada), e de outro lado a representagdo da  ldgica
intuicionista por meio de cAlculos axiomatizados, como o calcoulo
proposicional intuicionista (CFI) e o cdlculo de predicados
intuicionista, ouw cdlculo de predicados de Heyting (CAL). A
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Logica intwicionista ndo formalizada consiste do inventdrio dos
modos de  raciocinio admissiveils na matemdtica intuicionista, e
deve ser entendido como um condunto de regras de raciocinio e ndo
como um cAloulo axiomatizado. Um  problema a ser resolvido & o da
detearminacdo do araun no gqual os formalismos CPRI e CATI representam
o que chamamos de logica intuwicionista intuitiva. Fara a  1dgica
proposicional , Frawitz (L1978] pag. 34) formula este problema nos
aeguintes termoss: (1) sdo  defindvels através das conglantes
lagicas de CPT ( {=,+ AV ) todas as  operactios 1dgicas cuwio
significado & dado através de condigles para  afirmar enunciados
onde laise operaciios  seltam o simbolo  Ldgico  principal?y (dd)
todas  as infer@ncias corretas sfda derividveis a partiv das regras
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de inferéncia deste formalismos? Frawitz considera gue a resposta
A priameira gquestiio & negativa. A siltuagio seria andloga  a
aituaciHn existente entre a se;ndntica cldssica  ordindria e os
operadores modais. Os  opsradores modais  representam operaches
sobre esnunciados  (sentencial operations) ouio significado esla
determinado pelas condiglies de verdade dos enunciados  onde eles
CGOOITETN ., Mas ndo &80 detindvels  no cAdlculo proposicilonal
cléssico.  Frawiltz conjdectura que a resposta a segunda guestdo &
afirmativa, mas esclarece que a resposta "requires a definition
of logical correctness, which I am not quite sure how to give" (
(197871 pag. 34).

Felas consideragdes anlteriores, quando procuaramos uma
semianlica  para a Logica intuicionista seria deseidvel gque
ablivésasenos alguma coiga mais que modelos onde CHFL e CHD fossem
corretos (sounds) @ completlos. Seria deseidvel  ter uma  teoria
cdedutiva®  que  desenvolvesse do modo mais explicito  possivel
NOSEA COMPFeansao intuitiva oas constantes Lagicas
intuicionistas, LU & teoria e fosss ela MeEEmea
intuwicionisticamente aceitdvel. Uma tal teoria ¢ deseidvel porgue
em  uma  semd3ntica  procuramons  dar uma  representagdn clara dos
contetdos dos conceidtos de verdade e validade, cuwios significados
conhecemos de modo implicito, ndo discursivao.

Segundo, nesta tese ndao nos ocuparemos da  lteoria das
construghes  de Goodman—Kreisel, nem dos modelos resultantes da
andlise categorial da ldgica, nem dos modelos de feixes. MNossa
andlise estd limitada as semd@nticas mais tradiciofais: drvores de
Heth e e Kripke, mnodelos topoldgicos, modelos internos,
realizabilidade, "proof interpretation”. @& leoria das construgiies
de Goodman ainda n&o atingiu uma elaboragio definitiva, por oubro
lada as teorias produzidas pela andlise categorial sdo teorias
gue usam  a  ldgica cldssica. Embora nos Gltimos doze anos  a
investigac®o meltamatenmdtica sobre a ldgica intwicionista teve um
desenvolvimento muito grande, acreditamos gque os resultados
atingidos  sdo drrelevantes para a discussiio dos  problemas aqui
expostos, estes problemas sdo conseqi@ncia  de leoremas cle
Limitac&o formulados por Kreisel e Gidel.

fAs observacles, notas e comentdrios nos pertencem, como
também a discussfn dos resultados aqui  expostos. Sobre a parte
estritamente matemdtica da tese diremos o seguinte: o conteddo
cdos capitulos 1T e III nos pertence, com excecdo das provas de
completude das tabelas de Beth sobre os wmodelos de Kripke. Os
doia teoremas expostos no capitulo IV s8o de Kreisel, mas 0%




lemas que permitem a  sua demonstracfo foram refeitos por nos.
fuando  um  Fresultado ¢ reelaboragdo de wum  resultado albeio
colocamos um asterisco diante do mesmo,. quando um  resultado &
totalmente alheio indicamos entre par@nleses o nome do awtor. Mos
casns restantes a prova do  resultado ¢ completamente nossa. A
discussfo da dmport@ncia  destes resul tados para  oabter  wma
semintica intuicionista da 1logica intwicionista nos pertence. A
andlise do conceito de validade interna ¢ nosso. 0 teorema de
normalizacio exposto no capitulo V & de Frawitz, mas o contetdo
restante deste capitulo & nosso. Também sHo nossas  as provas de
egquival@ncia dos diferentes calcoulos.

Os temas agqui expostos tem um lugar muito  peguenc nas
exposices sobre intuwicionismo realizadas  pelos  ldgicos de
Fformaciin exclusivamente matemdtica. O antecedente inediato deste
trabalho & o livro do léagico e fildsofo ingl M.  Duommstt,
Elements of  Intuitionism. dcreditamos ter realizado uma andlise
mais detalhada que aquela exposta no livro de Dummett. Ao Lead Lo
cabe a comprovacdo do que acabamos de dizer.

3

S Thvenltdrio das Diferentes Teorias Seminticas

Foram propostas diferentes semdnticas para a Ldgica
intuicionista de primeira ordem. Guanto aos oblietivos podaenos
classificd—las em: as que tentam analisar o conceito de verrdace
logica intuicionista., ouw seia, verdade pela forma gramaticals e
A% e Fornecem  Wna explicagio das constantes l1dgicas
intuicionistas. Nuanto aos métodos podemos classificA-las em: as
que usam conceitos e raciocinios aceitdvels intuwicionisticamente,
ou seia, as que sdo teorias intwicionistasy e as que sdo leorias
clissicas. Deste modo dividimos as teorias semdanticas em guatro

clasnses.

A primeira classe estd constitudida  por aquelas teorias
que dagqui para frente chamaremos de redutivas. Eatas propoem—se a
seclarecer conceitos seminticos como os de verdade intuicionista,
ou validade intuwicionista. desde um ponto de vista exterior ao
intwicionismno. Reduzem estes conceltos a conceidtos de teorias
classicas, com a aiwda da léogica cldassica na maetateoria., MNEo
fornecem uma justificac®o dos modos de raciocinio intuicionistas
porgue  usam formas de raciocinio clAssicas, O que  torna
impossivel fundamenlar. a partir destas teorias redutivas, uma
critica da matemdtica cldssica. 9S&o exemplos desta  primeira
classes (i) a reducfo da légica proposicional intuwicionista ao
sistema modal 54, que permite definir a nogdo de validade
intuicionistica a partir da nogdaa de validade em S43 (ii) &
tentativa de Kleene de caraclterizar o conceito de enunciado
aritmético intuicionisticamente verdadeiro através do conceito de
realizabilidade recursiva=,

@ seagunda classe estd constituida por aquelas teorias
gjLie caraclterizam a contribuilg®o clag constantes ldogicas
intuwicionistas ao significado dos enunciados da matemdtica



intuwicionista em termos de "ler uma prova de ...". Rasicamente
estas teorias foram sustentadas por Kolmogaoroff, Heyting., Dummett
@ Frawitz®., A partir destas teorias Dummett enconlrou  uma
dustificacfo para o seuw programa de semdntica filosOfica ouwio
obielivo & o de substituir a caracterizagfo do significado
Linglistico €2 termos de condi ge cle verrclade , preala
caracterizacdo em termos de condiglies de assercido. Mestas teorias
Lemos uma prova de pAg guando temos uma prova de p e uma prova de
Gy temos uma prova de pWy quando temos ou uma prova de pooou uma
prova de .  tenos uma prova  de pag quando  dada uma prova de  p
possanos obter a partir desta prova uma prova de g, temos uma
prova  de Ph Ax) guando dado um ndmero natural nogqualguer temos
uma prova de Aml, e finalmente temos uma prova de v A(x) quando
possamos  encontrar um  ndmero o tal gue tenhamos uma prova ol
Arnd. Teremos uma prova de —»p gquando a partic de gqualguer prova
de p possanos derivar uma contradigio. Esta caracterizacgio possuil
cortas sutilezas nos casaos da  dimplicacgHo, da guantificagdo
universal e da negacdo, das  gquais nos ocuparemos  no capdtulo Y
parte L.

¥

Fota semidntica em termos de "ter uma prova de ..." tem
suas vantagens e desvantagens. As vanltagens derivam do  fato de
gque o significado dos enunciados estd dado em termos de condigties
de assergdo, & ndo em  lermos de condiclies de  verdade, fazendo
djustica a reivindicagdo, dos intuwicionistas, de que 0% enunciados
da matemdtica nd&o tem wm valar de wverdade determinadoao ]
independente da nossa capacidade de dar uma prova deles.  Assimg
conhecemos o significado de um  enunciado p gquando con he cemos
quais sdn  as condiglies sob as  quais podemos ativmar  p. disto éy
quais s as condigdes sob as gquails pademos afirmar que dispomos
de uma prova  de o vantagens foram reconhecidas  por
Dummett®,. Az  desvantagens derivam da imprecisdo da teoria. Em
primeiro lugar, faltaria determinar em que consiste a prova de um
enunciado atémico. e nos restringimos ao  campo da  aritmetica
elementar intuitiva nHEo—formalizada podemnos supor CuLe um
enunciado atémico & uma equacdo da forma asb onde & e b sd0
termos que  resulitam da  aplicagio das operagtes aritméticas
elementares +.-.../ sobre as constantes numéricas. HMeste caso,
poderiamos estabelecer gue wma prova de um emunciado atamico
consiste de uma computacio. Assim  esta primeira dificuldade
poderia ser suparada. o segundo  lugar., a explicagdno do
significado dos enunciados da matematica intuicionista em termos
de "ter uma prova de ..." usa os mesnos conectivos que  aparecemn
na linguagem da matemdtica intwicionista dentro da metalinguagem.
Também necte caso poderiamos superar a dificuldade se supormos
que esta explicagiio ¢ feita em termos de uma  Linguagem newbra,
entre o uwso intuicionista e o uso clAassico dos conectivos e
guantificadores. A superagiio da dificuldade apontada seria feita
através da suposicfo de que o enunciado "ter uma prova de ptoé
decidivel®. Em terceiro lugar, hd uma dificuldade cuia resolug&o
n&o aparece como imediata. e que de fato constitui o pricipal
enpecilho para esta segunda classe e semanticas. Consideremos,
por  exemplo., o caso da caracterizacgio do significado de uma
expressdon do  lipo p=g. com p e of proposiciies atomicas, o gue
acontece quando o antecedente p ¢ obtido por meio de =




eliminagion, i1sto &, por Modus Fonens™ 0 razodvel seria descartar
erate CABO L COMm A finalidade de evitlar circularidades na
caracterizacgiio de -, Similarmente, no caszo de uma expressdo do
tipo —»p, p poderia  ter sido obtida através de - eliminagdo, a
partir de g & -y tato & por meio da regra ex cfalsum sequid tur
quodlibet. 0 mesmo acontece no caso de W A(x). An) poderia ter
sido  obtida por instanciagio universal a parlir de  We Acx). Em
cleral trata-se de definir a expressao "ler uma prova de pCg" ou
de definir a expressdo "C'p" onde C @& um conectivo bindrio e C7 &
o um conectivo wndrio  ou um gquantificador, exigimos gque as
provas  de o (ouw de gl regqueridas pela  definic®o n¥Wo sediam
abtidas atravdés de C eliminacdo nem 7 eliminacg@o. Assim, No caso
da negacan exigiremos gque a  prova de p ndo seia obltida por  meio
de ez falsum sequdtur gquodlibet, @ no  caso dos guantificadores
pediremos gue A ndo seda oblida pror meio  de simplificacdo
undversal ouw  existencial. Entretanto, idsto ndo resolve lodas as
dificuldades pois, observemos que na verdade ndo & suficiente
@xigir, no  caso de peg, que  a prova de po nEo tenha sido obtida
através de Modus Fonens, dado gue no caso de p o lter sido obtido a
partir de pAg através da regra de simplificagfo deveriamos estar
na posse do significado de pAg. Fara isto deveriamos exigir que
as provas de p e de g, requeridas na caracterizacdo de pAg, ndEo
somen te esteiam  livees de  sisplificacdo. mas Lambdm livres de
Modus Fonens, se querenos evitar circularidades na caracterizacgdo
e pece Conseguentemente o mais razodvel, no casao  de pege @
exigir que a prova do antecedente estejia livere de qualquer regra
e eliminacgio de  constantes lLdgicads. Se p  fosse uma proposicao
aritmética  a prova de p deveria consistir de uma computag®o.
Fxltendemos as consideracles exposltas  acima ao caso geral.,. quando
estamos interessados na determinagio do significado de A-8, com A
e B proposictes moleculares quaisquer. Desta exigé@ncia de que ndo
QCOFrra ranhuma eI a ofe ealiminagda cle conectivos @
quantificadores na prova do antecedente A4, infere-se que toda
proposicio  qgque ocorre  em  uma demonstragio de A seda  uma
componente de A, Esta & a chamada propriedade  da sub—fdrmula.
L.Ogo. como condiclies necessdrias para evitar oircularidades na
caracterizagio de A= esltariamos exigindos (il oque toda prova I
do antecedente A possa ser transtormada  em uma prova [I7 de 4 com
a propriedade de que toda proposigio que ocorre em [T selia
componente de Az (ii) que além disto II7 possa ser transformada em
uma prova  de F. Além disto. exigiremos que estas bransformagtes
seiam fellas com procedimentos finitistas.

Suporn hamos CpuLe as constantes Légicas a e
caracterizadas ocorrem @m enunciados da aritmética intuicionista.
Mio & wverdadeiro que podemos satisfazer a condig@o (i) exposta
acima em ltodos os casos. NiEo podemos afirmar gque dada uma prova II
de  uma proposicio A gqualguer  possamos transformd-la sempre numa
prova II' de A com a propriedade da sub-—fdrmula. Supor isto é
eguivalente a afirmar que temos uma demonstracio finitista da
consisténcia da aritmética intuicionista (e consequentemente da
aritmética cléssica), pois sob essa suposlgao ndo poderia existir
uma demonstracio de O=1. Se existisse uma tal demonstragio. entio
deveria existir uma prova de O=1 livre de regras de eliminacdo de




constantes ldgicas, o que & impossivel. Foderiamos enfragquacer a
exigincia de que a passagem de [ a I’ seia feita apenas através
de procedimentos finitistas. FPoderiamos aceitar procedimentos
intwicionistas que n¥o seiam finitistas. Mas, neste caso, sendo a
nossa metateoria  tald generosa perderiamos poder explicativo.
Estariamos usando no nivel metatedrico formas de argumentacfo que
a teoria ela mesna deveria fundamentar. Isto ¢ o QUE QO FEE  COm
uma  teoria redutiva, dado que reduziriamos a sem@ntica  a uma
learia da demonsltragfo (proof theory) intwicionista.

A terceira classe de  teorias sendnticas & aguela que
chamaremos de  classe das  teorias modelisticas. Esta teorias
procuram  fornecer  uma semintica para a  logica intuwicionista
vsando  esthruturas matemdticas com  forma de drvores (modelos de
Beth e de Kreipke). Ma verdade, tais estrulturas n®o fonecem  wuma
interpretacio do gue chamamos logica intuwicionista intuitiva n¥o-
formalizada, mas de sua representacio atraveées de sistemas formais
coma o acdlonlo de  predicados de  Hevting. Tres dificuldades se
apresentan  para que estas  teorias seiam uma  semintica adegquada
para a logica intuicionista. Frimeiro, as provas de completude do
cdloulo de  predicados de Heyling sobre os modelos de  Belh e de
Kirdple ndo sfo dintuicionisticamente admissiveis. Se existisse uma
prova intuicionista da completude do cdloculo de predicados de
Meyting  ow sobre os m;odelos de  Reth ou  sobre os sodelos  de
Kiriple, entdo exisltiria uma prova intwicionista do  principio de
Fla- o VioocronIVrRroml AR on)=FFPn > B principio que ndEo &
intuicionisticanente aceiltavel (ver o capitulo IV desta tese).
Ma verdade, denonstra-se que de toda prova inticionisticamente
acel tdvel dessa completude pode BENT obtida wma Prova
intwicionista do principio de Markov. Desde um ponto de vista
puramente  matematico esta primeira  dificuldade poderia  ser
evilada se substituwimos as drvaores de Beth comung pelas Arvores
de Helh generalizadas.

Basicamente wm modelo, ou Arvore de Reth (como um
modelo ou drvore de Kriplke), consiste em  um conjiunto G ardenado
por uma relacdo Rotal que f G.)  tenha estrutura de Arvare, e om
uma relagdo V entre os elementos de G e as formulas do cdlculo de
predicados  de Heyting. A seguintes trds condiches devem ser
satisfeitass (1) para toda foérmla atdmica A o todo  elemento I'eéG
ou VI',A) ouw ndo M(TMA)s (1) se VITI'.A) e T'RA ento VAAY (iii)
para todo nodo ' ndEo €& verdade que Y(IM,1). onde 1 & o gimbolo
que  denota o abswrdo, isto @ representa  wuma contradigdo.
Intustivamente podemos interpretar VI, A) como "no  instanle
denotado pelo nodo I' temos uma prova de A". Eliminando a condig®o
(idii) acima obltemos as drvores de Beth generalizadas. Fodemos dar
wm teorema  de completude da ldgieca de predicados intuicionista
sabhre A Arvores ole Bath generalizadas e e a
intuwicionisticamente aceitivel”. Meste caso torna—-se dificil dar
uma interpretagio de VII'.1) que seia também  intuicionisticamente
acelltdvel , dado que se admitimos que a matemdtica intuicionista
n&o @ contraditdria ent@o a interpretagio "no instante I provamos
uma  contradigio” &  absuwrda. Ee resumo, embora uwsando arvores
generallzadas de  Reth POSSAMOS constrair Lima sendntica
satisfatdria desde wm ponto de vista matemdtico, o problema do
valor filosdfico desta semintica fica em aberto.




Existem mais duas outras dificuldades apresentadas
pelas semdnticas em lermos de drvores de Beth e de Kriphke..
Fodefiamos  perguntar-nos porgue esltles modelos  fornecem uma
semdnltica para a ldgica intwicionista, dado gque através deles ndo
assoclanos significados ds fornulas mas  apenas um esquema de uma
possivel cemonstragdo cdeslas farmulas. A eata questio
responderianns qgue uma senfnltica para a ldgica intuicionista deve
malr  expressada em termos  das  condicles de  assercdo  de  um
enunciado, e dado que as consdigfes de assercgXo derivam das
condi clies  de demonstragfo, ent®o a representaco dos passos
possiveils  da  demonstracido de  uma  Fdrmula  constivtuiria. na
verdada, uma associagdo de significado a esta Forouwla. Mas isto
nos  conduz a considerar uma terceira dificuldade. Suponhamos que
através de um modelo de  Belth fornecamos uma associacio implicita
de  significados  as  Fdrmulas. Daclo gue esles significados
ariginalmente esltdio dados em  lermos de  "ter uma prova de ...
entdo deveria existir uma concorddancia entre  a semd@ntica  dada
pelas dArvores de Belh e aguela dada em termos de "ter uma  prova

de wvaea'w

Sobre wma adrvore de Relh estd  definida uma relagio m
entre formulas do cdloulo de predicados de  Heyting & nodos da
arvaore deste modo: se A & atdmica, diremos gue Ued se existe uma
barreira de I' tal que para todo nddulo A pertencente a 8 temos
VIA.a) . Uma barrFeira & de um nddulo M oé wm condunto  de nddulos
Ttal gque todo caminho (path) que atravessa " contém exatamente wum
nddulo pertencente a S. & partir disto definimos recursivamente a
relacHn o entre fodrmulas do cdlowlo de predicados de Heyting e os
nodulos de  uma Arvore G, As drvores de Beth ¢ de Kripke 3o
distintas nas condighes sob  as  quadis  podemos atirmar UmXVY,
MedxYix)s para as drvores de Reth as respectivas afirmactes
cdependem do que acontega nos nddulos posteriores a I'y disto é, nos
nddulos A tais que I'RA.  para as Arvores de Kripke as condigBes
e A "locais" e sentido e dependem de I MESMC .
Congsequentemente em uma Arvore de Rebth infinita a relacgdo m ndo é
em principio decidivel .,

Ma teoria intuwicionista da demonstraciio uwsualmente

distinguimos  provas candanicas @ demonstraciies s i Em LN A
demonstragdio de wuma proposiciio da matemdtics intuicionista

podemos usar o principio  XV=X quando ¥ for decidivel. sem estar
obrigados a  dar ouw wuma  prova de X ou wma prova  de X, também
podemos  afirmar IxY(x) no caso de possuir um procedimento para
encontrar um wm tal que Yim). sem estar obrigado a efetuar todos
ms passos desse procedimento.  Assim, por exemplo, no percurso de
uma  demonsgtracio matemaltica podemos uwsar a disiungdo ou n+l &
primo o ndl ndo @& primo, para um o on particular, sem estar
obrigado a  provar um  ouw outro dos menbros da disiuncgdo.
Contrariamente, em wna prova canédnica nenhum procedimento pode
ficar sem ser efeluado, todas as operagdies em principio indicadas
comno factivels devem ser realizadas. Suponhamos gque G seia  uma
arvore  de Reth. Felas condigBes sob  as quais  podemos afirmar
M'ex(V7 & M'm3dxV(x) devemos interpretar 'm? como "no  instante I
Lemos uma demonstracgio de 2" e ndo como "no instante I' lemos uma
prova  canédnica  de Z" . Mas a expressdo "agora temos uma
demonstragiio de 2" ¢ decidivel, @ ao conlrdrio a expressiio "I'mei"
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nio ¢ decidivel.

“lédm das  drvores de Beth e de Kripke, temos uma outlra
teoria modelistica, a chamada teoria dos modelos  inlernos. BEsta
teoria saltisfaz a exigéncia de definir os  concedtos semdnticos
(validade sobre wum  modelao, validade em geral) em termos de
interpretaciies associadass as  fdroulas do cdloulo de predicados
de Heylting. interpretactios que  as transformam  em proposicgtes.
Gogui o conceito  chave @& o conceito de validade interna  ou
validade por substituicio. Uma Tdrmula do calcoulo de predicados
de Heyting serd internamente vAlida guandao em todos os  casos nos
LA g aubs i tuimos letras cie predi cado o prredicados
determinados o Simbolos de constante por individuos pertencentes
a wm dominio determinado, obtemos wna proposicio  da matemdltica
intuicionista wverdadeira,. Lamentavelmente, prova-se  alraves de
argumentos intwicionisticamente aceltdveis, gque se o cdloulo  de
predicados de  Heyting fosse internamente completo, isto é, se
toda  Farmula internamente vdlida Fosse leorema do cdloulo de
predicados de  Heyting, entfo o principio de PFarkov poderia ser
demonstrado na matemndtica dntuicionista®, Fara os  modelos
internos existe, aldm desta, oubtra dificuldades se  admitimos a
tese  de  Church  podemos  provar  gque o candunto  de farmulas

2 sursivamente  enumeravel, onde

construtivaments validas ndo & re
entendemos por farmula construtivamente valida aguela  fFdrmualas
gue  torna-se verdadeira guando @ dnterpretada em  termos  de
funchoes construtivas & espoécies ouias definigBes ndo conltenham
pardmaetros para sequiEncias de escolhate,

ileém  destas T Ee clasases de  lteorias semanticas
(redutivas., em  termos de "ter uma prova de .. e modelisticas)
temos  uma quarta classe de teorias  semdnticas. Ma verdade, esta
quarta classe ndo estda formada por uma  teoria dedutiva, no
sentido de que as proposicdes esteiam ordenadas como partes de
uma cadeia dedutiva. Podemos falar agui de  uma "proto-teoria".
Esta teoria To Tormul ada Py Heyting el EP51+x =
posteriormenta, devido as suas dificuldades, foi abandonada por
@le  mesmo. Hasicamente as  dificuldades a qgue nos referimos
consistem na dmpossibilidade de wuma formulagdo  matematicamente
el cda  teoria. Ma  exposicido desta  lteorimn observamos  a
influéncia da fenomenologia de Husserl. Em  sew artigo de 1931
"Die intuitionistische Grundlegung der Mathematil" Heyting traga
wma  distingda  entre proposigdo CAatssace ) @ assergio  de uma
proposicifo (Satz). Uma proposicfo expressa uma expectativa. por
exemplo. a nroposicdn "a constante O de Euler & racional" exprime
a expectativa de que possam ser enconlardos dois nlmeros a e b
tais que C=a/b. Heyting usa o termo intencdo (Intention) para
designar o que nds chamamos de expectativa. 0 conceito semdntico
chave ndo & mais oo concelito de verdade, mas o conceito de
satisfaclo de uma inlengdo (Die Erfilung der Intention). Quando a
intengdo expressada pela proposigio ltenha sido satisfeita
afirmamns a proposicdo. Um problema matemdtico estd dado através
de um intencda. Estdra resolvido ou guando a intenc®o, através de
uma construgio, tenha sido satisfeita, ou quando se demonstra que
a intencdo leva a uma contradig®o. Fara Heyting a afirmac¥o de
uma proposicio ndo @ uma proposigHEo. E a determinagiio de um fato
empirico, isto ¢, a satisfagio da inteng¥o exprimida pela




proposicdo. Mas, o que pode ser matematicamenle -considerado ndo
&0 as  Antenctes @ aim a  prova das  proposicfes, isto &, as
construclies matemdticas que satisfazem as inltengles.

Concluwimos expondo o seguinte gquadro.

Teorias semdnticas para a lLdgica intuicionista de primeira ordem
[ FMoalizabilidade (Kleene)

Teorias redutivas {
l Interpretac®o modal

Teorias em termos de prova Feay Ling—Kalmogoro®f-Dumme L
(prooft interpretation) Frrawi s

{ . %

Arvores de Heth e de Kelple

Teorias modelisticas

Modelos topoldgioos

r % . -
arvores de Heth generalizadas

S e s— e .

Modelos internos

Teoria intencional | Brouwer ¢ Heyting (L¥31)

3 o Interpretaciies da matemdlica intuicionista

Dado gue a ldédgica intuicionista deriva da matemdlica
intwicionista, seria adegquado dizer  alguma colsa  sobre a
interpretagfio desta ddltima. Acerca deste tema existem duas leses
Fivais. Chamaremos a primeira de tese ontoldgilocas Foil formulada
explicitamente por RBeth®® ([1959] cap. 13) @ (fOuine [1958371 @
implicitamente por Hrouwer . A megunda chamaremos de lese
semanlica & Fou Fformulada por Dummett (1978 cap. 14 & [1977]
cap. 73 e por Frawitz L9771,

@ primeira tese afirma ser o intuwicionismo matemdtico
uma concepcio sobre a exist@ncia matemdlticas sd  s¥%o admissiveils
agquelas entidades que possam ser construdidas  por nds. Fodemos
Formular trs obiegles a esta tese. A primeira obliegdo repousa na
ambiguidade do  termo "construtivo"2¥, 4 sequnda obliecio repousa
na impossibilidade de distinguir entre formas de construtivismo
nEo  dintwicionistas (como o construtiviesmo de Herman Weyl ou o
consltrutivismo de  Hao Wang) e matematica dintuicionista. A
terceira obiecdo repousa sabre a dificuldade de derivar, a partir
da tese ontoldgica, a reieicfo do principio do terceiro excluido.
Um possivel caminho para derivar esta reieigdo consistiria na
afirmacdo de que a inaplicabilidade do principio deriva do fato
de que as entidades matematicas sdo produtos de nossa mente, e
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ndo sdo enlidades que existam em si independentemente da nossa
capacidade de concebi@-las. Mas, pensemnos agora no enunciado "nas
comédias  perdidas  de Menandro b4 um personagem  que  nomeia
AgamernZa' . Eete & wum  enunciado  que  satisfazr as  sequintes
condigBhes: (i) o enunciado refere-se & personagens de fice®o que
somente lem existdncia como oriaclos do espirito humanoys (Li) n@o
temos modos de decidir se o enunciado @ ouw ndo verdadeiro, desde
gque  as  comédias estdo  perdidass (iii) wse simbholizamos este
enunciado por p devemos afirmar pWrp.

M segunda tese, a tese  semdnlica, afirma qgue o
intwicionisme matemdtico exemplifica no dmbito da matemdlica wuma
determinada concepgio sobre o cignificado  Linglbdetico. (=
afirmaghes principais desta lese s%o Ci) o8  enunciados  da
matemdtica Lem um  signifilcado por ai mesmos @ &0 como parte de
uma teoria empirica gue o8 use, por exenplo como parte de  wma
teoria da  fasicap (1) este significado deve ser explicado  em
termnos de condigios  de assercfo @ ndo em termos  de condiclies de
verdadey (iii) o significado de uam enunciado deve ser manifestado
I LSO, na  wverdade  consislte no uso  do enuncilado. Destas a
afirmagio principal @ & (ddid). e & partir dela s@o deduzidas as
otbras cuas.

“oafirmacdo (did) acima @ uma tese gque Dummett abreibod
a Wittgenstein., FPara Dummett existiriam trids razdes para afirmar
(iid). Frimeira, o significado de uma expressdo  gualguer de wama
Linguagem particular deve ser conmunicdvel, e a comunicagdo deve
manifestar-se, obietivar-se. "To assume Lthat there 13 some
ingradient din the meaning of  the sentlence which cannot become
manifest in the use made of ilt, it is Lo assume that part of the
meaning cannot be communicated” (Frawitz [L1977] pdg. 4). ".a. the
meaning of a statement consists solely in dlts  role as  an
intrument  of  communication  between individuals, bdust as  the
powers of a chess-piece consist solely in its role in the game
according to the rules. An dndividual cannot communicate what he
cannot be observed to communicate: iF one individual associated
with a mathematical symbol o foroula some mental content, where
the association did not Lie in the use he made of the symbol or
formula, then he could not convey that  content by means of the
symbol or foroula, for his  avdience  would be  wunaware of  the
asaociation and would have no omeans  of becoming  aware of 4tV
(Dummett 19787 pdg. 2146). Seqgunda, aprender uma expressio de uma
Linguagem & aprender seu  uso. "When we learn  a mathematical
notation, o mathematical expressions, or more qgenerally, the
lLanguage of mathematical theory, what we learn to do is ta  make
use of the statements of that languages we learn when they may be
established by computaltion, and  how to  carry out the relevantdl
computations, we learn fraom what they may bhe inferred and what
may be inferred from them, thal is, what role they play in
mathematical proofs  and how they can be applied in  extra-
mathematical contexts, and perhaps we learn  also what plausible
arguments  can rendeyr  cbhem  probable”  Dumme bt L19278] pag.
M)W Terceira, o conhecimento do  significado de una expressio de
uma linguagem ¢, em Gltima instincia, wum conhecimento implicito.
Fois, ndAo @ possivel todas as wvezes dar o significado de p
através de uma expressdo sindnima G, dado que  disto implicaria
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entrar em um regresso  infinito. Este conhecimento ndo ¢ um
conhaecimento que seia todas as vezes verbalizdvel, ndo pode. este-
conhecimento, consistir na capacidade de poder dar sempre um
sindéninos em algum momento devemos admitir que existen expressties
cuwio  significado  podemos conhecer apenas de modo implicito.
Fossuwindo este conhecimento implicito de algumas expresstes da
Linguagem podenos Ffornecer SANOMNLmos [pér & as  expressios
restantes. PMas, para  atreibuir a  algudm  esle conhecimen to
implicito, este conhecimento deve manifestar—se no compor-bamen o
do  sew possuidor.BEsta manifestacdn somente pade consistir no uso
ola ERpressdn. "Hence that lknowledge whiclhy, i general,
constitutes the understanding of the language of mathematics must
bhe dimplicit knowledge. ITmplicit lnowledge cannotl, however,
meaningfully be ascribed Lo someone unless il is possible Lo say
in what the manifestation of that knowledge consite: there must
be an observable difference between the behaviour or capacitlies
of someone who is said to  have that kEnowledge and someone who e
sald to lack it. Hence it follows, once more, that the aqrasp of
The meaning of  a mathematical etatement must, An genearal,
consists of a capacity to use that stalement in certain way o to
respond in o« certain way to dte use by aolthers" (Dummett [1978],
péag. 2L,

Ohservemos que o gque  Dummetl far ndoe & definir. na
verdade, "significado" mas a expressdo "lter o mesmno sianificada™,
@ define esta Gllima expressdo em termos  do uso. "Significado"
s@ria assim o que  na eplistemologia chamamos um Lermo tedrico,
termo  este que doeve ser relacionado com  um  dado observavel .
Fodemos obter de (iii) acima dois coroldrios. 0 primeiro. se doas
pessoas concordam no uso de uma expressio ent¥o concordam sabre o
significado da mesma. 0 segundo, se duas expressies sfo usadas do
mesmo modo, entdo tem o mesmo significada,

O trinsito de (dii) a (i) poderia ser justificado como
a sequir. Dummett afirma que tanto o platonismo matemdtico como o
intwicionismo afirmam (i) mas o formalismo ndo., dado que este
encontraria-se ligado a uma espécie de holismo linghistico
vizinha ao  proposto por Guine [19283]. Para este Gltimo autor, o
gue  realmente & significativo & a tmtalldaqP da  estrutura
conceitual, e ndo wum enunciado disolado pertencente a estrubtura.
Fara (fuwine, aprenderiamos realomente o sgnificado de um enunciado
quando aprendemnos ltoda estrutura conceitual que o  engloba. Esta
Galtima tese aplicada a filosofia da matemdtica diria que os
enunciados da matemdlica «¥o significativos somente como par-bes
de uma teoria que os  contenha, por exemplo, de uma teoria da
Tisica. A critica de Dummelt ao holismo linglistico repousa  na
impossibilidade  do  mesmo em  dustificar uma coritica do  uso
Lingluasetico que provogue  uma  modificacdo de nosso guadro
conceitual .. Mas esta critica ndo ¢ tolalmente adeguada. Guine
admite a possibilidade de mudancas de nossos esquemas conceptuais
por  rvazdes pragmidticas. De falto, a concepcio de Ouine lteria
dificuldades para dustificar uma mudanga de Ldgica, por exempla,
A cldssica pela intuwicioniseta. & critica de Dummett ao holismo
Lingiidstico team a  seguinte formas:  primeira premissa, O
significado de um enunciado consiste no uso do mesnos saqgunda
premissa, o holismo nd3o pode  dustificar a critica da nossa




pratica  lingldstica, e consequentemente ndo pode  Jdustificar
mudangas  de  significado de expressfes como "forga”. "massa',
"elétron', Lambém ndo pode justificar sudangas nas NOSsSas reqgras
de inferdncia. Conclusio, o holismo & falso. Mas & segunda
premissa ndo & convincente. HMa verdade, o que o holismo ndo

1,

permite ¢ Jjustificar uma mudanga de lbdgica.

¥ convenienle considerar a (1) e (dii) como afirmacties
independentes. 0 gue & verdadeiro & gue (L) da wma Justificagdo
das razbes gue poderiam  conduzir a  wuma mudanga  nas regras  de
Faclocinio comamente usadas, diwmto &, (i) permite  dustificar uma
mudanga  de ldgica, em contraposicdo a  concepcio  holista,
Consideremos a seguinte versdo débil do holismo. admitirenos gue
todo enunciado abtém sew significado da posicdo que ele  ocupa na
rede concedltual, da  relagdo gue ele  hem  com oz enunciados
restantes., "Thus, on  such a view, we may accept a mathematical
theory, and admit its theorems  as brue, only because we  Tind in
practice that it server as convenient subsltitule deesp in the
interior of  the complex structure which forms the total theory:
Lhere can  be no gquestion of giving a representation of the truth
conciticon  of Tthe statements of the mathemaltical theory uncer
which  they  may b duddged  dindividually as acceptable, or
aotherwiss, in lsalaltion Trom the rest of  language" (Dummett
E1978) « pag.  219). Mesta versio débil do holismo podemos
considerar gque existe uma classe de enunciados especials, com A
propriedade de que estes posauem em i mesmos  significadao
independente do resto da Linguagemn. Por exemnplo, s a estrutura
linglistica considerada & uma teoria da fisica, os enuncliados da
classe especial seriam enunciados observacionais. s a estrutura
lTinguistica considerada ¢ uma teoria matematica, os enunciados da
classe especial seriam compulagbes muwito simples. HMossa rede
conceitual estaria  armada de modo  tal que todos enunciados
restantes obterdo seuws significados a partir de sua relagdo com
ealta classe de enunclados especiais. Teriamos entdo duas razlies
para afirmar wum enunciado. Primeira razdo. qguando o enuncilado
geia verdadeiro pelo sew  significado especifico, i1ato &, se o
enunciado considerado & um enunciado observacional ., exigiremos
que concorde com 0 gque a experincia mostra, se o enunciado
considerado ¢ um enunciado computacional , exigirdmos que ele selia
o resultado correto de uma computagcfo. Segunda raz¥o, gquandao o
enunciado  sejia deduzido a  partir de outros enuncliados. Mas
guando  esteiam em conflito a primeira e a seqgunda razfo, e a
primeira gque deve prevalecer, por exemplo, Nno caso  que um
enunciado  da classe especial possa ser  afirmado pela  segunda
Fazdo., mas  nAo possa ser dustificado pela primeira, deveremos
Feieild~lo. Una teoria holista deste tipo poderia dustificar uma
mucdanca dos npossos esquemas  concedltuais  quando a  partir  de
enunciados gue esteian situados na parte  mais profunda da  rede
conceitual deduzimos enunciados  claramente  falsos. PMas, esla
versdo débil do holismo nEo poderia  dusltificar uma coritica da
matendtica cldssica, pois para que esta oritica fosse possivel ou
deveriamos  poder inferir na matemdtice cldssica um enunciado
compultacional falso (o que & impossivel), ou embutindo a
matematica classica em uma teoria da fisica deveriamos poder
inferir um epunciado observacional falso, mas neslte dltimo caso o




erro poderia ser causado pelas hipdteses adicionais de natureza
fisicas, e ndn pela matemdtica cldssica. ’ .

Felo gque  vimos  atd agora  poderdianos admitir a
proposicdo (i) acima, proposicio que afirma que todo enunciado da
matemdtica tem significado por si mesno, @ ndo pela sua relac®o
com os enunciados restantes da  matemdltica. Fodemos generalizar
disto  a teorias e linguagens gualtsquer.  Logo,  dado  que &
significado de um enunciado ndo dependeria de sua relacio  com os
enunciados  restantes da  lLinguagem (ou da  teoria considerada),
antHo do gque  dependeria? Dependerd do  significado cdos
constituwintes do enunciado, & da forma  como esteia  composto a
partir deles. Fara Dummett existem dois aspectos do uso  dos
canunciados  gue  dewven ser considerados:s o prameiro aspaocto
consiete das condigtes sob as gue uam enunciado pode ser atirmadogy
o segundo aspecto  ocon shee das consequinocias gue  decorrem desta
afirmacio. Mo caso  dos  enunciados da matemdtica, a  distingdo
entre oz dois aspectos  seria a distingdo que existe entre as
rarfies  para atirmar um enunciado @ as consequncias intTerenciais
desta afirmacdo. Fedimos gue exista uma harmonia entre estes dois

sectos de um enunciado. Bsta harmonia expressa-se assims dada
uma Linguagem L @ uma classe de enunciados G pediremos  oue LG
aeia  uma extensio conservativa de L ono sentido  de gue ndo selia
ivel, atraviéds de enunciados de G, deduzir enunciados de L ogue
an posss sar deduzidos atravds apene de enunciados  de L
(Dummett L9781, padg. 220). dssio, (1) perndte-nos dustificar a
critica dintwicionista da matematice oléassica, pelo fato de gue
ela ndFo & uma extensio conservativa da matemdltica intuwicionista.
Mo caso no gqual apresentamos uma Ldgica atraves de  um sistema de
deducio natural , exigiremos gue exista uma harmonia entre  as
regras  de introdugHEo de constantes  ldgicas & 2 as  regras de
eliminacido, harmonia  esta que consiste no  fato de que todo
anunciado gue possa ser provado, indiretamente, através de regras
de eliminagido de constantes ldgicas, possa ser  provado,
diretamente, somente através de  regras de Aintroducac de
constantles 1dgiocas. Observemos  oue em wma prova gue uEe apendas
regras de  antrodoagiio, os enunaciados gque ocorrem na prova sdo de
uma complexidade menor gue  a conclusfo. Lago, "we require that
the derivation of a statement by inferences invdlving statements
of greater logical complexity shall be possible only when its
cderivation by the more direct means  in some  sense  already
possible" (Dummett [[197681, pdg. 28d).

G atirmacio  (idi) acima, de que o significado  de  uam
enunciado matemdltico, & generalizando, de  qgualguer enunciadao,
deve ser explicado em termos de  condigles de assergiio, e ndo  em
termos de  condicio de wverdade, & uma tese 14 defendida  por
Dummes o saeun artigo YTruath"  DLI95%91.  Os  argumentos para
dustificar esta afirmacio s%o suito gerais e pertencem a0 dmbito
da filosofia da linguagem. Para Dummett (1i) afirma  acerca dos
enunciados de uma Linguagem gqualguer aguilo que os intuwicionistas
afirmam sobre os  significados dos  enunciados  da matemdlica,
quando procuram  caracterizar o significedo destes enunciados em
termos de  condigles de provar®, pas Dummett também suslenta que
(ii) & uma  aplicagqo ao caso  particular da  linguagem da
matemdtica da sua teoria geral do significadeo linguistico
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expressada na afirmagdo (ii4) acima de gque o significado de  wm
enunciado deve manifeslar-se no uso do  mesmo. 0 argumento que
duastifica o transito de (didid) a (i) & muito complexo e consiste
no seguintes ndo podemos dar o significado de um enunciado o da
matematica em termos de  uam  conhecimaento  das condigiies  de
vardade  quando n®o  podemos  determinar se  efelivamente eslas
condictes ocorrem.  lsto acontece, por exemplo, quando tentamos
determinar o significado da proposicdo "alguns  nameros aopares
s&o perfeiltos" dando as  condictes para gque esta  proposicdo sela
vaerdadeira, soemn poder saber se a condigdo ocorre  ouw ndo. ()
conhecinento das condicfes de verdade ndo seria refletido no uso
que  fazemos de  p. Aldém  disto,  em  que poderia consistir o
conhecimnanto das  condiglies de  verdade no caso  dos enunciados
indecidiveis? & evidente - afirma Prawitz - de que o partidario
cla  teoria de gue o significado deve  ser expressado em termos de
condaid g de  verdade (lteoria platdnica do  significado  na
terminologia  de Dummatt) estd frente  a am  dilemas "either he
concedes that his principle does not  yvield any consequences
beyond the ones obtained by equating meaning with knowing how Lo
wse sentonces in proofs, in which case his formulation must  be
said to be misleading and to introduce an unnecessary delour, orF
e himseld dneiste thatl knowledge of truth-conditions trascends
any knowledge about proofs, in which case he may have to admit
that this trascendence has no empilrical conseqguences, and iF so,
his principle again fails to add anything to the elucidation of
what it dw to know  the meaning of a sentence and 18 now  also
guilty of introducing assumpltions  without empirical  dimport"
(FPrawitz [19771. pdg. 15).

Faodemos formular as  sequintes obieclies a interpretagio
da matematica intuicionista expressada na chamada tese semdntica.
Em primeiro  lugar, os argumentos desta tese ndo consideram  em
mermen Lo nenhum o carater e pe L T camen te matemdtico dos
enunciados cuio  significado procura-se analisar. EBEstamos  aqui
Ffrante a uma extrapolacdo de conclusties obtidas no campo da
filosofia da linguagem ordindria a outro &mbito. A proposigdo
(iii) acima também & discutivel: alguém poderia aprender o
derivar através de tlabelas, e/ o poderia  aprendesr  a  usar
enunciados onde  ocorram  operaciies de  derivagdo, sem saber o
signifcado destes enunciados por ignorar o conceito do limite do
quociente incremental. Haaclk [1977]1 (pag. 106 formula esla
obiegiin:  para que a disting®do entre condigdies assercan @
condicBes de verdade tenha sentido, deveria suceder que ou (a) um
enunciado p possa ser verdadeiro e n¥o asserssivel ou que (b)) um
enun ciado po opossa  ser asserseivel e ndo verdadeiro. Laso
contririo todo enunciado seria verdadeiro se e somente se pudesse
ser asserssivel, e ndo veriamoz a vantagem de substituir uma
semnantica em termoz de condicles de verdade por uma semantica em
tormos de condicdes de asserssibilidade. Mas (a). para Dummett, &
impossivel , pois  dustamente o ataque de Dummett a teoria
platénica do significado em termos de condigties de verdade
consiste em afirmar que uma pessoa que sustente que poo@
verdadeiro e N asserssivel  deve entender a pooem  "an
idiosyncratic sense". Também (b) n&o & possivel. Mo mbito da
matematica afirmar (b)) & afirmar que o falso pode ser
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demonstrado*®,  paodersamos contra-argumentar que a distingdo
entre verdadeiro e asserssivel ¢ intencional., mas isto pressupie -
a aceitagdo de uma semdntica intencional, dustamente aquilo que
Dummett, alravés da desta disting&o., procura  fornecer (petitio
prioncipii).

Além disto e lembramos as consideractes de RBrouwer
sobre a relagfo  entre matemdtica e linguagem, parece artificial
uma  fundamentacio da  matemdtica dntuicionista a  partir de
conzideragiivs extraidas do 8mbito da filosofia da  linguagem. A
Linguagem, para Brouwer, serve para  comunicar  construciies
maltemiticas, mas ¢ a posteriori com relacdo as construgtes que
comunica.  Em adigdo, a  linguagem ndo estd  livre de erros., no
existe nenhuma  Linguagem segura  para a matemdtica purar*e, A
concepcio wittgensteiniana de que o significado consiste no uso &
totalmente albeila ao pensamento de Brouwer, para guem a funcio da
Linguagem & a de comunicar idéias e conhecimentos, mas esta
fungdn por si mesma ndo constituld conhecimento. HErouwer poderia
ter  coincidido  com a afirmagfico aritotélica de que "oz sons
ant tidos pela wvoz seriam simbolos de esltados da  alma"27 @ [mo
caso particalar da matendtica, simbolos para construcloes mentais.
Se admitimos que o intwicionismo maltemdltico deve ser pensado a
partir de consideracdes obtidas da filosofia da linguagem,
incompresnsivel a orditica de Frouwer ao formalismo  de Hilberet.
Jdus tamen Le eata  oritica repousa na descontianca  sobre  a
capacidade  da Llinguagem de refletir exalamente NoOsso universo
mental que &  assumido plenamente  como  uma  entidade extra-
Linglisticatr®,

Fom resumo,  nenhuma ol auss cuas interpretacties  da
matemdtica intuicionista vistas atéd agora sido satisfaldrias. RMa
vardade, o intuicionismo matemdtico deveria ser entendido como a
realizacdo na filosofia da matemdtica de um programa inspirado na
tese kantiana de que os conceitos sem intuighes s8o vazios, e as
intwiclies sem os conceldlos s¥Wo cegas. e na rejieicdo cartesiana em
conceber um sistema da razdo. 0 intuicionismo matemdtico nio deve
salr  concebido ou  como uma dlustragio de algumas lteses da
filosofia atual ("linguistic turn™) ou como wuma ilustracio de
algumas teses da matafisica classica sobre a exist@necia de
entidades ddeaist?® "

Falta analisar uma terceira interpretacfio da matematica
intuicionista, gue fod Tormilada por Tadt [198357. Esta
interpretacio conduz & L& hanalizagdo cla matemadtica
intuicionista. Tait afirma gue a matemdtica inlwicionista & um
sub-sistena  da matemdlica cldssica. Se isto fosse wverdade, que
sentido teria o cultivo da matemdtica intuicionista, considerando
que seus métados de prova s¥®o mais dificeis que os  da matemdtica
classica? Se ndo aceitamos a critica intuicionista & matemdtica
clédssica, @ pensamos que a matemdtica intuicionista ¢ somente um
sub-sistema da cldssica. entdo & pProcura de  uma Prova
intuicionista no  lugar de wuma prova cléssica resultard  ser um
exercicio de engenho semn uma genuwina significagdo tedrica.

A tese de Tait fol reldeitada atravaéas da afirmagdo de
que a andlise intuicionista & divergente da andlise cldssica, e
para  isto, wsa-se o conhecido teorema que diz que toda fungo
definida sobre um intervalo [0.17 é uniformemente continua. Tait




rejeita esta obiecfo afirmando que aquilo gue os dintuicionistas
entendem  pelo termo  fungdo é distinto do significado do mesmo
termo na matemdtica cléssica. Fste tipo de questdo & mwito
cdificil de decidir. Sempre que aparentemante existe wma
divergéncia entre duas teorias 7T e T swrge a tentativa de
@xplicar esta divergdncia afirmando que as duas  teorias falam de
colsas  dislintas. @ (nidca divergé@ncia inquestiondvel ., entre a
matemdtica classica e a intuicionista, daria-ae  quandao  os
principias intwicionistas  aplicados a matemdltia Finiltdria
cornuzenm a um- presulltado  distinto daguele produzide pelos
principios  cldssicos aplicados sobre o mesmo  dominio.  MN¥o
conhecemos nenhumn resul tado deste i



carfTuLo 1

Caracteristicas de uma Semdntica Apropriada para a Ldgiaa
Intuwicionista.

A soemintica para a ldgica classica procura caracterizar
o coneeldto de verdade pela forma gramatical. ow vardade Lodgica
Embora o nome
geral. e dos

-

smantica" refere-se ao estudo do significado em
significados particulares, podemos dizer que a
smAntica da ldgica classica ocupa-as  en  caracterizar aguelas
Formas gramaticaie que por gqualguer substitolcio, gramaticalmente
correta, tornam-se enunciados  verdadeiros. lsto se deve ao fato
cle e a Ladgica cldssica  ocupa-se oy estudo clacpue Las
caracteristicas do significado  Linglistico gue sdo relevante
para determinacdio da validade de um enunciado, Tazendo absltragdo
das caracteristicas restantes.

Uma  semantica para a légica intuwicionista deverd
determinar agquelas  formas  de enunciado, gue por  substituigles
categorialmente corretas, dio origem a enunciados demonstrdveis.
figui entendemos por  demonstracdo as demonstracies da matemdlica
naon-formalizada. além disso,  wna semantica para a ldgica
intuicionista deveria mostrar como & demonstrabilidade de um
enunciada composto depende  da demonstrabilidade dos enunciados
componentes. da mesma forma como a semdntice cldssica mostra como
a verdade de um enunciado depende da verdade de seus componentes.
@ semantica para a léagica cldssica ndo esld interessada na forma
pela qual chegamos a verdade, por outro lado uma teoria semantica
para  a lagica intwicionista deveria mostrar a  contribuig®o dos
conectivos e quantificadores intuicionistas  paga a determinacio
de  uma estrutura  possivel de uma  demonsbracdo de  wm enunciado
matemdtico onde ocorrem estes simbolos ldgicos. [sto @, como a
Forma lLagica de  um enunciado determina o  farma possivel de  uma
demonstracio do mesmo.
cetamos, neste lese, interessados pelos  obletivos gue
uma  semantica intuicionista para  a ldgica  intuicionista  deve
atingir, e pelos seus métodos. A semdntica para a ldgicea cléassica
Farnece uma caracterizacfo precisa das condiglies gue uma forma de
enunciado deve satisfazer para ser considerada uma forma valida.
Fota semdntica nos fornece as condigles necessdrias e suficientes
que uma forma de enunciados da logica de primeira ordem deve
salisfazer para ser uwuma forma valida. Dado qgque na ldgica
intuicionista estamos interessados na demonstrabilidade de  um
enunciado, uma Torma de  enunciliado deveria ser  considerada
"walida", no sentido intuicionista, gquando  tendo sido efetuadas
as  substituiglies correspondentes (de letras de predicado por
predicados especificos, de constantes por elementos de um dominio




cdeterminado) Fesulta uma proposic®o  demonstridvel em wuma teoria
matemdtica intuicionista determinada. Dado que querenos  uma
caraclerizaciio precisa da nogdo de validade, a sendnltica para a
lagica intwicionista deveria fornecer, en principio, sendo dada
uma forma de enunciado da ldgica intwicionista de primeira ordem,
uma caracterizacfo precisa  das condiglies MECEssAr L as L Lma
congtrucin  matemdtica deve satisfazer para poder ser considerada
wina  demonstracio de  um  casao substitobtivo®®  determinado  desaa
Forma (este caso pertencerd a uma teoria matemdltica determinada
Ty Também queremos, estando na  presencga de  uma  construgdo
determinada, saber se esta construgdo @ uma demonstracao de  um
casa  substitutivo de uma forma de enunciado determinada, isto é,
gueremos também estar com a posse das condigles sutficientes cula
satisfacio  por  wuma construgio matemdtioca dustifica que  esta
cors trug o sweia considerada uma demonstragio  de L Caso
aubstitutivo de uma forma de enunciado.

Farguntamo-nos agora  gquals  os enuncladas gue uma
sendntica  intuicionista de primeira ordem deve conter, e gquais
wHEo  os argumentos  que devem  ser  usados nesta sesmantica.  Uma
tearia semantica deve ser analitica, ou seia, ela deve fornecer
LAy expliocacio clen oG s Cuio sagnificaco conhecemos
confusamente, isto @, de modo intwitivo. Assim como a semndntica
para a Ldgica pica explicita & conteibuwigdo dos coneclivos e
quantificadores cliassicos & verdade dos enunciados onde eles
oo rem, do mesmo modo, uma sem@nlica para a Ldgica intuicionista
deveria tornar explicita a contribuigfico das constantes logica
intuicionistas A demonstrabilidade dos enunciados (da matemdtica
intuicionieta) onde eles ocorrem. Mos dois casos  procura-se dar
uma caracterizacin discursiva que  sirva  como  explicacdo  do
significado de expressfies entendidas intuitivamente. Uma andlise
& uma decomposicfo de um  acoisa dada, e o resultado da andlise
n&o deveria conter ontros  elementos que  aqueles que formam &
totalidade previamente dada. Logo, os conceitos de uma semantica
para  a  logica intuicionista deveriam e wum significado
admissivel desde um ponto de vista intuicionista intuwitivo.

Entre s conced tos cle Lina teoria semin tica
distinguiranos acpue lea concel bos e denatam e tiruturas
matemadticas interpretativas e agqueles que chamaremos conceldtos
semanticos prapriamente ditos. gque denotam relacBoes entre
farmulas da légica intuicionista de primeira ordem e elementos
pertencentes  as estruturas  mateméticas interpretativas. Farece
razoavel exigir que a definigfo das estraturas matematicas
consideradas, e também a definigfo dos conceitos seman ticos
propriamente ditos, seiam dadas de modo intuicionisticamente
acedltavel .

Em Tarski=Z* a andlise dos conceltos  semdnticos
distingue entre a linguagem dentro da qual falamos e a Linguageam
sobre a qual falamos, entre metalinguagem e lLinguagem obisato.
Sobre as formas de argumentacdo admissiveis em uma  semdntica
adequada para a ldgica dntuicionista podemos dizer o seguintes
nossa Linguagem oblieto & a  linguagem da logica intwicionista de
primeira ordem:i e a semdntica para esta Légica pertence a
melalinguagem. $HSublacente ao dinfuwicionismo  como filosofia da
matemdtica estd uma teoria das ci@noias dedutivas que nos impede




de ser totalmente generosos  em relacgdo a metalinguagem de uma
teoria. 0 intwicionismo afirma que o saber deve ser compreendido
o seu todo a semelhanca de uma drvore, com uma relac¥o de ordem
anti-gimétrica entre os conhecimentos, esta relaclfo ¢ a relagio
ol e fundamentagio, @/ - 4 desta  arvore & a aritmética
intuicionista, claos princidpios  s®o aprendidos  dntuwdtivamen e
dunto  a  nogdEn de ndmero natural.  Esta concepciio  das ci@ncias
dedutivas como uma  estrutura em  forma de drvore ¢  incompativel
com  uma  total liberdade de nossas ferramentas  lingluisticas,
Liberdade gque poderia  transtormar a relacfo de  fundamentac¥o em
wma relacdo simétrice. Se n®o Limitamos nossos intrumentos  de
prova entao a deducio ndo déd origem a uma relag®o anti-siméterica
e L wihecimentos. For  exemplo, podemos perguntars ¢ a lteoria
clog conuntos o fundamento da aritmética ou & a aritmética o
fundamento da teoria dos conduntos? Se ndo doponos vesteicties aos
nosaos instrumentos de prova gue serdo em um dos casos restriloglies
na metalinguageaen da teoaria  dos coniduntos, @ noultro restricies a
meatalinguwagem da arditmética, podemos atirmar os dois  menbros da
cuestio acima apreseantada==

MAo podemos tepr total  liberdade na cacolha dos
argumantos perlencentes a uma  possavel send@nltica para  a Lagica
intwicionista,  @e  queremos  consheode uma teoria gue e a
analitica no sentido exposto anteriormente, e gue  Justifigue as
Formas e argumentagio € O e R Ca o os cla matemdtica
intuicionista,. FEmbora matematicamente possamos  edificar uma
teoria gque Torneca modelos completos, sempre devemos ter presente
o problema da  dustificagdEo filosdfica desta teoria. Agui  nos
interessa poder  determinar se  devemos aceitar na nossa  teoria
semdantica  para  a  ldgica dinltwicionista argumentos que  sedan
Justificados desde o ponto de vista da lédgica cldssica, mas ndo
desde o ponto de vista da Ldgica dintuwicionista. Acerca deste tema
podemnos dizer o seguinte:s  a ldgica intuicionista de primeira
ardemn & wum sub-sistena  da ldgica cldssica "per accldens”. Se
consideramos toda a  ldgica intuwicionista, incluwindo a  l1dgica de
asegunda ardemn, nos  venos frente a  frente com uma  lagica
divergente da logica cldssica. lsto ndo &  surpregendente levando
am  conha g axighte  wma diferenca na caracterizacdon das
constan tes ldgicas em ambas as ldgicas, divergéncia esta que se
reflete com plendtude na ldgica de seqgunda ordem==, Filém disto,
o antuicionismo apresentouw-se como uma fFilosofia da matemdatica. A
formalizacgio dos modos de raciocinios aceitdvels na matemdtica
intuicionista auceden posteriormen te. Coma filosofia da
matemdtica, o intwicionisno procuron realizar o ideal tradicional
de fundamentar a0 matemdtica. A nogdon  de fundamento ndEo foil
claramaente definida na histdria da Ffilosofia, entretanto  uma
concepcido  parece basicar o  fundamento tem priovidade sobre o
fundadao. Contudo, a determina, cdo da natureza desta prioridade &
problemdtica. Fara Aristdieles esta prioridade pode ser entendida
coma priovidade par naturezra ow como  prioridade em relacio a
NnGs=2 ., Dado que o intwicionismo rejeita qualguer filosofia
realista da matematica, n&Eo aceita portanto a prioridade por
naturezra, aceilta saomente a prioridade referente a nds, entendendo
consequen temente  que o fundamento deve ser gnosiologicamente
promeiro com relagdo ao fundado. Ainda assim ndEo estd determinada




totalmente a prioridade do fundamento. Se néGs ndo limitamos as
nossas  ferramentas dedutivas, esta prioridade ndo pode ser
considerada  uma prioridade por dedugdo. no sentido que do
fundamento infere-se o fundado ndo sendo verdadeira a reciproca.
Em gualguer  caso, para o intuicionismo, o fundamento de  Loda
teoria dedutiva encontra-se na aritmética elementar intuitiva dos
NCLE 05 naturais, e ual e X baenado cdos conhecimentos
matematicos deverd ser feila através de uma Linguagem gque refira-
we, am wltima dingtdncia. a aritméltica elementar.

0 dntwicionismo  mostra-se  assim soliddrio  com  wina
concepean naon holista  do significado  Lingddistico. OQualguer
aprendizagen do  wso das  expressies de uma Linguagem deverd ser
feita a partiy do dominio do significado de wun fragmento da mesma
Linguacem, procernico SHE N intraduzidos  novos instrumenltos
Lingudistioos somen te  se eates podem  ser  reteridos a  este
Tragmento. Isto & programatico, e na verdade, vago.  De toudo gue
fol agui exposto, podencs extralr a seguinte maximas ndo devemos
gar ltotalmente genarosos na escolha dos instrumentos de provae de
wma sem@Entica para  a  ldagica dntudcionista. © claro gue ndEo
axigiremnos  gue  uama  semdnltica para a  Ldgica dntuicionista de
primeira ordem use apenas argumenlos representavels em uma versdo
formalizada da mesma Ldgica intuicionista oo represen tdveils na
aritmé&tica Tormal e Heyting (Héd . Fleve: prevelesmens , pree ) oas
consideraches anteriormente expostas, axigir que esles argumentos
geiam  aceiltdvels na aritmética dntuicionista  elementar ndEo
foarmalizada.

De fato, wimos gue existen diferentes seminlicas para a
lagica intuicionista de primeira ordem. De agora em diante  , atd
o final  deste capitulo, nos referiremos  Aguelas teorias que
apresenltam modelos com estruturas de drvores (drvores de  Heth e
de  Kriple), e aguelas  gque  apresenltam  como sodelos  espacos
topoldgicos. Os modelos do primeirao tipo podem ser pensados como
uma  estrutura em processa  de geragdio, e as modelos do segundo
tipo como  uma  totalidade infinita dada. For agquilo gque foi
exrpasto  anteriormente deverdamos  exiqgir  destes modelos  tres
colsas: primeiro, que formem parte de uma semdntica gue possa ser
exposta matematicamente, de modo intwicionisticapente aceitdvely
segundo,  gue  concordem  com oa  caracterizacdo intuitiva das
constantes ldgicas intuicionistas em termos de "ter uma prova de
wewd  lerceiro, gue &  semdEntica  gque usa  estes modelos possa
fornecer wmna sxplicacgdo  dos significados usados e aprendidos
intuitivamente @  possa  dar  uma  dustificagdo do uso destes
gignificados. A tercelra exigéncia indica que nossa  lteoria deve
representar um  ganho tedrico  sobre a  compreensdo dntostivea. ¢
Leoria deve consistiyr de um corpo deduativo gue faga explicitos os
asignificados das expressties.

Messas cemnénlicas  bazeada  sobre drvores de RBeth, de
Kripke, ou modelos topoldgicos, pela primeira  exigé@éncia exposta
no pardgrafo antecedente, a caracterizacgdo do conceito "enunciado
valido" deverd ser feila através de uwuma lLinguagem que seja
intuicionisticanmente acelldvel. Este "desideratum" &  atingido
quiandao estas semdnticas SAO seman Li cas [ a a ldgica
proposicional aintuicionista. Mas ndo pode ser atingido na logica
de predicados intuwicionizla, porque as provas de completude desta




logica sobre os modelos de Beth, de Kripke e topoldgicos ndo sXHo
intuicionisticanente aceitiveis. Qualguer prova de completude da
logica de predicados intuicionista sobre estes modelos implicara
o principio de  Farkov, principio gue n®o & dintuicionisticamente
admissivel pelo significado dntwitivo das constantes 1légicas
antwicionistas (ver capitulo IV desta ltese).

Mimos gque  exisle uma  caracterizacgdo  intuitiva da
contribuigdo significativa das constantes ldgicas intuwicionistas,
caracterizagdo esla feita em termos da expres®io "ter uma prova de
woe's Dada esta caracterizacfo a pergunta  "tenos agora uma prova
de A" deveria  poder ser respondida afirmativa ou negativamente.
Contudo, as drvores de Beth e de Kripke n%o permitem gque a
gquestdo  sels decidida porgue  se ddentificamos o  instante atual
com  um nddula 7 da Arvaore entfic o fato de que & seia  ou n#Eo
wverdlami ra em I ndo depende,  apenas, do comporltamento  das
componentes  altdmicas  de A nos nddulos  anleo sores de M, mas
também do comportamento dessas componentes nos nddulos sequintes
a e Mo caszo  de esstarmos considerando uma  Arvore infinita. a
questilo da decisfio da verdade de & no nddulo U dimplicaria o ter
uma representacdo  daquilo que acontece em  lodos oz nddulos, oo
supar dado para cada nddulo ' o condunto de  fdrmulas atébmicas
wverdadeiras em 'y ambos alternativas ndo s¥o intuwicionislicamente
aceltdvels. Mas a isto pode ser respondido o seguintes  do mesmo
modo  gue naEo podemos ter ume representacio do gque acontece em
taodos os nddulaos  de uma Arvore de Belh, assim também ndo podemos
ey wma representacio de  lodas as  possivels  provas  de uma
proposicaEo Foe conseguentemente ndo poderdiamos saber guando Lemos
LM prova  de e, ficando  ent®H ambiglia  a  caraclerizagio
intwitiva do conectivo  "=" em termos de "ter uma prova de ...
Flas pocemos cantra-argumentar gue temos L tearema de
normalizacdn na ldgica de  predicados intuwicionista  (ver «Q
capitulo V desta tese) gque permite reduzir toda prova de P a uma
prova cananica. Contudo, este resultado ndo pode ser extendido &
aritmética elementar.

Discutamos AGOIT & @ terceira exigéncia exposta
antericrmen e, isto @ procuremos  determinar se  a  teoria das
Arvores de Heth e de Kripke & uma teoria sem@ntica no sentido de
ser uma  explicacdc @ wma  Justificagdo do uwso Nas  constantes
logicas. Um modelo na  Ldgice cléssica consiste de wm condunto o
chamado o dominio de interpretacdo, e uma assinalagdo para cada
letra de predicado A(Ng XzgewesXa) de uma relac¥o A(dzsdzywvaytn)
aobre M, e uma asasinalagdo para cada constante dndividual de um
elemento a em . Temos assim para cada fdrmula 4 uma assinalacgo
daguelas caracteristicas do significado que s8o relevantes para a
determinagdo  da veardade ou  Talsidade e uma proposi oXo
determinada cuia forma ldgica seia A (embora  possanos pensar gue
ndo temos aqui uma assinalacdo de um significado global). Mo cazo
da  ldgica intuicionista, seria deseidavel., da maneira hals
detearminada possivel, ter para cada fdrmula uma assinalacfo de um
significado. PMas isto ndo acontece naz  drvores de  Belth e de
Kripke, pois npestes modelos ndo associamos signiticados  a
farmulas. Meste modelos a cada nddulo associamos um conidunto de
farmulas atdmicas relevantes  para  a demonstragiio  de LLfIr ey
proposicdo qualquer culda forma Ldgica selia A. lato &, associamos




a  cada fdrmula um  possivel esquena demonstrativo der  uma
proposicio Cindeterminada) cwia TForma ldgica selia A. Poderiamos
dizer que as drvores de RBeth e de Kripke s8o sodelos do processo
de demonstracio de uma proposicio gendrica com forma A. @ ndo sdo
modelos da mesma Farmula A, Estes modelos ndo fornecem instincias
de A mas fornecem instdncias das  demonstractes de uma proposicio
gendrica  com  forma A, Mas., pela caracterizagdo dntuwitiva em
termos  de  "ler  uma  prova  de ... da contribuigia para o
significado global das constantes ldgicas intwicionistas, cada
insLaEncia clemon s trativa clesse i & inchicar univocamen e LU
instincia da  Formal Ldgica A, entretanto dsto ndo acontece.
Featudarasmos ssta guestido no capditulo YV oparte 2.

1o " logical construction of mathemalics, independent of the
mathematical dintuition, P dompos ble ~  for by  this method no
more de obtained  than a Linguistic structwre, which irrevocably
remains separated  from mathematics - and moreover it as  a
contradico®io In derminis -~ because a  logical sistem needs the
basic  intwition  of mathematic as much  as  mathematics iltaselfd
pesds it (Brouwer L9780, pag &73).

DL Com o termno "teoria dedotiva”  ndo farzemos refer@ncia a uma
taaria Tormalizada, mas estamos no Smbito de uma axiomdtica
anctuet bavay, onde  a partir de  tersos primitivos, definicdes
axiamas derivamos as praposices restantes.

3 Fregentemente diz-se que a matemdtica intuicionista se refere
a  obietos  construtiveis., ow, também, diz—-se que  a matemdlica
intuicionista waa métodos construtivos, diferenciando—a, assim,
da  matemdtica cldsaica. HMEo  dewven sar  ddentificados oS
procedimentos construtivos com os  procedimentos finitos, nem com
o procedimentos recursivos. For axemplo, na teoria clas
seqiéncias de escolha (choice sequences). quando introduzimos as
megllincias  dadas [ror e Ledi  (lawli e seguences), temos
argumentos  contra a ddentificagdos "dada PO wma ledi =
recuraiva . Uma seqii@ncia dada por uma lei & um caso especial de
uma func¥o dada  por uma lei (lawlike function), e deste modo &
identificacgi&n acima serias  "ltoda fungdo dada por uma lei &
Fecursiva s e ealta seria a forma intuwicionista da  Tese de
Church. Troelstra argumenta contra  esla identificagdo nos
sequintes termos: "... the (known) informal dustifications of
Church s Thesis all go back to Turing's conceptual analysis (or
procecd along  similar lines). Turing s analyvsis strikes mne as
providing very convincing arguments for ddentifying "mechanically
computable" with "recursive", but as to the identification of
“humanly computable” with "recursive", extra assumptions are
necessary which are certainly not obviously implicit in the
intwitionistic (languagaless ) approach as adopted here s
(Troelstra (19771, pdgs. 4 e H5).

Os procedimentos construtivos servem para introduzir entidades
@ para provar proposiches. Kleene procuron precisar  a nocgio de




"construtivel" wvia o conceito formal de realizabilidade recursiva
(Kleene [19457). Ma verdade, a tentativa de Kleene 'propunhaw%e a
represaentar no o sigtema formal  da  aritmética de Heyting HA o
concedto "enunciado arilmético antuwicionisticamente verdadeira”.
Dado que intuwicionislticamente wn  enunciado ¢ verdadeiro se e
somente se temos uma prova destle enunciado, e dado gue as provas
s40 consideradas construgties, « iddéia de Kleene tomouw a  seguinte
formas Fepreasentar construghes através de nameros naturals e
definir a relagdfo "n realiza A" (em simpolos nra) que vincula umea
construcin  numerada por o ocom um o enunciado A da  aritmética de
Meavting., no caso en gue  esta construgio da uma  prova de f. A
nocdn de realizabilidade fornece uma interpretagdo da matemdlica
intuicionista e termos  de funifies  recursilvas. D fame—se
indutivamente a relacfo nrd, onde A @ wuma Tdroula  fechada da
aritmética de Heybting, deste modos

(i) Se A & atdmica, entdoao nrA  se e somente  se 4 &
vardadeilrag

(ii) nridAAR) se e somente se n=2® 3e para  algum (a.b) tal
cpuies @A e ek

(idi) nriAYE) se e somente se ouw =R para algum @ tal gue
ards ow L 58 para algum bocbal gue bRy

(iv) nrdA=E) se e somente se parae todo m tal gue merAd, njcm)
eatd definida, o {nFdm)rl onde denotamos com nF a fungio paraial
com dandice g

(v) nri=A4) se e somente se rnrA-=0=§);

(vid  nrbhdcx) se e somente € para  todo ow,  dnFim) estda
definida @ {nFimlrAcml;

(rri) nrdxaix) se e somente se ns=27.3534 para algum (me.al)  tal
cpue arddmd.

Geja A uma Foarmula  qualquer. afirmamos que nrAd se e somente
e n realiza o fechamento universal  de  A. Uma  fadrmula A da
aritmética de Hevting chama=se realizdvel se para  algum n, nrAd.
Mo ano  de 19252 Kleene demonstrou gue s pkga A entdo nrd (ver
Kleene [[19741). Mas o alvo que devia ser atingido pela introdugdo
do conceito de ralizabilidade era o de provar que se uma fdrmuala
A fechada ¢ intuicionisticamente veradeira, entdio A & realizdvel,
@ reciprocamente. Mo caso em que esta  proposicdo puwdesse ser
provada  teriamos uma caracterizagdo em termos de uma propriedade
Farmal do conceito "verdadeiro intuwicionisticamente" pela menos
para enunciados da  aritmética intuwicionista. Mas, em 19433, Gu.b.
Fose  frustrow este obietivo guando provoua gque  existe wma Torma
proposicional dntuwicionisticamente invéalida tal que cputa lopuen
instdncia substitutiva da mesma na aritmética de Heyting (fechada
ou aberta) ¢ realizdavel. Além desta, temos mais duas dificuldades
para identificar realizdvel com intuicionisticamente verdadeiro.
Frimeira, se aceiltamos a ldgica cldssica na metateoria  (como o
feor Kleene) entido a Foarmula AVWA & realizéavel, pois aceitando o
principio do terceiro excluido podemos admitir gue uma Formaula A
ou @ realizdvel ouw ndo ¢ realizavel. HMNa primeira destas duas
alternalivas taemos que I (AaV-A)., onde nrA. Ma segunda
alternativa., dado que para todo w  tal que mrd  lemos  que
{OFCmIro=f, entda Or(-A) & consequentemente 2riAV-A). Sequnda. a
definicio de realizabilidade, no caso da disiungdo, deveria ter a




forma nr(AVE) se e somente se ou nrd ow nr&, para.concordar com o
Tato de gque . dada uma construcg®o podemos determinar se ela &  ouw
ndo @& uma prova de  am enunciado  dado, e com a  explicacio em
termos de  "ter uma prova de L .W" do significado de AYE. Tambdm
ndo  podemos decidir se n @ o ndmero  de Godel de uma  funcio
parcial recursiva, e conseguentemente ndo pode decidir a fortiori
e nriheAcx) ou ndo.

Loga a tentative de definiry "construtivo"  como "esteitamentle
Finidtista” o Mpeaoursive' . como Lambdm @ tentativa  de
caracterizar o conceito de "prova construtiva de uam enunciado A"
e Lermos de realizabilidade fracassaram. Haacl (019771, pag.
105 resume & siltugdo assims "... The dntwitioniset criticism of
classical logios depends apon a notion of ‘possible construction’
which s susceptible of & wide variety of dinterpretations. I ot
im anterpreted very narrowly, the parts of classical mathasmatics
which wodad bBe ruled ac rtable are  very restricted inde « Loo
restricted  to  be acceptable to wmost intuitionists. F 4t is
interpreted more bhroadly, the intultionist becoms wulnerable to
b i sme from the strict findtist analogowus Lo has own
criticisms of the classical mathematics".

Talwesz & slluagdn  devesse GE e bendicda RO [ S 1=t
intuwicionistas aceitariam procedimentos de  prova, & entidades,
cuer  Fepousan em uma exltlens®o  conlinua de nossas Taculdades
mentais. o e Emp Lo, [ERNEE acmi tem © FICUNE 170
AL 100,890, 0804.000,000.000, pois embhora Ao pOsSSamos, no o per curson
de nossa vida, contar osla olfra, podamos pensear gue o homeam
possa wum dia chegar  a wviver um  ndmero suficiente  de anos para
contar eslta cifra. Além dislo, temos maguinas  gue podem efeltuar
eela operacido. Fodemos concseguentamente admiticr gualquer ordinal
numerdvel . enquanto que cardinais como Ra ndo  podem ser aceitos
desde wum ponto de vista intuwicionista, por ndo ser enumerdavel s a
concepodn deste namero  reguer um salto sobre nossas faculdades.,
Contar @& uma operagdo efetuada de modo Ssucessivo, @ gque
consequen temente @seltd suieita ao tempo. O tempo & uma das
condigfes com  as gquais  as nossas Tacouldades tem  que concordar.
Aaprasndar um  bodo intinito naom  de modo sucessivo Mass
insltantaneamante estd aldm das nossas capacidades e de gualguer
exltenasfio continua delas. dado que esta apreens@o ndo pode ser
efeluada sucessivamente, isto &, tomporalmente.

oy

4. YVer Eolmogorof® 193235 Dummett DLI9781.01979 18 Prawitz [1977],
C19781s  Heyting [L193171. Fl9héd . Uma discusedo deste  tipo de
interpretacio,  assim  como interessanles referéncias histdricas
sobre ela, pode encontrar-se em Sundholm 19857,

Y. Mos artigos "Truth” do ano 19899 e "The PFhilosophical Rasis of
Intuitionistic Logic" do  ano 1953, Os dois  artigos encontram-—se
em Dummett  [L9761. Mo primeiro  dos arltigos nomeados acima,
Dummett afirmaz "We no longer explain  the sense of statement by
etipulating its truth-value in terms of the trulth-values of itls
constituents, but by stipulating when 1t may be asserted in lterms
of  the conditions under which ites constituents may be asserted!
(Dummett 19787, pag. 17 e 18).




de Isto @, se podemos ow afirmar  ou negar que  lemos  uma
denonstrac®o de p.

o Mer Troelestra (L9771 cap. 7 e De Swart [1977].
B. Ver Dummett 197971 cap. 7 parte 2 ¢ Frawitz [1977].

7 Fara este resul tado ver Van Dalen L1975 cap. Ly
"Trncompleteness of Intutionistic Logich.

10, Ldem (931, Tambdém wver Dummett 19791 cap. 9 parte 4.

Lho Fara uma exposicdo da evolugio do pensamento de Heyling sobre
esbe temsa wver Sundholm 19857,

L2 Ma werdade, guando Heth analisa o antuwicionismo mataendtico na
sia abra "The Foundations  of FMathematics" o faz na parte WV da
mesmna cudo Ldtulo & "The Existence of FMathematical Entities", mas
o desenvalvimento ndEo distingue claramente entre a interpretacio
ontoldgica @ A an e e ta g dn seamar Ll oa cla ma temalti ca
intuicioniata., Contrariamante, Lorenz (wer  Lorenz e 7 g o
introduciao) caraclerizae  olaramente o dAnctuwlcionismo  matemdiloo
coma uma forma de construtivismo.

13. Ver nota (3).

14, Y"What L have done here s to transfer  to ardinary statements
what the i1ntuitionisls say  about mathematical stalements"
(Dummett (19781, pag. 17). "We no longer explain the sense of  a
aslatemant by satipoalating its truathevalue in terms of the truath-
values  of dts  conestituents, buat by stipulating when it may be
asselr-ted in terms of Lhe conditions under  which its constituents
may  be asserled” (Dummett 19781, pdag L7 e 18).

15, Fois condiglios de assercio (no caso da matemdtica) pressupoem
condit gives de  denonsltracio. Se  podemos  asserir um o @nunociado,
podemos demonstrd-lo., =

Léda gibvt also ¥l die reine Plathematil keine sichere Sprache,
oo, keine Sprache, welochs in der Unterhaltung Missverstindnisse
ausschliest und bel der GedichtnisunterstGtzung von Fehlern (dah.
VO Verrwe chalungen varschiedenser  mathenatischer En b ticten )
mohtttz b, (Mathematilb, Wissenschatt und Sprache, HBrouwer [19757],
g LS.

17« Aristdteles, De Interpretatione, Ld &

18. Brouwer, como 4 o fizeram Aristidteles e Locke, presupfie gque
a Linguagem & simbolo  de entidades  mentails  (estados da  alma,
Golen as ) ats o gue constituem o significado das expresstdes.
Fritretanto, para Wittgenstein, o uso constituil o significado ndo
pressupondo asseim teads  entidades. A critica de Brouwer ao
Formali=mo matemdlico repousa na tese de que a Linguagem no &
cony i A L como - reflexo desta realidae mental. A nao-
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contraditoriedade das formas  Linglisticas nd0 assegura qgue a
referifncia destas formas ndo seia vazia.

19« Um  exenplo desta ddentificacdn  pode ser wvisto en Quine
L2531, no artigo On What There Ts. Concordando com Kant, Brouwer
afirma  gque lemos conhecimento no caso emn  gque aos concedtos
correspandam  obietos  constroddos na dintuwicido. Oz concedlos
matendticos  serian Legilinos  quando o sew  obieto pode sere
construddo  a  partir da  intuicqo  Tundamental do teapo.  "aa.
Intuitionist mathematics is an easantally Languagel s oachivity
of the mind having dils ordigan in Lhe percepltion of & nmove of
Times, d.e.  of  the falling apa-lt  of  a 1ife mosent into Lwo
chistinct things, one of which gives way lto the other, but 1=
rectatned by omemory . DF bhe two-ity  blhaes born ds divested of all
gual ity ., Lhere cemains the emply form of the common substeratum of
all two-ities. LU ds this common substratum, this emplty form,
wihiah ds bhe basgio antultion of mathemaltice" (Brouwer [19757., pag
== [ 53

Flas  exisle uma razdo gue dopede uma ddentificacio dmediata
das beses dntuiciondstas (Lais como foram formeladas par Brouwer)
com a frlosofia kantiana,. Hant dew a priori., independentemente de
wita aplicacdo a gqualguer  matdria particular, um  anventdrio dos
e lemnentos doentendinen to (ocategorias) e olas farmas  de
inforégncia. Contrariamente para o intuwicionismo ndo ¢ posasivel
cdar um dnventdrio das  formas vadlidas  de raciocinio  matemAlico
independen temente  de  sua  aplicacio a  uma  determinada matéria
matemAtica, itsnto se  deve ao  cardter aposteriori da  ldgica em
FelacdEo a matemdbica.,

20,  Suponhamos para  Tixar dddias gue  a forma de  enunciado é
Vx (FxV-aF x )A-IxFx=3xF x . Fodemos  dar & F a interpretaciio "ser
numero dmpar gque equivale a  soma dos seus  divisores proprios'.,
Ubtemos asaim  como caso  substitobivo da forma exposta acima a
proposicdao  da matemdtica antwdicionista " ee  para  todo ndmero
natural ow  ele & dimpar @ e@uivale a soma dos  seus divisores
proaprios, ou ele ndo & dmpar ou ele ndo  equivale a a  soma dos
seus divisores praprios, @ aldm disto & absuwrdo supor  gque ndEo
exista um nimero  dmpar gue eguivale  a sona dos” sews divisores
praprios, entiio  existe um ndmera dampar gue agquivale a  soma dos
seus divisores prdaprios.

i "For this  reason, when  we  dnvestigate the language of a
farmalized deduactive science, we must always distinguish clearly
hetwsen the language about which we gapeal and the language in
whioch we apeal, as well as  belwesn the science which 1is the
abiect of our dnvestigation and the science in which the
investigation is carried out. The names of the expressions of the
firelt language, and of the relations between them, belong tao lhe
second language, called the msmeta-language (which may contain the
Firalt as a part). The descriptions of this expressions, the
cdefinition of  the complicated concepts, gapacially  of those
connected with the construction of a deducltive theory (like the
concept of  consequence, of provable sentence, possibly of ltrue
sentence ), the determination of the properties of these concepls,




is the task of the second theory which we shall call  the meta-
theory." (Tarski [195%670, pdag. 167).

2. Emo oum caso  poderemos  derivar. a  partir da  leoria  dos
coniuntos, as leis da aritmética. Mouwbro caso, usaremos as leis
da aritmética para obter os resultados da teoria dos  coniuntos,
por exemplo. usaremos o principio da dndug®o. Em ogeral. o que num
contexto argumentativo ocorre como  conclusdo de um  conheacimento
A, em  ontro, pode ocorrer como um principio para a dedoagdo de A
Fata situacfo & albeia a0 espirito da teoria aristotétlica da
CLEnCLA dedutiva, onde  a relagifo  de  dedug@o entre dois
conbecimentos & abzoluta @ ndEo depende do contexto argumenlativo

au. "Whereas first  order intuitionistic logic and  dts prominent
theories, sl as aridthmetic, are ust  subltheories of the
corresponding classical ones, the notions of second  order logic
seem Lo dictate their own laws in the light  of intuitionistic
conceptions” (Man Dalen 19861, pag. 308).

2d, Ardstoteles, Sequndos naliticos, 728 a 1-0H.
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CAFITULD 2

MODELOS FARA LOGICA FROFDSICIONAL INTUICIONISTA L.FP.I.

Chamamos modelo ou arvore de Kripke a uma tarna(%, R, >
onde % & um conjunto distinto do conjunte vacuo, iR &  uma
relagdo transitiva, reflexiva e antissimétrica sobre g, e F & uma
relagdo entre elementos de (% e Tormulas proposicionals  que
satisfar as sequintes condigbes:

Frara um CE qualguer
i) Se TEP e TRA entsio AEP (p & uma formula atomica)
ii) ™ EAnG se e somente sefFfle riE B
iii)FFAVB se e somente se(FAou =B
ivy T EwnA se & somente e para todo A&j rRA
LA '
vy © F ADB se e somente se para todo Ne Q;rr&a ; s8 6}:"/4
entiio DB
Alem disto. pediremos que ( % i "? > SEJE WWma arvare, isto e.
pediremos que exista tal que para todo Qég , RA
Nota rd & gqualquer A tal que [ I?A
Uma formula A chama-se valida no modelo< Qs ‘R;I':>5e par&
todo Feg , T FA . Uma formula A chama-se valida se ela é

valida em todos os modelos de Kripke. Fodemos assoclar a cads
Bl % um conjunto de proposigles que expressam uma determinada

informagdo. Assim. [ IQA indica o fato de que a informagio
clada por & uma extensiic conservativa da informacdo dada
pior ~ . Como esta interpretag3co intuiltiva o sugere, e

verdadeira a seguinte proposigao:
Froposigdo 2.1.1

Se — kA e TRAO |, entzo AEA .

A prova € por indugc3o sobre o nimero de conectivas de A. Se A
fosse atOmica. a proposigio seria verdadeira por i). Suponhamos
agora que [_I= LW A e rIe A . Seja & tal que O R B
Dado que WU & uma relacdo transitiva, © IR & , e entao temos
que & A i 0 mesmo argumento repete-se para qualquer &
tal que N IR & . Logo A= nA . Suponhamos agora que
r= A>08 . Seja 6 tal queAIRS. Logo se & FA entac

e k=6 , @ partir do fato de que rR e . Ent3o,

N = A >B . Us restantes casos sao faceis.

Froposigdo 2.1.2 _ ,
Sejam < Qi f\t, F > e <%a'2| k > dolis modelos de kKripke

tais que, para gqualgquer formula atémica p e gqualquer [ &t{rrl:f’
[ =

se e somente se [ &'P . Entzo <Q, ¢ ED e{%,r? > sHO
idénticos no sentido de que, para qualquer farmula A, M A s €
somente se I k' A . A prova & por indugdo no namero  de
conectivas de A.

Froposigdo 2.1.3 Seja g um conjunto distinto do conjunto
vacuo, e seja N uma relag3oc transitiva e reflexiva sobre o

conjunto % . tal que < 9§, > tenha uma estrutura de
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arvore. Suponhamos gue k= seja uma relagdo entre elementos
de @ e formulas attmicas tal que sel E P entxo 'k P
Entao pode estender-se a uma relagio k; de tal modo que
< QR l:') seja um modelo de kripke.
Demonstra;ac- Definimos F' indutivamente assim:
i) TE AnrB’  se e somente se Tk A e (kBB
11}\’!-/\*’5 se e somente se FE A au vi'B
iii) 0 F, n A se para todo ©X , 4t A . oy 1
iv) I= 'A>3 se para todo rk.‘ se r¥E'A entio ¢ F B a
Corolério 2.1.4. Seja %, um conjunto distinto do conjunto vacuo,
e seja IR uma relaglo transitiva. reflexiva e antissimetrica
mobre de ‘tal modo que<f9JR >  tenha uma estrutura de
arvore. Suponhamos que 12 e uma relagdo entre elementos de

e farmulas atOmicas tal que se TP entiio TY¥EP : "
Ent3o existe uma Gnica extenszo possivel & uma relagio £
entre elementos de ﬁa e farmulas da lédgica proposiciaonal tal

que < Y. 1R, l='> seja um modelo de kKripke. A existéncia dea
erxtensiio seque—se de 2.1.2 & a unicidade de 2Z.1.2. O

2. Tabelas de Reth

Chamaremos TfTormulas signadas as Tiguras da Torma TA  ou

FA onde A & uma fTéormula proposicional. Se 5 & um  conjunto  de
farmulas signadas e C & uma farmula signada, escreveremos {5,050
para denotar S U § <] e, A&s vezes, usaremos para o mesmo  fim
SwEas

fgora vamos expor as regras de redugc3o R, onde S &
qualquer conjunto ( possivelmente vacuo ) de formulas signadas, e
A e B s3o férmulas gualsguer.

T A S.T (AA B) F A S.F ( AAE )
S, TA.TR 5,FA | S,FE
TV S, T ( AV E) FV S.F ( AVE )
5.7A8 5, TH S.FA.FE
T 5, T (A A F WA §,F (W1 a )
S.FA s . TA
T 8, T { A2 B ) F 2 S,Fs( ADR )
S FA 5,78 s . Ta, FE
: 2 o
Mas regras FW , FD . acima, ST_ = {TA/TA & 87

For uma aplicagdo de uma regra R a um conjunto U de
formulas., entendemos a substituigdo de U por U, (ou por Uy e U
no caso que R Ooseja FA TV ,T> ), onde U €& o conjunto de
formulas acima da linha, e Uy (Ug U, ) o conjunto de Tormulas
abaixo da linha. Suplie—-se gue, para uma escolha adequada de
S,A.BE, a coleg¥o de formulas signadas acima da linha na regra R e
J. No caso contrario, & aplicagio de R a U & novamente U. For
evxemplo, & aplicagdo de TV a {TA,FE,T (CV D)} fornece os
conjuntos {TA.FR.TCY e {TA.FE,.TDj., e a aplicagdo de F D ao
conjunto {TA,FB,F (C> D)} & {TA,TC,.FDJ.
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 +5, e aSm
S.S., ...ﬁhl de conjuntos finitos de formulas signadas. For uma
aplicacdo uma regra R a uma configuragdo {5, .5, ,....S“ ¥
entendemos a substituigdo desta configurag#o por uma nova, gque &
como  a primeira, com excegdo que no lugar de algum S; contém o
resultado ( ou os resultados ) de aplicar R a S. .
Definigdo 2.2.2 For uma tabela de Beth entendemos uma sucess3o
finita de configuragtes q +€ 2w onde cada configuragao Bi
distinta da primeira & o resultado de aplicar uma das regras
acima expostas & configuragdo precedente.

Lim conjunto S de férmulas signadas & fechado se contém
TA e FA para alguma formula A. Uma configuragdo 15 .5 ....5 ) &
fechada se cada S: €& fechado. Uma tabela € , € , € & fechada
se alguma €. & fechada. ! N "
Definigio 2.2.3 Uma tabela para um conjunto & de  formulas
signadas & uma tabela € ,2,, § onde €, & {8j.
Definigdo Z2.2. Lim CDnluﬁtD finite de formulas signadas & e
inconsistente no caso em que pode-se construir uma tabela fechada
para S. No caso contrario, diremos gque 5 & consistente. Uma
formula & & um teorema se {(FA)Y é inconsistente. Uma tabela
fechada para {FA} chama—-se uma prova de A. e A & um teorema,

escreveremos + A
L P\

Definigdo Z2.2.1 Uma configuragdo é uma colegdo finita iS

Intuitivamente, podemos interpretar as regras de redugdo
do seguinte modo. TA tem o signiticada " A j& Tol provada", FA
tem o significado " A ainda ndo foi provada ". As regras devem
entender—se assim: dada a situagdio expressa pelas formulas acima
da linha, ent3o a situagdo abaixo da linha &€ compativel com ela.
For exemplo, consideremos a regra FO2,;, 8§ F (A> H). 8Se ainda n3o

Sr JTA.FE
possuimos uma prova de ADJH, podemos ter uma prova de A sem ter
uma prova de B.
Definigido Z2.2.5% Dizemos gue um conjunto de formulas signadas

ETAu.Tﬁz.---T“n, FBy, - - -- F'Bmx} & realizdvel, se
podemos construir um modelo de kripke < §, R, JF > 8
encontrar neste modelo um © € 8 tal que T EA:, © EA, -- fﬂ—ﬁn.
T B34, CEB. o, T¥B, . Neste caso, dizemos que [ realiza
) conjunto. Sel 5,55, . = A - PN & uma
configuragio, diz—-se que ela é realizavel <se algum &, (=]
realizavel. 6 6 G !
¥Lema Z2.2.68. Seja { 1, - } uma tabela de Beth.
Se §; & realizavel, enti3o G;+4 & realizavel.
Demonstracio: Nos temos oito casos conforme gual seja & regra gue
permite o transito de G; a G;r4
caso 1 Cx e 5, TiAvE) ' g e G
é&. s e s B9 TA\,{S,TB\- { Do fato que € ¢

é realizavel., algum elemento de C; e realizavel. Se este
elemento ndo & { S. T (AVER)} entdo, ele mesmo, pensado como
elemento de G4 . também & realizavel. Se o elemento
realizavel de 6 & S, TlAV®) podemos encontrar um
modelo de Kripked @, R, E e algum elemento © &% neste
modelo tal que ™ realiza S e kv AV . Logo
reEA T S +) . Logo ou B realiza {5,.7A3 ou [
realiza {5, TE}. Oualquer gue seja 0 caso que vale, C,£P4

& realizavel,
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Caso 2 Doy é{' "Ny [‘S'F(U\M}"‘\ EC.:Hé

i { ST.Tﬂ‘ ; e ow m W Nos limitaremos ao caso onde o
elemento realizavel de Gi e {S.F ("1 A)}. Ent3o podemas
encontrar um modelo de kKripke ¢ Q, 1R, \:7 e umn T &

neste modelo tal gque realiza § e U “\ A . Logo
existe r* &€ Q . tal que r* FA . & além disto, dado que
r realiza Sy entio X realiza S¢ . Logo U realiza

é:jgc;,::T%}‘-' & E s T(wa)} - } Tt e (l
WA

(S, FAl ; Llpanhammq que {S.T )} seja
realizavel. Entféic:. eyxiste um modelo( %, R, = 7 e um T &
tal que [ realiza S e l_ U\ W L.Dg;r:.- l_' realiza {S,FAY
Casod . & ‘( (s Teang) ) - ] e Gy e
IS,TA.TB]‘ 0 mesmo r’ que realiza S,.T(A A ER)
realiza {5,TA, TEI‘ ’ ;
caso 8 C; & L.--: fueesdl. } o €. & Q.. {5.FA)
15, FB8 P } Se realiza {S.F (AARB)), ent3oc ou

[~ realiza {5,FAF ou U realiza {S,FB}.
Caso & G & 'L ES F(AvR) - 1 e C(-H e i

S (S.PALFET .~ . . .} se realiza {S,F (AV
Eij!} entio realiza {S.FA.FE}.
Casg 7 B e f- NERITIE © ChH ef

P . . 1S.FAX, rb 154.- - Suponhamos gue

o T (f—\D B} & realizavel. lcac:r:l &*\J.ste Lim mc:delo(%, X, |=>

um U € % tal queTFE OB &b realiza S.

Deve acontecer gue ou U realiza {§,FA} ou VvV realiza { 5,TE]
pois. s 1sto ndo ecmntecesge, teriamos que Tk A e (€ P/ E!-15t0

e, v K a >

Caso 8 (. e (. Rb MDB)}'-'{ e Gi{-A é&-
. .(sv, TA,FB]-

Suponhamos gue {B. F (QJB), seja realizéavel. Ent3o, existe um
modelo de kKripke ¢ 9,18, & D e um U tal gue f—F! a >Ee,

realiza Sy . Logo, existe I"x’ tal gue r":'s‘%,. c* E. Entaoc X%
realiza { ST.. TA, FE . 0O

Observagio: 0 leitor gue esteja interessado na obtenc3o de uma
metateoria para a logica proposicional intuicionista gue seja ela
mesma intuicionisticamente aceitavel pode rejeitar a demonstragio

tlos casos 2, 5, 7 e 8. Nos casos 2 e 8 a existencia de
surge a partir da regra de J.nfer'E'nt:laJHﬂ— NoA
gual n3c & intuicionisticamente aceitével,; no caso 2, além desta
regra, usamos eliminagdo da doble negagdo ( do fato que nao

& verdade gue. para todo U " l‘}ll A, inferimaos que existe um
tal gue ' F A). No caso 5 usamos a regra% . No

caso 7., supomos decidivel que | A. Para afastarmos estas
dificuldades. podemos tentar percorrer os seguintes caminhos:

ou podemos raciocinar sobre os modelos { "%, e, F’) finitos sem
danar a teoria geral porgue demonstra—-se gue se uma farmula & é

validasobre modelos finitos entd3o L";r A. ou podemos exigiv
unicamente gue para toda formula A e todo seja verdadelra &
proposigda "ou l"[: A ot rp{A ". Nesta dltima alternataiva,
além disto precisaremos o principio de Markov ®¥x ( F(x)Vv7 F(x))
A Y YooY Fis) ~—p_}}=_ Fy gue n3do & intuicionisticamente
aceitavel. A dificuldade zurge do fato de gue a existéncia ou
ni3oc existencia da relagio l—'— entre um elemento © de % e

farmulas A2 B, A, depende daguilo gque acontega em todos os
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elementos N tais que reb . Afortunadamente,.no caso
da logica proposicional intuicionista podemos ter uma teoria
semantica intuicionisticamente aceitadvel raciocinando sobre

finito, fato este devido & propriedade de modelo finito que
veremaos adiante. a
Diremos que A é verdadeira ou que A tem sido provada no

rnodo T do modelo { 9, R, = Y se e somente se V A.

Teorema 2.2.7 "Soundness" Se L};‘ A ent3o A & valida.

Seja < X R, > um modelo e seja v € % . Suponhamos que
— A.  Logo {FA} & realizavel. Uma prova de A ser& uma

tabela’ by, I;-;. e e e Gh_fer:hada aonde 64 & {Fay. Mas, se

€4 €& realizéavel, o0s restantes G; , 12 (2 am também s3o

realizéavels pelo Lema antecedente. Logo existird uma configquragio
fechada e realizével. Absurdo. EntdEo T = A. Logo A & valida. O

Obzervacgdo: Esta provae faz uso do principic "reductio ad
absurdum", pois, do Tato de que U “ leva a um absurdum,
dedur—se gque = A. Mas, se racirocinamcs sobre modelos Kripke

finitos, a prova & intuicionisticamente aceitavel.
Definigan 2.2.8 Sc—ejag uma colegdo de conjuntos consistentes de

Tormulas =ignadas. % chama—-se uma colegdo de Hintikka se., para

(AAB)e m —) TA €T e TE

T e

F (AvE)Ye > FA & e FB ¢ [

T (AVE)e (—ou TAECL ou TR &

FAAB) el —Sou FA € T ourr e [

T (W Agrq—) FA e

Fr(AOB)er—Pou FA €7 ou TR E T ch,The b
FiWwRARAle T — podemos encontrar -ﬂeg . -

F (A>R)ETT podemos encontrar ﬁé.g && TAc A, FBel

Definigdo 2.2.9. Seja 3 uma colegdo de Hintikka. Dizemos que
< A R, k& 7 & um modelo para 9 S8
(1) Q, R, B > & um modelo de Kripke
(2)F A — +~ RA
(Z) Thert — T EF
FReT—p © KA

¥Teorema 2.2.9 Existe um modelo de Kripke para gualquer coleg3o
de Hintikka.

Demonstragido: Seja uma colegdo de Hintikka. Definimos R assim:
diremos que IR A se I+ < £ . Definiremos agora
uma relagio ‘3 entre elementos de % -~ e Tormulas
atémicas. Afirmamos que T EP 52 e somente se Tpe [ . onde
noée uma formula attBmica., isto &, uma varlavel proposicional. Fara
LM e qualguer, temos que T+ < X . loago
se Tp & entio Tp & r‘* . e por isto, =3
entio kP

Fela proposigio 2.1.7 podemos estender ‘: para obter um modelo
e kripke < A R, F > . Resta-nos & demonstragdo ol &

propriedade (3). Fazemos a demonstragio por indug3o no agrau  da
formulea.
Frimeiro caso:

T kg &€ U

verdadeira para H.

Y
)

Cl=P
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4)

Fuper —p (30&9) (Trch eTBE

_"——"B E3A 6‘?) (rea ¢ A EB) = VP'!"‘B
S e R B, ER L =y rpae Flre =D T HBAC
F(BANC)E FE_ZPD ov FBer ov F€ €T —Pov i FRov rt,-{c:pr';{sn
Terceiro Caso: A —= BV C .

T ( BVC YV —PD ou TR& ou TC € T — oV th;WrFC—_—br':BV'
F(BVC )ET—f FBET @ Fcer—prHgerfc —> CHRBVC

Cuarto Caso: A = > G
TEXICIeET = v, TIRA, T (Bd¢) e A—P VA reA, ovrBEA
D‘AL[};TE&A ——_(?\:VBQ:;;:RA' ov AZB ou AEc—D vAey , T RA, AI=B —D
F ( B2 C ¥ & V=1 Q.AGS{FRQ,TB &Eﬁ,FC.G.—A_:D BA&Q;r‘eA, AF'—B
e b — P i p>c o

Em todas as demonstragles acima, supusemos que ou — =3
o F#B, isto &, a decidibilidade da relagioc E . Para mostrar
a completude das Tabelas de BHeth sobre os modelos de Kripke,

precisamos demonstrar somente que, se L'—PIX «  entdo existe
uma colegdo de Hintikka % tal gue para algum re 9 B X &l
Fois, NESEE CAS0. existira um modelo ( (a. IR [=> et a 3 com &
propriedade que se FX & T entio 5 . Logo ¥ nao
seria valida.

SGeja & um conjunto de Tormulas signadas.  Com g 5

denotamos a colegdo de todas as subfarmulas signadas de Tormulas
em S. E claroc gue, se S & finito, entdo § (S) & finito. Seja S

um  conjunto de  Tormulas consistentes. Definimos um  conijunto
redusido para 5 assim:

ESO = 5. Tendo sido j& definido S,n = um  conjunto  finito de
farmulas consistentes, suponhamos que as seqguantes regras de
redugdo possam ser aplicadas a S, FA.Ta, TV, FV, Tn, TDO.

i) Seja R FnA . Entdo S, e fu, F (AARB)Y, 5, € consistente.
Fror isto, ou £ U, FIAAR).,FA) & consistente ou {U,F{AA R}, FE} &
consistente. Seia S“+4 = ‘{U, F(A A B}, FAY se ele
& consistente; no caso contrario, San+ A sera

{ U, F (AN B}, FEBJ}.

1i) Seja R TA . Entéiec S, & {U, T(A nB)}. logo sendo S8 s
consistente., {U, T (A A B), TA, TE ; serid consistente.

Logo definimos 5 .44 coma {U., T (AN B).TA. TB}.

11i) Seja R Tv Logo 5 e { U T (A VEB)Y. Ent3do. ou

LU, T (A4 v EB). TAY ou {U.T (A v B} TEY s3o consictentes.
Escolhemos como S 44 »  entre agqueles dois, o que for
consistente.

iv) Seja R FV. Logo &, ={U. F(AVE);. Enta3o,

{U. F(AV EB), FA.FR} & consistente.

v) R & Tw . Logo Sﬁ = {U, T{ «1r A}F. Temos gue gU.T'fv\a\-FAl
& consistente porque Sa & consistente.

vi) Ultimo caso. R & T2 . Logo S, =tU, T(A2E)}. Entaoc, ou

(U, T(AD B)., FA} ou {ULT(ADER).FA) ou {U, T{(A2D2E)}, TEBE)} =30
consistentes 2 escolhemos como 5,44 2 aguele dos tres qgue seja
conszistente. Assim. temos definida uma seguencia (S, J.mepn tal

que Sa € Samsd » cada S, & finito e consistente. Dado que cada
Smcfls)e 3’( S ) & finito, apenas existe um numero finito de
S oA diferentes. Logo existe um 5, tal gue, se lhe aplicamos

quaisquer das regras de redugio (exceto F L ou FD2 )y obtemos
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novamente S, . Chamamos a este conjunto S, o coniunto reduzido

de S, e denotamo-lo por S'. No caso em que. chegando a S, s+ ndo
POSSAMOS ;-:xpllcar nenhuma das 6 regras antecedentes, fazemos Ssniq4 =
S = S . E claro que qualquer conjunto finito consistente de

formulas signadas tem EPﬂ_lehtD reduzido S'. Além disto, se 8' &
um conjunto reduzido, S tem as propriedades seqguintes:

T(ANE) € ' L TaEe 8' e TB e §'
F(AVE) ¢ 8 ——— FA ¢ 8' e FB & g'
T(AV R) eS' —b ouTh eSS ouTE 58’
FIAAB) € 8 —V ou FA €8 ou FR & s'
T wA € s8¢ —p Fa ¢ &' ,
T(A 2By € 8 — ou FA €8' ou TR € 8

Claramente 5 & consistente. Seja 5 um conjunto fimnito
consistente de formulas signadas. Construimos a colegdoc dos
conjuntos associados da sequinte forma:

Se F W pa €89 H ST TA 3 & um conjunto associado
Se F (AD B) €5 {5+ » TA, FB}é¢ um conjunto associado
Mos casos distintos destes dois, 8 serd sew propric _associrado.

Seja A (S) a colegdop de conjuntos associados.A (8) < It (c? S I
pors se U &A (8) ent3o Uéj(S), e alégm disto J (8) & AFinito.
l.ogo, deduz—se destes dois fatos que U&E { S(S)].
Teorema 2.2.10 (Fitting) #As tabelas de Beth s3o completas sobre
s modelos de Kripke.

Felo teorema 2.2.9 & suficiente construir uma colegloc de

Hintikka % tal gue para slgum i"f:s Fare U i

Suponhamos que ;_PAI‘ Loge { FA 7 seria consistente.
Fetendemos F& a sew conjunto reduzido So . Construimos A ( SO 3
a colegdo de conjuntos associados a Spo .

A ( Se ) tera a forma { U, . U, yeeeannn Un ¥

Seja 54 o conjunto reduzido de Uy
Seja 82 o conjunto reduzido de U 3

Seja S, o conjunto reduzido de U g

"
Azsim, temos uma sequéncla So P P 82_. ......... &

Depois construimos A(S54 ) a colegdo de conjuntos associados a S g
A ( 84 ) = {4 Upst s Unpgz necessnnans L gie &

Seja S.i4 0 conjunto reduzido de U wad
Seja Sw.e 0 conjunto redusido de U4

Seja S, o conjunto reduzido de U m

fA=sim, temos agora uma sequencia Sg. Sqseeens S v Oyt ssn e nTam -
Repetimos o processo com 5:.* e assim sucessivamente. Construimos
-

assim uma sSequencla S, . S; s S, ssrssrnssascees...Dado que cada
o ; < S { Se K existe somente um numeroc finito de 5. distintos
= \
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entre si. Chegaremos a um elemento S da sequéncia tal que

qualquer continuac3do da sequencia So . E.‘| sessnnSc repete um
clemento antecedente. Seja Q = { S, SyrernnnnneaaScde

FA € S E % & uma colegdo de Hintikka. Fois:

TC AA B TAE 5 e TBES; . 5; e reduzido

F( AVE ) € S‘_ .:D FAE S, e F'I':'léS;L « 8¢ e reduzido

T( AVE ) & S, —Pou TRE S; ou TRE S, S & reduzido

Ft AANB ) €& Sij ou FAE S ou FEES;, S e reduzido.

T(C w»\ A ) € Si.:p FAeS;. 5; € reduzido.

T{ AD R ) & S —pou Fhe s; ou IR € S 4 SI & reduzido.

Se F(wA) € 8§, entdo existe U &€ A ( 8;) tal gque S < u.

Ta € uU. Seja A o conijunto reduzido de U, K& g e temos
que S+ < A Ta € A

Se F(AD B) & S- entdoc para alqum Ue A ( 5 S"r < L.

TA U , FB & u. Seja o conjunto reduz ido de U,

beQ, S+ D thaeh, FRe .
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3. Propriedade de modelo finito. Arvores de Beth.

Na prova de completude das tabelas de Beth sobre os
modelos de Kripke, foi construida una coleg®o de Hintikka finita
G = {80, 81, .., Sk} tal que FA & SO0 €& G. Pelo teorema 2.2.9,
podemos construir um modelo <G,R,|f* a partir de G, tal que SO
néo |A.

<G, R, h‘-'i}é um modelo finito.

Assim, temos provado gque, se A N & um teorema em LPI,
ent{o existe um modelo finito <G, R, |k* onde A n & wvalida.
Obtemos assim o seguinte: se A & valida em todo modelo finito,
ent”:m e teorema em LPI. Pois, caso isso ni'l:n aconteca, existira
um modelo finito <G, R, I'I:?-* tal qgue, sobre esse modelo, A n|"=o
sera valida. Temos, portanto, provado o sequinte teorema:

TEOREMA 2.3.1. A em LPI, se e s6 se A & valida sobre
todo modelo finito.

Esta & a2 propriedade de ter modelo finito {(FMPX. Assim, a
légica proposicional intuicionista possui a2 propriedade PMP.

De fato, poderiamos ter exigido na definig“:o dum modelode
Eripke, que o conjunto base G, fosse finito. A vantagem deste
procedimento estaria no fato de poder obter assim  provas
construtivas dos casos, 2,7, e 8 do lema Z2.2.6, e poder obter
deste jeito um teorema construtivo de adequag:h‘:n [soundnessl.
Exigindo G finito, toda a teoria semintica até agora desenvolvida
deve ser intuicionisticamente aceitavel. Porém, na bibliografia
usual <Vide FITTING [196%91», sendo que n{io h&a um interesse
especial em obter uma teoria semantica intuicionista, esta
exigendia & dispensada.

0 fato de ter FMP n“:c: deve nos levar ao engano de
pensar que LPI possa ser caraterizado por meio duma tabela com-
uma guantidade finita de valores de verdade. Uma coisa & a
completude em relac a uma familia infinita de modelos finitos,
e otras & a completude em relag a um modelo finito. Demonstra-—
se, por exemplo, que LPI & completo sobre a familia de
Jaskowski

)

mas também demostra—-se adiante que n existe nenhum
modelo finito <G, R, > tal que toda férmula véalida sobre ele
seja demonstravel, na loégica LPL!
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0 calculo proposicional cléassico pode se caraterizar
através duma tabela de verdade cujos valores s8o M = {-l-,T}, no
sentido de que, .se para toda atribuicdo de valores de M para as
letras proposicionais, a8 formula A recebe o valor Tentido A & um
teorema de CPC Mais na frente, vamos ver que isto deixa de
acontecer na LPI, fato que indica que LPI ndo é uma légica
polivalente finita. Suponhamos ter uma atribuicédo jZ‘ que associe
a cada variavel proposiciona P, um felemento é(F’) de M, de tzl
ieito que ,Qf origina uma atribuiciio de elementos de M a uma
formula gqualguer A.

Alem disto, suponhamos gue, se A & teorema em LPI, entin,
vipr pertence a D [onde V<@> & a atribuigd&o induzida por }fll.

Seja agora uma férmula A tal que, para qgualquer
atribuicdo de elementos de M a variaveis proposicionaios, tem a
propriedade de que Vi@>(A) esta em D.

Infere—-se destes fatos gue A & um teorema da LPI?

A resposta & negativa e deve-se a Gidel, que demosntrou
que ndo existe nenhum sistema valorativo finito e adequado, que
seja completo em relacdo a LPI (veja teorema 2.4.1, no seguinte).
Mas, tambéem mais adiante, se demonstra que todo modelo finito de
Eripke pode gerar umn sistema valorativo finito (Teorema 2.5.6.).
Desses fatos, deduz—-se que {l_?l'lh’«lﬂl model®e Kripke finito <G, R,
'r-}-'é talouse uma férmula qualquer A & valida sobre esse modelo,
entdo A & demonstravel na légica LPIL. 0 resultado de Gésdel
referido por nées, sera apresentado na segdo seguinte, e o
trénsito desde um modelo de Kripke a um sistema valorativo seré
feito na segdo 5 deste capitulo.

Para concluir esta secdo, vamos aplresentar uma nova
classe de modelos <G, R,|k, com estrutura de Arvores; os
chamados "modelos de Beth". Falamos gue um conjunto de nodos S
@ uma barreira de um nodo T em G, no caso de qualquer caminho
através de (Ccontenha um elemento de S. Agora, vamos definir
uma relacdo [ entre elementos de G e férmulas.

‘ ' i% Se | P e F RW, entéo T|p, para o caso em que
p seja atomica.

1i%) I f ¢ & B) se e somente se I |‘|= A e FII': B

1ii%) |']: (A V B) se e somente se pode—se encontrar
uma barreira S Je F talgue para T em 5, entdo T h‘- A ou T I B-

iv¥) F | CA) se e somente se e se, para todo T em G,
tal que R T, T ndo ]'r- A.

v¥) F |t (A D B) se e somente se, para todo A
em G, tal que r R A se g | A, entdo 4 |B. E3
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TEOREMA 2.3.2 Se A © uma férmula valida sobre todo
modelo de Beth, ento A & valida sobre todo modelo de Kripke.

A demonstracdo apoia-se no fato de que, a partir dum
modelo de Kripke <B, R, ]’t‘» pode ser construido efetivamente um
modelo de Beth <GB™, F 2 tal que, no vertice r“' da estrutura
<B™, R™, |f¥#y ocorre que "‘|'|= A se e somente se acontece que [ |f
A, onde & o vertice de <6, R, |. Ent&o, suponhamos que existe
um modelo de Kripke <G, R, '[-9., tal que A ndo seja valida sobre
esse modelo. Logo se ¢ o vértice de <6, R, |&* entdo - néo
|- A Consideremos agora ;B"‘,F{“‘ |‘f"'“~o modelo de Beth associado, e
seja I—“’ seu vertice.Logo néo A consequentemente A ndo &
valida sobre <BG™,R", E"“ Fl—ortantc:, falso que A seja valido
sobre toda Arvore de Eeth.

Seja entido <G, R, |['=l> uma Srvore de Kripke. Escolhemos como
elementos de B~ todasa as seqgiencias finitas Moo= {rl,...., l—k.}- de
elementos de G tals que r—l ¢ o véartice de <6, R, |'|= e para cada
O < i 4k, I'i ndo & um nodo terminal e i R ri+1.

Definimos em B~ uma relacdo R™ do Jjeito seguinte: r~ R
p"’ se P~ & uma extensdo de . Isto &, W™~ tera a forma

r—l,....rlf,I—L+1...l-j';>se - tem a forma < plo. .

Definimos agora uma relagdo IF™ entre nodos GY e
formulas, da seguinte maneira:
Moy A gse e somente se i F A, no caso que [~ seja

Fl"“ I'J' firmamos que <G™,R™, I‘l:"‘"> & um modelo de Beth. Vejamos
que valen as condicBes %) a (v*)'

(i*) Seja p tal que MRVpY. Be i—““t“’ p entao I—l:: [f p no
caso que ™y seja {ri,...., <+ A classe U tera a forma < rl,....,
I—k,..., », sendo gue |4 R pm. Portanto, rl h. p, conseqientemente
WO [ (p atomical.

(ii*) Se v [f*A % B), entdo, rk IF A rk I B

Logo, f “IF Ae r “IFB - A reciproca é facil.

(iii*) Se ™ Ii:‘” (A V B) entdo & llf A ou |-|-: |'l= B. Logo, ™
h, A, ou "'W"B e r"' & uma barreira de si mesmo. Reciprocamente,
suponhamos ter uma barreira S de r“‘ tal que para todo pv
pertencendo a §, ou MY ‘-"' A, ou pv ;:"‘ B.GSe [-"’ tem a forma
{rl,...,rk}, algum p™~ em S er‘é a forma ﬂl-l,...,rk,rk...rk,}, com rk n
vezes repetido, ((n sera 1, no caso em que - seja terminal) e,
consequentemente, teremos que ou I-lv h‘: A ou |-+f. I B. Logo, r¥ IF
n VvV B, e, portanto, |'- " V B

(iv#) Se r"' |’f"‘ (-A), entao, rl L -A. Portanto, para todo s,
tal que rk R s, ocorre que s néo |- A. Conseqgientemente, para
todo p™~ tal que R pu~, ocorre que WY ndo |p A. A reciproca &
facil.

v¥) Suponhamos que para todo u™, tal gue I—“' R pyv, se u~
L A, entdo p"'l‘-"' B. Logo, para todo (s, tal que rlrr R s, se s h':

y entdo, s h- s, pois -f!-l...rk}- R™ rl...l-L rs“
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Logo, & |f (A D B). Consequentemente, ™ | A B)

A

Infere—se,
propriedade de
somente se’

que para toda formu

entdo, que <[3"',R"‘,|{E"'> & um modelo de Beth, —
a A, {plaaMr YA, se e

[F A- Especialmente, ™~ = <l & tal que e
se e somente se o véertice l'1 de G & tal que 15—\
Apresentamos, no seguinte, dois exemplos e construcido de
um modelo de Beth a partir de um modelo de Kripke.

(3

Lrl‘grdrr‘l(‘z'\)

PATRITAL J /

é, r41(1| r-"'.?
VAR
Lr“;(?’)
LAY cun > 2
ru(“
zriln,ﬂ)/ é r‘fr“ r4'rz-?
;s c1t€ 0 €32
Zr'uﬁ.) .<0 l Ca O4! Cz 2
7 cet 03 2
o B
2 f‘url)
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Vejamos agora a demonstragdo da proposigdo reciproca: se
A & valida, sobre todo modelo de Kripke, ent8o A € valida sobre
todo modelo de Beth. Esta prova tera o seguinte percurso:
provaremos (2) que & o teorema de adequacdo sobre modelos de
Beth, na sec. S deste capitulo. Os enunciados (@ @
(M),conjuntamente fornecem a prova desejada.

1) Se A & valida sobre todo modelo de Kripke, entéo A

é demonstravel em LPI.

(2) Se A & demonstravel em LPI, entdo & valida sobre todo
modelo de Beth.
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4.51stemas valorativos,. Modelos algébricos

Nesta seqgi3o & na seguinte consideraremos uma nova clacsse
de modelos cuja estrutura geral é da forma<JV\:D;ﬂ,U,:ﬂu—)cnde
M e D s3o conjuntos, D um subconjunto de M, n, U, — operactes
binarias sobre elementos de M, e-uma operagdo  unaria sobre
elementos de M. Demonstraremos que LFI & uma légica completa em
relacdo a estes modelos, e também teremos em relagdo a estes
modelos um teogrema de ‘“soundness". A pergunta  qgue sSurge
naturalmente &: OQual é a diferenga entre estes novos modelos e as
arvores de Beth e de kKripke?. Demonstraremos adiante que se A é
valida sobre todas as Arvores de Kripke ou equivalentemente
valida sobre todas as arvores de Beth, ent3io A sera valida zobre
todos estes novos modelos e reciprocamente. Isto &, o conjunto de

formulas wvalidas serd o mesmo conjunto em todos os casaos, Mas
aqui  também nos perguntamos pelo modo de recolher o significado
cdas conectivas intuicionistas. Uma situagdo semelhante Toa

enfrentada  por nds, no caso dos modelos de Kripke e de Beth. (0
caonjunto de farmulas validas scobre todo modelo de Beth @ o mesmo
conjunto gue o conjunto de Todrmulas validas sobre todo modelo de
Eripke. Mas existe uma diferenga no modo de caracterizar a
disjungio. Em um modelo de kKripke a disjungiioc & "loral" no
wentido gque 1_' E Av 3 se 2 somente se ov I kA
ov MER- mndelu de Beth pode acontecer gLies
Tr= Av B, \"'F}\A o B . no caso que exista Lima
barreira § cle tal que para todo ﬂ &S, B = A (i}
A \, B " E;\_..temlc:amente & interpretagio seris assim: um carpo
de conhecimentos i caorrespondente & um nodo de uma  Arvore
de kKripke permite deduzir & BE se e somente se ou [ Nos
permite deduzir A ou r nos permite deduzir B 3 um corpo de
conhecimentos r_ correspondente a um nodo de uma arvore de
EBEeth permite—nos deduzir A V B, se e somente se qualquer que
seja o modo de progredir de nossos  conhecimentos, poderemos
chegar a Lima extensiio N\ de i tal que au de

£L deduz—-se A ou de dedur-s= K, Esta caracterizagdo
da disjuncso estd na base do fato de gue tenhamos nos modelos de
Kripke FMF., & nos modelos de Beth n3o tenhamos FMF.

Lima situagdo semelhante enfrentamos agora comparando
sistemas valorativos M, D, ' | =t - ‘7 " e modelos  com
estrutura de arvores (_‘%,lR L—) Em um sistema valorativo M &
alguma colisa dada, enquanto em uma arvore nas podemos pensar que

& uma estrutura aberta em permanente expansdo. O primeiro
modelo & atemporal. FPodemos vincular uma variavel proposicional p
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a um elemento il de M se r- pertence a um elemento
(p) de M. Enquanto em um modelo com estrutura de &rvore o vinculo
dependera daqueles nodos que estejam "depois" de [ "

LIm sistema valorativo h :'..< M, D, N, U, _:P, = 7 & uma
estrutura  formada por um conjunto M, um subconjunto D de M.
operaglies binarias N, \J, ﬁ sobre M e uma operagioc -
unaria sobre M. Além disto, temos que, se a € D ent3o a,V b

= D para todo b € M. Uma assignagdo é uma 'fgt;ao ¢

de variavels proposicionais a elementos de M. induze
uma valuagio U¢J que associa & cada fdrmula um elemento de
M assim:
VH (ANBY = Vg (AN VH(R)
Vi (AvRB)= YAV Yp(BR)
Vg (A> B)= V4 (A)=Dvp(8)
vd(wA) = - V¢ (A
Diremos que A & véalida sobre /hL e denotamos este
"Gatr_w as=im ,v\;; f—\ =8 @ somente se para foda assignagio
$ (A € O. .
Teorema 2.4.1 { BGodel ) seia M ={M,; D, VN, =D, =7
um  sistema valorativo finito ( iste &€, M & um conjunto finita)
com n elementos tal que, se e & ent3o yF /X .
nao & completo para L.F.L., isto &, existem Tarmulas véalidas
sobre /m que niHo sdo demonstravelis na lagica LFI.
Seja A a formula \Xe(cjempp Pi &¥—D Py ~ E ‘elaro
que 2 oy Sega wma assiqgnagdEo de

elementos de M a varidveis proposicionais. Do fato gue & contém
n+l variavels proposicionails deduz—-se que, para algum par i, 3

Al Ldtmed GPy)y = ¢1P) . Dado que \:P' P a— P ] entio
| E P gee——>p P consequentemente Vg (Pe—>P)eD ., logo
WAt g—p d(P e D . | entso bIR)E=Ep $iF)e D e

conseguentemente Vg (e, Hp") & Do

A seguir consideraremos uma classe especial de sistemas
valorativos gue chamaremos &lgebras de Heytinmg. Uma &lgebra de

Heyting { M, [‘l L.ty =1 ~ 7 & uma estrutura na
wal i) <M, N,V 7 & um reticuladoy; 1ii) existe um elemento
minimo chamado o zero do reticulado e denotado por O. Teremos gue
a VM O =8, ano = 03 iii) existe uma operagio binaria
=] tal que para todo a, b, c e M, ¢ £ O. —Pb se anc fb.

Observagio: Em um &lgebra de Heyting{ M, 1,0 J, e = 7 para
cada elemento a € M  podemos definir -~ a = a —I) O . B2 1 =
sera a unidade do reticulado. Teremos que a ¢ 1, av l = 1,
al 1 = a, Vae M.

A segulr provaremos que, se A & valida sobre a familia
das algebras de Heyting ( isto &, se para toda &lasbra de Heyting
(YQI \ t:/ny_ A ) entdo Ner A . FPara fazer a prova
introduziremos & alaebra de Lindenbaum. Definimos uma relagdo de
equivalencia sobre o conjunto de formulas bem formadas da logica
proposicional  intuicioniste assim: A N B =se e somente se
A», pB - Sobre o conjunto quociente definimos operagiies

P i forma:
Le n, v, o da seguinte forma:

-1
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Se chamamos M ao cc;n}untnm temos aue

( M ' f\, V) 7 £ um reticulado, p e o Tero do

reticulado, el M 4, N, VY, D -~ 7 & um algebra de
Hevting. Agora, demanstr‘amms o segulinte Teorema.

Tearema Z.4.2. Seja A uma Tarmula valida sobre a familia das

algebras de Heyting. Entdo e

Demonstragdo:  Suponha mc:la gue Fiw Consideremos &
algebra de Lindenbaum M M N, \), — - ) . Seja )ﬁ tal
que LP) = « Loge Vg (ﬂ) F ' e consequentemente
A n3o é valida sobre ‘M . Fois se fosse V¢ (A)=1 entio
- A 44— A BE A W P } e dadao que
Kol ':.) teriamos que +« A

= W Raw . Lol <9

Ley

S. Fodelos topolégicos
Consideremos um espago topoligico 4 X B 7 onde e )
£ a familia de abertos de X. E Tacil praovar que <e X, n, v, ::O

& uma &lgebra de HMevting, chamada o modelo topolagico dﬂ- Ht:'\ 1rg .
onde N & a intersecdo de conjuntos, U & a unido
de conjunitos, _:) B ests dETlF‘!lL]c:\ por _‘_—__P B o=

< ¥ /S owme o & M oentdo = IS ] . 2 0o conjunto vacuo & o

zero da &lgebra.

Diremos que uma Tormula A & valida em um modelo
topoldgico ( 2R By 4, =y, = 7 se para gualquer
assignacém de abertos de X & variavels proposiclonals

Vfg ) = X .
sequir demonstraremos para as algebras de Heviting
finitas um teorema de representagdo anidlogo ao  teorema  de
representagdio de Stone para as Algebras de Boole.

qu
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DefinigdHo 2.9.1

Seja ( /\/\[ l n U r2 - 7 uma algebra de

Hevting. Um elemento a & M. 0 chama-se irredutivel no
caso em que se a = buc entic ou a =b ou a = c.
Lema 252 Toda &Algebra de Heyting & Lim reticulado
distributivo.
Demonstragdo: Em gualquer reticulado b bV o = c4sbVco
Temos assim que

ah b &t an {( bJ cC )

a Nc étdaNn { by c )
e entlic (anNb ) v ( apc ) 4 a N { bv o ) )
Além disto, temos gue { ahb [ ¢ anb yJ an c i e

)
consequentemente em uma &loebra de Heyting temos gue b £ & :1:7
[ ¢ an b )V anc ) d
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Analogamente demonstra-se que c ¢ a D [( anhn b J)dJ ( an c )]
e assim temos que b VYV ¢ &« a V [En) Vv (3nc)T)

Consequentemente, a n (bwvc) &« (anb)V(anc) (2)
A partir de (1) e (2) deduzimos que 9 n (bu¢) - (ar\bjU[aﬂC)

L.ema 2:0.3 Seia /\AJ‘_ } n, v, —D ' > uma

algebra de Heyting. Se cP e um elemento irredutivel e

9z VbV C entdo ou a £ b ou & £ C.

Demonstragdo: Suponhamos que a ¢ b VU ¢ , entdio 8 = (buc) no =
(bnd) v (Cr\é) . Consequentemente, ou a = b 09 ou
R = & hHd poils a & irredutivel. Logo ou a& b ou a4c.

Seja < d, o > uma estrutura onde J & um
conjunto e (o] & uma aplicagdo de subconiuntos de J  =abre
subconjuntos de J gue satisfazr &s seguintes condigBes para todo
par de subconjuntos A € J, B ¢ J:

[s]
i) A°<ca, ii) (A®° = a, 1ii1) 3% = g, iv) (AN E °= A°N RS

Nestas condigles Tica definido um espago topolaogico
sobre J onde os conjuntos abertos s3n agueles conjuntos tais que
<

£ = a.

¥Teorema 2.5.5, @ Representaclo de &lgebras finitas de Hevting

Seia m = <i"¥, 1 L :b; === 7 LM

algebra finita de Heyvting. Sejia J o conjunto de elementos
irredutiveis de M. A ordem £ de M restrito a J induz
=obre J uma relacio de ordem. Definimos sobre J uma topologia
assim: o interior A° de um subconjunto & de J sera& A= {a e A/

b&A para todo B £ at.

Valem as condigles 1i)—-iv) do Lema antecedente. Um conjunto ﬁ

sersk  um conjunto aberto se A = A . Seja B & colegdo

conjuntos abertos dessa topologia sobre 3. Claramente {(&.141.N, V: :D -

é uma &lgebra de Hevting. Demonstraremos qgue existe
isomorfismo \Jr' de Algebras de Hevyting entre ’hz <M (41,n U j:? =

E<eyé\an,:D; -

Demonstragio:

Fara cada a e M definjammse \P {a}) = { d € Jd/ d £ al.
Observamos que Y (a) ¢ (W (aY) pois se ce@( a ), e bed
& tal que b £ c,_ ent3o b & a, e consequentemente b & { a 1.

l.ogo € & (L\HB\\ Conseguentemente ‘-\’ (a) & um conjunto aberto.
ﬂ}l e um morfismo de Algebras. Fois:

iy Y caver= QP v ¥

Se d & w ( aV b ) entdo d44 a YU b, dadoc gue d &
irredutivel, entdo ou d€a ou d£b. Logo d < 4’ (a) v (b).

Se d & \V (a) v \P (b}, temos gue ou dé& a, ou d 4 b, em
qualquer caso d £ a Vv b e consequentemente d & KP { a J bl.
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Se d € ¥ ( anb) temos que d« anb, logodita e d &«
b, ent3o d & Yiiay n ¥ (b).

14 y - (a2 TPb) = tP(a):)‘v

See  d & \V { a=Pb ) entdo d £ a — b e conseguentemente dn
a £ b.

Sela = B 4. Se T £ a entdo =& a n d, &
consequentemente =z £ b.
loge = € { x / se x £ a, ent3o 2 bi. Logo d & {({ %/ % £ &
entdo 22 b 3)° e consequentemsn tm d 6 &P (a) ==t \P (B}«
Seja agora d. de J, d €& { &) \\) {b) ). Logo de { ne
J/ »w € V¥(a) ent3ioc = & \-\J =B }° . Istm significa que,. dado
2 € .d, z 2£d. s z £ a entdo z £ b. Mas, d N & £2d e. alam
tlisto, d N a e J, e d N a <£a togo, d N a = b &

cansequentemente d & a—p b.
‘-Y & sobhrejectiva. Folis:

Seja D & 1= um conjunto aberto. Dado que J & finmito
D= 4,9, .. . - ) Su }
Sera d= d’ Vody o e it s Frovaremos que \\J (d} = D
Cada d, £ i, além disto cada d; & irredutivel, entdo
s & ‘-\’ 1§ Logo o = Y id). Reciprocamente, se ¢ €&

\\’ (d}), ¢ & irredutivel e c £ d VvV d e a ke Xidy -
Consequentemente c ¢ d para algum {£ i £ 0n . b &
aberto. loao o & D. e entdo Y (d) = B

& um monomorfismo. Mostraremos gue, se LP {a)=
\\) {by entido a = b. FPara atingir este objietivo mostraremos

que. para todo a € M, a= v (&) onde ¥ ¢ay & o
supremo de todos os elementos de (a) e u¢ =0,
Definimos o nivel de a em M =< M (4], n. v —H, —. > que

clenotaremos com 1 (a) como o numero de elementos do caminho mals
curto  ( aquele que contenha o menor nimero de elementos) que va

de a a 0. Se l{(a)= O entloc a =0 e Y (a)= }2( de tal modo
que 0= 5 = (V) \-P G v Suponhamos agora que 1 (a) Z 1. a
hiphtese indutiva & que se 1(b) 2 1(a) entio b= \ \P (b,
Se & §/ J ent3o & = b V) c para algum par b.c tal
gque b £ a & © £ a. Entdo 1(b) Z 1{a) e 1l(c) & 1(a) e
consequentemente b = VYWV (b)) e c =V $(c). Logo U (& =
(b v c)= CoU Wy v 9 el) = Ui
WoOP(ey = buvuec= a. S a &€ J, entdio a e ¢ (a) =
J \P(a).
Teorema 2.5.5% (Soundness para alaebras finitas de Heyting) Seia
A uma foérmula tal gue le. JAN . Ent3o A& & véalida =obre toda
Algebra de Heyviting fimita ')7' =L M,({], e oy B =

Demonstragido: Dado que /YY{_ = o SRy A A A u‘::b"—?é Lma

Sloebra de Heyting finita. entio,. peloc teorema antecedente

muald & .4, N Y =k~ 7nnde J & o conjunto dos elementos

:erec}u iveis de M e a familia de abertos de J
definidos através da ‘_melmgla exposta no teorema antecedente. A
prova rﬁn=15re na demonstragio da existéncia de um modelo de
kripke v ‘-3 | \:' > =obre o qualAn3o seja valido, &

partir da 5"90%1‘;30 de gue A naoc & valida sobre m .
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L.ogo, pelo teorema 2.2.7. teremos que t/"l A
Suponhamos_entdo que A ndo seja valida sobre M = { M\ f '”
My y = 7 com M finito. Ent3o existe uma assu;nat:am
tal que Vsé(f‘-‘a) =/ 1 . Definimos uma
assignagcdo Wo nnde & o isomorfismo
entre ’% e < ©,4) N, Y, '> . Teremos que
q.(m =WV ‘P(b) com b < 1. Além dxstn, Y (1) = J, entdo
{b) e consequentemente Uq' (A 7‘/ J. Temos entdo
wma »aluacé(m VQ" sobre ¢ 6.4, N, V, =13 > tal que
Uq-' {A) )7/ J. Definimos agora um m::-ric-*rlczl cje %‘r“lplfcﬂddp R, ED
sobre J assim. Dados dois elementos v e A de J dizemos
aue TR A e ANz . Agora definimos uma relaco |=
entre variavels proposicionais p e elementos de J. Dizemos gue
C = p se e somente se e (r-:, Suponhnamos C R
e C kP . Entao N = ¢ = = [P_J um aberto, teremos
oue A e V. (rl‘t e consequentemente ﬂ ‘: P . Logo se
FTEe entic “Ee. *“:‘1:-! proposigioc l.l.5. podemos definir um
modelo de irlpi—m < d. R, EF > | veijamos que © | a Se @
somente s LI = Ur :‘F,,z para toda Tormula A. Fois:

iy T EBnc A&D revr(Bac) D CeVg (8) n V‘—tc_) G
re Vgle)le ¢ evgle) &D T« G, r\-*

= Rve &D r eVe (Bve) &= reuq-tmu Ve (<)
d:DFévqlB)U\"e\k,—{C—)d:D FrER ou T IFC

iiny O F V\AA' er‘; téca para todo [ x \c)"r Il: 52 e
somente se V el T ity v e ((Vglp) E——
re - Ve lA) d—_:b « e uq_ ' 5 ‘
iv) 5 = B :) —aCImE*F't'I'f— =e para todo A
tal que A< — s e A \‘—' ent3o = <.
Lege Tl= 1% 3 & . se e somente se VA A £ f" e
A [ v (B) entio N & U¢ (C.) Sepe e { /
& VJ{B) entdo A e V¢ () » see & VY B) —D Vg )
C € Vg IB) =D VYylc) 588 ¥ E V¢ (B> c) .
lLogo. dado qgue \Y (A J. existe A tal
oue A Qf Vq' = isto g existe 7/A tal gue

A\ A. Temos encontrado assim uma &rvore de kripke £ d)
R, = > tal gue A n%o & valida scbre este wmodelo. Logo
A. "

LPl

Teorema Z.o.6. Completude parsa &lgebraz fTinitas de Heyting.
Suponhamos que A seja valida sobre toda algebra finita de
Heyting. entdo +_ A §

L2

Suponhamos gue L/H A . Entaoc exvliste wuns arvore de
Kripke finita < §, R, = > tal que A n3o & valida sobre
esta &rvore. Sobre definimos uma topologisa cula base

cle abertos estéd formads pelos conjuntos Upe = f A J IR A}, l"f':‘é ”

Definimos uma assignagido de abertos de % &  VArliavels
proposicionais '-P (p) = C /T Ee®e } . Frovaremos
que Vg (B) = E « /v E3 ] para qualquer

formula B, {(Fazemos indugl3o sobre o grau de E J.
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L V4 (¢ad) = Vglc) nve(e) = (r/rkc)n (r/rED] =
(r/TkEcC er=D} = (r/recan} |

) Vg levn) = vgleuwlo) = [F/TE cYu(T/rED] =
(r/r\:(_ ou F\_‘:D}:Er/r‘:c_uol.

iin) vy (¢ >D) = Cl 0 < D} . Bage Eer&VqG(CDD)

entio e (VY (GC):—P Vg ( ©) ) . logo © < E‘J—/ =2 (= <
entio T 1= O e consequentemente Tg U, < T /
se § kB Centdio T l=.D} para algum O . Mas se
& Uh entdo U & UA e consequentemente
Ue & T se (\=c entoc T E D i ;
Consequentemente se A & tal que IR A ,7 A= <
entzoc Al D . Logo - £ > Db,
Feciprocamente se | = iE D D entiic U < E T/ ==}
g & entdo éi' E D} e consequentemente C < { T /se
0T E < entiic CEO i logn © & (Uq,(r::; - Vg (D) e
ent3o & Vq (C = D).
ivy blwe) = E I"/ CEW® C'} . Fois cbseryvamos que
{ tA B §F = —d"(C) = ( (P c))e)
L.ogo § e k? L n C) == & somente e
Cevp < (R lc_)}‘“ para algum ; see
Ume (Y1(€))S + see para todo tal que I O

AVc, see CEWC "

Enta3o temos que ¢ (A) 3 . pois  no
Caso contrario 3 :[:T'/ — = e A seria vealida
sobre < 'ﬁ ;1R =" > . Temos encontrado assim uma algebra
finita de Heytinga < & . (3 s Wy =32y = P Londe

& & a colegi3o de coniuntos abertos de gj « & sobre esta
Slgebra A ndo e valida.
Consideraremos agora um sistema axiomatico para LFI.  Os
axiomas sHO:
(1) A > (EBDA )
(2y A 2> (B2 & AR
(Zy APM BOA

(4) AN EDEB g

7D 6 vV BO( { A>LC ) > { { B> C )}y > C }
(8 ( A>E ) > ( (A>(B>C ) )} 2 (AD>C) )
(9y ( ADEB 3} D2 ( (A>PGnwWE) > U A

{10y & 2 (WA 4 DB )
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Consideraremos como Onica regra de dedugiio a regra de HModus
Fonens. Estes dez axiomas com a regra de Modus Fonens formam o
chamado calculo proposicional de Heyting : a calculo

proposicional intuicionista CFI.

Lema 2.5.7

Se - A entiio + A
L@\ c Pl
Demonstragdo: Fara fazer a prova introduziremos o calculo de
sequentes L2 gue tem regras de introdugdo de conectivas a

e
sequerda e direita. S3Ho elas :

Direita. Esguearda
Atenuagio r A C. A
. AA V‘A:ﬁ
A CAD c 8.4 A B:A
or': AnB, A, A <, ARB. A

\/ r‘_ AVB‘.A 1

VA:A r.8:4
CiLAve, A C.t,AVB D B LAY

___, T, A:8

(B A C oAb

r+A-—3 e, A—DB ! A
1 C A r: A B
N AL A
Lim seguente basico serd o que tenhsa & TfTorma r B A A
Diremos que um sequente r : [l derlva—se 8 L' ou & provado em
L' e denctaremos este fato por i *L’ e existe uma arvore
finitas cuja raiz estejs assoclada ao sequente ™ & A . B

cuions nodos  terminais estejlam assoclados a 2 sequentes basicos,
valendo 2 propriedade de gue todo seguente assocliado com um nodo
aue estela debaixo de algum ou de alguns outros nodos, & Lma

consequéncia direta de alguma das regras de dedugdo de L do
sequente ou dos seqguentes associados com agueles nodos, ou uma
repetigidc de um sequente assoclado com um nodo | imediatamente
precedente acima de & Frocuraremos agora relacionar este
c&lculo L com o sistema de Tabelas de Heth. Associaremos a cada
conjunto Tinito de féormulas signadas um  sequente assim: as
farmulas signadas com T serdo postas & esquerda do signo Yo P
izto &. no antecedente do sequente, 8 as Tormulas signadas com F
serdo postas & direita de " " po sucedente do sequente. Lim

conjunto de fToarmulas fechado estara associado & um  sequente
masico. Diremos que dois nodos de uma arvore de prova tém o mesmo
nivel se o numero dos nodos intermediarios entre ceda um destes
nodos & o vértice &€ o mesmo. Fagamos corrvresponder aos sequentes
associados a todos os nodos do mesmo nivel de uma arvore de prova
uma configuragdo de formulas signadas G; . Conjeturamos entio
gue uma tabela fechads para { FA § corresponde a uma arvore de
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que uma tabela fechada para { FA  corresponde a uma arvore de
prova para : A Demonstraremns agora a conjetura exposta. Isto
é, demonstraremos gue se l—:‘,' A entio = A :
Suponhamos entido que A . Sabemos que existe uma
tabela G, G eaiiniss & § § Ceucesy § & we Com w. fechada ¢ §; =
{FAT. Construiremos agora uma arvare de prova para @ A fazendo
corresponder biunivocamente a cada configuragiio 6w = { S , S ..
GP} p nodos do seguinte modo a Gy = tFAY “faremos
corresponder—-lhe o nodo raliz da arvore gque seréd construida e o
sequente z A.  Suponhamos  ter feito a correspondencia até  a
configuragio 6,..4 = F"U S22, -+ - S . SP} . Entao G, & gquase
COmo Gq.-a ¥ exceto gque substituiremos algum Se por o um
novo caonjunto  Sg0 ou por dois novos conjuntos Sg 0, Sgn .
dependendao isto da regra de LFI  usada por nds. Faremos
corresponder a cada &, , 1 ;4 ko um nodo & um  sequente como
fizemos precedentemsnte. istao e, repetimos os  nodos & os
sequentes para 1 # k. Distinguimos agora os oito casos sequintes,
cada um deles correspondente & uma regra de LPIL.

-

i) Sg obtém-se de 5S¢ atraves de TA . Entdo Sg sera da forma
g, { BAC 1} e Ce = e sera da forma ©, B AC - A
S tera a forma ¢ S, TH, TC }. Colocamos acima do
modo  associado & S¢ um nove nodo gue associaremos ao  sequente
correspondente a St que sersa da Torma £ o B L & ﬂ_ %
ii) S e Sen obtém—-se de S¢ atraves da regra F /A . Loge O
= {8 F (CAD)}} . Sg=158, FC }, Sew = { 8, FD > e g 5
& da TForma T ¢ CAD, A . Ent3co colocamosz acima do nodo
associado a Se dos nodos novos aos gue associamos os  sequentes
correspondentes a S e Sgn que s3Ho C: . A e v : D,
respectivamente.
iii) Sq eSS obtém—se a partir de Se atraves da regra TV . Logo
Se& serd da forma { 8. T ( C VD )i, & ao & {8, TC} & B & da
forma ¢ 8, TDh Y. Fomos os nodos novos. e ﬂ.,.—,,-_ & da forma
m e ¥ D, A e o0s sequentes assoclados acs nNovos nodos

seréo LC A e © DA

ivl S obtém—se de Sg atraves da regra FV . S €& da
forma { 8. F ( CVD Jie « :Ag & da forma ©: C v D,A.
Sg' serd da forma { 5, FC, FD . Fomos um nodog novo ac  gual
associamos o ssgquente & By, B
v} Sea obtém-se de S, através da regra TW . S €&
{8, TLMAMEYE “grlAeg & © @€ (A . Sg' sera (S,
FC5. FPomos um nodo novo ao gqual associamos o segquente —:Cc . A
vi) S & {S,F(wneCc)re'r:Ag e C1¢0, gntan s
EE A T 5 s TC e Fomos um  ncdo novo & gue  fazemos
corresponder o sequente assoclado a S,‘_ . TC que tera a
forma = 5 B 8
vil) S’ e Sg" obtem—se a partir de B g & partir de T O .
L.og Se & da forma & . T ( C =2 D }. Sﬁﬁ & {5 ., FC e 5"
o 3 ! O serdda forma (. C D D:
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Logo pomos dos novos nodos &a0s gue  associamos  0s  segquentes
correspondentes a { S, FC 3 e { 8, 7TD } que serdo [ : B
e T, D : ﬂ. respectivamente.

viii) S obtéem—se a partir de Sg através da regra F 2> . Logo

S e € da forma { S . F ( CDOD ) e €g - D & da
forma LT 2 b, . Logo S g sera { S_l_,. TC . FD
vo Fomos um novo nodo ao que assoclamos o sequente correspondente
a{ 8., TC ., FD 3 que ser& T ©Cc:D.

L.ogo temos gue e e A entdo =i A. No
capitulo 3% demonstraremos que se L A entio it Ao,
Destes dois fatos deduz-se o Lema 2.5.7.

Lema 2.5.8. Se \— L'I A entdoc A & validae sobre
todo modelo topolégico {&,%X, N, v, —», = J

Felo Lema antecedente, temos gue ITN A . kResta
VEF U, para qualguer assignagdo ¢ f U(_{> aplicado a
um axioma & igual a X, 1eto & v LL {(Friomal) = X . @
também resta ver gque, 502 A% Premissas A & A 2 B sdo de tal modo
que V¢{ () = =2 & Vg { A2 B 3} o= X , entdo Vg (H)
X 2 primeiro & fTacil de demonstrar. Em relagic ao  segundo,
escolhemos um elemento x & X . dado que V¢ | A) =X temos
CjLLE Y & V4 ( &) ¢ dado e V4 fﬂ M) = X
temos que E 2/ 2 V¢ (A) p 26\/4[&)?} ngc:xé\}.#[&,)
Teorema 2.50.8: Se A & valida sobre toda arvore de Fripke finata
entdo 6 & valida sobre toda arvore de Beth.

Demonstragio @ Suponhamos gue exista uma arvore de Beth £ %1 AT S
tal gue A ndEo sela valida sobre esta arvore. Vamos formar um
modelo topolegico < S . Ny My =P, — D onde A n3o seia
valida. Logo pelo Lema 2.5.8. teremos que AT A .

Conseguentemente pelo teorema 2.2.10 teremos gue existe um modelo
de Kripke finito < %1 R, &= 7 tal gque A nd3o é& valida sobre
ele.

O elementos de X serdo os caminhos F da arvore i
Definimos sobre X uma topologia cula base de abertos esta dadea
pelos canjuntos Ur= £ F/3A =z T » P atravessa A } com €
pertencente a % . Os conjuntos abertos ser3o unisdo de Uy
A familia [(Urlre % forma uma base de abertos pois:

i) Seja Fe Ycg N Ya . logo existem 2 e
N A tais que F atravessa (=] e <\ ., isto & O€& P’
" e . Suponhamas o S =L . entiio Pe Vg

S Ve 0D VY4
ii) Fara todo P e © € F temos que © & Vg

Definimps sobre as varlavels proposiclonals uma assignacdo
do sequinte modo : W(eY =Vl Ue /e ¥= }
Suponhamos que para gualquer 'f(ﬁarmula B seja WiR) = U‘i r L—-Bx

Dado que A n%o & valida sobre < &, 1%, = > euistair
tal que o \;—1 A e consequentemente Ue {Z \Q (ﬁ) «, logo
d{' (A) / X . Festz  wver entio que \v ( B ) = U(U‘— /
Cl= B3.Sabemos que esta afirmagdEo vale para variavels proposiclionals.
Fazemos indugl3c sobre o grau da foarmula. Fara s conjungdo e pars
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a disjungdo a prova & facil. Fara =2 devemos mostrar que
U < P (ED>C) &P Ckr > cC. Mas u s B D
cHy &b u. = (g Vv Y )y ) A:bu c{)(m
< \.y (C). Logo temos gue provar que Ve N W I(B) < ( C)
—D T = RDc¢c. Dpe esquerda & direita. Seja a tal
que LR COR4 § Suponhamos que 1)) = E. Fela
hipbtese indutiva U € Y (B) e dado que ci2 QA g € Ue- Entiio
Ua N lv (B) = Up < (C) e consequentemente { usando
novamente a hipotese indutiva) A = c. Entac v = BDc
De direita & esquerda. Seja P & U 0 43 {B) . Dado que &
L. existe A -V tal que A € F e Upa € Ue N \P (E).
laogo U an £ q’( E ). enti3o A = B e cons equpntemente 4 =,
L.ogo F & ( C ). FResta mostrar que 42 ( A A ) =
VN, Ue/ rkna }. SBeja U € “a- tal gque U- < LP( N a ).
Consideraremos um nodo A gualguer tal gue =3 A « Ent3o
LJA < qé Suponhamos que A — B Temos que se 0
e UA entio 0 & b (ay, ene Up € U implica
(8] o { A & 1. fAbsurdo. Logo A /P_/_L-_. fa (=3
consequentemente © = WA A

Corolario 2.5.9. A & valida sobre todo modelo de kKripke se o
somente se A & valids sobre todo modelo topolagico £68 .X,N,

Yy &, - > com X um conjunto Tinito.

Se A & valida sobre todo modelo de Kripke, ent3o, pelo Teorema
2idain i‘pr A e pelo Teorema 2.9.5., A e valida cobre
toda &laebra de Heyting fimita. Logo 6 & valida sobre todo modelo
topslegies Z © 5, Xy Ny WUy —P,; = "> com X finito.
Heciprocamente, se A & valida sobre todo modelio topoldgico

s Ry i) =, = ¢ com X oum conjunto fimito,
entdc A €& wvalida scobre toda &lgebrs de Hevting finita, caso
contrario, pelo Teorema 2.5.5. de representagdio. existird um
modelo topoldgico finito tal que sobre este modelo & ndEo seria
valida. Loga, pelo Teorema 23885y teremos
Consequentemente, pelo Teorema 2.2.7.. & z=era valida =sobre todo
modelo de kKripke.

Corclario e 3 Uma Tarmula da ldoica proposicional
intuicionista A & valida sobre todo modelo de Kripke finito se e
somente se A & valida sobre toda Srvore de Beth, s & somente se
A & valida sobre todo modelo topolégico £ &, X, N, VU, =P, — 7
com X finito.

%
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Capitulo 3

MODELOS PARA A LOGICA DE PREDICADOS INTUICIONISTA LQI

A linguagem desta légica esta formada por:

1) Um conjunto enumeravel de variaveis individuais, X ,y, 2,

(2) Um conjunto enumeravel de constantes individuais, a, b,
Eyuss

3) Para cadz namero natural n, uma lista enumeravel de
predicados n—-arios: An, Bn, Cny; Dny..

(4) Conetivas, quantificadores e parenteses.

0 conceito de férmula & definido como de habito por
inducdo.

1. Modelos de Eripke.

Como foi feito anteriormente, vamos considerar um conjunto
G e uma relacdo R, reflexiva, antisimétrica e transitiva definida
sobre ele. Ademais, vamos considerar uma relagdo ||'= definida
entre elementos de G e férmulas. O que temos de novo @ o fato
de aparecer aqui uma aplicagdo P do conjunto G sobre o conjunto
das constantes. Por P*[/ denotaremos o conjunto de formulas
que contém so constantes de PLpl. Ent&o, um modelo de Kripke
sera a guadrupla <6, R, hE, P: onde G, R e P, satisfazem, para
qualquer r em G as seguintes condigles:

Q.0 PLC r] = PE r*]

Q.1 r [f @ implica A esta em P[]

2

2T ‘EA implica * | A (para A atomica em Q.1 e Q.2)
Q3 XAY) sss r [ X e r IF Y-

Q4 r X 555...(0X) esta em P*[], e "para todo %,
ocorre que ¥ n&o llf &

IL y .5 r h‘: X V Y) sss... X V Y) esta em P*[r] e r Ilf X ou r
FY-

Q.6 L (Xo Y) sss.X.Y) esta em P"Erl, e para todo %, se
r* |5]: X, entdo % lF Y-

Q.7 r |'r- (E:)X() sss ¢ possivel encontrar a em PL I—l, tal
que h': X(ad.

(.8 L) |'|:U(.:-:)X(:-:) sss, para todo % e todo a em PL*1, ocorre
que * |F X¥)
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Diz=~ge que uma férmula X & vAalida sobre o modelo <GB, R, I?
y P > se, para todo em G tal que X esta em P*[], ocorre gue
I:'- X. Diz—=se que X & uma formula vialida se ela & vAalida sobre
odo modelo < G, R, |F g P

OBSERVACAD. Intuitivamente, podemos pensar que
cada em G representa um estégio no conhecimento
da matematica. Seria razoavel exigir que para r em
G, ocorra que PLA = N, onde N & o conjunto dos na-
meros naturais?. E; mais geralmente, seria necessa-
rio exigir que para todo rem G, o valor PLC rII fosse
constante?.

Consideremos a formula V(..:{)(p vV Fx) ap V (b{z»:JF:-:), onde p é
Lma formula atéomica que s6 contém constantes.Dada a
interpretacido das constantes légicas intuicionistasa, esta
formula NE0 & intuicionisticamente aceitavel, e, portanto, ndo &
um teorema de LAIL. Seja em G um elemento qualquer de um
modelo de Eripke, <6, R, I'gi's-, onde, para todo Tl em G, ocorre que
PLTI = N. Suponhamos que |‘- e V F). Se ndo | ps dado que K|
[I: (p V Fa), para cada a em N, entdo r h‘: F(a) para cada a em .
0go, ¥ h‘: Fla), para cada a em N, e dado que PLA = P[], entéo
temns que L (M:F G0, e, consequentemente, r |'f p V GoIOFG)). Se
r|Fps entéo  fp Vv ((HLsF ().

Em ambos os casos temos que, se r |If (..V:—:)(p V F)), entio,

obtemos Lip V M) FGOM Portanto, para todo rem G, ocorre
que h‘: C®p V FGO 2. (p V (toF con

e exigimosque, para todo modelo, acontega que PL I—] = N =
PL %1, para cadar emB,entd3ol{®)EVF:D PV EIF GO seria valida

sobre todo modelo de Kripke, o que ndo & aceitavel do ponto de
vista intuicionista dado que a formula

£ ap V Fowddp V EIF0Y

nado & aceita pelo intuicionismo, devido ao significado
intuitivo das constantes logicas intuicionistas. Esta situagdo
forca-nos a exigir que P satisfaga apenas P[] € PL*). Ora,
podemos assim construir um modelo no qual a formula [ (Bop
V Fx1 .alp V 0Fx] > ndo seja valida.

Suponhamos ter um modelo onde 6 = {, T3 RT, P =

{0% PLTI1 = {0, 1. ’ A %
€ T A ’ io 1 suponhamos T IF P
e r ndo |mp
r e Feel
T I,E/F(l) bw owm T
5 b (Ol

Vemos que |II: p V FO) e T |r'= p V FQAN,

NV F@. Logo, [ | %o V Feo. Mas T ndo | FW), ©
que implica que [ ndo [f (¥FC, e, portanto  |¥/ p v (M) FGo.
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PROPOSICAD 3.1.1. Em todo modelo, para todo r em G, se r ||.
X, entdo X esta em P*[ 1. Prova por indugdo no grau de X.

PROPOSICAD 3.1.2. Em todo modelo, para toda formula X, se
IF X, entdo r*“: X. Indugao no grau de X

PROPOSICAD 3.1.3. Seja 6 um conjunto ndo vazio, R uma
relacdo transitiva, reflexiva e antisimétrica sobre G, @ P uma
aplicacio de G scbre um conjunto ndo vazio de constantes, tal
que PLC ] < PL*], para toda em B. Suponhamos que h': seja uma
relacdo entre ell_ementoa de G e toérmulas atomicas, tal qgue:

(i) Se r P A entso * ]I'= A,

(1) Se  |r A entido A esta em P Ll

Nessas condicoes, |‘- pode extender-se em forma dnica a
uma relacdio |'-"’ entre G e formulas, tal gue a estrutura obtida
seja um modelo de Kripke. Ver proposicdo 2.13 e corolario 2.1.4.

DEFINICAO 3.1.4. Seja <G, R, h':, P> um modelo de Eripke e
suponhamos que a seja uma constante tal que, para  em G, a2 niao
esta em g P[I—]. Pela seguinte notacio:

€

<G,R, h‘-, P) (b..a), entendemos o modelo <G, R, |'r~1 P’ onde
P(o & o mesmo conjunto que P{(p exceto pelo fato de ter a no
lugar de b, caso que F'(r) contenha b. Para A atomica
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r ]:,: A se e S0 se r I'F A (b.a)
E | pode extender-se a todas as férmulas.

PROPOSICAD 3.1.5 Seja <6y R, l'f , P um modelo e a um
elemento que ndo esta em ,U FC r], para p em G. Seja agora

<Gy Ry |F4P> = <Gy R, F.p e.a

Para toda férmulayque ndo contenha b, temos que r“r)( se
e somente se I'lll: X (b..a). Prova por indugdo no grau de X.

DEFINIGAD 3.1.6. Seja <6, R, |p P> um modelo e suponhamos
que a Seja uma constante tal que a ndo esta em U PLFA, para r
em G. Por <6, R, |5 P»b=a, entendemos o modelo <G, E, |'r~, P %,
definido assim: P'L ¢ o mesmo que PL |-J exceto por ter a ou b
onde PL r:l contenha b. Para A atémica ff A implica que |'f Ay
onde A’ & como A exceto por ter a em zera ou mais lugares onde
A contém b, e “: evtende—-se a todas as formulas.

PROPOSIGAD 3.1.7. Seja <G, R, h'=., P> um modeln e a um
elemento fora de UPL I—ZI e seja <6, R, |‘r P o modelo <G, R, ihP}
b=a. Ge X & gualguer fermula que nio contenha b e X' & como X
exceto por ter a em zZero ol mais lugares onde X contiver b,
entdo r “r X se e s0O S€ H:X Prova por indugdo no grau de X

TABELAS DE BETH PARA A LOGICA
DE PREDICADOS INTUICIONISTA

Consideramos uma extensio do sistema exposto para &
légica proposicional. Adjuntamos 04 novas TEQras de dedugdo:

T & s, T (E0X G0 a ndo aparece
em S nem em X&)
5, TX@&)
F E 5, F (Es0XG)
S, FXta)
T (N g5, T (Boxoo
5, TXia)
F 8, F (BoX6o
ST, FX@) a ni3o aparece em

g nem em Xt
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Demostrag¥o. Suponhamos que, no modelo <G, R, |sP>
realiza S,F{(0X003. Ent3o, existe * @ um b em PL*1 tal que
ndo h':X(b).. Claramente, * realiza ST. Logo, * realiza 5T, FX(b). Se
a=b, pronto. Se a/=b, usamos o lema F.1.9 ’

OBSERVACAD: A prova do lema antecedente n3o é
intuicionisticamente aceitavel. N¥o pode se justificar o trdnsito
de r no = IxXe) a "existe um r* e um b em PL r*] tal que r*
n3o - \= X'.Consequentemente a diferenga do caso da loégica
proposicional, teremos um teorema de adequacdo que nHo sera
intuicionisticamente aceitavel. A diferenga esta em que no caso
da légica proposicional podemos raciocinar sobre modelos de
kripke finitos, dado que temos um teorema de completude das
tabelas de Beth em relac3o aos modelos finitos de Kripke.

TEOREMA 3.1.14. Sejam €1,...8n elementos de uma tabela. Se Ci
& realizavel, também €G+1) & realizavel.

Prova: Passamos de €i a EB(i+1) pela aplicagdo das regras
de reduc3o. 0 caso das regras proposicionais ja foi estudado
(lema 2.2.6). Para as quatro regras novas de redugdo usam—se 0s
lemas 2.1.10 a 31138

COROLARIO. Se LAI | X, entdo X & valida sobre todo modelo
de Kripke. Prova idéntica a do teorema 2.2.7.

2. Completude de LRI em relagdo aos modelos de Kripke.

Provaremos agora a completude de LQAI sobre os modelos de
Kripke. A prova consiste na demonstrac3o da existéncia de um
modelc de Kripke <G, R, |F P> & um nodo em G, tal gue r nao
X, a partir do fato de que LAI n3do X. Pode-se obter um
contramodelo "universal" no sentido que seja um contramodelo
para toda férmula X, tal que LQI ndo X <ver FITTING [19469]1, p.
60>, Apresentaremos um contramodelo que dependa da férmula X
escolhida. -

Seja 6 uma colec¥o de conjuntos de formulas signadas. Se

esta em G, entendemos por PL r-:l o conjunto de todas as
constantes que aparegam nas formulas de Se 7 estdo em G,
falamos gue esta vinculado pela relag3o R com 1, e denotamos
este fato por R T, se PL r]..&P[‘ﬂ], e r..&‘ﬁ.

DEFINIGAD,3.2.1.: Dizemos que G e uma colecdo de Hintikka de
primeira ordem se, para todo [ em G, ocorre que & consistente
=

TIXAY) esta em

FXXVY) esta em

implica TX esta em | e TY esta em
implica FX esta em [ e FY esta em
TXVY) esta em implica TX esta em [ ou TY esta em
FXXAY) esta em implica FX esta em [ ou FY esta em
T(=X) esta em r implica FX esta em

TX ?Y) esta em implica FX esta em | ou TY esta em

a Fle R Semr |
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DEFINIGAD 3.1.8. Sejas$:-{ TX1, TX2, ....TXn,FY1,...FYm} um
conjunto finito de férmulas signadas, e seja <G, R, |'- P> um
modelo tal gue pertence a G. Diz—se que r realiza S se Xi esta
sr_n PL i—], Yj esta em P“[r] e, ademais, ocorre que I—Wi e r ndo IF

.]-

Um conjunto S chama-se realizavel se algum [ Que perteca
a um modelo de Kripke <G, R, |p P* realiza S. Uma configuracdo €
& realizavel se algum de seus elementos o é.

Provaremos agora adequacfo para as tabelas de Beth. lsto
&, provaremos que se L{I [ X, entdo X e valida sobre todo modelo
de kKripke.

LEMA 3.1.9. Seja "@" para T ou F. Se S, QXb) & realiravel e
a e uma constante que nd3o aparece nem em S nem X
[portanto,a/=bl entio S, QX&) & realizavel.

Demonstracido} Consideremos um modelo *~’.G,R,Jl‘=,F’Z?- e
suponhamos que r realize 5, T{EXC0} Entdo, r |F X¢9. Logo, para
algum b em F‘(r), r h‘: Xb). Logo r realiza S,TX(D).h

LEMA 3.1.11.8e S, F{EXC)) & realizavel e 2 é uma
constante gqualquer, entdo 5, F{X()} & realizavel.

Demostracdol} Suponhamos que no modelo <Gy Ry F,; P>,
realize §,FUE0XCO). Logo r ndo [p ExXC). Entdo, se a esta P[I-II,
r Ndo |k X(a) e pronto. Se a ndo esta em PC rly dado que PLQ =/ &,
podemos escolher b esta em PC I']” b7, tal que r nN&o [f X2 Entéo
r realiza S,FX(b).

Pela definigdo de realizabilidade,se a aparecesse em 5 ou
em X, a estaria em P[] e isto contradiz nossa hipétese. Logo
estamos nas condicoes c[:a lema 3.1.9 e consequentemente S,FX() &
realizavel.

OBSERVAGAD. Dado que o nosso alvo & ter um
teorema de adequacio que seja intuicionisticamente
aceitavel, podemos acrescentar nossa deinicdo do
modelo de Kripke com a exigencia que P[r] seja um
conjunto decidivel, isto & para qualquer constante
a podamos determinar se a est&d em PLA ou 2 nao per-
tence a P[r]. Esta exigencia faz a PRE’I_VA DO LEMA ante-
cedente intuicionisticamente aceitavel.

LEMA 3.2, Se S, T{MOXG0) & realizdvel e a & uma
constante qualquer, ST{X@)} & realiravel. Seja um elemento do
modelo <6, R, |» P> tal que r realiza 5, T{HIXC)}. Se a ndo
pertence a P[], escolhemos um elemento b em PLl, b =\a. Ora,
realiza 5,TX(b) e dado que a ndo aparece nem S nem Xb) aplicamos
(] Lema 3.1.9 e inferimos que 5,TX(E) & realizdvel. b

LEMA 3.1.13. Se S,FUX0XG)r &  realizavel e a €&  uma
constante gque n3o aparece nem S nem X&), ent8o S, FXa &
realizavel.i T
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F(=X) esta em implica que podemos encontrar um T em G,
tal que rR T, e TX esta em T
FIX2Y) esta em implica que podemos encontrar um T, tal

que R T, e TX esta em T, FY esta em T

T MOXe0r esta em r implica que TX(@) esta em G, para todo
a esta em PL

“F{(E:!.)X(';:)} esta em [ implica FX() esta em [, para todo a
em F[r]n

TUERXCDY esta em implica que podemos encontrar um & em
PL tal gue TX(@) esta em

FLOLX00r esta em implica que podemos encontrar Tl em G,
a em PLT1 tal que I—R‘ﬂ e FX@) esta em T.

DEFINICAD 3.2.5. Seja G uma colegdo de Hintikka. Dizemos
que <G, R, |5 P* & um modelo para G, se:
(1) <6y R, |p P> & um modelo de Kripke.
(2) Para todo em G, se TX em p entdo [F % 8 se FX
r & rir™
esta em entio r nao ]‘I: X.

TEOREMA 3.2.3. Para cada colegdo de Hintikka,
existe um modelo.

Prova: Suponhamos que G & uma colegdo de Hintikka G.

Lembremos que, para todo par 7, de elementos de G, p R
T, se PLA & PIT] e ~TCT.

Seja A uma formula atémica. Dizemos que I A sss TA
esta em e procuramos estender l'Fa todas as formulas. Vemos:
1) se A \g atomica e ”: A, entdo A esta em ]-T, TA esta em [*.
Logo, * | A

(ii) Se I;_ F A ent¥o TA esta em [, logo P(TAYGPL r- Assim,
todas as constantes que aparecem na foérmula A pertencem a PLA]
e, conseqgilentemente A esta em P*[ ). Logo, pela proposigdo 3.1.3
<G, R, |5 P> é um modelo de Kripke. Resta ver que vale a
condic3do (2) . Faremos & prova por indugcdo no grau de X. Os
casos pertencentes a logica proposicional ja foram feitos no
teorema 2.2.9. Restam os quatro casos pertencentes a logica
quantificacional. Suponhamos provados os resultados para as
subfarmulas correspondentes. Ent3o:

11 Se T{ EXX(} esta em ent3o, podemos encontrar a em
PLA tal gque TX@) esta em isto & podemos encontrar a em PLpl
tal que [FX@). Logo, E]L (E)X (0.

21 Suponhamos {(Ex)XG)} esta em G. Se hL. (E:0X(¢) para
algum a em PL I—], r IF X(@). Logo, FX{a) ndo esta em , POls nNoO caso
contrario teriamos que néo |p X@. Mas, se FX() n3do esta em
temos que F{EXXC)r ndo esta em Contradig3o. Entdo, r nao llf
(E:0XG2).

31 Se TL{LaXE)X esta em r o entdo, para gualquer r*s
TLGaOXG)Y esta  em , e conseqientemente, TX@)} esta em *,
para todo a de F’EI-*]. Logo, para qualgquer e todo a2 em P[r*:l,
ocorre que ¥ |r X@). Entdo, | LAOX 0D

4) Suponhamos agora que F{QLIXCOr esta em Se r t,:
()é:—:)X(x), ent3do, para todo Tl em G, r R Y, e todo a em PIT}, |
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X(a). Alem disto, dado que temos suposto gque F{{LOXGO) esta em
ent3o, podemos encontrar 1l em G, tal que r R NTe a2 esta em PLT]
tal que FX(@) esta em Y. Logo, temos que existe Tl em G tal gque

R T e existe a em PIT] tal que [ ndo satisfaz X(@). Contradigo.
Logo,  ndo |k dhoXeo. wn

DEFINIGAD 3.2.4. Seja roum conjunto de féarmulas signadas e
P um conjunto de constantes. Dizemos gue P e um elemento de

Hintikka, em relagdo a P, se & consistente e se
TXAY) esta em E implica TX esta em re TY esta em r
FVY) esta em r implica FX esta em re TY esta em r
TEVY) esta em r implica TX esta em re TY esta em r
FXAY) esta em implica FX esta em e FY esta em [
T=X) esta em [ implica FX esta em
TXRY) esta em [, implica FX esta em ou TY estz em
T{(Iol:<))((:<)} esta em r implica TX(&a) esta em p para cada a
em P.
FOEXC)? esta em r implica FX(z2) esta em r» para cada a
em P.

TUEXXCD) esta em implica que podemos encontrar uma
constante a em P, tal gque TX@) esta em R

TEOREMA Z2.2.5. Seja um conjunto consistente numeravel de
formulas signadas. Seja S5 o conjunto de constantes que aparecem
nas formulas de . Seja al,aZ,..uma listz enumeravel de
constantes que n3o estejam no conjunto 5. S5eja P =8 U {a},
alyare Entdo r pode estender—-se a um elemento de Hintikka T em
relacdc a P.

Demostraci3o. Numeramos of conjuntos de sub-férmulas das
formulas de que somente contem constantes de P. Definimos una
seqil@ncia dupla de conjuntos consistentes de férmulas signadas.
Seja 2 |-0., Suponhamos ter definido [n que & uma extensi3o de
é-o usando sé um namero finito das constantes zl, a2, .. a+l..

eja n = fiyn. Definimos TZ,n....THn+l,n) e colocamos l—(n+1) =
T{n+1,n).

Fazremos estas definigSes assim: suponhamos ter definido
fin para algum Ik, 1 £k < n. Consideremos a formula Xk. 56 uma
das férmulas TXk, FXk, pode estar no conjunto fk,n pois este
conjunto & consistente. Se nenhuma das duas farmulas estivesse
no conjunto Tk,n, pomos Tk+l,n = Tk,n. Se alguma desta férmulas
estivesse no conjunto Tik,n temos os casos seguintes:

(1a.) Xk & (Y V Z) e TXk esta Tk,n. Ent&o Tk,n TY ou Tkyn TZ
s3o consistentes. Logo Tik+i,n sera Tk,n , TZ conforme qual seja
o conjunto consistente.

(b Xk & XV Y) e FXk esta em Tk,n. Entd3o Tk,n FY,FZ e
consistente. Logo Ttk+i,n = Tidk,n) FY, FZ & consistente.

Ds casos (2a) THXAY), ((2b) FXAY), () TGX), 4) TXIAY) sdo
semelhantes aos dois precedentes 1b e la.

Caso S5a. Xk & (EXNXen e TXk esta em Tk,n. Dado que no
conjunto Tik,n aparece somente um namero finito de elementos do
conjunto a1, a2,a3,..podemos considerar ai, o primeiro elemento
ainda ndg usado.
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k k+1
K é (a x) X(x) e kaeﬂn . Seja A o conjunto

k
A n? FX( « ){ para cadaxe€ S y cada« =a, Jé usado. Entao

Caso 5b. X

A k+1l o consistente , pois no caso contrario ‘I‘X(Ct ) deveria
k
pertencer aA , para alglm X€S oud =a; . LogoA ,TX(@ ) seria

consistente. Absurdo.
k +1
Casob Xk & (¥ x) X(x) e supomos que TX €A 3 SejaA a0
0 con_‘]unto(A ,TX(X )}para e S e cadaaA’ = a, j& usado.
il & 7 *
A W € consistente, pois no caso contrario para al-
k k
gim¥€é S oua« = a,, FX(« )G.A . Logo A ,FX(of ) se-
i n n
ria consistente.Absurdo.

(o
Caso 7. Se a férmula X. nao estivesse em nenhumo dos casos

k
antecedentes, fazemos A E"}'l - /\ k
Temos a%%ra definida uma sequéncia r P Y IEEEEEE . Seja

Nz n% Y'n > T\ extiénde-se a um elemento de Hintikka A
em relagdao ao conjunto P. Pois vemos que:

i) iT é consistente dado que cada rn é consistente.

ii) Se T( XVY )E T entao T( xvY )E ~ para algﬁmoe N. Logo

n+1
dado que A rn temos que TXéA ou TYéAI_l Masﬂ CA r

iii) Se F( XV Y)&IT entao F( Xv Y )& _para alglm ne N. Logo
Fx,Fy€f 2 C T

n+1l
iv) Se T(d x) X(x)&T entay; T(3 x) )((::c)ér;1 para alglm n&€ N.
2 C
Logo para alg(im aié ays8gyenenns } TX(ai)EA B

v) Se T(V x) X(x)em ent;onX(x) é Xk para algim k, e con-

n+l.
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sequentemente X(a) é X(m) para ae P, e pelo processo de cons-
trugao TX(a)é TT ou FX(a)én‘,e pela consistencia de T , deve
acontecer a primeira possibilidade.
vi) Se F(3 x) Y(x)e T entao Y(a) & X, bara cada a € P, e conse-
quentemente ¥FY(a)@J1 ouTY(a)€]T e pela consisténcia de TT ,

deve ser FY(a) €rV .a
k

Observagao 3.2.5. Vemos que no caso que ﬂn

seja infinito ,
nao existe um processo efetivo para determinar qual das tres
alterﬂativas seguintes vale: Txkél.‘»f: g Fxﬂedr‘:, bu TX@E e
Fxg{ﬁn . Esto faz inace;l‘tével intuicionisticamente a prova
do Teorema precedente, e também a prova do seguinte Teorema

de completude que depende do Teorema precedente.

Teorema 3.2.6 de completude (Fitting). LQI & uma logica com-

pleta sobre os modelos de Kripke.

Suponhamos que A-/Q% - Construiremos wuma cole-
g;o de Hintikka tal que FX €T €4 . Pelo Teorema 2.2.3
existe um modelo( " R v B E>para a colegf?{o . Logo
dado que FX€Y , temos que‘)/x. Assim\/g, K, |E ,B/é unm
modelo sobre o qual X nao & vAalida.

Resta,entdo, construir a cole¢do de Hintikka %

tal que FXéreg » Ordenamos as constantes do jeito seguinte:

1 1 1
SI: aj, 89s83,c0eennnn. .
s 2 7.2
2: 81987783, 0000,

3.3 .3

83: 81,89,83,« 0000

onde todas as constantes de X estao no conjunto S,-Seja Pn=

S;VUS, cous USn. Por una F-férmula entendemos uma férmula signa-
da do tipo FwX, F( XY ), F (fx ) X(x) . Supomos que todas as
férmulas de LQI estao ordenadas.

Passo O - /X . Logo (Fxlé consistente. Extendemos{FX}a um elemen-

Lal
to de Hintikka em relagao ao conjunto P,y e chamimamos r]_ a ¢sta

[
extensao.
Passo 1. Escolhemos a primeira F-férmula de rl ( no caso que esta
v . . s - «
nao existiesse, I, serfa uma colegao de Hintikka e pronto). Se a

1
férmula é FWX consideramos riT,TX, que & um conjunto consistente
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Extendemos €ste conjunto a um elemento de Hintikka em relagg\o
a P2 e o chamémos t'z_ .Se a primeira F-férmula é F( X>Y )

extendemos fl-T »IX,FY a um elemento de Hintikka em relagg::

a P,. Se a primeira F-férmula é F (¥x) X(x)/ extendenos. T FX(ai )

1T’
a um elemento de Hintikka ‘; em relag,amo a P2.Em todos os casos
O 9 € um elemento de Hintikka em relag,;o aP,. Diremos que

a primeira F-férmula de ('1 jé foi usada. O resultado do Passo ]

rd

é rl, ‘;] Suponhamos que no final do Passo n tenhamos uma sequéncia
‘{[i, fé, T;, ....... r nl onde cada f'i é um elemento de Hintikka em rela-
cao a P . Passozn+1. Escolhemos a primeira F férmula nao usada
deCe fazemos o mesmo processo que fizémos no Passo 1 ,dependendo
o processo de cual seja a F-férmula escolhida , ou F(#X),ou F(X
2Y ),ou F (b!x) X(x). Construimos a partir de rlT’TX’ ov rlT,TX,FY,
n

ou rl‘T,FX ( a% Tl ), um elemento de Hintikka em relagg\o a P

n
e o chamémos r2n+1 . Dizemos que a férmula escolhida jé4 fo? Zl_a—
da. Escolhamos agora a primeira F-férmula na\;% usada de r2. Repe-
timos o processo e construimos um elemento de Hintikka em relag?o
a PZ’ e o chamémos r2n+2 e assim sucessivamente. O resultado do
Passo n+1 é{(i,rz-,.......‘;n +1]. Sejag_a c.oleg.:;o de todos os r-i
generados por o processo exposto acima. Afirmamos queg é uma co-
lecao de Hintikka. Cada r;] é um elemento de Hintikka em relag,;(\)

a P( l"n ) , o conjunto de constantég. que aparecem nas férmulas
de rn. Pois se T(¥ x) X(x)€ rn entao 'I'X(a)érn para.‘ cada aé& Pn ;
particularmente para cada a€ P ( rn ) ( P( rn) = Pn por cons-
trugao). A Situaggo é a mesma para F(dx) X(x). Se T(Ix) X(x)

€ ‘; entao TX(a)&t; para alglim a€ P . Mas dado que TX(a)&rn,
a€P( rn). De jeito tal que rn € um: plehento de Hintikka em re-
lag;o;a P(rn). P:;n:a mostrar queg é uma coleg;o de Hintikka
devemos demogl;rar as propiedades correspondentes as F-férmulas.
Suponhamos que para alg(m rn 63, F(V x) X(x)e,rn .Pela cons-
trug:';o exposta acima, deve existir um rkﬁﬂ tal que rn'l‘s r;,
P(\"'n)i P(rk) e Fx(a)ér | para algm a particular . Entao

| Fk 6‘3"; R Tk eFx(a)e '; para alglm aeP( rk ). Suponha-
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mos que para alglim né&N, F( X2 Y )ern ,‘; 63 . Em algGm Passo da
construgao do conjuntog , F( X2 Y ) ser4 usado, e consequentemente
exitiréd k tal que TX&" eFYer eP(r ) < P(r-), nTCr .

A demostragao no caso que suponhamos que para algﬁm rn ; FwX

& r é semelhante. D

3. Modelos de Betn

Por um modelo de Beth entendemos uma estructura

6, R ; /_: ; E) onde%é um conjunto nao vécuo, [f{ é uma relacao re-
flexiva e transitiva. Supdios que o conjunto% com a relag;o IR
ten uma estructura de Arvore. P é uma aplicagamo do conjunto sobre
o conjunto das constantes. Exigemos que para todofeg P(T ) =D seja
um conjunto fixo. A relagao [ entre elementos de ‘j e férmulas defi-
ne-se assim: ®

1) Se r’: A para A atdmica , entao A& D ( isto &, as constantes que
aparecem na férmula A estdo no conjunto D )

2) Se r}_‘: A entao r"]:a para A atbémica.

3) r}: XAY see -r\‘:X e Vky

4) rI:' XVY see Q(v Y)e B e existe uma barreira S de V tal que para
todof € s, ou D= X,ou AFY

5) f}:aX see W X & D e para todo l'r ‘J}/

6) T#- XD Y see XD Ye D e para todo \- ser,f;x ent;or’}:Y.

7) (’}:_ax X(x) see existe uma barreira S de( tal que para todo Ae s,

existe b& D tal queAl: X(b).

8)(}: (¥x) X(x) see para todo r e todo ae D, F’:x(a) Equivalente-
mentev}:(b’ x) X(x) see V¥ aeD, r‘-X(a)

Dizemos que uma férmula X & vilida sobre um modelo o¥&rvore de Beth
(3 § B ; ‘t' s I?se para todo reﬁ tal que Xe?’(l') = D, ff: X . X chéma-
se vdlida se ela é vidlida sobre todo modelo de Beth.

Teorema 3.3.1 Completude de LQI sobre os modelos de Beth.

Se X é valida sobre todo modelo de Beth entao tQI X.

A prova usa o seguinte Lema:

Lema 3.3.2 Seja_<3 " fa ) f_- s P7urn modelo de Kripke com estrictura
de &rvore. Seja X uma férmula que nao seja vllida sobre@ N L, E, P>

Dadamanm acacmem o daa. 2. . 1 -
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X nao seja: vélida sobre esta &rvore de Beth. Temos que usar a mesma

idea que no Teorema 2.3.2,Ver Kripke['1962ﬂ, pég 112 e seguintes.

Suponhamos ter agora uma férmula X vAlida sobre todo modelo de

Beth tal que y-X .Pela completude dos modelos de Kr-ipke ( aqui

estd a parte hg'tI) intuicionisticamente aceitével da prova, pois o

Teorema de completude sobre &rvores de Kripke nao & intuicionisti-

camente aceitével), existe um modelo de Kripke{j,[\z ; F v F ,7 tal

que X nao & vilida sobre €ste modelo . Construimos o modelo de Beth
“

W "W % =
associado(j, Q y }: 5 P ,/e pelo Lema antecedente X nao é véalida

sobre €ste modelo de Beth associado. Contradigac. a

4, Sistemas valorativos para LQI-Modelos topolbgicos

Consideraremos agora uma estructura % =<M,D,
R,N,J , _@, = A y 'V,?onde M é um conjunto, D é um sub-
conjunto de M, N, U 3 _—_—_‘p, sao operagcggs;—.-- binarias so-
bre M e/\ i \/ 5 sao operagoues infintarias sobre M.
Queremos definir uma valuaggo de toda fbérmula
de LQI sobre % . Suponhamos ter dada uma assingnaggo (P de
férmulas atémicas a elementos de M. Podemos definir uma va-
luagg\o\}de toda férmula sobre M assim:
\/b ( xaY )=Y%( x mU%P(Y )
Vi ( XYY )=V (X )YVVI(Y )
\]i;(u\x )=-\!P(x )
#( X2¥ =Y =h Y
Y3 x0 ) -V bylxey re 8]
v(lb(’dx X(x) ) =/\ ( V‘JJ(X(r)/ e < R%_
Suponhamos agora ter um espago topologico §
onde=>é a familia de abertos de S. Consideraremos agora a
estructura /an =<9, S, R ,N,U ,=p, - ,/\ 5 I/,)onde R
é um subconjunto do conjunto N dos nfimeros naturais, n, Usso
a interseggo e a uni;o finita de conjuntos abertos respectivamente,
~ esté definida por = U= ( UF )oonde U é um conjunto aberto (
isto € = U & o interior do complemento de U ) , —]> estéd de-
finida por U—P V =| x/ see U entao x€ V }o . \/é a uniao in-

finitaria de conjuntos abertos, e /\ é o interior de uma in-
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tersecao infinitaria de conjuntos abertos, isto é, A B= (NuU )o

Ue B
onde B & uma familia infinita de abertos. Chimamos a estructura

0)7 =é, S, R E n ,uv,=p, - ,/\ ,\Omodelo topologico.
Dizemos que uma férmula X & vilida sobre /}}L se para toda valua-
gg\o V | de férmulas de LQI sobre abertos de S acontece que
vV ( ¢l X )= S onde clX denota a clausura universal de X. Diremos

que X é vilida , se X & vAli .da sobre todo modelo topologico.

Teorema 3.4.1 Seja Y uma férmula fechada. Se Y & vadlida sobre

todo modelo topologico, entao - Y

Demostragg\o: Suponhamos que Q¥L91Ent§\0 pelo Teorema 3.3.1 ,

existe um modelo de Beth<$ , 2, r , P7 tal que Y nao & vé-

lida sobre ¢ste modelo. Construiremos a partir de(ﬁ s N ; ,:,

P'> um modelo topologico tal que Y nao seja vilida sobre @sse
modelo. Seja R = P ( ¢ ) para todo Vég , R & o dominio constante
do modelo de Beth. Consideraremos a estructura <9, S ,R ,N,V ,=p,
/\ y \/> definida assim: os elementos de S sao os caminhos P

cujos nodos sdo elementos de % . Sobre S definimos uma topologia
determinada por uma base de abertos cujos elementos sao os conjuntos -
U‘_= PE S tal que BA,f_E‘e'e P atravessall ] . Pr&va-se que S com a

base assim definida é um espago topologico ( ver Teorema 2.5.8).

Denotamos com Q a colegcao de abertos de S. -
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Consideraremos agora a seguinte assiggagaoi#de élemeﬁteszdéfiéza
a férmulas atdmicas:Ng( A ) =k)L U /TF A{. Suponhamos ter j4 pro-
X)=L)EP /r#x]. Dado que Y nao &
C ;
vadlida sobrq( P 170 vértice da 4rvore ¢ & tal que
f Y Logo U
valida sobreomodelo'bl (@ S, R,N, U, =P - /\ \/ 7

Resta ver ento que para toda férmula X de LQI ,

\)Sb(x)= ), [ Uc /f"l:x}.

Para as conectivas proposicionaisA,V , >, A , a prova deste Lema

vado que para toda férmula X, Y%

V(Y ) @& consequentemente‘/ (Y ),4 S. Logo Y nao &

jé foi feita ( ver final do Teorema 2.5.8. ). Vejamos o qué acon-

tece com os cuantificadores:

o O

d4)(’0‘xX(X))‘( VGO x () ) = (9o eExe )
Mas ( _ ( /rl_x(r) } Y- UEJ /V reR, r[:-x(r)} . Pois seja
Pe( Uu Jebxte) Y )7, Logo existe U, PET, G ( o
UEU /Tl:X(r)} )c.( U(LJ,./VP X(r)} ). Suponhamos que exista
s €R tal quedfX(s). Dado que P&( U(U /CF X(r)] ), para ca-
da r&R podemos encontrar U ondel"l-_X(r) e Pe Ur. . Logo PE QRUF'
Além disto , dado que DAFZX(s) entaof’ﬁﬁ LogoARr ( F e Aestao
no mesmo caminho ) e U ,-/Ur . Entao qevycf 2 A 1.:11r ;

Absurdo. MasU[U /HreRt’}:X(r)]C( n RV (L /rpx(r) " P seda.
Pe U(!r (Ex(r)entdo PéUﬁl km(r) Entad Pe ﬂ U\__/“lj‘X(r)}.

Regunends: peRUu /Ttx(r)g Yo U[u /VreR TI:X(r)J =U[Ur/
fFﬁx X(x)l ;

Vejamos o qué acontece com o cuantificador existencial.

‘4 dx xe0 ) =V xe ), rer] - UE 0 /rfe\;;x(r)} -U[o
/fEXx X(x)l. o

5. Resultados adicionais

Resté-nos demostrar "soundness'" para as Arvores
de Beth e os modelos topologicos. Na verdade é suficiente ter
demostrada €sta propiedade para modelos topologicos. Pois, su-
ponhamos '"soundness'" de LQI para os modelos topologicos. Seja
X tal que tblx . Suponhamos que X nao fosse vAlida sobre todo

modelo de Beth. Logo existiria um modelo de Beth tal que X nZo
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serfa vilida sobre @ste modelo. Entdd usando o mesmo procedimento
que aquel usado no Teorema 3.4.1, podemos encontrar um modelo to-
pologico(@, S ,R ,N,V,=pn,- AN, v ,/\tal que X nao seja vé-
lida sobre ele. Logo supondo "soundness" para modelos topologicos
teriamos L)éx . Contradicdo.
Consideraremos agora o seguinte sistema axiomitico
para LQI
(1) X2 (Y2Xx)
(2) X>0(Y2XAY)
(3) XAaY 2> X
(4) XAY DY
(5) X2X V'Y
(6) YOX VY
(7)) (xvY)>( X2 2) > ( (Y>z)>2) ).
(8) (x2Y )> ( (X2(Y>22Z) )>(X>22) )
(9) ( X2Y )2 ( ( X2WY )21 X))
(10) X2 (*X> Y )
(11) Yx X(x) =2 X(a) a é uma constante.
(12) X(a) 2 3 x x(x)
As regras de inferéncia sao:

a. X, XoFY
Y

b. Y 2 X(a)
Y 2 ¥x X(x)

c. Xx(a) 2 Y
Jx X(x) > ¥

Nas regras b.e c. a constante ‘a" n&o aparece na férmula Y. Numa de-
bt " . W A

ducao a partir de premisas, a constante a nao deve aparecer nas

premisas. Neste cdlculo vale o Teorema da Dedug.a'?) (cf.Dummett,ﬁ.Q?‘ﬂ,

pag 127). Dizemos que X deriva-se a partir de " neste célculo,

e denotamos €ste fato por ‘-C(‘Q_IX , se existe uma sequéncia de foér-

mulas tal que cada uma & um elemento deC ,o& uma instancia de algim

dos axiomas (1)=(12) ou derivase a través das regras (a)-(c) de al-

guma férmula ou par de férmulas que aparecem precedentemente, e o

filtimo elemento da sequéncia é X.
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Lema 3.5.1.

[
CQIXI
A prova deste Lema e semelhante a d.emostragavt; do Lema 2.5.7.

- A
Se LQ§ entao

Agora consideraremos o cédlculo de sequentes L' ampliado com as re-

(¥
gras de introdugao de quantificadores a esquerda e direita. Estas

L)

sao:

Direita Esquerda
r: A(y) ' r,A(t) . A
o ¥A(x) Cb’xA(x) : /)
. Aa(g), A Cay): O
t'--:-:‘mﬂs(x),,/_x r;}xA(x): A

Demostraremos que se I}-Q§ entao t.X . No préximo capitulo veremos que
se L‘TX entao C(lz-l X, e consequentemente a prova deste Lema va ficar
completada.

Suponhamos entao que 'L-(ﬁ . Sabemos que existe uma tabla
%com Gm fechada e €I=[FX£. Construiremos,como o fizimos
antecedentemente , uma &rvore de prova para : X fazendo corresponder

.a cada configurag;o E= {81,82 ...... Sp}p nodos, e associados a &stos
nodos sequentes U : 08 4o modo seguinte: fazemos corresponder aC‘={FXl
o nodo raiz da &rvore que seré construida e o sequente : X. Suponhamos
ter feito a correspondenca até a configurag;o 1§-1= {51,52...51(,...813 1
Ent;; g & como :(1;-1 excepto que substituimos alglm Sk por um conjunto
novo Sk' o por dos novos conjuntos Sk' ’Sk"’ conforme qual seja a re-
gra de LQI aplicada. Para os indices i tais que i f k repetimos os
nodos e os sequentes correspondentes associados a cada Si' Para i=k dis-
tinguimos 12 casos dependendendo cada um deles da regra de LQI usada.
Somente consideraremos as regras T3, F3 , TV, F ¥ , desde que as ou-
tras j4 foram consideradas na demostracao do Lema 2.5.7.

i) Syr » provem de S, a través de T3 . Entad Sk terd a forma S,T (3x)
X(x) e Sk' serd da forma S,TX(a), onde a nao aparece em S, também nao
em X(x). rk: Q serd da forma ¥, (3 x) X(x): A . Logo, pomos acima
do nodo associado a Sk um novo nodo ao que associamos o sequente corres-
pondente a S,, que serd da forma r,X(a): A

ii) S,+ provem de S, a través de F 3 . Logo Sy serd da forma S,F(3Ix)X(x)
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e .0 sers (: (3x ) X(x) A S 4
ke : , - Sy serd FX(a). Pomos um novo

nodo acima do nodo associado a S,, e associamos a &ste novo nodo

k
o sequente s X(a),A.

iii) Sy+ provem de S, a través de T¥# . Logo S, seri da forma S T(Vx)

k k

X(x) e r % serd da forma ¥V ,¥x X(x):/ . Logo S, serd S,TX(a).

!
Pomos um novo nodo acima do nodo associado a Sk e lhe faremos co-
rresponder o sequente ¥ ,X(a): A

iv) S, .+ provem de Sy a través da regra F¥ . Logo Sy seré da forma
S,F(¥ x) X(x) e S serid da forma ST,FX(a) onde a nao aparece na
férmula S, também nao na férmula X(x). rl.( . S serd (:¥x X(x)., Al
Pomos um novo nodo acima do nodo associado a Sk e lhe fazemos co-

rresponder o sequente ! : X(a).

Teorema 3.5.2. Seja Y uma férmula qualquer , e suponhamos que Y se-

ja vélida sobre todo modelo topologico. Entao (51 | 8

Demostragcao: Para todo modelo topologico’}}i=(9, S,R,n,\J,:P,— A ,l/,>
e toda valuagE\o ng vale queV¢( cl Y )= S. Consequentemente

cl( Y ) é vdlida sobre todo modelo topologico, e pelo Teorema 3.4.1
temo§ que IE-EJI cl ( Y ). Mas pelo Lema 3.5.1 temos que '68}( Y).

Mas usando o axioma 11 temos que CSI Y.

Teorema 3.5.3 Se L‘C-QIX entdd X é valida sobre todo modelo topoldgico.

Demostragg\o: Suponhamos que ‘I:QIX . Entao pelo Lema 3.5.1 temos que
CEIX . Consideremos agora um modelo topoloy’.co’b] :—-(8, SR, R ;U =P,
-, A,V ,). Todo axioma & valido sobre /nf . Pois préva-se que

para uma assignacao qualqueraf de elementos de@ a férmulas atdmicas
temos que ‘;5( cl( Ax) ) = S. Demostraremos €sta propiedade para os
axiomas 10,11 e 12.

Axioma 10. é(x > (wx2y ) ) =Y( x )=t7";j,(MXDY )= ( (V‘,( x) )"~ U
Y @x2Y ) ) = ( (g V(Y (wx) DU Gy (YU
CC g DT U g ®)2 (G 00 Ypxywh(v) ) =s
Axioma 11 ¥ x X(x) > X(t) onde t é uma constante. Logo‘é(’o’x X(x)=>
x(6) )=[%(¥x xGN WY x(e) HTT=LC ¢ D&xe ) ") Tgxe) ) T2
i_-ud (X(t) )(_U‘fj (X(t) )]o =S. Consideraremos agora o axioma 11

mas pensemos que agora t é uma varilvel y. A clausura universal de

Y« X(x) > X(y) sersd VY(¥«x X(x) = X(y) ). Temos que"é(Vy (¥'x

X(x) > X(y) ) )= (A (% (¥x %002 (o) )2 =[P (Vk
0 s SN Cu V. Pebd 5 20 B im0 i
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Consideremos agora o axioma 12. X(t)> Jx X(x). Pensemos que t

é uma constante r, entao b ( X(r)23F x X(x) )= ( (‘f?x(r) )TJ‘{P(
(3x) X(x))= € (Yx(x) )V JHX()) ) =s.

Pensemos agora que t seja uma varidvel y, vejamos o qué acontece com

a valuagt{o da clausura universal da férmula antecedente. v (Hy) ( X(y)

Sxx(x) )= (D (x(s)> Ix x() ) Y= (0 (Vyx(s) YUY Qx)
5 s€RY J .
X)) ) =L R (Vg (X )u( Y Y e

SQR( §) =

. i
Agora resta ver que se X e Y sao dos férmulas tais que sao premissas

. WA z
de uma aplicacao de uma das regras a.lb.,c., e Z é a conclusdo desta

aplicacdo entdo ‘Jq( cl(X) ) =S e‘ér( cl(Y) ) =S implica‘gp( cl(z) )=S.

Consideremos a regra b. Suponhamos queV(¥y ( Z> X(y) ) =S. Entao

o
(P Ry z2x) ) ¥ =y (Y@ ux@xm > PF=( <v(z))U<
Yy X(x) 51 Mas Uy ( 2o¥x X)) = (Y (D) Uvm(x) ) = (V(z)u( -

. 4
¢x(r> ).

Por Gltimo consideraremos a regra c. e suponhamos queg( (y ) (

X(y)> ¢ ) ) = 5. Logo § = (g p(Yp (X(x) > e)) ) =( R((%x(x) )Y

q( c) )o ) Mas além disto temos queVy (Ix X(x)> c)= L (V,#(ax X(x) )
Gy()) = [ L@ XU (] = RV Yy (c)] N_(

r &R
¢x(r> )Uv¢(c> N = (*{%xcr)uv(?(cn_‘]
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CAFITULD IV

MODELDS INTERNOS

i- Intvoducio

No capitulo anterior apresentamos  uma prova da
completude de LGI sobre o0s modelos de Kripke usando argumentos
ndo aceitdveis do ponto de wvista intuicionista. Através desta
prova, obtivemos uma prova da completude de LQI sobre os modelos
ou arvores de Beth. Nosso interesse € saber se € possivel
encontrar wuma prova intuicionisticamente aceitdvel da completude

.
de LQI sobre o0s modelos de Beth. Neste capitulo veremos que
qualquer prova da completude de LQI sobre as arvores de Beth
permite afirmar o principio de Markov ¥ m (Pi“)VM'P(“])ﬂ““a“ﬂ“)-)j‘“ Pum]
onde F(x) € um predicado vrecursivo. A partir da completude de LQI

infere—-se (usando argumentos intuicionistas) que para todo

predicado recursivo £, V § 17 I x PlE, x) —— ele, x)
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onde Z representa  uma sequéncia de escolha. Se tivessemos uma

Prova intuicionista da completude de LQI sobre as &Arvores de

Beth, também teriamos uma prova intuicionista de ¥ & 17 35.\:’(5,)()

— Vi }*P(E,x)e esta expressio € um caso particular do
principio de Markov, que por sua vez nio & intuicionisticamente
aceitdvel.

Adiante veremos que temos boas razdes rara rejeitar o
princirio de Markov como um principio vdlido na aritmética
intuicionista intuitiva, ou seja niEo formalizada. Agora notemos
somente que VX (PX VWA Cx)aunnIxPx 53xPxpiEo ¢ um principio da
logica intuicionista de primeira ordem. Chamamemos X a fdérmula
que exprime nesta ldgica o principio de Markav. Vejamos que
{g‘ X . Suponhamos quel \Tﬁi X . Felo teorema 3.5.3
e a observaclo do inicio da se¢fo 3.5 temos que X deve ser valida
sobre toda drvore de Reth < C(% i 4’\2‘ = > - Consideremos a
-airvore da figura abaixo cujo dominio fixo ¢ B, o conjunto de

numeros naturais, & cujo vértice & .

3

PO



« Fbw

0 caminho da direita é infinito, e cada nddulo neste caminho tem
acima de si exatamente dois hédulos, um dos quais, o esquerdo, €
terminal. Se A_ é¢ um nodo terminal de nivel n+i (onde entendemos
pelo nivel de um naodulo A_ o numero de nddulos antecedentes a A.
pela relagio A) temos que ' A ‘: () , & somente em um
nodulo com estas caracteristicas € verdade que A ] Pl;\-) . Para
cada numero natural a, o conjunto & formados pelos nddulos
terminais de nivel < n+i e o nddulo no caminho direito de n+i,
forma uma barreira do vértice " . Somente no nddulo terminal o4
de nivel n+i é verdadeiro que © = P[’;—‘-) , € nos nodulos
restantes A de £ temos aque A \'—?/f’(;ll. Logo para todo n

(e Plm) VW Pn) e consequentemente | {5 v x ((’x- v WA P’()
Além disso para todo noddulo tevminal & temos que & t? 3 x Px
e todo nodulo no caminho da diveita tem umnodulo terminal acima
de si mesmo; 10go, Para nenhum A na arvore temos que At:mg)k P)(
e consequentemente v L:. VARV 3’(\:‘)&- . HMas qualgquer barreira do
vértice 5 deve conter um nodulo pertencente ao caminho da

direita. Dado que para todo nimero natural » nenhum nodulo A do

caminho da direita € tal que A Fﬂ'“-\ , teremos que r‘)ﬁ T x Px
e consequentemente 1 \% v x \FKVV_‘?*)" nn 3xPlx) > IxPx

Provamos que Y ¥ (Px v P")“““a"?**:’ FLPx nio

& um principio dervivavel na légica LQI. Supondo 4que LQI € uma
representagio fiel da ldgica intuicionista de predicados, isto €,
que todo esquema argumentative intuicionista valido seja
derivavel na ldégica LGI, e reciprocamente, provamos 9que O
principo de Markov n3o é admissivel como esquema argumentativo da

1dgica intuicionista. Mas esta suposigiao pode ser questionada,
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pois nas pglavras de Heyting "it must pe remembered that no
formal system can be proved to represent adequately an
intuitionistic theory. There always remains ‘a residue of

ambiguity in fhe interpretation of the signs, and it can never be
proved with mathematical vigour that the system of axioms really
embraces every valid method o#f proof” (Heyting [19561, ﬁég.'108).
Isso forga-nos a considerar outros argumentos para rejeitar o
principio de Markov, além da sua inderivabilidade na ldgica LQI.
Nas sae¢les seguintes analisaremos o conceito de
validade interna. Demonstaremps com argumentos aceitdveis desde
um ponto de vista intuicionista que toda formula internamente
valida serd também vdlida na semintica dada pelas drvores de

Beth. Disso inferimos que uma prova de completude para as

formulas validas sobre as arvores de Beth que seja
intuicionisticamente aceitdavel, darsd: origem a uma provar de
completude para as formulas internamente validas

intuicionisticamente aceitavel. Em efeito.'seja X uma formula
internamente vdlida, logo X serd vdlida sobre toda arvore de Begh
€ consequentemente Fta‘ X . Mas demonstra-se que se LQI é
internamente completa, isto €, se toda fdrmula internamente
‘'vdlida € demosntrdavel na ldgica LQI, entfo pode ser provado com '
argumentos intuicionisticamente aceitdveis o esquema VE"'"}’(P(MS}
—DVE 3;(.?[_5,)() como Proposigio © da . aritmética
intuicionista n3o formalizada. Entio uma proQa da completude de
LQI sobre a semantica dada pelas drvores de Beth di origem a uma

demonstracio intuicionista do principio de Markov.
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2- 0 conceito de validade interna

A nocio de validade interna parece assemelhar—se ao
conceito de wvalidade “a la Tarski”™, embora uma ané]ise mais
profunda mostre que se assemeclha, na verdade, ao conceito de
validade por substituicfio que € prdprio de uma semantica
intuitiva, poi1s neste conceito de validade interna n3o temos wma
caracterizagido recursiva da validade. Cdnsidcremos. para fixar
nossas idéias, uma formula A (6 - ' : ﬁh.) fechada
pertencente a linguagem de LQI, cuja letras de predicado estfo na
ista ¥ & <« = P,“_ . Seja L uma variavel cujo percurso
seja todos o0s dominios admissiveis desde um ponto de vista
intuicionista, & seja Pt* variaveis para indicar relagoes
sobre 2 onde P" € P(*- tem o mesmo numevo de  argumentos. A v
provem de # relativizando os quantificadores a 2 e substituindo ‘91
por (3:*‘ Dizemos que A € internamente valida e denotamos este
fato por ¥alc(A}) no caso que VY DV Pf . . v(a,: AOKPJ, T Pﬁ‘t)
€ uma proposicao verdadeira. Definimos validade construtiva e a
denotamos por {h{:(ﬁ) como validade internz, mas restringindo o
percurso de £ e dos PQ* a dominios e relagBes que-nSo dependam
de parametvos para objetos gue nio estejam definidos atvravés de
lcis (por exemplo, sequéncias de escolha livres).

Definimos Completude (Comp) = Completude ‘débil (Comp '}

de uma formula A por:

Comp(A) = Val(A) ———p 7 x f’rooif(x,"/\-')
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Comp “ (A) val(d) —— 5 11 I » P{f-%lo}- [ x r/\")
onde FProof é ~ o predicado de prova formalizado. B conceito de
validade interna pode ser considerado difuso. Para uma discussao
desta nogio ver Troelstra [19771 (pag. 102 - 104). Troelstra
compara a_nocio de validade interna com a nog3o de validade para
a 1dgica clidssica. Fara a ldgica de predicados cldssica LQC, a

situacio pode ser analisada nos seguintes trés itens:

‘ 1
(1) ¥ X f’t'ol_oa%c (x."A ):\7 Val(A), aqui Val(a’
defini-se agora para dominios e relatﬁes cldssicas. As estruturas
referidas por ¢al¢4) nfo sio necessariamente conjuntistas. Aqui
“"conjuntista” significa:‘representada pelos elementos do modelo
pretendido (intended model) de ZF. Isto €, D niEo €
necessariamente um conjunto.
| (I1) Ual(ﬁ):Dh ¢ valida sobre todas as estruturas
conjuntistas, mas a reciproca "A € wvidlida sobre todas as
estruturas conjuntistas,:::i>0a1(ﬂ)" em principo n&o deveria ser
verdadeira, dado que existem estruturas que ndo sfo conjuntistas:
por exemplo, as fdrmulas de LGQC com um tdnico simbolo de relaglo
bindaria E, admitem uma interpretacfo onde o dominio € a classe de
todos os conjuntos (e consequentemente nio € um conjunto) e E € a
, y
relacio de pertenca. Mas pela prova de Godel de completude de LGC
temos que se A € valida sobre todas as estruturas conjuntistas
entdo } A , & pela "soudness™ de LQC, Val(A).
Lac

(III) Em relacio a reciproca de (I), isto é, completude

no sentido de Comp ou Comp’ (que s@o nogdes equivalentes de um
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ponto de vista cldssico) podemos dizer o0 seguinte: a prova de

completude para .QC mostra que podemos rvestringir-nos a
‘ _ o 2i i 3

considerar estruturas [&1 definiveis (e consequentemente a

considevrar estruturas aritmeticas ou conjuntistas).

Consequentemente, a extensfo exata do conceito de estrutura é
ivrelevante, dado que @ guficiente considerar uma classe limitada
de estruturas. Suponhamos que =a reciproca de (I) fosse falsa,
entdo uma prova deste fato tomaria a seguinte forma: sob
determinadas suposigOes especificas, referente A classe de
estvruturas, € verdadeira a incompletude; em outros termos, para
todas as classes de estruturas que satisfazem tais suposicﬁeé
teremos a incomeletude.

Fara LQI, a situacio ¢ semelhante. € calro que a classe
deenunciados validos depende de suposicBes matemdticas sobre as
estruturas que ser@o consideradas na defini¢Ho. Classicamente Val

estaria determinada (em principio) pela extensfo da classe de

dominios e relagles; intuicionisticamente Val depende desta
extensio, mas também da classe de provas de enunciados
moleculares referidos a estruturas intuicionisticas. Essa

dependéncia da classe de provas estda implicita nos axiomas
postulados para determinados objetos matemétiéns;~ por exemplo,
onde estejam incluidas relagBes com um parimetro para as
sequéncias de escolha livres no escopo dos quantificadores b’ﬁ,ﬂ
v Pf: , & extensio de Val estd determinada pelos axiomas para
as sequéncias de escolha livres € pelos axiomas que expressam
como devem sS€r as Provas possiveis para enunciados com uma forma

determinada. Consequentemente, a dependéncia de Yal das



suposicoes matematicas € mais essencial no caso intuicionista.
For exemplo, supondo a tese de Church LQI é incompleta (ver se¢io
6 deste capitqlo).

A prova de completude de Godel para LQC mostra que
podemos nos restringir a considevar a classe dos dominions como se€
estivesse formada por apenas um conjunto que € o conjunto I dos

‘ . 3 . -~ X ’3*
numeros naturais, € a considerar predicados (74, . A

de TYZ- r\{Tz' , isto €, exprimiveis na forma (}AJ [Vj R) ( X4, -
Xogo X %) 5 () (FY) Sy (Xae - Xai, X7 )

onde Qs e Sd sao predicados recursivos primitivos.
Fara a ldagica de predicadms cldssica LQC temos duas
definigoes de formula valida. As duas caracterizam a mesma classe
de fdrmulas. A primeira definigio (DI) diz 4que uma formula e
valida sobre um dominio de individuos no caso que ao substituir
nesta formula variaveis proposicionais por proposicoes
determinadas, variaveis de predicado n-adicas por predicados n-
adicos determinados, definidos sobre 6 dominio de individuosy e
varidveis livres por ohjetos do dominio, de forma tal que cada
variavel seja substituida do mesmo modo em todas as posigdes que
ocupe, o resultado seja uma proposicdao wverdadeira, e isto
aconteca para todas as substituigOes desse tipo (Hllbert-Ackerman
(49751, pdag 89). A segunda defini¢o (DII) provem de Tarski
[1976]1 € € @a seguinte: suponhamos dado um dominio DI e wuma
assinalacio de subconjuntos de [ aos simbolos de predicado fi( Xa,
.. XM) e uma assinala¢cfo de slementos de D as variaveis

livres. Define-se agora a relacgio de satisfacio entre as

sequéncias Z de elementos de D & formulas atomicas A) t)(u - 25 xm.]



de LQC. Dizemos que D — UD.(, b, ... bm_)

satisfaz uma fdormula atdmica A) ( X .- .. Xm) se (‘o;:lal
% w8 ‘om)é(ﬂnonde (ﬁJ\ € o subconjunto de D associado ao
simbolo de predicado A) k Xay Xy == -xm) . Logo, por recursio

(ver Mendelson C49791, cap. II) define-se a relagio de satisfacio
entre uma sequéncia :z- de I & uma formula aualquer. 6 dominio I
com a assinalagio de subconjuntos de Dr;s letras de predicado de
n argumentos se chama um modelo . Uma formula de LQC &
verdadeira em um modelo 47Z __-—_-< D’ (Aj]ﬂ’ y= 412 -~ >3 n=42 -">
se¢ toda a sequéncia jf- de elementos de I satisfaz esta formula.
Uma formula valida ou /logicamente valida serd uma fdrmula vdlida
sobre todo modelo.

Observemos as diferen¢as entre as definigBes (DI) e
(DII). (DI) em contraposi¢8o a (DII) nHo depende explicitamente
da forma gramatical das formulas consideradas, embora dependa
implicitamente. Mas a diferen¢ca principal entre (DI) e (DII) &
esta: na defini¢do (DI) assinalamos predicados especificos as
letras de predicado, a0 PpPasso  que em (DII) assinalamos
subconjuntos de Dp No caso em que D seja um dominio nS%o
enumerévelﬂwé mais subconjuntos de p" que predicados especi?icgs
sobre " o0s primeiros ni3o sfo enumerdveis, mas os segundos s%o
enumeraveis. Mas toda fdrmula valida no sentido (DI) € vdlida no
sentido (DII). Em efeito, toda formula € vdlida no sentido (DI)
se e somente se & vilida no sentido (DI) sobre o0s numeros
naturais (Hilbert-Ackerman [19751, pag. 121)} ¢ analogamente,

toda formula é valida no sentido (DII) se e somente se € valida

no sentido (DII) sobre o dominio dos nudmeros naturais (ver Kleene
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Ci974]1 coroldario § do teovema 34, pdg 325). Mas acontece que

sobre o dominio dos numeros naturais temos tantas assinalacBes de

predicados especificos P.j* a um simbolo de predicado PJ' \ x4 -~ Xn)
. P B (') n N 3
como assinalagdes de subconjuntos ( J] < N ao mesmo simbholo

de predicados.

Fara a 1ldgica de predicados intuicionista LQI =
situag80 € a seguinte: todo dominio I intuicionisticamente
admissivel € enumeravel. Chamaremos espécics a esses dominios. €
0 mesmo  associar uma sub-especie de no a cada simbolo de
predicado PJ \ Xey - - - 'xﬂ\) , ou associa-lhe um predicado

C-X -
= } dado que intuicionisticamente

‘ - A
especifico PJ lX:.
cada predicado determina uma espécie e reciprocamente.

Iefiniremos agovra o0 conceitos de completude por
substituicio (Comps(ﬁ)) e completude débil por substituigio
(Comp’ (A)). Diremos que uma formula A (P, - -- Pa ) © ferhada

S
cujos simbolos de predicado sio (>, 2, - . P, , € fortemente
completa por substituigio, se esistem predicados que dependam de

A, P‘“iﬁ)f i ‘3“‘ (&) definidos sobre os numeros naturais tais

que se A li’:’“‘] i === Darld) ) ¢ verdadeira entlo t_LGl A (f"'

s ) . Analogamente definimos completude débil por
substituic8o deste modo: divemos que uma formula A ( G, - - Pn)
fechada cuijos simbolos de predicados s3o \31; " - Pm, e
debilmente completa por substituicio se existem predicados O™ (4) j *

. PM’UX) tais que se Lﬁ['s‘: - P.q) ent3o € absurdo qu.eﬂr(f,”ﬁ)J
e.r(A) J seja verdadeira.
Temos ent3ao os seguintes conceitos: completude (Comp),

completude dé-bil (Comp "), completude por substitui¢3o (Comp) e
S
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completude débil por substitui¢cio (Comp’). Estudaremos a relacHo

S

entre esses conceitos e sua aplicagio 2 ldgica de predicaaus
intuicionista LQI. Fara a ldgica de predicad‘cs' cldssica (LQC) -
temos Comp 4—L Comp’, devido ao cancelamento da dupla negacio.
LQC € completa, mas além disso, a prova de completude de Gddel-
mostra que é com-pleta por substituig8o. Fara LQI a situacio é
diferente pois:

1. Da completude deébil Inﬁo poder ser inferida a
completude forte. Isto pela impossibilidade de cancelar a dupla
negacdo. Além disso, podemos pensar que existe uma férmula A de
LQI com as propriedades seguintes: (i) A é valida; (ii) falando
classicamente A nfo € provavel em LQI, isto €&, classicamente
\x)lPiog“‘ (X, rp) ; Gii) falando intuicionisticamente, o enunciado
“A n3o € provavel intuicionisticamente” € absurdo, isto €,
intuicionisticamente 1 (X) 7 ?"Lc'gk kxl N ) . A fdrmula A é

debilmente completa, mas nac €& fortemente completa. Se A fosse

fortemente completa, entdo intuicionisticamente teriamos (3‘)&)

' ]
‘:.r‘.;,l\,(x,"h")’ e a fortiori classicamente [3‘)‘) F{o“;"\ ( x, A ) em
contraposigio a (ii). Alem disso, se admitimos

( 1 o c .
intuicionisticamente que [(X) 7 fLrg:?k- ()( A ) entao por (iii)

teremos que ﬁkﬁx‘ N ) para um n-upla de predicados
» A
‘9( ! PZ. ] .- Pﬂ*

»

, 0 que prova que A € debilmente completa.
Fodemos encontrar uma condigio suficiente pava que um sistema
formal & com um predicado "Froof" recursivo seja tal que a

completude débil dele mesmo implique a sua completude forte. Esta

condic%o é que para cada predicado primitivo recursiva A(x), "'IDCIA(:&]

_______93,(qﬁl7~) . Isso ¢ fdacil de ver, pois se S € debilmente
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completa e B é uma férmula de § 1 Vo-l\ B)_—-pli)ﬁ"vc{l&'ff)(m.
E consequentemente 11 Vol tB)——D-'U()"P""\"x'FB?} dado que
Vel L 3)

P 171 Ve \B) (x%), temos que Vol U?)) — > {3x) Progh (X787
e dado que para todo predicado recursivo A(x},'11ﬁll)é—-——bﬂl§L
teremos que o\ (B) —P Ix PFOO\ \X,"B.‘)ﬁnalogamente, s¢ S € um

sistema intuicionisticamente decidivel, ent3o "S ¢é debilmente

»

completo” p "S € fortemente completo”. Em efeito, a
decidibilidade intuicionista significa que para cada formula B (X}'I
Prea Lan‘3‘)Vl3*]rrw\\>‘~'$‘):Lt equvalentemente 7 ( X) 3 Prook | X, B) —pl3x)teel (%W
(%%%) . E o resultado infere-se de (%), (%%), (#*xx),

2. A completude forte de LQI n%o € provdvel na
matematica intuicionista (ver se¢io S deste cap.).

3. A completude débil por substituigio de LQOI nZo pode
ser provada na aritmética intuicionista niao formalizada. Isto é
consequéncia de um resultado de Kreisel [19581 (pag. 324). Ele
provou que nao €& possivel fornecer uma prova na aritmetica
intuicionista de que o fragmento de LQI formado pela negaglo da
formulas prenexas seja debilmente coﬁpleto por substituig¢lo.

4. Consequentemente nio € possivel encontrar uma prova
na aritmética de Heyting de que LQI seja completa (fortemente)
por substituic¢fo. Em efeito, no caso contrario éxistiria uma
prova de que LQI € debilmente completo por substituic8o. Em
outras palavras, se existisse uma prova intuicionista de que LQI
& fortemente completo por substituigfo também existiria uma prova
intuicionista de que LQI € completo. Absurdo.
5. Se admitimos a tese de Church, LQI naoé

construtivamente completa. Em efeito, ~ usando argumentos



pertencentes a matemdtica cldssica, prova-se que o conjunto de
formulas construti?amente validas ndo € recursivamente enumeravel
(ver se¢io 6 deste cap.). Mas este fato n56 € uma prova
(classica) de que LQI seja internamente incompleta, dado que
‘Poderiam existir férmulas que fossem construtivamente wvdlidas e
niao fossem internamente validas. °
Interessa-nos agora determinar a relacfo entre validade
interna e validade sobre drvores de Beth. Vevemos em primeiro
lugar, que se uma fdrmula X € internamente valida, ent%o0 X &
valida sobre todas as drvores de FBEeth. Ferguntamo—-nos pela
proposigdo reciproca, isto €, se X € vdlida sobre todas as
arvores de Beth, serd X internamente vdlida? Observemos que se X
€ valida sobre toda arvore de Reth entio EﬁJ X. Tendo fixado um
dominio I, parece natural supor que tendo feito as substituicBes
correspondentes a cada categoria ldgica, teremos uma Proposicio
verdadeira, e assim poderiamos afirmar que X é internamente
valida. Mas em nosso arrazoado usamos a completude de LQI sobre a
semantica dada pelas drvores de Reth, e esse é um resultado
obtido usando argumentos nfo intuicionistas. A situacio é a
seguinte: classicamente pode demonstra-se que toda formula
internamente valida € wvalida sobre toda érvn;e de Beth e
reciprocamente. Intucicionisticamente n3ao podemos demonstrar a
falsidade da proposigao “"toda formula valida sobre arvore de Reth
é internamente valida”, pois, nesse caso, teriamos uma prova
classica da falsidade desta proposi¢ao. Mas também nid conhecemos
uma prova intuwicionista da verdade d=z proposi¢3o destacada acima.

Até agora esta € uma proposicao indecidida.
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A seguir introduziremos o conceito de sequéncia de
escolha. Uma sequéncia de escolha € uma sequéncia de numeros
naturais. Fode ser uma sequéncia cujos termos estejam dados por
uma regra de Eélculo, mas também pode ser uma sequéncia cujos
termos sejam escolhidos arbitrariamente. HMas, em cantraposicﬁo a
matemitica cldssica, nfo as pensaremos como totalidades infinitas
dadas, mas como entidades em processo de formacdo. Aquelas
sequéncias cujos termos nio estejam dados por uma lei serio
chamadas® sequéncias 1livres. Denotaremos qualquer sequéncia de
escolha por uma letra grega &, ﬁ, d/ . Com q:'(ﬂ)
denotamos < €10}, . . . . (n-4 ) ; isto €, a-sequéncia formada
pelos primeivos n—-termos de o/ ; c;qLC)) sera sequéncia

-0 =0 —D
vazia < ) . u, v, w serfo varidveis para sequéncias finitas de
numeros naturais. Definimos o comprimento de umalsequéncia finita
—LP por lh{(u)=k sse L—l';(UO; . L Ve-4 > . Dizemos que {3&_—
ﬁf se :} n tgl que z§-<n)=Jﬁ

Uma expansfo (spread) é essencialmente uma drvore onde
cada caminho (path) € infinito, tal que podemos construir
efetivamente uma sub-arvore consistente nos segmentos iniciais de
um numevro finito de caminhos. Os caminhos da arvore identificam-
se com sequéncias de escolha, e c;ha nodulo da arvore com uma
sequéncia finita de ndmeros naturais, o segmento inicial comum a
todas as sequéncias de escolha correpondentes aos caminhos que
atravessam este nodulo. A 1lei da expansio é uma fun¢lio s que
aplicada a uma sequéncia finita ;?indica se tal sequéncia € um
segmento inicial possivel de uma sequéncia de escolha pertencente

-0
a essa expansao. No caso afirmativo, s(u)=0, no caso negativo
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s(uw)=1. A 1lei da expansio deve ser efetivamente calculdvel. Uma

sequéncia finita ﬁ)chama—se admissivel em s se 5(&%=@. Uma
sequéncia de escolha X & um elemento de wuma expansSo dada. por
uma lei s se b“‘n S (‘;’ (™) )20, Nesse caso escrevemos o« & s
e dizemas que A& pertence A expansio s.

Até agora falamos de sequéncias de numeros naturais.
Fodemos considerar também sequéncias de outras entidades
matemdticas. Em efeito, dada a lei & de expansio, suponhamos que
podemos construir uma correlagcio efetiva ¢ que associa elementos
pertencentes a uma espécie A com sequfncias admissiveis finitas
de s. Assim se s(uy=0 ent%o c(Eﬁ pertence a A. Se o & 5 , B

'

sequéncia de escolha de elementos de A correspondente & CG%]:”<C(¥l°n,

C(él‘“), . 7 Denotamos esta expansio generalizada por S <> .

Uma arvore chama-se finitdria se cada nddulo tem um
numevo finito de ndédulos imediatamente acima de si meémo-. Uma
expansao finitaria chama-se um leque (fan). 0 teorema geral do
leque (generalized fan’'s theorem), diz que se todo camingo de um
leque € finito, entfo existe uma cota superior do comprimento de
cada caminho. .

A seguir demonstaremos que toda formuls internamente
valida & valida sobve toda arvore de Beth. For simplicidade
consideraremos formulas de LQI fechadas, € Vamos supor que para
todo numero narural n tais fFormulas contém o ‘ndmeral n como
constante de individuo, e as Jdnicas constantes de individuos
serao precisamente essas.

Seja T uma arvore sobre a qual X é valida.
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Trans?ormaremos T numa arvore T° nNa qual todo caminho & infinito,

substituindo cada nodulo terminal (se tivéssemos tais nodules)

POY uma cadei infinita de nodulos 17, M2y » = €% -+ que cada
ra
. e tal que (7 = A (A atdmica) se e somente se
A |-" A onde A € o0 nddulo terminal Correspondente da drvore

T. Se na drvore T nSo existissenm nodulos terminais, fariamos
T=T". Represent amos T" por uma Expansio s de modo tal que cada
nddulo de T° corrvesponda a uma sequéncia finita admissivel em g e
reciprocamente Fara qualquer formula X e qualquer sequéncia
. =) ) ; ~B :

'Fig:.ta W admissivel em S, escrevemos Tr(ﬁ.u) Para significar que
i A onde € 0 nddulo de T- correspondente a o

Seja agora 0( uma sequéncia livre admissivel en S. Uma
sequéncia livre de s & uma sSequéncia arbitraria onde nenhuma
restricio € imposta €M qualquer estado da €scolha de seus
elementos, exceto a exigéncia de SEr  uma  sequéncia de S.
Distingue-se Pelo fato de que qualquery enun‘ciadn B(Q ) . pode ser
reconhecido como verdadeiro somente através de um segmento

inicial de & Sua pertenca a s e o fato de que € livre.

Consequentemente R(o¢ ) implica que 3!\ V/B B( /3) /3 onde
BeEs , Ley ()
PEYCOrYre somente as sequéncia livres (ver a nota 1 deste cap.).

n g e —v x ; :
Supomos que Para toda s€quencia finita admlssu’\el. existe umg
- - 3 w r - - -
sequencia livre da qual u & um segmento inicial.

Definimns agora uma interpretagio interna que
transforma toda formula x EmM um enunciado X' (o ) sobre uma
sequéncia de escolha liyre o e < - 0 dominio das variaveis
(isto €, o conjunto I de nossa definicio de validade interna) e

L

0 conjunto dos numeros naturais N Interpretamos cada numeral n
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como n. Se A € uma formula atdmica, interpretamos A°( % ) como a

proposicio ¥ n Tn (A-. o “‘]) - Assim, temos definida uma

interpretacfo das letras de predicado ﬁue aparecem em qualquer .

formula X e Eonsequentemente X' X) estd bem deefinida.
Suponhamos verdadeiro o seguinte lema:

Lema 4.2 1 (Dummett C19771, pdg. PR3 - 2eld) - X'« )

€ verdadeira sse Fn | n (X; "«’__("“]

Agora podemos demonstrar o seguinte teovems:

Teorema 4.2.2 - Toda férmula internamente vdlida de LQI

€ vdlid sobre toda arvore de Reth.

Demonstragfio: Seja T uma drvore qualquer. Formamos T
conforme o indicado antecedentemente. Seja X uma formula
internamente wvdlida e consideremos a interpretaglo X' ( )
definida an%eriormente. Dado que X ¢ internamente vdlida, temos
que \fq’_ )I( (Q{)é verdadeira. Felo lema 4.2.1 temos que ,Vﬂ( 3In Tn

des, o L.vre

(X‘o:'lﬂ’.].Logo existe uma barreira S do vértice tal que para todo
Aes, A l’—'X Logo se ( ¢ o vértice de T’ temos que r'!=)( e
consequentemente no vértice T de T temos que (—1-—-)( . Logo X e
vdlida sobre T.

Resta-nos provar o lema 4.2.1. Faremos a demonstragio
por inducdo sobre o grau de X: -

\ (i) Se X e atOmica, o lema € imediato pelo significado

de X' (X );

(ii) Suponhamos agora que X = Y A" Z. Logo pela
hipdtese indutiva temos que X (o ) é equivalente a BnTn- {Y;";("‘)A
3?\(\ Ta (Z,J(M!) . Escolhemos max(m,n) e teremos que 3N Ta (X: d__(-"))

(iii) Suponhamos que X = Y v Z. Logo X'(ed ) €
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equivalente, pela hipdtese indutiva, a 3} n Tf\(\/: J““) v
QanlZ,..,E{m)) . Isto implica que JIn Tn lXaJU")'
Reciprocamente ,suponhamos que N 1R (X’J("‘) . Isto é
cquivalente a In VB Im Ta (VAIM)V T (2,50)

Bes, Be J(n)
pela definigio da relacao \-_—.: entre um nddulo e uma férmula

disjuntiva. Farticularmente, considerando o temos que BmTﬂ(‘fsz"’")
V3T~ lz"; (m]) que implica que 3In [n {72'&(“\] vin Ta (2{ .?fm]]
(iv) Suponhamos que X poon ¥ o Z. X' (X ) é

equivalente a $n Tnl ~, (f“) S— i N [qu’{ml)

Mas ¥ n Tn (X,d(n)) & equivalente a 3a VAV Tn ‘I:B(Ml)—DT’n[Z (9{”"-))

r3es, Beodlng

pela definigdo da relagio ‘:: entre um nddulo e Y D Z.
EscolhenduOC na formula antecedente temos gr\ vm (T'n ‘ \/,J(wl}
T"-(z- ,ol (M) ) , que implica 3RTA(7;§(nI)

ﬂm. T,,[Z,‘;{m\) que ¢ equivalente a X' ). Reciprocamente,

S

D

suponhamos X' (& ), isto &, In Th ( Y, J(nl)_.;;}m‘rn ['ZJml) Dado
que X € uma sequéncia livre de s podemos conhecer a verdade da
proposicio X' ( o ) a partir da informacio obtida de um segmento
inicial o ( '<) de o . Temos entio V/B(Han(‘/;Bl""-‘)——-—PBanL{z/thl

/Bés, Beat ()
Temos usado aqui que o € uma sequéncia de escolha livre

Suponhamos B & s , /36-::;((-1), maZ R, Tw Y E(ml)

Enti&o b" h/}r\ T"‘ (2 a’f.n\} pelo fato de ser o livre. Mas
V€5, YERB(m)

entio o nodulo — de T’ correspondente a /?(m) tem uma
barreira de nodulos S tal que para cada Aés ) A {: Z . Logo
CE 2 , isto é, temos que Tn (Z/E(mlj . Temos mostardo

que 7 P V’V’-(T“- \"/1 'g(“‘\]
RES, pe T (R)

vez implica a proposicfo * que é equivalente a I n a ()(,ofl,nl)

PTn (2 ,ﬁ(ﬂ‘ll) que por sua

(v X é& (W Y. Pela hipdtese indutiva X' (& ) ¢
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. equivalente a 13m TnlY, d—{nl) . Dado que o< é uma sequéncia

de escolha livre de s, a proposicio antecedente & equivalente a

Fnv?/A13m T'n(

- \’IB""I). Isto significa que para algum n, e para
/865//3&-./(0}

todo nodule A tal que A M? F“ , onde r € 0 nodulo
correspondente a od (n) , temos que A F/ 7
Consequentemente temos que {"FV\“‘/ . E ent3o an'l—n(x;d U‘\) _

sse X (X ).

(vi) X é = VxY|x). Logo X'( X ) é equivalente a
Vm \/l(M) l"/)que poresua vez ¢ equivalente a Vm }_"T"lyl’ﬁ)ﬂ((h\)
Dado que O( € uma sequéncia de escolha livre temos que para
algum k /3 ¥m 3n Tf\()‘/(f-ﬁ}:/g-fﬂu Fara cada m, consequentemente,

PReES, Bed(s _
o nddulo & correspondente a o (&) tem uma barreivra S, e

para todo nddulo A cS , temos que A F'V(nT]
ConsequentementEE‘:\Hn-ﬁ) para cada m. Logo _@’}:‘Vx)’l)(}se O- ¢ o

nédulo correspondente a J(ﬁ} e temos que [ A (X,Jfﬁ\]

(vii) Suponhamos que X = 3;(7['.2_) . XX ¢
equivalente a + m \]‘(m)(d) que pela hipdtese indutiva @
Im In Tn(‘/(ﬁ),o{[n}) . Vemos também que gnTﬂl)CJ(ﬁ)) é
equivalente a }nt/BIm ":}C:TAIY{Z)/ﬁlR)‘} . Escolhendo na

/Be.s/ﬁe-J(n\ _ _ .
formula antecedente of temos que Fm j-nT.-..[‘/(m),a( {n!), Mas

também temos aue 3-M IANTh|Yim), anl)implica ZFn Vﬁ I3
rRes, Bed(r)
Ta l7 (IY_';-} ;ﬁ{R\J pPOr ser c:( uma sequéncia de escolha livre.

\-u

3. 0 principio de Markov implica a completude interna.
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Como fizemos anteriormente, concideraremos formulas de
primeir2 ovdem contendo numerzis, mas n2o variaveis livres.
Consecuentemente todas 2s formulae serido fechadas. Consideravemos
uma Vversao do calculo ae seque%tee onde o antecedente, mas tzmbeém
0o consequente, podem conter um numero finito de formulas,
positivo ouw zera. Chamaremos este calculo L°°. &s regras sio:

AR V,/EQL/L A N P A (B4

== 2 — e ————— - s

CARB:A . e K2 R B

V. T ALD CRIA .y UL AB A
OO, AVB A T oA VB A

oo 1) Awe: AR R VI L
o, A=eA C A8 A

A, C ,nhA @ A, a : U __EL;E:____h-__*
T ,WA : A c a0
v U, WxA(x) AT e een e An) =B Y C 2 Al

Cox A : B
}: “ ,A(;) : A : 3 _.(: R A..(.i;_.)._.'.'_'.'ﬁ'."r""-_.\-%"&.(K‘_'A_
5

€ 3x A D



Definigé?) 4.3.1: Chamaremos sequente bésico, aquel sequente que te-

nha a forma ¥ A:A, A

i . ™ % . —
Definicao 4.3.2: Dizer que um sequenter'dse satisfaz num nodo >

de uma &rvore de Beth, é dizer que se para toda férmula X dertemos
quef}:)(, entao para ao menos uma férmula Y pertencente a A , temos
que 2/: ¥

Definigﬁho 4.3.3 : Uma brvore de prova truncada para um sequente l"'.ﬂ

de se mesmo dois nodos, é uma consequéncia direta por uma das re-
gras de inferéncia de L'' dos Séquentes associados com essos dois

nodos, e o sequente associado com o vértice &( : /) - Dizemos que um
sequente esti associado com um nodo, se ele se satisfaz nesse nodo.

Definicdo 4.3.4: Uma &rvore de prova o prova del : 8 & uma drvore de

Cal
prova truncada para ™ : [\ na qual os nodos terminais estap associados
com sequentes bAsicos.

Definiggo 4.3.5: Diremos que A é derivable a partir de [ em L''

e escrivemos I L'-" A Se existe uma Arvore de prova para [ : A .

A seguir provaremos que se [ X entao | Xx . Para iste alvo
LY¢ LQI
provaremos, no primeiro lugar que se F entdo F X, onde L' é o
Lll Ll

cédlculo exposto no Capitulo 3 ponto 5. Introduziremos um novo c4l-

culo L. Resultar4 que se t.X entao LI— X e que Se,‘t X entgo ClaIX

( A seguir justificaremos istas duas afirmagoue\s). Teremos entao
que se t..! entao t(-:QIx (*). Suponhamos além disto que poda demos-
trarse que sel*X entao F X (#%). a partir de (*) e (¥*) teremos

LQI “A
0 resultado querido. 0 esquema geral da demostracao ser4:
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l-x:m-x:?tx:?%xdﬁ’t-x:—a\—x
N

1§ L CQI LQI .

Lema 4.3.7: Se bk X entao F X
. Lll L'

Em geral provaremos que se ( \';.A entao © \" 4 . Suponhamos que
exista uma Arvore de prova T ]én L'' paraV T:A Dado que cada no-
do de T estd associado com um sequente que tem a propiedade de de-
rivar-se a partir do o dos sequentes associados com o ou os nodos
acima dele, serd suficiente para ter uma Arvore de prova S en L'
para (M A ,transformar toda derivaga“o em L'' numa derivacao em L'.
Se obtivemos ¥ : N a partir deA: , : A ,V: , :V, :—p , a
transformaggfo é€ imediata. Se obtivemos . A a partir de—? H

. “A . : . “
a situagcao €& a exposta-a esquerda , Cuja transformagao expomos a

direita. 5 ,B :,9

. - ] Atenuagg‘o
2, A—PB: A,O 7T,B:E —5:5 A—pB: A, © ,ADB,B:D
7,4 —pB: & Z» A0B: O

“ £
Se obtivemosT : A a partir de :A, a situagao & a exposta a esquerda

]
cuja transformagao expomos a direita.

r JAL T 2 L,A:
() —
S :aa, o Atenuagao i : AA
2 ::uA, &
No caso quefl : [\ tenha sido obtido a través de ! : y a transforma-

cao & imediata. Também no caso queV : [\ tenha sido obtido a través
t.‘} W o ; Co A
de : , a transformacao é imediata.. No caso que - tenha

A
sido obtido a través de ¥ :, a situagao é a seguinte
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— —_—

/ . . 3 —_
Z Px A(xY. A n ) ..., ... Al ): &

e » —_—

que se transforma enm

v2 . > ¥, A(x).A(ﬁ;) ...... A(ﬁ:) s (=

v o Z, ¥V x A(x) ,A(n? ...... &(n-;_) : >
, 2, Fx A(x),A(d}) ______ A(ﬁ;)

v S, U AR =

No caso que1-:£3 tenha sido obtido por 3: a transformaggg é ime-

diata. No final, no caso que .0 tenha sido obtido a través da
by

regra : 3 a situacao é a seguinte

2 A, A(n_r-),_-]x A(x), &
x :Ix A(x), &

que se transforma em

I - A(n_),3xA(x), &
} 7o A(ﬁé) ........... A(ﬁ;),}xA(x), &
3 AL,

A 3 xA‘(‘;c‘j, @'

Consideraremos agora o célculo L que usa uma nocao

ey

ampliada de sequente. Um sequente V' : C serd um par orcenado
/ rd L4
a8 ,C 2 tal que® & um conjunto finito de férmulas, e C &€ ou uma
’ A 5 »
férmula, ou o conjunto vécuo. As regras de L sac as seguintes ( te-

Dy - -
mos aqui regras de introducao de constantes logicas a direita e a

esquerda)



Escuerds

Atenuaggb r B C . c
U o:A T LA: C
A U o:a D: & F,A,B: ¢
T, : AaB TAaB: C
v _F:a . N b, B: ¢
M. ave T ave ©B, AvB:c
—p N a8 r ,B:C b: a
v : AVB , 6, A_'DB C
L A: i—' A
r :WA T.n
T Ay (aco): ¢
C :¥X A(x) r Yx A(x): C
r . A(t) O r!A(Y): G
T 13 x A(x) F,3x A(x) C
E imediato que se rl: X entao ‘-FLX. Fica por
L ¥
ver que se F X entab b X . Para isto deveremos introduzir
L COI

[
um novo calcule intermedio N , ¢ célculc de deducao natural, o qual

(v
é equivalente a CQIl, e provar que sef X entao I ¥
I N
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As weyras de :ufvrinzis de sictem N de G W e Btneal
divicem-se «n regprae cstructurais e reeras lécicas. Fariste sOmente
" L)
uma regra estructural, & rcgra de atenuacao:
N
 ,A : B

i,
As regras lopicas dividem-se em regras de introducao e re-

v i
gras de eliminacac. Denotamos uma regra de introdugao para a conec-
; + . N i :
tivaV porV e uma regra de eliminagcao para a mesma conectiva por

A
V. E do mesmo modo para as outras conectivas. As regras sac as

seguintes:

-+ =
A AT A :B C . an B VoL oaa B
Cb ., Ang C:oa . B
v A C:B M AVE b.,a: ¢ & B:cC
. AV B r.'AV'B T b;&‘, &
—p r,A :B T :A H . A— B
C :A—9B © A: B
W .a:B S o 4 cap
R A A b & B
V¥ A O ¥xakx)
C ¥y A(x) o . A(t)
C Fxalx C, A i

ts repras para¥Ve F valen somente sob as seguintes cc.odi-
Locs:

.
(a) v & uia varidvel, € t é um terme, os dois <ao livres para X em
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A(x).

(b) A(y) e A(t) resultam de A(x) substituiendo toda ocorré&ncia livre

de x por y e t respetivamente.

t : T oom
(c) Em ¥, y-ndo ocorre livre emV :’JxA(x), e emdj, y nao ocorre

w

livrce em ' /A : C também nao em Jx A(x).

Démostra-se que VF X se e sdmente se Tk X . Para a de-

i CQI 5 N .
mostragao deste Lema ver Dummett,LlQ??} pdgs 128-130. Résta- nos
por provar que se f’{ X entao r‘&x. A prova consiste na verifi-
v X 2

cagao que as regras de introdugao a esquerda e a regra de atenua-
953 a direita sao regras derivadas de N. Quando C=)z{é.o sucedente

(=
de um sequente o substituimos por o signo.l, oV por uma contadicao

fixa DAWD . 0 signo L ests sujeito as seguintes regras:

_l_‘— F- : 1 l;% i :x N :aX

i AR

% -
1 deriva-se facilmente a partir de W

A seguir fazemos a derivaggg em N das regras propias de L

+ -
A U A,B:C —  AAB: AAB A
T, B:A<C AAB: A
-
= ~
" ,B,AAB: C —p AAB: AN B . A
CoAMB : BcC AAB: B —
C , AnB: ¢
AVB : AVB A: C D ,B: ¢ v
T ,4, AvB: ¢
A “A:nA x
Cn A ANAA J_'*'




—
ot B :C A a A B : A9 B —p "
. B—c A ,A9B: B PO
C A, A—3 B : C
v o
0, a): ¢ V'x A(x) : ¥x A(x) b
T TAmac VX AKX : Alc) A
C/s Y2 Ml
3 : Ix A(x) : Fx A(x) O, A(y): C/ 3 -
O, 3xA(x): C '
Lema 4.3.8
Se - x entat(/:: Fox
COI LOI

Demostraremos que dado um axioma Ax de CQI existe uma tabla de Beth
fechada para {F Ax], e que se temos uma tabla fechada para F ( as
premisas das regras de inférencia b.e c. de CQI) entao existe uma

tabla fechada para F (a conclusao )

Axioma 1 > F(X>(Y>X ) )
' F TX,F(Y o X )
O )

Axioma 2 F > Ef(b( YoXayY )) -

]

- TX,F( Y 2X AY )

F a TX,TY, F( XA Y )

{ Tx,7v,Fx | (TX,TY,FYl'

e |

Axioma 3 SFGay >x)

A T(XAY ), FX

]

TX,TY,FX
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r's

Ariona

Axioma ¢
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- { Tdem Axioma K|

n
aad
H

- FO X2 Xvy )

F v TX.F( XV Y )

TX.FX,FY

Axioma 6 ( ldem Axioma 5)

_EC € Xo¥ ) (x.:z):((y.-az):z)))

TRVY ); B € X22)5( ¢ ¥57) Z23)

(X 2)s ( ‘f:z)p‘j L\ F( (X22)> ( (y 37)323_)]

Axioma 7
Fo
TV
F(
[ 1ar

[

LB22).FL (Y5200 2 [ v, 1(x57), BOBZ )

& man J -

TX,FX,F((Y>Z) o z) [Tx TZ:, F((w?).az)] F.;[TY FX, E((wz)oz){_ﬁ'y T2 F({:r:*z)oa

fTx,712 T(V> 2). Fz] [TY T(¥>2),F2| > [Tv,T2,T(v22) Fz{ .
[TY,FY,FZ\ [TY,TZ,FZ!

Axioma &

EC B3Y)YD{ ¢ X2(¥Y22 ) )>¢( X22) ) F o>

-

TC XY ). F( (x> ( Y=2) )2( Xx22) ) F D

TOO Y ), T( %5 ( ¥ 2) ) ), Flxodr o

TORY ), TCX2(¥Y52) ) TX.FZ T .5

I

FX,T( 3o( Yo Z).T}l,FZ( f_T_&;,_;F( XX_¥>27), 1% £7) - 2
{TY,F);,T);,FZ (’EY ¥ D70 180 f o

T";’,")“,._’l-'i?l L\iT‘



Ariomg C

F ( ( X2Y Yo ( ¢

X2uY) Du X)
— & A )P L

T (X2yv ), F( ¢
T( X = Y)

T( XomY ), Fay

o4 _

F =

X2u Y)oux ) F D

F WA

TC X2 ¥),T( xonmyY), Tx
———-——————_____L_____________

;FX,T( X>wy),Tx |

Axioma 10

F( XD (mxoy )

T O

f TY,T( ¥>uY),TX | T >

[ TR TX) 1y, Tay, 1T o

{ Tv,Fy,Tx |

F 2
TX,F(w»X DY ) F D
[jx.me,FY§ T «
iTX,FX,FY S
Axioma 11

F( ¥ x X(x) D X(a) )F 2

[ 1¢4 X(x) s  Fx(a)|T &

i Tx(a) ,FX(a) )

Axioma 12

F X( a)

2 gx X(x)

_[Tx(a) )

o
FIxx(x){ ¢ 3

{ TX(a)

FX(a) f
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e id | i BT STs UG ey pet s ara t b ] R i s

ra
o S a0 b ad

FOY D X(2) ). Lloeo temos uma tabla fechada para TY,FX(a). Con-

L=

sideremos & seguinte tabla
FCYoP X(x) ) F D
Y, FHx x(x) F &

TY, FX(a)
Logo temos uma tabla fechada para F( y>t X(x) )
Regra c Suponhamos que exista uma tabla fechads para F( X(a) 2 Y).

Logo temos uma tabla fechada para{ TX(a),FY}. Consideremos a se-
guinte tabla:
F ((3x) X(x) > v ) F >
T(¥x) X(x) ,FY T 3
TX(a),FY

Dado que temos umz tabla fechada para (Tﬂ(a),FYr
I~

entao teremos uma tabla fechada para F(Jx X(x)>Y ).

O processo de encontrar uma prova ou &4rvore de

rova para | : em L'' resultarid ser o processo dual do pro-
p p p

cesso de construir uma &rvore refutativa parar 4 . Demostra-

remos adiante que da existéncis de uma Arvore refutativa para
3 A podemos inferir a existéncia de uma 4rvore de Beth com

[4 L] A u >
vertlcez? tal quef :0 nao se satisfaz noy . Demostraremos tam-

Ld “ L4 .
bém que se nao podemos construir uma &rvore refutativa parar.:ﬂ
A . , .
éntac existe uma arvore de prova para r-ﬂ, € consequentemente

tendremos [~ X no caso quef- = eﬂ==YX\. Iste rdsultado
LOI
fornece uma prova dz completude interna de LOI. Pois seja X
uma férmula internamente valida. Logo pelo Teorema 4.2.2, Y c:-
Id ” - . rd e a .
ra valida sobre toda &4rvore de Beth. Nao podemos construir umna
érvore refutativa para :X, pois se fosse possivel te¢rfanos
P 1 (4 = \/ -
uma arvore de Beth tal que no seu vértice o sequente @A nao se
- e s WA ” ” - -
satisfaz, isto € uma 4rvore de Beth tal que X nao & vilida soure
- e - - P * % .
ele, pois no vert1ce§ desta &rvore ter:amoszﬁi. lLogo [= X

LOI
© esquema geral da prova da completude interna. Mas €M seu desen-

. Iste &
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volviments tereaos wusado- como veremos- o principio de Markov.
Agora veremospque &' a dualidade de uma &rvore refuta-
. w
tiva para[—ﬁls em L'' em relacao a uma Arvore de prova para‘_:d .
A dualidadade consiste no fato de que cada vez que no curso da
u r . 2
construgao de uma prova para N pomos dois sequentes como premi-
sas de uma regla de inferéncia acima de um sequente dado, escolhemos
. m -
um ou outro dos dois sequentes na construgao de uma &rvore refutativa
(pois se & necesséirio que as dois premissas sejam dembstraveis para
- rd W - -
que o sequente dado seja demostrédvel, entao & suficiente para
w . . - :
que nao seja demostrivel que uma das premissas nao seja demostrivel )
e cada vez que devemos escolher um sequente entre outros para pér a-
-y
cima de um sequente dado, na construgao de uma &rvore refutativa
os pomos todos juntos acima do sequente dado ( pois se para que um

''* é€ suficiente que um entre

sequente dado seja demostrével em L
é W, . “

outros sequentes seja demostrédvel, entao & necessario para que nao

seja demostrével que todos os sequentes do grupo sejam indemostréveis

A dualidade se refletira no fato - que demostraremos.adiante- de

que se num estadio k o intento de construir uma &rvore refutativa

r.AD - i
para 2 fracassa, entao nesse mesmo estadio k tem sucesso o

processo de construir uma prova parar: A .

Definicdo 4.3.6. Uma &rvore de prova truncada de nivel k parafl : A

& uma Arvore finita onde a cada nodo 22 lhe associamos um sequente
\'E :A tal que : .
z
i) O sequente associado com o vértice da arvore é CelN,
. WA - »
ii) Para cada nodo nao termlnal.zz- , 0s sequentes associados
. . . va g ¢
com os nodos imediatamente acima dez sao premissas :de .Ai
&
sob alguma das regras de inférencia de L''.
iii) Cada caminho da Arvore & de comprimento4 k ( onde o compri-
mento do caminho esti dado pelo numero de nodos diferentes do vér-
-
tice que contem), e & justamente de comprimento k excegao dos cami-

nhos cujo nodo terminal esteja associado com um sequente bésico.

Definigdo 4.3.7. Uma &rvore de prova de nivel k para T:0 & uma

: . .
Arvore de prova truncada de nivel k para r:Aque satisfaz a condigao

de que para cada nodo terminalj  , o A‘_ é um sequente béasico.
- 2
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W
Construgao da Arvore refutativa para um sequenter: A .

Construiremos uma sequéncia infinita de &rvores duais

truncadas  paral:d. A essa sequéncia infinita a chamarémos sequéncia

dual parar: A e a partir dela obteremos uma &rvore dual para r:A ]

Iste & o processo geral. No caso que os elementos ‘da sequéncia dual

parar Asejam drvores refutativas truncadas obteremos uma sequéncia

refutativa e a partir dela uma &rvore refutativa para I: A .

Para construir uma sequéncia infinita de &rvores duais
- 3 - 3 N
truncadas paral :A precissaremos mais devas definicoes.

Definicao 4.3.8: Seja T uma &rvore qualquera, tal que a cada nodo S

lhe estejam associados dois conjuntos de férmulasz,A . Dizemos que
uma férmula X se satisfaz num nodoiem relag,ao 4 um numero m nos casos
seguintes:
. ’ “ r r-
i) Se X é YAz eXGEentaoYéie ZCZ.
ii)Se X 6 YA Z e xel% entdo ou YEA ou zeAz
iii) Se X 6 YVZ e Xél entao Y€V ou z& .
2 *= L
iv) Se X 6 YV Z e Xe€B_entfo YED e zed .
) < . S &
v) Se X & YPZ e X&T entao ou Y€A ou ze [T .
-3 ;3 Z

vi) Se X 6 YPZ e XEAZ entao para algm nodo® tal que§ esteja
debaixo de & teremos veV e ze€d.

& &
vii) Se X 6w Y e xegenta'?:. YeA.
viii) Se X ény e X(_'Aentao para algumeque esteja acima dej , Yér' .
ix) Se X é¥x Y(x) e Xégentao Y(m)e s -
x) Se X & ¥x Y(x) e X€A£entao para algim nlmero n e para algfim &
acima dey |, Y(_r'u)éA .
x) Se X e3x Y(x) e Xe" entao para alglm numero n, Y(n)éz =
xii) Se X & I x Y(x ) e XéA entao Y(m)eA

2
Definicao 4.3.9.

N -
Definimos uma funcao \(} dependente de um sequente A,

r.( 2d+1 - 1) se n=0

(ryd!n) =
4) r.( (n+1)d+

n

- 1) se nzl.
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d é o grau miximo de qualquer férmula em r:ﬂ - O grau de uma fér-
mula atémica & 0, o grau deWY & d+1 Se o grau de Y é d, o grau de
¥A2Z ; YV 2, o' Y92 & nifix (d,e) +1 onde d e e sao 0s graus de Y

e Z; o grau de ¥ x Y(x) e deJx Y(x) & d+1 onde d é o grau de Y(0),
r € o nmero de férmulas eml : A .

Agora definimos

m
Y- 5 %(r,d,n
i=0
Definiremos uma sequéncia infinita TO’TI’TZ"""’ de Arvores duais
truncadas para r:ﬂ. Suponhamos dada uma numerag.;o de todas as férmu:
las de LQI. Cada elemento T, da sequéncia serf uma &rvore finita tal
que a cada nodoz' da &rvore lhe estara associado um sequente‘,,!.“'_c 6‘:
T0 é a &rvore consistente de um unico nodo associado ao sequente .

Suponhamos ter definido T, , definimos entao Ty4+1+ Consideremos a

v A " : .
funcgao parcialaz. X » ista & uma fungao que £faz cerrespondér

N
cada, nodo 9 de Tk com uma férmula }%K,‘ no caso que exista ista
f6rmula,)§ké uma férmula que ocurre no sequente -gk: Determina-

remos X por indug:?:) no nivel do nodoy . Seja m o menor natural

W (%}
tal que kf:‘{}(m) . Se{t le um sequente bésico, entao )%Rnao esté
definida. Ser e£5‘0 & um sequente bisico e para todo® debaixo d& &
X .. n¥o esté definida ou X&€A , escolhemos X como a primeira
e x er K«\ Ik
férmula ( se ela existe) tal que nao seja verdadeiro que ela se
satisfaz em Tk no nodo) em relagad a todo nimero n< S m, se nao
existiesse tal férmula X ficari novamente indefinida. Finalmente

I
“y ” . - . ——
se:_'-K: Qﬁnao € bésico, e existe um nodo& debaixo de 2.__ tal que éﬁ.
esteja definida, X €U e para todo nodoJ\L de baixo de

ek es”’
i
X nao esteja definida ou X € A y pomos X = X . Nos restantes
A " . AKAK I oF
casos X nao esti definida.

IR
Para formar Tk+1 a partir de '1‘k , consideraremos

cada nodo) de ‘I‘k e substiuiremoir:ﬁ por um sequente‘:m.:%ﬂﬂ ’

—

ou faremos ¥ = SRt %Kﬂe acrescentaremos a Arvore T, com um

IR ZR k
novo nodo & , e associaremos com iste novo nodo um sequente r:A
o, K+t O
Toudo isto conforme as seguintes regras:
i) Se Z).('K nao esté definido tomamosirs U.Pﬂﬂ como S,:F..‘ Az-( .
ii)Se X & YAZ e X & tomamosf’ t D comoT_,Y,Z : A‘z’.‘(

IK 7 RIR R e TR
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iii) Se X é6yYAzex €4 tomamos ¥ : B como.‘:( ,é ou como
PA e(

c £ic g ZK R ol
i L6
iv) Se X, é YVZ e XeC€ tomamosf :A comole,Y :B ou como
XS PPEAY Fev iR (1 e
Ik »2: %’K . '
v) Se xfl(é YVZ e Xi"ﬁézéﬂ tomarnos;;l. 'Aml comogg s ¥, 27 é
vi)Se )_E:_cé ‘r;DZ e _)gtﬁfatomamosff;“ :i-_’)m comozf; : fﬁe acrescentamos

T ~com um novo nodo € imediatamente acima de 3 ( num caminho
novo diferente de qualquer outro caminho j4 existente que atravesse

2 , ver figura aqui embaixo) , tomamos ' : O como_r, ¥ 2.2
\39 o Rl &Ry R
\

\

\
z

g w g .
Além disto se nao existiesse um nodoJ} ,-ﬂ. acima deZ , 28 & se

fosse terminal em T, ,pomos também outro novo nodoJL distinto de 6— ’

imediatamente acima de 3 e tomamos¥ : 4 como __T'Q : B .
ARy L Raa L 2~
N, =4
%
Z
vii) Se X & Y>Z e X€V tomamos' : B como¥ : Y, O ou como
- TR TR IR Len ey 2R X
o il 2N
2K 2K
viii) Se X € WY e X €% tomamos® : A como¥ : Y b .
{K Pl NRAN TRyt TRy IR
ix) Se X_ _éWY e XEO tomamosr 8 como ¥ : 6 e pomos um novo
s € :'s'u LRM TR fe
nodo & imediatamente acima dez' (num caminho diferente de qualquer
caminho j& existente que atravesse 5 ) e tomamos I~ : A como
am-l oRtd
& Y ¢ . Além disto, se nao existiesse nenhum nodoJL acima de 5

em Tk , pomos outro novo nodoJL distinto de© imediatamente acima

de ¥ e tomamosr‘“: ~E“,&omo ;‘: A{.‘:.

x) Se )§: é Ux Y(x) e )..‘(.‘g:l"ﬁtorn.’:\mn:)sz":“‘i ?“‘como{.ﬂ,Y(O),.....Y(m) A{‘:
xi)Se X éUxy(x) e Xéﬂ deixamos © : B como U : A e poOmosS um novo
Y L £cxt TRy iR’ R

nodo & 1medlatamente acima de 3~ (num caminho diferente de todo

caminho j4 existente que atravesse D ) e tomamos . A comof :Y(n ),
[

BGH o T4 o
onde n é o menor numero que nao ocurre em' :A , além disto se nao
IR e
existiesse um nododl acima de Y em Tk acrescentamos Tk COm um Novo

e
nodoJ\- 1me iatamente acima deZ e tomamos¥ : & como T : A :

JL £44 AR {&
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xii) Se X & Jx¥(x) e X €V tomamos© : A como ¥ ,¥(n A
ic Zr S TR R4 IR ( M

0 menor numero que ndd ocurre emv : A para todo & em T que esteja
oR &R .

onde n

num caminho que atravesse 3

xiii) Se X & ;;xY(x) e X € tomamos ¥ A como V : Y(O), . .Y(R),A
e e e Ten Fep RS &R
A &rvore dual truncada T i1 € a &rvore originada

ao aplicar as'operagé@s precedentes a Tk' Nos tres casos onde um
novo nodo foi introduzido, o nodo/l, se ele deve ser introduzido,
se pgé no caminho. o mais esquerda em'Tk+1, e em qualquer caso o no-
do © deve estar no caminho o mais esquerdo. Também nos tres casos
onde temos que escolher um de dois sequentes, notamos a primeira

r n "W

L]
escolha com€ : 0 e a segunda com C . .
IR Ty Z<et  gril

Uma sequéncia infinita de &rvores duais truncadas

0°T1:Ty--

uma sequéncia dual. Observamos que se um nodofeTK, entao & T, & pa-

para FA se chama uma sequéncia dual paral : A . Seja T

ra todo m> k .SeJ & Tk .ez"/g/Tj para todo j<£ k, dizemos quef foi in-
troduzida no estadio k.Notamos que : a) sef(—Tj e jL& k entHo

Ea € gg- Az A’"C ; b) sed e & pertencem a T, e‘z- estd acima

de & entao C- ;‘: y € consequentemente cuando X esteja definido,
b =~

X pertencera sempre a C :b; c) se) esth acima de 3 esté no

camino o mais a esquerda que atravessa@ entao r.de idéntico ar : 4
e Ir Of o

Seja TO’Tl’ ..... Tn" uma sequér‘l.%}a dual para r: 6 E

Seja T a &rvore definida pela expressvéo T= 2 'l‘m . Associamos

m=1
a cada nodoz de T um sequente‘: :A_ assim: se ifoi introduzido

A z 2 = _
no estadio k, entao’_ = f . s D= 2 A . "« Chamémos
f i=k 2.(

ij=k <2 ¢ >3
a T uma Arvore dual para ¥ : D . se para cada 'I‘k da sequéncia dual
TO,T ’I‘ ..... e todoi’éTk é verdadeiro quez_'; : 22:;6 é um sequente b4-

sico, dizemos nesse caso que a sequéncia dual & uma sequéncia refu-

tativa e chamamos seus elementos &rvores refutativas truncadas . A

Arvore dual T associado a uma sequéncia refutativa TO’TI"""Tﬁ'Se
chama &rvore refutativa.
Demostraremos agora que..ce ndo & possivel construir

ne nhuma sequénccia dual TO’TI’TZ ........ parar.'A tal que Tk seja uma &r-
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vore refutativa truncada entao existe uma &rvore de prova parar : 0

de nivel f k .

wvi
* Teorema 4.3.10.: Se nao existe uma &rvore de prova parar.'_A de nivel

f_ k, entao existe uma sequéncia dual TO’T].""" para [ :A tal que

T, é uma &rvore refutativa truncada. Contraponendo iste enunciado

e observando que " T & uma 4rvore de prova paral : Ade nivel k " -

é uma proposiggg decidivel, obtemos o resultado afirmado com anterio-
ridade.

Demostragg\o: Suponhamos que nao exista uma &rvore de prova paraf-"A
de nivel k .Determinaremos uma sequéncia dual TO’TI’TZ""

paraT:A e provaremos que para cada i, 0£i% k, e cada nodo 2

pertencente a Ti’ ndo existe uma &rvore de prova"'parag_ : 'A?_' 2
1 [ 8

de nivel<4 k-i . Fazendo i=k teremos que para cada nodoZpertencente

a Tk ndo existe uma &rvore de prova parabr: D de nivel 0, isto &
R IR

r 2 i .
< bzcng'o é€ um sequente bésico

Para determinar a sequéncia dual é necessario somen-

te determinar cémo & o trénsito de T; a Ti+1 nos casos que para um

— 4 ! " »
nodo 2 , tenhamos uma escolha entre [ L et . A . A re-
T.ipa  Sctl 2. g0

gra que usaremos & a seguinte: se ndd existe uma &rvore de prova de

' ’ " ’
nivel € k-i-1 para © : A escolhemos © : & , no caso contrarrio

= it Tl Tepd Setd &
escolhemos ;£+l: 6‘_:“ . Iste & um metodo efetivo de decisao pois para

um sequente dado temos um numero finito de &rvores de prova de nivel

’
£ f, § um numero natural.

Faremos a prova por indugé‘o. se i=0 T :4 é r: A ,
£é Zc

: “ : :
e pela hipotese nao existe uma &rvore de prova para ¢ : A de nivel
4 k. Suponhamos verdadeiro o enunciado para i-1 e demostraremos
que vale para i1 . Teremos tres casos:

- - - - - w - -
a) ‘chu introduzido exatamente no estadio i. Entao Zesté imedia-

tamente acima de um nodo & tal que ¥ : A ou & idéntico com'. :A .
B.i-t O.lA b e

ou pode derivarse a partir dezr',:Azia través das regras :— , : 0 |
[3

: > . “ §
ou : ¥ . Pela hipotese indutiva nao existe uma &rvore de prova de

- - U. A 20 nao exi 4
nivel & k-i+1 parae 8 2 entao nao existe uma arvore de prova de
=4 Oty

i & k-1 C.:4 -
nivel4 k-i para gt 6?:‘

vi
b) 3 foi introduzido num estadio menor que i, e nao tivemos escolha

na formagao de C.: A_ a partir der : A . Entao F : 4 & idéntico

paye Ze £c-4 Lin iy 5,01

com ‘;L- - b’i . ou pode derivarse deste (ltimo sequente a través de
L

uma regra que contenha somente uma premissa. Nos dois casos , infiére
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hal
se pela hipotese 1ndut1va que nao pode existir uma Arvore de prova

de nivel £ k-{ pnra‘;_ 6
¢

c) 2‘ foi introduzido num estadlo anterior a i, mas as regras para

construir uma sequéncia dual fornecem uma escolha entrei‘: : A:_. s
a n C [

: ; C . =0 f <A
fzt_ é.‘:. ou €. g =3P ﬁz_‘: para formarz_“.. Az.‘ . Se fazemos

a primeira escolha, conforme a nossa regra j& enunciada, teremos que

nao existe uma &rvore de prova de nivel4 k-i paraz_r: A .« Se fazemos
Z¢

a segunda escolha teremos que nao existe uma Arvore de prova de nivel

£ k-i parag_— 6 . Suponhamos que existe uma Arvore de prova de nivel
‘. " ’
L k- . r : A. i i . .
Z “1 pa:a{t 6 Dado quec, ¢ O, pode derivarse a partir de Lo 62‘(
e ;C a través de uma regra com dois premissas, entad infié-
rese que existe uma prova de nivelé k-i+l para ¥ A contradizendo

T T
N
a hlpotese indutiva. Consequentemente naoc existe uma Arvore de prova

ll
parar A y isto é para gt. % de nivel & k-i
L

Teorema 4.3.11: ( Dummett,l:lg?BJ, pig 238). Se todo intento de cons-

g p ; r w w .
trulr uma arvore refutativa para i : ﬁ nao tem sucesso, entao existe
uma &rvore de prova parar : D

Construiremos um leque geralizado(s, h > onde s &
um leque e h uma aplica;g\o que associa sequéncias finitas admisiveis
de s com Arvores duais truncadas de uma possivel sequéncia dual para
T :\ .pefinimos s e h assime h( & ) é a 4rvore dual truncada
que ocurre como T0 em toda sequéncia dual parar: 0 i onde< Dé
a sequéncia vécua ( que sempre supomos admisive} = em qualquer leque s

; ok ; (0) (r)
Suponhamos u admisivel. em s e h(u) = Tk' Sejam Tk+1”""Tk+1
todas as Arvores duais truncadas que podem ocorrer numa sequéncia
- M 3
dual paraV : A como sucessores de Tk . Consideraremos u i admisivel
- i -
se i4r e nesse caso pomos h( u i) = 1((+i onde u i= Upesereoc oo oo
-y
i = - Observemos que h aplica os nodos do
...uk_1,1>se u 40’ uk”]> q P
“ » -~ . - »
leque s (que estao associados a sequéncias finitas) nos nodos de uma
“
drvore T , que tem a propiedade de que seus nodos estao associados
a drvores duais truncados. Cada caminho de T & uma possived. sequéncia
dual parafl: 0, e reciprocamente toda possivel sequéncia dual para
T . Aé um caminho de T.
wi
Interpretamos a asseveragao de que todo intento de
n ) n
construgao de uma Arvore refutativa para :Bnao tem sucesso como a
aseveragao de que para toda¥€s, existe um m tal que h(= (m) ) contém

—

um sequénte bisico onde dentoamos com &« (m) a sequéncia®( 0 ), (m-1)
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. Pelo
Teorema do leque ( Ver Nota 2) existe uma cota k tal que para toda
sequéncia dual TO’ Tl,......’l‘ﬁ.parar:A existe um m4k e um nodoj__
em T tal que T )]
m S m’'zm

C ) p
5 k:%k também & um sequénte bésico}e entao Tk nad é uma 4rvore

é um sequénte bésico e, consequéntemente

refutativa truncada. Logo pelo Teorema 4.3.10 & absurdo supdr que
v . Y r
nao existe uma &rvore de prova para : 0 de nivel 4 k, e como é de-
¢ e : w . .
01dévef ~se existe ou nao existe wuma arvore de prova para . Z&
. P4 e .
de nivel £k, entao existe uma.
Se pudessemos provar que dada uma férmula X vilida sobre
4 s . A
todas as arvores de Beth entao todo intento de construcao de uma
" W
drvore refutativa para o sequente : X nao tem suceso, entao pelo
Teorema imediatamente antecedente teremos que existe uma &rvore de

prova para : X e consequentemente X . Isto &, obteriamos assim

for
um Teorema de completude em relagao a semdntica dada pelas &rvores de
Beth.

Para atingir o alvo exposto no parigrafo antecedente, temos
que considerar as &rvores duais como &rvores de Beth. Temos que for-
mular uma relaggah'entre os nodos de uma &rvore dual T e as férmulas
de LQI, e uma aplicaggg P dos nodos de T sobre um conjunto de constan-
tes, de jeito tal que<% i F , P) seja uma Arvore de Beth, onde
% é o conjunto de nodos de T. Fazemos P (2 ) = N para todo nodo S ,

e dizemos que para um nodo ). e uma férmula atdmica A temos que[ﬁ'A

se existe uma barreira S de?2  tal que Aefe' para todoU€S. Dizemos
que dois nodos 2 e zf s8b tais que ffzisei"esté acima de Z ou

& 2 mesmo. Consideremos um nodojftal que f_‘;z’. Se existe-£€& S!
tal que Feo , entao S & uma barreira de T e éonsequentementef’F A.
Se nao existiesse um nodo € nas condigSgs expostas acima, entao exi:
te O€ S tal que T« °fz,e dado que A Egenta‘?) AEE. e E' é barreira de
z’ . Logo f'{: A.(J,f_ 3 F: 5 B > é um modelo de Beth com a rela-
QEB #3 definida como no paragrafo antecedente e a aplicagZB P defi-
nida por P (3 )= N para todo nodoz em T.

Admitamos o seguinte Lema que demostraremos adiante:

* Lema 4.3.12 : Se T & uma arvore refutativa para um sequente r. A




- A

v . ‘ A
entao toda formula se satisfaz em todo nodo em relagao a todo nGmero.
Consideremos agora o seguinte Teorema:

*Teorema 4.3.13 : Seja T uma Arvore refutativa para um sequénte . A

e 7 um nodo de T, entao toda férmula X em E. é tal que 2 £ X e nenhuma
férmula Y embz é tal quef,l‘Y . Logo nas palavras da terminologia da
definigé?: 4.3.2 diremos que;:. :%_- nao se satisfaz em ) . |

Iste Teorema nos da uma nova prova de completude de LQI
sobre os modelos de Beth. Pois suponhamos que X seja uma férmula vAli-
da sobre todo modelo de Beth. Para todo & que seja o vértice de uma
rvore de Beth terﬁos queb{:)( . Em particular no vértice® de qualquers
&rvore refutativa T para : X teremos quer: X . Mas se T fosse uma
drvore refutativa para : X, pelo Teorema 4.3.13 teremos que#/x .
Contradig‘go. Logo nao pode existir uma &rvore refutativa para ': X.
Entao todo intento de construg?ﬁ: de uma &rvore refutativa para : X
nao tem sucesso, e pelo Teorema 4.3.11 existe uma prova de : X. En-
£ FLéI :

Veremos adiante que no trinsito de " nao pode existir uma
&rvore refutativa para : X " a " todo intento de construgao de uma

", faremos implicitamente

drvore refutativa para : X nao tem sucesso
uso do principio de Markov. Podemos inferir mais consequéncias . Ad-
mitamos o principio de Markov. Seja X internamente vAilida. Entio pelo
Teorema 4.2.2. X & véalida sobre toda Arvore de Beth e entao (usando
Markov e seguindo as linhas argumentativas da prova exposta no parégra-
fo imediatamente antecedente ) teremos{b¥ . Logo o principio de Markov
implica a completude interna de LQI.

A ; y .
Demostracao do Teorema 4.3.13 : Seja T uma Arvore refutativa para

v :b formada por uma sequéncia refutativa TO’Tl’TZ""""' Seja

v
2 um nodo de T e X uma férmula em r: 6 . Faremos a prova por indugao

r 2
no grau de X.
a) Caso base. Seja X atbmica. Se Xe‘z:.' temos quei‘[:}( pois > & barreira
de z e X&f"z . Se XéAz consideremos um nodo & qualquer no caminho que
atravessa > que estd mais a esquerda. Logorc; :Acr € idéntico com
fi-’ :Ai. e entao X,dre pois se esso nab aconteciera Xé‘;:ﬁbz e conse
quentemente Xé‘;g:%c_ para algim k , o que implicaria quegk :Azk

(7,1
é um sequente bisico e consequentemente T nao serfa uma Arvore refuta-

"
tiva. Logo a especie S dos nodos(? tal que Xég_ nao é uma barreira dei;
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i
€ cor.scquc—ntememe}_'ff);
b) Passo indutivo.Consideramos doze casos

i) Xz YAz, X€L | Pelo lLema 4.3.12 YEl , Z€T . For hipbtese indutiva
/:f: Y, Zﬁ Z LogoZ/—" X

ii) X2 YA Z, ‘&éb Pelo Lema 4.3.12 ou Yé% , Oou Zé-ﬂz . Entg\o

por hipbtese 1ndut1vaZ}’\ ou &}2 Z . Consequentemente 2_‘}7/)1.

iii) XM 2z, Xék . Logo pelo lLema 4.3.12 ou Yé; ou ZF_E . Entao

Z//: Y ou?_:/: Z e consequentementef# X,

iv) X =S YVZ, XG% . Entao Yé% € Zﬁﬁz .Logo para todo O6,& 75
no caminho que atravessa { mais esquerdo, temos Yég 5 Zfdo.
Entao pela hipbtese indutivaGFy e&/é?’z . Dado que qualgquer barreira
de 2 contem um & 72 ,Q no caminho que atravessa i mais esquerdo,
temos que nao existe nenhuma barreira S tal que para todo JLé& v,ﬂz'
oU'n}:Z.

v) X YO Z e Xég_ . Logo para todo®&7z , Xé—re, . Entavt; pelo Lemsa
4.3.12 ou Yé/_sc ou ZC‘; e pela hipbétese indutiva teremos queojf/‘f
ouBg‘.‘ Z. Logo seO['—‘Y teremos que@}f s Entaho para todo®/Z, seEﬁ:[—‘ ¥
ent\goeﬁ Z. Logo Z# X.

vi) X= Y2 Z e XEAE . Entao pelo Lema 4.3.12 para algim nodo® /2, J ,
Yé% ,Zébb, . Logo pela hipbétese indutiva teremos que 9# X ,GF/Z ;
para algim nodo ® 2 . Entfo i—y\’) B

vii) X=WhyYe XCr . Entao para todo® 272 , teremos que X &fg e pe-
lo Lema 4. 3 12 YéO Pela hipbtese indutiva 9}?/\’ . Eiitao para todo
or 2 ,9;*‘ Y. Entdo 2,# X

viii) X=wn Y, Xéﬂs . Entdo pelo Lema 4.3.12 para alghnm &2, ‘1'€%_
Logo pela hindtese indutiva para algm&2 %, &}: Y. Enthc éﬂé,z/ .o

ix) X= V}. Y(x) e Xéf: . Entao pelo Lema 4.3.12 Y(m\é‘ r-rz todo

P

m &€ N. Logo pela hipbtese indutiva \"(r;) é tal quezl: 4 m) pera tode
m € N, Entaozgix.

Xxs U(x Y(x) e }(ébi . Fntao pelo Lcma 4.3.12, para algm®Z22 e al-
glm né N, Y(n)éae. Fntao para algtim ©7Z e algam né€ T\’,@F/‘:'(n),:)z'z_.
Logoz% X.
¥i) Xz Ax¥(x) e Xére . Logo pelo Lema 4.3.12 para algim né N, Y(n)el
Fntao pela hipétese indutiva para alziim n & N,Z#Y(n) ez_ é barreira

de 2. . Logofl;.}x Y(x).
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xii) X3 x Y (x) e )Zéﬁ’ . Consideremos um nodo& qualquer no caminho
F

mais a esquerda que atravessaz, &7, . Logo XéA& e pelo Lema 4.3.12.

Y (m)é'ﬂ& para todo m. Pela hipbtese indutiva E—DF/Y(m) para todomEeEN,

Dado que toda barreira S de> corta ao caminho mais.a esquerda que

—_ : - [V N
atravessa num nodo ©7/3% » temos que mao existe nenhuma barreira S

de 2 tal que para todo €S , exista n€N com a propiedade de que
N }: Y(n). Entao Zﬁ(ax ) Y (x).

Ly
Demostracao do Lema 4.3.12,
Seja T uma arvore refutativa parar:a formada por uma se-

quéncia refutativa T_,T para © : ) . Seja r o nlimero de

IS AR

6rmu]as em U : /) , € seja d o grau méximo de qualguer férmula em

Seja Z um nodo fixo e m um natural. Suponhamos que YE'; :AE -

= "\
demostraremos que Y se satisfaz em T em ) em relagao a m. Tomz-
remos um nimero n 7/m assim: se escolhemos n=0 pediremos que Y &

(' ; :
71 : %] , caso contrarlo/escolheremos um n7m, n2>0, mas neste ultimo

" c o Lb = P(n- 3
caso pediremos que Y‘ik P S com k kPQ 1) + 1 . Suponhamos ter j4

escolhido um numero n com istas propiedades. Demostrsremos que a supo-

5195?3 de que Y nao se satisfaz em T"Y( )y + 1 emz em relagao am leva a

uma contradlgao E dado que é decidivel se Y se satisfaz em $( Y + 1

w ey
em 3 em relacao a m ou nao, inferiremos gque Y se satisfaz em $(n)+1

—_ v
e a fortiori em T, em ) , em relacao a m. "

Suponhamos que Y nao se satisfaca em +( )+ 1emz_ em rele-

W
cac a m, entdo Y nao se satisfaz em T, em 2 em relagao a m para qual-

quer kfifL}’(n), pois se uma férmula nao se satisfaz em T, em 3 em

k
w Ay e . \
relacao a m, entao nao se satisfaz em nenhum Tl, f< k , que contenha
5} 5" A o .
L , em 2 em relacao a m. Logo a funcao parcial X):i deve estar de-
[2a%
finida para k¢ ii—?’(n), pois para todo k< if‘#(n) '2{1 : @4 pao é um

sequente bésico ( T é uma 4rvore refutativa truncada) e dado que exis-
L . —
te uma fofmula ( a mesma Y ) que nac se satisfaz em T, em > em rela-
i
3 . - s “ -
¢30 am, m€n , existe uma primeira fOormula que nao se satisfaz em
T. em ) em relacad 'a alglm nGmero 4 n . Provaremos agora que para
i =
. . Ly . e . .
ké il Jiﬁl’(n), X_. e x,_j sao diferentes. Pela construgao )';."_i se satis-
- Z

51

faz em ) em T, em relagao a todo ntmeroS n, entanto X,.j nad® se satis-
] 2

- A L
faz em 3 em ‘1‘j em relagao a algum nGlmero%n . Agora provaremos que
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pare algdm i, ké j ﬁ'*r{n'}, Y deve ser X_,, € consequecintemente Y se
_ oy
. s -~ - P =} ~ A = - &
satisfard em T  emj , com i« 19 (n) em relacao a i do nimerof n,
J = -

particularmente em relacac a m. Logo Y se satisfarid em '{'P(n)+1 em >

w 5 AA . . .
em relacao &a m contradizendo a suposicao que temos feito. Pois ).i_i =
(ﬂa

r C > r » 6 = i 9 (

filJ %:j_ et ! ( 7% ) E;n. Admitamos que = p tenha um ndmero

de clementos que seja < ?ﬂ (r,d,n) , r nGmero de férmulas em‘):rk ’A.— L
. < kK

Dado que pela definigégq)(n) = sz 43(r,d,i) e dado que k=4’(n—l)

n-1
+ 1 = in ?’(r,d,n-l) +1, existem justamente% (r,d,n) nimeros i tais

que k¢ 1:43(n) .5;2 tem nao mais que¢)(r,d,n) elementos, e dado que

existem justamente ®( r, d,n) nGmeros i tais que k¢ iff?(n),?i deve
£

coincidir com { % 5 ke ii‘?(n}. Logo Y é alpim X

%
. ) A
Resta provar que Q?I1 tem um nimero de elementos que nao
z
supere ¥( r,d,n). Consideremos alguma férmula X que ocurra emé;i :A_i )
=
if(P(n). X deve ser gerada por alguma férmula Z em SL :gi no seguinte

i H ] E'i._‘ g i ] 1 £ dX -1--1 =
sentido: no trénsito de TJ a TJ+1 para je 1_(f(n), cada = ( 2'm no

do em T.) dard origem a nao mais de n+l férmulas ( ou 2 se n=0 ) que
(%] r . & r,

r - y e A a
nao ocurrem em i:} .fAj, em ?-_-J"'l . i _]+1 OU):, J+1 'fj*‘l par um

|
novo noddi,. Dizemos que X_j gera imediatamente istas novas férmulas.
2

[4

Diremos que uma férmula 2 gera uma férmula X se e sdmente se 7 & ;-
déntica com X ou 7 gera imediatamente uma férmula que gera X. Suponha-
mos que 2 foi introduzida em T no estadio k. Seja n'ﬁbméx( n,1). Oual-
r -b : e a r.
sk’ Tk introduze emin S=k(?_5' 5 )
-y

. N ’ (=
nao mE1s de 1+ (nfRl) w. . eewen{BtE]) férmulas. Iembremos a jdent;-

quer férmula de grau e<d em

+ . . . . o
dage I % % comcen + 0= xn:é_ + Logo substitviendo nesta identidade
%=1
x por ( n'+ 1) obtemos que 1 + (n' + 1 . S— +.( n' +1 )%= (
nT
1 64—1 i = -
( n'+1) - 1). Pois. em [_ P8 s€r2 uma férmula ( ela mesma). Er

F .
Tkl T 5 k4l

- - m - rd
£€ra imediatazente nao mais de ( n'+ 1) férmulas, em

L, b gera nao mais de ( n' + 1 )2 forimmulas e ascim até chegar
Zktl » ®kya = ' o e

ac grau e da fbrmula, eld, déﬁb(n). Dado que cada férmula e'r.? €

(% = "
gerada por alguma férmula em E; :é% > € dado que temos nze rais de
- - . 7’ L - M
r férmulas em {2 :A » infiérese que o nfimero de férmulas en® nao
sk "5k o n
supera ; (L +1)<«1 5= ¥)( ry d, n).
A seguir veremos que no trinsito de " nab pode existir uma
drvore refutativa para : X" 4 " todo intento de construgao de una
A

hrvore refutativa para : X nao torr sucesco " temos usado o P'rincipio
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de Markov. Pelo Teorema de «.>.15 & proposicao
(1) X & valide
implice

lm . -
(3) Nao existe uma 4rvore refutativa para : X.
(3) é sindnima de (3a)

'..m . - - . -
(3a) Nao existe nenhuma sequéncia dual para : X tal que todos seus
elementos sejam &rvores refutativas truncadas.

Consideremos agora o leque geralizadotfs,h:>do Teorema
4.3.13 cujos caminhos representam todas as sequéncias duais possiveis
. : - -
para : X. Seja R a especie decidivel[’u tal que h(u) seja umé brvore
refutativa truncada} . Do Teorema 4.3.13 infiérese que se¥és e h
correlacionz < com una sequéncia refutativa TO’Tl"'°"Tj"' para
: X, e Téz 4rvore refutativa para : X correspondente a ista sequéncia,
(7N p . " 5 . . .

entao para o vértice 2 de T temos quelf’X. Dizer gue h correlaciona
X com uma sequéncia refutativa é dizer que

()x€ sa¥ n o (n)é R

»_
Seja’& { X ) = proposiQQOZfTX % ondeZ & o vértice da &rvore dual
correspondente a sequéncia dual que h correlaciona com¥ . Pelo Teo-

rema 4.3.13 temos que (4) implica (5) onde (5) é a proposig£B "IE(X)".
Temos entao que¥€ s ¥ a®(n) € R = T(X) Contraponendo temos
que'ﬂT(k) = ¥ nea (n)€ R. Logo temos que c’{l‘()’.):';'?'l’fn‘i (n)€R e
quantlflcenoo V%T(X) :av""? ta “l’(n) & R

(6) (3.b) )
(3.b) é equivalente a (3.c) que é a formaliza;gz de (3.a).

(3.c)13ddrv;(n)é R
ve& S

Supondo que X seja véalida, entao para um nodo& vértice
de uma Arvore de Beth temost’.?'f:}l. Consequentimente teremos (1) =P (6)
Logo (1) —P £3:b)

O Teorema 4.3.11 asevera que

1%
(7) Todo intento de construir uma arvore refutativa para :X nao tem

SuUcCesso
implica
oo
>\.
No Teorema 4.3.11. interpretamos (7) como (7 a ) «
W "
(7 a) Em toda sequéncia dual para : X podemos encontrar um elemento

hezig . ; . A
que nao é uma arvore refutativa truncada". A formalizagao de (7 a)
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é (7b)
(76)Y3n el (n) £ R.

yes _

Para provar a completude de LOI sobre a semintica dada pelas

frvores de Beth, devemos probar que (3a) = (7a) ou equivalentemente
(3b) =% (7b). Isto & devemos probar qugg";‘lb’na-’- (n)& R —§
VQ’ A W teolq1]. 0

jnGI’ (n)/R Ma§/2{81 n?(n)€ R = - Sudl Jn-(’(n% R

( 3.d)

pois R é decidivel. Logo para provar completude devemos provar:
(8) Pt (n) R —=p YInv ()#R. |
Interpretamos A(ﬁ) como-:, R. Logo podemos escriver (8) como
um caso particular do esquema
(NYT CADYV 1 AW N T 4l (n) ) 2= F¥T 0 az () ).
Provaremos que o esquema (9) é equivalente ao esquema
(10)% n ( P(n)V 7 P(n) WM 11InP(n) =3I n P(n). Pois (é)::? (10).
Admitamos ¥ n ( P(n) V2 P(n) )AMJn P(n) . Pensemos P(n) como P(1lh(u))=
A(W), U de comprimento n. Logo temos que¥n ( P(n)V2 P(n) )4 71JnP(n)d®
¢ (A A@) WA ( 1) ). Logo por (9) temos que
¥ n ( P(n)V7 P(n))An3n P(n) =P HIna((n))&=D F n P(n).Agora vejamos
que (10) —=>  (9). Admitamos¥u ( A(TIV7 A(0))A¥ M0 A(d(n) ).
Consideremos A(% (n))= P(n) para todo &’ . Logo¥ u( A(WVTA(L) )A ¥
M 3 na(K (n) XD ¥n( P(n)V7P(n) )anFnP(n). Mas pela proposigho (10)
temos que ¥4 ( ARV A(D)) AVEIINA(A (n)) :ogn P(n) S—P
ZE R A(X (n)).
Temos provado entao o seguinte Teorema:

Teorema 4.3.14Se admitimos o esquema (10) chamado Principio de Markov,

LQI é completo sobre a semdntica dada pelas &rvores de Beth.

Corolario 4.3.15 Se supomos o principio de Markov entao LQI é inter-

namente completo.
Demostragsg: Seja X internamente vAlida. Entao pelo Teorema 4.2.2. X

é vAlida sobre toda &rvore de Beth. Logo pelo Teorema 3.3.14 temos que

Fx .
LQI
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nAag € dntuicionisticamente admisivel

Copplotude  délil.

v

1-—9-}|d‘ul;, onde I & o

Conwidevemns o

LR R

il

5B QUETT f

mWiGs

LY admiteamos ¥ ni Min) v T Pdn) )

_473.": Fotng . Considevemus a formula de LGL
quema . Ja temos visto que k/ ®» Fix)
al

3 % -7 3 P

N&AQ “ev completo em relagio w

Foxs Fex) onde F & um

1R

do caleculo de predicados intuicionista

mantica dade peio srgnificado inotuwitivo

intuicronistas .

cadoares

em relacio ao modelo interno cugo

moros hatwrans. Fols toriamos f AVmas He

nao derivaverr om LGL.

v

o LA TR

PENSONOS #(F{x) VWA

3 % OF

¢ demonstyavel

Hue

O N U1 da ar:

OQUEMES N&O em H&. oL

que utin formula Fx que exprima

"t

Py 29 Claramenta

el s o O A |
[T TR oF X o6 R i

contra o prancopao de Mavkov, dado
; roMNB VEY GauE

Mavkov desde um ponto de

A1 3

dado o

Prancipio ds

¥n ( rons

A |

asaticaments agmossivel

inticionisias. ITntuscadnant L0

Vil o

gimbulo de

semant icwa

SR
B

GomLnio

Low e

ST I -

isto nio oferece uma objegio

e Ha

vista

signilicado intuitivo das

Wonu e

( FCn) ~ Y F(ny 3 A

simbolo de predicado. Te-

A a7 nkFan) ——

correspondente a cste G5
v w ooy N LA

predicado. Gssim LGI

shtulcionista intuitiva

1sto &, em velagio a se-

conectivas & gquantifi-

LGI niao completo

GOV LA

¢ o conjunto N dos nu-

inferéncia intuwiciomistas

Sy A Wan 3 % F(x)

Hegting H& . Este es-

um predicado recur=

My em HA seja tal gue

¢b1133 S || B-KFK (V&r Van Dalem\n,
A

gdolisiva

nao & completa.

contra o

intuicionista, € que

nind) N }‘nP (n) ndo € intuicio-

conecti-

H n ¢ FnYV Fdnd

A
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h 17 3 al'tn} exprime que nio paodemos provar V n 7 F(n),
iasto e, Quies para qualquer m o escolbido tal que v T 7 F(r} Fica

Cem
abevta a possibilidade de GUE PRTA Wl numero n > m, F(n); e desta
dltaima afivmagdo nSc se inliere que 3 n F(n), isto €, nio podemos

mostrar wm K s gual Pk

A

Definicio 4 4 4 - dizemos  gque um fragmento da LQI € debilmente

complicto em velagdo a  uma semant ica determinada, se Para toda
formula X desce f;agmcntm valida, ¢ absurdo BUPLT que X ndo seja
provavel ( 2 9 P XY, Du equivalentemsinte: se X & imprqvével entio
X & invalida.

" . Considevemos agova o esquems -

. - - -7 i
| (1) V¥ cawy v ais ) a4 M3n 6 (X )y 1P

-3 nal o (ny ). Um caso particular des

ESquEma & -

(ipy Ve n3n 0:’- (nj % He——9n Vq/jn ! (l‘t)?/ R
o’es e -

-

Felo teovema 4.3.14 temos uma implicagiio de

7.hy W F 0 o (i".l'% I

o’e S

o

Temos entao wma implicacio e

(13) 13 V2 7§ o(f.n;% K. ,

o€ s

{44y 94 ]_

e & . L T s e s S o .
aamitamos Az}, entio tomos uma implicagao de

e

(14) 1 x
Lal
(1} implica (ad7, dado gque "X € wvalica™ implica b“*’T (XY, e

‘Vq, T (Xr samplica Vol 10 ¢ (ny & g, consequentemcnte temos
= xes




. -
Into ¢, s& K & valida entfio 39 F X. Fodemos ent&o formular o
L&I '

seguinte

s |

Ileorema &4 4.0 s admitimos o esqguema (18) LGI € debilmente com-

pleto sobve a semdntica dada polas darvores de Reth.

Corplacin 4.4 o e asamitimos (122 entdo LG e internamente debil-

mente completa

Nio temos razdes para supor gue (12) seda intuicionisti-
camente valido. Mode demonstrar-se que nao € derivavel nos siste-

mas usunis da analisis intuicionista, embora nio estejamos no caso
do esquemsn (19 parva o gual temos razoes categoricas para sua re-
JEigao.

|

5 4 comeletude dpterna dmeplica o principio de Markov restiingi-—

Nesta serdo  comonstraremos gue se LOI Tosse inteivamente completo
entio deveviamos admitiy o cosquema (977 #d [ | 3 n & (o , n)
p VYo F o8 (K , n)oonds A (e, n) exprime uma relagHo
o el _
pramitaiva recwrsava, ¢ b € A eupEnasdio binaria, idsteo e, ¥ & b
se ¥ nod ind ff i dnalogamente demonstraremos aqui que se LQI
fosse internamentc . debilmente completo entfo deveriamos admitir o
engquems (1417 Vv 113 n & (2 iy 317 vV 3. n A
oels « &b

(A ,nr. As  provas de (97) & (117) & partiv da completude interna
forte ¢ completude interna déhil respectivamente sio - como o ve-
remos -  idntuicionisticamente admissiveis. (97) € um caso particu-
lar de (%) que & - como j& o temos visto ~.equivalente ao princi-
pro de MHarkow. (i4°) € um caso particular de (141).

Come corolario obteremos gue se LGI Tosse completo sobre

a somiantics  dada pelas drvoves de EBeth, entio deveriamos admitir

(92°)Y poles neoze caso LI servie anter namente completo. Fois dada X

R



s DD
vdlida internamente, pelo teovema 4.4.2. X serd valida sobve as
arvores de Betl, e se LOI fosce completo sobre a semantica dada
pelas drvores de Beth, entfo F Y. Logo X seria intcrﬁamente com-
LA\ _

pleta, e dado -que para toda X podeomos repetir o mesmo raciocinio-
teriamos que LG sevia o antovnamante completa, e consequentemente
deveriamos admitir (7).

Suponhamos ter uma prova intuicionisticamente adﬁissivel
da completude de LQi sobre a semdntica dada pelas darvores de Heth.
Addjuntemos a esSa Prova, uma prova da proposicio " se LGI fosse
completo sobve az  arvores de Beth entio deveriamos aﬁmitir (9.
Esta prova de (¥') ja foi indicada no paragrafo precedente e & in-
tuicionisticamente admissivel, dado quIE & prova de que a completu;
de interna de QI implica ($7) € - como veremos adiante - intui-
cionisticamente aceitdvel. Unindo as duas provas obteriamos uma
prova intuicionisticamente aceitavel de (9'), e consequentemente
(9°) seria intuicionisticamente aceitdvel, mas isto é impossivel -
como Jja foi visto na se¢gio 4.

Vemos que (97) e (L47) s80 a restri¢lo de (9) e (1i1) =a
predicados vecursivos praimitiveos. Fois & ( o , n) exprime uma re-
lag8o primitiva recursiva. Felo esquema de dados abertos (Ver nota
i deste capituio’ existe um predicado primitivo recursivo de se-
gquencials TFinitas Fl.ql, I f_l_?,n" tal gue A (o n)&:b} m R (q-’-
(w7, n Y. Besn O oum predicado de sequenciais finitas u tgl que
(::! (K ){@ K = Em Snonde me n sio tais que B (Q)— (m), n).
t:ﬁ € primitivo recuwrsivo e temos que 3 nd (o , n )(t:j7‘3 i 3n1

- — m N b
B (d (m,mxI—D c (¢ Ky ) com K = 2. 341—1_23:1 C (od (n)).
Logo Vo 17 3- n a6 e Ln DV"( 3“ A (& , n) é equiva-
o &lo _ o
lente a Vot 17 3 n C (o (n) ):‘)W nC (e (N) DY, €

el 7 - & E
dado que para todo u tomos que L (s v T O (u), temos o esque-
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me Mu { C(u) WV 7C oy A Ve 11 3 n C (o (n) )
B ‘ xelo
e D Vol n C (X (n) ), que & uma restvrigio de (9) a predicados
o

YECUrsivos praimitivos . IDemonstraremos agora o seguinte.

HIcovema 4 5o« Se LOT é internament o completo, ent3o vale o eg~
quema (?7) e s LQI & internaménte debilmente completo, entfo vale
O esquema (410

foprova Aue adqui apresentaremos, & basicamente devida =
Kra1%ﬁ1, EmbOrY  temog introduzido modificacBes nas provas dos
Lemas que & Tazem possivel. A prova consiste na construgio Fara
cada rclacﬁc recursiva primitiva A (&€ n) de uma féormula E Fechadﬁ
tal que se LI tossc internamente completa para B (isto &, se B
intevnamente valida implicassel-B) entio seria vdlido o 5 quema

La)

(?°) para & @,n), e se LQI fosse internamente debilmente completa
para It entiic znevia vdlido o esquema (44 °) para A o, n). Mostrare-
mos que se para toda a sequéncia o Na Expansio bindria vale
'TJJ n oA @,n) entfo B @ internamente wvilida (Lema 4.5.2) e que se

- E entfo para toda of na expansiio bindria 3 na A, (Lema

L
4.5.8). Entdo terecmos:

.

1) Se Vo« 17 3— n A (of ,n) entio I é internamente valida.
o &

117 Se B € internamente vdlida ent3o tai L.

1117 Se - E entao Ve 3 n oA (e ,n).
Lol e b

Logo i/, 1ii7 & 4ii1i) implicam Yo 17 E} na ©,n
xelb

PV In Al Lnd (97). Consequentemente se adjuntamoe a uma
ek . .
prova de 11z, pProvas  de iy @ 111} redpectivamente, teremos uma

._
]

prova de (977, llado que pelos Lemas 4.5.2 # 4.5.2 temos essas duas

dltimas provas, entio tercmos que de 11} infere-se (?2°), o que &

i

aquilo quUE qUEVrIamDs PUrOVar. finalogamente prova-se que "se B & in-

ternamente valida, entic T3 bk B~ implica (i17).
Loy

Ff segulv construiremos a formula L. No inicio, construi-




e )

remos

fieca

nadica
K=y,

tuitaiva

- 2z _

Uma tormula fechada P que rcontém uma letra de predicado mo-

I (ondz Zx na interpretacifo gque chamamos intuitiva, signi-

uma letra de predicado § (onde Sxy na interpretacio in-

significa Yy @ 0 sucessor de x"Y e um simbolo ‘que repre-

senta a  relagdo de agualdade. I ¢ & cldiusura universal das fdrmu-
fas
I K=K
i
i XE=y A WEER D yER
| X=y A Zxn D iy
x=4 A Sxz D Luz -
=y A Soxw D Sry
Ix A Ly S5 HEY
Sy A SxE D y=ma
| Sxz A Buz 2 x#y
Gy —127 2y
i -
|
'oascromataiza a teovia da

predicado dia

|
minl s
|
|
|

entye

i raLs, o SEJa 9%

clos

| L JmJgun tamos =

oo

relagiio sucessor. Seja 6 a for-
avx on AV;.'} g Sxy, & seJda H a fdrmula PAG. Seja A (of,n) um

co dado que exprime uma relagdo recursiva primitiva

SOQUENT LR G Q?:mihﬁxna expansio binaria b e numeros natu-

W,n) a fungdo caracteristica asspciada, isto é

ntZo =to oum congunto [ de equagdes que contém simbo-

|G S 4

funguoe: 0. 8 tal gue para cada n e cada o & b,

(& 4

da. forma f (mi=
(&)

uni numevo suficionce de equagdes

s

i




~-123 -

onde a( (m} =1, podemos derivar a equacio ﬁ;(n)zj onde j= ‘¢ {og

n,o). Além disto, para cada i, 14 44 k

, E terd uma equagio

—

ou par de equactes de uma das seguintes formas:

0
{(iid +, 4n)y = p”
i
F111} % (ru L nrr S pava algum g, 42 i€ r,
CE) F.Cn noJ i (Ff L & T [y T CP ; SO & - AR
; i !r' S5 s, 4 ; S% (ﬂ1
n 2y '
C
8% 5 L4~
J 4
0 % 3 _’:/q
(v F (&, m)y = & (m: ) i
[}

fon',m) = F (n,m £ (n,m) ) para algum r. e algum s, Oev 21
¢ 3 '

O0%fs &1
Construivemos agova a {drmula [ que formaliza em primei-
ra ordem  ao congunto E de equagfes. I contém além de Z,S5,=, uma °*

. 7 . i PR . .
lefra de predicado mondadico ¢ (onde Q(x) na interpretacio intuiti-

va eignifica o (%) =0 ), e para cada 1, 02 i £ K, uma letra de

predicacdo r+1 avaio F onde ﬁ H' ...... Xr x significa na
1
interpretagio intuitiva ?i (>{‘|l o fxr ) = x. E € a conjun-

¢ao da clausura universal de todas as formulas do segulinte tipo:

1) H=EY A GxD oY

%
FI AR - SR A Ko e e e » Y »w ... ...X X Fo = ....%
3R « 4 J- 1 44 r r+lj) ! 1 J=1
A TEE s 7 oo, N » Para cada i, 0t ic k e cada j, 1 €j ¢
Jrd [ | -

i S
1LY [Fe W - # u oA S S X TS Y=z
1 A ~ ' A r

para cada 1, T £ 1 e K.

v G A ZY D ey

w1 T e A Ly NSy D Maxe
vi) Zyos Myxy mars rada 1 tal gue i contém uma eguacio da
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Vi i

PRSI N A s cem it w e s e S e —

— 12 Y~
forma Lad governando fr
iy 8xy > i L cave cadn o tal gue E contém uma equagio da for-

ma (11 governando 1)

240 FiMas v fr)hq para cada 1 tal que £ contém uima equacio d# for-
| ma Cuio s governando ’
} Fg By cicozonmne Ke B2 .. eoo A Tg %o v, XeSa A
Q4
e, 5a .. e Haw @ D FaXa ... ¥r 2 para cada i tal que
contés uma equagBo da forma (iv) governando £,
Ix N Foyz D Fawys
Faxga A Fgxyzu A Sxv > Fyvyu para cada i tal que E contém
um par de equagtes da forma (v) governando Ty .
Formamos as formulas C = H A E A bl X (Q}{V‘"I
— Ou, 1:! = F x F u 24 A Fuxy) e tinalmente L =

A 4 A Iy
Mrovaremos agora o seauvinte lema
Lema 4.5.0.  Se Yot —1 7 3 n A (X » nN) entio B & 1n-

o & b
tevnametre valida.

Nemonstyacio: afdmrbamos gue \f o T 7 :; n & (a , n).

e 301

o eo

erens mostrar que B € verdadeiva sob gualquer irterpretaciio in-
terna. Cado wnteorpretagio wnterna de B é uma estrutura M, Z°, S,

v

I
pe
ta
de
P

ta
b o

[¥Re]

y &', Fla, Fla ....... F'x onde M & uma espécie distinta da ee-
cie vacua, considerada como o dominio das varidveds, e os res-
ntes simbolos denotam subespccies de M™, para valores distintos

r consirdevadas  come  anterprotando os difTerentes simbolos de

k

PR . : I S :
edicado de I (1 tem torgosamente como interpretagdo a igualdade

entre elementos do dominio Ky . Consideremos agora uma interpre-

cflo qualquer e suponhamos que zob esta interpretagfio C A 7 D
Ja verdadociro lemonstyemos aue osta suposicfo leva a um absur-
, € concequenteomente teremos que para todn o laterpretacio vale
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Y ¢ A 1 D/ Logo, para toda a interpretagio B sera valida,
e conscquentementc I serd internamente valida .
Se C A 1 D fosse verdadeira, entfo dado que C .= HA
E A V K (Gx V 1 &), H seria verdadeira, e sendo que H=
F A G, U sevia verdadeira, onde G € a formula 53 x I N
V H } 4 Gxy . Logo para todo o elemento d € M, existiria
um elelmento dx &£ M tal que §° (d, d¥%) seria verdadeiro. Mas pe-
lo Aaxioma de c¢scolha (Ver observagfo ao final do Lema) existiria
uma fungiio g definida sobve M tal que 8 (d, g(d)) seria verdadei-
ro para toddo d € M. Além disto sabemos que existe u% elemento d
& M otal que Z° (d), pois da suposicho feita, se infere que G ¢

verdadeiva. Definimos entfo wma aplicasfo h dos numeros naturais

Fl

sobve M denotando  hdny  por n (isto ¢ h(ny=n’", n’' & H) assim:

gt i
h(0Q) = 07 & qualquer elemento 0 aque satisfaz Z° (0°), € hin+iy =(n+4)z

gin')y = glh{n): para todo n e N, Dado que sob a interpretagio

considerada sobre M, H € verdadeira, também € verdadeira restrin-

gida @ h(NJ). Logo L{N}) 2 isomorfo 2 espécie dos ndmeros naturais e )
tsomorfismo preserva  relagdo sucessor. Mas dado que sob nossa su-
”  Ahe :
posigan de que o antevpretagao estamos considerando faz C A 4
It verdadeiro, se¢ infere gque C € vevdadeivo também sob a mesma in-

terpretacic, temos que (7 (d} WV G (dy & verdadeiro pava to-
e ]

do d = M. Consequentemente, novamente, pelo Axioma de escolha,
‘ .
existe uma {un;faﬂf gefanida sobre M que satisfaz .

¢ (i o=

F}

i, se 7 G (d)
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SeJga °{ um clemento da expansio binaria b tal i‘;ue para cada

n « (n) =O(==) o (pn’) =0 e (n)2A (== o " (n") = 4°

Entfo & (n) = 0 ¢==) & (n’) = 0° {==) @' (n'). Além disto dade
que T € -0 'y A Z(0))==) F'u.tn’ 0°) ] e ¢ (tn"y e ‘z'lo'),
L ogo d_ d (ﬂ') = 0’ bof F"‘__. (n' U’)

Para cada 0£i« g y Seja hi' N —D N a fungao tal que para ca-
da par (n,m) , h, ;{n)=m se e sdmente se f. ;(n)=m & derivével a partir
de E adjuntando um nfimero suficiente de equagoes da forma f (r)=J
ondeG((r)=j. Provaremos agora por 1ndugao sobre o fndice i que para
cada nl........nrem,h(n ..... n )=m¢:£> F'i(n 1...n,m)*

Caso i=0. Suponhamos h (n) =0. Entao f (n) = 0, logo¥ (n) =0 e conse-
quentementexX (n ) =0', e consequentemente F! (n 03 Suponhamos agora
que h (n) =1, entao f (n) =1, logo¥ (n)=1, e consequentementeq.’ (n )=1",
Logo] Q'(n'). Mas @Q (n')a Z(O )a S(O' 1' ));3 FO (h';1%). Consequente-

mente F, (n »1'). Reciprocamente, suponhamos que F. (n »0') e admitamos

que h (n) 1. Logo terfamos fn(n) le consequentgmentg_EéLnLJl'), En-

I- ]
tao 0 1'. Absurdo. Do mesmo modo, suponhamos que Fé(n',l') e admi-
tamos que ho(n)=0. Logo fo(n)=0 e consequentemente Fé(n' 0'). Logo

1'=0"'.Absurdo.
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A

AiCTE Oe: 0TS proposigac ¥ pare um i qualquer. Jete ¢ Ceres-
treremos que hi(n1 ....... n )=mATD F'i(n'1 ....... n'_,m'). Suponha-
mos que hi(nl, ..... nr)=m. Logo fi(n] ..... nr)=m. Consideremos as possf-
veis formas de fi' Sejs fi(nl’ ....... nr)=nj com 1% j4 r. Dado que E
tem que satisfazer-se sob g interpretagag considerada deye ser ver-
dadei Fe(n' ,..... 1',n!). Sej : —_— = ) .
adeire i(n 1 ﬁr,nJ) Seja apore fx(nl nr) fsé fﬁl(rl...rr),...
........ f. (nl.......nr)) - Pele hipbtese indutiva os enunciados
q

Fl ] L] " 1 1 ] L] L]

Sl(nl’ ...... nr’)l)’ ........... F 3 (nl, ...... Dpa¥s ) e FSO(Y; .....

]
.-V 5 . o -
“q,m') devem ser verdadeiros. E dado que E tem gque satisfezer-se

v
sob & interpretacao que estamos considerando, o enunciado seguinte

L] L3 L] L} L} L} L) L} L} o 3 ] ]
Fsl(n 1,....nr,y1)...h Fsgnl, ..... n’,y q)n Fséyl,....yq,m ) D
F;( Tt gawmmsunina n;,m') tem que ser verdadeiro. Logo podemos afirmar
Fi(ni .......... n'r,m'). Finalmente , consideremos o caso gue fi este-

ja dada pelas equagé%s:

fi(O,p) = fr(p)

fi(n+1,p)=fs(n,p,fi(n,p)).
Pele hipbtese indutiva temos que F;(p',m') é verdadeiro. E dado que
E tem que ser verdadeiro temos que o enunciado seguinte também é ver-
dadeiro Z'(0')A F; (p',m') > Fi(O',p',m') . Logo podemos afirmar
F'i(O',p',m'). Suponhamos agora que para todo entero uf n podamos afir-
mar que se f.(u,p)=q entao FE(U',p',q'). Provaremos &agora que
fi(n+1,p)=m se e somente se Fi( (n+1)',p',m"'). Pela Bipétese induti-
va temos que Fi (n',p',q') e F;(n',p',q',m'). E dado que E ce satisfaz
cobre M tem gue ser verdadeire a proposiggo seguinte:

Filn',p',q")AF (n',p',q",m")A S (n',(n+1)') D F:((n+1)",p",m"). Logo

Fi ( (r+1)',p',m'). Reciprocanente, seja F;(ni ..... n;,T') Suponhames

4 - (%)
fj(n] .......... n_) f m . Logo f (n], .......... n_) =q, q f m. Entac
F'l(ni, ......... n;,q') e entao m'=q'. Absurdo.

Termiramos a prova do Lema. Temos que hk(n)=0(ﬁ:i7fk(n)=0
<ﬁ$1$‘#(d, n) = 0. Dado que 1D é verdadeira sob a interpretacao consi-
derada, e DF3x Jy ( ZyA Fkxy),temos que para todo par (d,d') emr M

3 (2¥¢d")A FL (d,d')), e particularmente para todo n,1 (2'(0') A
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12 g-
Fl'((n',O')) € consequentemente para todo n 'lFl'((n',O'). Logo fk(n)=1

para todo n, pela verdade da proposig.a% *, e ent50¢ (4, n) =1, e

consequentemente TJn A/, n). Isto contradiz nossa suposiga% de que
“

113 n A (4, n) para todoX na éxpansao binaria. Consequentemente

L% , y " .
CA1D nao satisfaz a interpretacao que estamos considerando.

ObservaggB 1 : Na prova do Lema temos usado o Axioma de Escolha. Con-
sideremos a seguinte versao do Axioma onde h é& uma funcio de N~ N :
Acn,h : Vn Im A(n,m)-—?311vr|A(n,h(n)). Se adoptamos uma interpre-
taggb platonista da quantificacido sobre os nGmeros naturais, mas
exigimos que toda funggb seja efetivamente calculével, entdo ndo é
verdadeiro Acn.h no sentido intuicionista; pois de;}m A(n,m) nao po-
demos encontrar o valor de h(n). Mas numa interpretag;b absolutamente
platonista dos quantificadores Acn,h € verdadeiro, pois podemos defi-
nir h a través do principio do menor nimero. Assim:

h(n)= min [ m tal que A(n,m)] ;

Quando interpretamos os quantificadores intuicionisticamen-
te nao podemos usar a mesma justificaggb, dado que o principio do me-
nor néimero nao vale geralmente. Masbﬂ13n1A(n,m) exprime no sentido
intuicionista!ngb somente que para cada n podemos encontrar um m
para o qual podamos provar A(n,m) mas também que temos um procedimento
efetivo ( e podemos reconhecer-lo assim) que para cada n nos da um:m.
determinado. O consequente sdmente faz explicito o\significado do ante-
cedente, e consequentemente Acn,h é valido quando os quantificadores
sao interpretados intuicionisticamente.

Provaremos agora o seguinte Lema:

w
* Lema 4.5.3: Se I~ B entaoﬂ"(Jn A, n).
LQI ek

Sabemos que B2 7( CA] D). Observamos que CAI1D & equivalente
a uma forma prenexa U. Pois dado que C= Ha EaVx (Qxv1Qx) onde HaPaG
com Gg}x ZxaUxJ y Sxy‘temos que C é uma conjunggb de férmulas prene-
xas. E dado que Dng}y ( Zyn Fkxy) temos que 7D é equivalente a
V x¥ y1( Zyn Fkxy), e consequentemente Ca7D seri uma conjung,a% de
férmulas prenexas, e uma conjunggb de férmulas prenexas de LQI pode

transformar-se numa férmula prenexa U de LQI fazendo todas as varii-

veis distintas. Pode mostrar-se que U tem a formaj x|/ y}zVul....Vus



( Zxn SyzaW ( Ugpennnnn u.)), e temos que B & equivalente a ] U,
Admitamos entao que ﬁbIB . Entdo existe uma prova do sequente U:

em L''. Dado que U é uma férmula prenexa, e temos um teorema do tipo
de Teorema de Herbrand para negagdes de férmulas prenexas do c4lculo
de predicados ( Ver Kreisel,ﬁ95éb, podemos encontrar uma prova de U
que consiste numa prova de U': onde U' nao contem quantificadores, e
U': préva-se sdmente a través das regras da logica proposicional;se-

guida de uma prova de U: a partir de U':,a través somente das. regras

L
de introducao de quantificadores. U':terd a forma Ugseennnns Uq: onde

cada Uj 1£j#4q é uma instincia de uma subsituiggb da parte de U livre
de quantificadores obtida substituiendo variaveéis livres por varibveis

livres. Estas varidveis livres podem ser escolhidas das listas b .bq

1

EREREEE cq, cada Uj tem a forma ijllstjcj wj para cada 1< j £ q,

onde tj ¢ bi para algim i € j ou ¢; Ppara alglm i< j, e Wj € uma ins-

rd

tdncia de uma substituiggb de W( Ujseoreonn us). Dado que U': é de-

mostrével, temos ( usando as regrasA:, : ) uma prova em L'' da fér-

' g A . A
mulavwU', e consequentemente 10T (U1 Uy Uq) , e dado que na
verdadewn U' estd livre de quantificadores, temos {;;‘( UI‘U2--- AUq).

. A - . "
Damos uma interpretacao de“U' sobre os numeros naturais.Assignemos
0 a cada variavel b,, e se assignamos n a ti, assignemos n+1 a TR
£ §

Logo t, pode ser somente bl’ t, pode ser b1=b =0 ou c,=1 e ¢, resul-

2 1 2
tard 1 ou 2; t3 pode ser b1=b2=b3=0 ou 1,ou 2, e assim sucessivamente.
t1=0 c1=1 b1=0
A0 ,1
2\ & b,=0
1 2
0 1
{ i b.=0
t3K1 c3¥2 3=
2 3
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l.ecollemos uma scquénecia X na expansio binaria, € damos

aos simbolos de  predicadn a intevpretagfo intuitiva exposta ime-

diatamente anter. do lema 4. §. &., interpreta¢fo que @ relativa

ael . Tendo feita a assignasfo de numeros naturais a termos e va-
ridveis, & tendo sado interpretados o5 simbolos de predicado do
modo Ja-indicads, trantormamos a formula A U’ na proposicho L U x

Lado que ‘— U' devemos assignar a A U° 1 na dlgebra quociente

Lei

age Lindembaun ( pory Soundness de LPI sobve as dlgebra de Hesting )
e coneauentemente W " & equivalente em LFI com qualguer tauto-
logia , © consoquentements U'x € verdadeivo.

Veiamos o que acontece com cada instancis substituitiva

R

L., a pavte livre do quantificadores de O contidan como mewmbiro con-
d

Juntivo dz U , zob a-interpretacio considerada acima. Sabemos gue
i = 3 X Ix AV x 3 g0y AP A L A b’ o (G V

Gxy. Logo C. = 2b A Ot ¢. A (Qa VWA Ga. ) A B A, o fei-
-j \I J ‘ i . \ J J

ta & interpretagio indicada acima C devem verdadeira. Dado gque U €

equivalente a UL N N D enl = H X ¥ 4y W (Zx A T wy) temos

'S
quzs U. = €. A WU T ¢ conequentemente I——— ((C_ A A I 3 N
; 3 3 \ LPI i 4
(L, Awn ) (I S A C AW 1)) Dado ue A U € verda-

! v 3 _ ¢ 4 ._
deiro sob a interpretagiho € assignagac de naturais € variaveis b,
i

¢ , t , Jja consicera termos que b\L ((C{ A WA D‘) ) e “V\Dz.)n -

k2
' L]

o » ¢ wverdadeiva snb a interpretacio e assignagio dadas, e dado

-
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Na verdade pode provar-se ( Kreisel,f19621) que a férmule
B do Teoreme antecedente Pode ser considerada uma férmule negativa
Uma férmula negativa é aguela formada a partir da negagé% de férmulas
atébmicas sim fazer uso de V ou de 3 - Pois préva-se o seguinte:

*Teorema ?.5.3.‘ Se o fragmento negativo de LQI £ internamente com-

pleto, entao o esquema (10) vale para todo predicade recursivo P(n).
Aqui daremos uma idea da prova. Os detalhes podem ver-se em Kreisel
1962, pag 143-149.

Como o fizemos no Teorema 4.5.1 intentamos encontrar
para cada predicado recursivo P(n) uma férmula negativa B' ta] que
se LOI é internamente completa para B' ent30113n P(n)~—¢.}ﬂ P(n).
Para atingir este alvo consideraremos a func¥o caracteristica}?(n\

associada a P(n).Raciocinando do mesmo modo.cue antes, dizemos oue exie-

- A
te upsistema de equacoes E' que computa Herbrand-Gsdel a:I'(n). E' difie-

re de E por conter sdmente og simbolos de funggb fl’ ....... fk ( o

£ - . oA
parametrocX para sequencias de escolha nao ocorre, e consequentemente
e . 2 :
nao & necessério considerar f0 ). Consideraremos P,G,H,D, como o

fizemos antecedentemente, e uma férmula E' que exprime E' de mesme

—_—

modo que E exprimia E .
Suponhamos que JnP(n), isto é que:I(n) = 0. Entio fk(n):'C3
é computable por E' _.Se m é o numeral mais grande usado na deriva-
ca0, e Gngxo 3x1 ....... Jxm (z XPS xgx A S X -1 xm>3 entao
PA CAE' DD, e consequentemente _I=_C' —~ D, pois tOIG = 6

LQI LOI".

Isto é se}n P(n) entao beC'JD D. Logo contraponendo e quantificando

temos que se ){;E'S?D entgbbfn'ip(n). Fara cada férmula K de LQI, se-
- A o
Ja K o resultado de adjuntari] a cads férmula atémica, e seja K

de K
0 resultado de substituir cada parte da formajx R(x) porit x1 R(x),

"

e cada parte da forma RV Q por3 (TRA7 Q). Dembstra-se (ver Klecne,

- “ _,=0
Ll91ﬂ, cap XV,Teorema 60 ) que se Lgth entao L&EK . Logo,

1"‘ v l_ -0 C' > - (2]
se LQIK entao Lori¥ - Logo se QI( )”" entao ¥Yna P(n) .

Se ( C'A7D) fosse verdadeira para alguma interpretaggg,
entao por soundness de LQI terfamos ,{g}( 63’0) € consequentemente
ﬁtnTP(n). Logo se'TL%P(n) entao ( C'n1 D) sersd falea para toda inter-
pretagno e consequentemente V( C'a )" serh verdndeira para toda

-0
interpretag£3. A férmula buscada B' & 1( c'Aip)
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oty Teorema oo Jipatacan: o teose de chuerck implica que o cop-

unto oo formudas construtivamente validas, nig é recursivamentes

EDUMErANE ]

Um conjunto A chama-se reécursivamente enumeravel se e
somente se A € vicuo, ou A € a imagem de uma funcio retursiva. Ou,
exprimindo de outvo modo, & € recuwrsivamente enumeravel se e so-
mente pode  darv-se uma numeragao recursiva dos elementos de 4.

i 5 oA lese = Churoh junto A recur-
Imtustivamente ¢ admitimos A Tese de Chuarch, um conjunto

zlvamaEnte E’.ﬁi,liﬂt?'i'f:‘i‘v.f!.?.‘.i e Lma (L’OIG.‘\';‘E{I'J de i'Il.i(TIEE]"l'LJS haturats gerados a-

traves de um procedimento mecanico.

Lema 4.6 .1 : Um conjunto A & recursivamente numerével se e sdmen-

te se A é exprimivel na forma (3y) R(x,y)onde R & uma relag&% recur-
siva. R c wUxW.
Demostraggbz Admitamos que A é recursivamente enumerével. Se A &
vlcuo , entdo A exprime-se na forma x€ A&H(Jy) ( x 71 XA y 7’ y).
Se A nao é vlcuo, entdo A & a imagem de uma funggo recursivatp . Entao
A exprime-se na forma x€ A& (F y) ((Q(y) = x) com R(x,y) recursiva.

Reciprocamente, admitamos qug(:,cyg.d_:g (Fy) R(x,y), R re-
cursiva. Se A & vécuo, entao A & recursivamente enumerfvel. Se A nao
€ vécuo, seja k um elemento fixo de A. Definimos uma fun:;;o @por

k senR( (z)o, (z)l)
& (2) =
(2)p se R ( (2)4:(2) ) |
Por definigao© & recursiva. Além disto A & a imagem de 8O .

Pois x& AP (}y) R(x,y). Tomemos z= 2%.3Y. Entao®(z) = x.

Consideremos dada uma numeraggz de Godel para as férmulas de
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LOI. Podemes <ecidir dado um namero natural x se este é o nimero de
Godel de um numeral, ou de uma letra de predicado. Logo pela Tese de
Church o predicado IC(x) " x é o nGmero de Godel de um numeral" e

© predicado PL (x) " x é o n(mero de Gbdel de una letra de predica-
do" sdo recursivos. Além disto como temos um némero finito de axio-
mas o predicado Ax(x) " x é o nGmero de Gddel de-uma axioma de TQI" é
recursivo. Consequentemente o predicado Pf(x,y) definido como " y

é o nlmero de Gddel de uma prova em CQI da férmula com nimero de
Godel x " é recursivo.

Lema 4.6.2. .

TCQI © conjunto de nlmeros de Gddel dos teoremas de CQI é
um conjunto recursivamente enumerével. Consequentemente todos os teo-
remas de CQI ( e consequentemente de seu cilculo equivalente LQI)
podem numerar-se recursivamente.

v % ’
Demostragao: xé‘TCQI se e somente se (J y) Pf(x,y) e Pf(x,y) & uma re-
lacao recursiva.

Definig8o 4.6.3 : Uma férmula X é construtivamente vAlida se ela é ver-

z [ o .
dadera sob toda interpretagao dadas em termos de fungoes construtivas
. - ; z . " . .
e especies completamente definidas, isto € especies em cuja definicao
v e - -
nao ocurrem parametros para sequéncias de escolha.
Kreisel demostrou clasicamente gue se admitimos a Tese de
gonstrutivamente
Church, entdo o conjunto de férmulas validas nao & recmrsivémente
enumerédvel. Inferimos disso que existem férmulas construtivamente v41i-

40 demostraveis em CQI ( ou em LQI). Pois se toda férmula

n

das que nao
construtivamente valida fosse demostrivel em COI, dado que toda fér-
rule devnstrével em COI é internamente vAlida,e a fortiori construti-
vauente vadlida, teriamos que o conjunto de férmulas demostriveis em

COl scria coincidente com o conjunto de férmulas construtivamente vili-

cas,

e consequentemente este Gltimo conjunto seria recursivamente enu-
- »: A > -
reravel, em contraposicao ao demostrado por Kreisel.
-
Fodemos evitar a conclusao de que CQl é internamente incom-
- . “ - - Ld

pleto rejeitando a Tese de Church ( e consequentemente nao inferiria-
se o resultado de Kreisel) ou admitindo que existem férmulas constru-

by A ’ 3 - i 3 3
tivamente vilidas que nao sao validas sob interpretagoes mais gerais.
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Embora até agora n¥o tenha sido encontrada uma {fdrmula desse
tipo, isto nfo implica que nZo existam. Das duas possibilidades,
a mais razoavel é discutir a Tese de Church.

A Tese de Church poderia formular—se assim: toda
func8o construtiva é recursiva. Na biblicgrafia usual as funcies
construtivas sHo chamadas fun¢Bes dadas por uma lei (lawlike
functions). Uma func¢So dada Por uma lei do tipa N -) N consiste
numa  lei que determina de modo efetivo um valor para cada
argumento. Esta lei estd dada numa forma tal, que ela €& aplicavel
a todo ndmero, e nds podemos reconhecer esta aplicabilidade.
Simbdlicamente a Tese de Church exprimiria-se assim: ¥ ¥ Y
z (Txyz UCz)= f(y)) onde f é uma variavel para fun¢des dada por
uma lei, x,9,z sfo varidveis que percorrem N, T € o predicado de
Kleene. Fara Troelstra [i9771, temos duas razbes para rejeitar a
identificag8o construtivo = recursivo. i) Uma raz3o axiomatica. A
tedria axiomatica das sequéncias de escolha nio depende desss
identificagio, " therefore explicitly ASSUMING vecursiveness
means carrvying unnecessary information around (Troelstya,
Ci9771, pdg 4-5). ii) Uma raz3o que Troelstra chama "filosdfica™.
Todas as justificacOes conhecidas da Tese de Church dependem da

analise conceptual de Turing que da vazfes convincentes para
identificar " mec&nicamente computdvel “ com " recursiveo Y, mas
pava identificar " humanamente computivel “ com " recursivo’ .

A prova de Kreisel ( Ver Van Dalen [C19737 ) & Luma
demonstragio que usa argumentos clissicos nao
intuicionisticamente aceitiveis. Consequentemente nio di Lm

argumento decisivo para rejeitar =a completude de LQI, o teorema
4.5.1 da o argumento mais forte contra a completude de LQT.

7. Arvores de Reth geralizadas.

Temos visto que dispomos de uma prova da completude de
LQI sobre as arvores de Beth, pProva que nio £
intuicionisticamente aceitdvel. E temos visto que nfc existe
possibilidade de melhorar esta situacfo. For esta razio, intento-
s modificar a nogfo de arvore de Beth ( Ver de Swart Ci9772
para poder ter uma prova de completude intuicionisticamente
aceitavel.

A relacSolE entre os nodos de uma arvore de Beth ((; ;
R. F‘P > entre fdormulas atbémicas de LGI & nodos de g,
caracterizada pelas seguintes propriedades: para todos os nodos
Me Ada arvore < g,r,f,p) temoé que as seguintes proposi¢cdes sio
verdadeivas, )

(i) V(A" ) ou nSo V(AT ), isto é, V é uma relatio decidivel .
(ii) Se V(A,P) e MRA entfo v(a,A ).

(¢iii) N&o V(L .l onded é um simbolo do alfabeto de LQI que
denota uma contradigio.

Fodemos definir entfio P do modo seguinte:['E A, A
atdmica se e somente se existe uma barveira S de tal que para
todo A€S, VA, A). As drvores de FEeth estio determinadds
fundamentalmente por a relagfo V. Obtemos uma 3Arvore de Beth
geralizada quando substituimos a condigfo (iii) sobre a relagio V
acima, pela condig3o (iii ) abaixo.

(iiil) Se V(L,M) entfo VA, para toda formula atémica A.
Esta modificag3o nHo é contra intuitiva desde que n%o afirmamos
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categdricamente que para algum nodol” V(L,T), a cladsula (iiil y &
condicional. /

Fara as arvores de Beth geralizadas definimos['lEA em
funcio de V do modo indicado acima, e logo extendemos esta
defini¢io recursivamente para qualqugr fdérmula X e nodo 1", como
na se¢io 3 do capitulo 3. Mas n3o pode obter-se com esta
defini¢8o de =, para drvores de Beth geralizadas, um teorema de
completude sintuicionisticamente aceitavel nas linhas expostas na
segio 3 deste capitulo (Ver Dummett CLi9771 capitulo 5, segao 3).
Esta situacio levou a considerar arvores de RBeth gevalizadas onde
estivesse definida uma velacfo entre nodos e formulas atdmicas
distinta da relaglo }=. Neste caso o intento era que a nova
relacio conservasse as seguintes quatvro propriedades da relagao
'[:-‘tal como ela resulta definida nas arvores de Beth geralizadas
a partir da relagao V:

i) seMkELlentio "EX para qualquer fdrmula X.

ii) Se I'EX erra entfo OFX.

'iii) Se S & uma barreira de My para todo AES, AE X entEollEX.
iv) Se ["E X entfol'FE X, onde |5 ¢ a relagfio que resulta da
restrigio de V a sub-drvore consistente de todos os nodos A tais
que PR A,

fs quatro proposi¢des acima podem justificar-se intuitivamente:
i) & a expressio da regra " oex falsum seqguitur gquodlibet v,
ii) afirma que se podemos aseverar X num instante [7, em todo
instante posterinr&também poderemos aseverar X, 1iii) afirma que

se em qualquer instante possivel posterior a podemos aseverar
X, entio em " poderemoz aseverar X.

Uma relacio proposta para substitwir a relagio , € a
relacin de gquasi-verdade entre nodos e formulas X, denotada por
ntr (X,I') definida assim: ;

(1) Se A & atdmica entio ntr (A,IM se é somente se {b‘ U(ﬁ,&)} e

uma barreira de 1Y, ou para algimA tal que TRA, vA L),

(BJP Se A & BAC entio ntr (A, se é somente se ntr (B,M e ntr

(C,1">.

(3) Se A e B C entfo ntr (A, se é somente 5&:{‘& / ntr (R,A)

ou ntr (C,A)} € barveira de [,

(4) Se A & B -) C entZo ntr (A,1") se é somente se para todo
tal que TRA, se ntr (B,A) entio ntr (C,A).

(5) Se A e X B(x) entido ntr (A, se € somente se para todo n,

ntr ¢ B(n), M.

(6) Se A & I B(x) entfp ntr (A7) se & somente se{btal que para

-

algim n, ntr ¢ B(n),A >{ € barreira de (7

-

iz -se que uma formula X € quase valida sobre uma
arvore de Beth, se para todo nodo do mesmo se wverifica que
nty(X,1"). Dgmonstra-se intuicionisticamente (Ver Dummett C19771,
cap. 5, se¢io 7) que se X € quase-vidlida sobre toda arvore de
Beth, ent3o0lQlFX. Este tiltimo resultado nfo € para nos suficiente
pPara obter uma semantica (intuicionista) para a lagica

intuicionista. A no¢io de quase-verdade nio satisfaz a condigfo
ii) da pagina anterior pois “"se ntr (X, e(R4, entio ntr(X,A)" &
falsa. Além disto a condiglo iii) Se S é uma barreira de [0 e
para todo AES, ntr(X,0) entio ntr(X,A) " nio pode ser provada. E
por estas caréncias que ndo pode assignar-se a ntr(X, /") a
interpretagio = no instante r' podemos as evEeETAY X
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Conscquentemente a interpretacio semdntica dada pelo modelo das
arvores de RBeth dotadas da relacio de quase-verdade n3o pode ser
correlacionada com a  interpretagdo das constantes 1dgicas
intuicionistas em tevmos de " ter uma prova de ... ... Mo

0 intento de atingivr uma prova de completude de LQI
spbre os modelos internos gque niao dependa do principio de Markov
através da considerac®o da no¢cl8o de quasi-verdade nfo tem exito.
Pois para- isto deveria poder provar—-se a proposigdo ¥ Se X @
internamente valida entio X & valida sobre toda Avvore de. EReth
geralizada " Mas temos um contra exemplo ao Lema =analogo a0
4.2 4. que @ o Lema que permitiria uma prova da proposigio
antecedente. Se T € uma sequéncia de escolha livre pertencente a
uma expansio s, £ se para toda formula atdmica A pussermos A%X(Y )
equivalente a 3n ntr(A, (n)), entfo o Lema andlogo ao 4.2.1%.
dird que para .toda fdrmula X, X*¥(Y) se & somente se In ntr (X,
(n)).

Outra relacSo proposta para substituir a relagio &

& a relacio de verdade amplia. Dizemos que uma darvore de Beth

explode se para algum nodo TEGQ, v+ , (. lefine-se
recursivamente que uma formula X € ampliamente vdlida num nodo
[ de uma drvore de Beth(3 , em simbolos 1tv(X,U') se & somente
S5€:

(1) X & atOmica € G explode ou 9 :{A tal que U(X,‘A)] & barreira
de

(2) X é BEAC e 1tr (B, e 1tr (C,M).

(3) X é BVC & § =}A|tal aue 1tr(E,A) ou 1tr(C,A) ] é barreira de
(4) X é B =) C e para todo "RA, se 1tr (8, entfo 1tr(c,A).

(5) X & Yx B(x) e para todo n€&€ N, 1tr ( B(A),07). _

(6) X € Yyx ER(x) e §= ‘tal que para alatm n, 1tr ¢ B(n),A) €

barreira de [7,.

Intuicionisticamente, o conceito de verdade ampl a €
tem =a desvantagem, no caso de enunciados atbmicos, de ser
definido a partir de uma cldusula categdrica ( explode) que nZHo
pode ser traduzida em termos da v proof-interpretation” das
constantes ldgicas intuicionistas. Fois em instante nenhum, pode
obter-se uma prova de . Além disto, o conceito de verdade amplia
nio satisfaz as quatro propriedades da relacdo F? Foig iii) " Be
S =)Atal que ltr(X,A) € barreiva de M entio 1tr(X,A) " n%o pode
provar—-se. Fode dar-se um contra exemplo que mostra que provar
iii) impliraria poder provar uma preposicio da forma Yn =p(ndv In
pin? ( Ver Dummett, Ci9771, pag 28@ ). Alem digto iv) " se 1tr
(X, entfo 1t¥ (X,M™ , onde 1tT define-se restringindo a relagio
V a arvore geralizada com ovigem X € intuicionistamente falsa.
Ver um contra exemplo em Dummett, op.cit pag 279.

De modo analogo ao conceito de quasi-verdade, temos um
teorema de completude sobre as &arvores de Beth geralizadas
dotadas da relacio de verdade amplia. Dizemos que uma formula X é
ampliamente wvalida sobre uma_sarvore de Beth, se para todo nodo
[ da Arvore temos que ltr(X,p). Prova—-se intuicionistamente que
se X & ampliamente valida sobre toda arvore de Beth geralizada,
entﬁolﬁl}-x. Mas a no¢io de verdade ampl .a ndo permite obter uma
prova de completude que n#o dependa do principio de Markov. Como
antes, deveria poder provar-se que se X € internamente vdlida,
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ent 20 X € ampliamente vdlida sobre toda drvore de Beth
geralizada. Mas novamente temos um contva exemplo ao analogo do
Lema 4.2.14 ( Ver Dummett, op.cit, pdag 282 ).

0 alvo que devia ser atingido pelos conceitos de
"quas€-verdade” e "verdade ampl a" era a obtencHo de uma pProva
(intuicionista) da completude de LQI sobre os modelos internos
que nio dependesse do principio de Markov. & <claro, dados os
resultados: da se¢io anterior, que nfo pode obter-se por
argumentos puramente intuicionistas, um teorema de completude de
LQI sobre os modelos internos, pois nesse caso teriamos uma PYrova
intuicionista do principio de Markov. HMas @& pensavel a
rpossibilidade de que tal teorema dependa de um principio (embora
nio admisivel intuicionisticamente) mais fraco que Markov. 0 fato

de ter provas intuicionisticamente aceptiveis das duas
proposicoes  .se X € quasi-vdlida ( ampliamente valida ) sobre
toda drvore de Beth geralizada, entio ", levou-nos a buscar

uma prova de uma proposigao andaloga ao enunciado do Teorema 4.2.9

que dependesse de principios mais fracos que Markov. Mas nos dois

casos (quasi verdade e verdade amplia) temos contra exemplos 20s

Lemas andlogos ao 4.2.1, lema que faz possivel a demonstracioc do

Teovrema 4.2.2. € dificil pensar demonstracbes de Teoremas do tipo

4.2.2. que niAo dependam de Lemas andlogos ao 4.2.1. Fois estes

permitiriam vincular efetivamente as noc¢des de validade interna e

quasi-validade ( também validade amplia ) sobre Arvores de Eeth,

através de uma interpretacio determinada das letras de predicado.
Outro conceito proposto para substituiv a relagio = ¢

0 conceito de verdade muito amplia de uma +drmulza X num nodo [ de

LA arvore de Beth geralizada (vitr x, " . Define—-se

recursivamente assim:

(1) X & uma formula A atdmica, entfo vitr (A,T) se é somente se

S = {ﬂ /V (A0 ou Giexplode} & uma barvreira de

(2) X é BAC e vitr(E,M) e vitr(c, T,

(3) X & BVC e S.={&/ vty (B,A) ou vltr(c,b)} € uma barreira de

r‘(

(4) X € B =) C e para algum A tal que PRA, se v'ltr(B,A) ent3o

vty (CA) .

(5) X é Vx B(x) e para todo n, vitr( E(m),T" ).

(6) X & % B(x) e S={A)tal que para alguim n, vitr( E(n), A {} é

barreira de

0 conceito de verdade muito amplia tem a desvantagem
de estar definido a partir da cladsula categdrica "Gexplode "
Satisfaz as tres primeiras propriedades da relacﬁg_yq A quarta
exprimida pela proposigio " se vitr (X,I") ent8o vitr (X, * niEo
¢ satisfeita pelas mesmas razdes que "se 1tr(X,T) entio 1ty (X,[M"
nao € satisfeita. DNivemos que X & muito ampliamente valida snbre
uma arvore de Beth se para todo nodo temos v1tr(X, ). Como
nos casos antecedentes prova-se que se X € ampliamente wvialida
sobre drvores de FBeth geralizadas, entfio {QI+A( Ver Dummett,
Ci9771 , pag 287 ).

0 conceito de verdade muito ampl a tem sobre os
conceitos de "verdade amplia" e "quasi-verdade” duas vantagens:
a) Fodemos demonstrar um teorema andlogo ao 4.2.2. para um ampl o
fragmento de LQI. Isto €, prdva-se que se X € uma formula de LQI
que nao contem L_( ou "7 ), & X € internamente valida, entio X ¢&



_ 139

ampliamente wvalida sobre toda arvore de Beth geralizada. gsta

prova € intuicionisticamente aceitdvel. Fodemos entdo inferir que
se X & uma férmula nas condi¢Bes antecedentes, ent3olQIEX. Isto
é, podemos obter uma prova intuicionisticamente aceitdvel da
completude interna do- fragmento de LQI livre da negacao.

b) Também demonstra-se por argumentos intuicionistas ( Ver
Nummett, Ci9771, pdag 289 ) que se X & valida sobre toda arvore de
Beth geralizada, entfo X é muito ampliamente vadlida sobre tada
arvore de EBeth geralizada. A partiv disto inferimos que se X é
valida sobre toda drvore de BReth gevralizada, entZolQlf-X. Tinhamos
visto que era impossivel obter um teovema ( intuicionista ) da
completude de LQI sobre as arvores de Beth geralizadas nas linhas
expostas na se¢io 4 deste capitulo. Agora, através do conceito de
verdade muito amplia, podemos obter um teorema intuicionista da
completude de LQI sobre as arvores geralizadas de Beth.

Assim parece que as arvores de Beth geralizadas d3o
origem a uma semintica apropriada para a 10gica intuicionista da
primeira ordem, no sentido de que somente sobre eles pode dar-se
uma prova de completude intuicionisticamente aceitavel . Mas esta
prova e aceitdvel no sentido de que ela nioc wusa fprmas de

inferéncia rejeitdveis intuicionisticamente ( como a redugio =ao
absurdn ). Mas de uma prova intuicionista devemos exiair também
que 0% conceitos e OCaryem nela tamhem sejam

intuicionisticaments aceitdveis. E temos visto que o conceito  de
verdade muito amplia por estar definido através da cladsula

categovica explode ", @ intuicionisticamente ohisetavel, pois
nao podemos admitir guese num ingtante tenhamos uma prova da
proposiciao absurda  Intuicionisticamente devemos exigir a

correcio wmaterial consistente em que 0s conceitos ocorventes
sejam intuicionisticamente aceitdveis. Se a corvecdo formal fosse
a unica que deveria ser exigida, dariamos uma interpretacio
formalista do intuicionismo, como um sub~sisetema do sistema da
1dgica classica.

NOTAS

(1) B(X) ->]In EHQB )y & a forma mais simples do esquema de
datos abertos, 9quande B nd3o contem outvo pardametro para uma
sequéncia de escolha livre além de OA. A justificag®o deste
esquema esta no fato de que em gualquer estadio da escolha dos
termos de oA , ‘somente conhecemos um segmento  inicial de L ;
consequentemente B (X)) € também aseverada somente a partir de
que &« &A(n). Logo K gerai também verdadeira para qualquer
sequéncia (}tal que {560((n>.
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Estamos interessados na generalizac3o do esquema de
datos abertos para o caso que b contenha outros parametros para

sequéncias de escolha além de . Como gevalizacio

* B (X fB) ea0 ene coc) =) Jn \drscrp . )

- , chﬂ(m)

nfo € correta. Fois tomamos B (X, B) =z (x= B] ent&

aplicando 0 esquema * resultarda a propos1can = =f - nV lE
‘a gue ¢ claramente falsa. 'chg(n)

Notagio

+ (« Bayfu) Zp (RF B AdFPr A - « 7 B.)
VY B)(.r By, - Bm) J?‘Sgy 2 | s By ==~Bia) » B(a’,ﬁ;,--ﬁ.,..])

A geralizagido do esqu de datos abevtos sera

, Bi---B.) A By -- ) —23n VYB(OG
el )7 ) ye o (n)

Identificamos as sequéncias de escolha com pontos de
um =spago topoldgico com a propriedade de que dada uma sequéncia
de escolha &, {l’/ a’e J(nl{é um conjunto aberto. Observamos que
Se uma PYOPOSIGAD asevera—-se de uma sequéncia de escolha (um
ponto do espago) entin, pelo ssquema de datos abertos, ela tambeém
asevera-se de uma vizinhanca da mesma.

(2) Uma AaAvvore com a propriedade de que todo nodo € seguido
imediatamente por um ndmevo finito de caminhos (path) chama-se um
leque (fan). 0 Teorema do leque assevera que se todo caminho de
um leque tem um numereo finito de nodos, entio existe uma cota do
numevro de nodos em todo caminho de um leque. MNa linguaagem das

sequéncias de escolha podemos reformular o teorema assim:
identificamos cada caminho do 1ﬂqun com uma sequéncia de escolha
£, e cada nodo com uma sequéncia de escolha finita o/ (n).

Faremns uma exigénciz cauivalente an pedido de gue tondo caminho
tenha um numevro finito de nodos. Suporemos que existe uma especie
de nodos R decidivel, tal que cada caminho seja tal que exista
um n com @ propriedade de queo (NYE K. Reformulamos o Teorema
assim:

fo-n (s) A q{:ls]nianéR SO - 48 Ny 3In a( (n)é(?

x&s <
Na prova deste teorema usida-se o Lema de Konig que nao

& intuicionisticamente admisivel. Intuicionisticamente pode

provar—se o Teorema do leque admitindo.o principio da Induglo-

barvreira ( Bar Induction ) RI . Bl asevera que se existe uma

espécie R e uma espécie A tal que:

. yJ < Jder vage y =

2. v o/ (n)

3. vJ (J <R, P JehA y

4.0 (yr 0% epA—Fep
N

entdo a sequéncia vacua ( > & A (com u k denotamos a sequéncia
finita gque resulta de acrescentar a sequéncia u com um termo novo
kY. BI_ & aceitado como axioma. Bvouwey deuw uma prova de BI que
nao & intuwicionisticamente correta, mas ela € de um interesse
muito grande porque ela reflete com plenitude a concepgiao
intuicionista da conectiva =) . A prova de Hrouwer apdia~se numa
representagio das provas possiveis dos antecedentes de BID e a
partir dela da uma prova de ( >& A, transformando cada prova dos
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antecedentes de EI 5 numa prova de ( YE AL
Os detalhes podem ver-se em Dummett, Ci9771, capitulo 3.
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CAPITULO V
4 FROQE-INTERFRETATION" DAS CONSTANTES ‘LOGICAS INTUICIONISTAS

i. Possibilidade de obter provas canfnicag

A exposigio a mais conhecida das constantes ldgicas
intuicionistas em tevmos de ter uma prova ds Preposicio molecular
onde eles ocorram como simbolo ldgico principal, estd em Heyting,
19561, pdg. 96-97
" Interpretations of the signs
The conjunction gives no difficulty: pAg can be aseserted i+ and
only if both of p and g9 be asserted.
pyv 49 can be . assevted if and only if at least one of the
propozitions p and g can be ascerted.

The negation is the sktrong mathematical negation. . . ... e
remember  that 2 mathematical proposition p always demands 2
construction with certain given properties; it can be asserted as
soon as such a constyvuction has heen carvied out . We g8y in this
case that construction proves the proposition p and call it a
proof of p. We also, for the sake of bvevity, denote by p  any
construction which is intended by the proposition p. Thenie can
be asserted 1if we possess a3 construction whick from the
suponsition that 2 constvuction p were carvied out, leads to =
contradiction.

The implication p =) q can be asserted if and only if we possess
a construction v, wich, joined to any construction proving  p
( supnsing the latter be effected ), would automatically effect a
construction proving g v

Com posterioridade Kreisel vefinou essta caracterizagio
acrescentando clausulas condicionais. Fava Kreisel, (ver Kreizel,
Ci®451 Y p =) q pode ser asseverada se estamos na possessio  de
uma construgfo r gque tvansforma cada prova de P numa prova de g,
e além disto temos uma prova deste fato.

A caracterizacio dos quantificadores intuicionistas
segue as mesmas linhas. Uma prova deVx A(x) & uma construcio que
assocla a cada obJeto & ( do dominioc do discurso ) uma prova p(a)
de A(a) (mais uma verificaglio de que p satisfaz estas condigHes,
no caso de adjuntar-como Kreisel- clausulas segundas). Uma prova
de Ix A(x) é uma construcfo que escolhe um objeto a do dominio do
discurso, & da uma prova de Ada) . (Ver Sundholm, [1i98371) .

OQutras variacdes da “proof-interpretation” foram
propostas. como 2 de Kolmogorov (Kolmogorov, [i9321) e VYan Dalen
(Van Dalen, [19731). Fava os dethales ver Sundholm, [1i98331. Em
qualquer Cc=as0 3 exposicio de Heyting ou a de Kreisel atvavés do
acrescimo de segundas clausulas, sHo suficientemente abrangentes
pava ot fins da discuesio que a3 seguir emprenderemos .

Nos interessa determinar se esta caracterizacio das
constantes ldgicas intuicionistas faz sentido falando
cintuicionisticamente. Isto €, supondo gue ns guantificadores e

fer

conectivos que ocorvem nas cldusulas explicativas (definiens) sio



~443 -

intuicionisticamente interpretados, queremos determinar se a
explicacio das constantes ldgicas intuicionistas em termos de

" "

ter uma prova de ... € intuicionisticamente aceitdvel .
Observamos duas coisas: i) A caracerizacio de Heyting dada acima
supfe que sepamos qué coisa € uma prova de um enunciado atémico.
Geralmente isto dependeri do tipo de discurso que estamos
considerando. Se nossa linguagem € 'a linguagem da matematica
intuicionista, uma prova de um enunciado atOmico consistird numa
computacio que verifique a igualdade de dois termos numericos.
Isto € o caso do enunciado atdmico (2 + 2) =3+ 2+ 232 iiy
Existe uma circularidade no sentido que no definiens ocorrem as
mesmas constantes ldgicas que intentamos caracterizar. Foderiamos
intentar esquivar esta dificuldade assim: admitamos Cber uma
comprensio implicita do uso intuicionista das constantes Jdgicac
num fraamento da linguagem natural, e admitamos que nossa tarefa
seja dar umz cavacterizacfo explicita do uso dessas constantes na
linguagem da matemstica intuicionista. Mas também neste caso nio
podemos  esquivar totalmente 2 circularidade, desde  gue  nas
clausulas que  formam o definiens da proof-inteveretation
quantificamos sobre construges, que sHo obietos matemidticos
(computacdes elementales nu comeastos por slas)

A caracterizacio da contribuicic das conectivas € dos
quantificadores intuicionistas ao significado das expressdes onde

eles ocorrem, em termos Prov @ parece também estar viciada de
autro tipo de civcularidade. Considevemos o caso do condicional
intuicionicts Dadas duas proposiches & e E nio podemns

cavacterizar o condicional intuircionista romo uma  fungio dos
valores de verdade de A e de E (funcio expresza atraves de  ums

tabela de verdade), pois eszas nSo estio sempre detevrminados,. 0
que deveriamos caracterizar £ gquando temos uma prova de A -) R
Fara os intuicionistas uma prova de A -2 B serda uma construcio
que ftransforma cada prova de & numa prova de K Maa esta
defini¢io € circular, se nfo pusermos um limite para as provas
possiveis de A. Foif a definicio seria impredicativa, dado que
estariamos quantificando sobre todas as POSSIVELS pProvas de A nas
que o proprio simbolc ~) pode ocorvev, como parte do definiens,
como acontece quando A foi obtida por Modus Fonens a partir de C
e de C =) A. Se quevemos esquivar esta civcularidade da definicio
€ necessdrio pbr como condicHo que o simbolo -) nio ocorra numa
prova de A,

Idéntica situacHo acontece na negagio. Uma prova de 71 A
consistird numa construcio que transforma cada prova de A& onuma
prova de uma contradiciSo. Se admitimos que nossa  linguagem
contenha numerais como constantes de individuo & que as unicas
constantes de individuo sejam precisamente 0% numerais, entio uma
prova de A consistirig numa construcio que transforms cadas prova
de A numa prova de @ = 1. Mas A podevia ter sido obtida a partiyr
de E - A .e B, consequentemente novamente no definiens
Dcorveria a propria conectiva . Também a possivel ocorvéncia numa
prova do simbolo por definir acontece no caso da caracterizagio
de uma prova deVu Alx) . Uma prova de ¥Yx A(x) & desde um ponto de
vista intuicionista, uma constvucio que para cada n da uma prova
de A(n). Has A(n) poderia ter sido obtida 2 partir de Vx Acx)
através da regla de instanciacfo universal ou eliminagio.
Nestes casos estamos frente a outro tipo de circularidade. Nio
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acontece aqui que usemos 05 mesmos simholns ldgicos por definir
no discurso refente as construgdes que formam 38 Provas, mas
acontece que as provas mesmas contém estes simbholos. Nado que o
primeivo tipo de circularidade pareceria poder ser esquivada
(estamos =aqui numa situvagdo analoga a semiantica de Tarski, onde
para caracterizar o conceito de verdade logica deveémos supor uma
comprens®o  intuitiva do que significa a verdade de um enunciado
qualquer) investigaremos se o segundo tipo de circularidade pode
sE2Y esquivada.

Farece que na caracterizaglo de A -> E, YA, V}( A0x)
devemos por uma cota as possiveis provas de A e de  Aln)
respectivamente, limite gue estd dado pela proibigfo de usar os
zimbolos por definir nas respectivas provas, isto €, nos
respectivos definiens. Mas precisamos uma rvestricino mais forte,
No caso do condicional, uma provs de A podevyia ter gido obtida =
partir de C e 10 atvraves da reara ex falsum sequitur quodlibet,
mas também a partir de C & de L podeviamos ter obtido E sim que

tivesse sido necessario aplicar uma construcio especial a  uma
possivel prova de A para obter uma prova de E; € suficiente
repetiv 08 mesmos passos que levaram a uama pyrova de A Farece

poils necessaria ume limitacio mais forte: pedivemos que as provas
de A & de A(n) no caso do condicional A4 -) R, da negaclo 14 & da
quantificagio universal# ¥ Alx) tenham a propriedade de gue toda
conectiva ou quantificador que ocovram nelas tambem ocorvam em A
ou em Aln), evitando assim o uso de regras de eliminacio de
conectivas e quanti%:cado&eg.

Analisaremos as limitagdes na forma das provas que

caracterizam a noclo de “ ter uma prova de ... " numa forms mais
cuidadosa . Fara fixar ideias considevemos A —-) B quando A & uma
propocicio atdmicz. Sabemos quando femos uma prova de & - B

quando cada prova de A pode ser transformada numa prova de B
através de uma constvucio. Suponhamos que A seja uma proposicio

atfmica do tipo 3+4f = 5. Uma prova de & nao podevia obter-se a
partir de um processo onde ocorvram eliminacdes de conectivas @
quantificadores, 5e QUEYT EMDSE caracterisar A -> B sim

circularidade. Também & necessaria a restricBo semantica de que 2
prova de A nio tenha apoio em nogdes fora do ambito da aritmética
elemental. Além. disto, podemos dizey que a exigéncia de uma
construcido que transforme cada prova de A numa prova de E @
ambiguz: pode significar que a construcio dependa de cada prova
particular  de & que demos, ou que seja uniforme, no sentido que
dependa de caracteristicas que todas as provas de A compartem.
Macs w2 escolhemos - esta dltima possibilidade, enfrentamos a
seguinte dificuldade: Os intuicionistas tem negado a
possibilidade de Fformalizar completamente qualquer teovia
matematica, por ter reconhecido a impredizivel variedadedos
argumentos que = matematica usa, € a imposibilidade de
circunscrever a priori o tipo de vazoamento que serd usado.

Fica aberta a outva possibilidade, isto €, que a
conastrucio que transforma cada prova de A numa prova de B ( ou de
1=¢ se estamos analisando o significado de @A) dependa da prova
particular dada de A. Mas neste caso teriamos gque rveformular o
significado da expressino ” ter uma prova de 4 -> B Diremos
entio que temos uma prova de A - B quando para cada prova
particular dads de A, existe uma construgio - que depende da prova
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dada - Aque transforma essa construcio numa prova de B.
Ilebilitando assim o significado de A =) B, e retendo as
restrigcdes a complexidade de uma possivel prova de A, evitamos a
circularidade. (1). .

. analisemns agora as expressies que contém um
quantificador universal. Fodemos afirmar V¥V x A(x) SEMPYE que para
cada n podemos provar A(n). Na aritmética intuicionista
(informal) . fazemos uso do principio de inducfo completz: (ACD) A

¥n Atn) =) An+4)) -3 Vn A(n). Dadas provas de AMA Y n  (ACa) -
Aln  + 1)) deve entio existir uma constyugfo que para cada n
permita  provar Adn). Esta construgio depende do n particular
escolhido. Quando n=i aplicamos Modus Fonens 2 A(DY & A =)
A(L) obtendo assim ACL), quando n=E aplicamos Modus Fonens a A({)
e ACL) =3 A(R2) & obtemos assim A(2), & assim sucessivamente. Como
o comprimento da prova depende de n, esta n¥o € uniforme. Mas =
prova intuicionists d® induclo matematica zpresents o seguinte
problema: tinhamos pedido que a complexidade de A(nY de um limite
para todos sews possiveis provas. Mas no caso do principio de
indugio a prova de A(n) apoia-se na regra de —) eliminacio para
obter A(n) a partir de A(n-1) & de A(n-1) -3 A(nY e V eliminzcio
para  obter Afpn-1{Y =3 Aln). Consequentemente se  Aln)  fosse
atbmica, nossa exigéncia de que em toda prova de  Ad(n) aomente
ncovvam o5 conectivos e auantificadores que ocorrem &m Aln) teria
sido violada

Toda a tarefa de construir LLma caracterizagio
semanticas dos conectivos & quantificadores intuicionistas, em
termos da nogcdo de M tey uma prova de L. " osim  aue esta
caracterizacio seja civeular € muito dificil. Tinhamos visto que
na definigio das conectivas -}, T, £ do quantificador ¥ em & -3
E, MR € Ve Al , PTrOpuUsemos -~ pPava €squivar a2 circularidade
na definigdo " fer uma prova de ..." - que toda conectiva ou

quantificador que ocorrvesse nas provas'de & ou de Aln), ocorrs
tambem &m A ou em A(n). No caszo de que A e A(n) fossem atfBmicas,
esta exigéEncia impede que A ou A(N) tenham sido obtidas atravée
de -} eliminagZo (por fodus Fonens) oau  atraves de V- (por
exemplificaclo universal) respectivamente. Fodemos geralizar esta
exigéncia - assim: -sejam A ou A(n) formulas atdmicas quaisquer.
Fediremos que toda formula que ocorra numa prova de A ou de A
seja uma sub~formula de A ou de Aln) respectivamente.
"Subformula” deve ser entendido assim: toda sub~formula €  uma
sub-Fformula de ela mesma; s ) A € uma sub-formula de C, também A
e uma sub-formula de C; se A - B, AV E, ou AAE sio sub-formula
de C, tambem A e B s%o sub-fdrmulas de C; se ¥ s A(x) e Jx AGO
s80 sub~formulas de C, também A(t) & uma sub-fdrmula de  pars
cqual quer termo t
Veijamos se podemos formalizar as exigéncias propostas
acimza numa linguagem de primeira ordem. Considevaremos o c3lculo
. do capitulo IV que usa uma nocio ampliada de sequente. Um
sequente  : € sersd um par ordenado <F, € tal que C é um conjunto
finito de formulas, e C € uma formula ou o conjunto vicuo.
Consevvamos as regvas de introdugfo do cdlculo N do capituleo IV,
mas substituimos as regras de eliminacio por vegras de intvroducio
de simbolos logicos a esquerda. Também acrescentamos uma regra de
atenuagio a direita quando o sucedente € vidcuo. [enotamos por

* V" a regra de introdug®o de V a direita, & por " Y * '\
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regra de introducdo de V a esquerda. L tem a vantagem sobre N de
ter a propriedade da sub-formula: em toda prova em L de um
sequente T-.A toda fdrmula que ocorre num sequente pertencente a
prova, deve ser uma sub-fdrmuls de A ou uma sub-fdrmula de alguma
das formulas ,de T. Intentamos saber se L exprime a logica
intuicionista. e fato o faz tHo bem como N, pois prodva-se coamo
ja temos visto querfk A  see Mh_A. ’ .
Aparentemente L, tem a vantagem de fazer inteligivel
uma definigdo dos simbolos 1dgicos intuicionistas em termos de *
ey uma prova de ... . ". Fois consideremos 2 expresio A —-) B
Frocuramos uma carvacterizagfo inteligivel de " ter uma prova de
A=Y EB ", para ter uma representacio da contribuicio de conectiva
=» a0 significado da expresio A -) B. Suponhamos que & SEja
formalizavel na ldgica intuicionista de primcira ordem através de
uma formula &' . E suponhamos ter uma prova de A atraveés  de
argument os pertencentes somente a, ldgica intuwicionista de
primeira ordem. Logo ¢, A' e entfob_ A . Isto &, existe uma prova
de : &' (e consequentghente de A) livre das vegras de eliminacio
de conectivas € quantificadores. ConsideracBes semelhantes podem
ey aplicadas as expressoes que contém os restantes conectivos e
quantificadores. Serd isto suficiente para ter uma caracterizacio
dos simholos 1dgicos livre de civcularidade?. NSo, aparentemente.
Fois, na caracterizagfio de Hedting, no definiens, consideramos
toda prova de A (ndo uma prova particular). Estariamos mais perto
de =atingiv nosso alvo, se toda prova de & (ou de A(ny) podesse
levar-ge a uma forma candnica livre de regras de eliminaclo de
simbolos ldgicos, £ seria muito melhor, se essa  forma candnica
fosse dnica para cada prova. Mas ainda precisariamos mais alauma
coiss . GQue acontece no caso que A contenka simbolos de operagbes
aritmeticas, ou seja obtida através de avaumentos pertencentes =
aritmética intuicionistal? Neste caso precisariamos também um
teorema que permita transformav toda prova de @& numa  prova
canbnica. Analisamos esta situacioc porque =2 caracterizacio
intuitiva da contribuicio significativa dos simbolos 1dgicos
intuicionistas em tevmos de V ter uma prova de ... ", considers
o casn deral onde A ou A(n) s30 expressoes da aritmética
intuicionista informal, e fazemos referéncia a provas ¢ na
aritmetica inftormal ) de A ou de Al(n). No caso que A contenha
simbolos de operacdes aritméticas, mas seja provade somente
através de regras e axiomas logicos, tambeém teremos quer A, tA ¢
: : . <al v o .
FA. Surge uma dificuldade muito grande, se supomos que A foi
L demonstrado usando araumentos que apoiam—se sobvre principios
proprios da aritmética intuicionista -2 seguir veremos isto.

Suponhamos que a=h fosse demonstyavel nesse
formalismo. Logo teremns uma pyrova de ash, sim  vregras  de
eliminacio de conectivas e quantificadores. Mas nfo pode existir
uma  prova de ¢ = 1 deste tipo. Logo @ = 4 geria indemonstriavel

neste formalismo, € consequentemente teviamos demonstrado a
consisténcia da aritmética intuicionista, o que € impossivel .
Ent3no nio podemos supor que o teorema de eliminacio da
regra de corte (gue serve para demonstrar 23 equivaléncia dos
calculos N e L) seja verdadeiro para extensdes da logica de
predicados. A operacido de eliminagho do corte consiste em
empurrar o corte acima, ateé que ele desaparece. Devemos mostrar
que este procedimento pode ser realizado sobre toda regra, =
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sobre todo sequente bdsico que ocorra
novos tipos de sequentes bdsicos, ou

na prova. Se introduzimos
de

adiuntamos novas re

inferéncia, por exemplo, o principio de inducfo no

aritmética intuicionista, entio

temos que verif

aras

Caso

icar

da
3

possibilidade de eliminar o corte sobre todas estas regras
sequentes novos. Fara a aritmetica formalizada do modo ordindrio,
niao é verdadeira a vegra de corte, como foi provado por
de A -> B, onde A e B
proposicbes da aritmética intuicionista (informal) em termos de “

Logo se pirocuramose uma caracterizacio
tey uma prova de ... Y, n3o podemos af
de A& gue nio use vegras de 2liminacio.
constvuir uma teovia semantics intuit
prova de. .. "

irmar que exista uma

Esta ¢ uma limitagc&o

iva em termos de

ter

e

Gentzen .

sHo

PYOvVa
Para

LLmE

A partiv de agora consideraremos o CASO Em que A e
550 formulas exprimivelis ns linguagem da logica intuicionista

erimeiva  ovdem, € demonstriveis por

argument os

ldagica de predicados intuicionista. Temos visto que se

domonstyar A entio temostk A, isto &,

existe uma prova de

B

de

pertencentes

a

podemos
que

A

bt . . e, . . ; s
nao  usa regras de eliminacao de conectivos € quantificadores,
tal que toda formula gue ocovva nesta prova € uma sub-formula
74, YV AG0, em tevmos de

. Mas nossa caracterizacgio de A —-> R,

ey uma prova de. . ", fez uso da exp

FESSRO

2

de

toda prova de A ou

de Aln) . Entio nio & suficiente que exista uma prova de A livre

de sliminacin de conectivas e quantificadores, o que & desejavel,

& um resultado mais . forte: gue cada prova de A po

transformada numa prova de A livre de vearas de eliminacin,
Se aleém disto, est

que chamaremos normal, ou candnica.
normal € unica para cada prova de

f, podevemns def

conectivas ¢ quantificadores em termos dessas  formas
Fois podevemoe introduzir sobve o0 conjunto de provas

seguinte relagio de squivaléncia: dire
de A sH5o0 equivalentes se as duas tém

para definivy A =-» B em termos de ©
diremos © seguinte: temos uma prova
transformay umz prova de A em forma

mos que duas devivacdes T eI
LLnago

a mesma forma norma
tey uma prova de
de A -> E auando
canonica numa prova

G

SEer

PrYova

=l forma

inir

as

NOYMALS.

de

I

podemos

de

Nesse caso podemos transformar toda prova de A numa prova de
pois =2 cada prova de A a transformamos numa  PYOVAE  No
canonica £ logo transformamos esta prova normal numa prova de

Defininde A => B ( o mesmo acontece
termos de provas em forma normal, t

para 1 A, Vx Al
emos 3 wvantagem d

livres de civcularidade, pois a prova de A em forma normal

livre de eliminacio de conectivos e qu

Fodemos obter provas n=
diretamente sobre o calculo N do cap
atvraves de L. Vamos 3 definir quatro
que uma prova em N de um sequente ( :
nenhuma redugio de algum dos quatvo ti

antificadores.
forma < normal--
itulo 4 evitando o
tipos de redugdes.
estad na forma nor

B »

rmsl . ou
E.

) Y em
¢ estar
eata
opevando
vyodelio
Diremos
mal, Ge

&

2

"

B

pos pode ser—-lhe aplicads.

Um teorema de forms normal dira qgue todo sequente provavel em
pode ser dervivado em N at;aves de uma prova em forma normal.

teorema de normalizac8o dird que tod

dada de © : A termina numa prova de
forma normal corresponds a cada prova

a prova deC . 4 »p

ode

-0 em forma normal,

£ unica.

[

N
Um
ser
levada a uma prova del: A em forma novmal através de uma sequéncia
apropiada de passos reductivos. Um teovema forte de normalizacBo
dira gue tods sequéncia de passos redutivos aplicados a uma prova
a
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0 primeiro tipo de redugdes chama-se reducies
proprias. Sua fungio € eltiminar sequentes maximais. Um  sequente

chama-se - maximal gquando ocovre como a conclusio de uma regra
introducio, & 30 mesmo tempo como Premissa maiov de uma regra
2limina¢do da mesma conectiva { a premissa maior contem

de
de
a

constante 1o0gica que deve ser eliminada ). 0 resultado da veducio

*

sera uma sub-prova cuja conclusio € um sequente cujo sucedente
coincide com o sucedente do sequente que € conclusio da prova

original, e cujo antecedente estada contido no antecedente
conclusio da prova original.

da

N passo redutivo distingue-se por casos dependendo das

constantes l1ogicas envolvidas:

-

{n) .\"._'-’; “‘" ”
™ A A3 At
c, A Ang -
<D A
reduze-se a € . A

A & .
Se  usamos = regrva paras obter a conclusio. ©, f : E, a redugio
asemelhante.

/.
/ \
. . /
(V) 7/ AR , . |
Y / \ A \ /
“ /’ \\ o0 \\ P
\_ // . / \. /
v '\//r - .
N ('A V+ . A'A'C B,Bl'c
CiAVR
r-'! AJ‘ &: C
reduze-se a . / // .
\ /
7
. A / :
\ 4
\"'\,/
shat

0 cequente A:A deve ter ocorrido (num ou mais lugares) acima

da
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premissa menor . A idéia & obter o sfeito de um corte substituindo
0 sequente bdsico A:A por (A4 e sua prova, obtendo assim uma
prova de C,A: C. Também operamos assim quando a premissa maior (
AVE, ¢ obtida a partir de ©: F através de vt

> r N A
( ) : %
“\./f =
r.-dA AR F
) A :ADQ -
-7
rl‘ a .l E)
yeduze~ce @ ‘ /”' 5
\ / F
/
\\‘ y
Tebe /
'o\. /
~‘/
élb E |?>
k _‘ ) ) At A A
\ // 1‘\ \‘\
g \ ; \
r:A A : 3 Ao : 1% -
A, e aa
=

V¥ o
A Vd / V'
| s . :
.-A/ A 4
\‘ \\ //
rA.lB N
! * rfb.'a—le -
N Ol c -
‘V) \
\\r{ .
A % L
C:ALY) v+
V: vxalr =
' v
Vs Klun

Al



Y ndo ocorre livre em r-e £ substituida em toda a prova de r.
Aly) por £, onde t & livre para » em A(X) .

At) : At)
(3) T Atc) 3+
r: 3‘“““' A l."f)r& i C g —
T, A Y e
/

reduze-se a
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Toda ocorvéncia livre de 94 na prova de A(y), b: C e substituida
por o termo t; e o sequente basico Al(Y): A(Y) & substituido por

ACt) e sua prova; isto nfo afeta A\ ou <€ que nf%o contém y
livre.

0 segundo tipo de redugfes ¢ o tipo das reduches
pevmutativas . Uma reducio permutativa & possivel quando A
conclus@o de uma aplicacfo das regras Y~ , 37 é-a premissa maior
de umz regrz de eliminacio. Assim

T AV A A c B, olc = Y

D & AL

F’A, O"//\:E

feduze-ae @ , y
rediuze a A;A\C /\\D 6-,0:‘ /\'D

T AvR ALA A E Ch @l B
r’ Arar /1L::

—

Mo caso da reara -3 a forma gevral @ a seguinte:
\ /

AL AL C
C.hc & LL R

F;A,c;'.E

que £ reduzida = ~

Moy N e D R

A\, A e =
C . FIrAlm
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As  redugles permutativas seguidas de reducBes proprias eliminam
seamentos maximais. Introduzimos a noglo de segmento assim:
observemos que a conclusfo de uma aplicagdo de uma vegra \/~, ou
de umz regra } tem o mesmo sucedente que as premissa  (s)  menor
(es). Consideremos um scequente que nfo seja ele mesmo a conclusio
de uma vegra V™ ou de uma regra }7, mas que seja a premissa  menor
de uma aplica¢in destas rearas. Sua conclusio pode ser novamente
a premissa  meEnor de uma ou outra das duas regras, Y, 3~ . 8e
seguimns  descendendo pelo caminho da arvore de prova, & detemos
nossa marcha gquando chegamos a3 um sequente que nio  =eia 2
premissa menor de uma aplicagfo das regras v', }, teremos uma
parte do caminho onde todos os sucedentes s80 iguais. & sequéncia

f4:A, .......... A A de sequentes assim obtida, chama-s& um

segmento.  Se  além disto T:. A € 3 conclusio de uma vegra de
introdugio e Q: A @& a premissa maior de uma vegra de eliminacio

da mesma conectiva, o segmento & chamado maximal . Veiamos  que
efetivamente as redugdes pevmutativas seguidas de uma reducio
propria eliminam segmentos maximais. Seja Cas Fooanassssiq. £ F
um  segmento maximal. Y\ : F € a premissa maior de uma regra de
eliminacio K, mes além disto € 3 conclusio de V ou de ., sendo
%40 F 2 premissa menor da aplicacfo de uma destas duas dltimas
vegras., FPava fixgar ideias, suponhamos que Fh- F azjs a8 conclusio
de Y~ & situagio € = seguinte:
rn-‘l
i l
gy - .
CL.r VD AtDA = 3. 80F )
y .
— '
C/rhe &= K& R
r,AIBIA:'E
Atraves de um2 reducio permutativa pRssamos
~ -
g , - Berr AtD
A’A‘; /\uDR
i i Be A FE
] /61/\,l: =t !
C2AVR A

(e N o /AL E
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Fela sua vez §_F € a conclusio de Vou de J e premissa maior
de R, consequentemente podemos aplicar a esta prova uma nova
reducio  permutativa. Iterando este processo chegaremos 2 uma
prova onde Tg: F, seja a premissa maior de R e também conclusio
de K. EntHo aplicando uma rvedugio prapria o segmento maximal
desparesce. .
0 terceiro tipo de reduches € 0 tipo das
simp1}¥icac5e5 imediatas. Estas eliminam aplicagOes redundantes
de V- ou de 3 que ocorrem quando o antecedente da conclus@o
contem totalmente o antecedente de uma das premissas menoves. For

exempln, € a premissa maior de uma regra V€ T : AVvE, & uma
das premissas menores € ﬁ ., a aplicacio de v & superflus e
pode ser eliminada. -

0 aquartn tipo de reducgdes ¢ o tipn das redugles 1

-

c13¢ baixam o grau do sucedente da conclusfo de uma aplicacio de 7
) 5

Assim se temos a2 situagio

T A Ak oL
O A e L
reduze-se &\ N N7 L
vCA A Vi-ﬁ &”;ﬂ A .
AV 3 A e A

DL BAC

Tterandno este processo obtemos uma prova tal que o
sucedente da conclusfo de uma aplicagfo qualauer de 1° seia
atfmico. Mais uma definigfo: dizemos que um sequente maximal e um
segmento maximal de comprimento 1. Uma prova na forma novmal seri
uma prova onde: 1) os segmentns maximais tém sido eliminados, &)
no existem aplicacBes superfluas de Vou de J7, 3) o sucedente
da conclusfio de toda aplicagio de 77 € atdmico.
¥ Teoremz 5.4.3: Toda prova em N de um sequente €. A pode
transformar—-se numa prova em forma normal em N do sequente A: A
onde (\estd contido em C . (Teorema de normalizacio).
Nemoncetracio: Cada passo vedutivo transforma uma prova em N de [ :
& numa prova do sequente ©: A, ®SC | Nemons¥raremos que pode
encontrar—se uma sequéncia finita de passos redutivos tais que
suz aplicacgido sucessiva transformam a prova de C - A numa Prova
de N : A, O contido em© , com = propviedade de que nenhuma
reducio de algum dos quatro tipos acima expostos, prode sevr-lhe
aplicada. Frimeiramente provaremos O teovremaz de normalizagin para
reducBes proprias e permutativas. A extencelo 3ao0s outros  dois
tipos de rvedugBes € facil. Frovaremos entio que podemos chegar a
uma prova de A: A, tal aque nenhuma redugio propria ou permutativa
prnesa ser—lhe aplicada. Definimos o grau d de um segmento maximal
como o numero de constantes ldgicas que ocovrem na formula que €
o sucedente comum. Fazemos a pyova pPoOr indugfio sobre o pavr (d, 1)
onde d & o maior de todos os graus dos seamentos  maximais  que
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ocoryem na PYova dada, € 1 € el suma dos comprimentos dos

segmentos maximais de grau d. Dizemos que (d,1) € menor que (d'

JA' ) se ded' ou d=d ic1' . Escolhemos um segmento maximal
de grau d tal gque nenhum segmento maximal de grau d ocorva acima
de ele meszmo na arvore de prova, € tal que a regra de eliminagio
que tem como premissa maior o dltimo sequente.do segmento n3o
tenha como-premissa menor um sequente A : D que pertenga ou esteja

debaixo de oubtro segmento maximal de arau  d. Se o0 segmento
cgarpnlhido deste modo, € um  sequente maximal, aplicando uma
redugdo  propria ou reduzimos d ow baixamos | 8 }*i. Fois a0

aplicar o passo redutivo desapavrece o sequente maximal . S este @

0 unico segmento maximal na prova de grau o, entio veduzimos o

grau de d, gz existem oukbtros segmentos maximais de grau d,
baixamos 4 al - 4. Se o comprimento do segmento escolhido £
maior 4que 1 entfo aplicamos uma reducio permutativa. Felas

condiches de escolha do segmento reduzimos . Para ilustrar esta
itltima afirmacio chamamos R a regra de eliminacio que tem comn
premissa maior ao dltimo sequente O : F do seamento, € suponhamos

que ©, : F tenha sido obtido a partiv de v°. A situagio & =
agguinte
- LS -~
- AvVR NoACF B3, & ¥ 7
T A, o' F A D b

r"! A(QIA:E

reduze—sg A

AA 7 /LD Bo:F D

C AV AN NCE B et
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nado que A . I nio é parte de nenhum seamento maximal de
comprimente d, entHo baixamos { em i; se /L : I fosse parte de
alguim segmento maximal de comprimento d no caso que R fosseV oul
estariamos acvescentando o comprimento desse segmento em 1 €
consequentemente tendo sido aplicado todo o processo rvedutivo
fica ) invariante. Logo aplicando a hipdtese indutiva infiére-se
0 resultado para redugtes permutativas e praprias. :

Suponhamos  ter chegado a uma prova de 6 A tal que
nenhuma  redugio prdpria ou permutativa 1he pode ser  aplicada.
Efetuamos a5 redugdes e as simplificacdes imediatas. Este
processo @ Finito, e consequentemente tem um termo. Chegamos =3
uma prova normal de A6
Corolario S.4.4: Todo sequente provavel em N pode ser derivado
atvravés de uma prova em forms normal (Teovema de forma normal).
Nemonstragdo: Seja uma prova de® A em N Felo Teorema anterior
obtemos wuma prova em N em formz normal de A . A onde A coatd
contido em [ . aAplicando agora atenuacio obtemos uma prova  em
forma normal dev : A

DNemonstra-se usando um processo indutivo mais complexo
um  teorems de normalizaciEo forte que diz gue toda sequéncia  de
passns redutivos aplicados a uma prova de U4 permite obter uma
prova de b.: a,.ﬁgr e forma normal. Demonstra-se (isto 2, a
interessante para nossa discussio da proof-interpretation? que as
provas em forma normal possuem 3 propriedade da sub-formula:
qualguer formula que ocorve na derivagfo de um sequente (. A €
uma sub-formula de & oo de alguma Formula de U Ver Frawitz,
[i965]1, cap 4) .

Nan podemos extender este resultado an ©aso da
aritmética intuicionista formal ou aritmética de Heyting (HA).
Neste formalismo encontramos a regra de inducio
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Esta regra pode reformular-se como uma vegra de introdugio para bi
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E quando uma aplicagio de k/ (formulada na forma imediatamente

exposta acima) e seguida por uma aplicagio de V " onde t € um
numeral, temos a situagfo seguinte

r:A\O) A, Ao Alol) p
V! A : VK A\J‘)
vd
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Se b & ; A in?eréncia anterior pode ser transformada em
AMo): Ao
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eliminandose assim 0 sequente maximal l",ﬁ - A(x). Mas se t nio e
um numsral, a reducio antecedente ndo pode efecturar-se £ o
sequente maximal , A: A(x) deve eliminar-se de outro modo .-

: Bentzen provou para a aritmética de Peano que toda
prova de um sequente C @ A com A Atdmica veduze-se =& forma
normal. 0 resultado extende~se a aritmética™ intuicinonista. A
prova usa argumentos finitistas ampliados atraveés da  introducio
da induc8c até €5 For forma normal entendemos no caso da
aritmética intuicionista, a mesma forma exposta antecedentemente,
isto ¢, nio paszsivel de ulteviores redugdhes proprias ou
permutativas, simplificacBes imediatas e redugbes?” . A aceitaglo
de uma prova do tipo Gentzen, para obter uma caracterizagao dz

proof-interpvetation " livre de circularidades € um  assunto

controvertivel . E um problema andloga a aceitacao desde um  ponto
de vista finitista, da prova de Gentzen. Mas entanto & dificil

separar o finitista do estrictamente finitista, € claro, que o
intuicionista nio & idéntico com o sstrictamente finitista. Mas o

problema nao £ que a pProva de Gentzen possa ser

s
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intuwicionisticamente inaceitdvel no sentido de usar regras de

inferéncia nSo aceitaveis desde um ponto de vista intuicionista,
mas 4que a prova tem um caracter impredicativo: demonstra

propriedades das derivacoes na aritmetica intuicionista usando
conceitos que formam parte de uma totalidade tedrica que englobsz
a aritmética intuicionista. Mas justamente nosso  interesse na
obtencio de derivagdes em forma normal estaba no fato de que elas
permitem uma exposigio da v proof-interpretation Y livre de
circularidades. Em vesumo, o carvdcter impredicativo da " proof-
interpretation " das constantes 1dgicas intuwicionista parece
inevitiavel ., Se queremos esquivar cirvcularidades na exposigio das
constantes lodgicas intuicionistas, devemos procurar um  teorvems
que permita reduzir toda devivacio a  forma normal, mas nsz
demonstragio deste teorema usaremos conceitos que formam parte- de
uma totalidade que sngloba a aritméticas intuicionists elemental,
& consequentemente esharraremos novament e frm discurso
impredicativo.



24 Representacdo do significado intuitivo das
constantes logicas intuwicionistas dado pela "proof-—
interpretation" em termos de arvores de Beth.

Procuramos dar uma representac3o da contribuic3o das
constantes-logicas intuicionistas ao significado das proposicses
onde elas ocorrem, em termos de arvores de Beth. Intuitivamente
estes significados s3o caracterizados descrevendo o gque e uma
prova destas proposices. Com Dummettyl (Dummett, (19771, cap 7)
distinguiremos entre demonstrac8es e provas candnicas. Numa
demonstrac3o podemos usar o principio A V1 A no caso que A
seja decidivel, sim estar forgados a dar uma prova de A ou uma
prova de 7 A, -também podemos afirmard x AG) no casm de dispor
em principio de um procedimento para encontrar um™ tal que Afm),

sim estar obrigados a efetuar todos 08 passos deste
procedimento. Assimy, no  percurso de uma demonstrac3o matematica
para um n particular podemos usar na deduc3o principal a

disjuncdo ou n+n+l & primo ou ne+n+l n3o & primo, sim estar
Dbmgadns a dar uma prova de que n+n+l & primo ou uma prova de
que n<+n+l ndo é primo; analogamente na presenca de um conjunto
finito de niameros podemos afirmar a exist@ncia de um deles que
& o menor de todos, sim estar obrigados a mostra-lo. Mas numa
prova canénica ndo pode ficar procedimento sem ser efetuado,
todas as operagées indicadas como possiveis de fazer em
principio, devem ser realizadas. Observamos gue podemos
considerar uma prova canonica como  uma demonstracido, a
proposicdo reciproca n3do & verdadeira.

Temporalmente podemos interpretar a situac3o assim: num

instante temos uma prova canénica de AVER, se em { temos uma
prova canénica de A ou temos uma prova candnica de B: em
temos uma prova canénica ded x Ak se em U temos uma prova

canénica de A(m) para alguém m. Entanto podemos afirmar que em ©
temos uma demonstragdo de A V B se em um instante posteriord ,
instante no qual j& foram efetuadas todas as operacoes
indicadas na deducXo principal, temos uma prova em geral de A ou
uma prova em geral de B, prova que poderd ser uma prova
canénica ou uma demonstraco; do mesmo modo, dizemos que em(
temos uma demonstrac3o dedx AG no caso que em um instante
posterior & tenhamos uma prova em general (prova candnica ou
demonstrac3o) de A(m) para alguém m. Isto & raroavel. Dada uma
arvore de Beth, como interpretariamos a express3o TE A 2
Interpretamos os nodos da arvore de EBeth como instantes U *.
Pelo visto parece razoavel interpretarv = A como a proposico
"em U * temos uma demonstrac3o de A", e ndo como “emC ¥ temos
uma prova candnica de A", pois as condiges sob as quais
podemos afirmar em uma arvore de Beth TE AvE ou CF 3 x Aac
dependem n3do somente de U mas também dos nodos seguintes a
C.

Precisaremos mais o que temos visto. De aqui para frente
consideraremos férmulas fechadas para simplificar a exposico.
Identificamos como temos visto antecedentemente os nodos de uma
arvore de BHeth com instantes. Além disto, suponhamos que
acrescentamos a estrutura da &arvore de Beth com uma assignac3o
de significados as formulas que ocorrem associadas, com os
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nodos da arvore, pela r‘elag&oi: , 25sim se A & uma férmula, Ax
& a proposigdo correspondente assignada. Seja O uma formula
atémica qualguer. Diremos que O & verificada num nodof de uma
arvore de Beth, se no instante I"* temos uma prova canénica de
Q*; e denotamos este fato por V@,T ). Claramente temos que:

(i) V@,v) ou nAo VQ,C) isto &, V & uma relacdo
decidivel.

(ii) Se V(R,C ) e RO (isto ¢, se A * & posterior a [ #)
ent3o VQ,D).

(iii) nZo V(1 ,C) ondeMd simboliza uma contradic3o.

Definic3o 5.2.1. Uma férmula fechada A & verdadeira num
nodo ¥ de uma Aarvore de Beth se e somente se uma das
seqguintes clausulas é verdadeira:

(i) A & atémica e A & verificada em U .
(ii) A & BAC @ B & C =#n verificadas em | .
(iii) A ¢ BYC e B ou C =30 verificadas em [

(iv) A & BE—pC & para todo A tal qgue rl?_(l se B &
verificada em A ent3o 5§ ={&8/C¢ verificada em & >, &
barreira de (\ .

(v) A &é&7B e para nenhum A tal que TIRA B & verificada em

(vi) A & V weGo e pzara todo m {© / Bim) ¢ verificada em
& & barreira de U .

(vii}) A e 3}:8(2-:) e para algum m, B(-rrT) & verificada em ( .

Lema 5.2.2. Se A ¢ verdadeira eV | ent%o & verificada
em todo nodo A tal que TRO . Prova por induc3o na complexidade
de A.

Temos definido assim gquando uma férmula fechada A &
verificada num nodo de uma Aarvore de Beth. Agora definiremos
quando A & verdadeira num nodo de uma Aarvore de Beth. Como
o fizemos antecedentemente associaremos & cadi nodo U um
instante T #. Suporemos também dada uma assignacdo de
significados as letras de predicado e um dominio D para as
variaveis de modo tal que A seja interpretada  como  uma

ProOposican A¥.

Definic3o 5.2.2. A & verdadeira em U se e somente se em
 * temos uma demostracdo de A,

Faremos a seguinte suposic3o: seja A atémica, A @&
verdadeira em um nodo (T se e somente se {6/ A & verificada
em & > & uma barreira deU . A suposigdo & razoavel. Se num
instanteT #* temos uma demostracg3o de A*,em qualquer situacgdo
tesrica posterior teremos uma prova canédnica de A%, situacdo
onde j& as operacses indicadas na demostrac3o de A¥ tém sido
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efetuadas. Denotamos com T( A, { ) a relagdo "A & verdadeira
em T ",

Faremos a suposic3o de que uma fTormula fechada A &
verdadeira num nodo © de uma arvore de Beth se e somente se
alguma das sequintes condicses ¢ verdadeira:

(1) A & atémica e A & verdadeira em { . Isto &, temos em(” *
uma demostracio de A%,

(i1) A & BAC & T(B,T ) & T(C, ).

(iii) A e BY C e existe uma barreira S de ( tal que para
todo®e S, T(B,® ) gu T(C,&M).

(iv) A & E— C e para todo A tal que CRA se T(E,A)
ent3o T(C,A).

(v) A @7 B e para todo A tal que CRA « NED & verdadeiro gue
TC N Bl

(vi) A é ¥ xB(x) e para todo me N T¢ B(m), [ )..

(viid) A & 3 xB(x) e existe uma barreirz S de ( tal gue
para todo& e § existe né&€N com & propriedade de que T( Ein),
).

Proposicdo 5.2.3. Uma férmula A qualguer & verdadeira
num nodo [~ se e somente se (/7 A é& verificadz em & Y & uma
barreira de ¢ .

Temos que considerar 8 casos dependendo cada caso da
forma que tenha A.

(i) Be A @ atdémica, a proposic3o & verdadeira pela suposicio
debaixo da definicido 5.2.2.

(ii) Seja AZBAC, ent3do em Cx temos umz demostrac3o de
B¥A C*x e conseqgilentemente uma demostrac3o de B¥ e de (O.
Logo B & verdadeira em v , C & verdadeira em ( . Ent3o os
conjuntos 8={©/ B & verificada em & 3} & ={e/ C &
verificada em© 3 s3o barreiras de ¢ . Ent3o pelo Lema
reec. podemos formar uma barreira U de [T tal _que para todo
Ae U, BAC & verificada em f . Reciprocamente, suponhamos
que U={ A/BaC & verificadz em A ¥ & barreira de [~ . Logo
={O@ /B & verificada em & } e T={® / C é verificada em & >
sdo barreiras de U pois UCS, UcT. Logo B & verdadeira em
© e C e verdadeira em ¥V . Conseqientemente A & verdadeira

Emr-

(111) A & BV C. S5 A & verdadeiraz em um nodo U, ent3o temos
em [ *# uma demostraciioc de A%*. Logo existird umz barreirz §
de instantes A * tais que &m * tenhamos uma demostracdo de
E* ou de Cx. Logo para cadaAe S, B & verdadeira em A ou C
é verdadeira em N . Além disto para cada Ae S, existe S
barreira de A tal que se B ¢ verdadeira em A , ent3oc B &
verificada em cada nodo de G, e se C & verdadeirsz Emﬁ i

A
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entd3o C & verificada em cada nodo de 8, (hipdtese indutiva).
Em qualquer caso, dado Ae 5 para todo nodo de §, EBVC &
verificada nesse nodo. Logo T= BJes g & uma barreira de V e
para cada nodo®&- de T temos que BVC é verificada em © .
Reciprocamente, suponhamos que T={® / RVC é& verificada em
© > & barreira de U . SejalAe T, tal gque, por exemplo, B &
verificada em b . A & barreira de ele MESMO 4
consegientemente (hipdtese indutiva) B & verdadeira emA .
Logo para cada nodo € de T, B & verdadeira em© , ou C &
verdadeira em& . Logo BVC & verdadeirz em O .

(iv) A & B—oC. Suponhamos que A seja verdadeira num nodo

Mostraremos que A & verificada em [ e dado que ™ &
barreira de ele mesmo a prova J& estéd pronta. Seja tal
que CRA e suponhamos que B & verificada em 4 . Logo pela
hipétese indutive B & verdadeira em [\ e conseqientemente C
& verdadeira em 0 (pois em (* temos uma demostracdo de B¥
—y C%, se dada umz demostragdo de B¥ podemos obter uma
demostracio de C*¥). Logo { ©&/ C é verificada em & F & uma
barreira deA . Reciprocamente, suponhamos que 5={© / E—§9 C
& verificada em& ¥ & barreira de U . Sejz A tal que TRA .
Seiz B verdadeira em B , provaremos que T é verdadeira em
B, 5= iszto acontecera, teremos gue dado um instante A ¥
posterior o igual a2 ¢ * e uma demostragao de B¥  em A *,
teremos em A ¥ uma demostracio de C¥. Logo teremos em (¢ *
umz demostracdo de Bx—pCx e consegientemente resultara
E =0 C verdadeiraz em © . Suponhamos pois B verdadeira em A =]
RN . Pela hipétese indutiva T={ 6 / B & verificada em© 7
& barreira de N e logo (pelo Lema S5.2.3) U={& / Be EBE—HC
s¥o verificada em& > & barreira de A . Loge o conjuntos
{3 /7 C & verificada em > Y & barreira de A e logo pela
hipétese indutiva C & verdadeira em A . Logo A & verdadeirsa
em U .

(v) 4 &7 B. Seja A verdadeira em C . Provaremos que A &
verificada em C . Pois seja A tal que CRA . Dado gue A &
verdadeira em © , entfic B n3o & verdadeira em fA , pois para
todo A tal que YR, E n3o & verdadeira em A. Pois se
supor que em (T ¥  temos uma demostracio de B¥ leva a uma
contradicdo, ent3o em gualguer instante A * posterior a  *
n3o teremos umz demostrac3o de B¥. Logo B n3dd & verificada
em A , caso contrarioco E seria verdadeira em A .- Logo A &
verificada em (T . Reciprocamente, supanhamos que S={B /TR &
verificada em © ¥ & uma barreira de U . Seija A tal que
fRA . Se E fosse verdadeira em A ent3o teriamos uma
barreira S,de A tal gue para todcié S,, B & verificada em

Logo existiria um nodo SL tal que A onde BAY E &
$erificadas em L . Absurdo. Logo E n3o & verdadeira em A e
consegientemente A é verdadeira em .

ftvi) A & VuB(x). Suponhamos que A fosse verdadeira em [

Demostraremos que A € verificada em U . Dado que em [ *
temos umz demostracio de V:{E{‘(:—:), para cada m temos em =
uma demostrac3o de Bx(m). Logo B(m) é& verdadeira em  para
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cada m€é N. Entdo o conjunto 5={& /E(m) & verificada em &3
& barreira de [ . Logo W %xB(x) & verificada em (.
Reciprocamente suponhamos gque S§={&® / VW xB(x) & verificadsa
em © ¥ seja barreira de ¥ . Seja m&EN, provaremos que Bim) &
verdadeira em ( , e deduziremos disto que VrE(x) &
verdadeira em { . Para todo Ae S = 2/ B(m) &
verificada emS. ¥ & barreira de A . F’m‘mamms J s T &
uma barreirs de ¢ e para todo e T, Bim) & verrﬁcadu emJ\_

Logo Bim) & verdadeira em .

(vii) A & 1 xBG¢). Suponhamos que A seja verdadeir: em (.
Logo existe umia barrelira 5 de tal que para todo A eSS,
existe né€ N com propriedade de que B(n) & verdadeira em A
Pois se em (¥ temos uma demostrag3o de I xB(x), no instante
N = posterior temos uma demostraco de B(n) para algum n.
Pela hipotese indutiva sabemos gque existe uma barreira T, de
A tal que para todo nodoS € , Existe neN tal que Bin) &
verificada em 2. . Fazemos R= U Para cada nodo ese R,
existe n tal gue Eln) & verzfu,acea emé& . Logo para cada
nodo e R, temos que A & verificada em & . Dado gue R & uma
barreira de U temos aguelo gue gueriamos demostrar.
Reciprocamente., suponhamos que ={ 0O / F xB(x) & verificada
em € ¥ & uma barreira de (C . Ent3o parae-e S, existe m tal
gus Bim) & verificads em &€ . Logo pela hipdtese indutiva,
para cadeee 5, existe m tzl gue Bim) & verdadeiraz em &~

Proposicdo 5.2.4. Seja ( "5| e, = F) uma arvore de Beth
cuio dominio seja O conjunto dos namaros naturais.
Suponhamos dadsa Lima interpretacio para as letras de
predicado de LAEI. Suponhamos gue para toda féormula atémica A
e para todo nodo Ve% , TE A se & somente se T((C, A). Entao
para toda férmula X vy para todo nodoC€&€9 temos que Mk X se
e somente se T(O, X). A demostrac3do & facil a partir da
definicdo da relacdo =

Dado que para tods foarmula atomica A temos definido
ViU, A) como "em % temos uma prova canénica de A"
poderiamos supor que para toda férmula X, VIO, X)) se e
somente se em (¢ * temos uma prova canonica de X¥. Mas esta
identificacdo fracassa no caso que X seja Y— £, ou U:{Y(:-:).
Pois se em (T ¥ temos uma prova candnica de Y¥_p Z%, temos um
método para transformar imediatamente toda prova de Y¥ dadsa
rim in5t3r1teA # posterior a C % npuma prova de Z%, mas de
vir , Y % 2) infere—-se por definicdo que parz todo A tal
que (RN  se V(A, Y) entic S5=(©& / V(e , Z) 3 & barreira de
A e n3o se infere que Vi y £} como seriz desejavel para
poder realizar z identificacio acima exposta. Analogamente,
se em O #¥ temos uma prova canénicz de W x¥Y () ent3o parece
razoavel afirmar que parz todo meN temos em ( % uma prova
candnica de Y#*(m). Mas de V(U , Y x¥Y()) infere-se por
definicdo que {o /7 V&, Yim)) I} é& barreira de ( e no
infere-se que parz todo mehN VU, Y{m)) como serisa
desejavel para fazer a identificacgdo exposta acima. Dada
estaz situzscio poderiamos tentar modificar zs clausulas 1v e
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vi) da definigcdo 5.2.1. assim:
- Vi) A & WxB(x) e para todo me N, B(m) e verificada emr
todo A tal querease B € verificado em'A entao

E} g %e&'ai‘iegﬁ%% ggr?eflmgan Gv9. Mostraremos que sob essa
definigdo ndo & verdadeira em geral a proposicdo 5.2.3 para
PG, com P atémica.

Conszideremos a arvore de Beth da figura exposta
abaixo, onde as formulas P e 0O escrevem—se muito perto do
primeiro nodo onde elas s3o verificada.

Ppl & verdadeira em ( pois P & verdadeira nos nodos
onde primeiro & verificada, e também nos posteriores, e somente
nestes nodos, & em btodos estes nodos 6 & verdadeira (estamos
supondo & verdade de 5.2.2 em geral, e de 5.2.3 pars
formulas atsmicas). Mas Fp 0 ndo e verificada em nenhum dos
nodos do caminho extremo esquerdo se aceitamos a3 definigdo de
(iv'), pois se A & um nodo em esse caminho consideremos o nodo
seguinte 2 que nido esteja no  caminho extremo esquerdo. P e
verificada em 5 mas O n3do & verificada em 3 .

Analogamente aceitemos (vi) e admitamos a proposicio 5.2.3
para toda formula B(m). Mostraremos que em geral nio &
verdadeira a proposicdo $5.2.3 para PxB(x). Consideremos a
arvore de Beth da figura abaixo

B12)
8Ll
Bio)

onde cada fermula escreve-se muito perto do primeiro
nodo onde ela & verificada. Y «B() & verdadeira em U , Pois
para cada my, 0 conjunto {& /7 Bm €& verificada em O I &
barreira de £ e conseqgientemente pela proposicdo 5.2.5, Bm e
verdadeirs em © . Mas se aceltamos (vi’ ) V xB(x) n3o &
verificada em nodo nenhum da arvore. )

Assim temos  visto gue nosso  intento de  modificar a
definigdo de "x & verificada num nodo © " @eara que ela coincida
com a afirmac3o "em — * temos uma prova cansdnica de X*" da como
resultado a2 invalidade de 95.2.3. Mas justamente 5.2.2 dava uma
razdo forteepara identificar verificag3o de X fh  ter uma prova
canénica de X¥ em U %, Pois, dado que uma foérmula X &
verdadeira num nodo U se e somente se o conjunto dos nodos
onde ela & verificada é uma barreira de U , e parece razoavel
pensar que temos uma demostrac3o de X* quando a partir de um
instante posterior tenhamos uma prova candnica de X¥, entio
surge naturalmente a idéia de identificar "X & verificada em(C "
com "em (— % temos uma prova canénica de X#'. A dificuldade de
caracterizar a relac3o de verificac3o em termos do conceito de
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prova canénica est& em que, engquanto a relagdo de verificac3o
esta claramente definida desde um ponto de vista formal, os
conceitos de "demostragdo", e "prova canédnica" s3o intuitivos,
justamente pelo fato de n3o serem exaustivamente representaveis
num sistema formal.

Da proposicdo H.2:3 podemos deduzir os seqguintes
corolarios:

Corolario 5.2.5 = Se:ja< Q, 'QrF'P> uma arvore de Heth,
e suponhamos dada uma interpretagdo das letras de predicado
de LAI tal que z partir delz definamos T({T, X) e V([ , X
para toda férmula X de LAI.

Ert3o:

[

i) Y= 7 & verdadeira em ALy Y= Z & verificada em U .
ii) Y & verdadeirz em{dP1 Y & verificada em V .

11d) bLHY(H) & verdadeira em F};j? U'EY(H} & verificadza em

Demostracio:

i) (=) sejz A tal gue R A e suponhamnos gue Y &
verificada em 0 . Logo Y & verdadeira em A e
conseqientemente 7 & verdadeira®™fp. Ent3o ={ g /I &
verificada emn & 3 & ums barreira de O = entdo Y+ I &
verificada em(C . (4= ) Se Y- 7 & verificada em U entio,

pela proposicio 5.2.3 Y- Z & verdadeira em

ii) ( =P ) Para todo A tal qgue CRA Y no & verificada em
y pois no caso contrario pela proposicdo 5.2.0 Y serisa

verdadelira em A . A=) Pela proposicio 5.2.3.

iii) ( =D Seje me N. Y(m) & verdadeiraz em ( . Logo 5=¢O /
Yi{m) & verificads em & 3 & barreira de . Ent3oc $x2¥Y(x) &
verificada em ( . ( 2~ ) Trivial & partir de 5.2.3.

Dummett propgSe modificar nossa concepgdo das arvore de
Beth do modo seguinte: "we have, in effect, to regard the
temporal stages represented by the levels not as intervals,
such as days, which are ineluctably replaced by their
sucessors, so  that we insecapably ftravel down the tree
(until we reach a terminal node, 1if we dol), but as
punctuated by efforts, not necessarily successful, to obtain
more information" (Dummett ElR77s P 408). Entendida
assim, deste modo, uma Arvore de EHeth, o fato de que um
conjunto § sejz uma barreira de U n3o significa que quando
estejamos em ( ¥ saibamos que num tempo finito estaremos
inelutavelmente num estado Ae S, mas somente que temos as
ferramentas, se escolhemos aplica—las, para chegar a algum
dos ESt&ﬁDE“AE:S. Isto coincide com & concepgdo de que
aquilo gue uma demostracdo da, & um método efetivo de obter,
se o desejamos, uUma prova canénica. Mas isto ndo resolve a
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dificuldade de fazer coincidir a proposic33o 5.2.3 e a
identificagdo de V(U , X) com o fato de ter uma prova
cansnica de X¥ em € %, para X uma formula X qualguer.
Existem outras dificuldades para identificar
verificaco de uma formulza X num nodo U com o fato de ter
uma prova tansnica em (T ¥ de X*. Dado que as explicacdes das
constantes légicas intuicionistas usam a2 nog3do de prova de
um enunciado, e uma prova de um enunciado qualquer depende

da possibilidade de ter provas cananicas de Seus
componentes, devemnos admitir gue & decidivel S uUma
construcdo e ou ndo @ uma provae canenica de um enunciado.
Pois nossa caracterizacso das caonstantes da logica

intuicionista - deve ser feita em termos de uma linguagem
neutral entre o uso classico € o uso intuicionista, para
esguivar circularidades. E 2 decidibilidade da segurangs
desta neutralidade. AGssim g explicacdo des constantes
legicas intuicionistas, dada pela "“"proof interpretation"
seria umz explicacdo genuina, no sentido de que para poder
ser entendida devemos conhecer o uso destas constantes num

contexto restrito, i1sto &, num contexteo decidivel. Mzspas
arvore de Beth, embora zdmitemos que & decidivel se umz
formula atomicae fechads dads & verificada em um nodo , N&o

acontece a mesma colsa para formula fechadas em gera; ndo
temos modo de determinar se P—PO ou ¥ wFe) & verificada num
nodo © . Assim n3o podemos  representar o significado das
constantes légicas em termos de "X & verificada num nodo ( °,

também n3do podemos explica-lo em termos da nog3o de “formula
verdadeira em um nodo C " pois ndo é decidivel se uma
formule dadz X & verdadeira em uwum nodo de uma arvore de
Beth.

D= nodos de uma arvore de Beth ndo d3o umz

representecido zdequadz do gue é um estado de informagd3o ¢ *.
Engquanto que em C % & decidivel se temos uma prova em geral
de uma farmula complexa A, no nodo C n3o & decidivel se A &
verificada em( , pois 8 verificac3o de A depende n3o somente
do comportamento de suas componentes atomicas nos nodos
antecedentes 2 T , mas também daguilo que acontece nos nodos
posteriores a U . Para decidir se A & verificada ou n3o &
verificada em ¢ , precissariamos ter uma representac3o exata de
uma estrutura infhﬁta,'&_, a subarvore de Beth com vértice
. Logo n3o podemos dar uma interpretzacido da uma férmulszs
somente indicando quais s3o os nodos de uma arvore de Beth
onde ela e verificadas, precisamos das explicitamente  uma
interpretac3o para as letras de predicado. £ por isto que os
modelos internos d3o origem a uma verdadeiraz semintica para
LGAI em contraposicl3o as arvores de Beth. As limitagoes das
arvores de Beth para dar umz semd3ntica apropriada para 2
légica intuicionista estloc no fato de gue no transito desde
uma especificacdo das construgoes que servem como prova dos
enunciados da matem&atica tem—-se uma descricdo da totalidade
das situgcoes nas que poderiamos obter tais provas, perdemos
informacdo que é essencial para fivar o significado dos
enunciados gque devem ser provados. Por exemplo, sejz =z
arvore de Beth da figura absixo



- 166-

as  formulas escrevem—se & esquerda muito perto dos nodos
onde primeiro s3dn verificadas. Se representamos os nodos porr
seqiéncias finitas compostas pelos simbolos O e 1, F(m) &
verificada em 0 se e somente se T contém pelo menos m+l
simbolos ©. 7¥ x(FOGOVT F(x)) €& verdadeira no vértice.
Determinado, assim, deste modo, uma Arvore de Beth, ndo
damos um significado determinado para a letra de predicado F
interpretadz  como um predicado de teoria de nameros  Fxg
indicamos somente determinadas condig8es cujz satisfac3o por
um  predicado  ds teoria de ndmeros F# faz verdadeiro o
enunciado 1V niF#{n)va F¥in)). NEo damos Lim Exemnplo
determinado. Analogamente no Capitulo 4, parte 1, demns um
contrasxenplo atraves de ums arvore de Beth cujo vértice U
& tal que ¢ ﬁ' ¥ 2 (F(x)vT F(x))A (113 XF () —p IuF () .
Mzz assim ndo demos um contraexemplo individual ao principio
de Markov, que ndo e admissivel por consideragses gerais
sobre as constantes loégicas intuicionistas. Para dar  um
significado determinado as letras esguematicas de predicado,
devemos determinam gque tipo de construgtes constituem uma
verificagdo de cads formula ztémica., como podemns reconhecer
qual & o estado de informac3o onde nés estamos. Estas
consideracees indicariam gque zas arvore de Beth n3o d3o, na
verdadeira, uma teoria sem&ntica de nenhum tipo (ndo
intuicionistz, também ndo classica) dado que n3do determinam
significados especificos para as letras de predicado das
formulaz relacionadazs com os nodos das arvores.
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NOTAS

(1) "We cannot incorporate into our first order logic laws
embodying the full intuitionistic meaning of the conective

: in that logic the introduction rule for entitles us
to assert & E only when B can be derived from A as
hypothesis, In order to exploit the full intuitionistic
meaning  of , we should need to be able, whithin
intuitionistic analysis, to derive, for each statement A,
the conditional A b £ ", onde <s, c* & uma expansao
complexa e 4 s, cr & uma prova de A completamente analisada
(Dummett, L[19771, p. 103). 0 condicional intuicionista

ocorre plenamente desenvolvido na provae de Brouwer do
principio de Induc3o-Barreira (Bar Induction). Esta prova
consiste na derivacg3o a partir da forma de uma possivel
prove do antecedente da prova do conseqiente. & claro gque
agui pressupomos que podemos ter uma representacdo de toda
possivel prova do antecedente.
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CONCLUSHES

Tendo examinado as diferentes teorias semianticas para
a ldgica intuicionista de pyrimeiva ovdem, veconhecemos nelss dois
tipons de dificuldades para constituir uma teoria semdntica para
esga l1ogica. }
Frimeiro, temos aqueles impedimentos de natureza
matematica. Este € o0 caso das teorias cujas provas de completude
nip podem ser intuwicionisticamente aceitaveis pelo fato de
descansar sobre formas de infervéncia rejeitiveis na matemdtica
intuirionista, como zcontece no caso das drvores de Beth ou  dos
mondelos internns . Segundo temos squeles impedimentos de natureza
mais filosofica, ps que consequentemente sio mais discutiveis, =&
cuiz formulagHo provem d3 discurssio sobre a formz que uma tedvis
semantica deve ter. Planteamos a questio segquinte: supondo aue
tivessemos provas de completude para a tedria das arvores de Beth
intwicionisticamente aceitaveis, no sentido de nio wviolar as
regvas da matematica intuicionista, aceitariamos essa tedriz como
uma teoria semAntica apropriada para a 1dgica intuicionista®. A
resposta  dependerd  de nossa consideragio do que  deve sevy uma

fedria  semintica. Se consideramos que o zalvo gque deve ser
atingido, # a caractevizagio de aquelas formas de enunciado que
sA0 verdadeiras no  sentido  intuicionista, pela  suz forma
gramatical, aceitariamos sob a3 suposigdo feita-a teoria das
arvores de Heth. Mas sg considevamos que o alvo  gue  deve  ser
atingido € dar umz Justificagidoc do uso dos enunciados

intuirionistas = partir do signiticado de seus componentes,
rejeitariamos a2 teodvria das Arvores de Beth. Ilumett, [19751, pag
iee distingue entre as tedrias semanticas que intentam
interpretar uma linguagem =3 partir de conceitos que 530
escolhidos como primitivos, e agquelas gue procuvam caractervizar
também esses conceitos primitivos. No primeiro grupo temos as
caracterizacoes do significado em termos do conceito de verdade.
Se areitamos que este & 0 alvo que deve ser atingido, entio ums
semantica para uma logica consistirda po estudo de aqueles
enunciades gque sio verdadeivos pela sua  forma gramatical,
precisando mais, no estudo de aquelas formas de enunciado que por
substituicBes categorialmente adequadas dio origem em todos os
CAsns a enundiados verdadeiros. Meste seftido de tedria
semantica -sob 2 suposicio  feita acima as  Arvores de  EReth
constituiriam Lma semantica apropriada para a 1dgica
intuicionista. Mss se considevamos do mesmo modo que Dumestt Qe
outro tipo de tedria semi3ntica € possivel, isto &, uma tedriz que
caracterize o significado em termos de condigbes de asseveragio
( em termos de condigOes de uso € n3ac a partir de
conceitos  primitivos cujo significado figue sim  ser analisado)
entdo @ tedria das arvores de Beth nio constituiria uma semantica
apropriads, pois nesta tedria, o significado das expressoes da
16gica de primeiro ordem ndo fica univecamente determinado =a
partir das condigOes de asseveraglo de seus componentes.
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Em determinados casos, 08 impedimentos de natureza
filosofica, parecem estar de tras da rejeicfo de umes tedria
semantica. For exemplo, demonstramos matematicamente que qualquer
prova de completude sobre os modelos internos permitivd dervivar a
partir dela uma prova de um esquema do tipo de HMarkov. Mas a
ohje¢io contra o principio de Markov € de natuveza filosofica
pois descansa na interpretagio das constantes ldgicas
intuirionistas. Uma obje¢ao de natureza matematica, consistiria
em encontrar um contraexemplo a0 principio de HMarkow na
matematica intuicionista. Mas ndo existe tal contraexemplo dentro
da aritmética intuicionista elemental (embora poderia eate
existir na Analisis intuicionista). Um caso andlogo acontece na
" proof-interpretation dag constantes logicas intuicionistas.
Matematicamente podemos demonstrar gque ndo pode existirv uma
redugio de toda devivacio na aritmética intuicionista a umza forma
normal  gue  tenhz2 a propriedade da sub-fdrmula. A partir deste
deriva-se o inevitdavel cavacter dmpredicativo da " proof-
interpretation " Fodem se2r formuladas objegdes contra a
aceitacio das definigBes impredicativas, a partiv das concepgdes
intuicionistas sobre a existéncia matemitica, & sobve as relagoes
entre matematica € linguagem. Mas até agora nio temos encontrado
cas0 nenhum onde a admissic de definicdes iwmpredicativas leve =
umza contradicfo na matematica intuicionista ( a derivagi8o do
paradoxo de Russell usa o principio do terceiro excluido, além
disto restaria ver que a ocorréncia desta derivacio deriva-se do
usp de definictes impredicativas ). & obiegdo contra 3 =aceitaclo
de definigtes impredicativas € filosofica.

< Mas entanto a2z obiegdss de natureza matemdtica  «io
decisivas, aguelas de natureza mais conceitual podem Ser
diacutidas. A partir deste fato, podemos analisar as distintas
teorias  semdnticas pvopostas levando em confa sua maioy 0 menoy
“verossemelhanga intuicionistza. A Yproof-intervpretation” parece
ser a mais forte. Sua aceitagio dependerda de encontrar argumentos
convincentes para 8 aceitagao de definigoOes 1mpredicativas. flem
distn, devers mostrar—se que & improvavel devivar a partirv destas
definiches, contradiches na matemdtica intuicionista. A tedria
das #rvores de Beth geralizadas ndo apresenta objecdes -de
naturezs matemstica, mas sewn caracter de construgio ad-hoc €
evidente. Sua aceitacio dependera de que admitamos ou nHo
admitzmos que o alvo principal que uma tedria semiantica pavra =
16gica intuicionista deve atingir € o reconhecimento das formas
de enunciados validas. A tedria das avrvores de EBeth comuns exige
além disto encontrar argumentos para a aceita¢fp do principio de
Markowv, que apviori € rejeitdvel pelo significado das constantes
1dgicas intuicionistas, sendo muito alta a probabilidade de
encontrar contra exemplos Ao principio na matematica
infuicionista . & teoria dos modelos internos, embora nao
apresenta um cardcter tHo artificial como a das &rvores de RBeth,
tem =25 mesmas dificuldades antecedentemente expostas pela  sua
admissio do principio de Markowv

A tedria = mais promissdria € a proof-interpvetation.
As relacoes entre predicativismo € intuicionismo ate =agora nao
tem <=ido o suficientemente estudadas. A aceitagio ou nao da
“proof-interpretation” dependerd dessa investigacio. Muitas das
questBes aqui nesta tese suscitadas dependevam dos Progressos da
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Analises 1intuicionista. A ocorréncia de um contra exemplo ao
prifncipio te Markov deixaria de pé somente a "proof-
interpretation” e a teoria das arvorese de Beth geralizadas. Mas a
praimeiva € respeituosa do espirito do intuicionismo, entanto a
segunda apresenta um cavacter artificial.
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