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APRESENTACAQ

Ao se falar em "logica do tempo”, ou "logica temporal”, deve-se ter
em mente que ha duas maneiras de se entender a expressao. De acordo com uma
corrente, a logica do tempo - a "teoria logica do tempo” - constituiria um
ramo independente da logica, tal comc a logica modal (i.e., uma extensao da
l6gica classica, introduzindo-se novos operadores, ditos "intensionais”).
Mas ha outro ponto de vista, para o qual ldgica do tempo seria uma aplicacao
do Calculo de Predicados (com predicados para entidades temporais, como ins-
tantes ou momentos, e quantificacao sobre essas entidades). A primeira abor-
dagem pode ser chamada "prioreana” (ou "intensional”), devido a grande in-
fluencia exercida por A.N. Prior em seu desenvolvimento; enquanto que a se-
gunda seria dita "guineana", devendo-se isto, obviamente, a W. Quine. (Cf.

Benthem 1978. V. também Lacey 1972.)°%

Trabalharemos aqui com calculos? temporais intensionais, limitando-
-nos ainda as linguagens proposicionais. Existe uma grande variedade destes
célculos: eles procuram codificar as inferéncias que sao validas caso supo-
nhamos ter o tempo (i.e., a serie dos momentos) uma tal ou qual estrutura
(e.g., linear, densa, sem comego nem fim, etc.). £ nesse sentido que falamos

em "logica do tempo linear” ou em "calculo para tempo circular”, e assim por

1 Ha diversos argumentos, pro e contra cada abordagem. Para uma boa dis-
cussao deles, v. Benthem 1978.

2 No decorrer deste trabalho, utilizaremos as expressoes "sistema axioma-
tico”, "sistema” e "calculo” como sinonimos.
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diante.

Todos esses sistemas podem ser obtidos a partir do calculo proposi-
cional classico por adigac a linguagem de novos operadores (intensionais) e
por acrescimo de postulados (ou seja, esquemas de axiomas e regras de infe-
rencia) envolvendo os mesmos. Os operadores, nos calculos mais usuais, sao

quatro: F, P, G e H, com a seguinte tradugao na linguagem natural:

F: sera o caso que ...
P: foi o caso que ...
G: sera Sempre O Caso gue ...

H: foi sempre o caso gue i

Easa maneira de construir os calculos temporais faz com gue os mes-
mos tenham uma semelhanca estrutural bastante acentuada com as logicas mo-
dais. Nao é de admirar, portanto, que disponhamos, para os calculos tempo-
rais, de uma semantica de Kripke. (V. Rescher & Urquhart 1871; Landim 1374,
1980.) Tal & o modo usual de construir uma semantica para esses calculos -
além, & claro, das semanticas algébricas. Recentemente, contudo, foi apresen
tada uma nova semantica para cdlculos modais: a chamada "semantica de valo-
ragbes”. (V. Loparié 1877.) Tomando-se como referéncia a semantica do calcu-
lo proposicional classico, verificamos gue, nas semanticas de Kripke, € a no
cao de modelo que sofre uma profunda reformulagao; as definigoes de verdade,
mesmo para os operadores intensionais, sao dadas da forma usual, i.e., em
termos de condicbes necessarias e suficientes. As semanticas de  valoragoes

procedem de forma inversa: a novidade gsta na maneira de formular as condi-

3 Existem calculos que possuem operadores para o proximo momento, ou o mo
mento anterior, ou o "sempre”, o "as vezes", etc., mas nao trataremos deles.
0 estudo gue aquil se fara, contudo, pode ser facilmente aplicado a calculos
cuja linguagem contém tais operadores.



coes de verdade para operadores intensionais; em contrapartida, um modelo e
apenas um "mundo”, isto €, uma valoracao. Naoc necessitamos aqui da nogcao de
varios universos compostos de mundos ligados por uma relacao de acessibilida
de. Alem disso, as semanticas de valoracoes geram facil e imediatamente pro-
cedimentos de decisao para os calculos estudados - naoc atraves de quadros se
manticos (método dos contra-exemplos), como & habitualmente feito em seman-

ticas de Kripke, mas pela construgao de tabelas de verdade generalizadas.

Temos entado aqui um dos propositos deste trabalho: construir seman-
ticas de valoragOes para sistemas de logica temporal - e apresentar, tambem,

um método de decisdo a partir dessas semanticas.

Poderiamos ainda examinar a relacac entre sistemas modais e tempo-
rais, dada a semelhanga estrutural acima mencionada. Uma das maneiras de se
entender as modalidades aleticas & pelo recursoc ao tempo. Por exemplo, pode-
mos dizer que algo € "possivel" se "e ou sera verdadeiro”. Isto leva a uma
prética bastante usual: a de introduzir nos calculos temporais os operadores
"necessario” e "possivel” através de definigbes. Contudo, se dermos atengao
a algumas consideracgtes filosofico-metafisicas, que depois serao  menciona-
das, tal pratica € um tanto insatisfatoria - e essa insatisfagao levou ao
surgimento de varios novos calculos, ditos "modais-temporals”, onde tanto os
operadores modais quanto os temporais sao introduzidos primitivamente, por
axiomas. Faremos neste trabalho uma breve apresentacao desses sistemas, que
por si so merecem um estudo aprofundado. Nosso interesse principal fica sen-

do o de elaborar uma semantica de valoragoes e um metodo de decisao para

eles.



Capitulo O
INTRODUCAOD

Nos cadlculos apresentados neste trabalho, usaremos duas linguagens

basicas: L1 e L2.

0.1. A Linguagem L1

L1 é formada pelos seguintes simbolos primitivos:

a) uma lista enumeravel de variaveis proposicionais (que aqui nao €& neces
sario especificar);
b) operadores unarios:
- 6 H
c) operador binario:
g
d) parénteses - como simbolos auxiliares de pontuacao:

( )

0.2. A Linguagem L2

L2 & formada acrescentando-se a L1 o operador unario 'L'.

Seja L € {L1,L2}. Uma expressdo de L € uma sequéncia finita de sim-

bolos de L. Definamos entao as formulas de L.

0.3. DEFINICAD. 1) Uma variavel proposicional €& uma formula; 2) se A e B sao

férmulas, e § & um operador unario, §A e (A - B) sao formulas®; 3) ums ex -

* Usaremos letras maildsculas como variaveis metalinguisticas para
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pressao de L € uma formula sse” o for em virtude de 1) ou 2).

0.4. Seja L € {L1,L2}. 'FOR,* dencta o conjunto das formulas de L.

Usaremos as convencoes usuais para eliminagao de parenteses (v. Shoen
field 1967, p.17). Em sequéncias de um mesmo operador, 0s parénteses  serao
eliminados por associagac a direita. Paréenteses tornados desnecessarios pe-

las convencoes poderao ser mantidos para facilitar a leitura.

Podemos acrescentar a L1 os seguintes simbolos definidos:

e) (Def A) (A~ B) A -(A > -B);

f) [(Def v) (A v B) =gt (-A - B);

g) (Def ) (A<++B) =4f ((A=B) ~ (B~=>A));

h) (Def F) FA = df —G-A;

i) (Def P) PA = df —-H-A.

Acrescentamos a L2 os simbolos definidogs nos itens e) - i) acima, e
mais:

j) (Def M) MA = e -L-A.

No restante desta Introducao, adotaremos a seguinte pratica: traba-
lharemos com a linguagem L2, e as definigoes aplicar-se-ac imediatamente a

L1, bastando eliminar o operador 'L' e tudo o que estiver relacionado com o©

mesmo.

Como sabemos, um sistema axiomatico S pode ser dado por um conjunto

finito de postulados (esquemas de axlomas e regras de inferencia). Nos calcu

formulas. Letras gregas mailsculas denctarao conjuntos de formulas.

5 Usaremos 'sse' para abreviar 'se e somente se'.



los aqui estudados distinguiremos dois tipos de esquemas de axiomas e dois

tipos de regras de infereéncia.
0.5. Esguemas de Axiomas:
1) Classicos: A1. A+ (B =+ A)
A2. (A~+ (B->C)) > ((A>B) ~ (A~>C))

A3. (-B » -A) - ((-B - A) = B).

2) Nao-classicos: a especificar em cada calculo.

0.6. Regras de Inferencia:

1) Regras de Deducdo: A Unica regra de dedugao sera a de modus ponens.
A, A>B/ B (MP)

2) Regras de Prova:

a)] A/ GA (RG)
b) A/ HA (RH)
c) A/ LA (regra de G8del: N).

Cada calculo, portanto, tera MP como regra de dedugao, e uma ou

mais regras de prova, gque podem variar em cada caso.

0.7. DEFINICAQ. Seja S um sistema axiomatico. Entao:
a) Uma prova em S € uma sequencia A ,...,A  de formulas tal que, para
1 €4i ¢ n; 1) Ai & um axioma de S; ou ii) ha um j < i e um K < 1 tais que

A =A.~>A.; ou iii) hd um j < i tal que A, = $A.  (onde § E {G,H,L}:
k, j K 1 J

b) Uma formula A é um teorema de S {L—S A) se existe uma prova A ,...,A

onde A = A. (Tal prova é chamada prova de A em S.);
c) F{S A sse naoc € 0 caso gue }-S Aj

d) F}-S A (A & uma consequéncia sintatica de I em S) se hd uma sequéncia



de formulas A ,...,A tal que A = A e, para 1 =i =n, i) A, € T; ou 1ii) A,

1 n n 2 i

& um axioma de S; ou iii) ha um j < i e um k < i tais que Ak = A, + A ; ou
j i

iv) ha um j < i tal que Ai = §Aj {onde § € {G,H,L}) e alguma subsequéncia de

A ,...,A. @ uma prova de A, ;
1 j ]

e) FF#S A sse nao € 0 caso que F}-S AT

0.8. DEFINICAO. B é uma subformula de A se: a) B = A; ou b) para alguma sub-

formula C de A, i) C §B, onde § € um operador unario; ou ii) para algum D,

1

C=B-+DoulC =D=B.

0.9. DEFINICAD. Seja S um sistema axiomatico. A ,....A € uma sequencia nor-
mal (de S) se, para 1 =1 £ n,
a) se B € uma subformula de A entao existe j < i tal que B = A_;

J

1 € k < i, entado existe e < i, j < i tais que Ae = GA, e

bl se Ai = LA i

k,
4
Aj e HAK'
=

c) para 1 i€ j, se Ai = Aj entao i = j.

Como foil mencionado no inicio deste trabalho, o objetivo principal
& apresentar semanticas de valoracoes para alguns calculos. Valoracoes (pa-
ra um sistema S numa linguagem L) serao funcoes de FORL no conjunto dos valo
res de verdade ({0,1}) que satisfazem certas condigbes - condigoes essas que

serao especificadas para cada calculo.

Nosso procedimento consistira em trés etapas: primeiramente defini-
remos funcoes de FOR, em {0,1} que respeitem as propriedades classicas (ex-

tensionais) - chama-las-emos "semi-valoracoes”.

6 - = - % -
Quando ndo houver risco de confusao, usaremos '|' ao invés de '}—S'.

7 A clausula b) € abviamente vdcua para célculos cuja linguagem € L1.



0.10. DEFINICAD. Seja S um sistema axiomatico numa linguagem L. Uma semi-va-
loragdo s € uma funcgdo de FOR_ em {0,1} tal que:
1) s8(-A) = 1 sse s(A) = 0;

2) s(A—+B) =1 sse s(A) =0 ou s(B) = 1.

Em seguida, para cada calculo S, definiremos uma Al....,An-valora-

gao para S - onde Al,...,ﬁn e uma sequencia normal de S.

Finalmente, o conceito de valoracgaoc para S € obtido da seguinte ma-
neira:
0.11. DEFINICAO. Seja S um calculo. v & ume valoragao para S se, para toda

sequencia normal AlveeesA s 0 e uma Rl,...,ﬁn~valoragéo para S.

0.12. DEFINICAO. Seja S um sistema axiomatico para o qual ja foram definidas
valoracoes. Entao:

a) F=S F sse para toda valoragao v para S, v(F) = 1;

b) FF:S F sse para toda valoragao v para S, se v(F') = 1, para toda

F' € T, entdo »(F) = 1.2

Definidas as valoragoes para um calculo S, trataremos de provar teo
remas de correcao e completude. As provas de completude a serem efetuadas se
guirao as vias habituais, usando as propriedades dos conjuntos F-saturados,

cuja definigao e propriedades damos a seguir. (Cf. Loparic 1977.)

Seja S um sistema gualguer.

0.13. DEFINIGAD. A & um conjunto F-saturado se AF e para toda F'E A4,

AU {F'}-F.

& PR .o b : = vl '
8 guando nao houver risco de confusao, USaremos F- ao inves de k:S



0.14. LEMA. Se A & um conjunto F-saturado,
al] AE A sse ﬁF—A;
bl] -AE A sse AE A;

c) A BEA sse AEBEA ou BE A.
0.15. LEMA: Se T'HF , ha um conjunta F-saturado A tal que I' = A.
Para as provas dos lemas 0.14 e 0.15, v. Loparic 1877.

Ao longo deste trabalho, usaremos algumas abreviacoes importantes,

que listamos a seguir.

0.16. DEFINICAO. Seja ' um conjunto de formulas, f uma fungao de um conjunto

A, contendo T, em {0,1} e § € {G,H,L}:

1) F§ =4 {F € T: para alguma F', F = §F'};

§ 1 .
]=df {F: §F E I'};

3) fET = 4, para toda F E T, f(F) = 1;

2) (T

4) Ff,u = af {F € T: fIF) = u}.

0.17. DEFINICAO. Seja S um calculo numa linguagem L, Rl....,ﬂn uma sequencia

normal de S e f,f' fungdes de FOR. em {0,1}. Para 1 € k £ n, dizemos que:

L
' - Q - — - n g
a) flk)f* ssaz f F=a[{A1.....Ah f,l] e fF t({ﬁl.---.Ak}f,'ll.

b) f(L,k)f' sse f'FE[{Al,...,AK}}. e



PARTE I

CALCULOS TEMPORAIS



Capitulo I
0 CALCULO Kt

I.1. APRESENTAGAD

0 Calculo Kt, introduzido por E.J. Lemmon em 1965 (Cf. Prior 1967,
p.178) procura enfeixar todas as inferencias gue séo validas quando nao  se
faz suposicao alguma sobre a natureza do tempo. Por esta razao, Kt € também

chamado "basice” ou "minimal”.®

A linguagem de Kt, bem como a de todos os calculos temporais estuda

dos nesta Parte I, e L1.

Uma base axiomatica para Kt € obtida adicionando-se aos esquemas de

axiomas classicos (A1 - A3) os seguintes esquemas nao-classicos:

A4. G(A -~ B) » (GA - GB)
A5. H(A =+ B) » (HA > HB)
AB. -G-HA =+ A

A7. =-H-GA -+ A

As regras de prova de Kt sao RG e RH. (A regra de dedugao de todos

os calculos, como foi dito, e MP.)

Em Kt sdo esquemas de teoremas:

® \. Apéndice para uma relagao de todos os calculos considerados nesta
dissertacao.



T1a
T2
T3.
T4,
T5.
T6.
TBa.
T6b.
T6c.
T6d.
TBe.
T6f.
TBg.

T7.

18.

T10.
1.
T12.
T35
T14.
T15.
T16.
T17.

T18.

PGA ~ A, FHA > A

A > GPA, A - HFA

G(A > B) A G(B ~ A) » (GA<>GB), H(A > B) A H(B » A) » (HA <> HB)
G(A A B) <> (GA A GB), H(A A B) <> (HA A HB)
G(A+*B)+>G(A > B) A G(B » A), H[A<>B) «<>H(A > B) A H(B > A)
GA + —F-A, HA » -P-A

G-A + -FA, H-A > -PA

-GA + F-A, -HA > P-A

GGA + -FF-A, HHA + -PP-A

GG-A + -FFA, HH-A > -PPA

-GGA » FF-A, -HHA > PP-A

GF-A > -FGA, HP-A > -PHA

FG-A > -GFA, PH-A -~ -HPA

-F(A V B) <> (-FA A -FB), -P(A Vv B) > (-PA ~» -PB)

F(A vV B)«>(FA vV FB), P(A VvV B) <> (PA Vv PB)

G(A - B) » (FA »~ FB), H(A » B) - (PA ~ PB)

(GA vV GB) > G(A ¥ B), (HA vV HB) = H(A Vv B)

F(A A B) » (FA AFB), P(AAB) > (PA ~PB)*°

G(-A + A) <>GA, H(-A > A) <> HA

G(A » -A) <>G-A, H(A = -A) <>H-A

G(B » A) A G(-B > A) +*GA, H(B ~ A) A H(-B » A) <>HA
G(A » B) A G(A » -B) «>G-A, H(A > B) ~ H(A » -B) «<>*H-A
GA > G(B > A), HA -~ H(B + A)

G-A > G(A > B), H-A > H(A> B)

GA + (FB + F(A ~B)), HA + (PB > P(A ™ B))

10

As conversas de T10 e T11 nao sao teoremas de Kt.



Algumas regras derivadas de Kt:

R1. A++B / GA+>(GB
R2., A<+B / HA<>HB
R3. A->B/ FA > FB
R4. A+B/ PA—>PB
R5. A/ FEB~ F(A A B)

RE. A/ PB = P(A A B)

0 leitor atento provavelmente ja tera intuido a simetria existente
entre os operadores G e H. Ao longo desta dissertacao, portanto, usaremos
'7' como uma variavel metalinguistica para 'G' e 'H’, por comodidade, em de-

finicoes ou provas gue valem indiferentemente para os dois casas.
P

As seguintes propriedades valem para Kt.

I.1.1. Teorema da Dedugdo. I U {B}A sse ' B -+ A.

PROVA. Prova-se da maneira usual (v. por exemplo Mendelson 1979, p.32). 0 ca
so em que uma formula & obtida por RV & contornado devido as condigoes — ex-
pressas no item d)iv) da definigao 0.7 (como se segue: suponhamos que VC foi
obtido por RV a partir de C. Entac ha uma subsequencia da dedugao de VC a

partir de T U {B} que & uma prova de C. Ou seja, —C e, por RV, }VC. Ora,

-vc > (B - VC) (A1). Logo, por MP, ['\=B > VL.

I.1.2. Se T}-A, entdo VI |-VA (onde VI = {VB: B € I'}).

PROVA. Suponhamos que ['}-A. Temos guatro casos:

1) A E T. Entdo VA € VI e, obviamente, Vi |-VA.

2) A € axioma. Entdo |-A, e VA (por RV). Logo, VI [-VA.

3) A foi obtida a partir de B e B = A por MP. Pela hipotese de indugao, te-

mos VI'|-VB e VI -V(B + A). Coma |-V(B > A) > (V8 - VA) (A4 ou A5], r-
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VB -~ VA. Por MP, VI}-VA.

4) A = VB, e foi obtida por RV. Se I'A, entdo ha uma prova de A em Kt, i.e.,

l-A. Por RV, VA, e VI'}-VA.

I.2. VALORACOES PARA Kt

Vamos entdo especificar as condigoes gue as Al,....ﬂ -valoragoes de
n —

vem satisfazer para que sejam valoragoes (para Kt).

I.2.1. DEFINICAD. v € uma Al,....An_ualopacao (para Kt) se A ,...,A € uma
sequéncia normal de Kt e:
17 n =1 e v & uma semi-valoragao;

2) n>1, v e uma Al.....A 1-va10ragéo e, se para algum m < n, An = VA

I) se U{An} = 0, entao existe uma Al,...,An l—valoracéo v' tal que v'EAm]
=0 e, para V = G, vin-1)p’; 12 para V = H, v'(n-1)v;
II) se v[An] = 1 entdo para todo p, todo g, g < p < n tais que Ap = VAq e

v(A ) = O existe uma A_,...,A _-valoragdo v_ tal que v (A ) =0, v (A ] =1
p 1 1 8] P q poom

e, para V = G, v[n—1]vp; para V = H, vp(n~1]v.

Com isto ficam definidas as Al,...,An-valoragées e valoragoes para
Kt (v. def. 0.11). O uso de sequencias de formulas (sequéncias normais) e va
loracoes que respeitam os requisitos de Kt (ou seja, que sao "normais” - V.
def. 2. 4% ) apenas no ambito da sequéncia e de grande importancia para a de-

cidibilidade, como se vera posteriormente.

Dada uma sequencia normal Al,...,ﬂn, e tendo sido definida uma valo

11 vy, Introducao, def. 0.17.

12 Nas referéncias dentro de um mesmo capitulo, o namero do capitulo nao
sera mencionado.
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ragao ate um Ai qualquer (i.e., uma Al,...,ﬂi—valoragéo}, podemos estende-
-la para Ai+1’ e assim por diante. Definiremos entdo uma extensdo em parti-
cular (extensao canonica) e mostraremos que ela satisfaz as exigéncias da

def. 2.1 (ou seja, que & uma Al,....Ai l—valaragéo].
+

I1.2.2. DEFINICAD. Seja v uma Al,....An l-valoragéo E Hl,...,An uma sequéncia
normal. Dizemos que v' € a extensac canonica de v a Hl,...,An se:
A) ou, para todo m < n, An # Vﬁm e v' = U;
B) ou, para algum m < n, An = VAm e v' e uma fungao de FDRL1 em {0,1} tal
que, para toda formula F,

1) se A nao e subformula de F, entaoc v'(F) = v(F);

2) se An e subformula de F, entao:

a) para F = An, v'(F) = 0 sse existe uma Al,...,An_l—valoracéo v tal

que E[Am] = 0e, para V = G, v(n-1)v; para V = H, v(n-1)v;

1 sse v'(F') = 0;

I
1
n
<
-
e
1

b) para F
c) para F = F' = F", v'(F) = 1 sse v'(F') = 0 ou v'(F") = 1;

d) para F =VF', v'(F) = v(F).

I.2.3. LEMA. Se v € uma Al,...,ﬂn l-valuracéo e p' € a extensao canonica de

vaA,..oA entao v’ € uma semi-valoragao.
n

PROVA. I) Suponhamos que, para todo m < n, An # VAm. Por 2.2.A, v' = v. Como

v e uma Al,....A ‘1-valoragéo, v - e portanto v' - & uma semi-valoracao, pe-
la def. 2.1.

II) Suponhamos que, para algum m < n, An = vAm. Definamos, para cada for-
mula F, g(F), da seguinte maneira: 1) Se: a) An nao € subformula de F; ou b)
An & subférmula de F e, para alguma F', F = YF', entao g(F) = 0. 2) Se An e

-F' ou F = F' - F" entao: para

]

subformula de F e, para alguma F', F", F

F = -F', seja g(F) = g(F') + 1, e para F = F' > F", seja g(F) = g(F') +g(F")
S
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Suponhamos que g(F) = 0. Entao F = A B = VAm e as condigoes das
semi-valoragGes sdo vacuas, ou, nos outros casos, por 2.2.B.1 e 2.2.B.2.d,

v' = v; logo, tambem aqui as condigdes das semi-valoracoes sao respeitadas.

Suponhamos gue g(F) > 0. Caimos ent&o nos casos onde v' € construi-
da por 2.2.B.2.b ou 2.2.B.2.c, e verificamos diretamente gque também nesses
casos as condigoes das semi-valoracoes sao observadas. Portanto, v' € uma se

mi-valoracao.

I.2.4. DEFINICAQ. Seja v uma Al,...,An-valoragéo. Para 1 £ k = n, e VE {G,

[
ra

H} , dizemos que v e ?—Al,...,ﬂk—ncrmaz se para todo p, todo g, g < p
tais que A = VA e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragao v tal que
p e! p ! K P

v (A) =0¢e, para V = G, v(k)v ; para V = H, v _(K)v.
P q P p

I.2.5. LEMA. Seja Al,...,An uma sequencia normal, v uma Al,...,An-valDracéu
e v' a extensaoc canonica de v a Rl,....ﬁn. Suponhamos ainda que v € G- & H-
-A.,...,A_ _-normal. Nesse caso, v' € uma A_,...,A -valoracgao.
1 n-1 1 n

PROVA. Em primeiro lugar, v’ € uma Al,...,An l—valoragéo. pois, por 2.3, €
uma semi-valoracao e, por construcgéo, para 1 = i £ n-1, v‘{Ai] = v[Ai]. Pro-
VEMOS gque € uma Al,...,Anwvaloragéo.

1- Se, para todom < n, An - Vﬂm, v' satisfaz todas as condicoes da defini-

cao (2.1) de uma Al,....An-valoragéo.

2- Se, para algum m < n, An = VAm, temos dois casos a examinar:

I) Seja v'[An] 0. Suponhamos que V = G. Por 2.2.B.2.a, existe uma Hl,

sl

" 1—valoragéo v tal que EIAm] = 0 e v(n-1)v. Como, para 1 £ i £ n-1,

v'(A.) = v(A,), v'(n-1)D; assim, sdo satisfeitas as condigoes exigidas na de
i i =
finicao de Al....,ﬂn—valoracéo (2.1.2.1). Para V = H, prova-se analnoc=~

IT) Seja v’[An] = 1. Suponhamos que V = G, e gue exist
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p <ntais que A_ = GA_e v'(A_) = 0. Entao v(A ) = 0 e, coma v
P g P &

A l—normal. existe uma Al,...,A

-valoracao v_ tal que v (A )
n-1 p 77 W Ty

v[n—1}vp. Logo, v'[n-1}vp. Ora, se tivéssemos vp[ﬂm] = 0, por 2.

2

G_A F] L]
1

0 e

B.2.a deyg

riamos ter v'(A ) = 0 (tomando ¥ = v _); portanto, v (A ) = 1. Assim, v _(A )
n p pom P g

= 0, Up[ﬁm] =1ev [n—1]vp. Por 2.1.2.11, v' e uma Al,...,An-ualoragao. Pa-

ra V = H, prova-se analogamente.

1.2.6. LEMA. Seja v uma Al,...,An—valoracéo. Entao v & G- e H-Al....,A -nor-
n

mal.

PROVA. Por indugdo em n. Para n = 1 a propriedade e trivial. Sejan > 1 e su

ponhamos que toda Al....,An

caso segue-se em primeiro lugar do lema 2.5 gue:

(1) As extensoes canonicas das Hl,...,ﬂn 1-valoragées a Al,...

A ,...,A -valoracoes.
1 n

-valoracao & G- e H-A ,...,A_ _-normal. Nesse
1 1 n-1

LA sao
m

Provemos agora que v & G- e Huﬂl,...,ﬁn—normal, examinando os casos.

1- Se, para todom < n, A # VAm, segue-se, do fato de que v € G- e H-A . ...

n

An 1—n0rma1, que v e G- e H—Al,....An-narmal.

2- Suponhamos que, para algum m <n, An = GAm.

1) Seja U[An] = 0. Temos que:

G _ G
1) e({A ..., AMS V=elAL..0 A L)

2) etA ,.ounA, 1 =e({A ,..c,A_ I, ) para toda A veeesA
:

nv ,1 1 N-1"7V ,1

v

Como, por hipotese de indugao, v e G—Al,...,A -normal,

n-+

3) para todo p, todo g, g< p<n tais que Ap = GAq e U[Ap] = 0,

- _valoracdo v tal que v (A ) = 0 e vin-1v_.
Al’ ’An—l va k8 JD 3 P g P

Para cada p, seja vp a extensao canonica de vp a Al,.
B

4) D (A) =0evin-1v_. De 1), 2) e 4): 5) v(n)
P 4 8]

-valoracao

temos;

existe uma

.,A . Entao:
n
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De (M), 3), 4) e 5), entao:
6) para todo p, todo g, g < p €< n tais que Ap - GAq e U[Ap] = 0, existe uma

A .,A_-valoracdo v_talque v (A ) = 0 e v(n)v .
n p P g p

it
Por outro lado, como v & Al,...,An-valoracéc, temos, por 2.1  que:
7) existe uma A_,...,A_ _-valoragao v (v = V") tal que v (A ) = 0O e
1 fied n n n - m
vin-1)v
n

Seja v_ a extensdo canonica de v_a A_,...,A . Entdo:
n n 1 n
8) v (A) =0evin-1)v .
n'm n
De 1), 2) e 8),

9) vinlv_.
n

De (1), 7), 8) e 9],

10) para p

il

=
-
0

]

m, A =GA e v(A) =0, existe uma A_,...,A -valoracao
P g P 1 n

v tal que v (A )
n m

i

0 e vinv .
n
De 6) e 10), entao, vV € G—Al,...,Anwnormal.

Temos ainda pela hipotese de induc3do que v € Hhﬂl,...,An~normal.Di§
so, e du fato de que An nao e de forma HF, segue-se que:
11) para todo p, todo g, g < p £n tais gue AD = HAq e leD] = 0, existe uma

A ,...,A -valoracao v tal quev (A ) =0 g v (n-1)v.
1 n-1 p P g p

Para cada p, seja Ep a extensdo canonica de UD a Al,...,An. Entao:

12) D (A) =0 e v (n-1)v.
P g P

De 2) e 12),

R H
13) vp%e({Al,”.,An}v'l

_ . ; G
Supanhamos agora que vp[ﬂn] = 0. Entao E[iAl,...,An}v '11 - EI{AI.

& . 16
....,A_ _}= ) e, portanto, UF=E[{ﬁl....,An}v

). Suponhamos que v_(A ) = 1.
n-1 vp,l 1 p N

x

Por 2.2.B.2.a, para toda Al,...,An l-valoragéo v, se vp[n-1]5, entéola[ﬂm] -
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- 1. Ora, v_(n-1)v; logo, v(A ) = 1. Como €({A ,...,A }& )
P m i Y n vp,l

<} G . .
An-l}ﬁ v {Am}, vF=€({Hl,...,An}5 ,11' Assim, nos dois casos:

E[{Al,...,

: G
14) v{ra[{fﬂxl,...,»ﬂan}17 e

De 13) e 14),
15) v _(n)v.
p

De (M), 11), 12) e 15), entdo, v € H-Al,...,ﬂn-normal.

II) Seja v[ﬂn] = 1. Temos:

1 et{A ,ee,A 3T ) = €e({A ,.vA 18 YU {A };
1 1 m

nv,1 Al Bl
eh > £ R O L) w BIA suen s, BV ) — E
) e({ i n}v',1] el{ ’ n~1}v',1 para tods A ,A__ -valoragao
v,

Uma vez que U(An] = 1, temos disso e de 2.1.2.I1 que:
3) para todo p, todo g, g < p £ n tais que Aq = GAq e v[AD] = 0, existe uma
F

A ,...,A _-valoracao v_t v (A) = 0, % =
A Lo oV c o al gue D[ q] 0 vp[ﬁm] 1 e vin 1va

Para cada p, seja 5# a extensdo candnica de vp a A seeasA Entao:

4) v (A ) = 0O, (A) =1evin-1v .
P q pm p

De 1), 2) e 4),
5) »(n)v .
p
Portanto, de (1), 3), 4) e 5), v & G-Al,...,ﬁn-normal.

Prova-se que v € H-Al,...,An-normal exatamente como no caso I).

3- Suponhamos que, para algum m < n, A = HA . A prova € analoga a do caso 2.

1.2.7. CORDLARIO. Seja AlseeesA uma sequéncia normal, v uma AlseessA  -va-

loracdo e v' a extensdo candnica de v a AsenesA . Entao v' € uma Alseensh -
valoragao e, para 1 £ i £ n-1, v’[AiJ s U{Ai].

PROVA. Como v € AlsenesAl 1-valoracéo, por 2.6 v € G- e Het sevasAl ,-normal.



Por 2.5, v’ & uma Al,...,An-ualoracéo. E, por construcao, para 1 £ i £ n-1,

temos que v'(A,) = v(A.].
i i

1.2.8. TEOREMA. v & uma Al,...,An-valoragéo sse: 1) AlseensA € uma sequen-
cia normal; 2) v & uma semi-valoragao; 3) v € G- e H-A s +s.,A_ -normal.
PROVA. A) Se v € uma Al,...,An—valoragéo, temos, por 2.1, que Al,....An e
uma sequéncia normal e que v & semi-valoracao; de 2.6 segue que v € G- e H-

-A ,...,A -normal,
1 n

B) Seja A ,...,A uma sequéncia normal, e seja v uma fungdo de FOR,, em {0,1}
satisfazendo 2) e 3). Mostraremos que v & uma Al,...,An~va10rag§o por indu-
caoc em n.

Sen = 1, segue de 2) gue v € uma Al-valoragéo. Sejan >1e supo-
nhamos que gualquer funcao de FOR,, em {0,1} que satisfaz 2) e & G- e H-A_,

..,A _-normal € uma A_,...,A _valoracdo. Como v & G- e H-A_,...,A -nor-
B=d 1 n-1 1 n

mal, € entao G- e H-Al,...,An 1-normal; como satisfaz 2), v € uma Al,...,

B l—valoracéo. Temos agora trés casos:

1- Para todo m < n, An = VAm. Imediatamente, v € uma Al,...,An—valoragéo.

2- Para algum m < n, A = GA
n m

1) seja w(A ) = 0. Como v & G-A_ ,...,A -normal, existe uma A ,...,A -va-

1]
(am]
o

loracao v_ tal gue v_(A ) v(n)y . Obviamente v & uma A_,...,A_ -valo
n nom n n 1 1 =

racéo e v(n-1)v_. Logo, v € uma A ,...,An-valoracéo.

II) Seja v[An] - 1. Como p & G-A .,An-normal, para todo p, todo g, g <

p < n tais que A GA e v(A ) = 0, existe uma Ay,...,A -valoracgao v tal
P S| ] n 8

que v (A ) = 0 e v(n)v_. Obviamente v & uma A.,...,A _-valoragao, vV (A ) =
P g p p : n-1 pm

1 e v[n-1lvp. Logo, Vv e uma A ,...,An—valoragéo.
1

3- Para algum m < n, A = HA_. Prova analoga a do caso 2.
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I.3. CORRECAQ.

I.3.1. LEMA. Seja v uma Al,....An-valoracéo; entaa, para 1 £1i € n, se Ay e
um axioma de Kt, v[ﬁi] = 1.

PROVA. a) Se A, & um axioma cldssico (A1 - A3), segue-se facilmente do fato
de que v & uma semi-valoracdo, que v[Ai] = 1.

b) Seja A; da forma V(A + B) » (VA > VB). Se v[AiJ = 0, entao v(V(A > B)) =
v(VA) = 1, e v(VB) = 0. Nesse caso, por 2.8, existiria uma Al,...,An-valora-
gao v' tal que v’(B) = 0 e, para V = G, v(n)v'. Como A, A+ B E a[{Al,...,
AH}S‘I], terfamos v»’(A) = v'(A > B) =1 e v'(B) = 0 - o que ndo € possivel.
Logo, v[Ai] = 1. Para V = H, analogamente.

c) Seja Ai da forma -G-HA - A. Suponhamos gque v[(-G-HA) = 1 - e v(G-HA) = O.
Por 2.8 existe »' tal que v'(-HA) = 0 e v(n)v'. Entao »'(HA) = 1, ou seja,
A E E({Al,...,An};,'lJ e, portanto, v(A) = 1. Assim, se v(-G-HA) = 1, temos
que v(A) = 1. Logo, v[Ai] = 1.

d) Seja Ai da forma -H-GA -+ A. Tal como em dJ, v[Ail = 1.

I.3.2. TEOREMA. Se F & um axioma de Kt e v & uma valoracdo, entédoc v(F) = 1.

PROVA. Seja F um axioma de Kt; v uma valoracgac. Seja AseeesA uma sequéncia

A

{FaN

normal tal gque, para algum i, 1 1 n, F = Ai. Por 0.11, v € uma Al,...,

An—valoragéo e, por 3.1, v(F) = 1.

[IFAN
|
(P8

1.3.3. LEMA. Para todo n, todo i, 1 n, se v € uma Al,...,An—valoracéo
e F—Ai, entao U[Ai] = 1.

PROVA. Por inducdo no ndmero r de linhas de uma prova de A, em Kt.

A) ser =1, A & um axioma e a propriedade segue de 3.1.

B) ser > 1, ou Ai €& um axioma, e a propriedade segue de 3.1, ou:

a) Ai foi obtido por MP a partir de B e B ~+ Ai. Temas P—B e }—B i Ai.
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Formamos o seguinte conjunto o = {C: C & subformula de B> A, e C & {Al,...,
=4

An}}. Se a # ¢, arranjamos os elementos de o numa seguéncia Cl....,C que

k

respeite a ordem de comprimento das fdormulas. Caso o = ¢, seja 0 = A ,...,An
1

e v' = v. Caso contrario, 0 = Al,...,ﬂn,Cl....,Ck. Formemos uma sequencia

U sV senes? onde v = v e, para 1 £ j £ k, seja vj a extensao canonica de

k,
Uj-l' Tomemos v' = v, - € obvioc entdo que o & uma sequéncia normal e que v' &
uma o-valoragéo. Como B e B - A;» temos, pela hipotese de inducao, que
p'(B) = v' (B » Ai] = 1. Logo, v'[Ai) = 1. Uma vez que U[Ai] = v'[ﬂi], entao,
U'[A.] = 1-
1

b) Ai = VAj e fol obtido de Aj por RV, Ora, para toda sequéncia normal ©

onde ocorre A, , Aj ocorre também; logo, pela hipotese de inducao, para toda

o-valoragao v, v[ﬂj] = 1. Segue-se de 2.8 gue, para toda o-valoracao v,

v(A.) = 1.
X

I.3.4. COROLARIO. Se F, entdo, para toda valoragao v, v(F) = 1.
FPROVA. Suponhamos que }-F. Seja Al,...,An uma sequencia normal em que, para
algum i, 1 £ 1 £ n, Ai = F. Por 0.11 v & uma Al,...,An—valoracéo e, por 3.3,

v(F)] = 1.

I.3.5. TEOREMA DE CORRECAD. Se T'-F, entdo ['|=F.
PROVA. Suponhamos que F}- F, e seja Dl,...,Dr uma dedugao de F a partir de
I'. Provamos o teorema aplicandc indugao em r.
A) se r =1, entdo F € T' (e nada hd a provar) ou F €& um axioma, e a proprie-
dade segue de 3.4 e 0.12.
B) sejar >1. Se F 2 T, e se F ndo & axioma, entdo:

a) para algum j <m, 1 < m, Di = Dj + F. I.e., F foi obtido por MP a par-

tir de Di e Dj' Logo FL_Di, TLﬁDj e, pela hipGtese de inducaa, FF:Di, FF=Dj.
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Portanto, para toda valoragaoc v, se vf=T, vLDj] B D[Di] U[Dj +F) =1 - e
entac v(F) = 1. Ou seja, F|=F.

b) para algum j <m, F = VDj. I.e., F foi obtido de Dj por RV. Nesse ca-
so, |-D, e F. Por 3.4, para toda valoragdo v', v'(F) = 1. Entdo, se vET,

J
v(F) = 1. Ou seja, TEF.

I.4. COMPLETUDE

A prova de completude, como fol dito, segue as vias habituais, usan

do as propriedades dos conjuntos F-saturados (v. 0.13 - 0.15).

1.4.1. LEMA. Se TH/VF, entdo existe A F-saturado tal que e(I'¥) cA.
PROVA. Se I'H/VF, entaoc T'YHVF e, por 1.2, €(I'Y) |#F. Por 0.15 hd um conjunto

A F-saturado tal que €(I'V) = A.

I.4.2. LEMA. Se A € F-saturado, A' & F'-saturado, e(AS)c A' sse e(A'™)c A.
PROVA. a) Suponhamaos que €(A%) = A', e seja A € €(A’™)., Entdo HA E A'; logo,
-HA B A'. Nesse caso, como £(A%) = A', G-HA E A; assim, -G-HA E A. Ora,
l--G-HA - A; logo, A}-A, i.e., A € A. Portanto, se A € €(A'"), entdo A E A.
Ou seja, €(A'™M) = A,

b) Suponhamos que €(A'™) c A. Analogamente a a), €(A9) © A’,

I.4.3. TEDREMA. Para todo conjunto A, toda férmula F, toda sequencia Alreees
A, toda funcéo f, se A & um conjunto F-saturado, e AlseensAl € uma sequen-
cia normal, a funcao caracteristica f, de A, & uma Al,...,An—ualoragéD.
PROVA. Primeiramente, & facil provar, através de 0.14 que:

(f) para todo A, toda F, toda sequencia normal ﬁl,....An, toda f; se f e
a fungdo caracteristica de A, entdo f €& uma semi-valoragao.

Apliguemos agora indugao em n pare provar o teorema. Se n = 1 a pro



priedade segue trivialmente de (Y) acima. Suponhamos que vale para n-1, e se
ja Al,...,An uma sequéncia normal, A um conjunto F-saturado e fa ?ungéo ca-
racteristica de A.

1- Se, para todo'm < n, An # VAm, trivialmente f & uma Al,...,An—valoragéo.
Z- Para algum m < n, An = Gﬂm.

I) f[An} = 0. Entao An E A, L.e.d, &P#Gﬂm. Por 4.1 existe A' Am—saturado
tal que €(A®) = A’. Nesse caso, por 4.2, e(A'™) c A. Seja f' a fungao carac-
terfstica de A’. Pela hipotese de indugao, f e f' sao Al,...,An_l—Valoragae&
Ora, {Al,...,A -1}& c A; logo, E[{ﬁl,...,A 19 ) e(A%) < A';  assim,

n-1"f,1 n-1f,1

FriEeda L LA 1%

L] » H,.'.l ﬁ C ‘} »
). Por outro lado, { : B ha A portanto

e({A ,...,A ) © (A'"™) c A. Assim, f%=c[{A1,...,An_l}H, ,)+ Logo, por

H
n-1"1',1
0.17, f(n-1)f'. E como A’ & A -saturado, f’FAm] = 0. Temos entao que, se
f[An} = 0, existe uma Al,...,An_ -valoragao f' tal que f'[Am] =0 e f(n-1)f".
Por 2.1, f € uma Al,...,An—valoragéo.

LE) f[ﬂn] = 1. Suponhamos que existe p, existe g, g < p < n tais que Ap =
GA,, © flA) = 0. Entao GA, B Ae QF¥GAq. Por 4.1 existe A" A_-saturado  tal
que €(A®) c A’; nesse caso, por 4.2, e(A'") = A. Seja f' a funcao caracteris
tica de A'. Pela hipOtese de indugdo, f e f' sao AlseasesA -valoracoes. Par

um argumento analogo ao caso anterior, mostra-se gue f(n-1)f'. Como A' € Aq—

-saturado, f’[Aq} = 0; e como A € eLAR), f‘[ﬁm] = 1. Portanto, se f[An] = 1,

i e Al,...,An-valoragao.

3- Para algum m < n, An = Hﬂm. Prova-se analogamente ao caso 2.

I.4.4. TEOREMA. v € uma valoragan sse para algum A e alguma F tais que ]
F.saturado, v & a funcdo caracteristica de A.
PROVA. a) Suponhamos que p € uma valoragado. Seja lv]l=:{A: (Al = 1}, e seja

[v] = {B: p(B) = 0}. Seja F E [v]u; entao F @ [v]l. e ve-se facilmente que
0



[v]l}#F. Seja F' uma formula tal que F' E [v] . Entio v(F') = 0, o(-F') =1

n

e -F' E [U]l. Mas v(-F' > (F' »> F)) 1; logo, -F' =+ (F' = F) E [v]l. Assim,
[v]l}—F' > F; logo, [v] U {F'}-F. Seja A = (vl . Entado A € um conjunto F-
-saturado e, por construcdo de A, v & a funcdo caracteristica de A.

b) Suponhamos que, para algum A e alguma F tal que A & F-saturado, v &€ a
funcao caracteristica de A. Seja Al,....An uma sequéncia normal gqualquer. Por

4,3, v € uma Al,...,An—valoracéo. Como a seguencia Al,...,An € qualquer, por

0.11 v & uma valoracao.

I.4.5. TEOREMA DE COMPLETUDE. Se T'f=F, entdo I'}-F.

PROVA. Suponhamos que FF‘F, e que I'HF. Por 0.15 h3 um conjunto A F-saturado
tal que I' = A. Seja v a funcdo caracteristica de A. Por 4.4, v € uma valora-
c30. Como T'c A, vET; e como A € F-saturado, »(F) = 0. Portanto, por 0.12,

[BF - contradizendo a hipdtese. Assim, T|-F.

I.5. 0OBSERVACOES

Como foi visto nas secbes 3 e 4, obtivemos, por meio de uma semén;i
ca de valoracoOes, teoremas de corregaoc e completude para Kt.l?® A guestao da
decidibilidade ser3 lsvantada numa terceira parte deste trabalho. (V. Parte
III.) Passemos azora a outros cilculos temporeis, para ver como € possivel

construir semanticas de valoracoes para os mesmos, tal como fizemos com Kt.

122 g conteldo deste Eap{tulo I foi desenvolvido por A.M. LDDariE e C.A.
Mortari e apresentado no IV Encontro Brasileiro de Logica (Unicamp, 1980)
sob a forma de uma comunicacdoc intitulada "Valoracoes na Logica do Tempo”.



Capftulo II
0 CALCULO Km

II.1. APRESENTACAO

Km & uma extensdo de Kt, e poderia ser chamado a "logica do  tempo
sem primeiro nem Jltimo momento”. Isto nao guer dizer que a ordem temporal
deva consistir numa infTinidade de momentos distintos: poderia haver apenas
finitamente muitos momentos, ordenados em circulo. Trata-se da situagdo em
que, para cada instante ¢, existe um t' anterior a ¢, e um t" posterior a ¢

"o

- seda isso por estarem os momentos numa "reta", seja por estarem em *circu-
J P Ja p

10", etc.

Formamos uma base axiomatica para Km acrescentando acs postulados de

Kt os seguintes esquemas de axiomas:

AB. G-A » -GA

A9. H-A » -HA

Todos os teoremas de Kt sao teoremas de Km. Entre as formulas praova

das especificamente em Km, temos:

T19. GA - FA, HA > PA
T20. -FA > F-A, -PA ™ P-A
T21. F(A - A), P(A » A)
722. A » FPA, A > PFA

T23. PGA » FPA, FHA = PFA
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T24. PGA = PFA, FHA - FPA

Regras derivadas:

R7. A/ FA

R8. A / PA

As propriedades I.1.1 (Teorema da Dedugdo) e I1.1.2 também valem pa-

ra Km.

II.2. VALORACOES PARA Km

I1I.2.1. DEFINIGCAOD. EAl,...,An-valoracﬁb para Km) A definicao € como em Kt
(v. I.2.1), com a seguinte nova redacdo para o item 2.II:
2) II) se v[An] = 1, entao existe uma Alseensh l-ualoraoéo v* tal que
E*[H”} =1e, para V = G, v(n-1)v*; para V = H, v*(n-1)v; além disso, para
|
todo p, todo g, g < p € n tais gue Ap = Vﬂq e U{HD} = 0, existe uma Al,...,
A -valoracdo v_tal que v (A ) =0, v (A ) =1 e, para V = G, v(n-1)v_; pa
n-1 p p 0 oom p -
ra V =H, v (n-1)v.
p
A definigdo de extensao canonica de Km & a mesma de Kt, de modo que

n3c vamos repeti-la aqui. Da mesma forma, o lema que prova que as extensoes

candnicas sao semi-valoragoes permanece sem alteragao.

11.2.2. DEFINIGCAD. Seja v uma Al,...,An—valoragéo. Para 1 £ k £n, e VE {G,

H}, dizemos que:

al v e VO-AI,...,A -normal se para todo p, todo g, g < p £ k tais que Ap =

k
VA e v{(A ) = 0, existe uma A ,....A —valoracao v_ tal que v (A ) =0 e, pa
q p 1 k p P g =

ra V=0, v[k]vp; para V = H, vp[k]v;

b) » e Vl—A ,eee,A -normal se existe uma Hl,...,AK_valoragéo v* tal gue, pa

1 K



ra V = G, v(k)p*; para V = H, v*(k)v.

11.2.3. LEMA. Seja A ,...,A uma sequéncia normal, v uma A_,...,A -valora-
1

cao e v' a extensao candnica de v a Al,...,An. Suponhamos ainda que v e Go"’

1

B s HU- e Hl-Al,...,An l-normal. Nesse caso, V' € uma Al,...,An-valoragéo.
PROVA. Por I.2.3 e por construcdo, v' € uma Al,...,An_l—valoragéo. Provemos
que € uma Al,...,An-valoragao.

1- Se para todom < n, A # VA , v’ satisfaz as condicbes da definigao 2.1.
2- Se, para algum m < n, An 2 GAm, temos dois casos a examinar:

I) v'[An] - 0. Prova-se como em Kt (v. I1.2.5]).

IE) v'EAn] = 1. Como v & Gl-Al,...,A -normal, existe uma Al,...,A -va

n=1

loracdo v* tal que v(n-1)v*. Entdo v*(A ) = 1 - caso contrario, por I.2.2.B.
28y v'[An) - 0. Dbviamente v'(n-1)v*. Suponhamos gntao que existe p, existe
g, 9 < p <n tais que Ap = GAq e v'lAD] = 0. Prova-se, como em Kt, gue exis-
te uma Al,...,A _l-ualoragéo Up tal que vp[ﬁq] = 0, vptAm] =1 e v'[n—1]vp.

Por 2.1, »' & uma Al,...,An—valoragéo.

3- Se, para algumm < n, A_ = HA , a prova & analoga.

II.2.4. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valoracéo. Entao € 6 = B < H-e H-
A ,...,A_-normal.

1 n
PROVA. A prova procede como em I1.2.6, por indugao em n. Para n = 1 a proprig
dade & trivial. Seja n > 1. Segue-se de 2.3 e da hipOtese de indugao que:

(1) As extensoOes candnicas das Al,...,An l-ualoragaes a Al,...,An 530

A ,...,A -valoragoes.
1 n
Terfamos agora trés casos. Se A # VA, para todo m < n, a prova e€
imediata. Examinemos entdo o caso em que, para algum m < n, An = GAm. (Se An

= HAm, a prova = anéloga.] Prova-se que p € Ga_ e HO—AI.....An-normal da mes



ma forma que se prova em Kt que v € G- e H-A ,+..,A -normal.

1) Seja v[An] = 0. Temos:

G _ a .
1) etA L.o,A YD ) = eUA LA 10

H H
2] E[{Al,...,ﬂn}v.’ll = E({Al,....ﬂ } ], para tocda Al,...,A l-valara-

g e i R |

cao v'.

Como v € G -A ,...,A_ _-normal, temos:

11 n-1

3) existe uma Al,...,An_l—valoragéo v* tal que v(n-1)v*.

Seja v* a extensdo candnica de v* @ A ,...,A . Entao:
4) v(n-1)v*.

De 1), 2) e 4]},
5) v(n)v*.

De (1), 3) e 5), entao, existe uma Al,...,ﬂn—valuragéo v* tal

v(n)v*. I.e., v € G -A ,...,A —normal.
1y n
E, comov & H -A_,...,A_ _-normal, temos:
11 n-1

65) existe uma Al,...,ﬂn 1-valoracéo v* tal gue v*(n-1)v.

Seja »* a extensdo candnica de v* @ A ,....A . Entao:

7) p*(n-1)v.

De 2) e 7],
i H
*
8) v F=EE{A1,...,An}U,1].
pre _ Enta _C_i- =
Agora, suponhamos que v*(A ) = 0. Entao EL{HI....,PH}U,,l] =

G
Vo

<]
he17v*,1

Fag _‘ _
)i 8 UF=£[{A1,...,AH} ). Suponhamos que v [An) = 1.

v[Am] _ 1 - caso contrario, por I.2.2.B.2.a, E*IAnJ - 0. Segue-se que

LR, jawuuP }i_ ). Portanto, nos dois casos:
1 niptsl

a
9) vk=e({ﬁl,...,ﬂn}v,,1].
De 8) e 8),
10) v*(n)v.

Assim, de (1), 6) e 10), v € HI-AI,...,Pn—normal.

gue

e({ﬂl.

Entao



I1) Seja v[AnJ = 1. Prova-se que v @ Hl-ﬂl,...,An-normal como no caso I).
Temos:

G _ 1G _
10) A, A ba ) = eA LA 0 DU A D

Como v[An} = 1, temos também, de 2.1.2.II, que:
11) existe uma Al,...,A l-valcracéo v* tal que u*[Am] =1 e vin-1)u*.
Seja v* a extensao candnica de v* a Apsenesh . Entao:
12) v(n-1)v* e 5*[Am) = 1.
% i
Note-se que v }=E[{Al,...,ﬂn_l}v,l] u {Am}. Assim, de 2), 10) e 12),

13) v(n)v*.

Portanto, de (%), 11) e 13), v € Gl—Al,...,An—normal.

0 Coroldrio correspondente a 1.2.7 & enunciado e provado do mesmo

modo que em Kt.

II.2.5. TEOREMA. v & uma Al,...,ﬁn-valoragéo sse: 1) Al""’An € uma sequen-
cia normal; 2) v & uma semi-valoragéo e 3) v € Go_' Gl—, Ha" e Hl—Al,...,An—
-normal.
PROVA. A) Se v & uma Al,...,An—ualoracéo, a prova segue de 2.1 e 2.4.
B) Seja A ,...,A uma sequéncia normal e v uma funcgao de FOR,, em {0,1} sa-
tisfazendo 2) e 3). A prova procede por indugéo em n. Se n = 1, segue-se de
2) que v & uma Hl—valoragéo. Sejan > 1. Caso A_ = VAm, para todo m < n, tri
vialmente v € uma Al,...,An-valoragéo. Suponhamos que A_ = GAm, para algum m
<n. (Se A = HA , a prova € analoga.)

0 caso U[An] = 0 ndo traz diferencas em relacao a Kt (v. I.2.8). Se
ja entao v{An] = 1. Como v & Gl—Al,...,An-normal, existe uma A ,...,A -valo-

racio p* tal que p(n)y*. Obviamente p* € uma Hl,...,An -valoragao, v* (A ) =

1 e p(n-1)v*. Suponhamos agora que existe p, existe g, g < p <n tais gue
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A = GAq = U(Ap] = 0. A prova entas segue zomo em 1.2.8 e, por 2.1, v € uma

A ,....An-valoracéa.

II.3. CORRECAD

II.3.1. LEMA. Seja v uma Al,...,An-ua1oragao; entdo, para 1 £ 1 £n, se A, &
um axioma de Km, U[Ai] = 1.

PROVA. a) Se Ai € uma axioma de Kt, prova-se como em Kt gue v[Ai] = 1.

b) Seja A; da forma V-A > -VA. Suponhamos que U[Ai] = 0. Entdo v(V-A) = 1 e
v(-VA) = 0. Logo, v(VA) = 1. Para V = G, por 2.5 existe uma Al,...,An—valopg
cao v* tal que v*(A) = 1 e v(n)v*; logo, U‘F=E[{Al,...,ﬂn}5'1]. Entao temos

que v*(-A) = 1, v*(A) = 0 - uma contradigao. Logo, U(Ai] = 1. Para V = H, a

prova & analoga.

Os lemas e teoremas I1.3.2 a 1.3.5 (do capitulo sobre Kt) aplicam-se
imediatamente a Km, sem alteracao a nao ser substituir-se "Kt" por "Km”". Nao

iremos, portanto, repeti-los aqui.

II.4. COMPLETUDE

Similarmente, tudo o que foi mencionado sobre a completude de Kt
aplica-se imediatamente a Km, com as alteracoes Sbvias. A dnica diferenca
real acontece na prova do teorema correspondente a I1.4.3. Vamos entao desen-

volve-lo aqui.

TT1.4.1. TEDREMA. Para todo conjunto 4, toda f8rmula F, toda sequéncia Al,..u

A , toda funcdo f, se A & um conjunto F-saturado, e Al....,An uma seguéncia
n

normal, a funcao caracteristica f. de A, g uma Al,...,An-valoracao.



PROVA. A prova procede como em Kt (v. I.4.3). 0O caso em que ha diferenca €
guando, para algum m < n, An = VAm 2 f{An] = 1. Suponhamos que V = G. (Para

Gl

V = H, a prova & analoga.) Temos f[An] =1, i.e., f{GAm] =1, e f[—GAm]

- - - - f(G-A -GA_J = 1. S
Como kG B 7 GA ARG Am % GAm, e fIG AL~ Dﬂm] 1. Uma vez que f e se

mi-valoracao (v. a prova em KtJ, f[G—ﬁm] = 0. Por I.4.1 existe um conjunto
A* ~Am—saturado tal que €(A%) = A*. Por 1.4.2 €(A*H) c A. Seja f* a fungao

- - - - - -
caracteristica de A*. Pela hipotese de inducao f e f* sao Al,...,An 1—valora

- G G < *
goes. Ora, {Al""'An—l}f.l — A, logo, E[{Al""’Anwl} ’1] & BLAT) B At En

tao f*k=€({ﬂl,...,ﬂ 1% ). Por outro lado, {A_,...,A -1}H* c A* ; portan

n-1"f,1 1 n 4

M " 5. g H
ta, E[{Al"."AH-I} *’1] c e(A*") © A, Entdo IF:EL{AI"'.'An-l}f*,l]' Segue-

-se que f(n-1)f*. E, como A* & -A_-saturado, fr-A) = 0, FHA) = 1. Assim,

.Y

existe uma Al,...,An l—valoragéo f* tal gue f*(A ) = 1 e f(n-1)f*. Supondo-

m

-se agora que existe p, existe g, g < p < n tals que HD - GAq e f[Ap] =0, a

prova segue como em Kt. E, por 2.1, f € uma Al....,ﬁn_valoragéo.



CapTtulo III
0 CALCULO Kr

ITI.1. APRESENTACAD

Kr (v. Landim 1874, p.84) & um dos varios sistemas que poderiam ser
chamados "logicas do tempo circular" - ou seja, gue procuram exprimir a circu
laridade do tc=mpo. Contudo, caso suponhamos tal circularidade, nem todas as
f6rmulas que seriam intuitivamente vilidas sdo teoremas de Kr (e.g., GA > HAJ.
Estudaremos no proximo capftulo um outro cdlculo, Ks, onde GA - HA, por exem-
plo, & um teorema. Juntando Kr e Ks obtemos um sistema do qual todas as formu
las que intuitivamente exprimem a circularidade do tempo sao teoremas. (Ef.

Landim 1974, p.85)

Formamos uma base axiomdtica para Kr adicionando aos postulados de

Kt o seguinte esquema de axioma:
A10. GA ~ A.

Nao h3 necessidade de se acrescentar HA + A como postulado, pois es-

ta formula pode ser deduzida a partir de A10.

Entre os teoremas de Kr, temos:

T25. HA + A
T286. A > FA, A~ PA
T27. G=A + =GA, H=A + =HA

T28. GGA - GA, HHA - HA
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129. GA + (A > -H-GA), HA > (A > -G-HA) 13

Note-se que T27 corresponde aos axiomas A8 e AS de Km. Portanto, Km

& um subsistema de Kr.

As propriedades I.1.1 e I.1.2 tambem valem para Kr.

III.2. VALORAGCDES PARA Kr

As alteragoes, com respeito a Kt, sao poucas.

III.2.1. DEFINIGAO. [Hl,...,ﬁn-valoracﬁb para Kr) A mesma de Kt (v. I.2.1.),
alterando-se apenas o item abaixo:

2) II) se v[An] = 1, entao v[ﬂm] - 1 e para todo p, todo g, g<p<n,

tais que A YA e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragao v_ tal que
p ! P 1 -1 P

» (A) =0, v (A)=11e, para V = G, v(in-1)Jv_; para V =H, v (n=1)v.
p g pm p P

As valoracoes para Kr, convém lembrar, saoc obtidas pela definicao
geral (0.11). A definicdo de extensao candnica € a mesma de Kt (I.2.4). Pro-
va-se que as extensObes candnicas s&o semi-valoracoes da mesma forma que  em

I.2.5.

II1.2.2. DEFINICAO. Seja v uma Al,...,ﬂn-valoragéo. Para 1 £ kK £ n, dizemos
que:

ajv EVO—Al,...,Ahunormal se, para todo p, todo g, g < p £ k, tais que ﬁp &

13 p adicdo do esquema T28 a Kt gera o calculo Kd - a »16gica do tempo den
so". Adicionando o esquema T28 a Kt, terfamos uma "logica do tempo discreto”
- Ke. (V. Burgess 1979, p.570) Uma vez que tanto 728 como T29 sao dedutiveis
em Kr, nao & possivel fazer a distingdo entre o carater denso ou discreto do
tempo. Tal s0 pode ser feito a partir de um caleculo que nao tenha as  duas
f&rmulas como teoremas (Kd, por exemplo).



VAq e v[Ap] - 0, existe uma Al,...,AK-ualaragéD up tal que vp[Aq] = 0 e, pa-

ra V

G, v(kK)v ; pa V=H, v (Klvs
5 para p[ v

b) v & VI-AI,...,A -normal se, para todo p, todo g, 9 < p £ k tais que A_ =
p

K
VA e v(A) =1, v(A]) = 1.
g P q

III.2.3. LEMA. Seja Al,...,An uma sequéncia normal, v uma Al,...,An 1—valora

c3o0 e v' a extensdo candnica de v a A»+++sA « Suponhamos ainda que v € G -,
0

Gow, H~-2H =A_ ,uuu;A
0 1 1 n

; 1-normal. Nesse casa, V' & uma Al,...,A -valoracao.
n

PROVA. Por I.2.3 e por construgac, v

& uma A ,..au Al 1-valorag50. A prova

procede entdo por indugdo em n, como em I.2.5. A diferenga com relagaoc a pro
va em Kt ocorre guando An = VAm, para algum m < n, e v’[An] = 1. Seja V = G.

(Para V = H, a prova é andloga.) Como v & GreHrA oA ,-normal, para tg

do p, todog, g <p<n, se A =06GA ouA =HA, & v(A) =1, v(A) = 1. Ou
p q p q p q

. G H
seja, v}-e[{ﬁl....,ﬂn_l}v’l} e UF=€[{A1,...,AH_1}U)1]. Por 0.17, vin-1)v. Te

mos agora, de I.2.2.B.2.a, para toda Al....,An l-valoracéo 5, se E[n-1]v, en

tao E[Am] = 1. Segue-se gue U[Am} = 1. Suponhamos entao que existe p, existe

q, g < p <n tais que AD - GAQ e v'{H:] =0, Prova-se como em I1.2.5 que exis-

te uma A ,...,A_ _-valoragao v_ tal que v (A ) = 0,v (A ) =1 v*(n-1Jv_. A-
1 n-1 p P 9 p m P

18m_disso, como v{Am] = 43 v‘[Am] = 1. Por 2.1, v' é uma Al,...,ﬂn-valoragém

II11.2.4. LEMA. Seja v uma Al,...,An—valoragéo. Entaoc v € G - Gl-, H - e H -
-A ,...,A -normal.

1 n
PROVA. A prova & feita do modo habitual, por indugao em n. A propriedade e
trivial para n = 1. Seja portanto n > 1. Temos imediatamente que (1) as ex-

tensoes canonicas das Al,...,ﬂn 1—valorac6es ate Al,...,An sao Al,....An-va-

-

loragoes.

Prova-se que v e GO— = Ho-ﬁl....,An—normal do mesmo modo como prova



mos em Kt (v. I.2.6) que as Al,...,Anﬂvaloragﬁas 530 G- € H—Al,...,An_nor_
mais. Resta provar que v Gl- e Hl-Al,...,An-normal, e para isto teriamos
trés casos a considerar. Quando An - Vﬂm, para todo m < n, a prova & imedia-
ta. Seja A_ = VAm, para algum m < n, e seja V = G. (Se V = H, & prova € simi
lar.)

I) Seja v[ﬁn] - 0. Segue-se disto e do fato de gue v & G -Ajs.eesA  -nor

17t n-1

mal que, para todo p, todo g, g < p < n tais gue Ap = GAq = v[Ap] =1, que
U[Aq] - 1. Ou seja, v & Gl-Al,...,An-normal. Além disso, como A nao € de
forma HF, para alguma F, e ¥ e Hl-Al,...,A l—nurmal, temos que para todo p,

todo g, g < p £ n tais que AD = HAq e U[Ap] =1, v(A) = 1. Ou seja, v € H, -

-A ,...,A =normal.
1 n

II) Seja U(An] = 1. Prova-se gue v & Hl-Al,....ﬁn«normal como no caso 1)
acima. Pela definicéo 2.1 temcs que v[Am] =1, I.e,, para p = N, g = m, Hp =
GA e v(A) =1, v(A) =1, Ecomo v éG -A,...,A -normal, segue-se gque v

g p g 1ol n-1

& B =R swewsi Snochals
1 T n

0 Corclario deste lema, correspondente a Lo iy & enunciado e prova

do do mesmo modo que em Kt.

II1.2.5. TEOREMA. v € uma Al,...,An-valoragéo sse: 1) A ,eeesA & uma sequén
cia normal; 2) v & uma semi-valoragéo e 3) v & G -, G -, H - @ H A0 -
-normal.

PROVA. A) Se v € uma Rl,...,An-valoragéo, a prova segue de 2.1 e 2.4.

B) Seja Al,...,An uma sequéncia normal e v uma funcao de FDRL1 em {0,1} sa-
tisfazenda 2) e 3). A prova € feita por indugado em n, como em I.2.8. A dife-

renga com relagao a 1.2.8 ocorre gquando n > 1, An = Wﬂm, para algum m < n, e

u[An] - 1. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.]) Como v € Gl_Al"."An_nGE
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mal, v{Am] = 1. Suponhamos entao que existe p, existe g, g < p < n, tais que
Hp = GAq e v[Ap] = 0. A prova ent3o segue como 1.2.8 e, por 2.1, v € uma Al,

...,An—valoragéo.

II1.3. CORRECAD

IIT1.3.1. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valoragéo: ent3o, para 1 £ i £n, se A
& um axioma de Kr, v(A,) = 1.

PROVA. a) Se A, S um axioma de Kt, prova-se como em Kt (I.3.1) que v[Ai] = 1.
b) Seja A, da forma GA + A. Suponhamos que v(GA) = 1. Como v € uma Bywwnsh

_valoragdo, por 2.5 v(A) = 1 - e é ent3o impossivel gque v[AiJ = 0. Ou seja,

Os lemas e teoremas 1.3.2 a I.3.5, do capTtulo sobre Kt, aplicam-se
imediatamente a Kr. Nao achamos necessario repeti-los agui, uma vez gque nao

ha alteracoes.

II11.4. COMPLETUDE.

Da mesma forma, 0s lemas e teoremas com respeito 3 completude de Kt
aplicam-se a Kr sem alteracoes (a nao ser, & claro, ler-se "Kr” onde se 1e
mgt"). Vamos desenvolver agui apenas o teorema correspondente a 1.4.3, que e

. a ¥ .
onde existe uma diferenga, se bem gue minima.

I1T.4.1. TEOREMA. Para todo conjunto &4, toda férmula F, toda sequencia Al
.,An, toda funcdo f, se A € um conjunto F-saturado e Hl,...,An uma sequén-
cia normal, a fungéo caracteristica f. de 4, & uma Al,...,An—valoragéo.

PROVA. A prova procede como em Kt (v. I.4.3). 0 caso em gue ha diferenca e
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guande, para algum m < n, An = VAm e f[An] = 1. Suponhamos gue V = G. (Para

V = H, a prova & analoga.) Temos FAD =1, i.e., FIGA ) = 1. Entao GA E A,
I -> . £ = i 5 !

e At GAm. Ora, P—Gﬁm Am’ logo, ﬂ}—Am, A, E Ae j[Am] 1. Supondo-se agora

gue existe p, existe g, g < p < n tais que AD = BAq e f[Ap] = 0, a prova se-

gue como em Kt. E, por 2.1, f & uma Al,....An-valoracéo.



Capftulo IV
0 CALCULD Ks

IV.1. APRESENTACAO

Conforme haviamos mencionado no capitulo anterior, estudaremos nes-
te capitulo o calculo Ks (v. Landim 1874, p.893). Formamos uma base axiomati-

ca para Ks acrescentando aos postulados de Kt o seguinte esquema de axioma:
A11. GA = HA

N3o ha necessidade de se juntar HA > GA como axioma, pois esta for-

mula pode ser provada em Ks. Vejamos entao alguns teoremas de Ks:

T30. HA -+ GA

T31. =-G-GA > A, -H-HA > A
T32. FA - PA, PA - FA
T33. FGA > A, PHA > A
T34. A > GFA, A > HPA
T35. GA+*>HA, HA+>GA

T36. FA+>PA, PA+*FA
As propriedades I.1.1 e I.1.2 também sao validas em Ks.

Iv.2. VALORACOES PARA Ks

IV.2.1. DEFINICAO. v & uma Al,....An-valorucﬁo (para Ks) se Al,...,ﬁn € uma

sequéncia normal de Ks e:
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1M n=1ev e uma semi-valoracao;

2)n>1, véuma A_,...,A _-valoragao e, se para algumm < n, A = VA
1 A-1 n m

I) se v(A ) =0, entdo existe uma ApseeesA l-valoragéo v’ tal que v’[AmJ
= 0, vin-1)z' e v'(n-1)v;

II) se U[An] = 1 entdo para todo p, todo g, g < p < n tais que Ap = VAq e
v(Hp] = 0 existe uma Al,...,An_l-valoragéo vD tal que vp[Aq] = 0, vp[Aml = 1,

v(n=1)v e v (n-1)v.
p P

Valoracoes para Ks, lembremo-nos, sao obtidas pela definigao geral
(0.11). A definicdo de extens3o candnica sofre uma peguena alteragao com re-

lacao a Kt:

IV.2.2. DEFINICAO (extensdo candnica) Como em Kt (v. [.2.2), com nova redacao
para o item 2) a):
2) a) para F = A, v'(F) = 0 sse existe uma ApsesesA luvalora;éo v tal

que EEAmJ = 0, v(n-1)V e v(n-1)v.

Prova-se como em I.2.5 que as extensdes canonicas sao semi-valora-

coes.

Iv.2.3. DEFINICAD. Seja v uma Al,....An—ualoragéo. Para 1 < k £ n, dizemos
que v € V—Hl,...,ﬂk—noﬂwal se para todo p, todo g, g < p £ k tais que Ap =
VA e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragao v _tal que v (A ) = 0, vin-
q p 1 k p P g
1lJv e v _[(n-1)v.
p P

Iv.2.4. LEMA. Seja Al,...,ﬂn uma sequencia normal, v uma Al,...,An l—valcra—

cio e v’ a extensdo canonica de v a Aseeesh Suponhamos ainda que v € G-

e H-Al,enesAl ,-normal. Nesse caso, ' & uma Al,...,An—valoragéo.
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PROVA. Como em I.2.5. v' & obviamente uma Al,...,An l-valoragao; provemos que

€ Al,...,An-valoraQQG. Seja A_ = vﬂm, para algum m < n. Se v"[An] = 0, por

2.2 existe uma Al,...,An 1-valoragéo v tal que E[Am} = 0, v(n-1)v e v(n-1)v.

Ent3o v'(n-1)v e v(n-1)v'; logo, v' & uma Al,...,An-valoragéo. Consideremos

entdo v'(ﬁn] = 1. Suponhamos que existe p, existe g, g < p < n tais que Hp =

[u]
<]
1
>

L} -normal, existe

VA e v'(A) = 0. Entdo v(A ) = 0 e, como v & )
P P 1 n-1

8|
uma Al,...,A 1-valoragao vp tal que UDEAq]

u

0, v(n=1Jv_ e v _(n-1)v. Por
PP
2.2.8.%.85 vp(Am] = 1 (caso contrario, v'(A) = 0). E, € claro, v'[n-‘l]vp e

vp[n-ﬂ]v’. Também neste caso, portanto, v’

& uma Al,...,An-valoracén.
IV.2.5. LEMA. Seja v uma Al,...,An»valoragéo. Entdo v & G- e H-A_,...,A -nor
mal.
PROVA. O mecanismo da prova & o mesmo de I.2.6, i.e., por indugdo em n. A
propriedade € trivial para n = 1. Seja n > 1. Da hipotese de indugdo e do le
ma anterior, segue-se gue (1) as extensoes canonicas das Al....,An_l-ualDra-
coes a Alseenshl sao Al,....An-valoragﬁes.

Consideremos o caso importante, isto €, guando An = VAm, para algum
m < n. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.)

1) v(An] = 0. Temos:

1) e[{Al,...,An}S'll = e({A,.e0sA e )
2) E[{Al....,An};,.ll = EE{Al,....ﬂnﬂl};,lll para toda Al,...,ﬁn_l-valuragéo
v,

Por hipotese de inducdo, ¥ € G-A_seensh _1-normal. Entao:

3) para todo p, todo g, q < p < n tais gue Hp = GAq e v[Ap] = 0, existe uma

S > acao tal que v (A ) = 0, vin=1Jv_e v_(n-1)v.
A1' ’An-1 e REds Yp . B p p

Para cada p, seja 5# a extensido canonica de vp a Al,...,ﬂn. Entao:

4) 2 (A) =0, vin-1)v_e v_(n-1)v.
P Qg p P
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De 1), 2) e 4), e a definicao 0.17,
5) v(nJv_, e
p

- H
6) vp%=€[{A1,...,An}U‘1].

Precisamos provar entac gue UF=EE{A 5wy JA ). Se v _(A) = 0O,
1 n vp,l p n
nao ha problema. Seja Eb[An} - 1. Nesse caso, por 2.2.B.2.a, v[Am] = 1 - ca-
so contrario Eﬁ[ﬂn] - 0. Nos dois casos, portanto:
7) vEe{A,,..,A 12 0.
1 nv ;i1
De 6) e 7), por 0.17,

8) v (n)v.
p

De (1), 3), 4), 5) e 8), entao:
9) para todo p, todo g, g <p < n tais gue AD = Gﬂq e v[Ap] = 0, existe uma

A ,...,A -valoracdoc v_ tal que v (A ) = 0, v(n)v e v _(n)v.
1 n P P q PP

Por outro lado, como p e Al,...,An—valoracéo, temos, por 2.1 gue:

10) existe uma A ,...,A__-valoragac v_ (v _ =7v') tal que ¥ (A = 0,
1 n o n n'm

vin=-1)v e v (n=1)v.
n n

Seja 5% a extensao canonica de vn a Al,...,An. Entao:

117 (A) =0, v(n-1)v_ e v_(n-1)V.
n m n n

De 1), 2) e 11),
12) v(n)v_.
n
Prova-se por um raciocinio similar ao feito acima que:
13) v_(n)v.
n

De (1), 10), 11), 12) e 13),

14) para p

n, g=m A =GA_ e v(A) =0, existe uma A ,...,A -valoragao
q p 1 n

v ) . v v V.
vn tal que vn[ﬂm] o, v[n]vn e n[n]

De 9) e 14), entdo, V & G—Al,...,An-normal.
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0 leitor ja terd percebido que as diferengas em relacgao a Kt (I.2.
6) sao poucas. Onde em Kt tinhamos de provar, por exemplo, gue "v(n)v_ ", te-
mos agora de provar que "v[q]vpsavp[n]v" - o que & feito da maneira ilustra-
da no caso acima. Omitiremos, portanto, os demais casos desta prova, que
prossegue como em I.2.6. 0 leitor nao tera dificuldade alguma em desenvolver

0s casos nao apresentados.

0 lema 2.5 tem um coroldrio, gue € enunciado e provado como seu cor
respondente em Kt (v. I.2.7).
I1V.2.6., TEOREMA. v € uma Al,...,An—valoragéo sse: 1) A ,uvusA € uma sequen-
p
cia normal; 2) v & uma semi-valoracaoc; 3) v & G- e H-Al,...,An—normal.
PROVA. Prova-se como o teorema correspondente no capitulo sobre Kt (I.2.8.).

As alteracoes sao minimas, e nao oferecem dificuldade alguma.

IV.3. CORRECAOD

IV.3.1. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valoragéo; entao, para 1 £ i £ n, se Ai e

um axioma de Ks, U[Ai] = 1.

PROVA. a) Se Ai S um axioma de Kt, prova-se como em Kt (I.3.1) que v[ﬂi] = 1
b) Seja Ai da forma GA - HA. Suponhamos gue u[AiJ - 0. Entao v(GA) = 1 e
v(HA) = 0. Por 2.6 existe uma Al,...,An—valordgéo »' tal que v'(A) = 0,

»(n)v' e v'(n)v. Mas entao, por 0.17, U’Fe[{Al,...,An}Z,ll. Logo, v'(A) = 1

- uma contradicao. Portanto, v[Ail e ik

Os lemas e teoremas I1.3.2 a I1.3.5, de Kt, aplicam-se imediatamente

a Ks, sem alteracdo alguma. N3o € necessaric, assim, repeti-los aqui.
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IV.4. COMPLETUDE

A secéo sobre a completude de Ks apresenta alteracoes com relagéo a
Kt apenas no teorema correspondente a I.4.3 (ou seja, na prova de que a fun-
cao caracteristica de um conjunto F-saturado, para alguma F, € uma Al,...,An-
-valoracao). A prova de tal teorema nac oferece dificuldades, mas para efe-

tua-la necessitamos do lema abaixo:

IV.4.1. LEMA. Se A € um conjunto F-saturado, A' € F'-saturado, €(AY) c A’
sse e(A'V) c A.
PROVA. Seja V = G, e suponhamos que €(A%) © A'. Seja A E €(A'S). Ent3o GA E A’
e A'}-GA. Como |-GA + HA, A'|-HA, e HA E A'. Entdo A & e(A'H). De 1.4.2, te
mos que €(A%) © A’ sse €(A'™) = A. Entdo A E A.

Suponhamos agora que €(A’'SG) — A, A prova € analoga.

Para V = H, prova-se da mesma forma.

Demonstrado este lema, a prova do teorema correspondente a I.4.3

faz-se sem dificuldade alguma, razaoc pela qual vamos omiti-la.



Capitulo V
0 CALCULO Ke3

V.1. APRESENTACAOD

Kc3 foi apresentado por Prior, se bem gue nao com esta denominacgao
(v. 1967, cap. IV, segbes 1 e 2), e & também um cdlculo que procura exprimir
a circularidade do tempo.lh Corresponderia a Kr U Ks, acrescide do postulado

caracteristico de Ktt (i.e., a "lOgica do tempo transitivo”. V. Apéendice.).

A linguagem de Kc3 € L1. Uma base axiomdtica para este cdlculo pode
ser formada adicionando-se aos esquemas de axiomas cldassicos (A1 - A3) os se

guintes:

A4, G(A - B) - (GA - GB)
AB. -G-HA = A

A10. GA =+ A

A11. GA = HA

A12. GA - GGA

Kc3 tem MP como regra de deducao, e apenas RG como regra de prava.

1% Existem pelo menos dois outros calculos de tempo circular: Kc e Kc2.
(V. Apéndice) Ambos procuram evitar a equivalencia entre operadores do passa
do e do futuro. Intuitivamente, buscam manter a distingao entre passado e fu
turo a despeito da circularidade do tempo. Estes dois cdlculos caracterizam
o que C.L. Hamblin denominou de logica temporal ”leste-oveste” - "no sentido
em que a Califdrnia estd a leste, mas ndo oeste, de Sidney, e oeste, mas nao
leste, de Manchester”. (Citado em Prior 1867, p.65.] Para um exame mais deta
lhado destes cdlculos, ver Prior 1967, cap. IV.
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RH pode ser deduzida dos postulados acima, bem como os demais axiomas de Kt

(ou seja, A5 e A7). Kt, portantao, € um subsistema de Kc3.

Entre os esquemas de teoremas de Kec3, temos:

T37. HA > A

T38. HA ~ GA

T33. HA - HHA

T40, -G-GA ~ A, -H-HA + A

T41, GA<>HA, HA<+*GA

T42. G-A + -GA, H-A = -HA  (Kc3 contém Km)

T43. GGA = A, HHA + A (Ke3 contém Kc)

T44, GGA - HA, HHA - GA (Ke3 contém Kc2)

T45. A » (GA > (HA > HGA)), A -+ (HA - (GA - GHA)) (Kc3 contém K1 - "18gi-
ca do tempo linear”. V. Apéndice)

T46, GGA - GA, HHA - HA (Kc3 contém Kd)

T47. GA > (A > -H-GA), HA -+ (A + -G-HA) (Kc3 contém Ke)

T48., -G-GA -+ G-G-A, -H-HA - H-H-A 1%

Como a Gnica regra de prova de Kec3 & RG, convém lembrar que no item
d) ii) da def. 0.7 (conseguéncia sintatica) o dnico valor que o simbolo '§'

pode tomar & 'G’.

As propriedades I.1.1 e 1.1.2 também valem para Kc3.

V.2. VALORACOES PARA Kc3

15 Todos os calculos temporais apresentados neste trabalho (com excecda de
K3, que veremos a seguir) sdo subsistemas de Kc3. VE-se entdo que Kc3 € dos
calculos mais fortes - o que ja era de se esperar, uma vez gue os operadores
G e H comportam-se em Kc3 como o operador de necessidade (L) em S5.
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V.2.1. DEFINICAO. Seja Al,...,ﬂn uma sequéncia normal e f, f' fungoes de
< < iz ' i . a
FOR ., em {0,1}. Para 1 £ k £ n, dizemos que f(A,k)f" sse f k={A1,...,Ak %
H
e fF={A1,...,AK}f,’l.

V.2.2. DEFINICAD. v € uma Al,...,An-vaioracéb (para Kc3) se Apseeesh € uma
sequencia normal e:
1) n=1ev & uma semi-valoracao;
2) n>1, véuma A.,...,A _-valoracgao e, se para algumm <n, A = VA ,
1 n-1 n m

1) ige U[An) = 0, entao existe uma Al,...,An l—valoracéo v' tal que v'[Am]
=0, v\,n-1)v' e v'(A,n-1)v;

110 =8 U[An} = 1 entao U[AmJ = 1 e, para todo p, todo g, g < p <n tais

que A =GA_ou A =HA e v(A) = 0, existe uma A_,...,A_ _-valoragao v
p q P q p L n-1

tal que v (A ) =0, v (A) =1, vih,n=1)v_ e v _(A,n-1)v.
p g p m P P

A definicao de extensdo candnica sofre uma pequena alteracaoc com re

lacaoc a Kt.

V.2.3. DEFINICAO. (extensao candonica) A mesma de Kt (v. I.2.2), com nove re-
dacdo para o seguinte item:
2) a) para F = An, v'(F) = 0 sse existe uma Al,....An l-valoragéa v tal

que E[Am1 -0, vA,n-1)2 e vlA,n-1)v.

- - - Z I -
A prova de gque as extensoes canonicas sao semi-valoragoes e a mesma

(I.2.5).

WA
P
N

V.2.4. DEFINICAD. Seja v uma Al,...,An—valoracéo. Para 1 < n, dizemos

gue:

1PN

al vé GH-AI....,AK-normal se para todo p, todo g, g < p £ k tais que Ap =



GAq ou Ap = HAq e v[ApJ = 0, existe uma Al,...,AK—valoragéo up tal que
v (A) =0, v(A,kIv_ e v _(A,k)u;
B 9 P P
bl v e ‘?—f\l,---,P\h
VA_ev(A) =1, v(A) = 1.
q p q

-normal se para todo p, todo q, g < p £ k tais que A =
p

V.2.5. LEMA. Seja A ,...,A  uma sequéncia normal, v uma A s++esA_ -valora-
n-1

gao e V' a extensao canonica de v a Alseesh . Suponhamo5qainda que p ¢
G-, H- e GH«AI,...,An_l-nDrmal. Nesse caso, v' € uma Al,...,ﬁn-ualoracéo.
PROVA. Como em Kt (v. I.2.5). O caso interessante ocorre quando, para algum
m < n, An = VAm

1) seja v’[An] = 0. Por 2.3.B.2.a, existe uma A_,...,A l-valoragén v tal

que Elﬂm] = 0, v(A,n-1)v e v(A,n-1)v. Obviamente v’ (A,n-1)v e v(A,n-1)v'. Por

2.1, v' € uma AlseeesA -valoracao.

n
II) seja v'{ﬁn] = 1. Por 2.3.B.2.a, para toda Al....,An l—valoragéo v, se

= . T = , _ & ;
v(A,n=-1)v e v(A,n=1)v, v[ﬂm] = 1. E claro que UF-{Al,...,Anhl}v'l e LF={A1,

sl ) L portanto, v(A,n-1)v, e v(A ) = 1. Entao v'(A ) = 1. Suponhamos
n-11v,1 m m

que existe p, existe g, g < p < n tais que A_ = GA_ _ou A = HA ev'(A ) = 0.
P 4 p q P

Prova-se da maneira usual (v. I.2.5) gue existe uma Al.....An 1-va10ragéo vp

tal que v (A) =0, v'(A,n-Nv_, v (A,n=1Jv" ¢ v (A ) = 1. Por 2.1, v' £ uma
P g p” 7p pom

A ,...,A -valoragaa.
1 n

V.2.6. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valoracéo. Entao v € G-, H- & GH*Al""’Hn'

normal.
PROVA. Do modo habitual, por indugdo em n. A propriedade € trivial para n =

1. Seja n > 1, Da hipotese de indugd@oc e do lema anterior segue-se que () as

extensoes canonicas das Al,...,An l—valoracﬁes a Al,...,A sao Al,....An-va-

n

loraQEBS.

A prova de que v € G- e H_Al,...,ﬁn-normal & feita exatamente co-
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mo em Kr (v. III.2.4). Resta entao provar que v & GH-A

seessA —normal.
1 n

Suponhamos que, para algum m < n, An = VAW e V= 0. (Para V = H, analogamen
te.)
I) Seja v(A ) = 0. Entao:

G _ a
1) {Al,...,An}v’ - {Al,...,A 3

1 n-=1 0,1;
H H : -
2) 1A ,...,A E [ G — . # t ) P i L
{ y n}v',l { ] n—l}D',l para toda . 'An-l valoracao v

Como v € GH-A_,...,A_ _-normal, temos:
1 n-1
3] para todo p, todo g, g < p < n tais que Ap = GA_ ou Ap = HAq e v[HD} e [0
i

existe uma A_,...,A -valoracaoc v tal que v (A ) =0, v(A,n=-1)v_ev (A,n-1)v.
1 r-1 p p g p P

Para cada p, seja EE a extensao candnica de v, a AlseeesA e Entao:

4) D (A) =0, v(A,n-1)Y e v (A,n-1)v.
P g p p

De 1), 2) e 4), por 2.1,

= G s H = . H
5) vp#={ﬂl,...,ﬂn}v‘1. JDF={A1,...,AH}U' o VE{A . oeip ) i

De 5),

6) v(A,nlv .
p

i -1)u B G
Uma vez que v(A,n ‘I]vp e vp[A,n 1)v, temos que vk"{Al,...,An_l}v .
P
G G =Y
ey 3 5 R T = e .
e vp%={ﬂl, An_l}v,l logo {Al n—l}U,l {a Ay v Como

v(A_ ) = 0, por 2.2 existe uma Al,....An l—valoragéo v’ tal que v'[Am] 2 0,
n
v(A,n-11v" e v'(A,n-1)v. Segue-se disso que v'[ﬂ,n-ﬂ]vp e UDEA. n-1Jv’; por
G

_ . G
243, vp[An] = 0. Entao {Al""’ﬂnﬂ1 51 2 {Al,...,An}ap,l e, portanto:

&
7) vF={A1,...,An}vp'1.

De 5) e 7),
8) v _(A,n)v.
P

Assim, de (1), 3), 4), 6) e 8), temos:
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9) para todo p, todo g, g < p < n tais gue AD = GAq ou Ap = HAq e v[ApJ = 0,

existe uma A ,...,A -valoragio v talque p (A ) = 0, v(A,n)v_ e v _(A,n)v.
1 n p P g p P

Temos gue v[AnJ = 0, portanto:

10) existe uma A_,...,A_ _-valoragao v (v = v') tal aque v (A ) =0,
1 n-1 n n n'm

piA,n=-1)v_ e v_(A,n-1)v.
n n

Seja EE a extensao cananica de V@ AseeaA Entao:

1) 2 (A ) = 0, v(A,n-1)v_ e v _(A,n-1)v.
n m n n

De 1), 2) e 11),

Ty =] Ty 5 1H i 8 H
12) ”nHAl’“”An}u,l' vnlr{al,...,AnJu,l e ai={A1,...,An vn,l‘
De 12),
13) v(A,n)v .
n

Ora, obviamente v _(A,n-1)v_, e, como v (A ) = 0, por 2.3 v (A ) = 0.
n n n m n n

. G
Entao {Rl,...,An}v

;= {Al,...,ﬂ = e, portanto,
nl

B=27m 1"
n

&
14) v%{ﬂl,...,An}vn’l.

De 12] e "iq']n
15) v_(A,n)v.
n

Assim, de (T), 10), 11), 13) e 15), temos:

n

16) para p =n, g=m, A = GA_ e v[Ap] = 0, existe uma Al....,An-ualoragéa
p

I ) = 5] 7 A, V.
v tal que vn[Am] 0; v[h,nJun e an nJ

De 9) e 16), entdo, temos que v € GH-A,, ..., A -normal.

I1I1) Seja vfﬂn] = 1. Entao:
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17 seensA 18 o seus “
) A, Adp,y = (A-eA 10 U AL

De 2.2.2.1I1 temos, uma vez que v[AnJ =1,
18) v(A ) = 1 e para todo p, todo q, < <n tais que A = GA ou A = HA
i g4, g p g b q D q

e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragdo v tal que v (A ) =0, v (A)
p 1 n-1 P p g p m

=1, vih,n-1Mv_ e v_(A,n-1)v.
p p
Para cada p, seja 5E a extensao candnica de v, a Apsennsh s Entao:

19) v (A ) = 0, v(A,n=-1)D_ e v (A,n-1)v.
P q P P

De 2) e 19],

20) v(A,n)?D .
p

Coma U(An] = 1, temos, de 18), que:

G
21) v%{Al,...,An}vp‘l.

Temos agora duas possibilidades:

it

(A) Suponhamos que Eﬁ[ﬂn] 1. Entao Bﬁk={A1""'A }& . Disso e de 21),

nvv,1
GH-A

(e

Bﬁ[h,n]v. De (1), 18) e 20), v .»A_-normal.

1r

(B) Suponhamas que Eﬁ(ﬁn] 0. Definamos, para cada p, uma nova funcao u;

de FDRL1 em {0,1}, da seguinte maneira: para gualquer formula F,
a) se An naoc € subformula de F, entao v;[F] = vp[F];

b) se A € subformula de F, entdo:

1]

b.1) para F A, v*(F) = 1;
n P

b.2) para F

i

—-F', v*(F) = 1 sse v*(F') = 0;
p p
b.3) para F = F' > F", UB[FJ = 1 sse v;[F'] = 0 ou v;[F”] = 13

b.4) para F

I

Vr', va(F) = v _[F).
P P

£ facil ver, pelo mesmo raciocinio utilizado na prova do lema I.2.3,
que vg & uma semi-valoracdo. Além disso, para 1 £ i < n, U;[AiJ = vp[AiJ. Co

mo v € uma Al,...,A —valoracao, u; € uma Al""'An l—valoracéo. Provemos
n-1



ue v* € uma A_,...,A -valoracao. Temos & Ay v* &
q g s X o Emos gue vp[ﬁm] 1; logo, vp[ﬂml 1. Su

ponhamos entdo que existe r, existe s, s < r < n tais que A_ = GA_ ou A =
T ]

HA e v*(A. ) = D. Ora, {A ,ccesf = ={A ,... o i
. e vp[ r] ra, { § ﬂ—1}05,1 {Al 'An—l}vp,l Assim, como

v[ﬁ,n-1]vp e vp[ﬂ,n-1]v, segue-se que v[ﬂ,n-1Jv;. U;EA,n-1Jv, e que {Hl.---,

& G ‘ .
An—l}v,l = {Al""'ﬂn—l}vg,l' Portanto, para cada r tal que vp[Ar] = O,u[Ar}

= 0. De 2.2.2.II, existe uma A ,...,A_ _-valoragcao v_tal que v (A ) =0,
1 n-1 r g

v (A) =1, v(A,n-1)v e v (A,n-1)v. Mas entdo v*(A,n-1)v_, v_(A,n=-1)v*, e
r.m r r p r r P

2.2, v* e uma A_,...,A -valora ao. Co v*[A = 1; U*FLA & vwas & 3
por : : L~V o mo D[ nJ UDF‘{ L An}v,l

G . H ) M
e, claro, uk={A1,...,An}v,'1, vp%={A1,...,An}v'l e uk~{a1....,An}v‘,l. Segue
2] P
-se disso que v[ﬂ,n]vg e v;[ﬂ,n]v. Assim, para todo p, todo g, g < p £ ntais
que A =CGA_ouA =HA ewvl(A) =0, existe uma A_,...,A -valoracao v* tal
p q P q p 1 n p

gue v*(A_) = 0, v(A,n)v* e v*(A,n)v. Ou seja, v & GH-A_,...,A_-normal.
P a P p 1 n

0 Lema 2.6 tem um corocldrio (que corresponde a I.2.7). Este corola-
rio & enunciado e provado como em I.2.7.
\V.2.7. TEOREMA. v € uma Al,...,An*valoracéo sser 1) A, uaa,Al € uma sequéncia
normal; 2) v € uma semi-valoragao; 3) v € G-, H- e GH-A s au,A_-normal.

PROVA. A prova & feita como em I.2.8. As alteracOes sao irrelevantes.

V.3. CORRECAD

V.3.1. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valoragéo; entdo, para 1 £ 1 £ n, se A, &
um axioma de Kc3, v[Ai] 2 T

PROVA. a) se A; & um axioma do cdlculo proposicional classico, segue-se fa-



50

cilmente, do fato de que v € uma semi-valoracao, que v(A.,) = 1.
i
b) Ai € de forma G(A + B) -+ (GA - GB). Suponhamos que V(A.) = O. Entéao
i
v(G(A + B)) = v(GA) = 1, e v(GB) = 0. Por 2.7 existe uma Al,....A -valoragao
n

V' tal gue v'(B) = 0, v(A,n)v’' e v'(A,n)v. Ou seja, U'Ff{Al,...,A }3 .+ En-
nv,

tao v'(GA) = v'(G(A + B)) = 1. Por 2.7, v'(A) = v'(A+B) =1 - e nac & pos-
sivel v'(B) = 0. Entao U[Ai] & i

c) Ai € de forma -G-HA - A. Suponhamos gue v(-G-HA) = 1. Entdo v(G-HA) = O.

Por 2.7 existe uma Al,...,An—valoragéo v' tal que v'(-HA) = 0, v(A,n)v’ e
v'(A,n)v. Ora, entdo v'(HA) = 1 e, como UF={A1,...,AH};, ,» V(A) = 1. Assim,
v(A.) = 1.

i

d) Ai & de forma GA + A. Se v(GA) = 1, por 2.7 v(A) = 1. Entéo vmi) = 1.

e) A & de forma GA - HA. Se v[AiJ = 0, v(GA) = 1 e v(HA) = 0. Por 2.7 exis-

te uma Al,...,An—ualﬁracéc v' tal que v'(A) = 0, v(A,n)v' e v'(A,n)v. Entao

0 ={A e ,An}c"

g 8 v'(A) = 1: uma contradicao. Logo, U[Ai] = 1.

f) Ai & de forma GA - GGA. Se v(Ai} = 0, entao v(GA) = 1 e V(GGA) = 0. Por
2.7 existe uma Al,...,An-valmracéc V' tal que v'(GA) = 0, v(A,n)D’ e

v’ (A,n)v. Entdo v’ F{A ,....A }$ |, e v'(GA) = 1: uma contradigdo. Logo,

n 5

V(A,) = 1.
8

Os lemas e teoremas I1.3.2 a I1.3.5, sobre a corregac de Kt, aplicam-

-se a Kc3 sem alteragao alguma, de modo que nao vamos repeti-los aqui.

V.4. COMPLETUDE

Vamos desenvolver aqui apenas o teorema correspondente a 1.4.3. que
& onde h3 alguma diferenca em relacaoc ao capitulo sobre Kt. Para tanto, ne-

cessitamos antes provar o seguinte lema:
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V.4.1. LEMA. Se A & F-saturada, e A' & F'-saturado,

a) €(AVY) = A' sse €(A'Y) c A;

bl €E(AY) c 4;

e) & ceaY).
PROVA. a) Suponhamos que €(AY) € A', e seja A € €(A'Y). Entdo VA E A'; logo,
-VA g A’'. Nesse caso, como €(AY) £ A', V-VA € A; assim, -V-VA € A. Ora,
IQ—V~VA + A; logo, &P—A, e A E A, Assim, €(A'Y) c A.
b) Seja A € €(A”). Entdo VA € A%, VA € A, e A}-VA. Como VYA +~ A, A}FA, e
A E A. Portanto, €(AY) C A,
c) Seja VA & AY. Como |-VA + VVA, A}-VVA, e VWA E A. Logo, VA € e(A). Entéo

AV ce(aY).

V.4.2. TEOREMA. Para todo conjunto A, toda férmula F, toda sequéncia Alseees
A toda funcao f, se A € um conjunto F-saturado, e AlsenesAl € uma sequéencia
normal, a funcao caracteristica f, de A, € uma Al,...,Anwvalcracﬁo.
PROVA. A prova procede como em 1.4.3. As diferencas ocorrem quando, para al-
gumm < n, An = Vﬂm. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.)

I) f(A) =0, ie., A E A, e a]—;eam. Por I.4.1 existe A' A _-saturado tal

el |

que €(A%) =A’. Seja f' a funcdo caracteristica de f'. Pela hipGtese de indu

- £ 1 - _ £ - o G q

cao (v. I.4.3) f e f' sao Al""'An—l valoracgoes. Ora, {Al""'ﬁn-l}f,lc a.
g - €] - A Le ey ~ i @ G. =

Logo, por 4.1, {Al""'Anm1}f,1 ce(d®) < A'. Assim, f %:{Al_ il 2.

Similarmente, usando 4.1 e I.4.2, mostramos gue f'%={Al,...,AnF1}? L f}={gl,
G ) H e e
.,An_l}f,_l e FEAA,....A V5, . Por 2.1, fUAn-1)f" e f'(A,n-1)f. Como

A' & A -saturado, f'(A ) = 0. Portanto, existe uma A_,...,A_ _-valoragao f"
m m 1 n-=1
tal que f'(Am} = O, Flhn=11f" & A1), Per 2,2, F € uma Al,...,ﬁn-valg

racao.
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I1) f[An] = 1. I.e., f[GAm] =1, Am E €(A®). Logo, por 4.1, Am E A, e

f[Ah] - 1. Suponhamos ent3o gue existe p, existe g, q < p < n tais que A

GA ou A =HA e f(A) = 0. (a) Suponhamos A = GA . Entao f(GA ) = O, e
q p q p P q q

&}#Gﬂq. Por I.4.1 h& um conjunto A’ Aqusaturado tal que £(A%) < A'. Seja f'

a funcao caracteristica de A'; pela hipOtese de indugao (v. I1.4.3), fe f°

S80 A_,«ss,A _-valoracoes. Ora, A_E €(A%); logo, A E A', e f'(A ) = 1. Co
1 n-1 m m m

mo A' € Aq—saturado, f’[Aq] = 0. Por um raciocinio andlogo ac caso I) acima,
prova-se que f(A,n-1)f" e F'(A,n-1)f. Assim, por 2.1, f & uma Al,...,ﬂn—ualg
racao. (b) Suponhamos Ap = HAq' Entao f[Hﬂql -0, HAq £ A. Como }—GAQ + HAq,

GA £ A, e calmos ent3o no caso (a) anterior.
q



Capftulo VI
0 CALCULO K3

VI.1. APRESENTACAO

Tanto quanto pudemos apurar, K3 & um calculo novo. Nada foi encon-
trado a respeito dele em lugar algum, nem mesmo mengac de seus axiomas carac
teristicos. K3 procura enfeixar todas as inferéncias validas na suposic3o de
ter o tempo a seguinte estrutura: dado um instante tu qualgquer, se outraos

instantes tl,....tn sao posteriores (anteriores) a tu, entao tl BN e tn.

Ou seja, cada instante teria no maximo um futuro, & um passado.l6

A linguagem de K3 € L1. Formamos uma base axiomdtica para K3 juntan

do aos postulados de Kt os seguintes esguemas de axiomas:

A13. -GA > G-A

A14. -HA -+~ H-A

Entre os teoremas de K3, temos:
T49. FA = GA, PA ~» HA
T50. F-A > -FA, P-A > -PA
751. FA v FB = G(A v B), PA v PB + H(A v B)
T52. G(A = B) - (FA » FB), H(A - B) » (PA - PB)

T53. FA » G(A > B), PA > H(A > B)

16 Talvez se pudesse chamar K3 de "16gica do imediatismo e da memdria cur
taiaa
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T54. F-A > G(A > B), P-A > H(A + B)

T55. FA > (FB > F(A > B)), PA > (PB ~ P(A - B))

T56. (GHA A FB) = (GHA A GB), (HGA A PB) > (HGA A HB)

T57. F(-A > A) + GA, P(-A > A) -+ HA

T58. F((A +B) A [(A+ -B)) > G-A, P((A>B) A (A > -B)) + H-A
T53. F(A > B) > (FA > GB), P(A > B) > (PA - HB)

T60. A > (GA » (HA > HGA)), A - (HA - (GA - GHA)'7

Regras derivadas:
R9. FA / GA

R10. PA / HA

As propriedades I.1.1 e I.1.2 também valem para K3.

VI.2. VALORACOES PARA K3

VI.2.1. DEFINICAO. Seja I um conjunto de férmulas, e 7, f' funcbes de um
conjunto A, contendo T, em {0,1}:

FHLPYF =4¢ Para toda F E e(I'%), f'(F) = f(VF).

VI.2.2. DEFINICAO. Seja ApsseesA uma sequéncia normal e f, f' fungbes de
FDRL1 em {0,1}. Para 1 £ k £ n, dizemos que:

FIQ,KIf" sse f'E{Al,...,AK}an e fUA...,AF.

VI.2.3. DEFINICAO. v € uma Al,...,An-uaLopacab (para K3) se ﬂl....,An e uma

17 Juntando os esquemas T60 a Ktt, obtemos o calculo K1 (tempo linear).
Entretanto, como }JKS GA > GGA, K3 nao contém Kl1. Cumpre notar também, como

ja foi dito no capitulo anterior, que K3 n3oc & subsistema de Kc3.
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sequencia normal e:

1) n=1¢e v e uma semi-valoracao;

2) n>1, v € uma Al,...,An l—valoragéo e, se para algumm < n, A = VA
n

1) se u[An] = 0, entdo existe uma Al,...,An l-valoragéo v’ tal que v'(ﬂm}

0 e, para V = G, v(Q,n-1)v'; para V = H, v'(2,n-1]v;

II) se v[ﬂn] = 1, entdo para todo p, todo g, g < p < n tais que Ap = VA
q

e v[AD] = 0, existe uma Al,...,An l-ualoracaa vp tal gue vp[Am] = 1 e, para

V = G, u(Q,n-ﬂ)vp; para V = H, vp[ﬂ,n-ﬂ]v.

VI.2.4. DEFINICAO. (extensao candonica) A mesma de Kt (v. I.2.2), com nova re
dacao para o item:
2) a) para F = An’ v'(F) = 0 sse existe uma Al,...,An l-valoracéc 7 tal

que E[AmJ =0e, para V = G, v(2,n-1)v; para V = H, v(2,n-1)v.

VI.2.5. DEFINICAO. Seja v uma &1,....An—valoragéo. Para 1 £ k £ n, dizemos

K—normal se, para todo p, todo g, g < p £ k tais gue Ap =

VAq e v[Ap] = 0, existe uma Al,...,Ak-valoragéu Up tal que, para V = G,

que v € V-Al,...,A
U[Q,k]vp; para V = H, vp{Q,k]v.

VI.2.6. LEMA. Seja Al,...,ﬂn uma sequéncia normal, v uma Al,...,A l—valora-

cdo e v' a extensao canonica de v a Al,...,An. Suponhamos ainda que v € G- e

HeA s eeasA -normal. Nesse caso, v' € uma Al....,An-valoragéo.
-1

PROVA. Como em I.2.7. 0 caso interessante € quando, para algum m < n, An =

VAm. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.) 1] se v’[An] = 0, por 2.4 exis-

te uma Al,...,An l—valoracénlﬁ tal que'E[Am} - 0 e v(f,n-1)v. Por construcao,

para 1 £ 1 < n, U[Ai] = v’[Ai]. Logo, v'(2,n-1)v, e, por 2.3, v' € uma Al,

.A -valoracao. II) v’[An] = 1. Suponhamos gue existe p, existe q, q < p <n
n



tais que Ap = GAqez}’[Ap] = 0. Entao vEAp] - 0 e, pela hipotese do lema, e-

xiste uma A ,...,A -valoragao v_ tal que v(Q,n-1)v . Por 2.4, v (A ) = 15
1 n-1 p P pm

e por construcao de v’, u'[Q,n-1va. Por 2.3, v' € uma Alreesh -valoracao.
n

VI.2.7. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valoraqéo. Entéo v € G- e H-A)s++e,A -nor
mal.
PROVA. Por inducdo em n. Para n = 1 a propriedade € trivial. Seja n > 1. Do
lema anterior e da hipotese de inducdo segue-se gue (Y1) as extensOes candni-
cas das Al,...,ﬁn_l-valoragﬁes a Al,....An 530 Al,...,An—valoragﬁes. Prove-
mos o lema examinando os casos. Se, para todo m < n, An = VAm, a prova e
imediata. Suponhamos que An = VAm, para algum m < n. Seja V = G. (Para V = H
a demonstracac € analoga.) Temos dois casos:
I) U{An] = 0. Por 2.3, temos:

1) existe uma Al,...,ﬂn_l—valoracéo v' tal que U'[ﬁm] = 0e v(Q,n-1)v".

Seja v' a extensao canonica de v' a Al,...,ﬁn. Entao:
2) v'(A) =0e 2(R,n-1)0".

De 2), por 2.2,
3) 0'H{A ,....A 11w e vUA ,..A 10

Como A # HF,
n

"o,

<

4) v({A. ,...,A }
1 n

Como p'(A) =0, p'(A) = v(A ). Por 2.1 € 2.2,
m m n

- .
5) v l{Al,...,An} v,

De 4) e 5), por 2.2,
5) v(Q,n)v’.

De (1), »' & uma Al,...,An-Ualaragéo. Como E'L{Al,...,ﬂn}alv. para

todo p, todo g, g < p £ n tais gue Ap = GAQ e v[ﬁp] =0, 5'[Aq] = 0. Logo,
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tomando v' = Up, para todo p, todo g, g < p £ n tais que A GA e v(A ) =0,
P q P
existe uma A_,...,A -valoragao v_ tal que v(Q,n)v . I.e., ¥ € G-A ,...,A -
1 n P p 1 n

-normal.

Por outro lado, v € H-Al,...,An ,-nhormal e, como A nao € de forma
HF, temos:
7) para todo p, todo g, g < p £ n tais gue Hp = HAq e v[Ap] = 0, existe uma
S— - a ,N=1)v,
Al, An_l valoracao vp tal que vp{ﬁ 1)lv

Para cada p, seja v, 3 extensao candnica de v, a Alrenesh . Entao:
n

8) v (2,n-1)v.
8]

De 8), por 2.2,

9) v({A , e A Y87 e D ({A,...,A 1Mo
1 n-1 p p 1 n-1

Como An # HF,

10) 7 ({A., .. A FHio,
p 1 n

Temos agora trés possibilidades:
(A) Suponhamos gque BE(AH] = 1. Nesse caso, por 2.4.B.Z2.a, vEAm) = 1. En-

tac v(A ) = v (A ). De 8), por 2.1 & 2.2,
m p N
1) v({A.,....A 5D .
1 n P

De 10) e 11],

12) v _(Q,n)v.
p

Assim, de (Y1), 7) e 12), temos que, para todo p, todo g, g < p £ n,
tais que A = HA e v[ApJ = 0, existe uma Al,...,An—valoragéo ED tal cue

v (Q,nMv. I.e., ¥ € H-A_,+..,A -normal.
P L} n

(B) Suponhamos gue ;E[An] =0, ev(A) = 0. Entao v[{Al,...,An}G)Eb e, co

mo no caso (A) acima, v e H-Al,...,ﬂn-normal.
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(C) Suponhamos que EE(AHJ =0, e v{ﬁm] = 1. Definamos, para cada p, novas

funcgoes v; de FOR., em {0,1}, da seguinte maneira: para toda fGrmula F,

L1

a) se An nao € subformula de F, entao u;[F] = vD[F];

b) se A € subformula de F, entao:

b.1) para F = A, v*(F) = 1;
n.p
b.2) para F = -F', v;[F] = 1 sse v;[F’} = 0;
b.3) para F = F' = F", v*(F) = 1 sse v*(F') = 0 ou v*(F") = 1;
p p p
b.4) para F =

VE', v*(F) = v_(F).
p p

€ facil ver que v; € uma semi-valoracao. Além disso, como v & uma
P

A ,.s.,A_ _-valoragao e, para 1 £ i <n, v*(A.) = v (A.), V* B UmMa A ,.un,
1 n-1 2 p 1 8] 1

A l-ualoragéo. Provemos gque € uma Hl,...,An-vdloragéo. Suponhamos que exis-
te r, existe s, s <r <n tais que A = GA_ e v*(A ) = 0. Entdo v (A ) = O.
r s pr por
Uma vez que vp[Q,n-1]u, segue-se gue Ug[Q,n—1]v. Por hipotese, v[Am] = 1. En
tao existe uma Al,...,An 1—valora950 v tal que v[Am] =1 e v;{Q,n-1]v. Logo,
p* & uma A.,...,A -valoracio. Claramente v*({A_ ,...,A Mv, e, como v(A ) =
D 1 n pro1 n m
VLA ) e g DA ynee s B }Q]v*. I.e., v*(Q,n)v. Assim, para todo p, todo g,
p 1 i p

q<p<ntais que A = HA_e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragadao ©v*
p q P + n P

tal gue v;[Q,nJv. Ou seja, v € H-Al,...,ﬂn-normal.

IT) Seja U[Anl = 1. Temos, de 2.3,
13) para todo p, todo g, g < p £ n tais gue Ap = GAq e v[Ap] = 0, existe uma

A

I = E 1 Al =1ev(Qn-1)v
Al, Aﬂ—l valaoracao vp tal gue vp{ = | A

Para cada p, seja 5# a extensao canonica de v, a Apsevesh s Entao:

14) 2 (A) =1 e v(Q,n-1)D .
p m P

De 14), por 2.2,

= G H
15) vp[{Al,...,An_l} Jv e v({Al....,A } lvw



Como A # HF,
n

16) v{A. ;s A YD,
1 n p

E, com v (A) =v(A) =1,
pom n
17) v_({A_,«..,A_})0.
p 1 n
De 16) e 17]),

18) v(2,n)v .
p

Assim, de (1), 13), 14) e 18), v & G-Al,...,ﬂn-normal.

Prova-se que v & H—Al,...,An-nurmal como no caso I).

0 corolario correspondente a I.2.7 € enunciado e provado do mesmo

modo que em Kt.

VI.2.8. TEOREMA. v € uma Al,...,An-valaracéo sse: 1) v € uma semi-valoracao;
2) Al,...,An € uma sequencia normal e 3) v € G- e H-Al,...,An—normal.
PROVA. Este teorema & facilmente demonstrado da mesma forma coma foi provado

o teorema I.2.8.

VI.3. CORRECAOD

VI.3.1. LEMA. Seja v uma Hl,...,ﬂn—valoracéo; entao, para 1 £ i £ n, se Ay €
um axioma de K3, v[Ai] = 1.

PROVA. a) se Ai € um axioma de Kt, prova-se como em Kt gue v[Ai] 9.

b) Seja Ai da forma -VA - V-A. Suponhamos gue D[Rii - 0. Entdo v(-VA) = 1 e
»(V-A) = 0. Logo, »(VA) = 0. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.) Por 2.8

ha uma A ..,An-valoragéo p' tal que v(f,n)v’'. Por 2.2, v'[{Al,....An}Q]v e

B

entdo »'(A) = p'(-A) = 0 - uma contradigao. Portanto, v(ﬁi] = A
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Us lemas e teoremas I1.3.2 a I.3.5, do capitulo sobre Kt, aplicam-se
imediatamente a K3, sem alteragOes. Em vista disso, ndo vamos repeti-los a-

qui.

VI.4. COMPLETUDE

De maneira andloga, os lemas e teoremas sobre a completude de Kt a-
plicam-se sem alteragbes a K3. A (nica diferenca ccorre no teorema correspon

dente a I.4.3. Vamos entao desenvolvé-lo aqui.

VI.4.1. TEOREMA. Para todo conjunto A, toda formula F, toda sequéncia Al,...,
ﬁn. toda f, se A & um conjunto F-saturado e Al,...,An uma sequencia normal,
a fungao caracteristica f, de A, € uma Al,...,An-valoragéo.

PROVA. A prova procede como em I.4.3. As diferengas ocorrem quando, para al-
gum m < n, An = VAm. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.) Temos dois ca-
50S:

DftA) = 0. I.e., A E A, e a};GAm. Por 1.4.1 existe A' A -saturado tal
que €(A%) = A’. Seja A uma formula tal que f(GA) = 1. Ent3o GA E A, e, 6 cla
ro, A € €(AS). Logo, AE A', e f'(A) = 1. Seja B uma formula tal que f(GB) =
0. Entdo f(-CB) = 1, e -GB 6 A. Como |-GB - G-B, AG-B, G-B € A. Logo, -B
6 €(A9), e entdo -B E A'; BE A' e f£'(B) = 0. Assim, para qualguer formula

GF, f'(F) = f(GF). Segue-se que FrUA LA 1T

Por outro lado, se €(A9) = A', por I.4.2 €(A'H) c A, Através de um
" i - . { }Hf’
raciocInio analogo ao mostrado acima, prova-se que f( Al,...,An_l Wity Pop
2.2, £(Q,n-1)f". Como A’ e Am—saturado, f'[AmJ = 0. Além disso, pela hipote-
s . ] it bl s *
se de inducao (v. I.4.3), f e f sao Al....,An_l-valcragoes. Assim, existe

= ' £ . PIO o 1 .3, o
uma Al""’An l—ualoracao f' tal que j [Am] =0 e f(Q,n-1]f"'. Por 2.3, f e
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uma Al,...,An-valoracéo.

II) f[An] = 1. Suponhamos gue existe p, existe g, q < p < n tais que Ap =
GAQ e f{Ap] = 0. Entao GAq E A, e AF#GAq. Por I.4.1 existe um conjunto A’
Aq-saturado tal que €(A%) = A'. Seja f' a funcdo caracterfistica de A’. Como
A, EEld), fr(A) =1, Pela hipotese de inducdo (v. 1.4.3), f e f' sdo A
AR 1-valnrac595. Por um raciocinio andlogo ao do caso 1) acima, mostra-

~se que f(2;n-1)f". Por 2.3, f € uma Al,....ﬁn—valuragéo.



PARTE II

CALCULOS MODAIS-TEMPORAIS



CapYtulo VII
0 CALCULO T-Kt

VII.1. APRESENTACXD

Uma das maneiras usuais de combinar operadores de ldgica  temporal
com operadores modais & através de definigdes. Tomemos um cdlculo  temporal
qualquer, por exemplo, Kt. Introduzimos os operadores modais através das se-
guintes definigoes:

= N
(1) LA df A ~GA AHA

(23 MA %H“A v FA Vv PA

Obtemos entdo as equival3ncias

(3] LA+>A A~ GA »~ HA

(4) MA+*+A vV FA Vv PA

Intuitivamente, (3) diz que uma proposicio € necessaria se e somen-
te se for verdadeira todo o tempo. Contudo, sentimos que pode haver proposi-
cbes verdadeiras todo o tempo sem serem de alguma forma necessarias. Da mes-

. - . - .
ma maneira, algo nao deixa de ser possivel mesmo se sempre falso. Ou seja, ao
invés das equivaléncias (3) e (4), gostariamos de ter apenas as seguintes im
plicagoes:
(5) LA = A A GA ~ HA

(B6) AV FA v PA > MA

Vamos entdo apresentar alguns calculos com esta caracteristica dese



jada. Os operadores modais e temporais serao introduzidos axiomaticamente -
nac mais definiremos os primeiros em funcd3c dos Gltimos. Obtemos desta manei
ra calculos modais-temporais, ao mais fraco dos guais chamaremos "T-Kt". Es-
te cdlculo € uma extensdo conservativa tanto de T como de Kt. Em T-Kt apare-
cem também novos teoremas (formulas mistas) envolvendo os dois tipos de ope-

rador, modal e temporal.

T-Kt pode ser estendido de véarias maneiras, e desta forma obtemos
uma classe inteira de cdlculos modais-temporais. Podemos estende-1lo modalmen
te, ou seja, tornando mais forte o ramo modal (S4-Kt, B-Kt, S5-Kt) ou entao
temporalmente (T-Km, T-K1, T-Kc3, etc.). Pode-se ainda fazer as duas coisas -
e obtemos entdo calculos como S4-Kc, B-K3, S5-KcZ, etc. As combinagoes possi

veis sao numerosas; examinaremos apenas algumas delas.

Passemos entao ao exame de T-Kt. Sua linguagem € L2. Formamos uma
base axiomatica para T-Kt acrescentando aos esquemas de axiomas A1 - A7 de

Kt os seguintes:

A15, L(A » B) » (LA - LB)
A1B. LA =+ A
A17. LA > GA

A18. LA > HA

T-Kt tem MP como regra de deducao, e sua Unica regra de prova € a

regra de GBdel (N).'8

18 Como se pode ver, os cadlculos modais-temporais sac muito semelhantes
aos calculos bi-modais T-T e S4-S4 de Ishimoto, onde aparecem dois operado-
res de necessidade: um mais forte e um outro mais fraco. (V. Ishimoto & Fujil
kawa 1970; Ishimoto & Watanabe 1974.) Segundo Ishimoto (1970, p.128), a su-



Todos os tearemas de T, bem como de Kt, sdo teoremas de T-Kt. Entre

0s novos tearemas (formulas "mistas”) temos os seguintes:

T61. LA > A AGA AHA, LA > A A HA A GA

T62. A VFAVPA->MA, AV PAv FA->MA

T63. FA > MA, PA > MA

T64. GLA = GA, HLA - HA

T65. LLA =+ GA, LLA = HA

T66. LLA - GLA, LLA - HLA

T67. LGA - GGA, LHA - HHA

TE8. GLA - GGA, HLA - HHA

T69. LLA - GGA, LLA - HHA

T70. LLA - GHA, LLA - HGA

T71. L(A ~B) » (GA A GB), L(A A~ B) » (HA A HB)
T72. L(-A > A) = GA, L(-A =+ A) = HA

T73. L(B ~ A) ~ L(-B > A) - GA, L(B > A) A~ L(-B + A) - HA

T74. LA —» (GB » G(A ~ B)), LA~ (HB -~ H(A A B))

Regras derivadas:

R11. A~>B / LA > LB

R12. A~>B / GA » GB

gestéo teria sido apresentada primeiramente por J. Rubin. Por outro lade, a
idéia de tomar modalidades temporais e aléticas como primitivas numa mesma
16gica ja se encontra na "logica ockhamista” abordada por Prior (1967, cap.
VII; v. também Burgess 1979, pp.574-7). (Uma questdo interessante seria ver
se a logica ockhamista corresponde a algum dos calculos modais-temporais a-
cima mencionados.) Além destas referencias, nada mais encontramos com respei
to a calculos modais-temporais. Achamos que um estudo aprofundado a respeifa
deles deveria ser efetuado, nos seus aspectos sintaticos, semanticos, bem co
mo nas suas implicacgoes filosoficas. Um estudo que reservaremos para, quéﬁ
sabe, trabalhos posteriores, uma vez que ncsso objetivo aqui e apenas o de
construir semanticas de valoracoes.
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R13., A>B / HA > HB

e mais as regras RG e RH.

As formulas abaixo n3o s3o teoremas de T-Kt:

1. A AGA AHA =LA, A AHA AGA > LA
2., MA-A VvFAVYPA, MA>AVPAVEFA
3. GA =+ LA, HA > LA

4. MA > FA, MA = PA

5. GA =+ GLA, HA - HLA

6. GA > LLA, HA - LLA

7. GLA - LLA, HLA =+ LLA

8. GGA » LGA, HHA - LHA

3. GBGA -~ GLA, HHA - HLA

10. GGA -~ LLA, HHA - LLA

11. GHA - LLA, HGA = LLA

12. A A=A

Como a Unica regra de prova de T-Kt € N, convém lembrar que no item
d) ii) da definicdo 0.7 (consequéncia sintdtica) o (nico valor gue o simbolo

'§' pode tomar e °'L’.

As propriedades I.1.1 (Teorema da Deducdo) e I1.1.2 também valem pa-

ra T-Kt. As provas sao as mesmas, com as modificacOes dbvias.

VII.1.1. Se T}A, entdo LI'}-LA (onde LI = {LB: B € I'}).

PROVA. Prova-se do mesmo modo que em I.1.2.

Tendo entdoc uma idéia do gue € o calculo T-Kt, procederemos como
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nos calculos estudados anteriormente, apresentando para T-Kt uma semantica de

valoracoes e procurando provar CoOrrecao e completude.

VII.2. VALORACOES PARA T-Kt

s

VII.2.1. DEFINICAO. v € uma Al,...,ﬁn-valoracéb (para T-Kt) se A ,...,A
n

uma sequéncia normal (v. 0.9) e:
1) n =1¢e v & uma semi-valoracao;

2) n > 1, v € uma ApsenasA l-valoragéo e:

A) se, para algumm < n, A = ?ﬂm ... (como em Kt; v. 1.2.1);

B) se, para algumm <n, A = LA,
n m

1) se v[An] = 0, entaoc existe uma Al,...,ﬁn l-valoragéo V' tal que

v'(ﬁm] = 0 e viL,n-1)v';1?
II) se v(A ) = 1, entac v(A ) = v(GA ) = v(HA ) = 1 e, para todo p,
n m m m

-valo
1 —

todo o, g < p <ntaisque A =LA e v(A_ ) = 0, existe uma A_,...,A
P g P B n

racédo v tal que v (A ) =0, v (A) =1 e v(L,n-1)v
p p g pm p

Valoragbes para T-Kt sdoc obtidas através da definigdo geral (0.11).

VII.2.2. DEFINICAO. Seja v uma Al,...,An l—valoracéo e Al,...,An uma sequen-

cia normal. Dizemos que v' & a extensao canonica de v a Al,...,An se:

< Z#VA , A # S LA P
A) ou, para todo m n, An Am N LAm e v 2

v' € uma funcao de FDRL2 em

@

< =V =
B) ou, para algum m n, An Am ou An FAm
{0,1} tal que, para toda formula F,

1) se An n3oc 6 subformula de F, entao v'(F) = v(F);

19 vy, definigdo 0.17.
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2) se An € subformula de F, entao:

a) para F = Hn'
1) se An = VAm, p'(F) = 0 sse existe uma Al,...,ﬂn_l—valoragéo v
tal que E[Am] =0e, para V = G, v(n-1)v; para V = H, v(n-1)v:
ITI) se A =LA, v'(F) = 0 sse (A ) = 0 ou v(VA ) = 0 ou existe
n m m m
uma Al,...,An_l—ualoragao v tal que U{Am] =0 e viL,n-1)v;
b) para F = =F', v'(F) =1 sse v'(F'] = 0;
c) para F = F' = F”, v'(F) = 1 sse v'(F'}) = 0 ou v'(F") 1;
d) para F = VF' ou F = LF', v'(F) = v(F).
Prova-se como em Kt (v. I.2.3) que as extensoes canOnicas sdo semi-

-valoracoes.

VII.2.3. DEFINICAO. Seja v uma Al,...,an-valuragéo. Para 1

que:
a) v e V-A_, .,Ak—normal ves (como em Kt - v. [.2.4);
b) v € L »Al,...,AhunormaZ se para todo p, todo g, g < p £
LA e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragdo v_ tal que
q P 1 N p
viL,Kk)V ;
D
cl v é LI—AI,...,AK—normal se para todo p, toda g, g < p £

LA ev(A) =1, v(A) = v(VA ) = 1.
q P q q

VII.2.4.LEMA. Seja Al,..

cho e v' a extensdo candnica de v a Alseeesh

H-, L -2 L. =A_,+..,A -normal. Nesse caso, v’
0 15 A A=

PROVA. Por I.2.3 e por construgao, ©v' € uma Alrenesh

var gque e Hl,....An—valDragéo, temos tres casos:

oA uma sequéncia normal, v uma AL

Suponhamos ainda que v &

= k £n, dizemaos

k tais que A =
p

v (A) =0 e
P Qg

k tais que A =
& p

se v -valora-
n-1

G_l

& uma Al,...,An—ualoracéo.

1-va10rac§o. Para pro
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1- Para todo m < n, A # VA # . iata g =
o s A e e An LAm Imediatamente, »' € uma Al,...,An

—valoracéo.
2- Para algum m < n, A = Vﬁm. Prova-se como em Kt (v. I.2.5) que »' & uma

A ,...,A -valoracao.
1 n

3- Para algum m < n, A = LA .
n m

1) v'[ﬂn] = 0. Por 2.2, temos trés possibilidades:

g L g -
v = 0. b VFE 2veny s - o e
a) v(A ) Obviamente vf= E{Al An-l}v,l] pois v & L -A, ;

A 1-normal. Por 0.17, v(L,n-1)v, e, por construcado de »', v(L,n-1)v'. Entdo

V' & uma Al,...,An—Valoragéa.

b) v[VAm) = 0. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.) Por 2.3 existe

uma Al,...,ﬁn_l—ualuragao vn tal que bniﬂm] =0 e U[nhﬂlvn. Entao vnF=€[{Al,
[= s L - - B -
""An—l}v,l]' Seja A E E[{Al,...,ﬁn_l}leJ. Entac v(LA) = 1, e, como v eL,-

~A1,...,F\n ,-normal, v(GA) = 1. Portanto, A E E[{Al....,.- 1@ ), e E({Al,

L, A=ty At
L G 2 . L
...An_l}v,lJ = 5{{Al,...,An_l}v,1]. Logo, n%:L[{hl"°"An—l}U,l]' Por 0.17,

U[L,n-ﬂlvn. Por construcdo de v', v'[L,n-1]vn. Portanto, existe uma A ,...,

A ~-valoracao v tal que v (A ) = 0 e v'(L,n-1)v . Por 2.1, V' & uma A_,
n-1 n n m n 1

..,An-valoracéo.

c) -ha uma Al,...,An l-valoragéo v tal que Elﬁml =0 e viL,n-1)p. Ob-

viamente v'[L,n—1]5'e, portanto, v’ & uma Hl,...,ﬂn-valoragéo.

II) v'(A) = 1. De 2.2, v(A ) = v(VA ) = 1. Logo, v'(A ) = »'(VA ) = 1. Su
n m m m m =

ponhamos que existe p, existe g, g < p < n tais que Ap = LAq e v'[Ap] = 0.
Entao v[HpJ - 0e, coma v € L,=A sewesA _ -Normal, existe uma AlseansA -va

13

loracac Up tal que Up[Aq] 0 e va,n-1]Up. Prova-se facilmente, a maneira
de I.2.5, que vp[Am} =1e u'[L,n—1va. Por 2.1, portanto, »' € uma Alseees

Hn—valoragéa.



VII.2.5. LEMA. Seja v uma Al,...,ﬂnhvaloragéo. Entdo v € G-, H-, L - e L_-
0 1
-A ,...,A -normal.
1 n
PROVA. Por induc@o em n. Para n = 1 a propriedade € trivial. Sejan > 1. Se

gue-se do lema 2.4 e da hipOtese de inducao que (1) as extenstes candSnicas

das Al,...,An 1—valoragoes a Al,...,ﬂn sao Al,...,An—valoragoes.

Prova-se que v € G- e H-A ,...,A -normal como em Kt (v. I.2.6). Pro
vemos entao que v e Lo_ e Ll—Al,...,An—nDrmal. examinando os casos. Se, para
todo m < n, An # LAm, a prova € imediata. Suponhamos entdo An = LAm, para al
gum m < n. H& duas possibilidades:

1) v[An] = 0. Temos:

L _ L
1) E[{Al,....An}vlll = e[{Al....,An_l}v,ll.

Como 9 B L =R ;awsh -normal,
R ¢ (g% |

2) para todo p, todo g, g < p < n tais gue AD = LAq e U[Ap} = 0, existe uma

A ,ee.,A _-valoragao v tal que v (A ) =0 e v(L,n-1)v .
1 n-1 p Rl P

Para cada p, seja EE a extensao candnica de UD a Al,....An. Entao:
3) D (A) =0 e viL,n-1)v_.
p g P

De 1) e 3),

4) v(L,n)v_.
p

Assim, de (1), 2), 3) e 4]},
5) para todo p, todo g, g < p < n tais que Aj = Lﬂq e v[AD] = 0, existe uma
A ,...,A -valoracdo v tal que v (A ) = 0 e v(L,n)v .
- n p P g 8]

Por outro lado, como len] = 0, temos, de 2.1,

i sy - a : 5 1 A -0 ,N- )
6) existe uma Al, An valoracaao v, tal que Jn[ m) e viL,n 1Jun

Seja 56 a extensdo canonica de Vo8 Al Al. Entao:

7) 5 (A) =0e »(L,n-1)7 ,
n m n
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De 1) e 7)

8) v(L,n)v .
n
Assim, de (1), 5), 6), 7) e 8), v & LU—Al,...,Annnormal.

Uma vez que v[An] = 0, segue-se imediatamente, do fato de que v €

. — -nor BB e Lol suul- ;
L1 Rl, ’An—l ormal, que v L1 X o normal

I1) UEHH} = 1. De 2.1, temos:
9) para todo p, todo g, g < p £ n tais que AD - Lﬁq e viﬂp] = 0, existe uma

A.,..u,A -valoracao v tal que v (A) =0, v (A) =1 e viL,n-1)v_.
1 n-1 P P g pm p

Para cada p, seja Eﬁ a extensdo canonica de vp 8 AlsieasA . Entao:

10) P (A) =0, v (A) =1eviL,n-1)v .
p g p o m p

De 10) e 0.17,
11) v(L,n)v_.
p

Assim, de (¥), 9), 10) e 11), v € LnaAl,....An—normal.

Por outro lado, v € L -A_,...,A _-normal, i.e.,
101 n-1
12) para todo p, todo g, g < p < n tais qgue QD = LAq e v[AD} =1, v[Aq] =
U[vf'\ } = 1-
q
E, como D[AnJ = 1, temos:

13) v(A ) = v(VA ) = 1.
m m

De 12) e 13), portanto, v & LlHAl,...,An-nDrmal.

0 corolario do lema 2.5 (que corresponde a I.2.7) € enunciado e pro

vado do mesmo modo que em Kt (v. 1.2.7).

VII.2.6. TEDREMA. v & uma Al,...,An—valoracéo sse: 1) Al,...,An € uma sequéﬁ

cia normal; 2) v & uma semi-valoracao e 3) v € G-, H- Ln_ e Ll—Al,...,An—nUE



72

mal.
PROVA. Apesar de estarmos agora trabalhando com L2, com um operador a mais,
a prova deste teorema nao oferece dificuldades, e faz-se do mesmo modo que

em Kt (v. I.2.8].

3. CORRECAO

VII.3.1. LEMA. Seja v uma Al,...,An_ualDracéo; entao, para 1 £ i £ n, se A, &
i

um axioma de T-Kt, U[Ai] = 1.

PROVA. al se Ai € um axioma de Kt, prova-se como em Kt (v. I.3.1) gue v[Ai)

S
b) A, € de forma L(A > B) » (LA > LB). Se v(A,) = 0, entdo v(L(A > B)) =
v(LA) = 1, e v(LB) = 0. Por 2.6 existe uma ﬁl,...,ﬂnﬁvaloracéo v' tal que

v'(B) = 0 e v(L,n)v’'. Como A, A>BE el{A,...,A }5 ], v"(A+>B) = v'(A) =

1

1. Nao € possivel, portanto, v'(B) = 0. Segue-se que U[Ai] =
c) Ai € de forma LA + A. Se v(LA) = 1, por 2.6 v(A) = 1. Entao v[Ai] = 1.

d) Ai € de forma LA - VA. Se v(LA) = 1, por 2.8 v(VA) = 1. Entéo v[Ai] - 1.

VII.3.2. TEOREMA. Se F & um axioma de T-Kt € v & uma valoracao, v(F) = 1.

PROVA. Segue imediatamente de 3.1.

VII.3.3. LEMA. Para todo n, todo i, 1 £ i £ n, se v & uma Hl,...,ﬂn~valora—
cao e P—Ai, entao v(A) = 1.

PROVA. Por inducao no ndmero r de linhas de uma prova de Ai em T-Kt.

Al ser =1, Ai € um axioma e a propriedade segue de 3.1.

B) ser >1, ou Ai € um axioma, e a propriedade segue de 3.1, 0Ou:

al Ai foi obtido por MP a partir de B e B ~» Ai. Prova-se exatamente como
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em Kt (v. I.3.3).

b) Ai - LAj e foi obtido de Aj poer M. Ora, para toda sequéncia normal ¢ on

de ocorre A,, Aj ocorre também; logo, pela hipGtese de inducdo, para toda
o-valoracao v, v(Aj] = 1. Segue-se de 2.6 gue, para toda O-valoracao v,
v(A,) = 1.

L

VII.3.4. COROLARID. Se }aF, entao, para toda valoracac v, v(F) = 1.

PROVA. Imediatamente, por 0.11 e 3.3.

VII.3.5. TEOREMA DE CORRECAQ. Se T'|-F, entdo FF=F.

PROVA. Como em I1.3.5, por indugado no ndmerc de linhas de uma deducdo de F a
partir de I'v A lnica diferenca € que, ao invés de termos RG e RH, como em Kt,
a Unica regra de prova de T-Kt € N. A demanstragéo do teorema, contudo, &

feita da mesma forma.

VIT.4. COMPLETUDE.

VII.4.1. LEMA. SeTHLF, entdo existe A F-saturado tal que e€(T'“) c A.
PROVA. Se T'HLF, entdo T“}LF e, por 1.1, e(I'")}/F. Por 0.15 hd um conjunto

A F-saturado tal que €(I'*) c A,

VII.4.2.LEMA.S2 A € F-saturado, e(AY) < A,

PROVA. Seja A € €(A%). Ent3o LA € A. Como |LA + A, AA, e A E A,

VITI.4,3. TEDREMA.Para todo conjunto A, toda formula F, toda sequéncia Al,...,
A_» toda fungao f, se A & um conjunto F-saturado, e Alsennsh € uma sequén-

cia normal, a fungado caracteristica f, de A, & uma Al,...,An—valDragéD.



PROVA. Faz-se como em I.4.3. O Unico caso em gue hd diferenca acontece guan-

do, para algumm < n, A = LA .
n m

I) f[An] = Ou TuBusy AnE A, e &}#Lﬁm. Por 4.1 existe A' Am-saturado tal que
e(A*) = A'. Seja f' a fungao caracteristica de A’. Pela hipGtese de inducao

b oaS S L L.
(v. I.4.3), fe f' sao Al,...,ﬁn_l—valoragopb. Ora, {Al""’Annl}f,1{: A';

P L L ) . ' - L
assim, EE{AI,...,Rn_l f,1] c el(A™) © A, Assim, f F=L[{Al"..,ﬂn—l}f,l]- Lo-

go, flL,n-1)f'. E, como A’ & Am-saturado, f'[Am) = 0. Entdo f & uma Alsenes

An-valoracéa.

II) f(A) = 1. I.e., f(LA) = 1. Entdo LA € 4. Como LA -+ A FLA_ >

1

GAm e F—Lﬂm > HA QF—Am, &}—Gﬂm € a}—HAm. Segue-se que fiAml = F(GA_)

f(HA ) = 1. Suponhamos entdo que existe p, existe g, g < p < n tais que Ap
m
LA e f[Ap] - 0. Prova-se facilmente, por um raciocinio andlogo ao caso I)

acima, que existe uma Al,...,ﬁn

-valoracao f tal gque f (A ) = 0, (A ) =1
N gao0. 5 uqu fpm

e f[L,n-1]fD. Por 2.1, f & uma Al,...,An—valoragéo.

0 teorema correspondente a I1.4.4 € enunciado e provado do mesmo mo-

do como em Kt (v. I.4.4).

VII.4.4. TEOREMA DE COMPLETUDE. Se T'|=F, entdo I'|-F.

PROVA. Como em I.4.5.



Capitulo VIII
0 CALCULO B-Kt

VIII.1. APRESENTACAD

B-Kt & uma extensdo modal de T-Kt e, como o nome indica, & obtido

juntando-se a T-Kt o esquema de axioma a seguir:

TZ5.

T76.

T77.

T78.

A18. -L-LA > A

B-Kt & extensao conservativa de B e de Kt. Alguns teoremas mais:

FHA -+ LMA,
FLA - LMA,
MLA -+ HFA,

MLA -+ GMA,

PGA =+ LMA

PLA = LMA

MLA -+ GPA

MLA -+ HMA

As propriedades I.1.1, I.1.2 e VII.1.1 tambem valem para B-Kt.

VIII.2. VALORACOES PARA B-Kt

VIII.2.1. DEFINICAO. (Al,...,An—valoracﬂo para B-Kt] Como em T-Kt (v. VII.

2.1), com a seguinte nova redagac para os itens

B) I) se v(A )
n

= 0, entdo existe uma Alrneeshl l—valﬂragéo ' tal que

v'[Am} =0, viL,n=1)v' & v'(L,n=-1)v;

II) se V(A )
n

= 1, entao U(ﬂm] = U(VAm] = 1 e para todo p, todo g, g< p



<ntais que A =LA e v(A ) = 0O, ist ' s aa = aca
q . 4 ( p] existe uma A An ,-valoragao vIj tal

v = = - 1 = [ _ 3
que p[Aq] o, vp[Am] 1. viL.n 1]0p e vp‘L.n 1)v.

VIII.2.2. DEFINICAO. (extensao canonica) Como em T-Kt (VII.2.2), com nova re
dacao para o item
a) II) se A =LA , v'(F) = 0 sse V(A ) = 0 ou (VA ) = 0 ou existe uma
n m m m

Hl,...,An_l—valoracéo v tal que Eiﬂm] = 0, viL,n-1)v e v(L,n-1)v.

Prova-se facilmente que as extensoes cancnicas sao semi-valoracgoes.

VIII.2.3. DEFINICAO. [Hl,...,Ak—normaZidade] Como em T-Kt (VII.2.3), com no-

va redacao para o item

c) v é LO-Al,...,A -normal se para todo p, todo g, g < p £ k tais que Ap =

K

LA e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragao v_ tal que v (A ) = O,
q p 1 K p b g

viL,k)v e v (L,k)v.
p p

"WVIII.Z.4. LEMA. Seja Al""’An uma sequéncia normal, v uma Al,...,An l—valo—

racdo e v' a extensdo candnica de v a A »-++»A . Suponhamos ainda que v e G-,

H-, L -e L -A_ ,...,A__-normal. Nesse caso, v' & uma A_,...,A_-valoracao.
0 11 n-1 1 n

PROVA. Por construcao, v' € uma Al,...,An ]-vdloragéo. Provamos que € ¥' uma

Al,...,A —_valoracao examinando os casos. A diferenca em relacao a T-Kt ocor-
n
re guando An = LAm, para algum m < n.
I) v%AnJ = 0. Por 2.2, temos trés possibilidades:
" - k: o - s -
a) U(Am] = D. va1amenteI)F—E{{hl,....ﬁndl}v,l], pois v e L Al,...,Anul

-normal. Por 0.17, v(L,n-1)v. Por construgao de »', v(L,n-1)v' e v'(L,n-1)v.

Entac v' € uma Al.....An-valoragéa.

b) p(VA ) = 0. Seja V = G. (Para V = H, analogamente.) Por 2.3 existe
m



~J

~J

A ,eeasA = 3 e v = a(n- 20 v k=
uma A - valoracao L tal gue rn{Am] 0 e vin 1]un_ Entao Lnk—g[{Al,

ce,A 18 c({A,..., HH . va-se ¢ a
n-1}v,1] e vFel{ : An—l}vp,l] Prova-se como em T-Kt (v. VII.2.4)

que v(L,n-1)v_. Seja A_ = LA, s <r <n, tal que v (A ) = 1. A Eel{Aa_,
n r s n'r s 1

L - e -
R . } J. Como v e uma A ,...,A -valoracao, e u . s i
n-1"v .1 n 1 il W | cao, ma A, ,Ar valara

1]

cdo e, por 2.1, v (HA ) = 1. Entdc A_ € e({A ,...,A " ), ev(A) = 1.
n 5 s 1 =]

n-1"v ,1
n
Portanto, UF=€[{A1,...,AH 1}; 1]. Entaa Un[L,n-1)u. Por construgao de ©v’',
ﬂ,
p'(L,n-1lv_ e v (L,n-1)v'. Assim, existe uma A_,...,A ~-valoracao v tal
n n 1 n=1 n

que v (A ) =0, v'(L,n-1)v_e v_(L,n-1)v'. Por 2.1, v' € uma A_,...,A -valo-
n m n n 1 n

racao.

c) ha uma Alsenesh l-valorag%o v tal que 5(Aml =0, vlL,n-1)v e
n-—
v(L,n-1)v. Obviamente »'(L,n-1)v e v(L,n=-1)v'. Logo, v’ € uma Al,...,An—valo—

racao.

II) v'(A ) = 1. De 2.2, v(A ) = v(VA ) = 1. Logo, v'(A ) = v'(VA ] = 1.
n m m m m
Suponhamos que existe p, existe g, g < p < n tais que Ap = LAq E v'[Ap) = 0.

Prova-se facilmente, a menira de 1.2.5, gue existe uma Al,...,A -valoragéao

v tal que v (A) =0, v (A) =1, v'(L,n-1v_ e v (L,n-1)v'. Por 2.1, v’ €
p pq p - m PP

uma Al,...,ﬂn—valoracéo.

VIII.2.5. LEMA. Seja v uma Al,...,An-valmragéo. Entéo v € G-, H-, L,- e L;-
—Hl,....An—normal.

PROVA. Prova-se que v & G- e H-Al,...,An-normal como em Kt (v. I.2.8). Prova
-se que v € L -A s«+s,A -normal como em T-Kt (v. VII.Z2.5). A prova de que Vv
& LG-AI,...,An-normal nao oferece dificuldades, e & feita através da mesma

argumentacao utilizada para provar gue as Al,...,An—valcragaes sao V-Alseee,

An—normais em Ks (v. IV.2.5).
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0 corolario do lema acima (que corresponde a I1.2.7)} € enunciado e

provado do mesmo modo que em Kt (v. I.2.7).

VIII.2.6. TEOREMA. © € uma Al,...,An—valoracéo sse: 1) Hl....,ﬁn € uma se-
quencia normal; 2) v € uma semi-valoracgdo e 3) v € G-, H-, L= e Li-A ,eer,
A -normal.

n

PROVA. Como em I.2.8, com as modificacgOes necessarias.

3. CORRECAO

VIII.3.1. LEMA. Seja v uma Al,...,Annvaloracéo: entdo, para 1 £ i £ n, se Ay
€ um axioma de B-Kt, U[Ai] = T

PROVA. al) se Hi € um axioma de T-Kt, prova-se como em T-Kt (v. VII.3.1) gue

(A.) = 1.
1

b) A, & de forma -L-LA -+ A. Se v(-L-LA) = 1, v(L-LA) = 0 e, por 2.5, existe
uma Al,...,Aﬂ—valoragéo ' tal que v'(=LA) = 0, viL,nlv" e v'(L,n)v. Entao

' (LA) = 1, e, & claro, v(A) = 1. Assim, U[Ail -

Os lemas e teoremas VII.3.2 a VII.3.5 aplicam-se imediatamente a

B-Kt, sem alteracoes (a nao ser ler-se "B-Kt” onde se 1& "T-Kt").

VIII.4. COMPLETUDE

A secao sobre a completude de B-Kt apresenta alteragdes com relacao
a T-Kt apenas no teorama correspondente a VII.4.3 (ou seja, na prova de que
a funcdo caracteristica de um conjunto F-saturado, para alguma F, & uma A_,

1

...Anuvaloracéo, para alguma sequéncia normal Al,...,AnJ. A prova de tal teo



rema e feita sem dificuldade, mas para tantc necessitamos do seguinte lema:

VIII.4.1. LEMA. Se A € um conjunto F-saturado, A' € F'-saturado, e(At] c A’

sse e(A'l) c A.

PROVA. Suponhamos que €(A%) = A'. Seja A E e(A'“). Entdo LA E A'; -LA E A'.

Como €(AY) cA', L-LA B A, e, assim, -L-LA € A. Como |--L-LA > A, A}A, e
A E A. Logo, €(A't) cA.

Suponhamos agora que £(A'") ©A. A prova € andloga.

Demonstrado este lema, a prova do teorema correspondente a VII.4.3

faz-se sem problemas, razao pela gual vamos omiti-la.

UNICAMP
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DECIDIBILIDADE



Capitulo IX
A DECIDIBILIDADE DE T-Kt

Neste capitulo mostraremos como, a partir das suas respectivas se-
manticas de valoragOes, obtemos métodos de decisdc para os cdlculos agui es-
tudados. Tomaremos T-Kt como exemplo, o gue nos permitira ver o comportamen-
to tanto de operadores modais como de operadores temporais. Aléem disso, T e
Kt sdo subsistemas de T-Kt, e um métodoc de decisao para os primeiros € ime-
diato se tivermos método de decisdo para o Ultimo. Quanto aos demais calcu-
los, modais e modais-temporais, o© método de decisdo & facilmente obtido do
mesmo modo como em T-Kt, fazendo-se necessarias apenas peguenas alteracoes

para adaptar o método a cada calculo.

Como dissemos ao inicio deste trabalho, o método de decisdo que a-

® Dada

qui mostraremos € feito através de tabelas de verdade generalizadas.2
uma formula A, € facil construir ume sequéncia normal finita Al,...,ﬁn onde
A € o Ultimo termo. Seja V[Al,...,An] a classe de todas as Al,...,An—valDra-
coes. Definiremos uma relagao de equivalenciz da seguinte forma: v = v' sse
para 1 £ i £ n, v[Ai] = v'{Ai]. Coma Al....,An € uma sequencia finita, € ob-
vio que V[Al,...,ﬂn)/é € finito. Assim, um método de decisaoc para T-Kt con-

sistird num procedimento que nos permita produzir, para toda |v| E Viﬂl,...,

A /=, a restricdo v de alguma v' € |v| ao conjunto {Al,....An}. Tal constru

20 g que se segue €& baseado em Loparic 1977, onde Andréa LoparicC apresen-
ta um método de decisdo para o calculo K de Kripke a partir de uma semantica
de valoracoes.
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cao, designada por T[Al,...,ﬂn], e chamada "tabela" para Al,...,An, decide
da validade de uma formula gualquer da sequéncia (e, consequentemente, da

propriedade de ser um tecrema). Em particular, da formula A.

Vejamos, através de um exemplo, como isto funcionaria. Seja A a fﬁE
mula L--B = GB. Vamos construir uma sequéncia normal Al,...,An onde A_ = A.
Primeiro, listamos todas as subformulas de A: B, -8B, --8, GB, L--B, L--B »
GB. Uma vez que ha na sequéncia uma formula de forma LF, & necessario, de
acordo com a definicdo 0.9, gue GF e HF a precedam. Ou seja, nossa sequencia

A »esssA  agora é: B, -B, --B, 6B, G--B, H--B, L--B, L--B -+ GB (onde n = 8).

0 procedimento que agui vamos mostrar consiste em construir a tabe-
la para A, - ou seja, T(A) - e depois estendé-la sucessivamente: T(A ,A),

...,T[Al,...,ﬂnl.

4 2 3 4 5 B 7 8
B -8 -—B GB G--8 H--B L--B L--B - GB
1] 1 0 1 1 1 1 1 1
2] ] 1 0 1 1 | g 1
3] 1 0 1 0 0 1 0 1
4) 0 1 0 0 0 1 ] 1
5] 1 8] 1 1 1 ] 0 1
6) 0 1 0] 1 1 J g 1
2] 1 0 1 0 0 0 O 1
8) d 1 0 0 0 0 0 1
9) 1 0 1 1 1 1 ] 1
Tlﬂl], T[AI,AZJ e T[Al'Az'A*j sao construldas da maneira normal,

i.e., como no calculo proposicional classica. Mas em T[Al""‘AuJ duas no-
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vas linhas foram acrescentadas. Vejamos como isso se explica. T(A ,A ,A )/=
1 2 3

tem obviamente apenas dois elementos: |vl| e |v21. Os elementos de |v_| e
1

|v2|, restritos a Hl,AE,AB sao representados na tabela pelas linhas 1 e 2.

Agora, como {AI.AZ,Aa}G = {Al,Az,Aa}” - ¢, temos, para i € {1,2},

. G o H
1) v (B) = 0, vlke{{Al,Az,Aa}vi_li e vif'-*E[{F\l,Az,Aa}vl’l]. Desta for-

ma sao satisfeitas as condigOes necessarias para a existéncia de v’ e v" em

A 1]
T(A ,«..sA ) tais que V' E Ivl

, V"B [v | ev'(A) =v"(A) = 0.
2 4 [N

II) vacuamente, para todo p, ftodo g, g < p < 4 tais que Ap = GAq e

= 0, ha j & {1,2} tal (A ) =0, v, (A) =1, F L
ui[AD] ha um j { } tal que UJ[ i+J I)~[.f’-'\:+ 1 UJF‘E[{Al Az

J

AJe Jev ke{a,ALA M ). (I.e., v(3)v..) Assim, ficam satisfeitas as
3V, 1 i 172" 3T, j

condicOes necessarias para a existéncia de v', V" em T[Al,...,Ah) tais que

v' € v |, v"€E |v | ev'(A) =D"(A) = 1.
2 L 4

1

Em vista de I e II, & plausivel que TEAl,...,A )/= tenha quatro ele
’ =l

mentos |vl seees |V sendo a restricac de cada um deles a Al,...,A“ repre-

sentada pelas linhas 1 - 4 da tabela.

Na construcao de T[Al,...,AS] naoc ocorre esse desdobramento de 1li-
nhas - o que jé era de se esperar, pois, se B+—+--8B, GB e G--B devem tomar

, 5 ; wl. . o
valores iguais. Vejamos, por exemplo, como nao e possivel G--B tomar o valor

0 na linha 1. Seja v B ]vl , cuja restricao a Alseeeshy € representada pela

. - B Q B
linha 1. Temos que {f\l,...,:‘\“} = ¢, E{Al,...,ﬂu}v L= {cB}. 1I.e., E{{Al,

,,_,ﬁu}i 1) = {B}. Caso ocorressz p(G--B) = 0, deveriamos ter Ui. i€ 11,
L

(a3 G } -
. e} EEl qle Ui[“-B] =0e J[4]bi 1 5 - UiF=E£{A1""’Ah}U_1J e entao

v;(B) = 1). Mas ui(-—B} =0e vi[B] = 1 nao e possivel. Logo, G--B nao pode
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tomar o valor 0 na linha 1.

Por outro lado, vemos que € possivel v(G--B) = 1, pois, vacuamente,
para todo p, todo g, gq<p <5 tais que ﬁp = GAq e UEAD] = 0, had um e 1,

«e,4} tal que v, (A) =0, v.(A)) =1 e vd)v..
j g j 3 J

Essa situacao repete-se na linha 2, onde mais uma vez G--B pode to-
mar apenas o valor 1. Nas linhas 3 e 4, ocorre o contrario: so € possivel
que G--B tome o valor 0. Assim, nao se verifica, em Tiﬂl,...,Asl, desdobra-

mento de linhas.

Por outro lado, em T[Al,...,A6] isto volta a ocorrer, e as razoes
sao analogas as apontadas na construgaoc de T(Al,...,A“J. 0 mesmo raciocinio

aplica-se a T[ﬁl,...,A?], mas agui houve apenas uma linha desdobrada (compa-

rar linhas 1 e 9). Para i € {2,...,8}, vemos gue vi[——a] = 0, ou vi[G——B]
= 0, ou v,(H--B) = 0 e, portanto, as condicoes necessarias para vi[A7] =1

i
nao podem ser satisfeitas - ao contrario das condicoes necessarias para

v.(A,) = 0. Nessas linhas, portanto, v.[(A,) = 0.
i 7 i
T[Rl,...,Aa] & construlda da maneira usual.

Uma vez indicado o funcicnamento do método de decisao atraves do

exemplo anterior, passemos a uma definigéa precisa de uma tabela para uma se

quéncia normal AlseeesA

IX.1. DEFINICAO. Seja Al,...,An uma sequéencia normal, e convencionemos desig

nar por oi (1 €£1i £ n) o segmento inicial até i de Al,...,ﬂn.zl Uma tabela

21 No restante deste capitulo, usaremos 0, para designar o segmento ini-



para A ,..e,A € uma funcao T[Gnl ce {Un} % Jlon} em {0,1}, onde:

1) 30 ) = {1,2}, Tl6,1(A,1) = 1 e Tlo 1A ,2) = 0;

2) seja Jlo__) = L . )

a) Se An € varidvel proposicional, entao J[Gn] = {1,...,2q} e:

: 6 @ . o o
i) para i < n, J € J[Un 1], T[Un]EAi,J} = I'lo [Ai,J],

ﬂ—l}

n

ii) para i <n, §' € J(0_ _ J e =g+ ', Tlo 1(A,,5) = Tlo | 1(A;,]);

=3 n-1
iii) para i = n, j E JEUn_ll, T[Gn][Ai,J] = 13
iv) para i = n, j' E J[Un_l] e j=9g+ 3, T[Gn][Ai,j] = 0;

bh) se A = -A

, Kk <n, Jlo]) = J(o ) e:
n k n

n-1

i) para i < n, x[Unl[Ai,j] = Tlo ][Hi.j]:

n-1

ii) para i = n, T(0_1(A..J) = Tlo _ 1(A ,3);

cl seA =A A, Kk<n,e<n, Jlo]) =Jlo ] e:
n K e n N--1

; ; ; - -
i) para i < n, T[Gn][Ai,J] ﬁ[On_li[Ai,J],

ii) para 1 = n, T[On][Ai,J] 1 sse T(On_lllﬂk,J] = 0 ou T[Un_l][Ae,J]

= < i B .
d) se Hn GAK’ k n, para cada j E J[On 1]

1) seja oalj,n-1) = {j' € Jlo__): Tlo

1][Ak’j'] - 0 e, para todo r,

1<r<n, seA =0CA_ e Plo_ 1(A,j) =1, entao Tlo_ 1(A_,j")
r s Bl n-1" s

= < 35 F = A L =
- 1, e para todo t, 1 £t < n, se At Hhu e T[On ll(ﬂt,J ) 1, en

tdo Tlo  _1(A ,j) = 1};
n=1 u

l][Pxp,jl: 0,

I1I) para todo p, todo g, g < p < n tais gue AD = Gﬂq € T[on

seja B(p,j,n-1) = {j' € Jlo__): Tlo, llLAq.j ) =0, Tlo__ 1(A.] )

cial até i, 1<is$m, de uma sequéncia normal A ,...,A qualquer.
1]
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i)

iz)

iii)

iv)

V)

5e

1)

I1)
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=1, e, para todor, 1 r<n, se A =GA_ e Tlo 1A _,3) =1, en
i 5 nss T p b
tao T[qﬁnlliﬂs,j'] = 1; e, para toda t, 1 £t < n, se A, = HA e

T[on_llmt,J ) = 1, entao T[on_llmu,j} = 1};

Seja {31,...,Jm} = J(o__,) tal que:
. < % ' < ",
1) Jm, Jm" se m m"” ;
; ; ¢ . 3 P
2) 3., € {31,...,Jm} se alj_,,n-1) # ¢ e, para todo p < n,

B[p,jm,.n-ﬂ] z ¢,

]

Entao J[On} {1,.04.0,2..,0 + m}, e:

A

para i < n, j £ q, TIGH][Ai,J] = T[On_I][Ai,J];

para 1 < n, jJ

n

q+m', T[Unliﬁi,J] = f[On_ll[Ai,Jm,};
13

para i = n, j tel que alj,n-1) = ¢, T[Gn]iAi,j] =

H

para i n, j tal que al(j,n-1) ¢ e, para algum p<n,
Blp,j,n-1) = 9, T[Un][ﬂi,J] = J;
para i = n, j tel que a(j,n-1) # ¢ e, para cada p < n, B(p,j,n-1)

# ¢, caso em que, para algum m' E {1,.0..m}, J = jm' ou j =g ; m’,

1) se j = 3o entao T[Un][Ai,JJ = 1

2) se j =g + m', entlo T[UnltAi,j] = 0;
o < 3

An = HAK, k n, para cada j E Jignhll

. . (s . 1y
seja y(j,n-1) = {j' € J[On_l]. T[Un-l][AK’J J 0 e, para todo r,

< p < = il o= 1, £5 Tlo AL
1 £<r <n, se Ar HAS e T[Unwlltﬂr'J] entao [ o 1][ g d ]

= < = 3 7! -
= 1e, para todo t, 1 £t < n, se At GAU e T[On_l][ﬂt.J ) 1;

entao T[Un_ll[ﬂu.jl =1};

, tod ) p < n tais que A_ = HA e Tlo. _1(A_,3)
para todo p odo g, g < p n ta g 0 1 q . . J

= 0, &8ja §lp;J,n-1) = {j" € J[On ): T{Unulj[ﬂq’j ) = 0,

-1

N ] o i:"‘ =
T[on-lllﬂk'J )] =1 e, para todo r, 1 r < n, se Ar HAS e

= - 5 v ,9') = 1; e, para todo t, 1 £ t
T[on_l][Ar,J] = 1, entao T[OH_I]EFS,J ) p



<n, seA_=G6GA eTlo _1(A,,j') = 1, entao T[o
u n-1 n

t 1 JA LI = 1)

III Sej ] lnu,l H
] Seja {31, Jm} = Jlo_ ) tal que
i) jm’ < jm" se m' < m";
2) 3., € {j1""’jm} se Y(J_,.n-1) # ¢ e, para todo p < n,

8(p,j,n=1) = ¢.
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Entao J(o )
n

A

; v 4 o L) L T oy
i) para i < n, j s J[Un][ﬁi,JJ T[bnql][ﬁi'J]'

. . . . _— ) )
ii) para i <n, j =g + m', [Gn][Ai,J] T[Gn 1]LA1,Jm,],

iii) para i

1]

n, j tal que y(j,n-1) = ¢, TIGHI[Ai,j] = 13

iv) para i n, j tal que y(j,n-1) # ¢ e, para algum p < n,

8(p,3,n-1) = ¢, Tl0_1(A,]) = O;

v) para i = n, j tal que y(j,n-1) # ¢ e, para cada p < n, §(p,j,n-1)

# ¢, caso em que, para algum m’ € {1,...,m}, j = jtoud=qg+m,

1) se j = jm" entao T[Un]tﬁi,jl = 1;
2) se j =g + m', entdo T[on][ﬂ\i,j] = 0O;
f) se An = LAK’ k < n, pela definic3o de sequéncie normal temos e < n,

f < n tais quei\e :GAkraAf = HAK' Para cada j E J[Gn_ll

I) seja 0(j,n-1) = {j' € J(Un 1]: T[Or1

1][Ak,j’} = 0 e, para todo r,

1£r<n,seA =LA e Tlo
r s n

= 1};

_l][Ar,j] = 1, entao T[On‘I]EAS,j']

II) para todo p, todo g, < <n tais gue A = LA e Tla 1(A ,3)
p p 9, 9 < p que A q s ) PAgad
= 3 P Ao o L # 1)
= 0, seja tlp,j,n-1) {j' € J[OH_IE. T(On_l][ﬁq,j ) 0,

cy _ ; : < - -
T[Gn_l][AK,J ] =1 e, para todo r, 1 r <n, se Ar LAs e

-

T[Un_l][Ar,j] = 1, entao T[on_ll[ﬁs.j ] = 113

II1I) Seja {jl""'jm} C:J[Un_ll tal que:

2 < .1 ¥ < ll;
1) 3o Jon € M m
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2) 3. € {jl,...,jm} se 8(j,n-1) # ¢ e, para todo p < n,

c[p,jm,.n-ﬂl ¢ e T[Gnnlliﬂk.jm,l = T[On_l][ﬂe,jm,] "

T[on_lltaf,jm,l = 1.

Entao jEOnJ 455 salaisn 8 # ME, 88

1A

i i <n, j g .33 = 253X
i) para i <n, j £qg IUn][Al J) : T[Gn_lliﬂl 33
TN ] . < L] o 1] - L il -
ii) para i < n, Jj g+ m', T[Gn][Ai,J] T[Un_l][Ai,J].
iii) para 1 = n, J tal que 8(j,n-1) = ¢, T[On][ﬁi,j] = 1;
iv) para i = n, j tal que 6(j,n-1) # ¢ e, para algum p < n,
;[p:_]:ﬂ‘-‘}l] = ¢: T[Gn][Ai:}J = U;
v) para i = n, j tal que 6(j,n-1) # ¢, para todo p < n, C(p,j,n-1) # ¢,

T(Un 1][AK’J] = 0 ou TIOnﬂl]LAe’J] = 0 ou T[On

IJ[AF,J] =0,
Tion][Ai,J] = 0;

vi) para i = n, j tal que 8(j,n-1) # ¢, para todo p < n, Z(p,j,n-1) = ¢,
T[Oﬂ—ll[ﬁk"]] = T[on_ll[ﬁea.]} = Tlon—l][Af"‘j] = 'l, Casg em que’ pa_

ra algumm’ € {1,...,m}, j = jm, ou j =g+ m',

1) se j

1]

j s enteo J[On][Ai,j] = 13

2) se j =g+ m', entao T[On][Ai,j] = 10
Resta agora provar que as tabelas de valoracGes sao um procedimento

de decisdo para T-Kt, isto €, que T-Kt € decidivel através de tais tabelas.

IX.2. LEMA. Seja Al,...,ﬂm uma sequéncia normal. Para todo j E J[Uk]’ 1 £k

€ m, existe j* E J[Um] tal que, para todo i, 1 £ 1 £ K, T[Uhltﬂi.j} =
s %

T[cm][Ai,J i

PROVA. Prova-se facilmente por inducgado em m - k, baseada nas condicgoes i) e

ii) de a) - f) da definigao 1.
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A

IX.3. LEMA. Seja Al,...,An uma sequéncia normal, Para 1 £ i € n, se A. = LA

1 k
5 Fl tod j J(o N 1 s £ m . =
entao, para todo j E J( n] se T[on][Ai,J] 1, entaoc i[On][ﬂk,J] = T[on][Ae,

¥ = T[Gn][ﬂf,J] = 1, onde Ae = GAK e Af = HAK'

PROVA. Por inducdo em n.
1 n = 1, Trivialmente.

m

i 5 s - -
g n, se ;[on_l][ﬂi.J] T entao

v

|FA

2) n > 1. Hipotese de indugdo: para 1

T[Gn-leAK'j} = T[On_ll[ﬂe,j] = T[On

1][AF,J] = 1.
Por construcao, para i < n, T[OH]EA4,j] = T[Cin 1][F\i,j]. Segue-se do
Lema 2 gue:
1 £ i< il = ao T ( iy = iy =
(1) para 1 £ 1 < n, se T[On][Ai,j] 1, entao z[on].HK,J] T[OH]EAB,J] =
TIOn]fH{.J] = 1.

Seja i = n, e suponhamos gue ﬂn = LAK e T[Un][ﬂn,JJ = 1.

I) Suponhamos gue T[Gn][Ak'j] = 0. Pela definicao 1, temos:
(a) i) 8(j,n=1) = ¢ ou ii) para todo p < n, L(p,j,n=-1) # ¢ (1.2.f.iv); ou

(b) i) 6(j,n-1) = ¢ ou ii) para algum p < n, Cip,j.n-1) = ¢, ou iii)

(o 1(A3) = Tlo._1(A_,3) = Tlo J(AL,3) = 1 (1.2.F.v).

(a) i) 8(j,n-1) = ¢. Logo, para toda j' € J(o ), se, para todo r, 1 ST

< n tal que A LA e Tlo_ 1(A_,3) =1, Tlo_ J(A ,3') =1, entao
r s n-1"'r A=t 8

1

Tlo 1(A ,j') = 1. Ora, para todo r, 1 £ r <n tal qgue A_ = LA e Tlo_]1(A)
n-1 K T s n

r
= 1, temos, por (7), gue T[Onl[ﬂs.j] = 1 e, portanto, que T[cn—l][As'j] = 1.

Logo, T[UH_IJ(AK,J] =1 - e e impossivel TIGH][AK.jl = 0.

ii) para todo p < n, ¢(p,j,n-1) # ¢. Se tivermos 6(j,n-1) = ¢, caimos em
i), o que, como vimos, ndo & possivel. Logo, 6(j,n-1) # ¢. Mas temos por hi-

potese que T[On][Ak’j] =0 - i.e., I[OH_l][Ak,J} = 0. Ora, se 8{(j,n-1) # ¢;

para todo p < n, ¢lp,j,n=1) # ¢ e T[On_l][Ak.j] = U, por 1.2.f.wv, temos

T[On][An,j) - 0 - o aue contraria a hipotese do lema.
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Assim, em (a), T[On 1][Ak’j] - T[Onl[ﬁk,jl = 1.

(b) i) 6(j,n-1) = ¢. Como em (a) i).
ii) para algum p < n, Z(p,j,n-1) = ¢. Temos que 6(j,n-1) # ¢ (caso con
trario caimos em (a) i)). Mas isto € suficiente, por 1.2.f.iv, para que te-
nhamos T[on]{An,j] = 0 - contrariando a hipotese do lema.

1949) T[Un 1](AK'J] = T[Un_lllﬁe,j] = T[On 1][Af’j1 = 1. Ora, entao

T[Un][AK‘j) = 1.
Assim, em (b), T{o_1(A ,i) = 1.
n K

De (a) e (b), portanto, se T[OH]EAH,J] =1, T[On][Ah‘j] gi Mis

II) Suponhamos gque T[On][Ae,jJ = 0., Temos entao:
(a) alj,n-1) # ¢ (1.2.d.1iii), ou
(b) i) alj,n-1) = ¢ ou ii) para algum p < n, B(p,j,n-1) = ¢ (1.2.d.v).
(a) alj,n=-1) # ¢. Mostraremos que essa suposicao implica 6(j,n-1) # ¢. Pe-
la definicao, se alj,n-1) # ¢, existe j' tal que T[Gn_I][Ak,j'] = 0 e, para

todor, 1 $r<n, se A =GA_ e Tlo 1(A ,3j) =1, entac Tlo_ _1(A_,j’) = 1.
r 5 n r n-1"""'s

=1

Suponhamos entdo que existe t, 1 £t < n tal gue At = LAU, u < t, e

= 4, inG 5 3 s GA , i B =
TEOn_ll[At,j] 1. Pela hipotese de indugao, T[on_l][ AU 3] 1 - e ent3o

Tlo ][Au,j'] = 1. Assim, existe j' tal que T[Un

A ,3') = 0 e, para todo
n-1 ]{kJJ P
1

-1

1. Ou seja,

t.y =t <n, se A, = LA e Tlo
u n

. ALY =1, Tlo,  1(A 3"

0(j,n=-1) # ¢.

Temos agora duas possibilidades. Suponhamos que, para algum p < n,
t(p,j,n-1) = ¢. Nesse caso, por 1.2.f.1iv, T{Un][ﬂn,j} = 0 - contrariando a
hipGtese do lema. Deveremos ter ent&o que, para todo p < n, g(p,j,n-1) # ¢.
Mas, como T[On_lliﬂe,j] = 0, por 1.2.f.v segue-se gue Tionl[An.j] =0 - nova
mente contrariando a hipotese do lema. Assim, ndo € passivel que 6(j,n-1) #¢

- e, portanto, que a(j,n-1) # ¢.
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(b) i) ali,n-1) = &. Por 1.2.d.1iii, Tlo 1(A_,j) = 1 - contrariando a hipG-
tese.

N3o & necessirio considerar (b) ii), pois, ou al(j,n-1) = ¢ ou entdo

alj,n-1) 2 ¢ e, nos dois casos, chegamos a uma contradicdo. Por conseguinte,

de (a) e (b), Tlo 1(A ,3) = 1.
n n

III) Suponhamos T[Onl(ﬂf,j] = 1. Analogamente a II), ndo € possivel fazer tal

suposicao.

IX.4. LEMA. Seja A ,...,A  uma sequéncia normal. Para toda valoracdo v ha um
j & J[Un} tal gque, para 1 £ i £ n u(Ai] = T[On][Ai,j].

PROVA. Seja v uma valoragaoc qualquer. Por definicdo (0.11) v € uma valoracao
para a sequencia Al""'An - i.e., v € uma Al,...,Anuvaloragém. A prova pro-
cede por inducdo em n.

1) Seja n = 1. Pela definicao 1, J{Gl] - 11,2}, H3 duas possibilidades:

I) U[Ai] = 0. Por 1.1, temos que T[OI][A1,2] = 0. H3 entdo um j = 2  tal
1 = v -
que T[On](Ai,J] [Ai]
I1) U[Ai] = 1. Por 1.1 temos que T[OI]LA1,1] = 1. Ha entdo um j = 1 tal

que T[Gnl[Ai,j} = v[Ai].

2) Sseja n > 1, e seja Jlo__ ) = {1,....9}.
Hipotese de indugao: para toda valoragao v existe j E Jlo_ ) tal que, pa

ra1<£i<n, v(A)) = Tlo 1A, 7).
1 n-1 1

0 gue diz a hipdtese de indugdo & gue, para toda valoracgdo U, ha u-
ma linha j da tabela até n-1 tal gque v e j coincidem até n-1. E preciso en-
tao pravar que coincidem na tabela até n, o gue faremos examinando a constru

cao da tabela ate n.

Por construgao, para i < n, T[Gn][ﬁi.j] = T[Un_l][ﬂi.j). Segue-se



do Lema Z que:

(1) Para toda valoragao v, ha um j € J[UnJ tal que, para 1 £ i <n, v(A.)
1

Tlo_ 1(A..J).

a) Seja An uma varidvel proposicional. Por 1.2.a, J(og ) = {1,...,2q}.
n

]

) U[An] = 0. Por (Y1), existe j E J[On] tal que, para 1 £ 1 < n, v(A.)
i

T{cn]{Ai,j]. Suponhamos que j € J(o_ ) - i.e., j € {1,...,9}. Por 1.2.a.i,

n-1

3 ! i < = i) ) i
ha j' E J[Gn] tal que, para i < n, v[ﬂi] T{On]EAi,jj. Por 1.2.a.iv, para

i=n, T{UnltAi,j) = 0. Logo, existe j' € J[OnJ tal que, para 1£1i£sn,

T[Un][Ai,j] = v[Ai]. Suponhamos agora que j = 0 + j Por 1.2:8.30;

1]

T[On][An,j] 0 - e portanto, existe j E J[Oj] tal que, para 1 £ i £ n, v(A.)
T i
= T[O ](A-sj]-
n i

IT) U[An] = 1. Prova-se analogamente.

. o % T
b) Seja An AK’ k n
1) vmnj = 0. Entao umk] = 1. Por (Y) ha um j € J[UnJ tal que ”mk] =
Tlo 1(A ,j). Por 1.2.b.1ii, pera i = n, Tlo_1(A ,j) # Tlo 1(A_,]). Como
n K n n n K

T[Gn][ﬂk.j] = T[on-lltﬂh’jj = 1, T{OH][Aﬂ.j} = 0.

11) U[An] = 1. Prova-se analogamente ao caso anterior.

c) Seja An = Ak 2 Ae, e <n, k <n.
1) vfﬂnl = 0. Entéo U[Ak] =1e U[Ag} = 0. Por (%) existe j E J[Un] tal
o poe 1 2 i) 1 - 1 =
que T[Un][AK'J] =1e T[Un][Ae,J} = 0., Por 1.2.c.i1, T{GH]EAH,J] = 0.

II) U[An] = 1. Prova-se analogamente ao caso anterior.

d) Seja Hn = GAk, k < n. Prova-se analogamente ao caso f) abaixo.
e) Seja An = HAk, k < n. Prova-se analogamente ao caso f) abaixo.
f) Seja An = LAK, k < n. Como Al""’An £ uma sequﬁncia normal, existe e < n,

1

Gﬁk e A, = HA .

> ;
F n tals gue Ae f K
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1) Seja v(AnJ = 0. Pela definicao, existe uma AlsenesA l-valoracéo v’ tal
M=

que v'[Ak] = 0 e v(L,n-1)v'. Por (1) existe j' E J[On] tal que, para i < n,

(78

T[On](Ai,jJ = v’[Ai]. Entao: T[On][A ,j') =D e, para todor, 1 £€r <n tal

K

= LA = 1 & = T | = s e
que Ar . © v[Ar] 1z T[On][Ar,JJ 1 e l[on][ﬂS,J J 1. Por definicao,
6(j,n-1) # ¢. Verificando na definicao 1.2 os itens iv, v e vi de f), vemos
gue, gualquer o caso, ha sempre j* tal gue, para i < n, T[On][Ai,j] =

T[onltAi,j'] e, além disso, T[on]EAn,j*) = 0. Portanto, existe j € J(o ) tal

< i g - ;
gue, para 1 £1i £ n U[Ai) = T[On][Ai,J].

I1I) Seja U(An} = 1. Pela definigao de Al,...,ﬁn—valoracéo, U[Ak] = v[GAK]
= U[HAK] = 1 e, para todo p, todo g, g < p < n tais que Ap = LAq e v[AD) = 0,
existe uma A_,...,A -valoracao v_tal que v (A ) = 0, viL,n-1)v_e v (A )
1 n-1 p P q p Pk
= 1. Por (1), existe j E J[Un] tal que T[On][AK’J] = Z[Gn}[ﬂe'J]::T[OnltAf“ﬂ
= 1 e, para todo p, todo g, g < p < n tais que Ap = th e v[Ap] = 0, temos
T[Gn][Ap,j] - 0. Além disso, para todo t, 1 £t < n tal que A = LA, e
U[At] 5 1, T[Gn][At,j] = 1. Segue-se também de (Y1) que existe j' E J[Gn] tal
A( 2 £ L3 ] -\.a 21
que, para 1 £ 1 < n, vp[Ai] = T[Gn]{ﬁi,J ). Temos portanto gue T[Gn][Aq,J )
= 0, T[Un][Ak,j'] = 1 g, como U{L,n—iva, para todo t, 1 2 t < n tal que Ht
=LA e Tloc 1(A_,j) =1, Tlo 1(A ,j') = 1. Disso tudo segue-se que, para to-
u n t n u
dop <n, glp,j,n=-1) # ¢. Por 1.2.f.vi, temos que existe j E Jion] (j = jm’]

< i< = ;
tal que, para 1 £ 1 £ n, v[Ai] = T[Un][Ai,J].

IX.5. LEMA. Se A entdo, para toda sequéncia normal Al,...,An, onde A = Ai,
1<€1<£n, e para todo j E J[OnJ, T[Gnliﬂi,jl = 1.
PROVA. Procedemos por indugao no namerc r de linhas de uma prova de ﬂi em

T-Kt.

1) r = 1. Nesse caso, Ai & um axioma de T-Kt.
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al Seja Ai da forma A + (B -+ A). Suponhamos gue, para alguma j E J(o ),
n

T[on](Ai.j] = 0 Por 1.2.6.1L, T[on][A,j} = T[On][B,j]

1, e T[On][A,j] =0

- 0 gue nao & possivel. Logo, para toda j € J[On], TLGn][Ai,j} = 1.

b) Se Ai for da forma A2 ou A3, prova-se pelo mesmo raciocinio.

c) Seja Ai da forma L(A - B] = (LA = LBJ). Suponhamos que, para alguma j €

Jlg ), Tle 1lA.,J) = 0. Por 1.2.c.ii, Tlo J(LIA =+ B),j]
n n" i n

= T{Oﬂ]{LA,j] = 1: e

T[On][LB,j) = 0. Pela definicao 1 vemos gue, se T[Gn][LB,jJ = 0, entao

8(j,n-1) # ¢ - caso contrario, por 1.2.f.iii, T[On](LB,j] = 1. De 6(j,n-1)

# ¢ segue-se que existe j' E J[On] tal gue T[On

1<r<n, seA =LA eTlo 1(A_,j) = 1, entao Tlo
r g n-1- ' r

1]LEB,J' )

n-=1

= 0 e, para todo r,

]LAS,J ] = 1. Ora,

T[Or1 l][L[A + B),J) = T[On I]ELH,j) = 1 - logo, I[On 1][F’\ *B,J') =

T[On l][r‘\,j'] = 1. Mas temos que T[Gn l][B,j‘J = 0, o que, pela condicaa 1.2.

c.ii, nao & possivel. Portanto, para toda j E J[On], T[Un1[Ai,j] = 1.

d) Seja Ai da forma G(A - B) -~ (GA - GB) ou H(A - B) » (HA - HBJ). Prova-

-se analogamente a c).

e) Seja Ai da forma -G-HA - A. Suponhamos que, para alguma j E J[Gn],

T[On][Hi,j] = 0. Entao T[Un](—G—HA,J] = 1 & f[On][A,J]

1]

T[On][G-HA,j]

..( < s . T ]
e, para todo t, 1 s t n, se At HAU e f[Un—l][AL'J )

1. Ora, Tlo_  _1(HA,j') = 1, e temos entao Tlo 1(A,3) = TTa_1(A,3) = 1
n-1 Nn=-1 n

contrariando a suposicgdo inicial de que T[Gn][A,jj = [

J{on]. T[Gn][Ai,g) = 1.

0, ou seja,

0. Segue-se gue czxiste j' E J[On} tal gue T[On l](—HA,j'] =0

n

=1, Pla. _1(A ,])
n=1 u

Logo, para toda j E

f) Seja A, da forma -H-GA - A. Analogamente a e), prova-se que para toda
€

je J[On], T[On][Ai,jJ £ 1

g) Seja A, da forma LA > A, Pelo Lema 3, se T[G‘][LA.j] =1, T[cn][A,j] =
i

1

A

1. Logo, para toda j E JEOn], T[Onl[ﬁi,J] = T
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h)l Seja Ai da forma LA > GA ou LA =+ HA. Prova-se analogamente ao caso an-

terior.

2) r > 1. Se Ai € um axioma, a propriedade j& foi provada em 1).
a) A, foi obtido por MP a partir de B e B ~ A,. Temos entdo que |-B e

8 + A,. Tomemos uma sequéncia normal A_,...,A_  , k 2 0, onde A =
i 1 n+k n+k

B > Ai. € claro que B ocorre nessa sequéncia. Como F—B e }"B =% Ai, temos,

pela hipGtese de inducaoc gue, para toda j* E o s T[on J B Ai,j*) =
+

+

chn;K][B,j‘] = 1. Nesse caso, € necessario que, para toda j* € J(o ),

n+k

T[Un+h3[Ai’J ) = 1. Ora, pelo Lema 2, se, para alguma J E J[Gn], T[Un][Ai,j]

- 0, entao, para algum j* € J(o ), T[Un K](F\i,j] = 0. Logo, segue-se que,
+

n;k
para toda j € J[On], T{Gn][ﬂi,J] = 1.

b) Ai = LAK e foil obtido por N a partir de A Temos que F-AK e, pela hi-

L
potese de indugao, para toda j E Jtcn], T[Un]{ﬁk,jj = 1. Mas entao, por 1.2.

f.I, para toda j E J(Gn], 8(j,n-1) = ¢. Logo, T[On][ﬂi,j] =1, por 1.2.f.1iii.

IX.6. TEDREMA. P—A sse para toda sequéncia normal Al....,An, onde A = Ai,

1 <€41£n, e para toda j E J{Gn] T[On][Ai,j] = 1.

PROVA. A) Suponhamos que |A. A prova € imediata, pelo Lema 5.

B) Suponhamos que para toda sequéncia normal AlseeesA s onde A = A, 1 <14
£ n, e para toda j € J[On], T[Gnl[Ai,j] = 1. Suponhamos ﬁue FJAi. Entao F#Ai;
logo, existe uma valoracao v tal gue U[Ai] = 0, Pelo Lema 4, existe j E J[on]

tal que T[On][Ai,j] - 0 - contradizendo a hipotese. Logo, }=Ai.

Assim, T-Kt & decidfvel pelas tabelas de valoragbes. Para outros cal
culos, temporais e modais-temporals, O método € o mesmo, sendo suficientes

pequenas alteracoes. Note-se que & definicao da tabela T[Al""‘An} € estri-
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tamente baseada, ou reflete, a definicao de Al,...,An-valcracém. Dispondo-se
entdo de uma definicao tal, um procedimento de decisdo por tabelas € facil-

mente obtido.



PARTE IV

CONSIDERACOES FINAIS



Cap{tulo X
PROBLEMAS ABERTOS

0 objetivo a que nos haviamos proposto era o de construir seménti
cas de valoracgoes para os diversos cdlculos temporais e modais-temporais. Co
mo se pode ver nos capitulos anteriores, isto foi conseguido para um bom na-
mero de sistemas: construimos a semantica, provemos corregao, completude =
mostramos como obter um método de decisdo. No entanto, hd alguns cdlculos pa
ra os quais isto ndo foi possivel. Sdo eles Ktt, K1, Kd, Kc, Kc2 (estes bem
conhecidos - v., e.g., Landim 1874, Prior 1867), S54-Kt, 55-Kt e suas varias

extensoes (S4-K1, S5-Kd, S5-Kec3, etc.).

Idealizamos para alguns destes cdlculos definigtes de A;,...,ﬁn—vam
loracoes que parecem ser bastante "naturais” e "satisfatorias”: o problema
reside em ndo se conseguir provar gue as Al,....An-valoragﬁes assim defini-
das sao Al,...,AnnnDrmais (i.e., o lema correspondente a 1.2.8). Vamos apre-

senta-los aqui, juntamente com as definigOes de ﬁl,...,ﬁn—valoracﬁes sugeri-

das.

X.1. 0 CALCULO Ktt

Ktt, jé tivemos ocasido de mencionar, seria a "ldgica do tempo tran
sitivo”. Sua linguagem & L1, e obtemos uma base axiomatica para ele acrescen

tando aos postulados de Kt o seguinte esquema de axioma:



A12, GA - GGA

X.1.1. DEFINICAD. Seja Al,...,ﬂn uma sequéncia normal, e f, f' funcbes de

B =]
FUNL1 em {0,1}. Para 1

WA

k £ n, dizemos gue:

» ' ' 14 A 1 A
fULK)If' sse f %=€[{Al,....Rka,lJ U {Hl""’ﬂhrf,l @ JF=E[{A1,

Ju {Al,

H H
---,n’qk}f' -uchk}f,'lu

X.1.2. DEFINICAC. v € uma Al,...,An—”alopagﬁo (para Ktt) se Al,...,An € uma

sequéncia normal e:
17 n =1 e v & uma semi-valoracao;
2) n>1, v e uma Al,...,An_lhvaloragéo e, se para algum m < n, An . Vﬂm,
I) se v[An] = 0, entao existe uma Al,...,An‘1~valurdgéo v' tal que U'IAm]
=0e, para V = G, v(l,n-1)v"; para V = H, v'l,n-1)v;
1) se v[An] - 1, entao para todo p, todc g, g < p < n tais que Ap g VAq

e v(A ) = 0, existe uma A_,...,A -valoragaoc v tal que v (A ) =0, v (A)
p 1 n-1 p p Qg pm

1 e, para V = G, U(ﬂ,n—1]vp; para V = H, vDiH,n-1)U.

X.2. 0 CALCULO K1

K1 € uma extensao de Ktt, e corresponderia a uma "logica do tempo
linear”. Uma base axiomdtica para o mesmo € obtida adicionando-se os esgue-
mas abaixo a Ktt:

A20. A = (GA = (HA = HGAJ)

A21. A ~» (HA - (GA - GHA))

X.2.1. DEFINICAD. Seja A ,...,An uma sequencia normal, e fs F' funces de
1

FDRL1 em {0,1}. Para 1 £ k £ n, dizemos que:
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1} [ (- a} o orhe G
FIY,KIf' sse FULK)F', F'F {Al,...,ﬂk}le e fF‘{Al,...,AK}f,’l.

X.2.2. DEFINICAC. [Al,...,An-vaZoracﬁo para K1) Como em Ktt, com a seguinte
alterac3do nos itens
I) ... para V = G, v(¥,n=-1)p'; para V = H, v'(¥,n-1)v;

IT1) ... para V = G, v[?,n—1]vp; para V = H, vp[?,n—1]v.

X.3. 0 CALCULDO S4-Kt

Obtemos S4-Kt adicionando a T-Kt o seguinte esquema:

A2Z2. LA = LLA

Para definir Al,...,An—ualoragaﬁs para S4-Kt, necessitamos de um ou
tro tipo de sequéncia que nac a sequéncia normal até agora utilizada, e que

definimos a seguir:

[Fa

X.3.1. DEFINICAO. ApreeeshAl € uma sequéncia supernormal se, para 1 £ i £ n,

a) se B & uma subformula de Ai entao existe J < 1 tal gue B = Aj;

b) se A; = LA, 1 £ k £ i, e existe Aj =VA, 123 sn, entdo i < j;

c) para 1 £ 1 £ j, se Ai = Aj entéo i = j.

X.3.2. DEFINICAD. Seja Al,...,An uma sequéncia supernormal e f, f' funcoes de

FOR,, em {0,1}. Para 1 £ k £ n, dizemos que:

a) f(I,k)f’ sse f’k=e[{Al,...,AK}?‘ll u {Al,...,ﬂh}},l e flet{A ...,
H Lo

Ak}f’,l] U {Al""’ﬂk}f',l'
o Fag 1] L

b) F(&,K)f" sse f F={Hl,...,ﬁh} e

M

X.3.3. DEFINICAD. v & uma Al,...,An-vazoracab (para S4-Kt) se A ,...,A
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uma sequéncia supernormal e:
1 n =1 e v & uma semi-valoragao;
2) n>1, v e uma Al,...,An l—valcragéa =1

Al se, para algum m < n, An = VAH,

I) se v[An] = 0, entao existe uma Al,...,An 1vvalurag§o ' tal gue
v’[Am] =0e, para V = G, v(Z,n-1)v'; para V = H, v'(Z,n-1]v;
1) se v(A ) =1, entao para tode p, tode g, g < p < n tais que Ap s
VA e v(A ) = 0 existe uma A_,...,A _-valoragac v_ tal que v_(A ) = O,
q p 1 n-1 p P q
v (A)=1¢e, para V = G, v(Z,n-1)v ; para V = H, v _(L,n-1]v;
pm p p
B) se, para algum m < n, An = LAm,
I) se v[An] = 0, entaoc existe uma Al,...,An l—valoracéo ' tal que
v'[Am] = 0evid,n-1)v';
II) se v[An] - 1, entao v[ﬂm] = 1 g para todo p, todo g, g < p <n

tais que A = LA e v(A ) = 0, existe uma A ,...,A -valoracaoc v tal aque
P q P 1 n-1 p

v (A)=0,v(A)=11ev(®n-1)v_.
p m B

X.4. 0O CALCULD S5-Kt

Obtemos S5-Kt adicionando a T-Kt o esquema abaixo:

A23. L-A - L-LA

X.4.1. DEFINICAC. [Al,...,ﬂn—valorﬂcao para S5-Kt) Como em S4-Kt, com a se-
guinte alteragao nos itens
B) I) ... e v'(¢,n=-1]v}

II) ... B vp[@,n—1]v.



102

X.5. OBSERVACOES FINAIS

Para cada um dos calculos acima apresentados, dispondo da definigao
de Al,...,An-valcracao, facilmente definimos valoragao, extensaoc candnica,

Al,...,ﬁn-normalidade, etc. Prova-se gue as extensoes canonicas assim defini
das sao semi-valoragoes, bem como o lema correspondente a 1.2.7. 0 que naao se
conseguiu, conforme dissemos, fol a prova do lema correspondente a 1.2.8. As
mais diversas tentativas foram feitas, sem sucesso. A questao pode resumir-
-se a uma técnica de prova invidvel, ou até mesmo a uma incapacidade de ver
0 Obvio. A idéia de que nao € possivel construir semanticas de valoragoes pa
- - . r -
ra alguns calculos nao nos parece muito plausivel, pois pode-se mostrar que

22

existe uma relacdo muito estreita entre valoragoes e modelos de Kripke.““ O-

ra, temos semanticas de Kripke para Ktt, K1 e Kd (v. Landim 1874), e € facil

2 - -
® Isso nos leva a crer gue a nao obtencao

construi-las para S4-Kt e S5-Kt.
de resultados nestes casos estd ligada apenas a dificuldades de natureza té&

nica.

Podemos notar caracteristicas comuns a estes calculos problematicos,

observando seus axiomas especificos. Senao vejamos:

Ktt: GA -+ GGA
S4-Kt: LA - LLA

S5-Kt: MA =+ LMA (equivalente a AZ3)

22 y, LopariS 1977 onde isto & feito para o cdlculo K.

23 p (Jnica alteracdo de monta que tém as semanticas de Kripke para calcu-
los modais-temporais & a existéncia de duas relacGes de acessibilidade. Para
ter uma idéia, v. Ishimoto & Watanabe 1874, onde sao apresentados modelos de
Kripke para calculos bi-modais.



Kl: A A GA A HA > HGA (equivalente a AZ0)
A A HA A GA » GHA (equivalente a AZ27)

Kd: GGA = GA

Kec2: GGA -+ HA

Kc: GGA += A

Note-se a estrutura bastante similar destas formulas. Isto sugere
que, se encontrarmos a solugao para um dos calculos, facilmente resolveremos

o problema de outros.

Curioso & que dispomos, para S5, de uma semantica de valoragoes. As
definigbes sdo as mesmas de Kc3, se entendermos 'V' como 'L'. Para 54, conty
do, o problema persiste. 0 fato de n3c se obter valoragoes para S5-Kt deve-

_se & existéncia de teoremas tipo LA - GLA e LA - HLA.

Ficam as questoes em aberto. € o gue nos propomos investigar em tra

halhos futuros,

. : 24
se a tanto [nos] ajudar ¢ engenho < arte..

2% cambes, Os Lustiadas, Canto Primeiro, 27 estrofe.



APENDICE

BASES AXIOMATICAS PARA 0S CALCULOS ABORDADOS NESTA DISSERTACAQ

I) ESQUEMAS DE AXICOMAS

Al. A-> (B~ A)

AZ. (A> (B> C))» ((A>B) » (A~>C)]
A3. (-B > -A) > ((-B » A) » B)
A4. G(A > B) » (GA » GB)

A5. H(A ~» B) - (HA -+ HB)

AB. -G-HA = A

A7. -H-GA * A

AB. G-A -+ —GA

AS. H-A - -HA

A10. GA > A

A11. OGA -+ HA

A12. GA - GGA

A13. =GA - G-A

A14. —HA - H-A

A15. L(A » B) - (LA » LB)

A1B. LA > A

A17. LA =+ GA

A18. LA = HA

A19. =L-LA > A

A20. A - (GA » (HA = HGAJ)
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A21. A = (HA = (GA - GHA))
A22. LA —» LLA

AZ23. L-A ~ L-LA

A24. GGA + GA

A25. GGA = HA

A26. GGA =+ A

A27. GA = (A = -H-GA)

A28. HA - (A + =G-HA)

II) REGRAS DE INFERENCIA

MP. A, A>DB/B

RG. A / GA
RH. A / HA
N. A/ LA

ITT) CALCULOS TEMPORAIS

Todos os calculos abordados nesta dissertacéo sao obtidos acrescen-
tando-se postulados ao Cdlculo Proposicional Clissico (P). Uma base axiomati-

ca para P consiste nos esguemas de axiomas A1, AZ e A3, e na regra MP.

TII) CALCULOS TEMPORAIS

Kt: P + A4, AS, AB, A7, RG e RH
Km: Kt + AB, AS

Kr: Kt + A10

Ks: Kt + A1

Kc3: P + A4, AB, A10, A11, A12, RG



K3:

Kd:

Ke:

KcZ:

Ktt:

Kl:

5S4

S5

B-Kt:

Kt

Kt

Kt

Kt

Kt

Kt

+ A13, A14
+ A24
+ A27, A28
+ A26
+ A25

+ A12

Ktt + A20, A21

IV)

V)

T-Kt: T

T

CALCULOS MODAIS

A15, N
A1B

A19

.CALCULOS MODAIS-TEMPORAIS

+ A4, A5, AG, A7, A17, A1B

Kt + A19

S4-Kt: T-Kt + AZ2

S5-Kt: T-Kt + A23
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