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Resumo

Esta Dissertacdo apresenta uma defini¢do de l6gica abstrata e caracteriza alguns siste-
mas légicos bastante conhecidos na literatura como casos particulares desta. Em especial,
mostramos que a légica de primeira ordem, l6gica de segunda ordem, 16gica com o opera-
dor Q; de Mostowski e a 16gica infinitéria IL,, ., sdo casos particulares de légicas abstratas.
Mais que isso, mostramos que tais l6gicas sdo regulares.

Na andlise de cada uma das légicas acima citadas, mostramos o comportamento das
mesmas com relacdo as propriedades de Lowenheim-Skolem e compacidade enumeréavel,
resultados estes centrais a teoria de modelos. Nossa andlise permite-nos constatar que,
dentre os quatro casos apresentados, o tinico que goza de ambas as propriedades é a l6gica
de primeira ordem; as demais falham em uma, na outra ou em ambas as propriedades.

Mostramos que isso ndo é mera coincidéncia, mas sim um resultado profundo, que es-
tabelece fronteiras bem delimitadas a 16gica de primeira ordem, conhecido como primeiro
teorema de Lindstrom: se uma légica é regular, ao menos tdo expressiva quanto a légica
de primeira ordem e satisfaz ambas as propriedades citadas, entdo esta é equivalente a
l6gica de primeira ordem. Realizamos uma prova cuidadosa do teorema, em que cada
ideia e cada estratégia de prova é estabelecida criteriosamente.

Com seu trabalho, Lindstrom inaugurou um novo e proficuo campo de estudo, a teoria
abstrata de modelos que estabelece, com relacdo a diversas combinagdes de propriedades
de sistemas l6gicos, uma estratificagdo entre logicas. Apresentamos um outro exemplo de
tal estratificacdo através de uma versdo modal do teorema de Lindstrom, versdo esta que
caracteriza a 16gica modal basica como maximal quanto a bissimilaridade e compacidade.

Encerramos esta Dissertacdo com algumas considerag¢des acerca da influéncia do pri-
meiro teorema de Lindstrom.
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Abstract

This thesis presents the definition of abstract logic and features some quite logical
systems presented in the literature as particular cases of this. In particular, we show
that first-order logic, second-order logic, the logic with Mostowski’s operator Q; and the
infinitary logic IL,, ., are specific systems of abstract logic. Moreover, we show that such
logics are regular.

In the analysis of each above mentioned logical systems we analyses his performance
with regard to the properties of compactness and Lowenheim-Skolem, results that have
important role in model theory. Our analysis allows us to conclude that among the four
cases, the only one who enjoys both properties is the first-order logic, and all others fail in
one, other or both properties.

We show that this is not mere coincidence, but rather a deep, well-defined boundaries
establishing the first-order logic, known as first Lindstrém’s theorem: a regular logic that
is at least as expressive as first-order logic and satisfies both properties mentioned, then
this is equivalent to first-order logic. We conducted a thorough proof of the theorem, in
which each idea and each proof strategy is carefully established.

With his work Lindstrom inaugurated a new and fruitful field of study, the abstract-
model theory, which establishes with respect to different combinations of properties of
logical systems, stratification between logical. Here is another example of such stratifi-
cation through one of the theorem of modal version Lindstrom, which characterizes this
version of the logic basic modal such as maximal bissimimulation and compactness.

We conclude the thesis with some considerations about the influence of the Lindstrom’s
theorem.
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Introducao

A légica de primeira ordem é munida de uma série de propriedades interessantes,
dentre as quais se destacam:

e Nj-compacidade: se um conjunto I' de sentengas é tal que todo subconjunto finito de
I' tem modelo, entdo o conjunto I' como um todo tem modelo.

e Lowenheim-Skolem: se um conjunto de sentencas de tamanho enumerével tem
modelo com dominio infinito, entdo este conjunto de sentengas tem modelo de
dominio enumeréavel.

e Lowenheim-Skolem-Tarski: se um conjunto de sentencas enumerdvel tem modelo
infinito, entdo tem modelo com cardinalidade infinita qualquer.

e Completude: toda sentenca vélida é um teorema.

e Definibilidade de Beth: se uma sentenca define implicitamente um predicado que
ocorre dentre seus simbolos, entdo ela também o define explicitamente.

Per Lindstrom (1936 - 2009), filésofo e l6gico-matemético sueco que de acordo com
Vdandnem & Westerstdhl, [24], “was a rather withdrawn person, not a frequent conference
participant, and he did not feel that his results, once published, needed further advertising:
they should speak for themselves”. Ainda de acordo com estes autores,

It was during his early university studies, in first practical and then theoretical
philosophy, that he became interested in logic, and began to develop his re-
markable mathematical talent. Although he had contact with other Swedish
logicians such as Stig Kanger in Uppsala and Séren Halldén in Lund, he had
no teacher, but essentially taught himself mathematical logic, apparently by
reading Kleene’s Introduction to Metamathematics which appeared in 1952,
and Tarski’s, Vaught’s, and Robinson’s model-theoretic papers from the fifties.

'Em contextos mais gerais que a logica de primeira ordem esta assercéo ¢ substituida pela completude
abstrata, presente quando o conjunto de sentengas vélidas é recursivamente enumeravel.



Na década de 1960 Lindstrom publicou uma série de resultados em teoria de modelos,
dentre eles o conhecido “teste de Lindstrom” para teorias modelo-completas e uma prova
de que boa ordenagdo ndo é definivel em uma légica que estenda a légica de primeira
ordem ao permitir conjun¢des enumerdveis de férmulas e novos simbolos de predicados.
Ainda neste periodo Lindstrom desenvolveu uma teoria de quantificadores que citaremos
brevemente na Se¢do 2.1. A partir da década de 1970 sua atengdo se voltou a aritmetizacdo
da metamatemadtica e, nesta drea, além de resultados de destaque, publicou seu tinico
livro, Aspects of Incompleteness, na série Lectures on Logic da ASL, [17].

Contudo, foi em 1969 que Lindstrom publicou o trabalho pelo qual é mais reconhecido.
Em [15], um artigo de apenas 11 paginas, ele estabeleceu uma série de resultados que carac-
terizam a légica de primeira ordem; especificamente, ele provou que a légica de primeira
ordem é maximal com rela¢do a qualquer um dos seguintes pares de propriedades:

e Ny-compacidade e Lowenheim-Skolem;
e Lowenheim-Skolem e Lowenheim-Skolem-Tarski;
e Lowenheim-Skolem e completude;

e [Lowenheim-Skolem e definibilidade de Beth.

Dos pares de propriedades acima, dois recebem especial destaque. O primeiro é o
par formado pelas propriedades de No-compacidade e Lowenheim-Skolem, que desem-
penham papel fundamental a teoria de modelos da l6gica de primeira ordem; por exemplo,
No-compacidade tem como consequéncia que, se um conjunto de sentengas é inconsistente,
entdo essa inconsisténcia pode ser isolada em um subconjunto finito do conjunto inicial,
enquanto a outra propriedade d4 origem aos modelos nao-standard da aritmética. Por essa
razdo, a caracteriza¢do da légica de primeira ordem como a tinica munida destas duas
propriedades compde o que é conhecido como primeiro teorema de Lindstrom.

O segundo par interessante de propriedades é aquele que envolve a completude, em
funcdo de seu relevante papel de conexdo entre semantica e sintaxe, bem como a impor-
tante identificagdo entre o conjunto de sentengas vélidas ser recursivamente enumerdvel e
a completude; isso faz com que a caracterizagdo da légica de primeira ordem como maxi-
mal com relagdo a completude e Lowenheim-Skolem receba uma denominagdo prépria,
conhecida como segundo teorema de Lindstrom.

Todavia, para caracterizar uma légica como maximal com relagdo a algum conjunto
de propriedades é preciso uma compreensdo clara do que é légica, mas, ainda hoje, ndo
ha consenso quanto a resposta a questdo: o que é ldgica? Lindstrom evitou a polémica ao
fornecer uma definigdo que identifica uma légica com uma classe de estruturas fechadas
para determinadas propriedades. Com isso, ele contornou o problema de apresentar
uma sintaxe, semantica e relacdo de satisfatibilidade a defini¢do de légica e considerou,
exclusivamente, a contraparte semantica oferecida pelas estruturas.

Tal atitude, embora frutifera e adequada aos resultados que Lindstrom tinha em mente,
tem 6bvios problemas quanto a sua aceitabilidade. Segundo Barwise, [1], pagina 14,
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From the point of view of logic, this is at best a stop-gap measure, to be replaced
by an analysis of just what makes up a logic. But the task of coming up with a
general definition of just what constitutes a logic has been a large one, one that
may still be not entirely settled.

A publicacdo e popularizagdo dos teoremas de Lindstrom que, justica seja feita, também
foram obtidos de maneira independente por Harvey Friedman em 1970, levaram a busca
de teoremas de caracterizagdo para outras logicas, além do estudo das inter-relagdes entre
diversas propriedades semanticas das légicas, o que deu origem a teoria de modelos
abstratos. Infelizmente, tais resultados sdo raros e muitos sistemas l6gicos importantes
ainda ndo possuem caracteriza¢des adequadas.

O primeiro objetivo deste trabalho é apresentar e discutir uma definicdo de légica
abstrata que, embora ndo coincida em detalhes com a introduzida por Lindstrom em 1969,
é nela inspirada e tem se mostrado candnica nos textos de légica que consideram a teoria
abstrata de modelos.

O segundo objetivo é estabelecer uma bibliografia minima sobre o primeiro teorema
de Lindstrom em lingua portuguesa, algo que até o momento ndo vimos disponivel e,
para isso, enunciaremos e provaremos em detalhes e de modo auto-contido este resultado,
usando uma defini¢do de l6gica abstrata bastante abrangente.

Por fim, este trabalho tem como objetivo contribuir a discussao acerca do impacto dos
teoremas de Lindstrom sobre as discussdes fundacionais que usam como légica subjacente
a logica de primeira ordem.

Visando a atingir estes objetivos, o presente trabalho estd dividido em cinco capitulos.

No Capitulo 1 definimos linguagem, estrutura, l6gica abstrata e apresentamos as con-
di¢des de regularidade das mesmas. Como um caso concreto, mostramos que a légica de
primeira ordem é um caso particular de l6gica abstrata regular. Encerramos o capitulo
com o enunciado preciso dos teoremas da compacidade e de Léwenheim-Skolem, além de
considerar algumas adequagdes dos mesmos para légicas abstratas quaisquer.

No Capitulo 2 definimos quando uma légica é mais expressiva do que outra e apre-
sentamos trés casos particulares, cada um dos quais é um representante tipico de amplas
familias que estendem a légica de primeira ordem em trés caminhos distintos: introdugao
de novos quantificadores, introducdo de novas regras de formagdo de férmulas e intro-
ducédo de novas varidveis. Mostramos em detalhes que cada uma dessas l6gicas satisfaz
as condicdes de logica abstrata regular e analisamos o comportamento de cada uma delas
com relagdo as propriedades de compacidade e Lowenheim-Skolem, constando que cada
uma delas falha com relacdo a, ao menos, uma destas propriedades.

No Capitulo 3 destacamos que o comportamento das l6gicas do capitulo anterior, com
relacdo as propriedades citadas ndo é casual mas, sim, consequéncia do primeiro teorema
de Lindstrom, que sera enunciado e provado com cuidado.

No Capitulo 4 descrevemos as 16gicas modais abstratas, construidas de maneira ana-
loga as do Capitulo 1, mas que ndo sdo légicas no sentido até entdo considerado. Enun-



ciamos e provamos em detalhe um teorema de caracterizacdo analogo ao de Lindstrom,
em que a légica modal basica é maximal com relagdo as propriedade de bissimulagédo e
compacidade.

Por fim, no Capitulo 5 tecemos algumas consideracdes relativas as contribui¢des dos
teoremas de Lindstrom, quanto aos limites da l6gica de primeira ordem, as investiga¢des
de cardter fundacional; ainda, elencamos alguns tépicos para estudos e andlises futuras.



Capitulo 1

Logica Abstrata e de Primeira Ordem

Neste capitulo, apresentaremos uma defini¢do de l6gica abstrata bem préxima aquela
introduzida por Lindstrom em 1969, [15]. Como um exemplo concreto, definimos a légica
de primeira ordem e mostramos que a mesma é um caso particular de l6gica abstrata.

1.1 Linguagem e Estrutura

Nesta se¢do definimos os importantes conceitos de linguagem e estrutura, além de
considerarmos como as estruturas fornecem uma semantica, isto é, um significado a
certas expressoes formais da linguagem. Fundamental para esta andlise é o conceito de

assinatura.

Definic¢ao 1.1.1 Uma assinatura é um par (X, ), composto por um conjunto X = {IP,F,C} e
uma fungdo g. Os membros P, IF e C da assinatura sdo conjuntos e seus elementos sdo de-
nominados, respectivamente, simbolos de predicado, simbolos de fungdo e simbolos de constante
da assinatura. A fungdo g associa, a cada simbolo de fungdo e a cada simbolo de predicado,
um ntmero natural positivo, denominado a aridade do simbolo. Em geral, explicitaremos
ou suporemos a aridade do simbolo como conhecida e ndo faremos referéncia a fungao g.
Deste modo, identificamos a assinatura com o conjunto X.. Uma assinatura relacional é uma
assinatura em que o tinico conjunto nao vazio é IP.

Uma varidvel individual é qualquer elemento do conjunto infinito enumerédvel V; =
{X0,X1,X2, ...}. Usaremos as letras x, y e z, com ou sem subindices, como metavaridveis para
as varidveis individuais. Quando nado houver risco de confusdo diremos apenas varidvel,
em vez de variavel individual. A letra X sera reservada, exclusivamente, para denotar
assinaturas. Uma linguagem serd qualquer colecdo ndo vazia £ cujos elementos sdo os
simbolos da linguagem.

Eventualmente, uma linguagem pode ser uma classe, embora as linguagens que con-
sideraremos em todo este trabalho sejam, exclusivamente, conjuntos. Temos abaixo um
importante caso particular de linguagem.



Definic¢ao 1.1.2 Uma linguagem de primeira ordem é um conjunto £, = XUV, U {-,V, 3, =},
em que -, V, d e = sdo denominados, respectivamente, conectivo de negagio, conectivo de
disjungdo, quantificador existencial e simbolo de igualdade.

A defini¢do acima deixa latente que, dentre as linguagens de primeira ordem, o tinico
componente que as diferencia ¢ a assinatura, o que motiva a notagdo L que denota, tanto
a linguagem de primeira ordem estabelecida por uma assinatura X particular, quanto a
linguagem £, que possui assinatura X.

Exemplo 1.1.3 Sdo exemplos de assinaturas e linguagens de primeira ordem:
e ¥ =(e LFéalinguagem de primeira ordem pura.

e ¥’ = {€} e L¥ é uma linguagem de primeira ordem da teoria de conjuntos usual, em
que € é um simbolo de predicado bindrio.

e X’ = {o,e} e L¥' é uma linguagem de primeira ordem dos grupos, em que o ¢ um
simbolo de fun¢do bindria e e é um simbolo de constante.

e Y =1{0,S,+,, exp} e L= é uma linguagem da aritmética de primeira ordem, em
que 0 é um simbolo de constante, S é um simbolo de fun¢do undria, +,- e exp sdo
simbolos de fun¢des bindarias.

Agora que conhecemos uma linguagem, estamos em condic¢des de estabelecer as “fra-
ses”. Para a linguagem de primeira ordem, o primeiro passo na construcdo das sentengas
é concatenar os simbolos da linguagem, visando a construgao das primeiras “palavras”.
Essas primeiras palavras sdo os termos da linguagem, cujo papel é andlogo ao dos subs-
tantivos em linguagem natural e cujas regras de formac¢do determinam a “ortografia” de
formacao dos termos.

Defini¢do 1.1.4 Seja ¥ uma assinatura. Um X-termo da linguagem L,, abreviado por L>-
termo, é uma concatenag¢do de simbolos obtida, exclusivamente, através de uma das
seguintes regras:

(a) Se t é um simbolo de varidvel de £, ou t é um simbolo de constante em X, entdo
entdo t é um L>-termo;

(b) Sety, ..., t, sdo LF-termos e f ¢ um simbolo de fungdo n-dria em L, entdo ft;...t, é um
LE-termo.

Cada vez que um simbolo s da linguagem aparece em um termo t hd uma ocorréncia de s em
t. A complexidade de um termo é o ntiimero ocorréncias de simbolos, repetidos ou nédo, que
ocorrem no termo. Um termo t é fechado quando ndo ha ocorréncia de alguma variavel em
t e, caso contrario, trata-se de termo aberto. O conjunto dos £>-termos serd denotado T-.



Agora que conhecemos as primeiras palavras da linguagem, podemos estabelecer as
regras para a formacao de “frases” da linguagem.

Defini¢do 1.1.5 Uma X-f6rmula da linguagem L,, abreviadamente L>-férmula, é uma con-
catenacdo de simbolos obtida, exclusivamente, pela aplicacdo de uma das seguintes regras:

(a) Set; et sdo termos em Tf:, entdo t; = t, é uma L>-férmula;

(b) Sety,.... t, € T? e P em X é simbolo de predicado n-ario, entdo Pt;...t, é L>-formula;
(c) Se e Y sdo Lr-férmulas, entdo tanto —¢ quanto ¢ V ¢ também o sdo;

(d) Se ¢ é uma LF-férmula e x é uma varidvel, entdo Jx¢p é L>-férmula.

As férmulas definidas pelas clausulas (a) ou (b) acima sdo denominadas férmulas atomicas.
O conjunto das L>-férmulas serd denotado Fr. Quando a assinatura e a linguagem esti-
verem claras pelo contexto ou ndo forem importantes a discussdo diremos, simplesmente,
formula em vez de L-férmula da linguagem L,.

Uma abreviagdo muito ttil a escrita de férmulas é a seguinte: (i) ¢ A ¢ é abreviacgdo
de =((—¢p) V (=¢)); (ii) ¢ — ¢ é abreviacdo de (—¢) V ¢; (iii) ¢ < ¢ é abreviacdo de
(@ = ¢P)A (Y = @) e (iv) Vxg é abreviagdo de =Ix—¢.

Destacamos que letras gregas mintsculas serdo usadas, sempre, como metavaridveis
para férmulas e que parenteses serdo usados como simbolos metalégicos para indicar a or-
dem de formacdo de férmulas; eventualmente, os usaremos também para facilitar a leitura
de férmulas obtidas através da regra (d); assim, se ¢ é férmula e x é varidvel, entdo Jx(¢p)
é outra grafia para a férmula dx¢@. Para evitar o uso de demasiados parentes, usaremos
a seguinte convengdo: o conectivo — tem primazia sobre os demais e a associatividade
ocorre a direita. Assim, =((—¢) V (1)) pode ser escrito, sem ambiguidade, ~(—¢p V =) e
@V (Y Vy)é, simplesmente, ¢ ViV y.

Em uma férmula, nem todas as varidveis compartilham do mesmo status.

Defini¢ao 1.1.6 Uma ocorréncia de uma varidvel x em uma férmula ¢ € ligada em ¢ se, e
somente se, x ocorre em uma parte de ¢ da forma Jdxi, em que P é uma férmula. Uma
ocorréncia de uma varidvel x em uma férmula ¢ é livre em @ se, e somente se, x ndo é
ligada em ¢. Uma LF-sentenga é uma LF-férmula em que ndo hé ocorréncia de variavel
livre. O conjunto das £>-sentencas serd denotado LY.

Uma notacdo bastante ttil em tudo o que se segue é a seguinte: ¢(xo,...x,) denota
uma férmula ¢ na qual as tinicas varidveis que possuem ocorréncia livre em ¢ estdo entre
Xo, ..., Xz, duas a duas distintas. Analogamente, f(xy, ...x,) denota um termo aberto ¢ cujas
varidveis estdo entre xy, ..., x,, duas a duas distintas. Na sequéncia (xy, ...x,) supomos que
a ordem das metavaridveis é induzida pela ordem das varidveis no conjunto V.



Exemplo 1.1.7 Sejam P e U simbolos de predicado undrio, R um simbolo de predicado
bindrio, T um simbolo de predicado ternario e c um simbolo de constante.

Se @ é a férmula Tx;cxs, entdo uma notagdo adequada € @(xy, x1), em que xp é X5 € x;
é x;. Quando as variaveis livres forem poucas, em vez de xo, x; e x, usaremos x, y e
z, respectivamente.

Se ¢ é Ax(Ryz A dy(y = x V Ryz) A Px), entdo toda ocorréncia de x é ligada, toda
ocorréncia de z é livre e, da esquerda para a direita, a primeira ocorréncia de y é livre,
enquanto as outras trés ocorréncias sdo ligadas. Assim, uma notacdo adequada a
esta formula é ¢(y, z).

E imediato a partir da definicio que (i) todas as varidveis que ocorrem em uma
férmula atomica sdo livres, (ii) que as varidveis que ocorrem livre em —¢ sdo as
varidveis que ocorrem livre em ¢, (iii) que as varidveis que ocorrem livre em ¢ V ¢
sdo as varidveis que ocorrem livre em ¢ ou em ¢ e (iv) que as varidveis que ocorrem
livre em Jx(¢) sdo as varidveis que ocorrem livre em ¢, exceto x.

Adjacente a linguagem, o conceito de estrutura é fundamental a todo este trabalho. Em
particular, as estruturas serdo utilizadas para construir a semantica das linguagens.

Defini¢ido 1.1.8 Uma estrutura A é uma quadrupla (|A|, R, ¥, C) em que:

|A| é um conjunto ndo vazio, denominado o dominio da estrutura. Os elementos do
dominio sdo denominados os elementos da estrutura e a cardinalidade da estrutura
é definida pela cardinalidade de seu dominio;

R é uma colecdo de relacdes n-drias em ||, isto é, R = (R}, | R}, C |A|"}, em que R},
denota a m-ésima relacdo de aridade n, n > 0;

¥ é uma cole¢do de fungdes n-drias em ||, isto &, F = {f: | i : A" — |A|}, em que
f denota a m-ésima fungdo de aridade n, n > 0;

C é um subconjunto de elementos do dominio, cujos elementos sdo denominados
constantes da estrutura.

As estruturas serdo representadas, exclusivamente, por letras géticas maitsculas U, B,
€, etc, enquanto os dominios serdo representados por ||, |B|,|€], etc. Uma estrutura é
estrutura algébrica quando R = 0 e ¥ # 0; quando uma estrutura é tal que ¥ =0 e R # 0,
trata-se de uma estrutura relacional.

Em geral, os indices das relagdes e fun¢des serdo omitidos. Quando os componentes da
estrutura sdo finitos a designaremos através da listagem de seus elementos. Por exemplo,
se uma estrutura é composta por uma relacdo R, duas fungdes g e 1 e trés constantes ¢, d e
e, escrevemos A = (|A|, {R}, {f, g}, {c,d, e}) ou, simplesmente, A = (||, R, f, g, c,d,e).
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Exemplo 1.1.9 Um exemplo bem simples de estrutura é o conjunto U dado por:
9’[ = {{lz‘/ ®/ &}/ {(&I lz‘)l (&/ ®)/ (*I &)}I {{(B/ ®)/ (®/ ‘)I (&/ lz‘)}l {(B/ lz‘)/ (®/ ®)/ (&I &)}}/ {E}}

sendo que (G, ®, #} é o dominio da estrutura, {G1} é conjunto de constantes, a tinica relagao
¢ dada pelo conjunto {(&, ), (%, ®), (%, %)} e {{(T], ®), (®, &), (%, D)}, {(T, O), (®, ®), (%, #)}} € O
conjunto das fung¢des (undrias) da estrutura.

Estruturas como a acima sdo artificiais, mas muitas vezes tteis como contraexemplos;
usualmente, sdo consideradas estruturas comuns a matemaética, tais como grupos, corpos
ordenados, ordem linear densa, espacos vetoriais, espagos métricos, anéis, etc.

O papel desempenhado por uma estrutura é o de estabelecer a semantica de linguagens
e, para atingir este objetivo, é necessdrio compatibilizar a linguagem com a estrutura. Tal
compatibilizacdo é bem sucedida quando é possivel interpretar cada simbolo de predicado
n-ario da linguagem como uma relacdo n-dria da estrutura, cada simbolo de fungdo como
uma funcdo e analogamente as varidveis. Destacamos que os demais simbolos da estru-
turas ndo sdo considerados aqui; o importante é, estritamente, os simbolos da assinatura
da linguagem. Isso motiva o conceito de X-estrutura.

Defini¢do 1.1.10 Sejam Y. uma assinatura e A uma estrutura. Uma X-estrutura, denotada
Ay, é uma tripla (X, A, g), em que g : £ — A é uma funcdo, denominada interpretacio, que
a cada simbolo de predicado n-drio em X associa uma relagdo n-dria em 2, a cada simbolo
de fungéo n-aria em X associa uma fungao n-aria em A e a cada simbolo de constante em
associa um elemento em [A|. Quando s é um simbolo em X, a imagem de s por g é denotada
s¥ em vez de g(s).

Em geral, a interpretacdo serd considerada conhecida e iremos nos referir, simples-
mente, a X-estrutura A em vez de WUsy.

A defini¢do acima deixa latente que, se P, f,c € X sdo simbolos, respectivamente, de
predicado n-4rio, fungdo n-aria e constante e A é uma X-estrutura, entdo P¥, f* e ¢¥ sdo,
respectivamente, uma relagdo n-dria, uma f* fungéo n-aria e uma constante da estrutura.

Usualmente, consideraremos os simbolos da assinatura de modo que sua interpretagdo
em uma estrutura seja o menos traumaética possivel. Por exemplo, quando desejamos falar
acerca dos ntimeros inteiros em uma linguagem formal £, escolhemos os simbolos da
assinatura de modo que a grafia do simbolo seja analoga a grafia usual do elemento da
estrutura que temos em mente. Por exemplo, suponha que Z é a estrutura dos nimeros
inteiros e quereremos “falar do zero” na linguagem formal £,; em vez de considerarmos
um simbolo de constante ¢ € X tal que ¢Z = 0, considerarmos o como simbolo de constante
0, cuja interpretagdo na estrutura dos ntimeros inteiros é o inteiro zero, isto é, 04 = 0.
Claramente, 0 “0” a esquerda da igualdade é simbolo, e o0 a direita é o namero inteiro zero.
Quando tomamos tal postura dizemos que o simbolo possui uma interpretagio pretendida
em uma dada estrutura.

A partir de uma estrutura podemos obter novas estruturas, através de restri¢des ade-
quadas no dominio.
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Defini¢dao 1.1.11 Sejam U e B duas Z-estruturas. Se R, f,c € X sdo simbolos, respectiva-
mente, de predicado n-ario, fun¢do n-aria e constante, entao U é subestrutura de B, denotado
A C B, quando as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

(a) A < |B] (b) " =c® () R = R® n " (d) f* = fE

Um conjunto ndo vazio X C || é fechado em Y. quando X é dominio de uma subestrutura
da X-estrurura .

O préximo teorema estabelece sob quais condigdes podemos obter uma subestrutura
de uma dada estrutura.

Teorema 1.1.12 (Teorema das Subestruturas) Sejam N uma L-estrutura e X C |A| um con-
junto ndo vazio. As condigdes necessdrias e suficientes para que X = |B| e B C A sio:

(a) Se c é simbolo de constante em ¥, entdo c¥ € X;
(b) Se f € X é simbolo de fungio n-dria e x1, ..., X, uma sequéncia em X, entdo f‘l[(xl...xn) e X.

Nestas condigdes, a subestrutura B é vinica.

Prova. (Necessidade) Suponha que X = |B| e B C A. Por definicdo de estrutura, sec € L,
entdo c® € |B| = X; mas pela definicdo de subestrutura, ¢® = ¥ e, portanto, ¢* € X.
Analogamente, para cada simbolo de fungdo n-dria f € L, f%(xl, ., Xy) € |B|; mas pela
defini¢do de subestrutura para x, ..., x, € |B|, f¥(x1, ..., x,) € X.

(Suficiéncia) Para cada simbolo de constante c, cada simbolo de predicado n-drio P e
cada simbolo de fungdo n-drio f da linguagem, definimos B de tal modo que 3| = X,
B =", R®=R"nX"e f¥ = ¥ X". Desse modo, é imediato da definigdo que B < .

(Unicidade) Suponhamos que X é dominio das subestruturas B e € de A. Assim,
A=, A= B = A1 E = fCe PP =P"NIB|" =P N|E"=P%. Logo, B=C. W

Corolario 1.1.13 X relacional é condigio suficiente para que um conjunto qualquer X C || seja
dominio de uma subestrutura da X-estrutura .

Prova. Assinatura relacional satisfaz por vacuidade as hipéteses do Teorema 1.1.12. ®
O teorema das subestruturas justifica a préxima definicado.

Defini¢ao 1.1.14 Sejam A uma Y-estrutura e X C |2|. Nestas condicdes, B é a subestrutura
de W gerada por X se, e somente se, B é a menor subestrutura de A tal que X C [B|. A
expressdo B = (X), denota que B é a subestrutura de A gerada por X. Quando X é finito,
a estrutura B é finitamente gerada.

Exemplo 1.1.15 Sejam PP e I, respectivamente, o conjunto dos naturais pares e impares e
as estruturas A = (N, +,0), B = (P, +,0) e € = (I, +,0). Entdao B é subestrutura de A, mas
€ ndo, pois a soma nao é fechada para os impares. Além disso, B = (IP),.
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Além de alterarmos 0 dominio de uma estrutura, podemos alterar a linguagem subja-
cente as mesmas e, assim, obtemos novas estruturas.

Defini¢ao 1.1.16 Sejam 2 uma X-estrutura e B uma Y’-estrutura tais que X C X'. Se
P, f,c € ¥ sdo simbolos, respectivamente, de predicado n-ario, fungdo n-dria e constante,
entdo A é um reduto de B para X quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(a) | = |B] (b) P* = P¥ (©) f*=f° (d) ' =c®

Denotamos que A é o reduto de B para L por A = B|,. Nestas mesmas condic¢des, dizemos
que B é uma expansio de A para L.

A definicdo de reduto deixa latente que, se A é um reduto de B para X, entdo A e B
concordam na interpreta¢do de todos os simbolos em L, embora B possa, eventualmente,
interpretar outros simbolos além daqueles em Y. Basicamente, obtemos o reduto de uma
assinatura X para X simplesmente “esquecendo” de interpretar os simbolos presentes no
conjunto X' — X.

Exemplo 1.1.17 Sejam c e d simbolos de constantes, f um simbolo de fun¢do bindria, P um
simbolo de predicado bindrio, X = {c, f}, &' = {c,d, f, P}, A = {N,0,+} e B = {N, 0,1, +,<}.
Entdo A = B|,.

Agora, estamos em condi¢des de definir um conceito fundamental, relacionado ao
estudo das estruturas e da semantica por elas estabelecidas.

Defini¢ado 1.1.18 Sejam U, B duas L-estruturas e P, f,c € L simbolos, respectivamente, de
predicado n-drio, fun¢do n-dria e constante. Uma fungdo & : [A| — |B| é um isomorfismo de
A em B quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(a) h é bijetiva; () (a1, ...,a,) € P' & (h(al), ...,h(an)) e P%;
(b) h(cY) = c¥; (d) B( N1, - a0)) = f5(R(a1), .., i(an)).

Duas estruturas sado isomorfas quando existe um isomorfismo entre elas. Denotamos
que as estruturas A e B sdo isomorfas por A = B e que h é um isomorfismo de A em B por
h:A— B.

1.2 Légica Abstrata

Uma légica abstrata é composta por uma cole¢do de estruturas matematicas, uma
colecdo de sentencas e uma relagdo entre elas. Tal concepcdo de légica foi introduzida
por Lindstrom em seu célebre trabalho de 1969, [15]. A defini¢do que apresentaremos nao
coincide exatamente com a proposta de Lindstrom, mas é a forma que tém se mostrado
extremamente ttil a uma série de trabalhos, dentre os quais se destacam [6] e [8].
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Consideraremos V como a classe de todos os conjuntos, 5 a classe das assinaturas e
K a classe das X-estruturas. Uma logica abstrata é uma fun¢do de 5 em V e uma relagdo
bindria fechada para algumas propriedades “bdsicas”.

Defini¢ao 1.2.1 Uma légica abstrata IL é um par (L, |5,), que satisfaz:

(@ L : 5 — V é uma funcdo que, a cada assinatura X em $ associa a cole¢do L* das
Y-sentencas de IL e =, é uma relagdo bindria com dominio K;

(b) Se Xy C L, entdao L* c L%

(c) Se U E, ¢, entdo existe um X tal que A é uma X-estrutura e ¢ é X-sentenca de IL;
(d) Se A k=, @ e B é uma estrutura isomorfa a A, entdo B k=, ¢;

(e) Se Xy C X, ¢ € L™ e A é T-estrutura, entdo A k=, @ se, e somente se, Ay, F .

As propriedades (d) e (e) acima sdo conhecidas, respectivamente, como propriedade do
isomorfismo e propriedade do reduto. Quando U |, ¢ dizemos que ¢ é verdadeira em A ou,
entdo, que A é modelo de ¢. Usaremos sistema semdntico IL e I6gica I como sindnimos de
légica abstrata IL.

Denotaremos um sistema semantico (L, |5,) também por (LZ, ), visando enfatizar que
o dominio de L é a classe das assinaturas; ainda, usaremos L* com um duplo significado,
que o contexto ndo permitira confusdo: quando em (L%, |,), L* denota a fungio L com
dominio na classe das assinaturas e, quando escrevermos ¢ € LZ, nos referimos ao fato
que @ é um elemento (sentenca) da imagem de X por L. Nesta tltima situagdo também
diremos que se trata de uma IL-senten¢a ou uma sentenga de L.

Definimos l6gica abstrata sem qualquer referéncia a axiomas e regras de deducdo e,
para evitar confusdes, talvez fosse melhor nomea-la de outro modo, em que concordamos
com Ebbinghaus em [5], pagina 28:

“The reader will notice here that we did not incorporate condictions concerning
rules of inference or other “logical” properties in our definition. Hence it would
seem more appropriate to use a term such as model-theoretic languages instead
of the term logic. However, the latter is shorter and has become costumary”.

Como a definicdo de l6gica apresentada é deveras geral, as l6gicas particulares mais
interessantes serdo aquelas cujas estruturas possuem propriedades importantes e cuja
linguagem seja rica o suficiente para expressar o discurso acerca da propriedade. Como
um primeiro exemplo concreto de tal logica interessante, estabeleceremos a légica de
primeira ordem IL,; para isso, identificaremos o conjunto das IL,-sentencas com o conjunto
L} obtido na secdo anterior. A relagio [, serd definida na sequéncia desta se¢do. No
pr(’)ximo capitulo hé outros exemplos de sistemas semanticos. Antes, adotaremos algumas
convencoes.
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Quando U é uma estrutura, designaremos por 2 uma sequéncia (ay, ..., 4,), em que cada
a; 6 um elemento do dominio da estrutura. De modo andlogo, ¥ é uma sequéncia de
varidveis xy,...,X,, duas a duas distintas; desse modo, ¢(X) deixa subentendido que as
varidveis livres de ¢ estdo dentre x,...x,. Se o contexto deixar evidente que f é uma
funcdo undria (ou simbolo de fung¢do), denotaremos a sequéncia (h(s1), ...,h(sn)) por h(3).
Por fim, f denota uma sequéncia (fy, ..., t,) de termos.

Esta implicito na defini¢do de logica abstrata que o papel da relagdo =, € o de esta-
belecer quando uma sentenga em L ¢ verdadeira em uma estrutura. Portanto, como as
sentencas sdo definidas a partir das férmulas e, estas, sdo definidas recursivamente, é na-
tural que definamos uma relagdo para férmulas e, depois, para sentencas. Comegaremos
por estabelecer um significado, ou interpretacdo, dos termos de T> em uma L-estrutura.
A ideia é que cada termo seja 0 nome de um elemento da estrutura.

Defini¢dao 1.2.2 Sejam f(X) um termo em T?, A uma X-estrutura e @ uma sequéncia de
elementos de ||, a0 menos tdo longa quanto . O valor do termo t(X) em a de A, denotado
t¥[a], é definido indutivamente pelas seguintes clausulas:

e se t é um simbolo de variavel x; € £, entdo t*[a] = a;;
e se t é um simbolo de constante c € ¥, entdo t¥[a] = c¥;
e seté ft,.. b, e f € L ésimbolo de fungdo n-dria, entdo '[a] = f([al, ..., ty[a]).

Quando t é um termo sem varidveis, a sequéncia 2 ndo desempenha papel algum em
sua interpretacdo por 2 e escrevemos simplesmente t* em vez de ¥[a].

Estamos agora proximos de interpretar as férmulas de uma linguagem em uma es-
trutura e, assim, dar mais um passo em dire¢do ao nosso objetivo. A ideia é adotar uma
postura andloga a aquela adotada com os termos e definir a interpretacdo de uma férmula
olhando para seus componentes menores. Assim, quando ¢ é V), devemos estabelecer a
interpretacdo de ¢ a partir das interpreta¢des de ¢ e y. O problema é que a varidveis livres
em ¢, 1 e Y ndo necessariamente sdo as mesmas. O caminho, entdo, é considerarmos todas
as varidveis, livres e ligadas, que ocorrem em ¢, pois elas certamente também ocorrem em
Y e y, e definirmos a interpretacdo com base nestas varidveis e, depois, mostramos que s6
as varidveis livres de ¢ é que sdo realmente importantes a discussdo. Esta tiltima assergao
ndo sera provada aqui, pois a mesma pode ser vista em detalhes em Chang & Keisler, [4],
péagina 29, Proposigao 1.3.29.

Defini¢do 1.2.3 Sejam 2 uma Z-estrutura, @(%) em F- e 4 uma sequéncia a0 menos tio
longa quanto x. A férmula ¢(x) € satisfeita em a de A, denotado A |, ¢[a], quando:

(a) Se t1(%) € T-, by(X) € T-e @ é £ = £y, entdo A ., ¢la] se, e somente se, Ba] = £5[al.

(b) Se P é um simbolo de predicado n-drio em X, parai = 1, ..., n temos que t;(¥) € Tf: eqQ
é Pty...t,, entdo A |, @[a] se, e somente se, #al, ..., ty[a]) € P¥.
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(c) Se ¢ é aférmula —(X), entdo A |:1L1 @la] se, e somente se, ndo é o caso que A |=ILI Ylal.
(d) Se ¢ é aférmula (i V 0)(X), entdo A I:]LI @la] se, e somente se, A |:ILI Ylalou A I:LI ola].

(e) Se ¢ é a férmula (Jy)Y(y, x), entdo A I:]LI @la] se, e somente se, A IZ]LI Y[b,a], para
algum b € |].

Quando uma férmula @(X) é satisfeita em @ de A dizemos também que @(X) é verdadeira
na sequéncia a de A. Quando o contexto ndo deixar margem a duvidas, escreveremos
A = pla] em vez de A I:]LI plal.

A defini¢do acima deixa latente que a sequéncia 4 é relevante a interpretacdo das varia-
veis livres; assim, uma estrutura fornece uma interpretacdo, independente da sequéncia
a escolhida, apenas para o caso de sentencas. Por essa razdo concentraremos nosso dis-
curso em sentengas, ndo em férmulas. Entretanto, aqui cabe uma consideragdo: embora
estejamos interessados em sentencas e estas sdo casos particulares de férmulas, tratar
diretamente com elas é dificil, uma vez que as mesmas ndo sdo geradas recursivamente
de modo simples como as férmulas. Assim, em geral, iremos concluir que as sentengas
gozam de uma certa propriedade ap6s mostrar que todas as férmulas gozam de tal propri-
edade. Tomaremos a liberdade de denominar a rela¢do |, com qualquer indice, de relagdo
de satisfatibilidade.

Assim, quando ¢ é uma sentenga, a sequéncia 7 é irrelevante e escrevemos, simples-
mente, A = @ e dizemos ¢ é verdadeira em A, bem como que A é modelo de ¢. Ainda,
quando uma X-férmula ¢ é verdadeira em todas as X-estruturas dizemos que ¢ é uma
férmula vilida e, quando duas estruturas A e B sdo modelo de exatamente as mesmas
sentencas dizemos que estas estruturas sdo elementarmente equivalentes, o que é denotado
por A = B.

Dado um conjunto T' € L* e uma Z-estrutura %, diremos que T' é verdadeiro em A
quando U =, y, para toda y € I'; nestas condigdes, diremos também que I' é verdadeiro
em . Ainda, diremos que ¢ € L} é consequéncia légica de T, denotado T ., ¢ quando
I' verdadeiro em U implica que ¢ € verdadeira em U, para todo A. Em vez de {y} I, ¢
escrevemos y |, ¢. Estamos agora em condi¢des de estabelecer o primeiro caso concreto
de l6gica abstrata.

Teorema 1.2.4 O par (LIZ, = ) é uma l6gica abstrata.

Prova. Precisamos verificar que as condi¢des da Defini¢do 1.2.1 sdo satisfeitas. As condi-
cOes (a), (b) e (c) sdo imediatas, a partir das defini¢des de |-, e L= As propriedades do
isomorfismo e do reduto sdo verificadas por indugdo na complexidade de férmulas.
Propriedade do isomorfismo
Sejam U e B duas L-estruturas isomorfas, i um isomorfismo de A em B e ¢ € FIZ uma
férmula. Mostraremos por indugéo na complexidade de ¢ que, se A |5, @, entdo B |, ¢.

Indugao nos termos: verificamos que, para todo (%) € T-, temos h(t*[a]) = t®[ha] (*).
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e Passo base: se t(¥) é a variavel x;, entdo h(t*[a]) = h(a;) = t®[ha]. Por outro lado, se t é
um simbolo de constante c, entdo h(t*[a]) = h(c*) = t®[ha].

e Passo de indugdo: Seja t o termo ft...t,, em que ti,...,t, € uma sequéncia de ter-
mos e f € ¥ um simbolo de funcdo n-dria. Entdo h(t'[a]) = h((ftl...tn)m)[d] =
( f“(t?[a]...tg[a]))’é“ f%(h(t?[a])...h(t;il[a]))il B(tP[hal...t2[hal) = (ftr...t,)°[hal = t¥[hal,

o que conclui a indugdo nos termos.
Indugdo nas férmulas: mostramos que se ¢ € Ff: e A |:]LI @la], entdo B I:ILI @[hal.
e Passobase: ty, t, ..., t, sdo termos, P é simbolo de predicado e (%) é férmula atomica.

- péth =t Entdo, A k, (h = b)la] & t[a] = a] & h(t][a]) = kEa)e
t3[ha] = [ha]l © B k= (h = b)[hia] © B 7., - No terceiro < usamos o fato que
h é injetiva. No restante, apenas defini¢des e (x).

- @ é Ph..t,. Entdo, A E ¢[a] & A E (Ph..t,)d] & (Ba], ..., t5[a]) € P* &
(h(t‘f[a]),...,h(t;?[a])) e P & (t2[hal, ..., t2[ha]) € PP & B E (Ph..t,)[hil © B
plhal.

e Passo de indugdo: precisamos verificar trés casos:

— ¢ é—p. Entio A k @[] © A E (—)[a] & ndoéocasoque £ yla] &
ndo é o caso que B E Y[ha] © B = —[ha] & B E ¢[ha].

—@éy Vo Entio Ak ¢la] © AE (Y Vo)al © AE lalou E ofa] & B E
Ylhal ou B E ofha] & Bk (Y V o)[ha] © B E @lhal.

- ¢ é dyy(x,x). Entao A E ¢la] & A E dyyP(y,X)[a] & A E ¢[b,a], para algum
be U & Bk Y[hb, hal, paraalgum b € (Ul e tal que h(b) € |B| S B E Y[hb, ha] <
B E Jyd(y, lal © B E ¢lal.

Com isso constatamos que vale a propriedade do reduto, pois se 0 mesma se verifica para
férmulas, se verifica também trivialmente para sentengas.

Propriedade do reduto: Sejam A uma X-estrutura, B uma X-estrutura, Xy C X, e B uma
expansdo de A para X. Entdo, A = ¢ se, e somente se, B|, E ¢. A prova é por indugdo
e, pelas regras de formagio dos termos, é imediato que para todo termo t € T, temos
ta] = Y= [a], pois os dominios de U e de seu reduto para X, sdo os mesmos, além da
interpretacgdo coincidir para os membros de . Para a férmula atdomica Pt;...t, com P € X
simbolo de predicado n-4rio, temos

Wk, Ph..t,[a] & (K], .., £21a]) € Pres(t, [a], ... £, [a]) € P & Uy, [, Ph..t,[a].

A outra férmula atdmica é verificada de modo andlogo e as férmulas ndo atomicas a
verificacdo é imediata, a partir da hipétese de indugdo. Com isso, podemos concluir que
todas as férmulas de I, gozam da propriedade do reduto e, consequentemente, todas as
sentengas, o que conclui a prova do teorema. [ ]
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Denominamos o par (LIZ, = ) de [6gica de primeira ordem, sistema semantico IL,, l6gica
abstrata IL, ou, simplesmente, l6gica IL,.

Encerramos esta secdo observando que, embora nossa defini¢do de légica abstrata
se refira a sentengas, ao longo das consideragdes acerca de I, manipulamos férmulas e
consideramos sentengas como casos particulares destas. Esta atitude serd adotada tam-
bém no préximo capitulo, quando considerarmos outros sistemas semanticos pois, vale
a pena enfatizar, as formulas tém regras recursivas de formagdo muito simples. Entre-
tanto, a definicdo de logica abstrata pode ser alterada de modo a abarcar o conceito de
férmulas. Por exemplo, uma légica abstrata pode ser generalizada para uma quadrupla
L= (LZ, F*, Fe, ), em que LXe e se referem as sentencas e sdo definidos como anteri-
ormente, enquanto F : § — V ¢ uma fungdo com dominio na classe das assinaturas e F*
¢ a colegdo das X-férmulas de £. Por sua vez, | subseteq(‘K x F* x 5eq) é uma relacao
ternaria, em que K é a classe das X-estruturas e seq é a classe das sequéncias nas partes de
K.

E possivel introduzir outras nogdes usuais, por exemplo, varidveis livres. Estendemos
£ para uma quintupla £ = (L*, F*, =, e D), emquel : FF >V, que estabelece as varidveis
livres de cada férmula em F*. Assim, se quisermos manter, abstratamente, que sentengas
sdo casos particulares de férmulas, consideramos LE*NF*=L%e, se Q€ L*, entdo h(p) = 0.
Outros conceitos usuais podem ser abarcados na definigdo de l6gica abstrata, mas nos
fixaremos na Definicdo 1.2.1

1.3 Ldégica Abstrata Regular

A definigdo de légica abstrata de que dispomos é muito geral e, com o objetivo de
estabelecer o teorema de caracterizagdo apresentado por Lindstrom, vamos impor algumas
restri¢cOes aos sistemas semanticos.

Definigdo 1.3.1 Uma légica I = (L%, |,) possui a propriedade booleana se, e somente se,
satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Para toda sentenca ¢ € L* existe uma sentenca ¢ € L* tal que, para toda Z-estrutura
A, A E, ¢ se, e somente se, ndo é o caso que A |, Y.

(b) Para quaisquer y, 1 € L* existe uma ¢ € L* tal que para toda Z-estrutura 2, U k=, ¢
se, e somente se, A =, you A E, Y.

Teorema 1.3.2 A ldgica de primeira ordem possui a propriedade booleana.

Prova. De fato, se para cada sentenca ¢ € L* considerarmos a sentenca —¢ € L}, entio
para toda E-estrutura %, temos que A |5, ¢ se, e somente se, ndo € o caso que A |5, —@, 0
que verifica a condi¢do (a). Para a condicdo (b), basta observarmos que para as sentengas
@, € L} basta considerarmos a sentenca (¢ V 1) € L}; deste modo, para toda Z-estrutura
A, temos que A =, ¢ V ¢ se, e somente se, A =, p ouWA k=, 1. [ |
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Consideremos uma X-estrutura A e P ¢ X um simbolo de predicado undrio. A partir
de A podemos construir uma LU{P}-estrutura, denotada %, da seguinte forma: tomamos
um conjunto ndo vazio P* C || que seja fechado para £ em ¥, isto é, que seja dominio de
alguma subestrutura de 2, e impomos que a interpretagédo de P em 2, seja este conjunto,
isto ¢, P"in = P, Com isso, temos que (P™), é subestrutura da Z-estrutura %, que por sua
vez é reduto para T da ZU{P}-estrutura %,. O conjunto P* escolhido de modo a permitir
a construgdo descrita acima é a P-parte da estrutura .

Essa ideia pode ser facilmente generalizada: sejam U uma X-estrutura e os simbolos de
predicado undrio P ¢ L e Q ¢ L. %, denota a £ U (P, Q}-estrutura, em que P™ é a P-parte
de A e QM ¢ a Q-parte de A. Analogamente para A

[P1,Pp,....Pn]"

Defini¢ao 1.3.3 Uma logicalL = (L%, =, ) admite a propriedade da relativizagio se, e somente
se, para toda L-sentenca ¢ € L* e todo predicado undrio P ¢ T existe uma IL-sentenca
¢? € L™ tal que

A, k=, ¢ se, e somente se, (P, |, @

A sentenga ¢? é a sentenga relativizada de ¢ por P.

No caso de férmulas, denotaremos a férmula relativizada de ¢(%) por P tanto por ¢ (%)
quanto por @(X)".

Como um exemplo concreto, mostraremos que a logica abstrata IL, possui a propriedade
de relativizagdo, o que sera estabelecido pelo préximo teorema. No préximo capitulo sdo
apresentados outros exemplos de sistemas semanticos com essa propriedade.

Teorema 1.3.4 A [6gica 1L, goza da propriedade da relativizagio.

Prova. Consideremos a X-sentenga ¢, a X-estrutura A, P¢Y. um simbolo de predicado
unario, P C || o dominio de uma subestrutura de A e A, a = U {P}-estrutura obtida por
expansdo de U e na qual a interpretacdo de P coincide com P™. A prova é por indugdo na
complexidade das férmulas. Primeiro, verificamos que a interpretacao dos termos em T>

coincidem em (PM), e U, :

e Passobase: setéavariavel xi, entéo Py [‘] =g; = £ [a]; se t é simbolo de constante,
entdo £ [a] = ¢P"N[a] = ¥ = "n[a] = 'im[a]. A segunda igualdade é garantida
pela definicdo de subestrutura, enquanto a terceira pela expansao;

e Passo de indugdo: set é ft;...t,, em que cada t; é termo, entdo

9 9 2] 1Al
(P uga] = fO ] M e M )., a] = e ale, " [a].. " ).
Vamos definir a sentenca relativizada ¢’ indutivamente: (i) se ¢ é a sentenca atdmica
, entdo @F é ; (i) se @ € a sentenca —1, entdo @F é —*; (iii) se @ € a sentenca ¢ V ¢, entdo
¢ 2 ¢ ¢ @ ¢
P é PP Vv oF e (iv) se @ é a sentenca dx1(x), entdo @” é x(Px A (P(x))P).
P ¢ ¢ P
Vamos agora verificar a propriedade, por inducdo na complexidade das férmulas:
g prop p ¢ p
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e Caso base: ¢ é uma sentenga atdmica e, portanto, existem duas possibilidades:

(i) R é um simbolo de predicado n-drio, t4, ..., t, é sequéncia de termos e ¢ é Rt;...t,.
|2 |2 9
Logo, (P, k ¢la] & (PM), E Rt.tla] o (¢ *[al,..t, ") € R"™ o
€A A g g . )
(4, "1al, .., t,"[a]) € R"" & A, | Rhy..ty[a] & Uy, b @llal. R0 (P = R,

(ii) @ é t; = t,, sendo que t; e t, sdo termos. Entdo, (P, E ¢la] & (PM), E (t1=

_ (PMyg (PR~ Apy r~ Lpy = PR _
t)lal & t; Ma] =t, "[a]l & t,"[a] = t,"[a] & A, E (h=t)[a] & A,e’la]. Na

terceira ocorréncia de & usamos a hipétese de indugdo para termos fechados.

[P] [P]

e Passo de indugdo: hé trés casos que devem ser considerados:

(i) Se ¢ é =, entdo (PM), E @[a] & ndo é o caso que (P, E [a] & nzo é o caso
que W, F yP[a] & A, F -yrla] & A, k= ¢rlal.

(ii) Se @ 6 YV o, entdo (PM), | p[a] & (PMy, | (W Vo)l & (PM), | pla] ou (PU),
olal & A, E Prlalou N, E o?lal & Ay, E @F v o)a] & Ay, E oFlal.

(iii) Se ¢ é Ay (y, x), entdo

(P, Eplal = (PM), F Ayu(y, D]
= existe um b € P™ tal que (P™), E ¢(y, X)[b, ]
5 existeum b € P tal que U, k= (¢(y, %)) [b,a]
= habe P C U =%, tq. A, FPYbaed, = (¢y,5) b a]
= existeum b € 2, tal que U, F (P(y) A Y(y, D) [b,a]
= Ay, E IYPY) A W@y, X))
= A, Eyrlal
U, E@lal = U, k(WD) APY))a
= existeumb € U, | tal que %, k= (P(y) A (Y(y, D)) )[b,a]
= existeumb e U, | tq. ¥, k= P()[b,al e A, E (Y(y, %))b,a]
= existeumb € [, | tal que Pwipe A, E (¢(y, X)P)[y, a
= existe um b € P¥ tal que (P,  (y, X)[b, ]
= (PM), | Jy(yY(y, 2)la]
= (P, E ¢lal.
Isso conclui a demonstracdao do teorema. [ ]

Uma légica pode ser munida de uma outra propriedade interessante, a substituicao,
que nos permite substituir os simbolos de constantes e de fun¢des por novos simbolos de
predicado.
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Defini¢do 1.3.5 Sejam X uma assinatura, Xz uma assinatura relacional, 2 uma X-estrutura
e Ar uma Xg-estrutura. Nestas condi¢des, a l6gica abstrata IL goza da propriedade da
substituicio quando, para toda ¢ € L* existe uma @g € L™ tal que U |, @ se, e somente se,
Ar F, Pr.

Como um exemplo concreto de l6gica munida da propriedade da substituicdo temos
a logica de primeira ordem e, para prova-lo, vamos estabelecer um resultado que nos
permite escrever os termos de uma linguagem de primeira ordem de forma candnica, sem
que dois simbolos de fungdo sejam consecutivos.

Definic¢do 1.3.6 Sejam P, f, ¢ € Z simbolos, respectivamente, de predicado n-ario, fungdo n-
aria e constante. Uma Y-férmula ¢ é uma férmula termos-reduzida quando é obtida através
de alguma das clatisulas:

(a) @ é Pxy..x, b)péx=y
Q@éfrxi.x, =y (d)péc=x
(e) @ é =) e P é termos-reduzida (f) @ é Ax1p e P é termos-reduzida

(8) péyVyet,ysdo termos-reduzidas.

Exemplo 1.3.7 Na assinatura X = {f, g,c} em que f e g sdo, respectivamente, simbolos de
fungdo undria e bindria e c é simbolo de constante, seja A = (IN, s, +,0) uma X-estrutura
em que s é a fungdo sucessor em IN. Se 71 é (x1 = fc) A (gxox3 = x4) A (X2 = fo) A (x5 =
fxs) A (x4 = fc) e 1, é gffcfc = x4, entdo 11 é férmula com termos reduzidos e 7, ndo,
embora A E 11[(1,1,2,3,1)] se, e somente se, A = 1,[(1,1,2,3,1)].

Proposicao 1.3.8 Para toda sentenca IL,-sentenca ¢ existe uma IL,-sentenca @* que é termo-
reduzida e possui as mesmas varidveis livres de .

Prova. O passo chave da prova consiste em definirmos de modo apropriado a férmula ¢*.
Para isso, sejam P, f, g,c € X simbolos, respectivamente, de predicado n-ério, fungdes n-
ario e constante. Dada uma férmula ¢ em F~, definimos as férmulas com termos reduzidos

indutivamente:
e Sepéx=yousepéx=c entdo @' é propria ¢;
e Sepé fty..t, =y, entdo " é Axy.. A, (L = x1) Ao Aty = Xx0)" A fX1..0, = Y);
e Se @ é ft..t, = centdo ¢* é Ax((ft...t, = x)" A (x = ¢)");
e Se @ é fty..t, = gt]..t; entdo ¢* € x((ft..t, = )" A (x = gt,..1,)°);
e Se ¢ é Pty...t, entdo @* é dxy..Ax, (11 = x1)" Ao A (B = Xx0)" A Pxq...Xy);
e Sepé 1Y, entdo p* é ~)*; sepéPVy, entdo @€YV Y
e Se ¢ é Jdxy, entdo ¢* é dx1)".

E imediato da defini¢do acima que ¢ é uma férmula com termos reduzidos, obtida a
partir de ¢, e que as variaveis livres presentes em ambas sdo as mesmas. Além disso, por
indugdo na complexidade das férmulas! temos que ¢ é logicamente equivalente a ¢*. B

1A prova por indugéo foi omitida por ser muito simples, longa e ndo contribuir a exposigao.
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Teorema 1.3.9 (Teorema da substituicao) O sistema semdntico 1L, possui a propriedade da
substituicdo.

Prova. Sejam X uma assinatura, 2q uma X-estrutura, x uma assinatura relacional e Az
uma Xg-estrutura. O passo chave na demonstragdo consiste em definirmos, de modo
adequado, para cada férmula @ € L} uma férmula gz € L*, o que pode ser feito por
indugdo na complexidade de ¢:

e Se em ¢ ndo hd ocorréncia de simbolos de constantes ou fungdes, entdo g € ¢;
e Sepéx=y entdiopréx=y;

e Se f é simbolo de predicado n-ario e ¢ é f¥ = y, entdo @ é PXy, sendo que P ¢ L é
simbolo de predicado (n+1)ario;

e Se ¢ é ~, entdo gr é ~Yg;
e Sepéy Vo, entdo @r é Yr V og;
e Se ¢ é dxip, entdo @r é dxir.

Agora, precisamos construir o modelo Az para @g, a partir de um modelo U para ¢.
Para isso, basta considerarmos:

o Ul =[A;
e Se P € ¥ é um simbolo de predicado, entdo P¥* = P¥;

e Se f € ¥ é um simbolo de fungdo n-dria, entdo P¥rg,,--- ,a,,a se, e somente se,
f%[(al, ...,ay) = a, onde P € L é um simbolo de predicado n + 1-4rio ndo presente em
L

e Sec € ¥ é um simbolo de constante, entdo Q*a se, e somente se, c* = 1, onde Q € Xy
é um simbolo de predicado undrio ndo presente em X.

Agora, por simples indugdo na complexidade das férmulas termo-reduzidas ¢ temos que
A = @ se, e somente se, g E k. [ |

Definic¢ao 1.3.10 Uma légica é reqular quando goza da propriedade booleana, propriedade
da relativizagdo e da propriedade da substituicao.

Teorema 1.3.11 O sistema semantico 1L, é regular.
Prova. A prova foi apresentada nos Teoremas 1.3.2,1.3.4 e 1.3.9. [ |

Encerramos esta se¢do estabelecendo um método de comparagdo entre o poder expres-
sivo de légicas. No Capitulo 4 estenderemos essa analise para outros tipos de estruturas,
como as estruturas modais.
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Definigao 1.3.12 Sejam IL e IL” duas légicas abstratas.

(a) Uma LL-sentenga ¢ é logicamente equivalente a uma IL’-sentenca ¢’ quando toda estru-
tura que é modelo de ¢ é modelo de ¢’ e reciprocamente;

(b) AldgicalL é ao menos tdo expressiva quanto a logica IL” quando, para toda IL-sentenca
existe uma IL’-sentenga tal que ambas sdo logicamente equivalentes. Denotamos que
IL é ao menos tdo expressiva quanto " por IL C I’ e, nesta situagdo, dizemos também
que L é sublogica de IL’;

¢) Duas logicas IL e I” sdao igualmente expressivas quando IL C I’ e I’ C IL. Denotamos
& 8 p q
que L e I’ sdo igualmente expressivas por IL ~ IL’;

(d) Aldgicall’ é estritamente mais expressiva que a logica IL quando IL C I’ e ndo é o caso
que L ~ IL’. Denotamos que I’ é estritamente mais expressiva que IL por L C IL".

No préximo capitulo serdo apresentados exemplos de l6gicas mais expressivas que a
logica IL;.

1.4 Os teoremas de Lowenheim-Skolem e da Compacidade

Nesta se¢do apresentaremos, sem provas, os teoremas da compacidade e de Lowenheim
-Skolem para a l6gica abstrata I, e generalizaremos, como propriedades, estes resultados
para sistemas semanticos quaisquer.

Em 1915 Leopold Lowenheim mostrou que, se uma férmula de IL, possui modelo
infinito, entdo esta férmula possui modelo de dominio enumeravel; em 1920 o resultado
foi generalizado por Thoralf Skolem.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Léwenheim-Skolem) Sejam ¥ enumerdvel e T CFr um conjunto
enumerdvel de formulas. Se I' possui um modelo de cardinalidade infinita, entdo I' possui modelo
enumerdvel.

Nao apresentaremos a prova deste teorema; uma demonstracdo pode ser vista em
Hodges, [10], pagina 69, que a descreve como “The quickest way to prove Skolem results”
e cuja estratégia consiste basicamente em trés etapas:

e Hodges mostra como, a partir de uma X-estrutura % e um subconjunto X de ||, obter
uma subestrutura de U gerada por X.

e Com isso, ele obtém uma cadeia de subestruturas B, tal que para toda IL,-férmula
¢(y, X) e toda sequéncia a4 de elementos de B, tais que, se existe um b em U tal que
A = @(y, x)[b, d], entdo este b é elemento de B,,,;.
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e Por fim, considerando-se B = U B,, esta é contdvel e, pelo critério de Tarski-
nelN
Vaught?, B é subestrutura elementarmente equivalente a 2, o que completa a prova.

Outra prova do Teorema de Lowenheim-Skolem envolve estabelecer um conjunto finito
de axiomas para L, e, na prova de completude 4 Iz Henkin, adaptar a prova de maneira
adequada. Tal demonstragdo pode ser vista em Chang & Keisler, [4], padgina 66.

O Teorema de Lowenheim-Skolem além de, como ja dito, ser importante ao sistema
semantico IL,, inaugurou uma nova era na Légica, como assevera Enderton, [7], pag. 141:

“The theorem marked a new phase in mathematical logic. Earlier work had
been done in the direction of formalizing mathematics by means of formal
language and dedutive calculi; this work was initiated largely by Gottlob Frege
in 1879. For example,... But the modern phase began when logicians stepped
back and began to prove results about the formal systems that they had been
constructing.”

Segundo Wolenski, [25], o teorema de Lowenheim-Skolem foi fundamental para que
os logicistas dessem atengdo a outras légicas:

Famous (and less famous) axiomatizations at the end of the 19th century, na-
mely Dedekind’s (number theory), Peano’s (number theory) and Hilbert’s (ge-
ometry) were second-order, due to axioms, like induction (Dedekind, Peano)
and completeness (of real numbers) (Hilbert). Frege’s logic was also second-
order, and the system of Principia covered what is presently known as w-logic.
Nobody at that time made any difference between first- and higher-order logic.
The situation changed about 1915 when Lowenheim proved his famous result,
later improved by Skolem, about satisfiability of first-order formulas in the
domain of natural numbers.

Em sistemas semanticos, distintos de I, podemos encontrar, ou nédo, resultados anélo-
gos; diremos que uma légica abstrata IL possui a propriedade de Lowenheim-Skolem quando,
dado qualquer conjunto enumeravel I' de IL-sentengas, valer a condi¢do: se I' possui
modelo de cardinalidade infinita, entdo I' possui modelo de cardinalidade enumeravel.

Outro resultado de suma importancia a I, é o teorema da compacidade.

Teorema 1.4.2 (Teorema da Compacidade) Seja I um conjunto qualquer de IL,-formulas. Se
todo subconjunto finito de I tem modelo, entdo o proprio conjunto I' tem modelo.

A prova deste resultado também serd omitida, mas a mesma pode ser vista em diversos
textos introdutoérios de 16gica, como Mendelson [18] e Enderton [7] e a prova é consequén-
cia direta do teorema da completude de IL,. Uma outra demonstracao, dificil e puramente
semantica pode ser vista em Bell & Slomson [2].

2Quando U C B, este critério estabelece condigdes necessérias e suficientes para A < B.
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Ha sistemas semanticos que ndo satisfazem a compacidade no sentido acima, mas ha
dois modos imediatos em que podemos enfraquecer a no¢do de compacidade.

Dado um cardinal infinito x, uma légica abstrata IL é x-compacta quando, dado um
conjunto de IL-sentencas I', todo subconjunto de cardinalidade menor que x ter modelo
é condicdo suficiente para que I' tenha modelo. Por exemplo, a légica I, é No-compacta,
pois o conjunto de sentencas é enumerével e vale o teorema da compacidade.

A nova versdo da compacidade pode ainda ser estabelecida do seguinte modo: dados
dois cardinais « e A tais que k > A > N, uma légica abstrata IL é (x, A)-compacta quando,
para qualquer conjunto de IL-sentencas com cardinalidade menor ou igual a x, se todo
subconjunto de I' com cardinalidade menor que A tem modelo, entdo I' tem modelo. Uma
vez que o conjunto de IL;-sentencas é enumerdvel, temos que L, é (N, Np)-compata.

A importancia da compacidade para os sistemas semanticos que estendem I, é dupla:
em primeiro lugar, sistemas semanticos munidos de alguma forma de teorema de comple-
tude, em especial a completude abstrata® sdo munidos de alguma forma de compacidade
e, consequentemente, sistemas ndo compactos ndo possuem um teorema de completude.

Em segundo lugar, a Ny-compacidade desempenha papel central em teoria de modelos
para IL;, ; desse modo, muitos resultados modelo-tedricos para légicas abstratas quaisquer
podem ser obtidos mimetizando os resultados em IL,. Quando a compacidade falha, a
investigacdo modelo-tedrica dessas logicas torna-se deverds complicada.

3Uma l6gica possui completude abstrata quando o conjunto das sentencas validas da logica é recursiva-
mente enumeréavel.
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Capitulo 2

Extensoes da Logica de Primeira Ordem

No capitulo anterior definimos a légica IL, e apresentamos o conceito de uma légica
ser mais expressiva do que outra sem, entretanto, apresentar exemplos. Tais extensdes
podem ser canonicamente obtidas através da introdugdo de novos quantificadores, novos
operadores ou novas varidveis na linguagem inicial £,, seguida de uma adequacido das
regras que definem as férmulas, a relacdo de satisfatibilidade e todas as demais nogdes
subjacentes, de tal modo que os novos elementos sejam naturalmente incorporados aos
novos sistemas semanticos. Estes novos quantificadores irdo quantificar sobre as varidveis
de £, os novos operadores permitirdo a concatenacdo de infinitas férmulas de I, e as
novas varidveis serdo quantificadas, o que motiva a denominagdo dos sistemas semanticos
obtidos através destas estratégias, respectivamente, [dgicas com quantificadores generalizados,
l6gicas infinitdrias e l6gicas de ordem superior. Vale a pena enfatizar que a nogdo de estrutura
ndo é alterada nestas extensdes, ou seja, a classe de estruturas que serve como dominio
da relagdo de satisfatibilidade dessas légicas é precisamente a mesma de IL,, embora as
rela¢des de satisfatibilidade envolvidas sejam, naturalmente, outras.

Nas trés primeiras se¢Oes deste capitulo apresentaremos um representante tipico de
cada uma dessas formas de extensdo e analisaremos o comportamento dos mesmos com
relacdo as propriedades de Loéwenheim-Skolem e Ny-compacidade.

2.1 Alégica com “existe uma quantia incontavel” Ly,

No caso concreto de sistema semantico apresentado no capitulo anterior, os quanti-
ficadores existencial e universal podem ser considerados como quantificadores de cardi-
nalidade, no seguinte sentido: dada uma férmula com uma variavel livre ¢(x), a validade
de dx¢(x) indica que a extensdo de ¢ ndo é vazia, enquanto que a validade de Yxgp(x)
determina que o complementar da extensdo de ¢, com relacdo ao universo dos modelos,
é vazio. Em 1957, Mostowski, [19], generalizou esta ideia com a introducdo da familia de
quantificadores Q,, em que a validade da sentenga Q,x(¢(x)) expressa condi¢des acerca da
cardinalidade da extensdo de ¢ e de seu complementar. De modo mais preciso, Mostowski
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estipulou que Q,x(¢(x)) é valida apenas na classe de estruturas cujos dominios possuem
cardinalidade, no minimo, N,. Esses quantificadores sdo conhecidos como quantificadores
generalizados de Mostowski.

Em 1966, Lindstrom, [14], generalizou os quantificadores generalizados de Mostowski
em duas dire¢des. Primeiro, permitiu que o mesmo quantificador tivesse em seu es-
copo mais de uma férmula ao mesmo tempo, construindo assim sentengas da forma
Qx(p1(x), ..., pu(x)) e, com isso, ele mostrou ser possivel caracterizar nog¢des tais como
“a maioria dos X é Y”. Em seguida, permitiu que um mesmo quantificador ligasse
mais de uma varidvel ao mesmo tempo, permitindo a construcdo de sentencas da forma
Qx; xy(P(x), R(x, y)), em que “x” e “xy” sdo ligadas por Q; isso permitiu a Lindstrom ex-
pressar que "a relacdo R bem-ordena o conjunto P”. Tais quantificadores sdo conhecidos
como quantificadores generalizados de Lindstrom.

Em Feferman & Barwise, [8], parte B, hd uma ampla discussdo sobre as propriedades
modelo-tedricas de l6gicas obtidas com o acréscimo dos quantificadores Q, de Mostowski
a linguagem de IL,. Nesta secdo, limitaremos nossa discussdo a alguns dos principais
aspectos modelo-tedricos do sistema semantico oriundo da introdugao do quantificador Q;
de Mostowski e encerraremos esta se¢do com alguns comentdrios, muito breves, relativos
a insercgao de Qy.

Defini¢ao 2.1.1 Uma linguagem L, é uma linguagem L, acrescida do simbolo Q;. O
conjunto Tél dos X-termos de L, coincide com o conjunto T} e as E-férmulas da linguagem
L, sdo estabelecidas pelas seguintes clausulas:

(a) Se ¢ é uma LF-férmula, entdo ¢ é uma Lél -férmula;
(b) Se ¢ é uma Lél -formula, entdo Q;x(¢p) também o é.

O conjunto das Lél-fc’)rmulas serda denotado Fgl. Quando ¢ € Fgl é da forma Q;x(¢), as
varidveis livres de ¢ sdo as mesmas de 1, exceto x, que é varidvel ligada. Para as demais
férmulas de L, caracterizamos as varidveis livres, bem como os conceitos de varidvel
ligada, complexidade, ocorréncia, sentenca, etc; da mesma maneira que os conceitos
associados a .L;. Denotaremos o conjunto das Lél-sentengas por Lél.

As nogoes de estrutura, estrutura adaptada a uma assinatura, sequéncia de elementos
de uma estrutura, interpretacdo dos termos e das férmulas em uma estrutura, etc., sdo
idénticas as discutidas no capitulo anterior e, com elas em mente, podemos definir uma
relacdo de satisfatibilidade entre férmulas, estruturas e sequéncias que contemplem o novo
simbolo Q1, além de ser coerente com a interpretacdo pretendida a este altimo.

Definicdo 2.1.2 Seja A uma X-estrutura. A relagdo a sequéncia a satisfaz a Lél-férmula p(X)
em A é denotada AE o @(%)[a] e definida por:

(@) Seq GF?, a relacao A I:Q] @(X)[a] vale se, e somente se, A I:LI(p(X) [a] vale;
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(b) Se ¢ € Fgl é da forma Qly(gb(y, X)), entdo vale a relacao UA I:Ql @la] se, e somente se,
existem ao menos N; elementos b em || tais que A |=Ql Y(y, X)[b, a].

Asnocgoes de formula verdadeira, formula satisfativel, sentenca verdadeira em um modelo,
sentenca vélida, conjunto de sentencas verdeiras em um modelo, etc., sdo adaptacdes
imediatas das apresentadas no capitulo anterior.

Observamos que uma vez que a colegdo de férmulas que estabelecemos é uma extensao
das IL;-férmulas e a classe de extensdes é a mesma, a relagdo de satisfatibilidade acima
definida é uma extensdo de |, . Estamos agora em condi¢des de estabelecer uma nova
l6gica abstrata.

Teorema 2.1.3 O par (Lél, Fo, ) ¢ um sistema semantico.

Prova. As condigdes (a) e (b) da definicdo de sistemas semanticos sdo imediatas pelas
Definic¢oes 2.1.1 e 2.1.2. Quanto a propriedade do reduto e do isomorfismo, as provas sdo
por indugdo na complexidade das férmulas e, em virtude de IL, ser sistema semantico,
para as férmulas comuns entre FIZ e Fgl a discussao estd encerrada. Para as demais, vamos
supor que Xy C X, P(X) € Fgl, A e B sao L-estruturas e hh : A — B é um isomorfismo.

(c) Propriedade do isomorfismo: Vamos supor que ¢ (y,X) € Fél ; como hipotese de
indugdo temos que, se A |, Y(y, X)[b,a], entdo B k=, P(y,¥)[hb, ha]. Seja ¢ a L-férmula
Quy((y, X)):

Uk, pldl = Uk, Quy(vy, D)@l
=  existem ao menos N; indiv. b em || tais que A =Y(y, X)[b, a]

HI+iso

=  existem ao menos N; ind. hb em |B| tais que B (v, X)[hb, ha]
= BEQy(¢(y,)hal
= Bk @lhal.
(d) Propriedade do reduto. Todos os casos sdo idénticos ao caso I, exceto um:
= existem ao menos N; individuos b em Y] tq. ?I}:Ql Y(y, X)[b, a]
= existem ao menos N, indiv. b em |, | tq. Al E, ¥(y, )b, a]
= mlzo |:Q1 Qly(lab(y/ f))[ﬁ]
= W, k, elal.
Como as propriedades do isomorfismo e do reduto sdo validas para todas as férmulas,
elas sdo, em particular, validas para todas as sentengas, o que conclui a prova. |

O par ordenado (Lé‘1 Eo, ) serd denotado por Ly, e denominado [dgica com o quantificador
“existe uma quantia incontdvel” ou sistema semantico Lo, ou, ainda, I6gica abstrata ILy,. Pela
Definicdo 1.2.1 o sistema semantico Ly, claramente é munido da propriedade booleana;
as proximas duas proposi¢des mostrardo que L, é regular.

Proposicao 2.1.4 A ldgica abstrata Lo, goza da propriedade de relativizagdo.
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Prova. As defini¢oes das estruturas envolvidas sdo as mesmas da Defini¢do 1.3.3 ea prova
é por indugdo na complexidade de férmulas. Em virtude do Teorema 1.3.4, precisamos
apenas definir a relativizacdo das sentencas que envolvem o quantificador Q;: se a sentenca
@ € Qix(P(x)), entdo ¢F é Q1x(Px A P(x)P). Assim, temos:

(P, o, @ = (PM), o, Qux(y(x))

= existem ao menos N; individuos a € [(P™), | tais que(P™), Fo, Y()lal
= existem ao menos N; individuos a € |(P™), | tais que Ay, B, P(x)lal
= existem ao menos 8; a € [(P¥),| = P¥ C || = Al tg. Ay, I:Q1 (x)P[a]
= existem ao menos Ny a € [, |t q. A, F, P)[ale N, F, P(x)[a]
= existem ao menos N, indiv. a € |2, | tais que A, =, (P(y) A w(x)”)[a]
= U, k, Qux(P(x) A p())
= Wy, By, 97

W, By @7 = U, B, Qu(P) A YY)
= existem ao menos N; indiv. a € [, | tais que A, I:Ql (P(x) A lp(x)”)[a]
= existem ao menos Ny a € [U, | t. q. A, I:Ql P(x)[a] e U, I:Ql (gb(x)P)[a]
= existem ao menos Ny a € [, | = P = [(PM), | t. q. A, Fo, Y(x)[a]
= existem ao menos N; indiv. a € [(P), | tais que (P, Fo, Yl
= (P, |, Qix(p(x))
= (P, o, ¢-

Isso conclui a prova por indugdo. |

Um coroldrio da prova acima é que a logica Lo, qualquer que seja o «, goza da
propriedade de relativizagdo. De fato, basta estabelecermos que, quando a sentenca ¢
é Qux(Y(x)), sua relativizagdo ¢” é Q,x(P(x) A P(x)’); com isso, a prova acima pode ser
adaptada a estes novos quantificadores.

Proposicao 2.1.5 A ldgica Lo, é munida da propriedade de substituigdo.

Prova. Construimos uma assinatura L a partir de uma assinatura ~ do seguinte modo:
(i) inicialmente Xk é vazio e todo simbolo de relacdo em L é acrescentado a Xg; (ii) a cada
simbolo de funcdo n-4drio em X é acrescentado um novo simbolo de predicado (n + 1)-ario
em Xg; (iii) a cada simbolo de constante em L é acrescentado um simbolo de predicado
undrio em X e (iv) os simbolos em X sdo apenas aqueles descritos nos passos (i), (ii) e (iii).
Claramente, X € relacional. Sejam A uma X-estrutura e Az uma Xg-estrutura construida
como no Teorema 1.3.9. Por fim, consideremos uma sentenca ¢ em Lél. Ha4 apenas duas
possibilidades a esta sentenga:

e ¢ € L} e portanto, pelo Teorema 1.3.9, existe uma sentenca @y tal que U ., @ se e
somente se, Ar |=LI(pR e, como ¢ é membro de Lzl, AE o, P S€, e somente se, W E o, PR
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o ¢ é Qix(P(x)) e P(x) € F>; para estas férmulas basta definir que g é Q1x((x)r) €,
com o mesmo argumento usado acima, concluimos que U =, ¢ se, e somente se,
A |:Q1 Pr

Com isso, concluimos que L, satisfaz a propriedade da substituigdo. |
Proposicdo 2.1.6 A ldgica abstrata L, é estritamente mais expressiva do que IL,.

Prova. Pela Defini¢do 2.1.2 temos para toda formula ¢ de IL, que, se A |5, ¢, entdo A =, ¢
e, portanto, I, C L, . Por outro lado, consideremos a ILg,-sentenga =Q;x(x =x); com isso:
A Fo, "Qix(x =x) & ndo € o caso que A Fo, Q1x(x = x)
© ndo existem ao menos N; indiv. 2 € [A| t.q. A I:Q1 (x=x)[a]
& acardinalidade de || é estritamente menor do que N;.
Assim =Qqx(x = x) é verdadeira, tinica e exclusivamente, em modelos de dominio
contdvel. Agora, vamos supor que exista uma IL,-férmula ¢ tal que A |, 1) se, e somente
se, 0 dominio de A é enumerdvel. Como para IL, vale o Teorema de Léwenheim-Skolem-
Tarski, existe uma estrutura B tal que B I:ILI Y e |B| é ndo enumerdvel. Assim, ndo existe
uma sentenca de I, que caracterize as estruturas de dominio enumeravel e, portanto,
L, C H—‘Qr |

Proposicao 2.1.7 O sistema semantico Ly, ndo goza da propriedade de Lowenheim-Skolem.

Prova. De fato, consideremos novamente a Lg-sentenca Q;x(x = x). Assim, dada uma
estrutura A, por definicdo A Q1x(x=x) se, e somente se, 0 dominio de A possui cardi-
nalidade no minimo N;. Portanto, ndo é admissivel a existéncia de uma estrutura B com
dominio enumerével e tal que B E Q;x(x=x). Consequentemente, ndo vale a propriedade
de Lowenheim-Skolem em L, . u

Proposicao 2.1.8 A Idgica Lo, é No-compacta.

Prova. A prova deste resultado foi apresentada em 1970 por Keisler, [12], e ndo serd
reproduzida aqui. A estratégia de prova consiste em inicialmente formular um sistema
de axiomas para ILy, que seja correto e completo com relagdo a relagado de satisfatibilidade
o, & em seguida, adaptar a prova de Ky-compacidade da l6gica L. |

Na familia de quantificadores Q,, outro de natural interesse é o quantificador Qy,
cuja interpretacdo pretendida é A E Qux(1(x)) se, e somente se, exitem contdveis a € ||
tais que A E Y(x)[a]. Embora possamos definir uma légica abstrata com Qy de modo
analogo ao aplicado a Q;, o sistema resultante ndo é bem comportado, uma vez que ndo
satisfaz a propriedade de Lowenheim-Skolem, ndo é contavelmente compacto e ndo possui
completude abstrata.

Por essa razdo, embora tais sistemas sejam capazes de distinguir estruturas finitas das
nao finitas e de caracterizar grupos de tor¢do, os mesmos sdo preteridos a l6gica infinitaria
estudada na proxima segdo.

Concluimos esta segdo enfatizando que a o sisterma semantico ILg, é regular, mais expressivo
do que IL,, No-compacto e ndo satisfaz a propriedade de Lowenheim-Skolem.
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2.2 Alégica infinitaria IL,,

Alternativamente a inclusdo de novos operadores a linguagem, extensdes do sistema I,
podem ser obtidas ao permitirmos novas regras de formagcao as formulas e, os sistemas IL,,,
compdem uma familia importante dessas extensdes. Nos sistemas semanticos I, as regras
para formagdo de férmulas exigem que apliquemos qualquer conectivo ou quantificador
apenas um numero finito de vezes; as légicas IL, , removem estas limita¢des, permitindo
que novas férmulas sejam formadas a partir da concatenacdo de “menos do que « outras
férmulas” e nas quais é permitida a ocorréncia “de menos do que A quantificadores”, sendo
que x e A sdo cardinais quaisquer. Por esse motivo, quando ao menos um dos cardinais x
ou A é infinito e maior do que Ny, estas l6gicas sdo denominadas Idgicas infinitdrias.

Nesta se¢do consideraremos a légica infinitaria IL,,,, isto é, logicas em que novas
férmulas podem ser obtidas a partir de uma quantia enumerdvel de férmulas e finitas
aplicacdes de quantificadores. Esse raciocinio justifica a notagdo, bastante usual mas que
ndo adotaremos aqui, de IL,,, para LL,.

Defini¢ao 2.2.1 Uma linguagem L., ¢ uma linguagem L, acrescida do simbolo \/. Dada
uma assinatura X, o conjunto Tf,lw dos X-termos da linguagem L, , coincide com o
conjunto T-. As Z-férmulas da linguagem £, sdo estabelecidas pelas seguintes clausulas:

(a) Se ¢ é uma Li-formula, entdo ¢ é uma L7  -formula;

X
wWw1w

(b) Se W é um conjunto enumeravel de £}, ,-férmulas, entdo \/W é uma L7  -férmula.

O conjunto das L ,-férmulas serd denotado Fi]w. Estabelecemos os conceitos de va-
ridvel livre, variavel ligada, férmula, sentenca, etc, da mesma maneira que os conceitos
associados a £;. Denotaremos o conjunto das L}, ,-sentencas por Lf,lm.

A interpretagdo pretendida ao simbolo \/ é a disjungdo enumeravel de férmulas, isto
é, se o conjunto W = {1, 1), ...} é infinito, entdo a intui¢do por tras \/WV é a disjungdo
Y1 V1, V... de todas as férmulas em W, expressdo esta que ndo é admitida como férmula
da linguagem £;. Quando o conjunto W for finito, cometeremos o abuso de escrever \/ W
para representar Y V ... V ¢, com cada ¢;, i = 1,...,n, em V.

As nogoes de estrutura, estrutura adaptada a uma assinatura, sequéncia de elementos
de uma estrutura, interpretacdo dos termos e das férmulas em uma estrutura, etc, sdo
idénticas as discutidas no capitulo anterior e, com elas em mente, podemos definir uma
relacdo de satisfatibilidade entre férmulas e estruturas que contemple as L, ,-férmulas.
b2

wiw’

Defini¢do 2.2.2 Sejam ¢ € F; , W um conjunto enumerdvel de férmulas em Film e Auma

E-estrutura. Arelagdo a férmula ¢(x) é satisfeita pela sequéncia a de %, denotada A, p(%)[a],
é definida por:

(a) Se p(x) GFIZ, a relagcdo A }:mlm @(x)[a] vale se, e somente se, A I:LI(p(X)[ﬁ] vale;
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(b) Vale Ul  \/WI[a], e somente se, para alguma () € WV vale A I:wlml,l)(a?)[d].

@

Asnocgoes de formula verdadeira, formula satisfativel, sentenca verdadeira em um modelo,
sentenca vdlida, conjunto de sentencas verdadeiras em um modelo, etc., sdo andlogas
aquelas presentes na Defini¢do 1.2.3.

Exemplo 2.2.3 Do mesmo modo que os quantificadores 3 e V sdo duais em IL,, podemos
estabelecer o dual /\ de \/. A interpretagdo pretendida ao operador A é o de “conjuncéo
infinita”e, de modo mais preciso, se W é um conjunto enumeravel de L, ,, entdo A k=, ,
AV se, e somente se, A ... ¥, para toda ¢ em W. Consideremos =W = {- | ¢ € W};
entdo, para toda estrutura U:
AL, , —|( \/(ﬂ\P)> & ndoéocasoque A,  V(=V)

© ndoéocasoque A= -1, paraalguma ¢ em W

& AR, ¢, paratoda ) em W

s AR, AW

Exemplo 2.2.4 Sejam G um conjuntonio vazio, o uma fungdo bindria em G e e um elemento
de G. Um grupo é uma estrutura ® = (G, o, ¢), caracterizada pelas seguintes IL,-sentengas:

(i) VxVyVz(((x o y) 0 z) = (x o (y 0 2))) (il) Vx((x o e) = x) (iii) Vxdy(x o y = e)

Um grupo de tor¢do é um grupo ©® tal que, para todo membro a de G, existe um inteiro
positivo n tal que

aoago..oaq =e
~—— ———

o aplicado n vezes

Uma caracterizagdo desta propriedade com a légica de primeira ordem ndo é possivel,
pois ela deve ser lida comoaoa = eouaoaoa =eouaoaqaoaoa =eou--, cuja
formalizac¢do canodnica é a sentenga Yx((xox =e) V(xoxox =e) V ...), que ndo é licita em
LL,. No entanto, tal propriedade pode ser caracterizada por uma L, ,-sentenca. De fato,
consideremos as férmulas recursivamente geradas por f(0) = (x = x), f(n + 1) = x o f(n)
e o conjunto W = {f(n) = e| n € N}. Claramente, este conjunto é enumeréavel e, portanto,
a propriedade de grupo de tor¢do pode ser caracterizada pela sentenga Yx(\/\W). Logo, os
grupos de torgdo sdo caracterizaveis em IL, .

Proposicdo 2.2.5 O par (Lilw, Foe ) é um sistema semantico.

Prova. As condigOes (i) e (ii) da defini¢do de sistemas seméanticos sdo imediatas pelas
Defini¢des 2.2.1 e 2.2.2. Quanto a propriedade do reduto e do isomorfismo, as provas sdo
por inducdo na complexidade das férmulas e, em virtude de I, ser sistema semantico, para
as formulas comuns entre F- e Ffw a discussdo estd encerrada. Para as demais, vamos
supor que Xy C X, Y(¥) € Filw, A e B sdo X-estruturas, i : A — B é um isomorfismo entre
A e B. Seja W um conjunto enumerdvel de de férmulas em Ff)lw:

33



(iii) Propriedade do isomorfismo. A HI é: se A=, ¢ (¥)[a], entdo B, P (x)[ha].
Ak, (V)a = Uk, P@[al, para alguma (%) em ¥

= B ... (@)[ha], para alguma ¢ (¥) em W
= B, (V)ha.

(iv) Propriedade do reduto. Todos os casos sdo idénticos a IL;, exceto um:
Ak, , (\/\I’)[d] = Ak, P()a], para alguma (x) em W

= A, F, . PE)4], para alguma Y (x) em ¥
= U, k. (V).
Como as propriedades do isomorfismo e do reduto sdo vélidas para todas as férmulas,
em particular sdo validas para todas as sentencas, o que conclui a prova. |

A partir de agora denotaremos o sistema semantico (LEW, I:mlw) por LL,, ., que deno-
minaremos ldgica da “disjungdo infinita” ou sistema semintico 1L, ou, ainda, ldgica abstrata
L., Pela Defini¢do 2.2.2 o sistema semantico LL,,,, claramente é munido da propriedade

booleana; as préximas duas proposi¢des mostrardo que L, é regular.
Proposicao 2.2.6 A ldgica IL,, ., goza da propriedade de relativizagdo.

Prova. As defini¢des das estruturas envolvidas sdo as mesmas da Defini¢do 1.3.3 e a prova
é por indugdo na complexidade de férmulas. Em virtude do Teorema 1.3.4, precisamos
apenas definir a relativizagdo das férmulas que envolvem o simbolo \/: se a férmula ¢ é
VW, entdo ¢* é \/(\IJP), em que WP = {¢? | Y € W}. Assim, temos:

(P, k., plal o (P, &, (V)@
(PP, F... P®@lal, para alguma ¢ (x) € ¥
A, Foo YP(%)[a], para alguma (x) € ¥
‘II[P] |=m1m YP(x)[a], para alguma y?(x) € ¥
A, k. (V)]
‘II[P] |:m1m oPlal.

0 00:=0¢C

Como verificamos a relativizagdo para as férmulas, as sentengas também estdo munidas
de tal propriedade. u

Proposicao 2.2.7 O sistema semantico IL,,,, possui a propriedade de substituicdo.

z

Prova. Sejam ¥ uma assinaturae 9 €F; .

Construimos a assinatura X a partir de X como
na Proposi¢do 2.1.5. Sejam ainda A uma X estrutura e Az uma X estrutura construida
como no Teorema 1.3.9. Por fim, consideremos uma férmula ¢ em Ffjlw. Ha apenas duas

possibilidades a esta férmula:

e ¢ € F e portanto, pelo Teorema 1.3.9, existe uma férmula ¢ tal que A @ se e

z
w1’

somente se, A |5, pr e, comop € F; Ak, ¢ se esomentese, Ar =, , Pr;

34



e W={Y|ye FIZ} possui cardinalidade 8y e ¢ é \/¥; nestas condigdes, basta estabelecer
que g € \/Wg, em que Wi = {Yr | ¥ € W} e, com 0 mesmo argumento usado acima,
concluimos que A = ¢ se, e somente se, Ar le QR.

wjw

Como sentencas sdo casos particulares de férmulas e a substituicdo vale para férmulas,
concluimos que L, ., satisfaz a propriedade da substituicdo. |

Proposicdo 2.2.8 L, é uma logica regular estritamente mais expressiva do que IL,.

Prova. Por um lado, é imediato das defini¢des que toda I, C L,,,. Por outro lado, o
Exemplo 2.2.4 mostra, através dos grupos de tor¢do, que ndo é o caso que LL,,,, E IL;, 0 que
conclui a prova. [ |

Proposicao 2.2.9 O sistema semintico 1L, é munido da propriedade de Lowenheim-Skolem.
Prova. Néo apresentaremos a prova, que pode ser vista em Keisler, [13], capitulo7. ®
Proposicdo 2.2.10 A Iégica abstrata 1L, nio é Ry-compacta.

Prova. A prova consiste basicamente em encontrarmos um conjunto A de IL,, ,-sentencas
que ndo possui modelo, embora seus subconjuntos finitos, sim. Consideremos para cada
n a férmula ¢, € F,,,, dada por 3x1...3xn( NM-xi=x)|l<i<j<nen> 2}). A intuigao
por trés de tais formulas é que “existem ao menos n elementos distintos”; além disso, cada
@) € uma sentenca de IL,, pois é uma conjuncdo finita de negagdo de atdmicas. Dada uma
estrutura U, claramente A [ @y, se, e somente se, a cardinalidade de || é maior ou igual
an.

Vamos coletar todas as férmulas acima definidas em um tnico conjunto I, isto §,
I'={@p | n > 2}. Assim, para toda estrutura A temos:

AT & WAk @, paratoda gy emT
© acardinalidade de || é menor ou igual a n, para todo natural n
& acardinalidade de |2 é N,.

Agora, consideremos que @r) é a formula \/{-¢[,; | n > 2}. Como a disjungdo € infinita,

trata-se de uma férmula de LL,,,, mas ndo de IL,. Ainda, dada uma estrutura A qualquer:
Ak © UAkE-gppara algum natural n
& ndo é o caso que |A| tem cardinalidade maior ou igual a n
& acardinalidade de |2 é finita.

Finalmente, consideremos o conjunto A = {@[r}UI. Por um lado, todo subconjunto
finito de A tem um modelo cuja cardinalidade é finita, isto €, menor do que N,.

Por outro lado, A ndo tem modelo, pois se o tivesse, sua cardinalidade deveria ser
finita (para @yr)) e, a0 mesmo tempo, igual a Ny (para I'). Consequentemente, I, , ndo é
No-compacta. n

Concluimos esta se¢do enfatizando que a o sistema semantico 1L, , é regular, mais expressivo
do que IL,, munido da propriedade de Lowenheim-Skolem e ndo satisfaz a propriedade da No-
compacidade.
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2.3 Aldgica de segunda ordem Ly

Nesta secdo analisaremos uma extensdo do sistema semantico IL, obtida quando am-
pliamos o conjunto de varidveis da linguagem /L, e adaptamos as regras de formagao
de termos e de férmulas de modo a contemplar os novos elementos. Analisaremos este
novo sistema quanto as propriedades de Lowenheim-Skolem e 8j-compacidade, além de
discutirmos brevemente as complicacdes que a inclusdo dessas novas varidveis imputam
as propriedades modelo-tedricas destas novas logicas.

Definigao 2.3.1 Uma linguagem L, é obtida a partir de uma linguagem £, através da
inser¢do de dois conjuntos de varidveis:

(@) Um conjunto Vg = {X], | m, n > 1} cujos elementos sdo as varidveis de predicado.

(b) Um conjunto V& = {F), | m, n > 1} cujos elementos sdo as varidveis de fungao.

O elemento F! é a i-ésima varidvel de fungdo com aridade j, enquanto X/ é a i-ésima varidvel
de predicado j-dria. Os conjuntos V¢, Vg e V& sdo enumeraveis e, dois a dois, disjuntos.

Quando o contexto deixar claro qual a aridade da varidvel de predicado ou fungédo,
o indice de aridade serd omitido; do mesmo modo, o indice de posi¢do no conjunto de
varidveis serd omitido quando o mesmo néo for relevante ou estiver claro pelo contexto.
Usaremos Xl] e P{ , respectivamente, como metavaridveis para Xf e Ff .

Como a linguagem £, quando comparada a linguagem L,, apresenta varidveis de
funcdo, é natural que o conjunto de termos da primeira seja uma extensdo dos termos da
segunda.

Defini¢do 2.3.2 Seja X uma assinatura. Definimos os L-termos da linguagem L, por:

(a) Se x é a varidvel individual, entdo x é um £%-termo;

(b) Se ¢ é o simbolo de constante em ¥, entdo ¢ ¢ um L3-termo;

(c) Set,.., tjsdo Li-termos e Ff é a variavel de funcao, entdo P{ t...tj € Li-termo;

(d) Se t...t, sdo L:-termos e f € ¥ é um simbolo de fungdo n-dria, entdo ft;...t, é

LX-termo.

O conjunto de todos os X-termos de L serd denotado TIZI.

A defini¢do acima deixa explicito que os termos serdo as expressdes construidas a partir
das varidveis individuais, constantes individuais, de simbolos de funcao (da assinatura)
aplicada aos termos e de varidveis de fun¢do aplicadas em termos. A inclusdo destas
ultimas exige que facamos uma pequena adequagdo na notagdo do capitulo anterior.
Nesta secao, it = (uo, U1, ...) ¢ uma sequéncia, possivelmente infinita, tal que cada u; é uma
varidvel individual, varidvel de fungio ou varidvel de predicado; por sua vez, t(ii) denota um
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termo de L% cujas varidveis estdo dentre os elementos de i, embora possivelmente haja
em il elementos que ndo sdo varidveis do termo. Por exemplo, se considerarmos X = {c, f},
com ¢ um simbolo de constante e f um simbolo de funcdo unaria, t(u;, ) pode denotar
qualquer um dos termos: xo, f fx,, Fxoxo, F*fcxo, fFxqc, etc.

A nogao de interpretacdo de um termo em uma sequéncia de elementos de uma es-
trutura é andloga aquela do Capitulo 1. A excegdo, aqui, é que a sequéncia, em vez de
ser composta exclusivamente por elementos do dominio da estrutura, serd composta por
elementos do dominio, relacdes n—darias e fungdes n-arias. Vamos estabelecer esta ideia
mais precisamente.

Defini¢do 2.3.3 Sejam U uma X-estrutura, t = #'(if) um termo em T=, 4 = (ag, a1, ...) uma
sequéncia ao menos tdo longa quanto i e tal que cada 4; é um elemento das partes de U.
A interpretagio do termo t na sequéncia a de A é denotada "[a] e definida pelas seguintes
cladusulas:

(a) Set é a variavel individual x;, entdo t¥[a] é a; e a; é um elemento do dominio de ¥;
(b) Se t é o simbolo de constante c € ¥, entdo "[a] é um elemento c* do dominio de U;
(c) Se F{ é variavel de funcdo e t é o termo F{tl...t]-, entdo t¥[a] é F“[c‘z]t‘f[d]...t?l[d];

(d) Se f € T é simbolo de fungdo n-aria, e f é 0 termo ft...t,, entdo t"[a] é f£} [al...E5[al.

Estamos agora em condic¢des de estabelecer as férmulas da linguagem £, e, em seguida,
definir a relacdo de satisfatibilidade entre estruturas e férmulas.

Defini¢do 2.3.4 Seja L uma assinatura. As X-férmulas da linguagem L, sdo estabelecidas
por:

(a) Set; et, sdo L:-termos, entdo t; = t, ¢ Li-férmula;

(b) Sety, ..., t, sdo L:-termos e P € L é predicado n-ario, entdo P'ty...t, é Li-formula;

(c) Se ty, ..., t, sdo Li-termos e X" é variavel de predicado n-ério, entdo X"t;...t, é L3-
formula;

(d) Se ¢ e ¢ sdo L:-férmulas, entdo tanto =@ quanto ¢ V ¢ também o sdo.

(e) Se ¢ é uma L:-férmula, tanto Ix(¢p) quanto HX{ (p)e EIFZ () também o sdo.

Quando ¢ é uma L%-férmula da forma AX (1)), as variaveis livres de ¢ sdo as mesmas de
Y, exceto X, que é variavel ligada. O mesmo ocorre quando ¢ é IF(y): as varidveis livres
de ¢ sdo as varidveis livres de 1) menos F, que é varidvel ligada. Os conceitos de sentenca,
complexidade de férmula e demais conceitos associados as férmulas sdo definidos como
em IL,. O conjunto das £>-férmulas sera denotado F%, enquanto o conjunto das sentencas
sera denotado LZ.
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Como todo termo em T é termo em Ty, a cldusulas acima deixam latente que F- C F

e, consequentemente, L= C 2. Estamos agora em condicoes de estabelecer uma semantica
para as férmulas em F.

Defini¢io 2.3.5 (Semantica full) Sejam X uma assinatura, A uma Z-estrutura, ¢ € F, uma
férmula e @ uma sequéncia de elementos de U. A relagdo a férmula ¢ é satisfeita na sequéncia
a de A é denotada A=, ¢[a] e definida por inducdo na complexidade de ¢:

(a) Se @ é 1 = 1, entdo A=, @[a] se, e somente se, £ [a] = £)[a];

(b) Se @ é Pt;...t, entdo A, p[a] se, e somente se, (til[ﬁ], ey til[ﬁ]) € P%,

(c) Se ¢ é X"t...t,, entdo Ak, ¢[a] se, e somente se, (t‘il[d], . t‘f}[d]) e X"™a];

(d) Se ¢ é =, entdo U, p[a] se, e somente se, ndo é o caso que A, P[a];

(e) Sep é YV o, entdo Uk, p[a] se, e somente se, A=, P[a] ou U=, o[a];

(f) Se ¢ é Ax(Y(y, 1)), entdo A=, p[a] see, existe um b em || tal que A=, Y(y, (i1))[b, al;
(g) SepéIX"(P(X", 1)), entdao U=, p[a] see, hd umarelagio Rem A tq. A=, P(X", ))[R, a];
(h) Se ¢ é AF"(Y(F", 1)), entdo A=, p[a] see, hd uma funcdo f em A tq. A=, P(F", 7))[f,al.

As nogoes de férmula verdadeira, férmula satisfativel, conjunto de férmulas verdadeiras,
consequéncia tautologica, etc., sdo andlogas as do capitulo anterior.

A defini¢do acima é conhecida como semdntica full ou semdntica padrdo para as férmulas
de F. Outra formulagao bastante presente nos tratados de légica pode ser vista, por exem-
plo, em Shapiro [20] e Enderton [7] e estabelece, grosseiramente, que a relagdo R e a fungao
f das clausulas (g) e (h), na defini¢do acima, devem ser procuradas em alguma colegdo de
relacdes (funcdes) da estrutura, mas ndo necessariamente em “em toda a estrutura”. Esta
formulacio dé origem a semantica de Henkin para as férmulas de F3.

Definicdo 2.3.6 (Semantica de Henkin) Sejam ¥ uma assinatura, 2 uma X-estrutura, ¢ €
F> uma férmula e @ uma sequéncia de elementos de . Sejam, ainda, D}, alguma colegdo
de relagdes n-drias em A e D uma colegdo de fungdes n-arias em A. A relacdo a férmula ¢
é Henkin-satisfeita na sequéncia a de W é denotada A=, ¢[a] e compartilha as caracteristicas
de (a) a (f) da semantica full. Os casos restantes sdo estabelecidos pelas regras:

(g") Se p & AX"(Y(X", 1)), entdo A=, ¢[a] see, hd uma R € D, tal que A, P(X”,1))[R, a];
(h") Se @ é AF"(Y(F", @1)), entdo A=, p[a] see, existe f € D7 tal que Ak, P(F", )l f,al].

As nogoes de férmula verdadeira, férmula satisfativel, conjunto de férmulas verdadeiras,
consequéncia tautoldgica, etc., sdo anadlogas as da semantica padréo.
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Os quantificadores existenciais possuem seu dual universal em ambas as semanticas,
em que VX" (¢) e VF'(¢) abreviam —-3X"(—) e =3F"(—~y). Ambas as rela¢des de satisfa-
tibilidade sdo facilmente estendidas para esses quantificadores, de modo uma estrutura
satisfaz, full ou Henkin, uma férmula quantificada em uma sequéncia se, e somente se,
satisfaz o dual da férmula. Para as férmulas com V temos:

o AL VX"(P(X", 1)) see, para toda relacdo n-dria R em U, vale A=, (X", ))[R, a];

o A VF'(Y(F", i1)) see, para toda funcdo n-dria f em U vale A=, Y(F", i1))[ f, al;

o A, VX"(Y(R", 1)) se, e somente se, para toda relagdo R € Dy, vale U, P(X", @))[R, a;
o A, VF'(Y(F", 1)) se, e somente se, para toda funcéo f € Dy vale Uk, Y(F", 0))[f,a].

Num primeiro momento a existéncia de mais de uma semantica para férmulas da
linguagem L, pode gerar estranheza, mas nao hé justificativas a esta postura, basicamente
por duas razdes.

Primeiro porque é usual, principalmente em sistemas semanticos menos expressivos
que L,, estabelecer mais de uma semantica, algumas vezes com familias inteiras de se-
manticas.

Um segundo motivo é bem forte: o préprio conjunto de férmulas da linguagem £,
admite mais de uma semantica. Segundo Freire, [9], pagina 22,

...a Logica é formulada com quantificadores, mas as formulagdes podem variar
ligeiramente de acordo com a interpretacdo das variaveis livres. Ha duas inter-
pretacdes possiveis: a interpretacdo condicional das varidveis e a interpretacdo
da generalidade...

Tais interpretagdes fornecem contrapartes sintdticas distintas (que ndo consideramos
aqui) mas, ainda segundo [9], em fun¢do do Teorema das Constantes, elas sdo inter-
interpretdveis. Assim, a existéncia de mais de uma seméantica para um conjunto de férmu-
las ndo é fonte de problemas; ao contrario, tais semanticas permitem uma maior riqueza
conceitual aos sistemas semanticos.

Em todas os casos concretos de logicas que tratamos até o momento, as estruturas
sdo quddruplas formadas por dominio, colecdo de constantes, colecdo de relagdes de
aridades finitas e cole¢cdo de funcdes de aridade finita. Entretanto, as linguagens das
l6gicas consideradas sdo distintas, com a mudanga mais dréstica ocorrendo em L;;, com
a inclusdo de infinitos novos simbolos de varidvel. N&o é, simplesmente, a inclusdo de
novas varidveis a linguagem que torna IL,, de segunda ordem mas, sim, a maneira como estas
novas varidveis sdo interpretadas na estrutura; nas anteriores, as varidveis sempre eram
interpretadas como individuos do universo e, agora, as varidveis Fj, e X]}, sdo interpretadas
como relagdes e fungdes, isto é, sdo interpretadas como colegdes de individuos. Nesse sentido,
um sistema semantico “de terceira ordem” terd em sua linguagem simbolos de varidveis
que serdo interpretados como cole¢des de fungdes ou relagdes e assim sucessivamente. As
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l6gicas abstratas IL;, L, e LL,,, sdo légicas de primeira ordem, embora tradicionalmente
apenas a primeira receba esta designacéo.

A maneira como as varidveis de funcao e relagdo sdo interpretadas levam a dificuldades
herctileas quanto ao desenvolvimento da teoria de modelos para tais 16gicas. Por exemplo,
alégica de segunda ordem é considerada na Parte D em Barwise & Feferman [8] e consiste,
sem ddvida, na parte mais curta e com tratamento menos geral que as anteriores, dedicadas
aos sistemas ILg, e IL,;. Outro indicativo da dificuldade em atacar através de ferramentas
da teoria de modelos as l6gicas de ordem superior é oferecida por Chang & Keisler, [4],
que em sua edi¢do de 1973 aponta como vigésimo quarto (e tltimo) item no Apéndice B,
Open Problems in Classical Model Theory:

“24. Develop the model theory of second- and higher-order logic”

Vamos verificar que o conjunto de sentencas I, e ambas as semanticas, full e Henkin,
formam sistemas semanticos.

Proposic¢do 2.3.7 Os pares (LIZI, = ) e (Lf;, = ) sdo légicas abstratas.

Prova. As provas para cada um dos pares sdo analogas e, por sua vez, podem ser feitas
de modo similar ao sistema L,. A veracidade das cldusulas (a) e (b) na definicdo de
l6gica abstrata é verificadas imediatamente pelas defini¢des. As propriedades do reduto e
do isomorfismo sdo verificadas por induc¢do na complexidade das férmulas mas, como ja
fizemos esta prova em diversas outras oportunidades, verificaremos apenas o isomorfismo,
e para apenas dois casos. Sejam A e B duas L-estruturas e 1 um isomorfismo de A em B.
Por indugao na complexidade dos termos em T, verificamos que h(t*[a]) = t°[ha]. Para
as férmulas:

Ak, X't..t[a]

U

(£al, .., £21al) € (X")"[a]

h(E'[a], ..., £1]a]) € (X")®[a]

(£P[hal, .., 2 [ha) € (X")®[hal

B, X"t...t,[had]

existe uma relacdo R em U tal que A =, (X", )[R, 4]
exite uma relacdo R em U tal que B |, @(X", @)[R, ha]

existe uma relagdo KR em B tq. B =, ¢(X", #)[IR, ha]
B, IAX" (X", a)[ha].

@
o]

U=y | U= Uz

A, XX, 7)la]

@
e}

U =

Para os demais casos de indugdo o argumento se repete; além disso, como verificamos
para todas as férmulas, as propriedades valem para todos as sentencas. |

Nao iremos mais nos referir ao sistema semantico (L?}, = ) por uma razdo bem simples:
este sistema herda muitas das propriedades da légica abstrata IL,. De fato, Shapiro,
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[20], mostra, com nomenclatura e motiva¢des bem distintas das nossas, quais sdo as
propriedades preservadas. O par (Lﬁ, Eu ) serd denotado L, e denominado sistema
semdntico de segunda ordem, l6gica abstrata de sequnda ordem ou, ainda, l6gica IL,,.

A veracidade da propriedade booleana para I, é imediata a partir da definicdo da
relacdo de satisfatibilidade. Vamos verificar que tal 16gica é, também, regular.

Proposicao 2.3.8 A I6gica 1L, goza da propriedade de relativizagdo.

Prova. As ideias envolvidas no estabelecimento das estruturas sdo as mesmas utilizadas
no teorema correspondente do capitulo anterior: dada uma X-estrutura A, escolhemos
um conjunto P? fechado para ¥ em U e, assim, temos a L-subestrura (P™),. Agora,
expandimos X com um novo simbolo de predicado unario P e a £ U {P}-estrutura %, é
uma expansio de ¥, cuja interpretacdo de P é P*. Queremos mostrar que, para toda
férmula ¢ em F}, existe uma T U {P}-formula ¢ € F-'" tal que (P™), |, ¢ se, e somente
se, (PM), =y "

Os termos e formulas que sdo compartilhados por I, e IL; j4 foram considerados no
Teorema 1.3.9. Vamos verificar os termos em que hd ocorréncia de varidvel de fungdo: se

t é Fty...t,, entdo

9 9 12 R 9 A A
(F”tl...tn)@m”w — Pn<Pm|>9It<1p >\!I...t:1P Yy HI Py 4 L
(P,

DR A . A 1| 2|
Fmt ™t ™ pois t. =t " e P Logo, F* x| puy, = F*F u,
1 n i i (P

Vamos completar as cldusulas que definem as férmulas de IL,:

e Se ¢ é X"t...t,, entdo @” é @ e, nestas condi¢des, as condi¢des do teorema sdo
satisfeitas:

(PM), Egla] & (PM), | X"t...t,[a]

(€7 al, .., £ 1a]) € X71a]
(t,"1al, .., £,[a]) € X"[a]
A, Xh...t,[7]

‘EI[P] Eor.

10 0=0 ¢

e Se ¢ é dF"Y, entdo ¢F é EIF”((F”lpn) A 1/1”) e, com isso, temos:

(P, | pla] o (PM), AP (p(F", %))la]

existe uma funcao f : (P¥)" — PM tq. (PMy, = ¢(F", %)[f, a]
existe f* 1 |, " — (A, tq. fé f*lpu e (PM), = (F", X)[f,a]
existe uma f* : [U, [" — [A, [ tq. fé flpm e W, E P'(F",D)[f,a]
A, | IP((F'lpe) A p(F Y )a]

A, @rlal.

e Se ¢ é X", entdo ¢F é EIX”((X” CP") A gbp) e, portanto:

t ¢0=0C0¢O¢
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(PM, E plal (PM), E IX"P(X", D[R, a]

existe um R" C (PM)" tal que (P, E (X", X)[R, ]

existe um R" C (PM)" C |2, |" tal que (P™), E ¢(R, %)[R, a]
existe R* C |2, |" tal que R" = R*|(PM)" e A, = /(X" X)[R, a]
A, EIX((X7 S P A YP(X", DR, ]

A, k= Pla].

Com isso, encerramos a prova do teorema da relativizagdo para L. |

1 00=0°¢0¢

O préximo resultado estabelecera que, dada uma assinatura X e o conjunto de férmu-
las F;, podemos substituir a assinatura antiga por outra relacional e construir um novo
conjunto de férmulas, equivalente ao primeiro.

Proposicao 2.3.9 A ldgica 1L, é munida da propriedade da substituicdo.

Prova. Sejam I uma assinatura e ¢ €F... Construimos a assinatura Iy a partir de £ como
na Proposicao 2.1.5, acrescida de mais uma cldusula: a cada varidvel de fungdo V; em L
é acrescentado em Xz uma nova varidvel de predicado (Vglg'l em Xg. A estrutura i sera
estabelecida como na prova do Teorema 1.3.9; precisamos apenas impor condigdes sobre
as féormulas termo-reduzido e as férmulas relativizadas ndo contempladas no referido
Teorema:

e definicdo da férmula termo-reduzido ¢* associada a ¢:
—-seFeXeqpéFt..t, =x entdo p* é Elxl...ﬂxn((tl =x) A A(E=x) A Fxl...xn)
- sex€XeeqpéXt..t, entdo @* é Hxl...ﬂxn((tl =x) A LA =x)A Xxl...xn)
e se ¢ é L-formula, X € X é anova varidvel e ¢* é Fxy...x, = x, entdo ¢* é Xxj...x,x.

Por simples indu¢do na complexidade das férmulas e termos verifica-se facilmente que
Ak, ¢ Uk, ¢ © U |, ¢r, paratoda ¢ € L. Como ja realizamos indugdes analogas
diversas outras vezes, ndo as faremos aqui. |

Com um argumento semelhante ao apresentado na prova da Proposigao 2.2.10 pode-
mos mostrar que a compacidade ndo se verifica para a légica IL,;; essencialmente, pre-
cisamos substituir a férmula @ de L, por uma férmula Fr que seja valida, tnica e
exclusivamente, em estruturas com dominio finito. O detalhes serdo feitos na prova da
proxima proposicao.

Proposicao 2.3.10 A Idgica 1L, ndo é No—compacta.
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Prova. Inicialmente, notemos que quando injetividade é condicdo suficiente a sobrejetivi-
dade de uma fungdo f : A — A, concluimos que o conjunto A é finito. Assim, se formalizar-
mos a expressdo “toda fun¢do de mesmo dominio e contradominio que é injetiva é, neces-
sariamente, sobrejetiva” pela X—sentenga ¥ f(VxVy(( fx=fy) - (x=y)) - Yxdy(x = y)),
entdo esta IL,—sentenga serd vélida apenas em Z—estruturas de dominio finito. Pode-
mos retirar a dependéncia de L sem alterar e considerar qualquer estrutura em vez das
{f}—estruturas, o que pode ser efetuado através da substitui¢do (relativiza¢do) da funcdo
¥ pelo seu grafico YXVx3'y(Xxy). Denominaremos 6 a sentenca

VX((VxAly(Xxy)) A V2V y¥z((Xaz A Xyz) = x = y) > VyTeXry)!

Comisso, dada uma estrutura 0 temos que A =6 se, e somente se, |A| é finito. Como cada
@) da secdo anterior era uma IL,—sentenca, podemos consideré-las, também, IL,,—sentengas
e estabelecer o conjunto A = {6} U {@y, | n > 2} C LE.

Finalmente, cada subconjunto finito de A possui modelo com cardinalidade finita,
enquanto A, ndo. Logo, L, ndo é Ny—compacta. |

Proposicao 2.3.11 A légica 1L, nio goza da propriedade de Lowenheim-Skolem.
Prova. Consideremos que &(X) é a L,—férmula
(VxAly(Xxy)) AVXVyVz((Xxz A Xyz) — x = y) — YyIxXxy

Pelos comentérios tecidos na prova da Proposi¢do 2.3.10, dada uma estrutura A, temos
que A E &(X)[a] se, e somente se, X¥[a] é finito.

Notemos agora que, dado um conjunto A e uma relagdo de ordem em R em A X A, para
b € A, a existéncia de apenas finitos a € A tais que aRb é condigdo necessaria e suficiente a
enumerabilidade de A. Mas essa condigdo pode ser formalizada pela IL,— sentenga y*:

HY(Vx—'Yxx ANXYYVZ(Yxy A Yyz) — Yxz) AVxVy(Yxy Vx =y V Yyx)
AYXAX(E(X) AVy(Xy © Yyx))

Assim, dada uma estrutura U, A = y se, e somente se, 0 dominio de A é enumeravel.
Por outro lado, -y é uma IL,—sentenca, e, portanto, qualquer que seja a estrutura B,
B E -y se, e somente se, 0 domino de B é ndo enumeravel. Consequentemente, existe
uma IL,—sentega que possui modelo ndo enumeravel mas ndo modelo enumeravel. Logo,
L, ndo goza da propriedade de Léwenheim-Skolem. |

Concluimos esta se¢do destacando que L, é um sistema semanticos regular, estritamente
mais expressivo do que 1L, e no qual falham as propriedades de Lowenheim-Skolem e Xo-compacidade.

LA expressdo Vxﬂ!y(Xxy) formaliza a expressdo “é fun¢do”, enquanto o resto da expressdo representa
a sobrejetividade e injetividade da funcdo. A sentencga 6 desempenhara em L papel analogo ao que ¢
desempenhou na se¢do anterior.

A interpretacdo pretendida dessa sentenga é: “existe uma relagdo bindria ndo reflexiva, transitiva,
tricotdmica e cujo dominio é um conjunto finito”.
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Capitulo 3

O Primeiro Teorema de Lindstrom

Em seu trabalho de 1969, [15], Lindstrom estabeleceu dois critérios de demarcacédo a
l6gica de primeira ordem. Em [16], Lindstrom relata as motivagdes por trds da descoberta
desse resultado e de suas investiga¢des acerca de quantificadores.

Nas quatro primeiras se¢des deste Capitulo apresentaremos uma prova minuciosa do
primeiro teorema e, na tltima se¢do, enunciaremos o segundo teorema de Lindstrém bem
como outros critérios, estabelecidos por Karp e Robinson.

No capitulo anterior consideramos trés logicas abstratas mais expressivas do que L,
e verificamos que cada uma delas falhava quanto a Nyp-compacidade (L,,,), ou a propri-
edade de Lowenheim-Skolem (ILp,) ou ambas (IL;). O primeiro teorema de Lindstréom
assevera que esses resultados ndo sdo fortuitos: ndo existe uma légica regular com maior
poder expressivo do que a légica de primeira ordem e na qual valem, simultaneamente, a propri-
edade da No-compacidade e de Lowenheim-Skolem. Uma prova por redugdo ao absurdo serd
apresentada segundo o seguinte roteiro:

L1) Supomos que existe uma légica abstrata regular IL com maior poder expressivo do
que a légica de primeira ordem IL, e na qual valem as propriedades da Compacidade
e de Lowenheim-Skolem. Além disso, consideramos uma sentenca ¢ de IL que ndo
é logicamente equivalente a qualquer sentencga de primeira ordem;

L2) Mostramos que o significado de cada sentenca de IL depende apenas de uma quan-
tidade finita de simbolos e, para isso, utilizaremos explicitamente a propriedade da
Compacidade;

L3) Emseguida, concluiremos que existem estruturas 2 e B que sdo isomorfas em redutos
tinitos e que A |5, @ enquanto B |, —¢. Esse resultado é consequéncia do conceito
de isomorfismo parcial, introduzido na primeira se¢ao deste Capitulo;

L4) Mostraremos como obter um isomorfismo entre as estruturas 2 e B do passo acima
com o auxilio do Teorema de Lowenheim-Skolem;
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L5) Esta dltima assercdo estabelece a existéncia de modelos isomorfos de IL-sentengas
contraditérias e, portanto, em L ndo é vélida a propriedade do isomorfismo, absurdo.
Assim, concluimos que néo existe uma tal 16gica L.

A primeira e a dltima etapa ndo apresentam dificuldade significativa. As outras etapas
serdo cuidadosamente estabelecidas em detalhes neste capitulo.

3.1 Um Teorema que depende da compacidade

O proximo teorema corresponde ao item L2) do roteiro apresentado acima e ja temos
condi¢des de prové-lo sem a necessidade de novos conceitos. Grosseiramente, estabele-
ceremos que em um sistema semantico regular o significado de cada sentenca depende
apenas de um ntmero finito de simbolos da linguagem.

Teorema 3.1.1 Seja IL uma logica abstrata regular, No-compacta, ao menos tio expressiva quanto
IL, e ¥ uma assinatura relacional. Nestas condigdes, dada qualquer sentenca € L”, existe uma
sub-assinatura finita Xy de X tal que, se duas X-estruturas quaisquer W e B sdo isomorfas no reduto
para Ly, entdo W =, Y se, e somente se, B |, .

Prova. Serd desenvolvida em quatro etapas. Na primeira, estenderemos a linguagem para
que possamos expressar um isomorfismo entre duas estruturas; na segunda etapa, obtere-
mos uma estrutura adaptada a essa linguagem estendida que é modelo de uma férmula da
linguagem estendida e na terceira etapa mostraremos como extrair uma assinatura finita
a partir da sentenca da linguagem estendida. Por fim, na quarta etapa mostraremos que a
assinatura finita obtida na etapa anterior satisfaz as condi¢des deste teorema.

Etapa 1: Estendemos a assinatura original com dois novos predicados unéarios U e V,
um novo simbolo de fun¢do undria f e obtemos, assim, a assinatura X’ = X U {UV, f}.
Agora, consideramos o conjunto I' = {y1, ¥2, 3, V4, V5, Ve}, em que:

e 71 é a sentenca dxUx;

e ), éasentenca dxVx;

y3 é a sentenga Vx(Ux — V fx);

y4 é a sentenga Vy(Vy — dx(Ux A fx = y));

y5 € a sentenga VxVy((Ux AVYA fx=fy) - x= ]/);

V6 € a sentenca Vxl...Vxn<(LIx1 A...ANUx,) = (Px;..x, < Pfxl...fxn)) e P € X é simbolo
de predicado n-ario.
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A assinatura inicial X é relacional e IL é uma légica regular; assim, poderiamos substituir o
simbolo de func¢do f por um novo predicado bindrio. No entanto, como desejamos deixar
latente a intui¢do que motiva as férmulas com o simbolo f, ndo o faremos. A despeito
disso, consideraremos a assinatura X’ relacional®.

Observemos que I' ¢ um conjunto de X'-sentengas que caracteriza estruturas isomorfas.
Além disso, se considerarmos uma X-estrutura A que é modelo de I":

e y, garante que a U-parte de U é ndo vazio e podemos definir a subestrutura (U™, ;

2 estabelece para V o mesmo que y; garante para U;

.
V4

y3 estabelece que f é uma fungdo de U™ em V!

A conjuncdo entre y; e Y4 assevera que f é sobrejetiva;

A conjungdo entre 3 e )5 assevera que f é injetiva;

Com a conjuncgao entre Y3, V4, Vs € ¥ obtemos que f é um isomorfismo entre subes-
truturas de A geradas por U™ e VM.

Com isso, concluimos a primeira etapa.

Etapa 2: Vamos adotar a seguinte convecdo: se I, C IL e a é uma sentenga de L,
entdo a* é uma sentenga de IL logicamente equivalente a @. Agora consideraremos o
conjunto I = {y* | y € I'} e vamos supor que A é uma X-estrutura tal que %A, . k=, I".
Consequentemente, pela defini¢do de equivaléncia 16gica entre sentencas, %, =, I'e,
portanto, UM # @, V™ = g e fM | UM ¢ um isomorfismo de (U™), em (V™) .

Como L é uma légica abstrata, vale a propriedade do isomorfismo; além disso (U™),
e (VM), sdo isomorfas. Logo, para a formula i da hip6tese temos que (UM), , ¥ se, e
somente se, (V) [, 1. Pela regularidade de IL vale a propriedade da relativizagéo e,
portanto, %, k£, Y" se, e somente se, A, k=, P°.

Mas como U, e %, sdoredutosde A, ,, a Propriedade do Reduto nos permite escrever
que A, , F, " se, e somente se, A, F, P°. Por fim, como por hipétese IL admite a
propriedade booleana, %, . |, " & ¢*, 0 que encerra a Etapa 2.

Etapa 3: Na etapa anterior supusemos que ¥, . £, I' e concluimos que W, | |, P* & P°.
Consequentemente, I'" |5, " < %; mas como LL é Ny-compacta, inferimos que existe um
I'; finito tal que I'; C I" e [ k=, Y* © ¢°.

Uma vez que I'; € um subconjunto finito de sentengas de I, temos um conjunto finito
I’y de sentengas de primeira ordem logicamente equivalentes as sentengas de I';. Assim, ha

em I'y finitas sentencas, cada uma delas com um niimero finito de simbolos; logo, podemos

Passaremos por essa mesma situagao na proxima segdo e 14 também cometeremos o abuso de considerar
uma assinatura com um simbolo de funcdo como relacional. Mais uma vez, ndo vemos problema formal
nessa atitude, uma vez que as légicas em andlise sdo regulares e, portanto, sio munidas da propriedade da
substituicao.
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extrair de I'y uma assinatura finita ) composta pelos simbolos que ocorrem nos membros
deIy. Por fim, como I'y C T, temos que Xy C X e, com isso, encerramos essa etapa.

Etapa 4: Falta verificarmos que a assinatura XY, obtida na etapa anterior satisfaz o
teorema, isto é, que duas estruturas isomorfas em redutos finitos satisfazem as mesmas
sentengas. Para isso, supomos que A e B sdo X-estruturas e ¢ € um isomorfismo entre A|,
e EBIZO. Caso |U| N |B| # 0, consideramos uma estrutura € tal que [A|N|C] =0 e B = €.
Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar || N [B| = 0.

Por fim, consideremos uma X'-estrutura D tal que:

Dl = AU B ;

P® = P* U P¥, para todo simbolo de predicado n-ério P € ¥’;

A U-parte de D é |U| e a V-parte de D é |B|;

fPétalque f° IMA =g

Pela construgdo de D temos que D
segue que D, , I},

Mas, na Etapa 3, vimos que I) |5, " & ¢’ e, assim, D, . |, P" & ¢°.

Pela propriedade booleana, D, , k=, " se, e somente se, D, . k=, ¥°.

Considerando a propriedade do reduto, ®,,, | |, " se, e somente se, D, |, " e, com
igual razdo, ®,,,, F, Y" se, e somente se, D, 5, V”. Logo, D, k, " se, e somente se,
D, E, Y. Pela propriedade de relativizagdo, (U'™), F, 1 se, e somente se, (VI*), k=, ¢.
Mas (U™, = We (V) = B e, portanto, A E, 1 se, e somente se, B E, 1. ]

W I:]LI I'p; como I'y € logicamente equivalente a I,

3.2 Um Teorema que depende de um m-isomorfismo

Embora a existéncia de um isomorfismo entre duas estruturas seja condigdo suficiente
a equivaléncia elementar, a reciproca ndo é verdadeira; entretanto, podemos enfraquecer
as condic¢des de isomorfismo entre estruturas e obter novas relagdes interessantes entre
estruturas, além de tornar a equivaléncia elementar condigdo suficiente a esta versao mais
fraca de isomorfismo. Iniciamos este processo através do conceito de isomorfismo parcial.

Definicdo 3.2.1 Sejam A e B duas X-estruturas e P, f, c € X simbolos, respectivamente, de
predicado n-drio, func¢do n-aria e constante. Uma funcdo p : X — Y é um isomorfismo parcial
de Aem B quando as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(@) X C|A|, Y C|B|epé injetiva; () p(cY) = ¢¥;
(©) @, ) € P & (p(@r), - p@) € P (@) p(farea) = F(plar)--plan)

A defini¢do acima deixa latente que um isomorfismo parcial p pode ser obtido a partir de
um isomorfismo h tomando-se o dominio X de p como um subconjunto do dominio de h
ep = h | X. Mas, principalmente, podemos construir isomorfismos parciais mesmo entre
estruturas ndo isomorfas, como ilustrado no préximo exemplo.
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Exemplo 3.2.2 Sejam A = (IN,®) a estrutura dos nameros naturais com a soma usual,
B = (R, +, -) a estrutura dos ntimeros reais com soma e produto usuais, IP o conjunto dos
naturais pares, Z o conjunto dos nimeros inteiros e a funcdo p : P — Z tal que p(x) = 2- x.
Entdo, p é um isomorfismo de parcial de A em B.

De fato, p é injetiva e, p(x1 ®x2) =2 - (X1 +x2) =2-x1 +2-xp = p(x1) + p(x2).

Para que duas estruturas sejam isomorfas, basta que exista um isomorfismo entre
elas; para que elas sejam parcialmente isomorfas, exigiremos “algo a mais” mas, antes de
estabelecer a defini¢do, fixaremos a seguinte notagdo: g O p denota que p e g sdo fungdes,
dom(p) C dom(q) e que p = q | dom(p). Lemos q O p como q estende p.

R~

Definic¢do 3.2.3 Duas X-estruturas U e B sdo parcialmente isomorfas, denotado A = B,

quando existe um conjunto I que goza das seguintes propriedades:
(a) I éndo vazio e, se p € I, entdo p é um isomorfismo parcial de A em B;
(b) Para todop € [ etodoa € |U|, existe um g € I tal que g O p e a € dom(q);
(c) Paratodop € [etodob € |B|, existeum g € I talque g D pe b € img(q).

O conjunto I define um isomorfismo parcial entre A e B quando I goza destas propriedades.

A condi¢do (b) na defini¢do acima é conhecida como “propriedade do vai”, enquanto
a condigdo (c) é a “propriedade do vem”. Deste modo, estruturas parcialmente isomorfas
sdo munidas da “propriedade do vai-e-vem” 2.

Grosseiramente, toda vez que aplicamos a “propriedade do vai” ampliamos o dominio
de um isomorfismo parcial entre duas estruturas, enquanto ao aplicarmos a “propriedade
do vem”, ampliamos o conjunto imagem do isomorfismo parcial; assim, podemos pensar
em extensdes de isomorfismos parciais como aproximagdes sucessivas de um isomorfismo.
A Proposicdo 3.2.5 estabelecerd sob quais condi¢des essa aproximagado isomorfismos par-
ciais estabelece um isomorfismo.

O préximo exemplo é um caso cldssico da aplicagdo da “propriedade do vai-e-vem” e,
em virtude da grande importancia da mesma, iremos apresenta-la em detalhes.

Exemplo 3.2.4 (Cantor) Quaisquer dois modelos do conjunto de sentencas que caracteriza
uma ordem linear enumerdvel, densa e sem ponto final sdo isomorfos.

Prova. A assinatura necessaria para caracterizar a ordem linear densa sem ponto final é
composta de um tnico simbolo de predicado bindrio <, ou seja, = {<}. Para que uma
estrutura seja modelo da ordem linear densa sem ponto final, basta que ela seja modelo
do conjunto constituido das seguintes sentencas:

Ordem linear: Vx(—(x < x)), VxVyVz(x < yAy <z = x <z)eVxVy(x <yVvx =yVy <x);

2Em inglés, essa propriedade é conhecida como a Back-and-forth Property.
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Densidade: VxVy(x <y — dz(x <z Az <y)),
Sem ponto final: Vxdy(x < y) e Vxdy(y < x).

Agora, consideramos duas X-estruturas enumeraveis A e B que sdo modelos enume-
réveis das sentencas acima e ordenamos os elementos de || e |B|, respectivamente, em
dap, a1, ... € bo, bl,

Nossa estratégia consiste em construir uma sequéncia f, : A, — B,, n € N, tal que:

Paracadan € N, A, C || = UAneBHQI%Iz UB”;

nelN nelN

Para cada n € N, f, é um isomorfismo parcial de (A,), em (B,),;

O conjunto de isomorfismos parciais é ordenado pela inclusdo, isto é, para todo
m,n € N se m < n, entdo f,, C fu;

Sex,ye€A,ex <y, entdo f,(x) < fu(y).

Com isso, f = U fn serda um isomorfismo de A em B. A construcdo sera em trés classes

nelN
de estdgios: no estdgio zero, temos apenas conjuntos vazios; nos estdgios impares, a

construcdo “Vai” estende o dominio de f, enquanto nos estagios pares a construcao “vem”
estende o contradominio de f.

Estagio zero: tomamos Ay = By = fy = 0.

Estagios impares: construimos os passos impares das sequéncias (f,), (A) e (B,), de
tal modo que o conjunto A,,; sempre contenha o elemento a,. Mas ha apenas duas
possibilidades para a, com relagdo ao conjunto A,,:

e 4, € A,,. Neste caso, basta manter tudo como estd, isto é, tomamos A1 = Aoy,
Byn+1 = Bay ef2n+l = f2n~

® 1, ¢ Ay,. Neste caso, para incluir 4, no dominio de f,, precisamos deum b € (|B|-B,,)
tal que, para todo x € Ay, tenhamos x < a, © f,(x) < b. Mas como A é modelo das
sentencas de Ordem, hd apenas 3 possibilidades para a,:

- a, é maior do que todo elemento de A,,. Como B, é finito e B é modelo da
primeira sentenca de Sem ponto final, podemos encontrar um b € |B| maior
do que todo elemento de B,,. Com isso, para todo x € Ay,, se x < a, entdo

f2n(x) < on(an) =b

- a, é menor do que todo elemento de A,,. Como B,, é finito e B é modelo da
segunda sentenca de Sem ponto final, podemos encontrar um b € |B| menor
do que todo elemento de B,,. Com isso, para todo x € A,,, se a, < x entdo

b= f2n(an) < on(x)'
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- a, estd entre dois elementos de A,,. Neste caso, exisadem x, y € A,, e, sem perda
de generalidade, podemos supor x < a4, < y. Como x < y e, tanto f»,(x) como
fan(y) foram obtidos a partir de etapas anteriores de construcao, f,(x) < fau(y).
Por fim, como B é modelo de Densidade, podemos escolher umb € (|B|-B,,) tal
que fo(x) <b < fou(y). Assim, se x < a, < y, entdo fr,(x) < fan(a,) = b < fou(y),
como queriamos.

Portanto, sea, ¢ A, tomamos Ay,+1 = AyUlan}, Boys1 = BoyUlbl € fonsa : Aousr = Bonia
tal que fyu41(a,) = b.

Estdgios pares: sdo estabelecidos de modo andlogo aos impares; construimos os passos
pares das sequéncias (f,), (Ax) e (B,), de tal modo que o conjunto By, sempre contenha
o elemento b,. E ha apenas duas possibilidades para b, com relacdo ao conjunto By,,.»:

e b, € By,,1. Neste caso, basta manter tudo como esta: Ao = Asui1, Bonio = Bopir €

f2n+2 = f2n+1-

® b, ¢ By,.1. Novamente, precisamos analisar trés casos e, no primeiro, b, é o maior do
que todo elemento de By,.1. Como Ay, é finito e A é modelo da segunda sentenga
de Sem ponto final, podemos encontar um a € || maior do que todo elemento de
Azys1. Com isso, para todo x € Ajy41, e x < a entdo fru41(X) < faus1(a) = by,. Os outros
dois casos também estdo em analogia direta com os passos impares. Portanto, se
b, ¢ Bays1 tomamos Az,ip = Agur1 U {a}, Boysz = Bops1 U b} € fous @ Azurz — Bogyo tal

que fou+2(a) = by.
Com isso, tomamos A = U A, B= U B,ef = U fa € isomorfismo de A em B. [ ]

nelN nelN xeIN

No exemplo acima, a partir de isomorfismos parciais obtemos um isomorfismo entre
duas estruturas, mas isso nem sempre é o caso; em particular, isomorfismos parciais ndo
podem ser estendidos a um isomorfismo entre estruturas de dominio ndo enumeravel.

Proposicao 3.2.5 Sejam U e B duas Y-estruturas. Entdo:
(a) Se e B sio isomorfas, entdo sdo parcialmente isomorfas.
(b) Se W e VB sio parcialmente isomorfas e de dominios enumerdveis, entdo sio isomorfas.

Prova. A prova do item (a) é direta e, a do item (b), inspirada no exemplo anterior.

(a) Se A e B sdo isomorfas, entdo existe um isomorfismo h : A — B. Assim, basta
tomarmos I = {h} e, consequentemente, I define um isomorfismo parcial de A em B.

(b) Construiremos um isomorfismo entre A e B a partir de uma familia de isomorfismos
parciais munidos da “propriedade de vai-e-vem”. Por hipétese, U] e |B| sdo enumeréveis
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e podemos consider |A| = {ap, a1, ...} e [B| = {by, by, ...}. Como no exemplo anterior, construi-
remos o isomorfismo a partir de trés classe de estagios: (i) no estadgio zero, py = 0, (ii) nos
estadgios impares, n = 2m + 1 e tomamos a, € dom(p,) e (iii) nos estdgios pares, n = 2m +2 e

tomamos b, € img(p,). Com isso, p,, C pu+1. Agora, basta observarmos que p = U pn € um

nelN
isomorfismo parcial de W em B, dom(p) = |A| e img(p) = |B|. Consequentemente, p é um

isomorfismo entre A e B. [ |

Até o momento temos duas maneiras de “comparar” estruturas adaptadas a uma
linguagem, os isomorfismos e os isomorfismos parciais. No entanto, para os resultados
que pretendemos provar, a primeira concepcdo é muito forte e, a segunda, muito fraca.
Por isso, definiremos um tipo intermedidrio de isomorfismo.

Definic¢do 3.2.6 Duas Z-estruturas U e B sdo m-isomorfas quando existe uma sequéncia
Iy, L1, ...I,-1 de conjuntos ndo vazios de isomorfismos parciais de A em B, munidos da
m

“propriedade do vai-e-vem”. A = B denota que A e B sdo m-isomorfas. Quando duas
estruturas sdo m-isomorfas dizemos também que ha um isomorfismo de tipo m entre elas.

O objetivo central desta segdo é enunciar e provar o resultado correspondente ao
item L3) do roteiro apresentado no inicio do presente capitulo. Para isso, definiremos
uma familia de férmulas e mostraremos que cada um dos membros dessa familia é uma
férmula de IL,; posteriormente, utilizaremos estas férmulas para definir um isomorfismo
de tipo m entre estruturas adequadas aos nossos propositos®.

Notacdo 3.2.7 Sejam XY, uma assinatura relacional finita, B uma Xj-estrutura e Er_:
(bo, ..., by—1) € |B|", para todor > 0. Se b € |B| e, parai < r, temos b # b;, entdo b,b
denota (by, ..., b,_1,b).

Definicdo 3.2.8 Definimos o conjunto @, por
D, = {¢ | ¢ é um Xy-literal com, no méximo, r varidveis livres}.

Exemplo 3.2.9 Consideremos X = {P,Q, R} tal que P, Q e R sdo simbolos de predicado,
respectivamente, undrio, bindrio e ternario. Nestas condicdes,

e @) =, pois ndo hd algum X-literal fechado;

o Oy = {Px,~Px};

@, = {Px, ~Px, Qxy, ~Qxy};

° ®3 = {Px, —Px, Qxy, _‘Qx]/; nyz, —|ny2};

3A maior parte dos resultados dessa se¢do diz respeito, exclusivamente, as sentencas de IL;; entretanto,
sdo importantes ao tratamento abstrato que estamos desenvolvendo, pois permitirdo generalizar resultados
e fornecerdo contraparte intuitiva para légicas abstratas mais expressivas do que a LL;.
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o &, = @3, paratodon > 3.
Proposicao 3.2.10 O conjunto @, é finito, para todo r natural.

Prova. Por indugdo sobre . Para r = 0, @y é o conjunto de Xy-literais com 0 varidveis
livres e, assim, ¢ € @, se, e somente se, ¢ é um literal fechado. Como a assinatura de
Yy s6 possui simbolos de relacdo, ndo existem tais ¢ e, portanto, @, = 0 é finito. Agora,
suponha que @, é um conjunto finito; entdo @,,; é o conjunto das Xy-férmulas com, no
maéximo, r + 1 varidveis livres. Logo, @11 € @, U {p | ¢ é um literal com exatamente r + 1
varidveis livres}. Por hipé6tese, @, é finito e como X € finito, hd apenas finitos literais com
exatamente r + 1 varidveis livres. Logo, ®,; é finito. [ |

Podemos, agora, tomar o conjunto I', das férmulas de ®, que sdo satisfativeis em b, de
B, isto é, o conjunto

Fr={§0|(P€CDr€Q3|:§0[Er]}

Vamos denotar a conjun¢do das férmulas em I' por A I'; como, por defini¢do, I', € @,
para todo r, temos que I', é um conjunto finito e, como a conjungdo finita de IL,-férmulas é
uma IL,-férmula, concluimos que A I, é uma férmula em FIZ

Defini¢do 3.2.11 Seja ¢}, , uma férmula em FF, definida indutivamente por
0 4 A £4 )
Py; €2 formula AT,
gl eaformula (Y \igh, 1beBY)A (AL, 1beB))
Quando o contexto deixar claro que b € B, escreveremos {qo’;%b} em vez de {(P%,Erb | b € B}

Exemplo 3.2.12 Consideremos B tal que |B| = IN e os conjuntos do Exemplo 3.2.9 tais que:

o B | Pxo[b] se, e somente se, by é par;
o B = OQxyxi[b] se, e somente se, by é menor do que by;
o B | Rxox1x:[b] se, e somente se, by estd entre by e b,.

Definiremos as férmulas ¢}, , paran =0,1,2 em by =(2),b1 =(2,9) eb, =(2,9,7).

[N

n=0 = ¢y, Vip € @1 B E o[}

= (P%,(Z) é Px
n=1 = ¢ ¢ (Va0 V9% no) A (A1Tx09S o))
2) ,(2,9) ,(2,9)
mas, (P%r(zrg) ¢ Nped|BE ¢[(2,9]}
= @%,(2,9) é PX() A Qx0x1
logo, (p%’(z) é (on \/{Pxy A onxl}) A ( A1Txo(Pxy A Qx0x1)})
= (p%’(z) é  VYxo(Pxo A Qxpx) A Axo(Pxg A Qxoxy).
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n=2 = @y ¢ (Y0 Vighey!) A (ABNey )
mas, @koe € (Yo \Viehe ) A (AlTxel,,))
= (P%,(z,g) é (Vxl \/{Pxy A Qxox; A —|Rx0x1x2})/\
A(AEFx(Pxo A Qs A =Raxox12)))
= (P%,(ZB) é  Yx1(Pxg A Qxox; A “Rxpx1x;)
logo, (p%’(z) é (on VA{Vx1(Pxy A Qxoxy A ﬂRxoxlxz)})/\
A Af3xo(¥x1 (Pxo A Qo A ~Rxox1%2))})
= (p%(z) é  Vxo¥xi(Pxo A Qxpxi A "Rxpxix2)A

/\HxOVxl(Pxo A QX()Xl A ﬁR.?C().’Cl.Xz)

Agora, hd alguns fatos relativos a esta familia de férmulas que sdo provados por
inducdo sobre 1 e necessarios as etapas seguintes.

Proposicao 3.2.13 Seja Ly uma assinatura relacional finita. Podemos afirmar que:

(a) Para cada n, o conjunto {(ng,[,, | B é T-estrutura e b, € B} é finito;
; . )

(b) Cada Py € uma férmula em L°;

(¢) Cada (p”mr possui, no mdximo, r varidveis livres;

(d) Se B é uma Xy-estrutura, entdo B = (p”“ [b.].

Prova. As provas sdo por inducdo em n:

(a)Paran =0, como I, € ®,, pela Proposicdo 3.2.10, I’ é finito e, portanto, por defini¢do
(p% ; também o é. Por hipétese de inducdo, {(p% 5, } € finito. Logo, tanto \/{¢}, ; } quanto

/\{(P%,Er} sdo finitos e, portanto, por defini¢do {qo’gb1 } é finito.

(b) Para n = 0 é imediato, pois AT, é férmula em L}, portanto, (p _ também o é.
Agora, supondo que Py € uma L, -férmula para todo 7, pela hipotese de mdugao {055
é finito e, portanto, também s&o finitos os conjuntos {@y ;e {Ax@y; 1. Logo, Vx, \/{(pgb )

é uma férmula em LI 0, assim como /\{Elxrgo% : b} Portanto, go”” é uma XLy-formula em LZO

(c) Para n = 0 é imediato, pela defini¢do de go%,l_)r. Agora, vamos supor que @y . possui
no maximo r variadveis livres; assim, por defini¢do, cada férmula no conjunto {(P%,E,b}
possui, no méaximo, r + 1 varidveis livres. Consequentemente, tanto (Vx, \/{qo’;3 5, b}) quanto
A{3x, (Pgs,z‘;,b} possuem, no maximo, r variaveis livres. Portanto, (p”Jrl ¢ uma férmula com
no maximo r vari-aveis livres.

(d) Paran = 0 er > 0 é imediato pela defini¢do. Agora, vamos supor que B |- gofé,l_)[l_?r] ;
como (P%In possui posto n, B = (P%j,b/[b”’ b’], para todo b’ em |B|. Assim, B \/{(P%,E,b' |be
IB|}b,b'] e B E 3x,¢;bb,[b b’]. Consequentemente, B er\/{(p%,l_)rb, | b € |B|}[bb] e
B /\{Elxr(p%b , |V’ €198l} e, portanto, B | go”” [ |
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Uma intuigdo por tras das férmulas ¢, . € que podemos considerar (P;E como uma
T Or

férmula que é satisfativel em uma subestrutura de B gerada por b,. Analogamente, Py
serd uma féormula satisfativel em uma subestrutura de 8, gerada por b, acrescido de n novos
elementos de B, isto é, satisfativel em (by, ...b;_1, b;, ..., brin—1)y-

Tal intuicdo justifica considerarmos também as formulas da forma ¢y, ). Claramente,
paran =0, a férmula (pgw nao esta definida, pois A I'y = 0. No entanto, se considerarmos
n > 0, entdo podemos admitir sem problemas as férmulas ¢ , que ndo possuem varidveis
livres em virtude do item (b). Assim, pelo item (a), Py g 30 Lo-sentengas em IL,.

Agora, daremos um passo muito importante; vamos aplicar as férmulas definidas ante-
riormente para estabelecer um m-isomorfismo entre duas estruturas; para isso, precisamos
essencialmente enunciar e provar as proximas trés Proposigdes.

Proposicao 3.2.14 Sejam X, uma assinatura relacional finita, W e B duas L-estruturas, @(X,)
uma Xo-formula atomica, X = {ay,...,a,.1} € Al e Y = {by, ..., b,.1} € |B|. Nestas condigdes, sido
equivalentes as assercoes:

(a) p: X =Y, tal que p(a;) = b;, é um isomorfismo parcial de W em B;
(b) A E @[a,] se, e somente se, B = ¢[b,].
Prova. ((a) = (b)) Como ¢ é atdmica, temos duas possibilidades:

o péx;=xj,parai,j<r. Entio Ak (x; = xj)[a,] & a; = q; Py pa;) =pa) e b =b;
B E (x; = x))[br].

e ¢ é P(x;,..x;), com P € ¥y um simbolo relacional n-drio e i; < r para j < n. Entao,
A k= Py, ..x;)3] © @, ..a1) € P* S (p(ay,), ..p@;)) € P® & B E P(x;,, ..x; )[b,].

((b) = (a)) p é injetiva. De fato, p(a;) = p(a;) = b; = b; = B E (x; = x))[b,] BAE (v =
x)la,] = a; = a;. Além disso, P satisfaz a condigao de isomorfismo: (4;, ..., a;,) € P' e A E
P(xil,...,xin)[ﬁr] g B |: P(xil,...,xin)[f),] = (bi1/ ceey bin) S P% = (p(az-l),...p(ain)) € PEB. [ |

Proposicdo 3.2.15 Se A e B sdo duas Lo-estruturas tais que W | @, - [a,], entdo existe um
isomorfismo parcial p : X = {ay, ...,a,.1} = Y = {b, ..., by_1}, tal que p(a;) = b;, para todo i < r.

Prova. A prova serd por indugédo sobre 7.

e Caso base: n = 0. A férmula (p% ; € uma conjungdo finita de literais e, portanto,
A E (p%E [3,] se, e somente se, A | P1[a,] e A E Pylar] e ... e A E Yild,], em que cada
Y; é ou y; ou —y; e y; é atdmica. Assim, pela Proposi¢do 3.2.14, concluimos que p é

um isomorfismo parcial de A em B.

e Hipotese de indugdo: a Proposicdo é verdadeira para Py
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n+1
8,5,
a # a;quando i < r; pela defini¢do de (p’gi temos que A = Vx \/{(Pgs,;},b}[ﬁ’] e, portanto,
existeum b € |B| tal que A (p%jrb[dra]. Pela hipétese de indugdo, existe um isomor-
tismo parcial p de A em B tal que p(a;) = b;, parai < r. Logo, existe um isomorfismo
p(a;) sea; € dom(p)

b sex=a

e Passo de indugdo: suponhamos que A = @' [a,] e escolhamos um a € [U] tal que

parcial g (que estende p) de A em B tal que g(x) = {

Mostraremos agora como construir um m-isomorfismo entre duas estruturas a partir
das férmulas da Definicao 3.2.11.

Proposicao 3.2.16 Sejam W e B duas X-estruturas e, se I, é o conjunto dado por:
L, ={p | p é um isomorfismo parcial p : X — 'Y, tal que p(a;) = bi,n € N e U | @y, ; [4,]},
entdo (I))n<m define um m-isomorfismo entre A e B.

Prova. Precisamos verificar apenas que (I,,),<» satisfaz a definicdo de m-ismorfismo:

(a) Pela definicaode I,,, A (Pgs,z}, [,] e, entdo, pela Proposi¢do 3.2.15, p € I, é um isomor-
fismo parcial de A em B; consequentemente, I, ¢ um conjunto ndo vazio de isomorfismos
parciais de A em B.

(b) Sejam n +1 < m e p € I,41 um isomorfismo parcial de A em B e a € A. Entdo,
pela defini¢do de I+ temos que U = (p%}}r [,] e, pelas defini¢des de I,,4; e (p%}}r, temos que
A E Vx, \/{(p’%m}[ﬁr]. Desse modo, existe um b € |B| tal que A = (p’;’l_’rb[dra]. Logo, pela
Proposigdo 3.2.15, existe um isomorfismo parcial g € I, tal que g(a;) = p(a;), parai < r
e q(a) = b; portanto, g estende p e a € dom(q). Assim, concluimos que (I,),<, possui a
“propriedade do vai”.

(c) Agora, sejamn+1 <mep € I,,;; um isomorfismo parcial de A em B e b € B. Entdo,
pelas defini¢des de I, e 90%}; temos que A ( /\{Elxrga’éjrb | b e I%I})[ﬁr]. Dai, para cada
b € |B| existe um a € |U| tal que A | (P%,E,b[df”]' Logo, pela Proposicdo 3.2.15, existe um
isomorfismo parcial g € I, tal que q(a;) = p(a;), parai < r e g(a) = b; portanto, g estende p e
b € img(q). Assim, concluimos que (I,,),<» possui a “propriedade do vem”. |

Coroldrio 3.2.17 Sejam A e B duas L-estruturas. Se A | ¢, entdo A = 9.

Prova. Se U E ¢, entdo a construcdo da familia [, na Proposigdo 3.2.16 garante que 2 e
B sdo m-isomorfas e, portanto, m-equivalentes. u

O posto de uma férmula expressa o niimero de ocorréncias de quantificadores em uma
férmula. De modo mais preciso, dada uma férmula ¢ em F>, o posto de uma férmula é uma
funcéo rq(e) : F* — N tal que: (i) se ¢ é atomica, rq(p) = 0, (ii) se ¢ é Y, rq(p) = rq(1),
(iii) se € P V y, rq(p) = méaximo {rq(y), rq(y)} e (iv) se ¢ é Axy, rq(p) = rq(y) + 1.

No Capitulo 1, vimos que duas X-estruturas isomorfas sdo elementarmente equivalen-
tes e afirmamos que a reciproca é falsa. Mas, agora, podemos provar uma versdo mais
fraca da reciproca deste teorema.
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Proposi¢do 3.2.18 O posto de cada formula ¢y, € n. Além disso, quaisquer duas estruturas
m-equivalentes sdo m-isomorfas.

Prova. A demonstragdo relativa ao posto ndo serd exibida, pois é uma simples indugao
na complexidade da férmula. Quanto a segunda asser¢do, sejam A e B duas estruturas
tais que % = B. Entdo, pela definicdo de m-equivaléncia e pela Proposigao 3.2, temos que
B E ¢y, paratodo 1 < n < m. Pela hipétese de que A e B sdo m-equivalentes, concluimos
que A E ¢y, Logo, a familia de conjuntos I, da Proposi¢ao 3.2.16 é uma familia de

m
conjuntos ndo vazios e é munida da “propriedade de vai-e-vem” e, portanto, A = B. N

As construcdes que desenvolvemos nesta se¢do e na anterior delineiam um caminho
béasico a ser percorrido para provar a parte mais dura da Caracterizacdo Algébrica da
Equivaléncia Elementar, resultado esse obtido por Frdisse e que, segundo Vddndnen e
Westerstahl (2010), pagina 101, foi redescoberto de maneira independente por Lindstrom.

Estamos agora em condi¢des de enunciar o principal resultado desta secdo e que,
grosseiramente, assevera que estruturas que satisfazem sentencas contraditérias podem
ser m-isomorfas em redutos finitos. Dito de outra forma, existirdo estruturas que se
relacionam com as mesmas sentencas até um certo posto, mas que depois disso passam a
discordar. O préximo teorema coloca essas asser¢des em termos precisos.

Teorema 3.2.19 Sejam X uma assinatura relacional, I uma légica abstrata estritamente mais
expressiva do que 1L, e 1 uma IL-sentenga que ndo é equivalente a alguma IL,-sentenca. Nestas
condigoes, para toda assinatura finita Yo C X e todo m € IN, existem X-estruturas e B tais que

Rz

Ay, BEy e A 2.

Prova. Como, por hipétese, Ly C IL, sejam ¢ uma IL,-sentencga e ¢* € L* uma IL-sentenca

da l6gica abstrata e que é logicamente equivalente a ¢; como ¢ é uma sentenca qualquer,

podemos considerd-la, em particular, como a férmula V{py , | A é Z-estrutura, A |,
o

Y e m > 1}. Pela Proposigdo 3.2.13, ¢ assim definida €, de fato, uma LL,-sentenca.

Observemos agora que, para toda X-estrutura A, A |, Y — ¢*. De fato, suponha que,
para alguma X-estrutura 2, ndo seja o caso que A =, Y — ¢*. Entdo, A k=, ¢ e ndo é o caso
que A |, ¢* (*). Mas, pela definicdo de ¢, o reduto de U para X satisfaz ¢ e, pelo teorema
do reduto, A k=, . Como ¢ e ¢ sdo logicamente equivalentes, A |5, ¢*, 0 que contraria
().

Da hipétese de que ¢ ndo é logicamente equivalente a ¢, concluimos que i nado
é logicamente equivalente a ¢*; do pardgrafo anterior, concluimos que existe uma X-
estrutura B tal que ndo é o caso que B £, ¢* — ¢, isto é, B |, ¢* e ndo é o caso que
B, 1.

Por hipétese, IL é regular e consequentemente vale a propriedade boolena, donde
concluimos que B |, ¢* e B |, —1). Assim, pela equivaléncia entre ¢ e ¢* concluimos que
existe uma estrutura B tal que B |5, p e B |, .
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Como B |5, ¢, pela defini¢do de ¢ existe uma X-estrutura Atal que A |=, Y e B =, ¢

A, 7
para algum m > 1. Entdo, pela Proposicdo 3.2.13 (d) U, F, ¢y - Logo, apenas 0s
o

N

simbolos presentes em X, sdo significativos a interpretacdo de @y e, de B, ¢y
Zo Zo

concluimos que %IZO E (pfgl . Finalmente, pelo Coroléario 3.2.17, temos que %lZO = ‘JI|ZO. [ |
Lo

3.3 Um Teorema que depende de Lowenheim-Skolem

O terceiro e tltimo estdgio que iremos cumprir em diregdo a prova do primeiro teorema
de Lindstrdom consiste em adaptarmos o Teorema 3.2.19 para um contexto puramente abs-
trato, isto é, sem referéncias as sentengas de primeira ordem. Vale a pena destacarmos que
todos os objetos presentes no Teorema 3.2.19 e na defini¢cdo de m-isomorfismo sdo objetos
matematicos (funcgoes, relacdes de ordem, estruturas, etc); entdo, é natural considerarmos
um outro objeto matematico - uma estrutura - que contenha todos os “ingredientes” do
Teorema 3.2.19. Vamos construir uma estrutura € que encerre todos os elementos de que
precisamos:

1. As estruturas A e B na definicdo de isomorfismos serdo subestruturas de €, cujos
dominios sdo subconjuntos de |€]| e, j4 antecipando a linguagem que posteriormente
serd tomada como subjacente a esta estrutura, consideraremos os conjuntos ut e
V¥l de tal modo que A = (Uy, e B = (VI¥),.

2. O conjunto de indices da familia (I,,),<, de conjuntos de isomorfismos parciais serad
um subconjunto de |€|, caracterizado por um predicado unario W, isto ¢, Wil =
{0,1,2,..., m}.

3. O “tipo” do isomorfismo seréd caracterizado por uma constante c, isto é, m = 4.

4. A relagdo de menor ou igual entre os indices da familia (I,,),<, serd capturada pela
relagao de ordem <!*! em W*! e tomaremos a funcéo predecessor f restritaa W'“, isto
¢, f90) =0e f*(n + 1) = n para todo n < m.

5. O conjunto de todos os isomorfismos parciais de A em B serd caracterizado por um
. s . .« o N 4 v . , . .
predicado unério relativizado por €, isto é, P! = U I,. Assim, p é um isomorfismo

n<m
parcial de % em B se, e somente se, PIlp. Vale a pena destacarmos que ainda nao

estabelecemos isomorfismos entre redutos finitos das estruturas 2 e B.

6. Falta caracterizarmos dois elementos presentes na “propriedade do vai-e-vem”, o
que sera feito pelas relagdes:

e [“lmp se, e somente se, m <kep € Im;

e G'*lpab se, e somente se, P¥lp e a € dom(p) e b = p(a).
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7. Para terminarmos a especificacdo da estrutura G, falta apenas especificarmos o domi-
nio dessa estrutura, o que é feito de modo natural a partir da anélise dos ingredientes
da mesma.

€ = RIUIBIUIO,1,...,m} U ]I,

n<m

Um aspecto positivo dos objetos presentes no Teorema 3.2.19 e, consequentemente na
estrutura € que acabamos de definir, reside no fato que todos eles podem ser caracterizados
por sentencgas de primeira ordem em uma assinatura >’ = 2U{c, P, U, V, W, <,I, G, f}, sendo
que c é um simbolo de constante, P, U, V e W sdo simbolos de predicados undrios, < e I sdo
simbolos de predicado bindrio, G é um simbolo de predicado ternério, f ¢ um simbolo de
fungdo undria e nenhum dos simbolos listados é membro de X. Claro, quando a estrutura
foi definida acima, denominamos cada um dos seus componentes com o objetivo que €
seja uma X/-estrutura.

Toda a construgdo foi motivada por um resultado vélido para légicas regulares e toda
a aplicagdo desta construgdo serd destinada a tais légicas. Claro, pela Propriedade da
Substitui¢do, poderfamos estabelecer uma nova linguagem e considerar um novo simbolo
de predicado bindrio que substituisse f; no entanto, como nossa notagao ja estd demasi-
amente carregada, ndo o faremos e, a despeito da presenca de f em Y, consideraremos X
uma assinatura relacional®.

Agora que ja especificamos os elementos do Teorema 3.2.19, vamos caracterizé-los
como Y'-sentengas de primeira ordem.

e Se considerarmos que a sentenca A; é dxUx A ¢, tal sentenca estabelece que, em
todo modelo € de A, temos que UY # 0 e (U'™!), Fu, @

e Por outro lado, quando A, é xVx A ~¢?, temos que em todo modelo € de A,, VIS £ 0
e (VI9y, 5., 7¢- Desse modo, se tomarmos A = U, e B = (VI _, temos quase’® o
que precisamos.

e Na construcdo de € capturamos m-isomorfismos entre subestruturas de ¢, mas ndo
o m-isomorfismo entre redutos finitos dessas subestruturas; podemos realizar uma
“filtragem” desses elementos através das sentencas A3, A4 e A5, sendo que:

- A3 éVp(Pp — VxVy(Gpxy — (Ux A Vy)));
- Ay éVp(Pp = VXVYVX' VY (Gpxy AGpx'y') = (x=x & y =v));

- A5 éVp(Pp — VXVi((Gpxiya A -+ - AGpxpy,) = (Rxy---x, & Ry; ---Ry,))), sendo
que R é simbolo de predicado n-drio, R € Xy e Xy C ¥’ finita.

4Vide a nota de rodapé namero 1.
>Quase porque ainda faltam elementos do Teorema 3.2.19 a serem representados e, principalmente,
porque essa caracterizacdo estd sendo desenvolvida em linguagem de primeira ordem.
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Assim, a sentenca A3 A A4 “seleciona” um isomorfismo parcial entre subestruturas de
seus modelos e a sentenca A3 A A4 A A5 separa os isomorfismos parciais em redutos
finitos de subestruturas de seu modelo.

A relagdo de ordem presente em € pode ser caracterizada pela conjungdo das sen-
tencas Ag, A7 e Ag, sendo que

- Ae ¢ xdy(x < y) A Vx—(x < x);
- A7 éVxVyVz(x < y Ay <z) > x <2z);
- AgéVxVy(Fz(x <zvz<x)AJwy<wVw<y) = x<yVx=yVy<x).

O fato de que em € a relacdo de ordem no conjunto de indices da familia de conjuntos
I,, possui maior elemento pode ser caracterizado pela sentenca Ao,

- Agéasentenca Vx(Wx & (x =cvVdy(y <xVx <y) AVx(Wx = (x <cVx =0)).

A sentenca acima assevera que, em um modelo de Ag, a relacdo <!*! é vaziae W*l = {c}
ou, entdo, que W é o campo da relagdo e ¢* é o maior elemento da relagdo. Em
qualquer dos casos, a W-parte de € é ndo vazia.

A fungdo predecessor em € serd caracterizada por Ay,
- A éVx(Ay(x <y) = (fx <x A-=Jz(fx <z Az <x))).

Ainda em € temos que para todo x no campo da relacdo de ordem, o conjunto de
isomorfismos parciais I, € ndo vazio, o que sera caracterizado pela sentenca A4,

- Ay é Vx(Wx — dp(Pp A Ixp)).

Por fim, precisamos estabelecer que os isomorfismos parciais entre as subestruturas
A e B de € sdo munidos da “propriedade de vai-e-vem”. A sentenga A;, caracteriza
a propriedade do Vai, enquanto A3 a do “vem”.

— A éVxVpVu((fx < xAIxpAUu) — Aq3o(I fxqAGquoAVxX'Vy' (Gpx'y — Gqx'y’)));
- Az éVxVqVo((fx < xAIxpAVv) = FpAu(IfxgAGquuAVxX'Vy' (Gpx'y — Gqx'y’))).

Para concluirmos a caracterizacdo do Teorema 3.2.19 falta apenas inserirmos nossa

constru¢do em um ambiente abstrato, fora do contexto das sentengas de primeira ordem.
Para isso, consideremos um sistema semantico, L no minimo tdo expressivo quanto a
l6gica abstrata IL,; desse modo, para toda para toda ¢ em I, existe uma ¢* em L tal que
¢ IZ]LI @ se, e somente se, € |, ¢". Agora, consideramos o conjunto A = {Ay,A,, -+, Ay3}
e o conjunto A" = {A},A5,---,A},}, sendo que A} é uma sentenca da l6gica IL, logicamente

77713

equivalente a sentenca de primeira ordem A;.
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Assim, como € é modelo do conjunto A que captura o Teorema 3.2.19 em légica de
primeira ordem, € também é modelo do conjunto A* que captura o mesmo teorema em uma
l6gica reqular IL pelo menos tdo expressiva quanto a l6gica de primeira ordem.

Finalmente, estamos em condi¢des de provar o resultado central desta secao.

Teorema 3.3.1 Sejam T uma assinatura relacional e I = (L*, k=, ) uma l6gica abstrata reqular na
qual vale a propriedade de Lowenheim-Skolem e tal que A é o conjunto de IL-sentengas discutido
acima. Nestas condigoes, se em todo modelo © de A* o campo da relagio <Plg infinito, entdo existem
estruturas W e B tais que

Ak, o, BE -9 e %Ilzo = %lzo'

Prova. Seja © um modelo de A. Como X é relacional, qualquer conjunto ndo vazio é
dominio de alguma Y-estrutura. Uma vez que D |, A}, temos em U® # @ o dominio
de uma subestrutura de D e, ainda do fato que D | A] inferimos que © |, ¢"; como
consequéncia da propriedade de relativizagdo, vélida em IL, temos que (U™, [, ¢.
Procedendo de modo anédlogo com A}, concluimos que (V@>,D . —¢ e, portanto, existem
X-estruturas A e B taisque A =, p e B |, .

Voltemos nossa atengdo para a P-parte de ©: como podemos escolher A e B tais que
A < De B <D, concluimos que P é um conjunto de isomorfismos parciais de A em B.
Do fato que D [, A; A A} A A, aos isomorfismos parciais p’ € P'*! corresponderdo, por
G®l, isomorfismos parciais p entre Al e Y|, , para algum X finito contido em X. Vamos,
agora, considerar um subconjunto | = {p | para algum n, I'®l(f"c)®*lp} destes isomorfismos
parciais e analisar trés de suas propriedades:

e Como D [, A};, concluimos que | # 0;

e Se p € ], entdo para algum n temos I'™(f"c)®lp e se a € |A| = U™, em virtude de
D [, A, existe um g tal que IPI(f"*'c)*lg. Logo, g € J, g > p e a € dom(g) e,
consequentemente, | tem a “propriedade do vai”.

e De modo andlogo, se p € ], entdo para algum n temos I'¥/(f"c)®lp e se b € |B] = V¥,
emvirtude de D [, A},, existe um ¢ tal que '¥I(f"*1¢)®lg. Logo, g € J,q D> peb € img(q)
e, consequentemente, | tem a “propriedade do vem”.

Logo, | estabelece que A e B sdo parcialmente isomorfas. Vamos agora explorar a hipétese
de que IL possui a propriedade de Léwenheim-Skolem.

Por hip6tese, temos que o campo da relagdo <*! é infinito, o que pode ser capturado
pela sequéncia infinita de férmulas fc < ¢, ffc < fc, fffc < ffc, ... Infelizmente, essa
abordagem nao nos permite aplicar a propriedade de Lowenheim-Skolem, uma vez que a
mesma é enunciada para sentenga e ndo conjunto de sentencas. Uma maneira de contornar
esse problema é mais uma vez estender a linguagem, de ¥ para X', através da inclusado
do simbolo de predicado unario Q tal que Qx se, e somente se, x é elemento de Q. Assim,
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a sequéncia de férmulas fc < ¢, ffc < fc,... pode ser interpretada como uma tnica
Y'-férmula 1

P é Qc AVx(Qx = (fx <x A Qfx));

cuja interpretagdo intuitiva é “c é um elemento de Q, todo elemento de Q contém seu
predecessor imediato e todo predecessor imediato de um elemento de Q é elemento de
Q.

Agora, podemos adaptar a X-estrutura D para uma X’-estrutura € de tal modo que os
simbolos de X sejam interpretados em € da mesma forma que o eram em D e o simbolo Q
seja interpretado como o conjunto Q' = {(f"¢)® | n € N}. Desse modo, €|, =D, Ek, ¢ e
€ |, A", paratodo A" € A",

Com isso, € 5, A A ¢ e, portanto, pela propriedade de Lowenheim-Skolem, existe uma
Y/-estrutura § que é modelo contdvel da sentenga A} A --- A Aj, A 9.

Consequentemente, podemos tomar A’ < §F e B’ < F que sdo modelos de A+. Como [F]
é enumeravel, || e |B|' sdo enumeraveis e QI’IZO = %’IZO. Portanto, a Proposicdo 3.2.5 nos
garante que W = B'. |

Observacao 3.3.2 Pela construgdo do modelo € de A é imediato que, para todom € IN, o
conjunto W'l possui m + 1 elementos.

3.4 Primeiro teorema de Lindstrom e outras caracterizag¢oes

Em 1969 Lindstrom inaugurou um novo e fecundo campo de investigagcdo em l6gica, a
teoria abstrata de modelos, cujo escopo reside no estudo de propriedades modelo tedricas
de extensdes da l6gica de primeira ordem. Nesta se¢do apresentaremos o primeiro teorema
de Lindstrom e mais trés dessas caracterizagdes: o segundo teorema de Lindstrom a
caracterizagdo de Karp e a caracterizagdo de Robinson.

Teorema 3.4.1 (Primeiro Teorema de Lindstrém) Ndao existe uma l6gica abstrata regular com
maior poder expressivo do que a légica de primeira ordem que seja No-compacta e na qual valha a
propriedade de Lowenheim-Skolem.

Prova. O argumento sera por reducéo ao absurdo: suponha que I = (L*, 5, ) é uma légica
abstrata regular munida das propriedades da Compacidade e Lowenheim-Skolem e mais
expressiva do que a l6gica de primeira ordem. Logo, existe uma sentenga ¢ € L* que no é
equivalente a alguma sentenga de primeira ordem. Da hipétese que IL é regular, podemos
considerar X relacional e, uma vez que IL é compacta, pelo Teorema 3.1.1 podemos tomar
uma assinatura finita Xy tal que, para todas Z-estruturas A e B,

se Al, =B, ,entdo (A |5, ¢ se, e somente se, B |5, ¢).

Consequentemente, a tese do Teorema 3.3.1 é falsa; assim, pela Observacgido 3.3.2 e, pela
contrapositiva do Teorema 3.3.1, para toda sentenca A* € A* C L* temos que:
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(a) em todo modelo € de A* o conjunto W!¥l ¢ finito e ndo vazio;

(b) para todo m > 1 existe um modelo € de A* tal que WI*! possui exatamente m + 1
elementos.

Entretanto, consideremos a sentenca ¢ que formaliza a expressdo “W contém, no minimo,
n elementos” e o conjunto I' C L* de X-sentencas tal que

I'=AU/{gp}

Por (b), todo subconjunto de I' tem modelo; por (a), I' ndo é satisfativel em ¢, pois em um
modelo € de I devemos ter N € W!®l. Logo, IL possui um conjunto de sentencas em que
ndo vale a compacidade, absurdo. |

Apresentaremos agora os principais conceitos necessarios a formulagdo do segundo
teorema de Lindstrom.

Definicio 3.4.2 Uma légica IL = (L%, |5, é efetiva quando satisfaz as condigoes:
(a) Se alinguagem £ de IL é decidivel, entdo o conjunto de sentengas L* ¢ decidivel;

(b) Para toda ¢ € L* hd um Xy C X, com X finita tal que ¢ € L™.
% que ¢

Em outras palavras, a condicdo (a) estabelece que sempre que hd um procedimento
mecanico que verifica se um simbolo s pertence ou ndo a linguagem L, ha também um
procedimento que verifica se uma certa concatenagdo S de simbolos de L pertence ou nao
a L*. Por outro lado, (b) assevera que em cada sentenca de IL hd a ocorréncia de apenas
finitos simbolos.

Teorema 3.4.3 A ldgica de primeira ordem é efetiva.

Prova. Um esboco do procedimento pode ser descrito do seguinte modo: dada uma
férmula ¢ e um simbolo s, analisamos a complexidade de ¢.

Se @ é atdmica, entdo € finita; assim, basta verificar se s estd dentre os simbolos de ¢.

Se ¢ é =) e s é -, entdo s ocorre em ¢; caso contrdrio, verificamos se s ocorre em v;

SepéyVoeséV,entdo s ocorre em ¢; caso contrdrio, verificamos se s ocorre em
Y ouem o;

Se ¢ é dxy e 5 é d ou x, entdo s ocorre em @; caso contrario, verificamos se s ocorre
em .
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Como cada uma dessas verifica¢Oes é feita acerca de um conjunto finito de simbolos,
entdo temos um procedimento que se encerra ap6s uma quantidade finita de etapas. Ainda,
como sentencas sdo casos particulares de férmulas, a condigdo (a) é satisfeita. Além disso,
dada qualquer linguagem de primeira ordem .£;, numa sentenca dessa linguagem ha a
ocorréncia de apenas um conjunto finito de simbolos que ocorre na férmula e, portanto, a
clausura (b) é satisfeita. [ |

Definicdo 3.4.4 Uma logica IL é efetivamente regular se, e somente se, IL € efetiva e 1L é regular.

Claramente, a l6gica de primeira ordem é efetivamente regular. Vamos agora estabele-
cer um critério de comparacao entre as légicas efetivas.

Definigao 3.4.5 Sejam IL e IL” duas légicas efetivas.

(@) Aldgicall’ é ao menos tdo efetiva quanto a I6gica I quando, existe uma fungdo recursiva
h:1* - L'" tal que toda estrutura que é modelo de @ € L* é também modelo de
h(p). Denotamos que a légica I’ é ao menos tdo expressiva quanto IL por L C; IL".

(b) Duas logicas sdo equivalentemente efetivas quando, L C, I’ e I’ C, L. Denotamos
que duas légicas sdo equivalentemente efetivas por I ~, LL.

(c) Alogicall’ é estritamente mais efetiva do que a I6gica I quando IL C,; IL” mas ndo é o caso

z

que L ~, IL. Denotamos que IL” é estritamente mais efetiva do que IL por IL C; IL".
Teorema 3.4.6 O conjunto das sentengas vilidas em wuma l6gica de primeira ordem é enumerduvel.

Prova. Vamos estabelecer uma enumeragao para as férmulas de uma linguagem de pri-
meira ordem. Inicialmente, ordenamos os simbolos de uma linguagem de primeira ordem
L do seguinte modo: L= (=,—,V,3,x1,¢1, Py, fi,x2,¢2, Py, f2,...), onde x;,c;, P; e f; sdo, res-
pectivamente, as varidveis e os simbolos de constantes, predicados e fungdes. Agora,
codificamos os simbolos de L pela fungdo A : L — N tal que A(=) =2, A(V) =3, A(d) =5,
A=) =7, A(x;) = 110D, A(e)) = 130D, A(P;) = 170D e A(f;) = 190D,

Codificados os simbolos, temos condigdes de codificar os termos, o que sera feito por
uma fungdo V de dominio nos termos da légica de primeira ordem e contradominio IN.

e Set é x;, entdo V(t;) = A(x;);
e Set éc;, entdo V(c;) = A(cy);

e Seté fixy, .., x, entdo V(t) = 22 . 3V#) ... [Vt em que k é o (1 + 1)-ésimo nimero
primo.

Agora, estamos em condi¢des de codificar as férmulas pela funcdo # : L*¥ — N dada
por:
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e Se ¢ é a formula atdmica t; = t,, entdo #(¢p) = 27" - 323 . 5V(2); ge ¢ é Rity...t,, entdo
#(qp) = 26®R) . 3Vt ... (V) gsendo que k é o (n + 1)-ésimo ntimero primo.

e Se ¢ é -1, entdo #(p) = 220 . 3HV),
e Se p é YV 0, entdo #(¢p) = 2¥W¥) . 36M) . 5#0),
e Se ¢ é Axy, entdo #(¢p) = 22 . 32 . 5#Y),

Deste modo, codificamos cada uma das férmulas da linguagem de primeira ordem e,
portanto, podemos enumerar estas formulas de acordo com a ordem crescente dos c6digos.
Além disso, a forma de codificacdo deixa latente que férmulas distintas sdo codificadas
por naturais distintos.

Como as sentengas sdo casos particulares de férmulas e o conjunto de férmulas é
enumeréavel, concluimos que o conjunto de sentengas também é enumeravel. Em especial,
o conjunto das sentencas validas é enumerével. |

Teorema 3.4.7 (Segundo Teorema de Lindstrom) Nido existe ldgica efetivamente regular mais
expressiva do que a légica de primeira ordem que satisfaca a Propriedade de Lowenheim-Skolem e
na qual o conjunto de sentengas vdlidas é enumerdvel.

Prova. Em Ebbinghaus, Flum e Thomas (1994), pagina 272, paragrafo 4. [ |

Definicdo 3.4.8 Um logica IL possui a propriedade de Karp quando a existéncia de um

isomorfismo parcial entre duas estruturas A e B é condicdo suficiente a equivaléncia
elementar entre A e B.

A propriedade de Karp é mais fraca do que a propriedade de Loéwenheim-Skolem no
seguinte sentido: toda légica que possui a propriedade de Lowenheim-Skolem possui
a propriedade de Karp, embora a reciproca seja falsa. Por exemplo, em Flum (1985),
Proposicdo 2.1.7 (b) é estabelecido que uma légica IL possui a propriedade de Lowenheim-
Skolem quando goza das propriedades de Karp e Interpolagao.

Teorema 3.4.9 Nio existe [0gica abstrata com maior poder expressivo que a l6gica de primeira
ordem e que satisfaca as propriedades de substituicdo, Karp e compacidade enumerduvel.

Prova. Em Flum (1985), pdgina 91, Teorema 2.1.1. [ |

Defini¢do 3.4.10 Sejam IL uma légica abstrata, I',I'; e I'; trés conjuntos de sentengas, S
o conjunto de simbolos que ocorrem nas férmulas de I', S; o conjunto de simbolos que
ocorrem nas férmulas de I';, S; o conjunto de simbolos que ocorrem nas férmulas de I'; e
S = 81 N S,. Nestas condigdes, IL possui a propriedade de Robinson quando:

SeI' é completo, I' U T é satisfativel e I' U I'; é satisfativel, entdo I' U I'; U T, é satisfativel.
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A propriedade de Robinson é muito forte; por exemplo, em uma légica regular de
linguagem finita IL, a propriedade de Robinson é condicdo suficiente a compacidade de
IL, embora a reciproca seja falsa. A demonstracdo desse fato pode ser vista em Feferman e
Barwise,[8], padgina 721, Teorema 1.3.

Teorema 3.4.11 Nio existe [6gica abstrata com maior poder expressivo que a légica de primeira
ordem que goze das propriedades de Lowenheim-Skolem e de Robinson.

Prova. Em Feferman e Barwise (1985), pagina 94, Teorema 2.1.6. |

66



Capitulo 4

Uma Versao Modal do Teorema de
Lindstrom

A versdo modal do Teorema de Lindstrom que apresentaremos assevera que a logica
modal, cuja linguagem é munida de um tnico operador primitivo undrio, é maximal com
relacdo as propriedades de compacidade e bissimula¢do. Os conceitos e resultados serdo
apresentados de acordo com o seguinte roteiro:

e Na primeira se¢do padronizamos a notagdo e apresentamos os conceitos basicos de
linguagem modal, estruturas modais, submodelo gerado, modelo enraizado, grau
de uma férmula e altura de um modelo.

e Em seguida, apresentamos os conceitos de homomorfismo limitado sobrejetivo e
de bissimulagdo; ainda, mostramos que o primeiro é condic¢do suficiente para o
segundo que, por sua vez, é suficiente a preservacdo da validade modal. Em seguida,
argumentamos que a noc¢do de bissimula¢do é muito forte para os nossos propoésitos e
a enfraquecemos, introduzindo o conceito de n-bissimulagado. A ideia aqui é andloga
aquela desenvolvida no Capitulo 3, onde a no¢do de isomorfismo era muito forte e a
enfraquecemos com o conceito de m-isomorfismo.

e Na terceira secdo definimos drvores, modelos baseados em arvores e apresentamos
um método candnico de converter um modelo enraizado qualquer em um modelo
baseado em arvore. Tal método preserva a relacdo de satisfatibilidade.

e Por fim, definimos as l6gicas modais abstratas e apresentamos dois exemplos de
sistemas comumente aceitos como “l6égica modal”, um que satisfaz essa definicao e,
outro sistema, que ndo a satisfaz. Ainda, mostramos que ndo existe uma légica mo-
dal abstrata que estenda a lo6gica modal bésica e na qual valham, simultaneamente,
as nog¢des de bissimulacdo e gradacdo. Por fim, citamos a argumentagdo desenvol-
vida por van Benthem, [22], que assevera ndo existir uma légica modal abstrata
mais expressiva do que a légica modal basica na qual valham, simultaneamente, as
propriedades de bissimulagdo e Ny-compacidade.
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4.1 Linguagens e Estruturas Modais

Uma assinatura modal T é um par (O, p), em que O é um conjunto e p é uma funcdo que a
cada elemento de O associa um ntimero inteiro positivo e, quando O for finito, diremos que
a assinatura modal é finita. Os elementos de O sdo os operadores modais e serdo denotados
por A, com ou sem subindice; p(A) indica a aridade do operador modal A. Quando for
necessario usaremos uma notacdo com duplo indice, em que Af denota o i-ésimo operador
modal de aridade j, comi > 1ej > 1. Quando a aridade do operador modal for 1, ele
serd denotado por ¢, com ou sem subindices. Por fim, quando nos referirmos a um tnico
operador modal e sua aridade estiver clara pelo contexto, omitiremos quaisquer indices;
por exemplo, em vez de A3(@1, @2, @3) escreveremos, simplesmente, A(¢1, P2, P3).

Nas consideragdes de carater geral, consideraremos que a aridade dos operadores
é conhecida e ndo faremos distin¢gdo entre O e 7. Além disso, quando O for finito, o
escreveremos simplesmente listando seus elementos: 7 = (A4, ..., A,).

Uma linguagem modal L é o conjunto {7, ®, L, -, V}, em que 7 é uma assinatura modal
e @ é um conjunto, cujos elementos sdo denominados letras proposicionais e denotados por
p,q e r, com ou sem subindices; L, = e V sdo, respectivamente, um simbolo de constante,
um operador undrio e um operador bindrio, cujas interpreta¢des pretendidadas sdo, res-
pectivamente, falsidade, negagdo e disjun¢do. Quando 7 possui um tnico operador undrio
a linguagem modal dai oriunda é uma linguagem modal bdsica e, em virtude da distingdo
entre as linguagens modais ocorrer apenas quanto a 7 e ®, diremos que uma linguagem
modal é, simplesmente, um par (7, ®). A partir de uma linguagem modal construimos as
férmulas modais.

Definicdo 4.1.1 Dada uma linguagem modal (t, ), as (7, ®)-férmulas modais sdo construi-
das através da aplicagdo das seguintes regras:

(a) A constante L é uma (7, ®)-férmula modal, bem como os membros de ®;
(b) Se ¢ e 1 sdo (7, P)-férmulas modais, também o sdo ~p e @ V ;

(c) Se ¢4, ...,p, sdo (1, D)-férmulas modais e A" € T, entdo A"(¢1, ..., ¢y) € uma (7, D)-
férmula modal.

Quando a linguagem modal estiver clara pelo contexto as (7, ®)-férmulas modais serdo
ditas, simplesmente, formulas modais ou, ainda, férmulas; o conjunto de todas as (t, P)-
férmulas modais serd denotado Fmi(t, @). A férmula ¢ é uma letra proposicional modal ou,
simplesmente, letra proposicional, quando ¢ € ®. A complexidade de uma férmula modal é
o ntimero de simbolos, repetidos ou ndo, que ocorre na mesma.

Como ¢é usual, usaremos parenteses para ordenar a maneira como as férmulas sdo
construidas e consideraremos, como regras de omissdo de parenteses, as mesmas do
Capitulo 1; além disso, consideraremos que ¢ A Y, ¢ — ¢ e ¢ < P sdo abreviagdes,
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respectivamente, de =(—~¢ V =¢), mp V¢ e (¢ — P) A (¢ — ¢). Inspirados na leitura
de que a abreviacdo de —Jdx—¢ por Vx¢ caracteriza os quantificadores 3 e ¥ como duais,
estabeleceremos que cada operador modal possui seu dual: O é o dual de ¢ e O¢ abrevia a
férmula =0—¢@ 1 porsuavez, paran > 1, V" é odual de A" e V*(¢y, ..., ¢,,) abrevia a férmula
—lA"(—!(pl, ey —|(pn),

Vale a pena ressaltar que, em virtude da inexisténcia de quantificadores e varidveis nas
linguagens modais, as no¢des de férmula e sentencga coincidem; neste capitulo iremos nos
referir exclusivamente as primeiras.

Exemplo 4.1.2 Para as férmulas construidas a partir da linguagem modal bésica existem
diferentes interpretacdes pretendidas:

e ¢ é o operador de possibilidade e seu dual, o operador de necessidade. Assim, ¢¢
formaliza a expressdo “é possivelmente o caso que ¢”, enquanto O¢ formaliza “é
necessariamente o caso que ¢”. Procedendo da mesma forma, Op — ¢ e 6@ — O0p
formalizam, respectivamente, “o que é necessdrio é possivel” e “o que é possivel é
necessariamente possivel”.

e Na légica modal epistémica O é o operador modal de conhecimento e O¢ formaliza
a expressdo “o agente conhece ¢”. Dessa forma, Op — ¢ e ¢ — O¢ formalizam,
respectivamente, “se o agente conhece ¢, entdo é o caso que ¢” e “se é o caso ¢, entdo
o agente conhece ¢”.

e Na logica da provabilidade 0O é o operador modal de provabilidade e O¢ ¢é inter-
pretado como “prova-se em uma teoria que ¢”. Um exemplo comum nas légicas
munidas deste operador é a férmula O(Op — @) — Op.

Exemplo 4.1.3 A linguagem modal temporal possui a assinatura modal 7; = {¢,, ¢}, sendo
que as féormulas ¢,¢ e ¢,¢ tém interpretagdo pretendida, respectivamente, “¢ foi verda-
deira em algum momento Passado” e “¢ serd verdadeira em algum instante Futuro”.

Uma estrutura modal A é uma tripla (W, R, ), em que W é um conjunto ndo vazio,
denominado universo da estrutura e cujos elementos sdo os pontos ou mundos da estrutura,
R é uma familia de relacdes n-arias (n > 1) sobre W e 9§ é uma func¢do, denominada
valoragio.

Quando w for um elemento do universo W da estrutura U diremos, indistintamente,
que w é mundo de W ou que w € um mundo de A. Em geral, escreveremos a familia R
listando todos seus elementos, isto é, R = {R%, - R, .., RT, ..., R}}, em que Rl], denota a i-
ésima relacdo de aridade j e, quando estiver claro pelo contexto, os indices serdo omitidos.
Denotaremos que (uy, ..., u,) € R", n > 1, tanto por Ru;...u,, quanto uRuy...u,,.

1 Ap6s definirmos a semantica para a légica modal, mostraremos no Exemplo 4.1.8 que esta definicdo de
dual é adequada, no sentido que uma férmula é verdadeira se, e somente se, seu dual também o é.
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O papel pretendido as estruturas modais é andlogo a aquele desempenhado pelas es-
truturas dos capitulos anteriores, isto é, estabelecer uma seméantica as férmulas construidas
a partir de alguma linguagem modal.

Defini¢ao 4.1.4 Uma (1, ®)-estrutura modal . ¢ € a tripla (W, R, 9o) em que:

(@) (7, D) é uma linguagem modal e W é o universo da estrutura;

b) R, é uma colecdo de relacdes sobre W tal que, a cada n > 1 e cada operador modal
¢ G q P
n-ario A em 7, corresponde uma relagdo R em R;;

(c) 9¢ : ® — P(W) é uma valoragdo, que associa a cada férmula atdmica p € ® um
conjunto de mundos 9(p).

Quando nao houver possibilidade de confusdo quanto a linguagem modal escreveremos
simplesmente U em vez de A, ¢ e consideraremos as expressdes (7, P)-modelo e modelo
como sindnimos de (7, ®)-estrutura e estrutura, respectivamente.

A interpretacdo pretendida a valoragdo é que 9(p) indique os mundos da estrutura em
que a letra proposicional p é verdadeira. Cada relagdo R, é a relagio de acessibilidade entre os
mundos da estrutura. Quando ® = (), a (7, ®)-estrutura modal coincide com as estruturas
relacionais dos capitulos anteriores e é denominada, no contexto modal de frame. Desse
modo, constatamos que as estruturas relacionais consideradas, por exemplo, nas légicas
abstratas IL,, L, e £,,, sdo casos particulares de estruturas modais. Mais que isso: toda
estrutura relacional de primeira ordem é uma estrutura modal, embora a reciproca nado
seja verdadeira.

Quando £ é uma linguagem qualquer que contém uma linguagem modal e A uma
estrutura modal, o conceito de £L-modelo é adaptado para abarcar as tais estruturas.

Serd muito 1til as consideragdes que iremos tecer nas proximas se¢des o esbogo gréfico
de uma estrutura modal. Com isso, as relaces de aridade n + 1 serdo representadas por
setas com 7 linhas, sendo que linhas distintas representam relagdes distintas. Por exemplo,

R s T T .
Ww—0v, W->0 € W==0v==>1U representam, respectivamente, Rwv, Swv e Twou.
Quando a relacdo estiver clara pelo contexto escrevemos apenas w ——v . Representare-
mos que a letra proposicional p é verdadeira no mundo w por w”.

Exemplo 4.1.5 Um exemplo de estrutura para a linguagem modal bésica do Exemplo
412 ¢é U = ({w, v}, {(w, w), (w,v)}, {(p,w), (p,v)}). Um outro exemplo, mais radical, é B =

({0}, 0,0).

Exemplo 4.1.6 Um modelo para a linguagem modal temporal cuja assinatura foi descrita
no Exemplo 4.1.3 é A; = (W, Ry, Re;, V), em que W e 9 sdo quaisquer, mas as relagdes
preservam a propriedade da bidirecionalidade, em que para todo w e v em W, wR,,v se, e
somente se, vR,,w. Tal exigéncia é posta para que as propriedades intuitivas bésicas acerca
danocgdo ordindria de tempo sejam preservadas mas é, em geral, insuficiente. Por exemplo,
uma propriedade adicional que deve-se impor aos modelos temporais é a transitividade.
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Estamos agora em condi¢des de fixar a semantica para uma linguagem modal.

Definicao 4.1.7 Sejam (7, @) uma linguagem modal e A = (W, R, ) um (7, P)-modelo. A
relacdo “a (t, @)-férmula modal ¢ é verdadeira no mundo w de A", denotada (A, w) E ¢, é
definida por indu¢do na complexidade de ¢:

(@) Nunca é o caso que (U, w) = L;

(b) Se @ é aletra proposicional p, entdo (U, w) [ p se, e somente se, w € I(p);
(c) Se @ é =1, entdo (A, w) E @ se, e somente se, ndo € o caso que (A, w) E ;
(d) Sep éy Vv y,entdao (U, w) E ¢ se, e somente se, (A, w) = Y ou (A, w) E y;

(e) Sepé A(Y, ..., Pn), entdo (U, w) E @ se, e somente se, para algum vy, ..., v, em W com
R,wv,...v,, temos que (U, v;) = ;, paratodoi=1,..,n.

Quando nao é o caso de uma férmula ser verdadeira em um mundo w de um modelo, ela é
falsa neste mundo do modelo. Uma férmula é verdadeira em um modelo quando é verdadeira
em todos os mundos do modelo e é verdadeira, ou vilida, quando é verdadeira em todos
os modelos. Por fim, um conjunto I' de férmulas é verdadeiro em um mundo w de um
modelo A quando, para toda férmula y em I', temos (U, w) | y; denotamos esta situagao
por (U, w) F I'. Analogamente, definimos quando o conjunto I' é verdadeiro no modelo e
quando é verdadeiro, ou vdlido. Duas férmulas ¢ e 1 sdo logicamente equivalentes quando,
para todo modelo A e todo w de A, temos que (A, w) = ¢ se, e somente se, (A, w) = P.

No caso particular da linguagem modal basica, (U, w) E ¢¢ se, e somente se, para
algum v € W com wRo, (U, w E ¢). Por sua vez, a veracidade de uma férmula com o
operador O em um mundo w de uma estrutura é (A, w) E O¢ se, e somente se, para todo
v € W tal que wRo, vale (%, v) E ¢.

Exemplo 4.1.8 Consideremos o modelo para a linguagem modal bésica A = (W, R, §) em
que W = {w, v}, R = {(w, v)} e, para toda letra proposicional p, 3(p) = v.

e Op — p é falsa no mundo w de A. De fato, para todo u em U tal que wRu, temos
(A, u) E p e, portanto, (A, w) E Op. Mas nao é o caso que (U, w) E p. Logo, ndo é o
caso que (A, w) £ Op — p.

e p — Op é verdadeira no mundo w de A. De fato, como néo é o caso que (A, w) E p,
trivialmente temos que (U, w) = p — Op.

e A férmula ¢¢p < —O-¢ é valida. De fato, qualquer que seja a estrutura A = (W, R, 9)
para uma linguagem modal basica e qualquer mundo w de A:

W, w) EOp < paraalgumvem U tal que wRo, (A,0) E ¢
& ndo é o caso, para todo v em U tq. wRv, ndo ocorre (A, v) E ¢
© ndo é o caso que para todo v em A tq. wRv, ocorre (A, v) E —¢
& ndo é o caso que (A, w) E O-¢
e Aw)E —0O=@.
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Defini¢dao 4.1.9 Dado um (7, ®)-modelo A = (W, R, V), o (7, P)-modelo A = (W', R’,d’) é
submodelo gerado de A quando as seguintes condi¢Oes sdo satisfeitas:

(@) O universo de A’ é subconjunto do universo de ¥;

(b) Para toda relagdo n-dria R’ em R’, existe uma relagdo n-dria R em R tal que R’ =
Rn (W)™

(c) ¥ éumarestriciode 3 em W, isto é, para cada letra proposicional p, 9'(p) = S(p) 1 W’;
(d) Paratodo A € Tetodow e W, sew € W e R,wv,...v,, entdo vy, ...,v, € W'.

Quando X é um subconjunto do universo de U, o submodelo de A gerado por X é o menor
submodelo de A que contém X. Um modelo é enraizado quando é submodelo gerado por
um conjunto unitdrio {w} e, nestas condi¢des, w é a raiz do modelo enraizado.

Observemos que a clausula (d) da defini¢do acima assevera, essencialmente, que as
relagdes do submodelo sdo fechadas com relagdo ao modelo original, isto é, se um mundo
w estd no dominio de uma rela¢gdo no modelo original e no dominio do submodelo, entdo
todos os mundos que se relacionam com w no modelo original também se relacionam com
w no submodelo.

O dltimo conceito que serd apresentado nessa se¢do é o de grau de uma férmula, cujo
papel é destacar como um mundo no qual a férmula é verdadeira se relaciona com os
demais mundos da estrutura; basicamente, uma férmula de grau n, satisfativel em um
mundo w de um modelo A, examina quais sdo os mundos acessiveis a partir do mundo em
andlise, w, através das relagdes em A. Nesse sentido, a férmula ¢y deve ter grau superior
a 1, pois quando sdo avaliadas em (2, w), a primeira se verifica se ha uma relagdo binéria
adequada “a mais” do que a primeira. Posto de outra forma, a inspegdo nas regras de
formacdo de férmulas e na definicdo de satisfatibilidade em um modelo nos indica que
uma férmula poderd examinar mais mundos quanto maior for o nimero de operadores
modais “aninhados”. A préxima defini¢do coloca essas ideias em termos precisos.

Defini¢ao 4.1.10 O grau-modal de uma (t, ®)-férmula ¢ é a fungdo gr:(tr, P) — IN, definida
por indugdo na complexidade de ¢:

(a) Se ¢ é L ou uma letra proposicional p, entdo gr(¢) = 0;

(b) Se ¢ & =, entdo gr(p) = ar(y);

(c) Se @ é 1V y, entdo gr(p) = méximo {gr(¢), ar(y)};

(d) Se @ é A, ..., Py), entdo gr(p) = 1 + méximo {gr(y1), ..., gr(Pn)}.

A préxima proposicdo relaciona o conceito de grau de uma férmula com linguagem
modal e a relacdo de satisfatibilidade.
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Proposicao 4.1.11 Assinatura modal finita e conjunto de letras proposicionais finito sdo condigdes
suficientes para que, a menos de equivaléncia I6gica, o conjunto de formulas modais contenha apenas
um niimero finito de formulas de grau no mdximo n, para todo n.

Prova. A prova é por indugdo no grau maximo k das férmulas: se k = 0 é imediato, pois
por hip6tese hd apenas finitas letras proposicionais e, portanto, finitas férmulas de grau
0. Como HI, supomos que existam apenas férmulas de grau maximo k. Para o passo de
inducdo, consideramos as férmulas ¢ de grau méximo k + 1 e, por definicdo de grau, ¢ é
A(Y1, ..., Y), sendo que para cada i, gr(y);) < k e, para pelo menos um i, gr(y;) = k. Pela HI
ha apenas finitas 1); e, portanto, para cada A™ € 7 apenas finitas A™({, ..., {,), a menos de
equivaléncia 16gica, o que conclui a prova. |

Coroldrio 4.1.12 Assinatura modal finita T e conjunto de letras proposicionais finito ® sdo con-
digoes suficientes para que o conjunto de todas as (t, ®)-férmulas satisfeitas no mundo w de um
modelo N seja equivalente a uma vinica formula, para todo n, w e A.

Prova. Sejam v a (7, ®)-férmula que procuramos e I' um conjunto de férmulas de grau
no méaximo 7. Pela Proposigdo 4.1.11, se (U, w) = T', entdo I é finito e podemos considerar
I' = {4, ..¢); agora, basta estabelecer que ¢ é Y1 A ... Ay, e, portanto, (A, w) T se, e
somente se, (U, w) = 1. [ |

4.2 Morfismos e Bissimulac¢oes

Nesta segdo estabeleceremos condi¢des para que duas estruturas modais preservem a
relacdo de satisfatibilidade modal; comegaremos com os morfismos limitados sobrejetivos.

Defini¢ido 4.2.1 Sejam A = (W, R, 9) e W = (W', R’, V') dois (t, P)-modelos. Um morfismo
limitado de W em WA’ é uma funcdo f : A — WA’ que satisfaz as condigdes:

(a) Sep é uma letra proposicional, entdo w € 9(p) se, e somente se, f(w) € ' (p);
(b) Paratodo A € 7,R, € ReR) € R, se Rawo;...v,, entdo R f(w) f(v1)...f(Vn);
(c) SeR] f(w)v]...v;, entdo existem vy, ..., v, tais que R,wo;...v, e f(v;) = v, parai =1,..,n.

Quando o morfismo limitado f é uma fungado sobrejetiva, trata-se de um morfismo limitado
sobrejetivo.

A primeira condic¢do diz que ambos 0s modelos devem concordar quanto as letras pro-
posicionais e, a segunda, que as rela¢des sdo bem comportadas com relagdo aos morfismos
limitados; a tltima propriedade é conhecida como propriedade do vem.
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Exemplo 4.2.2 Existe um morfismo limitado sobrejetor da estrutura B; = (B, T,0) em
B, = (N, <, 9). Essas estruturas sdo tais que B é o conjunto das sequéncias finitas de zeros
e uns, T é uma relacdo bindria em B tal que aTp se, e somente se, a é segmento inicial
proprio de 5. B é a estrutura estritamente ordenada dos niimeros naturais em que toda
letra proposicional é verdadeira nos mundos pares e s6 nestes.

Por definicdo b € B se, e somente se, b = (by,...,.b,) e b; = 0 ou b; = 1; definimos O
de modo que p é verdadeira em toda sequéncia de comprimento impar, isto é, O(p) =
{(D1, ..., boyms+1) | m € IN}. Afirmamos que a funcdo f : B — IN tal que (by, ..., byys1) > 2m é
um morfismo limitado sobrejetivo.

De fato, f é sobrejetivo, pois dado qualquer n € IN existe uma sequéncia w, exclusi-
vamente de zeros ou uns e com comprimento 7 + 1 tal que f(w) = n. Vamos verificar as
demais condigdes: (i) w € O(p) © w = (by, ..., bams1) © f(w) =2m, m € N & f(w) € S(p);
(ii) wRo = v = wo, 0 = (bi, bis1, ..., bisk), k # 0= w = (by, ..., by) € 0 = (b1, .., by, b1, ooy bik),
kn>1= f(wy=n-1e flv) =n+k-1= f(w) < f(v); (iii) f(w) < m = para todo
w = (by, ...,b,) existe umov = (b}, ..., b/ . ) talque m >neb. =b; parai <n = existe um v tal
que wRv e f(v) = m.

Estamos agora em condicdes de definir o conceito que se mostrara central as logicas
modais.

Definic¢ao 4.2.3 Uma bissimulagio entre dois (7, ®)-modelos A = (W, R, 9) e WA’ = (W', R, ")
é uma relacdo bindria Z C W X W’ que satisfaz as seguintes condigdes:

(a) wZv se, e somente se, w e v satisfazem as mesmas letras proposicionais;
(b) Quando wZw’ e R,wv;...0,, existem v}, ..., v, em W’ tais que R w'v]...v; e 0;Zv], i < n;

(c) Quando wZw’ e R\ w'v]...v;, existem vy, ..., v, em W tq. R,v1...0, € v;Z0], para i < n.

Duas estruturas A e B sdo bissimilares quando existe uma bissimulagdo Z entre elas, o
que é denotado por A <, B. Os mundos w e w’, respectivamente de A e B’, sdo mundos
bissimilares quando existe uma bissimulacdo Z entre A e B tal que wZw’; nestas condi¢des,
dizemos também que os mundos w e w’ sdo conectados por Z, o que é denotado por

(A, w) 27 (B, w').

A existéncia de uma bissimula¢do entre dois modelos da linguagem modal bésica
indica, de um ponto de vista intuitivo, que é possivel “completar o quadrado” através das
“propriedades de vai-e-vem”. Abaixo, o “completamento” é representado pelas linhas
pontilhadas.

Z ’ Z ’
D oo > 7 D oo > 7
A A
R R R: TR'
w—= w’ w—= w’
Figura 4.2.1 (a) Figura 4.2.1 (b)
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A préxima proposigdo relaciona morfismos limitados sobrejetivos e bissimilaridade.

Proposicdo 4.2.4 A existéncia de um morfismo limitado sobrejetivo é condigdo suficiente a exis-
téncia de uma bissimulacdo entre dois modelos.

Prova. Sejam A = (W, R,9) e AW = (W', R’, ) dois (1, P)-modelos e f um morfismo li-
mitado sobrejetivo de A em A’. Definimos o conjunto Z = {(w,w’) |w € Wew’' = f(w)}.
Mostraremos que Z é uma bissimulagao.

E imediato que Z € W X W’; por f temos que w € 9(p) se, e somente se, f(w) €
¥'(p) e, portanto, dois mundos que se relacionam por Z satisfazem as mesmas letras
proposicionais. Vamos verificar que Z satisfaz as propriedades do vai e do vem:

e (vai) wZw' e R ,wv;...v, = wZf(w) e Rof(w)f(v1)...f(v,) = existem vy, ..., Uy, em W’
tais que R, w'v]...v; e v;Zv], para i=1,..,n;

V4 f . .
e (vem)wZw' e R w'v]...v;, = wZf(w)e R} f(w)v]...v;, = existem vy, ..., v, em W tais que
R,wvy..v, e v) = f(v;), parai = 1,..,n = existem vy, ..., v, em W tais que R,wv;...v, e
v Zv, parai=1,..,n.

Logo, morfismos limitados sobrejetivos sdo suficientes a bissimulacao. |

Dados dois (7, @)-modelos A e B, os mundos w € W e w’ € W’ sdo modalmente equi-
valentes quando, para todo ¢ € Fml(t, ®), (U, w) E ¢ se, e somente se, (B,v) E ¢, o que
denotamos por (U, w) = (W, w’) ou, simplemesmente, w=w’, se os modelos sdo fornecidos
pelo contexto. Os modelos A e A’ sdo modalmente equivalentes quando, para todo w em A e
todow em W, w=uw'.

A préxima proposigao estabelece que férmulas modais sdo invariantes por bissimula-
cao.

Proposicao 4.2.5 A existéncia de uma bissimulagdo que conecte dois mundos é condi¢do suficiente
a equivaléncia modal entre estes mundos.

Prova. Sejam A = (W, R, 9) e W = (W', R’,¥’) dois (1, P)-modelos e Z uma bissimulagao
que conecta os mundos w de W e w’ de W’. Provaremos, por indugdo na complexidade
das (7, ®)-féormulas ¢, que (U, w) | @ se, e somente se, (A, w’) E .

Passo base: o caso em que ¢ é L é imediato; se ¢ é a letra proposicional p, entdo
Ww)Epowedp) &w edp) e @, w) ke

Passo de indugdo: os casos em que ¢ é ~¢ ou ¢ V y sdo imediatos a partir da hip6tese
de inducdo. Vamos nos concentrar nocasoem que 1 <i<ne @ é A(Y, ..., P,): (U, w) E
p & Ww) E A, ..., P,) © existem vy,..v, em W tais que wR,v1..v, e W,w E P; S
existem vy, ..., v, tais que wR,v;...v, e W, W' | 1P; & existem vy, -, Uy, tais que w'R,v;...0;, e
W, v)Evie W, ) E . n
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No Capitulo 3 vimos que a existéncia de um isomorfismo é condigdo suficiente a
equivalencia elementar entre estruturas, embora a reciproca ndo seja verdadeira; para
estabelecer condigdes necessdrias e suficientes a equivaléncia elementar, enfraquecemos a
nogao de isomorfismo com a introdugao dos m-isomorfismos e estabelecemos o resultado
almejado. A situagdo aqui é andloga: uma bissimula¢do que conecte mundos é condicdo
suficiente a equivaléncia modal entre os mundos, embora a reciproca ndo seja verdadeira
(Corolario 4.2.13). A saida é enfraquecermos a noc¢do de bissimulagado através do conceito
de n-bissimulagdo e enfraquercemos a equivaléncia modal entre mundos através da nogao
de n-equivaléncia modal. Com esses novos conceitos teremos condi¢des de estabelecer
condigdes, necessdrias e suficientes, a equivaléncia modal entre mundos de um modelo.

Definic¢do 4.2.6 Os mundos w e w’, respectivamente das (7, @)-estruturas A = (W, R, 9) e
B = (W', R’,¥) sdo n-bissimilares quando existe uma sequéncia de bissimula¢des Z, C ... C
Z, tais que, paran > i + 1, valem as propriedades:

(a) wZ,w' e, se vZyv’, entdo v e v’ satisfazem as mesmas letras proposicionais;

(b) Se vZ;11v" e Ryvuy...u,, entdo existem uy, ..., u,, em W’ tais que R v'uj...u;, j < me
ujZiu;;

(c) SevZ;;1v" e R u}...uy, entdo existem uy, ..., u,, em W tais que Rovuy...Uy, j S me u]-Zz-u}.

Denotamos que os mundos w e w’ sdo n-bissimilares por (A, w) <, (A, w’) ou, simples-
mente, w <, w’'.

Quando consideramos modelos para a linguagem modal basica, mundos n-bissimilares
indicam que “ podemos fechar o quadrado” n vezes, como ilustrado no exemplo abaixo.

Exemplo 4.2.7 Suponha que seja dada uma representagdo parcial das estruturas U e B,
adaptadas a linguagem modal bésica, e que (U, w) <, (B,w’). Os mundos e rela¢des
do modelo U estdo representados na linha orizontal superior dos diagramas, enquanto
os componentes de B estdo na horizontal inferior. O conjunto @ é qualquer e todos
seus membros sdo verdadeiros em todos os mundos de ambos os modelos. A partir da
representacdo parcial inical e da suposicdo que sdo 2-bissimilares, podemos escrever Z,
Z; e Zy completando o quadrado 3 vezes:
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R R
.ZU R .271 .1)2 5 .03
ZL
a / 4 /
o Vi —> o2 ¥
R

Representacdo parcial dos modelos

.w L .vl R) .v2 L .03
ZL Zl z:
\

w’ v v} v

[ J I el ? ®2 ®3

Z1 (uvemu)

Anteriormente afirmamos que a noc¢do de n-bissimilaridade entre modelos é mais fraca
do que a de bissimilaridade. De fato, é claro que se dois modelos sdo bissimilares, entdo
eles sdo n-bissimilares: basta considerarmos a sequéncia constante Z, C ... C Z; em que,
para todo i, Z; = Z. Entretanto, a reciproca ndo é verdadeira, como mostra o préximo

exemplo:

Exemplo 4.2.8 Consideremos as estruturas A = (W, R, 3) e A = (W', R’,¥’) em que todas
as letras proposicionais sdo verdadeiras em todos os mundos de ambos os modelos. Tais

Figura 4.2.2

R R
.w . .U] ."02 . .’03

Zl zi
v

’ 4 ’
oW ... . oY1 — ) @3
R R

Z, (“Vai”)

ZO (llVai//)

estruturas estdo representadas na Figura 4.2.3 e Figura 4.2.4, abaixo.

O <=—w

021 031
022 032
033

Estrutura A
Figura 4.2.3

Observemos que, em ¥, cada “ramo” representa uma relagdo bindria e, portanto, ha
infinitas relagdes, cada uma delas finita; por outro lado, em B hd infinitas rela¢des bindarias
finitas e uma relagdo bindria infinita. Deste modo, em U temos que wRv,; e v,1Rv, € ...
e Uyu-1R0,,, qualquer que seja o 1 e, sem perda de generalidade, podemos supor n par.

011

77

Estrutura B
Figura 4.2.4



Suponhamos que Z, é uma n-bissimulacdo entre A e B e que w e w’ sdo conectados por Z.
Consequentemente, podemos aplicar a propriedade do vai-e-vem:

(vai) wRv,1 e wZuw’ =  0v,1Zu; e w' R
(vem) u1Ruy e v, 1 Zu] =  Uy2ZUp €0, 1R0;

(Vai) Un,n—len,n € vn,n—lzun—l = Un,nzun € un—lRlun

Assim, ap0s 5 + 1 aplicagdes da regra do vai temos v, ,Zu, e u, 1R'u,, mas ndo existe um
Uyn1 em U tal que v, ,RV,, 411. Logo, Z,, é uma n-bissimulagdo, mas ndo uma bissimulagao.

A proposicdo a seguir mostra uma importante relacdo entre os conceitos de férmula de
grau n (finito) e estruturas n-bissimilares. Basicamente, estruturas n-bissimilares concor-
dam em todas as férmulas de grau menor ou igual a 7.

Proposicao 4.2.9 Sejam (t, P) uma linguagem modal finita, w e w’ dois mundos, respectivamente,
dos (T, @)-modelos A e B. A existéncia de uma n-bissimulagio entre w e w’ é condigio necessdria e
suficiente para que A e B concordem em todas as (t, P)-férmulas de grau no mdximo n.

Prova. (Suficiéncia) A prova é por indugdo no grau maximo n. No passo base, n = 0 e,
portanto, trata-se de L e a conclusdo é imediata, ou trata-se de uma letra proposicional p
e, neste caso, (A, w) Ep @ we d(p) B w € ¥(p) o (W, w) Ep.

HI: se ¢ tem grau k < newe=,w’, entdo (A, w) @ se, e somente se, (W, w’) E ¢.

Passo de indugdo: suponha que ¢ é de grau k + 1. Logo, ¢ é da forma A(Y, ..., ),

paratodo 1 <i < m, gr(y;) < k e para ao menos um 1 < j < m, gr(y;) = k. Assim,

W, w) E AWy, ..., ) © existem oy, ..., v, em W tais que wR,0;...0,, € (W, w) E ¢;
& existem vy, ..., v, em W tais que wR,01...0,, € (W, w') E 1;
n-bis:

N : / ’ / : 1 oyt / / /
& existem v}, ..., v, em W’ tais que wR,v]...v;, e (W, W) E v,

e W,w)E AW, ..., Pu).

(Necessidade) Vamos mostrar para o caso em que 7 = {¢} e indicar como adaptar a prova
para os demais casos; a ideia é provar que a relagdo “dois mundos concordam em todas

2

as férmulas de grau até n” é, ela prépria, uma bissimulacéo, isto é, verificar que
Z, ={(w,w") | wew" concordam nas férmulas de grau até n}

é uma n-bissimulacdo. As condigdes (i) e (ii) da defini¢do de n-bissimula¢ido sao imediatas.
A propriedade do vem mostraremos por redugdo ao absurdo.

Suponha que a “propriedade do vem” falha para Z,, isto é, vZ;,1v’, Rvu e que para todo
u’, ndo € o caso que R'v'u’ oundo é o caso que uZ;u’.

Consideremos o conjunto T” = {u’ | R'v'u’}. Asseguramos que T ndo é vazio; de fato,
suponha que (2, u) FE 1, sendo que 1P é uma férmula de grau i. Como (U, u) E ¢ e, por
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hipétese, Rou, entdo (U, u) | 0. A partir da hipétese vZ;,1v" concluimos que (%, v) = O
se, e somente se, (W, v’) | 0. Logo, existe algum u’ tal que R'v'u’.

Assim, para todo #’ ndo é o caso que uZ;u’. Como 7 e ® sdo ambos finitos, podemos
considerar o conjunto de todas as férmulas de grau até i como equivalentes a uma tnica
férmula ¢ (de grau ndo maior que i) tal que u e u” discordam. Podemos entdo supor que
(A, u) E @ endo é o caso que (W, u’) E ¢. Assim, como Rou e R'v'v’, (U, u) = ¢ endo é o
caso que (W, u’) E @, o que contraria a hipotese que vZ;,17".

Para o caso de 7 qualquer, basta corrigir a definicdo de T’ para contemplar todas as
relagdes nos modelos. A “propriedade do vem” em Z, é verificada de modo analogo. W

Encerraremos esta se¢do com os conceitos de altura e restricdo de um modelo.
Definigao 4.2.10 Sejam (7, @) uma linguagem modal em que todos os operadores modais
sdo unarios e A = (W, Ry, Ry, ..., ¥) um (1, P)-modelo enraizado. A altura do mundo v de U é:

(a) zero, quando v é a raiz;
(b) n+1, quando a v ndo foi atribuida altura menor do que n + 1 e, para algum j, temos
tanto R;uv quanto que altura de u é n.
A altura de um modelo A é o maior n tal que n é altura de algum mundo de A, quando tal n

existe; caso contrario, a altura de U é infinita.

A ideia bésica é: a raiz tem altura zero, os sucessores imediatos da raiz tém altura 1,
os sucessores imediatos dos sucessores da raiz tem altura 2 e assim por diante. Podemos
considerar entdo um modelo que tenha seus mundos limitados a uma altura k qualquer.

Defini¢do 4.2.11 Sejam (7, ®) uma linguagem modal em que todos os operadores modais
sdo undriose A = (W, Ry, Ry, ..., 3) um (7, P)-modelo enraizado. A restrigio de W ao niimerok é
denotado [U[¢] e definido por [Al] = (W, R, ..., 9¢), sendo que Wi = {v € W altura(v) < k},
Rix = R; N (Wi X W) e, para cada letra proposicional p, Sx(p) = 3(p) N Wi

Basicamente, a restricdo de um modelo a um ntmero k é um submodelo tal que todos
seus mundos tem altura no méximo k.

Proposicao 4.2.12 Sejam t uma assinatura modal munida apenas de operadores undrios, A um
T modelo enraizado, k um niimero natural qualquer e w um mundo qualquer de [U|]. Nestas
condigdes, ([UAle], w) <; (A, w), sendo que | = k — altura(w).

Prova. Vamos considerar a seguinte relacdo: Z; = {(w, w) | w € [U|¢]}. A verificagdo que tal
relagcdo é uma [-bissimulacdo entre A e [A;] é direta: as condic¢des (i) e (ii) sdo imediatas,
enquanto a “propriedade do vai-e-vem” é verificada por indugdo na altura de w. |

O préximo corolario mostra que a reciproca da Proposigdo 4.2.5 é falsa.
Coroldrio 4.2.13 Dois mundos n-equivalentes ndo necessariamente sio n-bissimilares.

Prova. Pela Proposicdo 4.2.12, quaisquer dois mundos de U e B sdo I-bissimilares, para
um [ adequado e, pela Proposicdo 4.2.9, satisfazem as mesmas férmulas de grau até /. Mas,
como mostramos no Exemplo 4.2.7, n-equivaléncia ndo implica em n-bissimilaridade. ®
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4.3 Arvores

Dados um conjunto ndo vazio W qualquer e uma relacdo bindria R sobre W, o fecho
transitivo R* é a menor das relagdes bindrias transitivas em W e que contém R, isto &,
R* = N{R’}, em que R € R’ e R’ é uma relacdo bindria transitiva em W. Por sua vez, o
fecho reflexivo transitivo R** é a menor das relagdes bindrias reflexivas e transitivas em W e
que contém R, ou seja, R** = (1{R”}, em que R € R” e R” é uma relagdo bindria reflexiva
e transitiva em W. De posse dessas nog¢des, podemos definir uma estrutura muito ttil as
consideracdes acerca de modelos da linguagem modal bésica, conhecida como arvore.

Definigao 4.3.1 Uma drvore é um par (T,S), em que T é um conjunto ndo vazio e S é uma
relagdo bindria em T que satisfaz as propriedades:

(a) Existe um tnico r € T tal que todo t € T vale que $**rt;
(b) Paratodot € T,t # r, existe um tnico t' € T tal que St't;

(c) Nao existe um t € T tal que S*tt.

Os elemento de T sdo denominados nds e, quando tSu, t é o S-predecessor de u e u é o
S-sucessor de t. Se a relagdo S da arvore estiver clara pelo contexto diremos simplesmente
sucessor e antecessor.

As propriedades acima que definem uma arvore estabelecem que (a) r é araiz da arvore,
(b) que todo né distinto da raiz tem um tnico predecessor e (c) que a arvore é aciclica, isto
é, ndo é licito que em S ocorra u;Su; e upSus e ... e u,Suy. Abaixo, a Figura 4.3.1 representa
uma “nao-arvore”, enquanto a Figura 4.3.2 representa uma arvore.

U1 Vo U3 U1 / (%)
U4 Us (o3 U3 Uy U5 (3 Uy
Figura 4.3.1 Figura 4.3.2

A estrutura representada na Figura 4.3.1 falha nas trés condi¢des de arvore, pois (a)
existem duas duas “raizes”, isto é, dois elementos, w e v3, sem predecessor; (b) 0 “né” vs
possui dois predecessores, v; e v, e (c) existe um ciclo wv,v4w. A estrutura representada a
direita satisfaz as trés condi¢oes de arvore e tem como raiz w.

A partir de uma arvore podemos obter uma estrutura modal, bastando para isso dotar
a arvore de uma valoragdo. Assim, se (T, S) é uma arvore, entao A = ((T,S),9) = (T, S, ) é
uma estrutura modal. Nesta situacdo, dizemos que U é uma estrutura baseada em drvore ou
que a estrutura modal A possui uma drvore subjacente.
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A prova de caracterizagdo que visamos exige que consideremos estruturas que, intuiti-
vamente se parecem com arvores, mas sdo mais ricas do que estas. Denominaremos estas
“arvores encorpadas” de estruturas tipo-drvore, usando como sindénimo modelos tipo-drvore.
Adotaremos aqui postura semelhante aquela adotada por Blackburn et ali em [3], pagina
6: “uma defini¢do formal aqui causaria mais mal do que bem, mas no texto iremos indicar,
sempre que uma estrutura for chamada de “tipo-drvore”, onde a drvore implicita pode ser
encontrada”. No Exemplo 4.3.3 consideraremos em detalhe uma estrutura deste tipo.

A importancia central dos modelos tipo-arvore reside no fato de que, a partir de qual-
quer modelo enraizado, podemos construir canonicamente um modelo do tipo-arvore que
preserva a satisfatibilidade modal. Antes de provar essa asser¢do iremos discutir a estra-
tégia de construcdo de tais modelos nos préximos dois exemplos, onde casos particulares
do teorema geral sdo esmiugados.

Exemplo 4.3.2 Consideremos a estrutura representada abaixo:

U3

Figura 4.3.3

Podemos facilmente considerar este diagrama como uma estrutura adaptada a uma
colecdo de (1, P)-férmulas modais, sendo que 7 = {01,0,} e @ qualquer. Para isso,
tomamos a estrutura A = (W,Ry,, Ry,,d} em que W = {w,vy,.., 07}, e as relagdes sdo
Ry, = {(w,v1), (01, 02), (02,03), (v3,01), (W, V4), (04, V6), (Vs,07)} € Ry, = {(w, vs), (v1,07), (s, V)],
enquanto a valoragdo é 9(p) = W, para todo p € P.

O ponto aqui é: como transformar a estrutura A em um (7, P)-modelo baseado em
arvore B tal que, toda (7, ®)-férmula seja verdadeira em um mundo de U se, e somente se,
o for em um mundo correspondente de B.

A estratégia de constru¢do do novo modelo, com arvore subjacente, é considerar cada
mundo deste como um “caminho” no modelo antigo e estabelecer que dois mundos se
relacionam no “novo” quando um é segmento inicial do outro. A ideia é representada na
Figura 4.3.4:
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(w)

N

(w, 1) (w, vg) (w, vs)
(w,v1,02) (w,v1,07) (w, v4, vg) (w, U5, Vg) (w,vs,07)
(w, v1,02,03)
(w, v1,0,73,71)
Figura 4.3.4

A partir da arvore representada na figura acima obtemos um (7, ®)-modelo A’ de modo
analogo a obtencdo de A a partir da Figura 4.3.3. Tal modelo terd dominio infinito W’, em
que cada mundo é uma sequéncia de mundos de %, terd apenas uma relacdo binéria R’ e o
par (W’,R’) é uma arvore. De modo mais preciso, consideremos o A’ = {W’,R’, 3’} tal que,
parai=1,2:

e Os elementos de W’ sdo as sequéncias finitas (w, u, ...u,), n > 0, de mundos de W
tais que existe um “caminho” em ¥, isto é, wRy,u; e u1Ruz € ... € Up-1)Ro,Uy;

o (w,uy, .., u,)R(w, vy, ...,vy) se, e somente se, m =n+1, u; = v; quando i < m e u, Ry, vy
vale em A;

o (w,uy,.., u,) € 9(p) se, e somente se, u, € S(p).

Falta estabelecermos que U satisfaz em v; exatamente as mesmas férmulas que U’ satis-
faz em (w, vy, ..., v;) e, para isso, consideraremos a fungdo f : A — A’ tal que (w, vy, ..., v,) -
v,. Vamos verificar que f é um morfismo limitado sobrejetivo:

e f ésobrejetiva. Seja v um mundo de U; ha portanto duas possibilidades: (i) se v = w,
como o dominio de A’ sdo as sequéncias finitas com primeiro elemento w, temos a
sequéncia unitdria (w) tal que f((w)) = v; (ii) se v # w, como A tem raiz w, temos o
caminho wRy,u;...Ry,v e, por definicdo de W’, temos também a sequéncia (w, vy, ..., V)
cuja imagem por f é v.

e paran >0, (w,uy, ..., u,) € ¥(p) © u, € 3(p) © f(w, uy,...,u,)) € 9(p);
o (w,uy, ... un)R'(w,v1,...,0m) = f((w, us, ..., uy))Ro, f (W, V1, ..., Vm)) = UyRo.0;
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e Se f((w,u,..., u,))Rev, entdo pela definicdo de R’ existe a sequéncia (w, u, ..., Uy, v)
em U’ tal que (w, uy, ..., u,)R' (W, uy, ..., uy, v) €, pela definigao, f((w, uy, ..., u,, v)) = v.

Assim, em virtude da Proposigao 4.2.4 os mundos w e w’ sdo modalmente equivalentes.

No exemplo acima, consideramos o diagrama de uma estrutura enraizada munida
de relacGes bindrias e construimos, canonicamente, um modelo baseado em arvore. No
proximo exemplo, partiremos de um diagrama com relagdes bindrias e terndrias e cons-
truiremos uma estrutura tipo-drvore 8 = (W', T, P,Q, R, ¥"), em que W’ é o domino de B,
T’ é uma rela¢do bindria em W’, o par (W', T”) é uma arvore, P, Q e R sdo rela¢des undrias
em W.

Exemplo 4.3.3 Consideremos o modelo A = ({w, v1,v;, ..., v7}, {R, S}, 9) com raiz w tais que
R ={(w, ), (w,v2), (v2,v5)} € S = {(w, V2, v3), (1,04, 05), (V2,V6,07)} € O € qualquer. A figura
abaixo esbog¢a uma tal estrutura.

w
2N\
R S
(4] U) —— 03
S y S
S S
Figura 4.3.5

Para construirmos um modelo tipo-drvore B a partir de A procedemos como no exem-
plo anterior, porém com um cuidado a mais: precisamos rastrear a “origem” dos mundos
de U, o que sera feito através dos predicados undrios P, Q e R, em que R(w, vy, ..., v,) vale
se, e somente se, n = 0, P(w,vy,...,v,) vale em B se, e somente se, v, 1Ry, ou wRvy, e
Q(w, vy, ...,v,) vale em B se, e somente se, Qwv,_1v, ou Qv,_»0,,_10,,.

O diagrama abaixo ilustra como os mundos desse novo modelo sdo construidos, bem
como a relagdo entre eles.

/ (ZU)L[R] \
(w/ 01,04, Z)5)[Q] (w, Z]2)[13] (w, Z)l)[P] (wl U2, U3)[Q] (w/ vf)[P]
(w/ 02, 05)[P] (w/ U2, e, 07)[Q]
Figura 4.3.6
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Por exemplo, (w, v,)[P] indica que construimos o mundo (w, v;) a partir de dois mundos
w e vy, que se relacionavam através de uma rela¢do bindria, o que é capturado por [P]. Por
outro lado, (w, v, v6, v7)[Q] indica que os mundos v,, v € vy se relacionavam, nesta ordem,
através de uma relagdo terndria, capturada por [Q]. Com isso B = (W', T’,P,Q,9") é um
modelo tipo-arvore, W = PUQU R e (W’,T’) é a &rvore subjacente a B. Os exemplos
discutidos motivam o teorema seguinte, bem como sua prova.

Proposicao 4.3.4 Seja (1, ®) uma linguagem modal em que 7 € finita. Para todo modelo enraizado
A existe um modelo tipo drvore B, tal que toda férmula satisfativel em U é satisfativel em B.

Prova. Como 7 é finita, podemos considerar 7 = {A%l, ey A}ql, e A’l’fn, .., Ay } e tomaremos

w como a raiz de A. Para cada 1 < i < m introduzimos um predicado undrio P; tal que:
(i) se i = 1, entdo P;(z) vale em B se, e somente se, z é a sequéncia unitdria (w); (ii) se
i > 1, entdo Pi(w, v, ..., v,) vale em B se, e somente se, 0 segmento final de comprimento i
é elemento de uma relagao R; em . Com esses predicados, rastreamos as relagdes de A
que dao origem aos mundos de B. Assim, (w, vy, ...,v,) € P53 se, e somente se, existe uma
relagdo terndria R em U tal que Rv,_,v,-10,, se n > 2 e Rwv v,, se n = 2.

O modelo B sera construido canonicamente do seguinte modo:

o W =UP;
e Sejam u e v elementos de W’ tais que u = (uy, ..., u,) € v = (vy, ..., Uy). Entdo,
uTv se, e somente se,
MEPleUEPl’eUn_(i_l) =Uu

ou
ueP,evePev, 1) =1y

e ¥ étal que (uy, ..., un) € I(p) se, e somente se, u,, € 3(p).
Agora, consideramos a funcdo f : B — U tal que

w, quando (w, vy, ..., v,) € Py
(Un—(i—l)/ ceey vn—(i—i))/ quando (w, V1) ey Z)n) € Pi

(w,v1,...,0,) {

Como f assim definida ¢ um morfismo limitado sobrejetivo? e a Proposigdo 4.2.4 garante
que (A, w) e (B, (w)) sio modalmente equivalentes. [ |

Defini¢ao 4.3.5 Seja A uma (7, ®)-estrutura. A gradagio de um mundo u de A é a cardinali-
dade do conjunto {@ € A | para algum Re algum i > 1, u = v; e R(vy, ..., 0j, ..., Uy)}, €m que
w é uma sequéncia de elementos de A. Quando a grada¢do de um mundo w em uma
estrutura A for um natural finito m, diremos, simplesmente, que a gradagio de w é m.

2A prova desse fato é analoga aquela apresentada no Exemplo 4.3.2 e por isso foi omitida.
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A gradagdo de um mundo em uma estrutura indica, basicamente, o namero de vezes
em que o mundo ocorre em uma relagdo, mas ndo como primeiro elemento do argumento.
A préxima proposigdo relaciona a gradacdo de um mundo e estruturas tipo-arvore.

Corolario 4.3.6 Seja T uma assinatura modal finita. Para todo modelo enraizado U existe um
modelo B, tal que a raiz possui gradagdo zero e todos os demais mundos possuem gradagdo no
mdximo 1.

Prova. Dado um modelo enraizado 2, construimos um modelo tipo-arvore B pelo método
candnico; logo, a raiz da arvore implicita possui gradagdo zero e qualquer outro mundo
possui gradagdo no maximo 1 pois, caso contrario, teria dois antecessores, o que contraria
o conceito de rvore. |

4.4 Loégica Modal Abstrata e Teorema Modal de Lindstréom

Inspirados pela defini¢do de l6gica abstrata apresentada no Capitulo 1, podemos for-
mular uma definigdo de l6gica modal abstrata como um par, formado por um conjunto®
e uma relagdo bindria, definida como uma subcole¢do do produto cartesiano entre uma
classe de estruturas e esse conjunto. Um primeiro ponto a ser notado é que a classe de
estruturas que compora o dominio da relacdo ndo é a classe das estruturas de primeira
ordem e nem mesmo a classe das estruturas modais como vimos até aqui, mas sim a classe
das estruturas-apontadas modais.

Uma estrutura-apontada modal ou modelo-apontado modal [, w]éa quadrupla (W, R, 9, w),
em que W é um conjunto ndo vazio, R é uma colegdo de rela¢des sobre W, ¥ uma fungdo
e w um elemento do conjunto W. A introdugdo destes modelos a primeira vista parece
arbitrdria, mas ha um motivo fundamental através do qual tal postura se justifica: permite-
nos definir a relagdo de satisfatibilidade em um contexto geral, abstrato, sem necessidade
de referéncia direta a mundos da estrutura. Todos os conceitos anteriormente definidos
para modelos modais se adaptam, de modo imediato, aos modelos-apontados modais. Em
especial, para uma linguagem modal “concreta” (7, ®), uma férmula ¢ dessa linguagem e
uma (7, @)-estrutura apontada [, w], vale a relagao [, w] E @ se, e somente se, (A, w) = ¢
vale.

Defini¢ao 4.4.1 Uma [6gica modal abstrata Ly é um par (L, |,,,) que satisfaz as seguintes
condigoes:

(a) Ly é a imagem de uma fungdo da classe dos conjuntos V em V. Os elementos de
Ly sdo as formulas modais abstratas e, a cada férmula modal abstrata ¢ esta associado
o conjunto finito Ly(¢g), denominado linguagem modal abstrata de ¢ . F,,, é uma
relacdo bindria entre a classe das estruturas modais-apontadas K e as férmulas

3Possivelmente uma classe propria embora, em geral nos casos concretos, se trate de um conjunto.
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modais abstratas, isto é, |5,,,C K X Ly. As férmulas modais abstratas também serdo
denominadas ILy;-fé6rmulas;

(b) Para uma linguagem £ e um £-modelo-apontado [, w], a relagdo [, w] k,,, ¢ se
verifica, ou ndo, quando Ly(¢g) € .L; caso contrario, a relagdo é indefinida;

(c) Se[B,w] k@ e [A, w] é um reduto de [B, w] para a Ly (pg), entdo [U, w] ,,, ¢;
(d) Se [U,w] E,,, ¢ e [U, w] é bissimilar a [B, w], entdo [B, w] k,,, p-

Usaremos também sisterma semintico modal e 16gica Ly como sindbnimos de 16gica modal
abstrata.

A propriedade (a) é denominada propriedade da ocorréncia, enquanto (c) e (d) sdo, res-
pectivamente, as propriedades do reduto e da bissimilaridade. Comparando as defini¢des
de logica abstrata do Capitulo 1 e esta, de 16gica modal abstrata, notamos que um aspecto
fundamental da “modalidade” de uma légica é caracterizado pela bissimulagao.

Exemplo 4.4.2 Se consideramos (7, ®) uma linguagem modal basica, ILny = Form(t, @) e
a relacdo Fr,,, como estabelecida na Definicado 4.1.7, entdo o par Ly = (Ly, Fr,,,) € uma
l6gica modal abstrata, denominda [dgica modal bdsica.

Exemplo 4.4.3 A l6gica modal temporal Ly é um exemplo tipico de légica modal que
escapa a definicdo de légica modal abstrata. A assinatura modal de Lt foi dada no
Exemplo 4.1.3 e a classe dos modelos no Exemplo 4.1.6; agora, consideremos as estruturas
A= (Z,<%,>%2,9) e W = (Z,,<%,>%+,¥}, em que a segunda é o submodelo da primeria,
gerado por {0} Por fim, tomemos Z C Z, X Z tal que Z = {(x, y) | x = y}.

Afirmamos que Z é uma bissimulagdo. De fato, como ¥’ é restricdo de I, a primeira
propriedade de bissimulagdo se verifica trivialmente. A “propriedade do vai” também
se verifica de modo imediato: se xZy e x <#* x’, entdo existe um y’ (o préprio y) tal que
x' <%y eyZy. A “propriedade do vem” pode ser verificada do mesmo modo.

Entretanto, suponha que 9 é tal que, para todo p € @, x € 3(p) se, e somente se, x é par.
Assim, existe um x € Z tal que x < 0 e [U, x] E p embora ndo existaum y € N talque y <0
e [¥, y] E p. Com isso, concluimos que [, 0] E ¢,p, mas ndo é o caso que [W',0] = ¢,pea
condi¢do de bissimilaridade da l6gica modal abstrata ndo se verifica.

Uma légica modal abstrata ILy é fechada para a negagio quando, para toda Ly-férmula ¢
existe uma ILy;-férmula 1 tal que, para todo modelo [, w], vale [U, w] k=,,, ¢ se, e somente
se, ndo é o caso que [B, w] k=, ¢. A féormulula ¢ é a negacio de ¢ e é denotada por —g.

Exemplo 4.4.4 Claramente, a 16gica modal bésica é fechada para a negacao.

Vamos adaptar a no¢do de extensdo de um sistema semantico para o caso dos modais.
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Defini¢do 4.4.5 Umalogicamodal abstratalLy,’ = (L}, 1) estende alogica modal abstrata
Ly = (Ly, F,y) quando, para toda Ly-féormula ¢ existe uma Ly '-férmula ¢ tal que, para
todo modelo [U, w], vale [U, w] |5,,, ¢ se, e somente se, vale [U, w] &y, . Dois modelos
[U, w] e [B, w] sdo Li-equivalentes quando, para toda Ly-férmula, vale [, w] |, ¢ se, e
somente se, vale [B,w] ,,, ¢.

Vamos, agora, generalizar a no¢do de grau de uma férmula de modo a contemplar as
férmulas modais abstratas.

Definicao 4.4.6 Uma l6gica modal abstrata ILj; é munida da nogio de grau finito quando
existe uma funcado gry,, : Ly — N tal que, para todo modelo apontado (U, w) e para toda
¢ € Ly a seguinte condigdo é satisfeita: [, w] |5, ,, ¢ se, e somente se, [(A, w)| Sy w] B, P-

A nogdo de grau finito é uma restri¢do forte sobre as légicas modais abstratas, no
sentido de que se uma légica é munida de tal no¢do e fechada para negacgdo, para que
dois modelos sejam equivalentes basta que eles sejam n-equivalentes. A Proposigdo 4.4.8
estabelecerd esta ideia em termos precisos.

Caminharemos agora em passos largos em dire¢do ao enunciado e prova da versdo
modal do Teorema de Lindstrom, que caracteriza a l6gica modal basica como maximal
em relagdo a nocdo de grau finito e bissimulagdo. Tal resultado é um dos louros obt-
dos por Maarten de Rijke em sua tese de doutorado, defendida em 1993. A prova que
apresentaremos segue de perto a estratégia esbocada em [3].

Proposicao 4.4.7 Seja (t, ®) uma linguagem modal tal que 7 é finito e [, w] e [B, v] sdo dois
(7, @) modelos enraizados com raizes de gradagdo zero, todos os demais mundos possuem gradagio
no mdximo 1 e altura destes modelos é no mdximo n. Entdo n + 1-equivalencia é condi¢do suficiente
a existéncia de uma bissimilaridade entre [U, w] e [B, v].

Prova. Definamos a seguinte relagao
Z ={(x,y) | x e y possuem altura m e [U,x], [B, y] sdo (n — m) equivalentes}

Claramente, para que Z esteja bem definida, devemos ter m < n. Mostraremos que Z é
uma bissimulacdo entre [, w] e [B, v]. De fato, se xZy, entao [U, x] e [B, y] concordam em
todas as féormulas de altura no maximo n — m e, como n — m > 0, concordam em todas as
férmulas de altura maior ou igual a zero; consequentemente, x e y satisfazem exatamente
as mesmas férmulas proposicionais.

Para verificar a “propriedade do vai”, consideremos a relacdo R, em A que interpreta
A € 1. Notemos que n > m e os modelos [, w] e [B, v] sdo n + 1 equivalentes; consequen-
temente, n — m > 1 e como 7 € finita, existem finitas férmulas ndo equivalentes de grau
maior ou igual a zero, isto é, de graun —m — 1.

Vamos supor que xZy e R,xx;...xx e tomaremos ¢; como a conjunc¢do das férmulas
ndo equivalentes de grau no maximo n —m — 1 e que sdo satisfeitas em x;. Com isso,
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[, x] E AW, ..., Yr), A1, ..., Pi) possui grau n —m e, portanto, como xZy, concluimos que
[B,v] E A1, ..., Pr). Logo, existem yy, ..., yx em B tais que R yy...yx e [B,y] E ¢;, para
todoi=1,..., k.

Disto, e da hipétese de que todos mundos possuem gradagao no méaximo 1, altura(x;) =
altura(y;) = m+1,1 <i < ke[, x;], [B, yi] sdo (n—(m+1))-equivalentes. Consequentemente,
[2, x;] < [B, yi], o que prova a “propriedade do vai”.

A “propriedade do vem” é provada de modo andlogo. |

Antes de estabelecer o resultado central deste capitulo precisamos de mais um resul-
tado:

Proposicao 4.4.8 Sejam ILyy = (Ly, E,,,) uma légica modal abstrata munida da nogdo de grau
finito, fechada para a negacdo e ¢ uma formula de Ly tal que gry,, (@) = n. Nestas condigoes, se
dois modelos [, w] e [B, w] sdo n-equivalentes, entio [N, w] k=, ,, @ implica [B, w] E,,, ¢

Prova. Por reducdo ao absurdo, suponhamos que [, w] e [B, w] sdo n-equivalentes mas
[U, w] F,,, ¢ enquanto [B, w] |, ,,~¢. Pela propriedade da ocorréncia para légicas modais
abstratas, podemos supor que a linguagem de .£ dos modelos ¢ finita e igual a Ly(¢g);
mais que isso, pelo Corolario 4.3.6 podemos supor que [U, w] e [B, w] sdo enraizados, que
a raiz possui gradacao zero e que os demais mundos deste modelo possuem gradagdo no
maéximo 1.

Assim, [[U, w]|,, w] e [[B, w]|,, w)] sdo n-equivalentes, mas [[B, w]|,, w] &,,,~¢. Além
disso, como tanto [[U, w]|,,, w] quanto [[B, w]|,, w] sdo restri¢des, respectivamente, em [, w]
e [B, w] e ambos possuem raizes com gradagdo zero e demais mundos com gradagdo no
maximo 1. Consequentemente, pela Proposicdo 4.4.7 tais modelos sdo bissimilares, o que é
absurdo pois contraria a propriedade de bissimilaridade para l6gicas modais abstratas. B

Finalmente, estamos em condi¢des de estabelecer a versao modal do Teorema de Linds-
trom.

Teorema 4.4.9 Nao existe I6gica modal abstrata munida da nogdo de grau finito mais expressiva
que a l6gica modal bdsica.

Prova. Sejam ILj; uma extensdo da loégica modal bésica Ly, e ¢ uma férmula de L.
Encontraremos uma férmula ¢ de ILy,, tal que ¢ e 1) sio modalmente equivalentes.

Pelas propriedades da ocorréncia e reduto das légicas modais abstratas, podemos
restringir nossa andlise a linguagens finitas. Além disso, ¢ é modalmente equivalente a
alguma férmula da l6gica modal basica se, e somente se, é equivalente a uma férmula de
um certo grau. Suponhamos que gry,,(¢) = n; pela Proposi¢do4.1.11 hd apenas um ntimero
finito de férmulas modais basicas ndo equivalentes com grau no maximo n. Destas, vamos
agrupar aquelas que sdo de grau n no conjunto I',.

Vamos agora nos concentrar nos modelos que concordam em todas as férmulas de
I',: a relagdo “satisfazer as mesmas féormulas em I',” é uma relagdo de equivaléncia na

88



classe dos modelos de Ly, e, como Ly estende Ly, € uma relacdo de equivaléncia na
classe dos modelos de L. Como I’ é finito, ha apenas um ntimero finito de tais classes e
podemos escolher [, w], ..., [y, wy,] como os elementos representativos de cada classe.
Finalmente, para cada 1 < i < m consideramos a férmula ¢; tal que ©; = {A v | v« €
[, e [W, wi] E o Vil Comisso, @ é equivalente a \/{y; | [, wi] =, @)

Do exposto acima podemos afirmar que, se dois modelos concordam em todas as
férmulas de I',, entdo eles concordam em ¢. Mas isso é precisamente a hipdtese da

Proposigdo 4.4.8, e, portanto, tais férmulas sdo equivalentes. [ |

A versdo modal do Teorema de Lindstrom apresentada nesse tltimo resultado pode ser
“melhorada”, no sentido de torné-la mais parecida com a formulagdo padrao do teorema
para a loégica de primeira ordem; isso é feito por van Benthem em [22].

Van Benthem primeiro restringe a no¢do de légica modal abstrata que apresentamos
aqui, impondo mais uma condi¢do, que as férmulas de uma légica abstrata Ly satisfacam
uma propriedade de relativizacao, isto é, que para toda Lj-férmula ¢ e toda nova férmula
proposicional p exista uma ILy-férmula Rel(¢, p) que sera verdadeira em um modelo [, w]
se, e somente se, @ for verdadeira em [, w]*. Em seguida, mostra que esta propriedade
de relativizacdo e compacidade sdo condi¢des suficientes a no¢do de grau finito em uma
l6gica modal abstrata, o que justifica a formul¢do da seguinte versdo modal do Teorema
de Lindstrom: ndo existe l6gica modal abstrata mais expressiva do que a I6gica modal bdsica na
qual valham, simultaneamente, a propriedade da relativizagio e compacidade.

40 modelo [U],,w] é o submodelo de [U,w] cujo universo é composto pelos mundos de [, w] que
satisfazem p.
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Capitulo 5

Considerac¢oes Finais

Nestas consideragdes finais indicaremos duas frentes de estudo e reflexdo que devem
ser desenvolvidas futuramente, como continuidade dos pontos aqui expostos.

Légica Abstrata

A concepcdo de logica abstrata que consideramos neste trabalho é deveras geral e
pode ser restringida em diversas direcdes, sendo usual encontrarmos exposi¢des sobre os
teoremas de Lindstrom, como por exemplo em [4], [8] e [15], com condi¢des adicionais
aquelas descritas na Defini¢do 1.2.1; uma restricdo comum aos trés trabalhos citados é a
propriedade do renomeamento.

Dadas duas assinaturas X e X, um renomeamento é uma funcao bijetivar : ¥ — X/
que associa simbolos de mesma natureza, isto é, associa simbolos de predicado em X a
simbolos de predicado de mesma aridade em X', simbolos de fun¢do a simbolos fun¢ado de
mesma aridade e simbolos de constante a simbolos de constante. Dada uma X-estrutura ¥,
podemos estabelecer uma YX'-estrutura “renomeada” A" e, para isto, basta considerarmos
| = |A| e (x(s))™ = s¥, para todo simbolo s em .

Propriedade do renomeamento Uma légica abstrata IL possui a propriedade do reno-
meamento quando, dado um renomeamento t : & — Y/, para toda sentenga ¢ € L*
existe uma sentenca @' € L* tal que U [ ¢ se, e somente se, A* | ¢".

A propriedade do renomeamento estabelece algo relativamente “trivial” acerca de uma
l6gica abstrata: se algo é verdadeiro em uma estrutura acerca de um predicado, fun¢do ou
constante, também o serd quando consideramos interpreta¢des adequadas destes elemen-
tos, e reciprocamente. Esta propriedade também explicita uma caracteristica essencial da
l6gica, sua independéncia quanto aos elementos componentes nao légicos, isto é, quanto
aos elementos da assinatura. Assim, se algo é vélido quanto a uma constante, ndo é rele-
vante qual o simbolo da constante; a tinica questdo relevante é como se d4 a interpretacao
do simbolo.
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Ainda, ao admitirmos que um sistema seméantico regular IL possui a propriedade do
renomeamento, herdamos algumas vantagens técnicas com relacdo a demonstracdo do
primeiro teorema de Lindstrom, vantagens estas relativas aos desenvolvimentos apresen-
tados nas se¢des dois e trés do Capitulo 3.

Embora o renomeamento seja uma propriedade natural de sistemas semanticos, op-
tamos por ndo incorporé-la a exposicdo, pois entendemos que o renomeamento é muito
restritivo; por exemplo, se acrescentamos esta propriedade a Defini¢do 1.2.1, a légica
proposicional cléssica e a 16gica-w ! escapam a defini¢do de logica abstrata?.

Outras propriedades bastante presentes nos trabalhos citados, [8] e [15], sdo aquelas
que garantem que um sistema légico L estende I, como, por exemplo, as propriedades
booleana, atomicidade e instanciacdo:

Atomicidade Para toda T e toda ¢ € L*, ¢ atdmica, existe uma ¢ em L* tal que
{W| A é X-estrutura e A I:]LI @} ={B| B é X-estrutura e B =, P}.

Instanciacio Quando c é simbolo de constante em X, para qualquer ¢ € L* existe
uma ¢ € LE 1 tal que para toda (X — {c})-estrutura A, A 1 se, e somente se,
(U, a) E @, para algum a € |Y]|.

Nao incluimos estas propriedades de fechamento com relagdo ao sistema L, pois, em-
bora nado considerados em nossa exposic¢do, a caracterizagdo 4 la Lindstrom de sistemas
semanticos menos expressivos do que L, produz resultados interessantes, além de apre-
sentar dificuldades préprias e interessantes questdes em aberto como, por exemplo, as
presentes no trabalho de Vddndnen & Garcia-Matos, [23] e em van Benthem, [22].

Por exemplo, Vdadndnen & Garcia-Matos, [23], apresentam uma defini¢do de logica
abstrata andloga a Defini¢do 1.2.1, mas que permite classificar sistemas semanticos menos
expressivos do que I, em cldssicos ou ndo cldssicos. Esta é uma abordagem que pretendemos
estudar em detalhe e verificar quais sistemas de légicas nao cldssicas usuais da literatura
contemporanea podem ser analisados sob este prisma semantico.

Concepc¢oes de Logica

Uma concepgao usual e comum de légica é aquela que a considera como “ciéncia do
raciocinio”. De acordo com essa concepcdo, o papel predominante da légica dedutiva,
por exemplo, é legislar acerca da corre¢do dos métodos de deducao e coibir que sejam
obtidas consequéncias falsas a partir de premissas verdadeiras. Outra forma de analisar a
légica dedutiva é através de seus trés componentes bdsicos: linguagem, sintaxe (aparato
dedutivo) e semantica. A linguagem estd intimamente associada ao poder expressivo
da légica, que por sua vez corresponde as expressdes formais construiveis a partir dos

1A 16gica-w é uma logica abstrata cuja assinatura tem um tnico simbolo de predicado binério e cujas
estruturas sdo isomorfas a estruturas de ordem dos nimeros naturais.
2Isso pode ser contornado, mas ao custo de um novo aparato técnico. Vide Ebbinghaus, [5], Secdo 2.6.
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simbolos da linguagem, enquanto a sintaxe considera em grande medida as regras de
deducdo, isto é, formas licitas de inferir novas férmulas (teoremas) a partir de outras
(premissas); por fim, a semantica cabe a tarefa de atribuir significado, ou seja, estabelecer
quais expressdes formais sdo expressdes verdadeiras e expressoes validas.

Aparentemente ndo hé consenso, entre os 16gicos, quanto a caracteristica da 16gica que
deve ser considerada como fundamental. Um légico preocupado com questdes relativas
a teoria da computacdo e informacdo poderd defender que a linguagem é o componente
essencial dalégica; por outro lado, hd também aqueles que, como Wolenski, [25], p4dgina 21,
asseveram ser “the main aim of logical theory is to codify the rules of deductive proofs”.
H4, ainda, os logicos que, assim como Barwise, [1], padgina 4, defendem que “a logic
consists of a collection of mathematical structures, a collection of formal expressions and
a relation of satisfaction between the two ”, o que evidéncia o cardter semantico atribuido
a logica.

Uma forma de integrar as concepg¢des semantica e sintdtica de logica é através do
teorema da completude semantica, ou seja, considerar como légica apenas os sistemas
formais em que a colegdo dos teoremas coincide com a cole¢do das expressdes validas. Tal
postura, embora parcialmente “conciliadora”, traz consigo uma série de inconvenientes,
dentre os quais destacamos o fato de muitas légicas ndo serem munidas de teoremas de
completude seméantica e, mesmo em sistemas dotados de tal propriedade, a compatibili-
zagdo entre semantica e sintaxe pode enfrentar problemas. Um exemplo tipico é a légica
de primeira ordem, cujo teorema da completude estabelece a interacdo entre seméantica e
sintaxe, porém de forma plena: de um lado, o aparato dedutivo é construtivo e, por outro
lado, as estruturas seméanticas sdo intrinsicamente ndo construtivas. Por exemplo, o con-
junto de teoremas da légica de primeira ordem é recursivamente enumerdvel, enquanto
a constru¢cdo de modelos para estes teoremas envolve usualmente provas por indugdo
transfinitas; um exemplo tipico é a extensdo de teorias consistentes através do teorema de
Lindenbaum.

Ainda quanto a completude seméntica de um sistema, uma comparagao entre logica
de primeira ordem, légicas infinitarias e l6gicas com quantificadores de Mostowski nos
permite defender a tese de que hd teoremas de completude com naturezas distintas, no
seguinte sentido: na légica de primeira ordem, os teoremas da Nj-compacidade e de
Lowenheim-Skolem sdo consequéncias triviais do teorema da completude. Por outro
lado, Keisler, [12], e Karp, [11], fornecem, respectivamente, um sistema de axiomas e
regras que permitem estabelecer um teorema de completude as légicas infinitarias IL,,,,, e
Ly,. No entanto, como vimos, estas l6gicas ou ndo sdo Ny-compactas ou nao satisfazem a
propriedade de Lowenheim-Skolem.

Assim, embora a l6gica tenha um importante papel de “mediadora” nas ciéncias dedu-
tivas em geral, parece-nos de maior interesse estudar suas caracteristicas e propriedades
intrinsecas. Esta, em nossa opinido, é a postura adotada por Lindstrém ao estabelecer uma
definicdo geral de l6gica que seja capaz de encapsular as propriedades comuns a diversas
légicas e que se mostra ttil a prova de teoremas sobre a légica, teoremas estes mediados
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pelas propriedades bésicas dos sistemas logicos.

Isto exposto, uma questdo que se impde é discutir em que sentido esta caracterizagdo
semantica, proposta por Lindstrom, pode ser estendida a consideragdes sintaticas. Parece-
nos que um passo nesse sentido pode ser dado observando-se a caracterizagdo de légica
dada por Tarski, [21], através dos operadores de consequéncia. Outro ponto de inegédvel
interesse é analisar como considera¢des que caracterizam légica apenas através de suas
propriedades interagem com as concepg¢des antagonicas de l6gica: a bem conhecida tese de
Quine, em que légica é a 16gica de primeira ordem, versus a visdo defendida por Barwise,
[1], pagina 5, que assevera “ as logicians we do a disservice to our subject by convincing
others that logic is first-order logic...”

Estas sdo questdes sobre as quais pretendemos amadurecer as ideias, procurando am-
pliar o escopo de nosso entendimento sobre l6gica, paralelamente as atividades do dou-
torado. Este trabalho de amadurecimento poderd ser bem sucedido e produzir um bom
desfecho aos trabalhos iniciados com esta Dissertacdo de Mestrado, caso desenvolvamos
uma interpretagdo propria sobre estas questdes.
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Propriedade da substituicdo, 21
Propriedade de Karp, 65
Propriedade de Lowenheim-Skolem, 24
Propriedade de relativizagao, 19
Propriedade de Robinson, 65
Propriedade do isomorfismo, 14
Propriedade do reduto, 14, 86
Propriedade do vem, 73

Quantificador existencial, 8
Quantificadores de Lindstrom, 28
Quantificadores de Mostowski, 28

Raiz, 72

Reduto, 13

Relacao de acessibilidade, 70
Restricao ao namero k, 79

Simbolo de igualdade, 8
Simbolos de constante, 7
Simbolos de fungéo, 7
Simbolos de predicado, 7
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Satisfatibilidade modal, 71

Segundo Teorema de Lindstrém, 65
Semantica full, 38

Semantica de Henkin, 38

Sentenca, 9

Sentenca relativizada, 19

Sentencas logicamente equivalentes, 23
Sistema semantico, 14

Sistema semantico IL,, 18

Sistema semantico de segunda ordem, 41
Subestrutura, 12

Subestrutura finitamente gerada, 12
Subestrutura gerada, 12

Sublégica, 23

Submodelo gerado, 72

Teorema da Relativizacdo, 19
Teorema das Subestruturas, 12
Teorema de Lowenheim-Skolem, 23
Termo, 8

Termo aberto, 8

Termo fechado, 8

Universo da estrutura, 69

Valor do termo, 15

Valoragao, 69

Variaveis de funcédo, 36
Variaveis de predicado, 36
Variavel individual, 7
Variavel ligada, 9

Variéavel livre, 9

Verdadeira em um modelo, 71
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