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Resumo

Nosso objetivo nesta Tese € desenvolver uma definicdo da consequéncia lgica a partir
de uma perspectiva quantitativa da informagéo. O trabalho pode ser dividido em duas
partes. Na primeira, que consiste dos tr€s capitulos iniciais, fazemos um estudo critico de
algumas das principais concepg¢des usuais de consequéncia légica. No primeiro capitulo
expomos trés das caracteristicas centrais da consequéncia ldégica, quais sejam,
necessidade, formalidade e anterioridade. Apresentamos uma nogdo geral de
consequéncia légica, a partir da qual classificamos as diferentes no¢des de consequéncia
légica em cldssicas e ndo-cldssicas. Nos dois proximos capitulos tratamos da
consequéncia légica a partir das perspectivas sintdtica e semantica, analisando em que
medida elas satisfazem as trés caracteristicas acima enunciadas. Na segunda parte,
constituida dos trés dltimos capitulos, desenvolvemos a nossa proposta. No quarto
capitulo expomos criticamente a concepgdo de informagdo a ser utilizada na Tese. No
quinto capitulo construimos uma semdintica probabilistica para a ldgica sentencial
classica, mostrando os seus principais resultados. A partir desta semantica, definimos, no
sexto capitulo, a quantidade de informacdo em uma férmula da l6gica sentencial cldssica
e a consequéncia logica probabilistica. Feito isso, definimos a consequéncia ldgica
informacional, demonstrando os seus principais resultados.

Palavras-chave: Consequéncia l6gica, verdade, probabilidade, informagdo, consequéncia
16gica informacional.
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Abstract

Our goal in this work is to develop a definition of logical consequence from a quantitative
perspective of information. The work can be divided into two parts. The first, consisting of
three chapters, we make a critical study of some key concepts usual logical consequence. In the
first chapter we expose three of the central features of logical consequence, namely, necessity,
formality and apriority. We present a general notion of logical consequence, from which
classify the different notions of logical consequence in classical and non-classical. In the next
two chapters deal with the logical consequence from the syntactic and semantic perspectives,
analyzing the extent to which they meet the three above features. In the second part, which
consists of the last three chapters, we developed our proposal. In the fourth chapter critically
expose the concept of information to be used in the thesis. In the fifth chapter we build a
probabilistic semantics for classical sentential logic, showing its main results. From this
semantics, we define, in the sixth chapter, the amount of information in a formula of classical
sentence logic and probabilistic logical consequence. That done, we define the informational
logical consequence, showing its main results.

Keywords: logical consequence, truth, probability, information, informational logical
consequence.
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Introducao

Pode-se dizer que a Ldgica, enquanto disciplina, tenha sido criada por Aristételes. Foi
o Estagirita quem, pela primeira vez, construiu um sistema razodvel para tratar de
argumentos validos. Seu objetivo, especialmente nos Primeiros Analiticos, era mostrar que
coisas se seguem necessariamente de outras coisas. Em suma, ele propunha uma nocao de
consequéncia légica, de argumento vélido, estabelecendo as suas principais caracteristicas.

Até o século XIX poucas foram as alteracOes na Logica. No final daquele século
comecaram a surgir novos e revoluciondrios métodos para avaliacdo da validade de
argumentos, ou da satisfacdo da consequéncia légica entre um dado conjunto de sentencgas e
uma sentenca. Foram construidas linguagens e ferramentas capazes de tratar de uma gama
muito mais ampla de argumentos do que a Silogistica Aristotélica.

No decorrer do século XX as discussdes sobre as caracteristicas e propriedades da
consequéncia légica se intensificaram. Surgiram diferentes no¢des de consequéncia légica,
seja em relacdo as suas propriedades, seja em relacdo aquilo que se considera um
argumento valido.

Apesar das diferencas, em termos semanticos, ao longo dos tempos, a consequéncia
16gica foi costumeiramente definida a partir da manuten¢do da verdade das premissas para
a conclusdo. Nosso objetivo central nesta tese consiste no desenvolvimento de uma anélise
da consequéncia légica a partir de uma perspectiva quantitativa da informacao.

Nosso trabalho, cujo fio condutor € a no¢do de consequéncia légica, pode ser dividido
em duas partes. Na primeira delas, que consiste dos trés capitulos iniciais, fazemos um
estudo critico de algumas das principais concep¢des usuais de consequéncia ldgica. Na
segunda parte, constituida dos trés ultimos capitulos, desenvolvemos a nossa proposta.

No primeiro capitulo exibimos, inicialmente, aquelas que foram, ao longo da historia,
consideradas caracteristicas elementares da consequéncia légica: a necessidade, a
formalidade e a anterioridade. Em seguida expomos um conceito geral de consequéncia
l6gica, baseados na proposta de Tarski. Como é bem conhecido, de acordo com essa
concepgdo, para uma consequéncia ldgica ser considerada cldssica, ou Tarskiana, precisa
satisfazer, dentre outras, trés propriedades: reflexividade, monotonicidade e transitividade.

No segundo capitulo expomos uma defini¢do de consequéncia ldgica sintdtica, a fim

de averiguar se ela satisfaz as caracteristicas da consequéncia 16gica expostas no capitulo
1



anterior. Iniciamos apresentando a ideia de um sistema formal 16gico e estabelecemos uma
classificacdo destes sistemas em cldssicos e ndo-classicos. Por fim, expomos uma defini¢dao
de consequéncia légica sintética e analisamos as suas principais caracteristicas.

No terceiro capitulo tratamos da consequéncia ldgica semantica. Se, por um lado, na
parte sintdtica, a consequéncia légica é definida unicamente através da manipulacdo de
simbolos a partir de regras de inferéncia, na parte semantica ela é definida a partir da
“interpretagdo” das expressdes da linguagem de um sistema formal 16gico. Neste capitulo
apresentamos algumas perspectivas semanticas da consequéncia légica, averiguando em
que medida elas satisfazem as caracteristicas da necessidade, formalidade e anterioridade.

No quarto capitulo tratamos da no¢do quantitativa da informacdo, tal como definida
por pesquisadores como Shannon e adotada na Teoria Matemdtica da Comunicagao.
Comecamos pela exposicdo de um modelo de comunicagdo e pela defini¢do de uma fonte
de informacdo, tomada como referéncia para a nocdo de situacdo, a ser definida
posteriormente. Depois de expormos a nocdo de informagdo subjacente a proposta de
Shannon e de estabelecermos uma definicio da medida informacional de uma fonte,
terminamos o capitulo com uma andlise critica da no¢@o quantitativa da informacao.

No quinto capitulo introduzimos uma semantica para a ldgica sentencial cléssica
baseada na nocdo de valor probabilidade. Apresentamos, inicialmente, alguns conceitos
basicos de uma teoria axiomdtica usual de probabilidades. Em seguida propomos uma
“interpretacdo” das formulas da linguagem da logica sentencial classica, relacionando-as a
eventos de um experimento aleatdrio e introduzimos a defini¢do de valor probabilidade de
uma férmula. Ao longo do capitulo mostramos uma série de resultados oriundos desta
proposta.

Por fim, no sexto capitulo, desenvolvemos uma perspectiva da consequéncia ldgica
baseada na noc¢ao de quantidade de informacdo de um dado conjunto de premissas e de uma
conclusdo, que depende da nocdo de valor probabilidade. Definimos o valor informacional
de uma férmula, além das defini¢des de consequéncia légica probabilistica e consequéncia
l6gica informacional. Para cada uma delas, provamos alguns resultados que consideramos

relevantes para os objetivos do nosso trabalho.



Capitulo 1
Consequéncia logica

1 Apresentacao

Neste capitulo expomos uma visao geral da no¢ao de consequéncia logica. Iniciamos,
na proxima secdo, apresentando trés caracteristicas comumente consideradas fundamentais
da consequéncia ldgica: a necessidade, a formalidade e a anterioridade. Na terceira secio
apresentamos uma defini¢ao clédssica de consequéncia logica, a ser tomada como ponto de
partida para a classificacdo das distintas definicdes de consequéncia l6gica. Tal defini¢do,
sintetizada por Tarski, caracteriza-se por apresentar certas propriedades como a
reflexividade, a monotonicidade e a transitividade. Em seguida, tratamos das caracteristicas
dos elementos envolvidos em uma relacio de consequéncia 1dgica, analisando trés possiveis
candidatos a satisfazé-las: a sentenca, a proposi¢cdo e o enunciado, tomando como ponto de
partida a nocdo de valor de verdade. Devido aos nossos interesses neste trabalho,
assumiremos que os elementos de uma consequéncia légica sdao as formulas de uma
linguagem. Por isso, na ultima se¢do, apresentamos uma concepg¢ao de sistema axiomaético,
expondo, genericamente, os elementos que o compdem. Eles servirdo de ponto de partida

para as defini¢cdes de consequéncia légica apresentadas nos préximos capitulos.

2 Caracteristicas pré-tedricas da consequéncia logica

A consequéncia logica pode ser pensada de diferentes modos. Ela pode ser definida,
por exemplo, como um operador sobre um conjunto ndo vazio ou como algum tipo de
relacdo entre elementos de um conjunto ndo vazio.

Em termos intuitivos, a consequéncia logica € frequentemente concebida como uma
relacdo que se mantém entre um dado conjunto de oragdes de uma linguagem e uma oracao
da mesma linguagem. Na Lodgica, é comum defini-la de modo semelhante ao intuitivo,
como uma relacdo entre um dado conjunto, possivelmente vazio ou mesmo infinito, de
sentencas, ou de férmulas, de uma linguagem, geralmente formal, e uma sentenca da
mesma linguagem. As oragdes ou as sentengas pertencentes ao dado conjunto sio
denominadas premissas e a outra oracdo ou sentenca ¢ denominada conclusdo. Nessa

relacdo, as premissas possuem o papel de fundamentar, sustentar, apoiar a conclusao.
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Neste trabalho consideraremos esta perspectiva sentencial da Ldgica sobre a
consequéncia légica, considerando a visdo intuitiva como comparacdo ou exemplificacao
na andlise do objeto de nossa investigacao.

Quando reunidas adequadamente em uma sequéncia, as premissas € a conclusio
constituem um argumento. Diremos que uma conclusdo é consequéncia légica de um
conjunto de premissas se, € somente se, 0 argumento composto pela sua reunido é
logicamente valido ou, simplesmente, valido.

Nesta secdo apresentamos trés caracteristicas consideradas essenciais da
consequéncia légica por diversos pensadores ao longo da histéria. Elas s@o a necessidade, a

formalidade e a anterioridade ou aprioridade.

2.1 Necessidade

A caracteristica da necessidade foi descrita por diversos pensadores, como
Aristételes (1984, Primeiros Analiticos, 24b 19-22; Tépicos 100a, 25-6), Leibniz (1989, 1.
28 1989, p. 209) e Tarski (1956d, p. 414-5). De acordo com Etchemendy (1999, p. 81),

A mais importante caracteristica da consequéncia légica, como nés a entendemos
ordinariamente, ¢ uma relagdo modal que se mantém entre as sentengas que
implicam e a implicada. As premissas de um argumento logicamente valido nio
podem ser verdadeiras se a conclusdo for falsa; dizemos que tais conclusdes
“seguem-se necessariamente” de suas premissas.

A necessidade indica o caréter de confiabilidade, de garantia absoluta da conclusdo a
partir das premissas. Para que uma sentenga seja consequéncia légica de um dado conjunto
de sentencas, a relacdo ou a inferéncia deve ser mantida em qualquer circunstancia
logicamente possivel.

Uma circunstdncia pode ser uma valoracdo, estrutura, interpretacdo de certas
expressoes de uma linguagem, como feito usualmente na Ldgica, um mundo possivel, uma
realidade, um conjunto de elementos ou de fatos no mundo, uma situagdo, como
definiremos no quinto capitulo. Uma circunstancia logicamente possivel respeita certas leis
ou principios logicos pré-estabelecidos. Na ldgica cldssica aristotélica, por exemplo, os
principais principios a serem satisfeitos sdo os da identidade, do terceiro excluido e da nao-
contradicdo. Se uma circunstancia contrariar algum deles, ndo é logicamente possivel,

segundo esta logica.



A caracteristica da necessidade da consequéncia l6gica indica a sua independéncia de
qualquer circunstancia, mantendo-se inalterada tanto naquilo que ocorre quanto naquilo que
pode ocorrer. Ela ndo deve ser estabelecida, por exemplo, com base em mundos
especificos. Para “Erico Verissimo é brasileiro” ser consequéncia légica do conjunto
unitdrio constituido pela oragdo “Erico Verissimo é gaiicho”, por exemplo, toda
circunstancia logicamente possivel deveria garantir a validade da inferéncia ou a satisfagdo
da relacdo de consequéncia légica entre estas duas oracdes. Quando a relacdo € definida,
por exemplo, em termos semanticos, pela manutencdo da verdade da conclusdo a partir da
suposi¢do da verdade das premissas, como usualmente feito por Mendelson (1964) ou
Shoenfield (1967), pressupondo a nogio de verdade como correspondéncia, a oragdo “Erico
Verissimo é brasileiro” deveria ser verdadeira sempre que “Erico Verissimo ¢ gatcho”
fosse verdadeira.

No exemplo especifico acima pode-se observar a manutencdo da verdade no mundo
real. No entanto, existem circunstancias logicamente possiveis em que a premissa ¢
verdadeira e a conclusdo € falsa. Este seria o caso do mundo em que o Rio Grande do Sul
ndo fizesse parte do territério do Brasil. Erico Verissimo continuaria sendo gatcho, mas
ndo seria brasileiro.

A mudanga de circunstancias geralmente implica uma mudanca de significado dos
termos ou da natureza dos objetos referidos por eles. A modificagdo do mundo real no
ultimo exemplo acima leva a modificagcdo da referéncia ou da extensdo de “brasileiro”.
Indiretamente, os termos “Erico Verissimo” e “gaicho” também tiveram seu significado
modificado, mesmo permanecendo inalterados em sua estrutura simbdlica.

A necessidade ndo pode ser analisada sem algum tipo de modificacdo de aspectos
semanticos da sentenga, ao interpretd-la de acordo com a variagdo das circunstancias. Se
fosse proibida qualquer modificacdo deste tipo, o Unico mundo a ser analisado seria o
mundo real, o que tornaria o cardter de necessidade contraditério: exigiria a consideracao
de todo mundo possivel e proibiria a andlise de qualquer mundo distinto do real.

A consideragdo de circunstancias distintas, tal como exigida pela caracteristica da
necessidade, pode produzir mudangas semanticas nas sentencas, resultando em

modificagdes do significado ou do contetido dos seus termos.



A segunda caracteristica costumeiramente atribuida a consequéncia légica explicita
justamente que ela ndo deve ser definida a partir do conteddo das sentencgas ou oracdes, mas

sim da sua forma.

2.2 Formalidade

A formalidade explicita a ideia de que a consequéncia logica € identificada ou
definida a partir da estrutura ou da forma dos seus elementos constituintes. Corcoran (2009,
p. 4) atribui a Aristételes a descoberta dessa caracteristica.

A formalidade, explica Field (1989, p. 116-9, 239), exige a andlise de toda
compreensdo logicamente possivel das sentencas envolvidas. Uma compreensdo
logicamente possivel de um conjunto de sentencas pode ser entendida como uma série de
operacoes, do tipo substitui¢cdes ou interpretacdes dos termos das sentencas, que nao
modificam a sua forma. Para manter a forma inalterada, termos iguais seriam interpretados
ou substituidos por termos iguais e termos diferentes por termos diferentes.

A consequéncia légica se caracteriza por abstrair o conteido dos seus elementos.
Dependendo do ponto de vista, desconsidera qualquer conteudo ou considera todo
conteudo. Desconsidera porque a consequéncia légica deve se basear na distribuicdo dos
termos, independente do seu conteddo, exceto talvez de alguns termos especiais. Por outro
lado, explicita Read (1994, p. 49), para uma sentenca com conteido especifico ser
consequéncia légica de um conjunto especifico de premissas, qualquer sentenca que tiver a
mesma forma, independente do seu conteido, também deve ser consequéncia ldgica de
todo conjunto de premissas que partilham da mesma forma desse conjunto especifico. Ou
seja, a consequéncia logica se aplica a qualquer contetido.

A forma de uma sentenca pode ser definida a partir da sua estrutura e da relacio entre
os seus termos. De acordo com Tarski (1956c, p. 157), a descrigdo da estrutura de uma
sentenca de uma linguagem (ou de qualquer outra expressao) consiste na explicitacdo das
expressdes que a constituem, além dos sinais que compdem cada expressao e da ordem em
que se apresentam. Assim, “Erico Verissimo é Erico Verissimo” é uma sequéncia composta
de cinco palavras, todas elas, exceto a terceira, sdo substantivos, de modo que a primeira
palavra € idéntica a pentltima e a segunda € idéntica a dltima e, por fim, a primeira palavra

[13%2] (P2

€ composta pelos simbolos “E”, “r”, “1”, “c”, “0” (nesta ordem), a segunda € composta



pelos simbolos “V”, “e”, etc. e assim sucessivamente até a dltima palavra da sentenga em

questao.
Para Cohen & Nagel (1949, p. 11),

Uma forma é, em geral, algo no qual um nimero de diferentes objetos ou
operagdes concorda (embora difiram em outros aspectos), de modo que os objetos
podem ser variados e ainda assim a forma permanecer a mesma. A implicagdo
l6gica [consequéncia 16gica] é formal no sentido que ela se aplica a todas as
proposi¢des [sentencgas], ndo importa o quanto difiram, desde que mantenham
entre si certas relacdes.

A diferenca entre as sentencas explicitadas na citacdo acima se refere ao seu
conteudo, aquilo que elas tratam, dizem ou se referem. As relacdes a serem mantidas sdo,
em geral, determinadas pela distribui¢do dos simbolos 16gicos e pela natureza dos simbolos
ndo-l6gicos.

A forma de uma expressdo pode ser pensada como propriedade inerente a ela,
possuindo um cardter absoluto, ou como uma propriedade relativa a escolhas determinadas.
Uma perspectiva absolutista da forma logica pressupde a existéncia de propriedades
substanciais as sentencas, definidoras da sua estrutura, que a estabelecem de modo
universal e necessdario. Uma sentenca teria sempre a mesma forma, independentemente de
quaisquer variagoes, inclusive linguisticas.

Uma perspectiva relativista da forma logica a torna dependente de variagoes,
especialmente as linguisticas. Como a estrutura de uma sentenga é determinada com base
nas relagcdes entre os seus termos, pode ocorrer desses termos apresentarem propriedades
distintas em diferentes linguagens. Logo, € possivel também que as relacdes entre os termos
variem de uma linguagem para outra, tornando a forma dependente da linguagem
subjacente.

Se a forma for relativa a linguagem, deve haver meios de defini-la em uma dada
linguagem especifica. Um meio de apresentar essa definicdo seria através da classificagdo
dos termos em categorias, abstraindo a forma a partir dessa classificagdo. Este seria um
trabalho muito dispendioso. As linguagens consideradas mais expressivas geralmente
possuem uma quantidade infinita de termos de natureza muito distinta, sem considerar que,
em certas linguagens, como as naturais, eles podem ser ambiguos, imprecisos, indefinidos,

dado o carater dinamico destas linguagens.



Outro modo, muito comum, de definir a forma seria através da escolha de expressoes
referenciais, chamadas fermos logicos ou simbolos légicos, dependendo da perspectiva, se
intuitiva ou légica, por exemplo, ou da prépria natureza destas expressdes, que podem ser
palavras ou determinados simbolos isolados. Neste sentido, duas expressdes quaisquer de
uma linguagem compartilham a mesma forma se possuirem os mesmos termos ou simbolos
16gicos, cada um deles relacionado do mesmo modo em ambas as expressdes com o0s
demais elementos da expressao.

Uma das dificuldades desta proposta consiste na identificagdo dos termos 16gicos. De
acordo com Hanson (1997, p. 377), pode-se considerar que tais termos possuem
caracteristicas que os tornam eminentemente 16gicos ou que sdo escolhidos arbitrariamente,
dependendo, em grande parte, dos objetivos almejados em uma pesquisa légica.

N6s seguiremos a concep¢ao mais comum de forma de uma expressao, definindo-a a
partir da sua estrutura, da categoria de suas expressoes e da relacio entre elas, com base na
escolha dos simbolos l6gicos de sua linguagem subjacente.

A titulo de exemplo, consideremos uma linguagem da légica sentencial cldssica
usual. As formulas “A; A Ay” e “A; = Ay” ndo partilham da mesma forma légica. Ainda
que elas possuam as mesmas formulas atdomicas, tratem do mesmo conteido em uma
mesma circunstancia, poderiamos dizer, estdo conectadas por simbolos 16gicos diferentes.
Elas sdo estruturalmente distintas. Enquanto a primeira € uma conjunc¢ao, a segunda € uma
implicagdo material, conforme a concepcao usual.

Ja as formulas “A; — A" e “A; — A4” partilham da mesma forma légica. Sao
constituidas por duas férmulas atomicas distintas unidas pelo conectivo da implicacdo
material. Este exemplo ilustra a possibilidade de sentencas apresentarem contetudo distinto
(tratar de matérias diferentes) e compartilharem da mesma forma logica. Mostra também
que elas podem apresentar estruturas distintas, no sentido de conter simbolos diferentes,
pertencentes a mesma categoria, e partilhar da mesma forma.

O caso do dltimo exemplo acima nao se aplica completamente a “A; — Ay” e “A; —
Ay”. A rigor, essas duas sentencas ndo partilham das mesmas férmulas, dado que uma
conecta duas férmulas possivelmente distintas, enquanto a segunda conecta uma férmula a
si mesma. FElas sdo estruturalmente distintas, embora ambas as sentencas sejam
implicativas. Poderiamos dizer, neste caso, que ambas as sentencas partilham da mesma

forma num sentido estendido do termo, mas ndo num sentido estrito.
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A observacdo acima também se aplica a formulas como “(A; A Ay) > Ay e “A; —
(A2 A Ay)” que, em outra notagdo, como a polonesa, podem ser escritas, respectivamente,
como “—AAIAA” e “>AjAAA,”, embora apresentem 0s mesmos simbolos, nao
possuem a mesma forma no sentido estrito do termo, dada a diferenca na distribui¢ao deles.
A relacdo entre os simbolos ndo é a mesma nas duas sentencas. Elas partilham da mesma
forma no ambito macroscopico, mas ndo no microscopico. Ambas possuem a forma
implicativa, mas o antecedente da primeira ¢ uma sentenca conjuntiva o da segunda € uma
sentenca atoOmica. Essa diferenca na forma pode produzir resultados muito diferentes em
relacdo as caracteristicas das sentencas, ou mesmo em relacdo a satisfagdo da consequéncia
l6gica entre sentencas. No caso das duas sentencas do exemplo em questdo, tem-se que, de
acordo com as definicdes semanticas usuais da l6gica sentencial cldssica, a primeira € uma
tautologia, enquanto a segunda € uma sentenca contingente; ainda ocorre que, nesta ldgica,
a primeira sentenca € consequéncia ldgica, seja em termos semanticos ou sintdticos, de
qualquer conjunto de premissas, 0 que ndo ocorre com a segunda sentenca.

A alteragdo do conjunto de simbolos l6gicos de uma linguagem pode modificar a
forma das suas expressdes. Imaginemos uma linguagem de uma légica sentencial classica
em que apenas as férmulas atdomicas “A;” e “A,” fossem os simbolos ldgicos e os
conectivos “A” e “—” pertencessem a mesma categoria, de simbolos ndo-16gicos. Entdo as
sentencas “A; A Ay’ e “A; — A,” compartilhariam a mesma forma, enquanto “A; — A;” e
“A, — A;” passariam a apresentar formas distintas, o que parece contrariar a intui¢ao.

E possivel sentencas escritas em linguagens ou notagdes distintas partilharem da
mesma forma. Esse ¢ o caso de “A; A A;”, conforme notagdes usuais atuais, ¢ “&PQ”,
conforme as primeiras nota¢des da ldgica sentencial cldssica, pressupondo uma linguagem
na qual o simbolo “&” ¢ o simbolo para a conjuncao e “P” e “Q” sdo sentengas atdomicas
conectadas por “&”.

Para Hanson (1997, p. 376) “... as formas de argumentos sdo sempre os
representantes gerais de classes de argumentos individuais.” Ao tratar da forma de um
argumento especifico, provando-lhe uma dada propriedade, por exemplo, que ele é vélido,
provamos tal propriedade para todos aqueles que possuem a mesma forma.

A necessidade e a formalidade pressupdem que a consequéncia légica deve valer para

cada circunstancia e para cada compreensdo logicamente possivel. A terceira caracteristica,



que passamos a expor a seguir, explicita que ela deve também ser reconhecida

aprioristicamente.

2.3 Anterioridade

A anterioridade ou aprioridade pressupde a independéncia da consequéncia logica
de conhecimentos individuais ou prévios, do grau informacional sobre o mundo ou
significado dos termos, de relacdes de contetido ou algum tipo de experiéncia referente aos
fatos expressos pelas premissas e conclusdo. De acordo com Corcoran (2009, p. 4), ela é
independente do contetido no sentido de que ndo € preciso conhecimento do assunto tratado
pelos seus elementos.

A consequéncia logica deve ser determinada a priori, antes de qualquer
conhecimento sobre as relacOes entre os termos das premissas e conclusdo. Deve ser
descoberta independentemente de qualquer experiéncia, diz Hanson (1997, p. 377). Nao
pode depender do contetido factual das sentengas ou dos estados cognitivos de alguém a seu
respeito, enuncia Mates (1968, p. 03).

Segundo Etchemendy (1999, p. 89)

Poderiamos afirmar, ndo implausivelmente, que é somente devido a relagdo a
priori entre as premissas e a conclusdo de um argumento valido que julgamos a
ultima seguir-se necessariamente das primeiras e, por isso, consideramos o
argumento vélido. Sob essa perspectiva, uma consequéncia necessdria que nao
pudesse ser reconhecida como tal a priori jamais poderia ser qualificada como
consequéncia ldégica.

A anterioridade poderia ser pensada como uma caracteristica derivada das outras
duas. Isto porque, se a consequéncia logica fosse reconhecida a posteriori, a sua defini¢cao
dependeria da andlise prévia de algum mundo ou compreensdo particular. Isso contradiria a
caracteristica da necessidade ou da formalidade. Se a consequéncia légica pressupde a
manutencdo da verdade em todo mundo e compreensiao logicamente possiveis, ndo pode
depender da andlise de um mundo ou compreensdo particular, ou seja, ndo pode ser
reconhecida a posteriori. Logo, satisfaz a anterioridade.

Em nossa opinido o argumento acima € falacioso. Nem sempre € possivel inferir a
anterioridade a partir da dependéncia de uma totalidade de casos ou fatos. Consideremos a
sentenc¢a “Todo cisne ¢ branco”. Embora a verdade desta sentenga dependa da cor de cada

cisne, ndo podemos inferir que a sua verdade possa ser determinada sem a observaciao ou
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andlise prévia de cada cisne. Do mesmo modo, do fato da consequéncia l6gica depender da
manutencdo da verdade em toda circunstancia e compreensdo logicamente possiveis nao
podemos inferir que seu reconhecimento seja a priori. Poderia ser exigida a anélise prévia
da manutencdo da verdade em cada circunstancia ou compreensao, como no caso dos
cisnes, o que resultaria em um reconhecimento a posteriori da consequéncia légica. Por
esse motivo, consideramos a aprioridade uma caracteristica independente das outras duas.
As trés caracteristicas da consequéncia légica examinadas nesta secdo podem ser

percebidas na seguinte citacdo de Tarski (p. 414-5):

Considere uma classe I" qualquer de sentencas e uma sentenga ¢ que se segue das
sentengas desta classe. A partir de um ponto de vista intuitivo jamais pode ocorrer
que I' seja constituido apenas de sentengas verdadeiras e ¢ seja falsa. Além disso,
uma vez que estamos interessados aqui com o conceito de consequéncia légica,
isto é formal e, assim, com uma relacdo que deve ser unicamente determinada
pela forma das sentencas entre as quais ela se mantém, esta relacdo ndo pode ser
influenciada de nenhum modo pelo conhecimento empirico e, em particular, pelo
conhecimento dos objetos para os quais a sentenga ¢ ou as sentencas de I" se
referem. A relagdo de consequéncia ndo pode ser afetada ao substituirmos as
designacdes dos objetos referidos nestas sentencgas pelas designacdes de outros
objetos.

Essas trés caracteristicas também costumam ser atribuidas aos teoremas e as
sentencas logicamente vélidas de uma teoria ou de um sistema formal l6gico, a serem
definidas nos proximos capitulos. O carater de validade de uma férmula deve ser
identificado a partir da sua forma, independente de circunstincia ou de conhecimentos
prévios.

As trés caracteristicas enunciadas acima costumam ser adotadas como parametros a
serem seguidos por qualquer defini¢do razodvel de consequéncia logica. Pode-se construir
ou propor diferentes definicdes de consequéncia légica razodveis, dependendo dos
objetivos tedricos ou das nogdes subjacentes a serem capturadas. Assim, uma defini¢ao
pode ser ou ndo ser monotdnica, aceitar apenas conjuntos finitos de premissas ou também
considerar conjuntos infinitos. Ela pode ser definida a partir de diferentes ambitos, seja
formal ou informal, a partir de uma perspectiva sintdtica, semantica ou pragmética. Apesar
das diferencas estabelecidas por diferentes defini¢des, para ser aceita como razodvel, deve
satisfazer as caracteristicas da necessidade, formalidade e anterioridade.

A necessidade, formalidade e anterioridade serdo tomadas como base para a andlise

das diferentes definicdes ou perspectivas da consequéncia légica examinadas neste
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trabalho. Na proxima se¢ao apresentamos uma defini¢do geral de consequéncia légica, a
partir da qual classificaremos as diferentes defini¢des de consequéncia 16gica em classicas e

ndo-classicas.

3 Um conceito geral de consequéncia logica

Dentre os pesquisadores contemporaneos a procurar estabelecer as propriedades
gerais da consequéncia logica, a proposta de Tarski (1956) acabou se tornando a mais
conhecida e aceita na comunidade cientifica. Em sua ideia inicial, em artigos escritos
originalmente em 1930, Tarski (1956b, p. 63-4; 1956a, p. 31) expressa axiomaticamente as
propriedades que ele supde elementares da no¢do de consequéncia 16gica para um conjunto
de sentencas de uma linguagem. Ele estabelece, por exemplo, que o conjunto de sentencas
analisadas deve ser enumerdvel e assume axiomaticamente a compacidade, ou seja, embora
uma sentenca possa ser consequéncia de um conjunto infinito de sentencas, ela deve ser
consequéncia logica de um subconjunto finito de férmulas do conjunto original.

O conjunto de propriedades bdsicas da consequéncia légica foi posteriormente
modificado pelo préprio Tarski (1956c; 1956d), em textos escritos em 1933 e 1936. Ele
elimina desse conjunto tanto a enumerabilidade quanto a compacidade, podendo deriva-la
do novo conjunto de propriedades bésicas.

Apesar de Tarski se referir a sentencas de uma linguagem, apresentamos abaixo a
defini¢dao de consequéncia l6gica para um dado conjunto ndo vazio qualquer de elementos,

como o fazem, por exemplo, Feitosa & D’Ottaviano (2004, p. 71).

Definicao 1.3.1 (Relacao de consequéncia logica Tarskiana)
Seja I um conjunto ndo vazio. Entdo uma relagdo de consequéncia Tarskiana sobre J é
um conjunto R de pares ordenados tal que R < ©(3J) x J, que satisfaz as seguintes

propriedades, para todo I', A € J e para todo x, y € 3:
(T1) Sex eI, entdo(I,x) € R.

(T2) Sel'cAe(I,x) e R,entdo (A, x) € R.
(T3) Se(A,y) € R,paracaday e I',e(I', x) € R, entdo (A, x) € R.
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A expressdo “(I', x) € R” ¢ lida como “x ¢ consequéncia logica de I'”, em que x ¢ a
conclusdo e os elementos de I' sdo as premissas.

A partir de (T1) — (T3) é possivel provar outras propriedades da relacdo de
consequéncia Tarskiana, como faz Tarski (1956) e como podemos encontrar em Feitosa
(1998). De (T1) e (T3), por exemplo, provamos a propriedade da idempoténcia, segundo a
qual um elementos de 3 é consequéncia légica de um subconjunto de J se, e somente se,
for consequéncia légica do conjunto das férmulas que sdo consequéncia légica deste
subconjunto.

A propriedade (T1), denominada de reflexividade, estabelece que qualquer elemento
de um conjunto € consequéncia deste conjunto. Em particular, um elemento € sempre
consequéncia logica de si mesmo. (T2), chamada monotocidade, expressa que se um
elemento é consequéncia l6gica de um dado conjunto de elementos, entdo a adi¢cdo de mais
elementos nesse conjunto ainda mantém a relacdo de consequéncia logica com o elemento
anterior. O acréscimo de novas hipdteses, dispensdveis para a consequéncia logica, neste
caso, mantém a relacdo de consequéncia entre o novo conjunto de hipdteses e o elemento x.
(T3), denominada transitividade, expressa que as consequéncias das consequéncias de um
dado conjunto também sdo consequéncia direta dele.

Enquanto relagdo, a consequéncia logica entre elementos de um dado conjunto J
pode ser entendida como um conjunto de pares ordenados cujo primeiro elemento de cada
par € um subconjunto de elementos de J e o segundo € um elemento especifico de J.

Considerando a linguagem de uma ldégica quantificacional cldssica usual como
exemplo de uma relacio de consequéncia ndo-Tarskiana sobre o seu conjunto J de
férmulas podemos citar: (Aa, Vx Ax) € R; (Vx Ax, Ab) € R, mas (Aa, Ab) ¢ R. Este seria
o caso de uma regra do tipo “Introducao do Quantificador Universal”, entendida como uma
espécie de “Inferéncia Indutiva”, em que, de um caso particular, ¢ permitido inferir uma
férmula universal. No entanto, ndo hd uma regra que permita, de uma colecio particular,
inferir algo sobre outro caso particular.

A consequéncia logica também pode ser entendida como um operador, um tipo
especial de relagcdo, qual seja, uma fun¢do, que associa conjuntos de férmulas a conjuntos

de formulas. Esta seria uma varia¢ao da Definicao 1.3.1, conforme mostramos a seguir.
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Definiciao 1.3.1° (Operador de consequéncia légica Tarskiana)

Seja I um conjunto nao vazio, “C(I')” e “C(A)”, denotam, respectivamente, o conjunto de
consequéncias de conjuntos I" e A, para I', A < 3. Entdo um operador de consequéncia
Tarskiano sobre 3, ou uma consequéncia légica Tarskiana sobre J, é uma funcio C: o (3)

— 0 (3J) tal que satisfaz as seguintes propriedades, para todo I', A — 3J:

(T1’) T c D).
(T2’) SeT c A, entdo C(I') < C(A).
(T3%) (@) < ).

O operador de consequéncia l6gica Tarskiano para um conjunto 3 denotado por
“Cs”, pode ser associado ou identificado a relacdo de consequéncia 16gica Tarskiana para
3, denotado por “R5”, e vice-versa, de modo a garantir que um elemento x pertence ao
conjunto de consequéncias de I', via Cs, se, e somente se, (I', X) € Rs. Tal associacdo pode
ser estabelecida através das duas proposicdes abaixo, conforme citado por Gomes (2008, p

69). A expressdo “sse” € uma abreviagdo para “se, € somente se,”.

a:  Relacio de consequéncia associada ao operador de consequéncia
Dada uma fungdo C: ©(3J) = ©(3J), a relagdo de consequéncia associada a C,
(13 2

denotada por “C,”, é arelacdo R < (3) x 3 tal que, para todo I' ¢ J, tem-se que (T,

Xx) € Rssex € C(I).

b:  Operador de consequéncia associado a relacao de consequéncia
Dada uma relacdo R < 9(3) x 3, o operador de consequéncia associado a R,

denotado por “R¢” € a fungdo C: 0 (J) = (3J) tal que, para todo I' = J, tem-se que

Re(@)={x eI :{I,x) e R}.
Em dreas como a filosofia e a légica, a serem seguidas neste trabalho, os elementos

envolvidos na consequéncia légica sdo geralmente considerados oragdes ou sentengas de

uma dada linguagem.
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Uma sentenca pode ser definida como uma sequéncia finita apropriada de simbolos
de uma linguagem. A definicdo daquilo que € apropriado é estabelecida em cada
linguagem, através de sua gramdtica, especificamente, de suas regras de formacao, como
veremos no proximo capitulo. Tais regras devem distinguir, sintaticamente, as sentencas
como elementos linguisticos que, semanticamente, sdo capazes de serem verdadeiros ou
falsos.

Na ldgica, uma linguagem € basicamente constituida de um alfabeto e de uma
gramdtica. No alfabeto sdo estabelecidos os seus simbolos bdsicos. Na gramdtica sdo
introduzidas as regras de formacdo, que discriminam certos agrupamentos de simbolos,
dentre os quais encontram-se as sentengas.

Uma linguagem pode ser considerada parte de um sistema axiomético. De acordo
com Shoenfield (1967, p. 02), um sistema axiomatico é uma edificacdo constituida
basicamente de conceitos bdsicos e derivados, de axiomas e teoremas. Eles podem ser
associados a certos agrupamentos de simbolos ou ser construidos a partir de certos
agrupamentos de simbolos estabelecidos na linguagem do sistema. NOs assumiremos a
nog¢ao de sistema axiomatico como base para a andlise da consequéncia légica.

Os conceitos bdsicos de um sistema axiomdtico devem ser tdo claros e simples que
podem ser entendidos sem uma definicdo precisa, diz Shoenfield (1967, p. 01). Os
conceitos derivados sdo definidos a partir dos bdsicos. Pelo fato dos conceitos derivados
serem associacOes dos bdsicos, acredita-se que a clareza inequivoca da base garanta a
clareza inequivoca de todos os conceitos de um sistema.

Assim como o0s conceitos, as proposi¢cdes de um sistema axiomatico também sdo
divididas em bdsicas e derivadas. As bésicas sdo denominadas axiomas ou sentengas
primitivas, conforme Tarski (1956c, p. 166). Em geral elas delimitam as propriedades
elementares dos conceitos basicos. Nesse contexto, Shoenfield (1967, p. 01) as define como
“.. leis que noés percebemos como evidentes, considerando a natureza dos conceitos
envolvidos”. As teses derivadas sdo os feoremas, consequéncias do conjunto de axiomas,
diz Tarski (1956¢, p. 182). Sdo derivados dos axiomas por meio de regras de inferéncia.

Tradicionalmente, os axiomas de um sistema axiomatico sao divididos em axiomas
16gicos e axiomas ndo-logicos. Na perspectiva dita classica, inaugurada “oficialmente” por

Aristételes, os axiomas logicos sdo aquelas teses bdsicas aceitas em qualquer sistema
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axiomadtico. J4 os axiomas ndo-logicos, ou postulados, sdo as teses bdsicas de um sistema
especifico.
Um axioma (ou um teorema) pode ser considerado sob duas perspectivas, diz

Shoenfield (1967, p. 2-3):

Pode ser visto como uma sentenga, ou seja, como o objeto que aparece no papel
quando escrevemos o axioma, ou como o significado de uma sentenca, isto é, o
fato expresso pelo axioma. [...] O estudo de axiomas e teoremas enquanto

sentengas ¢ chamado estudo sintdtico dos sistemas axiomadticos; o estudo do

z

significado destas sentengas € chamado estudo semdntico dos sistemas
axiomaticos.

Conforme explica D’Ottaviano (1992, p. 66), a sintaxe ¢ a dimensdo combinatéria de
uma linguagem, encarada como puro jogo formal, sem significado. A dimensdo seméantica,
por sua vez, leva em consideragdo objetos extra-linguisticos, aos quais as expressdes da
linguagem se referem, e o significado das mesmas.

Assim como as férmulas, a consequéncia logica também pode ser estudada via
sintaxe ou via semantica. Em termos sintdticos, como veremos no proximo capitulo, a
relacdo de consequéncia logica entre um conjunto de premissas e uma conclusio é
determinada através da manipulacdo de simbolos, a partir da aplicacdo adequada de regras
l6gicas adotadas. J4 em termos semanticos, ela é determinada, dentre outras coisas, a partir
da relacdo das expressodes da linguagem com algum aspecto extralinguistico.

Em termos semanticos, o conceito usual bdsico na literatura utilizado para a
determina¢do de uma consequéncia légica € o de valor de verdade aplicado as premissas e a
conclusdo. A consequéncia légica consiste na manutencio da verdade das premissas para a
conclusdo. A nossa proposta, a ser desenvolvida nos dois ultimos capitulos, consiste na
determina¢do de uma relacdo de consequéncia logica a partir do valor informacional das
sentencas.

Do ponto de vista semantico usual, costuma-se atribuir as premissas e conclusio
algumas propriedades. Uma primeira é a de serem portadoras de verdade ou de falsidade.
Elas podem ser verdadeiras ou falsas. Como a verdade e a falsidade sdo atributos de
entidades linguisticas, uma segunda propriedade € a de pertencerem a uma linguagem. Em
terceiro lugar, por serem portadores de verdade, elas devem ser indicativas (afirmar ou
negar algo a respeito de algo). Isso exclui da andlise da consequéncia ldgica qualquer

argumento constituido por entidades ndo-indicativas, como as interrogativas, imperativas e

16



as interjei¢des. Em quarto lugar, em geral espera-se que possuam a propriedade de respeitar
certos principios, como o da impossibilidade de possuirem dois valores de verdade ao

mesmo tempo, ou da exigéncia de possuirem pelo menos um valor de verdade.

Em suma, procuramos apresentar, neste capitulo, as trés caracteristicas centrais
comumente atribuidas a uma defini¢do adequada de consequéncia l6gica. Expomos ainda
uma defini¢cdo cldssica de consequéncia légica, que assumiremos como referéncia para a
classificacdo de diferentes tipos de consequéncia légica. Explicitamos que assumiremos as
formulas de uma linguagem como os elementos constituintes de uma relagdo de
consequéncia légica. Expomos a ideia de sistema axiomdtico, que possuem uma linguagem
na qual é estabelecido, dentre outras coisas, o conjunto de sentengas. Tais sistemas sao
tomados como ponto de partida para as diferentes definicdes de consequéncia légica
expostas ao longo deste trabalho. No proximo capitulo tratamos do estudo sintdtico dos
sistemas axiomadticos, a partir do qual expomos uma perspectiva sintdtica da consequéncia

16gica.
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Capitulo 2

Consequéncia logica sintatica

1 Apresentacao

Neste capitulo tratamos do estudo sintatico de um sistema axiomatico, a fim de expor
uma concepg¢do de consequéncia logica a partir de uma perspectiva sintdtica. Na préxima
secdo apresentamos uma definicdo de sistema formal 16gico cldssico, a partir do qual
estabelecemos uma classificacdo entre os diferentes tipos de sistemas formais 16gicos. Na
terceira secdo apresentamos a concep¢do de sistemas formais logicos ndo-cldssicos.
Discutimos algumas caracteristicas de certos sistemas em especial, visando mostrar as
possiveis consequéncias para uma definicdo de consequéncia logica a partir da perspectiva
sintdtica, que chamaremos de consequéncia légica sintdtica. Por fim, na ultima secdo,
expomos uma defini¢do de consequéncia légica sintdtica. Analisamos em que medida a

perspectiva sintdtica satisfaz as caracteristicas de necessidade, formalidade e anterioridade.

2 Sistemas formais légicos

Um sistema formal pode ser caracterizado pelo fato de considerar unicamente a forma
de seus objetos de discurso, sem atentar para outros fatores como o seu conteudo ou sua
referéncia. No caso destes objetos serem férmulas, a natureza do sistema pode variar de
acordo com as possibilidades de sua geragcao, podendo ser classificados, por exemplo, como
dedutivos, indutivos ou abdutivos.

Neste trabalho abordaremos unicamente os sistemas formais dedutivos, cuja defini¢do
pode ser apresentada de uma maneira bastante geral. Feitosa & D’Ottaviano (2004, p. 71),
por exemplo, definem um sistema dedutivo como um par formado por um conjunto
qualquer ndo vazio L e um operador de consequéncia Tarskiano C sobre L. Em seguida,
Feitosa & D’Ottaviano (2004, p. 72) apresentam uma definicdo de um tipo de sistemas
dedutivos, construidos a partir de uma linguagem formal, denominados por eles de sistemas
logicos, nos quais L € o conjunto de férmulas dessa linguagem. Devido aos nossos
interesses neste trabalho, centraremos nossa andlise unicamente nestes sistemas, que

denominamos de sistemas formais logicos, dos quais passamos a tratar a seguir.
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Segundo Blanchette (2001, p. 117),

Um sistema formal da 16gica consiste de uma linguagem formal (uma cole¢do de
féormulas definidas somente em termos de sua sintaxe) rigorosamente
especificada, juntamente com um sistema dedutivo (uma especificacdo daquelas
séries de férmulas que contam como dedugdes de férmulas particulares a partir de
conjunto de férmulas).

Uma formalizacdo de um sistema axiomatico processa-se em quatro etapas, dizem

Nagel e Newman (2003, p. 45-6):

Primeiro, prepara-se um catdlogo completo dos signos a serem usados no célculo.
Estes sdo o seu vocabuldrio [alfabeto]. Segundo, assentam-se as “Regras de
Formagao”. Estas declaram quais das combinagdes dos signos do vocabulario sdo
aceitaveis como “formulas” (de fato, como sentengas). Podemos considerar as
regras como componentes da gramatica do sistema. Terceiro, sdo estabelecidas as
“Regras de Transformacgdo”. Elas descrevem a estrutura precisa das formulas a
partir das quais sdo derivaveis outras formulas de dada estrutura. Estas regras sao,
com efeito, as regras de inferéncia. Finalmente, selecionam-se certas férmulas
como axiomas (ou como “férmulas primitivas”). Elas servem de fundamento para
o sistema inteiro.

Um bom sistema formal construido para um sistema axiomaético deve apresentar
algumas caracteristicas, dentre elas: 1) representar adequadamente os conceitos do sistema
através de simbolos de uma linguagem formal; 2) definir rigorosamente os agrupamentos
significativos de simbolos, especialmente as suas férmulas; 3) capturar os axiomas do
sistema, representando-os por formulas da linguagem formal; 4) definir as regras que
possibilitardo provar os teoremas do sistema; 5) aceitar como teoremas unicamente as
sentencas que representam as oragdes do sistema axiomadtico que sao consideradas as suas
verdades.

Para Shoenfield (1967, p. 03) “... um sistema formal é a parte sintatica de um sistema
axiomatico.” Conforme lembram Carnielli e Epstein (2006, p. 286), Godel determina que
“Um sistema formal pode ser simplesmente definido como qualquer procedimento
mecanico para produzir formulas.” Para Tarski (1944, p. 346) um sistema formal, ou uma
linguagem formalizada, € aquele cujas expressdes de sua linguagem sdo exatamente
especificadas referindo-se exclusivamente a sua forma.

Em sistemas totalmente formalizados, dizem Nagel e Newman (2003, p. 32), os

axiomas e teoremas
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... 880 “cadeias” (ou sequéncias finitamente longas) de marcas sem significado,
construidas segundo regras para combinar os signos elementares do sistema em
conjuntos maiores. Além disso, quando um sistema foi inteiramente formalizado,
a derivacdo de teoremas a partir de postulados ndo é mais que a transformagao
(de acordo com regras) de um conjunto de tais “cadeias” em outro conjunto de
“cadeias”.

Abaixo apresentamos uma defini¢do geral de um sistema formal 16gico.

Definicao 2.2.1 (Sistema formal légico)
Um sistema formal logico ou teoria formal logica, denotado por “F”, € composto pelas

seguintes partes:

a:  Uma linguagem formal.
b:  Um conjunto de axiomas.

c:  Um conjunto ndo vazio de regras de inferéncia.

Na linguagem sdo especificados o alfabeto (conjunto de simbolos basicos do sistema)
e as expressoes bem formadas (sequéncias finitas de simbolos do alfabeto). Uma das
caracteristicas das linguagens formalizadas, diz Tarski (1956¢ p. 166), “... ¢ a delimitagdo
precisa do “sentido” das suas expressoes através de suas propriedades estruturais.”

As regras de inferéncia, ou simplesmente regras, de um sistema formal apresentam a
funcdo de demarcar as deducdes permitidas de férmulas a partir de um dado conjunto de
formulas. Cada regra de inferéncia, diz Shoenfield (1967, p. 04), “... determina que, sob
certas condi¢des, uma formula, chamada conclusdo da regra, pode ser inferida a partir de
outras férmulas, denominadas hipoteses da regra.” Uma regra ¢ finita quando o seu
conjunto de hipéteses € finito.

A escolha dos conceitos bésicos, dos axiomas e das regras de inferéncia pode variar
de acordo com os objetivos almejados na construcdo de um sistema (como o tipo de
teoremas ou conceitos que se deseja derivar) ou depender inclusive das preferéncias
estéticas e intuitivas de seu construtor.

A seguir definimos as noc¢des de prova e teorema de um sistema formal ldgico,

seguindo definicao usual na literatura.
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Definicao 2.2.2 (Prova em um sistema formal l6gico)

a:  Seja F um sistema formal 16gico cujas regras de inferéncia sao finitas. Uma prova P
em F € uma sequéncia finita de férmulas tal que cada uma delas ou é um axioma de F
ou € a conclusdo de uma regra de inferéncia de F cujas hipdteses precedem aquela
férmula na prova.

b:  Uma férmula ¢ fem uma prova em F sse houver uma prova em F na qual ¢ € a sua

dltima férmula.

Definicao 2.2.3 (Teorema de um sistema formal légico)

Uma férmula ¢ é um teorema de F sse ¢ tem uma prova em F.

Uma vez estabelecida a nocao geral de sistema formal 16gico, a seguir definimos um
tipo especial destes sistemas, que denominamos de sistemas formais 16gicos cldssicos. Eles
servirdo de base para classificarmos os sistemas em cldssicos e ndo-cldssicos. Seguimos a

definicao proposta por Shoenfield (1967).

Definicao 2.2.4 (Alfabeto de uma linguagem de primeira ordem)
. . . 1 . . .

Uma linguagem de primeira ordem, denotada por “L"”, possui os seguintes simbolos, que

constituem o seu alfabeto:

a: As VariéVeiS “X”, C‘y”’ “Z”’ “W”’ “X !”’ “y ’3,’ “Z ’3,’ “W ’3,’ .

b:  Para cada n, os simbolos de funcdo n-dria e os simbolos de predicados n-arios.

c: Os simbolos: “—=”, “v”, “3”, denominados, respectivamente de ‘“negacdo”,
“disjuncao” e “quantificador existencial”.

d:  Os simbolos “(” e ©“)”, denominados de parénteses.

Para cada n, o nimero de simbolos de fun¢do n-ario pode ser zero ou nao-zero, finito
ou infinito. O mesmo pode ser dito para os simbolos de predicado, exceto que, entre os
simbolos de predicado bindrios deve figurar o simbolo da igualdade “=".

Denotaremos a i-ésima fung@o n-aria por “f";” e o0 i-ésimo predicado n-ario por “P";”.
As fungOes 0-arias sdo denominadas de constantes individuais. Os parénteses, simbolos de

funcdo e simbolos de predicado diferentes de “=" sao denominados simbolos ndo logicos.

Os demais simbolos sdo denominados simbolos logicos.
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A seguir apresentamos algumas definicdes bdsicas de uma linguagem L', que
. L. . . ALt 1
constituem a sua gramdtica. Suprimiremos, quando possivel a referéncia a L™ nas frases.

. - 1 ~
Assim, em vez de “expressdo de L, escreveremos apenas “‘expressao’”.

Definicao 2.2.5 (Regras de formacao de expressoes de uma linguagem)
a:  Uma expressdo € uma sequéncia finita de simbolos.
b:  Um termo € um tipo de expressdo caracterizado pela seguinte defini¢do indutiva
generalizada:
1. Toda varidvel € um termo.
it. Set, ..., t, sdo termos e '€ uma funcdo de grau n, entdo ft; ... f, € um termo.
iii. Nada além de i e ii s@o termos.
C: Uma formula atémica € uma expressao do tipo Pt ... t,, em que 1, ..., I, SA0 termos e
P € uma letra de predicado n-dria.
d:  Uma férmula é um tipo de expressdo caracterizada pela seguinte definicdo indutiva
generalizada:
1:  Toda férmula atomica é férmula.
il Se u € uma férmula, entdo —u é féormula, denominada negacdo de u ou formula
negativa.
iii:  Se u e v sdo féormulas, entdo (u v v) é formula, denominada disjungdo de u e v ou
formula disjuntiva.
iv:  Se u é formula e x uma varidvel, entdo 3xu € férmula, denominada instanciagdo de
u ou formula existencial.

v: Nada além deiaiv é formula.

A partir de agora, quando ndo gerar ambiguidade, eliminaremos os paréntesis das
2 ¢ (192

formulas. Utilizaremos as letras gregas “¢”, “y” e “y” como varidveis metalinguisticas que

variam sobre férmulas.

Definicao 2.2.6 (Simbolos definidos)

a:  “@ — y” ¢ uma abreviagdo de “—o¢ v y”.
b:  “@ A y” ¢é uma abreviagdo de “—(¢p —»> —y)”.
¢ “¢@ <>y’ ¢uma abreviagdo de “(¢ > y) A (v = ).
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d:  “Vx@” ¢ uma abreviacdo de “—3Ix—@”.

Uma formula definida, em cada um dos casos acima, € uma expressao que resulta em
uma foérmula quando os seus simbolos definidos sdo eliminados de acordo com as regras
acima.

Dizemos que “¢ — y” ¢ a implicagdo material de y por @; “@ Ay € a conjungdo de
Qevy; “p<«>y”éabiimplicacdo de ¢ e y e “Vx@” ¢ a generalizacdo de ¢ pelo x.

Apesar das férmulas com os simbolos definidos nao pertencerem diretamente a

. 1 .. . N . 1 . .
linguagem L° original, quando nos referirmos as férmulas de L', também incluimos os

quatro tipos considerados na defini¢do acima.

Definicao 2.2.7 (Definicoes adicionais para uma linguagem)

a:  Uma ocorréncia de uma varidvel x em uma férmula ¢ € uma aparicdo de x em o.

b:  Uma ocorréncia de uma varidvel x em uma férmula ¢ € ligada em ¢ se x ocorre em
uma parte de ¢ da forma Jxy. Se ndo estiver ligada, dizemos que a ocorréncia de x
estd livre em .

c:  Uma varidvel x é ligada (livre) em ¢ se alguma ocorréncia de x é ligada (livre) em ¢.

d:  Uma sentenca € uma férmula em que todas as suas varidveis sao ligadas.

e:  Uma varidvel x € substituivel por um termo t em uma formula ¢ se, para cada variavel
y que ocorre em ¢, nenhuma parte de ¢ da forma 3y y contém uma ocorréncia de x

que € livre em .

Notacao 2.2.8

a: A expressdo “@,[f]” designa a expressao obtida a partir de ¢ pela substitui¢ao de cada
ocorréncia livre de x por  em ¢, sendo que x € substituivel por r em .

b: A expressdo “@.(f)” designa a expressao obtida a partir de ¢ pela substitui¢cdo de um
nimero indefinido de ocorréncias livres de x por ¢ em ¢, sendo que x € substituivel
por tem .

c: A expressao “tj= 1, designa a expressao “=1y, ,”.
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Definicao 2.2.9 (Linguagem de primeira ordem)
Uma linguagem de primeira ordem, L', é uma linguagem na qual o seu alfabeto e férmulas

sdo como definidos acima.

Definida uma linguagem de um sistema formal 16gico de primeira ordem cléssico, a

seguir introduzimos os seus axiomas.

Definicao 2.2.10 (Esquemas de axiomas)

a:  Um axioma sentencial ¢ uma férmula da forma —¢ v .

b:  Um axioma da substituicdo € uma férmula da forma ¢,[¢] — Fxo.

c:  Um axioma da identidade é uma férmula da forma x = x.

d: Um axioma da igualdade é¢ uma férmula da forma x; =y; — ... > xp = yn = fX1... X3 =

Sy1... ynou da forma x; = y; = ... = X3 = yn = (PX1... Xn = Pyj... yn).

Definicao 2.2.11 (Axioma logico)
Um axioma logico € uma férmula que € um axioma sentencial, um axioma da substitui¢ao,

um axioma da identidade ou um axioma da igualdade.

Por fim, introduzimos as regras de inferéncia de um sistema formal légico de

primeira ordem cléssico, tal como introduzido neste trabalho.

Definicao 2.2.12 (Regras de inferéncia)

a: A regra da expansdo infere ¢ v y a partir de .

b: A regra da contracdo infere ¢ a partir de ¢ v .

c: A vregrada associacdo infere (¢ v y) v y a partir de @ v (y Vv v).

d: A regrado corte infere ¢ v y apartirdey v ¢ e de =y v .

e: A regra da introdugdo do quantificador existencial infere Ix¢ — y a partir da

férmula @ — y, se x ndo € livre em .

Definicao 2.2.13 (Sistema formal l6gico de primeira ordem classico)
Um sistema formal logico de primeira ordem cldssico ou teoria de primeira ordem

cldssica, denotada por “T"”, é um sistema formal l6gico tal que:
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a: A linguagem de T", denotada por “L(T")”, é uma linguagem de primeira ordem.

b:  Os axiomas de T' sdo os axiomas l6gicos de L( T ) € um conjunto de axiomas
préprios, denominados axiomas ndo-légicos de T'.

C: As regras de T' sio as regras da expansdo, da contracdo, da associacdo, do corte e da

introducao do quantificador existencial.

Definicao 2.2.14 (Ldgica de primeira ordem classica)
Uma I6gica de primeira ordem cldssica, denotada por “LC'”, é uma teoria de primeira

ordem classica cujo conjunto de axiomas ndo-logicos é vazio.

De acordo com as defini¢cdes acima, toda 16gica é uma teoria, que, por sua vez, pode
ser pensada como uma ldgica acrescida de um conjunto, possivelmente vazio, de axiomas
nao-logicos. Os teoremas de uma teoria que ndo sdo teoremas da logica subjacente sdao
aqueles que dependem dos seus axiomas nao-légicos.

Devido aos nossos interesses neste trabalho, apresentamos a seguir uma abordagem
particular de um sistema formal 16gico, que denominamos de Ldgica Sentencial Cldssica
ou, resumidamente, LSC. Construimos um sistema a partir do qual analisamos se uma
férmula de uma dada linguagem de um sistema formal 16gico de primeira ordem classico é
um teorema do dado sistema utilizando unicamente as regras que dizem respeito aos

conectivos légicos, “—"" e “v”.

Definicao 2.2.15 (Sistema formal l6gico classico sentencial)
Um sistema formal l6gico cldssico sentencial ou teoria sentencial cldssica, denotada por

«79 ¢ assim constituida:

a: A linguagem de 7°, denotada por “L(T°)”, possui os simbolos “—7, “v”, “(”, “)” e
“A1”, “Ay”, “As”, ..., denominadas letras sentenciais ou varidveis sentenciais.
b:  Uma férmula atomica de L( 7° ) € uma letra sentencial isolada.
c:  Uma férmula é um tipo de expressdo caracterizada pela seguinte definicdo indutiva
generalizada:
i: Toda férmula atdmica é férmula.

1i: Se u € uma férmula, entdao —u € féormula.
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iii: Se u e v sdo formulas, entdo (u v v) é férmula.
iv: Nada além de i a iv é féormula.
d: O conjunto de axiomas de 7° é o subconjunto do conjunto de férmulas de L( 7°)
constituido pelos axiomas sentenciais de L( 7° ), denominados axiomas logicos de 7° ¢
por um conjunto de axiomas proprios de 7°, denominados axiomas ndo-légicos de T°.

e:  Asregrasde 7° sdo as regras da expansdo, da contragdo, da associacdo e do corte.

Definicao 2.2.16 (Ldgica sentencial classica)
A [égica sentencial cldssica, denotada por “LSC”, € uma teoria sentencial classica cujo

conjunto de axiomas ndo-16gicos € vazio.

A rigor, uma teoria sentencial cldssica é um fragmento das teorias de primeira ordem
classicas. Nas teorias sentenciais cldssicas sdo desconsiderados os quantificadores,
simbolos de funcdo e de predicados. Por isso, podemos considerar uma teoria sentencial
cldssica como um sistema formal clédssico de ordem zero.

Pode-se mostrar que as férmulas da linguagem de LSC, denotada por “L(LSC)”, que

possuem a seguinte forma sao teoremas de LSC:

a 90 f: ((@=>WAy—=>7)—> @)

b: (@A y)— 0. g = < .

¢ o> (pVvy). h: (@ Ay) = (v A Q).

' (e>v)Ae) —>v. i (@> W) > (o> w) > (@—>7).
e: (¢ > y)A—y) > —0. it (59 = =) > (=0 > y) > ¢).

Existem sistemas formais 16gicos em que os quantificadores podem ser aplicados
também a predicados e fun¢des, a predicados de predicados e a fun¢des de funcdes e assim
por diante. Eles sdo denominados de sistemas formais 16gicos de ordem superior. Em uma
teoria de ordem superior, seria possivel dizer, por exemplo, que, ‘“Para todo predicado P, P
possui certa propriedade Q” ou que “Para alguma propriedade P, P se aplica a um dado
individuo a”.

Embora seja possivel apresentar uma definicdo formal para os sistemas de ordem

superior, nao o faremos neste trabalho. Quando construidos conforme a definicao de
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sistema formal cldssico acima, um sistema formal l6gico de n-ésima ordem, paran > 1 e
natural, € considerado um sistema formal logico cldssico.

Dois sistemas formais podem apresentar notagdo, simbolos primitivos ou conjuntos
de esquemas de axiomas ou de regras de inferéncia distintos € mesmo assim possuirem o

mesmo poder de prova. A préxima definicao trata destes sistemas.

Definicao 2.2.17 (Sistemas formais légicos dedutivamente equivalentes)
Sejam F " e F? dois sistemas formais l6gicos e Teo(F ! )e Teo(FZ), respectivamente, 0s seus
conjuntos de teoremas. Entdo F' e F* sdo dedutivamente equivalentes sse Teo(F ! ) =

Teo(F ? ).

Dois sistemas formais sdo dedutivamente equivalentes ou teoreticamente
equivalentes se provarem as mesmas formulas (ou possuem a mesma relacdo de
consequéncia logica sintdtica). Devem ser descontadas as diferengas de notacdo entre elas
(os sinais graficos que representam conceitos, como por exemplo, “—” e “~”), de simbolos
primitivos (por exemplo, @ vV \y =g =@ — Y =4¢ (¢|) | (y|y) ou também que Vx ¢ =4 —3—

X @), ou dos conjuntos de axiomas e regras de inferéncia.

Definicao 2.2.18 (Sistema formal légico classico)
Um sistema formal [6gico cldssico é um sistema formal de n-ésima ordem cldssico, 7", para

n natural, ou um sistema formal 16gico dedutivamente equivalente a algum 7"

Quando n = 0, temos uma teoria sentencial classica. Quando n = 1, temos um sistema
formal 16gico de primeira ordem cléssico. Quando n > 1 temos um sistema formal 16gico de
ordem superior classico.

A esséncia dos sistemas formais ditos cldssicos estd na observacdo de trés leis

determinadas por Aristételes e conhecidas como Leis Bdsicas Aristotélicas do Pensamento:
(L1) Leida (Ndo) Contradigdo: algo ndo pode ser € nao ser.

(L2) Lei do Terceiro Excluido: algo € ou nao é.

(L3) Lei da Identidade ou da Reflexividade da Identidade: tudo € idéntico a si mesmo.
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Essas trés leis costumam, respectivamente, ser “representadas” nos sistemas formais

16gicos pelas especificacdes das seguintes férmulas:

(P1) —(@ A —0).
P2) (o v —0).
(P3) Vx(x=x).

Na visao de Tarski (1944, p. 354), embora as formulas acima “representem” as leis do
pensamento, elas ndo podem ser confundidas com as préprias leis, a fim de evitar
contradicdes. As férmulas sdo simplesmente expressdes de uma linguagem, enquanto as
leis sdo principios que proibem, por exemplo, que uma férmula seja verdadeira e falsa ao
mesmo tempo.

Para uma teoria ser cldssica, todas as formulas da sua linguagem que forem
especificacoes de (P1) — (P3) devem figurar entre os seus teoremas. Pode-se mostrar que
todo sistema formal 16gico cldssico satisfaz este requisito.

No entanto, muitas teorias consideradas ndo-cldssicas também possuem as
especificagoes de (P1) — (P3) dentre seus teoremas. Na proxima se¢do tratamos destes

sistemas, buscando explicitar as suas caracteristicas proprias.

3 Sistemas formais légicos nao-classicos

A histéria da I6gica mostra que as leis aristotélicas basicas do pensamento foram, por
mais de vinte séculos, consideradas tdo intuitivas e 6bvias que ninguém, em sa consciéncia,
duvidaria de alguma delas. O sistema cldssico aristotélico foi tido como o tunico apropriado
para tratar de nocdes como a de consequéncia légica. Qualquer sistema aceitdvel deveria
seguir os canones aristotélicos. Nessa visao absolutista, diz da Costa (1993, p. 39), “... ha
uma unica légica, que se pode formalizar de diversas maneiras distintas, mas todas se
evidenciam equivalentes entre si, codificando as leis ldgicas, Unicas e imutdveis, que
governam a realidade.”

A ldgica cldssica, baseada nos canones aristotélicos, no entanto, prova algumas
férmulas cuja validade intuitiva € duvidosa, tais como as que resultam nos chamados
paradoxos da implicacdo material. Também permite algumas dedugdes intuitivamente

condendveis, tais como a de que de uma contradi¢do tudo € consequéncia ldgica ou que
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uma férmula provada a partir de um conjunto vazio de hip6teses € consequéncia logica de
qualquer férmula. A 16gica cldssica aristotélica, portanto, foram atribuidas algumas falhas
na tentativa de capturar a no¢do de consequéncia légica. Isso originou a sugestdo de que
essa légica deveria ser modificada ou substituida.

Segundo Haack (2002, p. 208),

As pressdes para mudar os cdlculos bivalentes cldssicos, o sentencial e o de
predicados, t€ém vindo de preocupagdes com a aparente inadequacdo do aparato
classico para representar os varios tipos de argumento informal, e sobre a
interpretacdo e aplicacdo desse aparato.

Como mostra Haack (2002, p. 208-9) muitos pensadores reagiram a tais pressoes
propondo novas perspectivas. Dentre elas, foi sugerido reavaliar a forma ou a interpretagao
dos argumentos problematicos ou dos simbolos da linguagem cldssica, sem com isso
modificar substancialmente o aparato cldssico, essencialmente em sua parte sintética.

As reagOes dos defensores da logica cldssica ndo impediram o surgimento de novas
l6gicas. Seus conceitos primitivos e axiomas logicos foram considerados intuitivamente
claros e 6bvios por muitos pensadores, que duvidavam da clareza ou obviedade de alguns
principios ou pressupostos classicos.

Da Costa (1993, p. 16; 1997, p. 138), Mortari (2001, p. 356), Haack (2002, p. 29)
classificam os sistemas ndo cldssicos em dois tipos. Na definicio abaixo procuramos

capturar a distin¢cdo ontoldgica entre os sistemas nao-cldssicos.

Definicao 2.3.1 (Sistemas formais logicos complementares e heterodoxos)
Seja Teo(F) o conjunto de teoremas de um sistema formal 16gico F' qualquer; seja Teo(F’) o
conjunto de teoremas de um sistema formal 16gico cldssico '’ e Teo(F’’) conjunto de

teoremas de um sistema formal l16gico classico F’’. Entdo:

a.  F é um sistema formal logico ndo-cldssico complementar sse Teo(F’) — Teo(F), para
algum F’, e Teo(F) # Teo(F’), para todo F.
b.  F é um sistema formal logico ndo-cldssico heterodoxo sse Teo(F’) ¢ Teo(F) , para

algum F’, e Teo(F) # Teo(F"’), para todo F".
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Uma teoria complementar, além de provar todos os teoremas de uma teoria cldssica,
também possui pelo menos um teorema proprio, ndo encontrado em qualquer teoria
cléassica. Isto requer que ela possua uma linguagem estendida da linguagem de uma teoria
cldssica, ou um conjunto maior de regras de inferéncia. J4 uma teoria heterodoxa, cuja
linguagem pode ser a mesma de um sistema formal 16gico cldssico, ndo possui, dentre 0s
seus teoremas, alguns dos teoremas de alguma légica cléssica.

A divisao entre sistemas cldssicos e nao-cldssicos ndo € absoluta, uma vez que nem
sempre uma teoria pode ser classificada definitivamente. Como ilustra da Costa (1993, p.
16), a légica intuicionista, por exemplo, pode ser encarada tanto como complementar
quanto como heterodoxa, dependendo da perspectiva. Na classificacdo acima ala ¢é
considerada heterodoxa. Do mesmo modo, sistemas de ldgica temporal podem ser
construidos como um caso de uma légica modal, portanto, complementar, ou como um
sistema heterodoxo.

Segundo Haack (2002, p. 236), os 16gicos complementares criticam a légica cldssica
por ser muito restritiva. Ela prova teoremas e consequéncias corretas, mas niao prova todas.
Deixa de considerar, devido a pobreza de sua linguagem, argumentos intuitivamente
validos. J4 os defensores das ldgicas heterodoxas criticam a légica cldssica por ser
demasiado permissiva. Os sistemas cldssicos aceitam algumas consequéncias logicas que
ndo poderiam aceitar.

Dentre as légicas complementares encontramos as ldgicas epistémicas, dednticas,
imperativas e modais. As [dgicas epistémicas acrescentam a linguagem cldssica os
operadores “K”, a ser lido como “x sabe que”, e “B”, a ser lido como “x acredita que”. J4 as
logicas deonticas acrescentam os operadores “O”, a ser lido como “deve ser o caso que” e
“P”, a ser lido como ““¢ permitido que”.

Com as ldgicas modais busca-se representar argumentos que envolvem conceitos
como os de necessidade e possibilidade (16gicas aléticas), obrigatério e permitido (l6gicas
deonticas), dentre outros.

No caso das légicas modais aléticas, que discutimos a seguir, sdo acrescidos a
linguagem cldssica os operadores modais usualmente conhecidos como necessdrio (em
geral representado pelo simbolo “I1”) e possivel (em geral representado pelo simbolo “0”).

No comeco do século XX, dois dos primeiros pensadores a tratar da 16gica modal

foram Peirce (1958) e Lewis (1918). Lewis (1918) foi um critico da concepcdo de
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implicacdo implicita na ldégica cldssica, conhecida como implicacdo material. Nela,
qualquer férmula do tipo “se ¢ entdo y” pode ser reduzida a férmula disjuntiva “ndo-¢ ou
y”. Isso origina um resultado paradoxal (no sentido de que vai além da opinido, do bom
senso, que contraria a intui¢do). Tal resultado determina que a ocorréncia de um dos dois
disjuntivos de “ndo-¢@ ou y” garante que ¢ implica y. Assim, “A lua ¢é de queijo”, por
exemplo, implica “A bengala estd no canto”. Na concepcdo de Lewis, uma féormula ¢
implica uma férmula y apenas quando for impossivel que ocorra ¢ € ndo ocorra .

Uma resposta a essa postura de Lewis (1918) poderia ser a de que hd uma confusao
entre implicacdo material e implicacdo 16gica. Embora “A lua ¢ de queijo” possa implicar
materialmente “A bengala estd no canto”, ndo a implica logicamente. Para tanto, deveria
ocorrer a relagdo sugerida por Lewis. Essa resposta, no entanto, ndo serviria como defesa

para outros paradoxos da implica¢do material, tais como os seguintes:

a: @—=>v)V(y—09).
b: ¢ (y > o).
c: -0 = (¢ > V).

Qualquer instanciacdo das féormulas acima podem ser provados em qualquer sistema
formal 16gico cldssico. De acordo com a primeira delas, de duas férmulas quaisquer, a
primeira implica a segunda ou a segunda implica a primeira. No entanto, intuitivamente,
observamos que “A lua ¢ de queijo” ndo implica e ndo ¢ implicada por “A bengala estd no
canto”. A segunda férmula acima explicita que, se uma férmula pode ser provada, entdo é
implicada por qualquer formula. Contra a intui¢do, a segunda férmula permitiria que “2 + 2
=4”, por exemplo, fosse implicada por “2 + 2 = 5. J4 a terceira diz que, dada a nega¢do de
uma férmula, a sua afirmacio implica qualquer formula. De acordo com ela, “Erico
Verissimo nao € escritor implica que se Erico Verissimo € escritor, entdo a lua € de queijo”.
Para evitar tais resultados, uma légica deveria apresentar outra concep¢ao de implicagao.

Depois de alguns anos de estudo, Lewis e Langford (1932) desenvolveram alguns
sistemas formais de l6gica modal. No final dos anos 1950 comegaram a ser apresentadas
outras formaliza¢des considerdveis para a légica modal. Foram também associadas
semanticas a sistemas modais, sugeridas por légicos como Kripke (1963), capazes de

fornecer um entendimento mais profundo de seus axiomas caracteristicos.
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Dentre as légicas modais mais estudadas estdo os sistemas K, T, S4, S5, que se
diferenciam, dentre outros fatores, pelo conjunto de axiomas légicos escolhido. A légica
sentencial modal S5, por exemplo, poderia ser definida como uma légica sentencial
acrescida de uma linguagem sentencial modal (uma linguagem sentencial acrescida de pelo
menos um dos dois operadores modais aléticos acima citados), de férmulas desta
linguagem que sdo especificagdes dos esquemas de axiomas ldgicos do esquema de sistema
formal modal S5 e pelas regras de S5. Esse sistema contém todos os teoremas da légica
sentencial cldssica e outros mais, tais como qualquer especificacdo da féormula “Ulp — ¢”.

Ao contrario das l6gicas complementares, que procuram ampliar a ldgica classica, as
l6gicas heterodoxas sdo rivais da logica cldssica. Dentre as l6gicas heterodoxas encontram-
se, por exemplo, certas 16gicas temporais, intuicionistas, polivalentes e paraconsistentes.

Em determinados sistemas de ldgica temporal ndo € possivel provar sentencas do tipo
(@ A y) = (y A ¢). Considerando o fator tempo, ha casos em que ndo vale a
comutatividade da conjuncgdo. A sentenga “Jodo entrou na sala e fechou a porta” pode ndo
implicar a sentenca “Jodo fechou a porta e entrou na sala”. Hé logicas temporais que podem
ser consideras ampliativas, incluindo apenas um operador que representa instantes de
tempo, a exemplo das 16gicas modais.

Nas logicas intuicionistas o problema nio se encontra no tempo, mas em aspectos
como a natureza de uma prova. O fundador do intuicionismo é o matematico holandés
Brouwer, para o qual as provas que utilizam o principio do terceiro excluido, como a
maioria das provas por redu¢do ao absurdo, por exemplo, ndo podem ser aceitas como
genuinas ou legitimas na postura intuicionista. Provar que algo existe a partir de uma
contradi¢do resultante da suposicdo da sua inexisténcia ndo € uma prova aceitavel. A prova
da existéncia de uma entidade (como uma fung¢do ou uma relagdo) pressupde a sua
construgdo, ou a sua exibigao.

Por considerar a intuicdo elemento fundamental na constru¢do de provas, Brouwer
era critico em relacdo ao uso do formalismo légico. Esse pensador ndo apresentou um
sistema que formalizasse as ideias intuicionistas. Kolmogorov (1925) foi o primeiro a
apresentar uma formalizacdo de um sistema de cardter intuicionista. Mas foi o sistema de
Heyting (1930), um discipulo de Brouwer, que ficou conhecido como a primeira

formaliza¢do de uma logica intuicionista.
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Em sistemas intuicionistas ndo é possivel provar, por exemplo, as férmulas do tipo “¢@
VvV =0 € “——¢p — ¢”. Tampouco pode ser mostrado que ¢ é consequéncia légica de ——.

Assim como a ldégica intuicionista, as logicas polivalentes também apresentam
restri¢des ao principio do terceiro excluido, mas por motivos distintos. Na primeira década
do século XX, Peirce (1958) tratou deste tipo de sistemas. Mas um dos primeiros 16gicos a
propor uma légica polivalente bem desenvolvida foi Lukasiewicz (1970), em um trabalho
de 1920, aprimorada em trabalhos posteriores, alguns em parceira com outros légicos,
como Tarski e Lindenbaum. Uma apresentacdo dos principais resultados das dlgebras dos
calculos polivalentes de Lukasiewicz pode ser encontrada em Cignoli, D’Ottaviano &
Mundici (1992; 2000).

A critica central de Lukasiewicz aos canones cléssicos refere-se ao principio de que
toda sentenca deve ser ou verdadeira ou falsa. A existéncia de sentencas que ndo possuem
valor de verdade ou que nem ela nem a sua negacdo podem ser provadas configuram
exemplos de que esse principio nem sempre esta correto. A sentenca “Havera uma batalha

~9

naval amanha”, por sempre se referir ao futuro, nao pode ser provada, nem ela, nem a sua
negacao.

Lukasiewicz (1970) propds, inicialmente, um sistema a partir do pressuposto
semantico de que uma sentenca pode possuir um valor de verdade intermedidrio entre
verdadeiro e falso. Ou seja, uma sentenca pode apresentar trés valores: verdadeira, falsa ou
meio-verdadeira (ou entdo meio-falsa). Com base nesse sistema trivalente, esse pensador
construiu cdlculos n-valentes, com a possibilidade das sentencas possuirem n valores de
verdade, para 3 <n < N.

Como enuncia D’Ottaviano (1992, p. 78), o célculo sentencial bivalente de
Lukasiewicz coincide com o cdlculo sentencial cldssico. Todas as légicas n-valentes, com n
finito ou infinito, sdo subsistemas do cdlculo sentencial cldssico, no sentido que os
teoremas de uma légica polivalente também sdo teoremas do cédlculo sentencial cldssico,
mas nem sempre vale o inverso.

Por fim, as ldgicas paraconsistentes, cuja criacdo se deve, em grande parte, ao
brasileiro da Costa (1963; 1974), representam outra critica a logica classica. Uma das
principais caracteristicas das ldgicas em questdo encontra-se na divergéncia com a
concepcdo cldssica de que uma teoria € inconsistente se, e somente se, for trivial. Uma

teoria ¢ inconsistente quando existe uma férmula de sua linguagem tal que ela e a sua
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negacgao sao seus teoremas. Uma teoria é trivial quando toda férmula da teoria € teorema
dela. As teorias paraconstistentes sdo aquelas que podem tratar da inconsisténcia, sem dai
decorrer a trivializac¢do da teoria.

Na Logica Paraconsistente o problema de uma teoria ndo € a possibilidade de ela ser
inconsistente, mas de ser trivial. Conforme da Costa (1958), do ponto de vista semantico e
sintético, toda teoria € aceitavel, desde que nao seja trivial.

Nas l6gicas paraconsistentes, o principio da nio-contradi¢do ndo € necessariamente
rejeitado. Mas, em toda logica paraconsistente, de uma férmula e sua negacdo ndo &
possivel, em geral, deduzir qualquer formula. Nessas logicas, ndo € possivel provar
sentencas como “@ — (— ¢ — y)”, validas em todo sistema formal 16gico classico.

D’Ottaviano (1992, p. 84) explicita que da Costa prop0s inicialmente um sistema de

calculos sentenciais Cy, para 1 <n < o, que satisfazem as seguintes condigdes:

a: O principio da ndo-contradi¢do, na forma —(¢ A —@), ndo deveria ser vdlido em
geral.

b:  De duas premissas contraditorias ¢ e —@, ndo deveriamos deduzir qualquer férmula
.

c:  Eles deveriam conter os mais importantes esquemas e regras da logica cldssica

compativeis com as duas primeiras condigdes.

Em suma, procuramos mostrar até o momento, neste capitulo, a existéncia de
diferentes tipos de sistemas formais 16gicos, com principios e caracteristicas radicalmente
distintos.

Segundo Blanchette (2001, p. 117),

Os primeiros sistemas formais, como o de Frege, por exemplo, foram construidos
com a intencdo de apresentar um modo para demonstrar rigorosamente relagdes
de consequéncia légica — isto €, demonstrar que afirmacdes particulares sdo de
fato consequéncias légicas de conjuntos particulares de afirmacdes. Vagamente
falando, a intencdo na construcdo desses sistemas era que o sistema pudesse
incluir uma dedu¢@o de uma férmula ¢ a partir de um conjunto I' de férmulas
somente se ¢ fosse realmente uma consequéncia légica de I'. A dedutibilidade no
sistema deveria ser um indicador confidvel [necessario, mas nao suficiente] da
consequéncia ldégica.
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Na proxima secdo analisamos as possiveis consequéncias desta multiplicidade de

sistemas formais ldgicos para a consequéncia logica sintatica.

4 Consequéncia logica sintatica

A consequéncia légica sintdtica estd embasada na ideia de obtenc¢do de férmulas a
partir de conjuntos de férmulas, uma pura manipulacdo de simbolos por meio de aplica¢des
de regras de inferéncia, afirma Tarski (1956b, p. 63). E um célculo realizado sem qualquer
interpretacdo dos simbolos ou considerag@o a possiveis relagdes entre as expressdes de uma
linguagem e aos objetos ou situagdes a que tais expressoes se referem.

Conforme Quine (1958, p. 09), uma das ideias centrais na perspectiva sintatica da
consequéncia logica é a de que, se uma férmula é consequéncia de outras, ha uma prova
mecanica daquela férmula a partir destas, mesmo que ela ainda ndo tenha sido descoberta.
A proxima definicdo explicita em que consiste uma deducdo de uma férmula ou de uma

prova de uma férmula a partir de um conjunto de férmulas.

Definicao 2.4.1 (Deduc¢ao de uma féormula)

Sejam F um sistema formal 16gico, cujas regras sdo finitas, ou seja, que possuem um
conjunto finito de hipéteses, ¢ uma férmula de L(F) e I' um conjunto de férmulas de L(F).
Entdo uma deducdo ou prova de ¢ a partir de I'em F € uma sequéncia finita de férmulas
em que cada uma delas € um axioma de F, pertence a I" ou € a conclusdao de uma regra de

inferéncia cujas hipéteses lhe precedem na prova e ¢ € a tltima férmula da deducao.

Definicao 2.4.2 (Consequéncia légica sintatica)
Uma férmula ¢ é consequéncia logica sintdtica de I' em um sistema formal 16gico F, que

denotamos por “T" -z ¢@”, sse hd uma deducdo de ¢ a partir de ' em F.

Quando I for o conjunto vazio, &, escreveremos +r @ em vez de & +r ¢. Se I for o
conjunto {@y, ..., Py}, €screveremos @y, ..., ¢, Fr @ em vez de {Qy, ..., Pn} Fr O.

A partir da Definicdo 2.4.2 e da Defini¢ao 2.2.3 obtém-se que Fr¢@ < ¢ € teorema de
F. As férmulas que sdo consequéncia logica do vazio em um sistema formal l6gico sdo

exatamente as mesmas que sdo teoremas desse sistema. Apesar disso, ndo podemos
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identificar as noc¢des de consequéncia ldgica sintdtica e de teorema. Enquanto um teorema €
uma férmula de uma teoria, a consequéncia logica sintatica € uma relacdo entre um dado
conjunto de férmulas e uma férmula, que podem ou ndo ser teoremas.

A extensdo da consequéncia sintdtica em uma teoria 7 é construida com base nos
simbolos de sua linguagem, nos seus axiomas e regras de inferéncia, conforme ressalta
Tarski (1956¢, p. 181), por exemplo.

No plano conceitual ou intensional, uma proposta correta da consequéncia logica
deve apresentar as propriedades necessdrias e suficientes atribuidas a ela intuitivamente. No
plano extensional a adequagdo é definida pela equivaléncia das extensdes da consequéncia
nos ambitos tedrico e intuitivo. A seguir apresentamos algumas criticas a possibilidade da
consequéncia logica sintdtica ser adequada nos dois planos indicados.

A relagdo de consequéncia légica sintdtica € usualmente definida a partir da
concepc¢do de prova, estabelecida como uma sequéncia finita de féormulas. Isso pressupde
que as regras de inferéncia de qualquer sistema formal 16gico que utilize esta definicdo
devem possuir um conjunto finito de hipdteses. Esta caracteristica gera um primeiro
problema a adequagdo extensional dessa concepg¢do, relacionada aos denominados ®-
argumentos.

Tarski (1956d, p. 410) afirma ter construido uma teoria em que as sentengas do tipo
“n possui a propriedade P”, para n natural, sdo teoremas da teoria e a sentenca “Todo
ndmero natural possui a propriedade P” ndo pode ser provada na teoria. E impossivel
provar que esta sentenca geral seja consequéncia logica daquelas sentencas particulares
que, juntas com a sentenga geral, constituem um w-argumento, que consiste numa indugdo
matematica. Para Tarski (1956d, p. 411),

... 0 conceito formalizado de consequéncia 16gica, como geralmente usado pelos
16gicos matemadticos [ou seja, o conceito sintdtico], ndo coincide com o conceito
comum. Isso porque parece intuitivamente certo que a sentenga ‘Todo niimero
natural possui a propriedade P’ seque-se, no sentido usual, da totalidade de
sentencas particulares ‘0 possui a propriedade P’, ‘1 possui a propriedade P’, 2
possui a propriedade P’ e assim por diante.

Ha tentativas de resolver este problema inserindo regras como a de inducao infinita.
Mas, diz Tarski (1956d, p. 411), embora essas regras permitam realizar a deducio desse
tipo de argumentos, ndo se adequam a ideia de prova, dada a sua natureza infinitdria. Na

prética, jamais é possivel obter a conclusdo, dado que o nimero de hipéteses da regra é
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infinito. Uma proposta de consequéncia logica baseada na ideia de provas infinitarias
também apresentaria problemas.

Variagdes da regra, como as que agrupam todas as sentencas particulares em uma
Unica sentenca, poderiam torné-la finitdria. Mas a sentenca agrupadora, tal como “Todas as
sentencas do tipo “n possui a propriedade P” sdo provéveis”, ndo pertence a linguagem da
teoria. Isso exigiria uma transi¢do para a meta-teoria, o que implicaria em uma saida do
sistema para a constru¢cdo de uma prova.

Um segundo problema atribuido a consequéncia légica sintdtica, especialmente a
classica, refere-se a monotonicidade. H4 casos em que o acréscimo de hipdteses a um
conjunto I" de féormulas pode desfazer uma consequéncia ldgica entre uma formula ¢ e o
dado conjunto I'. A sentenca “hoje tem aula de logica” pode ser consequéncia légica de
“hoje € quinta feira” mas, se inserirmos a sentenca “hoje é feriado”, a consequéncia légica
pode ser desfeita.

A monotonicidade permite que se insiram férmulas quaisquer em um conjunto de
hipoteses, independente do conteudo destas novas sentengas terem relacdo com o conteudo
da conclusdo.

Ha teorias ndo cldssicas construidas para definir a consequéncia légica a partir da
relacdo de conteddo relevante entre premissas e conclusdo de um argumento. Dentre estes
sistemas encontramos as légicas da relevancia, desenvolvidas inicialmente na década de
1920, por l6gicos como Orlov (1928) e encontradas em Anderson & Belnap (1975).

Um terceiro problema da consequéncia légica sintdtica refere-se a natureza intuitiva
dos conceitos bdsicos de um sistema formal légico. A explicitacdo da extensdo da
consequéncia logica sintatica depende e pode ser sugerida por meio da escolha de conceitos
basicos, cuja compreensdo € intuitivamente clara e transparente. A partir deles sdo
definidos axiomas e regras apropriados para provar todos e somente os argumentos validos

ou os teoremas. Mas, dizem Nagel e Newman (2003, p. 28),

a histéria do pensamento ndo tratou carinhosamente da doutrina do
conhecimento intuitivo implicito na sugestdo. Em certas dreas da pesquisa
matematica onde suposi¢cdes sobre colecdes infinitas desempenham papéis
centrais, aparecem contradicdes radicais, a despeito da clareza intuitiva das
nocdes implicadas nas pressuposi¢des e a despeito do cardter aparentemente
consistente das construgdes intelectuais realizadas.
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Ha sistemas formais que, quando construidos, apresentaram axiomas aparentemente
bem caracterizados, nocdes intuitivas claras e mesmo assim revelaram-se inconsistentes.
Um exemplo € o sistema formal de Frege, assentado sobre no¢do supostamente clara e
distinta de conjunto. Russell encontra um paradoxo nesse sistema, construindo o conhecido
conjunto R de Russell, um conjunto que pertence a si mesmo se, € somente se, ndo pertence

a si mesmo. Para Nagel e Newman (2003, p. 29)

Esta contradicdo fatal resulta do uso ndo-critico da nocdo aparentemente didfana
de classe. Outros paradoxos foram descobertos mais tarde, cada qual construido
por meio de modos de raciocinio familiares e aparentemente cogentes [validos].
Os matemdticos vieram a compreender que para o desenvolvimento de sistemas
consistentes a familiaridade e a clareza intuitiva sdo canigos fracos para servir de
apoio.

A clareza dos conceitos ndo € um elemento objetivo, podendo depender de fatores
subjetivos. Com o desenvolvimento da légica a partir do final do século XIX surgiram
diversos sistemas capazes de provar um mesmo conjunto de férmulas ou de argumentos
validos, como ocorreu com as ldgicas sentenciais ou com as quantificacionais cléssicas
aristotélicas. Cada sistema apresenta um conjunto proprio de conceitos basicos (muitos
deles considerados conceitos derivados em outros sistemas), axiomas e regras de inferéncia
considerados 6bvios e claros.

Embora esses sistemas cldssicos divirjam quanto aos conceitos primitivos, todos
apresentam a mesma extensdo do conjunto dos teoremas ou da consequéncia légica. O
problema passa a ser realmente complicado quando comecam a surgir sistemas diferentes
igualmente apropriados e que pressupdem ou implicam uma modificagdo substancial da
natureza do objeto investigado, como ocorre com os sistemas nao-classicos. Embora a
no¢do de consequéncia ldgica nestes sistemas, em geral, seja igualmente cldssica, os pares
de elementos pertencentes a cada relacao de consequéncia l6gica sdo diferentes.

A existéncia de diversas l6gicas consideradas apropriadas, com extensdes diferentes
da consequéncia ldgica, revela a falta de consenso sobre a sua extensdo e, portanto, sobre a
sua concep¢ao. Em sua postura sintética, a l6gica atualmente possui diversos paradigmas,
alguns conflitantes, sobre a consequéncia légica. O estabelecimento definitivo da
concepcdo de consequéncia pressupde um esclarecimento de quais destes paradigmas sdo
aceitdveis e quais sistemas podem ser considerados uma légica, conforme investigado por

Haack (2002). Além disso, deve-se responder se hd um tnico sistema considerado correto
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ou € possivel a existéncia de varios sistemas capazes de capturar a no¢ao de consequéncia
16gica sintatica.

Mesmo resolvendo o problema da natureza de uma légica e da sua diversidade,
haveria outro problema a ser resolvido sobre a concep¢do de consequéncia légica sintética.
Ao propor uma andlise sintdtica da consequéncia légica, espera-se que os sistemas formais
sejam capazes de provar todos os argumentos ou teses reconhecidas intuitivamente como
vélidas, seja no ambito estritamente 16gico ou em alguma drea especifica do pensamento.
As légicas tratam apenas de teses ou de argumentos ldgicos, provados apenas a partir dos
axiomas légicos. Nao provam a validade de argumentos ou de teses referentes a dominios
especificos, como a matemadtica, fisica ou ética.

O contetido de argumentos ou das féormulas l6gicas é absolutamente geral. Nada
informam sobre aspectos particulares do universo. Os axiomas 16gicos tratam apenas dos
simbolos 16gicos, que representam conceitos gerais, aplicdveis a qualquer dominio do
conhecimento. E funcdo dos axiomas ndo-l6gicos das teorias estabelecer propriedades,
apresentar informacdes sobre conceitos aplicdveis apenas a certos dominios particulares.
Apenas as teorias com axiomas nao-légicos sdo capazes de provar argumentos ou férmulas
referentes a dominios particulares.

Para a concepcao sintdtica de consequéncia légica ser apropriada, é necessério que, a
partir dela, sejam provadas todas e somente as féormulas correspondentes as proposicoes
consideradas intuitivamente vélidas em um dominio. O intuito formalista sintatico sempre
foi o de demonstrar essa apropriacdo. No entanto, alguns resultados como os de Godel
provaram que essa apropriacdo € inalcancdvel para certos sistemas formais 16gicos,
considerados minimamente interessantes.

Em 1931 Godel (1986) demonstrou, dentre outros resultados, que se 7 é uma teoria
recursivamente axiomatizdvel consistente que “contém” a aritmética de primeira ordem,
entdo existe alguma férmula bem formada de sua linguagem a respeito dos ndmeros
naturais tal que nem ela nem a sua negacdo podem ser provadas no sistema. No entanto,
sabe-se que uma delas é verdadeira. Assim, independente dos conjuntos de axiomas ou de
regras adotados, qualquer teoria do tipo em questdo € incapaz de capturar todas as verdades
da aritmética expressdveis na linguagem da aritmética de primeira ordem. Qualquer
fragmento da aritmética capaz de tratar das operacdes bdsicas sobre os nimeros naturais

também apresenta essa caracteristica.
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Uma das propriedades fundamentais de uma teoria é a completude: o seu conjunto de
teoremas deve ser igual ao seu conjunto de verdades. Ele deve provar todas e somente as

verdades da teoria. Godel mostrou, dizem Nagel e Newman (2003, p. 85-6),

... que hd um ndmero infinito de enunciados aritméticos verdadeiros que nao se
podem deduzir formalmente de qualquer conjunto dado de axiomas mediante um
conjunto cerrado de regras de inferéncia. Segue-se que uma abordagem
axiomdtica da teoria dos ndmeros, por exemplo, ndo pode esgotar o dominio da
verdade aritmética. Segue-se, também, que o que entendemos por processo da
prova matemdtica ndo coincide com a exploragdo de um método axiomdtico
formalizado.

Para Godel, lembram Carnielli e Epstein (2006, p. 286): “... formalistas consideraram
a demonstrabilidade formal como sendo uma andlise do conceito de verdade matematica e,
por essa razdo, ndo estavam naturalmente em posicdo de distinguir os dois.”

As sentengas verdadeiras de um sistema formal 16gico devem ser consequéncias dos
seus axiomas. Se alguma delas ndo puder ser provada no sistema, a extensdo da relacdo de
consequéncia légica também € incompleta.

As logicas de primeira ordem ndo sdo afetadas pelos teoremas de Godel e, assim, ndo
sofrem as criticas direcionadas aos sistemas da aritmética. No entanto, a possibilidade de
construcdo de diferentes ldgicas igualmente apropriadas, que geram conjuntos de
consequéncias légicas distintas, como mostrado anteriormente, € um indicativo de que a
consequéncia logica sintdtica nao satisfaz a caracteristica da necessidade da consequéncia
l6gica. Isso por permitir que certas foérmulas sejam consequéncia légica de um dado
conjunto de férmulas em uma légica e que ndo o seja em outra ldgica distinta. Assim, por
exemplo, em certos sistemas formais 16gicos, como os cléssicos, qualquer férmula de uma
dada linguagem € consequéncia légica sintatica de uma formula do tipo “¢@ A —@”, o que
ndo acontece em sistemas como os paraconsistentes. Nos sistemas cldssicos, em geral “@
Fry — @7 e “—=—0 k7 ¢”, 0 que pode ndo acontecer em alguns sistemas ndo-classicos. No
entanto, para satisfazer a caracteristica da necessidade, a relacdo de consequéncia légica
entre um dado conjunto de férmulas e uma férmula deveria se manter inalterada,
independentemente do sistema formal 16gico.

Essa mesma diferenca entre sistemas também € um indicador de que a consequéncia

l6gica sintdtica tampouco satisfaz a caracteristica da anterioridade. Para saber se uma
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féormula € consequéncia légica sintdtica de um conjunto de férmulas em um sistema, €
necessario antes saber quais sdo os seus axiomas, conceitos, regras de inferéncia.

Outro fator critico da consequéncia l6gica sintética € a possibilidade de existéncia de
diferentes tipos de consequéncia l6gica. A relacdo de consequéncia légica subjacente em
grande parte dos sistemas formais 16gicos ndo cldssicos € a Tarskiana. No entanto, existem
defini¢cdes de consequéncia logicas ndo Tarskianas, que ndo satisfazem alguma das
propriedades estabelecidas por Tarski. Esse € outro fator de que a consequéncia légica
sintdtica ndo satisfaz as caracteristicas da necessidade e anterioridade.

Estes resultados negativos, entretanto, ndo tornam os sistemas formais l6gicos e a
definicdo de consequéncia légica sintdtica absolutamente ineficazes ou indteis. O conceito
sintdtico de consequéncia légica, diz Tarski (1956d, p. 413),

... provavelmente sempre terd uma significAncia decisiva para a construgio

pratica de teorias dedutivas, como um instrumento que nos permite provar ou
negar a possibilidade de provar sentencas particulares dessas teorias.

No entanto, conclui Tarski (1956d, p. 413), “O estudo formal sintatico ndo revela as
caracteristicas essenciais da consequéncia logica”. A sintaxe por si sO parece ser
insuficiente para a explicitacdo tanto da natureza da consequéncia légica quanto de sua

extensdo. Para Etchemendy (1999, p. 157),

Um sistema dedutivo fornece um modo de estudar a relacdo de consequéncia de
uma linguagem, para provar resultados sobre ela, como a possibilidade de
mecanizd-la. Mas ndo determina ou origina essa relacdo. Isso porque a questdao
referente ao fato de um sistema dedutivo particular para uma linguagem particular
ser correto e completo € sempre uma questio sensata e, de fato, importante, de ser
respondida.

A adequacdo da extensdo da consequéncia sintitica para uma linguagem sempre
depende, em algum sentido, da sua contraparte semantica. Mostrar a completude de um
sistema formal 16gico, ou seja, que ele deduz tudo e somente tudo o que € valido, significa
mostrar que a extensdo da consequéncia légica sintdtica € idéntica a extensdo da
consequéncia légica semantica. Por trds desta afirmacdo estd a ideia de que o estudo
semantico parece capturar a concep¢do comum de consequéncia légica. No préximo

capitulo avaliamos se esta hip6tese pode ser confirmada.
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Em suma, neste capitulo procuramos expor e analisar as principais caracteristicas e
resultados da perspectiva sintitica da consequéncia logica. Neste estudo, a consequéncia
l6gica entre um dado conjunto de férmulas e uma formula sdo produzidos a partir da mera
manipulacdo de simbolos por meio da aplicacio adequada de regras ldgicas adotadas.
Depois de apresentar a concep¢do de um sistema formal 16gico cldssico, expor e discutir a
concepcdo de um sistema formal 16gico ndo-cldssico, apresentamos a concepc¢do de
consequéncia ldégica sintdtica. O principal resultado deste capitulo foi o de que a
perspectiva sintdtica ndo satisfaz as caracteristicas da necessidade e anterioridade. Tal
conclusdo € baseada em dois motivos. O primeiro deles € a possibilidade de existéncia de
diferentes tipos de sistemas formais 16gicos com conjuntos de relacdes de consequéncia
16gica distintos. O Segundo motivo encontra-se na possibilidade de existéncia de diferentes
tipos de consequéncia logica, cldssicas e ndo-cldssicas, consideradas igualmente

apropriadas, de acordo com o objetivo almejado.
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Capitulo 3

Consequéncia logica semantica

1 Apresentacao

Neste capitulo tratamos da consequéncia légica a partir do estudo semantico de um
sistema axiomadtico, que denominamos consequéncia logica semdntica. Na proxima secao
apresentamos a abordagem modal da consequéncia l6gica. Na terceira secio expomos a
abordagem formal, dividida em duas versoes, a substitucional e a interpretacional. Por fim,
na ultima se¢do, apresentamos a abordagem modal/formal, uma espécie de sintese das duas
abordagens anteriores. Para cada uma delas, procuramos expor as suas principais
caracteristicas e problemas, tomando como referéncia alguns exemplos de argumentos. Por
fins didaticos, muitos destes argumentos sdo apresentados na Lingua Portuguesa. Isso ndao
gera prejuizo aos nossos propdsitos neste capitulo, dado que a mesma anélise poderia ser
realizada com as traducOes destes argumentos para uma linguagem formal, levando aos
mesmos resultados. Em especial, visamos averiguar em que medida cada uma das
perspectivas semanticas investigadas satisfaz as caracteristicas da consequéncia légica

expostas no primeiro capitulo.

2 Abordagem modal

A abordagem modal se caracteriza por definir a relacdo de consequéncia légica a
partir do reconhecimento e andlise das configuragdes possiveis do mundo ou das diferentes
circunstancias.

De acordo com Hanson (1997, p. 366), na perspectiva modal, uma sentenca é
consequéncia légica de um dado conjunto de premissas quando for impossivel que estas
sejam verdadeiras e aquela seja falsa. Um argumento € legitimo quando qualquer
circunstancia concebivel que tornasse verdadeiras as suas premissas tornaria também
verdadeira a sua conclusdo, diz Mates (1968, p. 04). Em outras palavras, quando for
necessario que, dada a verdade das premissas, tem-se a verdade da conclusao.

Mesmo ndo sendo um adepto dessa abordagem, Etchemendy (1999, p. 81) concorda

que “A caracteristica mais importante da consequéncia ldgica, como nés ordinariamente a
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entendemos, ¢ uma relacdo modal mantida entre as premissas e a conclusdo.” Segundo
Hanson (1997, p. 366) a modalidade € frequentemente descrita em termos de verdade e
falsidade em mundos possiveis (ou estados de coisas, ou circunstancias).

Para Etchemendy (1999, p. 20), esta abordagem busca descrever, através de tabelas,
utilizando, por exemplo, fungdes e tinta em papel, as diversas configura¢cdes do mundo,
analisando a sua influéncia na determinacdo do valor de verdade de sentencas de uma
linguagem. Estas representacdes, ou descri¢cdes linguisticas de mundos ndo-linguisticos, os
mundos “efetivos”, sdo denominadas por Etchemendy (1999, p. 60) de modelos.

Na abordagem modal, uma sentenca é verdadeira em um dado modelo quando for
verdadeira no caso de o mundo ser como descrito por ele, diz Etchemendy (1999, p. 60). A
verdade de uma sentenca costuma ser definida com base na correspondéncia entre o que ela
diz sobre o mundo e o que de fato ocorre nele. Com base na ldgica classica aristotélica,
ilustramos essa concep¢do de verdade utilizando os seguintes argumentos (os termos de
predicados sdo interpretados como de costume no Portugués, o nome “Erico Verissimo”
refere-se ao conhecido escritor gatcho, “Jodo” e “Maria” referem-se a individuos

quaisquer):

Exemplo 3.2.1
a: b: c:

Erico Verissimo € gadcho  Jodo e Maria sdo casados Jodo e Maria sao casados

Erico Verissimo € escritor  Jodo é casado Jodo € casado com Maria

Para as duas sentengas do Exemplo 3.2.1a, existem quatro tipos de mundos possiveis,
representados pelos seguintes modelos:

1. Erico Verissimo é gaticho e escritor.

2. Erico Verissimo é gaticho e ndo é escritor.
3. Erico Verissimo ndo é gaticho e é escritor.
4

Erico Verissimo ndo € gatcho e ndo € escritor.

Todo mundo possivel, independente de sua constitui¢do, em que Erico Verissimo &
gaicho e escritor é do primeiro tipo, nesse caso, representado pelo primeiro modelo

descrito acima. O mesmo pode ser dito sobre os outros tipos de mundos possiveis.
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As sentengas do Exemplo 3.2.1a apresentam os seguintes valores de verdade nos

modelos acima, pressupondo que o mundo seja como descrito em cada um deles:

Sentencas
Modelo Erico Verissimo é gaticho | Erico Verissimo é escritor
1 Verdadeira Verdadeira
2 Verdadeira Falsa
3 Falsa Verdadeira
4 Falsa Falsa

Se o mundo for como descrito pelo primeiro modelo, ambas as sentengas do Exemplo
3.2.1a sdo verdadeiras. Esse modelo representa o mundo real, aquele que de fato ocorre,
desconsiderando o fator temporal (o instante em que Erico Verissimo é gaticho ou escritor).
Por isso, dizemos que tais sentencas sdo factualmente verdadeiras, ou verdades de fato, e
nao apenas hipoteticamente verdadeiras, ou verdades hipotéticas.

No segundo modelo, ao contrdrio do primeiro, ndo hd manutencdo da verdade da
premissa na conclusdo. Se o mundo fosse como descrito pelo segundo modelo, a premissa
seria verdadeira e a conclusdo seria falsa. Logo, o argumento do Exemplo 3.2.1a € invalido,
dada a possibilidade de a premissa ser verdadeira e a conclusao ser falsa.

O argumento do Exemplo 3.2.1b, por sua vez, € declarado vdlido na perspectiva
modal. Se a sua premissa for verdadeira, tanto Jodo quanto Maria sdao casados, o que
garante a verdade da conclusdo, independentemente de quem sejam Jodo ou Maria. Se a
conclusao fosse falsa, Joao nao seria casado. A circunstincia associada a este caso nao seria
logicamente possivel, uma vez que, pela suposi¢do da verdade da premissa, Jodo € casado.
Logo, Jodo seria e ndo seria casado, contrariando o principio da ndo-contradi¢ao.

O argumento do Exemplo 3.2.1c € invdlido na visdo modal. A sua premissa informa
apenas que Jodo é casado, mas nido delimita o conjuge. E possivel a existéncia de um
mundo no qual Jodo seja casado com alguém distinto de Maria. De acordo com esse mundo
e, portanto, no modelo que o representa, a premissa seria verdadeira e a conclusao falsa.

A definicdo das circunstancias concebiveis ou dos mundos logicamente possiveis
pode variar. Nos trés argumentos acima utilizamos como critério os principios da ldgica

classica aristotélica. Para o argumento do Exemplo 3.2.1b é impossivel conceber uma
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circunstancia que torne verdadeira a premissa e falsa a conclusdo, dado o seu cariter
contraditério. Esse talvez ndo fosse o caso se adotdssemos como base uma légica ndo-
classica.

A especificagdo dos canones légicos adequados representa um primeiro problema
para a perspectiva modal. A quantidade de mundos possiveis em uma légica que rejeita
algum dos principios da ldgica cldssica aristotélica pode variar. Uma légica que permita
contradi¢des, por exemplo, também permitiria modelos que representam mundos em que
algo ocorre e ndo ocorre a0 mesmo tempo. Isso poderia resultar em defini¢do distinta da
no¢do de validade de argumentos e efetuar mudancas na extensdo da relacdo de
consequéncia logica. Tal variacdo da defini¢do de validade pode suscitar dividas sobre a
capacidade desta perspectiva de capturar a no¢do comum de consequéncia légica, dada a
suposicao intuitiva da existéncia de apenas uma extensao desta nogao.

Além da defini¢do dos principios l6gicos, diz Sher (1996, p. 660), a abordagem
modal deve explicitar todas as inter-relacdes possiveis e necessdrias entre individuos,
propriedades e relagdes denotadas pelos termos de uma dada linguagem, a fim de
estabelecer os mundos possiveis a serem considerados. Ela poderia exigir, por exemplo,
que a intersecdo da extensdo dos termos branco e vermelho seja vazia ou que se um objeto
¢ grande ndo pode ser pequeno sob o mesmo aspecto. Em linguagens razoavelmente ricas,
tal conjunto de informacdes pode ser enorme e dificilmente poderia ser organizado.

Sher (1996, p. 558) denomina a perspectiva modal de semdntica metafisica. 1sso
porque, para ela, tal abordagem deve estabelecer como os objetos referidos pelos termos de
uma linguagem podem se apresentar em um mundo, o que, consequentemente, determina
os tipos de modelos e a verdade das sentencas de um argumento. Esse estabelecimento
depende da natureza, da esséncia desses objetos. Considerando o argumento do Exemplo
3.2.1a, deve-se determinar a possibilidade da existéncia de um mundo em que Erico
Verissimo seja um mineral, uma cidade ou um maratonista profissional. Sher (1996)
procura mostrar que tais respostas, quando apresentadas, nem sempre o sdo de modo
satisfatorio. Se a definicdo dos mundos possiveis € obscura, conclui-se que a defini¢do de
consequéncia logica também o deve ser, uma vez que depende dela.

A perspectiva modal mantém fixo o significado dos termos das premissas e
conclusdo. A linguagem deve ser completamente interpretada, diz Sher (1996, p. 659). Por

isso, ainda com base nos principios da légica cldssica aristotélica, sdo considerados validos,
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erroneamente, os seguintes argumentos, cujos termos possuem o significado usual em

Portugués:
Exemplo 3.2.2
a: b: c:
Erico Verissimo é gaticho (3x) x € dgua Erico Verissimo € gaiicho
Erico Verissimo € brasileiro (3x) x € H,O Pelé € escritor ou ndo o é.

A suposicdo da invalidade do argumento do Exemplo 3.2.2a pressuporia a
possibilidade de um mundo em que a premissa fosse verdadeira e a conclusdo falsa. Nesse
mundo, Erico Verissimo teria nascido no Brasil (pois no significado de “gaucho”
encontramos a caracteristica de ser brasileiro) e nfo teria nascido no Brasil. Esse argumento

permite existirem apenas trés tipos de mundos possiveis:

1. Erico Verissimo € gaucho e brasileiro.
2. Erico Verissimo ndo € gaucho e € brasileiro.

3. Erico Verissimo ndo € gaticho e nao € brasileiro.

A quarta possibilidade € excluida por levar a uma contradicdo. Como em todos os
modelos logicamente possiveis hd a manutencdo da verdade, a conclusdo do Exemplo
3.2.2a é uma consequéncia légica da sua premissa, segundo a abordagem modal.

Ao declarar o Exemplo 3.2.2a como vélido por este método, a abordagem modal
desconsidera a caracteristica da formalidade. A sua validade é garantida gragas ao contetido
das suas sentencas, uma condi¢do extra-logica. Argumentos com a mesma estrutura podem
apresentar a premissa verdadeira e a conclusdo falsa, sendo intuitivamente considerados

invalidos, como € o caso do seguinte argumento, uma variacdo do Exemplo 3.2.2a:

Exemplo 3.2.3

Erico Verissimo € gaicho.

Erico Verissimo € paulista.
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O argumento acima pode ser utilizado para ilustrar outro problema desta abordagem.
Segundo Etchemendy (1999, p. 60), ela ndo determina como o valor de verdade de
sentencas seria afetado se o objeto de discurso fosse inexistente. Caso Erico Verissimo nio
tivesse existido, a sentenca “Brico Verissimo ¢ gaicho” teria seu valor de verdade
indeterminado. Isso impediria discernir a respeito da manuten¢do de verdade em certas
situagdes, o que impossibilitaria a determinacdo da consequéncia légica entre sentencas
desse tipo.

Outro problema da perspectiva em andlise, causado pela definicdo do significado ou
da referéncia dos termos, € apresentado por Kripke (1980) com base no Exemplo 3.2.2b. Se
considerarmos que a dgua € essencialmente H,O, ndo € possivel este argumento apresentar
conclusdo falsa e premissa verdadeira. Em um mundo assim, algo seria e ndo seria 4gua ao
mesmo tempo. A validade do argumento do Exemplo 3.2.2b depende, além do conteudo
das sentencas, de um conhecimento prévio, qual seja, a identificacdo do significado ou da
referéncia de “4dgua” e “H,0”. Ou seja, a abordagem modal desconsidera a anterioridade da
consequéncia légica.

A validade do Exemplo 3.2.2c depende do significado dos termos “ou” e “ndo”,
mostrando outra vez que a abordagem modal ndo satisfaz a caracteristica da anterioridade.
Por causa do significado desses termos, e devido aos canones da légica cléssica aristotélica,
niao ha mundo possivel que falsifique a conclusdo. Logo, € impossivel que a premissa seja
verdadeira e a conclusao falsa.

O Exemplo 3.2.2c¢ revela outro problema, ndo apenas da perspectiva modal, mas
também de outras perspectivas. A validade desse argumento independe do conteido da
premissa, totalmente irrelevante para a conclusdo. Ha 16gicas, como as da relevancia, que
procuram estabelecer um sistema explicativo da consequéncia ldgica considerando a
relevancia das hipéteses para a conclus@do. Do ponto de vista estritamente modal, a
relevancia deve indicar outros pressupostos para a defini¢ado de mundos possiveis, a fim de
impedir a validade desse argumento. Isso também modificaria, no minimo, o conjunto da
relacdo de consequéncia logica.

De acordo com Etchemendy (1999, p. 25), o valor desta abordagem

... ndo estd na andlise das no¢des de verdade e consequéncia légica, ou na andlise
da verdade analitica ou necessdria. Em vez disso, esta abordagem nos

proporciona uma perspicaz estrutura para caracterizar as regras semanticas que
governam nosso uso da linguagem sob investigagdo. Deveria ser vista como um
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método de abordagem do estudo empirico da linguagem e ndo uma tentativa de
analisar qualquer dos conceitos empregados nesta tarefa.

Em suma, o elemento modal, isoladamente, parece nao ser adequado para capturar a
noc¢do de consequéncia légica, tanto do ponto de vista da sua extensdo quanto da satisfacdo
das suas caracteristicas, especialmente as de formalidade e anterioridade. Assim, ndo pode
ser adequada para definir essa nogao.

A seguir apresentamos uma segunda abordagem semantica da consequéncia ldgica,
buscando analisar em que medida ela satisfaz os requisitos basicos para uma boa defini¢ao

da consequéncia légica.

3 Abordagem formal

A abordagem formal nao pode ser confundida com o dmbito formal, como tratado no
capitulo anterior sobre sistemas formais 16gicos. Ambos se identificam por considerar a
forma das expressdes como elemento central na andlise de no¢cdes como a de consequéncia
l6gica, mas se distinguem quanto a sua natureza. Uma abordagem formal pode ser
apresentada tanto no ambito formal quanto no informal. Nesta secdo analisamos
informalmente duas versdes da abordagem formal da nocdo de consequéncia ldgica:
substitucional e interpretacional.

A abordagem formal assemelha-se a abordagem modal por adotar a manutencdo da
verdade e a andlise de uma totalidade de circunstancias, geralmente definidas a partir de um
conjunto distinto de simbolos 16gicos, como elementos definidores da consequéncia légica.
Mas se distingue da abordagem modal pelo tipo de andlise realizada. Enquanto a modal se
preocupa em investigar mundos logicamente possiveis, a formal busca considerar
especificagdes da estrutura das sentencas, considerando as diferentes significacdes dos
termos nao-légicos de uma linguagem. Na modal, modificam-se 0os mundos e mantém-se
inalterados os elementos das sentencas, permanecendo fixo o significado dos termos
envolvidos. Na formal, sdo modificados os elementos das sentencas (de modo a ndo alterar
a sua estrutura) e mantém-se inalterado o mundo, variando o contetido dos termos nao-
l16gicos.

Apresentacdes informais da abordagem formal, encontradas em manuais de ldgica,

diz Hanson (1997, p. 366-7), determinam que:
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A conclusdo de um argumento é consequéncia légica de suas premissas caso
nenhum argumento com a mesma forma ldégica tenha premissas verdadeiras e
conclusdo falsa. Certamente isso pressupde algum modo de especificar a forma
l6gica, que € geralmente feito com base na distin¢do entre termos 16gicos e nio-
16gicos de uma linguagem.

De acordo com Mates (1968, p. 17),

O conceito de forma 16gica é de capital importancia no estudo que fazemos. Por
isso mesmo, requer andlise cuidadosa. E necessirio dispormos de critérios
praticos para decidir qual a forma 16gica de uma dada sentenca e quais as formas
que s6 tenham sentengas analiticas como especificagdes. Infelizmente, a
irregularidade das linguagens naturais torna a obtengdo desses critérios dificil, se
ndo impossivel; s6 se pode esperar obté-los nas linguagens artificiais.

O fato da identificacdo da forma logica das expressdes de uma linguagem formal
poder ser bem estabelecida ndo significa que ela possa ser encontrada facilmente. Mates
(1968, p. 19) admite que a determinacdo da forma ... varia de acordo com os vocabulos
16gicos; infelizmente, a questdo de saber quais vocdbulos devem ser considerados légicos, e
quais ndo, envolve certo grau de arbitrio.”

Na perspectiva formal costuma-se definir que uma sentenga de uma linguagem ¢é
verdadeira em um dado modelo (“interpretacdo” dos termos nao-ldgicos da linguagem) se o
que ela disse sobre o mundo na interpretacdo sugerida €, de fato, o caso, diz Etchemendy
(1999, p. 61). Assim, em um mundo em que Erico Verissimo tivesse nascido na Argentina,
e que “Erico Verissimo” e “brasileiro” tivessem o significado habitual, a sentenca “Erico
Verissimo € brasileiro” seria falsa.

Com base nestas consideracdes apresentamos a seguir, em linhas gerais, duas versoes
da abordagem formal, acima enunciadas. Comecemos com a andlise da versdo

substitucional da consequéncia logica.

3.1 Versdo substitucional

Na versdo substitucional, que pode ser encontrada em Bolzano (1837) e Quine
(1958), a nogdo de consequéncia logica € definida a partir de substitui¢des apropriadas de
termos nas premissas e conclusdao. Para uma conclusio ser consequéncia légica de um dado
conjunto de premissas, cada substituicdo permitida dos seus termos mantém aquela
verdadeira, a partir da verdade destas.

Segundo Hanson (1997, p. 367), a versdo substitucional
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... determina que a relagdo de consequéncia légica se mantém sempre que
nenhuma substituicdo de termos ndo-16gicos por termos ndo-1égicos (respeitadas
as categorias gramaticais) produz premissas verdadeiras e conclusdo falsa. (De
acordo com essa versdo, argumentos com a mesma forma sdo aqueles que podem
ser obtidos um a partir do outro por certo tipo de substitui¢cdo.)

Na perspectiva substitucional, um método para a andlise da validade de uma sentenca

¢ ¢é assim descrito por Etchemendy (1999, p. 32):

Primeiro, introduzimos um estoque de varidveis para cada categoria gramatical.
Em seguida substituimos cada termo varidvel [simbolo nao-16gico] na sentenca @
com uma varidvel de tipo apropriado, assegurando que multiplas ocorréncias de
um termo recebam a mesma varidvel e termos distintos recebam varidveis
distintas. O resultado desta operacdo é uma funcdo sentencial ¢’ contendo
somente expressdes que ocorrem em I1, o conjunto de termos fixos escolhido.
Consideremos, entdo, a colecao de instancias de substituicdo de ¢’ — a colecdo de
sentencas que resultam de ¢’ pela insercdo de expressdes categorialmente
apropriadas no lugar das varidveis. Se cada elemento deste conjunto for
verdadeiro entdo ¢ € julgada logicamente verdadeira com respeito a atual escolha
de termos fixos; se um ou mais for falso, entdo ¢ ndo é logicamente verdadeira
com respeito aquela escolha.

De acordo com esse método, para uma férmula ¢ ser consequéncia logica de um
conjunto I' de férmulas, com respeito a uma escolha particular de simbolos 16gicos, toda
instancia de substituicdo ¢’ e I"” de ¢ e de I', respectivamente, deve preservar a verdade de
¢’ apartirde .

Para ilustrar o método substitucional, consideremos o argumento do Exemplo 3.3.1a
abaixo e sua instancia exposta no Exemplo 3.3.1a’, escritos em uma contracido da lingua
portuguesa, que denominamos de linguagem C. As unicas constantes de nomes de C sdo

“Erico Verissimo” e “Pelé” e as unicas constantes de predicado sdo “Gaucho” e

“Brasileiro”:
Exemplo 3.3.1
a: b:
Erico Verissimo € brasileiro. Pel€ € brasileiro.
Erico Verissimo € gaucho. Pelé € gatcho.
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Todas as sentencas dos dois argumentos acima possuem a mesma forma. Ela consiste
de um sujeito (nome préprio), o verbo ser na terceira pessoa do singular (considerada a
Unica constante 16gica de C) e um predicado (adjetivo de naturalidade).

Se as constantes ndo-légicas tiverem seu significado ou a sua extensdo usual, ambas
as sentencas do Exemplo 3.3.la sdo verdadeiras, pressupondo que Erico Verissimo é
brasileiro e gatcho. J4 o argumento do Exemplo 3.3.1a” ndo preserva a verdade, uma vez
que a sua premissa é verdadeira e a sua conclusdo € falsa nesta interpretacdo de C. Como o
Exemplo 3.3.1a’ ¢ uma instancia do Exemplo 3.3.1a, o argumento €, apropriadamente,
considerado invalido pelo método substitucional.

O Exemplo 3.3.1a’ ilustra que a manutencdo da verdade no argumento do Exemplo
3.3.1a ndo se deve apenas a sua forma, mas também ao fato de Erico Verissimo satisfazer a
ambos os predicados desse argumento. A verdade das sentencas do Exemplo 3.3.1a €
resultado da adequacdo do seu conteudo aos fatos, um fator extra-16gico.

A versdo substitucional apresenta alguns pontos falhos, dentre eles os que
denominamos problema dos termos logicos e problema da complexidade da linguagem.

Expomos o problema dos termos légicos partindo dos seguintes argumentos, que

parecem ser intuitivamente vélidos:

Exemplo 3.3.2

a: b:
Todo homem € mortal. Jodo sabe que Pedro € inocente.
Socrates € homem. Jodo acredita que Pedro € inocente.

Sdcrates € mortal.

Estes dois argumentos sdo variagOes, respectivamente, de exemplos expostos por
Quine (1958, p. 07) e Etchemendy (1999, p. 29). A sua validade na perspectiva
substitucional depende dos termos “Todo”, “€”, “sabe” e “acredita” serem escolhidos como
16gicos. Isso garantiria a verdade da conclusdo, dada a verdade das premissas, em qualquer
troca permitida dos demais simbolos, considerados ndo-16gicos. Caso os termos “Todo” e
“sabe” ndo fossem considerados légicos, teriamos as seguintes variantes, cujas premissas

poderiam ser verdadeiras e a conclusao ser falsa:
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Exemplo 3.3.3

a: b:
Algum homem € mortal. Jodo deseja que Pedro seja inocente.
Sdécrates € homem. Jodo acredita que Pedro € inocente.

Socrates € mortal.

A defini¢do da validade de um argumento em uma linguagem na versao substitucional
¢ baseada na escolha dos seus termos 16gicos. Dependendo desta escolha, tal versdo pode
ser muito permissiva, considerando indevidamente vdlidos alguns argumentos, ou muito
restritiva, considerando invalidos argumentos que ndo deveria. Essa dependéncia da
especificacdo da consequéncia logica a partir dos simbolos 16gicos, somada a dificuldade
de defini-los, resulta no que denominamos problema dos termos légicos.

Conforme ressalta Etchemendy (1999, p. 30), em uma linguagem minimamente
complexa, com um conjunto vazio de termos légicos, nada é consequéncia de nada. Sempre
seria possivel substituir os termos ndo-logicos de um argumento de tal modo a tornar
verdadeiras as suas premissas e falsa a conclusido. Por outro lado, se todo termo fosse
considerado légico, a consequéncia logica dependeria do valor de verdade factual das
sentencas da linguagem. Nesse caso, a no¢do de consequéncia logica seria reduzida a
consequéncia material. Se o sinal de implicacdo for um simbolo ndo-l6gico, ilustra Sher
(1996, p. 663), a regra de Modus Ponens, intuitivamente vdlida, seria invalida na versao
substitucional.

H4 pensadores que acreditam ser possivel construir um conjunto apropriado de termos
l6gicos capazes de capturar a no¢do de consequéncia légica. Quine (1970), por exemplo,
sugere que eles sejam os simbolos légicos da légica quantificacional cldssica, como
explicitados na Defini¢do 2.2.13. Porém, tal escolha ndo € totalmente fundamentada, dada a
caréncia de uma defini¢do clara e precisa da nog¢do de termo logico.

A versdao substitucional apresenta também o problema da complexidade da
linguagem. A definicdo de consequéncia l6gica, ou pelo menos da sua extensdo, depende
do tipo e da quantidade de termos ndo-légicos de uma linguagem. Esta versdo viola o que
Etchemendy (1999, p. 31) denomina de condicdo da persisténcia: a propriedade de ndo ser
consequéncia logica deve persistir em contracoes da linguagem e a propriedade de ser

consequéncia logica deve persistir nas expansées. A violagao da persisténcia, ou problema
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da complexidade da linguagem, permite que argumentos invalidos passem a ser validos em
contragdes da linguagem (eliminacdo de termos ndo-16gicos) e argumentos validos passem
a ser invélidos quando ela for estendida (inserindo novos termos nao-16gicos).

A seguir apresentamos o problema da complexidade da linguagem relativo a versao
substitucional, visando mostrar que ele impede tal versao de satisfazer as caracteristicas da
formalidade e da necessidade da consequéncia logica. Para alcangarmos este objetivo,
partimos da seguinte proposicao, sugerida por Tarski (1956d, p. 415):

(F): Se, nas sentencas da classe T' e na sentengca ¢, as constantes - exceto as
constantes puramente logicas — sdo substituidas por quaisquer outras constantes
(signos iguais sendo substituidos, em toda ocorréncia, por signos iguais), e se
nos denotamos a classe de sentengas assim obtidas de T por ‘T’ e a sentenga

obtida de ¢ por ‘©’’° entdo a sentenca ¢’ deve ser verdadeira dado apenas que
todas as sentencas de I’ sejam verdadeiras.

Na proposta Tarskiana, (F) deve ser uma condi¢do necessdria e suficiente para uma
defini¢do adequada da consequéncia légica. Assim, um argumento € vdlido se, € somente
se, satisfizer (F).

Na versao substitucional, (F) ¢ uma condi¢do necessaria para uma sentenga ¢ ser uma
consequéncia logica da classe I'. Se ela nao for satisfeita para um ¢ € um I" entdo a versao
substitucional, apropriadamente, ndo considera ¢ uma consequéncia légica de I'. Dizer que
(F) ndo ¢é satisfeita para um argumento A significa dizer que ha algum argumento 4’ com a
mesma forma de A que ndo preserva a verdade. Nestas condi¢des, pelas caracteristicas da
formalidade e da necessidade, A realmente ndo poderia ser considerado valido.

Se um argumento A preservar a verdade e houver um argumento com a mesma forma
que ndo a preserva, conclui-se que a manuten¢ao da verdade em A ndo depende apenas da
forma das suas premissas e conclusdo. Isso porque cada I’ e ¢’ possui exatamente a mesma
forma de I" e ¢. Como a forma € a mesma em toda variacdo de I' e ¢, se a preservacdo da
verdade nao for mantida em alguma variacdo, essa mudanga € devida a algum outro fator
além da forma. Para satisfazer a caracteristica da formalidade, o argumento deve ser
considerado invélido, como determina a condigdo (F). E isso o que ocorre com o Exemplo
3.3.1a acima e sua variante, exposta no Exemplo 3.3.1a’.

O Exemplo 3.3.1a também ilustra a parte da contracdo do problema da complexidade
da linguagem para a versdo substitucional. Se a linguagem C, subjacente ao argumento do
Exemplo 3.3.1a fosse contraida, eliminando dela o nome “Pelé”, aquele argumento passaria
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a ser valido nessa nova linguagem. Intuitivamente, porém, o Exemplo 3.3.1a ndo pode ser
considerado valido, independentemente da linguagem adotada. Este seria um caso, diz

Tarski (1956d, p. 415) em que

. a sentenca ¢ ndo se segue no sentido ordindrio das sentencas da classe I’
embora a condi¢do (F) seja satisfeita. Esta condi¢do pode realmente ser satisfeita
somente porque a linguagem com a qual estamos tratando n@o possui uma
quantidade suficiente de constantes extra-logicas.

Para ilustrar a parte da expansdo do problema da complexidade da linguagem,
utilizaremos os dois argumentos abaixo, expressos em C, a linguagem subjacente ao

Exemplo 3.3.1.

Exemplo 3.3.4

a: a’
Erico Verissimo é gatdcho. Erico Verissimo é gatcho.
Erico Verissimo é brasileiro. Erico Verissimo é paulista.

O argumento do Exemplo 3.3.4a € valido segundo C porque preserva a verdade em
qualquer substituicdo possivel em C. Uma expansdo de C na qual fosse inserido o termo
“paulista”, tornaria esse argumento invélido. Nessa linguagem expandida, o Exemplo
3.3.4a’ seria uma instanciacdo do Exemplo 3.3.4a. Como o argumento do Exemplo 3.3.4a’
nao preserva a verdade, o Exemplo 3.3.4a ndo seria valido em C expandida. Isso mostra
que a condicdo (F), embora necessdria, ndo € suficiente para definir a consequéncia légica,
conforme enuncia Tarski (1956d, p. 415).

O Exemplo 3.3.4a mostra que a versdo substitucional ndo satisfaz a caracteristica da
formalidade. A manuten¢do da verdade deste argumento nao se deve a forma das sentencas,
mas a um elemento extra-légico, a relacdo geografica entre Sdo Paulo e Brasil.

Tal versdao tampouco satisfaz a caracteristica da necessidade porque a definicdo da
no¢do de consequéncia légica depende de outro fator extra-l6gico, a complexidade da
linguagem assumida. O numero de circunstancias ou mundos possiveis analisados depende
do nimero de termos nao-légicos da linguagem. Nos argumentos acima, por exemplo,
desconsideram-se, de acordo com C, a maioria dos mundos cujos individuos nao sejam

apenas Erico Verissimo e Pelé.
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A principal desvantagem da postura substitucional, diz Mates (1968, p. 18),

... reside no pressuposto de que a linguagem contém um nome ou descri¢do para
cada objeto e um predicado correspondente a cada propriedade (Com efeito,
objetos e propriedades sem nome poderiam ser precisamente os que viessem a
tornar falsa a matriz.) Por varios motivos, aquele pressuposto ndo € admissivel.

Se a intuicdo servir de guia, argumentos como o do Exemplo 3.3.4a ndo podem ser
considerados vélidos em uma defini¢do apropriada de consequéncia logica. Isso nos leva a
concluir que (F), quando satisfeita, nem sempre distingue corretamente os argumentos
védlidos na versdo substitucional. Nessa versdo, (F) ndo € suficiente para a sentenca “¢ é
consequéncia logica de I'™”. Somente o seria no caso em que todo objeto possivel pudesse
ter uma designacdo na linguagem. Entretanto, diz Tarski (1956d, p. 416),

. esta hipétese € ficticia e jamais pode ser satisfeita. N6s devemos procurar

algum meio de representar as intengdes da condi¢do (F) que seja inteiramente
independente desta hipdtese ficticia.

A seguir apresentamos esse meio sugerido por pensadores como o proprio Tarski.
Pretendemos avaliar a capacidade da proposta Tarskiana na solucdo dos problemas

expostos acima e de satisfazer as caracteristicas da consequéncia légica.

3.2 Versdo interpretacional
A versdo interpretacional assemelha-se a versdo substitucional por priorizar a

caracteristica da formalidade, distinguir os termos 16gicos de uma linguagem e estabelecer
a manuten¢do da verdade como elemento definidor da consequéncia logica. Distingue-se
dela por interpretar (atribuir “significados”) em vez de substituir os simbolos nao-l6gicos
nas sentencas, mantendo inalterado o seu conjunto de simbolos.

Segundo Hanson (1997, p. 367)

. [a versdo interpretacional] determina que a relagdo de consequéncia légica é
mantida sempre que nenhuma interpretacdo dos termos ndo-ldgicos em um
argumento produz premissas verdadeiras e conclusdo falsa. De acordo com essa
versdo, um argumento com a mesma forma que um dado argumento € o préprio
argumento, porém com todos, uma parte ou nenhum, de seus termos ndo-l6gicos
interpretados diferentemente. Dizer que um termo ndo-légico € interpretado
diferentemente significa simplesmente que lhe € atribuida uma intensdo diferente

(ou pelo menos uma extensao diferente).
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Atribuir uma intensdo ou uma extensdo diferente a um termo significa alterar,
respectivamente, uma ou mais propriedades que o caracterizam ou um ou mais individuos
que o satisfazem.

Um dos principais expoentes da versdo interpretacional é Tarski (1956). Seu objetivo
¢ propor uma nog¢do de consequéncia ldgica que satisfaca as condi¢des de formalidade e
necessidade expressas na condicdo (F) acima enunciada.

A proposta Tarskiana, em algum sentido, ¢ também substitucional. Porém, em vez de
substituir os termos ndo-l6gicos de um argumento por outros termos da linguagem, Tarski
os substitui por varidveis nao pertencentes a linguagem. Tal substituicdo implica em
interpretagdes ou re-interpretacdes dos termos ndo-légicos. A definicdo de consequéncia
l6gica Tarskiana depende dos objetos do universo e ndao da complexidade de uma
linguagem.

Tarski (1956c¢) apresenta uma concep¢do de verdade, aplicada as linguagens de
primeira ordem, equivalentes as da Definicdo 2.2.9. Elas sdo assumidas como linguagens
objeto, para cujas férmulas é definido um valor de verdade, a partir do qual é definida a
nocdo de consequéncia logica. A proposta Tarskiana é baseada em algumas defini¢des

formais prévias, como as seguintes, que reproduzimos de uma maneira livre.

Definicao 3.3.5

a:  Uma fungdo sentencial de uma linguagem L € uma férmula de L com um conjunto de
varidveis livres.

b:  Uma sentenca de L € uma funcdo sentencial de L sem varidveis livres.

c:  Uma sequéncia S de objetos satisfaz uma funcgdo sentencial a, denotado por “Sat(S,
a)” sse os objetos de S cumprem os requisitos da funcdo sentencial.

d:  Uma sentenca ¢ de L é verdadeira segundo uma linguagem ( “interpretagcdo”) sse
toda sequéncia S satisfaz a funcdo sentencial correspondente a ¢ em uma
metalinguagem correspondente.

e:  Uma sequéncia S é um modelo de um conjunto I"de férmulas de L sse S satisfaz todas
as formulas de I'. Em particular, quando I' = {¢}, dizemos que S é um modelo da

férmula o.
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Em resumo, a satisfacdo € uma relacdo mantida entre uma sequéncia de objetos e
uma funcdo sentencial. Intuitivamente, € a relacdo que se apresenta, por exemplo, entre a
pessoa Erico Verissimo e a funcdo sentencial “x é gaticho”, mas que ndo se mantém entre
ela e o individuo Pelé. No primeiro caso a relacio se mantém porque Erico Verissimo é
gaicho. J4 no segundo ndo hd a relagdo porque Pelé ndo é gaticho. A relacdo de satisfacio
entre uma sequéncia de objetos e uma funcdo sentencial depende do significado dos
simbolos ndo-l6gicos de cada linguagem L.

Pode-se mostrar, a partir das definicdes acima, conforme o faz o préprio Tarski

(1956c¢, p. 198), os seguintes resultados:

a:  Se uma sequéncia S satisfaz uma sentenga ¢, entdo, para toda S’, S’ satisfaz ¢.
b:  Se uma sequéncia S ndo satisfaz uma sentencga @, entdo, para toda S’, S’ ndo satisfaz

Q.

c: ¢ ndo é verdadeira (€ falsa) sse, para toda sequéncia S, S nao satisfaz ¢.

A partir destas defini¢des, Tarski (1956d, p. 417) define a concepcdo de

consequéncia légica, conforme o fazemos a seguir.

Definicao 3.3.6 (Consequéncia logica de Tarski)
Uma sentenga ¢ € consequéncia légica de Tarski de um conjunto I" de sentengas, denotado

por “CLT(I", ¢)” sse, para toda sequéncia S, se S € modelo de I', entdo S € modelo de ¢.

Utilizaremos a expressao “EEF(I, ¢)” para denotar que “¢ ndo é consequéncia logica
de Tarski de I™”.

Enquanto o valor de verdade de uma sentenca € definido a partir de uma linguagem
subjacente, a defini¢do de CLT independe de qualquer linguagem subjacente. A validade de
um argumento € estabelecida independentemente de qualquer interpretacdo dos simbolos
nao-légicos.

Como € de se esperar, pode-se facilmente mostrar que CLT é um operador de
consequéncia Tarskiano, conforme a Defini¢ao 1.3.1.

A abordagem interpretacional, tal como exposta por Tarski, ndo apresenta o

problema da persisténcia, discutido na se¢do anterior: se CLT(I", ¢) em L, entdo CLT(I", ¢)
60



em qualquer expansdo de L; se EEF(T, ¢) em L, entao EEF(I, ¢) em qualquer contracio de
L. Isso pode ser observado a partir da seguinte argumentacao.

Para Tarski (1956d, p. 417), CLT é completamente independente do significado dos
simbolos ndo-légicos das premissas e conclusdo. Além disso, a validade de um argumento
em uma linguagem L independe da quantidade de nomes de L. Ao substituir os nomes de
individuos ou de predicados (ou qualquer outro simbolo ndo-l6gico) por varidveis de uma
metalinguagem correspondente, onde serdo interpretados estes simbolos, CLT € definida a
partir da andlise de todo objeto ou de toda relagdo entre objetos, através do seu significado
na metalinguagem correspondente, e ndo de seu nome na linguagem objeto. Assim, no caso
da expansdo de uma linguagem, € indiferente se 0 nome de um objeto ou de um predicado
figura nela. Quando lhe € inserido um nome de individuo, por exemplo, é como se ele ja
tivesse sido analisado, porque o objeto que ele nomeia ja foi considerado. Nesse sentido,
diz Etchemendy (1999, p. 37) “... a satisfacdo nos dispde de todos 0s nomes possiveis que
poderiam ser incorporados na linguagem.”

O que foi dito acima também vale para o caso da contracdo de uma linguagem. A
eliminacdo de um nome de individuo na linguagem ndo o exime de ser considerado na
metalinguagem. Assim, se a relacio de consequéncia logica ndo € satisfeita por um
conjunto de férmulas e uma férmula em uma dada linguagem, tampouco se manterd em
uma contracao dela.

De acordo com Tarski (1956d, p. 417),

Parece-me que qualquer um que entende o conteido da definicdo acima deve
admitir que ela concorda muito bem com o uso comum. Isso se torna ainda mais
claro a partir de seus vdrios resultados. Em particular, pode ser provado, com
base nesta defini¢do, que toda consequéncia de sentencas verdadeiras deve ser
verdadeira.

Em outras palavras, € possivel mostrar que: se CLT (I',¢), entdo se as sentengas de I'
sdo verdadeiras, ¢ € verdadeira. A prova desta proposicao pode ser apresentada a partir das
definicOes sugeridas por Tarski (1956¢; 1956d). Etchemendy (1999, p. 86), ao reproduzir
uma versao desta prova, afirma que, aparentemente, ela independe da escolha dos simbolos
16gicos ou de mundos possiveis. Ao ndo fazer referéncia a nenhum conjunto de simbolos

16gicos ou mundos possiveis na demonstracdo da manutencao da verdade da CLT, pode-se
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inferir, equivocadamente, que CLT garante a manuten¢ao da verdade em qualquer conjunto
de simbolos légicos ou para qualquer mundo possivel.

No entanto, diz Etchemendy (1999, p. 86), a demonstragdio da manutencdo da
verdade mostra apenas que se CLT(I', ¢) e se todas as sentencas de I' sdo verdadeiras entdao
¢ também € verdadeira. [sso equivale a dizer que as seguintes condi¢des sdo incompativeis:

P CLT(T, @) (para algum conjunto IT fixo de simbolos 16gicos).

Q) Todos os elementos de I" sdo verdadeiros.

R) ¢ ¢ falsa.

Isso, porém, ndo implica mostrar que:

Se

P) CLT(T', @) (para algum conjunto IT fixo de simbolos 16gicos),
entdo as duas condi¢des seguintes sdo incompativeis:

Q) Todos os elementos de I' sdo verdadeiros.

(R) ¢ ¢ falsa.

Os dois conjuntos de sentencas acima constituem a Faldcia de Tarski (FT):

(FT)

(F1) Necessariamente (Se P e Q entdo ndao-R).

(F2) Se P entdo necessariamente (Se Q entdo ndo-R).

Para Etchemendy (1999, p. 85), inferir (F2) de (F1) significa cometer a Faldcia de
Tarski. A diferenca entre (F1) e (F2) esta na consideragdo do conjunto de simbolos 16gicos
ou na andlise de um mundo particular, em geral o0 mundo real. Enquanto (F1) trata, em cada
caso particular, de uma circunstancia especifica, (F2) generaliza uma escolha particular.

Nao ha como provar qualquer garantia da manutencao da verdade com base em CLT,
diz Etchemendy (1999, p. 92). Independentemente de quais simbolos l6gicos sejam
escolhidos ou de qual mundo possivel tenha sido analisado, ndo ha como assegurar que,
assumindo que CLT(I", ¢) em um caso particular, o serd em todos.

Para mostrar a invalidade de (FT), basta exibir um “mundo” em que (F1) seja

verdadeira e (F2) seja falsa. Como visto acima, (F1) é verdadeira. O argumento do
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Exemplo 3.3.7a, construido em uma linguagem L, alterada de modo a considerar 16gicos

todos os seus simbolos, e sua interpretacdo, exposta no Exemplo 3.3.7a’, falsifica (F2):

Exemplo 3.3.7

a: a’
Ga Erico Verissimo é gaicho.
Ea Erico Verissimo é escritor.

Como ambas as sentengas do Exemplo 3.3.7a sdo verdadeiras de fato, CLT(Ga, Ea)
na linguagem subjacente. Mas, intuitivamente, esta ndo € consequéncia genuina, pois a
premissa ndo sustenta a conclusdo. Em uma escolha diferente do conjunto de simbolos
l6gicos, o Exemplo 3.3.7a pode possuir a premissa verdadeira e a conclusdo falsa. Isso
ocorre quando o termo “Erico Verissimo” é ndo-légico e interpretado como Pelé. O
argumento do Exemplo 3.3.7a € um caso em que CLT(I', ¢) (segundo o conjunto de
simbolos 16gicos escolhidos) embora ndo seja considerada intuitivamente uma
consequéncia logica. H4 possibilidade de a premissa ser verdadeira e da conclusao ser falsa.
Isso ilustra uma circunstincia em que (F2) € falsa e (F1) é verdadeira.

Para Etchemendy (1999, p. 93), a abordagem de Tarski iguala a consequéncia légica
a preservacdo da verdade de um conjunto de argumentos, delimitado pela escolha dos
simbolos 16gicos. Nao hd garantias de que a verdade das premissas assegura a verdade da

conclusdo. Mas, segue Etchemendy (1999, p. 93),

Um argumento logicamente valido deve, pelo menos, ser capaz de justificar a sua
conclusdo. Deve ser possivel saber que a conclusdo € verdadeira com base no
conhecimento de que o argumento ¢é vélido e que as premissas sdo verdadeiras.
Esta é uma caracteristica dos argumentos logicamente validos que, mesmo
aqueles mais céticos com relacio as nogdes modais, reconhecem como essencial.
... [Com a abordagem de Tarski] Ndo temos seguranga que argumentos que
satisfazem a defini¢do [de consequéncia légica] serdo capazes de justificar sua
conclusdo e, assim, nenhuma garantia de que eles serdo genuinamente vdlidos. A
Faldcia de Tarski obscurece esta omissdo, ao estabelecer que argumentos
declarados validos de fato garantem a preservacao da verdade.

A critica acima se baseia essencialmente na generalizacdo errOnea encontrada em
(F2), provocada por (FT). De uma escolha particular de um conjunto de simbolos l6gicos,

conclui-se a manutencdo da verdade para qualquer escolha de simbolos 16gicos.
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(FT) realiza também uma generalizacdo sobre o conjunto de mundos possiveis. A
manutencdo da verdade toma como base um mundo possivel, geralmente o real, a partir do
qual a Faldcia infere implicitamente a manutencdo da verdade para qualquer mundo

possivel, sem prévio exame.

A fim de evitar generaliza¢Ges indevidas, talvez a prova da manuten¢do da verdade
deva ser restringida: CLT(I', ¢) segundo um conjunto IT de simbolos 16gicos implica a
manuten¢do da verdade apenas segundo Il. Assim, a manutencdo da verdade dependeria

apenas da forma do argumento, especificamente dos simbolos 16gicos presentes nele.

Etchemendy (1999, p. 101-6) procura provar que a suposicdo acima tampouco pode
ser justificada. Mesmo nesse caso restrito, a concepcdo Tarskiana pode considerar validos
argumentos devido a dependéncia de aspectos extra-logicos. O argumento do Exemplo
3.3.8a abaixo, construido em uma linguagem L de um sistema formal l6gico de primeira
ordem cldssico, acrescida de “P” e “Q” no conjunto de simbolos ldégicos, e sua

“interpretag¢do”, exposta no Exemplo 3.3.8a’ ilustram esse problema.

Exemplo 3.3.8

a: a’:
Pa Dilma é presidente do Brasil.
Qa Dilma tem mais de 35 anos.

Como todos os presidentes do Brasil até o momento foram maiores de 35 anos, para
toda sequéncia S, se S for modelo da premissa, entdo S é modelo da conclusdo. A validade
do Exemplo 3.3.8a depende essencialmente de um fato histdrico, politico, considerado um
fator extra-16gico. No mundo logicamente possivel cuja presidéncia do Brasil seja ocupada
por alguém com menos de 35 anos, a conclusdo pode ser falsa e a premissa verdadeira.

O Exemplo 3.3.8a ilustra que CLT € inadequada extensionalmente mesmo em
situagdes em que € mantido o conjunto de simbolos légicos na demonstracdo da
manutencdo da verdade. Isso por desconsiderar a caracteristica da necessidade, que exige a
andlise de todo mundo possivel e ndo a penas o real, critica Etchemendy (1999, p. 109).

Ao permitir que um argumento seja declarado valido com base em fatores extra-

16gicos, CLT também desconsidera a anterioridade. Para estabelecer a validade do Exemplo
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3.3.8a € preciso conhecer a histéria politica do Brasil. A validade pressupde uma
verificacdo anterior do mundo real. Com isto, diz Etchemendy (1999, p. 108), a definicdo
de CLT, seja em sua versdo restrita (mantendo um mesmo conjunto de simbolos l6gicos) ou
na geral (generalizando a prova para todo conjunto de simbolos 16gicos), falha em capturar
a noc¢do intuitiva de consequéncia légica, uma vez que ele deve ser totalmente independente

do que de fato ocorre no mundo.

O proprio Tarski (1956d, p. 418-9) admite que a definicio de CLT para uma
linguagem depende da escolha de seus simbolos 16gicos. No caso extremo, se todos o0s
simbolos de uma linguagem forem 16gicos, o conceito de CLT formal coincidiria com o

conceito material. Assim, a férmula ¢ seria consequéncia légica Tarskiana de I" se pelo

menos uma sentenga de I" fosse falsa ou ¢ fosse verdadeira.

Na posigao de Tarski (1956d, p. 418),

... a escolha dos simbolos 16gicos ndo € totalmente arbitraria. Se, por exemplo,
considerarmos nao-l6gicos os simbolos de implicagdo ou do quantificador
universal, entdo nossa definicdo do conceito de consequéncia poderia conduzir a
resultados que obviamente contradiriam o uso ordindrio. Por outro lado,
desconhego qualquer critério objetivo que nos permita dividir precisamente os
simbolos 16gicos e ndo-légicos.

Talvez o problema das generalizagdes indevidas na demonstracdo da manutengdo da
verdade e da influéncia de fatores extra-l6gicos pudesse ser resolvido se houvesse um
conjunto IT de simbolos genuinamente 16gicos. Nesse conjunto nao poderiam figurar os
nomes de individuos ou de predicados, para evitar que a validade seja influenciada pela
natureza dos individuos ou das propriedades envolvidas nos argumentos. Isso invalidaria

argumentos como os do Exemplo 3.3.7a e do Exemplo 3.3.8a.

Muitos pensadores assumem que esse conjunto seja constituido pelos simbolos

2 (13 2

16gicos explicitados anteriormente na Definicdo 2.2.4, quais sejam: “X;”, “yi’, “zi”, “Wi”,
“=7, “v7, “9” e “=". Este conjunto pode variar, dependendo da escolha dos conectivos ou
quantificadores assumidos como bdsicos. Neste caso, o esquema de argumento do Exemplo
3.3.9 abaixo, escrito em uma linguagem desta ldgica, ilustra que a proposta Tarskiana ainda

sofreria influéncias de fatores extra-ldgicos como o tamanho do universo:
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Exemplo 3.3.9

Xy Xy = XV Xu Z Xu)

3xy .. 3x, [T =1 (i # X)), parai <.

Uma n-instanciagdo do Exemplo 3.3.9 é um argumento cuja conclusdo possui n

repeti¢des de quantificador existencial. Ento:

Grau da Conclusdo
instanciagdo

2 dx,3x, (X1 * X2)
3 Ix1 X X3 (X1 # X2 A X2 # X3 A X| # X3)
4 X X X3 IX (X1 # X AKX #FX3AXI=X4 AX] ZX3A X Z X4 A Xp =Xy)

A premissa de uma n-instanciacdo do Exemplo 3.3.9 determina a existéncia de pelo
menos um objeto igual ou diferente de si mesmo, enquanto a conclusdo afirma existirem
pelo menos n objetos no universo.

Intuitivamente, qualquer n-instanciacdo do Exemplo 3.3.9 parece ser invélida. Nao ha
garantias da existéncia de pelo menos n objetos a partir do fato de existirem objetos iguais
ou diferentes de si mesmos. Assim, para a abordagem de Tarski ser adequada, deve
considerar invélida qualquer n-instanciacdo do Exemplo 3.3.9. Deve haver uma sequéncia
que satisfaca a funcdo sentencial correspondente a premissa na metalinguagem e nao
satisfaca a funcdo sentencial correspondente a conclusdo. Como todos os simbolos nas
sentencas do Exemplo 3.3.9 sdo considerados genuinamente logicos, essa sequéncia deve
satisfazer a propria premissa e nao satisfazer a conclusdo do Exemplo 3.3.9. Com isso, a
sua conclusdo deve ser falsa e a sua premissa verdadeira, considerando que uma sequéncia
satisfaz uma foérmula se, e somente se, toda sequéncia a satisfaz.

Para uma sequéncia S de objetos satisfazer a premissa do Exemplo 3.3.9 deve haver
pelo menos uma sequéncia S’ que difere de S no maximo em seu u-ésimo elemento tal que
o u-¢ésimo elemento de S’ satisfaz um dos dois disjuntivos que compdem a sentenga em
questdo, o que realmente deve ocorrer para qualquer elemento. Nos termos da proposta de
Tarski, para S ndo satisfazer a conclusao do Exemplo 3.3.9, toda sequéncia S’ deve possuir

objetos i e j tais que 1 <i,j < n, em que i < j, 0 i-ésimo e 0 j-ésimo objetos de S’ tais que x;
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= X;. Para isso ocorrer, é necessdrio que o universo tenha menos do que n objetos. Se
possuir acima de n elementos € possivel encontrar uma sequéncia na qual nenhum dos n
primeiros elementos sejam iguais entre si, 0 que a permitird satisfazer a conclusdo,
tornando-a verdadeira.

Pode-se notar que se o universo for finito, contendo k objetos (para k natural), a
proposta Tarskiana considera vdlida toda k-instanciagdo do Exemplo 3.3.9, para k > n, e
invélidas as demais. Apenas a infinitude do universo validaria toda n-instanciagdo. Assim, a
adequacdo de CLT depende do tamanho do universo, um fator extra-l6gico, conclui
Etchemendy (1999, p. 111).

Para Etchemendy (1999), um dos principais problemas da proposta Tarskiana esta na
reducdo da relacdo de consequéncia l6gica entre sentencas a relacdo de consequéncia ldgica
das suas fungdes sentenciais correspondentes em uma metalinguagem. Isso permite que a
consequéncia logica seja determinada por fatores extra-ldgicos, referentes ao mundo em
que a relagcdo de satisfacdo das fungdes sentenciais estd sendo analisada. Hanson (1997)
também credita a esta caracteristica o principal problema da inadequacdo da proposta de

Tarski e de outras versdes da abordagem formal. Segundo Hanson (1997, p 370),

Esta inadequacdo é claramente devida ao fato de que ambas a versdes da
abordagem formal fazem uso da verdade simpliciter, isto, € a verdade no mundo
real, em vez de verdade em todo mundo possivel ou verdade em todo modelo.

Para Etchemendy (1999, p. 141), quando a abordagem Tarskiana é extensionalmente
correta, como ocorre nos sistemas formais de primeira ordem classicos, € uma questiao de
sorte. E por uma felicidade que o mundo tomado como base para a anélise seja apropriado,
considerando validos todos e apenas os argumentos intuitivamente vélidos.

Uma abordagem que considerasse a totalidade de mundos e de interpretacGes
possiveis, considerando as caracteristicas pré-tedricas da consequéncia ldégica, ndo
apresentaria os problemas das perspectivas modal e estrutural. A préxima proposta busca

capturar as caracteristicas fundamentais das abordagens modal e formal.
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4 Abordagem modal/formal

A abordagem modal/formal, como o préprio nome indica, pretende considerar as
caracteristicas fundamentais das duas abordagens anteriores, visando eliminar os problemas
oriundos de cada uma delas, quando sugeridas isoladamente.

De acordo com Hanson (1997, p. 37-8),

Nesta visdo a conclusdo de um argumento é consequéncia légica de suas
premissas quando for impossivel para o préprio argumento, ou para qualquer
argumento com a mesma forma, possuir premissas verdadeiras e conclusao falsa.
[italicos nossos]
A noc¢do de forma de um argumento utilizada aqui € a mesma exposta nos dois capitulos
anteriores.
Construgdes desta perspectiva podem ser encontradas em Mendelson (1964),
Shoenfield (1967), Quine (1967), Mates (1968) e Hanson (1997).
No que se segue, expomos, em linhas gerais, a proposta semantica modal/formal
construida por Shoenfield (1967), em muitos aspectos semelhante a proposta de Tarski

exposta na se¢do anterior.

Definicao 3.4.1 (Estrutura para uma linguagem de primeira ordem)

Uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem L', denotada por “@”, consiste dos

seguintes elementos:

a: Um conjunto ndo-vazio |@ chamado dominio de @ Os elementos de |@ sdo
chamados os individuos de Q.

b:  Para cada simbolo de fungdo n-dria f de L', uma fungdo n-éria f, de |@| em |@ (em
que f, é um mapeamento do conjunto de n-uplas em |@ para |@). Em particular,
para cada constante individual fde L', f, é um individuo de @.

c:  Para cada letra de predicado P n-drio de L' distinta de =, um predicado n-drio P,
em @ (em que P, é um subconjunto do conjunto de n-uplas em |@)).

Uma estrutura € uma “interpretacao” ou uma atribuicao de “significado” aos simbolos
ndo-légicos de uma linguagem, a partir dos quais sdo interpretadas todas as suas
expressoes. Juntamente com as préximas trés defini¢des, ela serve de base para as

defini¢des de verdade e consequéncia légica.
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Definicao 3.4.2 (Linguagem estendida de uma linguagem de primeira ordem)
Uma linguagem estendida de L', denotada por “L(@”, é uma linguagem obtida a partir de
L' acrescida de um nome de individuo (expressdao que nao pertence a LY para cada
individuo de @, de modo que individuos diferentes tenham nomes diferentes.

Nés utilizaremos o simbolo “n” como metavaridvel para os nomes de individuo de

L(®) e “g;” para representar o j-ésimo nome de L(®).

Definicao 3.4.3 (Expressao livre de variavel)

Uma expressao € livre de varidveis se ndo possuir variaveis.

Definicao 3.4.4 (Interpretaciao de um termo livre de variavel de L(® em @)
a: Se ¢ € um nome de individuo de L(®), entdo @) € o individuo de @ nomeado por ?.

b:  Setndo é um nome de individuo de L(®), entdo t é ft;...t, € Qt) € f(@(t})... Atn)).

Definiremos um valor de verdade para cada sentenca ¢ em L(@. A definicdo,
sugerida por Shoenfield (1967, p. 19), € por inducdo no comprimento de ¢ (numero de

simbolos 16gicos presentes em uma férmula ).

Definicao 3.4.5 (Valor de verdade de uma sentenca)

O valor de verdade de uma sentenca ¢ em L(®), denotado por “@¢)”, ¢ assim definido:

1. Se ¢ é ty =1, entdo @tp = t;) = V sse @(tp) € o mesmo que (1), ou seja, Aty) =, At1).

2. Se ¢ € Pty...ty, € P ndo € “=", entdo @(Pty...t,) = V sse P (@), ..., @(ty)), ou seja, sse a
n-upla (@), ..., Atn)) € P

3. Se ¢ € =y, entdo @—y) =V sse @y) =F.

4. Se@é(yvy),entdo@(yvy)=Vsse@y)=Voully=V.

5. Se ¢ € Ix y, entdo @(Fx y) =V sse @y,[n]) =V, para algum n em L(®).

Definimos a seguir a no¢do de valoracdo para a Ldgica Sentencial Classica, LSC
(Definicdo 2.2.16), a ser utilizada no préximo capitulo para comparar a semantica
probabilistica com a semantica veritativo-funcional para LSC.
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Definicao 3.4.6 (Valoracao para LSC e valor de verdade de formulas)

a:  Seja Format(LSC) o conjunto de féormulas atdmicas de LSC. Uma valoracdo para LSC
¢ uma fun¢ao 7: Format(LSC) — {V, F}.
b:  Seja 7uma valoracdo para LSC. O valor de verdade de uma férmula ¢ € Form(LSC)
segundo uma valoracdo ¥’para LSC, denotado por “1/(¢)”, € assim definido:
i: Se ¢ € atdmica, entdo 7/(¢) é dado pela funcdo 7.
ii: Se @ € —y entdo V(—y) =V sse V(y) =F.
iii: Se @ € (y v y) entdo V(y vy)=Vsse V(y)=Vou¥(y)=V.

Dadas estas definicdes gerais, definimos a seguir a consequéncia logica segundo a

perspectiva em questao.

Definicao 3.4.7 (Consequéncia légica padrao)

Uma sentenca ¢ € consequéncia logica padrdo de um conjunto I' de sentengas, denotado
por “T" = @7, sse, @) = V em toda estrutura @ tal que @I") = V (ou seja, @) = V, para
toda v € I'). (Em particular, ¢ é consequéncia logica padrdo em LSC de um conjunto I" de

sentencas sse, ¥ (¢) = V em toda valoracdo 7'tal que ¥(I') = V)

Utilizaremos a expressdo “I" # ¢ para denotar que ¢ ndo € consequéncia logica

padrdo de I'. Denotaremos o conjunto de consequéncias logicas padrao de I por E(I'), ou
seja: =(I') = {@ | T E ¢}. Utilizaremos a expressdo “CLP” como abreviagdo para
“consequéncia logica padrao”.

Pode-se mostrar facilmente que CLP ¢ uma consequéncia légica Tarskiana, como era
de se esperar.

A independéncia da defini¢do de verdade dos simbolos nao-l6gicos de uma linguagem
evita que CLP apresente o problema da complexidade da linguagem. Se o valor de verdade
de uma sentenca segundo uma estrutura @ nao varia nas expansdes ou contracdes de uma
linguagem, CLP também mantém-se inalterada nas suas expansdes ou contracdes.

Algumas semelhangas também podem ser observadas entre CLP e CLT. Ambas
independem do significado dos simbolos ndo-l6gicos das sentencas e sdo definidas com

base em toda circunstancia (estrutura ou linguagem). As duas sdo definidas a partir de um
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conjunto de simbolos l6gicos. Em algum sentido, CLP substitui os simbolos nao-légicos
das sentencas por metavaridveis, como definido em CLT.

O debate sobre as semelhancas entre CLP e CLT € bastante extenso. Etchemendy
(1999) e Bays (2001), por exemplo, defendem a tese que Tarski adotou uma concepg¢do de
dominio fixo da consequéncia légica. Para Bays (2001, p. 1702) tal ado¢do ndo origina os
problemas apontados por Etchemendy (1999). Ja Sher (1996), Gémez-Torrente (1996) e
Ray (1996) argumentam a favor de Tarski ter sugerido uma concep¢do de modelo com
dominios variados.

No artigo de 1933, Tarski parece pressupor a existéncia de universos distintos. Como
a verdade € definida sempre para uma linguagem, a natureza dos individuos das sequéncias
¢ estabelecida com base no objeto de discurso da linguagem. O préprio Tarski (1956c¢)
constrol uma definicdo de verdade para uma teoria de conjuntos na qual os elementos das
sequéncias sao apenas conjuntos. Ele, porém, ndo se refere a dominios distintos, a
subconjuntos do universo.

Ja no artigo de 1936, Tarski parece pressupor um universo absoluto ao definir a nocao
de consequéncia logica. Nele, estariam todos os objetos existentes, uma vez que CLT
independe de qualquer linguagem ou interpretacdo dos simbolos ndo-l6gicos. Sob esta
Otica, concluiriamos que a definicao de CLT nao considera dominios distintos.

Outra diferenca entre CLT e CLP estaria no mundo subjacente a defini¢do de verdade.
Em Tarski, ele parece ser o mundo real, como procuramos mostrar na secdo anterior. Em
CLP, o mundo subjacente é definido, a primeira vista, em cada estrutura. No restante desta
secdo analisamos a adequagcdo de CLP considerando a diversidade de dominios e esta
aparente independéncia do mundo real.

Etchemendy (1999, p. 74) afirma que uma das inovacdes da abordagem modal/formal
com relacdo a abordagem original de Tarski refere-se a consideracdo de dominios distintos,
0 que implica em um novo tratamento dado aos quantificadores. Mas isso nao salva esta
abordagem de possuir alguns problemas, como procuramos mostrar a seguir.

Para evitar os problemas expostos nas abordagens modal e formal, além de ndo
considerar 16gicos aqueles simbolos que parecem ndo ter este cardter, como os nomes de
individuos ou de predicados, os quantificadores também sdo tomados, em algum sentido,

como simbolos varidveis. Isso possibilita variar a natureza dos objetos envolvidos nas
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sentencas e a quantidade de objetos a serem analisados, considerando as diferentes
interpretagdes dos simbolos ndo-16gicos, nos diferentes mundos possiveis.

Etchemendy (1999, p. 65-9) apresenta duas versdes para tornar varidvel um
quantificador. Ambas propdem a sua interpretacdo e levam aos mesmos resultados. A
interpretacdo de um quantificador € a atribuicdo de um conjunto de individuos da estrutura
aplicados a ele. O quantificador universal “todo x” (“todo objeto”, “todo elemento”) pode
ser interpretado como todo homem, todo cachorro, todo atual presidente do Brasil e o
quantificador existencial “algum x” (“algum objeto”, “algum elemento”) como algum
homem, algum cachorro, algum atual presidente do Brasil.

A interpretacdo dos quantificadores pode apresentar alguns problemas, como os

ilustrados pelos seguintes argumentos:

Exemplo 3.4.10

a: b c:
Vo A_tof_ Erico Verissimo é escritor
E) q0) dx Ax Algum objeto € escritor

O argumento do Exemplo 3.4.10a, intuitivamente vélido, poderia ser considerado
invalido na perspectiva modal/formal caso os quantificadores universal e existencial fossem
interpretados inversamente. Para evitar este problema, € necessdria a restricdo da
interpretacdo dos quantificadores. Um quantificador universal ndo pode ser substituido por
ou interpretado como quantificador existencial e vice-versa.

A restricdo acima ndo resolve o problema do Exemplo 3.4.10b, considerado
intuitivamente valido. Suponhamos que o Exemplo 3.4.10b seja “traduzido” para o
portugués como em Exemplo 3.4.10c. Quando “f°,” for interpretado como Erico Verissimo
e “3x” como algum gato, considerando uma estrutura que espelhe o mundo real, a premissa
de Exemplo 3.4.10b seria verdadeira e a sua conclus@o seria falsa. Neste caso ndo teria
havido equivoco na interpretacdo dos simbolos. As categorias semanticas teriam sido
respeitadas. O problema consistiria na interpretacio conjunta de “Af’,” e “Ix”. Segundo
Etchemendy (1999, p. 65), para manter argumentos deste tipo vélidos, a perspectiva

modal/formal delimita restri¢des cruzadas de termos (cross-term restrition).
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As restricdes referem-se a proibicdes de interpretacdes conjuntas de termos. Um
exemplo de tal restricdo € aquela que obriga nomes de individuos e de predicados, quando
relacionados como em Exemplo 3.4.10b, serem interpretados de tal modo que o individuo
pertenga a extensao do predicado.

Com a consideracdo de mundos possiveis distintos e a aplicagdo de dominios
diferentes ao quantificador existencial, a abordagem modal/formal invalida,
apropriadamente, os argumentos do Exemplo 3.3.8a’ e do Exemplo 3.3.9.

O Exemplo 3.3.8a’ ¢ invalido devido ao conjunto das pessoas com menos de 35 anos
e de presidente do Brasil ndo serem excludentes. Embora no mundo real todo presidente do
Brasil tenha tido mais de 35 anos, € logicamente possivel a existéncia de mundos em que
pessoas com menos de 35 anos tenham sido presidentes. Na abordagem modal/formal isso
poderia ser representado através de uma estrutura na qual algum individuo com menos de
35 anos pertencesse a extensao do predicado “presidente do Brasil”.

Considerando as leis da 16gica classica aristotélica, em que FVX(x = x), qualquer n-
instanciacdo do Exemplo 3.3.9 possui premissas verdadeiras e conclusdo falsa em uma
estrutura cujo dominio seja unitdrio, o que o torna invélido.

Ao impedir certas interpretacdes com a restricdo cruzada de termos, a perspectiva
modal/formal desconsidera a caracteristica da necessidade. Tal exclusdo poderia pressupor
algum tipo de conhecimento prévio acerca dos objetos envolvidos nas sentencas, o que 0O
faria desconsiderar a anterioridade.

Além dos problemas expostos acima, Etchemendy (1999, p. 113) procura mostrar
que a abordagem modal/formal apresenta outras dificuldades. O seguinte esquema de

argumento ilustra uma delas:

Exemplo 3.4.11

IX X=X VX#X)

— 3x;...3%, Hni,j:I (Xi z Xj), para I <j.

A conclusiao do Exemplo 3.4.11 € equivalente a Vx;...VX, Z"l;j: 1 (Xi = Xj), para i <j. Entdo:
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Grau da Conclusdo
instanciagdo

2 VX1VX2 (X1 = X2)
3 VX1 VX VX3 (X1 = X3V Xp = X3 V X =X3)
4 VX IVXoVX3VX4(X1 =X VX =X3 VX3 =X4 VX =X3V X| =X4 VX2 =Xyg)

A conclusdo do Exemplo 3.4.11 determina haver menos que n objetos no universo.
Intuitivamente, qualquer n-instanciacdo deste argumento parece ser invdlida, pois a
conclusdo ndo € garantida a partir da premissa. Para a perspectiva modal/formal ser
adequada, deve haver uma estrutura tal que a premissa do Exemplo 3.4.11 é verdadeira e
sua conclusdo € falsa.

Para a conclusio de uma n-instanciagdo do Exemplo 3.4.11 ser falsa em uma
estrutura, o seu dominio deve possuir pelo menos n individuos. Se concebermos
intuitivamente que toda n-instanciagdo € invalida, para a proposta modal/formal ser
adequada deve haver, para toda n-instanciacdo do Exemplo 3.4.11, uma estrutura em que a
conclusdo seja falsa e a premissa seja verdadeira. Se o universo for finito, contendo k
objetos, toda n-especificacdo do Exemplo 3.4.11 tal que n > k sera vélida e as demais serdo
invdlidas. Logo, para a abordagem modal/formal ser adequada, deve pressupor que o
universo seja infinito. Por outro lado, se concebermos intuitivamente que nem toda n-
instanciacdo € valida, a adequacdo sempre dependeria da existéncia da quantidade de
objetos no universo.

Uma das saidas para salvar a adequagao da perspectiva modal/formal seria considerar
a garantia da infinitude do universo uma caracteristica légica. Segundo Etchemendy (1999,
p. 114), é isto o que se faz nessa perspectiva. Ela € construida com base na teoria de
conjuntos do tipo ZF, nas quais o axioma da infinitude garante que o universo contém um
numero infinito de objetos.

Etchemendy (1999) argumenta que o axioma da infinitude expressa uma afirmacao
extra-logica. Se fosse logica, também o seria um axioma que afirmasse a existéncia de n
objetos no universo. Mas isso tornaria vdlidos, indevidamente, uma série de n-instanciacoes
do Exemplo 3.3.9 e Exemplo 3.4.11.

Afirmar o axioma da infinitude seria o mesmo que tentar adequar o mundo real

escolhendo um individuo com menos de 35 anos presidente para garantir que argumentos
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como o do Exemplo 3.3.8a sejam invdlidos, diz Etchemendy (1999, p. 115). Com essa
afirmacdo, a abordagem modal/formal sofreria critica semelhante a proposta Tarskiana
original: pressuporia um mundo no qual a consequéncia légica seria reduzida, o mundo
subjacente ao das teorias de conjuntos em que figura o axioma da infinitude.

Uma solucdo para tais problemas poderia estar na readequacdo do conjunto de
simbolos considerados genuinamente légicos, desta vez eliminando dele o simbolo de
predicado de igualdade “=". Isso tornaria invalidos os argumentos do Exemplo 3.3.9 e do
Exemplo 3.4.11, tanto na abordagem Tarskiana quanto na modal/formal. Nessa
circunstancia, a conclusdao de uma n-instanciacdao do Exemplo 3.3.9 afirma que o par (@(t),
@(tj)) & =, para algum par (&(t;), @(7;)). Ja a conclusdao do Exemplo 3.4.11 € a negacdo da
conclusdo do Exemplo 3.3.9 e ¢ formalmente equivalente a “Vx; ... Vx, 2" j=; (Xi=X;), para
i <j”. Ela afirma que o predicado “=;” ¢ diferente do vazio ¢.

Para mostrar que o argumento do Exemplo 3.3.9 ¢ invdlido, basta apresentar uma

w_ £

estrutura em que o simbolo de predicado ¢ interpretado de tal modo que todo par de
individuos do seu dominio pertence a =, Etchemendy (1999, p. 117) cita os predicados
coexistir e ser idéntico ou ndo idéntico, entendidos do modo usual, como exemplo em que
isso ocorreria. Qualquer individuo de uma estrutura @ coexiste com qualquer individuo de

__9

@ Uma estrutura @ que interpreta como coexistir, torna falsa a conclusdo do Exemplo
3.3.9 e verdadeira a sua premissa, para toda n-instanciacdo, independentemente do tamanho
do universo ou do dominio.

Para mostrar que o argumento do Exemplo 3.4.11 € invdlido, € suficiente exibir uma
estrutura em que nenhum par de individuos pertenca a =, Uma estrutura com apenas um
individuo na qual “=" ¢ interpretado como ser maior que, entendido do modo usual, torna
falsa a conclusdao do Exemplo 3.4.11 e verdadeira a sua premissa, em toda n-instanciacao
do Exemplo 3.4.11.

De acordo com Etchemendy (1999, p. 117), a adequagdo na avaliagao da validade do
Exemplo 3.3.9 e do Exemplo 3.4.11 na proposta modal/formal independe de fatores extra-
16gicos como o tamanho do universo. Porém, ao excluir o predicado de igualdade “=" do

conjunto de simbolos genuinamente 16gicos, CLP e CLT enfrentam problemas como os

ilustrados pelos argumentos abaixo:
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Exemplo 3.4.12

a: b:
Al Vx Vy Vz (x € maior que y A 'y é maior que z — X é maior que z)
ﬁ;_ VX —(X € maior que X)
All f02 dy Vx —(x é maior que y)

Quando “=” nao € simbolo 16gico, o argumento do Exemplo 3.4.12 €, erroneamente,
considerado invdlido, diz Etchemendy (1999, p. 166). Uma estrutura em que “=" ¢é
interpretado como ser maior que torna as premissas verdadeiras e a conclusao falsa.

De acordo com a conclusdo do Exemplo 3.4.11b, ser maior que tem um elemento minimal.
Ja as suas premissas afirmam que este predicado € transitivo e irreflexivo. Como ser maior
que ¢ um “‘simbolo” nao-l6gico, a validade deste argumento depende de que, para qualquer
predicado, se ele for transitivo e irreflexivo, entdo tem elemento minimal.

Pode-se interpretar um predicado atribuindo-lhe um conjunto de n-uplas ordenadas
arbitrarias de individuos ou apenas como predicados genuinos. Segundo Etchemendy
(1999, p. 118), no primeiro caso o Exemplo 3.4.12b € valido com relacdo a um dominio se,
e somente se, esse dominio for finito, independentemente de haver restri¢des cruzadas de
termos. Com isso, tem-se também que o Exemplo 3.4.12b é vilido se, e somente se, 0O
universo for finito. No segundo caso, o Exemplo 3.4.12b seria valido caso o universo fosse
finito e poderia sé-lo caso o universo fosse infinito € homogéneo, por exemplo.

Em ambas as possibilidades de interpretacio de um predicado, a abordagem

modal/formal e a Tarskiana dependem do tamanho ou da constituicdo do universo para

determinar a validade do Exemplo 3.4.12b. Mas, diz Etchemendy (1999, p. 120),

... qualquer um reconhece que a afirmacao que ndo ha um maior objeto ndo é uma
consequéncia légica do simples fato que a relacdo maior que & transitiva e
irreflexiva. Nés o fazemos totalmente independente de nossas crengas ou
hipéteses, quaisquer que sejam elas, sobre o tamanho real do universo. Sem
divida nés simplesmente refletimos que ndo poderia ter tido nenhum maior
objeto, havendo ou ndo de fato. Questdes a respeito de o universo ser ou nio
finito sdo completamente irrelevantes para esta intuicdo fundamentalmente
modal.

Etchemendy (1999, p. 121) procura mostrar que o problema das perspectivas formais

da consequéncia légica, especialmente a de Tarski e a modal/formal, ndo estd na escolha
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apropriada de simbolos l6gicos. Independente de como ele seja escolhido, hd influéncias de
fatores extra-l6gicos como o tamanho do universo.

Quando aplicada aos sistemas formais 16gicos de primeira ordem cldssicos, a
extensdo de CLP é razoavelmente semelhante a extensdo intuitiva de consequéncia légica.
Mas tal semelhanca ndo se deve a sua corre¢do ou a uma escolha particular de simbolos
considerados genuinamente 16gicos. A sua adequacao pressupde a infinitude do universo ou
a sua nao homogeneidade.

Como esta abordagem estd construida com base em teorias de conjuntos do tipo ZF,
em que hd a garantia de que o universo € infinito e que seus elementos ndo sdo
homogéneos, coincidentemente a extensdo de CLP € equivalente a extensdo do que se
considera intuitivamente uma consequéncia légica. Se o universo fosse distinto, talvez esta
extensdo ndo fosse a mesma.

Por depender de um mundo especifico, CLP n3o possui a caracteristica da
necessidade. A primeira vista, ela parece satisfazé-la na medida em que considera mundos
possiveis distintos. Segundo a critica de Etchemendy (1999), o problema da abordagem
modal/formal € que a possibilidade de um mundo € determinada segundo o mundo-base da
teoria de conjuntos do tipo ZF. A consequéncia logica é definida em fun¢do de um mundo
particular. Mas, conclui Etchemendy (1999, p. 120), a relacdo de consequéncia logica entre
sentencas deve ser mantida independente da constituicdo do universo.

Ao tornar a consequéncia logica dependente de um mundo especifico, CLP deixa de
possuir a caracteristica da necessidade e da anterioridade. A abordagem modal/formal nao
considera todos os mundos e exige conhecimentos prévios sobre os objetos de discurso das
sentencas envolvidas na andlise.

Em suma, procuramos mostrar neste capitulo que, também sob o ponto de vista
semantico, as abordagens aqui investigadas ndo satisfazem as trés caracteristicas da
consequéncia légica discutidas na Secdo 1.2. Como visto, a validade de certos argumentos
na abordagem modal depende do conteido das suas sentencas ou de conhecimentos
prévios. Ja a abordagem formal, em sua versdo substitucional, permite que a validade de
certos argumentos dependa da escolha dos termos ldgicos de uma linguagem ou da
complexidade da linguagem subjacente. Em sua versdo interpretacional, a abordagem
modal faz com que a validade de certos argumentos dependa, além da escolha dos simbolos

16gicos de uma linguagem, também da andlise do mundo real ou do tamanho do universo.
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Por fim, na versdao modal/formal a validade de certos argumentos também depende de
fatores como a garantia da infinitude do universo. De um modo ou de outro, tais
dependéncias de fatores extra-logicos faz com que cada uma destas abordagens, que sdo
usuais e aceitas quase que universalmente no ambito da Ldgica, deixem de satisfazer
alguma das caracteristicas da consequéncia légica.

Nestes trés primeiros capitulos deste trabalho procuramos fazer uma andlise geral de
alguns estudos cldssicos sobre a consequéncia légica. Procuramos apresentar as
caracteristicas centrais das propostas estudadas, investigando se elas satisfazem as
principais caracteristicas da consequéncia légica. Em termos seménticos, a concepg¢ao usual
base para a defini¢do de consequéncia logica é a de verdade. No restante deste trabalho
proporemos uma concep¢ao de consequéncia ldgica baseada na nocdo de quantidade de
informacdo. Introduziremos uma definicdo de consequéncia ldgica informacional
assumindo como ponto de partida a Logica Sentencial cléssica, definida no segundo
capitulo. Investigaremos qual a ldégica subjacente, dentre os sistemas expostos
anteriormente, a consequéncia légica informacional e se ela satisfaz as caracteristicas de

necessidade, formalidade e anterioridade.
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Capitulo 4

O conceito de informacao

1 Apresentacao

Neste capitulo iniciamos a segunda parte do trabalho, na qual construimos nossa
proposta de uma andlise informacional da consequéncia l6gica. Apresentamos a no¢ao
quantitativa de informacao, adotada em dreas como a Teoria Matematica da Comunicagao,
a ser utilizada como base para a nossa proposta de uma inferéncia informacional. Na
proxima se¢do expomos a no¢ao de informacgdo subjacente a esta perspectiva matematica da
informacdo. Inicialmente apesentamos a no¢do de modelo de comunicacdo unidirecional,
com vistas a definir uma fonte de informacdes, a ser tomada como referéncia para, no sexto
capitulo, estabelecermos o valor informacional de uma férmula que, por sua vez, sera
utilizada na definicdo da inferéncia informacional. Devido aos nossos objetivos neste
trabalho, ndo trataremos do aspecto semantico da informac¢do, mas apenas do seu aspecto
quantitativo. Na terceira se¢do apresentamos a definicdo de quantidade de informacdo e

finalizamos o capitulo com algumas criticas a esta perspectiva.

2 A nocao quantitativa de informacao

Do ponto de vista da Teoria Matematica da Comunica¢do (doravante, TMC), a
comunicacdo € vista como um processo de transmissdo de informacdes, a exemplo do que
ocorre em uma ligacdo telefénica, um envio de e-mail ou em uma consulta em terminais

eletronicos. De acordo com Shannon e Weaver (1949, p. 03),

A comunicag¢do é qualquer procedimento pelo qual uma mente afeta outra mente.
Além da fala escrita e oral, a comunica¢do envolve mdsica, artes pictéricas,
teatro, balé e, de fato, todo comportamento humano. Em algumas situagdes pode
ser desejdvel usar uma definicio mais ampla de comunica¢do. Tal defini¢do
envolveria procedimentos por meio dos quais um mecanismo (por exemplo um
equipamento automdtico para rastear um aeroplano e computar suas provaveis
posicdes futuras) afeta outro mecanismo (por exemplo um missil guiado
perseguindo este aeroplano).

A transmiss@o de informagdes pressupde alguns componentes, como uma fonte, um

canal e um destino. Esses trés elementos sdo entidades do mundo, diz Blahut (1988, p. 3).
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A fonte e o receptor podem ser células nervosas, computadores, seres humanos, a natureza;
o canal pode ser o espaco ou um conjunto de fios.

Para que a informacdo seja transmitida pela fonte ao destino através do canal,
geralmente € necessdria a constru¢do de dois componentes. Um deles para adequar as
mensagens a natureza do canal para que elas possam ser transmitidas e outro para readequar
estas mensagens para que o destino possa recebé-las. Estes dois componentes sao
denominados, respectivamente, transmissor e receptor.

A figura abaixo ilustra o modelo de comunica¢do unidirecional, no qual as

informacdes sdo transmitidas apenas em uma direcdo: da fonte para o destino.

Figura 4.2.1

Sinal Sinal
emitido recebid
Fonte »| Transmissor »| Canal » Receptor »| Destino
mensagem mensagem
Fonte
de ruido
Figura 4.2.1

Modelo de comunicagdo unidirecional (Shannon & Weaver, 1949, p. 07)

No exemplo da ligacdo telefonica, o falante é a fonte de informagdes e o ouvinte o
destino. As palavras emitidas pela fonte sdo transformadas em sinais pelo transmissor e
transmitidas através de fios ou via satélite para o telefone do ouvinte, onde sdo novamente
transformadas em sons pelo receptor a fim de serem recebidas pelo destino.

Em um sentido geral, uma fonte pode ser entendida como um processo gerador de
informacdes. Os elementos de uma fonte no mundo sao os eventos possiveis de serem
realizados, isto é, fendmenos em inter-relacdo, delimitados e gerados pela prépria fonte.
Um evento pode ser pensado como um acontecimento, um comportamento, uma realizacao
de algo, atual ou possivel, dependendo da circunsténcia.

Exemplos de fontes sdo os lances de moeda ou de dados, cujos eventos sio,
respectivamente, cara e coroa e cada um dos seis lados da face do dado; os jogos de loteria,

cujos eventos sdo os nimeros a serem sorteados; o clima, cujos eventos sdo chuva, calor,
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umidade etc.; a Lingua Portuguesa, cujos eventos podem ser considerados as suas letras ou
as suas palavras.

Em termos tedricos, uma fonte pode ser pensada como um processo gerador de
mensagens, as portadoras de informacdo, concebidas como um conjunto de signos
organizados de acordo com determinadas regras adotadas. Para Wiener (1970, p. 33) “...
uma mensagem € uma sequéncia discreta ou continua de elementos mensurdveis
distribuidos no tempo (o que os estatisticos chamam série temporal).” Pode ser uma
sequéncia de simbolos ou de palavras escritas ou faladas de uma linguagem, a temperatura
registrada por um termdmetro continuo ou o toque de uma campainha.

Assim, cada conjunto de eventos, parte constituinte de uma fonte no mundo, pode ser
associado a um conjunto de mensagens, parte constituinte de uma fonte no sentido tedrico.
Dizer que uma mensagem foi gerada ou escolhida significa que ocorreu o seu evento
correspondente no mundo.

A rigor, quem ocorre ou possui probabilidade de ocorréncia sdo os eventos € nio as
mensagens de uma fonte. No restante deste trabalho, no entanto, diremos, por questdes
praticas, que as mensagens ocorrem ou possuem probabilidade de ocorréncia. Ao dizer que
a mensagem de uma fonte ocorreu, ou possui certa probabilidade de ocorréncia, deve-se
compreender que o seu evento correspondente em uma dada circunstancia no mundo
ocorreu ou possui a probabilidade estabelecida.

As mensagens podem ser digitais ou analdgicas. As digitais, ou discretas, sdo
constituidas por elementos com duracdo e tamanho delimitados, como nas sentencas
escritas de uma linguagem. Nelas, é possivel distinguir, enumerar, classificar e identificar
com precisdo os seus elementos. J4 as mensagens analdgicas, ou continuas, se caracterizam
por ndo apresentar separa¢do nitida entre seus componentes, como nas sentencas faladas ou
nos velocimetros que registram a velocidade através de ponteiros em vez de nimeros.

Uma fonte discreta € aquela que manipula (escolhe, delimita e gera) apenas
mensagens discretas. Tais fontes geram suas mensagens simbolo por simbolo, como na
telegrafia ou na computacdo digital, em que os elementos das mensagens podem ser
representados por sequéncias finitas de digitos bindrios “0” e “1”".

Em geral, as mensagens sdo selecionadas com base na probabilidade de ocorréncia
das mesmas. Quanto maior a probabilidade de ocorréncia, maior é a chance da mensagem

ser selecionada pela fonte.
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A producdo de uma sequéncia de simbolos de acordo com certas probabilidades é
chamada processo estocdstico. Para Shannon (1949, p. 40), uma fonte discreta pode ser
representada por um processo estocdstico, ou seja, como um espago de probabilidades. Por
outro lado, um processo estocdstico que produz uma sequéncia discreta de simbolos
escolhidos a partir de um conjunto finito pode ser considerado uma fonte discreta.

Quando, em um processo estocdstico, as probabilidades dependem da ocorréncia de
mensagens anteriores, tem-se um processo ou uma cadeia de Markov. De acordo com
Epstein (1986, p. 59), uma cadeia de Markov pode ser definida como um processo
probabilistico no qual o desenvolvimento futuro depende estatisticamente do estado
presente. No Portugués, por exemplo, a probabilidade de ocorréncia da letra “e” é muito
maior do que a probabilidade da letra “t”. A chance de “e” ser escolhida € muito maior do
que “t”. Ja a probabilidade de ocorréncia de “t”, dada a ocorréncia de “m” € nula, o que ndo
acontece com a letra “b”.

Dentre as cadeias de Markov estdo 0s processos ergoticos, caracterizados pela
existéncia de uma regularidade estatistica segura. Como suas propriedades nao mudam com
o tempo, qualquer amostra razoavelmente grande de suas mensagens tende a ser
representativa da sequéncia geral de ocorréncia de suas mensagens. Segundo Wiener (1970,
p. 33), a previsao do futuro de uma mensagem faz-se sobre uma espécie de operador sobre
o seu passado, seja ele realizado por um esquema de computacdo matemética ou por um
aparelho mecénico ou elétrico.

Fontes ergdticas sdo aquelas em que toda sequéncia produzida tem as mesmas
propriedades estatisticas que qualquer outra. As suas propriedades ndo se alteram com o
tempo. Descobertas as probabilidades de ocorréncia dos simbolos, pode-se prever, para
qualquer momento, a probabilidade de ocorréncia daquele simbolo.

No préximo capitulo trataremos da no¢do de situagdo, que corresponderemos a fontes
discretas ergéticas. Elas serdo tomadas como base para a proposta da semantica
probabilistica e da no¢ao de consequéncia l6gica informacional.

No que se segue propomos uma concepcao de fonte discreta ergética com base na

proposta de Shannon (1949).
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Definicao 4.2.2 (Fonte discreta ergética)
Sejam Ap = {Xi, ..., Xa} € Pp = {p(X1), ..., p(Xn)}, em que p(xi) € Q, 0 < p(xi) < 1, "1 p(xi)
= 1. Uma fonte discreta ergotica F é tal que F = {(x1, p(X1)), ..., (Xn, p(Xn)) }.

Na defini¢do acima, “Ag” ¢ denominado o espaco da fonte F, x; € a i-ésima mensagem
da fonte F, Pr € o conjunto dos valores probabilidade das mensagens de F, de tal modo que
p(x;) é o valor probabilidade da i-ésima mensagem de F.

A fonte constituida pelas mensagens correspondentes aos eventos de um lance de
moedas, por exemplo, em que a mensagem “cara” ¢ representada pelo digito 0 e “coroa”
pelo digito 1, seria assim descrita: {(0,1/2); (1,1/2)}. J4 a fonte constituida pelo lance de um
dado seria: {(1,1/6); (2,1/6); (3,1/6); (4,1/6); (5,1/6); (6,1/6)}.

Na perspectiva da TMC, a eficiéncia da comunicagdo consiste em transmitir, de modo
adequado, as informacOes selecionadas na fonte para o destino. Os problemas de
comunica¢do, dizem Shannon & Weaver (1949, p. 04), podem ser estudados sob trés

enfoques, representados pela solu¢@o dos seguintes problemas:

a:  Problema técnico: qudo acuradamente os simbolos de comunicacdo podem ser
transmitidos.

b:  Problema semantico: quido precisamente o0s simbolos transmitidos carregam o
significado desejado.

c:  Problema da efetividade: qudo efetivamente o significado recebido afeta a conduta de

modo desejado.

O problema técnico consiste na andlise da exatiddo da transferéncia da mensagem
selecionada pela fonte. Sob esse prisma, avalia-se em que medida os simbolos que
chegaram ao destino sdo, de fato, os que partiram da fonte. Investigam-se ainda as causas
das possiveis falhas no processo de comunica¢do, como o ruido (perturbacdes que podem
alterar as mensagens originais) e os meios para evita-los, elimina-los e corrigi-los, como faz
a TMC. A informagdo € analisada sob um ponto de vista quantitativo e sintatico. Neste
aspecto, a eficiéncia da comunicacdo € medida pela reproducdo exata ou aproximada no

destino dos simbolos selecionados na fonte.
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O problema semdntico, por sua vez, refere-se a precisao do significado dos sinais.
Nessa perspectiva busca-se analisar em que medida o destino capturou o significado das
mensagens emitidas pela fonte. A informacdo é concebida sob um ponto de vista qualitativo
e semantico.

A eficiéncia da comunicacdo semantica pressupde a eficiéncia da comunicagdo
sintatica. Em geral, para que o significado original da mensagem emitida pela fonte seja
transmitido e captado pelo destino, € essencial que os simbolos constituintes da mensagem
cheguem ao destino sem modifica¢des significativas, ou seja, com o minimo possivel de
ruido. No problema semantico a andlise € centrada naquilo que as mensagens se referem ou
sobre o seu conteido. Aquilo que elas querem dizer. A questdo a ser investigada consiste na
andlise da qualidade da mensagem, o seu significado ou a sua referéncia.

Por fim, o problema da efetividade consiste na andlise da realizacdo dos comandos
subjacentes na mensagem emitida pela fonte. Uma vez recebida a mensagem e captado o
seu significado pelo destino, investiga-se em quais condi¢des a sua conduta € satisfatoria. A
eficiéncia da comunicacdo € definida a partir da adequacdo da atividade realizada pelo
destino com os pressupostos da mensagem na fonte.

A solugdo do problema da efetividade pressupde a solugdo dos outros dois problemas
anteriores. Se o destino ndo captura o significado da mensagem ou a recebe de modo
alterado, pode ndo capturar o pedido implicito emitido pela fonte.

Para Shannon e Weaver (1949, p. 31), os aspectos semanticos e pragmaticos da
informacao sdo irrelevantes para o problema técnico, ou de engenharia. Porém, aspectos de
engenharia ndo sdo irrelevantes para os aspectos semanticos ou de efetividade.

Muitas criticas foram dirigidas ao modelo de comunicacdo unidirecional,
especialmente com relacdo a sua adequacao a explicacdo da comunicagdo e acdo humanas.
Netto (2001), por exemplo, analisa modelos de comunicacdo em que a selecdo de
informacdes nao estd centrada na fonte, mas também no destino. Para Netto (2001, p. 200), o
modelo unidirecional ndo é adequado para explicar a dinamica do funcionamento da agao
humana ndo-mecanica. Para Le Coadic (1996), um bom modelo de comunicagdo social ndo
pode ser direcional. Para ele, o processo de comunica¢cdo humana € circular, sem a presenca
de fonte e destino. Todos os participantes do processo comunicativo informam e sao
informados ao mesmo tempo. Nesse processo, tanto a informagdo quanto a a¢do poderiam

emergir de forma auto-organizada, no sentido explicitado por Debrun (1996a; 1996b).
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Embora as criticas esbocadas ao modelo unidirecional sejam muito expressivas, o
objetivo de Shannon (1949), e de grande parte dos pesquisadores da TMC, ndo era o de
explicar a natureza do processo comunicativo humano ou processos comunicativos que
envolvem aspectos semanticos ou pragmaticos. Eles estavam interessados, particularmente,
com o problema da eficiéncia técnica, ou seja, da transmissdo exata de um conjunto de
simbolos de um ponto para outro.

Um dos recursos utilizados para medir a eficiéncia da comunicagdo foi estabelecer
uma definicdo quantitativa da informagdo. Antes de apresentarmos essa definicdo da
medida informacional, apresentamos a seguir a no¢do de informag¢do subjacente a proposta
de Shannon.

Dois dos pioneiros no estudo da quantificacdo, do armazenamento e da transmissao da
informacdo foram Nyquist e Hartley (1928). Eles descrevem a quantidade de informacao
presente em uma fonte de acordo com o seu nimero de mensagens possiveis. Shannon
(1948) aprimorou essa ideia e estabeleceu a base para a TMC. Ele inclui novos fatores a
proposta de Nyquist e Hartley, como o efeito do ruido no canal, a economia possivel na
transmissdo de informacgdes e a possibilidade de mensagens possuirem quantidade de
informacdes distintas.

Na perspectiva em questdo, diz Pignatari (1968, p. 45), s6 pode haver informagdo
onde had divida e ddvida implica na existéncia de alternativas — donde escolha, sele¢ao,
discriminacao.

Para Hartley (1928), a informacdo em uma mensagem € medida pela liberdade de
escolha que alguém tem ao selecioné-la, baseada em uma fonte. De acordo com Shannon &
Weaver (1949, p. 8), a informagao relaciona-se ndo ao que vocé realmente diz, mas ao que
poderia dizer. E uma medida da liberdade de escolha quando se seleciona uma mensagem.

Em um lance ndo viciado de moeda, por exemplo, ha duas possibilidades igualmente
provaveis de escolha: cara ou coroa. J& em um lance ndo viciado de dados, hd seis
possibilidades. A liberdade de escolha no primeiro caso € menor que no segundo. No caso
dos dados, poderiamos dizer muito mais coisas do que poderia ser dito no caso da moeda.
Por isso, intuitivamente, pode-se perceber, sob a Gtica em questdo, que a quantidade de
informacao presente no jogo de dados € maior do que a do lance de moeda.

Para Hershberger (1955) a informacdo pode ser definida como uma medida da

reducdo de incerteza. Estd relacionada a imprevisibilidade em uma mensagem ou em uma
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fonte, trazendo a tona um elemento ausente antes da sua ocorréncia. No lance de moeda a
reducdo de incerteza é menor do que no jogo de dado. A ocorréncia de um evento em uma
fonte como a do exemplo do lance de moeda elimina apenas uma alternativa, enquanto no
lance de dados sao eliminadas cinco alternativas equiprovaveis.

A informagao pressupde a possibilidade de ocorréncia de mais de uma mensagem em
uma fonte. Se ela admite apenas a ocorréncia de uma mensagem, ndo ha liberdade de
escolha, ndo ha incerteza a ser reduzida. Sabe-se a priori qual mensagem ocorreria, 0 que
impede a geracdo de novidade ou reducdo de incerteza. Uma fonte caracterizada pelo jogo
de um dado no qual todos os lados tivessem o mesmo numero gravado seria ndo
informativa, porque poderiamos saber de antemdo o resultado do lance.

Quanto maior a liberdade de escolha, a reducdo de incerteza, em uma fonte, mais
informativa ela é. A informacdo atinge seu valor madximo quando todas as mensagens de
uma fonte tiverem a mesma chance de serem escolhidas. Ja o valor minimo ocorre quando
apenas uma delas puder ocorrer.

A informagdo também costuma ser associada a nocdo de ordem. Na TMC o termo
“ordem” € utilizado para se referir & nocdo que se caracteriza pela estabilidade,
regularidade, arranjo e pressupde previsibilidade, regularidade. A desordem, por sua vez, é
caracterizada pela aleatoriedade, pelo acaso, pela randomicidade. Em um texto recente
sobre conceitos bdsicos de sist€émica, Bresciani & D’Ottaviano (2000) definem os conceitos
de ordem e organizagdo. Nesta proposta, que ndo serd discutida neste trabalho, a no¢do de
organizagdo € correspondente a no¢ao de ordem na TMC.

Na TMC a ordem em uma fonte € definida a partir da distribui¢do da probabilidade de
seus eventos ou mensagens. Uma fonte totalmente desordenada é aquela cujos eventos ou
mensagens possuem a mesma probabilidade de ocorréncia. J4 a ordem méxima ocorre
quando um evento possui probabilidade absoluta de ocorréncia. Quanto mais dispares
forem as probabilidades de ocorréncia dos eventos, mais ordenada é a fonte.

A ordem é geralmente associada a no¢do de entropia, definida como a medida da
aleatoriedade de uma fonte. Aplicada a nocdo de informacgdo, a entropia é definida com
base na probabilidade de ocorréncia das mensagens de uma fonte. Na concep¢do de
Shannon & Weaver (1949, p. 12), a entropia € a medida da incerteza de uma varidvel
randomica. A entropia é a medida da desordem. Quanto mais desordenada uma fonte, maior

a sua quantidade de entropia. A entropia estd em propor¢do inversa a ordem.
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O aumento na entropia significa um aumento da liberdade de escolha ou da redugdo
da incerteza. Quanto mais desordenada for uma fonte, maior serd sua quantidade média de
informacao. Por isso, dizem Shannon e Weaver (1949, p. 15), a informacgdo e a entropia
estdo na mesma proporc¢ao.

Quanto mais semelhantes forem as probabilidades de ocorréncia das mensagens de
uma fonte, maior € a sua desordem. A desordem estd na mesma proporcao da aleatoriedade
ou randomicidade. Quando, em uma fonte, as mensagens acontecem aleatoriamente, a
previsibilidade € sacrificada. A ordem pressupde que algumas coisas acontegcam mais vezes
e outras menos, ou seja, depende da disparidade da probabilidade de ocorréncia das
mensagens.

Nesse processo, uma fonte é totalmente desordenada, isto €, possui 0 maximo de
entropia, quando todas as suas mensagens sdo equiprovdveis. Em fontes com essa
caracteristica, quanto maior a sua quantidade de mensagens possiveis, mais ela €
desordenada. Por outro lado, por maior que seja o nimero de mensagens possiveis em uma
fonte, se uma delas tiver uma probabilidade muito elevada de ocorréncia, digamos, quase
absoluta, a desordem € baixa.

Dado este panorama geral da no¢@o de informagao subjacente a proposta de Shannon,
na préxima secao expomos uma definicdo da quantidade de informagdo presente em uma

mensagem € €m uma fonte.

3 Uma definicao da medida informacional

A defini¢do sugerida por Shannon (1949) para a medida da liberdade de escolha em
uma fonte pode ser ilustrada através de um método de divisdo das mensagens, como
exposto por Edwards (1971), por exemplo. Esse procedimento consiste em sucessivas
divisdes do nimero de alternativas possiveis em dois grupos com o mesmo ndmero de
elementos, escolhendo um desses grupos em cada divisdo com base na resposta a pergunta:
“Escolho o primeiro grupo?” O numero de respostas “sim” ou “ndo” necessdrias até obter
dois grupos constituidos por apenas um elemento serd o valor da liberdade de escolha.
Claramente, esse método funciona apenas quando o nimero de mensagens da fonte é tal
que na ultima pergunta tem-se um par de elementos. Além disso, ele é adequado

unicamente quando as mensagens possuem a mesma probabilidade de ocorréncia.
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De acordo com esse método, uma fonte com oito mensagens equiprovaveis precisaria
de trés respostas a pergunta em questdao, conforme ilustrado na figura abaixo que, como as

proximas figuras, € adaptada da exposi¢dao de Edwards (1971):

sim

nao

Figura 4.3.1
Método de divisdo das mensagens de uma fonte com oito mensagens possiveis equiprovdveis

A selec¢do ou a geracdo da mensagem numero 3, portanto, demandou trés escolhas

sucessivas. Esse método permite estabelecer a seguinte relacao:

Numero de mensagens (n) divisdo por 2 nimero de decisoes (H)
2
2
2
2
6 2
Figura 4.3.2
Relacdo entre o niimero de mensagens de uma fonte e o de decisoes para a escolha de um delas.

S W = O

— 00 AN =

Este método parece se adequar a nocdo intuitiva de informacdo exposta na sec¢ao
anterior. Quanto maior for o nimero de elementos do espaco da fonte, maior serd a
liberdade de escolha, definido pelo nimero destas escolhas, a ser associado a quantidade de
informacao.

De acordo com a Figura 4.3.2 acima, estabelecemos, por combinatéria, a seguinte

relacdo matemdtica entre o nimero de mensagens, denotado por “n”, € o nimero de

perguntas, denotado por “I”:
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De acordo com a defini¢do de fun¢do logaritmica, se B = A™ entdo loga B = x. A
partir disso, Shannon (1949) estabelece uma defini¢do da quantidade de informacdo em

uma fonte com uma quantidade de mensagens equiprovaveis.

Definicao 4.3.3 (Quantidade de informacao em fonte com mensagens equiprovaveis)
Seja F uma fonte de informacdes com n mensagens equiprovaveis. A quantidade de

informacdo de F, denotada por “Iz”, é definida pela seguinte equacao:

Ir =1log, n.

Fontes com quatro, oito ou dezesseis mensagens equiprovdveis conteriam,
respectivamente, quantidade de informacdo igual a 2, 3 e 4. Assim, a fonte composta pelo
jogo de moeda é menos informativa do que a fonte do jogo de dados.

Muitas fontes de informacao, no entanto, possuem mensagens com probabilidade de
ocorréncia distinta. Algumas ocorrem mais vezes do que outras, como no caso de um lance
de moeda viciado, por exemplo.

Na perspectiva de Shannon (1949), a rigor, a informacdo € atribuida a fonte e ndo as
suas mensagens individuais. Segundo Weaver (1949, p. 9), embora algumas vezes seja
conveniente atribuir informacao as mensagens individuais (como se faz com o significado),
o objetivo é definir uma quantidade de informacdo para uma fonte como um todo. No
entanto, a definicdo da quantidade de informag¢do em uma fonte de informacdes cujas
mensagens nio sdo equiprovaveis depende de uma espécie de quantificacdo da informacao
presente em cada mensagem.

Quando as mensagens ndo sdo equiprovaveis, o método da divisdo em grupos com o
mesmo nimero de mensagens para determinar a quantidade de informacdo deixa de ser
apropriado. Como a liberdade de escolha diminui nestes casos, dada a existéncia de uma
espécie de preponderancia de algumas mensagens, o nimero de perguntas para a escolha de
uma mensagem também deve diminuir. Quando as mensagens sdo equiprovaveis, a divisao
do nimero de mensagens ao meio € vidvel porque cada metade fica com cinquenta por
cento de probabilidade de ocorrer, o que nem sempre acontece quando elas nao sao

equiprovaveis.
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Um novo método para medir a quantidade de informacado nesses casos consiste em
considerar a probabilidade de ocorréncia das mensagens em uma fonte de tal modo que
possibilite a divisdo em grupos igualmente provéveis de serem escolhidos.

Para ilustramos esse novo método, imaginemos uma fonte com quatro mensagens em
que, de cada oito ocorréncias de mensagens, a mensagem “l1” ocorre quatro vezes, a
mensagem “2” ocorre duas vezes e as mensagens “3” e “4” ocorrem uma vez cada. A figura
abaixo, adaptada do texto de Edwards (1971), ilustra como adequar o caso de fontes, cujas

mensagens possuem probabilidades distintas, ao método anterior.

11112234
1,1,1,,/%3,
AN

2,2 3

3/

Figura 4.3.4
Meétodo de divisdo das mensagens de uma fonte com quatro mensagens possiveis

I

\

i

Com esta representacdo podemos proceder como no caso das mensagens
equiprovéaveis, dividindo o grupo ao meio. Mas, como ilustra a figura acima, a selecdo da
primeira mensagem exigiria apenas uma escolha, da segunda exigiria duas e das duas

ultimas exigiria trés escolhas. O esquema abaixo 1lustra essa relacao.

Mensagem () divisdo n. de escolhas (I,) probabilidade (p;)
1 2 1 %3
2 2 2 Ya
3 2 3 1/8
4 2 3 1/8
Figura 4.3.5

Relagdo entre o niimero de escolhas para a selecdo de uma mensagem com a sua probabilidade de
ocorréncia.

No esquema acima encontramos a seguinte relacdo matemdtica entre as trés ultimas
colunas:

pi= ol

De acordo com a defini¢do da fun¢do logaritmica, Shannon (1949) estabelece a quantidade

de informagdo presente em uma mensagem de uma fonte, conforme a préxima defini¢3o.
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Definicao 4.3.6 (Quantidade de informacao de uma mensagem)
Seja x; uma mensagem de uma fonte F' e p; a probabilidade de ocorréncia de i. A quantidade

de informac¢do em x;, denotada por “I;”, € definida pela seguinte equagao:

I; =-log; pi.

Quando p; = 0, definimos que —log, 0 =0, ou seja, [; =0.

A quantidade de informacdo presente em cada uma das mensagens enunciadas na

figura 4.3.4 acima ¢é assim definida:

Il=—10g21/2=1 12=—10g2%=2
I3=—10g2 1/8=3 I4=—10g2 1/8=3

Pode ser facilmente mostrado que, em fontes com mensagens equiprovaveis, a
quantidade de informacdo de qualquer das suas mensagens € igual a quantidade de
informacdo da propria fonte. Nestes casos, a liberdade de escolha de uma mensagem
coincide com a liberdade de escolha da prépria fonte.

Além disso, deriva-se das definicdes acima que a quantidade de informacdo de uma
mensagem € sempre positiva. Nao ha informacdo negativa na perspectiva de Shannon
(1949).

A determinac¢do da quantidade média de informacdo de fontes em que as mensagens
ndo sdo equiprovaveis nao pode basear-se na sua quantidade de mensagens. A quantidade
de informacao presente em uma mensagem pode ser determinada pelo nimero de decisdes
bindrias necessarias para poder seleciond-la. A quantidade média de informacdo presente
em uma fonte pode ser determinada pelo nimero médio dessas decisdes para cada uma de
suas mensagens.

No exemplo da Figura 4.3.4 acima, observamos que a quantidade de vezes que a
primeira mensagem € selecionada € muito maior do que o nimero de vezes que as demais
mensagens. Como a sua probabilidade de ocorréncia € maior, a sua quantidade de

informacdo deve ser menor. O nimero de decisdes para a sua escolha também deve ser

menor, o que representa que a liberdade de escolha nessa fonte diminui.
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Intuitivamente, o nimero médio de decisdes depende da probabilidade de ocorréncia
de cada mensagem associado ao ndmero de decisdes exigido para ela ser selecionada. Neste
método, verifica-se que quanto mais uma mensagem tem chance de ser escolhida, menos
decisdes sdo necessdrias para a sua selecdo. No caso do exemplo da Figura 4.3.4, o nimero

médio de decisdes da fonte em questdo, denotado por “H”, é assim calculado:

H=("x1)+®x2)+(1/8x3)+(1/8x3)=1,75.

O resultado da equagdo acima mostra que o grau de liberdade de escolha diminuiu
quando comparado a fonte em que as mensagens eram equiprovdveis. Houve uma
economia no nimero médio de escolhas.

Para calcular H procedemos inicialmente multiplicando a probabilidade de ocorréncia

de cada mensagem pela sua quantidade de informacao

Ii: pi x log; pi.

Com isso, obtemos a quantidade de informacdo em uma fonte qualquer, conforme a

préxima definicao.

Definicao 4.3.7 (Quantidade de informacio presente em uma fonte)
Sejam F uma fonte de informac¢des com n mensagens e I; a quantidade de informacao
presente na mensagem X; de F. A quantidade de informacgdo presente em F, denotada por

“Hp”, é definida pela seguinte equagao:

HFZZ,'];),'XI,'

Abaixo consideramos trés fontes e calculamos a sua quantidade de informagao.

Exemplo 4.3.8

Fi={(a, }2); (b, }2)}.

Fr = {(a, '4); (b, '4); (c, Y4); (d, '4)}.
F3 = {(a, ¥2); (b, '4); (c, 1/8); (d, 1/8)}.
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He =- {(2-1) + (2-D} = 1.
He=- {(%4-2)+ (%4 -2) + (4 -2) + (4 -2) =2.
Hps =- {(Y2-1) + (% -2) + (1/8 -3) + (1/8 -3) = 1,75.

As duas primeiras fontes do exemplo acima apresentam mensagens equiprovaveis.
Por conter mais mensagens, a segunda fonte apresenta uma quantidade de informacgado
maior que a primeira. A terceira fonte, por sua vez, embora tenha o mesmo nimero de
mensagens do que a segunda, apresenta uma quantidade de informag¢do menor. Isso
acontece porque as mensagens na terceira fonte ndo sdo equiprovaveis.

Pode-se mostrar, como o faz Roman (1992), por exemplo, que uma fonte cujas
mensagens sao equiprovaveis constitui um caso particular da definicao acima.

A proxima figura ilustra a variacdo da informacdo de uma fonte H com duas
mensagens, denotadas por “x;” e “X,”. A probabilidade de ocorréncia de x; é denotada por

“p(x1)”, de modo que p(x;) = “1 - p(x1)”.

1,0
0,9

08 / \
0,7
0.6 / \

H
bits 0.5 /
0,4

0,3 \
0,2
o1 L/ \
0010203040506 0,708 0,9 1,0
p(x1)

Figura 4.3.9

Variacdo na informacdo de uma fonte com duas mensagens (Shannon & Weaver, 1949, p. 50)

O gréfico explicita, dentre outras coisas, que a informagdo € maxima quando p(x;) =
p(x2) = ¥2. J4 a informagao € minima quando uma das mensagens possui a probabilidade
maxima.
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Embora esta perspectiva quantitativa da informacao tenha a sua utilidade, ela sofre
indmeras criticas.

Para Stonier (1990), h4 um paradoxo na caracterizacdo de informacdo de Shannon,
que pode ser ilustrado através do seguinte exemplo: imaginemos uma biblioteca cujos
livros estao distribuidos por assunto, autor, palavras-chave. Nela, € facil encontrar uma obra
solicitada. Dirfamos que tal biblioteca € altamente informativa (considerando a distribui¢do
fisica dos livros e ndo o contetido destes), pois podemos saber onde estdo os seus livros
com grande facilidade. Mas, segundo a perspectiva de Shannon, ela conteria uma pequena
quantidade de informacao, dado o grau elevado de ordem. Assim, quanto mais informativa
for uma fonte, menos informativa ela parece ser.

Acreditamos que o paradoxo acima se origina devido a ambiguidade da nog¢do de
informacdo, o que o torna um pseudo-paradoxo. Por um lado, sob a perspectiva de
Shannon, a informacao estd associada a desordem. Por outro lado, conforme areas como a
ciéncia da informacdo, a informacao € aquilo que uma fonte diz efetivamente sobre algum
estado de coisas; € um conhecimento inscrito ou gravado na forma escrita ou falada,
conforme Yves (1996).

Para Stonier (1990, p. 07) a informacdo ndo € nem matéria nem energia. Mas, assim
como a matéria e a energia, ela existe no mundo fisico. A sua existéncia independe dela ser
percebida ou entendida, ter um significado ou ser interpretada, diz Stonier (1990, p. 22). A
informacao presente no DNA ou nos simbolos gravados em uma pedra existe independente
de ela ser compreendida por algum captador especifico. Se os signos vierem a ser
decifrados, entdo o DNA ou a pedra, além de conter (contain) informacdo, também a
carrega/exprime (convey).

Na vis@o do pensador em questdo, informacdo e ordem estdo na mesma propor¢ao.
Quanto mais ordenado for um sistema, mais informacdo ele carrega. A informacdo organiza
o espaco e o tempo. Ela € definida por Stonier (1990, p. 26) como a capacidade para
organizar um sistema ou para manté-lo em um estado ordenado. A ordem € a manifestacio
da informacdo interagindo com matéria e energia. No exemplo da distribuicdo fisica dos
livros de uma biblioteca, quanto mais ordenada ela for, mais informagdes conterd. Se
mudarmos um livro de lugar, haverda uma mudanca informacional.

Se a mudanca gera desordem, por exemplo, retirando um livro do devido lugar, hd uma

perda informacional. Se, ao contrdrio, pusermos o livro no seu lugar correto (um livro de
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filosofia na estante de filosofia, ndo na de fisica), entdo teremos uma biblioteca mais
ordenada. Embora a informacao dependa da ordem material da biblioteca, ela ndo pode ser
confundida com a prépria matéria.

A ordem de um sistema reflete o arranjo das suas partes constituintes. Stonier (1990, p.
33) propde uma relacao inversa entre informacao e desordem: quanto mais desordenado for
um sistema, menor € o seu conteddo informacional.

A entropia negativa é uma medida de ordem, conclui Stonier (1990, p. 38). A
informacao € uma funcdo exponencial inversa da entropia, entendida como uma medida da
desordem, que se contrapde a ordem de um sistema, em especial, de uma fonte. Quanto
maior a entropia em um sistema, menor a informacgdo presente nele. Um sistema € menos
ordenado na medida em que seus elementos tendem a ser distribuidos randomicamente,
afirma Stonier (1990, p. 37). Um cristal, cuja entropia € baixa, apresenta uma quantidade
informacional quase absoluta. Uma biblioteca cujos livros sdo distribuidos com base em
algum padrio contém mais informacdo do que aquela cujas obras estdo jogadas
aleatoriamente nas estantes.

Dretske (1981) também direciona algumas criticas a concep¢cdo da informacgdo
sugerida por Shannon. Ele reconhece o valor dessa proposta e a utiliza para propor uma
concepg¢do semantica de informacao.

Na visao de Dretske (1981, p. 40), “Uma teoria genuina da informacdo seria uma
teoria sobre o conteido de nossas mensagens € nao sobre a forma pela qual este contetdo €
incorporado.” Nao se pode confundir o sinal que carrega uma informacdo com a propria
informacao. Seria 0 mesmo que confundir o balde que carrega a 4gua ou a quantidade de
dgua no balde com a propria 4gua, ilustra o pensador. A TMC mede a quantidade de
informacao transmitida de uma fonte a um destino através de um canal, mas nio diz o que
estd sendo transmitido.

Para Dretske (1981, p. 44), a informacdo encontrada em um sinal (signo que
representa uma mensagem na fonte) € o que ele é capaz de dizer verdadeiramente sobre
algum estado de coisas no mundo. A informacdo é aquele artigo capaz de produzir
conhecimento. Nao hd informacdo quando o que estd sendo transmitido ndo corresponde a
realidade do objeto na fonte. Quando tal correspondéncia existe, a informagdo carrega um

significado natural sobre os eventos no meio ambiente. Um conjunto de nuvens pretas, por
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exemplo, significa a possibilidade de chuva para um receptor (humano ou nao) atento as
regularidades da natureza.

Além da correspondéncia entre mensagem e mundo, o conteddo informacional de
uma mensagem depende também do conjunto de informagdes acumuladas no destino das
informacdes, como ilustra Dretske (1981, p 65): em uma mesa hid quatro conchas
enfileiradas e sob uma delas esta escondido um amendoim. Dois individuos, A e B, criam
um jogo cujo vencedor € quem descobre primeiro em qual delas estd escondido o alimento.
Suponhamos que o individuo A, mas ndo o B, saiba que o objeto nao estd nas duas
primeiras conchas. O ato de levantar a terceira concha carrega o conteudo informacional
para o individuo A, mas nao para B, da localizacdo exata do amendoim.

Dretske (1981) utiliza a nocdo shannoniana de informacdo (no tocante ao seu aspecto
objetivo e quantitativo) para apresentar uma caracterizacdo de conhecimento. Dretske
(1981, p. 86) define que quando ha uma quantidade de informacdo positiva associada ao
caso de s ser F, K conhece que s € F ¢ o mesmo que: a crengca de K de que s é F € causada

7z

(ou causalmente sustentada) pela informacao de que s é F. Nessa caracterizacdo, “K” € um

@, 4
S

sistema capaz de conhecer (ter crengas, manipular informacoes); € um elemento
demonstrativo ou indexical que se refere a algum elemento de uma fonte; “F” é um
predicado pertencente a uma sentenga. Ser ‘“causalmente sustentado” é entendido como
sindbnimo da existéncia de uma relacdo entre a informacao na fonte e a crenga gerada por
ela no destino.

Para melhor ilustrar os termos da caracterizacdo de Dretske, apresentamos o seguinte
exemplo: um sujeito (K) observa uma mesa em uma sala e acredita que essa mesa (s) é
quadrangular (F). Se tal crenca for sustentada essencialmente pela informacdo de que a
mesa (s) € quadrangular (F), e por outros conhecimentos, observacdes empiricas ou
definicdes, entdo o sujeito (K) conhece/sabe que a mesa é quadrangular (s é F).

Devlin (1991) também realiza uma investigacdo da parte semantica da informacao e
concorda que ela é uma entidade existente no mundo. Ele utiliza a 16gica para determinar o
conteddo informacional de uma fonte. Para tratar da informacao, diz Devlin (1991, p. 10) “...
uma “logica” baseada na verdade (tal como a logica cldssica) ndo € apropriada; o que se
exige é uma “légica” baseada na informacao.”

Para Devlin (1991, p. 39), a informagdo é algo que resulta da combinacdo de uma

restricdo, de um recorte (constraint) e de uma representacdo de eventos e situacdes no
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mundo. Uma restricdo € algo que liga vdrios tipos de situagdes, seja por meio de leis
naturais, convengdes, regras analiticas, linguisticas. A sentenca ‘“fumaga implica fogo”
expressa uma restricdo do tipo lei natural. A relacdo de dependéncia estabelecida entre o
toque de uma campainha e a presenca de alguém a porta também € uma restricdo. Uma
restricdo relaciona uma fonte a um conjunto de fontes; é por meio dele que se determina a
quais fontes uma dada fonte pode ser relacionada.

A representacdo torna perceptivel a primeira fonte da restricdo, como a fumaca ou o
ruido provocado pelo toque na campainha. Se o receptor estiver sintonizado tanto com a
restricdo (conhecer a relagdo entre o tocar na campainha e a existéncia de alguém que a
toque) quanto com a representacdo (for capaz de ouvir o som tipico da campainha), é capaz
de receber a informacgdo (h4 alguém a porta) que resulta da restricdo e da representacao.

Nas ultimas péginas procuramos mostrar a inexisténcia de um consenso minimo a

respeito da caracterizagdo da informag¢do. Como ressalta Devlin (1991, p. 03),

. estamos em situacdo quase similar aquela do homem da era do ferro que,
apesar de manipular e viver cercado por instrumentos de ferro, ndo dispunha de
instrumentos conceituais apropriados para explicar a natureza quimica ou fisica
desse elemento.

Vivemos na Era da Informacdo, mas ainda nido temos uma no¢io minimamente
consensual do que ela seja. Talvez a sua compreensao pressuponha, inclusive, um arcabougo

tedrico distinto do que dispomos no momento.

Em suma, procuramos expor, neste capitulo, a perspectiva informacional desenvolvida
por Shannon e adotada em parte na TMC. Na perspectiva quantitativa, a informagdo esta
relacionada a liberdade de escolha ao se selecionar uma mensagem, ao que se poderia dizer,
e ndo ao que efetivamente se diz, em uma dada circunstancia. Tal liberdade estd associada
ao valor probabilidade de cada mensagem, definida a partir do logaritmo na base dois deste
valor. Um dos pressupostos bdsicos desta perspectiva € a inexisténcia de informacgao
negativa. Isso explica o sinal negativo na equacdo que define o valor probabilidade de uma
mensagem, garantindo que o valor informacional de um evento seja sempre positivo. Outro
pressuposto basico € o de que cada mensagem deve possuir um valor determinado em uma
dada fonte. Isto justifica a arbitrariedade em definir como nulo o valor informacional de

mensagens com valor probabilidade zero, justificado também pelo pressuposto de que estas
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mensagens nada informam sobre o “mundo”. Voltaremos a este assunto no Capitulo 6, mais
especificamente nos comentdrios sobre a Definicdo 6.2.1. Na perspectiva de Shannon,
informacdo e entropia estdo na mesma propor¢do; quanto mais desordenada for uma fonte,
maior serd a sua quantidade de informacdo. No final deste capitulo comentamos algumas
criticas a esta perspectiva quantitativa, tanto no que diz respeito a sua relacdo com a
entropia, quanto no tocante a propria no¢do de informacdo subjacente a esta proposta.
Apesar das criticas, nos proximos dois capitulos utilizaremos a perspectiva quantitativa

como ponto de partida para uma defini¢ao de uma inferéncia informacional.
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Capitulo 5
Uma Seméantica Probabilistica para a

Logica Sentencial Classica

1 Apresentacao

Neste capitulo apresentamos uma semantica para a Logica Sentencial Cléssica, LSC,
baseada na no¢do de probabilidade. Na proxima secdo tratamos de alguns elementos de
uma teoria axiomadtica de probabilidades usual, expondo algumas das suas definicdes e
resultados bdsicos a serem utilizados posteriormente em nosso trabalho. Na terceira se¢io
construimos uma semantica probabilistica para LSC. Estabelecemos uma relacio entre as
formulas de LSC com os eventos de um experimento aleatorio, a partir da qual definiremos
um valor probabilidade para cada formula de LSC. Mostramos algumas caracteristicas e
resultados elementares desta semantica aplicados as férmulas, enfatizando especialmente
aqueles referentes a implicacdo material. Na dltima sec@o introduzimos uma defini¢do de
formulas probabilisticamente vélidas e probabilisticamente equivalentes € mostramos
alguns resultados gerais da semantica probabilistica, comparando-a a semantica veritativo-

funcional usual.

2 Elementos de uma teoria axiomatica de probabilidades

Assumiremos como base para nossa proposta de uma concepcdo informacional de
consequéncia logica a nog¢do de probabilidade. Nesta secdo apresentamos algumas
defini¢des e resultados basicos da Teoria de Probabilidades usual, como expostos por
16gicos como Carnap (1962). Eles serdo utilizados posteriormente na constru¢do da
semantica probabilistica e na definicdo de consequéncia l6gica informacional.

Fazemos uso da probabilidade nos casos em que dois ou mais resultados diferentes
podem ocorrer. Isto torna o resultado ndo previsivel (ou ndo determinado), no sentido de
que ndo ha como determinar previamente qual resultado ocorrerd em um dado momento. A
Teoria da Probabilidade, doravante denotada por “P”, estuda experimentos aleatdrios, cuja
nog¢do serd utilizada, juntamente com outras no¢des bdsicas dessa teoria, dentre eles os de

espaco amostral e evento, como ponto de partida para nossa proposta.
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Utilizaremos como base para [P a Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) com
a Teoria Aritmética Elementar usual. Assim, a linguagem (alfabeto e definicdes) e os

teoremas de ZF serdo também considerados elementos de P. Os tnicos simbolos préprios

do alfabeto de IP sdo as ocorréncias de “A;”, para0 <i<nei € N, ou seja, Aoy, A, Ay, etc.

O simbolo “A” representa o conceito primitivo de [P denominado resultado ou

acontecimento, utilizado para a definicao de experimento aleatdrio, exposta a seguir.

Definicao 5.2.1 (Experimento aleatério)
Um experimento ou fendémeno aleatorio, denotado por “X”, é aquele que, repetido diversas
vezes, apresenta diferentes resultados ou acontecimentos, denominados resultados de 2 ou

acontecimentos de 2 e denotados por “A;(X)”.

Como exemplos de experimentos aleatérios podemos citar o lancamento de uma
moeda ou de um dado, a retirada de uma carta em um baralho, a realizacdo de um
campeonato esportivo. Seus resultados poderiam ser, respectivamente, a queda da moeda
voltada com a face cara ou coroa para cima, a queda do dado com um dos numeros de um a
seis no lado voltado para cima, a retirada de cada uma das cartas do baralho, os campedes
do campeonato em cada edicao.

As préximas defini¢des sdo baseadas nesta no¢do de experimento aleatorio.

Definicao 5.2.2 (Espaco amostral de X)

a: O espaco amostral de um experimento aleatorio X, denotado por “U(X)”, € o conjunto
de todos os resultados possiveis de X.

b: O niimero de elementos do espaco amostral, denotado por “n(U(X))”, em que n(U(X))
> ( e finito, é a quantidade de elementos de “U(X)”.

c:  Um espaco amostral é equiprovdvel quando todos os seus elementos possuem a

mesma chance de ocorrer.

Em outras palavras, para um experimento aleatorio £ cujos resultados possiveis sao
Ai(2), ..., Ax(2), tem-se que U(X) = {A(2), ..., An(X)}.

Para o experimento X, que consiste no langamento de uma moeda ndo-viciada, tem-
se que U(Z)) = {C, K} e n(U(Z)) = 2, ou seja, s@o dois os resultados possiveis, cara, “C”,
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ou, nos termos da teoria, “A(X;)”, “ e coroa, “K”, ou “A»(Z;)”. Para o experimento X,, que
consiste no lancamento de um dado ndo viciado, tem-se que U(X;) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e
n(U(X,)) = 6. Para o experimento X3, que consiste no lancamento de duas moedas, tem-se
que U(X3) = {(C, C), (C, K), (K, ), (K, K)} e n(U(X3)) = 4.

Os espagos amostrais dos exemplos acima sdo equiprovaveis, 0 que ndo ocorre no
lancamento de uma moeda viciada, em que, por exemplo, de cada quatro lances, trés saem
cara. No entanto, neste experimento, denominemos X4, podemos considerar U(Z4) = {Cy,
C,, C3, K} e n(U(X4)) = 4, o que resultaria em um espago amostral equiprovavel. O mesmo
ocorre com o0 exemplo do campeonato esportivo, em que o espaco amostral é constituido
das equipes campeds em cada edicio do campeonato; o espaco poderia ndo ser
equiprovéavel, dada a possibilidade de algumas equipes serem campeds com maior
frequéncia do que outras.

Doravante, quando ndo gerar ambiguidade, eliminaremos as referéncias a X entre
parénteses das notagdes. Assim, em vez de A(X), U(X) ou n(U(X)), escreveremos apenas A,

U ou n(U), respectivamente.

Definicao 5.2.3 (Evento de um experimento aleatdrio)

a:  Um evento de um experimento aleatorio X, denotado por “E(X)”, é qualquer
subconjunto do espago amostral U(X), ou seja, E(X) < U(Z).

b: O nimero de elementos de um evento E(X), denotado por “n(E(X))”, € a quantidade

de elementos de U(X) pertencentes a E(Z).

A definicdo acima diz que um evento de X € um conjunto constituido unicamente por
resultados possiveis de X. Claramente, um mesmo evento pode fazer parte de diferentes
experimentos aleatdrios. Por exemplo, {1} pode ser um evento do jogo de dados ou do jogo
de loteria.

Os acontecimentos de X, em geral, ndo sdo eventos de X, por ndo serem subconjuntos
de U(X). O espaco amostral U = {{1}, 1} configura um exemplo de um experimento X no
qual {1} seria tanto um acontecimento quanto um evento de X.

Essa diferenga entre acontecimento e evento pode ser explicada com base no ambito

em que cada um deles estd inserido. O acontecimento diz respeito ao que efetivamente
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ocorre no experimento aleatério. J4 o evento € uma entidade tedrica correspondente aos
acontecimentos de um “mundo”.

Mesmo nos casos em que um elemento € tanto um acontecimento quanto um evento
de um experimento, como no exemplo acima, a sua natureza enquanto acontecimento é
distinta da sua natureza enquanto evento. Conforme explicitaremos na Defini¢cdo 5.2.4c
abaixo, um evento pode ser vazio, no sentido da Teoria de Conjuntos, o que ndo ¢
permitido a um acontecimento. Sequer faz sentido falar de acontecimento vazio, dado que
esta nocdo ndo se aplica a acontecimentos, mas a conjuntos. Poderiamos dizer, no entanto,
que um resultado vazio seria aquele que ndo ocorre. Mas entdo ele jd ndo seria um
resultado.

Expostos os primeiros conceitos de P, apresentamos, a seguir, algumas defini¢Oes

oriundas deles. Iniciamos com uma classificacao de diferentes tipos de eventos.

Definicao 5.2.4 (Classificacido de eventos de um experimento aleatério)

a:  Um evento elementar E de X € aquele tal que n(E(X)) = 1.

b: O evento certo E de X é aquele tal que n(E(X)) = n(U(X)).

c: O evento impossivel E de X, denotado por “@”, é aquele tal que n(E(X)) = 0.

d:  Um evento contingente E de X é aquele tal que n(J) < n(E(X)) < n(U(X)).

e: O evento E; de X complementar de E(X), denotado por “E(X)”, é definido por E(X) =
{AeUR)|A¢EX®I}.

f: O evento E de X unido de Ei(2) e Ej(2), denotado por “(Ei(X) U E;(X))”, é definido
por (EiX) VEj(X)) = {A € UX) | A € Ei(Z) ou As € Ei(2)}.

g O evento E de X interse¢do de E;(2) e Ej(Z), denotado por “(Ei(X) N E;(X))”, €
definido por (Ei(Z) N E;(Z)) = {As |As e Eise As € Es}.

h:  Dois eventos Ei(X) e Ei(X), sdo mutuamente exclusivos sse n(E;(Z) N E;(X)) = 0.

Pode-se facilmente mostrar, com base na Teoria de Conjuntos ZF, a existéncia de
exatamente um evento certo e de exatamente um evento impossivel em cada experimento
aleatdrio, como indicado pela definicdo acima. Do mesmo modo, existe um e apenas um
complemento para um evento € exatamente uma unido € uma interse¢do para dois eventos
quaisquer. J4 a quantidade de eventos elementares e contingentes depende da complexidade

do experimento aleatdrio.
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Todo evento elementar € constituido por um tnico elemento do espaco amostral e o
evento certo de X é o préprio espaco amostral de X. O evento impossivel de X, por ser o
conjunto vazio, apesar de ndo poder ser um acontecimento, € evento de todo experimento.
Se um evento € elementar ou impossivel em um experimento, serd, respectivamente,
elementar ou impossivel em todo experimento do qual for evento. No entanto, ele pode ser
certo em um experimento e contingente em outro € vice-versa.

No exemplo a seguir apresentamos alguns casos de experimentos aleatérios com parte

de seus elementos constituintes.

Exemplo 5.2.5
Y U®X) E(X) n(E(X))

Y (Lance de moeda) | {C, K} E((X): {C} (Sair cara) 1

E>(X1): {K} (Sair coroa) 1
Y, (Lance de moeda {C;, C,, C;3, K} Ei(X,): {Cy, Cy, C3} (Sair cara) | 3
viciada) E»(X;): {K} (Sair coroa) 1
X3 (Lance de dado) {1,2,3,4,5,6} | Ei(X3): {2,4,6} (Sair par) 3

E»(X3): & (Sair cara) 0

Quadro 5.2.5: Exemplos de experimentos aleatdrios

No exemplo acima estd proposto um “modelo” para cada experimento aleatdrio, seu
espaco amostral e alguns de seus eventos, associando-lhes a entidades de um “mundo”. Na
terceira coluna, entre parénteses, determinamos, para cada evento, o seu nome na Lingua
Portuguesa, procurando expressar os resultados que o constituem.

A nocdo de experimento aleatério pode ser comparada com a no¢do de fonte discreta
ergotica de informacgdes, tal como na Defini¢do 4.2.2. Como neste tipo de fonte, exigiremos
que os elementos pertencentes a um experimento aleatério devem estar prévia e
precisamente definidos. Além disso, todo espaco amostral considerado, além de finito,
deverd ser equiprovavel e os valores probabilidade dos eventos devem ser dados e fixos.
Isso nos permitird determinar com precisdo a existéncia da relagdo de consequéncia légica
entre féormulas.

A préxima definicdo trata da probabilidade dos eventos em um dado experimento

aleatorio.
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Definicao 5.2.6 (Probabilidade de um evento)
A probabilidade de ocorréncia de um evento E no experimento aleatério X com um espaco
amostral equiprovavel U(X), denotada por “p(E(X))”, é o valor numérico definido pela

seguinte equagao:

p(E(Z)) = n(EX)) .
n(U(2))

A fungdo probabilidade, p, leva eventos de um experimento aleatério a valores entre

0 e 1, ou seja, p: E(X) — [0,1] < Q. O valor probabilidade do evento E(X) é dado por
P(E(X)).

Considerando o Exemplo 5.2.5, apresentamos abaixo um quadro de possibilidades

para os eventos 14 sugeridos.

Exemplo 5.2.7
E E|(Z) | Ex(Z) | Ei(Zy) | Ex(Z) | Ei(Z3) | Ea(Z3) |E((Z5) U Ey(Z3) |Ei(Z) M Ex(Zy) | Ei(22)
p(E) | 2 %) 3% 7 %) 0 %3 0 7

Quadro 5.2.7: Probabilidade de eventos do Exemplo 5.2.5

Constituidos os elementos bdsicos da Linguagem de P, a seguir estabelecemos os

seus axiomas e alguns de seus resultados.

Os axiomas para P sdo os seguintes:

(AxP1): p(E) > 0, para todo E c U.

(AxIP2): p(E; U Ej) = p(E) + p(E;) — p(Ei N E).
(AxPP3): pEUE)=1.

Esses trés axiomas, que correspondem aos axiomas da Teoria de Probabilidades usual,
fazem sentido para nossos objetivos tanto intuitivamente quanto para as defini¢cdes
previamente expostas.

O (AxPP1) determina que o valor probabilidade mais baixo de um evento E € zero, o

que ¢ intuitivamente 6bvio. Niao faria sentido dizer que um evento tem probabilidade
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negativa de ocorrer. Esse axioma também estd de acordo com P. Com base na Definicao
5.2.6, p(E) = n(E)/n(U). Mas, pela Defini¢ao 5.2.3, n(E) > 0, dado que o menor subconjunto
de um conjunto é o conjunto vazio, e, pela Definicdo 5.2.2, n(U) > 0 e finito. Como o
denominador € finito, e ambos os valores n(E) e n(U) sdo nimeros naturais, entdo o valor
probabilidade de todo evento € um nimero racional. Quando n(E) = 0, p(E) = 0 e quando
n(E) > 0, p(E) > 0.

O (AxP1) estabelece que a probabilidade do evento unido de dois eventos € a soma da
probabilidade de ambos, subtraida da sua intersec@o. Isso também parece adequado, tanto
intuitiva quanto teoricamente.

Intuitivamente, a unido de dois eventos consiste em reunir todos os elementos
pertencentes a cada um deles. O nimero da unido € o resultado da soma do nimero de cada
um deles. No entanto, se houver elementos que pertencem aos dois eventos, eles serdao
somados duas vezes, gerando um resultado maior do que a quantidade efetiva de elementos
dos dois conjuntos. Para o nimero de elementos da unido ser adequado, necessitamos
subtrair o nimero de elementos pertencentes a ambos eventos, de modo que cada um seja
somado uma unica vez. Com isso, permitimos uma defini¢do adequada do valor
probabilidade da unido.

Teoricamente, com base na Teoria de Conjuntos, sabe-se que n(E; U E;) = n(E;) +
n(E;)) — n(E; N Ej). De acordo com a Defini¢do 5.2.6, p(E; U E;) = n(E; U E;j)/n(U).
Aplicando resultados da Aritmética usual, temos que p(E; U E;) = n(E;)/n(U) + n(E;)/n(U) —
n(E; N E;j)/n(U). Outra vez, pela Defini¢do 5.2.6, p(E; U E;) = p(E;) + p(E;) — p(Ei N E;).
Assim, (AxP2) concorda tanto com a intuicdo tanto com as definicdes de P.

O (AxP3) determina que a probabilidade da unido de um evento com seu
complementar é a unidade. Isso também é 6bvio. Pela Defini¢do 5.2.4e—f, tal unido
compreende todos os elementos do espago amostral. Assim, n(E U E) = n(U). Pela
Definicdo 5.2.6, tem-se que p(E U E) = n(E U E)/n(U) = n(U)/n(U) = 1.

Dados os axiomas de P, expomos a seguir alguns de seus resultados. No primeiro
deles demonstramos duas associagdes entre o nimero de elementos de dois eventos de um
mesmo experimento e a probabilidade deles nesse experimento. Os simbolos
metalinguisticos “©” e “=" representam, respectivamente, as expressdes “Se, e somente

se” e “se, entdo”, interpretados da maneira usual na Lingua Portuguesa.
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Teorema 5.2.8: Sejam E; e E; dois eventos de um experimento aleatério X.
a:  n(Ej) =n(Ey) < p(E) = p(E)).
b: Ei c Ej = p(E) < p(E)).

Demonstracao
a:  n(E) =n(Ej & n(E;j)/n(U) = n(Ej)/n(U) Spess2.6< p(Ei) = p(E;).
b:  (Ei c Ej) = n(E;) <n(Ej) = n(E;)/n(U) <n(Ej)/n(U) =pers.26= p(E;) < p(E;). m

E trivial, como um caso particular do Teorema 5.2.8b, que E; = E; = p(E) = p(E;). No
entanto, a reciproca deste resultado ndo pode ser mostrada, ou seja, p(E;) = p(E;) # E; = E;.
No Exemplo 5.2.5, p(Ei(Z1)) = p(Ea(X1)), mas Ei(X;) # Ex(Z;). Esse resultado s6 ¢é
garantido nos casos em que E;=U ou E; = .

Em geral, a reciproca do Teorema 5.2.8b ndo pode ser demonstrada em P, como
ilustra o Exemplo 5.2.5: p(E2(Z,)) = %4 < p(E1(Z2)) = 34, mas Ex(X,) = {K} & Ei(X;) = {Cy,
G, G3}.

Abaixo demonstramos algumas propriedades elementares satisfeitas pela

probabilidade.

Teorema 5.2.9

a: p(E)<1,paratodo E c U.

b:  pU)=1.

c.  p()=0.

d: nENE)=0> pE UE) =pE) + p(Ey.

e: pENE)=0.

f:  p(E)=1-p(E).

g 2o p@E)=1,paraE;={A;},paral <i<m,com U= {Ay, .., An}.

Demonstracao

a:  Caso 1: E=U = n(E) = n(U) =pess24= p(E) = 1.
Caso 2: Ec U= n(E) <n(U) = p(E) =n(E)/n(U) < 1.

b:  p(U) =pers.24= n(U)/n(U) = 1.

106



c: p(D) =pers.2.6= n(D)/n(U) =pess 2.4.= 0/n(U) = 0.

d:  n(Ei N Ej) =0 =pers24c=> Ei N Ej = . Mas p(E; U Ej) =axp2)= p(Ei) + p(Ej) — p(E; N
Ej) = p(E) + p(Ej) — p(D) =te0s 2.9:= P(E;) + p(E;) — 0 = p(E;) + p(E).

e:  ENE =pers24= D = p(E N E) = p(D) =reos.29.= 0.

f: n(E N E) =pers24= 0 =7e05.29¢= P(E U E) = p(E) + p(E) =axp3)= 1 = p(E) = 1 — p(E).

g: Seja Ej = {Aj}, paral <i<m,com U = {Ay, ..., An}. Pela Definicdo 5.2.4a, n(E;) =
1. Além disso, n(U) = m. Pela Defini¢do 5.2.6, p(E;) = 1/m. Assim, 2.";-; p(E;) = p(E))

+..+pE)=1/m+..+1/m(mvezes)=1.m

Do Teorema 5.2.9a e do (AxIP1) temos que o valor probabilidade de um evento é um
ndmero racional entre zero e um, ou seja, 0 < p(E) < 1.

A segunda e terceira propriedades acima determinam os eventos com maior € menor
valor probabilidade em um experimento aleatério. Como era de se esperar, eles sdo os
eventos certo e impossivel.

A quarta propriedade € um caso especial de (AxP2) e define a probabilidade da unido
de dois eventos mutuamente exclusivos como a soma de suas probabilidades. J4 a quinta
propriedade estabelece que a probabilidade da intersecdo de um evento com seu
complementar é nula. E o oposto do que ocorre com a unido desses dois eventos,
estabelecido pelo (AxIP3).

A sexta propriedade define a probabilidade do complementar de um evento. Por fim, a
ultima propriedade mostra que a somatdria das probabilidades de todas as possibilidades de
um espaco amostral determina tudo o que pode acontecer no experimento aleatorio
analisado.

Algumas vezes a ocorréncia de um acontecimento ou de um evento pode depender ou
ser alterada pela ocorréncia de outro acontecimento ou evento. A préxima defini¢ao
permite calcular a probabilidade de ocorréncia em um experimento aleatério ¥ de um

evento E; uma vez ocorrido o evento E;.

Definicao 5.2.10 (Probabilidade condicional)
A probabilidade de ocorréncia em X do evento Ei2), dado o evento E;(2), denominada
probabilidade condicional de Ei(%) dado E;(X) e denotada por “p(E;i(2)[Ei(X))”, é o valor

numérico definido pela seguinte equacao:
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pE(D)E(X)) = pE(X) nEj(X)) .
p(E;(2))

Decorre imediatamente da Defini¢do acima que p(E; N E;) = p(E{|E;) . p(E)).

Baseados na teoria exposta nesta secdo, a seguir desenvolvemos uma semantica
probabilistica para a Ldgica Sentencial Cléassica, LSC, tal como na Defini¢ao 2.2.16.
Chamamos esta perspectiva de semdntica probabilistica para LSC (doravante, Sp).
Conforme mostraremos, o comportamento de Sp ndo € estritamente equivalente ao
comportamento da semantica veritativo-funcional cldssica usual (doravante S+¢), como
desenvolvida, dentre outros, por Mendelson (1964) e Shoenfield (1967) e apresentada na

Secdo 3.4 deste trabalho.

3 Uma semintica probabilistica para linguagens da légica

sentencial classica

Introduzimos, inicialmente, uma associagcdo entre as formulas de L(LSC), como na
Defini¢do 2.2.15c¢, e os eventos de um experimento aleatdrio X, com um espaco amostral
equiprovavel U(X) # & e finito em P (Definicdo 5.2.1). Definimos algumas nogoes
fundamentais para nosso trabalho e mostramos uma série de resultados caracteristicos de
Sp. Doravante, quando nos referirmos a uma linguagem de LSC, utilizaremos apenas a letra
“L”, em vez de “L(LSC). Lembramos que Form(L) denota o conjunto de férmulas de L e

que @, y e y sdo variaveis metalinguisticas que representam elementos de Form(L).
Definicao 5.3.1 (Situacao para uma linguagem)
Uma funcdo f € uma 2-situagcdo para L, ou simplesmente uma situagcdo, denotada por

“AZ)”, sse f(X): Form(L) — ¢ (U(X)) tal que:

a:  Se ¢ € atdmica, entdo f(Z)(¢) = E(X), definido pela prépria f.

b:  Se ¢ é da forma —v, entdo f(Z)(@) = f(Z)(y).
c: Se ¢ € da forma y v v, entdo f(Z)(@) = fF(Z)(v) U fF(Z)(y).
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Tendo em vista a Defini¢do 5.3.1, uma situacdo para L consiste de uma atribuicao de
um Unico evento de um dado experimento aleatério a cada férmula bem formada de L, de
acordo com uma funcdo f. O fato de uma situag@o ser definida a partir de uma fun¢do nos
permitird evitar ambiguidades nas proximas defini¢des, especialmente na de consequéncia
16gica informacional.

Dizer que f é uma 2-situacdo para L corresponde a dizer que o experimento aleatdrio
2 ¢ uma f-estrutura para L. Guardadas as devidas proporcdes, pode-se estabelecer uma
analogia entre as no¢des de situag@o e valoracgdo, tal como na Defini¢do 3.4.6.

Apesar de cada formula de L ser associada a um unico evento em uma dada situacao
MAZ), férmulas distintas podem ser associadas a um mesmo evento em f(X). Isso sempre
ocorre, dado que o conjunto de férmulas de L € infinito, diferentemente do nimero de
eventos de um experimento aleatorio, que € sempre finito.

A seguir definimos a probabilidade de uma férmula de L em uma dada situagdo f(X)

para L.

Definicao 5.3.2 (Probabilidade de féormulas segundo uma situac¢io)
A funcdo probabilidade de uma formula ¢ segundo f(¥), denotada por “P(f(X))”, € assim

(Y

definida, com “p” a fun¢do probabilidade sobre eventos tal como definida em IP:

a:  Se @ € atbmica, P(AX))(¢) = p(f(Z)(@)).
b:  Se ¢ € da forma -y, P(f(2))(¢) = p(f(Z)(¥)).
c:  Seédaformavy vy, P(AX)(@) = p(f(Z)(v) U f(Z)(T)).

Observe-se que P(f(X)): Form(L) — [0,1] < Q, de modo que p(f(X))(¢)) é a imagem
de ¢ segundo P(f(X)). O valor probabilidade da formula ¢ segundo f(2) é dado por
P(f(X))(¢), um nimero racional entre 0 e 1, conforme mostramos no comentério sobre o

Teorema 5.2.9a. Ele é o valor probabilidade do evento de £ correspondente a ¢ segundo

f).
Pode-se mostrar que P(f(X)) satisfaz as propriedades enunciadas no Teorema 5.2.9,

interpretadas a luz de Sp.
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Doravante suprimiremos a expressdo metalinguistica “se ¢ ¢ da forma y” e nos
(13 2

remeteremos diretamente a varidvel metalinguistica “y”. Assim, a Definicdo 5.3.2c, por

exemplo, seria escrita apenas como P(f(2))(v v v) = p(f Z)(w) U fF(Z)(Y)).
A partir da Definicao 2.2.6, temos que:

a P(p A y) =P(=(=0 v —y)).
b: P(@—y)=P(=0p Vv vy).
¢ Pleeoy)=P((e—>v)A(y—0).

Abaixo calculamos o valor probabilidade de algumas férmulas de L em duas situagdes

dadas, baseadas nos jogos ndo viciados de um dado e de uma moeda.

Exemplo 5.3.3: 21U =1{1,2,34,5,6}; ¥: U(Xy) ={C, K}
® AZD(©) PAZD)(@) | f(Z2)(9) P(f(Z2))(9)
Ay {2,4,6} —E; %) {C} Ya
As {1,3,5} —E» Va {K} %)
Az {1,2,3,5} —Es 2/3 %) 0
Ay {1} —E4 1/6 %) 0
As & —Es 0 %) 0
Al AAy D—-EiNE; 0 %) 0
Al A Az {2} -E; nE; 1/6 %) 0
Ar A As {1,3,5} —Ex N E; Va %) 0
Al v A; {U} —Ei VE; 1 {C} %)
—(A1vA;) |D-E UEs 0 {K} Va
Al > A {135} -E,UE, Va {K} Va

Quadro 5.3.3: Exemplos da probabilidade de férmulas em duas situagdes dadas.

Doravante, quando dissermos “Para toda f”’ queremos dizer “Para toda situacao fiX),
dado X”. Também escreveremos, quando ndo gerar ambiguidade ou imprecisdo, “P(¢)”
29 <¢

como abreviagdo para “P(f(X))(¢)”, “p(¢)” como abreviacao para “p(f(Z)(¢)”, “f(¢)” como

abreviagdo para “f(X)(¢)” e “f” como abreviagdo para “f(X)”.
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Teorema 5.3.4: Para toda f tem-se que:

a: P(=p)=1-P(9).

b flo Ay =f(@) N fly).

¢ PleAy)=p(f(e) N fly)).

d: P(e—> ) =p(f(9) U f(y)).

e P9 > ) =p(f(9) + P(f(@) x pFWIF(©)).

Demonstracio: Seja fuma situacdo para L.

a P(=0) =pers 320= PIQ)) =105 20= 1 — PA®)) =pefs 32= 1 — P(0).

i fio A W) Zper26= (=0 v = W) Zpers31= A0) U W) = f9) N fw).

¢ P(@AW)) Zper26= P(~(=@ V = ) =pers 3.1= pIRO) U AW)) =pers 2.4= (@) N AW)).

d: P(@ = W) =pen2.6= P(—p Vv W) =pers 3.2= p(f(9) U f(W)).

et P(® > V) =pen26= P(—(® A =) =Def5.32:Te05.3.4c= Pm) =Teos.29= 1 — p(f(()
A W) =pess210= 1 = (AP x pEWIAP)) = 1 — (pFHe)) x 1 — pFWIfe)) = 1 -
() — PHP) x PAWIAP) = 1 — p(fie)) + p(i®)) x pUWIfi®) = p(ig)) +
P(() x p(W)IA(@)).

O Teorema 5.3.4e explicita outro modo de obtermos o valor probabilidade de uma
implicacdo material. Dele, podemos concluir que o valor probabilidade de uma férmula
implicativa material, ¢ — y, em geral, ndo equivale ao valor da probabilidade condicional
de f(y), dado f(¢), f(y)|f(¢). Na maioria dos casos, P(f)(¢ — ) # p(f(W)If(Z)(®)).
Algumas exce¢des ocorrem quando P(¢p) =1 ou f(o) < f(v).

A seguir desenvolvemos uma andlise da no¢do de implicacdo, especialmente a partir
da perspectiva semantica probabilistica. No transcorrer da andlise, tracamos um paralelo
entre os resultados oriundos desta perspectiva com a perspectiva semantica usual, Sq,
baseada na no¢ao de valor de verdade.

Abordamos abaixo duas interpretacdes para a implicagdo material, uma baseada em
Sy e a outra em Sp. Denominamos a interpretacido derivada de Sv de implicacdo material

veritativo-funcional e a interpretacao derivada de Sp de implicacdo material probabilistica.
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Tanto em Sp quanto em S« a implicacdo material, @ — v, possui valor mdximo (1, no
caso do valor probabilidade e V no caso do valor de verdade) em uma circunstancia
(situacdo ou valoracdo, conforme a Defini¢ao 3.4.6) sse ¢ possui valor minimo (0, no caso
da probabilidade e F no caso da verdade) ou y possui valor maximo na circunstancia dada.
Em sentido oposto, o valor de ¢ — y ¢ minimo sse o valor de ¢ é maximo e o valor de y é
minimo. Além disso, o valor de ¢ — vy, —¢ v y e —=(¢p A —y) deve ser exatamente 0 mesmo
em qualquer circunstancia.

Para S¢ as caracteristicas acima, definidoras da implicacdo material, podem ser
mostradas a partir das Definicdes de LSC. Conforme ja comentado, em Sp elas podem ser
mostradas a partir da Definicio 2.2.6 e da Definicdo 5.3.2, donde também resulta
imediatamente que P(¢ — y) = P(—¢ v y) = P(—(¢ A —V)), para toda f.

Dizemos que ¢ implica logicamente y sse, para toda circunstdncia ¢, o valor de @
segundo ¢ ¢ menor ou igual ao valor de y segundo ¢. Embora tenhamos utilizado o termo
“implica” nesse caso, salientamos que ele ndo se refere ao conectivo da implicagdo
material. Este conecta férmulas, cuja conexdo resulta em uma férmula. A nocdo de
implicacdo logica é uma relacdo entre formulas e estd ligada a nog¢do de consequéncia
l6gica. No comentario seguido do Teorema 5.4.2 abaixo mostraremos uma relacdo entre
férmulas implicativas probabilisticamente validas e a relacdo de implicacdo 16gica.

Ainda resultam imediatamente das definicoes de Sp e S¢ outros paralelos relativos a
féormulas: uma férmula conjuntiva de L possui valor maximo sse 0s seus conjuntivos
tiverem valor médximo; j4 uma formula disjuntiva possui valor minimo sse os seus
disjuntivos tiverem o valor minimo.

Apesar de certas correspondéncias, Sp € Sv possuem diferencas semanticas
substanciais. A primeira, e mais evidente, diz respeito a natureza do valor atribuido as
férmulas. Enquanto em S o valor € de verdade, “V” ou “F”, em Sp esse valor € numérico
no continuo racional [0,1]. Mesmo sendo possivel tracar um paralelo entre verdade e
probabilidade, eles sdo conceitos distintos, com significados diferentes. Além disso, em S«
os valores possiveis de uma férmula sdo apenas dois, enquanto que em Sp hd uma
infinidade de possiveis valores para uma férmula. Em se tratando da implicacdo, essa
mudanca de perspectiva produz resultados especificos segundo Sp, conforme mostraremos

posteriormente.
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Procuramos mostrar a seguir que a implicacdo material, também em Sp, apresenta
resultados paradoxais quando comparada a nocao intuitiva de condicional. Para ressalta-los,
introduzimos uma concepc¢do diferente da implicacdo material, denominada implicacdo
probabilistica.

Para tratar da concep¢do de implicagdo probabilistica precisamos estender a
linguagem L a fim de poder expressar esse conceito através de um novo conectivo na
linguagem. Essa linguagem ampliada, denotada por “Ih ¢a propria L acrescida do simbolo
“I” em seu alfabeto.

A implicacdo probabilistica € um conectivo 16gico primitivo de L e ¢ denotada pelo
simbolo “|”. A conexdo entre duas férmulas ¢ e y de L através da implicacdo probabilistica
resulta na expressio y|e que, por sua vez, também ¢ uma férmula da linguagem estendida
L, denominada implicacdo probabilistica ou condicional probabilistica ou implica¢do
probabilistica de v por ¢. A féormula y|p deve ser lida como ¢ implica probabilisticamente
w ou @ é uma condigdo probabilistica para y, em que ¢ é denominado antecedente e
consequente da implicacdo.

Introduzimos a linguagem L' unicamente com o fim de comparar a implicagdo
material, especialmente a probabilistica, com a no¢ao de implicac@o probabilistica, visando
mostrar os alcances e os limites daquela implicacdo. Findo este objetivo, que indicaremos
no momento apropriado, voltaremos a tratar apenas da linguagem L.

As defini¢des de L sdo as defini¢cdes de L acrescidas das cldusulas referentes ao

simbolo |. Na defini¢do de formula de L(LSC) acrescentamos a seguinte cldusula:

e: se u e v sdo formulas de L, entdo ulv é férmula de L
Na definicdo do valor probabilidade de uma férmula em uma dada situacdo f(X)
(Defini¢do 5.3.2), acrescentamos a seguinte cldusula, referente ao valor probabilidade de

uma férmula implicativa probabilistica, denotado por “P(f(Z))(y|p)”:

d: P (wlp) = p(f )W) f(Z) ().

Ao determinar o valor probabilidade das férmulas implicativas probabilisticas,

averiguamos em que medida ¢ interfere em y. Significa analisar em que medida a
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ocorréncia de f(p) interfere na ocorréncia de f(y) ou, em outros termos, em que medida
f(p) é um pressuposto para f(vy).

Os resultados expostos anteriormente sobre a probabilidade condicional entre eventos,
conforme Defini¢do 5.2.10, sdo igualmente aplicados a implicacdo probabilistica, com a
devida adequacdo conceitual e terminoldgica. Pode-se concluir, por exemplo, que o valor
de uma férmula implicativa probabilistica com as constituintes ¢ € y nem sempre ¢
equivalente ao valor da férmula composta pela disjuncdo da negagdo de ¢ e de y, conforme
mostraremos no final desta secdo. Quando o valor do antecedente ¢ minimo e o do
consequente € maximo em uma férmula implicativa probabilistica, o seu valor € minimo, e
nio mdiximo, como ocorre com a implicacio material, seja veritativo-funcional ou
probabilistica.

No seguinte exemplo definimos os valores de algumas férmulas implicativas
materiais probabilisticas e implicativas probabilisticas. Explicitamos, a partir dele, alguns
resultados paradoxais (no sentido daquilo que vai além da opinido, ou seja, que ndo
coincide com o bom senso, que contraria a intui¢do) referentes a implicagdo material
probabilistica. Resultados correspondentes podem ser averiguados em relacdo a implicagdo
material veritativo-funcional, como mostrado na Se¢do 2.3, quando tratamos dos paradoxos

da implica¢do material.

Exemplo 5.3.5: Com base no Exemplo 5.3.3, assumindo a situacdo f(Z), qual seja, a do
jogo de dado ndo viciado como experimento aleatério, na qual consideramos um tnico
lancamento do dado, ou seja, a ocorréncia de apenas um acontecimento por instante de
tempo, tem-se os seguintes valores probabilidade para as féormulas abaixo (Em f(X;), P(A})

=15, P(As) = 5, P(A3) = 2/3, P(A4) = 1/6, P(As) = 0.):

Se ¢ entdo y P(o — v) P(y|p) Tradugdo
Se Ajentdo A, | V2 0 Se cai par entdo cai impar.
Se A entdo Az | 2/3 1/3 Se cai par entdo cai primo.
Se Ay entdo Az | 1 1 Se cai impar entdo cai primo.
Se Asentdo Ay | 1 0 Se cai sete entao cai um.

Quadro 5.3.5: Valor probabilidade de férmulas condicionais.

114



Nas condi¢des do exemplo acima, considerando a definicdo usual de ndmero,
intuimos que a ocorréncia do evento cair nimero par exclui a possibilidade de cair nimero
impar. Assim, a probabilidade de cair nimero par implicar na queda de impar deveria ser
nula. Ou seja, o valor probabilidade da primeira férmula implicativa do exemplo acima
teria de ser zero, como ocorre com a condicional probabilistica, mas ndo com a condicional
material probabilistica.

A segunda férmula implicativa do exemplo acima também ilustra uma discrepancia
entre a implicacdo material probabilistica e nocao intuitiva de implicagdo. Percebemos
intuitivamente que a queda de um ndmero par restringe consideravelmente a queda de um
nimero primo. S6 haveria uma possibilidade de nlimero par resultar em ndmero primo. No
entanto, nesse caso, diferentemente da condicional probabilistica, o valor da condicional
material probabilistica € bastante elevado.

Na terceira formula do Exemplo 5.3.5 o valor probabilidade das duas condicionais
coincidem, dado que, nessa circunstancia, impar estd contido em primo. Quando o
antecedente da férmula estiver contido no consequente, o valor da férmula condicional
material probabilistica e da condicional probabilistica € maximo. Ou seja, f(¢) < f(y) =
P(¢ — y) = P(y|p) = 1. Aqui, o valor de ambas as condicionais capturam a no¢ao intuitiva
de implicacgdo.

Por fim, a ultima férmula novamente ilustra um resultado paradoxal no tocante a
implicacdo material probabilistica: uma férmula com valor minimo implica qualquer
férmula. No caso da implicacdo probabilistica, o valor é minimo, dado que segundo esta
implicagdo, o vazio nada implica.

Outro resultado paradoxal da implicagdo material probabilistica, quando comparada a
no¢do intuitiva de implicacdo € o seguinte: considerando novamente o caso do jogo de um
dado ndo viciado, as oragdes “‘se cai nimero um entdo cai nimero par’ e “se cal nimero
impar, entdo cai namero par”’ possuem valores probabilidade distintos segundo a
interpretacdo material probabilistica. Entretanto, intuitivamente, em nenhuma das duas
oragOes parece haver qualquer relacdo de implicacdo entre o antecedente e o consequente.
Assim, o valor probabilidade de cada uma deveria ser zero, como ocorre quando essas
férmulas sdo interpretadas como implicagdes probabilisticas.

Em suma, a implicagdo material probabilistica ndo captura a nog¢do intuitiva de

implicagcdo quando esta € entendida como uma relag@o de causalidade cléssica. Esta no¢do
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pressupde algum tipo de conexdo entre a causa (antecedente) e o efeito (consequente). No
entanto, pode-se dizer que, assim como a implicacdo material veritativo-funcional, a
implicag@o ndo expressa, € tampouco tem a intencdo de fazé-lo, a nogdo de causalidade.

Além dos pontos levantados acima, a implicagdo material sofre criticas como as
referentes aos conhecidos paradoxos da implicagdo material e a falta de relacdo de
conteddo entre os componentes de uma férmula implicativa. Ao longo desta secao veremos
em que medida estas criticas podem ser aplicadas a implicacdo material probabilistica.

No préximo resultado mostramos algumas propriedades aplicadas a probabilidade de

formulas. A partir de agora voltamos a considerar apenas a linguagem L.

Teorema 5.3.6

a: P —>vy)=1 flo) cAw).

b: P(p > vy)=1= P(p) <P(y).

¢ P@=1louPy)=1=Pvy)=1.
d: P((o o v =1 flo)=1Ay).

e:  Pleoy)=1= P(e)=P(y).

f: Plery)=1<Pl@=Py)=1

Demonstrac¢ao: Seja f uma situacao para L.

a1 =wp= PO > ) =rossae= PIO) U fY) =reas200= p(U) & flg) U fly) = U
Spers24© flo) S fy).

b P = y) =1 2reosz6= A9) € fy) = n(f(@)) < n(f(y)) = p(f(9)) < p(fly)) = P(e)
< P(y).

c: Caso 1: P(9) = 1. Dai, P(¢ V W) =te05.3.4c= p(flQ) U flw)) = p(U U fly)) = 1.
Caso 2: P(y) = 1. Dai, P(¢ Vv W) =teos 3.4c= p(lQ) U fly)) = p(flp) v U) = 1.

d: (@) o) = AY) 1es36> P(@ = y) = 1. Mas (flo) = fly)) & (fly) = fle)
=Teos3.6= P(Y = @) = 1. Assim, P(¢ = y) =P(y = 9) = 1 S1e0s3.6= P((¢ = W) A
(¥ = 0)) =per23.1= P(@ <> ) = 1.
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(<): P(@ © V) =pens1= P(=@ v ¥) A (=¥ V 0)) =nip= | S1eos3.6= P(=p Vv y) =
Py v @) = 1 Spers 322 p(lo) U W) = p(y) U ) = 1 Sreos20= p(flg) U
f) = p(w) U f9)) = p(U) Spess 242 f9) U A1) = fiy) U fg) = U Spess24= f9)
c fly) e fiy) c flp) = flo) =Ay).

e:  P(@ o y)=1=r1e05360= f9) =fy) = p(f(9)) = p(ly)) = P(¢) = P(y).

f: 1 =mip=P(@ A Y) =Teos.3.4= PIAP) N fIY)) =Teo5.206= P(U) ST1e052.8.9 n(f(Q) N fly)) =
n(U) Spers24© flg) N fly) = U Spers24© o) = ly) = U Steps28.9 p(fl9)) =
P(Ay)) = p(U) Spers 3.2, Teos 296 P(@) =P(y) = 1. m

O Teorema 5.3.6a é proprio de Sp. Ele determina que uma férmula material
implicativa possui valor probabilidade maximo em uma dada situagdo sse o evento
associado pela situacdo ao antecedente da férmula estiver contido no evento associado ao
seu consequente. Este resultado ndo possui correspondente em Sq, pois, nesta semantica, o
valor de verdade de uma férmula em uma dada valoracdo é definido diretamente pelo valor
de verdade de suas constituintes. Nao ha recurso a um elemento mediador, como no caso de
Sp, em que o valor probabilidade de uma férmula depende do valor probabilidade dos
eventos associados as suas constituintes € ndo pode ser encontrado diretamente a partir do
valor probabilidade delas.

O Teorema 5.3.6b pode ser enunciado nos termos de S¢ e provado, tanto ele quanto a
sua reciproca, para esta semantica. Se considerarmos que o valor de verdade “V”
corresponde ao valor probabilidade “1” e o valor de verdade “F” corresponde ao valor
probabilidade “0”, em S¢ pode-se mostrar o seguinte resultado: V(¢ - y) =V & 7V (p) <
v (v). No entanto, a reciproca do Teorema 5.3.6b ndo pode ser mostrada em Sp: P(¢) <
P(y) # P(¢p — y) =1, como ilustra f,(X;) do Exemplo 5.3.3: P(A) = %2 < P(A3) = 2/3, mas
P(A; — Aj) = 2/3. Nao ¢ suficiente, para termos uma implicacdo material certa, do ponto
de vista da probabilidade, que o seu antecedente seja menos provavel que o seu
consequente.

Uma vez que P(¢) < P(y) # P(p — y) =1, temos também que: P(¢ —» y) # 1 # P(p)
% P(y). Quando o valor de uma férmula material implicativa ndo é méximo, ndo podemos
inferir que o valor do antecedente seja menor ou igual ao valor do consequente. Em S o

resultado correspondente vale: ¥ (¢ — y) = F = 7 (¢) > 9 (y). Este caso em particular
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também € um resultado de Sp: P(¢ — y) = 0 = P(p) > P(y) dado que, nestas condicdes,
P(p) = 1 e P(y) = 0. O comportamento das duas perspectivas ¢ 0 mesmo para este caso
quando tratamos apenas de valores extremos, O ou 1.

Comentdrio semelhante ao resultado acima pode ser feito a respeito do Teorema
5.3.6¢c. Ele pode ser enunciado nos termos de S¢ e provado, tanto ele quanto a sua
reciproca, para esta semantica: ¥(¢) =V ou ¥(v)=V & V(¢ v y) = V. Ja no caso de Sp,
P(ovy)=1# P(p)=1ouP(y) =1, como ilustra f;(X;) do Exemplo 5.3.3: P(A; v A)) =1,
mas P(A|) = Y2 < P(A,) = %. Tanto em Sy quanto em Sp, de uma certeza, obtemos uma
disjuncao certa, tendo aquela certeza como um dos disjuntos. Mas, ao contrario de S¢, em
Sp, dizer algo certo através de uma disjuncao, ndo garante que pelo menos um dos disjuntos
€ certo. Também para este caso, quando tratamos apenas de valores extremos, 0 ou 1, temos
que P(¢) =T ouP(y)=1 Plovy)=1.

O Teorema 5.3.6d também € préprio de Sp, ndo podendo ser enunciado nos termos de
S«¢. J4 o Teorema 5.3.6e pode ser enunciado nos termos de S¢ e provado, tanto ele quanto a
sua reciproca, para esta semantica: V() = ¥ (y) © ¥ (¢ < y) = V. Ou seja, em Sy, se
duas férmulas tiverem o mesmo valor, entdo a sua conexdo através de um bicondicional
garante que o valor da férmula resultante dessa conexao é maximo. No entanto, a reciproca
do Teorema 5.3.6e ndo pode ser mostrada para Sp: P(¢) = P(y) #» P(p <> y) =1. O
Exemplo 5.3.3 serve para ilustrar: P(f(21))(A1) = Y2 e P(f(X1))(Az) = V2. Nesse caso, P(f(21))(
A © Ay)) = P(Z))( A1 = A A (A, > Ap)) = 0. Também para este caso, quando
tratamos apenas de valores extremos, 0 ou 1, temos que: P(¢ <> y) =1 & P(¢) =P(y)

Por fim, resultado correspondente ao Teorema 5.3.6f também pode ser provado em
S+. Nos termos desta semantica ele € assim expressado: V(@ A y) =V & V() = V(y) =
V. Esse € o tunico resultado compartilhado totalmente pelas duas perspectivas semanticas
que estamos investigando, independentemente dos valores dados aos constituintes da
conjuncgao.

Em suma, o Teorema 5.3.6 explicita algumas conclusdes importantes: ha alguns
resultados que sdo préprios de Sp dada a sua impossibilidade de serem enunciados nos
termos de S¢; hd alguns resultados compartilhados pelas duas perspectivas semanticas;
alguns resultados sdo préprios de uma ou outra perspectiva devido a natureza do valor

(probabilidade ou verdade) atribuido as férmulas; quando tratamos apenas de valores
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extremos (0 ou 1, correspondentes aos valores de verdade F e V), Sp e S compartilham
relacdes relativas ao valor de uma férmula e o valor de suas constituintes (esta conclusao
pode ser aplicada também as férmulas negativas, que nao foram tratadas na argumentacao
anterior).

A seguir fazemos outra comparacio entre Sp e S¢, desta vez referente a relagdo de
contetddo entre os constituintes de uma férmula. Em S+ ha a possibilidade de auséncia da
relacdo de conteddo entre eles, inclusive quando se trata de férmulas verdadeiras e validas.
Mostramos que essa caracteristica também se mantém em Sp, atribuindo especial atencdo a
implicagcdo material probabilistica.

A combinagdo de espacos amostrais representa um caso no qual é permitido que as
férmulas sejam compostas por conteudos irrelevantes ou desconexos. Suponhamos um caso
em que a formula A esteja associada ao evento “saiu cara”, {C}, no lance de uma moeda e
a férmula A, esteja associada ao evento “saiu o nimero um”, {1}, no lance de um dado.
Pode-se juntar os dois experimentos, constituindo um novo experimento em que, por
exemplo, por vezes fosse jogado um dado e por vezes fosse jogada uma moeda. Neste caso
teriamos um novo experimento aleatério, com um novo espaco amostral U: {C, K, 1, 2, 3,
4,5, 6}. Imaginemos que U seja equiprovavel. Entdo P(A; A Ay) =0e P(A;] — Ay) =7/8. A
férmula conjuntiva em questdo poderia ser traduzida para o Portugués como “saiu cara e
saiu nimero um” e a implicativa como “se saiu cara entdo saiu nimero um”. O valor
probabilidade da conjunc¢do acima parece estar ajustado ao valor intuitivo esperado. O
mesmo ndo se pode dizer da implicacao.

A combinacdo de espagos amostrais poderia resultar ainda em féormulas como “se saiu
cara entdio Erico Verissimo é escritor”, cuja probabilidade poderia variar entre zero e um.
Uma sentenca como esta, em que ndo ha qualquer relagdo de conteudo entre seus
constituintes, pode ser considerada bastante razoavel em Sp.

A nogdo de férmula razodvel ou aceitdvel, adequada, é definida a partir do seu valor
probabilidade: quanto mais préximo o valor probabilidade de uma férmula estiver do
maximo, mais razodvel ela €. A seguir mostramos que nem sempre hd simetria entre a
razoabilidade de uma implicacdo probabilistica e a relacio de conteido de seus

constituintes.
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Teorema 5.3.7
a:  P(@)<P(y)=P(e = vy) =Py - v).
b:  P(@) <P(y) = P(y = ¢) <P(y > ).

Demonstracao

a: P() <P(y) = p(e) < p(y) = (@) <n(y) = n(@) > n(y) = n(e v y) 2 nly U y) = ple
U y) 2p(y V)= P(e > y) =Py - ).

b:  P(@) <P(y) = p(@) < p(y) = n(e) <n(y) = n(y U ¢) <n(y U y) = ply U o) <ply U
V) = P(¢ = y) <P(y > ).

Quando flo) < Ay) e fly) < Ay), temos que Pl — y) = Py — ),
independentemente do valor de ¢ e y. Salvo este caso, o Teorema 5.3.7a garante que,
quanto menos razoavel for o antecedente de uma implicacdo material probabilistica, mais
razoavel € a propria implicacdo material probabilistica. Essa razoabilidade, no entanto, é
determinada unicamente em funcdo da probabilidade do antecedente e, geralmente, nao
garante a relacdo de contetido entre as constituintes da implicacdo material, como
exemplificamos a seguir.

Considerando a situacdo do jogo de um dado, por exemplo, pode-se dizer que a
sentenca ‘“‘se cai nimero um entdo cai numero par”’ € mais razoavel do que a sentenga “se
cal namero impar entdo cai par”, ainda que, em termos de relacdo de conteudo, ambas
parecam iguais. Também pode ocorrer que, em uma dada situacdo, a sentenga “se cai
numero par entdo Erico Verissimo é escritor” seja mais razoavel do que a sentenca “se cai
numero primo entio Erico Verissimo ¢ escritor”, embora nenhuma delas apresente qualquer
relacdo de conteido entre o antecedente e o consequente. Por fim, a sentenga “se a lua ¢ de
queijo entdo FErico Verissimo é escritor” é totalmente razoavel, ou seja, possui
probabilidade um, se avaliada em uma situacdo em que a probabilidade da sentenca “A lua
¢ de queijo.” ¢ zero.

O Teorema 5.3.7b mostra que o que foi dito acima sobre a razoabilidade do
antecedente de uma implicacio material e a razoabilidade desta implicacdo pode ser
atribuido também ao seu consequente. Ele explicita que, quanto mais razoavel for o
consequente de uma implicagdo material probabilistica, mais razodvel € a propria

implicacdo material probabilistica, como ilustramos abaixo.
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Considerando a situagdo do jogo de um dado outra vez, a sentenga ““se cai nimero par
entdo cai numero maior do que dois” é mais razoavel do que “se cai nimero par entdo cai
nimero menor ou igual a dois”, ainda que, em termos de relagdo de conteudo, ambas
parecam iguais. Também pode ocorrer que, em uma dada situagdo, a sentenca “se Erico
Verissimo ¢ escritor entdo cai nimero primo” seja mais razoavel do que a sentencga “se
Erico Verissimo ¢ escritor entdo cai nimero par”, embora nenhuma delas apresente
qualquer relagdo de contetido entre o antecedente e o consequente. Por fim, “se hoje ¢
quinta entdo chove ou ndo chove” ¢ totalmente razoavel, ou seja, possui probabilidade um,
dado que o valor probabilidade de “chove ou nao chove” ¢ maximo.

H4 vezes em que a razoabilidade de uma férmula garante a relacdo de contetdo entre
as suas constituintes. Este € o caso da implica¢do material entre duas férmulas atdmicas, A;
— Aj, quando P(A; = Aj) = 1, P(Aj) # 0 e p(Aj) # 1. Aqui, em primeiro lugar, conforme
assegura o Teorema 5.3.6a, temos, que flA;)) < f(A;), em segundo lugar, o evento
correspondente ao antecedente € possivel na situacdo dada e, em terceiro lugar, o evento
correspondente ao consequente ndo € necessdrio nessa situagdo. Assim, o que estd sendo
dito pelo antecedente da implicagdo também esta sendo dito pelo consequente.

Em suma, em grande nimero de vezes ndo ha relacdo entre a razoabilidade de uma
férmula, especialmente as implicativas, e a conexdo de contetido entre as suas constituintes.
O mesmo pode ser dito para as formulas probabilisticamente validas, como mostraremos na

proxima se¢do, na qual mostramos alguns resultados gerais da Semantica Probabilistica.

4 Alguns resultados da Seméantica Probabilistica

Apesar de possuir certas caracteristicas proprias, mostraremos nesta se¢do que Sp €
uma semantica para LSC. As férmulas consideradas vélidas por Sp sdo exatamente as
mesmas consideradas validas por S¢. Para mostrar essa equivaléncia, partimos da defini¢ao

de formulas vélidas em Sp, exposta a seguir.

Definicao 5.4.1 (Inconsisténcia, validade e contingéncia de formulas de L em Sp)
a: Uma férmula ¢ €& probabilisticamente inconsistente ou probabilisticamente

contraditoria sse, para toda f(X), P(f(X))(p) = 0.
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b:  Uma férmula ¢ € probabilisticamente vdlida ou probabilisticamente tautolégica sse,
para toda f{X), P(f(X))(¢) = 1.
c:  Uma férmula ¢ é probabilisticamente contingente sse ndo for probabilisticamente

contraditdria ou probabilisticamente valida.

Utilizaremos a expressao “@ € Lp” como uma abreviagdo para “¢@ ¢é
probabilisticamente inconsistente” e a expressao “@ é Tp” como uma abreviagdo para “¢ é
probabilisticamente valida”. Também utilizaremos o simbolo isolado “Llp” como uma
varidvel metalinguistica sobre férmulas probabilisticamente inconsistentes € o simbolo
isolado “Tp” como uma varidvel metalinguistica sobre férmulas probabilisticamente
vélidas.

Utilizaremos a expressdo “¢ é L¢’ como uma abreviagdo para “¢ € veritativo-
funcionalmente inconsistente” e a expressdo “@ € T’ como uma abreviacdo para “¢ &
veritativo-funcionalmente valida”. O simbolo isolado “1+” é uma varidvel metalinguistica
sobre formulas veritativo-funcionalmente inconsistentes e o simbolo isolado “T¢” ¢ uma
varidvel metalinguistica sobre férmulas veritativo-funcionalmente validas (Tautologias).

Mostra-se facilmente, através de uma prova por indu¢do matemdtica sobre o nimero
de conectivos légicos de uma férmula, que as formulas contingentes podem apresentar
qualquer valor probabilidade no continuo racional [0,1].

Antes de averiguar alguns casos interessantes de féormulas de L probabilisticamente
inconsistentes ou vdlidas, apresentamos a seguir um teorema geral sobre as férmulas

probabilisticamente validas.

Teorema 5.4.2

a:  P(N(@) <P()(y), paratoda f < flp)  fly), para toda f.
b: ¢y éTp e P(p) <P(y), para toda f.
c. oo vyéTp © P(p)=P(y), para toda f.

Demonstracao
a:  (®): Seja fi(Z,) uma situacdo tal que fi(Z,)(p) & fi(Zn)(V), ainda que, para toda f(¥),

P(p) < P(y). Se isso fosse possivel, entdo também seria possivel a existéncia de uma
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fiEm) tal que fi(Zm)(@) £ fi(Xm)(w). Disso resultaria que n(fi(Zm)(¢)) > n(f{(Zm)(v)) =
P(HEn)(@) > p(fiEm)(¥)) = Pi(Em))(@) % PFHEm)(W).

(<): fle) < Aly), para toda f = n(f(9)) < n(f{y)), para toda f = P(f)(¢) < P(f)(y), para
toda f.

b: ()0 >y eéTp =pesap= P(@ = y) =1, para toda f =1e05.3.6.=> P(¢) < P(y), para
toda f.
(<): P(H(¢) < P()(y), para toda f =1eos.42a= Q) € Ay), para toda f =Teos 3.6a=> ¢ —>
v e Tp.

c:  (®):P(p & y) =1, para toda f =re0s5.3.6a= P(¢) = P(y), para toda f.
(<): P(9) = P(y), para toda f =1co542:=> @ — v é Tp. Temos ainda que P(p) = P(vy),
para toda f = P(y) = P(9), para toda f =1eos542c=> ¥ — ¢ € Tp. Logo, P(¢ — v) = P(y
— @) = 1, para toda f =teos 3,602 P((¢ = W) A (W = @) = 1, para toda f Sper. 2312 ¢

SYéTp. m

O primeiro resultado acima € proprio de Sp e ndo pode ser enunciado nos termos de

Sv. J& os dois ultimos resultados sdo compartilhados pelas duas semanticas. O
correspondente em S« do Teorema 5.4.2b é: ¢ — y € Ty & para toda valoragdo v tal que ¥
(p) =V, tem-se que ¥ (y) = V. Esse resultado determina que ¢ - y ¢ Ty & V() < V(y),
para toda valoracdo v. Assim, em cada uma das duas perspectivas, tem-se que: @ —  é
vdlida sse @ implica logicamente . O resultado correspondente ao Teorema 5.4.2c € assim

enunciadoem S¢: ¢ > y é Ty & V() = V(y), para toda «.

Teorema 5.4.3

a  OoA—0é Lp.

b: —@oveéTp

. 9> @éTp.

d:  P(=)=1s P(p)=0.
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Demonstracio: Seja fuma situacdo para L.

a: P A —0) =teos 346= PIP) N f=0)) =pets 3.16= PA®) NAP)) =recs.2.6= 0.

b: P(=¢ v @) =pefs 3.2¢: efs 3.20= PIHO) UAP)) = p(lg) U f9)) =axpai= 1.

¢t P(@ = 9) =teos34= PIAO) U f9)) =pers2a= PAP) U f9)) =perszo= P(@ v —¢)
=Teos5.4.3b= .

d: P(—0) =1 ©1e05340=> 1 —P(9p) =1 © P(p)=0. m

O teorema acima mostra que as trés formulas correspondentes as leis aristotélicas
basicas do pensamento (ndo-contradi¢do, terceiro excluido e ‘“identidade”) sdo validas
segundo Sp. Essas trés leis sdo, respectivamente, representadas formalmente pela negacao
da férmula enunciada no Teorema 5.4.3a e pelas formulas enunciadas no Teorema 5.4.3b e
5.4.3c. As duas ultimas s3o vdlidas segundo Sp, como garantem 5.4.3b e 5.4.3c. J4 a
primeira é facilmente demonstrada a partir do Teorema 5.4.3d, 5.4.3a.

O Teorema 5.4.3d garante que uma férmula é contraditéria sse sua negacao for vélida.
Assim, se ela for vdlida, a sua negacdo € contraditéria. Ou seja, uma férmula e sua negacao
jamais sdo ambas probabilisticamente validas.

Como mostrado acima, as formulas correspondentes aos principios da nao-
contradi¢do e do terceiro excluido sdo validas em Sp. A seguir fazemos uma andlise do
significado dos principios associados a essas formulas em Sp.

De acordo com o principio da ndo-contradi¢do, algo ndo pode ser e ndo ser a0 mesmo
tempo. Assim, uma férmula ndo pode ser verdadeira e ndo ser verdadeira ao mesmo tempo
(segundo uma mesma circunstincia), ou possuir valor maximo e ndo possuir valor maximo
ao mesmo tempo. Entendido desse modo, Sp obedece a este principio. Uma férmula ndo
pode possuir valor probabilidade n e ndo possuir valor probabilidade n (possuir
probabilidade distinta de n) em uma mesma situagdo, por exemplo.

No entanto, o principio da ndao-contradi¢do possui alguns desdobramentos em S+, ndo
satisfeitos segundo Sp. Naquela semantica, pode-se dizer que, dada uma férmula e sua
negacdo, pelo menos uma delas é falsa (possui valor minimo) em uma valoragdo; ainda,
uma férmula e sua negacdo jamais podem possuir o mesmo valor segundo uma mesma
valoragdo. Esses dois desdobramentos do principio da nido-contradi¢do nao sdo satisfeitos
em Sp. Frequentemente ocorre que nem uma férmula nem sua negacdo possuem valor

minimo em uma situagdo. Além disso, quando uma férmula possui valor probabilidade
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meio, a sua negacao também possui este valor, ou seja, uma férmula e sua negacdo podem
possuir o mesmo valor probabilidade ao mesmo tempo. Em Sp as duas variagdes do
principio em questdo valem apenas nos casos limites, quando tratamos unicamente dos
valores zero e um.

De acordo com o principio do terceiro excluido, algo é ou ndo €, sem uma terceira
alternativa. Assim, uma férmula é verdadeira ou ndo é verdadeira (segundo uma mesma
valoragao), possui valor mdximo ou nao possui valor maximo. Entendido desse modo, Sp
também obedece a este principio, dado que uma férmula possui valor probabilidade n ou
ndo possui valor probabilidade n (possui valor distinto de n) em uma dada situacio.

Como no caso da ndo-contradi¢do, o terceiro excluido também possui alguns
desdobramentos segundo S¢ ndo satisfeitos em Sp. Pode-se dizer, de acordo com S+, que,
dada uma férmula e sua negacdo, pelo menos uma delas é verdadeira (possui valor
méximo) em uma valoracdo; ou ainda, de dois valores, uma foérmula necessariamente
possui um deles. Em Sp, no entanto, frequentemente ocorrem férmulas tais que nem ela
nem a sua negacdo possuem valor maximo em uma situagdo. Também é comum ocorrer
que, dado um valor probabilidade n, nem uma dada férmula nem sua negacdo possuam o
valor n. Em Sp essas variagdes do principio valem apenas nos casos limites, quando
tratamos unicamente dos valores zero e um.

Embora seja possivel que nem uma dada férmula nem sua negacdo possuam valor
maximo em uma situacdo, a férmula resultante da disjunc@o entre eles possui o valor
maximo em toda situacdo, como garantido pelo Teorema 5.4.3b. Em um paralelo com a
linguagem natural, dirfamos ser possivel que nenhuma das duas sentencas “Erico Verissimo
¢ alto” e “Erico Verissimo nio ¢ alto” tenha probabilidade maxima, embora “Erico
Verissimo ¢ alto ou Erico Verissimo ndo é alto” o tenha, uma vez estabelecido o conceito
de “alto”. Isso ocorre devido ao fato de que, quando tomadas individualmente, as sentengas
expressam parte do que pode ocorrer no mundo, enquanto a disjun¢do de uma sentencga e
sua negacdo expressa tudo o que pode ocorrer. Claramente, estamos pressupondo que a
nocdo de negagdo também esteja sendo entendida classicamente. Assim, “Socrates ndo ¢
brasileiro” diz nao apenas que ele pode ser Argentino, Grego, Chinés, mas também que
pode ser homem, zebra, amarelo, casa etc..

Obviamente, Sp tampouco satisfaz o Principio da Bivaléncia: hd exatamente dois

valores possiveis para uma férmula de uma linguagem e cada férmula sempre possui um e
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apenas um deles. Em Sp o valor probabilidade de uma férmula pode variar no continuo
racional entre zero e um.

No Capitulo 2 classificamos os sistemas formais 1l6gicos em classicos e ndo-cldssicos
que, por sua vez, foram classificados em complementares e heterodoxos. A seguir
propomos uma classificacdo semelhante aplicada as semanticas. Tomaremos como
referéncia a semantica S¢ para uma linguagem L de LSC. Assim, uma semantica serd
considerada heterodoxa ou complementar relativamente a semantica para LSC e ndo a partir
de uma semantica para uma linguagem de um sistema formal l6gico cldssico em geral,

como feito anteriormente.

Definicao 5.4.4 (Semanticas classicas e nao-classicas relativas a LSC)

a:  Uma Semantica S € uma semdntica para LSC sse o conjunto de férmulas de L vélidas
segundo S € igual ao conjunto de férmulas de L vélidas segundo S«.

b:  Uma Semantica S para LSC é uma Semdntica Cldssica sse S apresentar apenas dois
valores possiveis para as formulas.

c:  Seja S uma semantica para uma linguagem L qualquer que estende L. Entdo S é uma
Semdntica Complementar (relativa a LSC) sse o conjunto de férmulas de L validas
segundo S« estd estritamente contido no conjunto de férmulas vélidas segundo S.

d:  Seja S uma semantica para uma linguagem L qualquer que estende L. Entdo S é uma
Semantica Heterodoxa (relativa a LSC) sse o conjunto de férmulas de L vdlidas

segundo S¢ ndo estd contido no conjunto de formulas de L vélidas segundo S.

Para uma semantica S ser cldssica, além de interpretar L e possuir o0 mesmo conjunto
de formulas validas que S¢, as leis gerais aristotélicas do pensamento e seus
desdobramentos sao validadas por S do mesmo modo que o sdo por S¢. No caso das
semanticas heterodoxas, a definicio explicita que nem toda férmula veritativo-
funcionalmente vélida de LSC € vilida segundo S. De acordo com esta classificacdo
especifica, uma semantica para um sistema formal 16gico de primeira ordem cléssico seria

considerada uma seméantica complementar.

A seguir mostramos que todo teorema de LSC é uma férmula probabilisticamente
valida.

126



Teorema 5.4.5

a: Pw)=1=>Plovy)=1.

b: Plpvo)=1=P(p)=1.

¢ Plovyvy)=1=P(ovy vy=L1
d: Pyve)=P=yvy)=1=>Plovy) =1
e: Fo=>¢éTp.

Demonstracao

a: P() =pers322= P(A®)) < p(lo) U fAY)) =pess32c= P(@ v ). Logo, Plo v @) = 1 =
P(p) = 1.

b: P(@ V 0) =pefs32c= P(lP) U fP)) =pefs2.4£:Te052.80 = PIAP)) =pers 32= P(9). Logo, P(¢
vo)=1=P) =1

¢ Pl Vv (y VvY) =petssa= p(flo) W (fy) W AV) = p((le) W Aw) W AY)) =pers 3.2¢=
P((¢ v y) vy). Logo, P(o v (y vy) =1=Plo vy vy =1

d: 1 =mip=P(y v @) =sip= P(=y vV ¥) =pen26= P(Y = V) =1e053.6.= ) < AY) =mHip=
P(y v @) =pess.32¢= P(f(W) W f(9)) = p(f(9) W f(¥)) =pets32c=P(@ v y) = 1.

e: Do Teorema 5.4.3b, temos que os axiomas de LSC sdo probabilisticamente validos.
Como as regras de inferéncia de LSC preservam validade, a partir da Defini¢do 2.2.2,
tem-se que toda formula de uma prova € probabilisticamente valida. Como, pela
Defini¢do 2.2.3, um teorema € uma fOormula de uma prova, todo teorema ¢é

probabilisticamente valido. m

No préximo resultado mostramos duas relacdes entre as duas semanticas analisadas
neste trabalho. Elas serdo utilizadas para mostrar a Completude Fraca e a consisténcia de
LSC relativa a Sp. A partir dele também mostramos que, embora Sp apresente algumas
carateristicas proprias, que a diferencia da Semantica Veritativo-Funcional, ela
efetivamente ¢ uma Semantica Cldssica. Como o sistema formal 16gico subjacente nesta
andlise € LSC, escreveremos “@ F y” em vez de “¢ Frsc y” como significado para “y é

consequéncia logica sintdtica em LSC de ¢”.
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Teorema 5.4.6

a: Ue) =V = P(f)(p) =1, para algum fe V" (¢p) =F = P(f’)(p) =0, para algum .

b: 0éTpeoéTy

c. oéTp e o

Demonstracao

a:  Por indu¢@o no nimero n de ocorréncias de conectivos primitivos em ¢.

Base: n = 0. Neste caso, ¢ ¢ atdmica. Como toda férmula atomica ¢€
probabilisticamente contingente, obtém-se o resultado.

Passo Indutivo: assumamos que o resultado vale para todo j < n.

Caso 1: ¢ € da forma —vy. Pela hipoétese da indugdo, o resultado vale para y, dado que
possui menos conectivos 16gicos do que o.

Subcaso 1.1: Seja ¥ (¢) =V = ¥ (y) = F = P(f)(y) =0, para algum f = P(f)(—vy) =
1, para algum f = P(f)(¢) = 1, para algum f.

Subcaso 1.2: Seja ¥ (9) =F = ¥ (y) =V = P()(y) = 1, para algum f = P(H)(—vy) =
0, para algum f'= P(f)(¢) = 0, para algum f.

Caso 2: ¢ ¢ da forma y v vy. Pela hipodtese da inducao, o resultado vale para y e v,
dado que possuem menos conectivos légicos do que .

Caso 2.1: ¥ (¢) =V, ou seja, V(y vy)=V.

Caso 2.1.1: V(y) =V = P(f)(y) = 1, para algum f = P(/)(y v y) = 1, para algum f.
Caso 2.1.2: LUy) =V = P(H)(y) =1, para algum f = P(f)(v v y) = 1, para algum f.
Caso 2.2: ¥(¢) =F, ouseja, YV(y vy)=F = ¢Y(y)=Fe ¥(y) =F. Dai, P(f)(y) =0,
para algum f e P(f)(y) = 0, para algum f’. Pode-se mostrar que, neste caso, existe f’
tal que () =D ef (y)=3 = P(f)(v v y)=0, para algum f”.

b:  (=): Por absurdo, suponhamos que existe uma férmula ¢ tal que ¢ é Tp e ¢ nao € T.
Neste caso, 7 (¢) = F, para alguma valoracao ¥ =rteos.4.6.=> P()(¢) = 0, para algum f
=pefs.4.1= @ ndo € Tp, 0 que contraria a hipdtese inicial.

(€):0eTv=F @ Dreos45e=> ¢ € Tp.

¢ (P)roEéTPDressb=> Q0 Tv=F .

(<=)Z - =0 é T(VzTBOS.4.6b$ ¢ é Tp. m
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Pode-se, por argumento semelhante, mostrar a reciproca do Teorema 5.4.6a: P(f)(p) =
1 = Uo) =V, para alguma Ve P(f)(¢) =0 = 1V (¢) =F, para alguma 7.

O Teorema 5.4.6b expressa que Sp ndo é uma semdntica heterodoxa (relativa a LSC)
e que Sp ndo é uma semdntica complementar (relativa a LSC). De fato, o Teorema 5.4.6b
mostra que Sp é uma semdntica para LSC, pois o conjunto de férmulas de L
probabilisticamente vélidas € igual ao conjunto de férmulas de L veritativo-funcionalmente
véalidas. Embora seja uma semantica para LSC, Sp ndo é uma semdntica cldssica, de acordo
com a Definicdo 5.4.4b. Isso ficou mostrado no comentério apds o Teorema 5.4.3.

O Teorema 5.4.6¢c expressa o Meta-Teorema da Completude Fraco de LSC relativa a
Sp: uma formula ¢ de L € um teorema de LSC sse € uma formula probabilisticamente
védlida. A primeira parte mostra a sua completude de LSC: toda férmula probabilisticamente
vdlida € um teorema de LSC. Ja a segunda parte trata da sua corregdo: todo teorema de LSC
¢ uma férmula probabilisticamente vélida, ou seja, uma férmula vdlida em Sp. Esta parte
poderia ter sido mostrada a partir do Teorema 5.4.3b e do Teorema 5.4.5.

Dizemos que uma situagdo f é um modelo de LSC sse, para todo axioma ¢ de LSC,
P(f)(p) =1 (Consequentemente, para todo teorema ¢ de LSC P(f)(p) =1). Assim, temos que
toda situagdo é um modelo de LSC. Por isso, dizemos que uma formula de L € vdlida
segundo Sp sse é uma formula probabilisticamente vdlida de LSC ou logicamente vdlida.

Do Teorema 5.4.6¢ e do Teorema 5.4.3d explicitamos, com base em Sp, que LSC é
consistente: nao ha formulas tais que ela e sua negacdo sejam teoremas de LSC. Isso pode
ser assim mostrado informalmente: como todo teorema de LSC € uma férmula
probabilisticamente valida de LSC e como a negacdo de uma férmula probabilisticamente
vdlida de LSC ndo € uma formula probabilisticamente valida de LSC, entdo a negagdo de
um teorema de LSC ndo pode ser também um teorema de LSC.

Do teorema 5.4.6¢ resulta que os paradoxos da implicacdo material, conforme
discutidos na Sec¢do 2.3, também sdo mantidos em Sp. Ou seja, as seguintes férmulas sdo

probabilisticamente vélidas.

a: ¢ —>(y—>op)éTp.
b: (9> y)v(y—>9)ETp

c: -0 > (@ > y) ¢ Tp.

129



A validade dessas trés formulas pode ser demonstrada a partir dos termos de Sp:

a: P((¢ = (y > 9))) =pers32= p(9) U (1y) U f(9) = p((A9) U A9)) U fY)) =pets 2.4=
pU U AW) = 1.

b P((0 = v) v (v = 9)) =pers32= P((A0) U AW) U (W) U flo) = p((fle) U fip) U
(Rw) U AW) =pers24= p(U U U) = 1,

¢ P9 = (¢ = W) =Teos 3.40= PIQ) U f(9) UAW)) =pers2.4= pU LU My)) = 1. m

A seguir tratamos de um tipo especial de féormulas implicativas materiais, aquelas em
que ao menos um de seus componentes € uma formula probabilisticamente valida ou
probabilisticamente inconsistente. Apesar de poder ser demonstrado como coroldrio do
teorema anterior, decidimos explicitar a sua validade e demonstra-la nos termos de Sp. Na
proxima secdo elas serdo utilizadas para mostrar algumas relagdes entre a quantidade de
informacdo em férmulas probabilisticamente validas e a no¢do de consequéncia légica

informacional.

Teorema 5.4.7

a: 1lp—>@é Tp.

b: ¢—>TpéTp.

C: P(¢p = Lp) = P(—0).
d: P(Tep— ¢)=P(g).

Demonstracao: Seja f uma situagdo qualquer para L.

a P(Lp > ¢) =res34a= PILP) U A(9)) =axp2i= (P((Lp)) + p(l0)) — p(f(Lr) N fig)) =
1-0+p(fle)) - p(fle)) = 1.

b P(¢ > TP) =reossaa= PUA®) U ATE)) =axe2i= (p((9)) + p(A(Te)) — p(lg) N ATe)) =
(1-p(fp)) +1) — (1 — p(f(9)) = 1.

¢t P(¢ = Lp) =reoszae= PIAP) U fL)) =axe2i= (P((9)) + p(HLe)) — p(Ai®) N ALe)) =
P((@)) + 0 — 0 = p(f(@))=pess 32= P(—¢).

d: P(Tp = @) =reos 3.4= PATE) U (@) =(axp2= (P(ATR)) + p(fi@))) — p(ATR) N f(9)) =
0 + p(fip)) — 0 =p(f(®)) =pefs.32= P(¢). m
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O teorema acima mostra que a semantica probabilistica apresenta os mesmos
resultados da semantica veritativo-funcional no tocante as férmulas implicativas cujas
partes sdo formulas probabilisticamente inconsistentes ou vélidas, independentemente do
valor da outra férmula.

A seguir introduzimos a ultima definicdo de Sp, que trata da equivaléncia

probabilistica entre férmulas.

Definicao 5.4.8 (Férmulas probabilisticamente equivalentes)

Duas formulas, ¢ e y, sdo probabilisticamente equivalentes, denotado por “¢ =p y”, sse,

para toda situacio f(iX), P(fiX))(p) = P(fAiZ))(y).

Quando ndo gerar ambiguidade, escreveremos “@ = y” em vez de “¢ =p y”. No

proximo teorema mostramos alguns resultados oriundos desta tltima definicao.

Teorema 5.4.9

a0 =v e flo) =f(y), para toda situacao f.

b: o=y o yeTp.

c:  Se vy surge de ¢ pela substitui¢do de uma ou mais ocorréncias de ¢’ por y’, entdo ¢’

=y’ = P(H(9) = P(NH(y).

Demonstracao

a:  (=): Sejam ¢ = y e fuma situacdo tal que f(¢) # f(y). Entdo ¢é possivel que n(f(p)) #

n(f(y)) = p({f(p)) # p(ly)) = P(p) # P(v) = ¢ # v, contrariando a hipotese

inicialmente sugerida.

(<): fl) = Aly), para toda f = p(f()) = p(f(y)), para toda f Spers32= P(¢) = P(y),
para toda f =pefs.48= @ = .

b: ¢ =y © P(p) =P(y), para toda f S1eo5.42: ¢ <> v € Tp.

c: Seja @ = y’. Dai, pelo Teorema 5.4.9a, f(¢’) = fly’). Tem-se que y difere de ¢
apenas por conter y’ em lugares onde ¢ contém ¢’. Como f(¢’) = f(y’), os valores a
serem calculados em y sdo exatamente os mesmos calculados em ¢. Assim, P(f)(¢p) =

P((y). m
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O Teorema 5.4.9a € proprio de Sp, ndo pode ser enunciado nos termos de S¢. De
acordo com ele, duas férmulas equivalentes sd@o associadas aos mesmos eventos em toda
situacgdo.

O Teorema 5.4.9b explicita que, para saber se duas férmulas sdo probabilisticamente
equivalentes, basta saber se a sua férmula bicondicional correspondente €
probabilisticamente valida. Resultado similar pode ser mostrado em S .

O Teorema 5.4.9c determina que férmulas com o mesmo evento associado segundo
uma situagdo f sdo intercambidveis em uma formula sem alterar o valor probabilidade em f
da férmula resultante.

Em S« a substituicdo da ocorréncia de uma subférmula de uma férmula por outra com
o mesmo valor de verdade mantém inalterado o valor de verdade da férmula resultante.
Nessa perspectiva, férmulas com o mesmo valor de verdade sdo intercambidveis: a
substitui¢do de uma pela outra ndo altera o valor da férmula resultante, se comparada com a
original. Ou seja, pode-se mostrar em Sy o seguinte resultado, denominado Teorema
Substituicdo: se y surge de ¢ pela substitui¢do de uma ou mais ocorréncias de ¢’ por y’,
entdo V()= V(y’) = V(p) = V(y).

Em Sp, no entanto, formulas com o mesmo valor probabilidade ndo sdo
intercambidveis. A substituicio de uma férmula pela outra com o mesmo valor
probabilidade nido garante que o valor probabilidade da férmula resultante seja igual ao
valor da original. Assim, ndo vale o Teorema Substituicdo em Sp: se y surge de ¢ pela
substitui¢do de uma ou mais ocorréncias de ¢’ por y’, entdo P(¢’) = P(y’) # P(p) = P(y).
O Exemplo 5.3.3 serve de contra-exemplo: P(f(X)))(A) = P(f(Z1))(Az), mas P(f(Z)))(A; v
Az) Zp(f(Z1))(Az v A3).

Um dos motivos pelos quais ocorre a especificidade de Sp apontada acima estd no
fato de que, em S«, consideramos apenas o valor V ou F das férmulas. J4 em Sp o valor de
uma férmula depende do contetddo dos eventos associados as suas constituintes.

O préximo teorema expressa pares de formulas probabilisticamente equivalentes.
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Teorema 5.4.10

a G2 Y=-0Vvy. g OoNP=0.
b: QVYEA(=pA—Y). h:  ove=o.
c: QAY=S(= V). i TP AQ=Q.
d QoAVY=yYAQ. j: TpvQ=Tp.
e QOVVY=yYVo. ki lpaAo=_lp.
f: ——P = . l: lpvo=o

Demonstracio: Seja f uma situacdo qualquer para L.
a: P(@ = V) =Teos.3.4¢= P(F(9) U F(W)) =pets3.16= P(F(—9) U f(¥)) Zpets 3.2= P(—¢ v ).
b: P(Q V) =reos 340= PUA®) U AY)) =pers 2.4= PU@) NAW)) =pess 3.16=

P(A=0)) N (A=) =Teos 3.06= PR—@ A —¥)) =pers 3.16= P(—(—@ A =),

C: QAY=Dpep31= (=@ vV —Y) = P(@ A y) =P(=(=0 v —y)).

d: P(@ A W) =teos.3.4c= P(AQ) N AW)) = p(fly) N AP)) =Teos 34c= P(W A ).

e:  P(@ V) =pes32= p(g)) U p(fly)) = p(fly)) U p(f(@)) =pefs.32:= Py v ).

£ P(—0) =petss20= PUO) =reos20= 1~ pR®) =reas2or= 1 — (1 — p(fi)) = (1 ~ 1 +
P((9)) = p(fle)) = P(9).
P(® A @) =Teo5.3.4¢c = PIAIQ) M fIP)) =Def5.2.4¢Te05.2.80 = PIAIP)) =pers.3.2= P(@).
P(¢ Vv ©) =pefs.3.2c= p(AP) U fAP)) =pefs.2.4£:Te05.2.8a = PAP)) =pets.32= P().

ir  P(Tp A Q) =reos34= P(TP) N fP)) = p({@)) =pers.32= P(@).

o P(Tp Vv @) =pers 32:= p(fTer) U f0)) = p(TPr)) =pers32= P(Tp).

ki P(Lp A @) =reos.3.4= P(fLr) N f(9)) = p(f(LP)) =pefs.32= P(Lp).

I P(Lp Vv @) =pess.z2.= p(fLr) U fl®)) = p(()) =pers.32= P(¢). m

A partir do Teorema 5.4.9a, temos que o evento, e, consequentemente, o valor
probabilidade, associado em cada situacdo para esses pares de férmulas € sempre o mesmo.
No préximo capitulo, especialmente nos comentdrios sobre os Teoremas 6.2.3 e 6.2.4,
analisamos as consequéncias deste resultado, especialmente no tocante a informacao

presente nas formulas de cada par.
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O Teorema 5.4.9d e 5.4.9f explicitam que Sp ndo € uma semantica para a Logica
Temporal nem para a Ldgica Intuicionista, conforme discutiremos no comentdrio em
seguida ao Teorema 6.2.5.

O seguinte teorema explicita dois pares de férmulas que ndo sdo probabilisticamente

equivalentes.

Teorema 5.4.11
a: P(eAy)<P(9).
b: P(oVvy)=P(9).

Demonstracio: Seja f(X) uma situagcdo qualquer para L.
a: P(@ A Y) =Teos 34c= P(lP) N AY)) < p(f(P)) =pets.3.2= P().
b:  P(¢ Vv ) =pers 32c= (@) U W) = p(f(@)) =pefs 32.= P(¢). m

Em suma, neste capitulo expomos uma semantica para LSC a partir da nogdo de
probabilidade das férmulas de L. Propomos a definicdo de situagdo, que consiste em uma
forma de associacdo entre formulas de LSC e eventos de um experimento aleatério, a partir
do qual definimos um valor probabilidade para as férmulas. Mostramos alguns resultados
aplicados tanto a determinados tipos de férmulas quanto a semantica probabilistica em
geral. Mostramos, ainda, algumas semelhancas e diferencas entre esta semantica e a
veritativo-funcional. Dentre os principais resultados obtidos estio o de que o valor
probabilidade de uma implicagdo material, em geral, ndo equivale ao valor da implicagcdao
probabilistica. Além disso, concluimos que a implicacdo material, em sua versdao
probabilistica, ndo captura a no¢do intuitiva de implica¢do quando esta € entendida como a
relacdo de causalidade cldssica; nao captura a no¢do de quantidade de informacao, tal como
sugerida por Shannon; ndo supera os paradoxos da implicacio material. Com relacdo a
semantica probabilistica, dentre os seus principais resultados estd o de que o conjunto de
formulas validas segundo Sp e segundo Sy € exatamente o mesmo. Apesar disso, a
semantica probabilistica ndo é uma semantica cldssica para LSC, dado que algumas das
variagdes dos seus principios basicos, como o do terceiro excluido e da ndo contradicao,
ndo siao validos na semantica probabilistica. Concluimos ainda que Sp ndo captura o
conteddo informacional das sentengas.
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Capitulo 6

Consequéncia légica informacional

1 Apresentacao

Neste capitulo sugerimos uma defini¢do quantitativo-informacional da consequéncia
l16gica, que denominamos consequéncia logica informacional. Introduzimos, na préxima
secdo, a nocdo de quantidade de informacdo presente em uma formula de L, baseados na
no¢do de quantidade de informacdo desenvolvida por Shannon, exposta no Capitulo 4.
Mostramos algumas relacdes entre o valor probabilidade e o valor informacional de uma
formula de L, além de provar alguns resultados proprios da perspectiva informacional. Na
terceira se¢do definimos o valor probabilidade de um conjunto de foérmulas para, em
seguida, definir a nocdo de consequéncia légica probabilistica. Mostramos alguns
resultados derivados desta defini¢do. Por fim, na dltima secdo, introduzimos a defini¢dao de
consequéncia légica informacional. Mostramos que ela se distingue das outras duas versoes

e que a Logica subjacente a ela ndo € uma Logica Cléssica.

2 Quantidade de informacao em uma formula

Nesta secao introduzimos a definicdo de quantidade de informacdo em uma férmula,
definida a partir do seu valor probabilidade. Mostramos, em particular, que LSC nio
captura a no¢do de quantidade de informacdo tal como definida na TMC e que tampouco

captura a no¢ao de contetido informacional de uma sentenca.

Definicao 6.2.1 (Quantidade de informacao de uma férmula segundo uma situacio)
A quantidade de informacdo ou valor informacional de uma formula ¢ de L segundo uma

situagdo f(¥), denotada por “I(fiX))(p)”, é€ o valor numérico definido pela seguinte equacao:

I(Z))(@) = —logx P(AX)(@).

Quando P(f(Z))(p) = 0, definimos que — log, 0 = 0, ou seja, I(f{X))(p) = 0.
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Como de costume, quando ndo gerar ambiguidade ou imprecisdo, escreveremos
“I(p)” em vez de “I(f(X))¢”. Pode-se mostrar que I(f(X)): Form(L) —> Q..

No préximo exemplo definimos a quantidade de informagdo de algumas férmulas de
L, seguido de comentdrio a seu respeito. Para efeito didatico, os exemplos sugeridos ao
longo do capitulo envolvem conteido. No entanto, os mesmos resultados poderiam ser

obtidos caso eles tivessem sido construidos em algum aparato meramente formal.

Exemplo 6.2.2: Considerando as duas situacdes do Exemplo 5.3.3, quais sejam, a
interpretacdo das férmulas de L no lance de um dado, denotada por “f(X;)”, e a
interpretacdo das férmulas de L no lance de uma moeda, denotada por “f(Z,)”, temos as

seguintes quantidades de informacao para as férmulas abaixo:

® fE)(@) [ IFED))e | fE(@) | I((Z2)e
Al {2,4,6} 1 (C} 1
As {1,3,5} 1 (K} 1
As {1,2,3,5) 0,58 %] 0
Ay (1} 2,58 %] 0
—A, {1,3,5} 1 (K} 1
AL A A; (2} 2,45 %, 0
Al v Az U 0 {C} 1
Al > A, {1,3,5} 1 (K} 1
Al > Ay {1,23,5) 0,58 (K} 1
Ay — Ay §] 0 (C) 1

Tabela 6.2.2: Defini¢ao da quantidade de informacao de féormulas

Pode-se observar, a partir do exemplo acima, que, em cada uma das duas situagdes, as
féormulas A; e —A; possuem o mesmo valor informacional. Consequentemente, como no
caso da probabilidade, comentado apds o Teorema 5.4.3, aqui também o principio da nao-
contradicdo nao pode ser entendido classicamente. Isto por que, nos termos cldssicos, uma
formula e sua negacdo jamais podem possuir ambas o mesmo valor, sob a mesma

circunstancia, sem, com isso, gerar uma contradi¢do. No exemplo acima, uma férmula e sua
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negacdo possuem o mesmo valor informacional na mesma situagdo, sem gerar qualquer
contradicao.

O valor informacional da disjun¢do exemplificada acima € nulo, dado que a férmula
exprime tudo o que pode ocorrer no mundo, ou seja, possui probabilidade maxima. Esses
casos parecem estar adequados a nocao intuitiva de informagao conceituada por Shannon.
O mesmo ndo pode ser dito a respeito das férmulas implicativas do exemplo, conforme
passamos a discutir a seguir.

O valor informacional da primeira sentenca implicativa material probabilistica acima
€ a unidade pelo fato de o evento correspondente a formula em ambas as situagdes, que € o
mesmo evento do seu consequente, possuir probabilidade ¥2. Em ambas as situacdes, P(A;
— Ay) = P(A) = Y2 ©pes21 1(A1 = A) = I(Ay) = 1. No entanto, do ponto de vista
intuitivo, o que esta sendo dito nas sentencas “se cai par, entdo cai impar” e “se cai cara,
entdo cai coroa” parece impossivel de acontecer. Assim, o valor probabilidade da formula
implicativa deveria ser zero e, consequentemente, a sua quantidade de informac¢do também
deveria ser nula. Esse paradoxo tem origem na definicio de implicagdo material
probabilistica, mais especificamente no valor probabilidade definido para estas férmulas,
como j4 discutimos a partir do Exemplo 5.3.5.

O valor informacional da segunda sentenca implicativa segundo f(2;) € menor do que
o valor da férmula anterior nesta mesma situacdo porque o valor informacional do
consequente ¢ menor. No Portugués, esta formula na situacdo dada ¢ traduzida como: “‘se
cai par entdo cai primo”. Como discutido apds o Teorema 5.3.7, a diminui¢@o do valor ndo
se deve a relacdo entre as partes desta implicacdo material, mas ocorre simplesmente
devido a alteracdo do valor do consequente.

A sentenca do pardgrafo acima ilustra que a segunda implicacdo material tampouco
captura a no¢do de quantidade de informagdo sugerida na TMC. Intuitivamente, esta
sentenca diz algo bastante dificil de acontecer: a ocorréncia de nimero primo, na hipétese
de ocorrer nimero par. A informacao nesta sentenca, portanto, de acordo com a perspectiva
Shannoniana, deveria ser bastante elevada, contrariamente ao que acontece no caso em
questao.

Por fim, a dltima férmula implicativa material, interpretada a luz de f(Z,), diz que “se
cai impar, entdo cai primo”. Como isso € 6bvio neste caso, é correto entender que a sua

quantidade de informacdo deve ser nula. Ja de acordo com f(X,), ela diz que “se cai coroa,
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entdo cai nimero um” ou ‘“se cai coroa, entdo a lua ¢ de queijo”’. A quantidade de
informacdo dessa sentenca depende unicamente da quantidade de informacdo do
antecedente. Este caso evidencia que a quantidade de informag¢do de uma sentenca
implicativa material € independente da relagao de contetido das suas partes.

A seguir explicitamos uma relacdo entre o valor probabilidade e o valor
informacional de uma férmula, como o faz Shannon (1949) com relacdo aos eventos de
uma fonte. Propomos um exemplo que caracteriza a func¢do informacional e mostramos que

a probabilidade e o valor informacional estao numa relacao inversa.

Exemplo 6.2.3: Relacado entre probabilidade e quantidade de informacao:

/
P(op) I(p)
y
0 0 1(¢)
1/8 3
3_
Vi 2
1/3 1,58 2
s 1 14—
2/3 0,58 | |
—T—T—%
% 0,42 0 Y Y% 3% 1 x

P(@)
Grifico 6.2.3: Tabela e gréafico no plano cartesiano comparando a probabilidade e

quantidade de informacdo de uma férmula.

O exemplo acima ilustra, tanto por meio da tabela, quanto por meio do grafico no
plano cartesiano, a relacdo inversa entre os valores probabilidade e informacional de uma
formula. Quanto maior a probabilidade, menor a sua quantidade de informacdo e vice-
versa. Nos casos limites, ou seja, probabilidade maxima e minima, a quantidade de
informacao € zero. Nos demais valores probabilidade, a informagao tende a zero, quando a
probabilidade se aproxima do valor miximo; tende a um, quando a probabilidade se
aproxima do valor minimo.

No seguinte teorema mostramos essa relacdo inversa entre probabilidade e valor
informacional através da comparacao entre férmulas. Também mostramos que a quantidade

de informagao presente em cada Teorema de LSC € sempre nula.
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Teorema 6.2.4

a:  SejaP(e) > 0. Dai, P(¢) <P(y) = I() > I(y).
b:  Seja P(¢) < 1. Dai, I(p) > I(y) = P(p) < P(y).
c:  Ple)=P(y) = I) =1(y).

d: F o = I(p) =0, para toda situagao f.

Demonstracio: Seja f uma situacdo qualquer.

a:  Sejam P(¢) > 0, P(9) < P(y), P(¢) = p(f(¢)) =a/n e P(y) =p(fly)) =b/n=a<be-
log a/n > —log b/n = (@) > I(y).

b:  Sejam P(9) < 1, I(9) = I(y), P(9) = p(fl9)) = a/n e P(y) = p(fly)) = b/n = —log a/n <
—logb/n=loga<logb=a<bea/n<b/n= P(p)<P(y).

c:  P(@)=P(y) = —log; P(¢) =—1log; P(y) =pers.2.1= 1(¢) = I(y).

d: F @ Dreo546c> @ € TP =persav= P(@) =1, para toda f =pess2.1= 1(@) = 0, para toda

[ m

Quando P(¢p) = 0, sendo 0 < P(y) < 1, entdo o Teorema 6.2.4a ndo vale. Neste caso,
I(p) = 0 e I(y) > 0. Ou seja, P(p) < P(y), mas I(p)< I(y). O mesmo pode ser dito sobre o
Teorema 6.2.4b no caso em que P(p) =1e 0 <P(y) < 1.

Conforme explicitado pelo Teorema 6.2.4c, féormulas com o mesmo valor
probabilidade possuem o mesmo valor informacional. Embora bastante 6bvio, ele expressa
claramente que a perspectiva informacional em questdo trata unicamente do aspecto
quantitativo da informacgdo de sentengas e nao do seu contetido informacional, tampouco do
comportamento resultante de uma informacao. As férmulas correspondentes as sentencas
“caiu par” e “caiu impar”, no experimento aleatorio que consiste no jogo de um dado nao
viciado, por exemplo, possuem o mesmo valor probabilidade e, consequentemente, o
mesmo valor informacional, segundo este teorema. Mas, claramente, o conteido
informacional de ambas as sentengas € radicalmente diferente. O mesmo poderiamos dizer
a respeito do problema da efetividade. A a¢do desejada resultante a partir da informagdo em
cada sentenga pode ser completamente distinta.

A reciproca do Teorema 6.2.4c ndao pode ser mostrada. Juntamente com ele,

elencamos abaixo alguns resultados, j4 provados anteriormente para Sp, quando nos
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referiamos ao valor probabilidade de uma férmula, que nao sio vélidos quando aplicados a

informacao:

a 1) =1(y) # P(p) = P(y).

b:  I(p)=I(y), paratodaf+ ¢ =y.

c:  I(p)=I(y),paratodaf# ¢ <>y é Tp.
d:  I(¢p)=I(y), paratodaf # F @ <> y.

O primeiro resultado diz que férmulas com a mesma quantidade de informagdo nem
sempre possuem a mesma probabilidade. Quando P(¢) = 1 e P(y) = 0, tem-se que I(p) =
I(y), mas P(p) # P(y). Este é o caso das férmulas probabilisticamente vdlidas e
probabilisticamente contraditdrias. Nos casos em que o valor probabilidade nio € extremo,
vale o resultado.

As férmulas probabilisticamente vélidas e probabilisticamente contraditérias também
podem ser utilizadas para sustentar o segundo resultado, de acordo com o qual ser

informacionalmente igual ndo significa ser probabilisticamente igual. Quando P(p) = 1,

para toda f, e P(y) = 0, para toda f; I(¢p) = I(y), mas ¢ #y. Este resultado é consequéncia do

primeiro resultado e da Defini¢do 5.4.8.

O terceiro resultado pode ser comprovado a partir do resultado anterior e do Teorema
5.4.9b. Ele expressa que féormulas informacionalmente iguais ndo garantem a validade
probabilistica do bicondicional constituido por eles. Isto também pode ser provado para a
implicacdo material probabilistica. O contra-exemplo construido para o segundo caso
acima, em que tomamos uma férmula probabilisticamente contraditéria e outra valida,
serve para ilustrar.

Do terceiro resultado e do Teorema 5.4.6¢, mostramos o ultimo resultado, segundo o
qual férmulas informacionalmente iguais ndo garantem que a férmula bicondicional
constituida por eles seja teorema. O mesmo pode ser dito para as férmulas implicativas
materiais probabilisticas.

Na direcdo inversa, todos os quatro resultados acima sdo validos. O primeiro € o
préprio Teorema 6.2.4¢c. O segundo € um caso particular do Teorema 6.2.4c: ¢ =y = 1(@)

= I(y), para toda f. Isso significa que férmulas probabilisticamente equivalentes sdo iguais
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informacionalmente. Como no caso do Teorema 6.2.4c, este caso também ilustra que a
perspectiva informacional em questdo nio captura o conteido informacional das férmulas.
As sentengas “Chove ou ndo chove” ¢ “E falso que: chove e ndo chove”, embora sejam
probabilisticamente equivalentes (mais especificamente, as suas formulas correspondentes
em L s3ao probabilisticamente equivalentes), nao possuem o mesmo conteido
informacional. Enquanto uma afirma, a outra nega. Quando as relacionamos as leis basicas
aristotélicas do pensamento, isso fica ainda mais evidente: enquanto a primeira sentenca diz
que uma coisa € ou ndo €, a segunda diz que uma coisa nao pode ser e ndo ser; na logica
classica, a primeira pode significar que uma férmula é verdadeira ou falsa, enquanto a
segunda diria que uma férmula ndo pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo. A
primeira consiste numa exigéncia e a segunda consiste numa proibicao.

A “reciproca” do terceiro caso acima pode ser provada a partir da “reciproca” do
segundo resultado e do Teorema 5.4.9b. Ja a “reciproca” do quarto caso pode ser provada a
partir da “reciproca” do terceiro e do Teorema 5.4.6c.

O Teorema 6.2.4d explicita que os Teoremas de LSC sdo informacionalmente nulos.
Como a Regra de Modus Ponens preserva a validade probabilistica, € como os axiomas de
LSC sao todos probabilisticamente validos, os teoremas de LSC também sdo
probabilisticamente validos, ou seja, vazios informacionalmente.

A reciproca deste ultimo resultado nao vale: I(¢) = 0, para toda situagdo f # + o,
dado que ¢ pode ser probabilisticamente contraditdria e, pelo Teorema 5.4.6¢, neste caso, @
ndo seria teorema de LSC. Este resultado € bastante expressivo. Em termos informacionais,
nio ha como mostrar o Teorema da Completude de LSC, ou seja, o conjunto de Teoremas
de LSC ndo coincide com o conjunto de férmulas informacionalmente vazias. Essa
diferenca se encontra, especialmente, na incapacidade da concep¢do informacional em
distinguir as férmulas tautoldgicas das férmulas contraditdrias.

Como mostrado a partir do Grafico 6.2.3 e do Teorema 6.2.4, a informacdo e a
probabilidade estdo em propor¢do inversa. No Teorema 5.3.7 mostramos que a
razoabilidade (que estd na mesma proporcdo da probabilidade) de uma implicacdo material,
¢ — v, nem sempre garante a relacdo de contetdo entre as suas formulas constituintes.

Destes dois teoremas podemos concluir que:
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a: Quanto mais informativo (menos razoavel) for o antecedente de uma foérmula
implicativa material probabilistica, menos informativa (mais razodvel) é a férmula

implicativa material probabilistica.

b:  Quanto menos informativo (mais razodvel) for o consequente de uma férmula
implicativa material probabilistica, menos informativa (mais razodvel) é a férmula

implicativa material probabilistica.

Como no caso da razoabilidade, a quantidade de informag¢do da implicagdo material é
determinada unicamente em fun¢do do valor informacional do antecedente e, geralmente,
ndo garante a relacdo de contetddo entre as constituintes da implicacdo material.

A seguir mostramos alguns pares de formulas cuja quantidade de informacgdo € a

mesma, independente da situacao.

Teorema 6.2.5

a: Ie—>y)=I(—¢vy). h: (e v )=o)

b I(@ v y) =I(=(=p A =y)). i I(TeAoe)=19).
¢ I Ay)=I(=(=¢ Vv -y)). o I(Teve)=I(Te).
d Lo Avy)=I(y A o). ki I(lpAo)=I(Lp).
e Ilovy)=Iyvo). L Il v o) =1o).
f: (=) = I(p). m: I(Tp)=I(Lp)=0.

g Ioro)=y).

Demonstracao

Sao demonstrados pelo Teorema 5.4.10, Defini¢do 5.4.8 e pelo Teorema 6.2.4.c. m

Outros casos de igualdade informacional entre férmulas podem ser mostrados, como
os da associatividade da conjuncao, disjuncao e biimplicacdo, da distributividade.

Com excec¢do do ultimo item acima, no Teorema 5.4.10 mostramos que as férmulas
em cada par do Teorema 6.2.5 sdo equivalentes. Assim, pelo Teorema 5.4.9, a férmula
biimplicativa resultante da conexdo das duas férmulas de cada par é probabilisticamente
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vdlida. Do Teorema 5.3.6f, a férmula implicativa resultante da conexdo das duas férmulas
de cada par também € probabilisticamente vélida.

O Teorema 6.2.5a € consequéncia imediata da prépria definicdo de implicagcdo
material. No entanto, em termos quantitativos da informac¢do, nem sempre seria adequado
identificar o valor informacional destas duas férmulas. Considerando a situacio do jogo de
um dado ndo viciado, a quantidade de informagdo na sentenga “se cai primo entdo cai par”,
por exemplo, ndo deveria ser igual a da sentenga “ndo cai primo ou cai par”. De fato, a
quantidade de informacdo da sentenca implicativa, nesta situagdo, deveria ser bem maior do
que a informagio presente na sentenca disjuntiva. E muito dificil, ou muito pouco provével,
a ocorréncia de par, na hipétese da ocorréncia de primo; porém, € bem mais provavel que
ocorra o evento associado a sentenca “nao cai primo ou cair par’.

O resultado acima mostra que, ao tornar equivalentes as sentengas “@ — y” e “—¢ v
y”, LSC ndo captura a no¢do de informagdo tal como definida na TMC. Ao contrério do
que expressa o Teorema 6.2.5a, a reducdo de incerteza nessas duas formulas pode ser
distinta. A quantidade de informacao delas pode ser diferente em determinadas situagdes.

(3

Além do problema da possibilidade de sentencas do tipo “@ — y” € “—@ v y”
apresentarem quantidade de informacdo diferente, elas também podem diferir no seu
conteudo informacional (grosseiramente, o que elas querem dizer). Ao proferir: “se hé vida
extraterrestre entdo eu sou tripide”, por exemplo, um falante pode nio estar dizendo “ndo
hd vida extraterrestre ou eu sou um tripide”. A senten¢a implicativa, neste caso, significa
categoricamente “nao ha vida extraterrestre”. Ao definir a implicacdo material através da
disjuncdo e negagdo, ou o inverso, definir a disjuncdo através da implicacdo material e
negacdo, LSC ndo captura nem o aspecto quantitativo nem qualitativo da informacdo neste
tipo de férmulas.

O segundo e terceiro casos do Teorema 6.2.5, denominados Equivaléncias ou Leis de
De Morgan, sao consequéncia imediata da prépria Definicao 2.2.6. Sobre eles também
poderiamos dizer, no minimo, que tal equivaléncia tampouco captura o conteido
informacional das férmulas. No Teorema 6.2.5c, por exemplo, a primeira formula é uma
disjuncdo de duas férmulas, enquanto a segunda féormula € uma negacdo da conjunc¢do de
duas férmulas negadas. Dizer “chove ou ndo chove” nao significa 0 mesmo que “¢ falso
que: ndo chove e ¢ falso que ndo chove”. Discutiremos esse caso no comentario sobre o

Teorema 6.2.5m abaixo.
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O quarto e quinto itens do Teorema 6.2.5 tratam da comutatividade informacional da
conjuncdo e disjuncdo. No caso da conjunc¢do, esse resultado mostra que a nocao de valor
informacional ndo satisfaz a varidvel temporal e, portanto, assim como a Semantica
Probabilistica, ndo seria uma Semantica para a Légica Temporal. A senten¢a “Jodo abriu a
porta e entrou” pode ndo possuir a mesma quantidade de informagao do que “Jodo entrou e
abriu a porta”. A probabilidade de o individuo entrar antes de abrir a porta pode ser muito
pequena em uma dada circunstancia. J4 a probabilidade de ele abrir a porta e entrar, pode
ser bastante grande, na mesma circunstancia dada.

Considerando a ordem temporal, o conteido informacional dessas duas sentengas
também € muito distinto. Pode-se entender que, na primeira sentenca, Jodo antes abriu a
porta e depois entrou; ja segunda pode significar o contrdrio: antes Jodo entrou e depois
abriu a porta. Outra vez, ao identificar estes pares de sentengas, concluimos que LSC nao
captura nem o aspecto quantitativo nem qualitativo da informagdo para estas férmulas.

O Teorema 6.2.5f garante que a dupla negacdo de uma férmula € informacionalmente
equivalente a sua afirmacao. Isso vai contra os principios da Ldgica Intuicionista, conforme
descrita na Secdo 2.3. Em termos intuitivos, esta equivaléncia tampouco se sustenta. Em
comparacdo com a Lingua Portuguesa, por exemplo, nem sempre negar duplamente
significa afirmar. A sentenca “Ele ndo encontrou nada”, em geral nao significa “Ele
encontrou algo”, mas de fato que “Ele nada encontrou”.

Os itens g € h do Teorema em questdo sdo conhecidos, respectivamente, como
Idempoténcia da Conjuncdo e Idempoténcia da Disjuncdo. Eles expressam que a conjungdo
ou disjun¢do de uma mesma féormula possui a mesma quantidade de informacdo da prépria
féormula. Novamente ressaltamos o problema do contetido informacional, relacionado ao
significado das férmulas: a sentenca “eu vou ao cinema e vou ao cinema”, pode ser
informacionalmente distinta da sentenga “eu vou ao cinema”, uma vez que, na primeira
sentenca, o falante reforca a sua ida ao cinema.

O Teorema 6.2.5m é um exemplo de que féormulas informacionalmente iguais nem
sempre sdo probabilisticamente equivalentes, como mostramos hd pouco. Além disso,
percebemos aqui que a Unica conexdo entre duas férmulas do tipo em questdo através de
uma implica¢do material resultante em uma férmula probabilisticamente vdlida é Lp — Tp,

como mostrado no Teorema 5.4.7.
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O referido item explicita que férmulas probabilisticamente validas e
probabilisticamente inconsistentes possuem a mesma quantidade de informacgdo. Elas sdao
indistinguiveis em termos informacionais. Assim, “A v —A” e “A A —A” sdo
informacionalmente iguais. Como procuramos mostrar no comentdrio sobre o Teorema
6.2.4c, nem sempre estas duas férmulas possuem o mesmo conteido informacional. Além
do que dissemos 14, podemos acrescentar que, enquanto a primeira férmula € totalmente
“vaga”, diz o 6bvio, que algo ocorre, a segunda ¢ totalmente “precisa”, diz o impossivel,
que tudo ocorre. As férmulas probabilisticamente vélidas sdo necessdrias, associadas ao
proprio espaco amostral de uma situacdo; ja as inconsistentes sdo impossiveis, associadas
ao conjunto vazio.

Em suma, procuramos mostrar nos comentérios sobre o ultimo teorema que, ao
associar certas férmulas, LSC ndo captura a no¢do de informacdo tal como definida na
TMC, além de nao capturar o conteddo informacional das férmulas. No proximo exemplo
mostramos este mesmo ponto, agora considerando especificamente as férmulas
implicativas materiais probabilisticas, comparadas a implica¢do probabilistica, introduzida

na Secdo 5.3.

Exemplo 6.2.6: Com base no Exemplo 5.3.5, ass