Tadeu Fernandes de Carvalho

Sobre o Calcuio Diferencial Paraconsistente
de da Costa

Tese apresentada ao Departamento de Filosofia
do Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas, da
Universidade Estadual de Campinas, sob a
orientagdo da Profa. Dra. ltala Maria Loffredo

D’'Ottaviano.

Este exemplar corresponde a redacdo final da
tese defendida e aprovada pela Comissao
Julgadora em 30 /06 /2004,

BANCA

Profa. Dra. ltala Maria Loffredo D'Ottaviano
Prof. Dr. Eduardo Sebastiani Ferreira

?rof. Dr. Hércules de Aradjo Feitosa

Prof. Dr. Newton Carneiro Affonso da Costa
Prof. Dr. Ricardo Bianconi

Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio (Suplente)

Prof. Dr. Daniel Durante Pereira Alves (Supiente)

Junho/2004




MIDADE (0
8 CHAMADA
N

% .
omeo B¢/ I AO T
ROC. Jin 2/ + Y

e} ., [~
MECO _Ja s i
DATA |

# LPD

ol cd 331818

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFCH - UNICAMP

C253s

Carvalho, Tadeu Fernandes de
Sebre o calcule diferencial paraconsistente de da Costa /
Tadeu Fernandes de Carvalho. - - Campinas, SP: [s. n.], 2004.

Orientador: itala Maria Loffredo D*Ottaviano.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas,

1. Costa, Newton C. A. da (Newton Carneiro Affonso da). -
2. Calculo diferencial. 3. Anilise matematica. 4. Leégica.
4. Légica simbélica e matemdtica. 5. Teoria dos conjuntos.
L D’Ottavianoe, Itala M., Loffredo (itala Maria Loffredo).
IL Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Filosofia e
Ciéncias Humanas. ITL Titule.




Tadeu Fernandes de Carvalho

Sobre o Calculo Diferencial Paraconsistente
de da Costa

Tese apresentada ao Departamento de Filosofia
do Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas, da
Universidade Estadual de Campinas, sob a
orientacdo da Profa. Dra. ltala Maria Loffredo
D’Ottaviano.

Este exemplar corresponde & redagdo final da
tese defendida e aprovada pela Comissao
Julgadora em 30/ 06 / 2004.

BANCA

Profa. Dra. Itala Maria Loffredo D'Ottaviano j—-g""L/W\d

Prof. Dr. Eduardo Sebastiani Ferreira

Prof. Dr. Hércules de Aragjo Feitosa

~* Prof. Dr. Newton Carneiro Affonso da Co m

Prof. Dr. Ricardo Bianconi

Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio (Supiente)

x Prof. Dr. Daniel Durante Pereira Alves (Suplente)

Junhof/2004



A minha mulher, VANIE, ¢
aos meus fithos, €RICH ¢ CESUR

Hdos meus pais, JOAO ¢ MIRIA.

iit



AGRADECIMENTOS

Agradeco, inicialmente, a minha muilher, Vania, e aos meus filhos, Erica e
César, que sempre se esforgaram para entender e tentar superar 0s sacrificios
impostos por este trabatho. Agradego, principalmente, pela familia maravilhosa
que &, fundada na lealdade e no companheirismo .

Agradego a Profa. Dra. ltala Maria Loffredo D’Ottaviano - professora e
orientadora de primeira grandeza, exigente na mesma intensidade em que confia,
gentil e dedicada -, pela paciéncia, atengéo e sacrificios pessoais dispensados a
este projeto. Seu entusiasmo nutriu uma idéia, que se transforma, agora, neste
primeiro fruto. Ter sido seu orientando foi um grande privilégio.

Agradeco ao Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio, tanto pelas importantes
indicagdes bibliograficas quanto por sugestdes que resultaram no ultimo capitule
da Tese, incluindo o Teorema de Transferéncia. Minha gratidao também ao Prof.
Dr. Walter Alexandre Carnielli e ao Prof. Dr. Hércules de Aradjo Feitosa, pela
leitura atenta do trabatho, e pelas sugestoes apresentadas durante o Exame de
Qualificacdo. Um agradecimento especial ao Prof. Hércules pelas sugestbes
relativas a formatagao do texto e as referéncias bibliograficas.

Aos amigo Milton Augustinis de Castro, do CLE, sempre solicito e fraterno, e
aos amigos do CEATEC / PUC-Campinas, Ronaldo Passini e todos os demais,
que sdo muitos, minha amizade e carinho. Um agradecimento particular ao fisico
e poeta Mauricio Ceolin, por sugestoes e explicagbes relativas a fisica, em
especial a fisica quantica, que foram Uteis para a definigdo dos exemplos que
apareceriam no final do Capituio 2.

Meus agradecimentos & Profa. Dra. Eliana Marciela Marquetis, pelo
valioso auxilioc na normalizagdo das referéncias bibliograficas, a Nilza Clarice
’Gaiindo, do Setor de Publicagdes do CLE, pela igualmente valiosa colaboragao na



formatacac da Tese, e ao funcionario Rogério Ribeiro, da Secretaria de Pods-
Graduagcio do IFCH, pelo atendimento sempre eficiente e gentil.
Um agradecimento especial 8 PUC-Campinas pelo inestimavel apoio, sem

o qual este trabalho néo teria sido possivel.

Aos meus pais, mestres e amigos, Joo e Maria, por seu amor, renuncia e

zelo, minha gratidao e amor eternos.

Sirva este trabalho, ainda que modesto, como expresséo de gratidao - e
saudade - aos professores Francisco Blasi, da PUC-Campinas, e Mario Sette e
Michel Wrigley, do IFCH/CLE - Unicamp.



Durante a realizagio deste trabalho o autor contou com o suporte financeiro da

Pontificia Universidade Catdlica de Campinas.

viii



SUMARIO

introducao
Capitulo 1. Loégicas paraconsistentes e teorias paraconsistentes
de conjuntos
1.1. Os calculos paraconsistentes Cq, C1 e C1~
1.1.1. O sistema C;4
1.1.2. Ossistemas C;,, 0<n=<o
1.1.3. Os sistemas C,, 0<n<o
1.14. Ossistemas C, ,0<n<e
1.1.5. Semantica de valoragdes para C1e Cy
1.2. O sistema Zermelo-Fraenkel
1.3. Teorias paraconsistentes de conjuntos
1.1.1 Os operadores de descrigdo (1) e de
abstracao ()
13.2. Ateoria NFo
1.3.3. Ateoria NF4
1.3.4. Ateoria CHUy
1.3.5. Ateoria CHU

Capitulo 2. Introdugao ao calcuio diferencial paraconsistente de

da Costa

2.1 O anel 9 dos nameros hiper-reais

2.2 O quase-anel @

2.3 Um calculo diferencial paraconsistente
2.3.1 Sequéncias e hiperseqiéncias em i € em q°
2.3.2 Fungdes continuas e fungdes paracontinuas
emdeemyd”
2.3.3 Diferenciabilidade em ¢
2.3.4 Regras de derivacdo em

23
25
25
29
32
35
38
44

49

49
52
57
60
62

68
71
83
Q0

101

104
109
112



Capitulo 3. Superestruturas paraconsistentes e um Teorema de
Transferéncia
3.1 Superestruturas
3.2 A superestrutura paraconsistente R e algumas de
suas extensdes
3.3. Um Teorema de Transferéncia

Consideracdes Finais

Referéncias

138
138

151
168

182

186

xi



Ao Luar

Quando, & noite, o infinito se levanta

A Tuz do luar, pelos caminhos quedos

Minha tactil intensidade € tanta

Que eu sinto a alma do Cosmos nos meus dedos!

Quebro a custodia dos sentidos tredos

E a minha mfo, dona, por fim, de quanta
Grandeza o Orbe estrangula em seus segredos,
Todas as coisas intimas suplanta!

Penetro, agarro, ausculto, apreendo, invado,
Nos paroxismos da hiperestesia,
O Infinitésimo e o Indeterminado...

Transponho ousadamente o atomo rude

E, transmudado em rutilancia fria,
Encho o espaco com a minha plenitude!

Augusto dos Anjos
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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ desenvolver alguns principios basicos de um Calculo Diferencial
Paraconsistente. Como elementos motivadores para isso, apresentamos, na Introdugéo, alguns dados sobre o
desenvolvimento do calculo diferencial, desde suas origens ao advento da analise nfo-standard, bem como
relativos 4 historia da l6gica e a da teoria de conjuntos, focalizando os sistemas i6gicos paraconsistentes ¢ as
teorias paraconsistentes de conjuntos.

Apresentamos, no Capitulo 1, propriedades basicas das hierarquias dos sistemas C,, C.oeCr,lsn
< @, de da Costa, destacando o sistema C;, ¢ 2 teoria paraconsistente de conjuntos CHU),, de da Costa,
respectivamente a l6gica e a teoria de conjuntos subjacentes ao calculo paraconsistente pretendido.

No Capitulo 2 apresentamos algumas propriedades classicas do calealo e das entidades
infinitesimais, e esbogamos um cdlculo diferencial paraconsistente, a la da Costa.

Finalmente, no Capitulo 3 descrevemos algumas propriedades basicas de superestruturas, €
introduzimos o conceito de superestrutura paraconsistente, para obter um Teorema de Transferéncia, com ©

qual encerramos o presente trabatho.

Abstract

The aim of this work is to develop some basic principles of a Paraconsistent Differential Calculus. We
present at the Introduction as motivation for this intent some notes about the history of differential calculus,
from its birth to non-standard analysis’s arrival, followed by some notes about the history of logic and set
theory, focusing paraconsistent logical systems and paraconsistent set theories, introduced by Newton
Camneiro Affonso da Costa.

We present at Chapter 1 some basic properties of da Costa’s paraconsistent logics hierarchies C,, Co¥
and C,~, 1 € n £ o, detaching C,”, and da Costa’s paraconsistent systemm CHU,, once these are the intended
Paraconsistent Calculus’s logic and set theory,

In Chapter 2 we present some classic properties of the differential calculus and infinitesimal entities, and
outline a paraconsistent differential calculus a /z da Costa.
In Chapter 3 we describe basic properties on superstructures, and introduce paraconsistent

supersiructures, in order to obtain a Transfer Theorem, with which we end this work.

xiv



INTRODUGAO

%er ou ndo ser, ¢ig a questdo!'... sintese e esséncia das dlvidas de

Hamlet!
Ser e ndo ser, eis a questio!... sintese e esséncia da contradicéo e

da inconsisténcia?

A primeira sentenga acima, naturaimente afim com toda sorte de dividas e
incertezas, ilustra uma disjuncéo da forma A v —A - onde A é uma formula qual-
quer e —A a sua negagao -, que cofresponde ao principio do terceiro excluido da
lbgica aristotélica. Logica, em cujos fundamentos destaca-se, além do principio
do terceiro excluido, o principio da (ndo-) contradigdo, que nega a possibilidade
de serem simultaneamente validas uma formula A e sua negagao —A - 0 que se

expressa por (A A —A).

A segunda sentenca ilustra uma conjungao da forma A A —A, que sugere
a possibilidade da validade simultanea de uma formula A e de sua negacéao —A.
O que nao é, usualmente, desejavel, posto que uma consequéncia imediata da
validade de férmulas contraditérias numa teoria qualquer, que tenha como Iogica
subjacente a légica classica do ponto de vista contemporaneo, é a sua trivializa-

cdo — o que implica que todas as suas proposicdes sao validas.

Temos interesse no significado e conseqiiéncias da validade (ou nao) do
principio da (ndo-) contradigéo, no contexto da logica, da matematica e das cién-
cias dedutivas em geral. Neste frabalho, em particular, seu significado para o

desenvolvimento do calculo diferenciai e integral.

' W. Shakespeare [1364, 1616], Hamlet (Shakespeare 1998).



Os principios estabelecidos por Aristoteles para a Iégica mantiveram-se
aceitos, praticamente sem discusséo, até o final do século XIX. A maior parte da
contribuicao relevante de Aristoteles para a légica encontra-se na colegéo de
trabalhos conhecidos como Organon, mais especificamente nos Analytica prio-
ra e no De interpretatione.

A logica aristotélica fundamenta-se em trés principios, conhecidos como
trés leis basicas do pensamento aristotélico: principio da identidade - todo objeto
& idéntico a si mesmo; principio da (ndo-} contradi¢cdo - uma proposicdo nio po-
de ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo; e principio do terceiro excluido - toda
proposicao € verdadeira ou falsa, ndo havendo outra possibilidade.

Novos sistemas légicos, ditos nado-classicos, surgem especialmente a
partir do inicio do século XX, como resultado de investigagdes sobre a natureza e
indiscutibilidade dos principios aristotélicos. Destacam-se entre os principais sis-
temas heterodoxos de logicas nao-classicas, alternativos & légica classica, os
sistemas paraconsistentes, cujo fundador é Newton Carneiro Affonso da Costa.

As logicas paraconsistentes sao Iégicas que podem ser utilizadas como
légicas subjacentes a teorias inconsistentes e nao triviais, como é o caso das
chamadas teorias paraconsistentes de conjuntos, criadas por da Costa.

Foi o contato com artigos de da Costa que nos motivou ao presente tra-
balho, no qual suas légicas e teorias de conjuntos paraconsistentes servem de
base para a construcio de um célculo diferencial paraconsistente - um calculo
que, espera-se, seja capaz de auxiliar no tratamento de problemas que, aparen-
temente, ndo possam ser resolvidos com o uso exclusivo das ferramentas ofere-

cidas pelo calcuto diferencial classico.

A dificuldade em identificar problemas gerais, ou especificos da matema-
tica, que apresentem aspectos contraditérios interessantes, ndo deve inibir a
busca por teorias légicas e matematicas alternativas, como é o caso do calculo
diferencial paraconsistente.

Mortensen, em Mortensen 1995, assim se manifesta sobre o calculo in-



consistente por ele introduzido:

To repeat an earlier point, inconsistent calculus is not being recommended as superior
or truer, though its nilpotent elements have some of the calculatory advantages of the
SDG ( Synthetic Differential Geometry). The aim is only to show that i exists, that incon-
sistency permits a reasonable amount of calculus without collapse, and hopefully that
inconsistent theories can be of mathematical interest.

Fora do contexto puramente matematico, como € o caso da fisica quanti-
ca, ha conjecturas gue, em se confirmando, consideramos que dificilmente en-
contrardo no calculo diferencial classico o ferramental para ¢ tratamento mate-
matico exigido. Nao é nova essa questao, como ilustra o trecho abaixo, transcrito
de uma mensagem de Einstein, encaminhada ac Secretério da Royal Society,
por ocasiéo do bicentenario da morte de Isaac Newton, e que pode ser lida em
Pais 1995:

E apenas na Teoria Quantica que o Método Diferencial de Newton torna -se inade -
quado, e de fato, a causalidade falha. No entanto, o Gitimo veredicto ainda néo foi pronun-
ciado. Possa o espirito do método de Newton dar-nos o poder para restabelecermos a
concorddncia entre a realidade fisica e a caracteristica mais comum dos ensinamentos
de Newton - a causalidade estrita.

Trata-se de uma alusdo a diferencas fundamentais entre propriedades de
objetos da fisica quantica e propriedades de objetos correspondentes da fisica
classica. A titulo de exemplo, sabe-se que é possivel, no caso cléssico, mas néo
é possivel, no caso quéntico, determinar-se, com precisao arbitraria, a posigéo e

a velocidade de um objeto, num dado instante.
Apesar de ndo fazer parte dos nossos objetivos uma analise histérica do
desenvolvimento do calculo diferencial, apresentamos, a seguir, alguns dados

histéricos relevantes no contexto de nosso trabalho.

A nocdo de infinitésimo, que se relaciona diretamente com as proprieda-

[P



des do continuo?, remonta a Grécia antiga, por volta do século V a. C. Esta pre-
sente, por exemplo, na filosofia e na geometria dos Pitagéricos, de Anaxagoras
de Clazomenae [499 a. C, 428 a. C], do filésofo atomista Demécrito de Abdera
[460 a. C, 370 a. C] e de Aristoteles [384 a. C, 322 a. C]. Mas aparece, de forma
mais explicita e relacionada com as propriedades do caiculo, em trabalhos de
Eudoxo de Cnido [408 a. C, 355 a, Cl. Euclides de Alexandria [325 a. C, 265 a.
Cl e, principalmente, de Archimedes de Siracusa [287 a. C, 212 a. C] (ver Boyer
1974 e Lintz 1999).
Eudoxo, com base no lema

Se de uma grandeza qualquer se subtrair uma parte ndo menaor do gue sua meta-
de, e do resto se subtrair ndo menos do que sua metade, e assim se prosseguir, restara
ao final, uma grandeza menor do que qualquer grandeza da mesma espécie,

desenvolve seu método da exaustdo, através do qual mostra ser possivel traba-
lhar de forma finita e precisa no céleulo de comprimentos, areas e volumes. Ar-
chimedes, cerca de um século depois, ao utilizé-lo em O método (Archimedes
1950)°, considerado o seu quarto trabalho (escrito na forma de carta a Eratéste-

* Referimo-nos, aqui, 2o continuo matemdtico, embora a nogio de infinitésimo, ou quantidade infinitesimal,
possa igualmente ser associada a0 comtfnuo fisico relativo ao €5paco, tempo € movimento.

3 Archimedes, filho de Phidias, astrénomo e provavel parente de Hierfio H [275 a. C, 215 a. C], Rei de Sira-
cusa (cidade-estado livre, situada na Sicilia), ¢ dono de uma biografia inacreditavelmente rica e apaixonan-
te, @ qual a obra O Métode acrescenta epis6dios ao mesmo tempo €picos ¢ ficcionais. Em 1906, em Cons-
tantinopla, o filélogo dinamarqués Johan L. Heiberg é convidado a analisar um palimpsesto contendo 174
paginas, descoberto em 1899 no monastério do Santo Sepuicro, em Jerusalém. Mesmo com os parcos recur-
sos técnicos da época, consegue descobrir, sob inscriges de textos religiosos datadas do Século XIII da Era
Cristd, transcrigbes de partes de diversos trabalhos de Archimedes, dentre as quais, da obra O Método, reali-
zadas por volta do Século X, ou seja, cerca de trés séculos antes. Desaparecido durante a Primeira Guerra
Mundial, o livro reaparece por volta de 1930 em Paris, em uma coleclio particular, desaparecendo novamen-
te até quase o final dos anos 90. Sabe-se hoje que foi analisado por Constantine von Tischendorf, na biblio-
teca da casa Metochion, da Igreja do Santo Sepulcro, em 1846, Curiosamente, ap6s sua morte, entre frag-
mentos de manuscritos integrantes de seu espolio vendidos 4 biblioteca da Universidade de Cambridge,
encontrava-se uma folha do palimpsesto que examinara em 1846, e que, analisada por Nigel Wilson, do
Lincoln College — Oxford em 1983, viria a ser confirmada como parte do palimpsesto analisado por Hei-
berg. Num, ao menos por ora, titimo, e literalmente falando, lance pitoresco envolvendo o precioso manus-
crito, este ¢ levado a leildo pela Casa Christie’s em Nova York, em 29 de cutubro de 1998. Lote I - primei-
ro lance: $480.009,00 ... e apos tdo somente cinco minutos e dois mithdes de dolares depois, para a insatis-
fagdo da Igreja Ortodoxa Grega de Jerusalém - que teve seu pedido de embargo do leildo rejeitado pela
Corte de Nova York -, 14 estava um notavel pedaco da histéria arrematado por um miliondrio e posto sob os
cuidados da The Valters Art Gallery, de Baltimore. Com a promessa de servir 4 comunidade cientifica apds



nes), na ordem cronolégica presumida do que conhecemos de sua obra, anteci-
pa-se as idéias fundamentais da teoria de limites, diferenciacéo e integracdo que
seriam desenvolvidas apenas a partir do final do século XViL.

Os infinitésimos aparecem no tratado O método, sem magnitude, uma vez
que nao s&o obtidos pela divisio de entes geométricos, e trilham, a partir dai, um
longo e acidentado caminho, que inclui extensos periodos até de esquecimento
na matematica. Podemos considerar 0s séculos XVI e XVIl como periodos de
grande interesse pelos infinitésimos, gracas, em parte, aos trabalhos de fisicos e
astrénomos proeminentes, como o alemé&o Johannes Kepler [1 571, 1630], o itali-
ano Galileu Galilei [1564, 1642], e um de seus mais destacados discipulos - e
sucessor na Universidade de Pisa -, Evangelista Torricelli [1608, 1647] (ver Tor-
ricelli 1644), que aplicaram, com relativo sucesso e rigor, 0 método infinitesimal
a fisica e a matematica.

Kepler 1615, pp. 551-646, utiliza transformagbes geométricas e métodos
infinitesimais no calculo do volume de inimeros sélidos de revolugéo, em particu-
lar, no calculo do volume de tonéis de vinho. Suas falhas conceituais s&o com-
pensadas pelo pioneirismo de suas idéias.

Galilei 1638 utiliza propriedades dos infinitésimos, inclusive algumas rela-
cionadas com sua ordem, no estudo de problemas da mecénica e da dinamica,
como no movimento de projéteis e queda livre de corpos. Um dos resultados ob-
tidos, por exemplo, & que a drea delimitada por uma curva dada pela velocidade
de um mével em fungéo do tempo é a disténcia percorrida pelo mesmo, no inter-
valo de tempo considerado. Em Galileu (ver Galilei 1890-1909) ja encontramos a
utilizaggo do termo indivisivel, porém seu uso mais extensivo ocorre com seu
discipulo Bonaventura Cavalieri [1598, 1647]. Cavalieri, em Cavalieri 1966 (tra-
dugdo para o italiano da publicagéo original Geometria indivisibilibus continu-
orum nova quadam ratione promota, de 1635, e da edi¢do péstuma, melhora-
da, de 1653), desenvolve, mesclando o método da exaustéo e o método infinite-

o, certamente longo, periodo de tratamento ao qual deveria ser submetido, que ocorreria sob a chancela do
Rochester Institute of Technology, ou da Johns Hopkins University.
(Veja http://www.thewalters org/archimedes/frame.htrl - consulta realizada em dezembro/2003).



simal de Kepler, um novo processo para o calculo de areas e de volumes. Na
edigdo original, possivelmente pela faita de recursos algebricos para generalizar
seus resultados, incorre em falhas grosseiras, que acabam por eclipsar seus as-
pectos positivos, conforme comentérios de Baron 1969, p.123. Motiva-se, no
entanto, com as criticas recebidas e aprimora o seu método, que é reapresenta-
do na edigao postuma de 1653. Por essa obra, uma das mais importantes publi-
cagbes em integracdo geométrica do século XVIi, Cavalieri pode ser considera-
do um dos malis representativos precursores do célculo diferencial e integral®

Torricelli, que até o inicio do século XX teve pouco de sua importante obra
publicada, interpreta, com clareza, em Torricelli 1644, os conceitos de derivada
e de integral, elucidando aspectos obscuros da obra de Cavalieri.

Podemos destacar ainda, entre os precursores do célculo diferencial e in-
tegral, Rene Descartes [1596, 1650], Pierre Simon de Fermat [1601, 1655], e
John Wallis [1616, 1703] (ver Boyer 1974 e Lintz 1999).

Wallis, 0 mais eminente mateméatico inglés anterior a isaac Newton, em
1655, aritmetiza, num certo sentido, os indivisiveis de Cavalieri (ver Wallis 1693
e Baron 1969), substituindo as razbes geométricas de Cavalieri por somas de
séries de poténcias inteiras de niimeros naturais; Fermat, em Fermat 1679° (ver
também Fermat 1891-1922), volume 2, introduz a representacao grafica de fun-
¢Oes e estuda problemas de maximos e minimos e de tangéncia; e Descartes,
em La géométrie (ver Descartes 1686) - tratado que integra, praticamente como
anexo, a obra Descartes 1637° -, cria a geometria analitica e estuda, algebrica-
mente, propriedades de fungbes, com o auxilio do calculo.

‘ Baron 1969 apresenta uma comparacio entre 0 método de integracio com recursos geométricos de Cava-
lieri ¢ a integracdo cldssica.

> Obra postuma que retne os manuscritos de Fermat, consistindo de dois volumes, editada por seu filho
mais velho, Samuel de Fermat e concluida em 1679. O segundo volume contém, entre outros tratados im-
portantes, De maximis et minimis, que trata, algebricamente, de problemas de maximos e minimos.

¢ Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher Ia vérité dans les sciences, Plus La
dioptrique, Les météores et La géométrie,



Mas a paternidade, propriamente, do calculo, & dividida entre Isaac New-
ton [1642, 1727] e Gottfried Wilhelm Leibniz [1646, 1716].

Newton foi discipulo € sucessor de Barrow (ver Barrow 1660) em sua ca-
tedra na Universidade de Cambridge. Motivado em suas pesquisas, na fisica e
matematica, pela fisica de Aristoteles e pelo método axiomatico de Euclides, foi
também influenciado pelos trabalhos de Wallis, particularmente por Wallis 1693.
Seus trabalhos mais relevantes para o desenvolvimento do célculo diferencial e
integral, na ordem de publicag&o, s&o Philosophiae naturalis principia mathe-
matica (1687), Optics (1704), Universal aritmethic (1707), Analysis per quan-
titatum series, fluxiones, ac differentias (1711), Methodus differentialis
(1711), e Methodus fluxionum et serierum infinitarum (1736) (ver Newton
1967-1981).

Alguns de seus frabalhos séo frutos da compilagdo de manuscritos anti-
gos, que relutara em publicar assim que os produzira, como Optics (1704), escri-
to originalmente em inglés, que inclui, como apéndices, os tratados Cubic curves,
Quadrature and rectification of curves by the use of infinite series e Method of
fluxiones. Neste Gltimo, Method of fluxiones, sao introduzidas as entidades de-
nominadas fluxdes e fluentes.

Outro exemplo é Analysis per quantitatum series, fluxiones, ac diffe-
rentias 1711, uma compilacdo de varios tratados, dos quais, para o calculo dife-
rencial e integral, o mais importante é De analysi per aequationes numero
terminorum infinitas. Neste, Newton introduz a nogéo de momento de um fluen-
te’.

Newton introduz, através dessas entidades, dois tipos classicos de pro-

7 No método das fluxies, as quantidades infinitesimais s#o trabalhadas cinematicamente, de tal modo que as
variagdes infinitesimais da varidvel tempo tornam-se parte do processo que gera magnitudes geomeétricas.

As quantidades varidveis x recebem o nome de fluentes, ¢ 0 conceito de derivada ¢ obtido a partir
da nogio de fluxdo X do fluente X: X ¢ a fluxdo do fluente X; X ¢ a fluxdo do fluente X, etc, enquanto que

|
inversamente, X ¢ o fluente do qual X ¢ a fluxo. O momento de um fluente X é definido como o acréscimo

ocorrido em X em um periodo indefinidamente pequeno (0} de tempo, e denotado por o X.



blemas do calculo. O primeiro deles equivale a encontrar a fluxao associada a
fluentes dados, a partir de relagées conhecidas entre os mesmos, o que corres-
ponde ao processo de diferenciagdo do calculo usual. O segundo, um processo
inverso do primeiro, equivale a determinagéo da relagao entre as fluxdes de dois
fluentes, dada a equacéo que traduz a relagio existente entre fais fluentes, o que
corresponde ao processo de integracéo do calculo usual.

Newton esperava, com o uso das fluxdes e dos fluentes, dar mais consis-
téncia ao seu método infinitesimal, no que n&o foi totalmente bem sucedido. De
fato, n&o conseguiria justificar satisfatoriamente o desaparecimento, em opera-
¢oes com momentos dos fluentes, de certas quantidades, ou incrementos, taci-
tamente considerados despreziveis.

Vejamos um exemplo de uso desses conceitos por Newton.

Pretendendo relacionar a curva dada por z = ax™ com a area delimitada
pela mesma, e adotando para x 0 momento o, Newton, através de séries infini-
tas, obtém:

amm—1) m2g2 ...
2!

Sendo z = ax™, o ndo nulo, e assumindo que as poténcias de o maiores ou

z+oy=ax"+amyx™'o+

iguais @ 2 podem ser desprezadas, obtém, operando convenientemente, y =
amx™. Mas o desaparecimento das poténcias maiores do que 2 de o nao é a-
dequadamente justificado.

Através do método similar dos fluentes e fluxdes, em que, de forma ana-
loga ao caso acima, ha “acréscimos evanescentes” dos fluentes x, Newton ob-
tem, a partirde z + oy = a(x + 0X)™, oresultado y=amx™'x, ou, na lingua-

gem que seria desenvolvida por Leibniz,

g_yw = amx™"! _qi ,
dt dt
dy dy

de onde, determinando a razdo entre St e -Z—)t( obtém o equivalente a ol
X



Paralela e independentemente de Newton - que, tendo postergado exces-
sivamente a publicagdo de alguns de seus mais importantes trabalhos, teve pre-
judicada a defesa sobre a precedéncia de vérias de suas descobertas -, Leibniz,
por volta de 1873, em Paris, motivado por trabalhos de Descartes relativos a ge-
ometria analitica, e, principalmente, de Pascal, relativos ao método infinitesimal,
ensaia os primeiros passos rumo a criagéo e formalizagéo do calculo.

incentivado por Huygens, a quem apresenta suas primeiras descobertas,
aprofunda seus conhecimentos matematicos, considerados ainda precarios a
época, através de trabalhos de Nicholas Mercator [1620, 1687], John Wallis
[1616, 1703], James Gregory {1638, 1675] e Henry Oldenburg [1618, 1677].

Através de Oldenburg, um dos matematicos com os quais manteve cor-
respondéncia, Leibniz, em 1676, viria a se comunicar com lsaac Newton - o que,
conforme Baron 1969, seria de grande significado matematico e se incorporaria
3s controvérsias envolvendo seus nomes, acerca da paternidade do calculo, pe-
los proximos 250 anos.

Em Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus,
quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis
calculi genus (Leibniz 1684, ver Leibniz 1983), sistematiza o calculo diferenci-
al, introduzindo a notagdo basica, que seria adotada em definitivo, como, por
exemplo, dx para expressar a diferencial de x.

Em De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum
(Leibniz 1686, ver Leibniz 1983), sistematiza o calculo integral, estabelecendo a

notacdo basica definitiva para o mesmo, como a notagéo [x, depois modificada

para {xdx, da integracéo usual.

Totalmente originais ou n&o, o fato & que as descobertas de Leibniz e as
de Newton foram fundamentais para o desenvolvimento e consolidagéo do calcu-
lo diferencial e integral. Dentre as diferengas fundamentais que podemos obser-
var em seus trabalhos, destaca-se o carater atribuido aos infinitésimos.

Newton utilizava os incrementos infinitesimais no célculo diferencial, ape-

lando para propriedades da dindmica. Por valer-se da eliminagéo de diferenciais
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de ordens superiores sem justificativa plausivel, viria a ser duramente criticado,
em especial pelo bispo anglicano George Berkeley [1685, 1753].

Berkeley 1734 (The analyst), mesmo n3o sendo a obra gue concentra as
discussbes mais profundas sobre as inconsisténcias do método infinitesimal de
Newton, é a mais citada, e, vista hoje com certa indulgéncia, mostra ter bem
mais a oferecer do que a célebre caracterizacao dos infinitésimos como ghosts of
departed quantities. A citagdo abaixo, que corresponde 2 integra do item VI de
The analyst 2002 - edicéo eletronica de David R. Wilkins (Universidade de Du-
blin) -, representa bem a ténica das criticas de Berkeley?®.

V1. And yet in the calulus differentialis, which Method serves to all the same intents
and Ends with that of Fluxions, our modern Analysts are not content to consider only the
Differences of finite Quantities: they aiso consider the Differences of those Differences,
and the Differences of the Differences of the first Differences. And so on ad infinitum. That
is, they consider Quantities infinitely less than the least discernibie Quantity; and others
infinitely less than those infinitely smail ones: and still others infinitely less than the pre-
ceding infinitesimals, and so on without end or limit. Insomuch that we are to admit an in-
finite succession of infinitesimals, each infinitely less than the foregoing, and infinitely
greater than the following. As there are first, second, third, fourth, fifth &c. Fluxions, so
there are Differences, first, second, third, fourth, &c. in an infinite Progression towards
nothing, which you still approach and never arrive at. And (which is most strange) al-
though you should take a Million of Millions to the least given Quantity, it shall be never
the bigger. For this is one of the modest postulata of our modern Mathematicians, and it is
a corner-stone or Ground-work of their Speculations.

Publicado The analyst, nio tardou para que simpatizantes da nova
analise saissem em defesa de Newton e de suas idéias, como James Jurin
[1684, 1750], com Jurin 1734 (Geometry no friend to infidelity...) e Jurin 1735
(The minute mathematician...), e Benjamin Robbins [1707, 1751], com Robins
1735 (A discourse concerning the nature and certainty of Sir Isaac Newton’s
methods of fluxions and of prime and ultimate ratios).

® Respeitamos, nessa citagdo, a grafia da fonte consuitada.
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As criticas, por outro lado, ndo impediam a divulgacéo dos trabalhos de
Newton e de Leibniz. Os matematicos suicos Jacques Bernoulli [1654, 1705] e
Jean Bernoulli [1667, 1748], irmdos, que mantiveram assidua correspondéncia
com Leibniz®, foram os seus primeiros divulgadores (ver Bernoulli 1744). Jean
foi professor do Marqués Guillaume F. A. de I'Hospital [1661, 1704], entre 1690 e
1692, a quem teria cedido, por via de um obscuro acordo, descobertas que seri-
am usadas na redacdo do primeiro livro sobre o calculo infinitesimal, de de
’Hospital 1696 (Analyse des infiniment petits pour Pintelligence des lignes
courbes). Apesar da pendéncia sobre a producéo intelectual, a realidade é que
de P'Hospital 1696 da o melhor tratamento, até entdo, ac carater inconsistente
das quantidades infinitesimais. Isto se revela na axiomatizacao utilizada, da qual
destacamos as definicdes e postulados seguintes.

Defini¢oes
¢ Quantidades varidveis s8o aquelas que aumentam ou diminuem conti-
nuamente, quantidades constantes sdo as que permanecem fixas enquanto as

outras variam.

« A porgéo infinitamente pequena segundo a qual uma quantidade varia-
vel continuamente aumenta ou diminui, é chamada diferencial.

Postulados

o Pode-se tomar, indiferentemente, qualquer uma de duas quantidades
que diferem entre si por uma quantidade infinitamente pequena.

e Uma linha curva pode ser considerada como uma colegdo de infinitos
segmentos, todos de comprimento infinitesimal, ou seja, pode ser aproximada
por uma linha poligonal com quantidade infinita de lados, todos de comprimento

® A denominacdo cdlculo integral, sugerida por Jacques Bernoulli, foi acatada por Leibniz .
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infinitesimal.

Contornando mais adequadamente o problema das inconsisténcias do
infinitésimo, a formulagéo de de 'Hospital deixa clara a relagéo que existe entre a
equagao da reta tangente a uma curva dada por y = f(x), num de seus pontos, e
os incrementos infinitesimais considerados (dy e dx, segundo a notagéo introdu-
zida por Leibniz).

Mas isso néo seria suficiente para garantir a adequacéo dos infinitésimos
como base segura para o calculo diferencial e integral. E o que mostram mate-
maticos e filsofos da Academia Real de Ciéncias de Paris, cujas opinides diver-
gentes sobre o tema dariam inicio a um longo ciclo de discussdes entre adeptos
e contrarios a nova teoria matematica de Newton e Leibniz. Destacam-se entre
Os seus simpatizantes, Pierre Varignon [1654, 1722] e Joseph Saurin [1659,
1737}, e entre seus opositores, Michel Rolle [1652, 1719]. Foram estes os prota-
gonistas dos maiores debates sobre o célculo na Academia Real de Ciéncias de
Paris, entre os anos de 1700 e 1706, como pudemos apreender em seminario
conduzido por Eduardo Sebastiani Ferreira®®, sob o titulo Os #rés contra-
exemplos de Rolle para o caiculo diferencial de I'Hospital, promovido pelo Centro
de Ldgica, Epistemologia e Historia da Ciéncia (CLE) da Unicamp, em 03 de de-
zembro de 2003.

Varignon, por acreditar na existéncia real dos infinitésimos - ao que pare-
ce crendo ser esta também uma convicgao de Leibniz -, apresentava uma defesa
fragil contra os argumentos de Rolle, nos debates que travaram entre 1700 e
1701 (ver Pin 1987 e Joven 1997).

Leibniz, manifestando-se junto & Academia de Paris, depois de um perio-
do um fanto longo de siléncio, declara sua descrenca quanto a extensdo material
dos infinitésimos, ao considera-los ficgSes (teis, capazes de justificar proprieda-
des apenas de objetos com existéncia real. Isso desagrada bastante os adeptos
de suas idéias que, como Varignon, nutriam a crenga na existéncia real dos infi-

'* Eduardo Sebastiani Ferreira ¢ internacionalmente reconhecido pelo pioneirismo de seus trabalhos em
Etnomatemdtica, bem como por seus trabalhos em Histéria da Matematica.
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nitésimos. Os debates prosseguem, entéo, entre 1701 e 1706, envolvendo mais
diretamente Saurin e Rolle, terminando apenas apos a agao congiliatéria de uma
comissao especialmente criada para tal fim. Rolle e seus partidarios saem satis-
feitos da contenda, considerando que n#o havia justificativa rigorosa para a exis-

téncia dos infinitésimos.

Formalmente, entretanto, nada chegou a ser apresentado que justificas-
se que o método infinitesimal ndo funcionava bem na pratica, razao suficiente

para que Leibniz e seus seguidores néo se considerassem derrotados.

Joven 1997 comenta as discussdes entre Rolle e Varignon, e apresenta
respostas de Leibniz a ataques contra o que se considerava falta de rigor e novi-
dade no trato com o infinito € com os infinitésimos e suas ordens.

Do mesmo modo, Pin 1987 analisa as criticas histdricas ao método das
fluxdes de Newton e, especialmente, as idéias de Leibniz, concluindo que a re-
dencao deste ultimo vem, de certo modo, através de Abraham Robinson, em sua

analise ndo standard:

El Analisis no-standard viene a otorgar razoén a la intuicién de Leibniz, a legitimar su
instalacién en la aporia y, al tiempo, redimile de ella, a procurar um modelo en el que dos
magnitudes que difieren por una magnitud infinitamente pequena son - en el registro al
menos, que interessaba a Leibniz - equiparables entre si, sin que ello excluya a tal dife-
rencia del concepto proprio de magnitud (p.101).

Tendo o calculo diferencial e integral sobrevivido as criticas e ataques ini-
ciais, restava a tarefa de consolida-lo, o que significava estabelecer principios
claros e rigorosos para justificar a existéncia e propriedades dos infinitésimos,
sobre os quais fora edificado. Mas isso ndo seria conseguido, pelo menos no
prazo desejado pelos matematicos do século XVill. Ja com a teoria de limites
despontando no horizonte matemético, Augustin-Louis Cauchy [1789, 1857] faria,
sem sucesso, uma das ultimas tentativas da época para conseguir esse intento,
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tratando os infinitésimos néo mais como quantidades fixas, mas como variaveis
tendendo a um limite, particularmente a zero. Concentrando-se, entio, na emer-
gente teoria de limites, Cauchy, em Cauchy 1821 e Cauchy 1826/1829, introduz
importantes resuitados sobre continuidade e convergéncia de fungdes, bem co-
mo sobre series, diferenciacao e integracao, tornando-se, com isso, precursor do
calculo diferencial e integral moderno.

Mas os contornos definitivos desse calculo seriam tracados por Karl The-
odor Wilhelm Weierstrass [1815, 1897], com sua aritmetizagéo, através da qual
problemas remanescentes dos trabalhos de Cauchy seriam sanados. Em particu-
lar, @ Weierstrass s&o creditadas a definicio rigorosa de limite através dos ¢'s e
&'s, e as correspondentes definicbes de continuidade, diferenciabilidade e outras
nogdes afins. A publicacdo de sua extensa obra, pela qual é considerado o pai
da moderna analise, s6 é iniciada, no entanto, nos Gltimos anos de sua vida,
mais precisamente em 1894. Entre os poucos artigos publicados em vida, desta-
ca-se Weierstrass 1854, no qual introduz a teoria de fungbes abelianas. Foi a-
través de cursos, basicamente, como os ministrados na Universidade de Berlim,
nos periodos de 1859-1860 (Infrodugdo & andlise), e 1860-1861 (Calculo inte-
gral), que divuigou grande parte de seus resuitados inéditos sobre séries, fun-
¢des periodicas, funcdes elipticas, funcdes abelianas, calculo de variacbes, efc.
Suas obras completas s&o editadas entre 1894 e 1927 (Weierstrass 1894-1 927),
com uma reedicdo em 1967.

Muitos outros grandes matematicos, além dos anteriormente citados, havi-
am colaborado, e outros colaborariam ainda, de forma significativa, na constru-
¢ao, aperfeicoamento e consolidacdo do calculo diferencial e integral com base
na teoria de limites, como Leonhard Euler {1707, 1783], Jean L. R. d’Alembert
(1717, 1783}, Carl Friedrich Gauss [1777, 1855], Bernard Placidus J. N. Bolzano
[1781, 1848], Augustus De Morgan [1806, 1871], George Boole [1815, 1864],
Leopold Kronecker [1823, 1891], Georg F. B. Riemann [1826, 1866], Julius W. R.
Dedekind [1831, 1916], Georg Cantor [1845, 1918] e David Hilbert [1862, 1943],
entre outros. Destacamos, entre estes, Cantor com sua teoria do infinito e resul-
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tados sobre nimeros ordinais e cardinais, indispensaveis tanto para a légica
quanto para a matematica contemporaneas (ver Bochenski 1951 e 1961, e Bo-
yer 1974).

Porém, o retorno - definitivo, ao que parece -, dos infinitésimos ao cena-
ric da matematica, da-se com Abraham Robinson [1918, 1974], que em Robin-
son 1996 (reedicéo revisada da primeira edic@o publicada em 1966) apresenta
uma nova teoria para a andlise matematica, baseada nos infinitésimos € com ©
uso da teoria de modelos, a qual denomina anélise ndo-standard. Conforme rela-
ta Luxemburg no prefacio de Robinson 1996, essa obra foi eshocada em 1960,
tendo sido suas idéias iniciais apresentadas, em novembro do mesmo ano, em
seminario realizado na Universidade de Princeton, Estados Unidos; depois, em
janeiro de 1961, no encontro anual da Association for Symbolic Logic, e posteri-
ormente em Robinson 1961 (Non-standard analysis, Proceedings of the Royal
Academy of Sciences of Amsterdam).

A analise nao standard, por ser construida sobre uma extensao do con-
junto dos numeros reais, contendo elementos infinitesimais e elementos infinitos,
pode ser considerada uma extensao da analise classica.

Apresentamos algumas informagdes adicionais a respeito da analise nao-
standard de Robinson no inicio do Capitulo 2, onde introduzimos os fundamentos

para um calculo diferencial paraconsistente.

A lbgica moderna inicia-se no século XVIl, com Leibniz.

Em 1666, Leibniz escreve os tratados Dissertatio de arte combinatoria
e Calculus ratiocinator, apresentando o projeto da construgéo de um sistema
exato universal de notagdo, uma linguagem simbdlica universal baseada em um
alfabeto do pensamento, a lingua characterica universalis, que deveria ser cComo
uma aigebra, e o projeto de construg&o de um “calculo da razao’.

Apesar do programa de Leibniz, na forma por ele apresentada, nao ser
teoricamente exeqiiivel, seu Calculus ratiocinator constitui um importante pre-
cursor da metodologia da ldgica contemporanea.
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N&o obstante tenha Leibniz exercido inegavel infludncia sobre seus con-
temporaneos e sucessores, em particular, como vimos, com seus trabalhos em
matematica, suas contribuigbes para a Idgica permaneceram, em sua maior par-
te, ndo publicadas durante sua vida, tendo ficado praticamente desconhecidas
até o inicio do século XX. Em 1903, Louis Couturat publicou a obra Opuscules
et fragments inédits de Leibniz (ver Couturat 1903, Leibniz 1966 e Leibniz
1983).

 Se esses trabalhos nao tivessem permanecido quase desconhecidos por
tanto tempo, Leibniz teria sido, também, ainda no século XVIi, um dos responséa-
veis diretos pelo desenvolvimento da I6gica contemporanea, que ocorreu a partir

do infcio do século XX.

De acordo com da Costa 1992, o século XIX foi um dos periodos aureos
da matematica, e muito influenciou a cultura e o pensamento em geral do século
XX, tendo contribuido, direta ou indiretamente, para o surgimento da légica ma-
tematica e, principalmente, das Iégicas ndo-classicas.

Os trabalhos de Boole e de De Morgan, influenciados por Leibniz, Boole
1958 (An investigation of the laws of thought, publicado originaimente em
1847)) e De Morgan 1847 (Formal logic: or the calculus of inference, neces-
sary and probable), foram essenciais para o desenvolvimento da “algebra das
relagdes” de Charles S. Peirce [1839, 1914] e Ernst Schroder [1841, 1902}, ape-
sar de ainda n&o terem o necessario rigor e alcance para se constituirem num
calculo definitivo da légica.

Os passos essenciais para a introducdo do método logistico e da logica
matematica, porém, foram dados por Friedrich L. G. Frege [1848, 1925] - o ver-
dadeiro fundador da légica moderna -, com Frege 1977 (Begriffsschrift, publi-
cado originalmente em 1879), juntamente com Bertrand Russell [1872, 1970] e
Alfred N. Whitehead [1861, 1947], com Russell 1908 (Mathematical logic as
based on the theory of types) e Whitehead & Russell 1910 - 1913 (Principia
mathematica).

Seus trabalhos, juntamente com os trabalhos de Hugh McColl {1837,
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1909], Jan Lukasiewicz [1878, 1956], Nicolaj A. Vasiliev [1880, 1940], Luitzen E.
J. Brouwer [1881, 1966], Alfred Tarski [1902, 1983], Stanislaw Jaskowski [1906,
1965], Kurt Gédel [1906, 1978], e, bem mais recentemente, de Newton Carneiro
Affonso da Costa, foram fundamentais para que se alterasse o panorama da 10-
gica e da matematica no século XX, com a formalizagio da logica classica e o
advento e multiplicacéo das Idgicas ndo-classicas.

Frege, em Begriffsschrift, infroduz os principios que iriam delinear a dou-
trina logicista, que procura reduzir a aritmética a légica. Nesse trabalho Frege
apresenta o calculo proposicional, pela primeira vez, na forma logica moderna.
No entanto, se consegue alcangar com sua linguagem, apoiada essencialmente
em elementos da i6gica classica, o rigor que faltava a Cantor, falha na concep-
¢do de alguns principios, como na do principio da compreenséo (do qual trata-
remos no Capitulo 1), que implicava uma importante inconsisténcia, descoberta
por Russell, e conhecida como Paradoxo de Russell (ver D’Ottaviano & Feitosa
2003) .

Com os trabalhos de Frege, Cantor e Russell, principaimente, desenca-
deia-se a célebre crise dos paradoxos, entre o final do século XiX e o inicio do
século XX, que leva os matematicos a se conscientizarem sobre a necessidade
de uma revisio cuidadosa dos fundamentos da matematica.

Russell e Whitehead, com Principia mathematica, consolidam a posi-
¢éo da corrente logicista - e formalizam, pela primeira vez, a l6gica classica, co-
mo proposta de solugdo para a chamada crise dos fundamentos da matematica,
com enfoques distintos da corrente formalista de Hilbert e da corrente intuicionis-

fa de Brouwer.
A formalizagéo da teoria de conjuntos de Cantor, com os trabalhos de
Zermelo, Skolem, Fraenkel, von Neumann e Gédel, entre outros, também contri-

buiu fortemente para os fundamentos da matematica, via logica classica.

Alguns filésofos e matematicos, entretanto, buscaram solugbes fora do
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contexto classico.

tukasiewicz, em Lukasiewicz 1910 (O Zasadzie sprzecznosci u Arys-
totelesa: studium krytyczne)'' e no artigo Uber der satz von widerspruch bei
Aristoteles (1910), discute sobre a posigao central do principio da (ndo-) contra-
dicao na logica e discorre sobre a conveniéncia de uma revisdo das leis basicas
da logica aristotélica (ver LeBlanc 2002). Introduz, posteriormente, em 1920, um
calculo proposicional trivalente (Ls), que € generalizado para calculos com uma
quantidade finita qualquer de valores de verdade e, em 1922, para célculos pro-
posicionais com quantidades infinitas de valores de verdade (ver Lukasiewicz &
Tarski 1930).

Jaskowski, discipulo de tukasiewicz, motivado por problemas diversos
relativos a contradigbes, especialmente os concernentes as “convincing reaso-
ning which nevertheless yield two contradictory conclusions”, constroi o primeiro
sistema de logica paraconsistente (D2) em Jaskowski 1948 e Jaskowski 1949,
restrito, porém, ao caso proposicional (ver Jaskowski 1969).

O sistema D, de Jaskowski & conhecido como /égica discussiva ou I6gi-
ca discursiva (ver D’Ottavianno 1992).

O brasileiro da Costa, porém, é considerado o verdadeiro fundador das
logicas paraconsistentes, assim como das teorias paraconsistentes de conjun-
tos. Arruda 1980b, da Costa & Marconi 1989, D’Ottaviano 1990 e 1992,
D’Ottaviano & Epstein 1990, da Costa 1992, Carnielli 1992 e Pizzi 1992,
constituem referéncias importantes que abordam, sob variados enfoques, o pro-
cesso de criacéo e formalizagdo das légicas ndo-classicas — é dada especial
atencao a logica discussiva de Jaskowski e as teorias paraconsistentes introdu-
zidas em da Costa 1963a, 1963b e 1974.

N&o nos estendemos aqui sobre a légica paraconsistente, fundamental
para este nosso trabalho, porque os sistemas paraconsistentes relevantes para

'! Sobre o principio da contradi¢io de Aristételes: estudo critico (1910).
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nossos objetivos s&o introduzidos no corpo da Tese. Apresentamos, a seguir, o

conceito de logica paraconsistente.

Sejam T uma teoria (dedutiva) e L a logica subjacente a T, cuja lingua-
gem possui um simbolo de negagéo “-'". A teoria T € consistente se nao tiver
como teoremas duas formulas da linguagem de L tais que uma seja a negacgao
da outra, isto &, se nao tiver teoremas contraditérios; caso contrario, T & incon-
sistente, isto &, encerra teoremas do tipo A e -A.

Portanto, se uma teoria T é inconsistente e em sua logica subjacente
sao validas as propriedades usuais da conjungéo, entdo em T ocorrem contradi-
¢cbes A A —A como teoremas, reciprocamente.

Uma teoria T & trivial (ou supercompleta) se toda formula (ou toda sen-
tenca) de sua linguagem & teorema; caso contrario, T diz-se nédo-trivial (ou néo-
supercompleta).

Evidentemente, quando uma teoria T & trivial, ela & inconsistente. Na
l6égica classica, € em outras logicas, como a intuicionista, se T & inconsistente,
entdo T é trivial.

Uma logica é paraconsistente se pode servir de base para teorias incon-
sistentes, porém néo triviais, que sao ditas feorias paraconsistentes.

Um dos objetivos centrais da légica paraconsistente consiste na investi-
gacao de teorias desse tipo.

Nas légicas paraconsistentes, o escopo do principio da (nao-) contradi-
cdo é, num certo sentido, restrito. Podemos dizer, como da Costa & Marconi
1989, que se em um sistema légico a forga desse principio é restrita, entao o
sistema pertence a classe das logicas paraconsistentes. De fato, nas l6gicas
paraconsistentes, o principio da (ndo-) contradi¢ao nao & necessariamente inva-
lido, mas em toda logica paraconsistente, de uma formula e sua negagao nao é

possivel, em geral, deduzir gualquer férmula.

Trabalhos de légicos, matematicos e filosofos de vérios paises, entre eles
discipulos e colaboradores de da Costa - como Arruda, Chuaqui, Raggio e Sette
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-, € 0 crescente interesse da comunidade cientifica internacional pelas l6gicas
nao-classicas, notadamente pelas idgicas paraconsistentes, tém contribuido pa-
ra sua consolidag&o, bem como para o advento de novas teorias baseadas nes-
sas logicas - como calculos diferenciais paraconsistentes -, e a expansao de
seus campos de aplicacdo.

Para a obteng&o dos resuitados pretendidos nesta Tese, relativos ao cal-
culo diferencial paraconsistente, desenvolvido a partir de principios estabeleci-
dos por Leibniz e 'Hospital para os infinitésimos, utilizamos o formalismo {6gico
e conjuntista de da Costa, que inclui a construcdo de uma extensao algébrica

para o anel R dos ndmeros reais, denominada um hiperane/, com o acréscimo
de elementos infinitesimais aos elementos de R; e de uma outra extenséo alge-

brica para R, 6%, que denominamos um quase anel, incluindo, além dos
elementos de , também elementos infinitos. Para a construcao de superestrutu-
ras paraconsistentes sobre o hiperanel {4, e o quase anel 4" - requisitos essen-
ciais para a introdugdo de um teorema de transferéncia entre o calculo diferenci-
al classico e o calculo diferencial paraconsistente -, buscamos motivacao na
andlise ndo standard™, introduzida por Robinson 1996 (reedicdo revisada da
primeira edi¢éo, publicada em 1966), bem como em Robinson & Zakon 1967 e
Stroyan & Luxemburg 1976.

Assim estruturamos os capitulos deste trabatho.

No primeiro capitulo introduzimos os resultados basicos do célculo para-
consistente de predicados de primeira ordem C+", de da Costa, que nos interes-
sa de forma especial, por ser a légica subjacente a teoria paraconsistente de
conjuntos, sobre a qual podemos construir o célculo diferencial paraconsistente.
Inciuimos a axiomética da teoria classica de conjuntos Zermelo-Fraenkel (ZF),
que € utilizada para a introducéo das teorias de conjuntos NF de Quine, NF; de

2 Em geral, utilizaremos as expressdes standard ¢ ndo standard sem maiores ressalvas, para nos referir-
mos 4 andlise classica usual e 4 analise de Robinson, respectivamente.
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da Costa e CHU, de Church, a partir das quais € introduzido o sistema CHU, de
da Costa, que constitui a teoria paraconsistente de conjuntos subjacente ao cal-

culo diferencial paraconsistente construido.

No segundo capitulo infroduzimos as estruturas algebricas de hiperanel e
quase-anel, necessérias para o célculo paraconsistente, e construimos alguns
de seus resultados bésicos. Diversos teoremas importantes séo demonstrados
na linguagem dos infinitésimos, alguns classicos e outros de natureza inconsis-
tente. Encerramos o capitulo com duas aplicagbes préticas, a primeira de natu-
reza classica, baseada em problema sugerido por John L. Bell, em correspon-
déncia pessoal; a segunda de natureza paraconsistente, que desenvolvemos
motivados pela “fungdo delta” de Dirac.

Acrescentamos aos conceitos e resultados de da Costa alguns conceitos e

resultados originais, incluindo alguns teoremas sobre infinitésimos e diferencia-

cao.

No ultimo capitulo analisamos certas extensdes paraconsistentes do con-
junto dos reais e extensdes paraconsistentes de uma superestrutura cléssica
construida sobre o conjunto dos ndmeros reais, obtendo monomorfismos entre
essas superestruturas. Finaimente, motivados por Robinson & Zakon 1967,
obtemos um teorema de transferéncia entre o calculo diferencial classico e 0
célculo diferencial paraconsistente.

Nossa opcdo, como da Costa, por C;~ como I6gica subjacente para o cal-
culo diferencial paraconsistente € bastante natural, visto ser a Iogica subjacente
a teoria paraconsistente de conjuntos CHU4, também adotada como teoria para-
consistente de conjuntos subjacente a construggo do calculo diferencial que de-
senvolvemos. Isso ndo significa, no entanto, que ndo seja possivel a adogéo de
uma outra légica (ou outra teoria de conjuntos subjacente), como mostra Mor-
tensen 1995, Capitulo 5, em que diferentes Iogicas s&o utilizadas em aborda-

gens ndo-classicas do calculo diferencial e integral.

21



Nas consideragbes finais, discutimos essa e algumas outras questdes,
que podem ser estudadas em trabalhos futuros.
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CAPITULO 1

LOGICAS PARACONSISTENTES E TEORIAS PARACONSISTEN-
TES DE CONJUNTOS DE DA COSTA

As teorias paraconsistentes de conjuntos podem ser consideradas nao
apenas do ponto de vista tedrico, para complementar certas logicas paraconsis-
tentes, mas também por suas possiveis aplicagdes, como em computacao — tal-
vez em criptografia quantica -, e em matematica - por exemplio, no calculo dife-
rencial e integral e, talvez, na teoria de probabilidade.

O objetivo deste capitulo consiste em apresentar a teoria paraconsis-
tente de conjuntos CHUj, introduzida em da Costa 1986 (ver da Costa, Béziau
& Bueno 1998), que constitui a teoria de conjuntos subjacente ao calculo dife-
rencial paraconsistente que sera desenvolvido nos proximos capitulos deste tra-
balho.

Convém ressaltar, iniciaimente, que da Costa introduziu diversas teorias
paraconsistentes de conjuntos, nas quais o Axioma esquema da Separacao é

formulado sem restrigbes.

De acordo com Arruda 1980b, dois problemas importantes s&o investi-
gados com essas teorias paraconsistentes de conjuntos: propriedades de aiguns
conjuntos que ndo existem nas teorias usuais de conjuntos, mas cuja existéncia
é possivel nas teorias paraconsistentes; e a conjectura de que logicas subjacen-
tes mais fracas, num certo sentido, permitem a construcédo de teorias de conjun-
tos “existencialmente mais fortes” que as usuais, isto &, teorias que admitem pe-
lo menos um conjunto que nao existe nas teorias usuais.

Por exemplo, é possivel que em uma teoria de conjuntos paraconsisten-

te exista um conjunto de Russell: r = {x: x ¢ x}. E, a partir de hipéteses bastante

fracas, pode-se demonstrar que a unido de r é idéntica a classe universal V,
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sendo natural que esta classe seja um conjunto, que é membro de si mesmo: V

e V.

A teoria CHU,, cujo calculo de predicados subjacente é o sistema para-
consistente de primeira ordem com igualdade C,~ de da Costa, foi motivada pela
teoria classica de conjuntos CHU, introduzida em Church 1974 — teoria que es-
tende, por sua vez, a teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel (ZF).

A construgdo de CHU4, a partir de CHU, é analoga & construgao, por da
Costa 1963a (ver da Costa 1993), da teoria paraconsistente de conjuntos NF, a
partir da teoria classica de conjuntos NF, de Quine 1937.

O sistema CHU,, como veremos, é mais adequado que NF, para o de-
senvolvimento de teorias matematicas nao-classicas.

Para a apresentagao do sistema CHU, e para a caracterizagio de suas
propriedades mais significativas, fazemos inicialmente uma analise sucinta das
relagbes entre as teorias de conjuntos acima mencionadas.

Assim sendo, iniciamos este capitulo com a introducéo das hierarquias
de calculos proposicionais e de predicados de da Costa 1963a: introduzimos o
célculo proposicional paraconsistente Cy e a hierarquia de célculos proposicio-
nais paraconsistentes C, de da Costa, 1 < n < o; o célculo de predicados de pri-
meira ordem C+” e a hierarquia de caiculos de predicados C,*, 1 <n < ©; o calcu-
lo de predicados de primeira ordem com igualdade C" e a hierarquia de calcuios
de predicados com igualdade C,~, 1 < n < ©. S50 enunciados alguns resultados
relevantes desses sistemas, de da Costa 1963a (ver da Costa 1993), 1963b,
1964a, 1964b e 1974, entre outros, importantes para o desenvolvimento deste
trabalho. Uma subsecao é dedicada 3 semantica de valora¢des para os calculos
Cy e Cy, introduzida por da Costa & Alves 1976, Alves 1976 e Arruda & da
Costa 1977.

ApoOs uma breve revisdo da axiomatica da teoria de conjuntos Zermelo-
Fraenkel, apresentamos, na Segdo 3, também sucintamente, alguns dos princi-
pais resultados relativos ao sistema NF de Quine - aqui denominado NFg -, ao
sistema NF; de da Costa 1963a, ao sistema CHU de Church - aqui denominado
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CHUg -, para a introducéo do sistema CHU, de da Costa.

1.1 Os Calculos Paraconsistentes C,, C{ e Cy”

As hierarquias de célculos proposicionais paraconsistentes C,, de calcu-
los de predicados paraconsistentes C. e de calculos de predicados paraconsis-
tentes com igualdade C,” de da Costa, 1 < n < o, foram introduzidas em da Cos-
ta 1963a (ver da Costa 1974 e 1993). Esses sistemas s@o apresentados em
uma série de artigos, a partir de 1963 (ver Arruda 1980b e 1989, da Costa &
Marconi 1989 e D’Ottaviano 1990).

Neste trabalho, pelas razbes ja expostas, concentramos nossa atencao

no calculo de predicados com igualdade Cq™.

1.1.1 O sistema C,

A linguagem do calculo proposicional C, de da Costa (ver da Costa
1963a, 1963b, 1974 e 1993), que denotaremos por ls, tem como simbolos primi-
tivos variaveis proposicionais e conectivos io6gicos para a negacéo, conjungao,

disjuncéo e condicional.
E o seguinte o alfabeto de ls:

+ Uma familia enumeravel de variaveis proposicionais: po, p1, P2,...;

» Conectivos l6gicos: - (negacao), - (conjungao), v (disjuncéo) e — (im-
plicacao),

+ Simbolos auxiliares: (, ).

As nocgdes sintaticas de formula, demonstracéo, teorema, dedugéo, efc,

assim como as convencdes € notagdes sdo as usuais, como em Kleene 1952.
Usaremos as letras mailsculas do alfabeto latino A, B, C,...(com ou sem
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indices numeéricos inferiores) como metavariaveis sobre formulas de .

Os operadores o, —*, n, (n), = e « s&o introduzidos por definicéo.
Definicdo 1.1. A=y —(A A —A).
Definigdo 1.2. —"A =g —A A A°.

Definigdo 1.3. A’ =4 A®° (n aplicagdes reiteradas do operador “o” a formula
Al,nz1

Definicdo 1.4. A™ =4 A'”A.. AA” N1
Definigdo 1.5. WA =4s —A A A™ n>1.
Definigdo 1.6. A <> B =4 (A > B) A (B — A).

De acordo com as Definigdes 1.3 e 1.4, temos que A° coincide com A' e

com AM,

A negagdo “-” & a negacdo basica do sistema C,, usualmente denomina-
da “negacéo fraca’. A negacdo "—™, denominada “negacéo forte”, desempenha,
nesse sistema, papel equivalente ao da negacdo classica. Lé-se —A como “ne-

gagao de A” ou “negacéo fraca de A", e —"A como “negacao forte de A”.

A féormula A° € usualmente lida como “A é bem comportada” ou “A é uma
formula regular”, e o operador “.” é em geral denominado “‘operador bola”; e o
simbolo «» corresponde & equivaléncia usual.

Os axiomas e regras de deducédo de Cq s&o os seguintes:
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Axiomal. A—> (B A).

Axioma2. (A—>B)—=((A->B-C))—>(A->C)).
Axioma 3. (AAB)—>A

Axiomad4. (AAB)—B.

Axioma5. A— (B> (AAB)).

Axioma6. A (AvB).

Axioma7. B (AvB)

Axioma8. (A—-C)—((B—=>C)—>(AvB - ().
Axioma 9. —A A

Axioma 10, Av —A

Axioma 11. B° - ((A — B) = ((A — -B) — —A)).
Axioma 12. A° AB° > ((A—B)°A(AAB)°A (A v BY).

A A—-B

5 (Modus Ponens - MP)

Regra 1.

O Axioma 11 constitui uma vers&o do principio da reduc&o ao absurdo
para as férmulas bem comportadas de C4, e 0 Axioma 12 indica que o “bom
comportamento” de A e B se propaga a (A « B), onde # &€ um dos conectivos A, v,

— da linguagem ls.

Como é bem conhecido, a logica proposicional classica pode ser intro-
duzida pelos Axiomas 1-9 e MP, acrescentando-se o Principio da Redug&o ao
Absurdo:

Axioma 10°. (A — B) — {(A —- —B) — —A).

A seguir, apresentamos alguns resultados conhecidos, relativos ao sis-

tema Cy.
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Teorema 1.7. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)
Em C,, sdo demonstraveis todos os teoremas da légica proposicional

positiva classica. [

Teorema 1.8. (Metateorema da Deducdo, da Costa 1963a: ver da Costa 1993)
Se I' € um conjunto de formulas, entdo I, A ¢, B se, e somente se, I
o1 A— B. Isto &,

]._',AI"“C]BQ;} FI‘—QA—'}B.m

Teorema 1.9. (da Costa 1974)

Em C4, a negagdo -~ tem todas as propriedades da negacéo classica. O

Pelo teorema anterior, todo esquema de férmula que é teorema classico,
com a substituicdo da negagéo classica pela negacdo —* é teorema em Ci. E,
nesse sentido, o calculo proposicional classico pode ser considerado um subsis-

tema de C,.

Teorema 1.10. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993 )
Se acrescentarmos a C, 0 esquema —(A A --A) como novo axioma, ob-

temos o calcuio proposicional classico C. T

Teorema 1.11. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)
EmCy,sellA-B IA-Bel,A-—B, entiol - —A. [

Teorema 1.12. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

Se I' € um conjunto de férmulas e A, A,, ... , Am s80 0s componentes

primos'® das férmulas de I" U {A} entdo, I -c A se, e somente se, I', A°, A°

PPN Amo l'—Cf A. B

" Isto &, as formulas A;, 1 < i< m, ndo sdo formulas do ipo B A C, Bv C, B — C, -B.
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11.20ssistemas C,,0<n<o

A hierarquia de calculos proposicionais €4, Cz,...,Cy,...,.C, pode ser cons-

truida a partir de Cy.
O calculo proposicional classico, cuja linguagem denotaremos por L,

pode ser considerado como o sistema C, (Kleene 1952) da hierarquia Cn, 0 <n

L.

Para cada C,, 1 < n < o, o operador —™ desempenha o papel da nega-
cao classica, sendo que - coincide com a negagéo ", de acordo com as Defi-
nigdes 1.2 e 1.5; A" pode ser lida como “A € uma férmula com o operador bola
reiterado n vezes”; A™ é usualmente lida como “A é uma formula bem compor-

tada de grau n”, ou “A & uma férmula regular de grau n”.

Os axiomas de C,, 1 < n < », sdo 0s axiomas de C4, substituindo-se os

Axiomas 11 e 12 pelos seguintes:

Axioma 11°. B™ - (A > B) = ((A - —B) = —A)).
Axioma 12°. A" A B™ — (A = B)Y™ A (A A B)™ A (A v B)™).

A regra de dedugdo de C,, 1<n <® é a Regra 1 (MP) de C..
Sao os seguintes os axiomas e a regra de dedugéo do caiculo Cy!

Axioma 1 — Axioma 10.

Regra 1 - Modus Ponens.

Os Teoremas 1.7 e 1.8 sdo demonstraveis (da Costa 1963a; ver da

Costa 1993), paratodo C,,, 1 <n<o.
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O Teorema 1.9 é demonstravel (da Costa 1974) paracada C,, 1 <n < o,

substituindo-se a negagéo —* pela negagao ™.

A seguir, enunciamos resultados relevantes, relativos a hierarquia C,, 1 <

Teorema 1.13. Em C,, 1 <n < o, 0s seguintes esquemas de formulas sao teore-
mas:

i Av-"A

@i -"-MAoA

(i)  —(AAB)— (=Av -B)

()  (A”AB®A~(AVB)) > (-A A —B)

V) (AYAB™ A (A B)) > (A -B)

vi) APYA-AAA)->B

(vi) (A->B)—»>-AvB

(viii) A™

ix) A® 5 (-A)M

) A" 5 (A AA)

i) (AT A -ATH®

(xi) (A->B)v(B—A)

(xii) ((A— B) —A) - A

(xiv) Av(A—-B)

Demonstracio: Ver Castro 2004.

Definicdo 1.14. Dados dois sistemas S e S’, cuja linguagem ¢é ls, S’ é estrita-
mente mais forte que S se, e somente se:
(i) Para toda férmula A de I,

FsA= g A
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(i} Existe uma formula B de s, tal que

g Bets B.

Teorema 1.15. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

Cada um dos céiculos da hierarquia Cp, 1 £ N s 0, é estritamente mais

forte do que os calculos que o sucedem na hierarquia. [

Teorema 1.16, {da Costa 1974)

Os sistemas Cp, 1 <0 <, S80 consistentes. [

Teorema 1.17. (A. 1. Arruda, de acordo com da Costa 1974, p. 501 e Arruda

1975a)
Os sistemas Cp, 1< n < 0, nd0 s&o decidiveis por matrizes finitas. O

Teorema 1.18. (Fidel 1977)

Os sistemas Cn, 1 < n < o, s80 decidiveis.

Defini¢do 1.19. Um sistema formal S é finitamente trivializédvel se, e somente se,
existe uma férmula da linguagem de S que, acrescentada ao mesmo como axio-
ma, torna-o trivial; caso contrario, S € dito infinitamente trivializavel.

Teorema 1.20. {(da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

Os sistemas C,, 1 < n <o, sdo finitamente trivializaveis. [

Teorema 1.21. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

O sistema C,, & infinitamente trivializavel. [J
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Observagéo 1.22. O Teorema do Replacement’ (ou Teorema da Substitutivida-

de de Equivalentes) nédo é valido, em geral, em C,, 1 < n < » (Alves 1976).

Por exemplo:
(—A AA) > (A A-A) o —(—A A A) & —(A A —A)

(A" A A o (AT A —A™) tgy (AT A AT Yo (AT A SATH®

11.30ssistemas C,",0<n<o

De forma analoga & construgéo da hierarquia dos calculos proposicionais
paraconsistentes, pode-se construir a correspondente hierarquia dos célculos de
predicados (ou calculos quantificacionais) Cp", 0 < n < o, em que Cy' & o calculo

de predicados classico, e C,” é paraconsistente, para todo 1<n < o.

A linguagem dos calculos de predicados paraconsistentes de primeira
ordem C;’, 1 < n < o, denotada por l*, & uma extenséo da linguagem Is dos cal-

culos proposicionais paraconsistentes C, correspondentes, 1<n<o.
l. Simbolos primitivos:

» Uma familia enumeravel de variaveis individuais, x, v, z,...,x;, Vi, Ziy... |

e Para cada m, m > 0, uma familia enumeravel de simbolos de predica-

dos m-arios, p™, g™, ...

¢ Para cada m, m > 0, uma familia enumerave! de simbolos de fungbes
m-arios, f*, g™, ...
Os simbolos de fungdes 0-arios sdo chamados constantes individuais, e

" “Seja A uma formula do sistema formal S e A’ obtida substituindo-se algumas ocorréncias de B,, em A,
por By’. Se B; <> B/’, entfio A < B é umn teorema de S,
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denotados por a, b, ¢, a4, by, C1,... ;

o Conectivos logicos: — (negagdo), A (conjungéo), v (disjuncao), e —»
{implicagao);

+ Quantificadores: Vv (quantificador universal), e 3 (quantificador existen-

cial;

¢ Simbolos auxiliares: (, ).
Il. As noches de termo e de férmula sao as usuais, de Kleene 1952:

l-i) Termos
l.i-a) Variaveis individuais x, v, zZ, X1, Y1, Z1, ... $40 termos.

I.i-b) Constantes individuais sdo termos.
ILi-c) Se t1,t2,....tn S80 termos e f € um simbolo funcional m-ario, entao f(ts,
12,....Im) € um termo.

[Li-d) Um termo de " é qualquer uma de suas expressdes que possa ser

obtida exclusivamente por ll.i-a,b,c.

ll-ii) Férmulas

Ii.ii-a) Se p™ & um simbolo de predicados m-ario de ls*, m > 0, e ty,...,tn s@0
termos, entdo p™(t4,....tm) &€ uma férmula de Ls", dita férmula atémica.

ILii-b) Se A é uma férmula, entdo —A é férmula.
ILii-c) Se A e B sao formulas, entdo A +B é formula, para« e {», v, —» }.

ILii-d) Se A(x) € uma férmula e x € uma variavel individual, entdo IxA(x) e

VxA(x) séo férmulas.
ILii-e) As expressobes de Is" que s@o formulas sdo aquelas, e somente aque-

las, obtidas por llii-a, b, c, d.
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Observamos que os operadores de negagao —* e =™, os operadores “n”
e “(n)” e o simbolo de equivaléncia “<" sdo introduzidos por definicdo, como em
C1.

As nogbes de formula sem variaveis (ou férmula livre de variaveis), es-
copo de um quantificador, ocorréncia livre e ocorréncia ligada de uma variavel
em uma formula, férmula aberta, formula fechada, etc., assim como as notagdes
e convengbes, s&o as usuais, como em Kleene 1952.

Substituicbes de uma variavel por um termo, ou de um termo por outro
termo, numa férmula, séo definidas como usuaimente. Designaremos por t,(t1) o
termo obtido, a partir do termo t, substituindo cada ocorréncia da variavel x pelo
termo 4, e designaremos por A(t1) a formula obtida, a partir da férmula A, subs-
tituindo cada ocorréncia livre da variavel x em A pelo termo t; (supondo-se que t;

possa substituir x, isto €, que t; seja livre para x em A(x)).

Os axiomas e regras de dedugéo do sistema C," s#o os de C;, acresci-

dos dos seguintes:

Axioma 13. Vx A(x) — A(t), com t livre para x em A(x).

Axioma 14. A() — 3x A(x), com t livre para x em A(x).

Axioma 15. Vx (A(x))° — (Vx A(X))°.

Axioma 16. Vx (A(x))° — (3x A(x))°.

Axioma 17. Se A e B sao duas farmulas congruentes'®, ou uma pode ser obtida
da outra pela eliminagéo de quantificadores vacuos, entio A < B.

A -5 B(x)

——— .. onde X nao ocorre livie em A.
A - VxB(x)

Regra 2.

¥ Conforme Kleene 1952, duas formulas sio congruenzes quando diferem apenas nas varidveis ligadas,
estando essas variaveis ligadas aos quantificadores correspondentes.
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A{x)—>B

T onde x ndo ocorre livre em B.
Ix A(x)—B

Regra 3.

Os axiomas e regras de dedugdo dos célculos Cy', 1< n < @, s&o os de

C,*, substituindo-se os Axiomas 15 e 16, para cadan, 1<n<o, por

Axioma 15°. ¥x (AX)™ — (vx AX))™.

Axioma 16", ¥x (A(X)™ — (3x A(x))™.

Os axiomas e regras de deducdo do calculo C," sdo os axiomas e re-

gras de dedug&o do calculo proposicional C., acrescidos de:

Axioma 13, Axioma 14 ¢ Axioma 17.
Regra 2.

Regra 3.

O céalculo de predicados classico de primeira ordem, como sabemos,
pode ser introduzido pelos Axiomas 1-9, 13, 14, 17 e as Regras 1, 2, 3, acres-
centando-se o Principio da Redugdo ao Absurdo: Axioma 10’

Nesse sentido, o célculo de predicados cléssico pode ser considerado

como o sistema Co’ da hierarquia Cy’, 0sn<o.

1.1.4Os sistemas C, ,0<n<o

Acrescentando-se & linguagem ls° dos sistemas quantificacionais Ca', 0=
n < @, o simbolo de predicado bindrio de igualdade, =, obtemos a linguagem L
dos calculos de predicados paraconsistentes com igualdade Gy, 0<n<a.

Na definicio de formuia de & temos a cléusula adicional:
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* Set; e tz sdo termos, entdo t; = t» &€ uma formula de Jo~.

Os axiomas e regras de dedugdo de C,” s&o os de Cq*, acrescentando-

se 0s axiomas seguintes, com as variaveis sujeitas as restricdes usuais:

Axioma 18. Vvx (x = x).

Axioma 19. x=y - (A(X) & A(y)) (com y livre para x em A(x)).

Os axiomas e regras de C,", 1< n < @, 830 os de C.", 1 <n< o, acres-

centando-se 0s Axiomas 18 e 19.

Os axiomas e regras de C,” sdc os de C.", acrescentando-se os Axio-

mas 18 e 19.

Enunciamos, a seguir, alguns resultados relativos ao calculo Ci" e aos

calculos C,”, 1<n<o.

Teorema 1.23. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

Os seguintes esquemas de formulas de Is~ s&o teoremas de C,=

(M)

(i)
(i)
(iv)
v)
(vi)

A v —*A;

A & A;

A - (=*A - B);
(A A="A) - B;
A%

A® - (-A)°%:



(vii) Ix (A(X) # B{x)) = Ix A(X) # 3x B(x), com # e {A, V};

(vill)  YX A(X) 2 VX B(X) - ¥x (A(x) # B(x)), com# e {a, v};
(i)  YX(AO)) o= =Ix=A(X) <> VXAX);

) XA Fam =YX =AX) < 3x AX);

i) VXA o= —3x A(X) > VX —AX);

i) VX (A ge= 3x —AX) ¢ VX AX). O

O Metateorema da Dedugio é demonstravel (da Costa 1963a; ver da

Costa 1993) para C,”, bem como para os sistemas C,", 1 <n < o.

Teorema 1.24. Metateorema da Dedugéo

Se I' é um conjunto de formulas, entao I, A ¢.- B se, e somente se, '
F‘“Cn*’A—)B, 1<n<w O

Teorema 1.25. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)
EmC,,1<n<o,selLA-B™ I A-Bel,Ar-B,entaoT - -A.C

Teorema 1.26. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

Se I € um conjunto de férmulas e A, Az, ... , Am s80 0s componentes

quantificacionais primos das formulas de I' U { A }, entdo, I' ¢~ A se, e somen-

tese, [, A A, ., An"com Aiparal<n<o .0

Teorema 1.27. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)
Cada um dos calculos da hierarquia C,, 0 < n < o, € estritamente mais

forte do que os calculos que o sucedem na hierarquia. U



Teorema 1.28. (da Costa 1974)

Os sistemas C,,", 1 < n £ o, sd0 consistentes. 0

Teorema 1.29. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)

Os sistemas C,,", 1< n < o, $30 indecidiveis. [

Teorema 1.30. (da Costa 1963a; ver da Costa 1993)
Os sistemas C;", 1 < n < o, sdo finitamente trivializaveis; o sistema C,” é

infinitamente trivializavel. [

Cada um dos calculos da hierarquia C,", 1<n<o, é paraconsistente e
constitui uma extenséo conservativa de C,*, 1 < n < ®, que por sua vez é uma

extensio conservativade C,, 1 <n < o.

Apresentamos, na sec¢éo seguinte, uma semantica de valoragbes para

os caiculos C1 e Cy”, que sdo os membros das hierarquias C, e C1°, 1 < n < o,

que nos interessam.

1.1.5. Semaéntica de valoragdes para C; e Cy°

Da Costa & Alves 1976 e Alves 1976 introduzem o conceito de valoragao
paraconsistente para o sistema C;, através de uma valoragao bivalente, e um
procedimento de decisdo denominado de quase-matrizes. Desenvolvem uma
semantica a /a Henkin, e demonstram a corregdo e a completude de Cs; e pelo
método de quase-matrizes demonstram a decidibilidade de C. Alves 1976 e da
Costa & Alves 1977 estendem a semantica de C1 para os calculos C,, 1< n < o.

A definicdo de valoracdo paraconsistente para C4, introduzida por da
Costa e Alves & a seguinte.

Defini¢cao 1.31. Uma C, - valoragdo é uma fungio do conjunto & de férmulas
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de Ciem {0,1}, istoé v : & — {0, 1}, satisfazendo:

(i) V(A) = 0 implica v(—-A) = 1;

(i) v(-—A) =1 implica v(A) = 1;

(i) V(A v B) =1 se, e somente se, V(A) =1 ou V(B)=1;

(iv) V(A A B) = 1 se, e somente se, V(A) = V(B) =1,

{v) V(A — B) = 1 se, e somente se, V(A) =0 ou v(B) =1;

(vi)  V¥(B°) = V(A - B)=V(A - —B) = 1implica V(A)=0;

i) V(A®) = v(B°) = 1 implica V((A # B)°} = 1, em que # & um dos conectivos bi

narios v, —» ou A.

Da Costa & Alves 1977 apresenta uma generalizacéo da seméantica de da
Costa e Alves (para C4) para os célculos Cq, 1 < n <, e demonstra que os sis-
temas Cn, 1 < N < o, sdo corretos e completos, relativamente a essa seméantica.
Introduzem uma pequena alteracdo na formulagdo da quase-matriz, no caso da
negacdo de uma formula A que tem valoragéo v(A) = 1.

Lopari¢ & Alves 1980 modifica algumas das condiges da definicao de
valoracdo paraconsistente de da Costa e Alves, e com um procedimento de deci-
s&0, via quase-matrizes, demonstra a corregéo, completude e decidibilidade dos
sistemas Cp, 1 <n<a.

Lopari¢ 1986, baseado em da Costa & Alves 1977, introduz uma se-
méntica para o sistema C, e prova a completude, a correcao e a decidibilidade

de C. (resultado apresentado em Alves 1976, p. 80-84).

Teorema 1.32. Os sistemas Cp, 1 < n < o, $80 corretos, completos e decidiveis.[]
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A definicao de valoracio paraconsistente de da Costa e Alves pode ser
estendida para o calculo de predicados paraconsistente C+~, de acordo com Ar-
ruda & da Costa 1977.

Seja Is a linguagem de C1", e consideremos um conjunto D néo-vazio

tal que:

i) Para cada simbolo de predicado m-ario p™ de s, corresponde em D

uma relac@io m-dria pp , isto é, pT <D™ ;

if) Para cada simbolo de fungao m-ario f” de ls”, corresponde uma ope-

ragdo m-aria fg emD, isto &, f7: D™ — D.

Definicao 1.33. Uma inferpretagdo i para a linguagem s~ em D, como introduzi-

do acima, é uma fungao do conjunto C(ls") das constantes de ls~ em D.

Observagdo. Dada uma interpretagédo i: C(ls") — D, nos a estendemos, tal que,

para cada simbolo de fungdo m-ario ™ de Is",

() = 15 (G (), L)

Dado um conjunto D nao vazio, conforme Schoenfield 1967, definimos a
linguagem diagrama l>"(D). Essa linguagem, além dos simbolos de ls°, contém

uma constante para cada elemento (individuo) do universo D, constante essa
que nomeia o individuo correspondente de D.

Considerando a linguagem diagrama ls"(D) e uma interpretac&io i: C(ls)
~ D, Arruda & da Costa 1977 define uma C;*- vaioragao v, baseada na inter-

pretagéo i. Moura 1978 acrescenta uma clausula a essa definicao, especialmen-
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te para formulas atdmicas. Em da Costa, Béziau & Bueno 1998, Capitulo 3, on-
de uma teoria paraconsistente de modelos é esbogada, é apresentada uma defi-

nicdo de valoragdo para o célculo Gy’

Definicao 1.34. Dados um conjunto D ndo vazio e uma interpretagéo i: C{s"(D))
—» D, uma C4~ - valoragdo de ls(D) é uma fungdo Vp que associa, a cada senten-
ca (férmula fechada) de ls°(D), o valor 0 ou o valor 1, satisfazendo as seguintes

clausulas:

(i) Para cada constante ¢ € C{ls) existe um dnico nome b de i(c) e D,
tal que, para qualquer sentenga A(c) de ls"(D), Vo(A(c)) = Vp(A(b)). Diz-
se, entdo, que ¢ denota b, segundo Vp;

(ii) Se a e b sd0 nomes distintos, isto &, tais que i(a) = i(b), entéo vp(a =
b) =1,

(i)  Se p™é um simbolo de predicado m-ario de Is, ent&o Vo(p™(ts,....tm))
= 1 se, e somente se, {i(t1),...,i(tm)) € Py ;

(iv)  Sevs(A) =0, entdo Vp(—A) = 1;

(v) Sevp(——A)=1, entdo Vp(A) = 1;

(vi)  Vp(A A B) = 1 se,e somente se, Vp(A) =1 e vp(B) = 1;

(vi) Vo{A v B) =1 se, e somente se, Vp(A) 1 ou Vp(B) = 1;

(vii) Vo(A — B) = 1 se, e somente se, Vp(A) = 0 ou Vp(B) = 1;

(ix) Se vp(B°) = Vp(A — B) = Vp(A — —B) = 1, entdo vp(--A) = 1;
() Vp{A°AB®) =1 = Vp({A > BP A(AABP A(AVB)F) =1,

{(xi) vp @assume o valor 1 para todo axioma quantificacional ou de igualda-

de, nocasodels;
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(xii) Vo(VX A(x)) = 1 se, e somente se, para toda constante ¢ de I7(D),
vp(A(c)) = 1;

{xiii) vo(dx A(x)) = 1 se, e somente se, existe c, constante de YD), tal
que Vp(A(c)) = 1;

(xiv)  Se Vp confere o valor 1 as premissas de uma regra primitiva de dedu-

¢&o, entdo a conclusdo também tem valor 1.

As nogbes de formula fechada véfida segundo uma interpretacao, f6rmu-
la valida, conjunto trivial de formulas, etc., s30 as usuais.

Com a semantica acima, demonstra-se a correcdo e a completude do
sistema C4~ de da Costa.

Teorema 1.35. (Arruda & da Costa 1977)
O calculo paraconsistente de predicados com iguaidade C4~ é correto e

completo. O

Em C¢” ndo valem, em geral, algumas propriedades classicas importan-

tes.

Teorema 1.36. Os seguintes esquemas de formulas n3o sdo demonstraveis em

Ch1snsgo:
0 —A~-A)
(i) A->(-A-B)
(i} -A—>(A->B)

(iv) A - A
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V) (Av-A©

(vi) (AA-A)—B;

(vii) (=AvB)—>{A—B);
(vil) —(=A A A) = (A A —A);
(ix) —Ix-AX) < VxXAX);
(x) —¥X =A(X) « Ix A(x);
(xi) —IxAX) > VX ~AX);

(xii) 3x -AX) <> =YX AX). O

Marcos 1998 e Carnielli 1999 desenvolvem um outro tipo de seméantica
para os célculos Cn, 1 <N <o, a seméntica de tradugdes possiveis, concebidas
por Carnielli, como generalizagdo da nogio formal de semantica, com énfase
especial para o caso do célculo Cq. As fungdes de tradugao introduzidas por Car-
nielli e Marcos satisfazem as condi¢des da definigdo de traducédo entre logicas
introduzida por da Silva, D’Ottaviano & Sette 1998, da definicdo de traducao
conservativa introduzida por Feitosa & D’Ottaviano 2001, e propriedades estu-
dadas por Feitosa 1997.

Neste trabalho, adotamos a seméntica de da Costa e Alves (da Costa &
Alves 1976 e Alves 1976).

Resultados gerais relevantes sobre as hierarquias Cp e Cn,12sn<o,
podem ser encontrados em Arruda 1980b, da Costa & Marconi 1989 e
D’Ottaviano 1990.

Conforme Béziau 1990 e 1993, Feitosa 1997, da Costa, Béziau & Bu-
eno 1998 e D’Ottaviano & Feitosa 2000, a I6gica classica é tradutivel no calcu-
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lo C4”. Assim, se F € um teorema da légica classica, entdo F*. obtido de F pela
substituico da negagéo classica, — , pela negacéo forte, - , & teorema de C;~.
Do mesmo modo, se F é uma férmula classica, dedutivel de um conjunto T de

formulas na légica classica, entdo F* é dedutivel de " em C+7, no sentido de da
g

Silva, D’Ottaviano & Sette 1999 e Feitosa & D’Ottaviano 2001, sendo F e T

obtidas de F e I', como no primeiro caso.

Um artigo recente sobre a logica paraconsistente em geral é Carnielli
& Marcos 2002, em que a nogdo de consisténcia é fratada sob nova aborda-
gem, conferindo &s nogbes de néo-contraditoriedade e consisténcia, novos e
interessantes enfoques.

1.2. O Sistema Zermelo-Fraenkel

A matematica, entre o final do século XIX e inicio do século XX, vivia um
periodo de notaveis avangos em dreas como a andlise, a geometria e a algebra
(ver da Costa 1992), quando teve seus fundamentos abalados com o apareci-
mento de diversos paradoxos semanticos e sintaticos. O Paradoxo de Cantor
(18995), 0 Paradoxo de Burali-Forti (1897) e o Paradoxo de Russel/ (1902), entre
outros, por sua relagéo com a recém criada teoria ingénua de conjuntos de Can-
tor, representaram um forte estimulo para a formalizag&o da feoria de conjuntos.

Esse processo teve inicio com os trabalhos de Zermelo em 1908, a in-
troduc&o da feoria de tipos de Russell, também em 1908 e os trabalhos de Whi-
tehead e Russell (Principia Mathematica), além de trabalhos posteriores de
Jens T. A. Skolem [1887-1963] e Adoif A. H. Fraenkel [1891-1 865], entre outros.

O sistema de Zermelo foi infroduzido em 1908 (ver Zermelo 1908 e Zer-
melo 1867, tradugéo para o inglés do trabalho original de 1908). Em 1922, Fra-
enkel introduz o Axioma da Substituicdo (ver Fraenkel 1922 ¢ Fraenkel 1967,
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traducédo para o inglés do trabalho original de 1922).

A linguagem da teoria Zermelo-Fraenkel (ZF) é a linguagem L™ de Co , sua
l6gica subjacente, com um Gnico simbolo primitivo adicional de predicado, 0
simbolo de predicado binario €, que expressa a nogao intuitiva de pertinéncia

de conjuntos.

Apresentamos, a seguir, os axiomas da teoria de conjuntos Zermelo-
Fraenkel necessarios para as teorias de conjuntos paraconsistentes que cons-

tam deste trabalho.

Axioma 1ze. Axioma da Extensionalidade

VX Vy (Vz(Zex) o (zey)—> X=Y)

Se dois conjuntos possuem exatamente 0s mesmaos elementos, entao s&o
iguais.

Axioma 2z¢. Axioma do Conjunto Vazio

Ix -3y (y € X).
Existe um conjunto que néo tem elementos, o conjunto vazio, que € unico,

e que é usuaimente denotado por *J".
Axioma 3z:. Axioma do Par

VX vy 3z Yw (W € 2) © (W =X) v (W=Y))).

Se x e y sdo conjuntos, entdo existe um conjunto, anico, cujos elementos
si0 exatamente x e y, e que é usuaimente denotado por {X, ¥}.

Axioma 4z¢. Axioma da Uni&o

vx 3y Vz ((z € ¥) <> W ((W € X) A (Z € W))).




Se x & um conjunto, entdo existe um conjunto Yy, Unico, que tem como e-
lementos todos os elementos de todos os elementos de x, e que é usualmente
denotado por |Jx.

Axioma 5zr Axioma do Conjunto FPoténcia

Vx3yVz((zey) e (VW (We z) > (we X))

Se x & um conjunto qualquer, entdo existe um conjunto y, Unico, cujos e-
lementos s&o todos 0s conjuntos constituidos por elementos de x, isto &, y é 0
conjunto formado por todos os subconjuntos de x, e que é usuaimente denotado

por g (x}).

Axioma 6zr. Axioma do Infinito

X (D € x) A VY (Y € x) - Uy, {y}} € x)).
Existe um conjunto infinito.

Axioma Tzr. Axioma da Regularidade

VXx2D>3y((yex) A VZ(Z2ex) >~z e yh).
Todo conjunto é bem fundado.

Axioma 8zr. Axioma esquema da Substituicso

VZ1 VZo. VZ (VX 3y P(X, Y, Z) > YU v Vr {r e v < 3s (s e unPyyss,,
zZM)

Se P(x, y, Z} & uma férmula na qual xe y ocorrem livres, apresentando
ou ndo variaveis fivres zy, z,,...,z, sendo Pxy.(s, 1, 2) resultado da substituicio
de x e y respectivamente por s e r, em P(x, v, Z), entdo temos que toda instancia
do esquema acima é um axioma.



Axioma 9zr. Axioma esquema da Separagdo (ou da Abstrag&o)

Vz4 V2 .. V2 (YU 3v V1 ({r e V) « (T € u) A Py3(% 2)))),
Dados um conjunto u qualguer e uma condigdo (formula) P(x, z), na qual
x ocorre livre e z4,...zx ocorrem livres ou ndo, existe um conjunto v que tem como

elementos precisamente os elementos de u que satisfazem a condigéo P.

A teoria de conjuntos ZFC — Zermelo-Fraenkel com escolha, & a teoria
cujos axiomas sdo os Axiomas 1z — 9zr, adicionando-se o Axioma da Escolha,

enunciado a seguir.

Axioma da Escolha: Para toda familia ndao vazia C de conjuntos n&o-vazios,
existe uma funcéo escolha, f : C - UC, tal que, para todo x € C, tem-se que

f(x) € x.

Existem diversas formulagdes mais fracas do Axioma da Escolha, adequa-
das a diferentes situaces em que pode ser aplicado. Um tratamento detalhado
dessa questao é apresentado por Omar de La Cruz e Carlos Di Prisco, em Weak
forms of the Axiom of Choice and partitions of infinite sels
(hitp://math.purdue.edu/odic/articles/weakac98, 20/08/2002).

Duas importantes formas equivalentes ao Axioma da Escolha s&o as se-

guintes:

e Principio da boa ordem: Todo conjunto pode ser bem ordenado.

e Lema de Zom: Se x é um conjunto parcialmente ordenado e toda cadeia em

x tem limite superior, entao existe um elemento maximal nesse conjunto x.

Podemos encontrar, na matematica, inimeros resultados que depen-
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dem, ainda que implicitamente, do Axioma da Escolha. Vejamos, a titulo de ilus-
tragao, o exemplo a seguir (Hrbacek & Jech 1984), que diz respeito a caracteri-

zag&o da continuidade de uma fungéo real f, num ponto a de R, e tem relacido

com este nosso trabatho.

Como e conhecido, séo equivalentes as seguintes condi¢des, que carac-

terizam a continuidade de uma fung&o real f, num ponto a € R :

() f: R - R écontinuaem a « R se,ve e R',, 35 € R, tal que [f(x) - f(a)| < ¢,

qualquer que seja x satisfazendo [x - af < § ;

(i) £ R —> R €& continua em a € R se, para toda sequéncia (Xa)nen que con-

verge para a, a sequéncia (f(x»))nen converge para f(a).

Na prova de que (i) implica (i), ha a necessidade do uso do Axioma da Es-
colha.
Negando (i), enconframos ¢ > 0 tal que, qualquer que seja 0 & considerado,

existe x, com |x-a| < & e [f(x) - f(a)| > &. Entao, para cada ke N, tomando§ = Mllz
podemos escolher x tal que |x - a <-1-{1- e f(xx) - f(a)] = €. Com isso, determina-

mos as sequéncias (Xonew € (f(Xa))nen, a primeira convergindo para a, e a se-
gunda nao convergindo para f(a}, o que representa uma negacéo de (ii). Logo,

(if) — (i). o

Concluimos esta secao com a Hipétese do Continuo, formulada e conjec-
turada como verdadeira por Cantor, em 1884

A Hipotese do Continuo afirma que ndo existe conjunto com cardinal en-
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tre §p & 2™ ou, de forma equivalente, que nao ha numero cardinal k néo-

enumeravel, tal que k <2,

Gédel, em 1839, provou a consisténcia da Hipotese do Continuo e do Axi-
oma da Escolha com ZF; e Cohen, em 1963, provou a independéncia de ambos
em relacdo aos axiomas de ZF.

Como referéncia para o estudo da teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel, sugerimos Halmos 1974, Hrbacek & Jech 1984 e Di Prisco 1997.

1.3. TEORIAS PARACONSISTENTES DE CONJUNTOS

Zermelo propds seu sistema de axiomas para a teoria de conjuntos de
acordo com a concepgdo axiomatica de Hilbert, com a introdug&o de restricbes
no Axioma (esquema) da Separacio. Nas teorias paconsistentes de conjuntos
procura-se, em geral, eliminar parcial ou totalmente as restricoes impostas a es-
se axioma.

O objetivo desta secédo € apresentar alguns conceitos e resultados das
teorias paraconsistentes de conjuntos NF; e CHU,, teorias inconsistentes e apa-
rentemente nao triviais, introduzidas por da Costa 1963a e da Costa 1986, res-
pectivamente, e motivadas pelas teorias classicas de conjuntos NF (New Foun-
dations) de Quine 1937, e CHU de Church 1974, respectivamente.

A teoria CHU, constitui a teoria de conjuntos subjacente ao célculo dife-
rencial que introduziremos no Capitulo 2.

1.3.1. Os operadores de descrigdo (1) e de abstragao (*)

A linguagem L~ de C,y~, com o simboio adicional de predicado binario “e”,
acrescentamos, por definicao contextual & /a Russell, os operadores 1 (descritor)

e » (abstrator).
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Nas definigbes a seguir, ndo tornamos explicitas as restrices usuais

correspondentes,

Definicdo 1.37. Operador 1 de descrigdo (descritor)
(@) x =1y F(y) =aet Iy (x =y A F(y) A VL (F(t) > t=y));
(b) 1y F(y) =X =ger 3y (y = X A F(y) A VE(F(Y) > t=y));
() 1y F(y) =1x G(x) =ger 3y IX (Y = X A F(y) A G(X) A
AVE(F(E) =t =y) A VEH(G(H) = t = X));
(d) x € 1y F(y) =4et 3y (x € Y A F(y) A VL (F(t) > t=y));
(€) 1y F(y) & X =ger 3y (y € X AF(y) A VL (F(t) > t=y));
() 1y F(y) € xx G(X) =ges Jy IX (Y & X A F(y) A GX) A

AVE(F() = t=y) AVt (G() - t = x)).

Defini¢cdo 1.38. Operador * de abstracdo (abstrator simples)

X F(X) =ger 1y VX (X € ¥ <> F(x)).

Observagdo. O classificador, denotado por {x: F(x)}, tem definigao idéntica a do

abstrator:
{x: F(X)} =ger X F(x).
Assim sendo, as duas expressdes sdo sindnimas.

A variavel y e considerada ligada em 1y F(y), sendo F(y) dito o escopo
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de 1y, assim como a varidvel x & considerada ligada em XF(x), sendo F(x) dito 0
escopo de X. Assim, ndo havendo em F(y) variavel livre distinta de y, ou em F(x)
variavel livre distinta de x, temos que ty F(y) e XF(x) ndo possuem variaveis fi-
vres; se existe em F(y) uma varidvel livre x, distinta de y, entao x ¢ livre no termo

1y F(y), sendo valida observaco analoga para uma variavel y em XF(x).

Definigdo 1.39.

() {X1, X2} Zdet X{X = X1 V X = Xz)
(ii) X} =get {X, X}

(i) Xey=ger—(XeY)

Adotada uma determinada definicdo de n-upla ordenada, definimos o
abstrator relacional.

Defini¢io 1.40. Abstrator relacional

R, Xpo X, F(X1,X2,0 Xn)Zger 1Y VE (t€ ¥ <> 3% 3x2 .. 30 (t = (X1.X20- 0 Xn)

A F(X1,X2,....%n))).

Definigdo 1.41. 31X F(x) =ger IX (F(X) A VY (F(y) = X =Y)).

Os teoremas, a seguir, podem ser consultados em da Costa, Béziau &
Bueno 1998.

Teorema 1.42. IX F(x) ©> Iy (Vx X ey o FX) AVZ(Vx (X ez F(X) >y =
z)). 0
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Teorema 1.43. Em uma teoria na qual é valido o Axioma da Extensionalidade:

IXFX) oIy Vx(xey o FX). O

1.3.2. A Teoria de Conjuntos NF,

A teoria de conjuntos NF de Quine, que chamamos NF,, pode ser consi-
derada como uma combinagio da teoria de tipos e da teoria de conjuntos. Sua
denominacao é extraida do titulo do artigo New foundations for mathematical fo-
gic, no qual foi introduzida por Quine, em 1937.

Um dos objetivos de Quine era estabelecer uma teoria de conjuntos, dis-
tinta da teoria ZF, livre dos paradoxos originais da teoria ingénua de Cantor.

A teoria NF trata de conjuntos, e nela existe o conjunto universal, ao con-
trario de ZF, na qual, como é sabido, n&o existe conjunto universal.

A logica subjacente a NF é o calculo cléssico de predicados com igual-

dade Cy, e sua linguagem é a de ZF, com a introdugdo dos operadores 1 e A,

por definicdo contextual, e do conceito de formula estratificada.
Sao dois os axiomas especificos de NF: o Axioma da Extensionalidade e
uma versao modificada do Axioma (esquema) da Separacio.

Definigao 1.44. Formula estratificada

Uma férmula F ¢& dita estratificada se é possivel atribuir a cada ocorrén-
cia de cada variavel em F um indice inteiro, tal que:

a) Se x &€ uma variavel e F’ & uma férmula que é parte de F, entdo a toda
ocorréncia de x que € livre em F’ é atribuido o mesmo indice;

b) Se x € uma variavel que ocorre livie em uma formula F’, entado em

cada ocorréncia particular (se houver) de vx F'(x) ou x F’(x) como uma parte de
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F, a ocorréncia de x explicitamente indicada no prefixo Vx ou ix & atribuido o

mesmo indice que as ocorréncias livres de x naquela ocorréncia particular de F’;

¢) Em cada ocorréncia em F de uma parte da forma (X € y), (xF e y),
(x e 1y F”), ou (x F’ e 1y F”) na qual x e y s@o variaveis e F' e F” sao formulas,
o indice atribuido a ocorréncia de y que é explicitamente indicada é exatamente
uma unidade maior que o indice atribuido & ocorréncia de x que é explicitamen-

te indicada.

Axioma 1nr.. Axioma da Extensionalidade (E)
Vifexeotey)—>x=Yy.
Axioma 2xr.. Axioma da Separagéo Estratificada (SE)

Jy VX ((x € y) ¢ F(x)), onde F é uma férmula estratificada.

Como a férmula x = x é estratificada, podemos definir em NFo o conjunto

vazio e o conjunto universal.

Rosser 1953 introduz a teoria NF de Quine, considerando o descritor
1 como um novo simbolo primitivo da linguagem L~ e discute o significado da es-

tratificagéo de formulas e da atribuicao de indices as suas variaveis. Uma verséo
modificada de NF & introduzida por Rosser, com o acréscimo de um novo axio-

ma, conhecido como Axioma de Contagem.

Forster 1995 (primeira edigdo em 1992) trata em geral de teorias de
conjuntos com um conjunto universal, e da especial atengao a teoria NF.
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Apresentamos, a seguir, algumas definicdes e resultados importantes de

NFg, indicando como referéncias, Rosser 1953, Forster 1995 e da Costa, Bé-
ziau & Bueno 1998.

Definigdo 1.45.

0
(i)
(iii}
(iv)
v)
(vi)
(vii)
(Vi)
(ix)
(x)
(xi)
(xii)
(xiii)
(xiv)
(xv)
(xvi)

(xvii)

XCVYZetVifte x> tey)

X, ¥, 2} =ger Vv=EXVvVEy vy =2)

V =ger X (x = x);

A =get X (X £ X);

XUY Zger V(VeEXVVeY),

XNY Zget VVEXAVEY)

X =gef V{V & X);

X=Y Zget XN Y,
m+n=def>”<3yaz(yem/\z<~znAynz=AAyuzzx);
O=eer {A};

T =aer X3y (x = {y});

27ges T+ 1,

3 =gef 2 + 1,

No=ger ZVX (0 e X AVY (yeXx >y +1eX) > 2z e X);
M<N=g3Z(Ze Noan=m +z+1);
M<N=gsm<nvm=n;

M>N Sger N <M

(xviii) mzn=g4sn<m:
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xix) (X Y) =aer {3, X, V'S

(xx) Rel(x) =get VZ (z e x = Jy 3t (z= (Y, D).

Teorema 1.46. Sao demonstraveis em NFy:
(B XCX;
(i) XCYAYSX->X=EY,

(i) Xcyaycz-o>xciz

(ivy, xcV;
v Acx
i) A=V,

(vii) 3% F(x), se F(x) for estratificada;

(i) 3% F(x)—> vy ((y = XF(x)) <> Vx (x € y & F(X)));
(iX) 3% (x=x);

x 3V,

(x) 3IX X=X);

(xii) 3A;

(i) vxvy3dt (texvtey)

(dv) Vxvy3dtitexatey)

(xv) 3{x vk

(xvi) Yy3x (xey)

6 Definigio de par ordenado de Kuratowski, adotada por Rosser 1953 — ndo coincide com a defini¢zo ori-

ginal de Quine 1937.
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(xvii) 3X;
(xviii) VX(x=x+<>xe V)
(xix) Vx(xzxeoxeld) O

Em geral, podem ser introduzidas em NF; as definicoes usuais da teoria
ZF, bem como podem ser demonstradas as relagbes usuais da teoria das alge-
bras de Boole.

Teorema 1.47. -y, 3X (X & infinito). O

O sistema NF, possui certas caracteristicas originais. Como a classe

V de todos os conjuntos é um conjunto, o conjunto das partes de V é um sub-

conjunto de V e, portanto, o Teorema de Cantor ndo & valido em geral, ndo ocor-
rendo em NFo 0 Paradoxo de Cantor; porém, o teorema permanece valido para
0s chamados conjuntos cantorianos - conjuntos A tais que# A= 559 1(A), em que
£1(A) representa o conjunto das partes de A com exatamente um elemento cada
(ver Rosser 1953).

Specker, em 1953, mostrou que o Axioma da Escolha, em sua formula-
¢ao usual, é incompativel com NF,. Entretanto, aparentemente, certas formas
fracas desse axioma nao causam dificuldades, sendo possivel, com sua inclusao

no sistema, desenvolver boa parte da matematica tradicional (ver Rosser 1953).
Entre os subsistemas de NF,, um dos mais interessantes, introduzido por
Jensen, em 1969, & o sistema NFU - New Foundations with Urelements -, que é

consistente e compativel com o Axioma da Escolha (ver Forster 1995),

Concluimos esta sec¢ao observando que, em vez de Co , poderiamos ter
empregado o caiculo de descrigdes Dy de da Costa, em cuja linguagem o simbo-
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io de descritor 1 é introduzido como simbolo primitivo, como ldgica subjacente de

NFo.
Nao entraremos em maiores detalhes, pois os operadores de descrigao e

de abstracédo, 1 e A, podem sempre ser definidos contextualmente guando néo

pertencem a linguagem da teoria de conjuntos, e do ponto de vista da consistén-

cia, tanto faz usar Cg~ ou Dy como ldgica subjacente de NFg.

1.3.3. A Teoria Paraconsistente de Conjuntos NF;"

A hierarquia de teoria de conjuntos paraconsistentes NFs, 1 <n < o, foi
introduzida por da Costa 1963a (ver da Costa 1993), tendo como lbgica subja-

cente os correspondentes sistemas da hierarquia Gy, 1<n<o.

Da Costa 1964c, 1965, 1967, 1971 e 1974; Arruda & da Costa 1964; e
Arruda 1964, 1970a, 1970b, 1975b e 1980a estudam os sistemas NF,, 1< n<o.

Neste trabalho, interessa-nos apresentar alguns resultados relativos a

tecria NF4.

A teoria paraconsistente de conjuntos NF, é introduzida substituindo-se,
em NFg, Co” por Ci, e fortalecendo-se o Axioma da Separacéo (ver da Costa,
Béziau & Bueno 1998).

Assim, a l6gica subjacente a teoria de conjuntos NF; € a logica para-

consistente C;~ e seus axiomas especificos s&o 0s seguintes:
Axioma 1ne:. Axioma da Extensionalidade (E)

Idéntico ao de NF.

17 A partir desta subsecdo substituiremos, sempre que conveniente, as expressdes “se, ¢ somente se”, €

“se._, entdo” da metalinguagem, pelos meta-simbolos “«>” e “=7.
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Axioma 2yr,. Axioma da Separagéo Estratificada (SE)
ldéntico ao de NF,.

Axioma 3nr. Axioma da Separagdo Paraconsistente (SP)

y VX1VXo VX ((X1,... %) €Y € (X4, %n) € X), 1<i<n.

Observamos que o Axioma da Separacdo Paraconsistente de da Costa
é formulado sem qualquer restricéo.

O axioma SP assegura a existéncia, em NF,, das relagdes de Russell.

Teorema 1.48. Em NF; é demonstrave!:
3Y VX1 VX2 V0 (X1, X2, Xn) € Y <> (Xq, Xo,...%n) € X)), com1<isn [

Denoctando-se por ;0 conjunto do teorema acima, temos os resultados
seguintes, observando-se gue no caso em que n = i = 1, denotando-se r11porr,

temos a formulacdo usual do Paradoxo de Russell.
Teorema 1.49. Em NF; s30 demonstraveis:

)] Tni € Ini€> Inj & Inj

(i} ni€ Ini A Inji &€ Iaj

(iif) I €Er<>reér,COMr=ry,

(v reraAnr ¢gr. O
Teorema 1.50. NF; é inconsistente. [
Como no caso de sistemas apresentados anteriormente, qualquer de-

monstrag@o em NF, continua valida em NF; se substituirmos a negacao de NF,

pela negacgdo —".
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Teorema 1.51. NF; pode ser considerado, em certo sentido, como uma exten-

sdo de NF,. O

Motivado por Arruda 1985, da Costa 1986 demonstra o resultado se-

guinte.

Teorema 1.52. A teoria NF, é nao-trivial se, e somente se, NF; € consistente. [

Temos, portanto, que a teoria de conjuntos NF; de da Costa — bem co-

mo as teorias NF;, para 1< n < @ -, & inconsistente e aparentemente nao-trivial.

Observamos que, nas teorias paraconsistentes de conjuntos, definicbes
envolvendo simbolos de negag¢io ocorrem usualmente aos pares - uma encer-

rando a negacéo fraca, —, e outra a negagao forte, —".

Convencionalmente, utilizaremos o asterisco para o segundo tipo de de-

finicdo. Exemplo:
)  Xgy=wei—(xey)
(i) xe&'y=w—'(xey)
(i) D =aer {X ~(X=X)} (OU D =ger {X: X = X})
(V) @ =aet (X =" (X =X)} (OU D" =ger {X: X %" X}).

Assim, nas teorias paraconsisientes de conjuntos das quais tratare-
mos, com excecdo das construidas sobre C,, , existem dois conjuntos vazios, e

n&o apenas um.

Notemos, porém, que a no¢do de conjunio vazio & independente da
ambivaléncia das definicdes de & e @, uma vez que “x & ndo-vazio” pode ser

expresso pela formula “Jy (y € x)”.
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1.3.4. A Teoria de Conjuntos CHU,

Para construir uma teoria de conjuntos que compatibilize os tragos rele-

vantes da teoria ZF — que n&do possui conjunto universal -, com a existéncia de

um conjunto universal, Church 1974 introduz, sob o titulo Sef theory with univer-

sal set, uma teoria de conjuntos que chamamos CHU,.

A linguagem de CHU, ¢é a linguagem L~ de ZF, sendo gque o simbolo do

descritor pode ser introduzido contextualmente, ou como simbolo primitivo da

linguagem L~ estendida.

Apresentamos, a seguir, algumas definicdes basicas de CHUq.

Definigoes 1.53.

0]
(i)
(iif)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)

(ix)

(x)

X =get {y: ~(yex)}

UX =ger {X};
{X1, X2,...,Xn} =get {X1} U {X2} L...U {Xn}:

(X1, X2,...,Xn) Zges N-Upla ordenada de Kuratowski;
X =gt W VY (Y e U TZ(ZeX Ay e 2))

I[I'x=gestuVy(yeu &Vz(zex —»ye2);

# (%) =gt {y: y = X}

trans(x) =ger VY (ye X >y X) (X & um conjunto transitivo);

con(X) gt VU VV (U exAvVveEX) > (UeVv Veuvu=v) (xéum

conjunto conexo, em relagéo a pertinéncia);

wf(x)zdefx¢®->3y(yeXAVz(zex»»ynz=®)) (x &€ um conjun-

to bem-fundado, em relagéo a pertinéncia);
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(xi)  ord(x) =qes trans(x) A con(x) A wi(x) (x € um ordinal).

Sao os seguintes os axiomas de CHUjy, observando-se que o Axioma

da Extensionalidade, Axioma do Par e Axioma da Unido coincidem com os res-

pectivos axiomas de ZF.

Axioma 1cnuo- Axioma da Extensionalidade
VX{(Xey<rXezZ)>yY=2Z

Axioma 2chuo. Axioma do Par
JuVX(Xeue (X=yvXx=2zZ).

Axioma 3cuue- Axioma da Unido
VX (XeverIdy(yezaXey).

Axioma 4cuue. Axioma da Intersecgao
vvez)»AuVx(xeuo Vy(yez—>XeY).

Axioma S5chue. Axioma do Infinito

Jv Vx (X € V «> X & ordinal finito).
Axioma 6¢cnue- Axioma da Escolha

X # & — x possui fungdo-escolha.
Axioma 7cnuo. Axioma da Separagéo

wf(v) = Ju VX (x € u < ({Xx € V) A F(X))).

Axioma 8cnuo- Axioma da Substituicdo

(Wx vy VZ (F(X, Y) AF(X, 2) > Yy =Z) AVX VY VZ (F(X, 2) A F(y, 2) > x =
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Y) AVY (Y € te IXF(X, y)) A WD) - 3v vx (x € v Jy F(x, y)).

Axioma 9cnuo. Axioma do Conjunto Poténcia
wi(v) - Juvx (X e U x V).
Axioma 10chuo. Axioma do Complemento

JUVX(XeueXez).

Observagao. Denominamos conjunto regular a todo conjunto x tal que wf(x).

Teorema 1. 54. Em CHUq existe o conjunto universal V e o conjunto vazio &:
a) Fchge X UX = V.

b) Fomwe X X = @. O

Teorema 1.55. ., Ve V.

Teorema 1.56. (Church 1974)
Se a teoria ZF é consistente, entao CHUy é consistente.

Teorema 1.57. (Fraenkel & Bar-Hiliel 1958)

Se CHUq é consistente, entdo ZF é consistente. [

Os conjuntos regulares de CHUg formam um “modelo” de ZF; logo, o
que se pode fazer em ZF, pode ser feito em CHU, (ver da Costa, Béziau & Bu-
eno 1998).

1.3.5. A Teoria Paraconsistente de Conjuntos CHU,

A teoria paraconsistente de conjuntos CHU,, aparentemente n3o trivial,
foi infroduzida por da Costa 1986, a partir da teoria CHU,, de forma semelhante
a qual NF1 foi obtida a partir de NF,. Sua lbgica subjacente, como no caso de
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NF,, é o calculo de predicados de primeira ordem C;~ de da Costa.

Os axiomas da teoria CHU; s@o os mesmos de CHUg, nos quais a ne-
gacdo — é substituida pela negagéo forte —~ de C4”, acrescidos de um axioma
que assegura a existéncia do complemento fraco e um axioma que assegura a
existéncia das relacbes de Russell, como ocorre em NF:

Axioma 11cHui. Axioma do complemento fraco
WVYX(XEVE X EZ)

Axioma 12chus. Axioma da Separagdo Paraconsistente (SP)
3y VX1 VXz... VX ({X1, X2,--., Xn) €Y €> (X1, X2,.... %) € Xi); onde 1 <n<o.
Em CHU4 temos, portanto, dois complementos para cada conjunto x;

o X =qet {y: ¥ € X} (Complemento, complemento relativo, ou complemen-

to fraco de um conjunto x)

e
e X =4t {y: ¥ 2 X} (complemento forte de um conjunto x).

Algumas propriedades dos conjuntos complementares fraco e forte, rela-
tivamente a intervalos reais, aparecem no Capitulo 2 - Sec¢&o 2.3.

Da mesma forma que, em CHU4, temos dois complementos para um
conjunto qualquer, podemos definir a diferenca de dois conjuntos quaisquer, de
duas formas distintas.

o X-Y =4 X Y (diferencga, diferenca fraca, ou diferencga refativa entre

xey)

e

o Xx="y=wrXn ¥ (diferenga forte entre x e y)
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O teorema seguinte expressa uma das principais propriedades de CHU;,
valida também em NF;.

Teorema 1.58. CHU; é inconsistente (mas aparentemente nao-trivial).

Demonstragao

1

Em CHU4, deriva-se o Paradoxo de Russell.

Teorema 1.59. (da Costa 1986)

CHUq é consistente se, e somente se, CHU, & nao-trivial. [}

Dada uma demonstragao em CHU,, substituindo-se as negacbes que
ocorrem em suas formulas pela negacéo forte —*, obtém-se uma demonstracao
em CHU,.

Teorema 1.60. CHU, esta “contido” em CHU,. [J

Com o resultado acima, CHU; é um sistema muito forte, que, em certo
sentido, contém CHU; e, portanto, também ZF.

Utilizando-se propriedades da logica C,~, demonstra-se o resuitado a
seguir, que nos da uma importante caracteristica de NF; e CHU;.

Teorema 1.61. Em NF; e CHU, é demonstravel:
VXVY (R (xey)vixeyaxey)vixe'y).O

O Teorema 1.61 estabelece as relagdes possiveis entre dois conjuntos
quaisquer, x € y, em NF; e em CHUy, sobre as quais podemos assim nos ex-

pressar:
(i} x pertenceay;
(i) x pertence ay e x ndo pertence a y;

(i) x n&o pertence a vy, no sentido classico.



Conforme da Costa, Béziau & Bueno 1998, p. 55, a situagao (ii) pode
ser interpretada como uma indeterminagao - difusa, como ocorre na légica difu-

sa, ou analoga a um terceiro valor de verdade de alguma logica trivalente.

Teorema 1.62. Em NF, e CHU, s&o demonstraveis:
a) xeyP > ((xeya-"xey)vxey) e y)

b) (x e y)° = ((xgy) e (xe )

Os teoremas de Godel, Church e Tarski podem ser adaptados as teorias

NF; e CHU;, bem como a muitos outros sistemas paraconsistentes (ver da Cos-

ta 1971).

Teorema 1.63. Em NF4, e CHU, s&o demonstraveis:

() Vx3yx="y)

(i) 3x3Jy x="y)

(iiy = VxVyX=y)

(iv) x# x—>F;

(v) VxVyX=y)°—> - 3x(X#X);

(vi) (x=x°—> =" (X#X);

Wiy (x=y)° A=(x=y)’ >F;

(viii) Vx Yy (x=y)° > =" X Iy(X =y AX#Y);

(iX) 3xs Iz ... In (X1 # X2 A X2 EX3A ..o A Xnt 3 Xp AXIE Vaxge VAa

AXpe V). C

Teorema 1.64. (Devido a Weitheyser, ver da Costa & Béziau 1998)
Em NF; e CHU, s&o demonstraveis:

() IxIyx=y)

(i) vxIy=y° O
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A seguir, apresentamos algumas propriedades interessantes dos conjun-
tos de Russell, nas teorias NF; e CHU;. Recordamos que r equivale ao conjunto

It

Teorema 1.65. (Arruda 1980a).

~Cplpc pltlcr. O

Teorema 1.66. (Arruda & Batens 1982)

X ({x, t} e ). O
Teorema 1.67. (Arruda & Batens 1982)
ur=V. O

Corolario 1.68. Em NF4, r nao ¢ cantoriano. O

Teorema 1.69. U r,;=V.C

Observacéo. Como, para todo x, {{X, r}} € r, pode-se introduzir uma nova rela-

¢ao de pertinéncia em CHU, do modo a seguir.

e {ly, B =werxey.

Assim, conforme da Costa, Béziau & Bueno 1998, r pode ser conside-

rado uma espécie de “modelo interno”, contendo, N°, Q*, R”, os ordinais e os

cardinais - todos construidos com o uso da negacao forte -, do que podemos
inferir que se trata de um conjunto extremamente grande.

Teorema 1.70. r & infinito. O
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Definindo-se adequadamente cardinal fortemente inacessivel, temos:

Teorema 1.71. O cardinal de r é fortemente inacessivel.

Devido ao Teorema 1.60, podem ser desenvolvidas em CHU, (e também
em NF), como em CHUp e em NF,, as teorias dos ordinais e dos cardinais.

Por outro lado, como o Axioma da Escolha & incompativel com NFg,
isso também ocorre com NF4, o que redunda em sua inadequagao, em termos
gerais, para o desenvolvimento de teorias matematicas. E, sendo o Axioma da
Escolha independente dos demais axiomas de CHUy, temos que esse axioma &,
também, um axioma independente de CHU4, o que possibilita a methor adequa-

cio desse sistema para o desenvolvimento de teorias matematicas.

Observamos que, de acordo com da Costa 1986, podemos construir
uma hierarquia de teorias de conjuntos CHU,, 1 <n<o, cujas logicas subjacen-
tes sdo0 os correspondentes sistemas Cy, 1 < n <o, de da Costa — cada uma

dessas teorias contendo a teoria CHUp.
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CAPITULO 2

INTRODUGCAO AO CALCULO DIFERENCIAL PARA-
CONSISTENTE DE DA COSTA

A andlise ndo-standard™, introduzida por Abraham Robinson (ver Ro-
binson 1996), pode ser considerada, sob certo ponto de vista, como uma exten-
$&0 ou como uma alternativa & analise matematica classica.

Originalmente publicada como artigo nos Proceedings of the Royal Aca-
demy of Sciences of Amsterdam, em 1961, sob o titulo Non-Standard Analysis,
essa obra é editada como livro em 1966 e, ap6s ser revisada por Robinson em
1973, tem sua segunda edicio lancada em 1974 - versio que é reeditada em
1996 (ver Robinson 1996).

O tratamento dispensado por Robinson as quantidades infinitesimais re-
flete de forma precisa, segundo Stroyan & Luxemburg 1976, as idéias originais
de Leibniz.

A logica subjacente a andlise ndo-standard de Robinson é uma I6gica de
ordem superior, com uma semantica (estruturas) n&o-standard™. S&o introduzi-

das por Robinson, na construgéio de sua andlise, extensdes do conjunto R dos

numeros reais e do conjunto N dos naturais, denotadas por *R e *N, respectiva-
mente, e denominadas conjunto dos ndmeros hiper-reais e conjunto dos nime-
ros hipernaturais (ou hiperinteiros positivos).

A anélise ndo-standard de Robinson propicia um método alternativo, ri-
goroso e fecundo para a manipulagdo dos infinitésimos e dos infinitos.

*® A denominagdio andlise ndo-standard deve-se, segundo Robinson, principalmente ao fato dessa teoria
envolver modelos nio-standard da arirmencs,
** Como referéncia para teoria de modelos, ver Chang & Keisler 1992
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A propria analise infinitesimal classica nos garante um tratamento rigo-
roso dos infinitésimos e dos infinitos, interpretando-os como fungbes apropriadas
que tendem para zero ou para o infinito, respectivamente.

Ha, entretanto, reconstrucdes paraconsistentes do calculo, que refletem
bemn certos aspectos tedricos e aplicados do célculo cléssico, como em Morten-
sen 1990 (ver da Costa, Béziau & Bueno 1998).

Nessa outra perspectiva, da Costa propde um célculo diferencial para-
consistente, como uma das varias teorias inconsistentes, mas nao-triviais, que
podem ser desenvolvidas com o uso da logica paraconsistente e da teoria para-
consistente de conjuntos, satisfazendo o assim denominado Principio de
I'Hospital {(ver da Costa 1996):

On demande qu'on puisse prendre indifféremment I'une pour I'autre
deux quantités qui ne différent entrelles que d’une quantité infiniment
petite: ou (ce qui est la méme chose) qu'une quantité qui n'‘est augmen-
tée ou diminueé que dune autre quantité infiniment moindre qu'elle,
puisse étre considérée comme demeurant la méme...

Procuramos desenvolver, neste capitulo, o célculo diferencial paracon-

sistente esbogado por da Costa.
Para isso, tendo como teoria de conjuntos subjacente a teoria classica

ZF, a seguir, nos dominios da matematica tradicional, construimos duas estrufu-

ras algébricas, 7 e ", que sdo extensdes do corpo R dos numeros reais - 4 é

um anel, e 4° um quase-anel, assim denominado pelo fato de sua estrutura lem-
brar um anel, embora suas operagdes ndo sejam definidas globalmente, mas
apenas de modo parcial. Os elementos de {1 e de " serdo denominados nume-

ros hiper-reais, reais generalizados, ou, simplesmente, g-reais, dentre os quais

incluem-se os numeros reais usuais - Rc d o™

* Simplificadamente: “duas quantidades finitas que diferem por uma quantidade infinitamenie pequena. sac
igmais”.
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Veremos que {1 constitui um continuo nao-arquimediano, sem nimeros
infinitos, e " também constitui um continuo nao-arquimediano com infinitésimos
e infinitos. Alem disso, 14 e 10" ndo s&o linearmente ordenadas pela relagdo <.

De acordo com da Costa (ver da Costa, Béziau & Bueno 1998, p.91),
sob certos aspectos, uma analise infinitesimal fundada em 4 ou 14", mesmo estri-
tamente consistente, remete-nos as idéias dos pioneiros do calculo, como New-
ton, Leibniz, os Bernoulli, de 'Hospital, etc. Incorpora, talvez, algumas das intui-
¢oes de Cauchy, apresenta estruturas que tém entre suas motivacdes a idéia de
Skolem de representar ndmeros infinitos por sucessées ou fungdes divergentes,
e possui conexdes com os trabalhos de Schmieden & Laugwitz 1959, e Laug-
witz 1961a e 1961b. Com isso, 1 e 14" podem ser tomadas como base para uma
sistematizacio da analise classica tradicional com infinitésimos e infinitos. Neste

trabalho, porém, nao trataremos dessa questao.

Para o desenvolvimento de um caiculo diferencial paraconsistente satis-
fazendo o Principio de I'Hospital, adotamos como teoria de conjuntos subjacente
a teoria CHU, de da Costa, com sua iégica subjacente C;~, como introduzido por
da Costa e Doria em Novos fundamentos para o célculo diferencial, pré-
publicagé@o de 1990 (da Costa & Déria 1990), por da Costa em Paraconsistent
Mathematics, pré-publicacdo de 1996 (da Costa 1996); e como em da Costa,
Béziau & Bueno 1998 e da Costa 2000.

AplicagGes do calculo diferencial paraconsistente, ilustrando como, sob
determinados aspectos, pode ser considerado como uma extensdo do calculo

classico, sao apresentadas no final deste capitulo.

Com o propésito de facilitar a compreensao e o manuseio das férmulas,
evitamos escrevé-las com o uso dos simbolos de descrigao e de abstracao.
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2.1. O anel d dos numeros hiper-reais.

Nesta secéo estendemos o anel R dos numeros reais ao hiperanel {1 dos
numeros hiper-reais, através da introdugao das variaveis infinitesimais e dos infi-
nitésimos.

Sejam |, | ¢ R, um intervalo real fixadoe a, a € |, um elemento do interior

de .

Definicdo 2.1. Variavel infinitesimal
Fixados o intervalo real | e o ponto a pertencente ao interior de |, defini-

mos uma varidvel infinitesimal como uma fungéo real . 1 ¢ R - R, tal que

lim f(x) = 0°.

X—>a

Com o conjunto das variaveis infinitesimais, que denotaremos por 0, po-

demos definir o conjunto dos ndmeros hiper-reais.

Exemplos. E facil ver, fixados um intervalo real / e um ponto a do interior de I,
que f(x) = x - a e f(x) = (ax?)"*- a s&o variaveis infinitesimais.
Nos dois casos, a fungéo f(x) fende a zero quando a variavel x tende ao

ponto a.

Defini¢ao 2.2. Conjunto dos nimeros hiper-reais
Fixado o intervalo | ¢ R e a € |, o conjunto dos numeros hiper-reais, de-

notado por 4, € assim definido:

A=t {(r.H:TeRefe T}

2! Jgualmente podermn ser usados limites laterais na defini¢do das variaveis infinitesimais, observando-se que
o conceito de imite aqui utilizado é o classico.
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Os numeros do conjunto 4 s&o também chamados nidmeros reais gene-

ralizados, ou, simplesmente, g-reais.

Observagado. Poderiamos denotar o conjunto { dos niimeros hiper-reais, acima
introduzido, por €i(l,a). Entretanto, considerando que o intervalo | e seu ponto
interior a estao fixados, simplificamos a representacdo desse conjunto, denotan-

do-o por .

Definigao 2.3. Infinitésimo
Chama-se infinitésimo a todo nimero hiper-reai da forma 0, f),emquefé

uma variavel infinitesimal.

Observagdes.
e Para cadar € R, o conjunto de hiper-reais da forma {r, T) & dito ménada

de r, 0 que denotamos por [r].
A mbnada do zero, em particular, é o conjunto constituido pelos infinité-

simos.

» Observamos que cada niimero r € R pode ser identificado com o hiper-

real da forma (r, 0), dito um ndmero real standard.
» Como a fungdo identicamente nula f(x) = 0 pode ser considerada uma
variavel infinitesimal, entao o ndmero real 0, identificado com o hiper-real (0, 0),

pode ser considerado um infinitésimo.

Definicdo 2.4. A igualdade, ou identidade, de dois niimeros hiper-reais de 4, (r,

f) e (s, g), denotada por “=", é assim definida:
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(,fy=(s, g)se, esomentese, r=sef=g.

Definigdo 2.5. A adigdo (+) e a multiplicagdo (x) de dois nimeros hiper-reais de

-+, séo definidas por:

(l) <rs f> + <S! g> =def <f + s, f+ Q>,

(ii) ¢r, ) x (s, @) =uet (rs, rg + s + fg).

Utilizamos a notacao “+”, na definicdo anterior, tanto para representar a
soma de dois nimeros hiper-reais quanto para representar a soma de suas par-
tes, reais ou infinitesimais. Quanto a multiplicagdo, utilizamos a notagéo “x” para
o caso de dois numeros hiper-reais, e um ponto, normaimente omitido, para o
caso de dois nimeros reais, ou duas fungbes reais, ou ainda um numero real e

uma fungao real.

Observacdo. De acordo com a Definigao 2.5, (r, f) = (r, 0) + (0, f), ou simpies-
mente r + £ , em que r denota o hiper-real {r, 0), e ¢ denota o infinitésimo (0, f).
Assim, todo nGmero hiper-real (r, f) pode ser vistc como a soma de um namero
real standard com um infinitésimo:

r,fH)=r+e.

Definigdao 2.6. O oposto de um nimero hiper-real qualquer {r, f), que denotamos

por — (r, f), & definido por:
- (r! f) ~def <"rs '"f>'

Definigdo 2.7. A subtragéo (~) de dois numeros hiper-reais de 1 € assim defini-
da:

O B-(s, @ =qer(r, H+ (- (5, ) =(r-5,f-0).

73



K, e

Teorema 2.8. ({4, +, x, 0, 1), com as operacoes “+” e “x” acima definidas e os
elementos “0" e “1” representando, respectivamente, o hiper-real nulo (0, 0y e o

hiper-real (1, 0), & um anel comutativo com unidade.

Demonstragao
a) (1, +) é um grupo comutativo,

a1) Podemos verificar que a relagdo de igualdade e a adicao de 4 estéo
bem definidas:

s(rnh=(s,geor=sef=g, emquer=seéumaigualdadeemR, ef=g

€ uma igualdade de fungbes definidas num intervalo real I, com valores em R,

convergindoparalema e |.

» Na soma de dois nimeros hiper-reais, (r.fyes, gy r+séumnimero
real standard, uma vez que r e s s&o nimeros reais standard, e f + g é uma fun-

¢ao real definida no intervalo real | satisfazendo lim (f+g)(x) = 0, uma vez
X—>a

que lim f(x)= lim g(x) = 0.
X-—>a X @
ay) Propriedades da adigdo que caracterizam um grupo comutativo.

* Associatividade da adicgo:
A propriedade associativa é valida para (4, +), em decorréncia da estru-
tura de corpo de (R, +, ., 0, 1) ede(F, +, ., 0, 1), este dlitimo o corpo das fun-

ghesreaisf. | c R > R, com fim f(x)= 0
X -»ael

(D +(s, Py + <t Wy =ger(r+s, f+g)+ L, h)
“det {((r+s)+t, (f+g)+hy=(r+(s+1t),f+(g+h)
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mdef <r| f> + <S + t! g + h> =def <r: f> + (<51 g) + <tl h>)
« Comutatividade da adic&o:

A comutatividade em &, igualmente, decorréncia imediata da comutati-

vidade da adicdo de numeros reais e da adic&o de funcdes reais:

(r,H+(s, Q) Zaer{r+s,f+g=(s+r,g+D =gt (s, P + (. D,

em que
lim f(x) = lim g(x} = 0= lim (f + g)(x) = lim (g +f}(x) = 0.
X-—>a X->a X—>a X—a

» Existéncia de Elemento Neutro.
O elemento neutro da adicdo existe, e corresponde ao par (0, 0), com-

posto, respectivamente, pelo nimero real zero e pela fungao constante zero, isto

e 0l->R.
Usando as propriedades da soma de nimeros reais e soma de fungdes
reais, temos:
0,0 +4(r, N =ger (O +1, 0+ ={r, T)
e

r,f)+(0,0)Zqer r+ 0, f+0)=(r, ).

Logo, (0, 0) é elemento neutro de (4, +).

o Existéncia de elemento simétrico.

Todo niimero hiper-real possui um elemento simetrico (oposto).

Pela Definicdo 2.5 temos que {1, f) + (-1, -f) =aer (r + (-1}, T+ () = (0, 0},
e, analogamente, {-r, -f) +{, f) = (0, 0).

Portanto, (d, +) & um grupo comutativo.

b) Vamos mostrar agora que ({1, x) & um semi-grupo comutativo.

b4} Inicialmente verificamos que a operacéo “x” esta bem definida.
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Dado o produto (r, f) x (s, g} =ges (s, rg + fs + fg), temos que rs € um no-
mero real standard, e rg, fs e fg sdo funcdes reais definidas em |, resultantes do
produto de uma funcgao de U por um nimero real standard, nos casos de rg e fs,

e do produto de duas fungdes reais de 0, no caso de fg.

Observemos, agora, que

im (rg)(x) = rlimg(x) = 0,
X—>a X—a
GeR

lim (fs)(x) = lim (sf)(x)=s| limf(x) | =s0=0,
X->a X—a X->a

meuu\,—n.—-—J
teR

lim (fg)(x) = lim (f(x). g(x)) = limf{x) .lim gx)=0.
X—»a X—>g

X—a Xer @
\-——.—v._._..J
t=R 0eR

Além disso, rg + fs + fg também é uma fungdo de | em R, com

lim (rg +fs +fg)(x) = lim (rg (x) + f(})s + fx)g(x)) =
X—»a X—>a
=71 lim g(x) +s lim f(x) + lim f(x) lim g(x) = 0.
X—>a X—a X->a X~»a
Logo, a multiplicacdo x esta bem definida.

b2) Propriedades da multiplicagdo que caracterizam um semi-grupo co-
mutativo.
* Associatividade da multiplicagao:
(r, £ x ((s, @) x (t, h)) =qer (1, ) x (st, sh + gt + gh)
=dget (r(st), r(sh + gt + gh) + f(st) + f(sh + gt + gh))
= (rst, (rsh) + (rgt + fst + fgt) + (rgh + fsh + fgh))
= ((rs)t, (rs)h + (rg + fs + fg)t + (rg + fs + fg)h)
=def (S, 1g +fs +1g) x (1, h) =qer (1, ) x (s, ) x (t, h).
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Logo, a multiplicagao de hiper-reais é associativa.

» Comutatividade da multiplicagao:
r, ) x (s, g) =qer {rs, rg + fs + fg)
={sr, sf+gr+gf)=(, g x{.hH.
Logo, a multiplicagdo x é comutativa em .

» Existéncia de Elemento Neutro

Finaimente, & facil ver que o nimero hiper-real (1, 0) & elemento neutro
da multiplicacéo x, pois {r, f) x {1, 0y = {r1, r0 + 1 + f0) = (r, f), 0 mesmo valendo
para (1,0) x(r, f).

Portanto, (4, x) & um semi-grupo comutativo.

Concluimos, entao, que (4, +, x, 0, 1) & anel comutativo com unidade. O

Observagdo. A estrutura de corpo (R, +, ., 0, 1) pode ser vista como um subanel

de (4, +, x, 0, 1), pela identificacdo de todo par da forma (r, 0) com o numero reat

r.

Definicao 2.9. Os elementos do anel 11 do tipo (r, f, com r # 0 e f(x) = -, para

todo x, sdo inversiveis, sendo o seu inverso, denotado por (T, !, dado por

i 4 ~f
(1, B =aer {1 ,W)-

A divisdo entre elementos do hiperanel d pode ser agora definida.

Definigao 2.10. Dados dois numeros hiper-reais de 1, (s, g) e (r, ), com r= 0t

(s, @) +{r, ) =aer (8, @) x(r, {y".
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A divisdo pode ser assim estendida para o caso de divisores e dividen-
dos hiper-reais infinitesimais, & = (0, g) e £ = (0, f). Consideramos gue devemos
poder determinar k = (r, h), tal que

0. =<0, 9)=4r, h),
isto &,

0,f)=(r, h)yx (0, g)=(0, (r + hyg).

Logo, f deve ser tal que f = (r + h)g, e podemos escrever que

0, =10, g)+n(0, g}, comn = (0, h).

Assim sendo, temos 0s seguintes casos:

. f(x
e Se |Im--(-—) = I, com r real standard, entao
x~ag(x)

{0,g)+ {0, ={r, h), com hzé—mr;

e Se fim ——(——) = o0 entdo
X—>a g( )

(0, 9)+ (0, f) = (0, —f—>

e lim 1 ¢ jim 90

= nao existem, entao
o gx) © *Db e M20 & ?

nao existem os quocientes (0, g)/(0, f), e (0, ) /¢0, g).

L]

A relaga@o de ordem “<’, de R, pode ser estendida a .

Definicao 2.11. (r, f) < (s, g) se, e somente se, r<s, our=se f) <g(x), vx e l.

A relagéo de ordem < pode ser definida em {4, como usuaimente.

Definicdo 2.12. (r,f) < (s, g) se, e somente se, rH<(sgourf=(s, g
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No hiperanel 11 a relacéo de ordem < ndo é linear. Dado um nimero hiper-
real (r, f) qualquer de 4, a variavel infinitesimal pode ser nula (f(x) = 0, para todo
x), ndo-negativa (0 < f(x), para todo x), positiva (0 < f(x), para todo Xx), nao-
positiva (f(x) < 0, para todo X), negativa (f(x) < 0, para todo X), ou nenhum dos
casos (f alterna valores positivos e negativos em seu dominio). Se o ultimo caso
ocorre com as partes infinitesimais de dois numeros hiper-reais distintos (r, f; e r,

g), entdo esses nimeros podem ser incomparaveis, segundo <.

Os nGimeros hiper-reais maiores (ou iguais) que 0, s&o 0s hiper-reais posi-
tivos, os menores que 0 s@o os hiper-reais negativos. Um infinitésimo positivo {0,
f), onde f ndo se anula em |, diz-se estritamente positivo ou positivo estrito; ana-
logamente, temos os infinitésimos estritamente negativos. Denotamos o conjunto
dos hiper-reais positivos, com o (0, 0), por «* e o conjunto dos hiper-reais nega-

tivos com o {0, 0), por 1.

O valor absoluto de um nimero hiper-real pode ser definido como uma

funcao | . 4 — 4"

Defini¢do 2.13. O valor absoluto, ou médulo, de um namero hiper-real {r, fy de 4,

denotado por | {r, f}| , @ definido por:

a) |, | =qer (r, ), 82 (0,0) < (1, HHer=0;

b) ‘(r,fﬂ*def—(r,f):(»r, -, se(r,f)<0,0er=0;

c) 140, | =aer 0, ¥F? ), com (k) = (f(K))°.

Definigio 2.14. A ordem de um infinitésimo qualquer, (0, g), relativamente a um

infinitésimo (0, f), é definida por:
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a) (0, f) e (O, g) possuem mesma ordem se iimm =b, sendo b um ndmero real

-2 g(x)

standard diferente de zero.

b) A ordem de (0, f) é superior a de (0, g) selim -SL(% =0.

fx)

lat*

c) {0, f) & de ordem k relativamente a (0, g) se lim =b, para b um nimero

real standard diferente de zero.

Dois infinitésimos (0, f) e (0, g) sdo ditos equivalentes quando

lim 1X) _ 4.
X35 g(x)

Exemplos.
a) Para o caso particular em que a = 0, na Definic&o 2.1, temos que

sen(x)

f(x) = sen(x) e g{x) = x sdo variaveis infinitesimais. Como Iiﬂ =1, temos,
X

também, que estas varidveis infinitesimais sdo equivalentes.

b} Se, na Definicdo 2.1, a = 1, temos que ) =(2x-2)x eg(x) =x-1

sdo variaveis infinitesimais. Como lim (2x-2)Ix _ lim (2x-2) im2 = 2, temos
x—1 X -1 x—'1 x(x -1 ) N

que as duas variaveis infinitesimais s&0 de mesma ordem, mas nao equivalen-
tes.

¢) Se, na Definicdo 2.1, a = 0, é imediato ver que f(x) = x* & uma vari-
avel infinitesimal, com ordem superior & ordem da variavel infinitesimal a(x) = x.

2
Neste caso, como nm(—x}? =1, temos que a ordem de f(x) = x>, relativamente a
x—=0{ X

gx)=x, &2
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Podemos verificar, sem dificuldades, que a soma de um infinitésimo (0, )
com um infinitésimo (0, g), de ordem superior, resulta num infinitésimo de mesma
ordem que (0, f), e que a diferenga de dois infinitésimos equivalentes resulta num
infinitésimo de ordem superior & dos mesmos. O teorema seguinte esta relacio-

nado com © primeiroc caso.

Teorema 2.15. Se (0, f1), (0, f2),....(0, f) s@o infinitésimos de ordens distintas
entre si, entdo sua soma € um infinitésimo equivalente ao de menor ordem, fj, 1<

jsk
Demonstragao

0, )+ ...+ 0, o= 0, f1+ ...+ o)
e

fim (f+ ...+ f) (x) = lim f(x) + ... + lim fik(x) =0+ .. +0=0,
X-ya X—>8 X—>3
em que fi+ ..+ fx éumafuncdodelemR.
Logo, a soma dos infinitésimos & um infinitésimo.

fo +..+F 4+ F X
Agora, lim & : )
X8 f;‘ (X)

_ — 9

im 2= 4.+ lim =—+..+Ilm — =1

x—>a f;(X) x—a Fi{X) x—»a F(¥)
Logo, (0, f1) + ... + (0, fi) & equivalente a {0, f). 0

Observagao. O hiperanel 4 é uma estrutura ndo-arquimediana, uma vez que
dado um ntmero hiper-real positivo r qualquer, ndo podemos afirmar que exista

um namero natural standard n tal que seja valida a desigualdade 0 < 1/n <.

O hiperanel d ndo é anel de integridade, pois possui divisores de zero.
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satisfeitas por essa estrutura, razéo pela qual iremos denomina-la, conforme da
Costa & Doria 1990, da Costa 1996 e da Costa, Béziau & Bueno 1998, um
quase-anel.

Utilizaremos, para as relagbes e operagbes de 71", as mesmas notactes

adotadas para as relagdes e operacdes de 4.

Definicdo 2.20. /gualdade (identidade)
Dois nimeros hiper-reais infinitos (u, 0) e (v, 0) sdo iguais, ou idénticos,
{u, 0) =<v, 0), se, e somente se, as variaveis infinitas u e v sdo iguais, isto é, u =

v, com possivel excecao do ponto a.

Dois nimeros hiper-reais finitos de 11" sdo iguais, de acordo com a Defi-
nicdo 2.4, quando suas respectivas partes reais e infinitesimais sao iguais entre

si.

Observagao. Nas definigbes das operacdes em 1", a seguir, as condi¢des relati-
vas aos casos envolvendo apenas elementos finitos coincidem com as condigoes

ja introduzidas nas definicdes das operagbes correspondentes em .

Definigdo 2.21. As operagbes de adigdo e multiplicacéo de dois niimeros hiper-

reais de 11" s&o definidas, com (r, f) e (s, g) finitos, e (u, 0) e (v, 0} infinitos, por:
e Adicao (+)

(i} L+, =uer (S, @+, N Zger {r+s,f+ @)
(”) (V, 0) + <f, D =def (I‘, f> + <V1 0> Zdef <V +7, 0)

U, 00+ (v, 0) =y (v, 0)+(u,0) =, (u+Vv,0),se iiﬂ';a(u +V) =
(iii) U,0) +(v,0) ={(v,0) +(u,0) =4, ., se Lig(u +v)=remquef=r—(u+v)

(u, 0y +(v,0) e (v,0y+{u,0) ndo estdo definidas nos demais casos
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o Multiplicagao (x)

) . fHx(s g =der(rs, rg+fs+ fa)
(i) (u, 0) x (v, 0} =ger (v, O) x {u, ) =qer (uv, 0}
(i) <u, 0y x {r, ) =ges (T, f) x {U, 0) =ges (ur, 0), ser = 0.

U, 0)x(0, ) =4 (0,F)x(U,0)=; (uf, 0), 58 lim(uf) =co

W) (U, 0y x{0, ) =4 (0.F)x(U,0) =4er {0, uf),se E_q}a(uf) =0

(u, 0y x €0, e (0, f) x (u, 0) ndo estéo definidas nos demais casos.
E facil a verificagio de que as operagdes de adicéo e multiplicaggdo em "

s80 associativas e comutativas.

Definicdo 2.22. O oposto de um nGmero hiper-real infinito (u, 0) é o nimero hi-

per-real infinito, denotado por — (u, 0), definido por:

- <u1 0) Sdef <_uv 0>

Definigdo 2.23. A subtracdo de dois nimeros de {1 € definida pela soma do pri-

meiro com o oposto do segundo.

Definigdo 2.24. Dado um nimero hiper-real infinito (u, 0), seu inverso, denotado

por (u, 0y, & o infinitésimo (0, u™), isto é:

(u, 0y =4er(0, U™,
com jim u™'(x) = 0.
X3

Analogamente, sob certas condigdes, se (0, f) € um infinitésimo, entao &,

0) é o infinito inverso de (0, ).

Definicio 2.25. (0, ) " =g (¥, 0), com
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fim f(x) =0 e lim f~*(x) = (u, 0), com u variavel infinita.
X—a X—>a

O inverso de nimeros finitos (r, ) de 9" é definido, como vimos anterior-

mente, por (r, ! =g (r”, —"f-—>, sob a condicao de que r(f(x) + ) = 0, para todo

r(f+1)

x do intervalo | fixado.

Com o auxilio das definicdes acima, a operac¢io de divisdo entre elementos

de 1" pode ser definida.

Definic@o 2.26. Divisdo entre nimeros hiper-reais de 9’

O quociente de dois numeros hiper-reais infinitos de 14° é o resultado da

multiplicagdo do primeiro pelo inverso do segundo.

A relag@o de ordem de 1, <, estende-se naturalmente a 9", e a compara-
¢ao entre dois hiper-reais infinitos é feita de forma semelhante a que vimos para

infinitésimos.

A seguir, estendemos a definicdo de valor absoluto para o conjunto ",

como uma fungdo | |1 4" - 4™

Definigdo 2.27. Dado um nimero hiper-real de 11°, seu valor absoluto, ou modu-

lo, & definido por:

i} Se o numero é finito, (r, f), entdo seu valor absoluto & definido conforme a Defi-

nicao 2.13.

ii) Se o numero ¢ infinito, (u, 0), entdo seu valor absoluto é:

U, 0 =qer (VU? , ), com UR(K) =ger (u(K))2
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Definicdo 2.28. Dados dois numeros hiper-reais infinitos (u, 0) e (v, 0}, temos:

(i) Os numeros (u, 0) e (v, 0) possuem mesma ordem se, e somente se, dado um

namero hiper-real standard positivo N, existe um numero hiper-real standard

u)

v(X)

<Me V() <M, para todo x e | satisfazendo |x - a] <

u(x)

positivo M, com

N.

(i) O nimero {u, 0)tem ordem superior a do ndmero (v, 0) se, e somente se,

im Y& <o,
x—sa U(X)
Observagoes.

« Decorre do item (i) da Definigéo 2.28 que dois nimeros hiper-reais infi-

u()

=b,combe
—a V(X)

nitos (u, 0) e (v, 0) sdo de mesma ordem se, e somente se, hm

Reb=0.

« Quando, no caso anterior, b = 1, os numeros infinitos (u, 0} e (v, 0) sao

equivalentes.

s *, assim como 4, € uma estrutura nao arquimediana. Dados dois no0-
meros hiper-reais positivos quaisquer a e b, com a < b, ndo podemos garantir a
existéncia de um numero natural standard n tat que b < na, uma vez que pode-

mos terb e 9" - 1.

Conceitos e topicos do calculo tradicional podem ser expressados na lin-

guagem de infinitésimos e infinitos de {1". Observamos que " constitui, de certa
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forma, um modelo de um calculo com infinitésimos e infinitos, que pode ser for-
mulado abstratamente, através de axiomatizagdo - ver os artigos menciocnados
de Schmieden e Laugwitz. Por exemplo, podemos estender a 14 o conceito de
intervalo, ou, como & mais natural, o conceito de hiperintervalo, ou intervalo hi-

per-real.

Definicdo 2.29. Um intervalo hiper-real fechado, ou um hiperintervaio fechado T
de " (ou de ), determinado por dois nimeros hiper-reais finitos, a = (s, g)eb =
{t, h), com s <t, & um subconjunto de 11", denotado como no caso de intervalos
reais por [a, b], & definido por

[@, bl Zaet {n D (L H=(s, P VL D= M) vr=s) (@< D vr=1 A
(f<h))v(s<r<t)}

Se os extremos a e b sdo nimeros reais standard, a definicdo acima de
intervalo [a, b] ndo apresenta maiores problemas; mas se os extremos nao sio
numeros standard, entdo os intervalos I ndo possuem necessariamente as mes-
mas propriedades dos intervalos reais.

Como ocorre com a andlise ndo-standard de Robinson, a presenca dos
infinitésimos torna o célculo infinitesimal Dedekind - incompleto, isto &, podem
existir conjuntos de nimeros hiper-reais limitados superiormente, que nao tém

supremo.

Hiperintervalos abertos, hiperintervalos semi-abertos e hiperintervalos
ilimitados podem, de forma analoga a classica, ser definidos. Consideremos, a
titulo de exemplo, a definicio de hiperintervalo aberto.

Definigao 2.30. Um hiperintervalo aberto (a, b) de §*, a = (s, geb={ h),é
definido por

(@,b) =aer {(r, D 1 ¢s. @) < (r.f) < ¢t )},
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Definigdo 2.31. Um nimero hiper-real finito ¢ é dito ponto de aderéncia de um

conjunto B ¢ 11" se, e somente se, para todo infinitésimo ¢, € > 0,

(c-s,cteynB=J.

Definigdo 2.32. Como no caso classico, definimos o fecho de um conjunto B ¢

4, denotado por B, como o conjunto formado por seus pontos de aderéncia.

Teorema 2.33. O fecho de um hiperintervalo aberto (a, b) é 0 intervalo fechado
[a, b].
Demonstra¢ao

Basta observar que, como no caso classico, dados infinitésimos positivos
quaisquer g; e &2, existe um nimero natural ng tal que, se n > np, entao I(a + 1/n)
_al<ere |b—(b-1/n)l<sey ou seja, a e b sao pontos aderentes de [a, b]. Ago-
ra, se (c-g, c+¢) < (a, b) para todo infinitésimo positivo €, entdo, comoa<c b,

temos que ¢ é ponto de aderéncia de (a, b). Logo, todos os pontos de aderéncia

de (a, b) pertencem ao intervalo fechado [a, b), e, portanto, (a,b) = [a, b]. G

Como ja temos um modelo classico do calculo com infinitésimos e infini-
tos @, vamos ver, a seguir, como podemos delinear, a partir de 47, uma teoria
paraconsistente do calculo diferencial, tendo como logica subjacente o calculo de
predicados paraconsistente C+" , e como teoria de conjuntos subjacente a teoria
CHU, de da Costa.

Os desenvolvimentos formais séo elaborados utilizando-se, muitas ve-
zes, adaptacdes de Mortensen 1990 e Chuaqui & Suppes 1995.

89



Como o célculo paraconsistente que desenvolvemos origina-se da inter-
pretacéo na estrutura classica ", ele é ndo-trivial - embora inconsistente -, des-
de que a analise classica seja consistente.

2.3. Um Calculo Diferencial Paraconsistente

Vamos iniciar a construgéo, a partir de 9°, de uma teoria paraconsistente
P do calculo diferencial, proposta por da Costa.

A linguagem L de P & a linguagem de C;°, estendida a linguagem de
CHU;4, com simbolos funcionais, na qual lidamos com os elementos de «". Para
isso, introduzimos constantes especiais para nomear os individuos da estrutura
d’; o predicado <; as operagdes de 4*: e trés especies de varidveis individuais,
para denoctarem, respectivamente, hiper-reais finitos - r, 8, ... - infinitésimos - §, ¢,
... =, @ infinitos.

A logica subjacente a P é o célculo paraconsistente de predicados de

primeira ordem com igualdade C+, e a teoria de conjuntos subjacente é a teoria
paraconsistente de conjuntos CHU; de da Costa.

A partir de agora, chamaremos indistintamente hiper-reais de *
aos individuos - nimeros hiper-reais - da estrutura de quase anel " (e do anel

1), € aos nomes de individuos de ", da linguagem estendida de C;~.
Introduzimos em L, a seguir, por definicdo, o predicado “ = “.

Defini¢édo 2.34. O predicado de igualdade generalizada, ou identidade generali-

zada, denotado por “ =", é definido por:

1=ty =ger s - o = g,



com 1 e t, termos da linguagem, € infinitésimo, e = o predicado primitivo de igual-

dade de L.

Além disso, para —{t; = t2), definimos:

t F =g i 212

O conceito de valoracdo paraconsistente da Definicgo 1.34 pode ser es-

tendido & linguagem L.

Definigdo 2.35. Uma valoragéo para L &€ uma funcdo v, do conjunto das formu-

las fechadas de L em {0, 1}, satisfazendo:

(i) As clausulas (i) — (xiv) da Definicéo (1.34) ;

(i) Para sentencas atdmicas da forma t; = tz,

vty = tz) =1, setj =t é valida em ‘ﬁ*

v(ty = t2) = 0, em caso contrario;

(iii) Para uma sentenga qualquer P da linguagem considerada, o valor v(P)}

é dado pela adequada combinagéo das propriedades anteriores.
De acordo com a definigdo anterior, temos que:

0 Para sentencas da forma ty < tz,

Vit <t) =1, seti<tx évélidaem

v(ty < tz) = 0, em caso contrario;

(i) Para sentencas da forma = to,
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Viti=t) = 1, se ty - t; = ¢ & valida em d*, com ¢ infinitesimal

v(ty =t2) = 0, em caso contrario;

(i)  Para sentencas da forma t; # 1, (isto &, —{t1 = 12)),

VithER)=1,set1 %t (isto &, —(ty = t2)) € valida em 1"

V(ts # 12) = 0, em caso contrario.

Observacéo. A relagdo de ordem < é quase-finear em (197), em relacao a i-
dentidade =, o que se traduz pela férmula seguinte, para t; e 1, termos quais-
quer:

<t vita< t1) v t = i2).

Podemos considerar, assim, que vale para essa relacdo de ordem uma
quase-tricofomia, uma vez que podemos terty = t,, com 4 e t, apresentando as

partes reais iguais e as partes infinitesimais incomparaveis.

A definicdo anterior de valoracéo, além de ser compativel com o Principio
de I'Hospital, conforme da Costa 1996, possibilita a verificagdo do caréater incon-

sistente de certas sentencas do calculo paraconsistente, como t; = t,, no caso da

ocorréncia conjunta de v(ty =t,) = 1 e V(=(t = ) = 1.

Estamos, agora, em condicées de estender ao hiperanel 4, e ao quase-
anel ", alguns resultados conhecidos do calculo diferencial classico, bem como
de introduzir alguns resultados especificos do que, como da Costa, podemos
denominar um célculo diferencial paraconsistente — caso da defini¢do a seguir,
de infinitésimo quase-nilpotente de ordem k. Veremos que se tais resultados nao

envolvem negacéo ou nimeros reais nio-standard, entdo sio analogos a resul-
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tados correspondentes do caiculo diferencial usual.
A seguir, introduzimos o conceito de infinitésimo quase-nilpotente.

Definigdo 2.36. Um infinitésimo € = (0, f) & um infinitésimo quase-nilpotente de
ordem k, se temos:
~* (0, H™ = (0, 0Y), se m <Kk,
NN

-((0, f}5= 0, 0)), semz=k.

Dado um hiperintervalo fechado 1 = [a, b], coma = (s, g) e b = (t, h), po-
demos definir para o mesmo, em {°, dois conjuntos complementares, o conjunto

interior, uma zona de inconsisténcia e duas regides difusas, como a seguir.

Definigao 2.37.

« O conjunto complementar forte, ou classico, de [a, b], que corresponde ac con-

junto complementar classico de 1 em 1", denotado por I'*, & definido por:

=g {r, e =" (r,H el
ou seja,

" =gt {(r, H e q:(r, N e I

« O conjunto complementar, complementar fraco, ou complementar relativo de [a,

b], denotado por I’, é definido por:

P =gt {(r, H) e 471 =((r, © e D}
ou seja,
P =ges {r, H) e 9%, ©) & I}

» O conjunto interior de [a, b], denotado por VI, € definido por:
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VI=gt{{rH:(r. D eln (D e" )}
ou seja,
Vizg@t{r,D:rHela-"Hel)

e O conjunto de inconsisténcias, ou zona de inconsisténcia de [a, b], denotado

por 11, é definido por:

H=er{n D Helnd HHel)
ou seja,
M=t (D Helnr el

* A regido difusa em tomo de a e a regido difusa em torno de b, denotadas por
“?a” e “7b”, respectivamente, sdo definidas por:

?a =qer {(s, ) € [s]: ({5, ) - (s, @) & um infinitésimo quase-nilpotente de

ordem 2}.

?b =4t {<t, D} € [t]: L, h) (. £) é um infinitésimo quase-nilpotente de or-
dem 2}.

Ou seja, ?a e ?b sdo constituidas, respectivamente, por nimeros hiper-
reais que diferem de a e b por um infinitésimo de ordem igual ou superior & de

um infinitésimo guase-nilpotente de ordem dois.

Diagrama dos elementos de um hiperintervalo fechado [a, b] de ",
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[a] a7 b [b]
~— ~
[ ( {[/,) ] [ (l) ]
?a ?b
Observagdes.

e Se a e b sdo numeros reais standard, entdo VI coincide com o conceito

usual de interior de um intervalo (conjunto).

Conforme observado em da Costa, Béziau & Bueno 1998, p. 58, o Axioma
12 de “preservagdo de bom comportamento” de C+", relativamente aos conecti-
vos A e v, nos permite explicitar onde estéo os interiores de [a, b] N[c, d] e de [a,

b] U [c, d], com relagdo aos interiores de cada um dos intervalos.

Teorema 2.38. Sejam I; e I, 0s intervalos [a, b} e [¢, d], respectivamente:

¢ ViinVLc V(i n k)

é equivalente a I,° " 1.° < (It n 1p)°.

e VIinLc V{1 n i2)

é equivalente a I,° ¢ (It » I)°.

o LimnVLc V(i n )
é equivalente a L.° ¢ (It n I)°,
ondelf={r,Hed (e @nk)}comi=12
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Demonstrag¢ao. Adaptacao direta de resultados de Béziau 1995. [

Resultados analogos podem ser obtidos relativamente a unigo de hipe-

rintervalos, safisfeitas certas condigbes especiais.

Teorema 2.39. Dado um hiperintervalo 1, temos:

o VicT

e VIVNUTI"=4"

e Vinli=g"
o InT"=g"
s INn"=g"

Demonstragao. Adaptacao direta de resultados de Béziau 1995. O

Observamos que, para hiperintervalos abertos, semi-abertos, etc., po-
demos também definir conceitos como os de complementar forte e complementar

fraco.

o, 1

Observagéo. Com a introdugdo do simbolo de iguaidade generalizada ‘=" na
linguagem L, a Definicdo 2.27, de valor absoluto de niimeros hiper-reais, pode
ser reescrita, substituindo-se a condigao (¢) da Definigao 2.13, por

() [=aer (0, VF2 ), ser, )= (0, 0).

Neste trabalho optamos por uma definigdo de valor absoluto, ou modulo,
como uma fungdo | | : 4" — 1™, Quando o nimero hiper-real (r, f) for um real
standard, | (r, f) | coincide com o médulo real classico.

Observamos, entretanto, que o médulo de um ndmero hiper-real poderia

ter sido definido da seguinte forma:
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i) L(r, 1=}, com|r}omddulo usual dorealr, se(r, ) € um hiper-real

finito.

i) (U, 0) 1= (yu?, 0), com uA(K) = (u(k))?, se (u, 0) € um hiper-real infinito.

Definigéio 2.40. Uma func&o hiper-real é uma fungéo f cujo dominio & um sub-
conjunto do conjunto [ de hiper-reais, com valores em . Isto é:

B>,

A definicio de limite de uma fungo hiper-real, quando x tende a um nu-
mero real standard, € a usual.

Definigéo 2. 41. Dada uma hiper-fung@of. B {1 — 4" @ numeros reais standard
reb:
limf(x)=b se, e somente se, (Ve > 0) (35 > 0) (vX)(0 < |x - r|<8 - [f(x) -

X—»f

bl<e.

Teorema 2.42. Dada uma funcéo hiperreal: Bc 9 — «*, temos:

limf(x)=k se, e somente se, (Vx) (x € B) (x=T1) - (f(x) =Kk)). U

X—»¥

Podemos também, na linguagem L, introduzir os conceitos de limite de

uma funcéo hiper-real nos casos em que X, ou f(x), tendem ao infinito.

Definigdo 2.43. Dada uma fungao hiper-real . B ¢ — 1" e um real standard b,
femos:
im fx) = b se, & somente s, @, 0 e 1) (vx) ((Ix]> [¢v, O ]) —

(f(x) = b)).

Definigdo 2.44. Dada uma funcdo hiper-real f. B¢ 1 — " e um hiper-real stan-
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dardr;

limf(x) = {u, 0) se, e somente se, (I(v, 0) € W) (vx) (x=r - (|f(x)|> | (v,

oy 1.

Definicao 2.45. Dada uma funcéo hiper-real f B < {1 — 4%
y _li(rl?mf(x): (v,0)se, e somente se, (V (w, 0) e 97) (3 W, 0) e %) (¥X)

(Ixi> T, 001y = (1769 1> aw, 03 1)),

Exibimos agora, motivados por Mortensen 1995, p. 46, alguns resuita-
dos que expressam propriedades interessantes dos infinitésimos.

Teorema 2.46. Dados um infinitésimo § e um nGmero real standard k > 0, arbitra-

k+1 k
rios, existe um infinitésimo ¢ tal que 5.5_ é infinitésimo e 3 e infinito.

Demonstragao

Sejam <k, 0) =k >0 e = (0, f) um infinitésimo, isto &, tal que, dado o in-

tervalo real fixo | e a<l, tem-se limf(x)= 0, e consideremos f(x) = 0, para todo x <

X ->a

I, com possivel excecéo do ponto a.

Tomando hix) = f (k+ ik +2) (x) e aplicando as propriedades da teoria

classica de limites, temos:

1
k(k+2)

lim h(x) = { lim f“”(x)J =0

e
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fim B g = fim [ K2
X—a X—>3a

-

1

2 k2 + 2k
[Iim (i +2k+€)(x):l WK _ o
X—>a

k+1
] (x)= tim | f

X—a

k2 +2k +1
k2 +2k

() =

Logo, h e h*"' sao variaveis infinitesimais que definem os infinitésimos

(0, h) e (0, h**"). Fazendo (0, h) = ¢ temos, pela definicao do produto em A*, que

©, h**"y = (0, hyx... x (0, hy = ¢**".

Consideremos agora o quociente

K+1
k+1

£(x) kik +2)
()

) hk + 1 (X)
im =

—— lim
X—>a& f(x)

X—>a

(k2 +2Kk+1)—(k? +2Kk)
k? +2K

= Jim (f

(0, hkm)

(0.f)

temos, por defini¢cdo, que

k+1
é infinitésimo.

=

Dado agora £ =

o

k+1

) <0, hkm)

fim
X—a

)

; K2 +2k
f

(o)
= , temos:

%2 +2k
) = | im f®

X->a

0.1

k2 42k +1

. Como

() =

= Q,

k+1
= <0, Df—«>, que € um infinitésimo, ou seja,
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h¥(x) [f(k+1 Yk(k+2) ]k(x) (FOH042) oy
lim . = lim = lim =
x-»a f(Xx) X—>2 f(x) X->a f(x)

k+1-(k +2) -1
) kK+2 . K+2 _ 1 .
lim (f ) = lim (f x) = T =%
X—>a X—>a m

{ lim f(X)jI
X—a
SN LAY . . o

Portanto, 70 € variavel infinita e - 0 )e um numero hiper-real infinitc.

Teorema 2.47. Fixado um infinitésimo & = (0, f), se &1 = (0, g) e &2 = {0, h) séo

infinitésimos tais que =,° e &2° possuem ordem superior & ordem de 5, ento & x

g2 € um infinitésimo com ordem também superior & ordem de §.

Demonstracédo

Seer =(0, @) es2=(0, h) séo infinitésimos, entdo &1 x g = (0, @) x (0, h) =qer {0,

gh) é infinitésimo, pois fim (gh)}x) = lim 9(X). lim h(X) = 0.
X—>a X—>a X—>a

Sabemos também, pelas propriedades da multiplicagdo em 4", que dados g =

(0, g) e 52=(0, h), temos &,* = (0, g%), e &,° = (0, h?). Agora, sabendo que a ordem

de e’ e a ordem de & sdo superiores & ordem de 5, isto &, que

2 2
i 920 h2

= 0, queremos mostrar que a ordem de g xs» é supe-
X 38 f(X) X—>a f(X)

rior a ordem de 3, isto &, quexfi_{)na [%ﬂ)(x) = 0. Vejamos:
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1

ﬁm[ ](x)“ iim GO _ i QEING) _ iy KMTF _

x—>2 x-a  f(x) L f(x) f(x)
20\ ]2
[ i G0 i P20 7% _ 0% _ g
x>a f{x) kxm)a f(x)
Logo, a ordem de g¢ x g2 & superior a ordem de 3. [l

Corolario 2.48. Dados um infinitésimo & e um inteiro standard positivo k, arbitra-
rios, se &1 e2,... & S@o infinitésimos tais que s{‘ tém ordem superior a de §, para

todoi, 1 < i< k, entdo g1 x ... x & tem ordem superior & ordem de 6. L

2.3.1. Seqiiéncias e Hiperseqiiéncias de 1

Robinson 1996, trabalhando com extensdes de conjuntos consistentes de
sentencas, estabeleceu um modelo ndo-standard de ordem superior para a arit-
mética e um modelo ndo-standard para a analise, 0s quais preservam suas ope-
ragBes e propriedades usuais. O primeiro baseia-se numa extensdo nao standard

do conjunto N dos nimeros naturais, denotada por *N, cujos elementos, entre 0s

quais incluem-se numeros naturais infinitos, s&o chamados numeros hipernatu-

rais. O segundo baseia-se numa extensdo do conjunto R dos nimeros reais, de-

notada por *R, que inclui nimeros reais infinftos.

Conceitos variados da andlise standard, definidos com o auxilio dos nime-

ros naturais ou dos nimeros reais, foram, entéo, estendidos a linguagem de *N e
de *R. E o caso, por exemplo, do conceito de sequéncias determinadas por fun-

¢des definidas em *N.
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Como as extensdes do conjunto R dos nimeros reais de Robinson (*R) e

de da Costa (1 e 9%) sdo estruturas algébricas ndo-arquimedianas, mais preci-
samente, um corpo ordenado, no primeiro caso, e um hiperanel e um quase anel
ordenados no segundo caso, é natural que também possamos interpretar resul-
tados da andélise classica em € e 4°, como no caso de resultados relativos a se-

quéncias e continuidade de fungdes.

Defini¢éo 2.49. Uma seqiiéncia (x,),.~ de nimeros reais é uma funcao f: N—

R, que a cada n e N associa um niimero real f(n) = Xn.

Definicdo 2.50. Uma seqiéncia (@n)aen de numeros hiper-reais, ou hiperse-

quéncia (an)nen, € uma hiperfungéo f: N — 11°, com dominio no conjunto N dos

nimeros naturais e contradominio no quase-anel {4, que a cada nimero natural

n associa um numero hiper-real f(n) = a,.

Temos, na andlise classica, a seguinte definigdo para convergéncia de

uma segiiéncia de nlimeros reais:

Definigdo 2.51. Uma seqiéncia (a,)n.n de niimeros reais converge para um no-

mero real r se, e somente se, dado & > 0 existe um namero natural ng tal que,

para todo n > no, temos que ja, - 1] < ¢.

Podemos caracterizar, de forma semelhante, a convergéncia de uma hi-

perseqiéncia ({r, fo))nen.

Definigédo 2.52. Uma hiperseqiiéncia ({rn, fa))nen cONVerge para um namero hiper-

real {r, f) se, e somente se, para todo infinitésimo (0, g) > (0, 0y, existe um nume-
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ro natural ng tal que, para todo nimero natural n > ng, temos que |(r,, ) —(r, B <

{0, h), sendo h uma variavel infinitesimal positiva, e {0, h) <0, g).

Definigdo 2.53. Uma hipersequéncia ({fn, fi))nen € limitada se existem nimeros

hiper-reais (r, 0) e (s, 0) tais que (s, 0) <{f, fn) < (r, 0), paratodon € N,

Alguns conceitos classicos envolvendo a relagdo de ordem dos reais, co-
mo o de monotonicidade nio-estrita de uma segliéncia, ndo podem ser generali-
zados para hiperseqgiéncias, uma vez que a relacdo de ordem do hiperanel, ou

do quase-anel, nao é linear.

A partir daqui, ndc havendo maiores inconvenientes, usaremos a nota-

¢éo simplificada (a,) para seqiléncias e hipersequéncias.

Teorema 2.54. Dada uma hipersegiiéncia estritamente monoétona e limitada (an)
qualquer, a seqiéncia standard formada pelas partes reais de seus termos e

convergente.

Demonstracao:

Seja (an) uma hiperseqiiéncia monétena, estritamente crescente, isto &,
satisfazendo ag<ai<az<..<ap<....

Se (a,) é limitada, entdo existem nUmeros hiper-reais nao-infinitos b e ¢
tais que, para todo numero naturaln, b < ap < ai... <an < c. Considerando
apenas as partes reais dos termos de (an), obtemos uma seqiiéncia standard

(@’n), tal que b £ a’s <@’y <... €@’ < c, para todo naturai n.
Em 4°, assim como em R, existe (e € Gnico) o supremo de todo conjunto
standard limitado superiormente. Logo, existe s = sup{a's: n eN}, do que temos,

paratodoj eN etodom=>s, quea; <m.

Vamos agora mostrar que (a’,) converge para s.
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Dado um infinitésimo &1 € 97, &1 = (0, f), com 0 < f (f uma variave! infinite-
simal estritamente positiva), temos que s - ;= s, pela definicao da identidade no
quase anel 1". Como s - g < s, admitindo a unicidade do supremo de (a,), te-
mos, para algum indice j, que —* (a}- <8 - &), e para um indice qualquer k > |,
temos que = (s + &1 ) < a\), ou seja, temos s - &1 <aj<ak <s < + &1, Logo,
para todo k € N, j <k, temos que |a\ - s| < &, devendo existir, portanto, um
infinitésimo &2 = (0, g) > (0, 0), tal que a - s =&,, ou ak = s + &,. Concluimos, dai.

que (a ) converge para s.

A demonstragéo para o caso em que a hipersequéncia é estritamente de-

crescente & semelhante. o

Definigdo 2.55. Uma hipersequiéncia ((r, fo))en converge uniformemente para o

numero hiper-real (r, ) se, e somente se:

i) ({rn, fa))nen cONverge para ((r, f);

ii) A subseqiiéncia (Tn)nen das partes reais dos termos da hiperseqliéncia

converge uniformemente para r, ou seja, para todo infinitésimo (0, gy >0, 0,
existe um numero natural standard ny tal que, para todo n > ng, temos que |r,
-rl< o, 1

iff) A subsequiéncia (f)..n das variaveis infinitesimais dos termos da  hi-
perseqiiéncia converge uniformemente para f, ou seja, para todo infinitésimo

(0, h) > (0, 0), existe um ndmero natural my tal que, para todo natural stan-

dard m > mg, temos que lfm(x) - f(x)|< (0, h), qualquer que sejax e I c R (I

sendo o dominio das variaveis infinitesimais ).

2.3.2. Fungdes continuas e fungdes paracontinuas em deemqd’

As definicbes de quase-fungdo e de fungdo quase-continua que apresenta-
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mos & seguir, estendem o conceito de funcdo real no escopo da linguagem L.
Preservamos aqui, e em alguns outros casos, 0 uso de limites, com a intengéo
de facilitar a comparacdo entre propriedades cléassicas e propriedades nae clas-

sicas de fungdes reais estendidas adea .

Defini¢cdo 2.56. Uma funcéo f: U < 4 — @ é continua em um hiper-real {r, gy € U

se, e somente se:

(V<¢s, h) e U) ({r, @) = (s, h) - f(<r, @) = (s, ).

Caso contrario, f € descontinua em {r, g).

Definigao 2.57. Uma fungdo f: U ¢ 49— " é continua em U se, e somente se, f

é continua em cada hiper-real de U.

Definicao 2.58. Uma relacédo definida em um subconjunic Ude ¢, Uc d —
«*, & chamada uma quase-fungdo, ou uma parafungdo de U em 19° quando as-
socia a cada elemento do dominio U um Gnico elemento de {°, exceto em um
conjunto discreto Q = {u, }, . de pontos de U, a cujos elementos u, a relagéo f

associa mais de uma imagem, v, vi?,..., v, , N > 1, de tal modo que vy = W,

mas vid = wd, Vij € {1, 2,..., i}, i =],
Notaggo: FUcd > @

[ fx)=x,sexelU-Q

if(uk)zvi(,seuk eqQ, i=1,2,...,nk.
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Defini¢do 2.59. Uma fungdo f: U ¢ 4 — H" & paracontinua, ou quase-continua,
em U ¢ 11 quando € continua, no sentido usual, em todo x e U, exceto num con-

junto discreto P = {u, },_,, de pontos standard do dominio, nos quais esta univo-

camente definida, tal que:

a) =" (Imf(x) = limf(x) = f(uy)).

XU+ Xl —

b) fim f(x)=lim f(x) = f(uy).

x—;u; X,

Chamaremos os pontos u, de P, da definicio acima, de pontos de quase-
descontinuidade, ou de paracontinuidade.

Definicdo 2.60. Uma fungao paracontinua f: U c 4 — @ possui uma quase-

descontinuidade removivel em u, € U, se ocorrem:

a)lim f(x) = lim f(x) = L

PR XUy

b) f(u,) =M

c)-"(M=L),masM=L.

Redefinindo f em uy, de tal modo que f(u) = L, obtemos uma funcdo con-
tinua neste ponto, no sentido usual.

Observacgao.

Uma quase-fungdo f, paracontinua, pode ser naturalmente associada a

uma fungao paracontinua g, se para todo uc € Q, ocorrem lim f(x)=L, e
XUy

vi=Ll,,vi=1,2, .., n,. Basta tomarmos a fungdo g: U c d — 11", definida por

gt =1f(x), vx e U\Q
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glug) =V ,

com Vi escolhido arbitrariamente como uma das imagens de ux por f, em parti-

cular o préprio L.

Teorema 2.61. Se f:[a, b] c 4 — ¥" € uma fungao paracontinua, com um con-

junto {u}i-1, 2.k © {a, b) de pontos de quase-descontinuidade, sendo aeb nu-

meros reais, entao f & limitada em [a, b].

Demonstra¢io

Vamos demonstrar que f é limitada superiormente em [a, b] (sendo anélo-

ga a demonstracdo de que f é limitada inferiormente).

Dado A = {uy, ua,..., U}, © conjunto dos pontos de quase-descontinuidade

de f, decorre da hipdtese a existéncia de infinitésimos ndo-negativos &4, 52,...,5,

g4, €2, €3, Satisfazendo a:

a) | lim f(x) - lim f(x){= ¢,

X->uj” x—>ujﬂ'

(lim f(x))-f(u)

Xn—)i.lj-

;82,

:83;

( imf00 )- f(u)
x—Uj¥

b) f é continua nos intervalos
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Iy = [a, us-84], Iz = [uy+84, Up-82],..., Jke1 = [UictSy, b}.

Analisando os pontos de quase-descontinuidade u;, relativamente aos in-

tervalos B; = (u; - §;, u; + §), verificamos que y e UBj, paratodoj=1,2,.k o
j

que garante a validade das relagées de igualdade a seguir.

{[U;--g + &4, U~ &] M Bj} = {[Uj + 8j, Ujat - Sis1 ] N Bj} =
- {[Uj_1 + 5j-1, Ui - 5;] ' [Uj + 5,', Upe1 - 5j+1]} = .
Temos dai, como resultado da andlise classica, valido também no con-

texto do calculo paraconsistente, que f possui uma cota superior M; em cada in-
tervalo I;. E temos também, para cada indice j, que { iirrul_f(x), fim‘f(x)} possui

um maximo, L;.

Logo, como existe no conjunto S = {My, M,,... M, L1, La,...,.L}, finito, um
maximo absoluto, que podemos denotar por M, este representa um limitante su-

perior para a funcéo f. (]

Teorema 2. 62.
Se f e g s&o fungdes definidas no hiperanel 4, continuas em um namero real

standard t, entdo f+g, f-g e fx g sao fungbes continuas em t; e se g(t) = 0,

entao «-f- é fun¢ao continua em t.
g
Demonstracédo do caso fx g
Dado um infinitésimo £ = (0, w) qualquer, sendo f e g fungdes continuas em

t € R, temos, pela Definicio 2.14, que existem infinitésimos 8170, uyed =0, v

tais que f(t + 1) = f(t) + ¢, e g(t + &) = g(t) + =. Considerando, entao, o infinitési-

108



uv}, de ordem superior, portanto, & ordem de 3, € & de & a continuidade de f e
de g em t, com f(t) = {r, m) e g(t) = (s, n); a definiclo da operacgao x; e ainda as
propriedades das operagbes do anel 4, temos:

(f x g}t +8) = (f x @)(t) =aer [f(t + 8) x gt + 8)] — (F(t) x g(t)) =

= [(f(t) + &) x (g(t) +&)] - () x g(t)) =

= [(¢r, m) + 0, w)) x ((s, ) +(0, w))] - ({r, m) x (s, N)) =

= (r, M) x {8, n) + {r, M} x (0, W) + (0, W) x (8, N) + (0, Wy’ —(r, m) x (8, N) =

= [r, m) + (s, M x O, W) + (0, w)?

= (f(t) + g(t)) x € + €% que & um infinitésimo com a mesma ordem de ¢, de

acordo com a Definigao 2.14%. Logo, a fungdo fxg é continua em t. 0

2.3.3. Diferenciabilidade em

A derivada de uma funcg&o hiper-real f: 94— d" em um namero real standard

r, pode ser definida de forma semelhante & definic&o classica de derivada.

Defini¢do 2.63. A derivada de uma fung&o hiper-real f. 4 — 4°, em um ndmero
real standard r, denotada por (r), € um ndmero real standard, denotado por £(r),

tal que
fr+e)-fr)=FP(r)xe +9,
em que ¢ & um infinitésimo arbitrario, e & € um infinitésimo que depende de ¢, e

tem ordem superior & do mesmo.

Observagido. De acordo com a Definigdo 2.63, D sera o valor da derivada def

em um numero real standard r, isto €, D = f(r), se tivermos

2 e outra forma, sendo f{(t) e g(t) mimeros hiper-reais finitos, temos que (f(t) + g(t)) x & + g2—¢g e ?0,
regifio difusa do zero.
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frte)—f(N=Dxs.
Se existe f(r), dizemos que f & diferencidvel em r. Quando isso ocorre
para todo r real, dizemos que f é diferenciavel em 4.

A definicao anterior para a derivada de uma funcéo f num ponto r de 4,
através de infinitésimos, contribui de forma significativa para simplificar os proce-
dimentos do calculo diferencial e integral, ao possibilitar a substituicdo de opera-
¢Oes com limites por operagdes algébricas, muitas vezes elementares.

Poderiamos, talvez, estender o conceito de derivada de uma fungéo hi-
per-real f. 4 — 71" também para hiper-reais nao standard (r, ), o que pretende-

mos analisar em trabalhos futuros.

Teorema 2.64. Sef {9 - «{* & uma fungdo diferenciavel em um namero real

standard r, entdo fé continuaemnr.
Demonstracao

Dado um infinitésimo 6 > 0 quaiguer, existe um infinitésimo & > 0, com or-
dem superior & ordem de &, tal que

fr+0)-f(1) =P x 06 +8,
ou seja,

fr+0)=1Hr)+ () x 6 + 3.

Mas como f(r) x 6 é um infinitésimo da ordem do infinitésimo 6, uma vez
que f(r) € um namero finito, e ainda, como a ordem de § & superior a ordem de
P(r) x 8, temos que £(r) x 0 + § & um infinitésimo com mesma ordem que 9, de

onde podemos concluir que f é continua em r. 0

Observagdo. Em < e (4" vale o cancelamento de infinitésimos:
Supondo f uma variavel infinitesimal no-nula e dados os produtos
©, 1) x(r, 0) e (0, f) x (s, 0), temos:
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0,0 x 4,0 =0, x (s 0«

0,fr) = (0, fs) =

fr=fs

r=s (para todo x tal que f(x) = 0, o cancelamento efetuado de f(x) & valido) <
{r, 0) =¢s, 0).

Nos casos em que os produtos {0, f) x {u, 0) e (0, ) x (v, 0) entre um infini-
tésimo e hiper-reais infinitos estdo definidos, cancelamentos semelhantes sao
possiveis:

Se (0, f) x (u, 0y = (0, f) x (v, 0), entdo, pela Definicdo 2.21, temos que fu =
fv, ou seja, f(x)u(x) = f(x)v(x), para todo x do intervalo | de definico da variavel
infinitesimal f e das variaveis infinitas u e v. Dai, admitindo que f seja inversivel

em |, concluimos que u = v.

O conceito de infinitésimo, que podemos utilizar para simplificar o trata-
mento formal do calculo, pode ser usado em processos numéricos de aproxima-
¢do, como € o caso da aproximagédo linear local de uma fung&o atraves de sua
diferencial.

No calcuio diferencial classico a formula f(x + Ax) = f(x) + F()A(X) é utiliza-
da para representar a aproximacao linear local da fungéo f, quando x sofre um
acréscimo Ax. Quando A(x) € suficientemente pequeno, a diferenga f(x+Ax) - f(x),
que é o acréscimo Ay experimentado pela funcéo f entre os extremos do intervalo
[x, x+A(X)], pode ser bem representada por f(X)A(x), que é a chamada diferencial
de f, normalmente denotada por dy.

Podemos substituir A(x) por dx na férmula da aproximacgao linear acima,
fixando X, de modo a obter a formula equivalente f(x + dx) = f(x) + P(x)dx , na qual

dx é variavel independente.

Estas sdo notagdes de Leibniz para férmulas que descrevem a aproxima-

¢ao de f por uma fungdo linear na vizinhanga de um ponto de seu dominio. Para
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dx tomado como um infinitésimo ¢, na linguagem L, equivalem a férmula f(x+s) —
f(x)=P(x) x &

Sua interpretacéo é a usual. Se a x é atribuido um acréscimo infinitesimal
g, 0 segmento da curva determinada por f confunde-se, entre x e X+g, com ©
segmento de reta determinado por (x, f(x)) e (x+g, f(x+e)). Formalmente, isso sig-
nifica que P(x) x & representa uma aproximagéo com precisdo infinitesimal para
f(x + g) — f(x).

2.3.4. Regras de derivagio em ¢
Podemos expressar as regras basicas de derivacao de funcdes reais,
e Sef(r)=c, entao P(r)=0
o P(r") = nr™’!
o {f £ gy(n=7r{) £ g(n
e (fgy’(r) = P(r)g(r) + f(n)g’(r)
* (fig)'(r) = [P(g(r) - (g’ (1 / [a(r)P

* (fog)(r) = F(g(r))g'(r) (Regra da Cadeia)

na finguagem L do calculo paraconsistente. Vejamos os casos da fungdo cons-
tante, da fung@o poténcia (natural) e do produto de funcdes.

Teorema 2.65.

i) Se, para todo x € 4, f(x) = ¢, com ¢ constante, entio £(r) = 0, para todo r real

standard.

if) Se, para todo x e 4, f(x) = x, entéo P(r) = 1, para todo r real standard.
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Demonstracao.
N f(x)=c.

frt+e)-fr)=c~c
=0
= 0 x ¢, para todo infinitésimo .

Logo, f(r) = 0.

i) ) =x

fr+e)—-fn=(+e)~r
=g
= 1g,

ou seja, f'(r) = 1, para todo real standard r. O

Teorema 2.66. Sef g Bc d —» " sao diferencidveisemr e B¢ 4, r real

standard, entédo (f x g)'(r) = (F(r) x g(n) + (f(r) x g'(r)).

Demonstragao

Se f e g sdo diferenciaveis em r, entdo, para todo infinitésimo ¢, podemos
encontrar infinitésimos 8 e 8,, de ordem superior & de g, tais que
frve)=fN+P(Nxe+deg(r+e =g +g'(r) xes+s.
Pelas propriedades das operacoes do anel 4, temos:
Fxg)r+e)=fr+e)xg(r+e) = (f(N+F)xe + 3)x Q) + g'() x e+ &) =

= f(n) x g(r) + (1) x (G(r) x &) + f(r) x &2 + (F(r) x &) x g(r) + (P(r) x &) x (F(r) x &) +
(PN xe)x 82 + S1xg(r) +3x(g’(r) xe) +(81+32) =

= ((f x g)(r) + (D) x @'(N) x & + (P() x 9(r) x € + ((F(r) x 82) + (g(r) x &) + (P(1) x
@) x €2) + (51 x &) + (P() x £ x 82) + @*(1) x £ x &) =
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= (fx g)n) + [(f(r) < @'(1) + P(1) x G(N)] x & + [(R(1) x &2 + g(r) x 81) + (P() x & x 87) +
(@'(1) x & x 81) + (P(1) x g°(r) x ) + (31 x 8)]".

Como os infinitésimos 8; e &, tém ordem superior a de g, & COMo O pro-
duto de dois infinitésimos resulta num infinitésimo de ordem superior a de ambos,
temos que &%, §; x 8y, € x 81 € £ x & tém todos ordem superior & de ¢. Segue, en-
tao, que f(r) x g’(r) x &% P(r) x & x 8; G'(r) x & x 81, 81 x 55, & a soma de todos es-
tes termos, representam infinitésimos de ordem superior ade s.

Agora, f(r) x 3; e g(r) x 81 possuem mesma ordem, respectivamente, que
&2 e 81, logo, a Ultima parcela entre colchetes do termo acima, destacado por (*),

€ um infinitésimo 6, de ordem superior a de «. Podemos, entio, escrever:

(Fxg)r+e)=(fxg)n+((fxg)+ (P xg)r) xe+8,
ou, mais simpiesmente,

(Fxg)’(n) =1(r) xg'(r) + £(r) x g (). r

Teorema 2.67 Se f(x) = x", para todo x < {1, comn e N, entso f(r) = nr™", para

todo r real standard.
Demonstracao.

Por inducao sobre n.

) n=0
fx) =x°= 1
f(x) = 1.

Pelo Teorema 2.65 — (i), para todo r real standard:
f(r)=0.

ii) Por hipétese de indugéo, consideremos o teocrema valido, paran = k.
i) Demonstremos o resultado paran =k + 1.
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f(x) = x<*1
f(x) = xx*
Pelos Teoremas 2.65 - (iii) e 2.66:
Py = XKy + xXKx)
= ko + X

= (k+ 1) 0

Podemos introduzir da forma classica usual, a definico de derivadas de

ordem superior.

Definigao 2.68. Dada uma fungéo fi[a, bjc 1 — ", derivavel até a ordem nem
um ponto t € (8, b), com ¢, a e b reais standard, denomina-se polinémio de Taylor
de ordem n de f, na variavel x, em t, ao polindmio de ordem n:

™ (t)

TO0 = 1) + O (k=8 + —

xu—92+m+ﬁﬂﬂxu-nﬂ
ni

Uma propriedade importante de T é que sua k-ésima derivada em t, T*(1),
coincide com a k-ésima derivada de f em t, f¥(t). Isso significa que f pode ser
bem aproximada por T numa vizinhanga do ponto t, conforme expressa o teore-

ma seguinte.

Teorema 2.69. Seja f: [a, bl c 4 — 1", com derivada até ordem n em um ponto t
e (a, b), sendo a, b e t nimeros reais standard. Temos, dado um infinitésimo ¢
qualquer, que existe um infinitésimo &, com ordem superior a ordem de &, tal que
fit+e)=T()+d.0

Teorema 2.70. Seja f: 4 — 1" uma fungdo polinomial, da forma f(x) = anX"+an1

™+ +ax+ag coma e, 0<i<n, en e N. Sua derivada, nos pontos x reais

standard. é dada por P(x) = napX™ + (N -1) @naxX™ +...+ ax + au.
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Demonstragao

Temos, pela definicao da derivada f em um real standard t € 4, que para
infinitésimos = e §, € qualquer e 5 dependente e de ordem superior a de ¢,
ft+re)-f) =Pty xe+3, isto &,

(@ (t+e)" +ang (t+e)™ +.+ aj(t+e)+ag) - (@ t" +anmt™ +. .+ ajt+ay) =

=P {t)xe+d.

Desenvolvendo o termo a esquerda, temos:

n -1(n-—-1
a,{ 3 [k]t““ks" —t”Ja—aM (nf( Jt““’““s" -t“”’)+,..+ at+ e-t)+(ay, —ay) =

k=0 k=01 K

P(t) x & + 8.

Com o cancelamento dos termos de maior poténcia, em cada parcela das

somas desenvolvidas, obtemos:

-1fn-1
a, ¥ ] gk gk +a,, % " ek 4 tae=FM)xe+ 5
k=t K k=1 k

Temos, dai:

n-2 n-2 n-2 2 2 1
a,_, " e+ " e? + 4 t°e™ [ +..+a,] |te +a,| [E%+a,| Je
1 2 n-2 1 2 1

=Pt)xe+3, ou
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Mo

1a{i]t’” (e)+ [%aj [;]tj‘zl(szh(_;aj(;}ﬂ“”](es) +.+a " =f{)xe+sS

et
J

]

somas envolvendo ¢’ { >2

Tanto & quanto €, TS 2, possuem ordem superior a ordem de g, € 0s

somatoérios envolvendo estas poténcias de ¢ sao, naturaimente, infinitésimos com

esta mesma propriedade, determinando, entdo, um infinitésimo 6, com ordem

superior a de ¢.
Podemos reescrever a igualdade anterior do seguinte modo:

(E jajtj“1]><£m fhxe+ 0.
j=1

Supondo £ = (0, g) e 6 = {0, h), como |im ht) = (, temos que i =(0, ~),
x—0 g(x) £

que & um infinitésimo de ordem superior a de €. Temos, entdo, que

f(t+e)—f(t) = (£ ja, " )xe = f'(t)e + 6.
=
Logo, f(t) = _i}ajt“, o que significa que
=
f(x) = nax™" + (n-1)an1x™? + ... + 2aX + ay. O

Observacido. A demonstragédo do teorema anterior poderia ter sido feita direta-
mente, utiizando-se os resultados do Teorema 2.65, 2.66 e 2.67:

f(X) = @aX" + an X" + 4+ ax + ag

£(X) = (@nX")’ + (@naX™ ) + .+ (@a1x) + (ag)’

an(Xn), + an-1 (XQ"I)! + ... "*'31)( ’ + O

nanx™ + (n-1an1 X2 + ... +2a:x + a.
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Definigao 2.71. Dada uma fungéo f: [a, b] = 4 — {0, dizemos que ¢ é um ponto
de maximo local de f e que f possui um valor méximo local em ¢ (a, b), com ¢,
a, b reais standard, se existe um némero real standard positivo k tal que, para
todo x e (c-k, c+K), f(x) < f(c).

Analogamente, definimos ponto de minimo local de f em {(a, b) e o valor
minimo focal de f num ponto ¢ € (a, b), ¢ real standard.
Os maximos e minimos locais s3o ditos extremos locais de f em [a, b].

Observagdo. Um valor extremo de uma fungao f hiper-real num intervalo (a, b)
de ¢ é dito um extremo absoluto de f quando &, conforme o caso, maior ou igual
que cada um dos méximos locais, ou menor ou igual que cada um dos minimos
locais — nestes casos, s&o ditos méaximo absoluto e minimo absoluto de f em |[a,
bl, respectivamente.

Teorema 2.72. Se . 4 — " tem um valor maximo local emc¢ e (a, b), comc, a,

b reais standard, e se f & derivavel em c, entao f(c)=0.

Demonstragio

Como f tem um maximo local em ¢, entdo existe um real standard k tal
que, para todo x € (c — k, ¢ + k), f(x) < f(c). Podemos afirmar, com base na Defi-
nicdo 2.72, que se ¢ & um infinitésimo qualquer, entdo f(x) < f(c), para todo x (c
- €, C * ¢), e, portanto, para todo x < [¢]. Isto é naturalmente verdadeiro, pois, pa-
ratodoe, (C-&, ¢+¢) esta contidoem (c-k, ¢+ k), onde vale a propriedade.

Como f é derivavel em c, temos:

flc+e)-flc)= Pc) xe + 8.
Tomando x1 e x; em [c], tais que x4 <c < Xy, temos ¢ - X1 = o, infinité-
simo positivo, ¢ - X = o, infinitésimo negativo, e, entao,
flc+oq)-flc) = Pc) x ay + &
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flc+ o) - f(c) = F(c) x az + 82

Da continuidade de fem ¢ temos que x; = ¢ implica f(x1) =f(c), e
x> = ¢ implica f(xz) = f(c) e, como f(c) € um valor maximo local de f, temos
flc+aq)-flc)s0 e flc+ap)-flc) < 0.

Dai, sendo {9 um anel comutativo, a4 > 0 e o < 0, temos que:

(f(c + o) - f(c)) x a2 = {F(C) x g + 1) x a2 = (P(C) x (a1 x az)) + (B1x 02) 2 0,

e
(f(c + o) - f(€)) x aiy = (P(C) x az + &2) x o4 = (F(C) x (o1 x az)) + (S2x 01) 0.
Dividindo agora as igualdades acima por a; x oz , femos:
infinitésime
2) (flc +a,) - fc)) xa, _ (o) + (613 0) _q
a, x a, a,x d,
e
b) (f(C + 01) B f(c))x 01 - fl(c) + ((52x a!) > 0
a,xq, a,xd,

Podemos considerar, sem maiores inconvenientes, o4 € oz COM a mesma
ordem de €. Escrevendo a; = {0, @), a2 = {0, h), 1 = (0, m)e 8, =(0, n), comgeh
n&o assumindo o valor O numa vizinhanga do ponto ¢, e com base nas condigbes

para a divisdo de infinitésimos, temos:

bxay _Q.myx@0) _O.mhy_
o, xa, (0,9x(0,h)y (0,gh)

©, %ﬁ» =0, «-’5}>,

pois lim M _imX-o0.
X~>a gh x—a h

O infinitésimo resultante tem ordem superior & de ¢, uma vez que a or-

dem de 8, é superior & ordem de a4. Logo, obtemos, pela desigualdade (a) aci-
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ma, que f(c)=r, comr <0, o que implica que f(c) < 0.
Procedendo de forma analoga no caso (b), obtemos f(c) = s, com s > 0,

logo f(c) = 0, e podemos concluir que F(c) = 0. 0

Um teorema analogo ao anterior pode ser enunciado, para o caso em gue

¢ é ponto de minimo local.

Teorema 2.73. Tecrema de Weierstrass

Se f € uma fungao hiper-real continua em [a, b], f: [a, blcd—>d",coma
e b reais standard, entdo existem reais standard x; e x, ¢ [a, b] tais que f(x4) <
f(x) < f(xz), para todo x € [a, b]. Isto &, f tem pontos reais standard de maximo e

minimo absolutos em {a, b].

Demonstracio
Como f é continua em [a, b], entdo f é limitada em [a, b]. Logo, o conjunto
B = {f(x): x € [a, b]}

admite supremo e infimo, reais standard. Sejam
M = sup {f(x): x € [a, b]

e
m = inf {f(x): x e [a, b]}.
Temos, para todo x € [a, b], m < f(x) < M.
Provaremos, a seguir, que M = f(x;), para algum x; ¢ [a, b], x; real stan-
dard.

Se tivéssemos, para todo x € [a, b}, que f(x) <M, a funcéo

1
g(x) = m comx € {a, b),

seria continua em [a, b]. Se g fosse limitada em [a, b], entao existiria um real

standard N > 0 tal que, para todo x € [a, b],

1
M- ()

0< <N
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e, portanto, para todo x € [a, b],
1
fx)<M- —
(x) N

e, assim, M néo seria o supremo de f(x) em B, absurdo.

Logo, g(x) seria continua e n&o limitada em [a, b], 0 que & uma contradi-
¢ao.

Portanto, f(x) < M, para todo x < [a, b], ndo pode ocorrer, e, entéo, de-

vemos ter que M = f(x2), para algum x; e {a, b}, x, real standard.

Com raciocinio analogo, prova-se que f(x¢) = m, para algum real standard

X1 € [a, bl. r

Teorema 2.74. Teorema de Rolle

Se f & uma fungdo continua em um hiperintervalo [a, b], com a, b reais
standard, diferenciavel no hiperintervalo (a, b), e tal que f(a) = {(b), entdo existe

um nuimero real standard re {a, b) tal que £(r) = 0.

Demonstragao

Como f é continua em [a, b], entdo, pelo Teorema de Weierstrass, f as-
sume um valor maximo absoiuto M, em m € [a, b], € um valor minimo absoluto N,
emn < [a, b}, comN<M.

Se M = N, entdo f é constante em [a, b], isto &, f(u) = ¢, para fodo u € [a,
b]. Temos, entdo, que f(x) = 0 para todo x € [a, b}, x real.

Se N < M, temos, necessariamente, que f(a) = M ou f(a) = N, isto &, f(a) =
f(m) ou f(a) = f(n).

No primeiro caso concluimos que m e (a, b), e no segundo caso conclu-

Fan]

imos que n < (a, b). Logo, pelo Teorema 2.72, (m) = 0, ou P(n) = 0. O

Teorema 2.75. Teorema do Valor Intermediario (TVI)
Sef [a, bjc 9 — ", com a e b reais standard, & uma fungao continua no

intervalo [a, b] e f(a) x f(b) < 0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ € (2, b) para
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o qual f(c) = 0.
Demonstracio

Podemos admitir, sem perda de generalidade, que fla)>0ef(b) <0,sendoa, b
e 0 notagGes simplificadas para (a, 0, (b, 0) e (0, 0, respectivamente.

Considerando o ponto médio x = (3—29,0) (@ + Eéﬁ, 0)ou, sim-

plesmente, a + Péi), de [a, b], temos:

a) Se f(a) x f(x) = 0, entéo x é o ponto procurado, pois f(x) = 0.

b) Sef(a) x f(x) < 0, entdo o valor de f(x) é negativo, e como o intervalo [a, x] sa-
tisfaz as condigbes da hipdtese, um ponto ¢ nas condi¢cbes desejadas deve ser
procurado em (a, x). Fazendo, entdo, b = x e descartando o intervalo (x, b] origi-
nal, damos inicio a um processo iterativo pelo qual uma seqiiéncia de intervalos
contendo ¢ € obtida, cuja ampilitude, a cada passo, reduz-se a metade da ampli-
tude do intervalo anteriormente obtido.

¢) Se f(a) x f(x) > 0, o ponto esta no intervalo (x, b), caso em que podemos des-
considerar o intervalo [a, x) e repetir o procedimento anterior, a partir do intervalo
[x, b].

Denotando o extremo esquerdo do intervalo mantido na k-ésima iteracao
por x; e o extremo direito por y;, obtemos duas hiperseqiiéncias de reais standard

de 11", (X)en € (¥j)jen. Observando que (x) € monédtona crescente e limitada, te-

mos que esta &€ uma seqléncia convergente, com iinm%g =L, sendo x, <L, para

todo n. Logo, fixado qualquer infinitésimo positivo ¢, podemos encontrar n ¢ N

tal que, se m é um naturale m > n, entdo x, - < L < Xm + &, OU seja, X, = L.

Como f(x,) > 0, para todo n, sendo f continua em [a, b], temos que f(L) > 0.
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Do mesmo modo, (y,), que pode ser escrita na forma (yn) = (Xn + —b—é—?—),
sendo decrescente e limitada, é uma seqiiéncia convergente, com limite M e f(M)
<0.

Podemos, fixado o infinitésimo & acima, admitir a existéncia de um natu-

ral ng tal que, para n > nyp, tenhamos <ge, emconseqliéncia, X, =y, =L =

2n

M. Nesse caso, como X, <L <x,+e eyn-s <M<y, comf(l) 20, f(x, +¢) <0,
f(yn - €) = 0 e f(M) < 0, devemos ter, para um infinitésimo de ordem suficientemen-
te elevada, X, = yn= L = M, com f(x,) > 0 e f(y,) < 0. Tomando, entdo, c=L =M,

teremos 0 < f(c) < 0 e, portanto, f(c) = 0. G

A forma geral do TVI, em que o ponto real 0 & substituido por um ponto
real standard ndo nulo ¢ qualguer, (f(b) < ¢ < f(a)), € demonstrado da mesma

forma que o caso acima.

O Teorema do Valor Médio (TVM) para derivadas, que apresentamos a
seguir, assim como o Teorema do Valor Intermediario, conserva em {1 suas ca-
racteristicas classicas. Geometricamente, pelo TVM, se uma fungéo f é continua
num hiperintervalo [a, b] e diferencidvel em (a, b), entdo existe um numero real
standard ¢, a < ¢ < b, no qual a reta tangente a curva determinada por f apresen-
ta um coeficiente angular no maximo infinitesimalmente distinto do coeficiente
angular da reta secante a essa curva, pelos pontos extremos a e b.

Apresentamos, inicialmente, uma demonstracdo do TVM semelhante a
apresentada em Stroyan & Luxemburg 1976, para a andlise ndo-standard.

Teorema 2.76. Teorema do Valor Médio

Se f: [a, b] « 94 — " & uma fungao continua em [a, b] e diferenciavel em

(a, b), sendo a e b ndmeros reais standard, entdo existe um real standard m « (a,

123



f(b)-f(a) _
b) tai que “boa (m).

Demonstragio
Consideremos a fungao auxiliar g: [1/n, 11 < 94— «" definida por

g(t) = fla + t(b-a)) - f(a + (t - E")(b —a)),

com n > 3 (o que garante que g(t) 0, paratodo t e (1/n, 1)).
Observamos que a soma dos n primeiros termos da sequéncia

(a(k/n))ken, isto &, Zg(w) nz 3, colapsa em f(b) — f(a). Temos, entao, que

k=1

n k K
fo)-fa)_ 2% 15 Y
b-a  b-a n -a

que podemos interpretar como a média aritmética dos n termos [g(k/n)] / [(b-a)/n],

que identificaremos por 6,.

Se 0n € constante (0, = 0, para todo n N, n = 3), entdo ff%'_f{@ = 9,
-a

que € o coeficiente angular da reta determinada por f,

Se os termos 6, nao forem todos iguais ao termo médio 0, entao existem
termos X = Ko/n e x1= k4/n, do intervalo {1/n, 1), para os quais vale a desiguaida-
de:

9% _ fb)-fta) _ gix,)
b- b-a b-a b-a

n n

Podemos, entao, aplicar o TVI, em sua forma geral, 4 fungédo h(t) =

t?f b ,comc= f,{,tjb)_‘_m_;(a) , obtendo um ponto d e (xg, x4), que satisfaz

n

g(d) _ fib)-f(a)
b-a b-a -

n
Podemos, a partir dai, procedendo indutivamente, obter uma hiperse-
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quéncia crescente e limitada (an)nen, € UMA hiperseqiéncia decrescente e limita-
da (Da)nen, com (f(b) — f(@))/ (b~ a) = (f(bn) — f(@an))(bn —ayn), para as quais € pos-
sivel determinar um ndmero real standard m < (a, b) e um ndmero ng € N tais

quea,SmsSbpea,=m= bn, para todo n > ng. Como f & diferenciavel em a, e
em b, fazendo m - a, = & & by - m = g5, temos que b,-a, =g +6=¢ sendoe
um infinitésimo com ordem igual & menor das ordens dos infinitésimos ¢, € €2.
Supondo & de ordem suficientemente elevada, podemos considerar f'(an) = f(m)

= f'(by,), € temos que:

f(b,)-f(a,) _ f(b,)-f(a,)+f(m)-f(m) _

b, —a, b,-a,
f(b,)-f(m)  fm)-f@.) _ flb,)-f(m) b,-m m-3a, fm)-f@,) _
b, -a, b, -a, b,-a, b,-m m-a, b,-a,

b,—m y f(m)-f(b,) N m-a, xf(m) -f(a,) Entso:
b,—a, m-b, b, -a, m-a,

f(m) - f(b,)
m-b

n

+(m - ay)

f(br) — f@n) = (b - M) E&ml_f(_a_l -

m-a,

P (m) + 83 + &1 (n) + &1 = F(m)(e1 + €2) + (31 82).

Como temos
(f(b) - f(a)) / (b - @) = (f(bn) - f(an)) / {bn - an).
podemos concluir que (f(b) - f(a)) / (b - a) = f(m). 0

A demonstracéo classica para o T.V.M, mais simples e menos geral que

a anterior, pode ser obtida do modo a seguir.

Sob as mesmas condigbes estabelecidas para o Teorema 2.66, conside-

remos a fungao g(x) = f(x) - f(a) - -f(—bb)-%fa»(ﬁlx (x-a).

Como f & continua em [a, b] e & derivavel em (3, b), 0 mesmo ocorre para
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a funcéo g. Além disso, g(a) = g{b) = 0, logo, o Teorema de Rolle é valido para g.

Existe, ent&o, um ponto ¢ e (a, b) tal que g’(c) = 0, isto &, P(c) - -f—(—bi))—:—i(ﬂ = Q, de

onde temos o resuliado z%)—_—:fl =f{(c), paraumc < (a, b).

A seguir introduzimos o conceito de integral de uma funcio hiper-real.
Embora o desenvolvimento de um céiculo integral paraconsistente ndo esteja
entre os objetivos deste trabalho, trata-se de um conceito fundamental do Calcu-
lo, utilizado na conclusao deste capitulo.

Defini¢ao 2.77. Dada uma fungao f: [a, bl < 1 — (1", limitada em [a, b), coma e
b reais standard, podemos definir uma funcéo S: [a, b] x [a, b] — d x @ — 4",

denominada fungéo drea de f, satisfazendo as condi¢bes seguintes.
» S(a,b) = S(a,x) + 8(x, b), paratodo x ¢ [a, b], comM, N e {* ea, b < R.

» Considerando M = sup(f) (supremo, ou menor das cotas superiores de f
em [a, b]) e N = inf(f} (infimo, ou maior das cotas inferiores de f em [a, b)), temos
que S(a, b)e [Nx(b-a), Mx (b-a)].

Atraves da partico do intervalo [a, b] em subintervalos determinados
por uma hipersequéncia (Xs)nen, tal que x4 = a e X, = b, com X« - X; apresentan-
do a parte real A(x) = A(x) constante, para todo i, €, portanto, com Xi.1 = X + A{X)
(podemos fazer, por exemplo, X = X + i[(b — a)/n], para i > 0}, obtemos o equi-
valente a soma de Riemann para a fungéo f.

Considerando uma hiperseqiiéncia (X nen tal que x* & V[x;, x>, com
Xy =a, X% =X +(k-1) x A(x), e

a+n x x¢ < b, obtemos a Soma de Riemann,

# Omitimos os extremos de [x;, X1} porque estes estdo na regido de inconsisténcia do intervalo.
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So= 2Jf(x) % a00]

que é um namero hiper-real cujo valor corresponde a uma aproximagao para o

valor da area S(a,b), delimitada porfentreae b.

Refinando a partigdo anterior através de uma hiperseqiéncia (Xjicw, tal
que X+ - X; seja um infinitésimo dx;, obtemos uma aproximacéo S, para a area
total delimitada por f entre a e b, com precisao infinitesimal, através da soma das
areas dos infinitos retangulos de base infinitesimal dx; e altura f(x), determina-
dos pela nova partigao ( S(a, b) = S,,). Escrevendo S, = (§',, ), conforme faze-
mos em 7. podemos definir a integral (paraconsistente} de f entre a e b como a

seguir.

Definigao 2.78. Integral Definida

Dada uma fungéo f: [a, b] « 4 — «", onde a e b s&o reais standard, e

uma particdo ()ien de [a, b], S, = _ng(x; Xdx,) = (8, f), definimos a integral de f
I

b
no intervalo {a, b], jf(x)dx na notagdo de Leibniz, como o ndmero real standard
a

j;f(x)dx Tdef S'o

a

Observacdo. Podemos estender a definicdo anterior de integral as infegrais
improprias (que s&o as integrais com limites de integracao infinitos, ou entao as
integrais de fungdes com descontinuidades infinitas dentro do intervalo de inte-
gracao), hos moldes da andlise classica, mas usando a linguagem dos infinité-

simos. Uma idéia de como proceder pode ser vista em Robinson 1996 — 3.5.

Encerramos o capitulo com um exemplo de aplicagao de propriedades

ciassicas elementares do quase-anel {4 a fisica, e com consideragdes sobre a
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possibilidade de utilizagdo de algumas de suas propriedades nao-classicas no
estudo de fendmenos ou experimentos envoivendo situacdes inconsistentes. No
primeiro exemplo, o tratamento, embora equivalente ao ciassico, é mais simples,
por substituir os limites pelos infinitésimos, além de poder ser estudado, eventu-

almente, em variantes que exijam o uso de quantidades infinitas, presentes em

e

Aplicagdo 2.79. A acelerag&o no movimento circular uniforme (aceleragéo cen-

tripeta).

Estudamos este exemplo como conseqiiéncia de um problema a nés

sugerido, em correspondéncia pessoal, por J. Bell.

Consideremos uma particula que descreve um movimento circular de
raio r, em torno de um ponto O, pela agio de uma forga centrada no mesmo.
Consideremos também que no instante t a particula se encontre na posicao P da

figura abaixo, que pode ser dada por um anguio «, formado entre o raio OPe o

€ix0 X, e por coordenadas (x, y), todos dependendo de t:

o = aft),
x = x(t),
y = y(b).

T T p—

s >
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Desejamos estabelecer uma formula para a aceleracdo do movimento da
particula, usando algumas das propriedades do quase anel .

Sob uma variagao infinitesimal 6 > 0 (6 inversivel) do tempo t, a particula
sofrera uma alteragdo em sua posigao, passando do ponto P a um ponto Q, de-
terminado por um raio, formando com o eixo x um &ngulo a(t + 8). O acrescimo

angular sera, pois, e = a(t + 9) - a(t).
Alguns fatos que podemos assumir:

a) Se « = 0, sendo a variave! infinitesimal associada a o comparavel com a

fungédo nula 0, entdo sena = a. Mas, sendo o = 0, podemos escrever o =y, ¥
infinitesimal. Valendo, sob a restrigao inicial para o, a relagao|sena|< [«lem

«’, temos que |sena|=| sen(y) |< |yl . Como 0 < a < n/2, podemos escrever 0 <

seny <y e concluir, entdo, que seny =v.

b) f(t + €) - f(t) = P(t) x £ + &4, sendo 3, infinitésimo de ordem superior a de ¢,

para todo ¢ infinitesimal.

Posicionando os vetores-velocidade v, e v, da particula em P e Q numa ori-

gem comum, O, e comparando com os vetores-posicdo em P e Q, temos, com o

uso das propriedades que acabamos de assinalar:

0 O
vit+8) / e\ v(t) r/ E\ r
Pe—Q P % Q)
V(t+8) - v(t) r(a(t+0)-a(t))
(O médulo do vetor-velocidade é r(a(t +8) -a(t)): distancia percorrida pela
constante, mas sua direcéo varia). particula entre os tempos tet +9.
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Os vetores-velocidade sdo perpendiculares aos raios, na direcdo dos
quais os vetores-aceleragio apontam para o centro O. Como as equacdes X, v,

o e v sao diferenciaveis em t, temos por (b) e pela relagdo = em 4, que
alt+8) —a®) = a'()) x6 e v(t+6) — v(t) = v'(t) x6 (as duas expressées diferem
por um infinitésimo de ordem superior & de 8).

Como os triangulos OPQ e O P Q sio semelhantes, temos:

v(t + 6) - v(t) _ r(a(t+6) - a(t))
v(t) - r ’

vty r ) 9 o

=v(l)

Vi) x 8 _ ra(t+8)-a(t) V() = ria(t+0) — a(t)) N v(t) _

i)

v . . . .
Logo, v'(t) = — que e a lei procurada para a aceleracdo do movimento des-

crito pela particula considerada. 0
Aplicagao 2.80.

Em certas areas da fisica aplicada, como em eletricidade e acustica, é
comum a necessidade de se lidar com forgas de agdo local, no tempo ou no es-
paco. Uma ferramenta classica bastante utilizada em casos especiais dessa na-
tureza, € a denominada fungdo (delta) de Dirac®®. Esta é idealizada, no caso da
variavel independente tempo, como uma espécie de fungdo-limite de uma se-
quéncia de fungbes, que descrevem a agéo de forcas de intensidade crescente,
em intervalos decrescentes de tempo, fora dos quais anulam-se.

Para simplificar a interpretagao dessas fungdes, &€ comum considera-las

* A “fungo” delta de Paul Dirac, que assim & tratada, embora ndo seja propriamente uma fungio, motivou
Laurent Schwartz a desenvolver a “teoria das distribuictes”, com a qual ganhou a Medalha Fields em 1950,
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constantes em cada intervalo de tempo em que ndo se anulam, e onde a agao

da forca tende a concentrar-se em um ponto.

Sao muitas as fungdes que podem gerar uma fungéo de Dirac, algumas
continuas, outras descontinuas. Uma delas, descontinua, é descrita a seguir.

Consideremos, para a e k nimeros reais standard, a fungédo d: R — R,

definida por

1
Su(t-a) = EYh sete{a-k,a+k),

0, caso contrario .

Como o limite da familia (8x(t-a)) assim obtida néo esta definido parat = a,
pode-se argumentar que a definigdo das fungdes 3¢ ndo esteja correta. Mas nao
ha um problema imediato em considera-la como tal, como veremos.

Impondo a condigdo de que cada fungao 8«(t-a) represente a agéo de uma
forca constante, produzindo um impulso total unitario, geometricamente traduzi-
do pela area unitaria que 8¢(t-a) determina com o eixo x no intervalo [a-k, a+k],

temos que a “fungao” 8(t-a) = lim &, (t-a ) satisfaz as condigbes abaixo.
k-»0

e 5(a) nao esta definida.

e 3(i-a)=0,set=a.
o [5(t-aydt=1.

Embora 5(t-a) nao seja uma fungdo, no sentido usual, & utilizada para mo-

delar a acéo de forgas descritas por meio de outras fungdes.

Supondo, por exemplo, que f seja uma fungdo definida num ponto a, e
diferenciavel em [a-k, a+k], temos que o valor de f em a pode ser dado do modo
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a seguir, com o auxilio de &:

T st -a)dt = lim THOS, (t- a)dt = f(a)

A presenca das quantidades infinitesimais no anel ¢, e das quantidades
infinitesimais e quantidades infinitas no quase-anel 14", e as propriedades da teo-
ria paraconsistente de conjuntos CHU;, permitem que consideremos a “fungio”
delta como, de fato, uma hiperfungao do caiculo paraconsistente.

No grafico abaixo

temos representada a situag&o em que ha uma forga de amplitude 1/2k, agindo
por um intervalo de tempo de amplitude 2k em torno de t = a, com f(t) = 0 para t
€ (-0, @ -k) U (a + k, +x), cuja intensidade é caracterizada pela area unitaria de-

limitadaporfentrea-kea+ k.

Estendemos, agora, a fungao real classica a uma fungio hiper-real com

dominio em .

Observa-se, no uso sistematico da fungao delta, que é ignorada a possibi-
lidade de ocorréncia de inconsisténcias nos extremos do intervalo [a-k, atk], o
que deveria ser considerado no caso mais geral de fenémenos quantificados no
quase anel 11", e sob o prisma de uma Iégica paraconsistente {como C¢°) e de
uma teoria paraconsistente de conjuntos (como CHU,).
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Seja y; uma fungdo relacionada com a acdc de uma forga em torno de

um ponto a, com as seguintes caracteristicas:

e y; € nula fora de [a - (1/)), a - (v ia+ (1%, a + (15)], para j hiper-

real maior do que um;

« y; é linearmente crescente no intervalo (a - ), a- (1h) + (1/%)), ou
seja, por uma fragéo de tempo de duragao igual a (1/), estacionando nos inter-
valos (a - (1) + (1F), a- (1fR) e (@ + (1), a+ (1) - (1));

« y; decresce linearmente no intervalo (a + (1/)) - (14%), a + (1/j)), até anu-

lar-se no instante a + (1/)).

Considerando que a area total delimitada pelo grafico de y; seja unitaria,
podemos escrever y; na forma abaixo, onde as operagdes e notagdes de 1” apa-

recem simplificadas.

0, se te(-x, a-Jj']U(aﬂ—i;,a+jlz)u[a+—1j~, +90),
a3, 1
a--—
tj’ a i) 1 _ 1 1
3 3 ,setela--, a-—+]
2-= 2.5 J 1)
J |
wi(t-1li)m< i ,sete[a—j,-+~_j§~, 3'32“]‘-)[3+J:',a+1.--_—12-],
5.3 i j I
]
:3 1
. a+-—-
“tf +3 ( ) ot 1 1 1
3 3’ E[a+i--2'a+i]-
2“—. 2-""_“ )
] ]
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Grafico de v;:

A
j1@-1)=
j
1 % AN ! >
a-(1f) a-(1) a a+(1/3'2)‘ a + (1/j)
a -1+ a +(1)-(1/)

Admitamos que a reducdo do tempo de acdo da forca considerada nao

altere a area determinada por y;, que se mantém unitaria.

Como no caso da fungao de Dirac, podemos considerar, quando j varia

em 1" - 14, que as fungbes v;, assumindo valores infinitamente grandes, tenden-
do a uma fungéo v que pode apresentar um comportamento contraditério em la

- (1)), a + (1/))] (intervalo de inconsisténcia de v). Isto &, se 1/ assume valores

muito proximos de zero, entio

a-(M)=a-j+1F), a+ 1) - =a+ 1)+ (1P, ea+ (1] -
(1) = a + (1/),

que aplicados as sentencas que definem yj;, sugerem a possibilidade de ocorrén-
cia de saltos infinitos destas fungées ema - (1/j). eema + (1/4). Quando te i sao
hiper-reais infinitos de mesma ordem, podemos considerar que y; torna-se equi-

valente a uma fungao §;, assim definida:
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0, set<a-1/fj, ou tza+14,

5i(t-a)=
j12, se a-1fi<t<a +14.

Obtemos dai, como caso limite das fungdes §;, uma especie de extensao
da fungao delta em ", que denotaremos por 3", que apresenta um comporta-
mento inconsistente na regido difusa ?a, de [a], em conseqiéncia do salto infinito

e instantaneoem a .

De acordo com as condi¢des inicialmente estabelecidas, observamos que

a area determinada por 8" é unitaria, ou, de forma analoga a fungéo de Dirac,

a+ 1]

im j'lp;.(t-a)dthéjgaa [8,t-a)dt = {;3 (t-a)dt=1.
-0 -0 a- J

Consideremos, para fixar melhor as idéias anteriores, que as funcdes v
representem aproximagdes para fungbes de probabilidade associadas a uma
variavel aleatoria t, utilizada para a descrigio de algum fendmeno quantificado
em CHU; (o que é possivel, dado que as y; poderiam ser modificadas para se
tornarem continuas, em adendo ao fato assumido de que delimitam areas unita-
rias). Isso significa que os eventos possiveis, isto é, os intervalos | para os quais
a probabilidade P(t « 1) e (0, 1], s&o subconjuntos de (a - (1/), a - (1) v+
(1/%), a + (1/))). Quando, porém, um evento corresponde a uma subregido da
regido la de inconsisténcia de a, a sequéncia de fungbes y; converge para a
funcao &', que, inconsistentemente, identifica-se com uma regigo de “area unita-
ria” (correspondendo, geometricamente, a unido de dois trapézios equivalentes
de bases infinitesimais - ocasionalmente quase nilpotentes de ordem 2, e altura
infinita), € ac mesmo tempo com uma regiao de area que pode ser considerada
nula. Isto pela impossibilidade de se distinguir o seu dominio do dominic do e-

vento nulo a.
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Terminamos este capituio com uma conjectura.

Embora estejamos ja acostumados aos devaneios das obras de ficcao (ci-
entifica), deparamo-nos, por vezes, com noticias de experimentos cujos resutta-
dos surpreendem por roc¢ar verdadeiramente a ficgdo. Um exemplo pode ser vis-
to na revista Nature, vol. 421, de 30 de janeiro de 2003, gue traz interessante
artigo da equipe de pesquisadores em fisica aplicada da Universidade de Gene-
bra, intitulado Long-distance teleportation of qubits at telecommunication wave-
lenghts®™. Nesse artigo € relatado um experimento realizado com sucesso pela
equipe, liderada por Nicolas Gisin, cujo feito foi conseguir promover o teletrans-
porte de propriedades de um fSton entre dois laboratorios distanciados entre si
cerca de 55 metros, através de uma bobina de fibra 6tica de dois quildmetros de
comprimento, 0 que representa a maior distancia ja atingida em experimentos
afins.

Parece-nos, do pouco que pudemos apreender do artigo considerado,
que as particulas e suas propriedades teletransportadas apresentam aspectos
aparentemente contraditorios. Ao mesmo tempo em que nio podemos assegurar
que estas possam ocupar uma posicéo especifica no espago, em determinado
instante, podemos considerar que podem, por um momento, situar-se em dois
locais distintos, como os pontos de saida e de chegada no teletransporte realiza-
do. Isso ilustraria como as propriedades basicas das particulas ndo seguem os
modelos classicos do macrocosmo. Uma evidéncia do interesse despertado pe-
los resultados da pesquisa & o ofimismo com que foram recebidos por
pesquisadores de areas emergentes, como criptografia quéntica e computagéo
quéntica, que estudam formas para incrementar a seguranca e a velocidade na

transmiss@o e processamento de dados com o auxilio da fisica giantica.

Veremos, no Capitulo 3, como obter extensdes do conjunto dos nimeros

* Qubits sio sistemas qlidnticos (unidades qianticas) que correspondern, nos processadores atbmicos (ainda
em estude), aos bits com os quais € descrita a capacidade de um processador transistorizado atual.
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reais e dos nimeros naturais standard no hiperanel {1 e no quase-anel ", atra-
vés de funcdes especiais denominadas monomorfismos, definidas entre superes-
truturas. Através destas poderemos verificar como o modelo de da Cosia, com
sua logica subjacente C¢, e sua teoria paraconsistente de conjuntos CHU;, es-
tende, o calculo classico; além disso, veremos que o modelo de da Costa tam-
bém estende, em certo sentido, a analise de Robinson, que por sua vez estende,

da mesma forma, o célculo classico.
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CAPITULO 3

SUPERESTRUTURAS PARACONSISTENTES E UM TEOR.EMA DE
TRANSFERENCIA

Apresentamos, no capitulo anterior, resultados de um calculo diferencial
paraconsistente, que estendem resultados do calculo diferencial classico, con-
forme teoria delineada por Newton C. A. da Costa em da Costa & Déria 1990,
da Costa 1996, da Costa, Béziau & Bueno 1998 e da Costa 2000.

Embora a teoria proposta por da Costa seja essencialmente distinta da
analise no-standard introduzida por Abraham Robinson, em certos aspectos, no
entanto, sua teoria estende esta Ultima.

Robinson 1996 (reedicdo revisada da primeira edi¢céo de 1966) estabele-
ce, via teoria dos tipos e teoria de modelos, condigbes sob as quais propriedades
de uma dada estrutura matematica sdo conservadas por certas extensdes, em

particular para o caso de estruturas determinadas pelo conjunto R dos nimeros

reais e sua extensdo *R, usualmente denominada conjunto dos numeros hiper-

reais. A conservagio das propriedades basicas de uma estrutura, em uma sua
extensdo, é normalmente garantida para as propriedades de primeira ordem dos
objetos classificados como infernos, que compreendem conjuntos, relagbes, fun-

¢bes, etc. No caso do conjunto R dos ndmeros reais, embora *R constitua um

continuo ndo-arquimediano, o fato de seus conjuntos internos preservarem mui-

tas das propriedades basicas de R foi o que possibilitou a Abraham Robinson o

uso dos infinitésimos como base para o desenvolvimento da andlise nao-
standard.

Robinson & Zakon 1967 e Stroyan & Luxemburg 1976 apresentam es-
se procedimento de forma mais compreensivel, utilizando feoria de conjunfos e
teoria de modelos.
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Como a caracterizacdo de conjuntos internos e externos ndo depende
significativamente da logica subjacente considerada e, ainda, como as extensdes

4 (hiperanel) e 9" (quase-anel) do conjunto R dos numeros reais, de da Costa,

sdo continuos ndo-arquimedianos, parece viavel estudar essas extensdes utili-
zando procedimento semelhante ao utilizado por Robinson e Zakon no estudo da
extensio nao-standard dos nGmeros reais.

Limitamos nosso trabalho ao célculo diferencial a uma variavel, o que

natural face a construgdo do hiperanel {1 e do quase-anel 4" de da Costa.

Apresentamos, inicialmente, alguns pré-requisitos aligébricos e de teoria
de conjuntos, motivados por Stroyan & Luxemburg 1976, como a construcao de
ultrapoténcias, e de Robinson & Zakon 1967, cujo Teorema de Transferéncia
nao-standard tomamos como referéncia para a busca de um Teorema de Trans-
feréncia paraconsistente.

Observamos que sempre que nos reportarmos especificamente as exten-

soes 4 e 4* de R, estaremos considerando, ainda que implicitamente, a jogica

paraconsistente C+~ e a teoria paraconsistente de conjuntos CHU, subjacentes.

3.1. Superestruturas

Motivados pela analise ndo-standard de Robinson, no estudo das exten-
soes paraconsistentes do calculo diferencial classico introduzimos uma extensao
paraconsistente para o conceito de superestrutura.

As superestruturas representam, no ambito da matematica, como sugere a

denominacao, grandes estruturas cujos elementos séo construidos a partir de um

conjunto basico - como por exemplo o conjunto R dos nimeros reais -, por um

processo indutivo, tal que cada etapa incorpora todos os elementos anteriormen-
te obtidos, além de novos elementos. A escolha do conjunto basico para uma

superestrutura depende dos objetivos a serem alcangados. No nosso caso, sao
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candidatos naturais a conjuntos basicos para as superestruturas, o conjunto R

dos nimeros reais, o hiperanel 4, e o quase anel 4°, uma vez que desejamos
confrontar propriedades do calculo diferencial classico, com propriedades da ex-
tensao paraconsistente do mesmo.

E desejavel que o conjunto basico de uma superestrutura inclua um con-
junto enumeravei infinito, como o conjunto dos nimeros naturais, ou uma exten-

sao do mesmo, o que ocorre com R, com 4 e com 4"

Nossas superestruturas paraconsistentes envolvem, portanto, extensées de

R, tém como lbgica e teoria de conjuntos subjacentes, C;" e CHU,, respectiva-

mente, e nelas podemos interpretar todos os conceitos matematicos do calculo
diferencial paraconsistente, em construgéo.

Definimos, pois, uma superestrutura paraconsistente em CHU4, a partir da
definigéo indutiva de seu conjunto universo X, como a seguir.

Definicdo 3.1. Seja X um conjunto (classicamente nao vazio) infinito de indivi-

duos de CHU,. Definimos o conjunto X indutivamente:

Xo = X,
X1 = o (Xo),
X2 = gg( XQU X1),

Xoer = p(|JX), n=0,1,2,..
k=0

O conjunto X (Xp) € um conjunto infinito de atomos, isto €, se a e X, nao

podemos escrever “x e a”, qualquer que seja x.
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Os elementos de X sdo ditos entidades de X, sendo que os elementos
(atomos) de X s&o denominados individuos de X. Denotamos indistintamente por
letras mintsculas ou letras mailisculas, as entidades em geral; os individuos, em

particular, sdo denotados exclusivamente por letras mindsculas.

Teorema 3.2. Um conjunto X de CHU,, construido como acima, satisfaz as se-

guintes propriedades:

i) @* é uma entidade, isto &, @" € X;

i) Para cada n, X, & uma entidade de X, isto &, X, € X;

iii) X & transitivo, no sentido de que se y € uma entidade e x e y, entao x é
uma entidade;

iv) Se y é uma entidade e x c y, entdo x € uma entidade;

V) Se x é uma entidade, entdo g (x) € uma entidade;

vi)  Se x & um conjunto finito de entidades, entdo x & uma entidade;

vii)  Se x é uma entidade, entdo U x & uma entidade;,

viii)  Se X1,...,.xn S80 entidades, entao (xi,...,.Xa) € uma entidade;

ix) Funcgbes e relagbes cujos dominios e contradominios s&o entidades,
sdo entidades;

X) Assumindo-se o Axioma da Escolha em CHU4, entao este axioma vale
para as entidades de X.

Demonstracao

i) Observemos que & € p(Xo) = X1 c X.

i} Xn € (Xn) < Xns1.
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if)

vi)

vii)

viii)

Se y € uma entidade, entdo y € X,.1, para algum n > 0. Ou seja, y

Cij e, portanto, x Lnj)(k . Logo, cada Xk = X.
K=0 k=0

Sey e X, entao existe n tal que ye Xp.1 0OU ka DyoxX Logo, x e X
k=0

Toda entidade x de X € um subconjunto de X, pois x € Xq.+, para algum
n, exc X v Xng X Logo, p(x) = o (Xo UXn) = Xne1 €, por (iv), p(x) é
uma entidade.

Seja x = {as,...,ap}, com a; e X. Entdo, paratodoitalque 1<i<p, a ¢

LanR , para algum n. Logo, X € Xn+1.
k=0

Temos que Ux=U(y:y € x). Como os individuos séo atomos, se y e x
ey € Xo, entdo y ndo tem elementos e, portanto, ndo contribui para a
uniao. Como x € Xn1, para algum n, entdo {z: existey e xcomz e y} é
um subconjunto de X,1 U Xo, € € um elemento de X, e, portanto, & um

elemento de X.

E imediato, ja que um par ordenado x, y) = {{x}, {x, v}} é constituido
por um conjunto de entidades, e (X1,...,Xn) = ({X1,...,Xp-1), X).

Conseqiiéncia imediata de (viii).

Para a demonstragao do item (x) observamos que, em geral, dada uma
relaglo n-aria F e X, dizemos que F é uma entidade relacional n-aria

de X quando o dominio & o contradominio de F s3o entidades.

Se F € X é uma funcdo n-aria cujo dominio e contradominio s3o enti-
dades, tal que F(x) € uma entidade nio-vazia para cada x ¢ dom(F) =

©, entao existe uma entidade f, tal que f(x) e F(x), para cada x ¢
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Dom(F). Devemos mostrar que f € X. De fato, cada f(x) e X, por transi-

tividade. Como o contradominio de f, CD(f), € um subconjunto de
U(CD(F)), que é uma entidade, temos que f < Dom(f) x CD(f). i

Observamos que subconjuntos quaisquer de X ndo séo necessariamen-
te entidades de X — as entidades séo os conjuntos que sao elementos de X,

construtiveis, portanto, pelo processo indutivo anteriormente apresentado.

Uma conseqiiéncia imediata de (viii) € que o produto cartesiano x; x Xz

x...x X, de entidades é uma entidade, j&d que xxy ¢ p{p(XVYy)).

Vamos, agora, tratar de mostrar que a classe de entidades sobre um da-
do conjunto é adequada para descrever certas teorias matematicas, no caso,

nosso calculo diferencial paraconsistente.

Stroyan & Luxemburg 1976 define uma superestrutura, baseada em
um conjunto infinito de tomos X, como o conjunto X (de acordo com a Defini-
cao 3.1) com as nogdes de igualdade e pertinéncia sobre os elementos de X.

Adaptamos esse conceito ao calculo paraconsistente, definindo uma
superestrutura paraconsistente como toda superestrutura cuja teoria de con-
juntos subjacente & paraconsistente - no nosso caso CHU, -, tendo, portanto,
como logica subjacente, uma logica paraconsistente - no nosso caso, Cq, es-
tendida pela linguagem L introduzida no Capitulo 2, Segao 3.

Definigio 3.3. Denominamos superestrutura paraconsistente sobre um conjunto

X de &tomos de CHU;, X classicamente n&o vazio e infinito, a estrutura (X, =, €,

<, =), com X como na Definigao 3.1.

Assim, se X = R, temos a superestrutura R, cujo universo tem como con-

junto basico o conjunto dos nimeros reais standard, que s&o os individuos de R,
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e cujas entidades sdo todos os elementos de R.
Se X = 11" e se denotamos por $* o universo construido a partir do conjun-

to 11" dos nimeros hiper-reais, que s&o os individuos de $*, temos a superestru-

tura paraconsistente (8°, =, €,<, =).

Observamos que poderiamos ter definido uma superestrutura paracon-

sistente sobre um conjunto X, simplesmente como uma estrutura (X, =, &), com X
como na Definigao 3.1, acrescentando-se a seguir os predicados < e =, por defi-

ni¢ao. Optamos, entretanto, pela definicdo acima.

Usaremos, sempre que conveniente, a mesma notagéo X para designar

a superestrutura e seu universo.

Queremos, agora, mostrar que, dada uma superestrutura X, =, g, <, =),
existe uma superestrutura (U, =,¢, <, =), maior do que X, e uma imersao «: X — U

que preserva toda a estrutura matematica de (X, =, €, <, =).

Seja (X, =, €, <, =) uma superestrutura baseada no conjunto de atomos

Xo. Seja (Y, =, €, <, =) uma superestrutura baseada em outro conjunto de atomos
Yo que estende Xo, Yo = *Xo. Cada individuo x € X, tem uma “extens3o” *x emYyp,
0 mesmo ocorrendo com a entidade X, e {*x: x e Xg} < *Xq, podendo ocorrer que
{*x: x e Xo} = *Xo.

Assumimos que *X, = Yy. Do mesmo modo, cada subconjunto A de Xp (A
< Xo) tem uma “extensdo” *A e o conjunto poténcia g (Xg) = X1 também tem uma

“extensao” *X;. E importante observar que * (Xo) = g (*Xo).

Dada uma “extens&o” +: X — U, definimos uma fungéo ¢ no conjunto
Ent(X) das entidades de X por:
o(A)={*a:a e A}.
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A fungao o produz, em U, a copia standard imersa de A.

A definicao de monomorfismo entre superestruturas, que apresentamos
a seguir, é fundamental para o estudo de extensoes de superestruturas. Estare-
mos considerando o caso especial de superestruturas paraconsistentes, que tém

como predicados primitivos a igualdade, =, a pertinéncia, €, e os simbolos < e =,
com o acréscimo de clausulas relativas a negagao fraca, como a preservagéo da

diferenca fraca de conjuntos.

Defini¢do 3.4. Sejam X e Y superestruturas paraconsistentes. Uma fungado injeti-
va +: X — U é um monomorfismo se satisfaz as condicbes a seguir, nas quais,
para todo conjunto A de CHU,, a notacao *A é usada para representar «(A) (ou

+[A]) de forma simplificada:

) Sex=y, entdo *x ="y (e preserva a relagéo de igualdade "="),

i) Sex=y, entao *x = 'y (e preserva a relagéo de identidade paraconsistente

iii) Se x <y, entdo *x < *y (s preserva a relagéo de desigualdade “<*),

iv) *{3 = {*x} (e preserva conjuntos unitarios);

v) *(A-"B)=*A-" *B (+ preserva a diferenca usual, ou diferencga forte de conjun-

tos);
vi) *(A-B)="A-*B (e preserva a diferenca fraca de conjuntos);

vii) *(AxB)=*Ax *B (e preserva o produto cartesiano de conjuntos);
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viii) *(t o F) =1 (*F), onde t &€ uma permutacao de n elementos e F é uma relacdo

n-aria (e« comuta com permutacées de varidveis);
iX) *(F") = (*F)"" (+» comuta com a relagéo inversa);

x) Sendo F uma relaggo binaria, *(Dom (F)) = Dom (*F) e *(Im (F)) = Im(*F) (e
preserva o dominio e a imagem de relagdes);

xi) *(AwB)="AU’B (s preserva a unido de conjuntos):

xii) Dado A € X, *{(x1, Xz,...%n, ¥) © (X1, X,....Xn) € ¥ € A} = {(z1, Z5,....Zn, w) : (z1,

Z2,....Zn) € W € *A} (s preserva a definicdo standard de conjuntos).

xiii) « produz uma extensao *A de o(A), o(A) < *A, ocorrendo a igualdade o(A) =

*A se, e somente se, A € um conjunto finito.

As propriedades acima, que caracterizam um monomorfismo, implicam
que a imagem *X da superestrutura X é um modelo paraconsistente de superes-

frufura.

O teorema seguinte apresenta propriedades complementares de um mo-
nomorfismo entre superestruturas, algumas delas necessarias para que possa-
mos lidar com elementos de ordem superior da linguagem adotada para o calculo
diferencial paraconsistente.

Teorema 3.5. Se +: X —» U é um monomorfismo entre superestruturas paracon-
sistentes, sdo validas as propriedades seguintes para individuos e entidades de
Xel.

[) + preserva as operacgdes basicas de conjuntos:
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) a)*(@*) =% emque & ={x " (X=X}
b) *@ =@, emque &={x —(x=X}};
i)AcB < *Ac *B;
i) xe Ae>*x e *A;
iv) (A~ B) =*A ~'B.
i) *{x1, X2,... X} = {*x1,"%2,...,*Xa} (# preserva conjuntos finitos);
ii) *(X1, Xa,.... %) = (*X1,*X2,..., "X} (¢ preserva n-uplas finitas).

fi) i) Dadas uma relagéo binaria F e uma entidade A qualquer da superestrutura
X . temos que *(F[A]) = (*F)[*Al;

i) SezeAe X, entdoz e %o w X
iii) Se (X1, X2,....Xm) € A € *Xnst, €NtE0 X € "Xo U Yo, ¥k € {1, 2,..., m}.

Demonstracao
l-i.a) Usando a Definicio 3.4-ii e propriedades classicas da diferenca de con-

juntos em CHU4, temos: *@* = *(A-" A) = *A-* A =@ para A uma entidade

qualquer da superestrutura X.

I-.b) De forma semelhante ao caso anterior, mas agora para a diferenga fraca
de conjuntos, temos:
0®= .(A““A)m.A "A=®-
I-ii) Temos, por propriedades classicas das relacdes e operagdes de conjuntos
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de CHU,, e por l-i.a, que

AcBeA-"B =g"

< 'ASB=T (=27

< *Ac'B.

Chegariamos ao mesmo resultado se utilizassemos, na demonstracdo, a
diferenca fraca de conjuntos. Observamos que, de uma eventual inconsisténcia
(A< B) A —~(A < B), obtemos *A ¢ *B, porém nao o inverso.

i) Usando propriedades de CHUj, I-ii acima e a Definicdo 3.4-i, temos:
XeAx{XIcA
< x}c A
<™ c A

o *xe A

I-iv) Sabendoque A~ B = A-" (A - B), temos:
*(AnB)="*A-"(A-"B)

=*A*(A-"B)
=*A-" ‘A~ *B)
=*An *B).

H-i) Como {x,..., Xp} = U{x ;3 temos, pela Definigio 3.4 (i e viii), que
El

¢ [L“){xj}] = Lnj Hx= U {*x}, de onde obtemos o resultado desejado.
=1 1 e

li-ii) Observando que (X1, X2) =aet {{x1}, {x1, x2}}, temos, pelo item anterior, que
*(x1, x2) = *{{xs}, {x1, %21}
={*Pa}, *{x1, x2}}
= "} {"x1, “x}}

= (‘X1, ’Xz).
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Com este resultado, e sabendo que (X} = X, © que (X1,..., X1, Xn) pOde ser
escrita na forma ((X,...,Xn-1), Xn), podemos, indutivamente, obter o resultado dese-
jado.

Hl-i) Temos, pela Definicao 3.4 (vii e ix), que *Dom(F) = Dom(*F) e *Im(F) =
Im(*F). Mas F[A] = Im(F ~ (A x Im(F)), logo, temos, pela Definicdo 3.4-iv e Teo-
rema 3.54,iv, que *FIA] = Im{*F ~ (*A x *Im(F))) = Im{*F ~ (*A x Im(*F))) =
(*F*Al

lli-ii) Dado o conjunto F = {(x, y): X € ¥ € Xn1} temos, pela Definicdo 3.4-{viiie
ix), que *F = {(z, W): Z € W € *Xnn}. COMO X € ¥ € Xnet implica que X & Xnet = Xo
w X, temos que Dom(F) ¢ Xo w X, de onde, pela propriedade I-ii acima, temos
também que Dom(*F) < *Xo U *Xn. Logo, se z € A e *F entdo (z, A) € 'F isto é,

Ze ’XQ U ’Xn.

1-iii) Considerando o par (X1, x2) e A e *Xn+1, podemos afirmar, pela Definigao
3.4-viii que, de forma equivalente, (x1, x2) € *Xo w *Xn. Temos dai que {{xi}, {x,
Xt © *Xou *Xn, €, assim, que x; € X1 @ {x1, X2 } € X1, Mas X2 € {X41, X2},
logo, pelo Teorema 3.2-iii (se A € entidade de X, e x € A, entdo x € X), temos que
%2} < {x1, X2} € *Xner. LOGO, {X2} € *Xnu1 €, como {Xz} & entidade e x € {xz}, te-
mos, novamente pelo Teorema 3.2-iii, que Xz € *Xn+1. Raciocinando indutivamen-

te obtemos o resultado desejado. 0
Observagbes

» Uma consequéncia til da Definigdo 3.4 e do Teorema 3.5-1Lii € que o mo-
nomorfismo + preserva conjuntos diagonais: se A = {(X1, ... Xa): (X1,....%a) € ¥ € A,
e x =X ij = 1,..,n} entdo *A = {(z1,...,.20): (Z1,...,.Zn) € W € ‘Abez =z 0=
1,....n}
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» Qutra conseqiéncia importante do Teorema 3.5-1ji é gue, se F € X é uma
relagéo n-aria, entdo *F & uma relag&o n-aria de §. Em particular, se n é a proje-
¢8O T(X1,....Xn, Xn+1) = (X1,...,%n), €MAO *(m(X1,....Xn, Xn+1)) = (" (X1,....Xn, Xne1)), OU

seja, + preserva a proje¢ao nas n primeiras coordenadas.

A definicao de conjunto infemo de uma superestrutura paraconsistente,
dada a seguir, corresponde a definicdo de Robinson & Zakon 1967 para a ana-

lise nao-standard.

Defini¢ao 3.6. Dado um monomorfismo +: X — U, entre as superestruturas para-

consistentes X e Y, definimos os elementos intermos de §J como os elementos de
*X={J *Xa, com Xo 0 conjunto de individuos de X.

n=0

Os elementos de U que néo s&o internos sio ditos extemnos.

Observagbes. Em decorréncia da Definigéio 3.4-xiii, pela qual podemos definir
uma fungéo o : Ent(X) — U, das entidades de X em U, tal que, para uma entidade

A qualquer de X, o(A) =qet {*x : X € A}, e da Definigdo 3.6, temos:

e Um elemento y de *X é elemento interno de U se existe k tal que y e

*Xk, ou seja, se existe xem X tal que y e *x.

» Nocaso em que Xo = R, R conjunto dos niimeros reais standard, te-

mos que o(R) &€ uma copia (standard) de R em U, com o(R) < *(R) = *R.

e SexeXo=R,entdo *x e *Xo = *R ¢ *R, de onde temos que todo

individuo y de *R & interno.

» No caso em que a superestrutura X = R = [JR, é construida sobre R, =
n=90
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R, e a superestrutura Y e construida sobre uma extensio Yo de R contendo nu-

meros infinitesimais e nameros infinitos, temos que 0s conjuntos desses numeros

infinitesimais e infinitos nao sao internos.

Os conjuntos internos s&o particularmente importantes porque, analoga-

mente ao que ocorre na analise nao-standard de Robinson, dada uma formula o
de L interpretada em uma superestrutura paraconsistente R construida sobre R,
as variaveis quantificadas de sua transformada +(*a), ou **a, variam apenas so-

bre conjuntos internos de extensoes U de R, construidas sobre extensoes de R.

Espera-se, assim, que quando as variaveis livres de *‘o estejam definidas para
variar apenas sobre objetos internos de uma extensao U de R, os valores de ver-

dade de o em R sejam os mesmos valores de sua transformada em *R < Y.

3.2. A superestrutura paraconsistente R e algumas de suas exten-

soes.

A construgao de extensdes de superestruturas e de monomorfismos en-
tre superestruturas pode ser realizada com o auxilio de fungdes de interpretacao
i, dalinguagem L em superestruturas.

Stroyan & Luxemburg 1976 define o conceito de fungao de interpreta-
¢do da linguagem &= e, =), subjacente a sua analise ndo-standard, em uma
superestrutura X. Motivados por essa definicdo de interpretagéo, adaptamos nos-
sa Definicdo 1.33 de inferpretagéo, adequando-a & linguagem 1. e as
superestruturas paraconsistentes.

Consideraremos, a partir daqui, a superestrutura R {superestrutura para-

consistente construida sobre o conjunto R), e fixaremos o hiperanel { e ¢ quase

anel {4° como conjuntos basicos para a construgao de extensdes de R. Podemos,

assim, estabelecer a definicdo a seguir, onde M é uma superestrutura paracon-
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sistente, construida a partir de R ou de extenstes de R, dentre as quais d e 1",

Definigédo 3.7. Uma fung&o de interpretacdo da linguagem L em uma superestru-
tura paraconsistente M, construida sobre R ou uma extenséo de R, & uma fun-

¢do i1 Ac C(L) — M, injetora, com A um subconjunto do conjunto C(L) das

constantes da linguagem L.

Esta definicdo de interpretagao corresponde a uma restricio do conceito
introduzido na Definicao 1.33.

Dada uma interpretagéo i, seja F uma formula fechada de L, cujas cons-
tantes as,...,an pertencem ao dominio de i:
i) Se 1 e t; sdo constantes, (t; = t;) é interpretado como “a entidade

(ou individuo) *t; & igual (=,,, em M) & entidade (ou individuo) t,”.

if}) Se t1 e 1, sdo constantes, (11 € tp) é interpretado como “a entidade
(ou individuo) *t; € um membro (e, , em M) da entidade (ou indivi-

duo) *,".

i) Se t; e t; sdo constantes, (1 < t, ) é interpretado como “a entidade
(ou individuo) ‘t; é menor(<x, em M) que a entidade (ou individuo)

.

iv)  Sety e t; sdo constantes, (t = 1) é interpretado como “a entidade
(ou individuo) *ty € quase idéntico (=~, em M) a entidade (ou indivi-

duo) itz.

Interpretamos os simbolos =, €, < e = de L, na forma conjuntista usual,

motivo pelo qual podemos dizer, como Stroyan & Luxemburg 1976, que nossas
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interpretagdes levam L na teoria de conjuntos CHU..
Observamos que os itens (iii) e (iv) poderiam ter sido omitidos, porque po-

dem ser obtidos por definigao de < e =, ja que os simbolos < e = nao sao simbo-

los primitivos de L.
Chamamos a atencéo para o fato de que a possibilidade de interpretagao
de uma formula atémica nao significa que a sua interpretacéo seja verdadeira.

Em particular, quando it, & um individuo, t1 €, t (ou, simplificando, t1 € t;) tem,
necessariamente, quando t; € Dom(i), uma interpretagéo falsa, mas nao tem

interpretagéo quando t; ¢ Dom(3).

Podemos estender i aos simbolos de predicados e simbolos de fungdes
de L, como no caso da Definicao 1.33.
Nesse sentido, temos, em particular, que:

e i{t; =t) =1 se, e somente se, ‘t; =n’t.
e i(t; e t) = 1se, e somente se, 't en .
o ity <f) =1 se, e somente se, “ty <m s

o i{t=t)=1se, e somente se, ‘t; =« ‘b

Além disso, podemos associar a toda interpretag@o i, nas condi¢bes ante-
riores, uma funcéo de valoragdo v;, conforme a Definicao 1.34 e a Definicao

235, através da qual podemos verificar que toda sentenga cujas constantes per-

tencem a A c C(L), ou é verdadeira (valida) ou é falsa (nao-valida), em F. Com

isso, definindo v; a partir de uma i-interpretagéo das constantes de um conjunto

A < C(L) na superestrutura R construida sobre o conjunto R (ou a partir de uma
1i’-interpretacao das constantes de um conjunto B ¢ C(L) em uma extensao de R,

construida sobre uma extensdo de R), & possivel valorar as sentengas de L cujas
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constantes pertencam ao Dom(i) (ou ac Dom(1i%)).

Dado um conjunto A ¢ C(L), ndo vazic, € uma interpretacéo i: A < C(L)
— M, definimos uma C;” valoragdo (-estendida) de L como uma fungdo V.,

do conjunto *Sent das sentengas (formulas fechadas) de L cujas constantes per-
tencem a A, em {0, 1}, de forma equivalente & Definicao 1.33 e Definigao 2.35.

Uma férmula fechada F de L, cujas constantes pertencem ao Dom(i), é

verdadeira (ou valida), em uma superestrutura M, segundo uma interpretacao i,

se vi(F) = 1.

Uma M;-instancia de uma férmula F é uma férmula fechada, obtida a
partir de F, substituindo-se, adequadamente, todas as ocorréncias de variaveis

livres de F por constantes que pertencem ao Dom(i).

Dada uma formula F de L, F é vélida em M, segundo v;, se v;(F) = 1,

para toda M, - instancia F; de F.

Uma formula F de L é vélida em M, se & valida em M segundo todas as

valoragoes V.

A definicao a seguir relaciona uma funcdo de interpretagéo i: A ¢ C(L)
— M com o conjunto das sentencas validas da linguagem L na superestrutura M,

segundo 1.

Definicédo 3.8. Seja Ko = Ko(1) um conjunto de sentengas da linguagem L, e i: A
< C(L) - M uma fungéo de interpretacdo de um subconjunto do conjunto das
constantes de L na superestrutura M. Dizemos que M é um modelo para K, de-

terminado por i, ou um i-modelo, se todas as constantes das sentencas F de Ky
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estdo no dominio de i, e F & valida em M segundo v;, para toda F € Ko.

Sejam i: A ¢ C(L) -» R uma interpretagéo de um conjunto A de constan-
tesde Lem R, e i: B < C(L) > M, uma interpretacéo de um conjunto B de cons-
tantes de L em uma extens&o paraconsistente M de R. Supondo R um i-modelo
de um conjunto Ko de sentencas de L e M um i’-modelo de Ko, se 1 0 i: R—> M

nio é sobrejetora, dizemos que (i’ o i )}R) c M é um modelo paraconsistente

conjuntista de R. Observamos que se F e Ko, entdo toda constante ¢ que ocorre

emFétalqueCeAmB.

Considerando na Definigdo 3.8, em lugar de Ko = Ko(i), 0 conjunto Ky =
Kq(i) de todas as formulas F de L validas em R segundo uma valoragdo v;, po-
demos obter, fixado um conjunto enumeravel infinito J, um modelo paraconsisten-
te para K4, que denotaremos por R’. Esse modelo que, como veremos, € com-
posto por todas as seqliéncias determinadas por fungoes f:J -» R e pode, atra-
vés de suas entidades finitas, ser parcialmente imerso na teoria de conjuntos
CHU;,, pemmite o estudo dos individuos e entidades de R representados como

sequéncias de R'.

A construcdo de R’ e de suas relagbes e operagbes requer a definicao de

ultrafiltro livre e de ultrafiltro 8-incompleto, que daremos a seguir.

Definicio 3.9. Um ulirafiltro sobre um conjunto infinito enumeravel J de CHU, é
um conjunto ndo-vazio U de subconjuntos de J, isto &, U< pU), satisfazendo as

seguintes condigbes:
) T'elledel

i) SeAeleBelentaioAnBel (Propriedade da interseccao finita).
i) SeAcleAcBe p(J),entdioBel (Ueum superconjunto).
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iv) SeB e p(J) entdo B € U, ou B ¢ U, com B"* o complemento

forte de B, isto &, B = J - B. (U é maximal).

Definicao 3.10. Um ultrafitro livre sobre um conjunto infinito enumeravel J de
CHU, & um ultrafiltro U que satisfaz a seguinte condicao adicional;

v) Se A éfinito, entdo " (A < U). (A colegio U ndo possui conjuntos finitos).

Definigé@o 3.11. Um uitrafittro &incompleto sobre um conjunto infinito enumeravel

J de CHU4 € um ultrafiltro U que satisfaz a seguinte condic&o adicional:

v’) Existe uma particdo enumeravel {An. n=1,2,..,deJ tal que A, ¢ T, para
cadan, e JA,=Je U

Defini¢é@o 3.12. Com base nas propriedades das relagbes =, € e <, e nas opera-
¢oes +e. do corpo R dos reais standard, para cada subconjunto Bde R, B =

R, definimos os seguintes conjuntos:

I ={xy):xyeBax=y}

Py

i

{x,¥)}:x,yeBaxey}

O = {x,y): X, yeBax<y}

Sg Xy 2 xy,zeBax+y=2z)

Mg = {{xy,2):xy,zeBax.y=2}

Observamos que, quando n&o for necessaria a explicitagdo do conjunto B
da definicdo acima, serdo omitidos os sub-indices de LP, O SeM

Através desses conjuntos podemos representar, na linguagem de conjun-
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tos, sentencas da linguagem classica subjacente a superestrutura R.
Consideremos, como exemplo, a sentenga:

“O namero real zero & elemento neutro da operagéo de adi¢ao do anel R,
+,.,0,1)%

Identificando, pela fungéo de interpretagéo i: A< C(L) - R, os conjuntos
anteriores, e o conjunto R, como imagens respectivas de a, B, v, 8, 6 « Term(L)
(com Term(L) o conjunto dos termos de L), isto é, i{a) =1, i(B) = O, i(y) = S,
i(3)=M e i(0) = R, e assumindo a comutatividade da adicdo em R, assim re-

escrevemos a sentenca dada:
(Y)EYH(x € 0) > ((y £ 8) A(x,0,y) €3 A(x. y) e ).

Considerando um ultrafiltro U, construido sobre um conjunto enumeravel e
infinito J, uma superestrutura R sobre o conjunto R, e o conjunto R’ das fungdes f:
J — R, (ou espago das sequéncias infinitas de individuos e de entidades quais-
quer de R), e procedendo conforme Stroyan & Luxemburg 1976 - Secdo 3.8,
podemos definir fungbes de interpretagao i AcCl) > Rei®:B cCL) > R,
de tal forma que individuos e entidades quaisquer de R possam ser representa-
dos como seqiiéncias infinitas de R’.

A imerséo parcial de R' em uma extenséo H de R, por outro lado, nos
leva a determinacdo de uma funcdo de interpretacao i"C ¢ CL) —» 1, 0 que
permite que fungdes e conjuntos representados como seqiiéncias em R’ possam
ser comparados com conjuntos da superestrutura . Esse processo pode ser

repetido para a obtencéo de extensbes de ultrapoténcias® sobre R, como ultra-

% Uma ultrapoténcia R/ relativa a linguagem L e ao ultrafiltro U sobre um conjunto enumeravel J € um

ultraproduto da superestrutura R = U Xn , definido pelas seguintes cléusulas: i) Para cada constante ¢ de L,
=0
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poténcias sobre ", Através dessas superestruturas, relagGes, operagées e fun-
¢oes de interpretacéo, e de extensbes adequadas dos conjuntos I, P, O, Se M da
Definigdo 3.12, poderemos determinar um monomorfismo entre R e uma certa
extensao de R, como requisito fundamental para a obtencdo do Teorema de
Transferéncia almejado.

Pretendemos fazé-lo segundo a abordagem baseada em superestruturas
de Robinson & Zakon 1967. Como falta a esta, no entanto, o processo de cons-
frugdo de ultrapoténcias e de um monomorfismo ¢ adequado, buscamos em S-
troyan & Luxemburg 1976 elementos motivadores para o desenvoivimento que

apresentamos.

Defini¢do 3.13. Dado um ultrafiliro U §-incompleto, sobre um conjunto infinito
enumeravel J, definimos as relagdes =,, <, ¢, e as operacoes +, e x,, entre se-
quéncias (a)jc; de individuos e (A).; de entidades (nao-individuos) de ®’, ou,
mais simplesmente, (&) e (A)), determinadas por fungdes a: J > Re A: J —» R, do

seguinte modo:

i) =y
(a)) =, (bj) se, e somente se, {j: a;= b} € U, em que = é a identidade de L;
(A) = (B) se, e somente se, {j: Aj=B;} € U, em que A = B; € a igualdade

usual de conjuntos;?’

i) <q

(a)) <u (b)) se, e somente se, {j:a;<bj} e ;

iil) ey

¢'® ¢ a classe de equivaléncia das n-uplas [¢%9];.; médulo Zk ii) Para cada relagio n-aria basica R de L, o
valor de R® ¢ dado por ([xJu, -...[xJa) € R® se, e somente se, {ieJ: (D, x:(D)} € U, e iii) Para cada
operagfo n-aria basica f de L, e cada n-upla ([xJu,....[xa}x), 0 valor de f®({x, ..., [%,0) é [£R(x,,...x,)].

¥ Podemos verificar, por ser o ultrafiltro { b-incompleto, que dada uma entidade infinita A qualquer de R ,
existem seqiiéncias (A;) de A’ tais que (A;) =, (c), para toda seqiiéncia constante (c) de A’
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(&) eu (A)) se, e somente se, { | gje A} e
V) +qy

(a) +u (b)) =u (c)) 58, e somente se, { g+ bj=c } e L, onde + € a adicao usual

de R, e = & a identidade de L.

Vejamos se +, esta bem definida.

Suponhamos que as identidades (a)) =, (a) e (by) =u (b'j) sejam validas em
R’. Entdo, pela definicdo da relagdo =, temos que A= {j: aj=aj} e U, eB={j
b; = b’} € U. Sendo a identidade “=" uma relagéo de congruéncia em R, temos
que g = &) acarreta g +b;=a;+b; paratodoje J, deondeC={y g +b=aj;+

bilel

Analogamente, D={j ajtb=aj+bj} e U
Pela Definicdo 3.9-ii, temos, entdo, que CnD={j g +bh=aj+bea;+b=a)
+ b’} e U. Concluimos dai, pela transitividade da relagéo “=" em R, que {j: g+ by

= aj+ b’j} e U e, portanto, que (&) +, (by) =u (&) +u(D’j), como queriamos. 0

V) Xu

(@) xu (b)) =u(c) @ {j & .b =¢} e, onde“.” é a multiplicac&o usual de

R (normalmente omitida nas operagbes com reais standard).

Vejamos, agora, se a operagdo x, esta bem definida.

Sejam (a) =, (@) e (by) =, (b')). Temos, pela definigdo da relagéo de igual-
dade “=,", que existem os conjuntos A={j abj=cglecUeB={japb;=d}e
U. Como (a) =y (@) e {j g =4} € U, e ainda, como “=" € uma relagac de con-

gruéncia, temos que C = {j: apj=ajbj} € U, e D = {j ajb = ajb;} ¢ U Temos

159



entdo, usando a Definicdo 3.9-i, que C N D = {j: ab;= ajbje ajb;j=ap’} € U.
Dai, pela propriedade transitiva da relagéo “=”, concluimos que {j: ab; = a’b’} ¢

d, ou seja, que (¢)) =y (d), e que (&) xu (b)) =, (a%) xy (D). O
Teorema 3.14. Arelagdo “=,", da Definicdo 3.13, é uma relacio de congruéncia.

Demonstracio
i) (&) =u (), pois aj= a;, ¥n, e portanto, {j:a;=a} e U

i) Supondo que (a) =, (b;), entdo, em vista da comutatividade da relagio “=",

temos tambem que (b)) =, ().

i) Se(a) =y (b)), e(b)=u(c) entdoA={ja=b}eclUeB={j b= ¢} € U Pela
Definigao 3.9-ii, temos que AN B ={j gj=bje b= ¢} e U, e, portanto, {i:a=c¢}

e U. Logo, (a) =u (c).
iii) Suponhamos que (a) =, (a’) e (b)) =, (b’)), ou seja, que {j: g=ajlele{jb

= b’} € U. Temos, pela Definicao 3.9-ii, que {j: a + by = a’j+ b’} e U, logo, (g +
bj) =, (@ + b’). Logo, conforme a definicdo de “+,”, (@) +y (by) =y (@) +, (7).

Analogamente podemos verificar, sob as mesmas condicoes anteriores,

que () xy (b) =y (a’j) xy (D). 0

Dada uma interpretacéo i: A ¢ C(L) — R, podemos estabelecer, com o
auxilio das propriedades do ultrafiltro U, uma fungéo de interpretagio i% B =

C(L) — R, satisfazendo as condicoes:

¢ Dom(i) c Dom(i¥;
* Sea e Dom(i)ea= ", entdo 1%a) =f e R', com (j) = a, para todo j € J;
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o As il-interpretacdes das relacdes <, = e <, e das operagbes + e x de L em

R’ sao, respectivamente, €y, =u, <y, +u € Xu.

Observamos que i’ induz uma imers&o de R em R, com a condigdo de
que toda constante r de R seja identificada com a seqguéncia constante {r,
r,...,I,...), determinada por uma fungdo f: 7 > R, tal que f(j) =r; = r, Yje J, e toda
entidade A de R pode ser associada a uma sequéncia de conjuntos (As,

Az,...,A,...), determinada por uma funcdo g: ] — R tal que g() = A;.

Teorema 3.15. (R, =, +u, xu) € um anel comutativo com unidade.

Demonstragao

Vamos analisar apenas a propriedade associativa, e a existéncia do ele-
mento neutro e do elemento simétrico de todo elemento de R’, relativamente a

adicao +u.
i) Associatividade da adi¢ao +u.

Dados X = (X1, Xz, Xip.), ¥ = (Y1, Y2i oY) € 2 = (Z4, Z2,..,2;,.-.) €M R’

temos, por definigio, que d =y X+, (Y vnZ) & {j:di=x+(yj+z) } e U

Do mesmo modo, e =y (X +, ¥) +uZ < {j:eg=(y+y)tz}el Sabemos, po-
rém, que dados A e B em U, A ~ B também estaem{, eque, Yjel, x+(y+3z)

=(g+y)+z logo {jrdi=x+(y+z)}n{jre=(+y)+z}iel

o{jix+M+rz)=05+y) +z}el @X+u(y +u2) Zu (X +u y) +uZ Logo, + €
associativa.

i} Elemento neutro da adi¢&o.
Sejam 0 = (0,0, ..., 0, ...), ¢, e d, elementos de R’. Dado y & R’, temos:
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cxu5+uy<:>{j:cj=0+yj}eﬂ<:>{j:cj=y;}eU<:.>c=u yo O+ y=yy (1)

d=,y+0 < {j:d,-=yj+0}eU¢:>{j:yj=d;}eU<:>y=ud¢>y+uﬁuuy (2)

De (1) e (2) temos que0 +,y =,y +,0 =y, isto & 0 & elemento neutro da

adicdo +, em R’

iii} Elemento simétrico de um elemento qualquer x = (1, Xz,...,X;...) de R’ relati-
vamente a operagio +,.

Dado x = (x4, Xz,....Xn), temos que um elemento ¢ ¢ R’ é simétrico de x se
x+tue=0 =yctx & {jix+¢=0}el e{j:0=¢+x}ed
<{jig=xlele{j:x=¢leclec=-x em que -X & a seqléncia (-x4, -

X2,...,=Xn).

As demais propriedades s&o demonstradas de forma semelhante. O

(R’, =y, +u, xu) NGO é anel de integridade. Como € facil ver, podemos ter
(%) xu (yn) =0, com{j: %20} =T e {j:y#0}= (isso ocorre, por exemplo,

sexx =0, X1 =1, yx=1eyx1=0, ke N).

Tendo demonstrado que (R’, =, +,, xyy € um anel comutativo com unida-

de, e que =, é uma relacéo de congruéncia, temos, como resultado basico da

teoria de anéis, que R’/=,é um anel (comutativo e com unidade).

Teorema 3.16. (R'/=,, *=,, *+, *x,) € um anel comutativo com unidade.

Demonstragéo. Observamos que a relacéo *=, e as operagdes *+, e *x, de R'/=,

sdo induzidas, respectivamente, pela relacdo de igualdade =, e pelas operagbes

+, @ xy de R’, do modo seguinte:

162



e [a] *=u[b] se, e somente se, @ =y b.

o [a] *+u[b] *=, [c] se, & somente se, a +, b =y C.

£l

e [a] *xy [b] *=y[c] se, e somente se, a xy b=,C.

Como R é base para R e R’ R’, R'/=, pode ser tomado como base para
uma superestrutura {1 que estende R. No caso classico, esta € a superestrutura
que fornece um modelo "R n&o-standard para a analise. Em nosso caso, vamos
um pouco além na construgdo de superestruturas, estendendo 1 a um modelo
paraconsistente da andlise, baseado no quase anel 4. De fato, tomando como

conjunto basico o quase anel 11, pode ser construida uma superestrutura 8” = (87,

= =, e, <), que estende R. Com base em expediente ja utilizado para merguthar

R em 4, ou em ", pedemos verificar, sem dificuldades, que R’ ¢ 4Y, de onde
temos que R’ ¢ 8", este Ultimo, o conjunto das fungdes f. J — &°, ou espago das
hipersequéncias de 8" (como as sequéncias ({r;, fj)) de numeros hiper-reais fini-

t0s).

A ultrapoténcia 8™ induz, como no caso de R, uma fung&o de interpreta-
céo iH:Ec C{lL) - s através da qual constantes pertencentes ao subconjunto
E do conjunto de constantes da linguagem L podem ser interpretadas em %, e
relagbes e operaghes, como as introduzidas pela Defini¢do 3.13 para R’ , podem

ser definidas para &

Definigdo 3.17. Consideremos um ultrafiltro s-incompleto U sobre um conjunto
enumerave! infinito J. Definimos as relagles =y, =y, <u© €y, © @8 operagdes +, €

xy entre sequéncias de «*' da seguinte maneira:

N =y

Dadas as seqéncias de termos (r;)ies © (s))j<1 de 7, temos:
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(Mher=u (S))es €, € somente se, {j:r,=g} e U,
em que = & o predicado primitivo de igualdade de L.

informalmente, duas seqUéncias de termos de 9" estdo relacionadas por
=, se & desprezivel a quantidade de elementos correspondentes, que ndo

$a0 iguais, em ambas.

iy =,
Dadas as seqUiéncias de termos (1;)e; € (S)e; de 1™, temos:
{M)ies =u (S)ies S€, @ SOMeENte se, {jin=s} e,

em que = é o predicado de identidade generalizada de L.

Informalmente, duas seqiiéncias de termos de 4" estdo relacionadas por

=,, se & desprezivel a quantidade de elementos correspondentes de ambas

que diferem entre si por mais do que um infinitésimo.

il) %,
Dadas as sequéncias de termos (r;)ic; e (S;)jes de 1™, temos:

(r)es %, (81)jcs S€, @ SOMente se, {j: —(r=s;) } € U2,

V) <
(N)ies <u{Si)es S€, € SOMente se, {j: n<si} e,

em que < é a relagdo de ordem de L.

V) ()ies €u (s)) €, @ somente se, {j:r; e s} e U,

* De acordo com as clausulas que definem a relagdo = em L, podemos ter segiiéncias de ' apresentando
comportamento inconsistente, caso a inconsisténcia dessa relaciio se manifeste entre seus membros.

164



sendo e o predicado primitivo de pertinéncia de L.

vi) +y
(t)ier =u (R)jer +u(Sy)jes S€, € SOMeENte se, {it=rn+s}el,

em que + & o simbolo da operagdo de adigdo de L.

vii) xy
Analogamente ao caso anterior, temos que (4)ier = (Mier xu (Sjier 5€, ©
somentese, {jt=rnxstel,

em que x é o simbolo da operagéo de multiplicagéo de L.

A partir daqui deixamos de representar regularmente os indices das
sequéncias de 11", ficando subentendido que variam em J, conforme o enunciado

acima.
Teorema 3.18. =, é uma relacéo de congruéncia em ™.

Demonstracao

i) Propriedade reflexiva.
Dada uma seqiéncia qualquer (r;) de A%, temos que () — (1) Zaer (- 1) =
(0), sendo 0 = (0, 0) um infinitésimo. Logo, {j: =} =J € U e vale, entéo, a

propriedade reflexiva para =,

ii) Propriedade siméfrica.
Suponhamos que (r;) =, (s;). Sabemos, pelas propriedades de ", que, se u
é um infinitésimo, entdo -u é um infinitésimo. Dai, sendo r; - 5; um infinitésimo,
isto &, r, = s§;, igualmente teremos s; = r;. Logo, (s;) =q (r;) se, e somente se, (1)) =y

(s;), valendo, pois, a propriedade simétrica.
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iii) Propriedade transitiva.
Suponhamos que (1;) =, (s;) , e que (s5) =u ().
ComoA={jrn=s}el eB={j: sj=1 } e U, temos, pela Definigéo (3.10-ii),
queC=AnBelistog, C={jin=ses=t}ecl
De forma equivalente, temos que C = {j:n=ses =t}c U Mas para ]
€ C, temos, usando as operagées do quase-anel 4* quern-t=(r-s;+s-t) = (r;
-8) + (8- 1) =0, ;) + (0, g =<0, f; + g;» (em que f; e g; s@o variaveis infinitesi-

mais), que € um infinitésimo, pois lim (fi+g)x) = lim f(x) + lim gx)=0+0 =
X—a X—a X->a

0 (a € I ¢ R, conforme a Definigdo (2.1)). Isso significa que r; = t;, paratodoj e C

€ U. Logo, (1) =u (), e vale a propriedade transitiva.

Concluimos, assim, que =, é relagio de equivaléncia.

Vejamos agora se =, é uma relacdo de congruéncia,

iv) Se () =u(s), entdo A = {j: r;= s} e U. Considerando () +u {t;) e (s)) +u {t;),
sendo (t;) uma hipersequéncia qualquer, temos, pela Definigdo 3.12, que existem
(uj)e(vj)taisques={j:ujarj+tj}e GdeC={j:vi=s+1{}e U Mas, pela
Definigo 3.9-ii, B ~ C € U, ou seja, (W) =y (vj), ou ainda, (r;) +, (t) =u (55) +o ().
Logo, vale a propriedade (r;) +, () =y (55) +u (1), que comuta, dado qQue a opera-

¢&o + do quase-anel {4 é comutativa.

Podemos, de modo semelhante, mostrar que (1) xy () =y (5) xy (t;) tam-

bém comuta. Logo, =, é uma relagdo de congruéncia em «*, O

A relagéo =, estendida a 9%, é também, assim como demonstramos para

R’, uma relagéo de congruéncia.

Definigdao 3.19. As relagbes e operagbes =, =, <u, €y, +y © xy da Definicdo 3.17
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induzem as seguintes relacdes e operagbes em € /=y

[(x:)] "=ul(y;)] se, e somente se, (x;) =u(¥;),

[(x)] "= [(y;)] se, e somente se, (x;) =y (y;);

[(x)] "<u [(p)] se, e somente se, (x) <y (y;);

[09)] “eu [(v)] se. e somente se, (x;) ey (¥)):

-

[0} "+ [ =des [(X5) +u (WD)];

*

[06)] "u [(¥5)] =der [(6) xu (¥;)];

para [(x;)] =aer {(r): () =u (x)}-

Pelo tecrema anterior, dadas as operagdes “+, e *x,, e as relagbes *=,
*=, "eu € "<, procedendo como na construcdo de R’/=,, podemos construir uma

superestrutura $* sobre o quase-ane! quociente 11"/=,", que estende a superes-

trutura 11 e, por transitividade, estende também a superestrutura R, Manteremos,
com a devida cautela, as mesmas notagbes anteriores para as relagbes e opera-
cOes dessa superestrutura. Através dessas novas relagdes e operages constru-

imos o quase-anel {"/=u.

Ndo formalizaremos essas construgdes por sua absoluta semelhanca
com costructes desenvolvidas anteriormente neste trabalho, mas vamos apre-
sentar, em seguida, consideragdes adicionais sobre algumas conseqléncias das

) . £t
¥ Conforme a Definicio 3.2, 8" =4 UOXn onde Xo= T fzue Xne1 = @2{ U X -
N= =0
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mesmas.

3.3. Um Teorema de Transferéncia

Demonstramos, nesta se¢do, um Teorema de Transferéncia de uma su-
perestrutura R, construida sobre o conjunto R dos niimeros reais, para uma su-

perestrutura &, construida sobre uma extenséo do quase anel 4 que, restrito as
formulas do calculo diferencial classico, desempenha papel semelhante aoc do
Teorema de Transferéncia de Robinson, do calculo classico para a analise nao-
standard. Trata-se, pois, de um teorema fundamental, segundo o qual uma for-
mula T € um teorema do calculo classico se, e somente se, existe uma “interpre-
tacdo de 7" que € um teorema do calculo paraconsistente.

Assumida a existéncia das superestruturas do paragrafo anterior, podemos
determinar fungdes de interpretagdo i: A = C{L) - R , tomada como bijecdo en-
tre um subconjunto do conjunto das constantes de L e as constantes de R, e i’
C ¢ C(L) — 8, uma fungao injetora com dominic em um subconjunto do conjunto
das constantes da linguagem, e como contradominio, a superestrutura $.

Como, por construgao, § contém entidades externas®, que néo pertencem
a linguagem L, 1” n&o pode ser sobrejetora.

No diagrama abaixo, apresentamos todas as estruturas anteriormente
descritas e fungdes através das quais estas se relacionam, algumas novas, cujas
agbes sao explicitadas em seguida ao diagrama e outras anteriormente introdu-
zidas. Lembramos que J & o conjunto enumerave! infinito da definicao de uitrafil-
tro (Definicdo 3.11).

Embora reconhegamos que o caminho seguido poderia ser um pouco

** Um modo de verificar isto é através do uso da condicdo de -incompletude do ultrafiltro Ui, como no caso
do conjunto dos infinitésimos de {1 ( conforme Stroyan & Luxemburg 1976 - 3.10, com as devidas adap-
tagdes 4 linguagem L).
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abreviado, suprimindo a passagem pela superestrutura 1, sua presenga permite
a anélise de restricdes interessantes do caso mais geral, inclusive um estudo
comparativo entre o modelo correspondente a superestrutura paraconsistente & e
o modelo correspondente & superestrutura nao standard de Stroyan & Luxem-
burg 1976.

Esta & a razao pela qual apenas nos aprofundaremos na analise das

fungbes, do diagrama, que relacionam diretamente R e &.

RJ 9 ’ 5-3

R 61 | ﬂ * » S
+; ’

& ‘

o

e i, i, i”, id 39:-funcdes de interpretacdo, com dominio em subconjuntos A,
B, C, D e E do conjunto C(L) das constantes de L e contradominios iguais a, res-

pectivamente, R, 4, &, R’ e 8"
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sr: R - R’ : mergulho de R em ®’, que identifica cada constante r ou varigvel

X, de R, com uma seqiiéncia constante (r....r....) ou uma sequéncia (xi,

Xz,...) de R

» 0:R — 87 : mergulho de R’ em $”, pelo qual toda seqliéncia da forma (x,,
Xz,....Xn,...) € @ssociada a uma seqiéncia da forma (x1, 0), {xz, O),....{%n,

0),...) de nGmeros hiper-reais finitos, eventualmente constantes:

mg: R — H : mergulho de R’ em 1, que leva sequéncias (%) de R’ em clas-
ses [(yj)] de 11, sendo [(y))] = {(z.) € R’: (z) =, (y)};

'm: Fin(8”) - & : funcao que associa seqléncias de elementos finitos de $*

(x). a classes [(x)], em &

+1 (ou *4) : monomorfismo entre R e 1, que pode ser construido nos moides
de Stroyan & Luxemburg 1976, Definicao 3.10.1, p. 44.

+2 (ou *2) 1 mergulho de H em S, que leva classes [(x))] de H em classes [(<x;,
0))] de &:
209D = 262 %5 = )} = *2(0(y): {2 % = yi}e WD) = {(Oy;, B): <y, H =y x;
00} = [((, O));

+(ou *) : monomorfismo entre R e S, a ser introduzido na Definicao 3.20;

* o C(R) » H : fungdo com dominio no conjunto das constantes de R, pela

qual uma copia standard 6;(R) = {*'x: x € R} da base R de R ¢ produzida em H;
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¢ o:C(R) — & : funcio que determina uma copia de R em S, tal que R < *R.

Admitiremos, sem demonstragio, que sg, 8, mg, @ ‘'m séo fungdes, dada a

evidéncia do fato.

Observacodes.

a) As fungdes i: Ac C(L) > R, 1" Bc C(L) » 4, 1" Cc CL) » &, i%:D
c C(L) - R’ e §¢: E < C(L) > 5" sdo tais que Dom(i) ¢ Dom(i’) ¢ Dom(i');

Dom{i% < Dom(3%); Dom(i) = Dom(i?), e Dom(i”") < Dom(3j®).
Podemos considerar, quanto as fungdes de interpretagao:

as) Uma sentenca da forma o = B de L é interpretada em R como i{a =

B), ou (e = B), e lida na forma “o objeto ‘o & igual ao objeto “B”;

az) *(a = B) pode ser lida como “a classe [(a)] & igual & classe
[¥(B)", o que, sendo verdade, significa que as seqliéncias (“a)e (*B), de R,

H . n 4 » H ;G
diferem apenas numa quantidade “desprezivel” de termos, ou seja, {* a) =,

(““B).

as) Dada uma sentenca o de L, se *a = a, temos sr(a) = (a), com (a)
uma seqiiéncia constante de R®’. Por outro lado, supondo i%«) =o0: ] > R, em R,
com o¢(j) = a, para todo j de J, temos 6(¢p) = v em *$’, com y(j) = (a, 0), para todo
j de J. Observamos que V;(o) = 1< Via(sr(*e)) = 1 & V5%0(sr(*e) = 1 & Vir((M

00 osr)(e) = 1.

a,) Denotando a negagéo (classica) — utilizada no célculo classico em R

por —&, observamos que a mesma corresponde, por «, no calculo paraconsistente
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em 'R, & negagao forte —". Por desempenharem papéis equivalentes, vamos

adotar para ambas a notac@o —" da negacao forte.

as) Assim como no caso classico, temos que (R’, ey, =, ) é um modelo
para R , relativamente & funcdo de interpretagdo i% o mesmo ocorrendo com

('R, ey, =), em relagéo a funcao de interpretacao 3%
b) i'e i” sdo injetivas, mas ndo séo sobrejetoras, e 1= "m o %

¢) As fungdes sg, 6, @ 'm sdo monomorfismos. A titulo de exemplo, pois
todas as provas sao equivalentes, indicamos a seguir a demonstracdo de que sp

& um monomorfismo.

Observamos, inicialmente que, se x = y em R entéo, como sg(x) = (x) e
RLcomA={j:x=x}eU esrfy) =(y) € R, com B={j:yi=y}eU, temos,
pela definicao de ultrafitro, que AnB e Uouseja, {j:x= y; } € U. Logo, sg(x)
=4 Sr(Y).

Da mesma forma anterior, verificamos que, se x < y entao sg(x) <, Sr(Y).

Se x € A, entdo, sendo sr(X) = (X1, X2,...) € Sr(A) = (A, Az,...), com {x4,
X2} =0 X X} e (A, Ag b =0 {A ALY temos que {j i x e A} =, {j: X e A},

isto &, sr(x) ey Sr(A).

Dado agora o conjunto unitario {x}, uma entidade de R, temos, pela defi-
nicéo de sg, que sr({x}) = ({x1}, {x},....{x}...) € R, com {j : {x} = {x}} e U. Mas {x}
= {X} se, e somente se, x; = x, de onde temos que {j: x; =x} ={j: {x} = {x}}.
Decorre dai que {Sr(X)} = {(x1, x2,...)} =u {(X, X,...)} = {3}, {x, x}, {X, X, x},...} = {x},
{3 -3 =0 ffxad, {xa- 3 = sr({X).

O caso acima pode ser generalizado para conjuntos finitos, isto é, se A =

{X1, X2,....Xn} € R, entao sr({x1, Xz,....Xa}) = {Sr(X1), SR(X2),...,SR(Xn)}.
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sr(A x B) = sp{{ilx, ) :xcAeyeB) =sr{{{{}, Xx ¥}}  xeAeye Bh =
{srE{P3x, ¥ 1 x e Aey e BY} = {{sr({}), sr(ix, YD} i x c Aey e B} =
{(sr(PM} {({sr(X), sr(Y)N} : x € Aey € B} = sr(A) x sr(B).

As demais clausulas da definicdo de monomorfismo, como as que se re-
ferem a relagdes e fungdes, sdo demonstradas com o auxilio das propriedades

acima, relativas a conjuntos e produto cartesiano.

d) Através das fungdes auxiliares, apresentadas acima, usando o fato de
que partes do diagrama acima comutam, podemos determinar os monomorfis-

mos . ¢

di) ¢4 =MRoSR,

dz) ¢+ ="m o o Sgr.

Definigdo 3.20. Dadas as superestruturas R = (R, =, € ) € 8 = (8, =y, €y, <u, =), ©

monomorfismo +: R — & é definido por:

« Dada uma constante ¢ ¢ R em R, esta é associada, por s, & funggo j: J
> R, tal que sr(C) = G = ¢, ou seja, ¢ é associada & sequéncia (¢) = (C.C,..,C,...)
de R’. A seqiiéncia (c)) & associada, entdo, através da fung&o 6, a seqléncia ((g;,
0)), de 8. Esta, através de “'m e da relagdo de congruéncia =,, € (univocamente)

associada a classe [((c;, 0))] de $, que corresponde a *c, imagem de c por «.

« Analogamente, uma varidvel x € R é associada, por sg, @ uma sequéncia
(X1,....%...) de R, que é associada, por 6, a uma sequéncia ((x1, f1)..., {x, f,...) de
s*. Esta, como no caso anterior, € (univocamente) associada a classe [({x;, )],

de $ que corresponde a *x, imagem de x por .

e Considerando o conjunto de todas as classes de sequéncias de constan-
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» Considerando o conjunto de todas as classes de seqiiéncias de constan-
tes acima, em &, dois conjuntos podem ser determinados:

MO = {[((xj! fj >)] . (x.l) = SR(X), exe R}

No = {[({c, 0))]: ¢ € R}, tal que Ngc M.

Definimos:

‘R= Mo e G‘(R) = Np.

* Se A é uma entidade de R.,, com A c R, definimos os conjuntos

Aj=*A= {[b,] e M;: bj €y Aj, com (A‘) =, (A)},

Az = o(A) ={[(c)] : c € A}.

Observamos que Az ¢ Ay, valendo a igualdade se A é uma entidade fini-
ta.

» Tomando Sy = *R = My, podemos obter através da funcdo o uma copia

standard de R (c(R) = R = *R c §):

Se = My,
St = 9(So),
Sz = P (So (- 31),

Spe = go(gesk ), n=0,12,..

°0
Podemos verificar, considerando a superestrutura R = UR, ., que *Rx C
n=0
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@ (*R1 U URk1) © 9 (S1u...USka) = S, para todo k.

Para confrontar propriedades classicas das sentengas de R com suas -
transformadas em $ (ou extensdes de $), restritas a entidades internas de 8, ndo
necessitamos de toda a superestrutura que obtivemos sobre $". Poderiamos nos

restringir @ sua sub-superestrutura &’, determinada sobre $*f=,, na qual a rela-

¢a0 de congruéncia =, é substituida pela relagao de congruéncia =,.

Iniciamos, agora, a construcdo de extensdes dos conjuntos L, P, O,SeM,
da Definigao 3.12, na superestrutura , através das quais podemos determinar as
transformadas *o de sentencas fechadas ¢ de R em 8, na linguagem de conjun-
tos. Vamos utilizar a mesma notacéo para as variaveis associadas em R e em 3,
o que simplifica bastante nosso trabalho e n&o apresenta maiores inconvenien-

tes.

Defini¢cdo 3.21. Considerando as superestruturas Rde R e & de $*/=, e os con-
juntos 1, P, O, S e M, da Definigao 3.12, definimos os conjuntos ‘I*P,*0,'Se*M
em S, com o auxilio das relagbes e operagdes obtidas para $"/=, através da De-

finicdo 3.19:

D*'T=*{xy) X YyeBS RAx=y}=at{(X, V) X, Y ‘B 8"/=Ax =¥}
i *P=*{x,y): X, yeBCcRAX ey} =wi{(X, V) X, Y € ‘B sV=uAx eyl
i) *0={(x,y):x, ye ‘B d = Ax"<, ¥}

i) *S={X, v, 2):x,¥,ze *B =8/max "+, y "= Z};

V) *M={XY,2):%Y,z2e *BcS=ax "y =2}
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Observagoes. » Usaremos implicitamente, na andlise de férmulas do calculo
classico, o fato de que toda ocorréncia de uma variavel em uma férmula atdmica,
ou termo, ¢ livre, bem como o de que toda ocorréncia de uma variavel em —'(e)
ouem a3, onde o € um dos conectivos primitivos de C~, & livre (ligada) se, e

somente se, for livre (ligada) em o e em .

* Uma vez definidas as fungdes de interpretacao i e i’ de
constantes da linguagem L em R e em §, respectivamente, e as valoragGes as-
sociadas v e V;» podemos reescrever 0s conjuntos das Definigbes 3.12 e 3.21,
como, por exemplo, o conjunto

I={{(x.y:x,yeBcRevi(x= y)=1}e

T={(xy):x ye Bcdevi-('x s, Vy)=1).

Lema 3.22. Seja t(x4, ..., X,) um termo e G = ‘aj, j=1,2,...,n, constantes de L in-
terpretadas em R. Se +(t(x, ...., X)) (ou *H{x4, ..., Xp)) € a transformada de tem &
pelo monomorfismo «, e os elementos [((c;, 0))] de S sdo internos, entao (*t)([((c,
)L [({en, OND = [({t(cy, ..., €n), OY)] (classe determinada na sub-superestrutura
&' = ¥'/=,, a partir de uma hiperseqiéncia de $* e das relagbes e operacgoes de-

finidas anteriormente para 4" e 4*/=,).

Demonstragao

[} Seté uma constante real a de L, com fa=¢ e R, temos, como de-
corréncia da construcdo de +, que o pode ser identificada, através da funcdo sy
do diagrama anterior, com uma seqiiéncia constante (c.c,...c...)em R, que po-
de ser associada, entdo, com o auxilio da fung@o 6 do mesmo diagrama, com a
sequéncia {(c, 0),....(c, 0)) em $", que pertence a classe [({c, O))] de 8™/=,. Te-
mos, assim, compondo as fungbes daquele diagrama:
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) Seté uma variavel x, o procedimento é semelhante ao anterior, onde x

é associada, por s, COM uma sequéncia (xs, Xz, ..., Xn,-...), EM R,

) Set=F(t t2, ..., t), admitindo a validade do resultado para ;, | = 1, 2,
..., K, temos:
*F(er, -...Ca) = *FCH((Cr, O, - Mtidl({Cn, OND)
*F([(ti(cr, .o, Sn), O, - [(Kt(Cr, ooy Cn), D)D)
[KF(t(cr, ...y Ca)s oo {C1, ooy Ca)), OV
[({t(c1, ..., Cn), O]
[({F(C1,....Ca), ON)]. O

Considerando que as formulas do caiculo diferencial classico podem ser
traduzidas em R através da linguagem L — como sugerem os axiomas basicos do
calculo G~ e as clausulas do Teorema 1.13, juntamente com as propriedades da
teoria CHU; de conjuntos -, podemos enunciar um Teorema de Transferéncia

entre o calculo diferencial cléssico e o caiculo diferencial paraconsistente.

Teorema 3.23 Teorema de Transferéncia

Sejam as superestruturas R e §, as fungdes de interpretacéo i e i¥, e 0
monomorfismo ¢, como introduzidos acima, e seja a(xs, Xz,...,Xa) uma férmuia de

L, cujas variaveis livres estdo entre X, Xz,...,.Xn. Nessas condigbes, ofX1, Xz,....Xn)
é valida em R segundo v; se, e somente se, ¢(a(X1, X2,...,%n)) € valida em & se-
gundo v;».

Demonstracéo

Devemos mostrar que, para toda formula o de L, v{a) = 1 se, e somente

se, vr(*(a)) = 1.

Faremos a demonstragéo por indugdo sobre o comprimento de o.
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) Seja a uma sentenca atdmica de L. Temos os seguintes casos a considerar:

() aédotipot; =t

Se o é do tipo ty = t;, como o é fechada, t; e t, sdo termos sem variaveis
e temos:

Vil =) =1 vit) =vil) @t = ‘b o (itq, J“‘lig) el

< (), *() € "I *(h) "=y () & V() "= () o

Vir(*()) = V(" () @ V(P = )y = 1.

(IHi) aédotipoti< ts.
Se a € do tipo t; < t; entdo, como no caso anterior, temos:
Vile) Sle <o (t, ') e 0o *('t, ) € 0 o (T, ) e
0 & T e V() = V() © Vit (it < i) =1.

Logo, t1 < 1, & valida em R se, e somente se, *t; "<, *t, & valida em *R.

(Liii) aéty et
A demonstracio no caso de o ser do tipo ty € t; é idéntica, utilizando-se o

conjunto P em R.
H) Seja o uma férmula atémica qualquer.

IL)) aé&dotipo (t; =ty), sendot =t, termos quaisquer.

Temos, neste caso, para toda R-instancia (t =tp) de o

Vit =)’ = 1 @ Vit = ) = 1 @ v (1) = V()  it'; = it, se, e somente
se, como no caso (Li), *(*t' = ) € I vt (i = ity = 1.

Nos demais casos, a demonstragao recai em (Lii) ou em (L.iii ).
itl) Hipotese de inducéo.
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Consideramos que o teorema vale para formulas de comprimento menor

do que n.

IV) Demonstremos que o teorema vale para formulas o de comprimento n.

IV.) Seja o uma formula do tipo —"p.
v;»(*(="B)) = 1 se, e somente se, para toda $-instancia B’ de B, temos
vo(*(=B) =l e v =1e v;+(*B’) = 0 (pela hipétese de indu-

¢&o)
& Vi(B)) = 0 < V(=" %) = 1, para toda R-instancia B’ de B, < Vi(—"B) =1

= vi(a) = 1.

IV.i) Seja o uma formula do tipo B A v, sendo B e y de comprimento menor do
que n.

Temos que V. (o) = 1 se, e somente se, para toda B’ R-instancia de j, e
toda y instancia de y, temos Vi (B’ AY) =1 v (B) =i (') =1 (pela hipotese
de indugdo) @ Vi (*B) = vi(*N =1 v (P A YY) =1 vir(*(BAYN =1

Vi ay) = 1o V(o) =1,

IV.iii) Seja o uma formula do tipo IxB.

vi(a) = 1 se, e somente se, existe uma R-instancia B’ de B, tal que

vi(p’) = 1. Por hipétese de indugéo, temos:

Vir(*B") = 1 v(@X(*B)) = 1 & V(P @xPY)) = 1 & Vi (*(@xB)) = 1

& Vin(a) = 1.

Como nos restringimos a formulas livres da negacgao primitiva (negagao
fraca) do sistema C”, os demais casos podem ser determinados através dos

casos acima, como classicamente se faz. O
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Pelo Teorema de Transferéncia acima, como, dada qualquer interpreta-
¢@o i:A ¢ C(L) — R corresponde uma interpretagdo 1” : B ¢ C(L) — S, temos
que uma formula . de L é valida em R se, e somente se, sua transformada *o é

valida em $ (ou, mais apropriadamente, em *R ¢ §).

Observagdo. O teorema acima pode ser considerado um caso especial do Teo-

rema de tos.

Aplicagao 3.24 Todo conjunto interno B c *R € §’, nao vazio e limitado superi-

ormente, possui um supremo (isto €, um menor extremo superior).

Demonstragio

Sabemos do calculo diferencial classico que se A é limitado superiormente
em R, entdo existe k ¢ R tal que, para todo a < A, temos que a <k, e para todo

K’ tal que k’ <k, existe x em A tal que k* < x.
Simbolicamente, utilizando o Teorema de Transferéncia anterior, podemos

escrever:

(((VAGR)(—w*(A=®*)A(3SGR:aeA:zass))):;(EkeR:(aesA::»

ask)ja(vVee R){0O<e=3ImeA: (k - €)< m)))
=

(V'‘Ae*R)-"(CA=C)A(Fse’R-ac*A=a X 8)) =3k e ‘R :
(@ e *A=a’s, k) A (Ve =[(0, DO, 0)] "<, &) = 3m e *A (k "+y (-8) "<y
m))).

A segunda expressio é escrita com o auxilio das relacbes e operagdes
anteriormente definidas para os elementos de ‘Re & (sub-superestrutura de $),
construida sobre 3"/=,. As variaveis da segunda expressdo correspondentes as
variaveis da primeira expressao variam sobre conjuntos distintos. A consequién-
cia da equivaléncia acima é que, como existe e é Gnico o supremo para conjun-
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tos limitados superiormente de R, o mesmo deve valer para conjuntos internos

limitados em *R.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, além de uma apresentacdo sucinta - poréem cuidadosa-
mente estruturada a partir de diversos artigos da literatura -, das teorias de con-
juntos NF de Quine e CHU de Church, e das teorias paraconsistentes de conjun-
tos de da Costa, introduzimos o Calculo Diferencial Paraconsistente, como suge-
rido por da Costa.

Apresentamos, além de demonstragées de resultados ja conhecidos, no-
vos resultados, inclusive com a introdugdo de conceitos originais, como os de
quase-fungao, fungéo quase-continua, hiperseqiiéncia, etc.

Estendemos o conceito de superestrutura, com a nogéo de superestrutura
paraconsistente, cujas propriedades nos permitiram a obtengao de um Teorema
de Transferéncia do Calculo Diferencial Classico para o Calculo Diferencial Pa-

raconsistente.

Dentre as diversas areas da Matematica destaca-se, sem ddvida, a Anali-
se Matematica. E nesta, poucas sub-areas exibirdo, talvez, tanta afinidade com a
Ibgica paraconsistente e a teoria paraconsistente de conjuntos quanto o calculo
infinitesimal, em virtude, principalmente, das propriedades inconsistentes dos
infinitésimos.

Da mesma forma como Archimedes utilizou elementos da pré-historia do
caiculo e da fisica para suas descobertas e para demonstractes de resultados
matematicos, e Isaac Newton e Leibniz trouxeram o calculo a luz tornando-o ins-
trumento imprescindivel para a fisica e outras areas do conhecimento, assim
tambem podera ocorrer com novas teorias matematicas que, apoiadas em logi-
cas paraconsistentes, teorias paraconsistentes de conjuntos, novas teorias de
modelos, efc., venham a se constituir em instrumentos basicos para o desenvoi-
vimento de novas teorias da analise, da fisica, das engenharias, da psicologia,

etc.
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Ha diversas questbes que pretendemos analisar, em trabalhos futuros.

e A primeira delas se refere aos numeros hiper-naturais — nossos hiper-
reais infinitos sdo funcdes, que tendem ao infinito quando x tende ao real a e,
nesse sentido, como poderiamos caracterizar um hiper-natural infinito ? 0O que

seria o conjunto dos niimeros naturais estendidos?

» Como poderiamos estender o dominio de fungbes hiper-reais para o

quase-anel 17
o Como poderiamos trabalhar com hipersequéncias do tipo ((Un, OY)nen ?

Conforme j& mencionado no Capitulo 2, pretendemos estudar a possibi-
lidade de estender a definiclo - e os resultados subseqlientes — de derivada de

uma fungdo hiper-real f: @ —» {" também para nimeros hiper-reais nao standard

r,fed

Consideramos, naturalmente, a possibilidade de estender este trabalho

ao calculo integral.

Da Silva, D’Ottaviano e Sette 1999 introduzem uma definicao bastante
geral para o conceito de tradugbes entre Idgicas, como funcbes que preservam
derivabilidade: se L e L, sdo I6gicas, uma tradugéo de L{ em Lz & uma funcao t:

Form Ly — Form L, tal que
I'l-a = HI) |- ta).
L L

Feitosa 1997 e D’Ottaviano & Feitosa 1999 definem tradugOes conser-

vativas entre L € Lo, como funcdes t que preservam fortemente a derivabilidade:

[0 < (1) 1= t{a)
i Lo
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Em D’Ottaviano & Feitosa 2000 e Feitosa & D’Ottaviano 2001 varias
tradugGes conservativas s&o construidas, em particular da légica classica para
diversas logicas paraconsistentes de da Costa.

No Teorema de Transferéncia do Calculo Diferencial Classico para o Cal-
culo Diferencial Paraconsistente (Teorema 3.23) que obtivemos, o monomorfismo
+: R - 3 consitui, de fato, uma tradugdo conservativa entre as formulas das fin-
guagens subjacentes as teorias.

Consideramos que uma analise das relacdes entre o Calculo Diferencial
Classico e o Calculo Diferencial Paraconsistente de da Costa, sob o enfoque da
teoria de tradugdes que tem sido desenvolvida por Feitosa e D’'Ottaviano, pode

conduzir a resultados interessantes.

Devemos considerar, finaimente, o potencial didatico de um calculo as-
sim desenvolvido. Sabemos que o calculo diferencial e integral € uma disciplina
basica, freqlientemente alvo de pesquisas e discussées nas academias, motiva-
das, ndo raro, pelas dificuldades enfrentadas por muitos alunos para compreen-
der seus principios e técnicas tradicionais.

Vislumbramos a possibilidade de se introduzir os rudimentos e aplicacdes
de logicas e teorias de conjuntos nao-classicas no ensino de graduacao, em al-
guns cursos especialmente selecionados, como bacharelados em matematica e
fisica, & semelhanga, talvez, de experiéncia realizada por H. Jerome Keisler, da
Universidade de Wisconsin. Este, em 1978, editou o livro “Elementary calculus:
an infinitesimal approach™" (Keisler 1976) e o aplicou a estudantes de gradua-

¢ao0, numa experiéncia inédita.

Mesmo nao tendo sido institucionalizado o experimento, Keisler comenta
no Prefacio da segunda edicdo de sua obra, de 1986:

*! Obra ndo mais editada , mas que se encontra disponivel, gratuitamente, na pagina de H. J. Keisler, na
Internet.
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The infinitesimals approach has three important advantages for the student.
First, it is closer to the intuition which originaly led to the calculus. Second, the
central concepts of derivative and integral become easier for the student to under-
stand and use. Third, it teaches both the infinitesimal and traditional approaches,
giving the student an extra tool which may become increasingly important in the

future.

E acrescenta mais & frente, ainda no Prefacio:

Recently, infinitesimals have had exciting applications outside mathematics,
notably in the fields of economics and phisics. Since it is quite natural to use in-
finitesimals in modelling physical and social processes, such applications seem
certain to grow in variety and importance. This is a unique opportunity to find
new uses for mathematics, but at present few people are prepared by training to

take advantage of this opportunity.

Qutra interessante aplicagdo do método infinitesimal ao célculo classico,
ainda que restrita a fun¢des diferenciaveis, encontra-se em Bell 1998 (A primer
of infinitesimal analysis). Observe-se, porém, conforme adverte Bell no Prefacio
dessa obra, que os infinitésimos ali considerados s&o nilpotentes, nao sendo,
pois, inversiveis, bem como que seu caiculo infinitesimal tem origem na teoria de
categorias, € n&o na légica - ao contrario do que ocorre com a analise nao-
standard e com nosso calculo diferencial paraconsistente, baseados, respectiva-
mente, na légica classica e teoria classica de conjuntos; e na lbgica paraconsis-

tente e teoria paraconsistente de conjuntos de da Costa.
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