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Resumo

Neste trabalho, introduzimos a hierarquia de sistemas proposicionais de dedugdo natural DNC,,
1<n<®, e a hierarquia de sistemas quantificacionais de dedugdo natural DNC,*, 1<n<m. Demons-
tramos que cada um dos sistemas das hierarquias é equivalente aos sistemas correspondentes da
hierarquia de calculos proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<w, ¢ de calculos quantificacionais
paraconsistentes C,*, 1<n<m, de da Costa. Demonstramos um Teorema de Normalizacdo, a la
Fitch, e uma Propriedade de Subformula para os sistemas DNC, e DNC,*, 1<n<c.

Introduzimos a hierarquia de sistemas de tableaux analiticos TNDC,, 1<n<®, nos quais o operador
“0” (“bola™), os operadores generalizados “k”, “(k)”, 1<k, e as negacdes “~,”, k=1, de da Costa sdo
operadores primitivos, diferentemente do que tem sido apresentado na literatura, onde esses opera-
dores sdo usualmente definidos. Demonstramos uma versdo da Regra do Corte para esses sistemas e
demonstramos que cada um deles € equivalente ao correspondente sistema C,, 1<n<m. Os sistemas
TNDC, constituem provadores automaticos de teoremas para os sistemas da hierarquia C,, 1<n<o,

de Costa.

Palavras-chave: logica paraconsistente; método de dedugdo natural; método de provas subordina-

das; sistemas de dedugdo natural; normalizagdo; sistemas de tableaux analiticos; regra do corte.
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Abstract

In this work, we introduce the hierarchy of propositional natural deduction systems DNC,, 1<n<w,
and the hierarchy of quantificational natural deduction systems DNC,*, 1<n<w. We prove that
each one of the systems of the hierarchies is equivalent to the corresponding system of the hierarchy
of da Costa’s propositional paraconsistent calculi C,, 1<n<®, and the hierarchy of da Costa’s quan-
tificational paraconsistent calculi C,*, 1<n<m. We prove a Normalization Theorem, a /a Fitch, and
a Subformula Property for the systems DNC, and DNC,*, 1<n<c.

We introduce the hierarchy of analytical tableaux systems TNDC,, 1<n<w, in which da Costa’s
“ball” operator “0”, the generalized operators “k”, “(k)”, 1<k, and the negations “~.”, k>1, are
primitive operators, differently to what has been done in the literature. We prove a version of Cut
Rule for these systems, and prove that each one of these systems is equivalent to the corresponding
system C,, 1<n<®. The systems TNDC, constitute automated theorem proving systems for the sys-

tems of da Costa's hierarchy C,, 1<n<m.

Key-words: paraconsistent logic; method of natural deduction; method of subordinate proofs; sys-

tems of natural deduction; normalization; analytical tableaux systems; cut rule.
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INTRODUCAO

Uma teoria T, em cuja linguagem £ ocorre o simbolo de negagdo “—”, ¢ inconsis-

tente (ou contraditoria) em relagdo a negacgdo “—” se existe uma formula A de £ tal que A

e —A sdo teoremas de T; caso contrario, T € consistente.

Uma teoria T ¢ trivial (ou supercompleta), se toda formula de sua linguagem £ ¢

teorema de T; caso contrario, T € ndo-trivial.

Uma logica € paraconsistente se pode ser utilizada como logica subjacente para

teorias inconsistentes e ndo-triviais, ditas teorias paraconsistentes.

Se uma teoria T em cuja linguagem ocorre o simbolo de negagdo ¢ trivial, ¢ imedia-
to que T ¢ inconsistente. A reciproca, entretanto, ndo ¢ necessariamente valida, como ¢ o
caso das teorias paraconsistentes.

Entretanto, a presenca de contradi¢do em teorias T cuja logica subjacente &, por
exemplo, a légica classica ou a légica intuicionista, tem como conseqiiéncia imediata a tri-

vializac¢do de T.

Nas logicas paraconsistentes, o escopo do principio da (ndo-) contradi¢do ¢, num
certo sentido, restringido. Podemos mesmo afirmar, como da Costa e Marconi 1989 que,
se a forga desse principio ¢ restringida em um dado sistema 16gico, entdo esse sistema per-
tence a classe das logicas paraconsistentes.

De fato, nas logicas paraconsistentes o principio da (ndo-) contradicdo — qualquer
uma de suas formulacdes equivalentes ou qualquer uma de suas teses correlatas — ndo ¢
necessariamente invalido, mas em toda logica paraconsistente, de uma féormula A e de sua

negacdo —A ndo ¢ possivel, em geral, deduzir qualquer formula.



O estudo das logicas paraconsistentes, além de possibilitar a construg¢ao e a investi-
gacdo de teorias paraconsistentes, torna também possivel o estudo direto de paradoxos se-
manticos e sintdticos sem procurar evita-los; o estudo de certos principios sem restricdes —
como por exemplo o principio da abstra¢do na teoria de conjuntos, o que nos permite a
construgdo de teorias de conjuntos que admitem a existéncia de conjuntos que nao existem
nas teorias usuais, como a existéncia do conjunto de Russell r = {x: x¢x} e a existéncia do
conjunto universal; e talvez nos possibilite uma melhor compreensao do conceito de nega-
¢ao.

Além disso, a logica paraconsistente esta fortemente relacionada com outros tipos
de logicas nao-classicas, como por exemplo com a logica dialética, a ldgica relevante, as

logicas paracompletas e polivalentes, as logicas fuzzy, entre outras.

No inicio do século XX, a paraconsisténcia foi definitivamente assumida por varios
logicos e filosofos, de forma simultanea e independente.

Podem ser considerados precursores da logica paraconsistente — ¢ das ldgicas nao-
classicas em geral — J. Meinong (Meinong 1907), J. tukasiewicz (Lukasiewicz 1910a,
1910b e 1971; ver Borkowski 1970), N. A. Vasiliev (Vasiliev 1910, 1911, 1912, 1913 ¢
1925; ver Arruda 1977, 1984 ¢ 1990) ¢ D. Bochvar (Bochvar 1939).

Tanto tukasiewicz como Vasiliev, nos trabalhos acima mencionados, conjecturam

que, como no caso das geometrias ndo-euclidianas, uma revisdo das leis basicas da logica

aristotélica poderia levar a novos sistemas ndo-aristotélicos de logicas.

S. Jaskowski, discipulo de tukasiewiz, motivado por diversos problemas relaciona-
dos a contradi¢des, especialmente os relativos a “razdes convincentes que levam a duas
conclusdes contraditorias”, construiu o primeiro sistema de 1dgica paraconsistente.

Jaskowski 1948 (ver Jaskowski 1969) e Jaskowski 1949 chamam a atengdo, pela
primeira vez na literatura, sobre a diferenca entre sistemas contraditorios e sistemas super-

completos, nos quais todas as formulas sdo teses.



Jaskowski propde o problema da constru¢do de um calculo proposicional com as

seguintes propriedades:

1) Quando aplicado a sistemas contraditorios ndo implicaria sempre sua super-
completude (trivializagdo);
2) Seria rico o bastante para permitir inferéncias praticas;

3) Teria uma justifica¢do intuitiva.

Jaskowski apresenta sua propria solugdo, apenas a nivel proposicional, conhecida

como logica discussiva, ou logica discursiva — denotada por D; - e afirma que

Obviamente, essas condi¢oes ndo determinam univocamente uma solug¢do, pois
elas podem ser satisfeitas em varios graus, sendo bastante dificil avaliar obje-

tivamente a satisfagcdo da condig¢do 3.

Apesar de Jaskowski ter construido um célculo proposicional paraconsistente, New-
ton Carneiro Affonso da Costa “é de fato o fundador da légica paraconsistente” (Arruda
1980 ¢ D’'Ottaviano 1990).

Na década de 1950, sem conhecer os trabalhos de Jaskowski, da Costa comecou a

desenvolver suas idéias sobre a importancia do estudo das teorias contraditorias.

Em “Notas sobre o conceito de contradicao” (da Costa 1958), da Costa propde o

seguinte Principio de Tolerancia em Matematica:

Dos pontos de vista sintatico e semantico, toda teoria é permissivel, desde que

ndo seja trivial.

A partir de sua Tese, intitulada Sistemas formais inconsistentes (da Costa 1963a,
ver da Costa 1993) da Costa inicia a publica¢do, ainda em 1963, de uma série de artigos,

nos quais introduz suas hierarquias de calculos paraconsistentes.



Em da Costa 1963a (ver da Costa 1993), estao claramente definidos os objetivos
de seu trabalho pioneiro, que deu origem a area de investigagdo das logicas ndo-classicas

paraconsistentes:

Informalmente, a idéia central deste trabalho é a seguinte: um sistema formali-
zado baseado na logica classica (ou logica intuicionista, ou algumas logicas
polivalentes...) se inconsistente, é trivial no sentido em que todas as suas pro-
posicoes sao demonstraveis, entdo, deste ponto de vista, ele ndo tem qualquer
interesse matemdatico especial. No entanto, por muitas razoes como, por exem-
plo, a andlise comparativa com sistemas consistentes, e para uma adequada
andlise metamatemdtica do principio sob consideragdo, é conveniente estudar
“diretamente” os sistemas inconsistentes. Mas para tal estudo é necessario

construir novos tipos de logica elementar apropriados para manipular tais sis-

temas (ver D’Ottaviano 1990, p. 103).

Da Costa construiu inicialmente a hierarquia dos calculos proposicionais C,,

1<n<wm, satisfazendo as seguintes condigdes:
1. O principio da (ndo-) contradi¢cdo, na forma —(A&—A), ndo ¢ valido em geral;
2. De duas premissas contraditorias A e —A, ndo se deduz uma féormula qualquer B; e

3. Os sistemas contém os esquemas e regras mais importantes da logica classica que

sdo compativeis com as condi¢des (1) e (2).

Da Costa estendeu sua hierarquia de célculos proposicionais a hierarquia de calculos
de predicados de primeira ordem C,*, 1<n<w, e a hierarquia de calculos de predicados de
primeira ordem com igualdade C,, 1<n<w; a hierarquia de calculos de descri¢des Dy,
1<n<w; e a hierarquia de teorias de conjuntos inconsistentes ¢ aparentemente nao-triviais
NF,, 1<n<o (ver da Costa 1963b, 1964a, 1964b, 1964c, 1964d, 1965, 1967, 1971, 1974a ¢
1974b; Arruda 1964).



Da Costa, seus discipulos e colaboradores — entre eles, em especial, A. 1. Arruda, R.
Chuaqui, A. Raggio e A. M. Sette —, introduziram e investigaram diversos sistemas para-
consistentes, tendo obtido resultados relevantes relativos a estruturas algébricas associadas
a tais sistemas, teorias de conjuntos paraconsistentes, teoria de modelos, logicas de ordem

superior, calculo diferencial paraconsistente e algumas aplicacdes a ciéncia da computacao.

Desde 1964, as logicas de da Costa tém sido amplamente estudadas por 16gicos bra-
sileiros e de diversos paises, e muitos autores tém contribuido para o desenvolvimento des-

sas logicas e da logica paraconsistente em geral.

Em uma série de artigos recentes, Feitosa e D’Ottaviano tém estudado inter-relagdes
entre sistemas logicos através da andlise de tradugdes entre eles. A partir da definicdo do
conceito de tradugdo entre sistemas ldgicos proposta por da Silva, D’Ottaviano e Sette
1999, Feitosa 1997 ¢ Feitosa e D'Ottaviano 2001 introduzem o conceito de tradug¢ao con-
servativa entre logicas em geral, e D'Ottaviano e Feitosa 2000 (ver também Béziau 1990
e 1993 ¢ da Costa, Béziau e Bueno 1998) apresentam tradugdes conservativas da logica
classica em cada um dos sistemas C, ¢ C, , 1<n<w, e da logica classica em outros sistemas
paraconsistentes, propiciando uma nova abordagem para o estudo das relagdes dos sistemas

da hierarquia C,, 1<n<w, com a logica classica e outros sistemas nao-classicos.

Um artigo recente sobre a logica paraconsistente em geral, com uma interessante

abordagem, ¢ Carnielli e Marcos 2002.

Como referéncias gerais sobre o desenvolvimento da logica paraconsistente e o tra-
balho de da Costa, indicamos Arruda 1980 ¢ 1989, da Costa e Marconi 1989, Priest e
Routley 1989 ¢ D Ottaviano 1990.



Nosso interesse pela logica paraconsistente, em particular pelas célebres hierarquias
de da Costa, manifestou-se ja durante as disciplinas cursadas no Programa de Mestrado.

Motivados pelos problemas relativos a decidibilidade dos sistemas C, e C,*,
1<n<m, interessamo-nos imediatamente pela série de artigos e autores que, desde o final da
década de 1960, trataram dessa questdo, em especial sob o enfoque de calculos de seqiien-

tes, sistemas de dedugdo natural e sistemas de tableaux analiticos.

Os sistemas de dedugao natural, desenvolvidos independentemente por Jaskowski e
Gentzen, no inicio dos anos 1930, representam um método de formaliza¢do para sistemas
logicos distinto do método desenvolvido por Frege, Russell e Hilbert (ver Alves 1999,

p. 3-4, p.13).
Jaskowski 1934, motivado por uma conferéncia de tukasiewiz de 1926, (ver Jas-

kowski 1967, p. 232) introduz um sistema logico cuja caracteristica principal era ndo re-
querer axiomas, ja chamando a atencdo para o fato que os matematicos, em suas provas,
fazem uso de métodos de raciocinios cujo principal recurso ¢ o de suposigdes arbitrarias
(ver Jaskowski 1967, p. 232. p. 238).

Para Gentzen 1935 (ver Szabo 1969), as provas presentes nas provas formalizadas
pelos sistemas logicos hilbertianos, apesar de “consideraveis vantagens formais”, distanci-
am-se das formas de dedu¢do usadas na pratica matematica. Gentzen desejava que seus
sistemas formais expressassem ao maximo o tipo de raciocinio que se faz nas provas mate-
maticas (Gentzen 1935, ver Szabo 1969, p. 74).

Gentzen criou a deducdo natural, como um novo tipo de formulagdo para sistemas
logicos; definiu formalmente, para esses sistemas, a no¢do de prova normal, como sendo
uma prova sem partes desnecessarias, na qual qualquer conceito que faca parte da prova ¢
um conceito que esta contido no resultado final desta e € parte essencial para a obtencao do
resultado (Gentzen 1935, ver Szabo 1969, p. 69). Através de uma analise das propriedades
estruturais das provas normais, Gentzen percebeu que seria bastante simples provar a con-

sisténcia dos dois sistemas logicos por ele entdo introduzidos, se conseguisse provar que



qualquer prova formalizada nesses sistemas poderia ser transformada em uma prova normal
(Teorema de Normalizagao).

Devido a problemas na obtencdo do Teorema de Normalizacdo para um de seus
sistemas, Gentzen criou o calculo de seqiientes, como um outro tipo de formulagdo para
sistemas logicos. Obteve um Teorema da Eliminacdo do Corte ou Hauptzatz para seus
novos sistemas introduzidos, tendo conseguido demonstrar, finitariamente, a consisténcia
desses sistemas e a consisténcia da teoria elementar dos niimeros, sem indu¢do completa,
formalizada nesses sistemas.

Esta prova do Hauptzatz, que ¢ a versdo em calculo de seqiientes do Teorema de
Normalizagao, e as provas de consisténcia dela derivadas, compativeis com o tipo de prova
exigido pelo programa de Hilbert, podem ser consideradas como os resultados inaugurais
da Teoria da Prova (ver Alves 1999, p. 3-4, p.13).

Fitch 1952 introduz o procedimento de provas subordinadas nos sistemas de dedu-
¢do natural, cuja vantagem reside em se poder tratar simultaneamente com varias provas
subordinadas, permitindo que se trabalhe com diversas provas como parte de uma outra.

Ha na literatura obras, ja cléssicas, para o estudo da deducdo natural — menciona-

mos, como fundamental, Prawitz 1965.

Quanto a dedugdo natural para os sistemas C,, 1<n<w, C, ¢ C,* de da Costa, as
primeiras investigagdes surgiram na década de 1970.

Alves 1976 introduz sistemas de dedugdo natural, a /a Gentzen, para os calculos
proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<m, de da Costa, sem entretanto, aprofundar suas
investigagdes sobre esses sistemas.

Raggio 1978 introduz sistemas com um unico axioma, a /a Gentzen, para a logica
proposicional paraconsistente C,, e para a ldégica quantificacional paraconsistente C,* de da
Costa, denominados sistemas NC, ¢ NC,*, respectivamente. Raggio demonstra um Teo-
rema de Normalizagdo para esses sistemas.

Béziau 1990 introduz o sistema de dedu¢ao natural M1 e uma sua variante M1,

equivalentes ao sistema C;.



Castro 1998 ¢ Castro e D’Ottaviano 2000 introduzem uma hierarquia de sistemas
proposicionais de deducdo natural, NDC,, 1<n<w, ¢ demonstram a equivaléncia entre cada
sistema dessa hierarquia e o correspondente sistema C,, 1<n<m.

Moura 2002 introduz um sistema de dedugdo natural, a la Gentzen, para o calculo
proposicional paraconsistente C,, denominado NNC,, e demonstra um Teorema de Norma-
lizagao e um Teorema de Normalizagdo Forte para esse sistema — um esbogo inicial desse
trabalho, desenvolvido em colaboracdo com L. C. P. D. Pereira, havia sido apresentado,
como Comunica¢do, no VIII Encontro Brasileiro de Logica, ocorrido em 1986. O sistema
NNC, de Moura é o mesmo de Alves 1976, Castro 1998 ¢ de Castro e D Ottaviano
2000.

A motivagdo original de Gentzen 1935 fundamentava-se no dmbito da Teoria da
Prova. Em seu trabalho ndo ha quaisquer argumentos direcionados a correcdo ou completu-
de de seus sistemas, apenas provas construtivas de equivaléncia com outras formulagdes.

H. W. Beth, entretanto, desenvolveu seus trabalhos com motivagdes semanticas.

Beth 1955 introduz a terminologia tableau semdntico € o concebe como uma tenta-
tiva sistematica de busca de contra-exemplo.

Beth distribuiu sua busca de contra-exemplo na forma de uma tdbua com duas colu-
nas, uma chamada “Valida”, a outra, “Invalida”; e estabeleceu padrdes de procedimentos
para verificar se a formula A ¢ uma conseqiiéncia de Ay, ..., A,, como que usando o calculo
de seqiientes de tras para a frente.

O método de Beth propicia um processo de decisdo para o caso proposicional, sendo
que no caso quantificacional a questdo torna-se mais complexa.

Beth 1959 usa tableaux para provar um Principio de Subformula, afirmando que se
uma formula tem uma demonstragdo, entdo ela tem uma demonstracdo na qual ocorrem
apenas subformulas dessa formula; e deriva o Hauptzatz Estendido de Gentzen. Nesse livro,
discute a relagdo entre tableaux e o célculo de seqiientes, e entre tableaux e dedu¢ao natu-
ral. E apresentada ainda uma prova, baseada nos tableaux, do Teorema da Eliminagio do
Corte de Gentzen, o que fazemos no Capitulo 4 deste trabalho, relativamente a nossa hie-

rarquia de sistemas de tableaux TNDC,, 1<n<®.



Independentemente de Beth, H. Hintikka (Hintikka 1955), também motivado por
questdes semanticas, introduz certos tipos de tableaux, concebendo uma prova de uma for-
mula A como uma tentativa semantica para construir um modelo no qual —A ¢ verdadeira —
uma tentativa de prova se processa quebrando-se a formula em suas partes constitutivas —,
sendo que se a tentativa falha, entdo verifica-se que A ¢ valida.

Hintikka usou estruturas de arvores, com conjuntos de formulas como nos.

Os sistemas de Beth e Hintikka, entretanto, ndo sao de utilizagdo facil, para sistemas
logicos em geral.

E Z. Lis, com seu sistema de tableaux semanticos usando sinais, quem introduz a
simplificagdo notacional nos tableaux de Beth. Lis 1960, como Beth, dividiu as formulas
em duas categorias, separando-as em colunas, porém mantendo-as juntas e distinguindo-as
por “sinais” (+ e -); introduziu leis de derivagdo e dispos as provas na forma de arvores.

Lis também apresentou o que denominou um sistema de dedu¢do natural, e que
hoje poderiamos denominar um sistema de tableaux ndao-assinalados.

Independentemente do trabalho de Lis, R. Smullyan estende as idéias de Lis. Smul-
lyan 1968 introduz o que chama de tableau analitico, significando com isso que o principio
de subférmula desempenha um papel central.

Como Lis, Smullyan introduziu sistemas de tableaux assinalados e nao-assinalados,
e regras de derivagao.

M. C. Fitting estende os tableaux de Smullyan, em Fitting 1996, nos moldes dos
sistemas de tableaux que introduzimos no Capitulo 4 deste trabalho.

Indicamos Fitting 1999 como referéncia para o estudo de sistemas de tableaux em

geral.

Com relagdo a decidibilidade dos sistemas C,, 1<n<w, de da Costa, diversos proce-
dimentos de decisdo foram usados além do método de tableaux.

O primeiro trabalho aparece com Raggio 1968, quando a decidibilidade dos siste-
mas C,, 1<n<wo, era um problema aberto. Raggio introduz uma hierarquia de calculos de
seqiientes CG,, 1<n<w - Raggio demonstra a equivaléncia entre cada célculo de seqiientes

CG, e o célculo correspondente célculo C,, 1<n<®; como nao ¢ demonstrado que CG, ¢



decidivel, Raggio constr6éi uma nova hierarquia de célculos de seqiientes, os sistemas WGy,
1<n<w, que sdo decidiveis, porém, apesar de terem propriedades semelhantes aos céalculos
correspondentes da hierarquia C,, 1<n<w, os calculos dessas duas hierarquias de sistemas
ndo sdo equivalentes.

Da Costa e Alves 1976, Alves 1976 ¢ da Costa e Alves 1977 introduzem uma se-
mantica de valoragdes para os célculos C,, 1<n<w®, que generaliza a semantica classica de
valoragdes. Definem as quase-matrizes, para demonstrar a decidibilidade dos sistemas C,,
I<n<o.

Fidel 1977, usando métodos algébricos, demonstra a decidibilidade dos calculos C,,
1<n<o.

Loparic e Alves 1980, baseado em da Costa e Alves 1977, modifica certas condi-
¢oes da definicdo de valoracao de da Costa e Alves, resolve um problema relativo as quase-
matrizes, e apresenta uma demonstra¢ao da decidibilidade dos sistemas C,, 1<n<o.

Marconi 1980 introduz um sistema de tableaux semanticos, a la Beth (Beth 1965),
e demonstra a completude e a decidibilidade do sistema proposicional C; de Costa.

Béziau 1990, em seu memorial de DEA, introduz um célculo de seqiientes S1 para
C,, apresentando, pela primeira vez, um Teorema de Eliminagdo do Corte para C;. Béziau
1993 apresenta esses resultados e alguns resultados suplementares.

Carnielli e Lima-Marques 1992 introduz sistemas de tableaux semanticos, a la
Smullyan (Smullyan 1968), para a logica proposicional paraconsistente C;' e para a logica
quantificacional paraconsistente com igualdade C;'~ de Alves, denominados sistemas TC; e
TC,, respectivamente, ¢ apresenta uma prova de que esses sistemas sdo completos e deci-
diveis.

Buchsbaum e Pequeno 1993 introduz sistemas de tableaux sintaticos, também a la
Smullyan, para os sistemas C; e C;* de da Costa, os sistemas SC1 e SC1*, mostrando que
SC1 e SC1* sao completos.

Moura 2002 ¢ Moura e D’Ottaviano 2002 introduzem um calculo de seqiientes
para o calculo proposicional paraconsistente C,, denominado NCG,, ¢ demonstram um

Teorema de Eliminagao do Corte.
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Marcos 1998 ¢ Carnielli 1999, desenvolvem um tipo especial de semantica para os
calculos C,, 1<n<w, a semdntica de tradugoes possiveis, concebida por Carnielli, como
generalizacdo da nocao formal de semantica, com énfase especial para o caso do célculo
C,. As fungdes de tradugdo introduzidas satisfazem as condi¢des da defini¢dao de tradugao

entre 16gicas de da Silva, D’Ottaviano e Sette 1999.

Motivados pelos trabalhos acima mencionados e face ao nosso interesse pelos sis-
temas de da Costa e por deducdo natural, decidimos investigar a possibilidade da constru-
¢do de uma hierarquia de sistemas de dedu¢do natural correspondentes aos sistemas C,
1<n<m, ¢ da investigagdo de suas propriedades sob o enfoque de Teoria da Prova. E, a se-
guir, introduzir a hierarquia correspondente de sistemas quantificacionais de deducao natu-

ral para os sistemas C,*, 1<n<o.

Baseados nas hierarquias de sistemas dedug¢do natural que introduzimos e motivados
pelos problemas relativos aos sistemas de tableaux para os calculos C; e C;' de Carnielli e
Lima-Marques ¢ de Buchsbaum e Pequeno, respectivamente — a ocorréncia de retornos
infinitos nos ramos dos tableaux e a ocorréncia de ramos abertos que necessitam ser recons-
truidos, respectivamente — e face ao nosso interesse na construcao efetiva de toda uma hie-
rarquia de sistemas de tableaux analiticos equivalentes aos sistemas da hierarquia C,,
1<n<w, trabalhamos também na direcdo da constru¢do de uma hierarquia de sistemas de
tableaux que pudessem nos garantir um método mecanico para a decidibilidade dos siste-
mas C,, 1<n<m.

Na hierarquia de sistemas de tableaux analiticos, equivalentes aos correspondentes
sistemas C,, 1<n<w®, que introduzimos neste trabalho, os ramos dos tableaux sdo univoca e

automaticamente gerados e ndo ocorrem retornos infinitos.

Assim sendo, este trabalho ¢ constituido por quatro capitulos e quatro anexos.
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No Capitulo 1, introduzimos a hierarquia de sistemas proposicionais paraconsisten-
tes C,, 1<n<w, de da Costa; e a hierarquia de calculos quantificacionais paraconsistentes
C,*, 1<n<w, de da Costa. Apresentamos algumas defini¢cdes e resultados que caracterizam
esses calculos, alguns deles originais, importantes para o desenvolvimento deste trabalho:
diversos resultados e demonstracdes sdo relevantes para a compreensdo de métodos subja-
centes ao desenvolvimento dos sistemas de dedugado natural e dos sistemas de tableaux ana-
liticos que introduzimos nos capitulos subseqiientes.

Generalizamos alguns operadores dos sistemas proposicionais e quantificacionais
paraconsistentes C, e C,*, 1<n<m, para a constru¢ao dos sistemas de tableaux analiticos do
Capitulo 4.

Os sistemas C, e C,*, 1<n<w, num certo sentido subsistemas do calculo proposi-
cional e do calculo de predicados cléssico, respectivamente, aqui sdo concebidos também

como extensdes paraconsistentes da ldgica classica.

No Capitulo 2, apresentamos o método de provas subordinadas introduzido por Fit-
ch 1952, no qual uma dedugdo formal corresponde a um encadeamento finito de férmulas,
em forma linear, através de aplicagdes de regras de deducdo. As nogdes de prova subordi-
nada, suposicdo, prova por introdugdo-eliminacdo, prova categorica, prova categorica nor-
mal, etc., adaptadas de Fitch, sdo introduzidas ao longo desse capitulo.

Introduzimos a hierarquia de sistemas proposicionais de dedugdo natural DNC,,
1<n<w, e demonstramos a equivaléncia entre esses sistemas e os correspondentes calculos
C,, 1<n<m, de da Costa. Uma peculariedade desses sistemas ¢ que as condigdes para a
“propagacao do bom comportamento” sao neles derivadas.

Demonstramos um Teorema de Normalizagdo, a la Fitch, e a Propriedade de Sub-

formula.

No Capitulo 3, introduzimos a hierarquia de sistemas quantificacionais de deducdo
natural DNC,*, 1<n<w, ¢ demonstramos a equivaléncia entre esses sistemas e 0s corres-

pondentes célculos C,*, 1<n<w, de da Costa.
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Demonstramos um Teorema de Normalizagdo, a /a Fitch, e a Propriedade de Sub-

formula.

No Capitulo 4, introduzimos a hierarquia de sistemas proposicionais de tableaux
analiticos TNDC,, 1<n<m, nos quais o operador definido “0” (“bola”) de da Costa, os ope-
radores “k” reiterados de nivel k, os operadores generalizados “(k)” e as negacgdes “~”,
k>1, sdo considerados operadores primitivos, diferentemente do que tem sido feito na
literatura, onde esses operadores sdo usualmente definidos.

Nossos sistemas sdo introduzidos a partir de uma quantidade enumeravel (infinita)
de operadores primitivos, para cada sistema, o que nos permite finalmente captar os siste-
mas C, de da Costa, 1<n<wm, como extensdes paraconsistentes da ldgica classica.

Através da demonstracao da Regra do Corte para os sistemas TNDC,, 1<n<m, de-
monstramos que cada sistema da hierarquia TNDC,, 1<n<®, ¢ equivalente ao correspon-
dente sistema paraconsistente C,, 1<n<c.

Nos sistemas TNDC,, 1<n<m, ndo usamos definicdes na gera¢do dos ramos dos
tableaux. Definimos duas condigdes para o fechamento dos ramos dos tableaux em
TNDC,: um ramo fecha pela negacao forte “~,”, como ¢ usual, ou fecha pela negagdo pa-
raconsistente “—" e condigdes adicionais.

Neste capitulo, demonstramos, via tableaux analiticos, resultados que relacionam

entre si os diferentes sistemas C, da hierarquia de da Costa, 1<n<ow.

No Anexo 1, apresentamos resumidamente os sistemas de dedugdo natural, presen-
tes na literatura, associados aos calculos proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<wm, ao
calculo proposicional paraconsistente C,, € ao calculo quantificacional paraconsistente

C,*, de da Costa.

No Anexo 2, demonstramos diretamente a equivaléncia entre os sistemas de dedu-
¢ao natural DNC,, 1<n<wm, e os sistemas de deducdo natural NDC,, 1<n<w, introduzidos

em Castro 1998 e¢ Castro e D'Ottaviano 2000.
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No Anexo 3, introduzimos uma outra hierarquia de sistemas dedutivos quantifica-
cionais paraconsistentes de primeira ordem, que denominamos aDNC,*, 1<n<wm, onde as
condicdes para a “propagacdo do bom comportamento” sdo consideradas primitivas, e de-

monstramos a equivaléncia entre os sistemas DNC,*, 1<n<w, e aDNC,*, 1<n<o.

Finalmente, no Anexo 4, apresentamos resumidamente os sistemas de tableaux, co-
nhecidos na literatura, equivalentes ao calculo proposicional paraconsistente C; de da Costa
e ao calculo proposicional C,' de Alves 1976, e exibimos alguns exemplos comparativos

entre a verificacdo da validade de férmulas nesses sistemas e em nosso sistema TNDC;.
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1 AS HIERARQUIAS DE CALCULOS PROPOSICIONAIS C,
E DE CALCULOS QUANTIFICACIONAIS C,* DE DA COS-
TA

Neste Capitulo, introduzimos as hierarquias de sistemas proposicionais paraconsis-

tentes C, e quantificacionais paraconsistentes C,*, 1<n<m, respectivamente, de da Costa.

Os calculos C, e C,*, 1<n<m, constituem hierarquias de sistemas logicos, em que
cada calculo ¢ estritamente mais forte do que o calculo que o sucede na hierarquia. Nessas
hierarquias, podemos considerar os calculos Cy e Cyo* como o célculo proposicional classi-

co e o célculo quantificacional classico, respectivamente.

Apresentamos algumas definigdes e resultados que caracterizam esses calculos, im-
portantes para o desenvolvimento deste trabalho. Diversos resultados e demonstracdes, al-
guns deles originais, sdo relevantes para a compreensdo de métodos subjacentes ao desen-
volvimento dos sistemas de deducdo natural e dos sistemas de tableaux analiticos que in-

troduzimos nos Capitulos 2 e 3, e Capitulo 4, respectivamente.

Generalizamos alguns dos operadores dos sistemas proposicionais e quantificacio-
nais paraconsistentes C, e C,*, a saber, os operadores “~”, “k” e “(k)”, a partir dos quais
obtemos alguns teoremas mais gerais, importantes para a constru¢do dos sistemas de table-

aux analiticos do Capitulo 4.
Os sistemas C, e C*, 1<n<w, num certo sentido subsistemas do calculo proposi-

cional classico e do calculo de predicados cléssico, respectivamente, podem ser entretanto

concebidos como extensdes paraconsistentes da ldgica cléassica.
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1.1 OS CALCULOS PROPOSICIONAIS PARACONSISTENTES C,,
1<n<®, DE DA COSTA

A linguagem £ dos sistemas proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<®, introduzi-

dos por da Costa 1963a (ver da Costal963b e 1974b), tem como conectivos primitivos os

simbolos correspondentes a negacdo, conjung¢do, disjun¢ao e implicacdo. Ou seja, o alfabe-

to de £ consiste de:

e Variaveis proposicionais: p, q, T, ..., Pk> Qk» Tks --- 5
o Conectivos logicos: — (negagdo), v (disjungdo), & (conjungdo) e O (implicacio);

e Simbolos auxiliares: (, ).

O conjunto das variaveis proposicionais ¢ enumeravel.
As nogdes de formula, demonstragdo, teorema, dedugdo, etc., assim como as con-
vengdes e notagdes, sdo as usuais, como em Kleene 1974.

Usaremos as letras maitsculas do alfabeto latino A, B, C, ... (em negrito, com ou

sem indices numéricos inferiores), como metavariaveis sobre formulas de £.
Sejam A e B formulas quaisquer de £ . Os seguintes simbolos sdo acrescentados,

por defini¢do, na linguagem L.

Definigdo 1.1.1 A’ =4 —(A&—A).

Definigio 1.1.2 A =g A%, (“0” k vezes, para k >1).
Observamos que

A% € (A°)°, isto &, —(A°&—(A°)); A é —(A”&—(A®)); e assim por diante, ou
seja, Ak é —|(Ak'1&—.(Ak'1)), com k>1.
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Definicao 1.1.3

AV = A' & A* &... & A", parak > 1.

Observamos que A' &A’& ... &A¥ deve ser entendida, como usualmente, por:

A'&(A’&(A&( ... &AY))...); e as formulas A' e A coincidem com A°.

Definicao 1.1.4

Definicao 1.1.5

~A =4t ~A&AY, parak > 1.

A=B =4 (ASB)&(BDA).

De acordo com as defini¢des acima, A° ¢ usualmente lida como “A é uma formula

bem comportada” ou “A ¢ uma formula regular”, e o operador “o” ¢ usualmente denomi-

nado de “operador bola™; A* pode ser lida como “A ¢ uma férmula com o operador bola

. k . , , P
reiterado k-vezes”; A® pode ser lida como “A ¢ uma formula de grau k”, ou “A ¢é uma

formula composta de grau k”; em C, 1<n<w, A™ pode ser lida como “A é uma formula

bem comportada” em C, ou “A ¢ uma férmula regular” em C,; o simbolo = corresponde a

equivaléncia usual; e, para cada n, 1<n<w, 0 conectivo “~,” ¢ denominado de “negacdo for-

te” do sistema C,.

Para cada sistema proposicional C,,[<n<wm, os esquemas de axiomas € regra de

dedugdo sdo os seguintes:

AXIOMA 1
AXIOMA 2
AXIOMA 3
AXIOMA 4
AXIOMA 5
AXIOMA 6
AXIOMA 7
AXIOMA 8

A>D(BDA)
(A>2B)>((AD(BoC))o(ADC))
A&BDA

A&BoB

AD(BDA&B)

ADAVB

BoAVB
(ASC)>((BoC)>(AVBOCO))
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AXIOMA 9 ——ADA
AXIOMA 10 Av—A
AXIOMA 11 B®>((ASB)>((A>—B)>—A))
AXIOMA 12 AP&B">(A&B) ™
AXIOMA 13 AV&B"”>(AvVB) ™
AXIOMA 14 AP&B™>(A>B) ™
REGRA: MODUS PONENS (MP)

A

ADB

Entendemos que as Defini¢des 1.1.1-1.1.4 e os Axiomas 11-14 caracterizam as 16gi-
cas paraconsistentes C, de da Costa. O Axioma 11 constitui um caso particular de reductio
ad absurdum, afirmando que o Principio de Reductio ad Absurdum na logica paraconsisten-
te Cp, 1<n<m, de da Costa s se aplica quando a formula B ¢ uma féormula bem comportada
de grau n. Os Axiomas 12-14 de da Costa podem ser interpretados como condi¢des para a

“propagacao do bom comportamento”.

O sistema C, ¢ definido pelos seguintes esquemas de axiomas e regra de dedugdo:

AXIOMA 1 ao AXIOMA 10
MODUS PONENS.

Como ¢ bem conhecido, a logica proposicional cldssica pode ser introduzida pelos

Axiomas 1-9 e MP, acrescentando-se o Principio de Reductio ad Absurdum, isto é:

AXIOMA 10: (ASB)S((A>—B)>—A).

Nesse sentido, o calculo proposicional cldssico pode ser considerado como o siste-

ma Cy (Kleene 1974, p 82) da hierarquia C,, 0<n<o.
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Observamos que, enquanto em Cy, o esquema Av—A ¢ um teorema a partir dos

axiomas (Kleene 1974, p. 119), em C,, 1<n<®», Av—A ¢ um axioma.

A seguir, apresentamos algumas defini¢des e resultados conhecidos e alguns resul-
tados originais, referentes aos sistemas C,, 1<n<w, de da Costa, necessarios ao desenvol-
vimento e a compreensao de métodos subjacentes a construcao de nossos sistemas de dedu-
¢do natural e de nossos sistemas de tableaux analiticos, introduzidos nos Capitulo 2 e 3, e

Capitulo 4, respectivamente.

Teorema 1.1.6 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 14) Em C, sdao demonstraveis todos

os teoremas da logica proposicional positiva classica. O

Observamos que o resultado acima ¢ valido para os sistemas C,, 1<n<o.

Teorema 1.1.7 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 10-11) Em C; sdo validas todas as
regras do Teorema 2 de Kleene 1974, p. 98, excetuando-se a referente ao método de redu-

¢ao ao absurdo:

1. I',Atc, B 6. Atc, AVB
I'kc, ADB 7. B, AvB
2. A, ASBt, B 8. ——Akc, A
3. A,Btc A&B 9. [LAtc, C TI,Bt(C
4. A&Btc A [, AvBc, C.
5. A&Btc, B 0

Pelo Teorema 1.1.7-(1) temos o Metateorema da Deduc¢ao (MtD) para C;.
A generaliza¢ao dos resultados do Teorema 1.1.7 para os sistemas C,, 1<n<w, ¢

imediata. Salientamos o caso do Metateorema da Deducao.
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Teorema 1.1.8 (Metateorema da Deducido) Se I' ¢ um conjunto de formulas, entdo

I,A Fc, B se, somente se, I' ¢ A>B, 1<n<w. Isto é,

I, Atc, B & ¢, ASB. O

Teorema 1.1.9 Em C,, 1<n<m, as seguintes formulas sdo teoremas:

1. —(A&B)>(—-Av—B) X. —~kA=A , para k>n

ii. —(AY>(A&—A), para k>1 Xi. ~—ADA , para k>1

iii. —(A®)>(A&—A), para k>1 xii. (A)""

iv. AY5(=A)Y, para k>1 xiii. AV>—(—A&A)

v. (A"&B"Y&—(AVB))>(—A&—B) xiv. (A" &—-A"H™

vi. (A"&B™M&—(A>B))>(A&—B) xv. (~A)™, para k>n

vii. (A"&—-A&A)>B xvi. ~(A&~A), para s>1 e k>n
viii. (A>B)>—-AvB xvii. (ADB)v(BDA)

ix. (AVA)DA xviii. (ADB)DA)DA

xix. Av(ADB).

Demonstragao:
A demonstracao de (i) estd em da Costa e Guillaume 1964, p. 379; as demonstra-
coes de (i1)-(iv) e (xviii) estdo em da Costa e Guillaume 1965, p. 205-209; Alves 1976,
p. 27, demonstra (vii); Castro e D’Ottaviano 2000, p.16-17, demonstra (v) e (vi).
Indicamos, a seguir, as provas dos itens (viii)-(xvii) e (xix), que ndo encontramos na
literatura.
viii. (AoB)>—-AvVB

1. A, ASBtc ADB propriedade de ¢, !

2. A, ASBtc A propriedade de t-c,

! Usaremos as seguintes propriedades gerais resultantes da definigdo da relagdo de dedutibilidade — (ver
Kleene 1974, p.89), sendo E uma férmula, e A e I seqiiéncias finitas de ocorréncias de formulas:

. E-E;

ii. Se A Ee Acl, entaoI' + E.
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1,2, MP
Axioma 7
3,4, MP
5, MtD
Axioma 6

Axioma 10

6,9, MP
7,10, MP
8, 11, MP

10, MtD

Teorema 1.1.6
Axioma &

1,2, MP

propriedade de ¢,

1, Defini¢do 1.1.4

2, Teorema 1.1.9(i), MP
Axioma 9

Teorema 1.1.9(iii)

Axioma 9

3. A, ASBtc B

4, A, ASBtc, Bo—AVB

5. A, AoB Fc, —AvVB

6. A>SB Fc, A>—AvVB

7. ADB Fc, —A>—AvVB

8. ADB Fc, Av—A

9. ASB ¢, (AD—-AVB)>((-AD>—AVB)>(Av—-A>—AvVB)) Axioma 8
10.  ASBtc, ((HA>—AVB)S(Av—AD—AVB))
11.  ASBtc, (Av—AD>—-AVB)

12. ADB Fc, —AvB

13. ¢, (ASB)>—-AVB

ix. (AVA)DA

1. Fc, ADA

2. Fc, (ADA)D((ADA)D(((AVA)DA)))
3. Fc, AVADA

X. —~ A=A

1. —~kA ¢, ~A

2. —~A ¢, ~(—A&AY)

3. —~A ¢, ——Av—(AY)

4. —~A ¢, =—ADA

5. —~A ¢, (AY)>——(A&—A)

6. —~A ¢, —(A&—A)D(A&—A)

7. —~A ¢, A&—ADA
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8. —~A ¢, ~(AY)>A
9. —|~kA I_Cn A

10. |—CIl —|~kADA

. A ~Albc, ~A
2. A ~Abc, ~A&AY

3. A ~Abc A

4. A ~Arc, AY

5. A ~Abc AV

6. A ~Alc, —A

7. A ~Abc AY&A

8. A, ~Abc, AV&—A&A

9. A, ~Arc, AV&—A&AD—~A
10. A, ~Atc, A

1. Akc, ~AD—~A

12. A Fc, —~kAV—~A

13, Abc,—~iA

14, k¢, A>—~A

xi. ~r—ADA , para k>1

. ~oA o, ~oA
2. ~—A o, ——A&(—A)Y
3. ~—A ¢, ——A

4. ~oA e A

5. |—Cn ~k—uADzA
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5, 6, 7, transitividade de >
4,8, 3, Axioma 8, MP

8, MtD

propriedade de ¢,

1, Defini¢do 1.1.4
propriedade de ¢,

2, Axioma 4, MP

4, Defini¢ao 1.1.3, Axioma 4, MP
2, Axioma 3, MP

5, 6, Axioma 5, MP

7, 3, Axioma 5, MP
Teorema 1.1.9(vii)

8,9, MP

10, MtD

11, Teorema 1.1.9(viii), MP
12, Teorema 1.1.9(ix), MP

13, MtD

propriedade de t-c,
1, Defini¢do 1.1.4
2, Axioma 3, MP
3, Axioma 9, MP

4, MtD



Xil.
1.
2.

st1.
st+2.
s+3.
st+4.
st5.
st6.

st+7.

stj.

stj+1.

sHj+2.

( A)n+1

(A" k¢, ~((A)™)
—((A)"") ¢, ~(—~(A"&—(A™))
(A" ¢, (A"&—(A")
—((A)" ), A"

(A" k¢, ~(A")

(A" k¢, ~(—(A™'&—-A")
(A" ¢, (A" &=A™)
—(A)") ¢, A™!

(A" e, ~(A™)

propriedade de ¢,
1, Defini¢do 1.1.2
2, Axioma 9, MP
3, Axioma 3, MP
3, Axioma 3, MP
5, Definigdo 1.1.2
6, Axioma 9, MP
7, Axioma 3, MP

7, Axioma 4, MP

Repetindo-se os procedimentos dos passos 5-9, obtemos

—(A)") ke, ~(—(A'&-A")
(A" ¢, (A'&—A")
—~((A)") Fc, A'

—((A)" ) ¢, —A

(A" ¢, ~(—(A&—A))
(A" ¢, (A&—A)
(A", A

—((A)" ) ¢, A

—((A)" Db, A'&A’& ... & AT &A"

_|((A)Il+1) I_Cn A(l’l)

—((A)" ) ¢, (AV&—A&A)
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s-1, Definigao 1.1.2
s, Axioma 9, MP

s+1, Axioma 3, MP
st1, Axioma 4, MP
s+3, Defini¢ao 1.1.1
st4, Axioma 9, MP
st5, Axioma 3, MP

s+5, Axioma 4, MP

st+2, ..., 8, 4, aplicacao reiterada
do Axioma 5

stj, Defini¢do 1.1.3

stj+1, s+5, Axioma 5, MP



s+j+3.
stj+4.
s+j+5.

stj+o6.

s+j+H.

—((A)" ) ¢, (AV&—A&A)D(A™)
_|((A)n+l) l_Cn An+l
¢, —((A)" (A"

Fc, —(—(A)" Hv((A)™)

|—Cn (A)n+1

xiii. AV>—(-A&A)

l.
2.

3.

A®, —A&A ¢, AV

A", SA&A ¢, ~A&A

A", “A&A ¢, AV&—A&A

A", —A&A ¢, AV&—A&AS—(—A&A)
A", —A&A ¢, ~(—A&A)

A” ¢, (—A&A)D—(—A&A)

A" e, ~(—A&A)V—(-A&A)

A" ¢, —(—A&A)

xiv. (A™'&—-A™H™

l.
2.

—((A™' &—A™H™) e, —((A™' &—A"™H")

Teorema 1.1.9(vii)
s+j+2, s+j+3, MP
stj+4, MtD

stj+5, Teorema 1.1.9(viii), MP

Axioma 8, MP

propriedade de ¢,
propriedade de ¢,

1,2, Axioma 5

Teorema 1.1.9(vii)

3,4, MP

5, MtD

6, Teorema 1.1.9(vii1), MP

7, Teorema 1.1.9(ix), MP

propriedade de ¢,

(A" &=A")) ¢, (AT &—=A")V)o(A™ &A™ &—(A" &—A™))

Teorema 1.1.9(iii), Axioma 9,

transitividade de o

(A &=A"Y) ¢, (A" &—A")&—(AT'&—A™) 1,2, MP

(A" &—A")V) ¢ (A" &—A™)

(A" &=A")V) ¢, (A" &—A™")
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3, Axioma 3, MP

3, Axioma 4, MP



10
11
12

s+1
s+2
s+3
s+4
s+5
st+6

st+7

st

stj+1
s+j+2
s+j+3
stj+4
stHj+5

stj+6

—(A™'&=A") ) ¢, A"

_|(( An—l &— An—l)(n)) |_Cn An—l
_|((An—l&_|An—l)(n)) |_Cn _|An—l

(A" &=A™)) b, ~(—(A™&-A")
—(( A& An-l)(n)) e, ( A& An-2)

_ (( An-l &— An-l)(n)) |_Cn An-2

(A" &A™ ¢, —A™?

(A" &=A")") ¢, ~(~(A'&—-AY)
(A &=A")M) ¢, (A'&—A")
(A" &—A"") ") ¢, A'

(A" &—=A")V) ¢ —A'
—(A™'&=A"H)") ¢, ~(—(A&—A))
—(A™'&=A")V) ¢, (A&—A)
—(A™'&-A"")") ¢, A

—(A™' &-A""") ¢, —A

(A" &—A"YV) e A'&A’& ... & AT &A"

_|((A1’1-1&_|A1’1-1)(Il)) |_Cn A(Il)

—((A™'&-A") -, (AV&—A&A)

5, Defini¢do 1.1.2
4, Axioma 3, MP
4, Axioma 3, MP
8, Definicao 1.1.2
9, Axioma 9, MP
10, Axioma 3, MP

10, Axioma 4, MP

s-1, Defini¢ao 1.1.2
s, Axioma 9, MP

s+1, Axioma 3, MP
st1, Axioma 4, MP
s+3, Defini¢ao 1.1.1
s+4, Axioma 9, MP
s+5, Axioma 3, MP

s+5, Axioma 4, MP

s+2, ..., 11,7, 6, aplicagao
reiterada do Axioma 5

stj, Defini¢do 1.1.3

stj+1, s+5, Axioma 5, MP

(A" &—A")V) - (AV&—A&A)D((A™'&—A"")") Teorema 1.1.9(vii)

—((A™' &—A"™H") e, (A" &—A™H™)

Fc, (A" &—=A")M)o((A™ &—-A"")™)

Fc, (A" &—=A" )M (AT &—-A"")™)
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stj+2, stj+3, MP
st+j+4, MtD

st+j+5, Teorema 1.1.9(viii), MP



SHHT ¢, =A™ &=A")M)o(A™ &-A")")

SHH8 ke, (A &-A")")o(A™ &-A"™)")

sHT9 e, (A" &—-A"H®

xv. (~¢A)™, para k>n

1
2
3

10
11
12

13

14
15
16
17
18

—(~A)™) ke, ~((~A)™)

—((~A)™) ke, ~((~A) V) (~A)&—(~A)

(A k¢, (~A)&—(~A)
—~((~A)™) -, (~A)
~((~:A)"™) k¢, ~(~A)
~(~A)™) ¢, ~A&(A)Y
~(~A)™) ¢, ~A
—((~A)™) k-, (A)Y

—(~A)™) ¢, (A

—(~A)™) ke, ~(-A&(A)Y)
—((~A)™) k¢, ~—AV—((A)Y)
—((~A)™) b-¢, ——ADA

—((~A)™) ¢, ~(A)F)>A&—A

—((~A)™) ¢, A&—ADA
—~((~A)™) ¢, ~(A))>A
~(~A)™) b, A

—(~A)™) ke, (A)V&—AKA

—((~A)™) ¢, (A)V&—A&AD((~A)™)

26

Axioma 9
Teorema 1.1.6

sH+7, stt8, sHt+6, Axioma 8, MP

propriedade de ¢,

Teorema 1.1.9(iii), Axioma 9, MP
1,2, MP

3, Axioma 3, MP

3, Axioma 4, MP

4, Defini¢ao 1.1.4

6, Axioma 3, Axioma 9, MP

6, Axioma 4, MP

8, Defini¢ao 1.1.3, Axioma 3,

Axioma 5, MP
5, Definicao 1.1.4

10, Teorema 1.1.9(i), MP
Axioma 9
Teorema 1.1.9(iii), Axioma 9,

transitividade de o

Axioma 3

13, 14, transitividade de o
12,15, 11, Axioma 8, MP
9,7, 16, Axioma 5, MP

Teorema 1.1.9(vii)



19
20
21
22
23
24

~((~A)™) -, (~A)™)
Fc, ~((~A))2((~A)™)
Fc, ——((~A)DV((~A)™)
¢, ——((~A)™)2((~A)™)
e, (A ™) ((~A)™)

e, (~A)"™

xvi. ~(A&~cA) paras>1ek>n

1
2
3

10
11
12
13
14
15
16

—~(A&~A) ¢, ~~(A&~A)
—~(A&~A) Fc, —~(A&~A)D(A&~A)
—~(A&~A) Fc, (A&~A)

—~(A&~A) Fc, (A&—A&(A)Y)

—~(A&~A) ¢, (A)Y

—~(A&~A) ¢, (A"

—~(A&~A) Fc, A&—A

—~(A&~A) Fc, ~A&A

—~(A&~A) e, (A)V&—AKA

—~(A&~A) Fc, (A &—AKA)D(~(A&~A))
—~(A&~A) -, (~(A&~A)

Fc, ~(A&~MA)D(~(A&~A)

e, —~(A&~MANV(~(A&~A)

Fc, T~ (A&~A)))D(~(A&~(A))

Fc, (~s(A&~A))D(~(A&~A))

e, ~(A&~A)
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17,18, MP

19, MtD

20, Teorema 1.1.9(viii), MP
Axioma 9

Teorema 1.1.6

22,23, 21, Axioma 8, MP

propriedade de ¢,
Teorema 1.1.9(x1)

2, MP

3, Definigdo 1.1.4

4, Axioma 4, MP

5, Definicao 3, Axioma 3, MP
4, Axioma 3, MP

7, Axioma 3, Axioma 5, MP
8, 6, Axioma 5, MP
Teorema 1.1.9(vii)

9, 10, MP

11, MtD

Teorema 1.1.9(i), MP
Axioma 9

Teorema 1.1.6

14, 15, 13, Axioma 8, MP



xvil. (ADB)v(BDA)

1

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

Fc, ~A"SA&—A

Fc, A&—ADA

Fc, AD(BoA)

c, ~A"”S(BoA)

Fc, (BDA)D((ASB)v(BoA))
Fc, ~A”>((ASB)V(BoA))

c, -B"'>B&—B

¢, “B™>((ASB)V(BoA))

—~(A"&B™) t-c, ~(A"&B™)
—~(AP&B™) ¢ —A"—B"
—~(A"&B™) t-c, ~A”>((ASB)V(BoA))
—~(A"&B™) ¢, —B">((ASB)V(BoA))
—~(AV&B™) k¢, (ASB)V(BoA)

¢, ~«(A"&B™)>((ASB)v(BoA))
AV&B"™, ~(ASB) ¢, A"&B"™

AV&B™, —~(ASB) ¢, ~(ASB)

AV&B™, ~(ASB) +c, A"&B"&—(ASB)

AV&B™, ~(ASB) ¢, A&—B
AV&B™, —(ASB) k¢, A
AV&B"™, —(ASB), B ¢, A
AV&B"™, ~(ASB) ¢, BoA

Fc, (BDA)D((ASB)Vv(BoA))
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Teorema 1.1.9(iii), Axioma 9,

transitividade de o

Axioma 4

Axioma 1

1,2, 3, transitividade
Axioma 7

4, 5, transitividade

Teorema 1.1.9(iii), Axioma 9,

transitividade de o
idéntico a 1-6
propriedade de ¢

13, Teorema 1.1.9 i, MP
6, propriedade de t-c,

12, propriedade de -,
15, 16, 14, Axioma 8, MP
17, MtD

propriedade de t-c,
propriedade de t-c,

19, 20, Axioma 5, MP
21, Teorema 1.1.9(vi), MP
24, Axioma 3, MP
propriedade de t-c,

26, MtD

Axioma 7



27
26
28
29
30

31
32
33

A(H) &B(H)’

—(A>B) ¢, ((ASB)v(BoA))

AV&B" ¢ —~(ASB)>((ASB)V(BoA))

AV&KB™ |-c_ (ASB)>((ASB)V(BoA))

Fc, (AoB)v—(A>B)

AV&B" ¢ (ASB)V(BoA)

Fc, (A"&B™)>((ASB)v(BoA))

¢, (AV&B™)V(—(A"&B™))

Fc, (ASB)v(BoA))

xix. Av(ADB)

1
2
3

10

11
12

13

—(ASB),
—(ASB),
—(ASB),
—(ASB),
—(ASB),

A(n)&B(n) |_Cn A(n)&B(n)

AV&B" \-c —(ASB)

AVEB" - AV&B"M&—(ASB)

A"&B"™ -, A&—B
AV&B" ¢ A

AV&B" \-c_ AV(ASB)

—(ASB) ¢, (A"&B"™ )>(Av(ASB))

—(ASB),

—(ASB),

~(A"&B™) t-c, (A" &B™)

—~(A"&B™) t-c, ~(A™)v—(B™)

—~(A"&B™) -c, ~(A")>A&—A

—~(A"&B™) t-c, A&—ADA

~(A"&B™) }-c, ASAV(ASB)

~(A"&B™) k¢, ~(A™)>AV(ASB)
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25,26, MP, propriedade de ¢
27, MtD

Axioma 6, propriedade de ¢,
Axioma 10

28, 27,29, Axioma 8, MP,
propriedade de t-c_

30, MtD

Axioma 10

31, 18, 32, Axioma 8, MP

propriedade de ¢,

propriedade de ¢

1,2 Axioma 5, MP

3, Teorema 1.1.9(vi), MP

4, Axioma 3, MP

5, Axioma 6, MP

6, MtD

propriedade de ¢,

8, Teorema 1.1.9(1), MP
Teorema 1.1.9(ii1), Axioma 9,
transitividade de >, propriedade de ¢
Axioma 3, propriedade de t-c,
Axioma 6, propriedade de t-c,

10, 11, 12, transitividade



18 —(A>oB), «(AV&B™) ¢, ~(B")>AV(ASB)  idéntico a 10-13

19  —(AoB), «(A"&B"™) ¢, AV(ASB) 13,18, 9, Axioma 8, MP

20 —(ASB)kc, «(A"&B™ )o(AV(ASB)) 19, MtD

21 —(ADB) ¢, (A"&B™)v—(AV&B™) Axioma 10, propriedade de ¢,
24 —(A>B) tc, (AV(A>SB)) 7,20, 21, Axioma 8, MP

25 Fc, 7(ADB)>(AV(ASB)) 24, MtD

26 Fc, (ADB)>(AV(ASB)) Axioma 4

27 c, (ASB)v—(A>B) Axioma 10

28 Fc, Av(ADB) 26, 25,27, Axioma 8§, MP ]

Observamos que, pelo item (xvi) acima, verificamos que para todo C,, 1<n<m,

Fc,~s(A&~(A), para s>1 e k>n, 0 que corresponde a uma propriedade bastante geral das

negacdes ~n , m>1, em cada C,, Em particular para s, k = n, a propriedade corresponde ao

Principio da Nao-Contradigao classico para C,.

O teorema a seguir corresponde a uma generalizacdo de um resultado obtido para o

sistema C; por da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 12.

Teorema 1.1.10 Em C, ¢ valida a seguinte versdo do método de reducao ao absurdo:

¢, B” T,ArcB T,Alc,—B

T I—Cn —A UJ

Teorema 1.1.11 (da Costa 1974b, p. 500) Em C,, 1<n<w, ~, tem todas as propriedades

da negacao classica. O
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A seguir, generalizamos o resultado para C,, 1<n<®, relativamente a negagao ~,

Teorema 1.1.12 Em C,, 1<n<®, ~¢, k>n, tem propriedades da negagao classica.

Demonstracao:

Basta demonstrarmos os Postulados 7 e 8 apresentados em Kleene 1974, p. 82.

Postulado 7 ¢, (ASB)>((A>~B)>~(A)
1 (A>SB), (Ao>~B), At A

2 (A>B), (A>~B), A, (ASB)

3 (A>SB), (A>~B), ¢, (AD~B)

2 (A>B), (Ao>~B), At-c, B

3 (A>B), (A>~B), A, ~B

4 (ASB), (A>~B), A t-c, —B&BY

5 (A>B), (Ao>~B), A t-c, —B

6 (ASB), (Ao>~B), A ¢, BY

7 (ASB), (A>~B), A ¢, B"

8 (ASB), (A>~B), A -c, B"&—B

9 (ASB), (A>~B), A -c, B"&—B&B

10 (ASB), (A>~B), A ¢, B"&-B&B>—A
11 (ASB), (Ao~B), A, —A

12 (ASB), (AS~B) ¢, AD—A

13 (A>B), (A>~B) ¢, —Av—A

14 (A>SB), (A>~B) ¢, —Av—-AD—A
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propriedade de ¢,
propriedade de ¢,
propriedade de ¢
1,2, MP

1,3, MP

3, Defini¢do 1.1.4

4, Axioma 3, MP

4, Axioma 4, MP

6, Definicdo 1.1.3, Axio-

ma 4, MP, Definicdo 1.1.3
7,5, Axioma 5, MP

8, 2, Axioma 5, MP
Teorema 1.1.9(vii)

9,10, MP

11, MtD

12, Teorema 1.1.9(viii), MP

Teorema 1.1.9(ix)



15
16

17

18
19
20
21
22
23
24
25
26

27

28
29
30
31
32
33
34
35
36

(ASB), (Ao>~B) ¢, A

(ASB), (Ao~B), «(AY) ¢, —(AY)

(ASB), (Ao~B), «(AY) ¢, ~(A¥)oA&—-A

(ASB), (Ao~B), ~(A¥) ¢ A&—A

(ASB), (A>~B), ~(AY) ¢, A
(ASB), (A>~B), ~(A") -, ASB

(ASB), (A>~B), «(A¥) ¢ B

(ASB), (Ao~B), «(A¥) ¢, Ao~B

(ASB), (A>~B)), ~(A™) -, ~B
(ASB), (A>~B), ~(A") ¢, —~B&BY
(ASB), (A>~B), =(A®) -, —B
(ASB), (Ao~B), ~(A¥) ¢, BY

(ASB), (A>~B), «(A") ¢, B"

(ASB), (Ao~B), ~(A¥) ¢, BV&—B

(ASB), (Ao>~B), «(AY) ¢, B"&—B&B
(ASB), (Ao~B), «(AY) ¢, BY&—B&B>(AY)
(ASB), (Ao~B), =(A¥) ¢ AY

(ASB), (Ao~B) ¢, ~(AM)>(AY)

(ASB), (Ao~B) ¢, —(A¥)v(AY)

(ASB), (Ao~B) ¢, —(AM)>(AY)

(ASB), (Ao~B) -, (A¥)>(AY)

13, 14, MP

propriedade de ¢,
Teorema 1.1.9(iii), Axioma 9,
transitividade de o

16, 17, MP

18, Axioma 3, MP
propriedade de ¢,

19, 20, MP

propriedade de ¢,

19, 22, MP

23, Definicao 1.1.4

24, Axioma 3, MP

24, Axioma 4, MP

26, Definicdo 1.1.3, Axio-

ma 4, MP, Definicao 1.1.3
27,25, Axioma 5, MP

28, 21, Axioma 5, MP
Teorema 1.1.9(vi1)

29, 30, MP

31, MtD

32, Teorema 1.1.9(viii), MP
Axioma 9

Teorema 1.1.6

(ASB),(AS~B) -c, (——(A)(A)) (A (AU N=(——(A)(AM)=(AM))
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Axioma &



37
38
39
40
41
42

43

(ASB), (Ao~B) -, (AY)2(AY)>((——(AF)v(AY)o(AY))) 34, 36, MP

(ASB), (Ao~B) ¢, (——(A“)v(AY)5(AY)) 35,37, MP

(ASB), (Ao~B) ¢, (AY) 33,38, MP

(ASB), (A>~B) ¢, —A&(AY) 15, 39, Axioma 5, MP
(A>SB), (Ao>~B) ¢, ~A 40, Defini¢do 1.1.4
(ASB) ¢, (AD>~B)o~A 41, MtD

Fc, (ADB)>((AD~B)>~A) 42, MtD

Postulado & Fc, ~k~kADA

1

2

~~iA e, ~ekA propriedade de t-c,
~~kA ¢, —(~A)&(~A) 1, Definigdo 1.1.4

~~kA -, —(~A) 2, Axioma 3, MP

~k~kA ¢, —(~kA)DA Teorema 1.1.9(xi),Defini

¢ao 1.1.5, Axioma 3, MP
~~kA I—cn A 3,4, MP

Fc, ~k~kADA 5, MtD U]

Teorema 1.1.13 Os seguintes esquemas de formulas sdo demonstraveis em C:

i. =(AY>(A&—A), para k>1 v. Av~A |, para k>1
ii. A"VA | para k>1 vi. (AoB)>—-AVB
iii. A"V—A , para k>1 vii.——(AVA , para k>1.

iv. AVVA | para k>1

As provas de (1), (iv) e (v) estao em da Costa e Guillaume 1965, p. 205.

Indicamos, a seguir, as provas dos itens (ii), (ii1), (vi) e (vii).
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Demonstracao:

ii. ANVA , para k>1

1
2
3

e, Av—(AY)

Fc, ~(AYD(A&—A)
Fc, A&—ADA

Fc, ~(ADA

Fc, AOA"

Fc, AVA

iii. A"V—A , para k>1

1
2
3

e, Av—(AY)

Fc, (A>(A&—A)
Fc, A&—AD—-A
Fc, ~(AY>—A

Fc, AOA"

Fc, AYv—A

vi. (AoB)>—-AVB

Idéntica a demonstra¢ao do Teorema 1.1.9(viii).

vii.——(AM)VA

1 Fc, ~(AD(A&—A)
2 Fc, (A&—A)DA

3 k¢, —(AYDA

4 b, (AYVA
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Axioma 10

Teorema 1.1.13(i)
Axioma 3

2, 3, transitividade de
Teorema 1.1.6

5, 2, Axioma 8, MP

Axioma 10

Teorema 1.1.13(1)
Axioma 4

2, 3, transitividade de ©
Teorema 1.1.6

5, 2, Axioma 8, MP

Teorema 1.1.13(1)
Axioma 3

1, 2, transitividade de ©

3, Teorema 1.1.13(vi), MP [



Observacao 1.1.14 Observamos que o item (v) acima corresponde a uma propriedade bas-
tante geral das negagdes ~, para todo k, k > 1. No caso em que k = n, a propriedade corres-

ponde ao Principio do Terceiro Excluido cléssico para C,.

O teorema a seguir constitui uma generalizacdao do resultado obtido para o sistema

C, por da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 16.

Teorema 1.1.15 Se I' ¢ um conjunto de formulas e Aj, A, ..., Ay, s30 0s componentes pri-
mos’ das formulas de TU{A}, entdo, uma condi¢do necessaria ¢ suficiente para que
['t-c,AéqueT, A A AL Fc, A, isto ¢,

e, AT A, A", LA™ -, A D

Definicdo 1.1.16 Dados dois sistemas formais S e S’, cuja linguagem é £, S’ ¢é estritamen-

te mais forte que S se, e somente se,
i. Para toda formula A de £,

FsA = +s A
ii. Existe uma formula B de £, tal que

s Be s B.

Teorema 1.1.17 (da Costa 1963a e da Costa 1993, p. 17) Cada um dos calculos da hierar-
quia C,, 0<n<o, ¢ estritamente mais forte do que os que o sucedem na hierarquia. [

)(n) ¢ um teorema em C,, 1<n<w, mas, ndo o ¢é

Por exemplo, o esquema (A" &—A""
em C,,, m>n.
Um outro exemplo interessante, ¢ que a formula (A& —A)>——(A&—A) € teorema

em todo C,, 1<n<w, ¢ ndo ¢é teorema em C,,

2 Isto ¢, as A, 1<i<m, ndo sdo formulas do tipo B&C, BvC, BoC, —B.
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Teorema 1.1.18 (da Costa 1974b, p. 501) Os sistemas C,, 1<n<w, sdo consistentes. [

Teorema 1.1.19 (A. 1. Arruda, de acordo com da Costa 1974b, p. 501 ¢ Arruda 1975) Os

sistemas C,, 1<n<w, ndo sdo decidiveis por matrizes finitas. O

Teorema 1.1.20 (Fidel 1977, p. 31-40) Os sistemas C,, 1<n<m, sdo decidiveis. [

Da Costa e Alves 1976 ¢ Alves 1976 introduzem o conceito de valoracao paracon-
sistente para o sistema C; através de uma valoracdo bivalente, e um procedimento de deci-
sdo denominado de quase-matrizes. Desenvolvem uma semantica, a /a Henkin, e demons-
tram a correcao ¢ completude do sistema Cj; e introduzem o método de quase-matrizes,
para demonstrar a decidibilidade de C;. Da Costa e Alves 1976 ¢ Alves 1976 estendem a

semantica de C; para os calculos C,, 1<n<o.

A definicao de valoragdo paraconsistente, introduzida por da Costa e Alves, para Cj,

¢ a seguinte.

Defini¢do 1.1.21 Se F é o conjunto de formulas da linguagem £ de C;, uma valoragdo

para C; ¢ uma funcdo v: F — {0, 1}, tal que:

1. Se v(A) =0, entdo v(—A) =1

.Se v(=—A) =1, entdo v(A) = 1

. Se v(B°) = v(A>B) = v(A>—B) =1 , entdo v(A) = 0

. V(AoB) =1 se, e somente se, V(A) =0 ouv(B)=1

. V(A&B) =1 se, e somente se, vV(A)=1ev(B) =1

.V(AvB) =1 se, e somente se, v(A) =1 ouv(B) =1

. Se v(A®) = v(B°) = 1, entdo v((A>B)°) = v((A&B)’) = v((AvB)°) = 1.

~N N kW

Da Costa e Alves 1977 apresenta uma generalizagdo da semantica de da Costa e

Alves (para C)) para os calculos C,, 1<n<w®, e demonstra (p. 623-624) que os sistemas Cj,
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1<n<m, sdo corretos e completos. Introduzem uma pequena modificagcdo na formulagio da

quase-matriz, no caso da negacdo de uma formula A, tal que v(A) = 1:

“In the construction of the quasi-matrices, the only change worth mentioning
is that when A is D"'&—-D"' or =D*'&D"" (have the value 1)°, we write

value 0 for the formula —A.” (da Costa e Alves 1977, p. 628)

A clausula acima constitui a caracterizagdo das quase-matrizes dos sistemas C,,

1<n<w.

Lopari¢ e Alves 1980, p. 162, modifica a cldusula acima de da Costa e Alves, pois,
uma quase-matriz, construida desse modo, poderia gerar uma linha v para uma férmula A,

tal que, v(A) = v(—A) = vIA"™)=1,0 que ndo € possivel.

Contra-exemplo: De fato, considerando-se a clausula acima de da Costa ¢ Alves, a

quase-matriz, em C,, para a formula A'&—(A")>—(A%) é a seguinte:

A —A A&A Al @AY A'&—(AhH AT @A)
0 1 0 10 0 10
10 0 10 0 10
| | 0 1 0 10
10 0 10
| | 0 1

Portanto, ocorre a possibilidade de v(A) = v(—A) = v(A®) =1, 0 que nao € possivel
em C,.

Observamos que resultado andlogo pode ser obtido para C,, n>2.

Por esse motivo, Lopari¢ e Alves modificam algumas das condi¢des da defini¢ao de

valoragdo paraconsistente de da Costa e Alves e, a partir desta nova definicdo, com um pro-

3 Acréscimo nosso, de acordo com Alves 1976, p. 79.
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cedimento de decisdo, via quase-matrizes, provam a corre¢ao, completude e decidibilidade

dos sistemas C,, 1<n<om.

A definigdo de valoracdo paraconsistente, introduzida por Lopari¢ e Alves, para C,,

1<n<w, ¢ a seguinte.

Definicdo 1.1.22 Se F ¢ o conjunto de formulas da linguagem £ de C,, 1<n<w, uma valo-

ragdo para C, ¢ uma fungao v: F — {0, 1}, tal que:

1. Se v(A) =0, entdo v(—A) =1

. Se v(A) =0, entdo v(—A) =0

. V(A&B) =1 se, e somente se, v(A)=1ev(B) =1

. V(AvB) =1 se, e somente se, V(A) =1 ou v(B) =1
. V(AoB) =1 se, e somente se, V(A) =0 ouv(B)=1
. Se v(A"") = v(—A™), entdo V(A") = 0

. Se V(A) = v(=A), entdo v(—A") = 1

o 9 O W»n bk~ W

. Se v(A) # v(—=A) e v(B) # v(—B), entdo v(A#B)=v(—(A#B)), onde # ¢ &, v ou D,
com
A’ = gr A,

A =1 —(A*' &—A""), para k>0.

Observamos que, para k>0, a defini¢do de A* é equivalente a usada por da Costa

1963a ¢ 1974b (ver Defini¢iao 1.1.2).

Teorema 1.1.23 (Loparic e Alves 1980, p. 164-171) Os sistemas C,, 1<n<w, sdo corretos,

completos e decidiveis 0
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A seguir, como ilustragdo, apresentamos alguns esquemas ndo demonstraveis em

C,, I<n<o.

Teorema 1.1.24 Os seguintes esquemas ndo sdo demonstraveis em C,, 1<n<w:

i. ~«(A&—A) iv. (Av—A)™

ii. AD(—A>B) v. AD~—A

1il. AD——A vi. (A&—A)DB
vii. ~AD(ASB) ix. (AoA)™

vill. —A=~,A x. —AvBD(A>SB)

Demonstragao:

As demonstracdes dos itens (i)-(ii1), (vi) e (vii) estdo em da Costa 1963, ¢ da Costa
1993, p. 11-12.

Nessas demonstragdes, da Costa introduz uma matriz trivalente com 2 (dois) valores
distinguidos, M = {{1, 2, 3}, {1, 2}, -, &, Vv, D}, que valida os axiomas de C; e ndo valida
os esquemas de formulas apresentados. Logo, pelo teorema anterior e Teorema 1.1.17, os
esquemas nao sao validos em C,, 1<n<w.

A matriz trivalente, introduzida por da Costa, também nao valida o esquema (x),
isto ¢, —AvB>(A>DB). Basta verificarmos o caso em que v(A) =2 e v(B) = 3.

Para demonstrarmos os itens (iv), (v), (viii), (ix) e (xi), basta mostrarmos que nao

sdo esquemas validos, de acordo com a Defini¢do 1.1.22, e o resultado segue pelo Teorema

1.1.17.

iv. (Av—A)™
Mostremos que existe uma valoragao v, tal que
v((Av—A)™) =0.
Neste caso, basta que v seja tal que:

V(Av—A) = v(=(Av—-A)) =1
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V. AD~—A
Mostremos que existe uma valoragao v, tal que
V(A)=1e v(~—A)=0.
Neste caso, basta que v seja tal que:

v(A)=1,v(-A)=1¢e v(=——A)=0

vill. mA=~A
Basta tomarmos uma valoragao v, tal que:

v(A) = v(—A) =1

ix. (AoA)™
Basta tomarmos uma valoracao v, tal que:

V(ADA) = V(—(ADA)) = 1

xi. =(—A&A)D—(A&—A)

Mostremos que existe uma valoragao v, tal que

V(—(—A&A)) =1 e v(—(A&—A)) = 0.

Neste caso, basta que v seja tal que:

V(A) = v(-A)=v(A&—-A)=v(—A&A)=1, com V(—(—A&A))=1 e v(~(A&—A))=0.

0

Lopari¢ 1986, fundamentado no trabalho de da Costa e Alves 1977, introduz uma

semantica para o sistema C, e prova a completude, correcio e a decidibilidade desse siste-

ma.

Lopari¢ introduz a seguinte defini¢cao de valoragdo para o célculo C,,.
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Definicdo 1.1.25 Se F ¢ o conjunto de formulas da linguagem £ de C,, uma semi-

valorag¢do para C, ¢ uma fungao s: F — {0, 1}, tal que:

1. Se s(—A) =0, entdo s(A) =1

2. Se s(—A) =1, entao s(A) =1

3.s(A&B) =1 se, e somente se, sS(A)=1es(B)=1
4. s(AvB) =1 se, e somente se, sS(A)=1ous(B)=1
5. Se s(A>B) =0, entao s(B) =0

6. Se s(AoB) =1, entdo s(A) =0 ous(B)=1.

Definicdo 1.1.26 Uma valoragdo v para C, ¢ uma semi-valoragdo que satisfaz a seguinte

condicao:

7. Se v(A1D(A2D... D (Am1DAn)...)) = 0, entdo existe uma semi-valoracao s tal que,

para todo i, 1<i<m, s(A;) = 1 e s(A,;) = 0.

Defini¢ao 1.1.27 Uma valoragdo v ¢ um modelo de um conjunto de formulas I', ['CF, se,

e somente se, para toda formula Ael’ , v(A) = 1.

Teorema 1.1.28 (Lopari¢ 1986, p 76-95) O sistema C,, é correto, completo e decidivel.
A partir dessa semantica demonstramos os seguintes resultados.

Teorema 1.1.29 Os seguintes esquemas nao sao demonstraveis em Cy,:
1. ((ADB)DA)DA iii. =(A&B)>—Av—B

il. (ADB)Vv(BDoA) iv. AV(ADB).

* Resultado apresentado em Alves 1976, p. 80-84.
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Demonstracao:
Para cada um dos casos, basta exibirmos uma valoragdo v que ndo seja modelo da

formula. Provamos o caso (i).

1. ((ADB)DA)DA
Seja s uma semi-valoragao, tal que
s(AoB)DA)=1¢es(A)=0.
Neste caso, s(A>B) = 0 e, portanto, s(B) = 0.
Logo, pela clausula 6 da Defini¢ao 1.1.25, s(((ADB)>A)DA) = 0. O

Observacao 1.1.30 De acordo com o Teorema 1.1.9, os esquemas de féormulas acima, que

nao sao teoremas em C,, sdo teoremas nos C,, 1<n<wm.

Teorema 1.1.31 (A.M. Sette, de acordo com Alves 1976, p. 48) Nenhum esquema da for-

ma —A ¢ um teorema em C,,. 0

Teorema 1.1.32 (Lopari¢ 1988, p. 217) Em C, ndo pode ser definida uma negacdo que

tenha todas as propriedades da negacao classica. O

Observagiio 1.1.33 O Teorema do Replacement® (ou Teorema da Substitutividade de E-
quivalentes) nao ¢ valido, em geral, em C,, 1<n<o (ver Alves 1976, p. 27).
Por exemplo,

n-1 n-1\__/ A n-1 n-1 n-1 n-1\(n) _ n-1 n-1\(n)
(AT &AT)=AT &—AT) e (AT &AT) = (AT &—AT), para I<n<o.

> Teorema do Replacement ou Teorema da Substitutividade de Equivalentes:
Seja A uma formula do sistema formal S e A" obtida substituindo-se algumas ocorréncias de B;, em
A, por B;". Se B; =B;" é um teorema de S, entdo A = A’ ¢ um teorema de S.
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Defini¢ao 1.1.34 Um conjunto de formulas I' de F, I'c F, ¢ dito trivial se o conjunto de

conseqliéncias sintaticas de I' ¢ F; I" ¢ dito inconsistente (ou contraditorio), relativamente a

negac¢do basica — de L, se existe uma formula A de F tal que as formulas A e —A sdo con-

seqliéncias sintaticas de I'.

Observacao 1.1.35 Pela Definicao 1.1.34 e pelo Teorema 1.1.24, segue-se que os sistemas

C,, 1<n<m, sdo nao-triviais.

Defini¢ao 1.1.36 Um sistema formal S € finitamente trivializavel se, e somente se, existir
uma férmula da linguagem de S, que acrescentada a S como axioma, torna-o trivial; caso

contrario, € dito infinitamente trivializavel.

Teorema 1.1.37 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p.19) Os sistemas C,, 1<n<w, sdo fini-

tamente trivializaveis. O

Teorema 1.1.38 (da Costa 1963a e¢ da Costa 1993, p. 19) O sistema C,, ¢ infinitamente

trivializavel. O

1.2 OS CALCULOS QUANTIFICACIONAIS PARACONSISTENTES
C. , 1<n<®, DE DA COSTA

A linguagem L£* dos sistemas quantificacionais paraconsistentes de primeira or-

dem C,* [<n<w, de da Costa 1963a (ver da Costa 1964 ¢ 1974b), tem como conectivos

primitivos os conectivos da linguagem £ dos sistemas proposicionais paraconsistentes C,,

1 <n<w, acrescidos dos quantificadores universal e existencial, ambos primitivos. O alfabeto

de L* consiste de:
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e Variaveis individuais: X, y, Z, ..., Xk, Yks Zks ---

o Constantes individuais: a, b, c, ..., ax, by, Ck, ...

e Simbolos de predicados m-drios: P, Q™, R(", ...

e Simbolos de fungdes m-arias: £, g, h", ...

e (Conectivos logicos: — (negacdo), v (disjungdo), & (conjuncao), o (implicacao)
® Quantificadores: ¥V (quantificador universal) e 3 (quantificador existencial)

e Simbolos auxiliares: (, ).

O conjunto das varidveis individuais ¢ enumeravel, os conjuntos dos simbolos de
predicados de grau meN, m>0, com ou sem indices inferiores keN, k>0, e dos simbolos

funcionais de grau meN, m>0, com ou sem indices inferiores ke N, k>0, sdo enumeraveis.

As nog¢des de termo, formula, formula sem varidaveis (ou livre de varidveis), formula
congruente, escopo de um quantificador, ocorréncia ligada de uma varidvel numa féormula,
ocorréncia livre de uma variavel numa formula, formula aberta, formula fechada, etc., as-
sim como as convengodes € notagdes, sao as usuais, como em Kleene 1974. Observamos
que as substituicdes de uma variavel por um termo, e de um termo por outro termo, numa

formula, sdo definidas como usualmente.

Usaremos os simbolos x, y, z (em negrito, com ou sem indices inferiores), como
metavaridveis sintaticas sobre variaveis individuais; os simbolos P, Q, R (em negrito, com
ou sem indices inferiores), como metavaridveis sintaticas para simbolos de predicados de
grau m; os simbolos f, g, h (em negrito, com ou sem indices inferiores), como metavaria-
veis sintaticas para simbolos funcionais de grau m; os simbolos s e t (em negrito, com ou
sem indices inferiores), como metavariaveis sintaticas sobre os termos; as letras maiusculas

do alfabeto latino A, B, C, ... (em negrito, com ou sem indices inferiores), como metavari-

aveis sintaticas sobre formulas de £*. Usaremos tx(t;) para designar o termo obtido, a par-

tir do termo t, substituindo cada ocorréncia da varidvel x pelo termo t;; assim, ty(t;) desig-

na um termo. Usaremos Ax(t;) para designar a férmula, obtida a partir da formula A, subs-
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tituindo cada ocorréncia livre da varidvel x em A pelo termo t;; assim, Ax(t;) designa uma

formula (Nestes ultimos casos, € suposto que t; pode substituir x).

EEINT __%
~. =

Os operadores “o0” (bola), “~¢”, “~,” (negagdo forte), “=" (equivaléncia), as nogdes
de formula “bem comportada”, “A ¢ uma formula com o operador bola reiterado k-vezes”
e “A ¢ uma formula de grau k” sdo introduzidas por definicdo, como nos célculos C,,

I<n<w.

Para cada sistema quantificacional C,* 1<n<w, os esquemas de axiomas e regras

de dedugdo sao os do calculo proposicional correspondente C,, 1<n<m, acrescidos de:

AXIOMA 15 VxA(x)DA(t)
AXIOMA 16 A(t)>3IxA(x)
AXIOMA 17 Vx(A(x))">(VxA(x))™
AXIOMA 18 Vx(A(x))™>(IxA(x))™
AXIOMA 19 Se A ¢ B sdo duas formulas congruentes® ou uma delas ¢ obtida da
outra pela supressao de quantificadores vacuos, entao A=B
REGRATI CoA(x)
CoVxA(x)
REGRA Il A(x) oC ,
IxXA(x)>C
em que x ¢ uma variavel individual, A(x) ¢ uma féormula, C ¢ uma féormula na qual x

ndo ocorre livre, e t ¢ um termo que € livre para x em A(X).

O cdalculo de predicados de primeira ordem C,* ¢ definido pelos seguintes esque-
mas de axiomas e regras de dedugdo:

AXIOMA 1 ao AXIOMA 10

AXIOMA 15, AXIOMA 16, AXIOMA 19

% Brevemente, duas formulas sdo congruentes, se elas diferem somente nas suas variaveis ligadas e estas estio
ligadas aos quantificadores correspondentes. Uma defini¢do precisa encontra-se em Kleene 1974, p. 153.
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REGRA DE MODUS PONENS
REGRA II
REGRA 1II.

Como ¢ bem conhecido, a l6gica quantificacional classica pode ser introduzida pe-
los Axiomas 1-9, 15, 16, 19 e as Regras Modus Ponens, 11 e 111, acrescentando-se o Princi-

pio de Reductio ad Absurdum, isto é:
AXIOMA 10": (AoB)>((A>—B)>—-A).

Nesse sentido, o célculo de predicados cladssico de primeira ordem pode ser conside-

rado como o sistema Cy* da hierarquia C,*, 1<n<®.

A seguir, apresentamos algumas defini¢des e resultados conhecidos, referentes aos
sistemas quantificacionais C,*, 1<n<w, de da Costa, necessarios a compreensiao de méto-
dos subjacentes a construgao de nossos sistemas de deducao natural, introduzidos nos Capi-

tulos 2 e 3.

Teorema 1.2.1 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 24) Em C;* sdo validas todas as re-
gras do Teorema 2 de Kleene 1974, p. 98, com as restrigdes convenientes, excetuando-se a
referente ao método de reducao ao absurdo:

Regra 1 a Regra 9 — Teorema 1.1.7

10.  A(X)bc* VXA(X)

1. VXAX) ¢ x A(t)

12. A(t) Fcx IXA(X)

13. Se I'(x), A(X) ¢, * C, entdo I'(x), IXA(X) k¢, * C. O

Pelo Teorema 1.2.1-(1), com as restrigdes convenientes, temos o Metateorema da
Deducao (MtD) para C;*, cuja extensao para os sistemas C,*, 1<n<w, ¢ imediata. Tam-

bém valem para os sistemas C,*, 1<n<m, as correspondentes extensdes do Teorema 1.2.1.

46



Teorema 1.2.2 (Metateorema da Deducido) Se I' ¢ um conjunto de formulas, entdo

I,A Fc,* B se, somente se, I' ¢ * A>B, 1<n<w. Isto é,

Ir,A Fc,* B I'i-c * ADB. O

E valido o seguinte teorema, referente as formulas “bem comportadas”.

Teorema 1.2.3 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 27) Em C;*, os seguintes esquemas
de formulas sdo teoremas:

i Vx(AX)" e ~IxA(X)=VXA(X)

ii. Vx(A®)"Y e * ~Vx—AX)=TxA(X)

iii. Vx(A(X) " e —IXAX)=Vx-A(X)

iv. VX(AX)" e * IX-AX)=VXA(X). 0

Teorema 1.2.4 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 29) Os seguintes esquemas de formu-
las ndo sdo demonstraveis em C*, 1<n<m:

1. —=3Ix—AX)=VXA(X) 1. —3IXA(X)=VX-A(X)

il. —Vx—A(X)=3xA(Xx) iv. IXx—A(X)=—VxA(X). 0

Teorema 1.2.5 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 30) Se I" € um conjunto de férmulas e
A1, A...., Am S30 0s componentes quantificacionais primos’ das formulas de TU{A}, en-

tdo, uma condicao necessdria e suficiente para I’ Fcy*A € que T, Al(“), Az(n), e ALY Fc, *A,

para 1<n<o, isto &,

Tcx Ao T A A, L AL e x Al 0

Teorema 1.2.6 (da Costa 1963a, da Costa 1993, p. 30, ¢ da Costa 1974b, p. 503) Os sis-

temas C,*, 1<n<w, sdo indecidiveis. O

"1sto &, as A, 1<i<m, ndo sdo férmulas do tipo B&C, BvC, BoC, —B, VxB(x) ou 3xB(x) .
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Teorema 1.2.7 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 31) Cada um dos calculos da hierar-

quia C*, 1<n<0, ¢ estritamente mais forte do que os que o sucedem na hierarquia. [

Como uma conseqiiéncia imediata desse teorema, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2.8 (da Costa 1974b, p. 503) Os sistemas C,*, 1<n<m, sdo consistentes. [

Teorema 1.2.9 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 31) Os sistemas C,*, 1<n<w, sdo

finitamente trivializaveis. O

Teorema 1.2.10 (da Costa 1963a ¢ da Costa 1993, p. 31) O sistema C,* ¢ infinitamente

trivializavel. 4

Arruda e da Costa 1977 introduz o conceito de valoragdo bivalente paraconsistente
para C*. E desenvolvida uma semantica, ¢ la Henkin, e é demonstrado que C;* é correto e
completo.

A semantica de Arruda e da Costa, que agora apresentamos, com uma clausula, in-
troduzida por Moura 1978, p. 23-24, para a valora¢do das formulas atomicas de C;* ¢ aqui

por nos estendida, fazendo seu valor depender do dominio fixado para uma interpretacao.

Definicao 1.2.11 Uma interpreta¢do para o sistema C;* num conjunto ®, ndo vazio, é
uma fung¢do J que associa, a cada constante individual da linguagem £* do sistema quanti-
ficacional paraconsistente C;*, um elemento de ®©; a cada simbolo predicativo P de grau
m, m>0, um par ordenado Py = (p, p*), onde p e p” sdo subconjuntos de D x D x ..x D (m
vezes) e puUp=D x D x ... x D (m vezes); e a cada simbolo funcional f de grau m, uma

fungdo m-aria Fy: DxDVx ... xD > D.
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Definicdo 1.2.12 Uma linguagem diagrama para C*, denotada por ©C;*, ¢ a linguagem

£L* do sistema quantificacional paraconsistente C;* acrescida de constantes, que nomeiam

os elementos de ®©, sendo escolhidas constantes distintas para elementos distintos;

Definicao 1.2.13 Dado um termo fechado t de ©C;*, definimos:
i) D(k) = IJ(k), se k é uma constante de L*;
i) O(k) =ie D, se k nomeia i em DC*;

iil) Df(ty, ..., tm) = Fg (D(t1), D(t2), ..., D(tm)), se £ & um simbolo funcional de L*.

Defini¢do 1.2.14 Dado o sistema C;*, uma valora¢do v, baseada numa interpreta¢io 3
num conjunto ®, ¢ uma fun¢do do conjunto das formulas fechadas de ©C;* no conjunto
{0, 1}, tal que:

1. v(P"(ty,...tn)) = 1 se, e somente se, (ty, ..., tn)ep, onde t;, 1<i<m, é um termo de
DC* e I(P™) =(p,p');

2. v(=P"(t,,...t,)) = 1 se, e somente se, (ti, ..., ty)ep’, onde t;, 1<i<m, € um termo
de DC* e I(P™) = (p.p');
. Se v(A) =0, entdo v(—A) = 1;
. Se v(=—A) =1, entdo v(A) = 1;
. V(A&B) =1 se, e somente se, V(A)=1ev(B)=1;
. V(AvB) =1 se, e somente se, V(A) =1 ouv(B)=1;
. V(AoB) =1 se, ¢ somente se, V(A) =0 ou v(B) = 1;
. Se v(B°) = v(A>B) = v(A>—B) = 1, entdo v(A) = 0;
. Se v(A®) = v(B°) = 1, entdo v((A#B)°) = 1, onde # é &, v ou >;

O© 0 9 O n =~ W

10. v(VxA(x)) = 1 se, e somente se, V(A(c)) = 1, para toda DC,*- instancia A(c) de
A(x);

11. v(3xA(x)) = 1 se, e somente se, V(A(c)) = 1, para alguma DC,*- instancia A(c)
de A(x);
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12. Se v(Vx(A(x))°) = 1, entdo v((VxA(x))°) = 1;
13. Se v(Vx(A(x))°) = 1, entdo v((IxA(x))°) = 1;
14. v(A) = v(B), se A e B sdo formulas congruentes, ou diferem entre si, pela su-

pressao de quantificadores vacuos.

As nog¢des de formula fechada valida segundo uma interpretagdo, formula vdlida,
conjunto trivial de féormulas, etc., s3o as usuais e podem ser encontradas em Arruda e da
Costa 1977.

Com a semantica acima definida, demonstra-se a correcdo e a completude do siste-
ma quantificacional de primeira ordem C,;*, de da Costa.

A extensdo da semantica de C* para os sistemas C,*, 1<n<w, ¢ imediata. As defi-
ni¢des introduzidas para C;* se aplicam, com as restrigdes convenientes, observando-se
que os operadores ~; € 0 sdo substituidos por ~, € (n), respectivamente (ver Moura 1978,
p- 29).

Nao temos conhecimento do desenvolvimento de seméantica de valoragdes para o

sistema C,*.
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2 A HIERARQUIA DE SISTEMAS PROPOSICIONAIS DE
DEDUCAO NATURAL DNC,, 1<n<eo

Neste capitulo, introduzimos a hierarquia de sistemas proposicionais de dedugao
natural DNC,, 1<n<m, equivalentes aos sistemas correspondentes da hierarquia de célculos
proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<wm, de da Costa - usamos o método de deducao

natural com provas subordinadas a /a Fitch 1952.

Os sistemas de dedugdo natural associados aos céalculos paraconsistentes de da Cos-
ta, conhecidos na literatura, foram introduzidos por Alves 1976, Raggio 1978, Béziau

1990, Castro 1998, Castro e D’Ottaviano 2000 ¢ Moura 2002.

Alves 1976 introduz sistemas de deducao natural, @ la Gentzen, para os calculos C,,

1<n<w.

Raggio 1978 introduz os sistemas de dedugdo natural NC,, e NC,*, ambos com um
unico axioma, associados a logica proposicional C, e a 16gica quantificacional C,*, respec-
tivamente. Raggio demonstra, também a /a Gentzen, um Teorema de Normalizacdo para

esses sistemas.

Béziau 1990 introduz, a la Gentzen, um sistema de deducdo natural M1 e um seu

variante M’1, equivalentes a C;.

Castro 1998 ¢ Castro e D’Ottaviano 2000 introduzem uma hierarquia de sistemas
proposicionais de dedu¢@o natural, a /a Fitch, e demonstram a equivaléncia entre cada sis-
tema dessa hierarquia e o correspondente sistema C,, 1<n<w, e demonstram a corre¢do e

completude desses sistemas, relativamente a semantica de Alves e da Costa.

Moura 2002 introduz o sistema de deducao natural NNC,, também a /a Gentzen,

para o célculo proposicional C, e obtém um Teorema de Normalizacdo e um Teorema de
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Normalizagao Forte para NNC, — um esboco inicial desse trabalho havia sido apresentado,
em colaboragdo com L. C. P. D. Pereira, como Comunicagdo, no VIII Encontro Brasileiro

de Logica, em 1986. O sistema de Moura ¢ o mesmo de Alves 1976 ¢ Castro 1998.

Uma referéncia para defini¢des e propriedades fundamentais relativamente a siste-
mas de deducdo natural, a la Prawitz, ¢ Medeiros 2002.

Os sistemas de deducao natural que introduzimos neste capitulo sdo constituidos
exclusivamente por regras de dedugdo. Varias das defini¢des e resultados sdo adaptados de

Fitch 1952.

Demonstramos a equivaléncia entre cada um de nossos sistemas DNC,, 1<n<w, € os

correspondentes sistemas C,, 1<n<m, de da Costa.

Para finalizar o capitulo, demonstramos um Teorema de Normalizagdo para as pro-
vas categoricas dos sistemas DNC,, 1<n<®. Como conseqiiéncia do Teorema de Normali-
zac¢do obtido, demonstramos diretamente a nao-trivializacdo e consisténcia de nossos siste-
mas; e obtemos um principio de subformula adequado aos sistemas paraconsistentes DNC,,

1<n<w.

Conforme explicitado nas Consideragdes Finais deste trabalho, como projeto futuro
pretendemos analisar as relagdes entre a abordagem a /a Prawitz 1965 e a abordagem a la
Fitch 1952, em particular no caso das hierarquias de sistemas de deducao natural associa-

dos aos sistemas C, e C,*, 1<n<w.

No ANEXO 1 deste trabalho, apresentamos, sucintamente, os sistemas de Alves,

Raggio, Béziau e Moura.

No ANEXO 2, apresentamos a hierarquia de sistemas NDC,, 1<n<wo, de Castro e

D’Ottaviano.
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2.1 O METODO DE DEDUCAO NATURAL APLICADO AOS CAL-
CULOS PROPOSICIONALIS C,, 1<n<o, DE DA COSTA.

A linguagem £, as definigdes, as notagdes e convengdes, para os sistemas DNC,,

1<n<m, sdo as mesmas dos calculos C,, 1<n<w.

Nossos sistemas de deducao natural sdo constituidos exclusivamente por regras de
deducdo (ou esquemas de dedugdo).

As regras de deducdo (inferéncia) de um sistema de dedugao natural normatizam as
provas através das quais podemos inferir uma conclusdo, ou conseqiiéncia direta, de um

conjunto anterior de formulas, ditas antecedentes. Usualmente sdo escritas na forma

Al ou Al""’ Ak
A, B
Ay
B,
em que um ou mais antecedentes, representados por A4, ..., A,, sdo separados de

uma conclusdo, representada por B, por um traco (opcional).

Adaptando Fitch 1952, uma prova formal corresponde a um encadeamento de for-

mulas de £, em forma linear, através de aplicagdes de regras de dedugio.

Usamos as no¢des de prova subordinada, suposi¢do, prova por introdugdo-

eliminagado, etc., adaptadas de Fitch. Essas nog¢des sao esclarecidas ao longo deste trabalho.

Uma prova formal é entendida como uma seqiiéncia finita de itens, normalmente
escrita numa coluna vertical, constituida por férmulas, na qual cada uma delas ¢:

(a) uma premissa (ou premissa dada); ou

(b) uma féormula derivada logicamente de outra ou de outras formulas anteriores na

seqiiéncia, por meio da aplicagao de uma regra de dedugao.
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Uma premissa ¢ uma formula que se considera dada no principio da prova.

Cada formula da seqiiéncia constitui um item de prova.

Os itens que procedem de outro ou de outros itens anteriores na seqiiéncia, pela a-
plicagdo de uma regra de deducdo, denominamos de consegqiiéncias logicas imediatas do

outro item ou dos outros itens anteriores.

No curso de uma prova podemos introduzir premissas provisorias, ditas suposi¢oes,
que nos permitem escrever provas, ditas provas subordinadas, como parte da prova inicial,
ou prova principal.

Essas suposi¢des sdo escritas a direita de um segmento vertical, que se inicia pela
suposicdo, indica a extensdo da prova subordinada, e ¢ colocado a direita da prova original.

Uma prova subordinada deve satisfazer, ela mesma, as condi¢cdes da defini¢dao de
prova formal, excetuando-se que uma prova subordinada pode ter um ou mais itens que sao
reiteragdes de itens anteriores da prova da qual ela ¢ subordinada. Observamos que ndo ¢
permitido reiterar um item de uma prova subordinada, na prova da qual ela ¢ subordinada.

E permitido que provas subordinadas tenham, elas mesmas, provas a elas subordi-

nadas, e assim por diante.

A titulo de ilustragdo, mesmo porque ainda nao introduzimos as regras de deducao

de nossos sistemas, apresentamos a seguir 2 (dois) exemplos.

1) Vejamos, como primeiro exemplo, a prova da féormula C a partir das premissas ADB,

A>(BoC) e A.

1 ASB premissa
2 A>(BoC) premissa
3 A premissa
4 B 1, 2, Eliminagdo da Implicacao
5 BoC 2, 3, Eliminagao da Implicagao
6 C 4, 5, Eliminacao da Implicagdo

Na prova acima, existem trés itens como premissas, que ocorrem nas linhas (ou pas-

sos) 1, 2 e 3. Os itens que ocorrem nas linhas 4, 5, e 6 sdo conseqiiéncias das anteriores por
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regra de eliminagao.

i1) Vejamos, agora, uma prova onde ocorrem provas subordinadas.

Demonstraremos que (ASB)>((AD(BoC))o(ADC)).

1 ASB suposi¢ao

2 A>(BoC) suposi¢ao

3 A suposi¢ao

4 A>(BoC) 2, Regra de Reiteracao

5 BoC 3, 4, Eliminagdo da Implicacao
6 A—oB 1, Reiteracao

7 B 3, 6, Eliminagdo da Implicacao
8 C 5, 7, Eliminagdo da Implicacao
9 A>C 3-8, Introducdo da Implicagdo
10 ((Ao(BoC))o(ADC()) 2-9, Introdugdo da Implicacao

11 (A>B)D((AD(B2C))o(ADC)) 1-10, Introducdo da Implicagao

Na prova acima, existem trés provas subordinadas, cada uma com a sua propria su-
posi¢do. A primeira prova subordinada inicia com a suposi¢cdo que ocorre na linha 1, a se-
gunda com a suposi¢cdo que ocorre na linha 2 e a terceira com a suposi¢do que ocorre na
linha 3. Lembremos que cada suposi¢do da inicio a uma prova subordinada que, posterior-
mente, devera ser “descarregada”. A prova principal, da qual as provas subordinadas fazem
parte, contém dois itens, a saber, a primeira prova subordinada, cuja extensao vai da linha
de nimero 1 até a de nimero 10, e a formula (A>B)>((AD(B>C))o(ADC)), que nesse
caso corresponde a propria conclusdo. A primeira prova subordinada ¢ constituida por trés
itens, a saber, o item que ocorre na linha de nimero 1, a segunda prova subordinada (que ¢
considerada como um item), cuja extensdo vai da linha de numero 2 até a de nimero 9, e o
item que ocorre na linha de nimero 10. A segunda prova subordinada é constituida por trés
itens, a saber, o item que ocorre na linha de nimero 2, a segunda prova subordinada (que ¢

considerada como um item), cuja extensdo vai da linha de niumero 3 até a de niimero 8§, e o
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item que ocorre na linha de nimero 9. A terceira prova subordinada ¢ constituida por seis

itens, a saber, os itens que ocorrem nas linhas de numeros 3 a 8.

Em cada prova uma prova subordinada corresponde a um segmento que percorre
parte do comprimento da prova.

Na prova acima, podemos verificar que, retirando os itens e numerando as provas
subordinadas (representados pelos segmentos de reta), temos o seguinte esquema de provas:

11 1

— O 0 N O W»n A~ WD =

0
11
A terceira coluna, que corresponde ao segmento iii (terceira prova subordinada), dos
passos 3 ao passo 8, ¢ dita subordinada ao segmento ii (segunda prova subordinada); o
segmento ii, dos passos 2 ao passo 9, ¢ dito subordinado ao segmento i (primeira prova
subordinada); o segmento i, dos passos 1 ao passo 10, ¢ dito subordinado ao passos 1 a 11,
sem segmento.
Neste caso, a terceira prova ¢ subordinada a todas as provas a esquerda (ou anterio-

res). Essa terceira prova subordinada ¢ dita a ultima (ou mais interna) prova subordinada.

1i1) Se uma prova tem apenas uma prova subordinada, trivialmente, ela deve ser considera-

da a ultima.
Cada prova subordinada tem uma e apenas uma suposicao. Desse modo, uma pro-

va subordinada de uma prova termina um passo a menos da prova subordinada anterior.
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Como ilustragdo, vejamos o esquema de uma prova tendo 5 (cinco) suposigoes:

1 primeira suposi¢ao

2 segunda suposi¢ao

3 terceira suposicao

4 quarta suposi¢ao

5 quinta suposicao

6

7

9 quinta sub-conclusdo
10 quarta sub-conclusdo
11 terceira sub-conclusao
12 segunda sub-conclusao
13 | primeira sub-conclusdo

14 conclusdo (ou teorema)
Agora, estendemos a nogdo de prova formal introduzida anteriormente, de modo

que cada prova subordinada constitui, ela mesma, um item da prova.

Definiciao 2.1.1 Uma prova formal (hipotética) ¢ uma seqiiéncia finita de itens, tal que,
cada um deles:

(a) E uma premissa (ou premissa dada); ou

(b) E uma formula que se deriva logicamente de outra ou de outras formulas anteri-
ores na seqiiéncia, por meio da aplica¢do de uma regra de dedugdo; ou

(¢) E uma prova subordinada.
Se A ¢ a conclusdo de uma prova formal num sistema S, a partir das premissas Aj,

Ay, ..., Ay, 1sso sera denotado por

{A4, Ay, ..., Ak} s A ou, abreviadamente, por A, Ay, ..., Ax s A.
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Definicao 2.1.2 1) Se uma formula A ocorre em qualquer passo de uma prova, ou ocorre em
qualquer passo de uma prova subordinada a ela, e posteriormente ocorre em outro lugar
como um item diferente daquela prova ou ocorre em outro lugar da prova subordinada, en-
tao essa segunda ocorréncia da férmula ¢ denominada uma resultante da primeira ocorrén-
cia.

i1) Se uma formula A de uma prova ¢ obtida pela aplicacdo de qualquer Regra de Dedugao
do sistema formal S, entdo essa formula ¢ uma resultante de cada uma da(s) formula(s)
precedente(s) nas quais a regra foi aplicada (uma ou mais dessas formulas podem ser obti-
das por provas subordinadas).

1i1) Uma prova subordinada ¢ uma resultante de cada uma das suas proprias formulas e
também de cada formula externa a ela que € nela reiterada.

iv) Se uma formula ¢ uma resultante de uma outra formula, a qual é resultante de uma ter-
ceira formula, entdo a primeira férmula é resultante da terceira formula, o mesmo ocorren-

do para qualquer nimero finito de formulas.

Defini¢ao 2.1.3 Uma formula A ¢é dedutivel (inferida ou derivada), no sistema formal S, a
partir de um conjunto de premissas ' se, e somente se, existe uma prova formal de A, em
S, a partir de um subconjunto {A;, A,, ..., Ax} de I'. Isto ¢, se existe uma prova formal cuja

ultima formula € A, a partir de {Aj, Ay, ..., Ax} < T.

Notacao: I'ts A, ou I ou Ay
A Ay
A

Defini¢ao 2.1.4 Uma prova formal de uma formula A, que ndo tem premissas, no sistema
formal S, ¢ dita uma prova categorica de A. Dizemos que A € demonstravel em S, ou que
A éum teorema de S.

Notacao: s A.
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Defini¢ao 2.1.5 O comprimento de uma prova I1 é o nimero de passos (férmulas) que nela
ocorrem, inclusive em suas provas subordinadas.

Notacao: comp(IT).

As foérmulas que ocorrem numa prova sdo identificadas e ordenadas linearmente na

prova, empregando-se as seguintes convengoes.

a) Numeragao das formulas.
Numa prova, cada uma das suas formulas serd numerada a sua esquerda, a partir de

1, de tal forma que o Gltimo nlimero serd o que corresponde a conclusao.

b) Indicagdo das férmulas iniciais da prova.

As formulas desse tipo serao indicadas, a direita, com a expressao premissa.

Por exemplo, se a segunda premissa de uma prova consiste da féormula A, indica-
mos:

2 A premissa

c¢) Indicagdo referente as conseqiiéncias imediatas de uma regra de dedugao.

Essas formulas sdo seguidas, a sua direita, por um comentario justificativo da sua
presenga. Neste comentario indica-se abreviadamente a regra de dedugdo que fundamenta
essa formula e o(s) nimero(s) do(s) item(ns) da prova que serviu(viram) de antecedente(s)
na aplicagdo da regra.

Por exemplo, se a formula que ocorre no passo n+/ de uma prova consiste da for-
mula B e esta formula é uma conseqiiéncia imediata de itens anteriores m € n por meio da

aplicacdao da Regra de Eliminacao da Implicagdo (E - D), indicamos:
m A—oB
n A

n+l B mnE->
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O passo n+1 ¢ justificado da seguinte maneira: a formula B (conclusdo, ou conse-
qiiéncia direta) foi obtida pela aplicacdo da Regra de Eliminagdo da Implicacdo (E - D) nas
formulas (antecedentes) que ocorrem nos passos m e n.

Os pontos que ocorrem entre as linhas da prova devem ser entendidos como possi-

veis itens obtidos na prova (no caso acima eles ocorrem antes da linha m, e entre m e n).

d) Indicacdo da suposicao.

Essa formula deve apresentar como indicacdo, a sua esquerda, o nimero do passo
em que ela ocorre na prova; na sua esquerda imediata inicia-se um segmento de reta verti-
cal, que acompanha toda essa prova subordinada, e apenas ela, indicando sua extensdo; a
direita da férmula escreve-se a palavra suposi¢do ou premissa provisoria. SO € permitido
introduzir uma suposic¢do para cada prova subordinada.

Por exemplo, indicamos que uma féormula A ¢ uma suposi¢do numa prova formal,

da seguinte maneira:

m A suposicao

Isso significa, intuitivamente, que estamos supondo temporariamente, como 0 passo

de nimero m, na prova, a formula A.

e) Encerramento (ou finalizacao) das provas subordinadas.

Uma prova subordinada, que sempre constitui um item da prova da qual ela € su-
bordinada, deve ser encerrada, o que ocorre por aplicacdo de determinadas Regras de De-
ducdo do sistema.

A formula que ocorre, na prova, imediatamente apds uma prova subordinada ¢ con-
siderada resultante direta dessa prova subordinada.

Por exemplo:
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m-1 Am_1

m A suposi¢ao

m+k B

(m+k)+1 Ak de m a (m+k), Regra de Dedugao

Usualmente, indicamos a aplicag@o da regra de deducgao do passo m ao passo (m+k),
por um traco entre m e m+k, isto ¢, m - (m+k). Desse modo, estamos indicando que a for-
mula que ocorre no passo (m+k)+1 ¢ uma conseqiiéncia direta (estd subordinada aos) dos

itens que ocorrem do passo m ao m+k.

A vantagem do procedimento de provas subordinadas reside em se poder tratar si-
multaneamente com vérias provas subordinadas, permitindo escrever diversas provas su-
bordinadas como parte da prova principal. Consiste também em se poder tratar com suposi-
¢des, mesmo no caso de provas categoricas, nas quais o conjunto de premissas €é vazio

T = ).

Nesse sentido, toda prova de uma formula A, a partir de um conjunto I de férmulas,
pode ser transformada em uma prova categorica de uma formula A;D(AyD... D(ADA)...),
com {Aj, Ay, ..., Ax}e I

Se uma prova e todas as suas provas subordinadas (se existirem) usam apenas regras
de introducao ou regras de eliminagdo, tal prova ¢ dita uma prova por introdug¢do-

eliminagao (intelim).

Quando necessario, usaremos as letras maitsculas do alfabeto grego I1, £ (com ou

sem indices inferiores) para indicar provas formais no sistema.
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Em Castro e D’Ottaviano 2000, introduzimos a hierarquia de sistemas l6gicos de
deducdo natural NDC,, 1<n<m, e demonstramos que esses sistemas sdao logicamente equi-
valentes aos sistemas correspondentes da hierarquia de logicas paraconsistentes C;, 1<n<m,
de da Costa.

Essa hierarquia ¢ distinta da hierarquia DNC,, 1<n<w®, que introduziremos na pro-
xima se¢do — apesar dos sistemas correspondentes serem equivalentes entre si.

Optamos pela hierarquia DNC,, 1<n<w®, aqui introduzida, por nos parecer mais ade-

quada para a obtencdo do Teorema de Normaliza¢do, demonstrado na Secao 2.5.

No ANEXO 2, introduzimos a hierarquia NDC,, 1<n<w, sucintamente explicitamos
as diferengas entre as regras desses sistemas e as regras dos sistemas da hierarquia DNC,,
1<n<m, e demonstramos diretamente que os sistemas correspondentes dessas duas hierar-

quias sdo equivalentes.
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2.2 OS SISTEMAS PROPOSICIONAIS PARACONSISTENTES DE
DEDUCAO NATURAL DNC,, 1<n<o

Os sistemas 16gicos DNC,, 1<n<w, cuja linguagem ¢ a linguagem £ dos calculos

C,, 1<n<w, sdo constituidos por treze regras de deducao, que nos permitem deduzir todas
as formulas dedutiveis nos correspondentes sistemas axiomaticos C,, 1<n<w.

Algumas das regras que usamos nos sistemas DNC;, 1<n<w, sdo originais, ndo cor-
respondendo a uma “translitera¢do” dos sistemas axiomaticos C,, 1<n<w, de da Costa, tal

como introduzido pioneiramente por Alves 1976, p. 39 e 40 (ver ANEXO 1).

Os sistemas DNC,, 1<n<o, sdo introduzidos através de regras de transporte, regras

de introducdo, regras de eliminacgdo e regras especiais, apresentadas a seguir.

2.2.1 Regras de transporte
Repeticdo (R): Numa prova, podemos repetir, como item no passo k, qualquer item
A, que ja ocorreu como item anterior no passo i na prova.

Essa regra ¢ escrita esquematicamente como:

1 A
2 A,
1 Ai
k-1 Ay,
A i, R
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Reiteragdo (Reit): Numa prova subordinada, podemos repetir qualquer item A; da

prova da qual ela ¢ subordinada.

Esquematicamente:

1 Ay

2 A,

1 Ai

m A

p A i, Reit
m+k B

(k1 A(m+k)+l

2.2.2 Regras de introducio

Introdugdo da Implicagdo (1 - D): Se a partir de um conjunto de formulas {Aj,...,
Ax, B}, onde B ¢ uma suposicao de uma prova subordinada, podemos deduzir como con-
clusdo na prova subordinada C, entdo do subconjunto {Aj, ..., Ay} deduzimos como con-

clusdao BoC.

1 A

2 A

k Ag

m B suposi¢ao
S C

stl B>C m-s,[->
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Introdugdo da Conjungdo (1 - &): Se a partir de um conjunto de férmulas {A, ...,
Ay} podemos deduzir como conclusdes A e B, entdo do conjunto {Aj, ..., Ax} podemos

deduzir como conclusdo A&B.

1 Ay

m A  (ouB)

S B (ou A)

u A&B m,s,1-&

Introdugdo da Disjunc¢do (I - v): Se a partir de um conjunto de formulas {A, ...,
Ay} podemos deduzir como conclusdo A (ou B), entdo do conjunto {Aj, ..., A} podemos

deduzir como conclusio AvB.

1 Ay

m A  (ouB)

S AvB (ou AvB) m,[-v
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Introdu¢do Restringida da Negag¢do (ou Reductio ad Absurdum restringido)
(I - —(rest)): Se a partir do conjunto de formulas {Aj, ..., A, C}, onde C ¢ uma suposicao
de uma prova subordinada, podemos deduzir na prova subordinada como conclusdes B™, B

e —B , entdo do conjunto {Aj, ..., Ay} deduzimos como conclusao —C.

1 Ay

C A

p C suposicao

:;1 1;<“> (B ou —B)

; B (B™ ou —B)

; ;B (B™ ou B)

\% —-C p, k-t, I - —(rest)

2.2.3 Regras de eliminacio
Elimina¢do da Implica¢do (E - D): Se a partir do conjunto de formulas {Ay, ..., Ax}
podemos inferir como conclusdes B e BoC, entdo do conjunto {Aj, ..., Ay} podemos dedu-

zir como conclusdo C.

1 Ay
k Ag
t B (ou BoC)

u BoC (ouB)

\% C t,u E->
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Eliminagao da Conjungdo (E - &): Se a partir de um conjunto de formulas {Aj, ...,
Ay} podemos deduzir como conclusdo A&B, entdo do conjunto {Aj, ..., Ax} podemos de-

duzir como conclusdo A e podemos deduzir como conclusdo B.

1 A 1 A

© A C A

; Aj&B £> Aj&B

q A (ou B) p,E-& q B (ou A) p,E-&

Elimina¢do da Disjun¢do (E - v): Se a partir de um conjunto de formulas {Aj, ...,

Ay}, podemos deduzir como conclusdo BvC, e de cada um dos conjuntos {Aj, ..., Ax, B} e
{A4, ..., A, C}, onde B e C sdo suposi¢des de provas subordinadas, deduzimos uma con-
clusdo D, entdo do conjunto {Aj, ..., Ax} deduzimos como conclusio D.

1 Ay

k Ax

p BvC

q B suposi¢ao

r D

S C suposicao

t D

t+1 D p, g1, s-t, E-v
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Eliminagdo da Dupla Negagdo (E - ——): Se a partir de um conjunto de férmulas
{A1, ..., Ay} podemos deduzir como conclusdo ——B, entdo do conjunto {Aj, ..., Ax} pode-

mos deduzir como conclusdo B.

1 A

k Ay

p ——B

q B p,E-—

A seguir, introduzimos quatro regras especiais de deducdo, na hierarquia
DNC,, 1<n<wm. A primeira delas corresponde ao Principio do Terceiro-Excluido para cada
sistema DNC,; as outras trés regras que permitem deduzir uma féormula composta como
resultante de outra férmula composta, podem ser interpretadas como correspondentes aos
Axiomas 12, 13 e 14 de C,, 1<n<w, que nos permitem justificar a introduc¢do (“propaga-
¢a0”) do “bom comportamento” de formulas geradas a partir de féormulas “bem comporta-

2

das”.
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2.2.4 Regras especiais

Regra do Terceiro-Excluido (RTE)®: Se a partir de cada um dos conjuntos de formu-
las {A4, ..., Ak, B} e {A}, ..., A, =B}, onde B e —B sdo suposic¢des de provas subordinadas,

deduzimos como conclusdo D, entdo do subconjunto {Aj, ..., Ax} deduzimos como conclu-

sao D.
1 A
k Ag
p B suposi¢ao
r D
s —-B suposicao
t D
t+1 D p-1, s-t, RTE

% Optamos pela Regra RTE - ja utilizada em nossa Dissertacdo de Mestrado (ver Castro 1998) e em Moura
2002, porém, em seu lugar, poderia ser colocada no sistema a seguinte Regra (RTE"): De um conjunto qual-

quer de formulas {A,, ..., Ax} podemos deduzir como conclusdo Dv—D.
Esquematicamente:
1 A
k Ak
k+1 Dv—-D RTE’
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Distribui¢do da Negagdo na Conjungdo (DNC): Se a partir de um conjunto de for-
mulas {Aj, ..., Ax} podemos deduzir como conclusdo —(A&B), entdo do conjunto {Aj, ...,

Ay} podemos deduzir como conclusao a disjuncao —Av—B.

1 A

k Ag

P —(A&B)

q —Av—B P, DNC

Distribui¢do Restringida da Negag¢do na Disjun¢do (DND(rest)): Se a partir de um

conjunto de formulas {Aj, ..., Ax} podemos deduzir como conclusdes A, B™ ¢ —~(AvB),
entdo do conjunto {Aj, ..., Ay} podemos deduzir como conclusdo a conjuncdo —~A&—B.

1 Ay

k Ag

D AD  (ou B™)

q B®  (ou A™)

r —(AvB)

S —-A&—B p, g, r, DND(rest)
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Distribui¢do Restringida da Negag¢do na Implicagdo (DNI(rest)): Se a partir de um

conjunto de formulas {A|, ..., A} podemos deduzir como conclusdes A™, B™ ¢ ~(A>B),
entdo do conjunto {Aj, ..., A} podemos deduzir como conclusdo a conjungdo ——A&—B.

1 A

k Ay

p A® (ou B™)

q B™ (ou A(ﬂ))

s ——A&—B p, q, 1, DNI(rest)

2.2.5 Observacido. Observamos que poderiamos considerar uma segunda forma da Regra

de Introdugdo da Implicagao:

1 Ay

© A

mC

;n+s B.DC m,1->

De acordo com esta segunda forma, a formula Bo>C ¢ uma conseqiiéncia direta da
formula C.

De fato, embora esta Regra seja uma Regra Derivada dos sistemas, chamada Princi-
pio da Adi¢do de Antecedente (ou Principio da Introdugdo do Antecedente), em alguns ca-
sos, a demonstracdo da ndo-trivialidade das provas pode ser obtida mais facilmente se ela ¢

considerada como uma das regras fundamentais dos sistemas.
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Nesse sentido, a Regra I - © pode ser introduzida como:

1 Ay 1 Ay

k Ak k Ak

m B suposicao m C

S C mts BoC m,I1->
st1 B>oC m-s,1->

Observacio 2.2.6 Quando uma férmula A (A;,) ocorre, como um passo m em uma prova
I, por aplicagao da Regra de Repeticao a féormula A (A;) que ocorre no passo i de I, caso
A (A)) tenha sido introduzida por uma Regra de Introdugao, a ocorréncia de A (A;,) no pas-
so m deve ser considerada como introduzida por uma Regra de Introducdo; caso A (A))
tenha sido obtida por uma Regra de Elimina¢do no passo i, 0 mesmo deve ser considerado
para a ocorréncia de A (A;,) no passo m.

As consideragdes acima se aplicam ao caso em que uma férmula A, numa prova

subordinada, € obtida por aplicagdo da Regra de Reiteracao.

Observacao 2.2.7 Numa prova, quando ocorre qualquer aplicagao da Regra de Introducao
da Implicacao (I - D), da Regra Introdu¢do Restringida da Nega¢ao (I - —(rest)), da Regra
de Eliminagdo da Disjuncao (E - v) ou da Regra do Terceiro-Excluido (RTE), através das
respectivas provas subordinadas, o item obtido na prova da qual a prova considerada ¢é su-
bordinada constitui uma resultante imediata das provas subordinadas. Nestes casos, as pro-
vas subordinadas sdo consideradas encerradas (ou finalizadas) e as suas respectivas suposi-

¢oes sdo consideradas “descarregadas”.
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2.3 O SISTEMA PROPOSICIONAL PARACONSISTENTE DE DEDU-
CAO NATURAL DNC,,

O sistema DNC,, de dedu¢@o natural, cuja linguagem ¢ a linguagem £ do calculo

C., ¢ constituido pelas regras introduzidas para os sistemas DNC,, 1<n<w®, com exce¢ao
das Regras I - —(rest), DNC, DND(rest), DNI(rest). Ou seja, DNC, tem como regras: Re-
gra de Repeticdo, Regra de Reiteragdo, Introdugdo da Implicagdo, Introdugao da Conjun-
¢do, Introducdo da Disjun¢do, Eliminagdo da Implicacdo, Elimina¢cdo da Conjunc¢do, Eli-
minag¢do da Disjuncdo, Eliminacdo da Dupla Negacao e Regra do Terceiro-Excluido.

Todas essas Regras de Deducao apresentam idéntica formulagdo a apresentada para

DNC,, 1<n<m.

2.4 A EQUIVALENCIA LOGICA ENTRE OS SISTEMAS PROPOSI-
CIONAIS AXIOMATICOS C,, 1<n<w, DE DA COSTA E OS CORRES-
PONDENTES SISTEMAS PROPOSICIONAIS DE DEDUCAO NATU-
RAL DNC,, 1<n<o

A seguir, demonstramos a equivaléncia logica entre os sistemas proposicionais axi-
omadticos C,, e os correspondentes sistemas proposicionais de dedugdo natural DNC,,

I<n<w.

O resultado, a seguir, sera usado na demonstra¢ao do préximo teorema.
Lema 2.4.1 Em DNC,, 1<n<w, vale o seguinte resultado:

—((A#B)")>((A#B)&—(A#B)) , onde #e {&, v, O}
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O o0 I N n B~ WD ==

p—
N o= O

S
s+1
stm

s+m+1

stm+2 —((A#B)™)>((A#B)&—(A#B))

—((A#B)™)

—((A#B)'&(A#B)*& ... &(A#B)")

suposicao

1, Defini¢ao 1.1.3

—((A#B) W—((A#B))V ... v—((A#B)") 2, DNC

—((A#B)")
——((A#B)&—(A#B))
(A#B)&—(A#B)
—((A#B))

(A#B)' &—((A#B)")
—((A#B)")
——((A#B)&—(A#B))
(A#B)&—(A#B)

| —(A#B)")

(A#B)&—'(A#B)
(A#B)&—(A#B)

——((A#B)'&—((A#B)"))

——((A#B)' &—((A#B)*)

suposi¢ao

4, Definigao 1.1.1
5E-—
suposicao

7, Definigao 1.1.2
8, E-——

9,E-&

10, Defini¢do 1.1.1
11,E - ——

suposicao

s, Definigdo 1.1.2

(S+m)-l, E-—
3,4-6,7-12, ....,s-(stm), E - v

I-(stm+1),1->

Teorema 2.4.2 Toda prova I1 de F, a partir de um conjunto I'" de formulas, em cada siste-

ma proposicional axiomatico C,, 1<n<w, de da Costa, pode ser transformada numa prova

IT" de F, a partir do conjunto I' de férmulas, no correspondente sistema proposicional de

dedugao natural DNC,, 1<n<wm. Isto &,

Demonstracao:

T I—cn F=T |—DNCn F.

Faremos a demonstracdo por indugdo sobre o comprimento da prova de F, a partir

deT’, em C,, 1<n<wm.

74



Por hipotese, temos que I' ¢, F, I1<n<o.

1) Seja comp(IT) = 1. Entdo, podem ocorrer 2 (dois) casos.
i.1) Se Ferl, entdo, pela Regra de Repeticdo, temos uma prova I1" de F, a partir de ', em
DNC,, 1<n<w, isto &,
I'pne, F.
1.2) Se F ¢ um esquema de Axioma de C,, 1<n<®, demonstramos que existe uma prova

categodrica de F em DNC,, 1<n<m. Logo, se FbNc, F, entao I FbNe, F.

Axioma 1: AD(BoA)

1 A suposicao
2 B suposicao
3 A 1, Reiteracao
4 BoA 2-3,1-o
5 Ao(BoA) 1-4,1-o

Axioma 2: (A>B)>((AD(BoC))o(ADC))

1 A>B suposicao

2 A>(BoC) suposicao

3 A suposicao

4 A>(BoC) 2, Reiteragdo
5 BoC 3,4E->

6 ASB 1, Reiteracao
7 B 3,6,E->

8 C 5,7,E-o

9 A>C 3-8,1-o

10 ((A>(B2C))o(ADQ)) 2-9,1-o

11 (AoB)>((AD(B>2C))o(ADC)) 1-10,1->
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Axioma 3: A&BoA

1 A&B
2 A
3 A&BoA

Axioma 4: A&B>oB

1 A&B
.
3 A&B>oB

Axioma 5: A>D(BoA&B)

1 A
2 B

3 A

4 A&B
5 BoA&B
6 AS(BoA&B)

Axioma 6: A>AVB

1 A
2 AvVB
3 AoAvB

Axioma 7: BoAVB

1 B
2 AvB
3 BoAvVB

suposicao
LE-&
1-2,1-o

suposi¢ao
LE-&
1,2, 1-o

suposi¢ao
suposi¢ao
1, Reiteragao
2,3, 1-&
2-4,1-o
1-5,1-o

suposi¢ao
1,I-v
1-2,1-o

suposi¢ao
I,I-v

1-2,1-o
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Axioma 8:  (ADC)>((BoC)>(AvBoC())

1 A>C suposi¢ao

2 BoC suposi¢ao

3 AvB suposi¢ao

4 A suposi¢ao

5 ADC 1, Reiteragdo
6 C 4,5, E->

7 B suposi¢ao

8 BoC 2, Reiteragdo
9 C 7,8, E->
10 C 3,4-6,7-9,E-v
11 AvBoC 3-10,1->
12 (BoC)o(AvBoC) 2-11,1-o

13 (ADC)o((BoC)o(AvBoC)) 1-12,1-o

Axioma 9: ——ADA

1 ——A suposi¢ao
2 A LLE-——
3 4—ADA 1-2, I-o

Axioma 10: Av—-A

1 A suposicao

2 Av—A I,I-v

3 —-A suposicao

4 Av—A 3,1-v

5 Av—A 1-2, 3-4, RTE
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Axioma 11: B"5((ASB)>((A>—B)>—A))

B"5((ASB)>((A>—B)>—A))

1

O 0 N N W»n B~ W

—_
- O

12

B™

ASB
A>—-B
A
ASB

A>—B
—B
B(n)

—-A

(ADB)>((A>—B)>—A)

13 B”5((ASB)>((A>—B)>—A))
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suposicao
suposicao
suposi¢ao
suposicao

2, Reiteragao
4,5,E->

3, Reiteracao
4,7, E->

1, Reiteracao
4- 9,1 - —(rest)
3-10,1-o
2-11,1-o
1-12,1-o



Axioma 12: AP&B"M>(A&B)™

1 AM&B™ suposi¢ao

2 —~((A&B)™) suposicio

3 —~((A&B)™)>((A&B)&—(A&B))Lema 2.4.1

4 ((A&B)&—(A&B)) 2,3,E->

5 A&B 4,E-&

6 A 5E-&

7 B 5E-&

8 —~(A&B) 4,E-&

9 —Av—B 8, DNC

10 AP&B™ 1, Reiteragdo

11 A® 10,E- &

12 B™ 1,E-&

13 —-A suposicao

14 —-A 13, Repeticao
15 —-B suposicao

16 A suposicao

17 B 7, Reiteracao
18 —-B 15, Reiteracao
19 B™ 12, Reiteragio
20 —A 16-19, T - —(rest)
21 —A 9,13-14, 15-20,E - v
22 ——((A&B)™) 2-21,1 - —(rest)
23 (A&B)™ 22,E - ——

24 AP&BY>5(A&B)™ 1-23,1->
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Axioma 13: AP&B™M>(AVB)™

1 AM&B™ suposi¢ao

2 —((AvB)™) suposicao

3 —((AvB)™)>((AVvB)&—(AvB)) Lema 2.4.1

4 (AvB)&—(AvB) 2,3,E-D

5 —(AvB) 4, E-&

6 AV&B™ 1, Reiteragao

7 A® 6,E-&

8 B" 6,E-&

9 —A&—B 7, 8, 5, DND(rest)
10 —A 9,E-&

11 —-B 9,E-&

12 AvB 4, E-&

13 A suposicao

14 A 13, Repeticao

15 B suposi¢ao

16 —A suposi¢ao

17 B 15, Reiteracao
18 —-B 11, Reiteracao
19 B™ 8, Reiteragdo

20 ——A 16-19, I - —(rest)
21 A 20, E - =

22 A 12, 13-14, 1521, E - v
23 ——((AVvB)™) 2-22,1 - —(rest)
25 | (AvB)" 23,E - ——

26 AP&B™>(AVB)™ 1-25,1- >
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Axioma 14: AV&B">(A-B)™

1

O o0 9 O n B~ WD

| NS I S N e e e T T W S =Y
S O o0 N O n BN~ WD —= O

21

A(“) &B(H)

—~((ASB)™)

suposicao

suposicao

—((A>B)™)>((A>B)&—(A>B)) Lema 2.4.1

(AoB)&—(A>B)
—(A>B)

AW B

A®

B™

——A&—B

——A

—B

A

ASB

ASB
B
—B
B™
—A

——((A>B)™)
(A>B)™

22 A"&B"5(ASB)™

2,3,E-o

4, E-&

1, Reiteragao
6,E-&

6,E-&

5,7, 8, DNI(rest)
9,E-&

9,E-&

10, E - ——
6,E-&
suposicao

13, Reiteracao
14,15,E->

11, Reiteracao

8, Reiteragdo
14-18, I - —(rest)
2-19, I - —(rest)
20, E - ——
1-22,1- o



i1) (Hipdtese indutiva) Admitamos que, para toda prova IT de F, com comp(IT)< k, a partir
de um conjunto I' de férmulas, em cada sistema proposicional axiomatico C,, 1<n<w, exis-
te uma prova 1" de F, a partir do conjunto I' de féormulas, no correspondente sistema de

dedugdo natural DNC,, 1<n<.

ii1) Demonstremos o resultado para comp(I'1) = k, ou seja, para o caso em que F ¢ obtida, na
prova I cq F no k-ésimo passo.
Seja a prova I1 de F, a partir de um conjunto I' de féormulas, em C,, 1<n<o, tal que,

comp(IT) = k. Entdo, podem ocorrer 3 (trés) casos.

iii.1) Fel

Neste caso, a demonstracao ¢ idéntica ao caso (i.1).

111.2) F € um esquema de Axioma

Neste caso, a demonstracdo também ¢ idéntica ao caso (i.2).

iii.3) F € conseqiiéncia de F; e FioF na prova I' -¢_F, por aplicacdo da Regra Modus Po-

nens.
Entdo, existem formulas F; e F;oF que ocorrem na prova, em C,, 1<n<®, em passos
anteriores ao passo k. Neste caso, pela hipotese de inducao, existe, no correspondente

DNC,, 1<n<w, uma prova IT’, tal que, I' Fone, Fi e I' Fpnc, FioF. Logo, pela Regra de
Eliminacao da Implicacdo (E - o) de DNC,:

T |—DNCn F.

Entdo, por todos os casos demonstrados,

Sel Fc, F, entdo I” FbNe, F. 0
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Teorema 2.4.3 Toda prova I1 de F, no sistema proposicional axiomatico C,, de da Costa,

pode ser transformada numa prova I1" de F, no correspondente sistema de dedugdo natural

DNC,,. Isto é,
r I—cm F=T |—DNC0) F.

Demonstragao:

Demonstracao idéntica a do teorema anterior, excluindo-se os casos dos Axiomas
11,12, 13 e 14. O

O lema seguinte ¢ necessario para a demonstracdo do Teorema 2.4.5.

Lema 2.4.4 Em C,, 1<n<w, os seguintes esquemas de formulas sdo teoremas:

a)  AYSB™ 5(—(AvB)>—A&—B)).
b)  AYSBY>(—(A>B)>——A&—B)).

Demonstracao:

a) ¢, A”>(B" o(—(AvB)>—A&—B)).

1 A" B™ —(AVB), A Fc, A propriedade do -c,
) A® B™ _(AVB), A e, B™ propriedade do ¢,
3 A", B", ~(AvB), A -c, AV&B™ 1,2, Axioma 5, MP
4 A", B", ~(AVB), A -c_ (AVB)" 3, Axioma 13, MP

5 A® B™ _(AVB), A - c, ~(AvB) propriedade do ¢,
6 A" B™ —(AVB), A Fc, A propriedade do ¢,
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
b)

A", B™, ~(AVB), A ¢, AVB

A", B", ~(AVvB), A ¢, (AVB)"&—(AVB)&AVB)

6, Axioma 6, MP

3,5, 7, Axioma 5, MP

A®, B", ~(AvB), A -, (AVB)"&—(AVB)&AVB)>—A Teorema 1.1.9(vii)

A", B", ~(AVB), A ¢, —A

A", B", ~(AVB) -c, A>—A
A™, B™, ~(AVB) ¢, ~Av—A
A®, BY, ~(AVB) -c, —A

A", B", ~(AvB), B¢, A"

A", B", ~(AvB), B¢, B"

A", B™, ~(AVB), B+, AV&B™
A", B™, ~(AVB), B, (AvB)"
A®, B", ~(AvB), B¢, ~(AVB)
A", B, ~(AvB), Bi-c_B

A", B™, ~(AVB), B¢, AVB

A", B™, ~(AVB), B¢, (AvB)"&—(AVB)&AVB

A", B™, ~(AVB), B, (AvB)"&—(AVB)&AvB)>—B

A", B", ~(AvB), Bi-c, —B
A", B", ~(AvB) -c, B>—B
A", B™, ~(AVB) ¢, ~Bv—B
A", B™, ~(AVB) -c, —B

A®, B", ~(AVB) -c, ~A&—B
A", B ¢, ~(AvB)>—A&—B

A" k¢, B™ 5(—(AvB)>—A&—B)

Fc, A”>(B"™ S(—~(AvB)>—A&—B))

¢, A”>(B">(—~(ASB)>——A&—B)).

8,9, MP

10, MtD

11, Teorema 1.1.9(viii), MP
12, Teorema 1.1.9(ix), MP
propriedade do ¢
propriedade do ¢,

14, 15, Axioma 5, MP
16, Axioma 13, MP
propriedade do ¢
propriedade do ¢

19, Axioma 7, MP

16, 18, 20, Axioma5, MP
Teorema 1.1.9(vii)
21,22, MP

23, MtD

24, Teorema 1.1.9(viii), MP
25, Teorema 1.1.9(ix), MP
13, 26, Axioma 5, MP
27, MtD

28, MtD

29, MtD



(b.1)

10
11
12
13
14
15
16

17

A sua demonstracao ¢ obtida na seguinte seqiiéncia:

(b.1) A", B"™, ~(ASB) ¢, ——A
(b.2) A", B"™, ~(ASB)c, —B

(b.3) A™,B™, «(ASB) ¢, (—A&—B)

Assim,

A", B", -(ASB), =A t-c, A"

A™, B", (ASB), —A ¢, B"

A", B™, (ASB), —A -c, AV&B"™

A", B, ~(ASB), -A i-c, (A>B)"

A", B", -(ASB), A t-c, ~(A>B)

A", B", -(ASB), =A t-c, —A

A", B™, ~(ASB), —A, At-c, A

A", B™, ~(ASB), —A, A -c, AV&—A&A
A®, B", -(ASB), —A, A ¢, A"&—-A&ASB
A", B", ~(ASB), —=A, At B

A" B™, —(A>B), —A ¢ ASB
n

A™, B™, ~(ASB), —A I-c, (ASB)"&—(A>B)&ASB)

propriedade do ¢,
propriedade do ¢,
1, 2, Axioma 5, MP
3, Axioma 14, MP
propriedade do ¢
propriedade do ¢
propriedade do ¢,
1, 6,7, Axioma 5, MP
Teorema 1.1.9(vii)
8,9, MP

10, MtD

4,5,11, Axioma 5, MP

A", B™, (ASB), A I-c, (AvB)"&—(ASB)&ASB)>——A Teorema 1.1.9(vii)

A", B", ~(ASB), A b-c, ——A
A", B", ~(ASB), -c, ~A>——A
A(n), B(n), —|(ADB) I_Cn ——AV——A

) pm)
A . B . —|(ADB) I—Cn ——A
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14, MtD
15, Teorema 1.1.9(viii), MP

16, Teorema 1.1.9(ix), MP



(b.2)

10
11
12
13
14

(b.3)

A", B", -(ASB), B¢, A"

A", B", -(ASB), B, B"

A", B™, ~(ASB), B¢, A"&B"™
A", B™, (ASB), B, (ASB)"
A®, B", -(ASB), B¢, ~(ASB)
A", B", ~(ASB), Bi-c, B

A", B™, «(ASB), B, At-c, B
A", B", -(ASB), Bt-c, ASB

A", B", (ASB), B ¢, (ASB)"&—(A>B)&ASB)

propriedade do ¢,
propriedade do ¢,
1, 2, Axioma 5, MP
3, Axioma 14, MP
propriedade do ¢,
propriedade do ¢
propriedade do ¢,
7, MtD

4,5, 8, Axioma 5, MP

A", B, ~(ASB), B -, (AVB)"&—(ASB)&A>B)>—BTeorema 1.1.9(vii)

A", B", ~(ASB), Bi-c, —B
A", B™, (ASB), -c, B>—B
A", B", -(ASB) ¢, -Bv—B

A®, B", -(ASB) t-c, —B

A", B", (ASB) ¢, ——A

A®, B", ~(ASB) t-c, —B

A™, B", ~(ASB) -c, —A&—B
A", B” ¢, (~(ASB)>——A&—B)
A® ¢, B">(—(A>B)>——A&—B)

Fc, A”>(B">(~(ASB)>——A&—B))
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9,10, MP
11, MtD
12, Teorema 1.1.9(viii), MP

13, Teorema 1.1.9(ix), MP

passo 17 (b.1)
passo 14 (b.2)

1, 2, Axioma 5, MP
3, MtD

4, MtD

5, MtD



Teorema 2.4.5 Toda prova 1" de F a partir de um conjunto I' de férmulas, em cada siste-
ma de deducdo natural DNC,, 1<n<w, pode ser transformada numa prova I1 de F, a partir
do conjunto I de formulas, no correspondente sistema proposicional axiomatico C,

1<n<m, de da Costa. Isto &,

r FbNe, F=T Fc, F.

Demonstragao:
Por indugdo sobre o comprimento das provas de F, a partir de I', em DNC,, 1<n<®.

Por hipotese, temos que I' Fpnc, F, 1<n<o.

1) Seja comp(IT") =1

1.1. Se FeTl', entdo ¢ imediato que

I I—cn F.

i1) (Hipotese indutiva) Admitamos que toda prova I1" de F, com 1< comp(IT") < k, a partir
de um conjunto I de férmulas, em cada sistema proposicional de deducdo natural DNGC,,
1<n<m, pode ser transformada numa prova I1 de F, a partir do conjunto I" de férmulas, no

correspondente sistema axiomadtico C,, 1<n<o.

iii) Demonstremos o resultado para comp(I1’) = k, ou seja, para o caso em que F ¢ obtida,

na prova I’ FbNe, F, no k-ésimo passo.

Seja a prova I1" de F, a partir de um conjunto I' de formulas, em DNC,, 1<n<o, tal

que, comp(IT") = k. Entdo:

iii.1) Fel

Neste caso, a demonstracao ¢ idéntica ao caso (i.1) acima.
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1i1.2) F € conseqiiéncia de formulas anteriores da prova, pela aplicacao de alguma regra de

deducao de DNC,, 1<n<m.

iii.2.1) F ¢ conseqiiéncia de aplicagdo da Regra de Repeti¢ao (R).
Neste caso, F ja ocorre na prova num passo s<k.
Logo, pela hipdtese de indugao:

T I—Cn F.

111.2.2) F ¢ a formula BoC, obtida por aplicacdo da Regra de Introdugdo da Implicagdo

(I - o). Temos, esquematicamente:

1 Ay
2 A,
h Ay
m B suposicao
k-1 C
BoC m-s,[->

Isto ¢, temos que I, B -pnc, C, em k-1 passos.
Pela hipotese de indugdo, temos

[, Bt C.

Portanto, pelo Metateorema da Dedugao,

I'tc, BoC, ou seja, I’ c, F.
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111.2.3) F ¢ a formula B&C, obtida por aplicagdo da Regra de Introdu¢ao da Conjungao

(I- &). Temos,
1 A,
h Ap

m A  (ouB)

s B (ou A)

k A&B m,s,[-&

Como m, s < k, por hipétese de indugao, temos que:

I'tc,Ael' ¢, B.

Logo, pelo Axioma 5, de C,, 1<n<w, e por aplica¢des de Modus Ponens:
['+c, A&B, ou seja,

T I—Cn F.
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iii.2.4) F ¢ a formula BvC, obtida por aplicacdo da Regra de Introducdo da Disjuncao

(I-v). Temos,

1 A

hA

m A (ou B)

1:< Ai/B (ou BvA) m,[-v

Como m < k, por hipotese de inducao, temos

r Fc, A (oul Fc, B).

Logo, pelo Axioma 6 (ou Axioma 7), de C,, 1<n<w, e por Modus Ponens:

r Fc, AvVB, ou seja,

T I—(jn F.

1i1.2.5) F ¢ a formula —C, obtida por aplicagao da Regra de Introducao Restringida da Ne-

gacao (I — —(rest)). Temos:

1 Ay

h Ay

C suposicao
B™  (Bou—B)
B (B™ ou —B)

-B  (B™ouB)
p, p-(k-1), I - —(rest)

Isto ¢, de T, C-pnc, B" e T, Cpnc, B ¢ T, Chpnc, =B, temos T -pnc, —C.

Por hipotese de indugdo, temos
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I,Ctc,B” ¢ T,Ct¢, B e T, Chc,—B.
Portanto, pelo Metateorema de Dedugao, temos que

I,Ctc,B"” e T, CoB ¢ T, Co-B.

Por propriedade da relagio de dedutibilidade - ¢ (ver Nota de Rodapé 1),temos que
I,Ctc,B"” ¢ T,Ctc,CoB ¢ T,Chc, Co—B.

Pelo Axioma 11, segue que

[, Ctc, —C.

Pelo Metateorema de Dedugao, segue

I I—Cn Co—-C.

Logo, pelos itens (viii) e (ix) do Teorema 1.1.9,

r Fc, —C, ouseja, I Fc, F.

111.2.6) F ¢ a formula C, obtida por aplicagdo da Regra de Eliminagdo da Implicagdo

(E - ©). Temos, esquematicamente:

1 A
h Ay
t B (ou BoC)

u BoC (ouB)

k C t,uE->

Isto é,de " Fone, B € I'pne, BoC, temos I Fbne, C.

Pela hipotese de indugao, temos

T I—cn B el I—cn BoC.

Por Modus Ponens, temos que

I'kc, C, ou seja,

I I—Cn F.
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111.2.7) F ¢ a formula B (ou C), obtida por aplicagdo da Regra de Eliminacdo da Conjung¢ao

(E - &). Temos,
1 Ay
b A
1:0 Aj&B
k A (ou B) p,E-&

Isto é,de " FbNC, A&B, temos T’ Fonc, A.

Pela hipotese de indugdo, temos

I I—cn A&B.

Pelo Axioma 3, temos que

['tc, A, ou seja,

T I—(jn F.
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111.2.8) F ¢ a formula B (ou C), obtida por aplicagao da Regra de Eliminacao da Disjungao

(E - &). Temos,

1 Ay

h Ap

p BvC

q B suposi¢ao

r D

s C suposicao

k-1 D
k D p, q-1, s-(k-1), E - v

Isto ¢é,de " FbNe, BvCe I',B FbNC, D eI,C FbNC, D, temos I" FbNC, D.

Por hipotese de indugdo, temos

FI—CHBVC € F,BI—CHD € F,CI—CHD.

Portanto, pelo Metateorema de Dedugao, temos

T I—cn BvC e T I—cn BoD e T’ I—cn CoD.

Pelo Axioma 8, segue

['tc, D, ou seja,

T I—Cn F.
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111.2.9) F ¢ a formula B, obtida por aplicacdo da Regra de Eliminagao da Dupla Negagao

(E - =—). Temos,

1 Ay

A

. B

i< B p,E-—

Isto é,de " Fpnc, 7B, temos I" -pnc, B.

Por hipotese de indugdo, temos

F |—Cn —|—|B

Logo, pelo Axioma 9 e por Modus Ponens:

['+c, B, ou seja,

T I—cn F.

1i1.2.10) F ¢ a formula C, obtida por aplicacdo da Regra do Terceiro-Excluido (RTE). Te-

mos,
1 A
h Ay
p B suposicao
r D
s —-B suposicao
k-1 D
k D p-1, s-(k-1), RTE

Isto é,de I, B Fone, D e T', =B Fpnc, D, temos I pnc, D-

Pela hipotese de indugdo, temos
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[,Brc,D e I, =Bt D.

Pelo Metateorema de Dedugdo, segue que
r Fc, BoD e I’ Fc, —B>D.

Pelos Axiomas 8 e 10, segue que

I't¢, D, ou seja,

T I—Cn F.

111.2.11) F € a formula —Av—B, obtida por aplicagdo da Regra Distribuicdo da Negagdo na
Conjuncao (DNC). Temos,

1 A

h Ap

p —(A&B)

k —Av—B p, DNC

Isto é,de " FbNc, —(A&B), temos I FpNnc, “Av—B.
Pela hipotese de indugdo, temos

[ ¢, 7(A&B).

Pelo Teorema 1.1.9 (i) e por Modus Ponens, segue que

I'tc, —Av=B, ou seja,

T I—cn F.

95



ii1.2.12) F ¢é a formula ~A&—B, obtida por aplicacdo da Regra da Distribui¢do Restringida
da Negacao na Disjuncdo (DND(rest)). Temos,

1 Ay

A

1:) AEJ“) (ou B™)

:4 1;@’ (ou A™)

;‘ —|(j&vB)

:s —|AE&—|B p, q, 1, DND(rest)

Isto €, de T pnc, A e T FbNc, B" e Fpne,—(AvB), temos I Fpne, —~A&—B.
Por hipotese de indugdo, temos que

T'tc, A" e T'tc, B” e Tc, —(AVB).

Portanto, de

[kc, A" ¢ [k, B™ e ['c, —(AvB) e Lema2.4.4 (a), por aplicagdes de

Modus Ponens, temos que

I'c, ~A&—B, ou seja,

I I—cn F.
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1i1.2.13) F ¢ a formula ——A&—B, obtida por aplicacdo da Regra da Distribui¢do Restringi-
da da Negagao na Implicagao (DNI(rest)). Temos:

1 Ay

h A

i) A:(n) (ou B™)

;1 é(n) (ou A™)

1:‘ —.(IEADB)

1:< —|—|EA&—|B p, q, 1, DNI(rest)

Isto é,de " FbNe, AD e T FbNe, B®” ¢TI FbNe, —(A>B), temos
T I—DNCn ——A&—B.

Por hipotese de indugdo, temos

T, A" e T't¢, B” e T'kc, —~(ASB).
Portanto, de T ¢, A” e T'tc B™ e T'kc, ~(ASB) e Lema 2.4.4 (b), por apli-

cagdes de MP, temos

['c, =——A&—B, ou seja,

T I—cn F.
Logo:

SeT” FbNe, F, entao I Fc, F.

Finalizamos, portanto, a demonstracdo do teorema. O
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Teorema 2.4.6 Toda prova I1" de F, a partir de um conjunto I' de formulas, no sistema de
dedugao natural DNC,, pode ser transformada numa prova I1 de F, a partir do conjunto I

de férmulas, no correspondente sistema proposicional axiomatico C,. Isto &,

r I—[)Ncw F=T I—cm F.

Demonstragao:

Demonstracao idéntica a do teorema anterior, excluindo-se os casos de aplicagdes
das Regras de Introdugdo Restringida da Negacgao (I - —(rest)), Distribuicao da Negagao na
Conjung¢ao (DNC), Distribui¢do Restringida da Negagao na Disjungao (DND(rest)) e Dis-
tribuicao Restringida da Negacao na Implicagao (DNI(rest)). O

Como uma conseqiiéncia imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte teo-

rema de equivaléncia.

Teorema 2.4.7 Os sistemas proposicionais axiomaticos Cy, 1<n<m, de da Costa, sdo logi-
camente equivalentes aos correspondentes sistemas proposicionais de deducdo natural

DNC,, 1<n<w. Isto &,

T Fc, FeT FbNc, F. O

Colorario 2.4.8 Para toda prova IT de F, em cada sistema proposicional axiomatico C,,
1<n<w, existe uma prova categorica I1" de F, no correspondente sistema de dedugao natural

DNC,, 1<n<w, e vice-versa. Isto €,

I—cn F< I—])Ncn F.

Demonstracao:

Pelos teoremas anteriores, basta tomar I' = . O
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2.5 NORMALIZACAO PARA OS SISTEMAS DNC,, 1<n<o.

Nesta secdo, obtemos um Teorema de Normalizacdo, a /a Fitch, para os sistemas

DNC,, 1<nfo.

A seguir, reapresentamos a defini¢do de prova categodrica e de formula resultante,

para os sistemas DNC,, 1<n<o.

Defini¢ao 2.5.1 Para cada sistema DNC,, 1<n<w, uma prova formal ¢ dita uma prova cate-

gorica se, e somente se, nao contém premissa(s).

A normalizacdo, em cada sistema DNC,, 1<n<w, a /a Fitch, serd realizada nas pro-

vas categoricas.

Definicao 2.5.2 1) Se uma formula A ocorre em qualquer passo de uma prova, ou ocorre em
qualquer passo de uma prova subordinada a ela, e posteriormente ocorre em outro lugar
como um item diferente daquela prova ou ocorre em outro lugar da prova subordinada, en-
tdo essa segunda ocorréncia da formula ¢ denominada uma resultante da primeira ocorrén-
cia.

11) Se uma férmula A de uma prova ¢ obtida pela aplicagao de qualquer Regra de Dedugao
do sistema DNC,, 1<n<m, entdo essa formula ¢ uma resultante de cada uma da(s) formu-
la(s) precedente(s) nas quais a regra foi aplicada (uma ou mais dessas formulas podem ser
obtidas por provas subordinadas).

iiil) Uma prova subordinada ¢ uma resultante de cada uma das suas proprias formulas e
também de cada formula externa a ela que ¢ nela reiterada.

1v) Se uma formula € uma resultante de uma outra formula, a qual ¢é resultante de uma ter-
ceira formula, entdo a primeira férmula é resultante da terceira formula, o mesmo ocorren-

do para qualquer nimero finito de formulas.
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Observamos que, se uma formula numa prova ¢ obtida de uma férmula anterior por

repeticdo ou reiteracdo, ela ¢ uma resultante dessa formula anterior.

Lembramos que, em uma prova qualquer, uma féormula A, que ocorra apenas em

provas subordinadas, ndo pode ser reiterada na prova principal.

Definicao 2.5.3 O comprimento de uma prova I1 é o nimero de passos (féormulas) que nela
ocorrem, inclusive em suas provas subordinadas.

Notacao: comp(IT).

Assim, o comprimento de uma prova ¢ o ultimo numero escrito a esquerda da prova,

no processo de numerar os passos da prova.

Definicdo 2.5.4 Uma prova categorica IT em DNC,, 1<n<w, é normal se, e somente se, a
ocorréncia de toda formula, que ocorre como um passo de I1, pode ser justificada por uma
Regra de Introducdo ou por uma Regra Especial, com possivel exce¢do das formulas de

suas provas subordinadas.

Defini¢ao 2.5.5 Seja I1 uma prova categorica que tem entre seus itens uma formula A e

uma prova subordinada que tem como formulas A (suposicdo), A, ..., Ay, isto €,
A
A suposi¢ao
A
A
Ay
em que pelo menos um dos Ay, ..., Ay, ¢ distinto de A.
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Uma prova categoérica I} é uma redugdo direta de I1 se, e somente se, a prova I1; é
obtida a partir de I colocando-se, imediatamente apos o item A, anterior na prova categori-
ca principal, os itens Ay, ..., A, sem a prova subordinada.

Essa prova I1; € escrita esquematicamente como:

A
Ay
A

Uma redugao direta I'T; de IT sera denotada por R(IT).

No procedimento de reducdo anteriormente descrito:

1) A prova subordinada acima mencionada, sem a suposi¢ao A, € colocada apds o
item A da prova principal, isto €, os passos da prova subordinada transformam-se em itens
da prova principal;

i1) Alguns desses itens podem ser eles proprios provas subordinadas.

Desse modo, na reducdo direta de uma prova categorica, uma lista de todos os pas-
sos de uma prova subordinada, exceto a propria suposi¢ao, toma o lugar dessa prova subor-

dinada. Tornam-se itens da prova da qual a prova considerada ¢ diretamente subordinada.

Definiciio 2.5.6 Uma prova categorica £ ¢ uma redugdo de uma prova categorica I1 se, e
somente se:

1) £ coincide com (a propria) IT; ou

i) X & Ri( ... Ro(R1(I1))...), ou seja, X pode ser obtida a partir de I'T por uma su-

cessao finita de redugdes diretas.
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Observamos que uma prova categérica ¢ uma reducao de si mesma, embora ndo seja

uma reducao direta de si mesma.

Lema 2.5.7 Se II; ¢ uma reducdo direta da prova categoérica I1,, entdo I1; ¢ uma reducao

de Hz.

Demonstracao:

A demonstragdo ¢ imediata, pela Definicao 2.5.6.

Lema 2.5.8 O comprimento de uma redugdo Il; de uma prova categoérica Il ndo ¢ maior do

que o comprimento de IT.

Demonstragao:

A demonstragdo ¢ imediata, pelas Defini¢des 2.5.5 € 2.5.6.

Defini¢ao 2.5.9 Para cada sistema DNC,, 1<n<®, uma prova categorica I1 ¢ nao-trivial se,
e somente se, entre os seus itens nao ocorrem formulas do tipo A, —A ¢ A(n), excecao feita
aos casos: 1) ocorréncia de qualquer dessas formulas apenas como suposi¢do de prova su-
bordinada; ou ii) ocorréncia dessas féormulas apenas como conseqiiéncia direta interna de
formulas que constam numa prova subordinada, que justifica uma aplicagdo da Regra de
Introducdo Restringida da Negacao (I - —(rest)) na prova da qual essa prova ¢ subordinada.

Caso contrario, a prova I € trivial.

As excegdes constantes na Definicdo 2.5.9, se justificam, pois, caso contrario, toda e
qualquer aplicacdo da Regra de Introducdo Restringida da Negacdo (I - —(rest)) em uma
prova trivializa-la-ia.

Em relacdo as provas Il em DNC,, 1<n<w®, demonstramos o seguinte Teorema de
Normalizagdo, cuja versdo correspondente ¢ introduzida em Fitch 1952, p.119, como Teo-

rema Fundamental.
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Teorema 2.5.10 (Teorema Fundamental). Toda prova categorica IT em DNC,, 1<n<w, de
comprimento menor ou igual a s ¢ ndo-trivial, e tem pelo menos uma reducdo X que ¢ ndo-

trivial, normal e cujo comprimento ndo ¢ maior que o comprimento de IT.

Demonstracao:

Fazemos a demonstrag@o por inducao sobre o comprimento s.
1) No caso em que s = 1, seja Il uma prova categérica de comprimento s = 1, isto &, IT tem
apenas um item (I1 € constituida por uma tnica formula). Logo, este unico item deve ser
uma prova subordinada, que ¢ ela mesma de comprimento 1, isto €, constituida por uma
unica férmula, ou seja, uma suposicao.

Portanto, a prova categoérica ¢ normal, por defini¢do, por ndo ter itens proposicionais
na prova principal - IT constitui uma redugdo normal de si mesma, de comprimento 1. Além
disso, IT € ndo-trivial, pois qualquer prova trivial deve ter comprimento maior ou igual a 3 -

deve ter pelo menos trés itens, A, —A e AW,

2) Assumimos, como hipdtese de inducao, que o teorema se verifica no caso em que s = m,

isto €, nos casos em que as provas tém comprimento <m.

3) Vamos demonstrar o teorema no caso em que s = m+1, isto &, nos casos em que I1 tem
comprimento < m+1.

Seja IT uma prova categoérica de comprimento < m+1. Demonstraremos que IT ¢
nao-trivial e tem pelo menos uma redugdao normal ndo-trivial de comprimento ndo maior

que o comprimento de IT.

3.1) Se IT tem apenas um item, podemos argumentar como no caso (1), considerando-se,

entretanto, que esse Unico item pode ser uma prova subordinada de comprimento < m+1.
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3.2) Se IT tem mais que um item, seja [1; a prova que resulta, de I1, retirando-se o tltimo
item.

Como assumimos que o teorema se verifica para s = m, € ja que o comprimento de
IT; ¢ <m, podemos concluir que I'1; € ndo-trivial e tem uma reducao nado-trivial normal I,

Toda formula que ¢ um item de I'1; ¢ também um item de I1,, e toda formula item de
I, tem uma Regra de Introducao ou uma Regra Especial que a pode justificar.

Temos, entdo, varios casos a considerar, dependendo da natureza do ultimo item de

IT.

3.2.1) Consideremos inicialmente o caso em que o ultimo item de I ¢ uma prova subordi-
nada. A prova categoérica I1 ¢ nao-trivial, porque I'l; € ndo-trivial por hipotese de inducao
(comp (ITy) <m).

Pela hipotese de indugdo, I'T; tem uma redugdo normal ndo-trivial IT,.

Obtemos uma redu¢do normal ndo-trivial I1;3 de I1, de comprimento <m+1, sim-

plesmente acrescentando a I, o tltimo item — a prova subordinada — de I1.

Esquematicamente:

IT; IT I1, I1;

A1 A1 A'l A,l

Ag Ay A’p A,P

k<m A1 suposicdo  p<m Api1 (1.6, Airi)
A+ Api(m-k) (1.6, Amr1)

ptH(m-k) <m+1
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Observamos que, como caso particular, se a suposicdo A, do ultimo item (isto &,
prova subordinada) de I1, ja ocorre na prova I, entre os itens anteriores, entdo ela ja ocorre
em I1; e, portanto, ela j& ocorre em I1,, justificada por uma Regra de Introdug@o ou por uma
Regra Especial.

Neste caso, podemos obter uma redugao direta 13 de I3, de comprimento <m. Por
hipdtese de indugdo, podemos ainda obter uma reducdo normal ndo-trivial I1""3 de I1'3, de

comprimento <m.

Esquematicamente:
IT, I1 I, I3 IT'; I3
A A A% A% A% A"
A A A A A (A%) A
A% (1.6, Asr)

A A A'p A% 5 A’y
k<m A (1.¢, Ax) p<m Api A'iimk-1) q<m

Ak

Aprmy  Alpr(mken)
Al

3.2.2) Consideremos agora o caso em que a ultima formula de IT tem como justificativa a
Regra de Repeticao (R).

Neste caso, seja a formula A o item m+1 de I, mas, como A ja ocorre na prova I1,
entre os m itens anteriores, entdo ela ja ocorre na prova I1; e, por hipotese de inducao, ela
ocorre na reducao nao-trivial I'l, de I1;, justificada por uma Regra de Introducdo ou por

uma Regra Especial.
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Seja 15 a prova que coincide com I1,, acrescentando-se, como ultimo item a férmu-
la A em IT,. Nessas condigdes, I3 ¢ uma redugdo de si mesma e € ndo-trivial, pois, se fosse
trivial I'l, também o seria; portanto, 15 ¢ uma redugdo ndo-trivial normal de I, de compri-

mento menor ou igual a m+1.

Esquematicamente:
IT; IT I, L5
A1 A1 A’l A ,1
A A A A
m A, m An p A’ p A’
m+1 A Repeti¢ao p<m ptl A Repeticao

3.2.3) Consideremos o caso em que a ultima formula de IT tem como justificativa a Regra

de Reiteragao (Reit) — este caso nao ¢ procedente e estaria contemplado no caso (3.2.1).

3.2.4) Consideremos o caso em que o ultimo item de I1 tem a Regra I - © como justificati-
va.

Sejam A>SB o ultimo item de uma prova I1, e Il; a prova categdrica de maior com-
primento que resulta de IT retirando-se esse tltimo item. Pela hipotese de inducdo, como IT;
tem comprimento m, seja Il uma reducdo nao-trivial de Il;, de comprimento <m, cujos
itens sdo justificados apenas por Regras de Introdu¢ao ou por Regras Especiais. Seja I15 a

prova que resulta ao acrescentarmos (A>B) em I1,, e suponhamos que I1; seja trivial.
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Esquematicamente:

H1 IT HZ HS
A1 A1 A'1 A 1
Am k Am-k A p-d A p-d
A A A A
m B B p B B
m+l AoB (I-2) p<m ptl AoB (I1-2)

Como I1, ¢ ndo-trivial, entdo I1; — e, portanto I'l, — deveria ter necessariamente co-
mo itens as formulas (ASB)™ ¢ —(ASB), justificadas, em DNC,, 1<n<®, por Regras de
Introducdo ou por Regras Especiais. Podemos verificar — ver esquema a seguir — que a for-
mula (ASB)™ s6 pode ser resultante de aplicacdo das Regras I - —(res), DNI(rest) e [ - &, a
partir de ocorréncias das formulas A™, B™ em itens anteriores da prova; a ocorréncia da
formula —(A>B) s6 pode ser justificada por aplicagdo da Regra I - —(res), em uma prova
subordinada que tem ADB como suposic¢ao.

Entretanto, de ADB, como suposicdo de uma prova subordinada, de acordo com as
Regras dos sistemas DNC,, 1<n<m, ndo ¢ possivel deduzirmos imediatamente formulas do
tipo C, —=C e C", para podermos, pela Regra I - —(res) introduzir ~(A>B). Como para
toda formula A ¢ B, de ASB podemos deduzir, por RTE, —AvVB, entdo, pela Regra E - v,
se de —A deduzimos férmulas do tipo C, —C ¢ C™. e de B deduzimos formulas do tipo C,
—C e C"™, entdo de —~AVB (e portanto de ASB) deduzimos uma trivializacao.

Assim sendo, de ADB podemos deduzir uma trivializagdo (C, —C e C™) - ver es-
quema a seguir - apenas se de —A e de B pudermos deduzir C, —=C e C™. Neste caso, po-
rém, pela Regra [-—(res), na prova subordinada a ADB, ocorrem as formulas ——A e —B.

Como, na prova, ocorrem as féormulas B e B(n), teriamos que I, seria trivial, o que

nao acontece.
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Observamos que, no caso particular em que —(A>B) ocorresse como passo em uma

prova subordinada, sem ser uma suposi¢do, também obteriamos a trivializagdo de I1,.

Logo, I15 € ndo-trivial e, ja que ADB ¢ justificada pela Regra I - o, ¢ uma redugio

normal de I'l, de comprimento <m-+1.

Esquematicamente:
I,
A%
A'yg
A®
1:3(11)
(A>B)&—(ADB)
ASB
A(n)
B(n)
A&—B
A
—B
B
—((ADB)&—(ADB))
(ASB)'

(ASB)'&—((AoB)")
—((AoB)")
——((ASB)&—(ASB))
((ASB)&—(ASB))
A®
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suposicao
E-&

E-&

Reit

Reit

DNI(rest)
E-&

E-&

E-o

I - —(rest)
Definicao 1.1.1
suposicao

E-&

Defini¢ao 1.1.1
E-—

Reit



B(n)

A&—B

A

—B

B
—((ASB)'&—((A>B)"))
(ASB)’

(ASB)"'&—((A>B)™)

;m)

B(n)

A&—B

A

—B

B

—( (ASB)"'&—((ASB)™"))
(ASB)"

(A5B)1&...&(ADB)“
(A>B)™

ADB
A(H)
B(n)

A>B

—AvB
—A
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Reit

DNI(rest)
E-&

E-&

E-o

I - —(rest)
Definigao 1.1.3

suposicao

Reit

Reit

DNI(rest)
E-&

E-&

E-o

I - —(rest)
Definicao 1.1.3

[-&
Definicao 1.1.3

suposi¢ao
Reiteragao (Reit)
Reit

suposicao

Reit

E-o

I-v

suposi¢ao



—-AvB I-v
—AvB RTE
—-A suposicao
C
—-C
(::(n)
——A I- —|(rest)
B suposi¢ao
C
—C
o
—B I - —(rest)
C E-v
—-C E-v
c® E-v
—(A>B I - —(rest)
A suposicao
B

Observac¢ao. Observamos que podemos ainda considerar o caso em que A, suposi¢dao da
prova subordinada, j& ocorria anteriormente na prova I1. Neste caso, I1; e I, podem ser

representadas por
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IT; IT I, I, IT I1;

Ay 1 A4 A4 1 A’y 1 A A"
A A A d A d A A

A A B d+j B k A’y A"y

k+1 A A
m B m B Al p A
m+1 A>B p<m-1 p=k+1+; | B B
ASB (I1-2)

p=ptl<m p '<m+l

Neste caso, p<m, e podemos transformar I1; na sua reducdo direta 1"}, de compri-
mento m-1; Il ¢ uma redu¢dao normal de IT";, de comprimento p<m-1<m. Podemos trans-
formar IT, em IT’; - I1", é ndo-trivial e constitui uma redug¢ao normal de IT;.

Obtemos I1; acrescentando-se a 1, pela Regra I - o, a férmula ASB. Logo, I1; ¢

uma reducdo normal ndo-trivial de I'l, de comprimento <m-+1.

Esta observacdo também se aplica a varios dos casos que demonstramos a seguir.

3.2.5) O ultimo item de IT tem a Regra I - & como justificativa.

Seja A&B o ultimo item de I1, justificada por aplicacdo da Regra | - &.

Pela hipdtese de indugdo, existe uma redugdo normal ndo-trivial I'l, de Iy, sendo IT;
a prova Il sem a ultima formula A&B.

Observamos que em I1; e I, ocorrem necessariamente como itens as féormulas A e
B, pois A&B ¢ obtida em I1 pela Regra I - &.

Como nos casos anteriores, seja [1;3 a prova obtida acrescentando-se a I, a férmula

A&B.
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A1 A1 A,1 Arl
A&B p<m A&B

Se I1; for trivial entdo, como I, é nao-trivial, em I, ocorrem, necessariamente, as
formulas (A&B)™ ¢ —~(A&B).

Como no caso anterior, ja que I'l; ¢ normal, ocorreriam em I1, as formulas A, B, A®
e B, todas justificadas por Regras de Introdugio ou por Regras Especiais.

Ainda como no caso anterior, para que ocorra a formula —(A&B) em I1,, ela s6 po-
de ter sido introduzida por aplicacdo da Regra I - —(rest), através de uma prova subordinada
que tenha A&B como suposicao.

Em uma prova subordinada, a partir da suposi¢do A&B, s seria possivel a obtengdo
de uma trivializagdo, caso de A, ou de B, pela Regra E - &, deduzissemos uma trivializa-
¢do. Porém, neste caso, teriamos na prova subordinada a férmula —A, ou a férmula —B, o
que tornaria a prova I trivial.

Temos ainda que considerar os casos em que a trivializagdo nesta prova subordinada
seja resultante de férmulas componentes de A e de B, e ndo apenas da formula A ou da
formula B; nestes casos, a trivializagao seria resultante da ocorréncia das formulas (Ci)(“),
1<i<u, na prova principal, onde os C;j sdo essas componentes de A ¢ B.

Esquematicamente:

I,
Ay

A
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(A&B)&—(A&B)
A&B

A

B

—(A&B)
—-Av—-B
—-A
—-A
—B

—B
B(Il)
—A

—A
A(H)
—((A&B)&—(A&B))
(A&B)'

(A&B)'&—((A&B)")
—((A&B)")
——((A&B)&—(A&B))
((A&B)&—(A&B))
A&B

A

B

—(A&B)

—-Av—B
—A
—A
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suposicao
E-&
E-&
E-&
E-&
DNC
suposicao
Reit
suposicao
suposicao
Reit

Reit

Reit

I - —(rest)
E-v
Reit

I - —(rest)
Defini¢ao 1.1.1
suposi¢ao
E-&
Definicao 1.1.1
E-—
E-&
E-&
E-&
E-&
DNC
suposi¢ao

Reit



—-B

—B
B(Il)

—A
—A

A(H)

—( (A&B)'&—((A&B)"))
(A&B)?

(A&B)"' &—((A&B)™")

A&B

A

B
—(A&B)
—-Av—B
—A
—A
—B

—B
B(H)
—A

—A
A(n)
—( (A&B)"'&—((A&B)" "))
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suposicao
suposicao
Reit

Reit

Reit

I - —(rest)
E-v
Reit

I - —(rest)

Definicao

suposicao

E-&
E-&
E-&
E-&
DNC
suposi¢ao
Repeticao
suposicao
suposi¢ao
Reit

Reit

Reit

I - —(rest)
E-v
Reit

I - —(rest)



(A&B)" Defini¢ao

(A&B)'&...&(A&B)" I-&
(A&B)™ Definigdo 1.1.3
A&B suposicao
A (ouB) E-&
B (ouA) E-&
A (ouB) suposi¢ao
C (—C ou C™)

—C (C ou C™)

c™  (Cou—-C)
—A (ou—B) I - —(rest)
—(A&B) I - —(rest)

A’

Logo, IT5 é ndo-trivial e, como A&B ¢ introduzida pela Regra I - &, constitui uma

reducdo normal de I'l, de comprimento <m-+1.
3.2.6) O ultimo item de I'T tem a Regra I - v como justificativa.

Consideremos o caso em que o ultimo item de I'T ¢ AvB, justificado por uma aplica-

cdo daRegral-v.
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A (ou B) A (ouB) A (ouB) A (ouB)

Seja I15 a prova que resulta ao acrescentarmos (AvB) a I,.

Se I1; for trivial, como I, é ndo-trivial, entdo em I1, ocorrem necessariamente co-
mo itens as formulas (AvB)™ e —~(AvB).

Como nos casos anteriores, a formula (AvB)™ s6 pode ser resultante, pela aplicagdo
das Regras E - &, DND, E - v, I - —(res) e | - &, de ocorréncias das formulas A(“), B(“); ea
formula —(AvB) s6 pode ser introduzida a partir de uma prova subordinada com suposi¢ao
AvVB.

A tnica possibilidade de deduzirmos uma trivializagdo de AvB ¢, pela Regra E - v,
se deduzirmos uma trivializagdo C™, —C, C de A e de B.

Assim sendo, necessariamente, de A deduzimos C(n), —C e C; e de B deduzimos
C"™, —C e C. Logo, nessa prova subordinada, pela Regra I - —(rest), ocorrem necessaria-
mente como itens as formulas —A e —B.

Como A(“), B(n), e A ou B, ocorrem em I, entdo I, seria trivial. Logo I1; ¢ ndo-

trivial.
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Esquematicamente:

I
A
A (ou B)
;m)
f;(n)
(A:\/B)(n)
AvB
A
C
We
é(n)
—A
B
C
c
é(n)
—B
C
—-C
c®
—(AvB)
A,
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suposicao

suposicao

I - —(rest)

suposi¢ao

I - —(res)
E-v
E-v
E-v
I - —(res)



Assim, I1; é ndo-trivial e, como AvB ¢ introduzida pela Regra I - v, Il; é uma re-

ducdo normal de I, de comprimento <m+1.

3.2.7) O ultimo item de IT tem como justificativa a Regra I - —(rest).

Seja —C o ultimo item de I, introduzido pela Regra I - —(rest).

Esquematicamente:

I, I1 I,

A A Al

A A A'q
C C C
B B(ou —BouB™) |B
-B —B(ou BouB™) | —B
B™ B™ (ou —BouB) |B™

—-C I - —(rest)

p<m

Iz
A
A’y
C
B
—B
B(Il)
—C
p+H1<m+1

Se a prova I for trivial, como I, ¢ ndo-trivial, entdo as férmulas C e c™ (ou

——C e (=C)™) devem necessariamente ocorrer em I, ndo como suposicdes de provas

subordinadas.

Logo, a prova I1",, esquematicamente a seguir, seria uma reducdo direta e trivial de

I,, sendo uma prova de comprimento p’<p<m, o que contradiz a hipotese de inducao.

118



Esquematicamente:

I1,

A’

C(n)

C
C
B
B
B®

—-B

B(n)

A’P

Logo, I'l5 deve ser ndo trivial.

(ou B™ ou —B)

(ou B ou B™)

(ou B ou —B)

Portanto, I3 ¢ uma redugdo nao-trivial de I'T e, como —C ¢ introduzida pela Regra I

— — (rest), 13 ¢ uma reducdo normal de I'1, de comprimento <m-+1.

3.2.8) O ultimo item de I'T tem a Regra E - o como justificativa.

Seja B o ultimo item de I, obtido por aplicacdo da Regra E - o, a partir das formu-

las A e (ADB).
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Esquematicamente:

IT
A

A

A>B

IL

ASB

A’

p<m

Como a formula A>B ocorre em Il,, deve necessariamente ser introduzida pela

Regra I - o, a partir da suposigao A.

Se I1; for trivial, entdo as formulas —B e B™ devem necessariamente ocorrer em

I,, o que contradiz a ndo-trivialidade de I1,, j4 que B ocorre em I1, e ndo ocorre como su-

posicao de prova subordinada.

Logo, I3 ¢ ndo-trivial.

Agora, consideremos a prova I1’, abaixo:

120



Temos que IT'; é uma reduzida direta de I, de comprimento <m; portanto, existe
uma reduzida normal de I'T"; de comprimento <m, a qual é também uma reduzida normal de
L.

Podemos acrescentar a I1'; a formula B, por aplicacdo da Regra de Repeticao, ob-
tendo-se I15.

Logo, I'l5 € ndo-trivial e constitui uma redugdo normal de I'l, de comprimento <m+1.

3.2.9) O ultimo item de IT tem a Regra E - & como justificativa.
Seja A (ou B) o ultimo item de I, obtido por aplicagdo da Regra E - &, a partir da
formula A&B.

Esquematicamente:
IT I, I3

1 A A A

k Ag A A

p A&B B B

m A A&B A&B

m+1 A (ouB)
A,p A,p
p<m A (ouB)

Como IT, ¢ uma redugdo normal de I, entdo a formula A&B s6 pode ser obtida
pela Regra I - &. Logo, as féormulas A e B ocorrem necessariamente em I'L.

Se I1; for trivial, entdo as formulas —A ¢ A™ (ou —B e B™) devem ocorrer neces-
sariamente em [, o que trivializaria I,.

Logo, I; € ndo-trivial e tem comprimento < m+1.
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Agora, como A ¢ B ocorrem necessariamente em I1,, entdo sua introdu¢ao em I3
pode ser justificada pela Regra de Repeticao.

Portanto, I'1; satisfaz as condi¢des do teorema.

3.2.10) O 1ultimo item de I'T tem a Regra E - v como justificativa.

Seja C o ultimo item de I, obtido por aplicacdo da Regra E - v, a partir da disjun-

¢ao AvB.
Esquematicamente:
I IT I, I1;
A 1 Ay A’y A’y
Ak k Ak A (ou B) A
AvB p AvB AvB AvB
A A
A% A%
C C p<m ptl C
pt1 <m+l
B B
C m C
m+l C

Como I, é normal e a formula AvB ocorre necessariamente em [T, entdo, pela Re-
gral - v, a formula A (ou B) a antecede em I',.

Se I1; for trivial, entdo as formulas —C e C™ ocorrem necessariamente em I, o
que trivializaria I1,, j& que a formula C ocorre em IT,.

Logo, I'; é ndo-trivial.
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Agora, como A (ou B) ocorre em ITs, seja I1'3 a seguinte reducao direta de I1s:

AvVB

A”p-l

p<m

Temos que IT'; € uma redugdo normal ndo-trivial de 13, de comprimento < m.
Logo, IT'; admite uma redu¢do normal de comprimento <m, que ¢ uma redugdo

normal ndo-trivial de I'l, de comprimento < m+1.

3.2.11) O 1ultimo item de IT tem a Regra E - —— como justificativa.
Seja A o tltimo item de I, obtido a partir da formula ——A, por aplicacdo da Regra

E'_|_|.
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Esquematicamente:

IT,
A

m+1

A

_|_|A

_l_lA

A'p

p<m

—A

—-B

B(n)

suposi¢ao

I - —(res)

Como a férmula ——A ocorre necessariamente em [, e s6 pode ter sido introduzida

por uma Regra de Introducdo ou por Regra Especial, entdo o foi pela Regra I - —(rest), a

partir da formula —A. Isto é, em uma prova subordinada a partir de —A se deduz, necessa-

riamente, uma trivializagao B, —B ¢ B™.

Consideremos, entdo, a prova subordinada que ocorre necessariamente em I'l,, tendo

como suposi¢cdo —A. Mostremos, por indugdo sobre o grau de complexidade de A, que a

formula A, ou formulas componentes de A, ou a negacao de formulas componentes de A,

ocorrem em I15.

1) Se A ¢é atdmica entdo, como ndo ¢ possivel deduzir qualquer formula de —A, a trivializa-

¢do B, =B ¢ B™ s6 pode ser constituida pelas formulas A, —A e A™; neste caso, A ¢ A®

s6 podem ocorrer na prova subordinada por aplicagdo da Regra Reit.

Assim, as formulas A e A™ devem ocorrer necessariamente na prova principal.
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Esquematicamente:

IL
A’y
A
AD
—-A suposicao
A
A®
——A I- —|(reS)
A

i1) Se A ¢ do tipo —C, entdo —A ¢ ——C. Neste caso, a trivializacdo obtida na prova subor-

dinada ¢ dada pelas formulas —C e (—C)™, isto &, pelas formulas A ¢ A™, que devem, co-

mo no caso anterior, ocorrer necessariamente em I1; ou a trivializagdo obtida ¢ dada pelas

formulas C, -C e C™; o que nos diz que A (—C) e C™ ocorrem necessariamente em I1,.

Esquematicamente:

I,
A’y
-C
(—C)®
—-C (A)
O™ (A")
A,
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I - —(res)



iii) Se A ¢ do tipo C&D, entdo a prova subordinada, a partir da suposi¢do —(C&D), s6 pode

ser trivializada se as componentes C ¢ D de A, e C™ ¢ D™ ocorrem necessariamente em

I1,; ou as componentes Cj, ..., C; e Dy, ..., Dy de C e D sdo tais que Cy, ..., C,, Dy, ...,

D.,C;", .., C", D, ..., D" ocorrem em IT,.

Esquematicamente:
I,
A
—(C&D)
—Cv—-D
-C
E
—E
E®
—-D
E
—E
E®™
E
—E
E®™
——(C&D)
A.,p
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suposicao
DNC

suposi¢ao

suposicao

E-v
E-v
E-v

I - —(res)



iv) Se A ¢ do tipo CvD, entdo na prova subordinada, para podermos obter —C;&—D, ne-
cessitamos das ocorréncias anteriores das formulas C™ ¢ D™ em I,.
Esquematicamente:
IL
A

c® (ou D(n))

D™ (ouC™)

—(CvD) (—A) suposi¢do
c® Reit
p® Reit
—C&—-D DND
E
—E
E(n)
—|—|(CVD) (—|—|A) I- —|(I'CS)

A'p

Como nos casos anteriores estudados, para obtermos uma trivializagdo na prova

subordinada ¢ necessario que a formula C ou a formula D (componentes de A) ocorra na
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prova subordinada pela Regra Reit, isto é, C ou D ocorre anteriormente na prova I1,; ou é
necessario que componentes de C, ou componentes de D ocorram na prova subordinada por
aplicacao da Regra Reit, isto ¢, ja ocorrem em IT,.
v) Se A ¢ do tipo CoD, como no caso anterior, c™ep®™ ja devem ter ocorrido em IT,.
Esquematicamente:
I,
A

c®  (oub™)

D™ (ou C(n))

—(C>oD) (—A) suposi¢do
c® Reit
D" Reit
C&—D DNI
C E-&
—D E-&
E
—E
o
—|—|(CDD) (—|—|A)I - —|(reS)

A'p
Neste caso, de acordo com o esquema anterior, a trivializagdo da prova subordinada,
a partir de —(C>D), s6 serd possivel se tivermos uma trivializagdo a partir de C&—D, isto

¢, a partir de C, ou a partir de =D, ou de componentes de ambas. Aqui, teriamos que —C

deveria ocorrer na prova subordinada por aplicacdo da Regra Reit (isto é, —C j& ocorria em
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I1,), ou que D deveria ocorrer na prova subordinada por aplicagdo da Regra Reit (isto é, D
j& ocorria em I1,); ocorre ainda o caso em que C e D ndo sdo formulas atdmicas e, neste
caso, como em caso anteriores, as componentes Cy, ..., C;. e Dy, ..., Dy de C e D sdo tais que
c™ ...c® p™ . po ja ocorrem em I, e Cjy, ..., C; ocorrem em I, ou Dy, ..., Ds
ocorrem em I15.

Temos dois casos a considerar: se —C estd em I, e se D estd em I1,.

Se —C ocorre em I1,,como IT, ¢ uma redu¢do normal de I1;, entdo —C s6 pode ter
sido introduzida pela Regra I - —(rest), a partir de C; se C ¢ formula atomica, a trivializagao
a partir de C conduziria a trivializagdo de I'l,. Logo, ndo ¢ o caso que —C ocorre na prova
subordinada por aplicagdo da Regra Reit, isto €, —C ndo pode ocorrer em I1,.

Portanto, a formula que conduz a trivializagdo da prova subordinada a partir de
—(CoD) ¢ a formula —D; logo, D ocorre na prova subordinada por aplicagdo da Regra Reit,
isto €, D ocorre em I15.

Portanto, I'l, pode ser esquematizada por:

IL
A%
C:(n) (ou C,™, ..., C,)
15)(“) (ou D™, ..., D™)

D
' —(CoD) (—A) suposi¢do
c® Reit
D™ Reit
C&—-D DNI
C E-&
—D E-&
D Reit
—(CoD) (—A)1 - —(res)
A
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Agora, nos 5 (cinco) casos acima, se I1; fosse trivial, como I, € ndo-trivial, entdo as
formulas —A e A™ ocorreriam necessariamente em IT,. Entretanto, acabamos de ver que,
em I1,, em uma prova subordinada a partir de —A deduzimos uma trivializagdo. Assim, por
raciocinio idéntico ao de casos anteriores, uma reducao direta de I, seria trivial.

Logo, I3 ¢ ndo-trivial.

Para finalizarmos este caso (3.15), vejamos como podemos verificar que I3 ¢ uma
reducdo normal de I1. De acordo com o grau de complexidade da féormula A, acabamos de
provar que:

(1) A ocorre na prova principal, entdo a introdu¢do de A em I1; pode ser justificada
pela Regra de Repeticao;

(i1) A ocorre na prova principal, como no caso acima;

(ii1)) Se A ¢ do tipo C&D, entdo as formulas C e D ocorrem na prova principal, e
entdo A pode ser justificada, em I, pela Regra I - &;

(iv) Se A ¢ do tipo CvD, entdo a férmula C, ou a férmula D, ocorre na prova prin-
cipal, entdo A pode ser justificada, em I3, pela Regra I - v;

(v) Se A ¢ do tipo CoD, entdo a formula D ocorre na prova principal; entdo A pode
ser justificada, em I, pela Regra I - o;

Assim, o acréscimo da formula A no final de I'l,, pode ser justificado, em todos os
casos possiveis, por Regras de Introducao.

Logo, I'l; € ndo-trivial e constitui uma redu¢ao normal de IT.

3.2.12) O tultimo item de IT tem a Regra do Terceiro-Excluido (RTE) como justificativa.
Seja C o ultimo item de uma prova I1, na qual C ¢ resultante da prova subordinada
com suposi¢ao A e conclusdo C, e da prova subordinada com suposi¢do —A e conclusao C.

Seja I'l; a prova que resulta de IT retirando-se esse tltimo item.
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Esquematicamente:

H1 I1 H2 H3
Al Al A ’ 1 A’ 1
Ay Ay A A
A A C C
C C —A —A
—A —A C C
C
m C m C p<m pt1<m+1
m+1 C RTE

Se I5 for trivial, como IT, é ndo-trivial, entdo as formulas —C e C"™ devem necessa-
riamente ocorrer em I1l,.

Entretanto, como C ocorre em I1; e, portanto, em I, entdo I, seria trivial, mesmo
que —C ou C™ ocorressem em I, em uma das duas provas subordinadas.

Logo, como C ¢ introduzida por uma Regra Especial, 13 ¢ uma redu¢do normal

ndo-trivial de I'1, de comprimento <m+1.

3.2.13) O ultimo item de IT tem como justificativa a Regra DNC.

Seja —Av—B este ultimo item de Il. Seja I1l; a prova que resulta ao retirarmos
—Av—B de I1, e I'l; uma redugado de I'l; onde todos os seus itens sao justificados por Regras
de Introducao ou por Regra Especial . Seja I1; a prova que resulta de I, acrescentando-se

—Av—B, e suponhamos que IT; seja trivial.
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Esquematicamente:

IT; 1T I, 115

A1 1 A1 A’1 A 1

Ay k Ay A'q A’y

: : A&B A&B

—~(A&B) q  —(A&B) A A
B B

A m An

m+1 —-Av—B C C

—C —C
(::(n) C:(n)

—(A&B) I-—(res) —(A&B) I-—(res)

A’p A,p

pt1<m+1

Se IT; for trivial, entdo em I, ocorrem necessariamente as formulas —(—Av—B) e
(—Av—B)™.

Como nos casos anteriores, se em I, ocorre a formula (—=Av—B)™, entdo as formu-
las (=A)™ e (=B)™ ocorrem necessariamente como passos anteriores de I1,. Também € o
caso das formulas A™ ¢ B™ e das formulas (C;)™, 1<i<u, na prova principal, onde os C;

sdo as componentes de A ¢ B.
Se a formula —(—Av—B) ocorre em I1,, entdo ela é necessariamente introduzida por

aplicacdao da Regra I - —(res), a partir da féormula —Av—B. Porém, a tinica possibilidade de

se obter uma trivializacdo, em uma prova subordinada cuja suposi¢do ¢ —Av—B, ¢ que de
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—A e de —B sejam obtidas trivializagdes, logo, na prova subordinada ocorrem necessaria-
mente —A € ——B.

Entretanto, como —(A&B) ocorre em Iy, introduzida por uma Regra de Introducgdo
ou por uma Regra Especial, entdo ela ocorre por aplicacdo da Regra I - —(rest), em uma
prova subordinada cuja suposicao ¢ a formula A&B. Logo, a partir de A, ou a partir de B,
obtém-se em I, uma trivializagdo C, —C ¢ C"; o que garante que —A (ou —B) ocorre
necessariamente em [1,, ndo como suposicao de uma prova subordinada. Nessas condicoes,

—A, =—A ¢ (=A)™ (ou =B, =B ¢ (—B)™) ocorreriam em I, 0 que tornaria I, trivial.

Esquematicamente:
I,
A
A&B suposi¢ao
A E-&
B E-&
A (ouB) suposicao
C
—-C
c®
—A (ou—B) [ - —(rest)
—(A&B) I - —(res)
(—A)™
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(—B)"

(—Av—B)™

—-D
D(H)

A’

134

—Av—B
—A

—-B

-D

p®

suposi¢ao

suposi¢ao

I - —(res)

suposi¢ao

I - —(res)
E-v
E-v
E-v

I - —(res)



Caso a trivializacao nas provas subordinadas acima ocorra devido a componentes de
A e de B, ocorreria a trivializagcdo de I, pois essas componentes (Dj)(“), 15)<q (g=r), sao
tais que (Dj)(“) ocorre anteriormente na prova principal.

Portanto, I3 ¢ nao-trivial e constitui uma reducao normal de I'l, de comprimento

<m+l1.

3.2.14) O 1ultimo item de I'T tem como justificativa a Regra DND(rest).

Seja -A&—B o ultimo item de I, obtido por aplicagdo da Regra DND(rest).

Esquematicamente:

I, I1 I,

A1 1 A1 A’ 1

A® q A® (ou B(n)) A®

B® c B (ouA®™) B®
—(AvB) s —=(AvB) —(AvB)

Am Am A ’P

m+1-A&—B DND(rest) p<m

Como a formula —(AvB) ocorre em Iy, justificada pela Regra I - —(rest), de acordo
com o caso ja analisado, as formulas —A e —B ocorrem na prova subordinada cuja suposi-
cdo ¢ AvB.

Se I for trivial, como I, é ndo-trivial, entdo em Il, ocorrem necessariamente as
formulas ~(—A&—B) ¢ (wA&—B)™.

Como nos casos anteriores, se (-A&—B)™ ocorre em IT,, entdo as formulas (—A)™
e (—B)™ ocorrem necessariamente em IT,, em passos anteriores.

Se a formula —-(—A&—B) ocorre em I1,, entdo ela s6 pode ser obtida por aplicacao

da Regra I - (rest), a partir da formula —A&—B. Entretanto, neste caso, so seria possivel
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uma trivializacdo, a partir de ~A&—B, se tivéssemos uma trivializagao a partir de —A, ou a
partir de —B, ou de componentes de ambas; o que resultaria, necessariamente, na prova
subordinada cuja suposicdo ¢ —A&—B, a formula ——A, ou a férmula ——B, no primeiro ou
no segundo caso — no primeiro caso, teriamos na prova Il, as féormulas —A, ——A e
(—|A)(n) e, no segundo caso, teriamos as formulas —B, ——B e (—|B)(n); no terceiro caso, a
trivializacdo seria devida a componentes de A ¢ B e, como nos situacdes anteriores, tam-
bém ocorreria a trivializacao de IT.
Portanto, I3 ndo pode ser trivial.

I,
A’

A(n)

B(n)

AvB suposicao
A suposicao
C
—C
C(n)

—A I - —(res)
B suposi¢ao
C
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—-C
cw
—-B I - —(res)
C
—-C
pae
—(AvB) I - —(rest)
(—A)™
(—B)™
(—A&—B)"
—-A&—B suposicao
—A E-&
—B E-&
D
—-D
PO
—|(—|A&—|B) I-— (rest)
A’p

137



Acrescentando-se a I, a formula —A&—B obtemos I1s, que é ndo-trivial e constitui
uma reducao normal de I1, de comprimento <m+1.
Como caso particular, a trivializagdo poderia ser obtida numa prova subordinada a
partir de —A (ou —B):
—A&—B
—-A
—-B
—A

—-D

D(H)

E a prova reduzida seria:
—-A&—B
—-A

—-D

_l_lA
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3.2.15) O ultimo item de I'T tem como justificativa a Regra DNI(rest).

Seja ——A&—B o ultimo item de I, obtido por aplicacdo da Regra DNI(rest).

Esquematicamente:

I, I1 I,

A1 1 A 1 A’1

A q AD  (ou B™) A®

B® . B®  (ouA™) B®
—(A>B) s —(ADB) —(A>B)

m+1—-—A&—-B DNI(rest) p<m

Como a formula —(A>B) ocorre em I1,, justificada pela Regra I - —(rest), a partir
da formula ASB, entdo nessa prova subordinada ocorrem necessariamente as formulas
——A e —B.

Se I for trivial, como I, é ndo-trivial, entdo em Il, ocorrem necessariamente as
formulas —(——A&—B) ¢ (——A&—B)™.

™ ocorre em I1,, entdo as formulas

Como nos casos anteriores, se (——A&—B)
(—A)™ e (—=B)™ a antecedem em IT,.

A formula —(——A&—B) s6 pode ocorrer em I, por aplicagdo da Regra I - —(rest),
a partir da suposi¢do ——A&—B. Entretanto, de =——A&—B podemos obter uma trivializacao
se, e somente se, a obtivermos a partir de ——A, ou a partir de =B, ou de componentes de
ambas — no primeiro caso, teriamos necessariamente na prova subordinada a formula

———A ¢, no segundo caso, a formula ——B; no caso da trivializagdo devida a componentes

de ——A e —B, também ocorreria a trivializagao de I'l,, como em situagdes anteriores.
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Nos dois primeiros casos, teriamos uma trivializacdo em I1,, pelas formulas ——A,

———A e (——A)™ e, no segundo caso, teriamos as formulas —B, =—B ¢ (—B)™.

I,
A’y
A®
B
ASB suposicao
—AVvB
—-A suposicao
C
—-C
e
——A I- —|(res)
B suposicao
C
—-C
e
—-B I - —(res)
C
—-C
C(H)
—(A>B) I - —(rest)
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(——A)"

(—nB)(n)
(——A&-B)"
—A&—-B suposicao
_|_|A E = &
—-B E-&
——A (ou—B) suposicao
D
—-D
D™
———A (ou —|—|B) I- —|(rest)
D
—-D
D™
—(—— - - —(rest
(——A&—B) I - —(rest)
A’

Logo, I3 ¢ ndo-trivial e constitui uma reducao normal de I1, de comprimento <m+1.

Com os casos 3.1 a 3.2.15, completamos a demonstragao do teorema. O
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2.6 NORMALIZACAO PARA O SISTEMA DNC,,

A seguir, apresentamos a defini¢do de prova categorica consistente (ndo-trivial) e de

prova categorica normal para DNC,,.

Definicao 2.6.1 Uma prova categorica Il em DNC,, € normal se, e somente se, a ocorréncia
de toda férmula, que ocorre como um passo de I1, pode ser justificada por uma Regra de
Introdugdo ou pela Regra do Terceiro-Excluido (RTE), com possivel exce¢ao das formulas

de suas provas subordinadas.

Defini¢ao 2.6.2 No sistema DNC,, uma prova categorica I1 é consistente (ndo-trivial) se, e
somente se, ndo existe qualquer formula A tal que A e —A ocorrem como itens de I, exce-
¢do feita ao caso da ocorréncia de quaisquer dessas formulas apenas como suposi¢cdo de

prova subordinada; caso contrario, I'1 & inconsistente (trivial).

Teorema 2.6.3 (Teorema Fundamental). Toda prova categorica I1, em DNC,, de com-
primento menor ou igual a s é consistente (ndo-trivial), e tem pelo menos uma redugao X
que € consistente (ndo-trivial), normal e cujo comprimento nao ¢ maior que o comprimento

de I1.

Demonstragao:
Como no caso do Teorema Fundamental para os sistemas DNC,, 1<n<®, fazemos a

prova por inducdo sobre o comprimento s da prova.

1) No caso em que I é uma prova categdrica de comprimento s = 1, a demonstragdo ¢ idén-

tica a do Teorema 2.5.10.

2) Assumimos, como hipotese de inducdo, que o teorema se verifica nos casos em que

s =m, isto €, nos casos em que o comprimento da prova categorica ¢ <m.
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3) Vamos demonstrar o teorema para o caso s = m+1, isto €, em que a prova Il tem com-

primento s < m+1.

Se IT tem m+1 passos, seja I1; a prova que resulta, de I1, retirando-se o ultimo item.
Como IT; tem comprimento <m, entdo, por hipotese de indugao, I'T; € consistente e tem uma
reducdo consistente normal I1,, de comprimento menor ou igual a m. As formulas que ocor-
rem como itens de I'l; também ocorrem em I1,, e cada item de I, tem uma Regra de Intro-
dugdo ou a Regra do Terceiro-Excluido como justificativa.

Como no Teorema 2.5.10, temos que analisar todos os casos possiveis, de acordo

com as regras do sistema.

3.1) Nos casos em que IT tem apenas um item, ou tem mais que um item e o ultimo item da
prova I1 é uma prova subordinada, ou o ultimo item de IT ¢ obtido por aplicacdo da Regra

de Repeti¢ao (R), a demonstracao ¢ idéntica a do Teorema 2.5.10.

3.2) Consideremos o caso em que o ultimo item de I'l tem a Regra I - > como justificativa.
Sejam A>B o ultimo item de uma prova I1, e I'l; a prova que resulta de IT retirando-

se esse ultimo item. Pela hipdtese de inducao, como I1; tem comprimento m, seja I, uma

reducdo consistente de I1;, de comprimento <m, cujos itens sao justificados apenas por Re-

gras de Introducdo ou por RTE. Seja I3 a prova que resulta ao acrescentarmos (ADB) em

IT,.
Esquematicamente:
IT; I1 I, I1;
A1 A1 A . 1 A . 1
Am-k Am-k A ’p—d A ’p—d
A A A A
m B B p B B
m+l A>B (I-2) p<m ptl AoB (I->2)
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Suponhamos que 15 seja inconsistente (trivial).

Como IT; € consistente (ndo-trivial), entdo [1; — e, portanto I'l, — deveria ter necessa-
riamente como item a formula —(A>B), justificada, em DNC,, por uma Regra de Introdu-
¢do ou por RTE. Como, em DNC,, ndo ha Regra de Introdugdo da Negacdo, a féormula
—(A>B) ndo ocorre em I1; e, portanto, I1; € consistente.

Portanto, como A>B ¢ justificada pela Regra I - o, I3 ¢ uma reducao normal con-

sistente de I, de comprimento <m-+1.

3.3) Nos casos em que o ultimo item de I'1 tem como justificativa a Regra I - &, ou a Regra
I - v, ou a Regra do Terceiro-Excluido, ou a Regra E - &, ou a Regra E - v, ou a Regra

E - o, a demonstragado ¢ feita como no caso anterior e na demonstracdo do Teorema 2.5.10.

3.4) O ultimo item de IT tem a Regra E - —— como justificativa.

Seja A a ultima formula de IT, obtida a partir da formula ——A, por aplicagdo da

Regra E - ——.
Esquematicamente:
H1 I1 HZ H3
Ay 1 Ay A’y A’y
An Am A'p A'p
mt+l A p<m A
pt1<m+1

Por hipotese de inducdo, I, ¢ uma reducdo normal consistente de I1, isto ¢, em I1,
ocorre a formula ——A, justificada por uma Regra de Introdugdo ou por RTE.
Entretanto, em DNC,,, ndo ha Regra de Introducdo da Negacdo que justifique a o-

corréncia de formula do tipo ——A em I.
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Da mesma forma, em DNC,, a Regra do Terceiro-Excluido ndo pode justificar a
ocorréncia de ——A em Iy, pois, ndo existem Regras que justifiquem a prova de ——A a
partir de uma férmula C e a partir da formula —C

Portanto, em DNC,, uma férmula do tipo ——A ndo pode ocorrer como item na
prova categorica normal I,.

Entao, em DNC,, ndo pode existir uma prova categorica nas condi¢gdes deste caso.

0

2.7 A NAO-TRIVIALIDADE E A PROPRIEDADE DE SUBFORMULA
DOS SISTEMAS DNC,, 1<n<o.

Nesta secdo, como conseqiiéncia dos Teoremas de Normalizacdo, demonstramos
que os sistemas de deducdo natural de nossa hierarquia DNC,, 1<n<w, sdo nao-triviais.
Além disso, demonstramos que vale, para os sistemas DNC,, 1<n<w®, uma proprie-

dade especifica de subformula

Teorema 2.7.1 Qualquer formula da forma A&—A&A™ nio é demonstravel no sistema
DNC,, 1<n<w. Isto é:

Hpne, A&K—A&A™.

Demonstragao:

Pelo Teorema Fundamental (Teorema 2.5.10), se existir uma prova categorica I1 de
A&—A&A™ em DNC,, 1<n<w, existe uma reduc¢io normal ndo-trivial IT de IT.

Portanto, A&—A&A™ seria justificada, em IT", por Regra de Introducdo (Regra de
Introducdo da Conjunc¢do). Entdo. em I'1” ocorreriam necessariamente os itens A,—A e A"
o que trivializaria IT".

Logo, ndo existe, em DNC,, 1<n<w®, uma prova categorica de A&—A&A™. [
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Teorema 2.7.2 Os sistemas DNC,, 1<n<wm, sdo nao-triviais.

Demonstragao:

Imediata, pela Defini¢do 1.1.34 e pelo Teorema 2.7.1. 0
Teorema 2.7.3 Os sistemas DNC,, 1<n<w®, sdo consistentes. O
Demonstracao:

Seja a formula A e admitamos que existe uma prova de A, e existe uma prova de
—A.

Entdo, pelo Teorema 2.5.10, existem uma prova normal de A e uma prova normal
de —A, na qual a uUnica justificativa possivel para a prova da formula —A seria a Regra I -
—(rest) aplicada a suposi¢do A. Considerando-se, entdo, uma prova categdrica, que seja
uma reducao direta das duas provas categoricas mencionadas, teriamos uma prova trivial de

—A, 0 que ndo ¢ possivel pelo Teorema Fundamental. 0

Teorema 2.7.4 No sistema DNC,, ndo existe prova categorica de qualquer formula da

forma —A. Isto é:

|7LDNC0J —|A

Demonstragao:
Se existir uma prova categorica de uma formula da forma —A, pelo Teorema Fun-
damental para DNC,, (Teorema 2.6.3), existiria uma prova categérica normal IT de —A em

DNC,,. Ou seja, existiria uma prova categérica normal de —A, na qual —A seria justificada

por uma Regra de Introdugdo, o que ndo ¢ possivel em DNC,,. O
Corolario 2.7.5 —(A&—A) nao ¢é teorema de DNC,,. O
Corolario 2.7.6 O sistema DNC,, ¢ consistente (e nao-trivial). O
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A seguir, definimos subférmula.

Defini¢ao 2.7.7 Dada uma formula A:
1) A € subformula de A;
i1) Se =B ¢ uma subformula de A, entdo B ¢ uma subformula de A,

iii) Se B&C, BvC ou BoC ¢ uma subformula de A, entdo B e C sdo subformulas de A;

Teorema 2.7.8 (Principio de Subférmula para DNC,, 1<n<w). Toda ocorréncia de uma
formula, introduzida por Regra de Introdug@o, em uma prova categoérica normal IT de A, em
DNC,, 1<n<w, ¢ subformula de A, com possivel exce¢do das formulas que sdo suposi¢des
de aplicagoes da Regra do Terceiro-Excluido (RTE), ou das formulas que sdo antecedentes
de aplicagdes de Regras Especiais, ou das formulas que sao antecedentes de aplicacdes de

Regras de Eliminagao.

Demonstracao:
Segue das caracteristicas das Regras de Dedugdo dos sistemas DNC,, 1<n<w, da
definicdo de prova categdrica normal, da definicdo de subférmula e da demonstragdo do

Teorema Fundamental para esses sistemas. O

Teorema 2.7.9 (Principio de Subformula para DNC,,). Toda ocorréncia de uma férmula,
introduzida por Regra de Introdugdo, em uma prova categérica normal IT de A, em DNC,, é
subformula de A, com possivel excecdo das féormulas que sdo suposigdes de aplicagdes da
Regra do Terceiro-Excluido (RTE), ou das formulas que sdo antecedentes de aplicacdes de

Regras de Eliminacao.

Demonstragao:

Segue das caracteristicas das Regras de Dedugao do sistema DNC,,, da defini¢ao de
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prova categodrica normal, da defini¢do de subformula, e da demonstracao do Teorema Fun-

damental para esse sistema. O
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3 A HIERARQUIA DE SISTEMAS QUANTIFICACIONAIS
DE DEDUCAO NATURAL DNC,*, 1<n<o.

Neste capitulo, aplicamos o método de deducao natural, apresentado na Secao 2.1
do Capitulo 2 para os sistemas proposicionais DNC,, 1<n<m, para a introdu¢do dos siste-

mas quantificacionais DNC,*, 1<n<o.

Usamos as nog¢des de prova formal, prova subordinada, suposicdo, prova por intro-

ducdo e eliminagdo, etc., introduzidas no Capitulo 2.

Apresentamos a hierarquia de sistemas quantificacionais de deducdo natural
DNC,*, 1<n<o, ¢ demonstramos a equivaléncia entre cada sistema DNC,*, 1<n<o, ¢ o

correspondente sistema da hierarquia C,*, 1<n<m, de da Costa.

Conforme mencionado no Capitulo 2 e apresentado no ANEXO 1, na literatura,
além dos sistemas de dedugdo natural, a la Gentzen, associados aos calculos proposicionais
C,, 1<n<w, de da Costa, conhecemos apenas um “‘sistema de deducdo natural” associado
aos célculos de predicados de da Costa — o sistema NC,*, introduzido em Raggio 1978,

associado ao calculo C,* de da Costa.
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3.1 OS SISTEMAS QUANTIFICACIONAIS PARACONSISTENTES DE
PRIMEIRA ORDEM DE DEDUCAO NATURAL DNC,*, 1<n<o

A linguagem, as defini¢cdes, as convengdes, as notagdes, etc., para os sistemas

DNC,*, 1<n<wm, s3o as mesmas de C,*, 1<n<w, apresentadas no Capitulo 1.

. I3 . * ~ . r
Os sistemas logicos DNC,;, , 1<n<w, sao constituidos por dezenove regras de dedu-
~ ~ . * ~ .
¢do. As regras de dedugdo, para cada um dos sistemas DNC, , 1<n<w, sdo as regras intro-
duzidas para os sistemas proposicionais paraconsistentes DNC,, 1<n<w, conforme a Secao

2.1, Capitulo 2, com Regras de Transporte especificas, e regras para os quantificadores.

3.1.1 Regras de transporte
Repeti¢do (R): Numa prova, podemos transportar para o passo k, qualquer item
A(X), que ja ocorreu como item anterior no passo i na prova, na forma A(t), com t um ter-

mo que ¢ livre para x em A(X) .

1 A
2 A

i A®)

k A i,R
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Reiteragdo (Reit): Numa prova subordinada, podemos repetir qualquer item A(x),
da prova da qual ela é subordinada, na forma A(t).

Restri¢ao: t € um termo que € livre para x em A(X).

1 Ay

2 Ay

i A

m |A

p A(t) 1, Reit
m+k B

(Hﬂ‘k)ﬂ A(m+k)+l

3.1.2 Regras de introducao
Introdu¢do do Quantificador Universal (1 - V): Se a partir de um conjunto de for-
mulas {Aj, ..., Ax}, podemos deduzir uma conclusao A(x), entdo do conjunto {Aj, ..., Ay}

podemos deduzir como conclusdo VxAx(x), isto €, VXA(X).

Restricdo: a variavel x ndo ocorre livre em quaisquer formulas das quais A(x) € re-

sultante.
1 Ay
kA
P A®
; V:XA(X) p, -V
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Introdugdo do Quantificador Existencial (1 - 3): Se a partir de um conjunto de for-
mulas {Aj, ..., Ax}, podemos deduzir uma conclusdo A(t), entdo do conjunto {Aj, ..., Ax}
podemos deduzir como conclusdao IxA¢(x), isto €, IXA(x), na qual A¢(x) € o resultado de

substituir uma ou mais ocorréncias de t em A por X.

Restricao: t ¢ um termo que € livre para x em A(X).

1 Ay

k Ag

P A

t IxXA(X) p, -3

3.1.3 Regras de eliminacio
Eliminag¢do do Quantificador Universal (E - V): Se a partir de um conjunto de for-
mulas {Aj, ..., A}, podemos deduzir uma conclusdo VxA(x), entdo do conjunto {Aj, ...,

Ay} podemos deduzir como conclusdo Ax(t), isto €, A(t).

Restricao: t € um termo que € livre para x em A(X).

1 Ay

C A

I:) VEXA(X)

;1 AE(t) p,E-V
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Elimina¢do do Quantificador Existencial (E - 3): Se a partir de um conjunto de for-
mulas {Aj, ..., Ax}, podemos deduzir uma conclusao IxA(x), e a partir do conjunto {Aj, ...,
Ay, IXA(X), Ax(y)}, onde Ax(y) € uma suposi¢ao, podemos deduzir C, entdo do conjunto
{A4, ..., Ax} podemos deduzir como conclusdo C.

Restrigdo: y ¢ uma variavel que ndo ocorre livre em 3IxA(x), em C, ou em quaisquer
outras formulas, além da suposi¢cdo Ax(y), das quais a ocorréncia de C na prova subordina-

da é resultante.

1 A

k Ay

p IxA(X)

p+l Ax(y) SuUposi¢ao

q C

r C p, (p+1)_qa E-3d
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3.1.4 Regras Especiais
Distribui¢do da Negagdao no Quantificador Universal (D - —V): Se a partir de um

conjunto de formulas {A,, ..., A}, podemos deduzir as formulas Vx((A(x))™) e =VxA(x),

entdo do conjunto {Aj, ..., A} podemos deduzir como conclusdo Ix—A(X).
1 Ay
C A
b v;«A(x))(“)) (ou —VXA(x))
;1 ﬁvixA(X) (ou Vx((A(x)™)
; EIxE—|A(x) p,q, D -V

Distribui¢do da Negagdao no Quantificador Existencial (D - —3): Se a partir de um

conjunto de formulas {Aj, ..., A}, podemos deduzir as formulas Vx((A(x))"™) e —IxA(x),
entdo do mesmo conjunto {Aj, ..., Ax} podemos deduzir como conclusdo Vx—A(X).

1 A

k Ag

p Vx((AX)™) (ou —IxA(X))

¢ —IAW (ou Vx((A(x)™)

t Vx—-A(X) p,q,D-—3
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3.2 O SISTEMA QUANTIFICACIONAL PARACONSISTENTE DE
DEDUCAO NATURAL DNC,*

O sistema DNC,* de dedugdo natural ¢ constituido pelas regras introduzidas para os
sistemas DNC,*, 1<n<m, com excec¢ado das Regras I - —(rest), DNC, DND(rest), DNI(rest),
[-3—,1-V—-. Ouseja, DNC,* tem como regras: Regra de Repeticdo, Regra de Reiteracao,
Introducdo da Implicacdo, Introdugdo da Conjuncao, Introdugdo da Disjunc¢ao, Eliminacao
da Implicagdo, Eliminagdo da Conjuncao, Eliminacao da Disjun¢do, Elimina¢cdo da Dupla
Negacao, Regra do Terceiro-Excluido, Introdu¢do do Quantificador Universal, Introdugdo
do Quantificador Existencial, Elimina¢do do Quantificador Universal e Elimina¢do do
Quantificador Existencial.

Todas essas regras de deducdo apresentam idéntica formulagdo a apresentada para

DNGC,’, 1<n<o.

3.3 A EQUIVALENCIA LOGICA ENTRE OS SISTEMAS QUANTIFI-
CACIONAIS AXIOMATICOS C,*, 1<n<e, DE DA COSTA E OS COR-
RESPONDENTES SISTEMAS QUANTIFICACIONAIS DE DEDUCAO
NATURAL DNC,*, 1<n<o

A seguir, demonstramos a equivaléncia 16gica entre os sistemas quantificacionais
axiomaticos C,*, 1<n<w, de da Costa e os correspondentes sistemas quantificacionais de

deducao natural DNC,*, 1<n<m.

Teorema 3.3.1 Toda prova I1 de F, a partir de um conjunto I' de férmulas, em cada siste-
ma quantificacional axiomatico C,*, 1<n<w, de da Costa, pode ser transformada numa pro-
vaIl" de F, a partir do conjunto I de férmulas, no correspondente sistema de dedugao natu-

ral DNC,*, 1<n<o. Isto é,

'+ c * F=T I—])1\1Cn>!< F.
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Demonstracao:

Por indugao sobre o comprimento das provas de F, a partir de I', em C,*, 1<n<o.

1) Seja comp(IT) = 1. Neste caso, podem ocorrer 2 (dois) casos.
1.1) Se Fel, entdo, pela Regra de Repetigdo, temos uma prova I1" de F, a partir de I', em
DNC,*, 1<n<w, isto &,

I |_DNCn* F.

1.2) Se F ¢ um esquema de Axioma de C,*, 1<n<®, demonstramos que existe uma prova de
F em DNC,*, 1<n<w. Observamos que, em cada axioma de C,*, 1<n<w, sdo respeitadas
as restrigdes mencionadas no Capitulo 1.

Para o caso dos Axiomas proposicionais e da Regra Modus Ponens, a demonstragao
¢ idéntica a da Segdo 2.4. Apresentamos, aqui, as demonstra¢des para os Axiomas e Regras

quantificacionais.

Axioma 15  VxA(X)DA(t),

onde x ¢ uma variavel, A(X) ¢ uma formula e t ¢ um termo que ¢ livre para x

em A(X).
1 VxA(X) suposi¢ao
2 A(t), onde t € livre para x em A(X) ILE-V
3 VxA(X)DA(t) 1-2,1-o
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Axioma 16  A(t)>IxA(x),

onde x ¢ uma variavel, A(x) ¢ uma formula e t ¢ um termo que ¢ livre para X em

A(X).

1 A(t) suposi¢ao
2 IxA(x), com t livre para x em A(X) -3
3 A(t)D IxA(x) 1-2,1-o

Axioma 17 Vx((A(x))™)>(VxA(x))™.

1 Vx(A(x))™ suposigdo

2 —((VxA(x))™) suposi¢io

3 —((VXA(X))' &(VXA(X))’&...&(VXA(X))") 2, Definicdo 1.1.3
4 —((VXA(X)) )v=((VXA(X))*)v...v—=((VXA(x))") 3, DNC’

5 —((VxA(X))) suposi¢io

6 —(—(VXAX)&—(VXA(X)))) 5, Definigdo 1.1.1
7 VxA(X)&—(VxA(X)) 6,E - ——

8 VxA(X) T,E-&

9 —(VxA(x)) T,E-&

10 Ix—(A(X)) 1,9,D -V

11 —(A(y)), com y livre para x em A(X) suposicao

12 —((VxA(x))™) Suposi¢ao

13 VxA(X) 8, Reiteragao

14 A(y) 13,E-V

15 —-(A(y)) 11, Reiteracao

16 Vx(A(x))™ 1, Reiteragao

17 (A(y)™ 16,E -V

18 ——((VxA(x))™) 12-17,1 - —(res)

? Para a brevidade da prova, empregamos a forma da aplicagio reiterada da Regra DNC. Nas demons tragdes
que se seguem, devera estar subentendida a aplicacao reiterada da Regra DNC.
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19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

pt+l
pt2
p+3
pté
pt5

(VxAX)"”

(VxA(x)™

—((VxA(X)))
—(=((VXA(x))' &—(VxA(x))"))
(VXA(x))' &—((VXA(x))")
—~((VxA(X)))
—(=(VXA(X)&—(VXA(X))))
VXA(X)&—(VXA(X))
VXA(X)

—(VxA(X))

Ix—(A(X)

—((VxA(x))™)
VXA(X)

A(y)

—(A(y))
Vx(A(x))™
A(y)"
——((VxA(x)™)
(VxA(x)™
(VxA(x)™

| (VxXAX))

~(—((VXAX))" &—(VXA(X))"))
(VXA(X))"&—((VXA(x))")
—((VxA(x))")

—(—=((YXAX))"™ &—(VXA(X)™))

(VXA(X)™ &—((VXAX)™)
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—(A(y)), com y livre para x em A(X)

18, E - ——

10, 11-19, E - 3
suposi¢ao

21, Definicao 1.1.2
22,E - =
23,E-&

24, Definigao 1.1.1
25,E - ——
26,E-&
26,E-&

1,28, D -~V
suposi¢ao
suposi¢ao

27, Reiteracao
32,E-V

30, Reiteracao
1, Reiteracao
35,E-V

31-36, I - —(res)
37,E - ——
29,30-38,E - 3

suposicao

p, Defini¢ao 1.1.2
(p*1), E-—=

(p+2), E- &

(pt3), Definig¢ao 1.1.2
(pt4), E-—



p+6 —((VxA(X))") (p+5), E- &

p+7 —(—((VXA(X))"*&—(VXA(X))"?)) (p+6), Definicdo 1.1.2
pt+8 (VXA(X))"*&—(VxA(X))"?) (p+7), E - =

p+9 —((VxXA(x))"™?) (p+8) E-&

pri —(VXAR)") (pi)-1), B - &

ptitl —(=(VxAX)&—(VXA(X)))) (pti), Defini¢ao 1.1.1
ptit+2 VXA(X)&—(VxA(X)) (ptitl), E - ——
pti+3 VxA(X) (p+tit2),E- &

pti+t4 —(VXA(x)) (ptit2), E- &

pH+5 Ix—(A(X)) 1, (p+it+4), D - =V
ptit6 —(A(y)), com y livre para x em A(X) suposi¢ao

pHi+7 —((VxA(x)™) suposicao

pHi+8 VXxA(X) (pt+it3), Reiteracao
pH+9 A(y) (p+i+8), E - V

pti+10 —(A(y)) (pt+it6), Reiteracao
pHi+ll Vx(A(x))™ 1, Reiteracgdo

pHi+12 (A(y)™ (p+i+11),E -V
pHi+13 ——((VxA(x))™) (pH+7)-(p+it+12), I - —=(res)
p+it+14 (VxA(x))™ (p+i+13), E - ——
p+it+15 (VxA(x)™ (pHi+5), (p+i+6)-(p+i+14), E - 3
ptitl6 | | (VxA®x))™ 4,5-20,21-39, ..., p-(p+it+15), E - v
pH+17 | =(VxA(X))Vo(VxA(x))™ 2-(p+i+17),1->
pHi+18 (VxA(x)™ suposicao

ptitl9 | | (VxA(x)™ (p+i+18), Repeticio
p+i+20 —(VxA(x))™ suposigao

pHit2l | | —(VXA®X)"o(VxA(x)™ (p+i+17), Reiteragio
ptit22 | | (VxA(x)™ (p+i+20), (p+i+21), E -
pH+23 | (VxA(X)™) (p+i+18)-(p+i+19), (p+i+20)-(p+i+23), RTE
pHit+24 (Vx(A(x))™)>(VxA(x)™) 1-(p+i+23), I - o
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Axioma 18

1

O 0 N N »n B~ W

|\ TN NG T NG TR NG T NG T NG T NG T N T S e T T Y S G S G Y
N N L A WND =D 00NN R WD = O

Vx(A(x)) "> (3xA(x))™.
Vx(A(x)"

—~((FxAX)")

—~((FxA(X))'& ... &(IXA(X))")
—(AxXAX) )V ... v=(FxAX))")
—~((3xA(x)))
—(=(IXA(X)&—(IXA(X))))
IXA(X)&—(IxA(X))

IxA(x)

—(IxA(X))

Vx—A(X)

A(x)

Vx—A(X)

—(A(x))

Vx(Ax)"

(Ax)™

—((@xAx)™)

A(x)

—A(X)

(Ax)™
——((FxAX)™)
(AxAX)™)

(BxAX)™)

—~((@xA(X))’)
—~(=((FxAMX))' &—((FxA(x))"))
(FXAX))' &—((IxAX))")
—~((3xA(x)))
—~(—(IXA(X)&—(IXA(X))))
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suposi¢ao
suposi¢ao

2, Defini¢ao 1.1.3
3, DNC
suposicao

5, Definigao 1.1.1
6,E - ——
7,E-&

7,E-&
1,9,D-—3
suposi¢ao

10, Reiteracao
12,E-V

1, Reiteragdo
14,E-V
suposi¢ao

11, Reiteracao
13, Reiteracao
15, Reiteracao
15-19, I - —(rest)
20, E - =

8, 11-21,E -3
suposicao

23, Definigao 1.1.2
24, E - ——
25,E-&

25, Definigao 1.1.1



28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

p+l
pt2
p+3

p--i—i-f-l
ptit+2
ptit+3
pt+it+d

pHit5

IXA(X)&—(IXA(X))
IxA(X)

—(IxA(x))
VX—(A(x))

A(x)

Vx—-A(X)
—(A(X))
—((3xA(x)))
A(X)

—A(X)
vx(A)"
(Ax)™
——=((FxAX)™)
(GxAX)™)
(BxAX)™)

—((FxAX))")

—(—~((FxA(X))"" &—((FxA(x))""))
(AxA(x)" &—((FxA(X)™)

—((FxAX)"™)

~(FxAM))

—(=(IXA(X)&—(IXA(X))))

IXA(X)&—(IXA(X))
IxA(x)
—(3IxA(x))
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26, E - =
28,E-&
28,E-&
1,30,D-—3
suposicao

31, Reiteracao
33,E-V
suposi¢ao

32, Reiteracao
34, Reiteracao
1, Reiteragdo
38,E-V
35-39, I - —(rest)
40, E - ——
29,32-41,E -3

suposicao

p, Defini¢ao 1.1.2
(p+1), E - ==
(p+2),E- &

(pti), E- &

(pt+it+1), Definigao 1.1.1
(ptit2), E - ——
(pti+3), E- &

(pti+3), E- &



pH+6 Vx—A(X) 1, (pti+5), D - —3
pHit7 A(X) suposicao

pHit8 Vx—A(X) (p+i+6), Reiteragcdo
pti+9 —(A(x)) (p+i+8),E -V

p+i+10 Vx(A(x))™ 1, Reiteragdo

pHi+11 (A(x)™ (p+i+10), E - V

ptHi+12 —((FxA(x))™) suposi¢io

pt+i+13 A(x) (p+i+7), E - &

pti+l4 —A(X) (p+i+9), E - &

pt+i+15 (A(x))™ (p+i+11), Reiteragio
p+it+16 ——((3xAX)™) (pHi+12)-(p+it+15), I - —(rest)
pti+17 ((FxA(x)™) (p+i+16), E - ——
ptHi+18 (IxA(x))™) (p+i+4), (p+i+7)-(p+i+17), E - 3
pH+19 | | (FxA®X)™) 4,5-22,23-42, ..., p-(p+i+18), E - v
pH+20 | =((3xAX))™)>((IxA(x)™) 2-(p+i+19),1->
pHi+21 (AxAKX)™) suposigdo

pHi+22 (AxA(X)™) p+i+21, Repeticdo
p+Hi+23 | | —((FxA®X)™) suposi¢io

pHit24 | | =((FxAX)™)>((IxA(x))™) (p+i+20), Reiteragio
pHit+25 | | (FxA®X)™) (p+it+23), (p+i+24), E-
p+it26 | ((FxA(X))™) (p+i+21)-(p+it+22), (p+it+23)-(p+i+25), RTE
pH+27 (Vx(A(X))™)>((3xA(x)™) 1-(p+i+26),1- >
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Axioma 19 Se A e B sdo congruentes, entdo C,* A=B.

Supomos que A e B sejam congruentes, em DNC,*, 1<n<w.

a) A e B sao formulas do tipo universal, tal que A ¢ VxC(x) e B ¢ VyC(y).

1 vxC(x) suposicao

2 C(y) LE-V

3 VyC(y) 2,1-V

4 VxC(x)oVyC(y) 1-3,1-o

5 VyC(y) suposi¢ao

6 C(x) 5,E-V

7 vxC(x) 6,1-V

8 VyC(y)oVxC(x) 5-7,1-o

9 (VxC(x)oVyC(y))&(VyC(y)oVxC(x)) 4,8 1-&

10 vxC(x)=VyC(y) 9, Defini¢do 1.5

b) A e B sdo formulas do tipo existencial, tal que A ¢ IxC(x) e B € FyC(y).

1 IxC(x) suposi¢ao

2 C(y) suposicao

3 JyC(y) 2,1-3

4 JyC(y) 1,2-3,E-3
5 IxC(x)oIyC(y) 1-4,1-o

6 JyC(y) suposi¢ao

7 C(x) suposicao

8 IxC(x) 7,1-3

9 IxC(x) 6,7-8,E -3
10 FyC(y)>3xC(x) 6-9,1-o
11 (xC(x)>IyC(y))&(FyC(y)>IxC(x)) 5,10,1- &
12 IxC(x)=3yC(y) 11, Definicao 1.5
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ii. (Hipotese indutiva) Admita’mos que para toda prova I1 de F, com comp(IT)< k, a partir
de um conjunto I'" de férmulas, em cada sistema quantificacional axiomatico C,*, 1<n<o,
existe uma prova I1" de F, a partir do conjunto I" de formulas, no correspondente sistema de

dedugdo natural DNC,*, 1<n<m.

Demonstremos o resultado para comp(IT) = k, ou seja, para o caso em que F ¢é obti-

da, na prova I' - ¢_* F, no k-ésimo passo.

1ii. Seja a prova I1 de F, a partir de um conjunto I' de formulas, em C,*, 1<n<m, tal que

comp(IT) = k.

iii.1) Fel’

Neste caso, a demonstracao ¢ idéntica ao caso (i.1).

1i1.2) F ¢ um esquema de Axioma de C,*, 1<n<om.

Neste caso, as demonstragdes dos Axiomas 15 a 19 sdo idénticas ao caso (i.2).

iii.3) F, o passo k-ésimo na prova I' - ¢ _* F, € conseqiiéncia de aplicag¢do de alguma regra

de prova de C,*, 1<n<w, em formulas que antecedem F na prova.

i11.3.1) No caso de aplicacdo da Regra Modus Ponens, a demonstracao ¢ idéntica a da Secao

2.2.
111.3.2) Regra II CoA(x)

CoVxA(x), onde x € uma varidvel, A(x) ¢ uma formula, C ¢ uma

formula em que x ndo ocorre livre.
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A formula F é uma formula do tipo CoVxA(X), € ocorre no passo k, por aplicagdo

da Regra II a uma férmula do tipo C>A(X) que ocorre num passo m anterior a k na prova

em C,*.

Neste caso, temos que I' ¢ _* COA(x).

Pela hipotese de indugdo, temos

r FbNc, * CoA(x), onde C ¢ uma formula em que x ndo ocorre livre. Assim,

s CDA'(X)

st1 CoA(y)

st+2 C

s+3 CoA(y)
st+4 A(y)
st+5 Ay(x)
st6 VXxA(X)

s+7 CoVxA(X)

suposi¢ao
s+1, Reiteracao

st2,st3, E->

st+5,1-V
(s+2)-(st+6),1->

Observamos que a restricdo da Regra I -V de DNC,*, 1<n<w, ¢ obedecida, pois, a

variavel x ndo ocorre livre na féormula C.

1i1.3.3) Regra II1

A(x) oC

IxA(x)DC, onde x ¢ uma varidvel, A(x) ¢ uma formula e C ¢ uma

formula na qual x ndo ocorre livre.

A férmula F ¢ uma férmula do tipo IxA(x)>C, e ocorre no passo k, por aplicagdo

da Regra III a uma formula do tipo A(x) >C que ocorre num passo m anterior a k na prova

em C,*.

Neste caso, temos que I' ¢ * A(x) oC.

Pela hipotese de inducao, temos

I' Fpne,* A(x)D2C, onde C ¢ uma formula em que x ndo ocorre livre. Assim,
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s AXx)>C

st+1 IxA(x) suposicao

s+2 A«(y), onde y ndo ocorre em C e nao ocorre livre em IxA(X) suposicao
s+3 A(x)oC s, Reiteracao

st+4 Ax(y)oC s+3

st+5 C (st2), (st4),E->

s+6 C (st1), (s+2)-(s+5), E -3

s+7 IxA(x)oC (st1)-(s+6),1->

Observamos que a restricdo da Regra E -3 de DNC,*, 1<n<®, ¢é obedecida, pois, a

varidvel y ndo ocorre em C, y ndo ocorre livre em IxXA(X).

Portanto:

SeI” Fc* F, entdo I Fpnc * F. O

Teorema 3.3.2 Toda prova II de F, no sistema quantificacional axiomatico C,*, de da

Costa, pode ser transformada numa prova I1" de F, no correspondente sistema de dedugao

natural DNC,*. Isto é,

Demonstragao:

Fl—cw* F = F"DNC(D* F.

Demonstracdes idénticas as do teorema anterior, excluindo-se os casos dos Axiomas

11-14, e Axiomas 17 e 18. O
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Lema 3.3.3 Em C,*, 1<n<w, os seguintes esquemas de formulas sdo teoremas:

a)  (VX(A®X)")D(=VXAX)DIX—(A(X))).
b  (VX(AX))D(—IX(AX)DVX(AX))).
Demonstragio:
a) ke, (VX(AX)M)D(=VXAR)DIX(A(X))).
1 Vx(A(X))", 2VXA(x), A(X) Fc,* A(X) propriedade do ¢ *
2 VX(A(X)"™, 2VXAX), A(X) Fc," Vx(A(x)™ propriedade do k¢, *
3 VX(A(X)"™, 2VXAX), AX) Fc,* VX(AX)">((Vx(A(x)))™) Axioma 17, propc, *
4 Vx(A(X)", 2VXA(X), A(X) c,” (VX(A(x))" 2,3, MP
5 —VXA(X), AX) c,* VX(A(X)">A(x) 1, MtD
6 —VXA(X), A(X) c,* VX(A(X))"SVXA(x) 5, Regra Il
7 VX(A(x)"™, 2VXA(X), AX) ¢, VX(A(X))"SVXA(x) 6, propriedade do ¢, *
8 VX(A(X)"™, 2VXA(X), A(X) Fc,” VXA(X) 2,7, MP
9 Vx(A(X)", 2VXA(X), A(X) ¢, —VXA(X) propriedade do ¢, *
10 Vx(AX)™, =VxA(X), AX) Fc,* (VX(A(x)) ">

(VXA (X)D(((VXA(X))™)&—VXA(X))) Axioma 5, prop Fc,*
11 Vx(AX)™, 2VXA(X), A(X) c,* (=VXA(X)D((VXA(X))™)&—VXA(X)) 4, 10, MP
12 Yx(AX)™, 2VXA(X), A(X) c,* (VXA(X)V&-VXA(x) 9, 11, MP
13 Yx(AX)™, 2VXA(X), A(X) ¢, *

(((VXAX)™)&=YXAX)2(VXAX)D((YXAX) )&V XA (X)) & VXA(X)))

Axioma 5, prop +c,*
14 Vx(AX)™, 2VXA(X), A(X) ¢, * (VXAX)D((((VXA(X) )&V XA (X)) & VXA(X))
12,13, MP

15 Vx(AX)™, =VxA(X), A(X) Fc,* (VXAX)) )&V XA(X))&VXA(X)) 8,14, MP
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16

17

18
19
20

21

22
23
24
25
26
27
28

b)

Fe,” (VXAX))™)&—VXA(X))& VXA (X))D—(A(X)) Teorema 1.1.9-(vii)
Vx(A(x))("), = VXA(X), A(X) ¢ * (VXA(X))™)&—VXA(X))& VXA (X)) D—-A(X)

16, propriedade do ¢ *

VX(A(X)", 2VXA(X), A(X) ¢, —A(X) 15, 17, MP
Vx(A(X)", 2VXAX) k¢, A(X)D—A(X) 18, MtD
e, (A(X)D—A(X)D(—A(X)v-A(X)) Teorema 1.1.9-(vii1)

VX(AX)"™, 2VXAX) Fe,” (AX)D=AX)D(-AX)V-A(X))

20, propriedade do -, *
VX(AX))", ZVXA(X) Fc,* (-AX)V—A(X)) 19,21, MP
Fc," (CAX)V-A(X)D(—A(X)) Teorema 1.1.9-(ix)

VX(A(X)"™, 2VXAX) k¢, (-AX)V-A(X))D(-A(x)) 23, propriedade do ¢, *

VX(A(X)"™, 2VXA(X) ¢, * —A(X) 22,24, MP
Vx(A(X)", 2VXA(X) ¢, * Ix-A(X) 25, Axioma 15, MP
VX(AX)™ ¢ * —VXA(X)DIx-A(X) 26, MtD

Fc,” VX(A(X) V(= VXA(X)>Ix—(A(X))) 27, MtD

Fe,” (VX(A(X)™)D(~Ix(A(X))DVx—(A(X))).
Vx(A(x)™, =3xA(x), A(X) e, A(X) propriedade do ¢ *
Vx(A(X))", —IXA(X), A(X) ¢, Vx(A(x)" propriedade do ¢, *

VX(A(X)"™, =3XA(X), A(X) c,* (VX(AX))™)>((IxA(x))"™) Axioma 18, prop i, *

Vx(A(X)", =IXA(X), A(X) -c,* (IxA(xX))" 2,3, MP

Fc," A(X)DIXA(X) Axioma 16
Vx(A(X)"™, 23XA(X), A(X) ¢, * A(X)DIXA(X) propriedade do ¢, *
Vx(A(X))™, —IXA(X), A(X) ¢, IXA(x) 1,6, MP
Vx(A(x))™, =3xA(x), A(X) Fc," —IXA(X) propriedade do t-c_*
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9 Vx(AMX)"-IXAX)A®) Fc,” ((XAX)D(-IXAX)D((FXAX)™)&—TXA(X)))
Axioma 5, prop c*
10 Vx(AX)™, =3IXA(X), A(X) Fc,* (—IXAX)D(IXA(X)™V)&—IXA(X))) 4, 9, MP
11 Vx(AX)™, =3IxA(X), A(X) ¢, (AXAX)™)&—IxXA(x)) 8, 10, MP
12 Vx(AX)™, ~IxXA(X), A(X) Fc,*
((GXAX)™)&-IXAX))DEXA(X)D((FXA X)) &—IXA (X)) &IXA(X)))
Axioma 5, prop Fc,”
13 Vx(AX)™, —=3IxA(X), A(X) Fc¢,* (FXAX)D((FXAX))™)&—TXA(X)&IXA(X)))
11, 12, MP
14 Yx(AX)™, -IXAX), A(X) ¢, (AXAX)™)&—IXA(X))&IXA(X))
7,13, MP
15 ke, (AxAX)™)&—IXA(X)&IXA(X))>—(A(X)) Teorema 1.1.9-(vii)
16 Vx(AX)™, =3IXA(X), AX) Fc,* (FXAX))™)&—IXA(X))&IXA(X))D—(A(X))

15, propriedade do ¢ *

17 Vx(AX)™, —=3IxA(X), A(X) F¢,* —(A(X)) 14, 16, MP
18 Vx(AX)™, =IXA(X) -c,* AX)D>—(A(X)) 18, MtD
19 Fc,” (A(X)D—A(X)D(—A(X)v—A(X)) Teorema 1.1.9-(vii1)

20 Vx(AX)™, —IXAX) c,* (AX)D-AX))D(—AX)V-A(X)) 19, prop ¢ *
21 Yx(AX)™, —IXARX) c," (—AX)V—A(X)) 18, 20, MP
22 Fc," (FAX)V-A(X)D(—A(X)) Teorema 1.1.9-(ix)

23 Vx(AX)"™, 2IXA(X) ¢, * (-AX)V-AX)D(—A(X)) 22, propriedade do ¢ *

24 Ux(AX)™, —3XA(X) ¢, (-A(X)) 21,23, MP
25 Vx(AX)V ke, (-IXA(X)D(—A(X)) 24, MtD
26 Vx(AX)" ke, (-IXAX)D(VX(-A(X)) 25, Regra II
27 k¢, VX(A®X)VD(—IXA(X)DVX—(A(X))) 26, MtD
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Teorema 3.3.4 Toda prova I1" de F a partir de um conjunto I" de férmulas, em cada siste-
ma quantificacional de deducdo natural DNC,*, 1<n<w, pode ser transformada numa prova
IT de F, a partir do conjunto I' de formulas, no correspondente sistema axiomatico C,*,

1<n<m, de da Costa. Isto é,

T "DNCn* F=T I—cn* F.

Demonstragao:
Por inducdo sobre o comprimento das provas de F, a partir de I, em
DNC,*, 1<n<o.

Por hipétese, temos que I -+ DNC, * F, 1<n<o.

1) Seja comp(IT) = 1
i.1) Se FeTI', entdo ¢ imediato que

rl—cn* F.

i1) (Hipotese indutiva) Admitamos que toda prova IT" de F, com 1< comp(IT") <k, a partir
de um conjunto I' de formulas, em cada sistema quantificacional de deducgdo natural
DNC,*, 1<n<m, pode ser transformada numa prova IT de F, a partir do conjunto I" de for-

mulas, no correspondente sistema axiomatico C,*, 1<n<ow.

Demonstremos o resultado para comp(I1) = k, ou seja, para o caso em que F ¢ obti-

da, na prova I' pnc,* F,no k-€ésimo passo.

iii) Seja a prova I1" de F, a partir de um conjunto I' de formulas, em DNC,*, 1<n<w, tal

que comp(IT") = k. Entdo, podem ocorrer 2 (dois) casos.

170



iii.1) Fel'

Neste caso, a demonstracao ¢ idéntica ao caso (i.1) acima.

iii.2) F € obtida na prova, em DNC,*, pela aplicagdo de uma regra de prova.

i11.2.1) F ¢ conseqiiéncia da aplicagdo da Regra de Repeti¢ao (R).
Neste caso, F ja ocorre na prova, num passo s<k.
Logo, pela hipdtese de indugao:

I I—Cn* F.

i11.2.2) F ¢ a formula VxA(x), obtida por aplicacdo da Regra de Introdugdo do Quantifica-

dor Universal (I - V) de DNC,*. Temos, esquematicamente:

1 Ay

m o A,

h A(X)

k VXA(X) h,[-V

onde a variavel x ndo ocorre livre nas formulas das quais A(x) € resultante.

Isto ¢, I' - pnc,* A(X), em uma prova de comprimento menor que k.

Pela hipotese de inducao, temos
I'- c, * A(X)

Portanto,
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1 ke * A(X)

2 A(X) ¢, * VXA(X) Teorema 1.2.1-(10)

3 Fc,* A(X) DVXA(X) 2, MtD

4 Fc, * VXA(X) 1,3, MP

5 [ ¢, * VXA(X) 4, propriedade do + ¢ *
Ou seja,

I'~ C,* F.

ii1.2.3) F ¢ a formula 3xA(x) obtida por aplicacdo da Regra de Introducdo Quantificador
Existencial (I - 3) de DNC,*. Temos,

1 Ay

m Anm

h A(t)

k IxA(X) p,1-3

onde t ¢ um termo que ¢ livre para x em A(X).

Isto &, T" - pnc,* A(t), numa prova de comprimento menor que k.
Pela hipotese de indugdo, temos

[ * A(D).

Portanto,

1 [ * A(Y) h<k e t ¢ um termo que € livre para x em A(X)
2 [, * A()DIXA(X) Axioma 16

3 [ * IXA(X) 1,2, MP

Ou seja,

T I—Cn* F.
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1i1.2.4) F ¢ a formula A(t), obtida por aplicagdo da Regra da Eliminacdo do Quantificador
Universal (E - V) de DNC,*. Temos,

1 Ay

m o A

h VEXA(X)

k Aj(t) p,E-V

onde t ¢ um termo que ¢ livre para x em A(X).

Isto &, I' - pnc,* VXA(X), numa prova de comprimento menor que k.

Pela hipdtese de indugdo, temos
[k ¢ * VXA(X).

Portanto,

1 ['Fc * VXA(X)

2 [ * VXA(X)DA() Axioma 15
3 [ ¢, * A(Y) 1,2, MP
Ou seja,

I Fc,* F
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111.2.5) F ¢ a formula C, obtida por aplicagdo da Regra da Eliminagdo do Quantificador E-

xistencial (E - 3) de DNC,*. Temos,

da.

que k.

1 Ay

m Ak

p IxXA(X)

pt+1 Ax(y) suposicao

q C

k C p, (pt1)-q, E -3

onde x e y sdo variaveis que nio ocorrem livres em C ou em qualquer premissa da-

Isto é, ' — DNC, * IxA(x) eI, Aly) + DNC, * C, numa prova de comprimento menor

Pela hipotese de inducao, temos

' IxA(X) e I', Ax(y) Fc* C.

Portanto,

1 ['c," IXA(X) Hipotese

2 [, Ay) ¢,  C Hipotese

3 ['Fc" A(y)>C 2, MtD

4 [ Ax)>C 3, Axioma 19
5 I'Fc¢," IxA(x)>C 4, Regra IV
6 I'tc*C 1,5, MP

Ou seja,

I' C,* F.
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111.2.6) F ¢ a formula 3x—(A(x)), obtida por aplicacdo da Regra de Distribuigao da Negacao
no Quantificador Universal (D - —V) de DNC,*. Temos,

1 Ay

m A

b VR(AN)™) (ou —xA(x))

Qg —VxAR) (ou Vx((A®)™)

k Ix—A(X) p,q, D-—V

Istoé, '+ DNC, * Vx((A(x))(")) el — DNC,* —VxA(X), em uma prova de comprimen-

to menor que k.
Pela hipotese de indugdo, temos

T'tc * VX(AX)™) e T ¢ * —VXA(X).

Portanto: de I' ¢ _* Vx(AX)™) e T+ c,* ~VXA(x) e Lema 3.3.3 (a), por apli-
cagoes de MP, temos

[k, Ix-A(X).

Ou seja,

T I—Cn F.
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111.2.7) F ¢ a formula Vx—(A(x)), obtida por aplicagdo da Regra de Distribuicdo da Nega-

¢do no Quantificador Existencial (D - —3) de DNC,*. Temos,

1 Ay

m A

p v;((A(x))“)) (ou —IxA(x))

q ﬁaixA(x) (ou Yx((A(X)™))

i< vXEﬁA(x) p,q, D -—3

Isto ¢, I' - pne, * Vx(AX)™) e+ pNc,* —IXA(X), em provas de comprimento

menor que k.

Pela hipotese de indugdo, temos
T'c* VX(AX)™) e Tk ¢ * ~IxA®X).
Portanto, de I' - ¢ = Vx(AX)™) e T+ c,* ~3XA(x) e Lema 3.3.3 (b), por aplica-

¢oes de MP, temos
['Fc," VX—-A(X).
Ou seja,

T I—cn F.
Assim, completamos a demonstragao do teorema. O

Teorema 3.3.5 Toda prova I1" de F, a partir de um conjunto I' de formulas, no sistema de
deducao natural DNC,*, pode ser transformada numa prova IT de F, a partir do conjunto I"

de formulas, no correspondente sistema proposicional axiomatico C*. Isto €,

T |_DNC(,J* F=T |_Coa* F.
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Demonstracao:

Demonstracdes idénticas as do teorema anterior, excluindo-se os casos das regras:
Introducdo Restringida da Negacao (I - —(rest)), Distribui¢do da Negag¢do na Conjuncao
(DNC), Distribui¢do Restringida da Nega¢do na Disjun¢ao (DND(rest)), Distribuicdo Res-
tringida da Negacdo na Implicagdo (DNI(rest)), Distribuicdo da Negagdo no Quantificador

Universal (D - —V) e Distribuicdo da Negacao no Quantificador Existencial (D - —3). []

Como uma conseqiiéncia imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte teo-

rema de equivaléncia.

Teorema 3.3.6 Os sistemas quantificacionais axiomaticos C,*, 1<n<w, de da Costa, sdo
logicamente equivalentes aos correspondentes sistemas quantificacionais de dedugdo natu-

ral DNC,*, 1<n<m. Isto ¢,

I I—Cn* Fe T I—])Ncn* F. O

Colorario 3.3.7 Toda prova IT de F, em cada sistema quantificacional axiomatico C,*,
1<n<w, de da Costa, pode ser transformada numa prova categorica I1" de F, no correspon-

dente sistema de deducao natural DNC,*, 1<n<m, e vice versa. Isto é,

Fc * Fo - DNC, * F.

Demonstragao:

Pelos teoremas anteriores, basta tomar I' = . O

Introduzimos, no ANEXO 3, uma outra hierarquia de sistemas quantificacionais de
deducdo natural aDNC,*, 1<n<w, ¢ demonstramos diretamente que esses sistemas sdo lo-
gicamente equivalentes aos sistemas correspondentes da hierarquia de sistemas quantifica-

cionais de deducao natural DNC,*, 1<n<.
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3.4 NORMALIZACAO PARA OS SISTEMAS QUANTIFICACIONAIS
DNC,* 1<n<m.

Nesta se¢do, demonstramos um Teorema de Normalizagdo, a la Fitch, para os sis-
temas DNC,*, 1<n<w, nos moldes da demonstracio do teorema obtido para os sistemas
proposicionais DNC,, 1<n<o.

A seguir, como conseqiiéncia do Teorema de Normalizacdo, demonstramos direta-
mente a nao-trivializacdo e a consisténcia dos sistemas DNC,*, 1<n<wm; e obtemos um

principio de subformula adequado aos sistemas paraconsistentes DNC,*, 1<n<m.

As defini¢cdes de prova categoérica, resultante, comprimento de uma prova formal,

reducdo direta, reducdo de uma prova sdo as mesmas introduzidas na Secdo 2.5.

A seguir, apresentamos a defini¢do de prova categorica ndo-trivial para DNC,*,

1<n<o.

Defini¢do 3.4.1 Uma prova categoérica IT em DNC,*, 1<n<w, ¢ normal se, e somente se, a
ocorréncia de toda formula, que ocorre como um passo de I1, pode ser justificada por uma
Regra de Introducdo ou por uma Regra Especial, com possivel exce¢do das férmulas de

suas provas subordinadas.

Definicao 3.4.2. Para cada sistema DNC,*, 1<n<w®, uma prova categorica I1 é ndo-trivial
se, € somente se, entre os seus itens nao ocorrem formulas do tipo A, —A ¢ A(“), excec¢ao
feita aos casos: 1) ocorréncia de qualquer dessas formulas apenas como suposi¢ao de prova
subordinada; ou ii) ocorréncia dessas formulas apenas como conseqiiéncia direta interna de
férmulas que constam apenas numa prova subordinada, que justifica uma aplicacdo da Re-
gra de Introdugdo Restringida da Negacao (I - —(rest)) na prova da qual essa prova ¢ subor-

dinada.
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Com relagdo as provas categoricas, em DNC,*, 1<n<wm, demonstramos o seguinte

Teorema de Normalizagao.

Teorema 3.4.3 (Teorema Fundamental). Toda prova categorica IT em DNC,*, 1<n<w, de
comprimento menor ou igual a s € ndo-trivial, e tem pelo menos uma redugdo £ que ¢ nao-

trivial, normal e cujo comprimento nao ¢ maior que o comprimento de IT.

Demonstragao:

Fazemos a demonstracdo por indugdo sobre o comprimento s, como na demonstra-
¢ao do Teorema 2.5.10.

Pelo Teorema Fundamental para os sistemas DNC,, 1<n<w, basta demonstrarmos
0s casos em que o ultimo item da prova IT - de comprimento <m+1 -, tem como justificati-
va uma das Regras especificas dos sistemas DNC,*, 1<n<® - isto é, uma das Regras de
Introducao de Quantificadores, de Eliminagao de Quantificadores, ou das Regras Especiais.

Dada a prova I, seja I'l; a prova que resulta, de I, retirando-se o ultimo item.

1) Consideremos o caso em que a ultimo item de IT tem como justificativa a Regra de In-
trodugdo do Quantificador Universal (I - V).

Seja, portanto, VxA(x) o ultimo item de IT, tal que A(x) ocorre como um item ante-
rior de I, e x ndo ocorre livre nas formulas Ay, ...., Ax das quais A(x) € resultante.

Pela hipotese de inducdo, como IT; tem comprimento m, menor que m+1, entdo I1;
¢ consistente e tem uma reducdo ndo-trivial normal I1,, de comprimento menor ou igual a
m. Seja 15 a prova que resulta ao acrescentarmos VxA(x) a I, e suponhamos que I1; seja

trivial.
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Esquematicamente:

IT; IT I I1;
A1 A1 A’l Arl
Ag Ay A'q A’q
A(x) A(x) A(x) A(x)
m A, m Anm p A’ p A'p
m+l  VxA(x) [-V p<m ptl  VxA®X) I[-V
pt1 <m+l

Como I, ¢ ndo-trivial, entdo I1; — e, portanto, I'l, — deve ter necessariamente como
itens as formulas (VxA(x))™ e —~(VxA(x)), justificadas por Regra de Introducdo ou Regra
Especial. Se (VxA(x))™ é um item que ocorre em I, justificado por Regra de Introdugo
ou Regra Especial, entdo (VxA(X))', (VXA®X))% ..., (VXA(x))" sdo itens de I, também
justificados por Regras de Introdu¢do ou Regras Especiais.

Para que (VXA(x)), 1<i<n, ocorra em II,, & necessario que cada item
—((VXA(X)& —(VXA(X))), =((VXA(X))' &—(VXA(X))), ..., =((VXAX))"' &—(VxA(x))")
seja introduzido pela Regra I - — (rest) — veremos que, para que isso seja possivel, ¢ neces-
sario que Vx(A(x))™ ocorra como um item prévio da prova e, portanto, (A(x))™ também
ocorra como um item de I'l.

A seguir, apresentamos um esquema geral da prova I1y:
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A(x)

—~(VXA(X))

(A:(X))(“)

Vx(A(x))"

(VXA(X))' &(VXA(X))*& ... &(VXA(X))"
(VXA(X)"

A’P

Agora, apresentamos um esquema da prova de (VxA(X))'&(VxA(x))\’& ...

&(VxA(x))™
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(VxA(x))&—(VxA(X))
(VxA(X))

—(VxA(x))

Vx(A(x)"

Ix—A(X)

—A(y)
—((VxA(X))™)
—A(y)
(VXA(X))
Vx(A(x))™
A(y)
(Ay)™
——((VxAx))™)
(VxAx)™)
(VxAX)™)

—((VxA(x))&—(VxA(X)))

(VXA(x))'

(VXA(X))' &—((VXA(x)))
(VXA(X))'

—~((VXA(X)))'
——((VXA(X))&—(VXA(X)))
(VXA(X))&—(VXA(X))
(VXA(x))

—(VxA(x))

" Onde y ¢ livre para x em A(X) e y ndo ocorre livre em ((VxA(x))™)
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suposicao
E-&
E-&
Reiteracao
D-—V
suposicio'”
suposi¢ao
Reiteracao
Reiteracao
Reiteracao
E-V

E-V

I - —(rest)
E-—
E-3

I - —(rest)
Definicao 1.1.1
suposicao
E-&
E-&
Defini¢ao 1.1.1
E-—
E-&
E-&



Vx(A(x)"
Ix—A(X)

—A(Y)

(VxA(x)™)

—((VXA(X))' &—((VXA(X))")
(VXA(x))’

—((YxA(x))™)
—A(y)
(VXA(x))
Vx(A(x)"
A(y)

Ay)™

——((VxA(x))™)
(VxA(x)™)

(VXAX)™ &—((VXAX)™)

(VXAX)™!

—((VXA(X))"

(VxA(X)™)

—((VXAX))"' &—((VXAX))"))
(VXA(x))"

(VXA(X))' &(VXA(X))’& ... &(VXA(X))"
(VxAx)™

""'Onde y ¢ livre para x em A(X) e y ndo ocorre livre em ((VxA(x))™)
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Reiteracao
D-—V
suposi¢do'’
suposi¢ao
Reiteracao
Reiteracao
Reiteracao
E-V
E-V

I - —(rest)
E-—
E-3

I - —(rest)

Defini¢ao 1.1.2

suposi¢ao
E-&
E-&

E -1
I - —(rest)
Definicao 1.1.2

[-&
Definicao 1.1.3



Nestas condi¢cdes, na prova I, ocorreriam os itens VXA(x), —(VXA(x)) e
(VxA(x))™, o que tornaria IT, trivial.

Portanto, I'l; é ndo-trivial.

Como ITs ¢ obtida, a partir de I, acrescentando-se a formula VxA(x), justificada
pela Regra de Introducdo do Quantificador Universal (I - V), entdo I1; ¢ uma redugdo nor-

mal ndo-trivial de I'l;, de comprimento <m-+1.

2) Consideremos o caso em que o ultimo item de IT tem a Regra de Introdugdo do Quantifi-
cador Existencial (I - 3) como justificativa.

Logo, 3xA(x) ¢ o ultimo item de I, tal que A(t) ocorre como um item anterior de
I1, onde t € um termo que ¢ livre para x em A(X).

Esquematicamente:

11
Ay

Ay

A(t)

IxA(x) p,I-3

Pela hipodtese de inducdo, seja I, uma reducdo normal ndo-trivial de IT;, de com-
primento <m.

Se I15 for trivial, entdo em II, ocorrem necessariamente como itens as formulas
(IxA(x))™ e ~(IxA(x)), justificadas por Regras de Introdugio ou Regras Especiais.

Como no caso anterior, ja que (EIXA(X))(“) ¢ um item que ocorre em I1,, entdo em
itens anteriores ocorreriam (IxA(x))', (IXA(X))%, ..., (IXA(x))" e também os itens

Vx(A(x)™ e (A(x)) ™.
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Esquematicamente:

I,
A’

A(t)

—(3IxA(x))

(A(X)™

Vx(A(x)"

(IxA(X))' &(AXA(X))’& ... &(TIXA(X))"
(FxAX)"™

A,p
Para que ocorra (IxA(x))', bem como os itens (VxA(x))!, 1<i<n, em IT,, é necessa-

rio que cada item —((IxAX)& —( IXA(X))), —((IXA(X))'&—(IxA(x))"),
—((IxA(X))"' &—(IxA(x))"") seja introduzido pela Regra I - — (rest).

cesey
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Esquematicamente:

(IxA(x))&—( IxA(X))
(FXA(X))

—(IxA(x))

Vx(A(x)"

Vx—A(X)

—A(y)
—~((ExAX)™)
—A(y)
VXx—A(X)
Vx(A(x)"
—A(y)
Ay)™
——((IxA(x)™)
(FxA(X)™)
(AxAx)™)

—((FxA®X))& —( IxA(X)))

(IxA(x))'

(FxA(X))' &—((3xA(X))")
(FxAX))'

—~((FxA®X)))!
—((IXA(x))&—( IXA(X)))
(IxA(x))&—( IxA(X))
(IxA(x))

—(IxA(x))

2 Onde y ¢ livre para x em A(X) e y ndo ocorre livre em ((VxA(x))™)
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suposi¢ao
E-&
E-&
Reiteracao
D-—3
suposicdo'?
suposi¢ao
Reiteracao
Reiteracao
Reiteracao
E-V

E-V

I - —(rest)
E-—
E-3

I - —(rest)
Defini¢ao 1.1.1
suposi¢ao
E-&
E-&
Definicao 1.1.1
E-—
E-&
E-&



Vx(A(x))™

VXx—A(X)

—A(y)
—((FxAX)™)
—A(y)
Vx—A(X)
Vx(A(x))™
—A(y)
(A"
——((3xAx)™)
(AxAX)™)
(FxAx)™)

—((IxXA(X))' &—((IxA(x))"))

(IxA(x))’

(IxXAMX)™ &~((FxAX)"™)
(FxAX)™!
~(FxAX))"™

(FxA(x))™)
—((FxAX)"' &—((FxAX)™ )
(IxA(xX))"

(IXA®X))' &(AXAX))’& ... &(TXA(X))"
(FxAX)"

> Onde y ¢ livre para x em A(X) e y ndo ocorre livre em ((VxA(x))™)

187

Reiteracao
D-—3
suposi¢do'’
suposi¢ao
Reiteracao
Reiteracao
Reiteracao
E-V

E-V

I - —(rest)
E-—
E-3

I - —(rest)
Definicao 1.1.2

suposi¢ao
E-&
E-&

E -1
I - —(rest)
Definicao 1.1.2

I-&
Definicao 1.1.3



Portanto, em IT, ocorreriam os itens IXA(x), —~(IXA(x)) ¢ (IxA(x))™, o que triviali-
zaria [1,.
Logo, I15 ¢ ndo-trivial e constitui uma redu¢do normal nao-trivial de I, de compri-

mento <m+1.

3) O ultimo item de I'T tem a Regra E - V como justificativa.
Seja A(x) o ultimo item de I, obtido por aplica¢do da Regra E - V, a partir da for-
mula VxA(X).

Esquematicamente,
I1

Ay
Ag
VXA(X)

A(t) ,ondet¢um termo livre paraxem A(x) E-V

Nestas condicoes, se I1; for trivial, entdo em I, ocorrem necessariamente como
itens as formulas (A(t))™ e —(A(t)), justificadas por Regras de Introducdo ou Regras Es-
peciais.

Como nos casos anteriores, antecedendo (A(t))™, ocorrem em I, os itens (A(t))',
(A(t))%, ..., (A(t))". Também ocorre necessariamente o item A(x) antecedendo o item

VXA(X).
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Esquematicamente:

I,
A’

;&(X)

V.XA(X)

—;A(t)

(A(1)' &A1)’ & ... &(A(t)"
(A(t)™

A,

O item —A(t) s6 pode ocorrer em I, justificado pela Regra I - —(rest).

Esquematicamente:

A(t)

—-C

c™
—A(t) I - —(rest)

Vejamos esquematicamente a introdugo do item (A(t))', 1<i<n.
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A(&—A(t)

(A(1)
—A(t)

C
—C
C(H)

—(A(t)&—A(t))

(A(t)'

(A1) &—(A(1)'
—(A(t)'
——(A()&—=(A(1)))
A(D&—(A(t))
(A1)

—(A(t))

C
—-C
C(n)

— (A1) &~(A®)")

(At))’

(A)" &—(A®)™

— (A" &—(A®)™)

(A()"

suposicao
E-&
E-&

I - —(rest)
Defini¢ao 1.1.1
suposicao
E-&
Defini¢ao 1.1.1
E-—

E-&

E-&

I - —(rest)
Defini¢ao 1.1.2

suposi¢ao

I - —(rest)
Defini¢ao 1.1.2
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Portanto, os itens A(t), —A(t) ¢ (A(t))™ ocorreriam como itens em IT,, o que torna-
ria I, trivial.

Logo, I3 ¢ ndo-trivial.

Agora, resta-nos mostrar que o item A(t) pode ser acrescentado a I'l,, por uma Regra
de Introducao, ou por uma Regra Especial.

Temos que I15 ¢ uma prova, de comprimento <m+1, na qual ocorrem os itens A(X),
VxA(x) e A(t). Logo, a ocorréncia de A(t) pode ser justificada pela Regra de Repeti¢ao
aplicada a A(x).

Esquematicamente:

I1;
A’y

A(x)

VXA(X)

A’

A(t) Repeticao

pt1<m+1

Portanto, I'1; € uma redugdo normal, ndo-trivial de I, de comprimento menor que

m+1.
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4) O ultimo item de IT tem a Regra E - 3 como justificativa.

Seja C o ultimo item de I1, obtido por aplicagdo da Regra E - 3, a partir da formula
IxXA(X).

Esquematicamente,

IT

Ay
Ay

IxA(Xx)
Ax(y) suposi¢ao

C E-3

em que y ¢ uma varidvel que ndo ocorre livre em IxA(x), em C, ou em quaisquer

outras formulas, além da suposi¢do Ax(y), das quais a ocorréncia de C na prova subordina-

da é resultante.

Nestas condigdes, se I3 for trivial, entdo em I, ocorrem necessariamente os itens
c™e—C. Porém, como C ocorre em I1,, e ndo como suposi¢cdo de prova subordinada, I1,
seria trivial.

Logo, I3 ¢ ndo-trivial.

Agora, em I, ocorre necessariamente A(t), com o termo t livre para x em A(X),
pois, o item IXA(X) ¢, por hipotese de indugdo, introduzido por Regra de Introdugdo ou por

Regra Especial.
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Esquematicamente:

I,

A’y

A(t)

IxA(X)
Ax(y) suposi¢io
C

Podemos obter uma reducao direta de I1,, IT",, tal que comp(IT";) <m.
Esquematicamente

I,

A%

A'x
A(y)
C

IxA(X)
C Repeticao

Entdo, I1; € obtida, a partir de I1’,, acrescentando-se o item C, por Repeticdo.

Portanto, I1; constitui uma reducdo normal, ndo-trivial de Il, de comprimento

<m-+l.
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5) O ultimo item de IT tem a Regra Distribuicdo da Negac¢ao do Quantificador Universal
(D - —V): como justificativa.

Seja  Ix—(A(x)) o ultimo item de uma prova I, onde Ix—(A(x)) € resultante da
prova de Vx(A(x))™, e da prova de —VxA(x). Seja I1; a prova que resulta de I1 retirando-
se esse ultimo item.

Seja 3x—A(x) o ultimo item de IT, obtido por aplicagdo da Regra D - —V.

Esquematicamente,
I1
Ay

A
Ix(AE)™) (ou —VxA(x))

L VXA®) (ou Yx((AX)™))

EIX—|A(X) D--V

Nestas condicoes, se I1; for trivial, entdo em I, ocorrem necessariamente como

()

itens as formulas (Ix—A(x))"’ e —(Ix—A(x)), justificadas por Regras de Introducao ou

Regras Especiais.

Com em casos anteriores, antecedendo (Ix—A(x))™ ocorrem em I, os itens
(Ix—A(x))', (EIX—|A(X))2, ooery, (3x=A(X))". Também ocorreriam necessariamente os itens

Vx(=AX)", (AX)™) e (—AX)™.
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Esquematicamente:

I,

A
vx((AX)™)
Vx((—AX)™)
—VXA(X)

—|(E| X—|A(X))

(Ix-AX))' &(FAx-A(X))*& ....&(Fx—A(x))"
(Fx—Ax)"

A’
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Vejamos o esquema dedutivo de introducdo de (Ix—A(x))' em IT,:

IX-AX)&—(Ix—A(X)) suposi¢ao
—(Ix-A(x)) E-&
Vx(—A(x))™ Reit
VXx——A(X) D-—-3
Ix—-A(X) E-&
—A(y) suposi¢do (y com as restrigdes usuais)
—((Ax—A(x))™) Suposi¢do
—A(Y) Reit
Vx——A(X) Reit
——A(y) E-V
A(y) E-—
Vx(—A(x))™ Reit
=A™ E-V
——((Fx-Ax)™) I - —(rest)
(Fx-A(x))™) E-—
(Ix—A(x))™ E-3
—(IX—A(X)&—(Ix—A(X))) I - —(rest)
(Ix-A(x))' Definigio 1.1.1

Logo, em I, ocorreriam Ix—A(x), —(Ix—A(x)) e (Ix—A(x))™, o que trivializaria
IT,.
Portanto, I'l; € ndo-trivial e constitui uma redu¢do normal, nao-trivial de I'l, de com-

primento <m-+1.
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6) O ultimo item de IT tem como justificativa a Regra Distribui¢do da Negacdo do Quanti-

ficador Existencial (D - —3).

Esquematicamente
1
Ay
Vx((A(x))™) (ou —=3xA(X))
—3IxA(x) (ou Vx((A(x))™))
VX—A(X) D-—3

Nestas condicoes, se I1; for trivial, entdo em I, ocorrem necessariamente como
itens as formulas (Vx—A(x))™ e —(Vx—A(x)), justificadas por Regras de Introducio ou

Regras Especiais.

Como em casos anteriores, antecedendo (Vx—A(x))™ ocorreriam em II, os itens
(Vx=A(X))', (VX=A(X))?, ...., (VX—A(x))". Também ocorreriam necessariamente os itens

Vx(=AX)", (AX)™) e (—AX)™.
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Esquematicamente:
I,
A
Ak
vx((Ax)™)
vx((—AX)™)

—|VX—|A(X)

(Vx—-A(X))' &(VX—A(X)) & ....&( VX—A(X))"
(Vx—Ax))"

A,p
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Vejamos o esquema dedutivo de introdugdo de (Vx—A(x))' em IT:

Vx—-A(X)&—(Vx—A(X)) suposicao
Vx—A(X) E-&
—(Vx—A(Xx)) E-&
Vx(—A(x))™ Reit
Ix—AX) D-—3
——A(y) suposi¢do (y com as restrigdes usuais)

—((Vx-A(x))™) suposi¢io
——A(y) Reit
Vx—A(X) Reit

—A®) E-v
Vx(—Ax)™ Reit
Ay E-V

——((Vx=AX)™)  I-—(rest)
(Vx—A(x)™) E-—
(Vx—AX)®™
—(VX—AX)&—( Vx—A(X)))
(Vx=A(X))'

E -3
I - —(rest)
Definicao 1.1.1

Logo, em I, ocorreriam Vx—A(x), —(Vx—A(x)) e (Vx—-A(x))™, o que trivializaria

Portanto, I'l; € ndo-trivial e constitui uma redu¢do normal, nao-trivial de I'l, de com-

primento <m-+1.

Através dos casos 1-6, demonstramos o teorema. O

A seguir, demonstramos o Teorema de Normalizagdo para o sistema DNC,*.
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3.5 NORMALIZACAO PARA O SISTEMA DNC,*

As defini¢des de prova categorica, resultante, comprimento de uma prova formal,

redugdo direta, reducdo de uma prova, sdo as mesmas introduzidas na Se¢do 2.5.

A seguir, apresentamos a definicdo de prova categorica normal e de prova categori-

ca consistente (ndo-trivial) para DNC*.

Definicio 3.5.1 Uma prova categoérica [T em DNC,* ¢é normal se, e somente se, a ocorrén-
cia de toda formula, que ocorre como um passo de I, pode ser justificada por uma Regra
de Introdugdo ou por uma Regra do Terceiro-Excluido (RTE), com possivel excecdo das

formulas de suas provas subordinadas.

Definicao 3.5.2 Em DNC,*, uma prova categorica I1 € consistente (ndo-trivial) se, e so-
mente se, ndo existe qualquer formula A tal que A e —A ocorrem como itens de I1, excecdo
feita ao caso da ocorréncia de quaisquer dessas formulas apenas como suposi¢do de prova

subordinada; caso contrario, I'1 é inconsistente (trivial).

Teorema 3.5.3 (Teorema Fundamental). Toda prova categérica IT em DNC,*, de com-
primento menor ou igual a s é consistente (ndo-trivial), € tem pelo menos uma redugio X
que ¢ consistente (ndo-trivial), normal e cujo comprimento ndo é maior que o comprimento

de IT.

Demonstragao:

Como no caso do Teorema Fundamental para os sistemas DNC,*, 1<n<w, fazemos
a demonstragao por inducdo sobre o comprimento s.

Pela hipotese de indugdo, temos que demonstrar o teorema para 0s casos em que o
ultimo item da prova IT ¢ introduzido pelas Regras: Repeti¢cdo, Reit, [ - o, 1 - &, I - v, RTE,
E-5,E-& E-V,E-——,1-V,1-3, E-VeE-3.
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Em todos esses casos, procedemos como nas demonstragdes do Teorema de Norma-

lizagao para DNC,, e do Teorema de Normalizagdo para os sistemas DNC,*,1<n<w®. [

3.6 A NAO-TRIVIALIDADE E A PROPRIEDADE DE SUBFORMULA
DOS SISTEMAS DNC,*, 1<n<o.

Nesta secdo, como conseqiiéncia dos Teoremas de Normalizagdo, demonstramos
que os sistemas de deducdo natural de nossa hierarquia DNC,*, 1<n<®, sdo ndo-triviais.
Além disso, demonstramos que vale para os sistemas DNC,*, 1<n<w®, uma proprie-

dade especifica de subformula

Teorema 3.6.1 Os sistemas DNC,*, 1<n<m, sdo ndo-triviais e consistentes.
b 2

Demonstragao:
Idéntica as demonstragdes dos Teoremas 2.5.12 e 2.5.13 do Capitulo 2, a partir da

utilizagdo dos respectivos Teoremas de Normalizagao. O

A seguir, relembramos a defini¢ao de subformula.

Definicdo 3.6.2 Dada uma férmula A:

1) A é subformula de A;

i1) Se —B ¢ uma subformula de A, entdo B é uma subformula de A;

iii) Se B&C, BvC ou BoC ¢ uma subformula de A, entdo B e C sdao subformulas de A;

iv) Se VxB(x) ou 3xB(x), ¢ uma subférmula de A, entdo B(x) ¢ subformula de A.
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Teorema 3.6.3 (Principio de Subférmula para DNC,*, 1<n<w) Toda ocorréncia de uma
formula introduzida, por Regra de Introdu¢@o, em uma prova categoérica normal IT de A, em
DNC,*, 1<n<w, ¢ subférmula de A, com possivel excecdo das férmulas que sdo suposi¢des
de aplicagdes de RTE, ou das formulas que sdo antecedentes de aplicagcdes de Regras Espe-

ciais, ou das formulas que sdo antecedentes de aplicagcdes de Regras de Eliminagao.

Demonstragao:
Segue das caracteristicas das Regras de Dedugdo dos sistemas DNC,*, 1<n<w, da
definicdo de subformula, da definicdo de prova categorica normal e da demonstragdo do

Teorema de Normalizagdo para esses sistemas, e pela defini¢do de subformula. [

Teorema 3.6.4 O sistema DNC,* ¢ consistente e ndo-trivial.

Demonstragao:
Idéntica as demonstracdes dos Teoremas 2.6.4 e Corolarios 2.6.3 e 2.6.4 do Capitu-

lo 2, a partir da utilizagdo do respectivo Teorema de Normalizagao. O

Teorema 3.6.5 (Principio de Subféormula para DNC,*) Toda ocorréncia de uma férmula
introduzida, por Regra de Introducdo, em uma prova categérica normal IT de A, em DNC*
¢ subformula de A, com possivel excecdo das féormulas que sdo suposi¢des de aplicagdes de

RTE, ou das formulas que sdo antecedentes de aplicagdes de Regras de Eliminagao.

Demonstragao:
Segue das caracteristicas das Regras de Dedugdo do sistema DNC,*, da defini¢ao
de prova categodrica normal e da demonstracdo do Teorema de Normalizagdo para esse sis-

tema. UJ
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4 A HIERARQUIA DE SISTEMAS DE TABLEAUX ANALI-
TICOS TNDC,, 1<n<m

Em 1968, quando a decidibilidade dos sistemas C,, 1<n<w, era um problema aberto,
Raggio 1968 introduz uma hierarquia de calculos de seqiientes CG,, 1<n<w, buscando re-
solver esse problema - prova a equivaléncia entre cada calculo de seqiientes CG, e o cor-
respondente célculo C, de da Costa, 1<n<wm, porém ndo ¢ demonstrada a decidibilidade de
CG,, para todo n, 1<n<wm; a seguir, Raggio constréi uma nova hierarquia de célculos de
seqiientes, os sistemas WG, 1<n<w, que sdo decidiveis - todavia, apesar desses sistemas
terem propriedades semelhantes as dos calculos C,, para todo n, 1<n<w, essas duas hierar-
quias de sistemas ndo sdo equivalentes.

Conforme mencionado no Capitulo 1, da Costa e Alves 1976 e¢ Alves 1976 introdu-
zem uma semantica de valoragdes para o calculo C;; Alves 1976 ¢ da Costa e Alves 1977
introduzem uma semantica de valoragdes para os calculos C,, 1<n<w, que generaliza a se-
mantica classica de valoragdes, demonstrando a corregdo ¢ completude desses calculos.
Introduzem o método de quase-matrizes, para demonstrar a decidibilidade dos sistemas C,,
I<n<o.

Sette 1971 introduz a estrutura de hiper-reticulado, cujas propriedades algébricas
correspondem a contrapartida algébrica das propriedades logicas de C,,.

Lopari¢ 1977, baseado no trabalho de da Costa e Alves, apresenta uma prova da
completude e da decidibilidade do célculo C,,.

Fidel, em 1970, usando métodos algébricos, havia provado a decidibilidade dos cal-
culos C,, 1<n<m. Fidel 1977 introduz o conceito de C,, - estrutura ¢ demonstra a correcao ¢
completude de C,,.

Loparic¢ e Alves 1980, bascado em da Costa e Alves 1977, modifica certas condi-
¢oes da definicdo de valoracdo de da Costa e Alves, resolve um problema relativo as quase-
matrizes, e apresenta uma demonstracdo da completude e da decidibilidade dos sistemas

C,, I<n<o.
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Marconi 1980 introduz um sistema de tableaux semanticos, a /a Beth (Beth 1959),
e demonstra a completude e a decidibilidade do sistema proposicional C; de Costa - tam-
bém afirma que o método pode ser ampliado para os sistemas C,, 2<n<®, apesar de nada
desenvolver a respeito. O sistema introduzido por Marconi estd baseado nas mesmas intui-
cdes que fundamentam a definicdo de quase-matrizes introduzida por da Costa e Alves,
simplificando o processo de verificagdo da validade das férmulas. No sistema de Marconi
as regras para os conetivos &, v e D sdo as usuais, e sdo adicionadas duas regras especiais
para operar com a negagao paraconsistente.

Béziau 1990, em seu memorial de DEA, introduz um novo sistema, a /a Hilbert,
para C; e uma nova versao de sua semantica, com o objetivo de dar uma apresentagdo mais
intuitiva para C;. Introduz um sistema de dedugdo natural M1 e um seu variante M’1, equi-
valentes a C;; e um calculo de seqiientes S1 para C;, apresentando, pela primeira vez, um
Teorema de Eliminagao do Corte para C;.

Béziau 1993 apresenta uma parte dos resultados acima mencionados, relativos ao
sistema C; e alguns resultados suplementares.

No mesmo trabalho de 1976, Alves havia introduzido o sistema proposicional para-
consistente Cll, um sistema mais forte que o sistema C; de da Costa, mediante a substitui-
¢do do esquema de axiomas (—ADA) de C, pelo esquema (——A=A).

Carnielli e Lima-Marques 1992 introduz sistemas de tableaux seméanticos, a la
Smullyan (Smullyan 1968), para a logica proposicional paraconsistente C;' e para a logica
quantificacional paraconsistente com igualdade C;'~ de Alves, denominados sistemas TC|
e TC, respectivamente, e apresenta uma prova de que esses sistemas sdo completos ¢ de-
cidiveis.

Buchsbaum e Pequeno 1993 introduz sistemas de tableaux sintaticos, também a /a
Smullyan, para o sistema C;* de da Costa, o sistema SC1*, mostrando que SC1* é comple-
to.

Em ambos os artigos, Carnielli e Lima-Marques 1992 ¢ Buchsbaum e Pequeno
1993, sdo introduzidas regras derivadas (de expansdo), com a finalidade de reduzir os com-
primentos de ramos dos tableaux. Esses autores afirmam que seus sistemas de tableaux po-

dem ser generalizados para toda a hierarquia C,, apesar de nada desenvolverem a respeito.
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Conforme mencionado no Capitulo 2, Castro 1998 aplica o método de deducao
natural, através do método de provas subordinadas de Fitch (Fitch 1952), a hierarquia de
logicas proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<wm, de Costa. Castro introduz uma hierar-
quia de sistemas de deducao natural NDC,, 1<n<m, ¢ demonstra que essa hierarquia ¢ logi-
camente equivalente a hierarquia C;, 1<n<w, de Costa.

Castro e D’Ottaviano 2000 estuda a hierarquia de sistemas de dedugdo natural
NDC,, 1<n<m. Apesar dos principais resultados sintaticos e semanticos constituirem uma
conseqiiéncia natural da equivaléncia légica entre as hierarquias C, e NDC,, 1<n<w, ¢ de-
monstrada a corre¢cdo e a completude desses sistemas, a partir da semantica de da Costa e
Alves, modificada por Lopari¢ e Alves.

Neste capitulo, tendo por base a hierarquia de sistemas de deducdo natural DNC,,
1<n<w, introduzida no Capitulo 2, e usando o método de tableaux analiticos (Smullyan
1968 ¢ van Fraassen 1971), introduzimos a hierarquia de sistemas de tableaux analiticos
TNDC,, 1<n<o, onde cada sistema TNDC, ¢ equivalente ao correspondente sistema C,,
I1<n<w, de Costa. Particularmente, o nosso sistema TNDC; ¢ distinto da formulag¢ao de
Marconi, do sistema de tableaux TC; de Carnielli e Lima-Marques, ¢ da formulagdo de
tableaux SC1 de Buchsbaum e Pequeno.

Nos sistemas TNDC,, 1<n<®, introduzimos o operador definido “0” (“bola”) de da
Costa, os operadores “k” reiterados de nivel k, os operadores generalizados “(k)” e as nega-
¢oes “~¢”, k=1, como operadores primitivos, diferentemente do que tem sido feito na litera-
tura, onde esses operadores sao usualmente definidos.

Na Secao 4.2, demonstramos uma Regra do Corte para os sistemas TNDC,, 1<n<o.

Na Sec¢ao 4.3, provamos que cada sistema da hierarquia TNDC,, 1<n<w, ¢ logica-
mente equivalente ao correspondente sistema paraconsistente C,,, 1<n<ow.

Finalizando o capitulo, apresentamos algumas consideracdes relativas a decidibili-
dade dos sistemas TNDC,, 1<n<m.

O nosso sistema TNDC; constitui um sistema de prova automatica de teoremas.

No sistema SC1* de Buchsbaum e Pequeno ndo ha uma regra que, a priori, deter-

mine explicitamente quando a defini¢do do operador “0” deve ser usada, ou ndo, durante as
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derivagdes; por causa disso, ¢ possivel ocorrer ramos abertos que devem ser reconstruidos,
de um modo distinto, a partir da mencionada ocorréncia do operador “0”.

Também nos sistemas TC; e TC,  de Carnielli ¢ Lima-Marques ndo ha regras es-
pecificas que determinem, a priori, quando deve ser empregada a definicdo do operador
“0”, 0 que torna necessaria a reconstru¢do de ramos. Particularmente, nestes sistemas po-
dem acontecer infinitos retornos, adiando indefinidamente, de acordo com os préprios auto-
res, a andlise final das férmulas nas quais o operador primitivo de negagdo esta envolvido e,
como uma conseqiiéncia natural, também a andlise final de féormulas nas quais ocorre o
operador “o0”. Carnielli ¢ Lima-Marques apresentam uma prova da decidibilidade de TC,; e
TC,, indicando como tratar com os retornos infinitos.

No nosso sistema TNDC), assim como em cada TNDC,, 1<n<wm, existem regras
especificas que operam objetivamente com o operador “0”, como também com os operado-
res “k”, “(k)”, “~¢” e, dessa maneira, os ramos dos tableaux sao univoca e automaticamen-
te gerados. Nos tableaux dos sistemas TNDC,, 1<n<w, retornos infinitos ndo ocorrem.

De fato, nos sistemas TNDC,, 1<n<w®, ndo usamos definicdes na geragao dos ramos
dos tableaux, pois temos regras especificas para lidar diretamente com todos os operadores:
os conetivos cldssicos primitivos para a conjuncao, disjun¢do, implicagdo e negagdes fortes;
o0s conectivos primitivos ndo-classicos “bola” e a negacdo paraconsistente; e os operadores
paraconsistentes generalizados k-bola, k>1.

Assim sendo, todos os sistemas de nossa hierarquia TNDC,, 1<n<®, também cons-
tituem sistemas de demonstragdo automatica de teoremas.

Outra peculiaridade dos nossos sistemas de tableaux ¢ que, diferentemente do que
esta na literatura, definimos duas condigdes para o fechamento dos ramos dos tableaux em
TNDC,: um ramo fecha pela negacao forte “~,”, como ¢ usual, ou fecha pela negagao pa-
raconsistente “—” ¢ condi¢des adicionais.

Assim sendo, nossa hierarquia TNDC,, 1<n<w®, equivalente a hierarquia C,, 1<n<w,
de da Costa, tem uma concepgao distinta dos sistemas de tableaux existentes na literatura

para o célculo C;.
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Nossos sistemas sao introduzidos a partir de uma quantidade enumeravel (infinita)
de operadores primitivos, para cada sistema, o que nos permite finalmente captar os siste-
mas C, de da Costa, 1<n<m, como extensdes paraconsistentes da logica classica.

Na geragao de nossa hierarquia de sistemas TNDC,, 1<n<w, foi também necessario
resolver problemas especificos concernentes as relagdes entre os distintos operadores gene-
ralizados para a negacdo e o “bom-comportamento”, em cada sistema e entre os diferentes
sistemas da hierarquia TNDC,. Desse modo, pudemos demonstrar, via tableaux analiticos,
resultados que relacionam entre si os diferentes sistemas C, da hierarquia de da Costa,

I<n<o.

4.1 SISTEMAS DE TABLEAUX ANALITICOS PARA OS SISTEMAS

C,, 1<n<w

Nesta se¢do, introduzimos versdes de tableaux analiticos, a /a Smullyan 1968, para
os sistemas de da Costa C,, 1<n<w, denominados TNDC,. Adaptamos a nogdo de seqiién-

cia de tableau apresentada por van Fraassen 1971.
A linguagem £ dos sistemas TNDC,, 1<n<o, ¢ a linguagem das logicas C,, exce-

¢do feita ao simbolo “0” (bola), aos simbolos “k” e “(k)” para k=1, e as negacgodes “~” para

k>1, os quais sdo considerados como simbolos primitivos.

A linguagem £, portanto, contém um conjunto enumeravel (infinito) de conectivos

primitivos.

O método de tableaux ¢ baseado em regras de expansao, que nos permitem analisar

as formulas de &£. Essencialmente, as regras de expansao nos permitem expandir uma su-

cessdo de formulas em outra sucessao de formulas.
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Defini¢ao 4.1.1 Para todo sistema de tableaux TNDC,, 1<n<w, uma segiiéncia de tableau
para uma determinada formula S, ou simplesmente um tableau, ¢ uma sucessao de expres-
soes Ay, Aa,..., Ag, tal que a formula S € colocada na origem do tableau, como a expressao
inicial A; e cada expressao A;, 1< 1 <k, corresponde a uma disjun¢ao finita Ail ou ... ou
A", m>1, onde toda A}, 1<j<m, € gerada a partir das expressoes precedentes Apj, aplicando
uma das Regras de Expansao 4.1.4 do sistema. Denominamos cada A/ um disjunto da

expressao A;.

Defini¢ao 4.1.2 Um ramo j de uma seqii€ncia de tableau, 1 <j < m, corresponde a uma se-
qiiéncia de expressdes A;°, 1 <i<Kk, sendo Ala primeira expressao e Akj a ultima. O indice
superior s ¢ igual a 1 (s =1), para 1l <1 <1, para algum i’ <k; s =], parai <1<k, para
algumi’’>1"; e parai’<i<i’’, s assume valores entre 1 ¢ j.

Exemplo esquematico:

Al (9)

A/ \A
A2 A A
A/\A
A3 f3] Ay if
A A
A4 $41 ﬁ43 f44 $4z @45
AS As' A Ast A As°
Observamos que a seqiiéncia de tableau tem a estrutura de uma arvore, se omitimos
a disjunc¢do, e escrevemos os resultados da aplicagdo de uma regra qualquer abaixo do dis-

junto no qual a regra ¢ aplicada. Assim sendo, se pensamos a disjungao como indicando

uma ramificagdo, o tableau tem a estrutura de uma arvore diddica ordenada, a /a Smullyan

1968.

Para facilidade de utilizagdo, as expressdes de um dado ramo j de um tableau serdo

identificadas como do tipo A/, com 1<i<k e j fixo, 1< j <m.

208



Definicao 4.1.3 Um n6 corresponde a cada expressao A/ de cada ramo do tableau, com

I<izk e 1£j<m.

A seguir, denotamos as formulas de £ pelas letras do alfabeto grego o, B, %, ..., C.

Agora, suponhamos que T seja um tableau, que estd sendo construido, para uma
formula inicial A. Dado um certo ramo j, seja Ai,’ a ultima expressdo do ramo. Entéo, po-

demos estender T por uma das cinco operagdes seguintes:

(i) Se a formula o ocorre no ramo da ultima expressdo A;.f, entdo, se &; e 8/ sdo
geradas a partir de o por uma das Regras de Tipo Conjuntivo C do sistema, podemos
simultaneamente acrescentar as férmulas 8 e 8+;) como as proximas expressdes, no ramo

j, apos A;_r’;

(ii) Se a formula B ocorre no ramo da ultima expressdo A;.{’, entdo, se B; ou B, €
gerada de [ por uma das Regras de Tipo Disjuntivo D do sistema, podemos
simultaneamente acrescentar a formula B; a esquerda de Ay, como o n6 &/, € a formula B,

;s ~ N e s i+ ;< it
como a proxima expressdo a direita de A;.¢’ ! como o nd & 1;

(iii) Se a férmula y ocorre no ramo da ultima expressdo A;./, entdo, se &; € gerada
de y por uma das Regras de Tipo Especial S; do sistema, podemos acrescentar, no ramo j,

apos A, a formula &;’ como a proxima expressao;

(iv) Se as formulas o, ..., @y ocorrem no ramo da Ultima expressao Ai_lj entdo, se a
formula & ¢ gerada de {y, ... , ¢m} por uma das Regras de Tipo Especial S, do sistema,

entdo, podemos acrescentar, no ramo j, apds A;_(’, a formula &;’ como a préxima expressao;
(v) Se a formula & ocorre no ramo da ultima expressdo A, i’ entdo, se a formula {; é

gerada de € por uma das Regras de Tipo Especial S; do sistema, entdo, podemos acrescen-

tar, no ramo j, apds A,.1’, a formula {{ como a proxima expressao.
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Regras de Expansdo 4.1.4 As regras de expansdo dos sistemas de tableaux TNDC,,
1<n<, sdo as seguintes.

4.1.4.1 Regras de Tipo Conjuntivo C: o

57

81+1j
o 5, Sier! Nome da Regra
A&B A B E&
A® A* A®D E(k), k>1
—(AY A —(A"h Ek—, k>1, onde A’ ¢ A
—(A"Y) A —-A E(k)—, k>1
~—A ——A A E~—
~n(AY) —(A% (AH® Ek~,, k>1
~n(AVB) ~nA ~B DND~,
~n(ADB) A ~B DNI~,
~n(AY) A —A E(K)~n, k1
~A —A A® E~, k<n (i)
4.1.4.2 Regras de Tipo Disjuntivo D: B

81’] S{jﬂ

B &7 5! Nome da Regra
AvB A B Ev
A>B ~pA B Eo
—(A&B) —-A —B DNC—, onde Bédistinta de —A (i)
—(AVB) —(A"&B"™) —A&—B DND—
—(A>B) —(A"&B"™) A&—B DNI—
~n(A&B) ~nA ~B DNC~,
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4.1.4.3 Regras de Tipo Especial S;: Y
5
Y &7 Nome da Regra
—~A A E—~k, k21
~~A A E~~, k21
~A ~1A R~y k>n
A¥ —(AM &—AR Rk, k>1, onde A’ ¢ A (iii)
AW Al E(1)
4.1.4.4 Regras de Tipo Especial S;: 01
Om
57
@1, ..., Pm 8¢ Nome da Regra
(—A, A, .., AY ~A I~ k<n
(A, A% .. AY A® I(k), k<n (i)
4.1.4.5 Regras de Tipo Especial S; (iv): €
<
€ ¢ Nome da Regra
A% A* Eo  (com “0” k-vezes)
—(A'&—A" A* Ik, k>1, onde A” ¢ A
(A% N I s+k, para s, k >1
A'&A’&.. . &A¥ A® '), k=1 )
—A&AY ~A I'~, k=1 )
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(1) Esta Regra so pode ser aplicada uma unica vez, em cada ramo e para cada formula.
(ii) Se A ¢ do tipo (C*'&—(C*")), entdo B deve ser distinta de C*.

(111) Esta Regra so6 deve ser aplicada ap6s nao haver a possibilidade de aplicagdao de qual-
quer outra Regra; pode ser aplicada em subformulas de formulas que ocorrem nos nos e,
nestes casos, deve ser aplicada de “fora para dentro”, isto ¢, do conectivo de maior escopo

para o conectivo de menor escopo.

(iv) As Regras de Tipo Especial S; devem ser aplicadas imediatamente, em cada caso, logo
apods a aplicacdo da primeira Regra aplicada no n6 inicial do tableau; podem ser aplicadas
em subformulas das formulas que ocorrem nos nos e, nestes casos, devem ser aplicadas de

“fora para dentro”.

(v) Estas Regras, nas condi¢des (iv), s podem ser aplicadas em subformulas proprias de

férmulas que ocorrem nos nods e, nestes casos, devem ser aplicadas de “fora para dentro”.

Observacao 4.1.5 Na aplicagdo das Regras de Expansao ¢ mais eficiente dar prioridade as

Regras de Tipo C e as Regras de Tipo Especial.

Observacio 4.1.6 Observamos que A’, que corresponde a formula A com indice superior
“0” (numeral 0), coincide com a formula A. E esta formula é distinta da férmula A°
(“A-bola”), isto ¢, ela ¢ distinta da formula “A ¢ uma féormula bem-comportada”.
Nas Regras de Tipo Especial S; usamos a notacdo de conjunto para indicar que ndo
¢ relevante a ordem em que as féormulas ocorrem nos n6s de um determinado ramo.
Observamos, ainda, que as unicas Regras que podem ser aplicadas a subformulas,

sao as Regras de Tipo Especial S; e a Regra Rk.

Defini¢cdo 4.1.7 Para cada sistema TNDC,, 1<n<m, um ramo A/, ... , A de um tableau é
denominado um ramo fechado se existem nos A,, 1<r <s, que correspondem as formulas B

N 1 12
e ~.B, ou as formulas B, -Be B', B, ..., B".
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A préxima definigdo nos fornece o critério de fechamento para os tableaux.

Defini¢ao 4.1.8 Dada uma formula S, um tableau para S € fechado se todos os seus ramos

sdo fechados; caso contrario, é aberto.

Definicio 4.1.9 Um conjunto de formulas I" é fechado se, e somente se, existe um subcon-
junto finito Iy de T, tal que existe um tableau fechado para a formula que € a conjung¢do das

formulas de I'y; caso contrario, I é aberto.
. o 14
A seguir, usamos I, A como uma abreviagdo para TU{A} .

Definicao 4.1.10 Para cada sistema de tableaux TNDC,, 1<n<®, uma foérmula S é uma
conseqiiéncia analitica de um conjunto I' de féormulas se, e somente se, I', ~,S é fechado.
Dizemos também que I, através das Regras de Expansao de TNDC,, gera S .

Isso ¢ denotado por: I’ FTNDC, S.

Observamos que uma formula S é demonstravel em TNDC,, 1<n<w, se ¢ possivel

gerar um tableau fechado, a partir da formula inicial ~, S.

Definiciao 4.1.11 Em cada sistema de tableaux TNDC,, 1<n<w®, uma formula S ¢é demons-
travel se, e somente se, existe um tableau fechado para ~, S, isto é, {~, S} ¢ fechado.

Isso ¢ denotado por: npc, S.

Defini¢do 4.1.12 Dado um tableau T em TNDC,, 1<n<w, um ramo j € completo se, e so-
mente se, ndo ha qualquer Regra de Expansdo que possa ainda ser aplicada a qualquer dos
nods de 0; além disso, se cada ramo de qualquer tableau expandido a partir de 6 pelas Regra

de Expansdo ¢ completo ou fechado.

Definicdo 4.1.13 Um tableau T em TNDC,, 1<n<w, ¢é completo se, e somente se, todo

ramo 0 de T ¢ fechado ou ¢ completo.

“T, A, Bé 0 mesmo que I, B, A.
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Exemplos 4.1.14 Apresentamos, a seguir, a titulo de ilustra¢dao, exemplos de provas nos
sistemas TNDC,, 1<n<w®.

Observamos que as regras usadas na geracao dos nos sao indicadas imediatamente a
direita do n6 gerado pela regra; os numeros a esquerda de cada n6 foram acrescentados para

sk

facilitar a descri¢do do tableau e ndo sdo parte dele; o sinal significa que o ramo fechou.

a) Demonstrar que
F1NDC, (A)*

1 ~1((A)™)

2 il((A)z) 1, Eo

3 i((A)Z) 2, E2~
4 E(A)Z)(” 2, E2~
5 f.l 3, E2—
6 *((A)) 3, E2—
7 tx 6, E1—
8 tﬁA 6, E1—

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nos 5, 7 e 8, isto &, Al Ae —A,
respectivamente.
b) Demonstrar que

Fape, (A'&—AHP
1 ~((A'&—-AH?)

fAl&ﬂAl) 1, EQ) ~

2
3 (A'&—A") 1,EQ)~
4 ? 3,12
5 X 2, E&
6 I—.(Al) 2,E&
7 A 6, E1—
8 YA 6, E1—
%

O tableau fecha pelas férmulas que ocorrem nos nos 4, 5, 7 e 8, isto &, AL AL A e

—A, respectivamente.
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¢) Demonstrar que

Fnpcg (ADB)S(—AVB)
I ~s((A>B)>(—AVB))
2 (AoB) 1, DNI~g
3 ~6Z—|AVB) 1, DNI~g
4 ~—A 3, DND~¢
5 ~:B 3, DND~¢
6 A 4, E~g—
7 }(") 4, B~
8 A 6, E——
9 6 7, E(6)
10 A® 7, E(6)
11 }5 10, E(5)
12 J'A“) 10, E(5)
13 A 12, E(4)
14 $A(3) 12, E(4)
15 }3 14, E(3)
16 A% 15, E(3)
17 W 16, E(2)
18 fw 16, E(2)
19 X‘ 18, E(1)
T

20 ~sA 2,Eo 21 B 2,Eo
% %

O tableau fecha no primeiro ramo pelas formulas ~¢A e A, que ocorrem nos nos 8 e

20, e no segundo ramo pelas formulas B e ~¢B, que ocorrem nos nos 5 e 21.
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d) Demonstrar que

Fape, (AYS((BoA)S((Bo—A)>—B))

1 ~3(A®>((BoA)>((Bo>—A)>—B))

2 A f> 1, DNI~;
3 ~3((BoA)>((Bo—A)>—B))) 1, DNI~;
7 (I{DA) 3, DNI~;
8 ~3((B>—A)>—B) 3, DNI~;
9 (Bi:ﬁA) 8, DNI~;
10 ~3—B 8, DNI~;
11 B 10, E~3—
12 l%‘” 10, E~3—
13 B 11, E—
14 1§3 12, E(3)
15 E‘” 12, E(3)
16 1§2 15, E(3)
17 §<1) 15, E(3)
18 1%1 17, E(1)
19 133 2, EQ3)
20 A® 2, E(3)
21 Xz 20, E(2)
22 %m 20, EQ2)
23 A 22, E(1)

24 ~3E 7, ED %5/ A@‘D

26 B 9,Eo 27 -A 9,Eo
% %

O tableau fecha no primeiro e no segundo ramos pelas féormulas ~3B e B, que ocor-
, . . , 2
rem nos nés 13 e 24, 13 e 26, respectivamente; e no terceiro ramo pelas formulas A’ , A%,

Al, A e —A, que ocorrem nos nos 19, 21, 23, 25 e 27.
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e) Demonstrar que
FTNDC | ((AoB)DA)DA

1 ~15(((ADB)DA)DA)
2 (ASB)>A) 1, DNI~s
v
3 ~1c A 1, DNI~5
A/LS I
4 ~l5(ADB) 2, DNI~15 5 A 2, DNI~15
*

6 ﬁ 4, DNI~5
7 ~15B 4, DNI~q5

*

O tableau fecha nos dois ramos pelas formulas ~;5A e A, que ocorrem, no primeiro

ramo, nos nds 3 ¢ 6, e nos nds 3 e 5 do segundo ramo.

f) Demonstrar que

Fraoe, (—(—(—(A&—A)&——(A&—A))&——(—(A&—A)&——(A&—A))))'D(A™)’

1 ~ri((ﬁ(ﬁ(ﬁ(A&ﬁA)&ﬁﬁ(A&ﬁA))&ﬁﬁ(ﬁ(A&ﬁA)&ﬁﬁ(A&ﬁA))))SD(A"”)S)

2 (—(—(—~(A&—A)&——(A&—A)) &——(~(A&—A)&——(A&—A))))’ 1, DNI~,
3 ~i((A™)) 1, DNI~,
4 ((~(A&—A)&——(A&—A))') 2,11

5 (—~(A&=A)))') 4,11

6 ((ﬁAl)l)l)S 5,11

7 (AHDH'™ 6, T1+s

8 (AH* 7, I1+H(1+s)
9 AY 8, I1H2+s)
10 ~:((A3)S) 3, Eo

11 ~:£A3*S) 10, I3+s

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nos (9) e (11), isto é, A*™ e ~,(A*™).
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4.1.15 O Sistema TNDC,

A seguir, especificamos o primeiro sistema de nossa hierarquia TNDC,, 1<n<o.

O sistema TNDC, corresponde, entre os sistemas de tableaux acima mencionados,
ao sistema equivalente ao calculo paraconsistente C; de da Costa.

Esta sub-se¢do facilitard a analise comparativa entre as provas em nosso sistema
TNDC,, e as provas nos sistemas de Marconi 1980, Carnielli e Lima-Marques 1992 ¢

Buchsbaum e Pequeno 1993, que apresentamos no ANEXO 3.

Regras de Expansao 4.1.15.1 As regras de expansdo do sistema de tableaux TNDC, sdo as

seguintes.

4.1.15.1.1 Regras de Tipo Conjuntivo C: o

&7

Sis 7
o 5! Siet! Nome da Regra
A&B A B E&
A A¥ A*D E(k), k>1
—(AY AX! —(A" Ek—, k>1, onde A’¢ A
—(A®) A —A E(k)—, k>1
~1(A9) —(AY (AMHD Ek~1, k> 1
~1(AVB) ~A ~B DND~,
~1(ADB) A ~B DNI~,
~1(A%) A —A E(k)~1, k=1
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4.1.15.1.2 Regras de Tipo Disjuntivo D:

& | &

B S 5171 Nome da Regra
AvB A B Ev
ADB ~1A B Eo
—(A&B) —-A —-B DNC—, onde Bédistinta de —A (i)
—(AVB) —(AY&B"Y) —A&—B DND—
—(ASB) —(AY&B") A&—B DNI—
~1(A&B)  ~A ~1B DNC~,
4.1.15.1.3 Regras de Tipo Especial S;: Y

?ij

Y 57 Nome da Regra
——A A E——
~1—A ——A E~1—
—~kA A E—~, k>1
~1~A A E~1~, k21
~kA ~1A R~ k> 1
Ak —~(AM &—AR Rk, k>1, onde A’ ¢ A (i)
AW Al E(1)
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4.1.15.1.4 Regras de Tipo Especial S, (ii1): ¢

C_, lJ
€ & Nome da Regra
A% A¥ Eo  (com “0” k-vezes)
—(A¥'&—A") A Ik, k>1, onde A’ ¢ A
(A%)* ASHE I s+k, para s, k >1
A'&A&.. . &A" A® I'(k), k>1 (iv)
—A&AY ~A I'~, k>1 (iv)

Como no caso geral, temos as restrigdes seguintes.

(i) Se A ¢ do tipo (C*'&—(C*")), entdo B deve ser distinta de C*.

(i1) Esta Regra s6 deve ser aplicada apds ndo haver a possibilidade de aplicagdao de qualquer
outra Regra; pode ser aplicada em subformulas de férmulas que ocorrem nos nos e, nestes

casos, deve ser aplicada de “fora para dentro”.

(ii1) As Regras de Tipo Especial S, devem ser aplicadas imediatamente, em cada caso, logo
apods a aplicagdo da primeira Regra aplicada no n6 inicial do tableau; podem ser aplicadas
em subformulas das formulas que ocorrem nos nos e, nestes casos, devem ser aplicadas de

“fora para dentro”.

(iv) Estas Regras, nas condi¢des (iii), s6 podem ser aplicadas em subformulas proprias de

formulas que ocorrem nos nods e, nestes casos, devem ser aplicadas de “fora para dentro”.

Observacao 4.1.15.2 Na aplicagdo das Regras de Expansao ¢ mais eficiente dar prioridade

as Regras de Tipo C e as Regras de Tipo Especial.

Observacio 4.1.15.3 A Observagdo 4.1.6 também se aplica em TNDC,;.

Exemplos 4.1.15.4 Apresentamos, a seguir, a titulo de ilustragdo, exemplos de provas nos

sistemas TNDC;:
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a) Demonstrar que

e, (~1A)°
1 ~1((~1A)°)
v
2 ~((~A))  LEBo

3 Iﬁ((nA)l) 2,El~

4 (~1A)P 2, El~
v

5 ~A 3,El-
v

6 —~A 3,El-
v

7 A 6, E—|~1

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nés 5 e 7, isto é, ~jA ¢ A.

b) Demonstrar que

I—TNDC1 (NSA)1
1 ~1((~sA))

2 i—'((NSA)l) 1, El~

3 f%A)‘)“) 1, El~

4 ~s5A 2, El1—
5 £(~5A) 2, El1—
6 A 5, E—~s
7 i A 4, R

~4 ,» N~5
8 i A 7, R

~3 , N4

|
9 sz 8, R~3
10 ~1A 9,R~;

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nés 6 e 10, isto €, A e ~jA.
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¢) Demonstrar que

|_TNDC1 AD(—|AD—|—|(A&—|A))

2 A 1, DNI~,
3 ~1(=AD——(A&—A)) 1, DNI~,
4 ~(-A>(AD) 3,11

5 J‘A 4, DNI~,
6 ~i(—(Ah) 4, DNI~,
7 iﬁ(Al) 6, E~1—
8 %Al 7, B

*

O tableau fecha pelas féormulas que ocorrem nos nés 2, 5 e 8, isto ¢, A, —A ¢ Al

4.2 REGRA DO CORTE PARA OS SISTEMAS TNDC,, 1<n<®

O proximo teorema nos d4 uma versao especial da Regra do Corte para os sistemas

TNDC..

Lema 4.2.1 SeT, A é fechado, entdo I', A, B é fechado.

Demonstragao:

Imediata, a partir da Definigao 4.1.9. O
Teorema 4.2.2 (Regra do Corte) Em cada sistema TNDC,, 1<n<w, existe um tableau fe-

chado para um conjunto I' de formulas se, e somente se, para uma dada féormula S, existem

tableaux fechados para TU{S} e TU{~,S}, ou paraTU{S} e TU{=S, S', §%, ..., S"}.
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Demonstragao:
Se existe um tableau fechado para I', pelo Lema 4.2.1, ¢ imediato que existem

tableaux fechados paral’,Se I, ~,S,ouparal’,Sel, =S, Sl, Sz, T

Agora, suponhamos que existem tableaux fechados para I', S e I, ~,S, ou existem
tableaux fechados para I', S e I', —S, Sl, S?, ..., S". A demonstragdo de que existe um

tableau fechado para I' ¢ feita por indugao sobre a complexidade da formula S.

1 Seja S uma formula atomica A.

Suponhamos que existem tableaux fechados para I', A e I', ~,A. Nos casos em que
A€l ou ~pAel, ¢ imediato que I" ¢ fechado. Portanto, temos que analisar somente o caso
emque A¢gl" e ~yA¢l’. Sel, Aoul, ~,A ¢ fechado, apenas devido a formulas de I, en-
tdo I' ¢ fechado e nada temos a demonstrar; a mesma explicacao ¢ aplicavel ao caso em que

[LAel,—A, A", A% ..., A" sdo fechados.

1.1 Suponhamos que existem tableaux fechados para I', A e para I', ~,A. Observa-
mos que de A atdmica ndo podemos gerar qualquer féormula, ¢ de ~,A também nao pode-
mos gerar qualquer formula.

Se I', A ¢ fechado entdo, pela Defini¢ao 4.1.9, existe um tableau T tal que seus ra-
mos sdo fechados por ~,A, ou por —A, AL A% . A" Como T, ~,A também ¢é fechado,
entdo existe um tableau fechado T, tal que seus ramos sdo fechados por A, ou por ~,~pA,
ou por —~,A e (~A)', (~nA)2, ..., (~nA)"; ou seja, pelas Regras E~y~; € E—~, a formula A
ocorre em todos os ramos de T'.

Entdo, nos tableaux T e T~ as formulas ~,A ou —A, A', A, .., A" (em T) e A (em
T’), respectivamente, sdo diretamente geradas, pelas Regras de Expansdo, a partir de T,
pois, nem ~,A, —A, AL A% AT poderiam ser gerados de A, nem A poderia ser gerada de

~nA.
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Conseqiientemente, existe um tableau fechado para I' e assim, pela Defini¢ao 4.1.9,

T é fechado.

1.2 Suponhamos que existem tableaux fechados para I', A e para I', —A, Al A%
A". Observamos que ndo € possivel gerar qualquer formula de A; e de —A, Al Az, ., A" S0
& possivel gerar ~A e AY, k<n (Regras I~ e 1(k)).

Se I', A ¢ fechado entdo, pela Defini¢cdo 4.1.9, existe um tableau T, tal que seus ra-
mos sdo fechados por ~,A, ou por —A e Al, A2, oy AL

Como I', —A, Al, A2, ..., A" também ¢ fechado, entdo existe um tableau fechado T,
tal que seus ramos sdo fechados por A; ou por ~;—A; ou por ——A, (=A)', (A ..., (—A)%
ou por ~n(Ai), para todo i, 1<i<n; ou por —|(Ai), (Ai)l, (Ai)z, ey (Ai)“, para todo 1, 1<i<n.
Portanto, pelas Regras E~,—, E——, Ek~,, E& ¢ Ek—, a formula A ocorre em todos os ra-
mos de T".

Conseqiientemente, nos tableaux T e T" as féormulas ~,A ou —A, Al A% AT (em
T) e A (em T"), respectivamente, sdo geradas diretamente, pelas Regras de Expansao, a
partir de I'.

Assim, existe um tableau fechado para I' e, portanto, pela Definigcdo 4.1.9, I ¢é fe-

chado.

2 Suponhamos que o resultado ¢ satisfeito para formulas S de complexidade p, p>0.

3 Seja S uma férmula de complexidade (p+1).

3.1 Seja S do tipo =B, com B de complexidade p.

3.1.1 Suponhamos que I', =B e I', ~,—B sdo fechados, considerando que —B e
~n—B ndo sdo formulas de .

Se existem tableaux fechados para I', —B e para I', ~,—B, entdo, pelas Regras E~,—,
E—— e E(k) existem tableaux fechados para I', =B e para I', B, Bl, B2, ..., B". Assim, pelo

Lema 4.2.1 e Regra E(k), existem tableaux fechados para I', —B, Bl, B2, ..., B"eparal, B,
B',B* .., B"
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Se o tableau fechado para I', B, B', B, ..., B" fecha devido aT, B, entdo I, B & fe-
chado e, desse modo, pela hipotese de inducao, I" é fechado.

Se o tableau fecha devido a B!, B?, ..., B" entdo, pelas Regras Ek~, , E& e Ek—, a
férmula —B ocorre em todos os seus ramos. Portanto, pelas Regras de Expansdo, I gera

—B e, portanto, como I, =B ¢ fechado, temos que I" ¢ fechado.

3.1.2 Suponhamos que I', =B e I', =—B, (—|B)1, (—|B)2, ..., (=B)" sdo fechados, con-
siderando também que —B, —B e (—|B)i , para cada i, 1<i<n, ndo sdo formulas de I'.

Como I', =B, (=B)', (=B)?, ..., (—B)" ¢ fechado entdo, pela Regras E——, existe
um tableau fechado T para I', B, (—B)', (—=B)?, ..., (—=B)". Se existe um ramo fechado devi-
do a T e a qualquer uma das formulas (—B)', (=B)’, ..., (—B)", entdo ele ¢ fechado por
~(=B)', ..., ou ~y(=B)™; ou por ~(=B)', (—B)")', ..., (=B)')", para cada i, 1<i<n. Em todos
esses casos, pelas Regras Ek~,, E&, Ek— ¢ E——, as formulas B ¢ —B ocorrem neste ramo.
Como —B ndo pode ser gerado a partir de ——B, temos que I', pelas Regras de Expansao,
gera —B. Portanto, como I', —B ¢ fechado, temos que I" ¢ fechado.

Assim, suponhamos que I, B, (—.B)l, (—|B)2, ..., (=B)" é fechado devido a I', B.
Como I', —B ¢ fechado entdo, pelo Lema 4.2.1, I, —B, Bl, B2, ..., B" é fechado. Portanto,

pela hipotese indutiva, I" ¢ fechado.

3.2 Seja S do tipo BY, k>1.

3.2.1 Suponhamos que I, B*e T, ~n(Bk) sao fechados.

Como I, B* ¢ fechado e de B¥ s6 ¢ possivel gerar, pela Regra Rk, —|(Bk'1&—|Bk'1),
entdo existe um tableau fechado T cujos ramos sio fechados por ~y(BY); ou por —(B),
(BY', (BY ..., (BY™. Logo, pela Regra Ek~,, as formulas B, =B —(B"), (B“)', (BY? ...,
(Bk)n aparecem em todos os ramos de T e, portanto, " gera (Bk)l, (Bk)z, ey (Bk)n.

Como T, ~y(B¥) ¢ fechado, entdo existe um tableau fechado T’ cujos ramos sio fe-

chados por ~i~n(BY); ou por —~n(BY), (~a(BY))!, (~a(BY))?, ..., (~n(B)™ Logo, como de
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~u(BY), pelas Regras Ek~, e Ek—, s6 ¢ possivel gerar (B¥)™, B ¢ —B, ¢ em todos os ramos
de T, pelas Regras E~y~ € E—~y, ocorre B¥, entdio I gera B,

Como I gera B¥, =(BY), (BY)', (BY), ..., (B")", entdio I é fechado.

3.2.2 Suponhamos que existem tableaux fechados para T, B* ¢ ', —(BY), (BY',
(B, ..., (BY)", observando que a partir de —(B"), pela Regra Ek—, apenas é possivel gerar
B e —B.

Como I, —=(BY), (BY', (BY)? ..., (BY)" ¢ fechado, entdo existe um tableau fechado T
tal que seus ramos sao fechados por ~n(—|(Bk)); ou por —.—.(Bk), (—|(Bk))1, (—.(Bk))z, ey
(—(B)"; ou ~y((B)"), para todo i, 1<i<n; ou —((B“)"),(=(B"))", (=(BY)"’, ..., (=(B"))", para
todo i, 1<i<n. Entdo, pelas Regras E~y—, E——, Ek~, ¢ Ek—, a formula B* aparece em todos
os ramos de T. Portanto, pelas Regras de Expansdo, I" gera B~.

Como I', B* ¢ fechado e " gera B, entdio I" ¢ fechado.

3.3 Seja S do tipo B®, com k >1.

3.3.1 Suponhamos que I', B¥ e I, ~,(B™) sdo fechados. Observamos que, pela Re-
gra E(k), a partir de B® apenas ¢ possivel gerar B(k'l), B(k'z), e B(]), Bk, Bk'l, e B]; e, pela
Regra E(k)~n, a partir de ~,(B") s6 & possivel gerar -(B*), B ¢ =B, para todo k.

Como T, B® ¢ fechado entdo, pela Regra E(k), T, B, .., B* ¢ fechado. Portanto,
existe um tableau fechado T tal que todos os seus ramos sdo fechados por ~y(B'), para
1<i<k; ou por —(BY), (BY, ..., (BY", para todo 1, 1<i<k; ou por ~(BY); ou por —(BY),
B!, .., BY)". Assim, pelas Regras Ek~,, Ek—, E(k)~, e E(k)—, as formulas B ¢ —B
aparecem em todos os ramos de T, isto ¢, I gera B e —B.

Como T, ~n(B(k)) ¢ fechado, pela Regra E(k)~;,, temos que I', B, —B ¢ fechado. En-

tdo, como I" gera B e —B, temos que I ¢ fechado.

3.3.2 Suponhamos que T, BY e T, —|(B(k)), BY)!, (B(k))z, vy (B(k))n sao fechados.

Observamos que, pela Regra E(k)—, a partir de —(B*) somente ¢ possivel gerar B ¢ —B; e
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que, de (BY), para 1<i<k, de fato ndo & possivel gerar qualquer formula, a menos de
~((BY)" &~((B™)"™)).

Como no caso anterior, ja que I', B¥ ¢ fechado, temos que existe um tableau fecha-
do T tal que as féormulas B e —B aparecem em todos os ramos de T, isto ¢, I" gera B e —B.

Como I, =(B®), B™)!, BY), ..., BY)" ¢ fechado, existe um tableau fechado T~
tal que os seus ramos sao fechados por ~n—.(B(k)), ou por ~n(B(k))i, para 1<i<n; ou por
——(BY), (=(BM)), ..., (=(B™))™ ou por =(BX), (B®)), ..., (BY))", para todo i, 1<i<n.
Entdo, pelas Regras de Expansdo, a formula B® aparece em todos os ramos de T’. Portan-
to, I' gera BY.

Assim, como no caso 3.2.2, I" gera B, —B ¢ gera Bl, Bz, - Bk, e portanto, I" ¢ fe-

chado.

3.4 Seja S do tipo ~(B, com k>1.
3.4.1 Suponhamos que I', ~B e I', ~,~B sdo fechados.
3.4.1.1 Se k = n, entdo, pela Regra E~,~, I', B e I, ~,B sdo fechados. Logo, pela

hipdtese indutiva, I' ¢ fechado.

3.4.1.2 Se k < n, entdo, como I', ~B ¢ fechado, e de ~¢B s6 podemos gerar —B, B,
B’ .., Bk, pelas possiveis condigdes de fechamento a formula B ocorre em todos os ramos
do tableau fechado T, concluimos que de I" deduzimos B.

Como I', ~y~¢B ¢ fechado, pela Regra E~,~, temos que I', B ¢ fechado.

Logo, temos que I" ¢ fechado.

34.1.3Sek>n,como I, ~Bel, ~~B sdo fechados, pelas Regras R~y ¢ E~y~,

I, BeTI, ~,B sdo fechados. Logo, pela hipotese indutiva, " é fechado.

3.4.2 Suponhamos que I', ~B e I', —~B, (~B)!, (~B)>, ..., (~B)" sdo fechados.
Como T, —~B, (~B)', (~B)?, ..., (~B)" é fechado, entdo existe um tableau T tal
que seus ramos sido fechados por ~y(—~B); ou por —(—~B), (—=~B)', ..., (=~B)" ou

~n(~kB)i, para qualquer i, 1<i<n; ou por —|(~kB)i, ((~kB)i)l, ey ((~kB)i)“, para qualquer i,
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1<i<n. Assim, pelas Regras E~,—, E——, Ek~, ¢ Ek—, a formula ~B aparece em todos os
ramos de T. Como de —~B s6 ¢ possivel gerarmos B, entdo, pelas Regras de Expansao,
~B ¢ gerada a partirde I'.

Como I', ~(B ¢ fechado e I' gera ~¢B, entdo I" ¢ fechado.

3.5 Seja S do tipo (B&C).

3.5.1 Suponhamos que I', (B&C) eI, ~,(B&C) sao fechados.

Como I', (B&C) ¢ fechado entdo, pela Regra E&, existe um tableau fechado para
I, B, C, isto ¢, existe um tableau fechado para I, B; ou para I', C; ou o tableau fechado
para I', B, C depende tanto de B quanto de C, isto é, C ¢ do tipo ~,B, —B, B(H), ou
B', 1<i<n (ou B ¢ do tipo ~,C, —C, C™, ou , C', 1<i<n).

Como existe um tableau fechado para I', ~,(B&C) entdo, pela Regra DNC~,, exis-
tem tableaux fechados para ', ~,B e I', ~,C.

Portanto, existem tableaux fechados paraI', Be I', ~.B; ouparal’, Ce I', ~,C; ou
para ', ~.B e I', ~,~,B (e assim, pela Regra E~,~, existe um tableau fechado para I', B);
ou para I, ~B e ', ~,—B (e assim, pelas Regras E~,— ¢ E——, existe um tableau fechado
para T, B, B™); ou para ', ~,B ¢ T, ~o(B™) (e assim, pela Regra E(k)~, ou Ek~,, existe um
tableau fechado para I', B, —B), tal que nestes tltimos dois casos temos que I' gera B™ ou
I' gera —B.

Observamos que, os casos em que formulas do tipo D, —D, D!, D% ..., D" ocorrem
como formulas geradas a partir de I', B e C — em todas as possibilidades possiveis, com as
formulas sendo geradas necessariamente de I' e B e C — sdo todos casos particulares dos
casos anteriormente analisados. Esta observagdo também se aplica aos casos subseqiientes
desta demonstragao.

Portanto, temos que, em todos os casos possiveis, [, B e I', ~,B sdo fechados, ou

I, Cel, ~,C sdo fechados. Entdo, pela hipdtese indutiva, I" € fechado.

3.5.2 Suponhamos que existem tableaux fechados para I', (B&C) e I', —=(B&C),
(B&C)', (B&C), ..., (B&C)".
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3.5.2.1 Suponhamos que C ¢ distinta de —B.

Como I, —~(B&C), (B&C)', (B&C)>, ..., (B&C)" ¢ fechado entio, pela Regra
DNC—, existe um tableau fechado T para I', =B, (B&C)', (B&C)’, ..., (B&C)" ¢ existe um
tableau fechado T" para I', —C, (B&C)', (B&C), ..., (B&C)". A partir de todas as possiveis
condi¢des de fechamento para T, temos que a formula B aparece em todos os ramos de T; e
a partir de todas as possiveis condigdes de fechamento para T’, temos que a formula C apa-

rece em todos os ramos de T’. Portanto, temos que I" gera, pelas Regras de Expansdo, B ¢
C.

Assim, como I', B, C é fechado, entdo I" é fechado.

3.5.2.2 Suponhamos que C ¢ —B.

Como I', —=(B&C), (B&C)', (B&C)?, ..., (B&C)" & fechado entdo, pela Regra Ik,
existe um tableau fechado T para I, B!, (B&—B)', (B&—B)’, ..., (B&—B)". A partir de to-
das as possiveis condi¢cdes de fechamento para T, temos que as férmulas B e —B aparecem

em todos os ramos de T. Assim, como no caso anterior, I' gera B ¢ C, e portanto I" ¢ fechado.

3.6 Seja S do tipo (BVvC).

3.6.1 Suponhamos que I', (BvC) eI, ~(BvC) sdo fechados.

Como I', (BvC) ¢ fechado entdo, pela Regra Ev, I', B e I, C sdo fechados e, portan-
to, existe um tableau fechado T para I', B e existe um tableau fechado T" para I, C.

A partir de todas as possiveis condi¢gdes de fechamento para T, temos que I' gera,
pelas Regras de Expansao, ~,B (ou —B, B', B ..., B"); e a partir de todas as possiveis con-
di¢des de fechamento para T', temos que I gera ~,C (ou —C, Cl, Cz, .y CY).

Como I', ~,(BVvC) ¢ fechado entdo, pela Regra DND~,, temos que I', ~,B, ~,C ¢
fechado.

Portanto, como I" gera ~,B e ~,C, entdo I" ¢ fechado.

3.6.2 Suponhamos que existem tableaux fechados para I', (BvC) e I', —(BvC),
(BvC)', (BvC)?, ..., (BVC)".
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Como I, —~(BvC), (BvC)', (BVC)? ..., (BvC)" ¢ fechado, entdo existe um tableau
fechado T para este conjunto de formulas. A partir de todas as possiveis condigdes de fe-
chamento para T, temos que a formula (BvC) aparece em todos os ramos de T.

Todavia, a partir de —=(BvC), pela Regra DND— somente podemos gerar a férmula
—(B™&C™) ou a formula (—B&—C) e, conseqlientemente, as formulas B ¢ —B, ou as
formulas C e —C, ou as formulas —B ¢ —C. Portanto, a partir de ~(BvC), (BvC)', (BvC)?,
..., (BVC)" ndo podemos gerar, pelas Regras de Expansio, a formula (BvC).

Assim, I" gera, pelas Regras de Expansao, (BvC).

Mas, pela hipétese, I', (BvC) ¢ fechado. Desse modo, pelo caso anterior, I" ¢ fechado.

3.7 Seja S do tipo (BoC).

3.7.1 Suponhamos que I', (BoC) e I', ~,(B>C) sdo fechados.

Como I', (BoC) ¢ fechado entdo, pela Regra Eo, I', ~,B e I', C sdo fechados.

Como I'', ~(B>2C) ¢ fechado entdo, pela Regra DNI~,, I', B, ~,C ¢ fechado.

Como I', ~;B ¢ fechado, entdo existe um tableau T fechado para I', ~,B. A partir de
todas as possiveis condigdes de fechamento para T, temos que do conjunto de formulas '
geramos B.

Com I', C ¢ fechado, entdo existe um tableau fechado T" para I', C. A partir de to-
das as possiveis condi¢des de fechamento para T, temos que do conjunto de férmulas I'
geramos ~,C.

Mas, I', B, ~,C ¢ fechado e, portanto, I" ¢ fechado.

3.7.2 Suponhamos que existem tableaux fechados para I', (BoC) e I', —=(B>C),
(BoC)', (BoC)?, ..., (BoC)™

Como I', =(B>C), (BoC)', (BoC)?, ..., (BoC)" ¢ fechado, entdo existe um tableau
fechado T para este conjunto de formulas. A partir de todas as possiveis condigdes de fe-
chamento para T, temos que a formula (BoC) aparece em todos os ramos de T.

Entretanto, a partir de —(B>C), pela Regra DNI—, somente podemos gerar a formu-

la —|(B(")&C(“)) ou a férmula (B&—-C) e, conseqiientemente, as formulas B ¢ —B, ou as
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formulas C e —C, ou as formulas B ¢ —C. Portanto, a partir de ~(B>C), (BoC)', (BoC)?,
..., (BoC)" ndo podemos gerar, pelas Regras de Expanséo, a formula (B>C).
Assim, I" gera, pelas Regras de Expansdo, a formula (BoC).

Mas, pela hipotese, I', (BoC) ¢ fechado. Assim, pelo caso anterior, I ¢ fechado.

Portanto, pelos casos 1-3, demonstramos que se I, Se T', ~,S sdo fechados, ouT’, S

e I,S, =S, S, S% ..., S" sdo fechados, entdo [ é fechado. O

4.3 A EQUIVALENCIA LOGICA ENTRE OS SISTEMAS DA HIE-
RARQUIA TNDC,, 1<n<o, E OS CORRESPONDENTES SISTEMAS
AXIOMATICOS C,, 1<n<®, DE DA COSTA

Baseados na Regra do Corte para TNDC,, 1<n<wm, demonstraremos a equivaléncia

entre os sistemas paraconsistentes C,, 1<n<w, de da Costa e os correspondentes TNDC,.

Teorema 4.3.1 Se I Fc, S, entao I F1NDC, S, para cada n, 1<n<o.

Demonstracao:
Suponhamos que I'kc_S.

Se Sel entdo, para cada n, | <n<, ¢ imediato que I' -rnpc, S. Assim, suponha-
mos que S ndo estaem I

1 Seja S um esquema de axioma de C,, 1<n<w.

Demonstraremos que I" F1NDC,, S, isto €, devemos demonstrar que I', ~,S ¢ fechado
em TNDC,, 1<n<m.

Aqui, daremos apenas as provas para os esquemas de Axiomas 11" a 14", Essas pro-

vas sao apresentadas em forma de arvore, onde o simbolo (*) significa que aquele ramo esta

fechado.
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Lembremos que as regras usadas na geragao dos nos sao indicadas imediatamente a
direita do n6 gerado pela regra; os numeros a esquerda de cada n6 foram acrescentados para

facilitar a descri¢ao do tableau e ndo sdo parte dele.

1.1 Seja S o Axioma 117, isto &, S ¢ A™>((Bo>A)>((Bo—A)>—B)). Geraremos um

tableau fechado, cujo né inicial, I', ~,S, constitui o passo 1 abaixo.

1 [, ~(A”>((BoA)>((Bo>—A)>—B))
2 r,A®
3 [, ~((B2A)>((Bo—A)>—B)))
4 I, (BoA)
5 [, ~n((B>—A)>—B)
6 I, (Bo—A)
7 I, ~—B
8 r,——B
9 r, B®
10 I,B
11 r,A"
12 r, A®Y
13 r, A"
14 r, A™?
15 I, A™
i1 A0
i A i-1, E(1)
i+1 T, ~§B/ 2 T,A
* i+3 T, ~,B < i+4T, —A
* *

O tableau fecha no primeiro e segundo ramos pelas formulas ~,B e B, que ocorrem
nos nos 10 e (i+1), 10 e (i+3), respectivamente; no terceiro ramo fecha pelas formulas A",

An'l, vees Al, A e —A, que ocorrem nos nés 11, 13, 15, ..., i, (i+2) e (it4).
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Nesta arvore, 1 inicializa o tableau; 2 ¢ 3 s3o obtidos de 1 pela Regra DNI~,; 4 ¢ 5

sdo obtidos de 3 pela Regra DNI~,; 6 ¢ 7 sdo obtidos de 5 pela Regra DNI~,; 8 ¢ 9 sdo ob-

tidos de 7 pela Regra E~,—; 10 ¢ obtido de 8 pela Regra E——; 11 e 12, 13 e 15,...,1-2 e i-1,

sdo obtidos de 2, 12, 14, ..., i-3, por sucessivas aplicacdes da Regra E(k), respectivamente; i

¢ obtido de i-1 pela Regra E(1); i+1 e i+2 sdo obtidos de i+1 de 4 Regra Eo; i+3, i+4 sdo

obtidos de 6 pela Regra Eo.

12 Seja'So Axioma 12", isto &, S ¢ (AV&B™)>((A&B)™).

1

O o0 3 O w»n B W DN

—_
- O

1+4

;+(s—3)

T, ~((AW&B™)>((A&B)™))
T, (A"&B"™)
T, ~((A&B)™)
I, (A&B)

I, ~(A&B)
r,A"

T, B(n)

r,A"

r, A®Y

T, An—l

r, A®?

F AQ
I, A’
T, AD
A
T, B"
r,B™Y
r, B™'
r, B™?

r,B®
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i+(s-2) T,B’
i+(s-1) I, BY

i+s r,B'
i+s+3 A
i+s+4 I B
i+s+5 T, ﬁA‘/m r,—B
% *

O tableau fecha no primeiro ramo pelas formulas A", An'l, vy Al, A e —A, que o-
correm nos noés 8, 10, 12, ..., i, (i+s+3) e (i+s+5); e no segundo ramo pelas formulas B",
B™', ...,B',Be —B, que ocorrem nos nods (i+1), (i+3), (i+5), ..., (its), (its+4) e (i+s+6).

Nesta arvore, 2 e 3 sdo obtidos de 1 pela Regra DNI~,; 4 e 5, de 3, pela Regra
E(k)~y; 6 € 7,de 2, por E&; 8 €9, 10 e 11, ..., i+(s-2), i+(s-1), sdo obtidos de 6, 9, ... , i-3
por sucessivas aplicacdes da Regra E(k), respectivamente; i ¢ obtido de i-1 pela Regra E(1);
(i+1) e (it2), (it3) e (it+4), ..., (i+(s-2) e i+(s-1) sdo obtidos de 7, (it+2), ..., i+s(-3) por su-
cessivas aplicagcoes da Regra E(k), respectivamente; i+s ¢ obtido de i+(s-1) pela Regra

E(1); (its+5) e (i+s+6), de 5, pela Regra DNC—.

1.3 Seja'So Axioma 13", isto &, S ¢ (AW&B™)>((AvB)™).
I T, ~((AV&B™)>((AVB)™))

T, ( A(n) &B(“))

T, ~((AvB)"™)

T, (AVvB)

I, =(AvB)

T, A(n)

r,B®

r,A"

T, A®D

T, A

T, A2

O 0 N O »n b~ W

—_ =
=)
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i-2 I, A’
i-1 r,AW
i A
i+1  TI,B"

i+2  T,B™"
i+3  I[,B"
i+4  T,B™

i+(s-3) I, B?
i+(s-2) T, B’
i+(s-1) T, BV
i+s T, B!
its+1 ,A\‘ i+st2 I, B

i+s+3 T, =«(A"&B™) i+s+4 T, -A&—B

. O\ i+s+11 T, —A

i+s+5 T, =(A™)  i+s+6 T, =(B™) *
i+st7 T, A i+st9 T, B
i+s+8 T, —A i+s+10 T, =B
* * i+s+12 T, «(A"&B™) i+s+13 T, -A&—B

i+s+14T, —|(A(n))‘/i+s-i—15 s _(B™) i+s+20 T,—A

1+st16 T, A its+18 I, B i+st21 I, =B
i+s+l7F, —A its+19 F, —B *
%k %

O tableau fecha no primeiro, terceiro e quarto ramos pelas formulas A", A™ AL
A e —A, que ocorrem nos noés 8, 10, 12, ..., 1-2, 1, (i+s+1) e (i+s+8), nos nds 8§, 10, 12, ...,
1-2, 1, (its+1) e (i+s+11), nos nés 8, 10, 12, ..., 1-2, 1, (i+s+16) e (i+s+17), respectivamente;

no segundo, quinto e sexto ramo fecha pelas férmulas B", B“’l, - Bl, B ¢ —B, que ocor-
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rem nos nos (i+1), (i+3), (i+5), ..., it(s-2), (it+s), (its+9) e (i+s+10), nos nos (i+1), (i+3),
@i+5), ..., i+(s-2), (i+s), (i+s+18) e (i+s+19), e nos nods (i+1), (i+3), (i+5), ..., i+(s-2), (i+s),
(its+2), (i+s+21), respectivamente.

Nesta arvore, 2 e 3 sdo obtidos de 1 pela Regra DNI~,; 4 e 5, de 3, pela Regra
E(k)~p; 8€9,10e 11, ..., (i-2), (i+1), sdo obtidos de 6, 9, ..., (i-3) por sucessivas aplicagdes
da Regra E(k), respectivamente; i ¢ obtido de i-1 por E(1); (i+1) e (i+2), (it+3) e (i+4), ...,
i+(s-2) e i+(s-1) s@o obtidos de 7, (i+2), (i+4), ... , i+(s-3) por sucessivas aplicacdes da Re-
gra E(k), respectivamente; i+s € obtido de i+(s-1) por E(1); i+s+1 e i+s+2, de 4, pela Regra
Ev; i+s+3 e i+s+4, de 5, pela Regra DND—; i+s+5 e i+s+6, de i+s+3, pela Regra DNC—;
i+s+7 e i+s+8 sdo obtidos de i+s+5, pela Regra E(k)—; i+s+9 e i+s+10, de i+s+6, pela Re-
gra E(k)—; i+s+11 ¢ obtido de i+s+4, pela Regra E&; i+s+12 e i+s+13, de 5, pela Regra
DND—; i+s+14 e i+s+15, de i+s+12, pela Regra DNC—; i+s+16 e i+s+17, de i+s+14, pela
Regra E(k)—; i+s+18 e i+s+19, de i+s+15, pela Regra E(k)—; i+s+20 e i+s+21 sdo obtidos

de i+s+13, pela Regra E&.

14 SejaS o Axioma 14" isto &, S ¢ (A&B™)>((ASB)™).
1 T, ~o((AP&B™)>((AVB)™))

T, (A"&B™)

T, ~((A>B)™)

I, (AoB)

I', -(A>B)

r,A"

r,B®

[,A"

O 0 9 N »n A~ W

r, A®D
1—1’ Al‘l-l

—_—
(e

1—1’ A(n-2)

—
—

i-3 r,A®
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i-2 I, A’

i-1 r, A"
i A
i+1 r,B"

i+2  1,B®Y
i+3 r, B"!
i+4  T,B"™?

i+(s-3) I, B?
i+(s-2) T, B
i+(s-1) T, B

T

1+s

1ts+1 IL~A i+st2 I, B
— T
i+s+3 T, =(A"&B™) i+st4 T, A&—
O\ i+s+10 T, A
i+s+5 T, =«(A™)  it+st+6 T, =(B™) *
itst+7 T, A i+st8 I, B
* i+s+9 T, —B

* i+s+11 T, «(AW&B™) i+s+12 T, A&—B

i+s+13T, ﬁ(A(“>)‘/i+s+hﬁ(B<“>) i+s+19 T, A

i+s+15T, A i+s+17 T, B i+s+20 T, —B
i+s+16 T, —A i+s+18 T, —B *
* %

O tableau fecha no primeiro e terceiro ramos pelas formulas ~,A e A, que ocorrem
nos nés (i+s+1), (i+s+7) e (i+s+10); no segundo, quinto e sexto ramo pelas formulas B",

B™', ..., B!, B ¢ =B, que ocorrem nos nos (i+1), (i+3), (i+5), ..., it(s-2), (i+s), (i+s+8),
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(i+s+9), (i+s+2), (i+s+18) e (i+s+20); no quarto ramo pelas formulas A", A", .., A", Ae
—A, que ocorrem nos nos 8, 10, 12, ..., i-2, 1, (i+s+15), (i+s+16).

Nesta arvore, 2 e 3 sdo obtidos de 1 pela Regra DNI~,; 4 e 5, de 3, pela Regra
E(k)~p; 8¢ 9,10¢e 11, ..., 1-2, i-1, sdo obtidos de 6, 9, ... , i-3 por sucessivas aplicagdes da
Regra E(k), respectivamente; i € obtido de i-1 por E(1); (itl) e (i+2), (i+3) e (i+4), ...,
1+(s-2) e i+(s-1) sdo obtidos de 7, (i+2), (i+4), ... , i+(s-3) por sucessivas aplicagdes da Re-
gra E(k), respectivamente; i+s ¢ obtido de i+(s-1) por E(1); its+1 e i+s+2, de 4, pela Regra
Eo; i+s+3 e i+st+4, de 5, pela Regra DNI—; i+s+5 e i+s+6, de i+s+3, pela Regra DNC—;
i+s+7 € obtido de i+s+5, pela Regra E(k)—; i+s+8 e i+s+9, de i+s+6, pela Regra E(k)—;
1+s+10 ¢ obtido de i+s+4, pela Regra E&; i+s+11 e i+s+12, de 5, pela Regra DNI—; i+s+13
e i+s+14, de i+s+11, pela Regra DNC—; i+s+15 e i+s+16, de i+s+13, pela Regra E(k)—;
i+s+17 e i+s+18, de i+s+14, pela Regra E(k)—; i+s+19 e i+s+20 sdo obtidos de i+s+12, pela

Regra E&.

2. Agora, consideremos que a formula S ¢ conseqiiéncia de formulas precedentes na

prova, em C,, 1<n<w, por Modus Ponens; isto ¢, temos que [ c,S ¢uma conseqiiéncia
de T'+— c, A e I'c, ADS. Entéo, como temos que I'rtwnc A € I' - 1wpc, ADS, portan-
to, os conjuntos 'U{~,A} e TU{~,(ADS)} sdo fechados em TNDC,, e assim, por DNI~,,
Fru{~,A} e TU{A, ~,S} sdo fechados. Conseqiientemente, I', ~,S, A e I', ~,S, ~,A sdo fe-
chados e, pela Regra do Corte, I', ~,S é fechado. Portanto, I gera S em TNDC,, 1<n<o,

istoé, I' TNDC,, S. UJ

Observacao 4.3.2 O Metateorema da Deducdo (Teorema 1.1.8) ¢ demonstravel em C,,
1<n<w. Logo, podemos transformar toda prova de S a partir de um subconjunto finito
{A1, Ay, ..., Ay} de formulas de I, numa prova de A;DA;>...DADS, em C,. Entdo, a partir

de I' CnS temos que I—anlDAzj...DAkDS e, pelo Teorema 4.3.1, segue-se que

FTNDCnAlDAzD. .. DAOS.
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Agora, suponhamos que Frvpc, A1DA2D...DA(DS. Entdo, {~i(A1DAD...DADS)}

¢ fechado e, assim, por DNI~,, temos que {A;, A; ... , Ay, ~»S} ¢ fechado, isto ¢&,

{A1, Ay ..., A} U{~:S} € fechado. Portanto, {Aj, A; ..., Ak} 1npC,S. 0

Teorema 4.3.3 Se I' F1NDC, S,entdo I Fc, S.

Demonstragao:

Suponhamos que T’ F1NDC, S. Se Sel’, entao I Fc, S ¢ imediato. Assim, suponha-
mos que S nao estaem I

Para demonstrar o teorema, consideremos S como uma férmula gerada a partir de I’
pelas regras de expansao de TNDC,, 1<n<w.

Transformaremos cada Regra de Expansdo de TNDC,, 1<n<m, na correspondente
prova valida em C,, 1<n<m. Isto ¢, as regras de tipo conjuntivo, disjuntivo e especiais serao
transformadas nas provas de o |—Cn(6fj)&(81+1j); B |—Cn(6fj)V(81+1j); Y I—cn(&j), P15 o On b, 5
ee I—CH(SIJ), respectivamente.

Apenas apresentaremos as provas relativas a algumas das Regras de Expansdo en-

volvendo as negacdes fraca e forte, e o operador “k”.

1. Seja S do tipo (A&—A), gerada, em TNDC,, 1<n<w, a partir de —(A"), pela Re-
gra E(k)—. Devemos demonstrar que —.(A(k)) Fc, (A&—A).

A demonstracdo ¢ imediata, pelo Teorema 1.1.9(iii) e pelo Metateorema da Dedu-

cao (MtD).

2. Seja S do tipo ——A&(A)™, gerada, em TNDC,, 1<n<w, a partir de ~,—A, por

E~,—. Demonstraremos que ~,—A Fc, —|—.A&(A)(“).

L ~—A ~(——A&(A) ™) ¢, ~n(——A&(A)™) propriedade de k¢,
2.~ ~o(——A&(A)™) ¢, ~a——AV~(A)™) 1, Teorema 1.1.9(i)
3. oA ~o(——A&(A) ") ¢, ~imA propriedade de ¢,
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4. ~—A | ~o(——A&(A)") o, ~—A&(-A)" 3, Definigdo 1.1.4
5. ~i—A , ~o(——A&(A) ") ¢, ——A 4, Axioma 3, MP
6. ~i—A |, ~o(——A&(A)™) ¢, ~a((A)™) 2,5, Teorema 1.1.6

7. ~—A , ~a(——A&(A)™) e, —(A)M)&((A)™)™) 6, Definicdo 1.1.4

8. ~imA , ~(——A&(A) ") ¢, —=((A)™)) 7, Axioma 3, MP
9. ~i—A |, ~n(——A&(A)™) ¢, —A 8, (1), Axioma 4, MP
10. ~—A |, ~o(——A&(A)™) k¢, ~A&~—A 9, 3, Axioma 5, MP

11, ~oA | ~o(——A&(A) ") b, —A&(——A&(—A)™) 10, Definigdo 1.1.4
12. ~ioA |, ~o(——A&(A) ") e, (FA&(——A&(—A) ™) D(——A&(A)™)

Teorema 1.1.9(vii)

13. ~—A | ~o(——A&(A)™) ¢, (——A&(A)™) 11, 12, MP

14. ~—A b, (~a(——A&(A)™))D(——A&(A)™)) 13, MtD

15. ~iA ¢, (—rn(——A&A)M)V(——A&(A)™)) 14, Teorema 1.1.9(i), MP

16. ~—A ¢, (+—A&(A)™))>(——A&(A)™)) Teorema 1.1.6

17. ~—A ¢, (——A&(A)™) 15, Teorema 1.19(xi), 16,
Axioma 8 MP

3. Seja S do tipo (A*H&—(A")), gerada, em TNDC,, 1<n<w, a partir de —(AH), por
Ek—, k>1. Demonstraremos que —.(Ak) Fc, ((Ak'l)&ﬁ(Ak'l)).

1. ~(A") k¢, ~(A")
2. ~(A") k¢, ~(—((AH&—(A*))) 1, Definicdo 1.1.2

3. (A" ¢, (A )&—(AN) 2, Axioma 9, MP
4. Seja S do tipo (A&—A), gerada, em TNDC,, 1<n<w, de —(AY), por E(k)—. De-

monstraremos que —(A®) Fc, (A&—A).

A demonstragdo ¢ imediata pelo Teorema 1.1.9(iii) e pelo Metateorema da Dedugao.
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5. Seja S do tipo —(A™&B™) ou (—A&—B), gerada, em TNDC,, I<n<wm, de

—(AvB), por DND—. Demonstraremos que —(AvVB) -c_ —~(A"&B"™)v (—~A&—B).

1.
2.
3.
4.

Fc, (A"&B™)&—(AVB))>(—~A&—B)
Fc, (~(AVB)&(AV&B™)>(—A&—B))
Fc, ~«(AVB)>((A"&B"™)>(—~A&—B))

—(AVB) ¢, (AW&B™)>(~A&—B))

5. —(AVB) ¢, «(AV&B™)v (~A&—B)

6.

Teorema 1.1.9(v)
1, Teorema 1.1.6
2, Teorema 1.1.6
3, MtD

4, Teorema 1.19(viii), MP

Seja S do tipo ~(A™&B™) ou (A&—B), gerada, em TNDC,, l<n<wm, de

—(ASB), por DNI-. Demonstraremos que ~(ASB) -c, ~(A”&B™)v (A&—B).

1.

2.

e, (A"&B™)&—(A>B))>(A&—B)
Fc, (~(ASB)&(A"&B™)>(A&—B))
c, ~«(ASB)>((AV&B™)>(A&—B))
—(ASB) ¢, (AV&B™)>(A&—B))

—(ASB) ¢, ~(A"&B™)v (A&—B)

Teorema 1.1.9(v1)
1, Teorema 1.1.6
2, Teorema 1.1.6
3, MtD

4, Teorema 1.1.9(vii1), MP

7 Seja S do tipo —(A"), gerada, da partir de ~y(A"), por Ek~, (k > 1). Demonstrare-

mos que ~n(A") Fc, —(AY).

A demonstragao ¢ imediata, pela Definicdo 1.1.4 e Axioma 3.

8 Seja S do tipo (A&—A), gerada, em TNDC,, 1<n<m, de ~(A®), por E(k)~,, com

k>1. Demonstraremos que ~n(A(k)) Fc, (A&—A).

1. ~o(AY), ~(A&—A) k¢, ~(AY)

2. ~a(AY), ~(A&—A) k¢, «(A)&(AM)™)

3. ~u(AY), ~a(A&—A) ¢, ~(AY)

4. ~o(AY), ~n(A&—A) ¢, (A&—A)
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5. ~u(AY) ¢, ~(A&—A)D(A&—A)

6. ~u(AY) c, —~n(A&—ANV(A&—A)

7. ~(AY) e, —~n(A&—A)D(A&—A)

8. ~u(AY) ¢, (A&—A)D(A&—A)

9. ~u(AY) ¢ (A&—A)

4, MtD
5, Teorema 1.1.9(vii1), MP
Teorema 1.1.9(x1), Defi-

nigdo 1.1.5, Axioma 3, MP

Teorema 1.1.6

6, 7,8, Axioma 8, MP

9. Seja S do tipo (Ak&A(k'l)), gerada, em TNDC,, 1<n<w, de A(k), por E(k), com

k>1. Demonstraremos que AW Fc, (Ak&A(k'l)).

A demonstragdo ¢ imediata, pela Defini¢do 1.1.3.

10. Seja S de tipo (—Av—B), gerada, em TNDC,, 1<n<w, de —(A&B), por DNC—,

onde B ¢ distinta de —A. Demonstraremos que —(A&B) ¢ (—Av—B).

A demonstragdo ¢ imediata, pelo Teorema 1.1.9 (i).

1.

monstraremos que —~gA Fc, A.

1.

2.

9.

—|~kA, ~nA I—Cn —~A

—~A, ~A k¢, (—A&AY)

. —~iA, ~A ¢, ——AV—(AY)
. A, ~A b, ——ADA
A, ~A ¢, (AY)DA&—A
. A, ~A o, A&—ADA

. —~iA, ~A ¢, ~(AY)DA

.=, ~nA ¢, A

—~A ¢, ~nADA

10. —~A ¢, ADA
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Seja S do tipo A, gerada, em TNDC,, 1<n<m, de —~¢A, por E—~¢ (k>1). De-

propriedade de ¢,

1, Definicao 1.1.4

2, Teorema 1.1.9(i), MP
Axioma 9

Teorema 1.1.9(iii)
Axioma 3

5, 6, transitividade de o
4,7, 3, Axioma 8, MP
8, MtD

Teorema 1.1.6



11. =~ A ¢, Av~nA Teorema 1.1.13 (v)

12. =~¢A Fc, A 10,9, 11, Axioma 8, MP

12. Seja S do tipo A, gerada, em TNDC,, 1<n<w, de ~y~A, por E~y~¢ (k>1). De-
monstraremos que ~y~A ¢, A.

O resultado ¢ imediato, pela Defini¢ao 1.1.4 e (11).

13. Seja S do tipo (Ak), gerada, em TNDC,, 1<n<o, de —|(Ak'1&—|Ak'1), por Ik. De-

monstraremos que (A &—A" Fc, (AY).

O resultado ¢ imediato, pela Definicao 1.1.2. O

Observacao 4.3.4 O Metateorema da Deducdo para os sistemas TNDC,, 1<n<w, ¢ facil-

mente demonstrado. Se I', A TNDCHS entdo, pelo Teorema 4.3.3, T, A+ CnS e, pelo Teo-
rema 1.1.8, T Fc, ADS; portanto, pelo Teorema 4.3.1, T F1NDC,, ADS.

Por outro lado, suponhamos que I F1NDC,, A>SS. Entdo, T', ~(ADS) ¢ fechado e,
portanto, pela Regra DNI~,, T', A, ~;S ¢ fechado. Conseqlientemente, I, A - ™nC, S

Logo, em cada TNDC,, 1<n<w®, temos o seguinte resultado:

A+ TNDC“S se, e somente se, I F1NDC,, ADS. 0

Teorema 4.3.5 Os sistemas TNDC,, 1<n<w, constituem uma hierarquia de sistemas de
tableaux, tal que cada sistema TNDC, ¢ equivalente ao correspondente sistema paraconsis-

tente C,, 1<n<m, de da Costa.

Demonstragao:

E uma conseqiiéncia imediata dos Teoremas 4.3.1 e 4.3.3. 0
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Como, pela Observacao 4.3.4 e Teorema 4.3.5, cada sistema TNDC,, 1<n<o, ¢ e-
quivalente ao correspondente C,, 1<n<m, os resultados sintdticos e semanticos relativos aos
TNDC, sdo imediatos.

Assim sendo, a correcdo e completude de nossos sistemas de tableaux sao imedia-
tas.

Além disso, a decidibilidade de TNDC,, 1<n<m, também pode ser demonstrada, a
partir das caracteristicas das Regras de Expansao dos sistemas.

Para toda formula S devemos poder verificar, em um nimero finito de passos, se
~,S € fechado, ou se ~,S ndo ¢ fechado; para todo tableau para ~,S, no caso quando ~,S
nao ¢ fechado, devemos gerar pelo menos um ramo finito completo e aberto.

Pretendemos desenvolver essa demonstracao, em trabalho futuro.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, demonstramos que os sistemas de deducdo natural DNC, e DNC,*,
1<n<w, introduzidos a /a Fitch, constituem hierarquias de sistemas logicos ndo-triviais,
equivalentes aos sistemas correspondentes das hierarquias C, ¢ C,*, 1<n<w, de da Costa.
Nesses sistemas, as condigdes para a “propagacdo do bom comportamento” sdo derivadas.

Demonstramos um Teorema de Normalizagdo, a la Fitch, para as provas categoricas
dos sistemas DNC, e DNC,*, 1<n<®w. Como conseqiiéncia da normalizacdo, demonstra-
mos diretamente a consisténcia, a ndo-trivializagcdo e um principio de subformula adequado
aos sistemas proposicionais DNC,, 1<n<wm, e aos sistemas quantificacionais DNC,*,

I<n<w.

Também foram introduzidos os sistemas de tableaux analiticos TNDC,, 1<n<w®, nos
quais o operador definido “0” (“bola”) de da Costa, os operadores “k” reiterados de nivel k,
os operadores generalizados “(k)”, e as negacdes “~”, k>1, foram considerados operadores
primitivos, diferentemente do que tem sido feito na literatura, onde esses operadores sdo
usualmente definidos.

Através da demonstracao da Regra do Corte para os sistemas TNDC,, 1<n<m, de-
monstramos que cada sistema da hierarquia TNDC,, 1<n<w, ¢ equivalente ao correspon-
dente sistema paraconsistente C,, 1<n<w, de da Costa.

Nos sistemas de tableaux TNDC,, 1<n<o, existem regras especificas que operam
objetivamente com todos os operadores e, desse modo, os ramos dos tableaux sdo univoca e
automaticamente gerados. Nos tableaux dos sistemas TNDC;, 1<n<®, retornos infinitos
nao ocorrem.

Nos sistemas de tableaux TNDC, sdo definidas duas condi¢des para o fechamento
dos ramos dos tableaux, diferentemente do que ¢ usual na literatura.

Na hierarquia de sistemas TNDC,, 1<n<®, também demonstramos resultados que

relacionam entre si os diferentes sistemas C, da hierarquia de da Costa, 1<n<®.
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Pretendemos dar continuidade ao trabalho desenvolvido e, baseados nos resultados

jé obtidos, projetamos:

e Estender a normalizagdo, a la Fitch, para provas ndo-categoricas, o que parece bas-
tante natural, face as caracteristicas das provas subordinadas. Observamos que toda

prova a la Fitch pode ser transformada em prova categorica.

e Estudar as relagdes entre as especificidades dos métodos de normalizagdo de Fitch
1952 e de Prawitz 1965, em particular para os sistemas correspondentes as hierar-

quias C, e C*, 1<n<w, de da Costa.

e Demonstrar um Teorema de Normalizagdo Forte para as hierarquias DNC, e

DNC,*, 1<n<o.

e Desenvolver hierarquias de sistemas de seqiientes para as hierarquias de sistemas C,

e Cy*, 1<n<m, de da Costa.

e Introduzir o sistema de tableaux analiticos TNDC,, correspondente ao sistema C,,

de da Costa.
e Estender o método de tableaux analiticos para a construgdo da hierarquia de siste-

mas quantificacionais de tableaux analiticos TNDC,*, 1<n<®, correspondentes aos

sistemas C,*, 1< n < m, de da Costa.
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ANEXO 1 - SISTEMAS DE DEDUCAO NATURAL PARA OS
CALCULOS DE DA COSTA

Neste anexo, apresentamos resumidamente os sistemas de deducdo natural, presen-
tes na literatura, associados aos célculos proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<w, ao
calculo proposicional paraconsistente C,, € ao calculo quantificacional paraconsistente

C,*, de da Costa.

Primeiramente, introduzimos os sistemas de deducdo natural para os calculos
C,, 1<n<m, de Alves 1976.

A seguir, introduzimos os sistemas de Raggio 1978, denominados NC, e NC,*.

Em 1990, Béziau introduziu o sistema de dedugdo natural M1, equivalente a Cy, e
uma sua variante M’1. Aqui, apresentamos esses sistemas.

Por 1ultimo, introduzimos o sistema de dedugdo natural de Moura 2002, para C,,

denominado NNC,,.
1. OS SISTEMAS DE DEDUCAO NATURAL DE ALVES

Alves 1976 introduz sistemas de deducdo natural, a la Gentzen, para os calculos

proposicionais paraconsistentes C,, 1<n<w, de da Costa.

1.1)  Asregras de dedugdo para os calculos C,, 1<n<w, sdo as seguintes:

Regras de introduc¢ao Regras de eliminacio
[A]
=D B (oE) A, AoB
ADB B
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Regras de introducao Regras de eliminacio

(&) A B (&E) A&B A&B
A&B A B
[A]  [B]
(vI) A B (VE) AvB C C
AvB AvB C

(0) A(H) B(n)
(A&B)™

(0 , ) A(n) B(n)
(AvB)™

(0”"") A®  B®™

(ASB)™

E as Regras:
[A]  [-A]

(—-1) C C () ——A (-3 A” A A
C A B

1.2)  Asregras de dedugdo para C,, sdo as seguintes:

As Regras de Introducdo e Eliminagdo de C;, 1<n<m, e as Regras (—;) € (—3).

Observamos que deve ter havido problemas na revisao da impressao do trabalho de
Alves, pois, as regras que caracterizam o sistema de deducao natural C, deveriam ser:

As Regras de Introducao e Eliminagdo de C,, 1<n<w, ¢ as regras (—) € (—2).
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2. OS SISTEMAS DE DEDUCAO NATURAL NC,, E NC,” DE RAGGIO.

Raggio 1978 introduz sistemas com um unico axioma para a ldgica proposicional
paraconsistente C,, e para a logica quantificacional paraconsistente C,,* de da Costa, deno-
minados sistemas NC, e NC,*, respectivamente.

Consideramos NC, ¢ NC,* como sistemas de deducao natural, sendo que Raggio
apresenta um Teorema de Normalizagdo para esses sistemas, com uma prova a la Gentzen.

Aqui, apresentamos, sucintamente, o sistema NC,, e o sistema NC,* de Raggio.
2.1)  Os sistemas NC, e NC,* t€ém Av—A (tertium-non-datur) como Unico axioma.

2.2)  Asregras de dedugdo para NC,, sao as seguintes:

Regras de introducio Regras de eliminacio
[A]
=D B (oE) A, AoB
ASB B
(&) A.,B (&E) A&B
A&B A (B)
[A]  [B]
(v A (B) (vE) AVB C C
AvB C

onde AvB ¢ a premissa principal

A
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2.3) Asregras de dedugdo para NC,* sdo as seguintes, consideradas as restri¢des usuais:

Regras de introducio Regras de eliminagio
(DI)a (&)’ (\/I) (DE)’ (&)’ (VE), (_'_‘E)
(VD A(a) (VE) VxA®X)
VXA(X) A(a)
A(a)
3D A(a) (FE) IxA(x) C
IxA(X) C

IxA(X) é a premissa principal

Teorema de Normaliza¢ao: Toda derivagdo em NCy,* (NC,) pode ser reduzida a uma
forma normal, aplicando-se um nimero finito de redugdes. A derivagdo na forma normal
tem a mesma formula final e ndo tem novas suposicdes nao descarregadas (Raggio 1978,

p. 3-4).
3. 0 SISTEMA DE DEDUCAO NATURAL M1 (M’1) DE BEZIAU.

Béziau 1990, em seu memorial (manuscrito) de DEA, introduz um novo sistema, a
la Hilbert, para C; e uma nova versao de sua semantica, com o objetivo de dar uma nova
apresentacdo mais intuitiva para C;. Sdo apresentados o sistema de deducao natural M1,
equivalente a C;, e uma sua variante M’1.

Consideramos, aqui, M1 como um sistema de deduc¢do natural.

A seguir, apresentamos os sistemas M1 ¢ M’1, como introduzidos no memorial de

DEA de Béziau.
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3.1)

3.2)

O sistema M1 tem como axiomas:

Identidade: A+ A

Terceiro-Excluido: Av—A

As regras para M1 sdo as seguintes:

3.2.1) Regra estrutural:

Enfraquecimento a direita: T — B

IA-B

3.2.2) As regras logicas para M1 sdo as seguintes:

Regras de introduc¢ao Regras de eliminacio
(&) T'FHA "B &+ '-A&B & - I'-A&B &-
r, "'~ A&B '-A r-B
(V) r-A v+ I'e|B v+ I'-AvB I',A~C TI",BrC
' - AvB I'-AvB Lo, =C
> TIL,A+~B o+ '-A I'-AoB o-
I' - AoB I, I - AoB
E as Regras para a negagdo:
(-) TLAFB T A+—-B T",AFB° —+ I FA® ... Ty FA K°
rLr,r e -A [y, ..., Th F K[A ..., AG]°

ondene{l, 2} ke{&,v,>, -}
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3.3) O sistema M’1, considerado uma variante de M1, ¢ obtido suprimindo-se a Regra —+

de M1 e acrescentando-se as seguintes regras:

A + —+ " (Introducdo da negagdo)
r —-A
I ~ (Enfraquecimento a esquerda)
' A
' -B I —-B r+ms° — - " (Eliminagdo da negagéo)
Lo, I e~
Teorema:
a) I - c, A se,esomentese, [’ w1 A

b) I' =mi A se, e somente se, I’ — m1 A.

4. O SISTEMA DE DEDUCAO NATURAL NNC, DE MOURA.

Moura 2002 introduz um sistema de dedugdo natural, a la Gentzen, para o calculo
proposicional paraconsistente C,, denominado NNC,, .

O sistema NNC,, de Moura ¢ o mesmo de Alves 1976, Castro 1998 ¢ de Castro e
D’Ottaviano 2000.
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4.1)  Asregras de dedugdo para NNC,, sdo as seguintes:

Regras de introducio Regras de eliminagio
[A1]
IT;
(DI) Az (DE) A], A13A2
Al:)Az Az
(&) A A (&E) A1&A 1=1,2)
A1 &A, Aj
[A1]  [A2]
I, Ik
(v A (A=1,2) (VE) AivA, C C
A1VA2 C
A
E a Regra [A] [-A]
IT, I,
(neg) C C
C

Teorema de Normaliza¢ao: Toda derivagao I'T de NNC,, reduz-se a uma derivagao normal

IT’, sem novas suposi¢des e com a mesma formula final (Moura 2002, p. 109-110).

Moura 2002 demonstra um Teorema de Normalizagdo Forte para o sistema NNC,,.
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ANEXO 2 - OS SISTEMAS PROPOSICIONAIS PARACON-
SISTENTES DE DEDUCAO NATURAL NDC,, 1<n<o.

Em Castro e D’Ottaviano 2000, introduzimos a hierarquia de sistemas l6gicos de
deducao natural NDC,, 1<n<wm, e demonstramos que esses sistemas sdo logicamente equi-
valentes aos sistemas correspondentes da hierarquia de 16gicas paraconsistentes C,, 1<n<o,
de da Costa.

A diferenca entre os sistemas logicos NDC,, 1<n<w, ¢ os correspondentes sistemas
DNC,, 1<n<w, introduzidos na Se¢do 2.2 do Capitulo 2, estd somente na formulagdo da
Regra de Introdugdo Restringida da Negagdo (1 - —(rest)) e da Regra da Distribui¢do Res-
tringida da Negagdo na Implica¢do (DNI(rest)).

Em NDC,, 1<n<m, temos as seguintes regras de dedug¢do, sendo que as idénticas as
dos sistemas DNC,, correspondentes sao apenas mencionadas.

Regra de Repeticdo (R)

Regra de Reiteragado (Reit)

Regra de Introdugdo da Implicagdo (1 - D)

Regra de Introdugado da Conjungdo (1 - &)

Regra de Introdugdo da Disjuncgado (1 - v)

Regra de Eliminagdo da Implicagdo (E - D)

Regra de Elimina¢do da Conjungdo (E - &)

Regra de Eliminagdo da Disjuncgdo (E - v)

Regra de Eliminagdo da Dupla Negagdo (E - ——)

Regra do Terceiro-Excluido (RTE)

Regra da Distribui¢do da Negagao na Conjungdo (DNC)

Regra da Distribui¢do Restringida da Negag¢do na Disjungcdo (DND(rest))
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Introdugdo Restringida da Negagdo (1 - —(rest)): Se a partir do conjunto de férmu-

las {A4, ..., Ay, B™, C}, onde C ¢ uma suposicao, podemos deduzir como conclusdes B ¢

—B, entdo do conjunto {Aj, ..., Ay, B} podemos deduzir como conclusio —C.
1 Ay
k Ag
o B
p C suposi¢ao
S B (ou —B)
t —B (ou B)
v —-C m, p-t, [ - —(rest)

Distribui¢do Restringida da Negag¢do na Implicagdo (DNI(rest)): Se a partir de um

conjunto de formulas {A|, ..., A} podemos deduzir como conclusdes A™, B™ ¢ ~(A>B),

entdo do conjunto {Aj, ..., Ay} podemos deduzir como conclusdo a conjuncao de A&—B.

1

Ay

A® (ou B(H))

B®™ (ou A(n))

A&—B p, q, r, DNI(rest)
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Os sistemas proposicionais de dedu¢ao natural NDC;, 1<n<w, sdo equivalentes aos
correspondentes sistemas proposicionais axiomaticos C,, 1<n<w; e, como no Capitulo 2 ¢
demonstrada a equivaléncia entre cada DNC, e os correspondentes sistemas C, resulta que
os sistemas da hierarquia NDC, sdo equivalentes aos sistemas correspondentes da hierar-

quia DNC,, 1<n<o.

Todavia, aqui demonstramos diretamente a equivaléncia logica entre os sistemas de

deducao natural DNC; e os correspondentes sistemas de deducao natural NDC,, 1<n<cw.

No lema, a seguir, demonstramos resultados que serdo utilizados nas provas dos

proximos teoremas.
Lemal a) +pc, B">((CoB)>((Co>-B)>—C))

b) e, (CoB™)o((—CoB)>((—Co>—-B)>—C)).

Demonstragao

a) Fxpe, B”o((CoB)=((Co—-B)>—C))

1 B™ suposi¢do

2 CoB suposicao

3 Co—B suposicao

4 C suposicao

5 CoB 2, Reiteracao
6 Co—B 3, Reiteracao
7 B 4,5,E->

8 —-B 4,6,E->

9 —-C 1, 4-8, I - —(rest)
10 (Co—-B)>-C 39,1-o

11 (CoB)o((Co—B)>—-C) 2-10,1->

12 B">((CoB)>((Co>—B)>—C)) 1-11,1->
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b) - bne, (CoB™)5((-CoB)>((-Co—B)>—C))

1 CoB™ suposigao

2 CoB suposicao

3 Co>—B suposicao

4 C suposicao

5 C suposi¢ao

6 CoB™ 1, Reiteragao

7 B" 56,E->

8 Co—B 3, Reiteragdo

9 —B 5,8,E->

10 CoB 2, Reiteragdo
11 B 5,10,E->

12 —-C 5-12, 1 - —(rest)
13 —-C suposicao

14 -C 13, Repeti¢ao
15 —-C 5-12, 13-14, RTE
16 (Co—B)>-C 3-15,1-o

17 (CoB)o(( Co—B)o—-C) 2-16,1->

18 (CoB™)>((CoB)>((Co>—B)>—C))  1-17,1-5

Teorema 2 Toda prova I1" de F, a partir de um conjunto I' de formulas, em cada sistema
de dedugao natural DNC,, 1<n<m, pode ser transformada numa prova I1 de F, a partir do
conjunto I' de formulas, no correspondente sistema de dedugdo natural NDC,, 1<n<m. Isto

¢,

I FbNe, F=T FNpC, F.
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Demonstracao:

Faremos a demonstracdo por indugdo sobre o comprimento da prova de F, a partir
de I', em DNC,, 1<n<.

Como hipotese de indugdo, admitamos que, para toda prova II" de F, com
comp(Il) < k, a partir de um conjunto I' de férmulas, em cada sistema proposicional
DNC,, 1<n<o, existe uma prova I de F, a partir do conjunto I" de formulas, no correspon-

dente sistema de deducao natural NDC,, 1<n<.

Demonstremos o resultado para comp(I1) = k, ou seja, para o caso em que F ¢ obti-

da, na prova I' pnea F, no k-ésimo passo.

Apresentamos, a seguir, apenas a demonstragdo relativa aos casos de aplicacdo da
Regra de Introdugdo Restringida da Negagdo (I - —(rest)) e da Regra de Distribuicdo Res-
tringida da Negacdo na Implicagdo (DNI(rest)), pois, nos outros casos, as regras sao as

mesmas, nos 2 (dois) sistemas.

i) F ¢ a formula —C, obtida no passo k da prova I1°, em DNC,, 1<n<®, por aplicacdo da

Regra de Introducao Restringida da Negacao (I - —(rest)) de DNC,, 1<n<®. Temos:

1 A

h Ay

p C suposicao

q B™  (Bou—B)

r B (B™ ou —B)

k-1 —-B  (B™ouB)

k —C p, p-(k-1), I - —(rest)

259



Isto é,deT’, C FbNe, B® e I,C Fone, B e T, C Fonc, =B, temos I' pnc, -C,

onde C ¢ uma suposi¢ao.
Por hipétese de indugdo, temos que:

T, Cnpc, B”
I,C FNpC, B
F, C I—N[)Cn —-B

Entao, pela Regra de Introducao da Implicagao (I - o) em NDC,, temos

r FNDC,, CoB

r FNDC,, Co—B

Portanto, por aplica¢des da Regra de Eliminagdo da Implicacdo (E - ©) em
I - xpc, B">((CoB)>((Co—-B)>—C))  (Lema 1- (a))

I' =~npc, CoB eI’ FNpC, Co—B, temos

', Cnoc, —C.

Entdo, pela Regra I - o, segue-se

r FNDC, Co-C.

De I' apc, Co—C, pela Regra do Terceiro-Excluido (RTE), temos,

r
s C suposicao
s+l Co—-C Reiteracao
s+2 —C s,st1,E->
s+3 —-C suposicao
st+4 —-C s+3, Repeticao
st5 —=C s-(st2), (s+3)-(st4), RTE

Logo, I FNDC, —C, ou seja

r FNpc, F.
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ii) F é a formula ——A&—B, obtida no passo k da prova IT’, em DNC,, por aplicagdo da
Regra da Distribui¢ao Restringida da Nega¢ao na Implicagdo (DNI(rest)). Temos:

1 Ay

n A

I I ——

qi ]:3<n) (ou A®)

rE —|(AEDB)

k —|—.AE&—|B p, g, 1, DNI(rest)

Isto ¢, de T Fpne, A™ e T pne, B™ e T Fpne, ~(ASB), temos T -pye, ——A&—B.

Por hipétese de indugdo, temos que
I' =~pc, A e T F~nc,, B" e T Fnoc, —(ADB).

Portanto, em NDC,, 1<n<m:

r
p A® (ou B(n))
q B™  (ou A™)
S A&—B p, q, 1, DNI(rest)
s+1 A s, E-&
s+2 —B s, E-&
s+3 —-A suposicao
s+4 A s+1, Reiteracao
st5 ——A p (ou q), (s+3)-(st+4), I - —(rest)
s+6 ——A&—B S+2, S+5, [-&
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Logo, de I" -npc, A e T FNDC, B®” ¢TI e, —~(ADB), obtemos
I =npc, =—A&—B, ou seja,

T |—NDCn F.

Portanto,

SeTl’ FbNe, F, entao I FNpC, F. UJ

Teorema 3 Toda prova I1" de F, a partir de um conjunto I" de férmulas, no sistema dedu-
c¢ao natural DNC,, pode ser transformada numa prova I de F, a partir do conjunto I" de

formulas, no correspondente sistema de deducdo natural NDC,,. Isto &,
'+ NDC,, F=T I_DNC(,O F.

Demonstragao:

Demonstracdes idénticas as do teorema anterior, excluindo-se os casos de aplica-
¢oes das Regras: Introdu¢do Restringida da Negagdo (I — —(rest)), Distribui¢do da Negacao
na Conjuncdo (DNC), Distribuicdo Restringida da Negacdo na Disjuncdo (DND(rest)) e
Distribuicao Restringida da Negacao na Implicagdo (DNI(rest)). O

Teorema 4 Toda prova IT de F, a partir de um conjunto I de férmulas, em cada sistema
dedugao natural NDC,, 1<n<w, pode ser transformada numa prova I1" de F, a partir do con-

junto I" de formulas, no correspondente sistema de dedug@o natural DNC,, 1<n<w. Isto &,
T I—N])(jn F=T |—DNCn F.

Demonstragao:
Faremos a demonstracdo por indug@o sobre o comprimento da prova de F, a partir

de I', em NDC,, 1<n<wm.
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Como hipotese de inducdo, admitamos que, para toda prova Il de F, com
comp(IT)< k, a partir de um conjunto ' de férmulas, em cada sistema proposicional NDC,,
1<n<w, existe uma prova I1" de F, a partir do conjunto I de férmulas, no correspondente

sistema de deducao natural DNC,, 1<n<.

Demonstremos o resultado para comp(IT) = k, ou seja, para o caso em que F ¢é obti-

da, na prova I’ FbNe, F, no k-ésimo passo.

Apresentamos, a seguir, apenas a demonstracao relativa aos casos de aplicacdo das
Regras de Introducao Restringida da Negagao (I - —(rest)) e da Regra da Distribui¢do Res-
tringida da Negacdo na Implicagdo (DNI(rest)), pois, nos outros casos, as regras sao as

mesmas, nos 2 (dois) sistemas.

1) F ¢ a formula —C, obtida no passo k da prova I, em NDC,, 1<n<w, por aplica¢do da

Regra de Introducdo Restringida da Negacao (I - —(rest)) de NDC,, 1<n<w®. Temos:

r
k Ay
m B(H)
p C suposicao
S B (ou —B)
k-1 —B (ou B)
k —-C m, p-(k-1), I - —(rest)

Isto é, de I' npcC B™ e I,Ckanpc. B ¢ I, Crnpc.—B, temos I' ~axpc. —C,
n n n n

onde C ¢ uma suposic¢ao.
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Por hipétese de indugdo, temos que:

I tpxe, B” ¢ T,Chpne, B e T, Chonc, —B.

Entdo, pelo Principio da Introdu¢do do Antecedente e pela Regra de Introducdo da
Implicacdo (I - o) em DNC,, temos

I Fpne, CoB™ ¢ Thpne, CoB e T'pne, Co-B.

Portanto, por aplica¢des da Regra de Eliminagdo da Implicacdo (E - D) em

I Fprc, (CoB™)o((CoB)>((Co>—B)>—C))  (Lema 1- (b))

I Fone, CoB™ e T Fone, CoB e I'pne, Co—B, temos que

I'Fone, —C, ou seja,

T I—])N(jn F.

ii) F é a formula ——A&—B, obtida, no passo k da prova I1, em NDC,, por aplicagdo da
Regra da Distribui¢ao Restringida da Nega¢ao na Implicagdo (DNI(rest)). Temos:

r
p A® (ou B(n))
q B®™ (ou A(n))
k A&—B p, q, 1, DNI(rest)

Isto &, de T -xpc, A™ e T xpc, B e I' Fapc, ~(ASB), temos I’ -xpc, A&—B.

Por hipotese de indugdo, temos que

I'pne, A™ e T tprc, B” e T pne, ~(ASB).
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Portanto, em DNC,, 1<n<m:

r
p A® (ou B(H))
q B™ (ou A™)
S ——A&—B p, g, 1, DNI(rest)
s+1 ——A S, E-&
s+2 A S+1, E-—
st3 —B s, E-&
st4 A&—B st2,s+3,1-&

Logo, de I -pnc, AY e FbNC, B®” ¢ I Fpnc, —(ADB), obtemos
r FbNe, A&—B, ou seja,

r (o F.

Portanto,

SeT’ FnNpc, F, entaoI" FbNc, F. UJ

Teorema 5 Toda prova I1 de F, a partir de um conjunto I" de férmulas, no sistema dedugao
natural NDC,, pode ser transformada numa prova I1" de F, a partir do conjunto I" de for-

mulas, no correspondente sistema de deducao natural DNC,,. Isto €,

' DNC,, F=T |—NDC0) F.
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Demonstracao:

Demonstracdes idénticas as do teorema anterior, excluindo-se os casos de aplica-
¢oes das Regras: Introdu¢do Restringida da Negagdo (I — —(rest)), Distribui¢do da Negacao
na Conjuncdo (DNC), Distribuicdo Restringida da Nega¢cdo na Disjuncdo (DND(rest)) e
Distribuicao Restringida da Negacao na Implicagdo (DNI(rest)). O

Como uma conseqiiéncia imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte teo-

rema de equivaléncia.

Teorema 6 Os sistemas proposicionais de dedugdo natural DNC,, 1<n<w, sdo logicamente
equivalentes aos correspondentes sistemas proposicionais de deducdo natural NDC,,

1<n<w. Isto é,

T FbNe, FeT FNbc, F. UJ

Colorario 7 Para toda prova categorica I1” de F, em cada sistema proposicional de dedu-
¢ao natural DNC,, 1<n<w, existe uma prova categoérica I1 de F, no correspondente sistema

de dedugao natural NDC,, 1<n<m, ¢ vice-versa. Isto &,

Fonc, F < Fnoc, F.

Demonstragao:

Pelos teoremas anteriores, basta tomar I' = . O
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ANEXO 3 - OS SISTEMAS QUANTIFICACIONAIS PARA-
CONSISTENTES DE DEDUCAO NATURAL aDNC,*, 1<n<o.

Aqui introduzimos uma outra hierarquia de sistemas dedutivos quantificacionais

paraconsistentes de primeira ordem, que denominamos aDNC,*, 1<n<w.

A diferenca entre os sistemas logicos aDNC,*, 1<n<w, e os correspondentes siste-
mas DNC,*, 1<n<w, introduzidos na Secao 3.1 do Capitulo 3, esta somente na formulacao
da Regra de Distribui¢do da Negagdo no Quantificador Universal (D - —V) e da Regra de
Distribui¢do da Negag¢do no Quantificador Existencial (D - —3) de DNC,*, 1<n<w, que
em aDNC,*, 1<n<w, sdo substituidas pela Regra de Introdugdo da Regularidade no Quan-
tificador Universal (1 - regV) e pela Regra de Introdugdo da Regularidade no Quantifica-

dor Existencial (I - reg3), respectivamente.

Em aDNC,, 1<n<w, temos as seguintes regras de deducdo, sendo que as idénticas

as dos sistemas DNC,* correspondentes sdo apenas mencionadas.

Regra de Repeti¢do (R)

Regra de Reiteragdo (Reit)

Regra de Introdugdo da Implicagdo (1 - D)

Regra de Introdugado da Conjungdo (1 - &)

Regra de Introdugdo da Disjungado (1 - v)

Regra de Introdugdo Restringida da Negagdo (1 - —(rest))
Regra de Eliminagdo da Implicagdo (E - D)

Regra de Eliminagdo da Conjungdo (E - &)
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Regra de Elimina¢do da Disjungdo (E - v)

Regra de Elimina¢do da Dupla Negagdo (E - ——)

Regra do Terceiro-Excluido (RTE)

Regra da Distribui¢do da Negagdo na Conjungdo (DNC)

Regra da Distribui¢do Restringida da Negag¢do na Disjungdo (DND(rest))
Regra da Distribui¢do Restringida da Negagdo na Implicagao (DNI(rest))
Regra da Introdu¢do do Quantificador Universal (1 - V)

Regra da Introducdo do Quantificador Existencial (1- 3)

Regra da Eliminagdo do Quantificador Universal (E - Y)

Regra da Eliminagdo do Quantificador Existencial (E - 3)

Regra de Introducdo da Regularidade no Quantificador Universal (I - regV): Se a
partir de um conjunto de premissas {A;, ..., Ax}, podemos deduzir a conclusdo

Vx((A(x))™), entdo do conjunto {Ar, ..., Ay} podemos deduzir como conclusio (VxA(x))™.

1 A4 premissa

n Ay premissa

b VR(AG)™)

¢  (VxAX)" p,1-regV
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Regra de Introdug¢do da Regularidade no Quantificador Existencial (1 - reg3): Se a
partir de um conjunto de premissas {Aj, ... Agx}, podemos deduzir a conclusao

Vx((A(x))™), entdo do conjunto {Aj, ..., A} podemos deduzir como conclusdo (IxA(x))™.

1 A premissa

n Ay premissa

p Vx((A(X)™)

qa  ExAx)” p, - reg3

Estas duas ultimas regras de dedugao, assim como os Axiomas 17 e 18 dos sistemas
C,’, l<n<o, de da Costa, podem ser interpretadas como condi¢des para a “propagacdo do

bom comportamento”, no calculo quantificacional.

A seguir, demonstramos diretamente a equivaléncia ldgica entre os sistemas de de-
ducdo natural DNC,*, 1<n<w, e os correspondentes sistemas de deducdo natural aDNC,*,

I<n<w.

Lema 1. Em aDNC,*, 1<n<®, o seguinte resultado ¢ demonstravel:
VX((AX))>Vx(—AX)™).

Demonstragao:

269



O o0 3 N n Bk~ W N ==

| NS I S e e e T e e T Y S
S O o0 NN O nm B~ W NN = O

s+1
st+2
s+3

s+4

stp

Vx((AX)™)
—-AX)&—A(X)
—A(X)

——A(X)

A(x)

Vx((AX)™)

(Ax)™
—(=A(X)&——A(X))

(=A®X))

(—A(X)' &—((—A(X)))
—~((-AX))
——(—A(X)&——A(X))
—-AX)&——A(X)
—A(X)

——A(X)
A(X)
VX((A(X)™)
(A()™

suposi¢ao
suposi¢ao
2,E-&

2,E-&

4,E - ——

1, Reiteragao
6,E-V

2-7, I - —(rest)

8, Defini¢do 1.1 (ver Capitulo 1)
suposi¢ao
10,E-&

11, Definicao 1.2
12, E - =
13,E-&
13,E-&

15, E - =

1, Reiteracao

17,E-V

—((—A(X))' &—((—=A(x))")) 10-18, I - —(rest)

(—Ax))’

(=AX)" &((=AX)™)
—((=AM)"™)

(—AX)"*&—(-A X))
—((—Ax)"™)

—|A(X)
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19, Definic¢do 1.1

suposi¢ao

s, E-&

——((—AX))"2&—(—A(x))"?)) s+1, Defini¢do 1.2

S+2, E-—

st3,E-&

(S+p_1), E - &



stptl —A(X) stp, E- &

stp+2 A(x) stp+1, E - ——
stp+3 Vx((A(x))™) 1, Reiteragao

stp+4 (A(x))™ stp+3,E-V

S5 | (A &A™ s-(stpHa), T - —(rest)
stpt+6 | (=A(x))" s+p+35, Defini¢do 1.2

s+m (—A(X))' &(-AX))*& ...& (—A(X))" 9, 20, ..., stpt+6, 1 - &

stmtl | (-A(x)™ s+m+, Definig¢do 1.3
stm+2 | Vx(—A(x))™ stm+1,1-V
stm+3 Vx((A(x))™)oVx(-A(x))™ 1-(s+m+2), 1 - 5

Teorema 2 Toda prova I1" de F, a partir de um conjunto I" de férmulas, em cada sistema
dedugdo natural DNC,*, 1<n<wm, pode ser transformada numa prova I1 de F, a partir do

conjunto I' de féormulas, no correspondente sistema de dedugdo natural aDNC,*, 1<n<o.

Isto ¢é,

I'~ DNC, * F=T l_aDNCn* F.

Demonstragao:
Faremos a demonstracdo por indug@o sobre o comprimento da prova de F, a partir

de I', em DNC,*, 1<n<wm.

Como hipotese de indugdo, admitamos que, para toda prova II" de F, com
comp(I1) <k, a partir de um conjunto I" de formulas, em cada sistema DNC,*, 1<n<o, e-
xiste uma prova I1 de F, a partir do conjunto I' de férmulas, no correspondente sistema de

deducao natural aDNC,*, 1<n<®.
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Demonstremos o resultado para comp(IT) = k, ou seja, para o caso em que F ¢é obti-

da, na prova '+ DNC, * F, no k-ésimo passo.

Apresentamos, a seguir, apenas a demonstragdo relativa aos casos de aplicacdo da
Regra de Distribuigdo da Negacdo no Quantificador Universal (D - —V) e da Regra de Dis-
tribui¢do da Negacao no Quantificador Existencial (D - —3), pois, nos outros casos, as re-

gras sdo as mesmas, nos 2 (dois) sistemas.

i) F ¢é a formula I3x—A(x), obtida no passo k da prova IT", em DNC,*, 1<n<w, por aplica-
¢do da Regra de Distribui¢do da Negacdo no Quantificador Universal (D - —V) de DNC,*,

1<n<m. Temos:

I
P IX(A)™) (0u ~VXA(x))
m o SVXA®X) (ou YX((AX)™))
k Ix—A(X) p, m,D-—V

Isto é, de T Fpne,* VX(AX)™) e T Fpnc,* ~VXA(x), temos T Fpnc, * IX—A(X).

Por hipotese de indugdo, temos que:
T Faoxe* VX(AX)™)
T I_aDNCn* —|VXA(X)

Ou seja, em aDNC,*:
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]
s+l
s+2
s+3
st+4
s+5
st+6
s+7
s+8
s+9
s+10
st+11
st+12
st+13

s+14

Logo, I' Fapnc, * (3x—A(X)), ou seja,

Vx(Ax)™)

—VXA(X)

—(Ix—=A(X))
—-A(X)
(Fx—-A(x))
—(Ix—A(x))
VX(AX)™)
(IxAX))™
——A(X)

A(X)

VXA(X)

—VXA(X)
Vx((AX)™)
(VxAx))"
—(Ix—-A(X))

(Ix—A(x))

J aDNCn* F.

suposi¢ao

suposicao

st2,1-3

s+1, Reiteracao

m, Reiteracao

s+5, I -regd
(s+2)-(s+6), I - —(rest)
s+7,E - ——

st8,1-V

s, Reiteracao

m, Reiteracao
st11,1-regV
(s+1)-(s+12), I - —(rest)

S+13, E-—



ii) F ¢ a formula Vx—A(x), obtida no passo k da prova I1", em DNC,,*, 1<n<®, por apli-
cacdo da Regra de Distribuicdo da Negag¢do no Quantificador Existencial (D - —3) de

DNC.,*, 1<n<m. Temos:

r
p Vx((A(x)™) (ou —VXA(x))

m —EI;(A(X) (ou Vx((A(x))™))

k VXx—A(X) p,m,D-—3

Isto €, de T pnc, * Vx(AX)™) e T FpNe,* —IXA(X), temos T pye, * VX—A(X).

Por hipotese de indugdo, temos que:
T Fapne,* VX((AX)™)
I |_aDNCn* —|E|XA(X)

Ou seja, em aDNC,*:
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S
s+1
s+2
st+3
s+4
s+5
st+6
s+7
s+8
s+9
s+10
s+11
st+12
st+13

s+14

Vx((AX)™)

—3IxA(X)

—(Vx—=A(x))

A(x)
(IxA(x))
—(IxA(x))
vx((AX)"™)
(IxAx))™
—A(X)

VX—A(X)
Vx((AX)™)
YX((AX)™)>Yx(—AX)™)
Vx((—AX)")
(VX(—A)™
—(Vx—A(X))

Vx—-A(X)

Logo, I' FapNC, * Vx—A(X), ou seja,

I' +apne, * F.
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suposicao

suposicao

s+2,1-3

s+1, Reiteracao

m, Reiteragao

s+5, 1 -regd
(s+2)-(st+6), I - —(rest)
s+7,1-V

m, Reiteracao

Lema 1

st9, s+10, E - o
st11,1-regV
(s+1)-(s+12), I - —(rest)

S+l3, E-—



Teorema 3 Toda prova I1" de F, a partir de um conjunto I' de formulas, no sistema dedu-
¢do natural DNC,*, pode ser transformada numa prova I1 de F, a partir do conjunto I" de

formulas, no correspondente sistema de deducao natural aDNC,*. Isto &,

'+ DNC, * F=1T FapNC, * F.

Demonstragao:

Demonstracdes idénticas as do teorema anterior, excluindo-se os casos de aplica-
¢oes das Regras: Introducao Restringida da Negagao (I - —(rest)), Distribuicdo da Negacao
na Conjungdo (DNC), Distribuicao Restringida da Negacdo na Disjungdo (DND(rest)), Dis-
tribuicdo Restringida da Negacao na Implicagao (DNI(rest)), Regra de Distribui¢dao da Ne-
gacao no Quantificador Universal (D - —V) e Regra de Distribuicdo da Nega¢ao no Quanti-

ficador Existencial (D - —3). O

Teorema 4. Toda prova Il de F a partir de um conjunto I de férmulas, em cada sistema
quantificacional de deducdo natural aDNC,*, 1<n<wm, pode ser transformada numa prova
IT" de F, a partir do conjunto I" de formulas, no correspondente sistema de deducao natural

DNC,*, 1<n<w. Isto €,

I |_aDNCn* F = FI—DNCH* F.

Demonstragao:

Por indugdo sobre o comprimento da prova de F, a partir de I', em aDNC,*, 1<n<o.

Como hipotese de indugdo, admitamos que, para toda prova Il de F, com
comp(Il) < k, a partir de um conjunto I" de férmulas, em cada sistema aDNC,*, 1<n<o,
existe uma prova [1” de F, a partir do conjunto I' de formulas, no correspondente sistema de

deducao natural DNC,, 1<n<o.
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Demonstremos o resultado para comp(IT) = k, ou seja, para o caso em que F ¢ obti-

da, na prova I' -+ apnc, * F, no k-ésimo passo.

Apresentamos, a seguir, apenas a demonstragdo relativa aos casos de aplicacdo da
Regra de Introducdo da Regularidade no Quantificador Universal (I - regV) e da Regra de
Introducdo da Regularidade no Quantificador Existencial (I - reg3), pois, nos outros casos,

as regras sao as mesmas, nos 2 (dois) sistemas.

i) F ¢ a formula (VxA(x))™, obtida no passo k da prova I, em aDNC,*, 1<n<w, por apli-
cacdo da Regra de Introdugdo da Regularidade no Quantificador Universal (I - regV) de

aDNC,*, 1<n<o. Temos:

r

p Vx((AX)™)

k (VxA(x))™ p, I -regV

Isto &, de T apnc,* VX((A(x)™), temos I Fapne, * (VXA(X))™.
Por hipotese de indugdo, temos que:

I Fone,* VX(AX)™).

Pelo Teorema 3.3.1, segue-se que:

T Fone,* VX((AX)™)D(VxAX)®.

Por E - o, temos que

I Fone* (VXAX)™.

Ou seja,

T |_DNCn* F.
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ii) F ¢ a formula (3xA(x))™, obtida no passo k da prova I, em aDNC,*, 1<n<w, por apli-
cacdo da Regra de Introdugdo da Regularidade no Quantificador Existencial (I - regd) de

aDNC,*, 1<n<®. Temos:

r
p Vx((AX)™)

k (IxA(x))™ p, I - regd

Isto &, de T apnc,* VX((A(x)™), temos I Fapnc, * (Ix(A(x))™.
Por hipétese de indugdo, temos que:

' Fone,* VX(AX)™).

Pelo Teorema 3.3.1, segue-se que:

T Fone,* VX((A(X)™)o(FxAX)™.

Por E - o, temos que

I one* (FxXAX)™.

Ou seja,

T |_DNCn* F.

Teorema 5 Toda prova I1 de F, a partir de um conjunto I' de férmulas, no sistema deducao
natural aDNC,*, pode ser transformada numa prova I1" de F, a partir do conjunto I" de

férmulas, no correspondente sistema de deducao natural DNC*. Isto &,
I' + aDNC* F=T |—DNCw* F.

Demonstracao:
Demonstracdes idénticas as do teorema anterior, excluindo-se os casos de aplica-

¢oes das Regras de Introducao Restringida da Negacdo (I - —(rest)), Distribuicdo da Nega-
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¢ao na Conjun¢ao (DNC), Distribui¢do Restringida da Negacao na Disjun¢do (DND(rest)),
Distribuicao Restringida da Negac¢do na Implicagdo (DNI(rest)), Introdu¢do da Regularida-
de no Quantificador Universal (I - regV) e Introdu¢do da Regularidade no Quantificador

Existencial (I - reg3). O

Como uma conseqiiéncia imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte teo-

rema de equivaléncia.

Teorema 6 Os sistemas quantificacionais de deducao natural DNC,*, 1<n<m, sdo logica-
mente equivalentes aos correspondentes sistemas quantificacionais de dedugdo natural

aDNC,*, 1<n<w. Isto &,

r I—[)Ncnﬂ< FeT |_aDNCn* F. U

Colorario 7 Toda prova categorica I1" de F, em cada sistema quantificacional de dedug¢ao
natural DNC,*, 1<n<®, pode ser transformada numa prova categérica I1 de F, no corres-

pondente sistema de deducao natural aDNC,*, 1<n<w, e vice versa. Isto &,

Fonc,* F < Fapne * F.

Demonstragao:

Pelos teoremas anteriores, basta tomar I = (. O
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ANEXO 4 - SISTEMAS DE TABLEAUX PARA OS CALCU-
LOS C; DE DA COSTA E C,' DE ALVES

Neste anexo, apresentamos resumidamente os sistemas de tableaux, conhecidos na
literatura, equivalentes ao célculo proposicional paraconsistente C; de da Costa e ao calculo
proposicional C;' de Alves.

Primeiramente, introduzimos o sistema de tableaux de Marconi 1980, denominado
M1.

A seguir, introduzimos o sistema de tableaux de Carnielli e Lima-Marques 1992,
denominado TCI.

Por ultimo, introduzimos o sistema de Buchsbaum e Pequeno 1993, denominado
SC1.

Finalizamos com alguns exemplos, que exibem as peculariedades dos 3 (trés) siste-
mas de tableaux mencionados, ou seja, M1, TC1 e SCI, e salientam as caracteristicas algo-
ritmicas de nosso sistema de tableaux TDNC;.

Recomendamos Pastorello Jr 2002, para maiores detalhes e uma analise compara-

tiva entre os diversos sistemas de tableaux para os calculos C;, C;* e C;= de da Costa.

1. O SISTEMA DE TABLEAUX M1 DE MARCONI

Marconi 1980 introduz um sistema de tableaux semanticos, a /a Beth (Beth 1959),
para a logica proposicional paraconsistente C; de da Costa, o qual denominaremos M1.

Aqui, apresentamos, sucintamente, o sistema M1 de Marconi.

A linguagem de M1 ¢é a mesma linguagem &£ do calculo C; de da Costa, apresentada

no Capitulo 1.

€ 9

Em M1, o operador de “bom comportamento”, representado por “0”, e a negacgao

(IR
~

forte (isto ¢, “~;”) sdo introduzidos por defini¢do, isto é:

AO =def —|(A&—|A)
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~1A =ger ~A&A°.

Um tableau ¢ inicializado, no caso de provas de teoremas, colocando-se a formula
que se quer provar na coluna do lado direito (coluna de nome invalida); no caso da verifi-
cacdo da validade de argumentos, colocando-se a conclusdo do argumento na coluna da
direita, e as outras formulas, tomadas como premissas, na coluna do lado esquerdo (coluna
de nome vdlida) do tableau. Antes da inicializagdo de um tableau, todas as ocorréncias do

o

operador de bom comportamento “0” e a negagdo forte

“—(A&—A)” e “—A&A®”, respectivamente.

¢ 9
~

sdo substituidos por

Para dar a condi¢do de fechamento de M1, Marconi necessita introduzir as seguin-

tes definigoes.

Definicido 1 Uma formula B ¢ uma subformula direta de uma férmula A, se C ¢ uma
formula e A tem uma das seguintes formas:

(BvC), (CvB), (B&C), (C&B), (B5C), (CoB), —B.

Definicdo 2 Uma formula B ¢ uma subformula de uma formula A se existe uma seqiién-
cia By, By, ..., By, m > 1, de férmulas tais que B; ¢ B, B,, ¢ A e, para i=2 ... m, B;; ¢ uma

subférmula direta de B;.

Definicdo 3 A noc¢do de conjunto inicial de subformulas (CIS) é definida como:

1. Para qualquer formula A, {A} ¢ um CIS de A;

2.Se B e C, para B=C ou B # C, sdo subférmulas diretas de A, entdo {A, B} ¢ um CIS de
A;

3.Se B e C, para B= C ou B # C, s3o subformulas diretas de A, {B;,...,B,} ¢ um CIS de B,
e {Ci,..., Cy} é¢um CIS de C, entdo {B,,..., B} U {Ci,..., C,} ¢ um CIS de A;

4. Um CIS ¢ dado apenas por (1)-(3) acima.

O critério de fechamento de um ramo do tableau ¢ dado pelas duas condicdes a se-

guir.
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Um tableau ¢ fechado se, e somente se:

a) Para alguma formula A, A esta na direita e na esquerda de um tableau, ou de al-
gum de seus sub-tableaux, simultaneamente; ou

b) =(A; & —A)), =(A; & —AY), ..., (A, & —A,) estdo na esquerda do tableau (ou
de um de seus sub-tableaux) ¢ —(g(Ay, ..., Ay) & —g(Ay, ..., A,)) estd na direita do tableau
(ou de um de seus sub-tableaux), onde g(Ay, ..., A,) ¢ uma fun¢do sentencial de Ay, ..., A,

e {Al, ..., Ay} ¢um CIS de g(Ay, ..., Ap).

As regras de expansdo para M1 sdo as seguintes:

Nome da Regra Inicial Final
&e: A&B A&B
A
B

&d: A&B A&B

ve.
AvB AvB
Al B
vd: AVB AVB
A
B
Se: A-B ASB |
B A
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Nome da Regra Inicial Final

od:
A>B A>B
A | B
A
_(A&—A)
—e (i):
—A —A
—(A&—A) —(A&—A)
A
A

—e (ii): Se —A ocorre a esquerda e a configuragdo inicial —e (i) ndo acontece.

—A —A
—~(A&—A)| A | A |S(A&—A)

—e (iii) —e ndo se aplica em formulas do tipo:
—(—"(A&—A)& =" (A&—A)),n >0
—YA=A, -"A = (="A).
Estas formulas devem ser tratadas como férmulas finais, ou seja, como foérmulas

que nao tém regras aplicaveis a elas.
Marconi introduz um principio que deve ser seguido na construcdo de tableaux para

M1, que ¢ chamado de Principio Geral (ou PG), que consiste em ndo se aplicar uma regra a

uma formula que j& tenha ocorrido no mesmo lado de um tableau T.
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2. O SISTEMA DE TABLEAUX TC1 DE CARNIELLI E LIMA-
MARQUES

Carnielli e Lima-Marques 1992 introduz um sistema de tableaux semanticos, a la
Smullyan (Smullyan 1968), para a logica proposicional paraconsistente C;' e para a logica
quantificacional paraconsistente com igualdade C,'~ de Alves 1976, p. 92, denominados
sistemas TC1 e TC1=, respectivamente.

Aqui, apresentamos, sucintamente, o sistema TC1 de Carnielli e Lima-Marques.

A linguagem de TC1 é a mesma linguagem £ do céalculo C; de da Costa, apresenta-

da no Capitulo 1.

Em TC1, o operador de “bom comportamento”, representado por “o0”, e a negagdo
forte “~” sdo introduzidos por definicao, isto é:

A’ =4t ~(A&—A)

~1A =ger " A&A°.

Um tableau ¢ inicializado colocando-se, sob o escopo do simbolo de inicializagao F,

a formula a ser testada.

O criterio de fechamento de um ramo do tableau é o seguinte: se no ramo ocorrem
as formulas T(A) e F(A), para alguma formula A, o ramo € fechado; caso contrario, o ramo

¢ aberto.

Um tableau ¢é fechado se todos os seus ramos sdo fechados e, aberto, caso contrario.

285



As regras de expansdo para TC1 sdo as seguintes:

Regras de Tipo Conjuntivo: 0}
291
125)

o ol ol Nome da Regra
T(A&B) TA TB T&

F(AvB) FA FB Fv

F(A>SB) TA FB Fo

T(——A) TA TA T—

F(—A) TA TA F—
F(——A) FA FA F——
F(A&B)° F(A°&B°) F(A°&B°) F°
F(AvB)° F(A°&B°) F(A°&B°) F°
F(A>B)° F(A°&B°) F(A°&B°) F°
Regras de Tipo Disjuntivo: B

Bi | B2
B Bi B2 Nome da Regra

F(A&B) FA FB F&
T(AVB) TA TB Tv
T(A>B) FA TB o
T(=A) FA F(A®) T—

Carnielli e Lima-Marques introduzem Regras Derivadas, como op¢ao para que os

comprimentos de ramos dos tableaux possam ser reduzidos.
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3. O SISTEMA DE TABLEAUX SC1 DE BUCHSBAUM E PEQUENO

Buchsbaum e Pequeno 1993 introduz sistemas de tableaux analiticos, a /a Smull-
yan (Smullyan 1968), para a 16gica proposicional paraconsistente C; ¢ para a logica quanti-
ficacional paraconsistente C;* de da Costa, denominados sistemas SC1 e SC1*, respecti-
vamente.

Aqui, apresentamos, sucintamente, o sistema SC1 de Buchsbaum e Pequeno.

A linguagem do sistema de SC1 é a mesma linguagem £ do calculo C; de da Costa,

apresentada no Capitulo 1.

Em SC1, também s3o definidos o operador de “bom comportamento” e a negagio

[
~ .

forte

[
~

O tableau ¢ inicializado colocando-se sob o escopo do simbolo de inicializagao

a formula a ser testada.

O critério de fechamento de um ramo do tableau ¢ o seguinte: se nele ocorrem as

formulas A e ~(A) para alguma formula A, o ramo € fechado; caso contrario, ele € aberto.

Um tableau € fechado se todos os seus ramos sdo fechados e, aberto, caso contra-

rio.
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As regras de expansdo para SC1 sdo as seguintes:

Regras de Tipo Conjuntivo: o ou «

(08] (048]

o2
o ol ol Nome da Regra
A&B A B A&B (&)
~(A>B) A ~B ~(A>B) (~2)
~(AvB) ~A ~B ~(AvB) (~Vv)
~—A A ~—(A) (~=)
Regras de Tipo Disjuntivo: B ou B

B | P2 Bl B | B

B B1 B2 Nome da Regra
A>B ~A B A>B (=)
AvB A B AvB (V)
~(A&B) ~A ~B ~(A&B) (~&)
—(A&B) ~(A&B) ~A° ~B° —(A&B) (—&)
—(AvB) ~(AvB) ~A° ~B° —(AvB) (=v)
—(A>B) ~(A>B) ~A° ~B° —(A>B) (=)
——A ~—A ~A° ——A (=)

Buchsbaum e Pequeno também introduzem Regras Derivadas opcionais.
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4. EXEMPLOS COMPARATIVOS

A seguir, apresentamos alguns exemplos de provas de férmulas nos sistemas M1,

TCl1, SC1 e TDNC,;.

a) Demonstrar que ¢, (—(A&—A)>((BoA)>((Bo—A)>—B)).

a.l) Em M1

1 —(A&—-A)D((BoA)D((Bo—-A)>—B)

2 —(A&—A) (BoA)D((Bo—A)>—B) 1, od
3 (BoA) (Bo—A)>—B) 2, od
4 (Bo—A) —-B 3,od
5 A B 3, oe
6 —A B 4, oe
7 B 4, —d
8 —(B&—-B) 4, —d

O tableau fecha com B a direita (passo 6) e a esquerda (passo 7).
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a.2) Em TCI

1 F(=(A&—-A)>((BoA)D((Bo—A)>—B))
v
v
3 li(((BDA)D((BD—'A)D—.B))) I,Fo
4 "li(B:)A) 3,Fo
5 F ((Bo—A)>—B) 3,Fo
v
6 "l;(BD—A) 5,Fo
7 F-B 5, Fo
v
8 TB 7, F=
v
9A/ T AO\ 2, Defini¢ao
10 FB 4, To 11 TA 4, To
12 FB 6, T— I13T-A 6, T—

%

T
14 F(A&—A)2, T- 15 F(A&(—-A))® 2, T

16 FA 14,F& 17 F—-A 14, F&
*

*

18 F(A°&(—A))°) 15, F°
« I
19 F(A% 18, F& 20 F(-A))) 18, F&
%
22 T(=A&——A) 21, F—
23 T(-A) 22, T&
4 A

24 F(A) 23, T— 25 F(A)° 23, T—
O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nés 8 ¢ 10; 8 e 12; 11 e 16; 13 e 17;

9¢19;11e24,9e?25.
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a.3) Em SCl1

1 ~1(—(A&—A)D((BoA)D((Bo—A)>—B))
v
3 i~1(((BDA)3((BD—|A)D—.B))) I,o
4 £B:>A) 3,D
5 ~((Bo—A)>—B) 3,D
v
6 (Bo—-A) 5,D
v
7 ~—B 5>
v
8 B 7, E~—
v .
9A/A0 — 2, Definigdo
10 ~B 4, > 11 A 4,>
12 ~B 6,D I13-A 6,0

* \

! ! }
ww‘& —-& 15 ~1: 2, =& 16 ~£ﬂA) 2, =&

17 ~A 14, ~& 18 ~—A 14, ~& 19~—(—A&——A) 16, def
* # v
20 A& ——A 19, ~—
v
21 —A 20, &
v
22 ——A 20, &
<« \
23 ~—A 22, —— 24 ~A° 22, ——
k *

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos n6s 8 ¢ 10; 8 e 12; 11 e 17; 13 e 18;

9¢15;21e23; 9e24.
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a.4) Em TDNC,

1 ~1(=(A&—=A)D((BDA)>((Bo—-A)>—-B))
v
2 —(A&—A) 1, DNI~
3 i~1(((BDA)D((BD—|A)D—|B))) 1, DNI~
4 Al 2,11
v
5 (BoA) 3, DNI~,
v
6 ~1((B>—A)>—B) 3, DNI~
v
7 (%DﬁA) 6, DNI~,
8 ~1—B 6, DNI~
v
v
10 B 9, E——
« " 12 A 5E5
11~B 5,E> « T
13 ~B 7,E> 14—A 7,E>o
*k *

O tableau fecha pelas féormulas que ocorrem nos nés 10 e 11; 10 e 13; 4, 12 e 14.

b) Demonstrar que ¢, (A&—A)°

b.1) Em M1

1 —((A&—A)&—(A&—A))

2 (A&—A)&—(A&—A) 1, —e

3 —((A&—A)&—(A&—A))&—((A&—A)&—(A&—A))) 1, —e

4 (A&—A) 2, &e

5 A 2, &e

6 —-A 4, &e

7 —(A&—A) 4, &e

8 A 6,7, —€

O tableau fecha com A a direita (passo 5) e a esquerda (passo 8).
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b.1) Em TC1

~N N W W

1 F(A&—A)°)

2 FA°&(=A)°)
F(A")  2,F&<
F(—I(A&—.A)) 3, Def.
T(A&—A) 5, F-
T(Ai) 6, T&

8 TEA— 1 T&
10 F(A®) |8, T—

9 F(A) 8, T—

*

n

n+1
n+2
n+3
n+4

n+5

n+6 F(A&—A) n+3, T—

retorno infinito a

dos passos 5-10

o procedimento

1, F°
4 F((-A)%)

2,F&

nm+1 F({(ﬁA&ﬁﬁA))) 4, Def.

ntm+2 T(—A&——A))
n+m+3 T(j.A)
n+m-+4 T($—|A)
n+m+5 T(A)

n+m+1, F—
n+m+2, T&
n+m+2, T&

n+m+4,T—|—|

n+m+6 F(—A) ntm+4,T— n+tm+7 F((—A)°)n+m+4,T—

%

n+tm+8 FA ntm+3, T—

v *

F(—((A&—A)&—(A&—A))) 10, Defini¢do de “0”

T((A%ﬁA)&ﬁ(A&ﬁA)) n, F—

T(A&-A) n+l, T&

T(—(A&—A)) n+l, T&
TiA n+2, T&
T-A n+2, T&

n+m T(A®) n+3, Def. “0”

n+7

F(A&—A)°) n+3, T—

ntm+9 FA°’n+m+3, T—

rJ;torno infinito ao procedimento dos passos 2 a (n+m+8)

* nm+10 F(—((A&—A)&—(A&—A))) 7, Def “0”
ntm+11 T((A&—A)&—(A&—A))
n+m+12 T(A&—A)
ntm+13 T(—(A&—A))
n+tm+14 TA°

*

10, F—
1, T&
2, T&
13, Def “0”

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nés 7 € 9; (n+2) e (n+6); 10 e

(ntm); (ntm+3) e (n+m+6); (n+n+5) e (n+m+8); (n+m+9) e (n+m+14).
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b.3) Em SC1

v

I ~(A&—A))
2 ~(ﬁ}(A&ﬁA)&ﬁ(A&ﬁA))) 1, Definigdio de “0”
3 (A&—A)&—(A&—A) 2, ~—
4 A&}A 3,&
5 —(A&—A) 3, &
6 % 4, &
7 —A 4,&
v v
B~(A&—A) 5,~& 9 ~(A) 5, & 10 ~((~A)) 5, ~&
* 11 ~(—~(A&—A)) 9, Def. 12 ~(—~(=A&——A)) 10, Def. “0”
* 13 (ﬁz\&ﬁﬁA) 12, ~—
14 —A 13, &
B ﬁiA\A 13, &
16  ~—A 15— 17 ~(A%) 15, -
* 18 ~(i|(A&—|A)) 17, Def

O tableau fecha pelas formulas que ocorremnosnés4 e 8;5e 11; 14 ¢ 16; 5 ¢ 18.

b.4) Em TDNC,
1

~N O v B W

~1((¢4&ﬁA)°)
~1(A&—A)) 1, Eo
v
ﬁ(Av&ﬁA) 2, El~
A&—A 2,El~
Xl 4,11
v
A 3, E&
v
—A 3, E&

O tableau fecha pelas féormulas que ocorrem nos nés 5, 6 ¢ 7.
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¢) Demonstrar que I—c, (A?D)°

c.l) Em M1

1 —~(AP&—(A?)

2 (AP&—(A?)&—(AP&—(AP)) 1, —e

3 A(AP&A(AP)&(AP&A(AD)&~(AP&—(AD)))) 1, —e

4 (AH&—(A?))) 2, &e

5 A®) 2, &e
6 —(A®)) 4, &e
7 —( AY&—(AY)) 4, &e

8 A% 6,7, —e

O tableau fecha com A a direita (passo 5) e a esquerda (passo 8).

c.1)) Em TC1

—

F(A®))

F(—KA(Z)&—l(A(z))) 1, Definigéo

2
3 T(Af)&—'(A(z))) 2, F—
4

T( A(Z))

3, T&

5 A/T(;&‘ 4,T&

6 F(A?) 5, T

*

7 F(A?)°) 5, T—

8 retorno infinito ao procedimento dos passos 1-5
9 T(él&Az) 4, Definicdo de “A@”

10 T(A°&A®)9, Definigio de “A'” ¢ “A*”

11 T(A®) 10, T&

12 T(X‘m) 10, T&

13 T(}(AI&AZ)O) 7, Definicdo de “A®”

14 T(=(A°&A*)°) 13, Defini¢io de “A'” e “A>”
15 F(A°&A™) 14, T— 18 F(A°&A™)°) 14, T—

*

17 F((X” A%)%) 16, F°

18 F((A%)°) 17, F& 19 F(iA"O)") 17, F&
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20 F(—(A®&—(A™)) 19, Definicio “0”
21 TA®&—(A®)) 19, F—
2 T(%"O) 21, T&
23 W‘ 21, T&
24 FA™23, T 25 F(A™)) 23, T+
* 26 F(a(A®&—(A%)) 25, Def. “0”
27 TX°&—(A%) 26, F—
28 T(%‘)) 27, T&
29 T(—(A%)) 27, T&
30 F(A%) BT, 3 F AT 29, T—
. "

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos nés 4 ¢ 6; 10 e 15; 12 ¢ 18; 12 e 24;

11e30;22¢31.

c.3) Em SCl1
1 ~((¢(2))°)
2 ~(AP&(AD) 1, Definigdo
3 AP&—(A%) 2, ~—
4 ‘3‘(2) 3,&
5 —(A?) 3, &
6 '&A? 4, Definigdo de “A®”
7 13°&A°° 6, Definicdo de “A'” e “A%”
8 A° 7, &
9 A 7, &
10 —zAl&Az) 5, Definicdo de “A®”
11 —(A°&A™) 4, Definicdo de “A'” e “A*”

v v v

12 ~(AKA®) 11, & 13 ~(A%%) 11, =& 14 ~(A®)°) 11, -&

. . l
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15 ~(~(A"&~(A™)))
16 (A®)&—(A”)

17 X

18 ﬁéA”)

4%19#"&4&’»

20 ~—((A°&—(A°))) 19, ——
22 ~(A%) 20, Def. “0”

*

30 ~(A&—A) 29, -

21 ~(&A°&—(A°))°) 19, =

14, Def <0
15, ~—

16, &

16, &

18, Def<0”

23 ~(¢|((AO&—|(AO))&—|(A°&—|(A°)))) 21, Det*“0”

24 (A°&—(A%))&—(A°&—(A°))
25 (A &—(A")
26 —(A°&—(A))
27 e
v
28 —(A°)
29— Y(A&—A)

31 1(A&—A)° 29, -

23, ~—

24, &

24, &

25, &

25, &

28, Def“0”

32 ~(A°) 30, Def “0” 33 ~(—((A&—A)&—(A&—A))) 31, Def“0”

* 34 (AL-A&—(A—A) 33,
35 A&—A 34, &
36 {(A&ﬁA) 34, &
37A 35, &
38 YA 35, &
39 ko 36, Def “0”

v v v
40 ~(A&—A) 36, =& 41~(A") 36, ~&  42~((-A)") 36, =&
* * 43 ~(~((=A)&~(=A))) 42, Def “0”
44 (:A)&ﬁ(ﬁA) 43, ~—
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45 —A 44, &

4% 44, &

47 ~—(A) 46, —— 48 ~(A)° 46, B——

* *

O tableau fecha pelas féormulas que ocorrem nos noés 7 e 12; 9 e 13; 17 e 22; 27 e 32;

35e¢40;39¢e¢41;45¢47; 39 e 48.

c.4) Em TDNC,
L ~(@A”))
2 ~1((AP)H 1, Eo
3 ﬁ((X@)l) 2, El~
4@ 2.El-,
5 E 3,El—
6 ﬁ(x@)) 3,El—
7 txz 5, E(2)
8 %“’ 5,E(2)
9 fl 8, E(1)
10 A 6, E(2)—
11 YA 6, B(2) —

O tableau fecha pelas formulas que ocorrem nos n6s 9, 10 e 11.
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