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PREFACIO

Em teoria da prova, temos trés tipos de resultados
fundamentais scbre a forma que derivagies pertencentes a um
sicstema formal S podem assumir
¢I> Teorema da Forma Normal - Toda derivagic em £ possui uma
farma normal.

(II> Teorema da NormalizagZ%o C(Fracad - Dada uma derivacic em
S, podemos efetivamente cbler sua forma normal, através de certas
opurag®es chamadas de redugdes,

CT?{I> Teorema da Normalizagc®oc Forte — Dada uma derivagic em S,sua
forma normal & Gnica, e sempre pode ser obtida apdés um namero
finito de redugdes, independentemente da ordem em que as MEeSMAS
sic aplicadas.

A distingXo entre teorema da forma normal e teoremas de
normalizagfo foil introduzida por Kreisel [6]. Prawitz [12] usa a
terminologia "“fraca" e “forte" para os tecremas de normalizacio.

Se denctarmos por ¢ a formulagio em Dedugic Natural da
lbégica Clissica de primeira ordem, com todes os conectives légicos
CPrawitz [111D>, & bem sabido gue Lemos resultados de normalizagio
“fraca” e “forte" para o fragmento C7 de C gue contém os
operadores : ~Y,>,7 . Mormalizacio (fracad para C° pode ser
obtida da =meguinte maneira:

Seja 1 uma derivagao en C* .Entio Il pode ser efetivamente



trapn-termada em uma derivagizo 17 em C tal gue
adToda aplicagio da regra do absurde cléssico em [1 , tem

consequéncia atdmica

bd1’ esti em forma normal.

Em Prawitz [11) encontramos a afirmacldo de gue o teorema de
normalizagio C(fracad & valido para C e em 1968, Prawitiz & Malmmas
[14]1 assumem explicitamente um teorema de normalizaglo para o
cistema completo €, mas nenhuma prova & fornecida. A primeira
prova de normalizacioc para C, data de 1974 e & devida a Richard
Stataman ([1951. Stataman nio oferece uma prova direta deste
resultade. Ele wutiliza um conceito modificadeo de forma normal,
onde & permitido aplicagdes do absurdo classico,cujas conclusdes
nic sX%o premissas malores de regras de eliminagdoc. A prova &
obtida através da imersic da Logica Clissica de segunda ordem em
um outro sistema.

Em 1980, N. Tenant [17] ,propde uma prova direta do mesmo

resultado, mas infelizmente havia uma falha em sua prova. Em
particular, a proposi¢fio enunciada no parigrafo 4 , p. 195, ests
incorreta.
O cbjetive da presente dissertagio & fornecer uma prova direta do
teorema da normalizagio para © sistema C Ccapitulo II) e duas
provas do teorema da normalizacio forte para C . Uma prova,
algumas vezes chamada de sémintica, uytilizando—se de uma
propriedade Cvalidade forted aplicdvel as derivagdes em C
Ccapftulo IV>. A outra segue, N linhas gerais, a técnica
desenveolvida por Girard {3)] Ceapitulo IIID.

Além do seu interesse intrinseco e de sua aplicagdc no

artigo [14]1 mencionado acima, gostarf{amos de indicar outras Areas

e



onde um resultado de normalizagio para C poderia ser Gtil

Cad Dado um resultado de normalizagcio para c, a
possibilidade de se desenveolver uma semintica baseada em regras de
use Ci.e. regras de inferénciad €& ampliada,

C(bd) Como & bem sabido, se estamos .interessados em Légicas
Nxo—Cl 4ssicas, como a Légica da ReleviAncia, entio, exite uma perda
considerével na exclusic da disjungio e do quantificador
existencial. Portanto, qualquer tratamento em termos de prova,
iria requerer um tecrema da normalizagcfo para o sistema C

€ed Um teorema de normalizagfo para C poderia ser Util na
foriclacio de mbdulos tradutores a serem acoplados a provadores

autoindticos de teorema ¢ ver Herman [4]

Gostaria de agradecer ao professor Luiz Carlos P, D,
Pereira.Seu estimulao, auxilioc & orientacZo tornaram possivel esta
dissertacio. As falhas, no entanto, s8c de minha inteira
responsabilidade.



CAPITULO 1
O SISTEMA DE DEDUCAQ NATURAL C

Neste capitula, apresentaremos o sistema de deducfic natural

C ,para a légica clissica de primeira ordem com todos os
conectivos légicos.

O sistema C gue &, em esséncia, do tipo introduzido por

Gentzen [2), enconira-se definide em Prawitz £111]. Com uma

diferenga : apresentaremos um conceito modificado de forma normal.

I> A LINGUAGEM DE C

Sua linguagem é a da Légica de predicados de primeira
ordem, formul ada da maneira usual. Contende ( o que nem sSempre &
adotado D
ad) parametros em lugar de variiveis livres Cvariaveis sdo sempre
ligadas) 3
b uma‘constante légica * L " para a falsidade, e a negagio " = "
& um simbolo definido ¢ = A = A —> 4 2

Usaremos os Seguintes simbolos, come consﬁantes l1&gicas
A — conjungiAoc , v~ disjungde , -> ~ implicagio , ¥ -

quantificagso universal, 3 — guantificagio existencial
11> REGRAS DE INFERENCIA E DERI VAGOES

As regras de inferéncia consistem em regras de introdugac

¢ I > e regras de eliminagio ¢ E 5>, para cada constante légica,



com excecio do L . Elzs zao indicadas pelas  figuras  abziio. Umz
férmula escrita entre colchetes e acima de uma premissa, indica
que as suposicdes desta forma e gque ocorrem acima da premi=ssz, sio

eliminadas na regra de inferéncia.

A~ = 1 A~ - E
A B A A B A A B
AAB A B
v - 1 v — E
[A] [B]
A B A v B C Lo
A v B A v B C
- -1 -> - E
LAl
B A A-> B
A —> B B
v -1 v-E
ACad VxACO
Wy AC XD ACLD
3 -1 3 - E
TACaD]
ACLD S AC O B
Huc AL =D B



Regra para o zbsurdo claszico C L D
c

[ Al
L

A

Comc um caso especial desta regra, temeos a regra do absurdo

intuicicnista C 1 2
I
i - 1
1
A
Restrig¢io para a regra ¥ ~ 1 : o parametro “ a " nio deve ocorrer

em qualguer suposigio da qual a premissa depends

Restrigdo para a regra 3 - E : o parametro 2 nio deve ocorrer

em IxACXY , em B ou em gqualquer outra suposicic, diferente de

A(a),da gual B depende
Restricio para a regra L A deve ser diferente de 1 e n3o pode
ter a forma B ~> 1L ©

Nas regras de eliminagio acima, a premissa gue contém a
constante légica € denominada premissa maior, as outras, quande
existem, sioc ditas premissas menores.

O parfimetro * a ' que aparece nas regras vV -1e3~-E, &
chamado parimetro prépric da regra.
Accumiremons, de acordo com Prawitz 1[11), o= resultados sobre
parimetros prépriocs
ad) um par3metro em uma derivagfoc & um parémetro prépric de apenas
uma regra de inferéncia ;

B} o parimetiro prépric de uma regra v — I , ocorre somente acima

da conclusiic da regra



cd> © par3metro prépric de uma regra de 3 - E , ocorre scmente
acima da premissa menor da regra

As derivag®es em C, sio escritas na forma de arvores. As
férmulas do topo da arvere s3o as suposigBes e as outras fdérmulas
s%o obtidas, das que estio imediatamebte acima, por uma das
regras de inferéncia.
Uma supesig¢ic em uma de;ivagéo & chamada aberta, se ela nsco foi
eliminada por qualquer regra de inferéncia na derivagioc. Caso
contrario, & dita fechada. Marca-se, com numerais , as suposicdes
el i minadas Cfechadas), escrevendo © mesmo numeral na inferéncia
quz as el i mi nou. As suposi¢cdes s3o tambhém chamadas de
top—foérmul as.

Usaremos as seguintes convengtes
ad As letras gregas I e ¥ , com ou sem {ndices, denctarioc,
respectivamente, derivagbes e sequéncia de derivag®es C(incluindo a
sequéncia vazia > em C

B2 N denota uma derivacio cuja férmula final & A
A

1 nz .Mn

cl - denota uma derivacXo,cujas subderivagles

A
imediatas s%o M, T2,..... Mn e A & a férmula final

d) rCiD dencta a Gltima regra de inferéncia em Il

e) a notagio T indica gue I' € um conjunto de top—férmul as de [
il
£ a notagio z indica a 4rvore obtida escrevendo I acima de
r
1y
cada top-férmula de Il , pertencente a I’

7



Quando N &€ o conjunto unitéario de uma ccorréncia de férmula

A em [, ou quando 7 & um conjunto de ocorréncias de. férmul as da

mesma forma A , denotaremos, respecti vamente, por
& o h

CAD £A]
n n

gy a notag¥oc ZCtL2, indica que o© parimetro em gquestio fol

substituide pele termo t , em todas as fdrmulas das Arvores da
sequéncia X

h) o simbole # serid usade para identidade sintatica entre
derivagies

i> " F A denota uma derivac%o de A a partir do conjunto I' de
sy, osi¢ies

Derinigfic I : Uma sequéncia Al, AZ,. ... .. An de ocorréncias de
férmulas em uma derivagfio IT € uma linha em II, se :

ad Al é uma top—férmula em I ;

by Al ocorre imediatamente acima de ACi + 1 > em 1, para cada
i<n e

cd An & a férmula final de IT .

Definicfio II : O Comprimento de uma derivacio [1 , denctado por
1€ , € um nGmero natural, tal que

a) se I1 & uma férmula, entlo 1CID =1

"pPY se 1 & »

cntZo 1CM = 1CM1D + MCHED) +. ... ... 1Cn> + 1
Usando, nossas convengdes, podemos entio escrever

ad 1c 1> = 1ICIPR
A



By 1C n > = 1CIo + 1

—

A

Definig%o IXII : O grau de uma férmula A denotado'por dC AD,
& um nfimero natural tal que

2d se A & uma férmula atSmica, ent¥fo dCAd .= O

LY se A & C A~ D, C v D, C > D, ¥xCO ou ICCxD,

entfio dCAd = dCC3 + dCD> + 14

Definigio IV : Umn segmento em uma derivagiio Jl, & uma sequéncia
o = Al A2, .. ... An ., de ocorréncias consecutivas de férmul as em

uma linha em [I, tal gue

adAl nic & uma conclus3o de uma regra de v —E ou 3 - E
BIAL Ci < n 3 & uma premissa menor de uma regra de v+ — E ou 3 - E
cIAn n¥%o & uma premissa menor de uma redra de v« - Ecu 3 - E

Duas ocorrénciés de férmulas sio ditas da mesma forma , se
elas cXo ocorréncias da mesma férmula.

E claro que todas as ocorrénclas de férmulas em um segmento
e5n da mesma forma
Se A & uma ocorréncia de férmula na derivagio 1, a sub—arvore de

" determinada por A ¢é 2 &rvore obtida de II removendo todas as

scorréncias de férmulas, com @xcegdo de A e das gue estfo acima de

A.
Seja II a arvore m nz..... fn e seja Al A, . L., An
A
respectivamente, as férmulas finais de M, N2 ..., [n. Entaso,
dizemos que Al, AZ,....... An occrrém imediatamente acima de A

na ordem da esquerda para a direita, e gue Ai opgorre ac lado de
Aj € i, J < n?>D
O arau de um segmento o , denotadeo por dCed, € o grau da

faArmula gque cocorre em o .



O comprimpento de um

, denotade por 1Ced & o

ntmero de cocorréncias de formulas em o .

111> DERIVAGCOES NORMAIS

SEGMENTO MAXIMO -

Definigso :Um segmento o = Al AZ...... An & um segmento
maximo quando
a2 n= 1

id A1 = An , & a conclusio de uma regra de introduclo ou da
regra do absurdo intulcionista e, 20 meEsmo tempo, premissa maior
de uma regra de eliminagao

4i) A1 = An , & a conclusic de uma aplicagic do absurdo

cléssico e , ao mesmo tempo, premissa maior de uma regra de

eliminag3o

iiid> Al = An , é& a conclusfo de uma aplicagso do absurdoe
clissico e , ao mesmo tempo, premissa menor de uma aplicagdo de
-> - E , cuja premissa maior & uma top-férmula da forma Al —> 4
B n > 1

{3 An & a conclusioc de uma aplicag3o de ~ -E ou 3 - E e ,

ac mesmo Lempo, premissa maior de uma regra de eliminacio
ii> An & 2 conclusio de uma aplicag3o de v = Eou 3 - E
e, ao mesmo tempo, premissa menor de uma aplicag3io da regra

-3 - E , cuja premissa maior € uma top—férmula da forma An -2 i

GRAU DE UMA DERIVAGCAO

Definicio :0 grau de uma derivagao 1 , denctado por dcna, é

definido como:

10



dCMD = max £ dCed @ o € um segmanto maximo de Lipo Ca -1 ,ii 2 ou
(b -i 2 2
Se N nio contém segmentos méiximos, ou e ' n3%o  contém
segmentos maximos de tipo Ca -1 ,ii D ou (b - i D, entdo 4D = O
Os segmentos maximos que consideramos na definicic do grau

de 1 , s3o aqueles segmentos miximos usuais, definidos por Prawitz

DERI VACAD NORMAL

Una derivagio [1 & chamada de normal! se & somente se [1 nio
contém segmentos méximos.

Veremons agora como remover os segmentos maximos de uma
derivacio. Estabelecendo redug®es correspondentes a cada forma

possi{vel para os segmentos maximos.

1V> REDUCOES
As reducdes sio de trés tipos ¢ Pereira [9Q) D : redugdes
operacionais, redugdes per mutativas e reduges do absurdo . As
redugSes operacicnais e i::er mutativas foram introduzidas por

Prawitz [111].
| Em todas as redugdes abaixo, a derivagio 3 direita é uma

redugio da derivagio A esquerda.

REDUGOES OPERACI ONAIS

13 ~ -~ redugdo

1 =2
Al AZ £i { =1 ou 2
Al A A2 Al

Al

11



2) v -redugko

z
_ [ )
Al {AZ) 5
Al 1 2
{Al)
Al ~ A2 B B Ti
B B
3) -> -redugio
[AL]
2 z1
fA1l
T1 A 2
Al Al —> A2 A2
AZ
40 V¥ -redugdo
=Cad
ACad SCLD
VacAC O
ACLD
ACLD
=y ¥ -redugio
z1 [AC2)] =
ACLD zecad LACLD])
AL XD B e
B

iz

i= 1 ou &



T T ol ot o L LN o S O LA
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6> 3 E -reducio

P3| =z 3

A v B C c
v 1 . C 4 c 4

b D

onde C & premissa malior de uma regra de eliminagio e 4 pode

ocorrer a esguerda .

7> 3 E -redugio

z1 o s

BxAC D c | - - 4

C 4 T ACxD D

onde C & a premissa maieor de uma regra de eliminag3ic e Z4 pode

ocorrer 3 esquerda

REDUCOES DO ABSURDO

&> A =2
(mAa1F B  ~B
e 1
..._.L_ = A ]

k 1 o
A z2
1
B i
B

1z



onde : 1) &4 & premissa maior de uma regra de eliminzgio

2y T2 pode ocorrer & esquerda

3y $1 © & oblido de I1, substituindo todas as partes da
forma
patc
x >3
A oA por A =2
1 B = B N
I
@
[= C 1]
T1
1
— £1
C - C —
L
1
10>
£1 T2 p3
Al O ¢ =1 c - C
c - e TcAC %D 1
N 1
11>
¥1 . z2 £3 P 3
A~ B c C =1 c - C C - C
c - C A v B L iR
1
1

14



REDUGAD 1MEDIATA
Definicio: Uma derivagio N’ é uma redupdo imediata de 11 se ' &

obtida de §1 substituindo uma sub—-4rvore de [l por sua rédu;ﬁo.

REDUTIBILIDADE

Uma derivacfo N1 reduz para II' , denotado por n = n ., se
existe uma sequéncia M, MN2,...... Mn Cn =21 3, tal gue :
i>2 M1 =1

§19 TIC4 + 1D & uma redugfo imediata de I ¢ i<n?

iii2 HOn n+

A seguéncia N N2....... in ¢ denominada de sequéncia de
reducio para a derivag3o n
Uma derivagioc I & normalizivel, se [l tem uma sequéncia de

redugao finita MM J2...... n . tal que In & normal,
LEMAS SOBRE REDUTIBILIDADE

Os lemas abaixe, podem ser obtidos diretamente das

definigdes ¢ Prawitz (18] O

LEMA 1 : Se r(ID & uma introdugio ou uma aplicagdo deo absurde, I é

da forma nr neoonv
ou —_— , e qi, 2 ..... n €& uma
A A
sequéncia de reduglo de I , ent3o cada Mi termina com a mesma

regra que [l, sendo assim da forma

i ou ni n“i , respectivamente, e

n1 ., Ve, ... = ", Y2 oL sZo  também

sequéncias de redugidc , omitindo pozsfveis repetigbes

is



LEMA 2 @ e MiCad reduz para Medad, a n3oc & um pardmelro préprio
em MCad) e [ACad) & um conjunto de suposigdes abertas em nicad,

ent3o toda derivagdo

= z
fACLD] reduz para [ACLD) ]
MMacLd NecLd

V—ARVORE DE REDUGAO -Caracterizag3o informal.

A A4rvore de redugic de uma derivacio 11 € a Arvore cujas

linhas s%o as sequéncias de reduglo iniciando de Tl

A Arvore de redusio das derivacdes I, nz...... n € a

irvore construida com as arvores de reducic de cada wuma das
derivagoes Mi C 1 =i = n 2 C por exemplo, colocande uma ac lado

da outra 2.

O comprimento de uma Arvore de reducic € © nOmeroc de

ocorréncias de derivagdes na Arvore.

16



CAPITULO I1I

NORMALI ZACAO PARA A LOGICA CLASSICA

0 objetivo do capitulo & fornecer uma prova direta do
teoremz da normalizacio parz a lLégica Cléssica de primeira ordem
- o sistema C do capftulo anterior.

Utilizando—-se das redug®es do capfitule I para o sistema C,

podemos provar o lemas abaixo

LEMA 1 : Seja NI uma derivagiio de ' ¥ A, tal gue aCIld = n & todo
segmento maximo de grau n gque contribui para o grau de NN é do tipo
C a— 1 2. |

Entio, 1 se reduz a uma derivagio fI' de A =T F A, tal
que gCM’)> < ddipd

Prova : como em Prawitz [11]

LEMA 2 : Toda derivagiieo [1 tal gue 4l = O , se reduz a uma
derivacio normal '
Prova : Se NN & normal, entic " # Il

<e [T nao € normal, entio o resultado & obtide usando como

valor de inducioc para uma derivagio n, o par <d , 1> , onde

d - & 6 grau do segmento miximo de maior grau em 3!

1 - & a soma dos comprimentos dos segmentos ma&ximos de grau d
Ezcolha um segmentc maximo o . de grau g_ém [, tal que nio

evista oubro segmentce mé&ximo de grau d acima dele, ou acima de Cou
que contémd uma férmula que ocorre ao lado da Gltima formula de o.

Seja M a reduglo de 1. E fhcil ver, a partir das redugdes
do absurge €9, 10> = €111 , que o valor de inducioc de 11 & menor

que o valor de indugfo de N .0 resultado ent%o & imediato,

17



LEMA 3 : Seja Il uma derivacio de ' ¥ B, tal que

id rCID & uma regra de eliminag¢fio , cuja premissa maior

>
o

a tiltima ocorréncia de férmula de Gnico segmento maximo de 0 ;

iid> d<Id > O

EntX%oc, [1 se reduz a uma derivagio [I' de A S+ B, tal gque
dcnes < dcid

Prova : Por indugio no comprimento de IL

1) Se A & do tipe Ca - i) = o resultado é obtide diretamente das

redugdes.
2) Se a & do tipe (b — 1) ,. e se 11 &
p2 | 2 ¥z
C ~D A A
n #
A 4
B
N se reduz a Jix
e 2
31 A 24 A z4
T # C D B B
B

Se dOiIx) < 4dCID , entBo e ¥ 007

Se dCMx) = 4dCiD , ent3o pelo mencs uma das sub-&rvores de [l
determinada por uma das premissas penores B, tem 2 forma do
lema. Supconhames dgque as duas sub-&rvores tenham a forma do lema,os
outros casos 3o similares.

Entzo, pela hipdtese indutiva

18



Zi

>

I
B
o |
.

tal que dCilid> < dCID.

Podemos entio considerar [ como

21

nz na
C v D B B
n %
B
logo, dCH’> < acro.
Obs.: O caso de Il
1 e
FaeCC O A
A =32
B

& similar.

37 Se a & do tipo Ca — 1idD, entio :

(= a1 K
1
X
K
A e
B

que se reduz a [I%

19



B _lBi
L
[ A
51 ©
1
i
B
onde todas as partes de 1 , da forma
3
A - A k
A
foram substituidas por
=3
A =
B - B’

Os Gnicos segmentos miaximes gque podem ocorrer em [ sio todos dos
tipos Ca — iD e (b - ii3 e o= do primeiro tipo tém a forma de A .O

resul tadeo segue entioc do LEMA 1
TEOREMA DA NORMALIZACAO :

Seja M uma derivagioc de ' + A, entZic N1 se reduz a uma

derivacic normal I’ de A €' F A

20



Prova: Valor de indugac : € © ordinal

w £ 5 R R w . N tal que

1> cada ed € 1 €1 £ n > é o grau de um segmento maximo em [ dos
tipos Ca - 1>, Ca — iid ou (b — id> , e o grau de cada um desses
segmentos maximos & um dos  od

1iiD) i & o numerc de Segmentos miximos e grau od

Escolha um segmento mixime ¢ de tipo Ca - id, Ca - ii2 ou
(b - i), tal gue nao exista outro segmentoc miximo de tipo Ca - iDJ,
Ca - iiD ou (b - iD acima dele, ou acima de uma férmula que ocorre

ac lade da (Gltima férmula de o .

Entio, 1 tem a seguinte forma

1

A P

CE

Mt

onde A & a Gltima cocorr&ncia de fé&rmula em o .

Pelo LEMA E

=1
A 2
se reduz a 11%.3
B
=ra
A z'e
B
e "
onds e ¥'g s%co normals
A

21



Usando LEMA 2, temos

=1
A ' a
El
se reduz a
B B
EO
tal que d C 2 < d( I
E
Entac [l se’reduz a ', onde
zf
oz CBD
[i1

Vemos entfo que [ tem wvaler de induglo menor que I, logo o

resultado segue da hipdtese indutiva.

=2



CAPITULD ITI
NORMALI ZACAO FORTE

I NTRODUGAO
LEMA GERAL : Seja o par < S,=> > , conde S & um sis--.2ma dedutivo
formal e => é a reducic para as deriyacbes Nne em S8, tal que

id Se I => A , ent3c 1CID < 1CN'D

iid) O teorema da normalizacl3co & vAlido em - | 5,=> >

jiid © teorema de Church & Rosser ( unic cidade da forma
normal ) & vilido em < 5,=2 0.

Entic, < S,=> > é normalizével fortemente
Prova : Por abzurdo.

Suponha gque exista uma sequéncia infinit .tz de reducdes

m nz ...... fim ....... em < S5,=> >,
De CiiD, seja I1 a forma normal de [11 , e seja 1C> = n.
Usando Ci) podemos escolher na sequéncia infinita.x, um certo k

¢ por exemplo, k =n + 1 3> , tal que
CI> 1Ck2 > 1CH1D

De Ciiid, I também & a forma normal de [k . , logo de (12 ,
1CHk> < 1CID . O gque contradiz  CID

Un exemplo do resultado acima, serf& dese-envolvido neste
capftule , usande a técnica de Girard [3).

Mo artige de L.C.Pereira (10}, encontramcz = uma aplicagao
desta técnica para a Légica Intuicionista de priz.meira ordem com-
reducies permutativas. Algumas necessarias alteragt ses foram feltas
nas redugses utilizadas por Pereira , a fim : de =se obter .,
diretamente, 2 normalizacfio através das técnicas usssadas em Prawitz
f111

Constiruiremos um sistema para a Lo&gica Clasz sica de primeira

ordem com todos os conectivos légicos, denominc:ada CCAP2, que
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w
port
-
I
[
W

ca as condigdez do teorema acima.
Provaremos, entio, o teorema da Normalizagi3o Forte para C .,

fazendo um mapeamento das derivacdes em C nas em CTCAPD .

O SISTEMA CLAPD2

I> A Linguagem do sistema CCAP) € a desenvolvida no capituleo I ,
acrescentando deois ezquemas de axXiomas

12 A > ¥Va ..., .. Vo C Pxd....>xn ->» Pxl.....xm 2

Onde A €& uma fdérmula qualguer e P & uma constante de
predicado .
Obs : No caso da férmula atédmica L, teremos
12 A ~> ¢C L > LD

2 1L > 1

II> AMPLIACOES - Definiremos certas arvores , chamadas ampliagdes,
APCABRY e APCBY , por indugic sobre o comprimento de B
Seja B uma férmula atdmica Ptl..... tn e sejam [CABDY e

TMCB) as seguintes derivagdes
A A -> Wxl....¥xn (Px1...xxn —> Px1....xnd

Vil .. ¥ (P, .. —> Pxt...»xmn D

Yx2. .. ¥xn CPLi...axm —> Pti. ..

ncap> x

PLl...tn —> PiLi...in

24



¥il.... .Y CPxl...xnn —> Pxd...>10d

Va2, .. ¥ CPLIL ., xn - PRi. .. 2

nces> »

FPti...tn -> Pti...in

DEFINICAO 1 : APCAB) & AP(BY =30 definidas , por indugfoc sobre o©

comprimente de B da seguinte maneira :

1> Base
A
[IC ABD
B B > B A
11C ABD R
APCABY #
B B> B [1C ABD
B B -> B
B
NCEY
B B - B
ncEd
B B> 8
APCBD & nces
B B -> B

Denotaremos APCABD e APCB), respectivamente por
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2y Se Be T v D

c A D A
APLA C v DO X
D
C v D C D C
C [
C I:
APCC v DO X c I~
C ~ I ~ C ~ I
C D
) Se B & T A D
C ~ D C ~ D
C D
APCA C A DD ¥4 c D
C AD
CAAD C o~
L D
APCC A~ DD -V
C D
C ~D

ot



APCA C

-> P D

APC C =-> D > ¥

S) Se B & ¥xUCL0

APCA Wx(x2 2

AP{ ¥xC(>x2 2 ¥

;3

c7

b4

C cC -> D
[
b
CcC > D
2
C c - D
D
o
1
cC ->» D
Ve CU O
CCad A
a =
CCad
VaCC D
WD
CCad
CCad
Yol O



B Se B e IxCLXC

FHY

CCal £
APCA 3xClxo D » C a & A
CCal
S CC D I CL
STl >

CCa>

APCHCCxOD z cCad
HxCC x> BxCC x>

TeCL 2O

DEFINICAC 2: Uma derivagio IICAPD> é chamada uma ampliagho imediata
de [l se e somente se NCAP) pode ser obtida de 1 por substituighko

de algumas ocorréncias de férmulas B em 1 por APCB) ou por APCABED.

DEFINICAO 3: Uma derivacio I* é uma ampliagic de [l se existe uma
sequéncia M N2°....Th ¢ n 2 1 2 , onde

i>m =1,

ii> ncy + 1> é uma ampliacic imediata de [li para cada

i < n

[
1A

1ii> Mn = = '

II1D> BOCA FORMULA PARA AMPLI AGAC

DEFINICAO 4 : Uma ocorréncia de férmula A em uma derivacio NI, &

chamada de Boa férmula para ampliacao em I1 , guando

2B



10 A & uma formula atbdmca , OU

iid A & uma top-férmula em Il que nko é premssa maior de uma regra
de eliminagic em I1 , ou

i1i) A €& conseguéncia de uma das regras - -£ , => -E ou ¥ -E enm
N, e nic &, ac mesme tempo, prémissa maior de uma regrz de

eliminagico em [

TECREMA : Toda derivagic 1 gque nic contém aplicacbes das regrac

v ~-E ou 3 -E , possui ums boa-farmula para ampliacao
Prova : Por inducidc no numero de aplicag®es de regras de
introdugac.
Baze: 1 pode ter as formas : A, i i . Lemos
-E ou -4
- A A -
que 1) por Ciid, A & umza boa-férmula para ampliac8o em IT
2) por Ciii2 ., A € uma boa—-férmula para ampliac3co em 1 , e

3 por (i), 1 & uma boa-férmula para ampliacio em Il

Passo indutive : Temos trés casos

15 Se Il termina em eliminagfo, entio II é da forma m = e

A

por Ciiid A é uma boa-formula para ampliagdo em II.

2> Se NI termina numa aplicagio do absurdo, entioc é da forma

m -1 e por (i) L & uma boa-férmula para ampliacic em [
[
A
3> Se N termina em introdugic. entio I1 & da forma : _y
A
Pela hipdtece de inducXo.existe em i1 uma boa-férmul a para

ampliaglic C .E facll ver que C também sers uma boa férmula para
ampliagic em Jl, pois, caso C seja por (i), (ii> ou Ciii2 em M,

também sersa. respectivamente, por CiD, Cii)d) ou (44D em N

29



COROLAFI C: TODA ARVORE [ POSSUI UMAa BO4-FORMULA PARL AMPLI ATAC
Frova: Consideremos dolis Ccasos
13 Se Il nic contém aplicagdes de ~ -E ou 3 -E
E o prépric teoremz.
2) Se Il contém aplicacbes de v ~e ou.a -E

Escolhz em Il uma aplicacic de ~ -E ou 2 -E tal! gue nio
@exiSlz acima da primeira cocorréncia de formula asc ladeo da premisssa

malor . nenhuma aplicagho das regras de « —e ou 3 -E

Iste &

m nz I

M)

ced
14

onde em [2 nio existem aplicac®es de + -E ou 3 -E

n -na

DAC D B

k> N | CRD

nz2
onde em M2 n%c existem aplicacles de v~ -E ou 3 - F

Pelo teorema, temos gue existe em nz uma bea-férmula para

ampliagio D . E facil ver que D Lambem €& uma boa-férmula para

ampliacaoc em II.

I1V) REDUCOES : De (12 a (40> , correspondendc ac conceito de forma

normal aniloge ac que foi introduzide no capitulo I .
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T 1 b=
A E
A B
AAE = :
£ :
A
23
= = pa =1
A E _ E A
A A B :
E :
E
33 -
LA ] b7y
Xz (A 1
¥4 E sz p 30
=
A A > B B A
B )
B
4>
1 S1CLD
AC2D C O ACLD
——— => N
VAL 3O
ACLD

ACLD

31



)

&1 fA 1 LB D
A = sz
A~ B i -
c
&
1 (A1 (B2
B sz Tz
=>
AV E c c
c
7
1 (B 3
A = T3
A v B C C
c
ni
D

onde: iJA niic ¢ eliminada em I2;

3=

i1
A
LA 2
=
C
i
B
[B 2
hC
C
21
A
A
oo
nz
Cc

E

ig )

el

A

LA

> C

1

22

-> C

[B 1]
=3

B

-



ni
xZ P co
C nz

c

iii> D é a primeira, de baixo para cima e da linha mais 2

esquerda, boa-férmula para ampliacao em z=

<

e>
LA 3
£1
[A ) 5o
B =2 £32
—_— N T1 C
AV E C C ’
A A -> C
o
m
D A

onde : i) B nio & eliminada em 2

112 m
T3 (455
'S
c nz
c

iii> D é como em (72

33



b203

.
fA(2D] ACLY
ACLD =
_— =>
JxAl 20 B
B ACLD
zeltD
2]
10D
=1 3
ACLD . e ACLD
R > o
AxACO B ni
B D ACLD
DD
nz
E
onde i) ACaD nio & eliminada em ZIZ2
id1d ' m
e coo
P-4
B n=
E
iii> P & como am__(_'?)
119 |
{A ] I 1}
£1 2 £3
[A 1] B 31
AV B c C s o =3
C x4 21 C >4 C
D A v B D D
D

onde C é a premissa maior de uma regra de eliminacdo.
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z3 Iz

)
A D e
=)
B =3 !
*¥ b
< z1 B .22
FHcAC >0
C
onde : 12 X2 =M1....... I
iio D
: p
D o Do
£ n .......... In ., isto &
=
mn -4 cDo
B e D & como em (72
iz
pA == so
o AC D B B
- . —_—
B £1 ¢
c - Sy AC O C
C
14>
=1 =1
p 3% |
+ X L
4 =3 —
A B
A AB
A A B
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b2 |
N
AwEB
162
p2%1
1
AxcAl D
17>
=i
1
A -> B
182
1
i
W AC 2O
160
[- A 1]
=1
1
A

s

onde ¥1 7 é& pbticda de Il

1

ACLD

DAL

A - B

Z1

ACad

WacAC O

‘a & E1

A Pt
B - B
L
[ A1
¥1 ©
4
i
B

come no capitulc I, redugioc (8



b2 |
i i
=>
C - C
i L
210 "
z1 C
1 Z
C C - C
=> ) 1
C - C L -
A :
i
onde C é ¥XACxX), A ABou i -> B
et .
nz
=1 1
i3 nz c . b
C D :
=> C -
| 1 1
C - C —_— —_—
i - C
1 - .
L

onde C & come em (213
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z3>

¥1
i s A B
A v B . .
: = A B
AwvEB =CAB) AVE =~CA-~ B>
AvB XA v B AvE" 1 1
L 1 1
—_ 1
1 —A v B>
1
24>
£1 n= a3
- s A D A D
A v E D .
' = A B
: _ AvE AVvB A~B XA+ B
AvB XA+ B AvpB? 1 1
1 =1 I |
R— 1
1 -~ A w BD
i

38



252
ACad

3
L
Al XD Acad
= AxACX = BxACKD
xACD 1
BxACxY —LIxAC>DD
b | 4
1 —_— -_— 1
L —CAxACDD
L
e6l
1 nz ACad D
FxcAC 2O D
=" ACad
: ' _ IACD = IxACOD
FcACx)  =CIACXDD 1
A XD Xz
L .
—_— 1
L = FAxAC KD
d
273
c n C AvB 1 i
XL
i

3



51 2 I3
A~ B C [ m
C E
. re 3
: => —_— —
1 C - C -
¢ =C A~ B L 1
i i
i R
onde C & VxACx).AABouA->B.
2a0
21 T2 I3
Av B C C
c b3 3
. = e —
N 1 C - C C = C
c = C A v B - L 1
R —
1 L
1
onde C & como em cesd.
300
=1 2 ]
AvEB C - D C ~D rn3
c ~D E
M =»
C v D £ C ~ DD

40
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=>

31>

=2

2 3
£1 CvD CCvDD CvD ~XCWID
AvE L 4
L
=1 2 2
Av B C s~ D C D
C v D
i C D - C ~ DO
i
e 2
b2 CwD VDD CD ~CCWDD
AvB L 1

i 8

41

CvD CCvD2 CvD —CCvDD
i

CwD 1 e 3
1
1
=L CwDD
=>
C D
c _ D
CvD =G CvD L CWiD
cp ! L 1
iR
1
£ D2



32>

21 2 pC
A v B IxCCxD IAxC0 n=
AxCCxO E

A SO — xCC00

L
ns
cCad E
=>
CCad
e =3 ' SxCCx) —CIRCCDD
T1 IxClx) ~CHAXCCOD TxCLx =CICCXIT BxCCxD 1 1
AVE 1 1 N
N —
) - T DD

n3
a &
E 1
230
1 = =3
AwvDB T e CC D
BxCCxD

=2

-

ACCxD =L ICCOD

1

a2



Clad

=> Clad

2 3
IxCCXY KL IxCCSD
1 ICCxD =K IXCCx FICCxD =LIxCCxO e O 1 _ 1
AVB i 1 K
—_—
4L = 3 CT 32D
1
34D
=1 b
b
B ACxO B _
b2 B - B
=>
B - B FACHO 1
1 1
1
B 15») _
1 b3 na
IxACxY B nz gl E
B E :
2 N
=> _— :
1 B - B B - B
B - B 1 Al X 1 I
1
1 L - B
I

onde B & ¥YxACX), A A~ Bou A > B
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360

¥ 3z
Al x0 B 1
B
B p 2=
=> ————
B - B B -
B - B FcACD L 1
i 1 - B
L
onde B é& como em (350,
37
ri 2
AxAC O B v C ns3
B ~ C E =
B v C B « O
y 8
na ‘ ns
B E c E
B c
=z
=) BwC =L BWvCO BWC =L BCD
1 BvC =B BC 1 1 1
FcAC D i 1
1
1 - BaCO

44



382

1 e
AL %O B v C
B « C
B ~ C -LB « C)
1
=2

=> ——

1 Bl (B

B C

B C (BVCO B.C —XB.CO

A AC 2D E N B.C. 1 1
1 . B ATD
L
202 1 2
AL O B >0 nza
HaxBC x0 E =>
- n=z
FaeBC =D = AXBC>OD BCaD E
X .
BCa>
b2 B ¥ = FxBC x>
BBC ) =3B IxBC D L
>
AU XD 4 L
4 ~f_ ABC 20D
a &« N3 4
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40 51 2

IxAC XD DB

IxBCXD) ~XIAxBOO

1
T BCad

=> BCaD

E2 AXBCXD  —CI=BCOD

FxBCxD LIKBCXID ~ FeeBC 30 1

SxAC D 1 1

4 = IXBCOD

VD) NORMALIZACAO E UNICIDADE
Tecrema: O tecrema da normalizagcio e © teorema da unicidade da
forma normal ( Church & Rosser > s#o validos para CCAPD

Prova : i) Normalizagio — em analogia com © capitulo &

1i> Church & Rosser - da maneira usual.

Corolario: © sitema CCAPD & mormalizivel fortemente.
Prova: Examinande as reductes para CCAPD, vemos que se n=>n,
entio 1CMD < 1CN‘> . Portanto, as condigbes €Cid> , C44D e (Cifiid deo

Lema Geral sio vilidas em CCAPD

AT



Vvi> MAPEAMENTO DE C EM CCAPD

O tecrema abaixo ¢ o© enunciado 'prec:'.isc:- de que gualguer
sequéncia de reducbes, para uma dada derivagaoc N em C, pode ser

mapeada em uma seguéncia de reducbes em CCAPD.

TEOREMA DO MAPEAMENTO : Se [l se reduz imediatamente a ', e seja
N* uma ampliagio de [, gnt&o. existe uma ampliacko [I'% de ", ta}l
gue ¥ se reduz a JI'% _
Prova: Por indugic no comprimento de [ .

Temos dols casos:
Caso C2) : Se NI é cbtida de 11, substituindo uma sub-arvere

prépria de NI por sua redugac imediata.

SeNNé MMOs..... n , ent¥eo NI* & MN°2 M2 ....M'n

A A
onde, para algum 1'5 n , Ni se reduz imediatamente a IN'i e , para
.cs outros J C i = j € ndNj =1
Temos trés subcasos

r

1> Mx & Il w2 . ..... N onde I1%i & uma ampliagdo de T .

Pela hipétese indutiva podemos obter,para o dado i . o TI"%

Seja NN"»* ¥ iy Tim2 . 1179, .. .... fin

2> Se Ix é
N 2
A
onde £i & uma ampliagioc de IT .

47



Seja NI'%

n s A E

A

onde £‘1 & obtida , aplicando a hipétese indutiva a X1

3 Se Nx & :
1
Ne # A
A onde ¥1 & como em (20
Seja
i

N'» & A

A onde TF‘1 & comc em (2D

Caso C(b) - Se [’ é obtida por uma redugdo propria .

Temos varios subcasos

1> Ze 11 ns
entio . , m
n « A B . —
n -4 A
A A B
A -
1.12 Se
e Nxi 2
A AB
A onde 1% e %2 sXo, respectivamente,

ampliacSes de [l e N2

A B

Seja nw«=
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il 12

nre x A E
A
1.2 Se
Il %2 na
M X h—

A~ B . D

A A B
A

onde Nl o Tx2 sic como em (1,10

Pela definicio de APCD AABD , temoé que

Nl N2 fIser 2
" A A B ns A ~AB
Fi ;4 —_—— —_— —
: A D A
A B
A A B
A
1 nxz
A B Ml M2
n= A AB ns
Seja MI'» ¥ A --D ' B D
A B
A

49
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1.3 Se i &

£1 ns

Ox X

A
onde T1 é uma ampliacBo de NI. Seja :

1 ns

= # A . c

A

onde X'l é& obtido de Z1 pela hipbdtese indutiva.

Cbs. : Os casos de APLA A BY e APCAY s3o,

cimilares a €1.22 e C1.3D

el Se Ti nz
A B8
ne A ~B
B
é similar ao C1D. .
‘ [A 3
3D Se e
z1 - B
n A A > B
B
entio : 1
no# LA}
e
B

50
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3.10 Se INx &

fimz

Nax & L3l A ~>B

B

onde N*1 e %2 sao, respectivamente, ampliagbes de 11

Seja I'=x
1%t
LA ]
e -4 Nxz i pE ol
B A
B
3.2) Se x é
N2 ns
i X A —> B C
el A -> B
B

onde %l e N2 sic como em (312
Pela definigio de AP(C_§|~>B). temos gque
rise2

Al A B ns

N» ¥ B N c

I1el A > B

=31
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A

e
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Seja "% :

N1
LA )
1132 Fisel
B A
ne z !
Z nz
B - C
=1
B8 A '
B
2.3 Se N &
=1 %= Ina.
[y 3 b4 B c
B

onde N%l e N*2 s%c, respectivamente, ampliaces de :

1 e e
A B
A— B

Pela hipétese indutiva, o teorema € valido para :

s # 1 =2 , ent%oc podemos obter o I'. Seja "%
B
5o n=
B C
n' = F 4
B
Obe.: O casos de APCA -> B) e AP(B),s&0 , respecti vamente,

g2



similares a (3.2> e (3 32

4D Se N & :
¥1
T1CLY
n #x Aca . entsc I ¥
VAL O ALLD
ACLD
4.1 Se N= &
%1
nx s . '
WAL 52D ohRde %l é uma ampliagdo de
ACLD
Seja 1'%
M1 CLD
new ACED
ACLD
4.2) Se Nx &
Miset - nz
e 7 YxAC O . <
VxAC D
ACLD - o
Pela definigho de APCC ¥xACX) D, temos
sl
N # VAL 5 nz
ACad N
X nz
ACa)d e
_— c
VAL D
ACLD

53
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Seja "=

Fix1CtD
ACLD
n' F-4 : Nz
ACLD C
ACtLD
ACLD
4.3) Se INx ¢
e nz
ACLD ) C o 51
onde Nl & uma ampliaclio de AC2D
ACLD VxACxKD
Pela hipétese indutiva, obtemos o X' , 1l ogo
paY nz
e F o Acd c
ACLO

Obs.: Os casos de APCVxACxD) e APCACLDD saoc, respectivamente,

similares a C4.2D> e C4.30

5> Se N &
x1 (A1 I[BD
ne A = £3 1
AoV E C c Laentio It 4 TA ]
2
¢ c

S4



5,12 Se Ix &:
Nl

> & A v B Nx2 N3

C

onde Nxi, N2 e N3 sko. respectivamente, ampliacles de :

z1 = 3
. e
A C C
T2
Seja MN"'* e
Nnx1 - -
A B = C
e = »
LA ]
N2
C

5.28) Se Nk & :

Tl n4

nNx x A v B b

A v B Tz Nx3 .

) C
onde Fl¥i, %2 e n*a sh%0 come em (5,10

Pela defini¢loc de APCD A v BD, Lemos

14 n4
A D B D
* Z
el A : é
A v DB A v B Av B
AvE ez N3
C
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Seja II'» : N4

E . D
B
Al A v B
T1* » x A B =->» (A ~ B
na
A D
Nx3 -
A B —> C
LA ]
575
cC
5.3 Se x &
Tisel Nxz T1%3 n4
Ne » ’ C D
C

onde N, NM%2 e %3 s%o, respectivamente, ampliaces de :

b2u - o
z 3
A ' e _
Cc c
A v B
Usando novamente a hipétese indutiva, seja :
by e
ne 2 c . P
C

Os casos de APCA « B) ou APCO) sio cimilares a (S5.2) e (5.30
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£ S= 0Nl &

LA ] EB )
n ~» B 2 3
A v B c C
L
é similar ac (50
7> Se 1 & :
= 1B
n # _ 2 = = entaoc n =
AwvE - c C
c
7.1) Se Nx &
Tiael
e 2 A oB  Dez 0x3
C

onde %1, Nx2 e %2 s%o, respectivamente, ampliactes de :

b2 e z3
—— * <
A C C
Seja IN1°*
e TI%3
__._|$ BE > C
n’ = %
ni
D A
n
o> onde 2 ¥ cPD
hna ne
¢ C



7.22 Se Nx &

T2l 4
A B E
Nx &
A v B Nxz MNx2
C

onde Nxt, N%2 e %3 slo como em C7.12>

Usande a definigioc de APCE A « E 2, temos

ns4 N4
A E B E
1 X
T1set A B
AwDB A~ B A v B
A v B T Tz DNx32
C
Seja I’ * na
B E
B
A v B
Il
A B -» CA v BD
N4
. —
A E
32
A B > C
n .
D A T
: onde N2 ¥ cCDD
3 ne
nz c
C

5a



7.3 Se x e

nx N1 Nx2 Nx=z fia

C

onde M., N®Z e =3 sio, respectivamente, ampliacbes de :

$1
N ' sz . 3
A B c c

Usando, novamente, a hipétese indutiva :
b n4

N = g C b

C
Obs.: Os casos de APCA « BY e APCC) s3ap similares 2 7.8 e C7.32,

respectivamente.

gySe I &:
1 [A 3
0o B s T2
. : ¢ similar aoc (72
AvE c c
c
O3Se N é : " entic M° & :
&1 {ACad) TICLD
n # ACED e Ao
BxAC XD B n-# TECLD
B B
0.1 Se Nx &
s
Mx & FAC 30 %2
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onde N¥l e N*z sic, respectivamente, amplliagdes de:

p | ==
e
ACLD ®
Seja 1'%
Nl
ACLD
n= x
[ACLD]
n»ezCLy’ -
B
0.2 Se MNx & :
T13¢1 n=
AxAC KD C
e X
A sz
B

onde Tl e %2 s3ioc como em (213

Usande a definigio de AP(C 3xAC(xDD, temos :

n=
- 4
ACad Lo
T X
Iisel L ACaD
| e
AL XD A D
TacAC XD Nx=
E
Nn3.
onde a =
C

Seja N'»* igual a:



M1

ACLD
n=
ACLD [
"= z
ACLD
LACLD]
Nu2C LD
=3
Q.3 Se N*x é
gt 2l 12 nz
e 2 —_—
B C
B

onde Tl e %2 sko, respectivamente, ampliacghes de

1
2
ACLD e
—————— B
HycAC D

Usando de novo a hipétese indutiva, obtemos

bl R

nr» x* E C

B

Obs.: Os casos de AP(IxACXDD e APCR) g23c similares a (9.20

9. 32.

100 Se 1 €

61



1 entic 11”7

n » ACLD e e

A0 E - B

10.12 Se MNx &
Nt

e 7z BxACXD fixz

B

onde Ti»l e %2 sic, respectivamente, ampliacbes de :

£1 2
e
ACLD B
Seja N*x
TI»e1
ACLD
fi*'= » '
m
D ACLD
ni
. opde nNx2 #
D o
ne nz
B B
10.2> Se Ix & : -
711 n3
TheAC XD c
= Z X
AxAC XD Nz
B

onde MMMl e N¥2 =5 como em (10.1D

&2



Usando a definicao de AFP(C <Al ,iemos
nz
ACad C
= z
a €
12l ACad
AxAL O AxACXD
[AC D ==
E
Seja I1*»
a1
ACLD
: nz
. ACLD C
N'x xr : .
ACLD
ni
D ACLD
: onde Nxz2 »
D
nz
- B
10.3) Se DN & : '
i il =z ns
B C
N X
B
onde %l e MNx2 sio,respectivamente, ampliacdes de :
b2k |
2
ACLD e é similar ao CQ. 3D
AxAC D B

63
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Obs.: O casops de AP(IxA(xDD e APCB>» sio sim;lares a (1C.
€10.30.
112 S 11 & LA ] LB 1]
b2y | = =
n # A v B c C
C =4
D
entio JI’ &
LA ] £tE 1
T2 =3
n: ! 4 1 -—C.;_ =4 “—C— 4
A v B D D
D

onde C & premissa maior de regra de el i minacio.

11.13 Se 1% &

Nz Ix2 iz

N» x c 1%

D

b

onde N¥l, Nx2 , N%3 e %4 sAo, respectivamente, ampliagbes de :

2 b= z3 T4
» r e
A v B C N C
Seja 1'% :
NMxz  f1xd %3 T4
n- k4 b3t ol D D
D

11.2D) Se C é A v B ,

M» & tgual a

B4

Dé& A & T4 & vazio,

entio :

-

| =



=1 Nix= Tixz Nxi =z [1%Z

A A B n= A ~ B )

A E B ' E
Nix & .

A A B

onde %, N*2 e N»*3 s3c como em (11.10

Seja I . M2 Nx3 ' Nl M%2 T3
mei A & ns AAB ns
A E B E
0% »
A 8
A

Obs.: Se C & A AB, DéB e Z4 & vazio, ¢ andlogo ac (11.2D0.Ss
usarmos © APCA A BD, também seré anfloge ac (11.23.
11.3) Se C& A -> B, Dé B e Z4 esti A& esquerda, entioc Nx & :

A1 ez N3 ns

A 2> B E

a4 A > B

onde MNx1, Mxz , NMx3 e NMnd s8c come em (11.15.

Ucandc a definicio de APCE A - B) , temos :
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Nl iz =32

A A =-> E ns
B E
N » .
B
1
TN»4 A ~>
B
N» se reduz a
Nx4 et DNx>2 N2
A A — E =
E E
. Flx4
B A
B

Podemos entfoc considerar o 1'% como :

TN»d x2S Mg N3
N B B ns
B . £
N e z
N4
B A

Obg.: O caso de APCA -> B> & similar.

B85



13.4) Se U & Moo N
Usando 2 definicho de APCE M v No . temocs
ns =
M E M E
Nz w2 .
N> 2 131 MwN - Mol M k
Mo Meoohi Mh
M N4
I
onde M1, Nx=2, %3 e M%) sio como em (131.17.
n" é
b4 r=
n e p2} MwN ¥4 Mo z4
A v B | D
b
® se reduz a
: s ns ns §is]
M E N E M E N E
1% M N 123 M N
MoN MoN Mo MoN MuwN MoN -
11 MN - MM
MoN [124
I
M= g Lad s
Sejam : ns
™ E N E M | N E
e & . e M=
N«= ¥ N 3L 30 M N
M MoN MUN MoN MoN Mo
MN MM



Note que Nexz e [i%x2 sac, respecilivamenie, ampliagbed

N»#3. Fodemos entiaco considerar o [I°%  como:

ez [1ed  Thex [l

m=x x
Tl D D
D
Obs.: O casoc de APCM ~ N> & similar.
11.5) Se C é VxACxD , D & CCLD e X4 & wvazio,

definicio de APCE ¥xA(x2, temos

135

onde:

Tl INx2  OxZ

VAL XD ns
CCad ‘ E
b4
C&a?
WacAL 200
CCto

15 a e T@xi. Nx=, %3 ou M5

E
23 w1, N2 e N3 sic como em €11.1D0

ne
— e Nz
T ) coed s
Nt # ceed E
CCe
ceLd

O caso de APCYXALXY> e similar

6B

entio,

de N¥Z =

usando a



116 Se C & STl >0 .
Usandeo a defainighc de APCE IxC{x33, temos
b )i
CLad . E
Nxz Txz .
Ml 2 121 S CCxD xCC O CCa>
AxCL = el
ICCxD N4
D
s
a £
E
N»* se reduz a:
3= ns
CCad E CCad E
5
ey CCal o€ Cla>
A 3D GO0 AXCC XD AxCLxo
121 DD 20D
FxCO D Nadqd
D
Sejam : s ns
CCad E - clad E
Nexz ; e Dwex3 ¢ ;
%2 CCad N3 CCad
T O IxCCxO FxCCxD = M. a(ahv )
FocCC D AxCC D

Note gue %2 e Nwx3 sio.respectivamente,

ampliagtes de INx2

fi®3. Podemos, entio. considerar o A'® como
Mo Tmd TIoew3 [jed
Tisel D D

&9



11.70 Se NIx €

Tixed 2 n=

tn

Cr

r

onde Nxl e N®4 sac, respectivamente, ampliachdHes de

T

-1
L3
M | 3
v

-1
o

Z e

>
£
e

o

Usando a hipotese indutiva, obtemos

n=

——

I E

z'l'
Mm» r
D

Obs.: © casc de APCD) & similar.

12> Se I & : ‘ entaic N é 2
s1 T2 ) ' 51 B I3
0 & A B ° # 3xACO c
B 3
c

12.1D Se Nx & : -

Tisel  [I%2

Ny # B %3

C

onde N*i. %2 e [I%3 sioc, respectivamente, ampliacbes de

1 2 =
L] e
AU 3D E
Se jam:

TC



[y
n
15

12.2) Se ¥ e A ~E , Ce re IF

e varic. Usando

APCE A4 ~ B:., t1temas
LEL S s N Nz
L A F N« F I
£ E E
n» r .
L
A A~ F
onde %1 e Nx2 =30 como em (1210
Sejz TI" ¥
LR 25
=
MNaet %2
A a1
n -4 n A na s A E
F-3 E B
A B
s
12.383) Se BEé A AB e CéRB, € similar aoc C1z2.2>.

Cbs. :

12.4> Se B & A ~> B, C é B e I3 estid a esquerda

a definicio de APCE A -> B, temo:

O casos de APCAY e AP(B) slo similares a (l12.28> e (12 3.

definigio de
f12

n4

E

entio. usando



Me: D%z
22 A —» E ne
B £

Me » ;

E
i

xz A - F
E

onde 131, %z e N*2 s3c como em (12,12

fix se reduzs &

L ac) Ml N2
£ L -> E ne
E E
E
B
Ent%c, podemos considerar o [1"% como
nxz TixZ
A A -> B
B
Tiaed E L=
B . E
: ez
E ¥l
=

=1
M

nNxz



Obs=s. :

12,32

APCE ¥xBCx02,

RE. 7

onde

O caso de APCA -» B) & similar.

Se B & WXBCK), € & BCL) e I3 & vazio,

Lemos
[Tt 12
YBC 0 =
4 BACad B

BCal

Y<BCx2

BCLD
13 [ < I%2 sic como em (L2.10

%2 oy  [T9

2y a = [ ,

=
f=

Seja {1 %

T2
Wy BC 200

BCLD

fnr»
Ml BCL2

BCL2

[CLD

e o B R o m . BV B S [ —

usando

|
4]

{1

a defrfinicic de



. B e E e Moo Usanor z del:riigzc me APLE M o M., emos
ng ne
M E b £
Ti»l 1=z :
nx 2 FALXD M ~ K od X
M o N M o~ N Moo K
M~ K T
onde N, . N%Z e ¥z sic come em (1220
=
n: z T Moo W e
Al x5 -
Nx se reduz =
o
’ n= nec
B
M E W b
Mz M K
. M o N M o N M o N
Il
SxAC = M ¥
M v N Tha
C
onde . r
. significa gue feol feita a2 ampliagao na boa-formula L
[

da arwvore

T4



e

-

ne ne

=

*y

N’

A=

Mo~ N M o K Mo K

M v KN

Note gue NxxZ & uma ampliacho de Mz, Entac, 1'%

T‘:\.

D

.y *> =

R F4 Mse N NxZ
S AC <

C

Obs.: O caso de APCM « N> é similar.

12.72 Se B é HxB(x0.Usando a definicic de APCE IxB(x0J, lemos

s
BCa> E
Tl T1=
SwAl x> 3IxBC»> 7 BCad e
ns 2 e a e
B %O HAxB( 0 E
IxBC >0 Nz

C

onde N¥1, NxZ e N®32 sio coms em C12.1>.



% =& reous =

L
. ne=
oo
B an z
ni: Bl =
e = Y= TN S
A > B
BB 3 M
C
Sejz NwxZ
f\
t =
D
B(a> E
Taex= X
nx= Blz>
B IxBC x>
T BC weh
onds D
. & anfloge ac (12 .62
D
Note gue [1%Z ¢ uma ampliacio de [IxZ.
Seja II'=
r
{:.
N Tiwex= Tz
£ me e
™ r AL -
C
Obs .- O caso de APLZB(>02 e samiiar.

7E



teH Se IEoe
L Tix- ne-
nx -
onde M e %7 skc. respecltivamente. amplilacdes as
h h=3 M s
AT E e == € -7 ;
E
Novamente, usandc & hipdStese indutive en o obtemes
< ne
" = r C E
C
Obs.: O caso de AP(C) & similar.
133 Se N & entic " &
1 i i
—— nr i_.,
n
4 1 £ 1
A~ E A B
P
12,12 Se N=x &
ez . . _ ra
onde %1 & umz a2mpliagkc e
n=x = -
4 A E .
Seja T’ % % 13t 34
y 3 B
n» r
A A E

rded



1.8 See Nx e
N =
Nx z L -~ F E
onde 11 e
LH A F
Fela hipélese indutlva temos gque o 7
Seja [ =
i n:’—'
e T
N =z A~ E 13
A E
Obs. - [ case de APLA ABl & samilar.
142 Se D oe
=2 i |
£ 1 . £ ou
A~ F Al A - F
é similar ac (133,
150 Se N & entao I”

I= A2 K
=1
n sz i
¥
£ O
E

TE

&

=& reqQur

[ ¥}

at

1



. Ze o
Flar
Ni» - i M=z
E
N . - . i
onde DN o %= sac, respectlvamente, ampl1actes des - e ==
1
N se redur & 2.4
£ Nx=
=4 xr E ~E’
N3
fey £ 3
e ©
1
E
pIk
Temos de considerar se a ampliaciac M%* substitul partes de ——
L
==
da formsz ror =
. it
& - A
1
s
- A b
- »x7
s r = :
A - & s
1 E
i
onde N*2 e uma ampliacic de =
A
Uzando 2 definicac oe APCD = A2, iemo:z



e - £ Tis
1 L
% +
F - A n“:
A E
i
Neste casc, Nw: © sersz obtide de 1%, subctitulnde IE
£ Lo
E -k 14
>t 4 i 3 B
M= -
-3 - £ n=
1 E
i 3
Mas, B se redur a IE'
iz
£ Nz
E - B T4
1 T

. Nx=

£ L
: =
n E

ks

8c

mor

TE



Ve & gue T & UDe A&Mp.iatai ae
E - k
£
Op~. 1 cazos g APL— A e APULY, 530 similarec
Focemoz enilc cons:derar o [17* como
£ Dz .
.i
v - B -
i
| z
f= & 2
N O
1
E.
. - . .
onde  T1¥. & =z reducic de I» obtida
da formz ZE ‘pare €', como feito acima.
E faci) ver. usando © Jlema 2 (capitulso 12, gque Z2
¥ =>» [T'#» e Mx & umz ampliaclo de [U°
15.2) Se A& M AN, Bé&M e 2 & vazrio, entac
3L ! nz
M oA N o
Nx ;
¥ o~}
M

Usande a definicac de APCD M -~ K2, temos

Lrreduzi ndo

sub-arvore:s

n -

Logoe



Iix?

Tz
| AN = M oAl Iz
[ 4 r N I
n» = i
4 b
b oo b
Entac ">
Mot
b - N7
2
T M -~ N
N w =z _
»;
n sy
A
n- o] n=-
M T K r
M F
M
onde l']*i c & como em (1S.10
15. 37 Se & M -> N, B.e K e ZIZ esta a esguerdsa. Usando
definicaoc de APCE M —> NI, temos
13 F 4
M Mo B n=
N E
> X
Mz N
M M ~> H
k

=



ohae D@ e [I®3Z szo comc er. (31831
Nx se reduc =
»
[FE 5 i
| o4 SIS 33
k £
Nz
N 15
}_1
Podemos considerar o [1"% como
Nz
pMo-> bk
M =} .
1
nw [—lM —> o
e ©
1 n:
[N E
Nxz=
N M
N
onde | =l e como em (15 15
Ops O casc de APCM ~> N & simiiar.

15.4) Se 2 & ¥xA(xXD, B & A(LD e X2 e vaZlc.

de APCE ¥xACxDD>., temos

Usande a def2inicac



WAL o n-
> A= E
2 € I ou
Aia-
VoA o
AL L.

onde [1¥: & coms em T15.01_0

Seia NN »x
VoAl
ACLD - aces ¢
1
[ WA WD
e e
1
ACL: ]
Aét)
onde el =’ &

como em (18,10,

18.8) Se A

o

i

)

A
pr

-
e M~ N e 2 2 = n4 . entio
E E
:':
- [ 3 |3 . M «~ }
4 = g V-
n B
M v N E F nx
E

84
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Se ¥ o

Tise: ne
I & B

N b

M v N IXZ 0%

i_-.

onde [ixl . %2 e [i%¢ sac.

respect vamente, ampliacbhes ge
D n= N4
i3 E E
Usanac & definicho de APCE M « N2, temos
ne no
¥ =) M _;_
Nx ¢z M v '
Mv.!\i M oW W Mo N
M o~ W Nz Nwed
E
N¥ se reduz a:
' ns ns
M E N E
s o ﬁ ﬁ
M€ M v N Na= Mg M o~ N Nx3 el
Mo W E > E
F
Sejam NS e« 07



I
| E F £
ne & T nT 2
M | ¥
M o~ Nw= Fixg ¥ v M lx= Tz
E E
Usandc em [ 2z reducies (5@ ou (7., obtemos gue [If = Mawas
L ugusandao em [17 as redgucdHez C8BY ou

onoe N*X: e ume ampliracie ae Dz L

{8, wvemoz gue 5 = Nexs, onae x4 & umz ampllilaciko de [%g
Portantoc., 2% se redus a2 &€
HE
e r Mo N Nreae= [laexs
E—.
Fodemos considerar o [I'% comc
M v N e e
2 -’
1
w2 ~
[—XM ~ HNDI
ms ©
.L -
E
cnde Il ¢ e como em C(15.13.
Ops.: O casc de APIM ~ NJO & similar.
15 B Sg & ¢ SxAixd. Usandc & definiglo de APCE 3xA(X22, temos:



Al &L E
Ni» LRk ¢ Alz
DAl > S
AxAal s Tiw=
E
onde N e MN%Z zhc como em (15, 1.
Nx se recuz { usandc & reduchc L128)0 &5 EB
n=
ACal . E
. .
Al al
pa =T - _
- seja T4 &
L= »z v
3¢ AxAL n
Al E
E
Usandeo as reduches (92 ou (102, vemos gue

umza ampliacko de TIxZ.

Alas

ACa>

DAl >0

I

1

i B

[

N4 => TIsex=

v}

onde HexZ

Paortanto, £5 se reduz a 2B
T
6 2 FxAC T }'l*!fr:
E podemos considerar o [I'®* como
Al x> [
E — - B 7
n"» x L

[ o SxeAC>D ]

3

1l

i

E

a-

onoe

é como en

&



e AFPCSsal =L

e saimoiar
N® =

Tiae: iz Lz

tn

L& L IEEECE

once 13

e Nz shc. respectivamente.

amzilacheo

Usanoo 2 hlpoteses indull va.

obltemos
< n=
E )
M 2 :
E
168> Ze [T & entio 1’7 &
=2
B 22
l ——
n =z n =
- 4
< - C
i3
165,10 Se i &
Tise; . pA
onde [I*1 & ume ampliacdc de
> = c . C - n
1
2
Entac nl
n* =

jad-



16,8 Se O e ¥xALx., & ~ B oo A -0 E e N* e

b |
1l

Ny

M
m

Tim r onde N¥, e como en

ey
}
0y

Usanado a reduchc (222, temos

n:
c D
Nex 2
C -
Nen A
i = <
1
Ops .: O caso de APCCD & similar.,

usande a reducio

18.3) Se C €& £ v B e 5 IN= &

Tiac1 nz

A v E D

Nx Z

A v B - A ~ Bl

Usando 2 reducic (242, Lemos gue

ceil.



£ T s T
£ v
Nry 2
£ o B A 4
Tl 4
1 - - L w E_
4

Opz. - L casc de APCA ~ BD e similar. usando a reducac (220

16,47 Se T ¢ IxAIX: & andlogoe ac (1€ 322, usando as redusbesr (280 ¢

ca2es
185N Se Dx e
Z L n:
L . o
nx  z ?
HIE i
c = C

i

onde INx] & uma ampliacdo de Il

I® g rede- & X3

QC



r -_ ™=
i T
- -
- . 3% 08
i -~
i -
]
iy

Fe:z mipdess indutive Lemos gue

N
Nz Eo b - .
se regus- = [N&° . Entic, sejz [I'»
i3
ne- iz
i L
ns z E
: [i%:
£ -
4
16. 8> Se Nx ¢
ey Nz n=
nx = 4 ' L
4

onde [1%1 e %2 zsac, respectivaméenie, ampllaches de:

]

M

G



Usanoc & mpoliese 1ngullvs

. Dbtemos.

- n:
1 r
I » =
L
el . casc ae APLLY e simiiar
172 e It £
£ ~ F = z
nz c ~c
4
Entae II' &
n ra A~ F X 4
i
17.1) Se Mx &
Nl Tx2 [Ix32 \
~
nx =z C -
L
onde [, %= e %3 sac, respeciivamente, ampliacdes
] == =z
. R =
L w E Z - _—
Usandc z reduchke (272, temos que
== T2z
C = < C - T
Nex  x
Ttz 4 i
Y

de



17.22 Se C & VW¥xalxe, A A B ou & -+ E,

M1 HxZ  TixE T4
C E
Tia x
C - C
4

onde 1, %2 e N%32 sac como em (17,12

Usando a reducho (28B), obtemo:s -

Nxz Ixz

T1 1 i

1

e se JI% é

M

4

Obs.: O caso de APCCY & similar, usande a reducio (292.

17.3) Se C é M v N, e se IIx &

Nt [%Z I3
AVBE MUN  MUN n=

MN E

MwN = MwN2

1

onde Nxi, N*2 e N3 sio como emw.ll?. 12,

E similar ac €17.2J, usandec a redugio (30D.

Obs.: O case de APCMVND e similar . usando a reducdo 31>,

17.4) Se C & ZMlxd e N &



vl INxz Mz

AE M2 HxeMlxD N4

n

BxMC >0

TaxeM x> =MD

i3

onde %1, [N%2 e Nx2 s&c como em (17.12.
E analoge ac (17.22 . usande 2 redugic (322
Obs.: O caso de APCTRMCxI> e similar, usando a reducho (33D

17.5) Se = &:

c - C nz
4 E
Ne r :
Tix i
ol - C
4
onde Tl & uma ampliacio de x1 D= 3
A v B C C
L
fi* se reduz a: )
Ml
c - G nz
1 E
T Ml
1 C
1

L4



Usande a hipédtese indutiva em [NE

1132
b4
s c - C ocbLemos o 1" *
1
ne’ nz
i E
| LR 3 b4 .
: Nz
1 . c
i
17.6) Se Nx &
3 3} T2z n=
e & 1 E
L

onde ¥l e M2 sio, respectivamente, ampliacles

=1 == z2

AvEB R e B

C

Usande 2 hipStese indutiva em [4

I1%€1 i
n{g = 1 obtemos
na’ ns
1 E

n= x

de



180 Se TI &

b P
n » Al X3 E
E = E
1

é cimilar ac €172, usande as reducdes de (340 a (402.

VII> TEOREMA DA NORMALIZACAC FORTE -
O Sistemz C ¢ normalizavel fortemente.
Prova: Usande o teocrema do mapeamentc, gqualguer seguéncia de

reducdes em C pode ser mapeada em uma Sequéencia de reducdbes eom

CCAPY. O resultads segue diretamente do teorema da normalizacac

forte para <CCAPD.

ot



CapluLe IV
NORMALIZACAC FORTE - VALIDADE FORTC
Iy Introdugie:
O obietive deste capitulo € obrer a Normali;acao forte para

a légica classica de primeira ordem, sem reducbes permutativas e

com todos ot conectivos  loegloos - Sistemaz T . Usande wuma
propriledade: Validade forte., lsto e
id Definimos uma propriedade - Validade forte (VF2 , aplicavel as

I8

derivachbes doc SEistema
iidProvamos que todz derivagidc vAlidz fortemente CVFD &
normalizavel fortitemente
114D Por fim. mostramos gue todas as derivacdes em C sioc validas
fortemente CVFD

Uma propriedade deste tipo, chamada convertibilidade, foi

originalmente desenvol vida por Tait [1E]. Martin-Lofl 171,

chamou tal propriedade de computabilidade e Jervell [8)] de

requl aridade

O conceito de Validade forte gue definimeos, & yma ampliagho

de conceito de Validade forte definide em Pfawitz [121.

11> Derivacio MNormal

Usaremos para definir o conceite de forma normal, as
reducdes operacionais do capitule I C(redugbes de (12 a (3 2 e a

reducko para o absurdo classico, definida por Statman [15] :

. 2 —
4
4 =3 f= A )
: - £2
A ==
4
—
E B -k

a7



onde £ ¢ 5 premssa Maior Q& Ums reglra de eiimnacic.
Férmula Marimas -
Definicac : Uma ocorréncia de formuia A em uma derivagio I

& denomunadza formula maxXima. S8 € somente se

a) A €& . ac mesmo tempe., consequénciz de uma regra de intreducao e
premissa maior de uma regra de elimnbacac;

b> A& &, ac mesmo tempo, consequéncla de uma aplicacdo do absurdo
clissico (ou absurde intuicionistal e premissa maior de uma
regra de eliminaclhc.

Forma Normal -

Definicaoc: Uma derivacic Il em C & denominada normal se e

somente T nAc contém ocorréncias de férmulas maximas.

III> Validade Forte CVFZ

Definicao :Uma derivacic 1 em € ¢ fortemente valida (VF> se
e somenhte se
1> rfﬂ) € ~-1 . v-1 . 3-I ou uma aplicac3c das regras do absurdo
e as derivacdes das premissas de r{ID sio (VF2;

2y rC & ->-1I , sendo 1 da forma:

[Al]
n# o . 51 ‘
e para cada derivagao CVF2 , temcs
AL -> AZ Al
gue 21
tall & CVF2>
Iz

3 rCD 6 V¥-1 e » derivacho da premissa de rCil> & C(VF2, para
qualquer supbstituicio do pardmetro proprio de r(IID por um termo i
4> Se rCID ni%c ¢ uma introduclo, nem uma aplicacio das regras do

absurde . e as segumintes condicbes sio satisfeitas

DE



;5 e norma. O- czde GET1IVazrasl n, pars qua: [ se reau- . F

CVF S

1i> Se I e Q2 iorma

n x~ z pakA T
pans
Al o~ AZ E E entac e LAaL:
=
E e
B
sho CVFL., Ondas
1z = 1 ou =
oo '
& parte d= 2ma derivacic [I" para 2 qual 2 derivacac

\ ,
B Ve

se reducs |
Al ~ AZ

3 A e a ocorréncia de féermal a imediatamente acime de Al ~ AZ OU

de um segmentc que contém Al AP comc & CGltima oearrénclia de

féarmula.

i1id> Se N1 & dza forms

0o [ACad? '
) T2 i
,
T3cAC 30 B ontac _° e LACLDY  gxo CVED
- sECLD
- B
E

onde €1 e como na condigao Ciil.

LEMA 1 :Se uma derivacio [i1 em C-se redur a uma derivacao £ em C.

e se M1 & CVFZ, entio 12 também & CVF2.

Prova : For i nducho na definicac de CVFY. usandc ©3 lemas 1> e

¢ deo capitule I



TEOREM:2 1- Toda seguénciz de redugac inacl ancc de ume QeTivartko
foriemente walicz (VFD , termina em uma derivaciac nor mal .
rove: For inducac na definicio de forivemente val:id: gzands ©

ilema L1 do capitulc 1.

EML Se uma caerivacac Il em C & da forms

Y

Y
b
LA
i
o
2]

onde M2 2. .. .0Nn & umz sequénciz de derivacoe:

m

fortemente validas (gue podem -osorrer a esguerdz de A, e A & &
premisa malor 0 Um: regra ae eli1minacae, entac [I & (VF>
Prova: Comc r(fJ e uma eliminachc. temos de mostrar gue cada
reductho imediata " de T & CVFD.
Valor de inducac ¢ @ & '© comprimgnts da &rvore de reducko das
derivacdes das premissas menores de rCHz. o ¢ finito pelco
Teorema 1

Comc A & a premissa maror , entaoc N e da forma:

A D1 Ira....0nN'n

n- = onde, para algum i (i = nd [1°4 &
B

uma reducioc imediata de i , e para os outros j i = < n2
g = Ii. |

Usando o lema 1, 1I' satisfaz as condigbes do lema. 2. Como ©
valor de induclio « de l'! & Lal que‘ o < o, o resultado segue da
hipédtese incduti va.
LEMA 2: Uma derivacac 1 em C tal que rClI> & uma eliminag3c, @€
{orvemente vilidz guandco
i toda seguéncia de reduclo iﬁiciando de umz derivacho de uma
premissa de rCfl> . termina em uma derivacdo normal;

ii> =e (> & ~—F . ->-E ou V¥-E , entic as derivacdes das

premissas de r{l> sac (VFD;

iiiry se rCf> & e-E ou 3-F , ent%oc a condicic (1i> ou (114D,



respeci: vanel.le . Iz Qe inigke ge CVF. & salizlierta:

1vs se I & o lorme

!

—— 1 onde 4 & a Premrssz masor. enl2c
E.
N
B - kb
T A
5
1= A& e CNVTT

=~

.

i
Prova : Yalor de indugko -~ & © terno Cx, . »2, onde
o — € o comprimento da Arvore de reducioc da derivacio da premi=sa
maior de v(lI>, se sxiste +al premissa ( caso contrariec o = 0 2.
f — & D comprimente da derivacic da premissa maior de r(ID.se
existe tal premissa (caso contraric £ = 03.
y - ¢ o coemprimento da irvore de reducio das derivagbes das

premissas de rCro.

Peia condlgdo Ciq o e ) sho finitos.

Comc rQll> & uma elimnachc, Lemos gue provar , que cada
reducic imediata I’ de 1 & C(VFD.

Consideremss Q0is Casos
Case Cal : [’ e obtidz de i, substituinde uma sub-arvore propria
de I por sua redugadc imediata. Isto e:

se Il é m nz....Hn entioco " & ny nz...0'n onde -

A A

para algum i (= nY TNi se redur imediatamente a NN'i. e para os
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O ovalor de inguoizo de

{11i. apenaz para C casic

H

& mencr gue Lo, T, o ge

similar: : se [l e
n =z _ [iT
Al ~ AZ L 13
E
Come: [ satisfaz & condi
logo peloc lems I =z
E
Falta mostrar que T
£ as
E

de uma derivacioc 1% para a gual a derivagac

e Al € como se exXige na condigcico.

Come [l satisfaz &

o

t1

i1
bAs 2 &€ CVF. ,

=

-

m

MN: pare gual a derivacao

™1

f

a0}

condichc Criil,

T = camg ds =L ¢
e
LA [ AZ.
~ AZ IS £
E
[ =2 saxo CNVFL.
B
CVF
T
& parte
Al
El
se r=dus,
Al ~ AZ

Lemos gue

¢ parte de uma derivacac

== reduz., e o Al & Comc:



se ei106¢ ne condicac.
Fe.s trahsltilvidade das requcldec ., i
tambem € part
Al
=¥,
de Ili, logrs
(A0 C
5.
- & TVFL
E
Como - R ) . ] L.
_. ., usanac lem:z g caplLule I temo:
2 E
T T
AL 3 Ta&: @
Z‘v :- Ll B
E E
FPele lema 1
P 5
L& C
_— & CVEL Isto completa a prova ae (231s-.
E
Condigcac Liv2> -
[= A 1
Se It X 1
1
A ==
E
entico 1 7 pode ser
i= A2
1 e
1
e
- . . =z
A P oncle & uma reducic imediatz de
1
1

£y
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Iy

-

£ T2 pnde O & ume redugas imediats de I

TJemos de proyvar gue

AR £ X7 CZ
{al E - E Cen E - F
L i
P A P= A
=T I
i3 X

eac CVF2, nz hipdiese de gue

£ I
E - E
Cz
i
[ A I e {VFEI
=
1

Vemos que Cad & (VF> usando (ed, o lema 2 do capitulo I e © lems

[

(deste capitulec).Temos tLambéem que (oo £ (VF., usande (¢l e ©

lemz I
Caso Ch) : I’ & uma reducio propria de I
Temos doi= subcasos
1% 2z maror premssa de rC[b & conclusac gde umz regr: de

introdusac.
Se rCI> & A~~E , ->—E ou V-E, entic usando a condiglio Ciin
para N e a daefinichc de (VF2. concluimos gque [1I° & CUVFX.

Se r(f> & ~-E opu 3-E, entic usando a condigdo (1iis para ¥



e = reliers v.aace das reaucHes, CconcliUimsn que n' & LVF.,
. & maicr premssa E ooas rill. e concliusiac de umz apllcagadco dz
regrz dc apsurdo,entac, usanaz & condigac (i1vl pare- I & =

definicac de (VFLr, TI" & {VE:.

Tv- VALIDADE FORTE POF SUBSTITUICAC -
A derivagcac [ gus resultae de 1 . guando

{7 substituimos parfmetros nio proprios de ' por termos.e tepol:z

-

{i3 substituimoz Supazicde:z apertas de N por Qerivacdes {orremente
validas dessas supezigcbes.

& denominada resultante de Tl por zubgiituic2c.

Validade forte por substituicdc -

Definiches: Uma derivacao [l em C ¢ fortemente valide por

substituicac CVFS:) se ¢ somente se todas as deri:vaches resultantes

de [ por subpstituicio sac foartemente vilidasz

TEOPEM:. 17— Toadz derivagac I em © & fortemente vidlida por

substituicac
Prova: Por inducic ne comprimento de Ii.

A base é trivial.

Se rCM> ¢ uma introducic ou uma aplicagio das regras do
absurds . entlac =2 hiPétese indutiva 1mplica imediatamente a
comdichc na definicao de CVED.

Se rflD) e uma eliminacio e I1 & da forma

n: nz....nn
ne= , entic temos de mostrar dque
Z

A1 2%, .... n¥

& fortemente validsa

Ty

FBE

14
—

ond= N* ¢ gualguer resultante de [ por substituichc.

10T



camees CEmDnELI &7 GuE Fiv catrcims &S COROICOEL OC LS o
Comes por  hapolesg 1Ndullve M. Tlees v o - sac (VFIE
enthc MNy» =z, ..., Tin*> 220 LveE, [ 3 congdlicas - Liio
satisielts B peLc Jeorem: - z condigac (1o tambenr
sati=felta Usanos © lems 1 & & definicac de (VFI. temez GuUE
condicac Cixil & satigfalla.
Condicios Liv e~
P £
Se I &€ gz forms —
]
4 peancs
E.
enthc ¥ =
F= Ax
ha I
2
A¥ e
B
Temo:s de mosirar Jgue
A¥ =L
B - B»
L
{=— Ax ] -
& (VED
1>
i
ik
Felz hipdtese indullva —_— e CVFIL, portanto, basta mostrar
4
A¥ Io¥
QuE
B - PB¥
L
& CVF:
- A¥
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azfiracihce e VT iemor enthc Gs provar gus
Ccl
A b 4
B» - B» . .
€ CVF)., parz gualgusr aerilvach:c
e
foritemente val:id: -
o
L ZE
Dz hipbre=ze indutlive e (VEFZ Logo
A Iz é& [VFL, parz gualguer derivagac - CVEL
k-
B> A
Usande o lems = , obrtemos gue 10 e CVEL O gus concl ul

prove.
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