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RESUMO

MEDEIROS, Maria da Paz Nunes. Os Teoremas de Incompletude de

Godel. Campinas: UNICAMP, 1994, (Dissertac3o de Mestrado).

Em 1931, Gddel apresentou dois Teoremas de Incompletude
que, indiscutivelmente, foram os resultados mais importantes
da Légica no inicio deste século. Pretende-se, neste

trabalho, apresentar uma demonstracdoc detalhada do primeiro

teorema, na gual, todas as férmulas envolvidas sejam
explicitadas. Essa demonstragcido baseia-se na idéia de
auto-referéncia. Considera-se simultaneamente uma teoria

formal CAritmética de Peanod e uma intuitiva CTeoria

Intuitiva dos Ndmeros) para mostrar, via gddelizacdo, que as
propriedades e operacdes de cunhc sintatico-morfoldégico da
teoria formal s3o representaveis nela prépria. Garantida essa
representacioc através de um Teorema de Completude Parcial,
demonstra-se o primeiro teorema a partir do Lema da Diageonal,

para em seguida apresentar a demonstracdo usual do segundo,

que pressupoe a formalizacao de certas condi ¢cdes de

derivabilidade.
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INTRODUCAO

Em 1931, no artige On Formally Undecidable Propositions
of Principia Mathematica and Related Systems, Godel
apresentou dois Teoremas da Incompl etude que,
indiscutivelmente, foram os resultados mais 1i1mportantes da
Légica no inicio deste séculeoc. O primeiro teorema, objeto
principal deste trabalho, diz, grosso modo, que se uma teoria
formalizada satisfaz certas condigdes, entiac existe uma
determinada férmula G tal gque nem ela nem sSua negacaoc sao
teoremas. Esta férmula G & uma férmula que "afirma' sua
prépria indemonstrabilidade. Ja o segundo diz que se a tecoria
for consistente, ent3c uma certa férmula gue expressa a sua
consisténcia nio & tecrema. Este teorema pode ser visto como
uma formalizac3c do primeiliro, na medida que se pode mostrar
que G & equivalente a férmula escolhida para expressar a
consisténcila.

As demonstracdes de Godel baselam—-se na idéia de
auto-referéncia, isto &, de fazer com gue o sistema formal
expresse aquelas mesmas propriedades e operagcdes que servem
para caracteriza-lo. Ora, do pento de wvista da perspectiva
usual, os sistemas formais s3o propostos como formalizacio de
teorias intuitivas anteriores, ou seja, uma vez constituido o

sistema formal, a teoria gue o motivou, passa a ser vista



como determinande um modelo do sistema (seu modelo padrioc).
Assim, por exemplo, © sistema formal conhecido como
Aritmética de Peano pode ser visto como uma formalizacao
possivel da Teoria Intuitiva dos Nuameros. Todavia, para
mel hor compreendermos os teoremas de Godel, essa perspectiva
usual da formalizacio deve, em certa medida, ser invertida.
Eles exigem a consideragiao simultanea da teoria intuitiva e
do sistema formal, sem privilegiar este em detrimento
daquela, uma vez que a autco-referéncia no sistema formal é
obtida através da teoria intuitiva. Em um primeiro momento,
os objetos simbdlicos formais que constituem a teoria formal
s3c representados por objetos da teoria intuitiva, 1sto é,
per numeros. Consegiientemente, as propriedades e relacgoes
daqueles s3ic mapeados em propriedades e relacdes destes
ltimos. Chamaremos essa representacao de Godelizacd3o. Em um
segundo momento, que podemos chamar de formalizacio,
mostra-se gue o sistema formal representa adequadamente estas

propriedades e relacdes numéricas.

Em neossa demonstracidc, consideraremos a Aritmética de

Peano (AP) formalizada no Cilculo de Predicados de Primeira

Ordem. Assim, no primeiro capitulo, apresentaremos a
linguagem na gqual ela serd baseada, seus postulados, bem
como, proposicdes que nos 1informam melhor acerca de sua

capacidade dedutiva. Além disso, apresentaremos um Teorema de

Completude Parcial que diz respeito a uma classe particular



de férmulas de AP.

Como ja falamos, as demonstracdes baseiam-se na idéia de
auto-referéncia. Esta auto-referéncia é esclarecida no
segundo capitulo. Inicialmente, a Aritmética de Peano sera
representada na Teoria Intuitiva dos Numeros. Em seguida,
apresentaremos a formalizac3c desta representacic, de tal
forma que seja garantida a existéncia e adequacao das
férmulas gQue expressem as nogdes sintitico-morfolégicas que
caracterizam AP.

No dltimo capitulo, apresentaremos a demonstracio do
primeiro teorema, fazendo apelo ao teorema de compl et ude
parcial. Em seguida, demonstraremos o segundo, como & usual,
2 partir de +trés condi¢des de derivabilidade que seri3o
expostas. Aqui, n3aoc apresentaremos de forma rigorosa as
demonstracdes das condicdes de derivabilidade envolvidas no
segundo teorema. Nas consideracdes finais, apresentaremos
al gumas dificul dades encontradas na tentativa de

demonstra-las.

Tendo em vista gue, o caminho que escolhemos para obter
as demostracgdes dos teoremas em questio diverge sob al guns
aspectos do originalmente apresentado por Gddel Cque usa o
Teorema da Representacio), gostariamos de esclarecer por que

adotaremos tal procedimento.

Ao longo deste trabalho, nido faremos alus3oc a nenhuma

teocria da recursio, pois, entendemocs que o© teorema da



representacio (toda funcido recursiva é representavel em uma
dada aritmética formalizada), n3oc €& nem necessirio nem
suficiente para as demonstragdes dos dois Teoremas da
I ncompl etude.

Ora, o Teorema de Completude Parcial, que apresentaremos
no primeiro capitulo, nos fornece meios para garantir a
representacio das férmulas, definidas no segundo capitulo,
que pretendem representar as propriledades e operacgoes
morfoldgicas de AP, haja vista que, segundo nossa definicdo,
elas s3o, no maximo, férmulas Zi. Desta forma, demonstraremos
o Primeiro Teorema da Incompletude sem fazer usco do aparato
das funcdes recursivas. Procedimento similar € adotado por
SMULLYAN (19822,

Por outreo lado, as demonstragcdes das condicdes de
derivabilidade exigem gue sejam explicitamente determinadas
az férmulas gue acima mencionamos, 1.e, dJue expressam as
relacoes numéricas induzidas, via gddeli1zacido, pel as
propriedades e operacdes de cunho sintitico- morfolédgico. Em

particular, a chamada segunda condicidn de derivabillidade, ou

sela,

c1z AP DEMCTA™ AN DEM(C"A » B™ » DEMC'B™,

que & equilvalente a

cad AP+ 3xPV(x,"4T N 3yPVCy,™4 » BD » 3JzPVC(z,BD,



um dos pressupostos fundamentais na demonstrac3c do segundo
teorema, sé pode ser demonstrada um vez conhecida a estrutura
interna da férmula PV(x,yD. O Teorema da Representacio,
Juntamente com a prova de que tails relacdes saoc recursivas,
assegura apenas a existéncia das fdérmulas correspondentes
sem, no entanto, indicar quais sejam. Assim, em particular,
sabendo que PV(x,y> representa a relacidao “x €& o ndmero de
Godel de uma prova da férmula cujo numero de Godel & vy,

podemos inferir apenas que, para qualsgquer nUmeros naturais m

e n,
<D AP PVCm,"4 » B® A PVCn,"AD » 3zPV(z,BD,

o que é uma afirmacdoc mais fraca do gue agquela envolvida em
(2>. Assim, o terorema da representacdc nio é suficiente para
a demonstragcio do segundo teorema.

Queremos também esclarecer porgque, na seg¢ac 2.1 do
segundo capitulo, usaremos uma fungio 3, anal cga =
apresentada por SHOENFIELD (19672, na representacio de
segitiéncias numéricas por nUmeros, aco contrario que do faz o
préprio Gddel, 1831 e outros autores gque estabelecem esta
relac3c através do produto de poténcias de numeros primos,
que parece intuitivamente mais simples.

Ao invés de apresentar de maneira explicita, na Teoria
Intuitiva dos Nameros, as nog¢des numéericas dgque representam,
por sua vez, as nogdes sintiticas de AP, apresentaremos

diretamente a formalizagdo delas. Ora, a dUnica maneira que



conhecemos de representar explicitamente em uma dada teoria
formal a potenciacid3oco de numeros primos € fazendo uso da
funcdo (3. Assim, como de qualquer forma iriamos precisar nos
referir a esta funcio, a utilizaremos Jja& para associar

numeros a seqiléncias.



CAPfTULO I

UM SISTEMA FORMAL

Neste capitulo, introduziremos um sistema formal,
denominade AP CAritmética de Peancd, que & uma formalizacio
em primeira ordem da Teoria dos Numeros. Aqui, além de
caracterizarmos esse sistema, apresentaremos algumas de suas
propr1ledades dedutivas e semanticas basicas. Na
caracterizacioc do sistema e no estudo de suas propriedades
dedutivas tomaremos como base a exposicdao de MENDELSON (1987,
cap.III2>. No entanto, seremos mais explicitos e rigorosos no
tocante aos conceitos sintatico-morfoldgicos empregados nesta

caracterizaclioc, uma vez gdgque um dos passos centrais da

demonstracio dos resultados de Godel consiste exatamente em

interpretar estes conceitos em AP.

1 - O SISTEMA FORMAL AF
1.1 - A Linguagem de AP

Os simbolos que formam o vocabulario da linguagem de AP,
PCAPD, e suas respectivas categorias gramaticais, s3oc os
segulntes:

a’) simbolos ldégicos

- uma lista infinita de variaveis: “xi“, “xk". "xs“.
- dois conectivos funcionais veritativos: "»" e "a
- um simbolo para gquantificacdo universal: A

10



b> simbolos préprios

- uma constante individual: "0

" L] an

— um simbolo funcional unario:

- dois simbolos funcionais binariocs: """ e "o

i

= um simbeclo de predicado binario: "=

Usaremos as letras latinas mindsculas X, Y. Z, ...,

afetadas ou n3o por indices, para fazer alus3oc as variaveis,

e as letras latinas eo. e1. ez. ... para 1ndicar expressdes
2
de ZFCAPD> .
!
Temos as seguintes def1inicdes, por induciao, dos

conceitos de termeo e fSrmula.

Termo:

ad) a constante individual O e as variaveis s3o termos;

b) se e e e, sdo termos, entao e’ Ce;e 923 e Celo ezj sao
i
termos;
c) uma express3oc € um termo se, e apenas se, for determinada

por Ca2 e (bd.

Férmula:

ad) se e e e s3io termos, entido Ce’ = 92) & uma férmula
1 2

“férmula atdmica ou equaciol;

b) se A e B sic férmulas e x uma variavel, entido

~A4, CA > BD e ¥xA s3c fdérmulas;

Chamamos atengdo para o fato de que o slmbolo para
identidade, =, serd tratado aqui, acompanhando MENDELSON
(1087, como um simbolo propric. Veremos, mais adiante, que
alguns dos principios basicos da rdentidade serdo
demonstravers em AP, cf tec 1.5 = Lteo 1. ©.

2 Lembramos que expressdes sdo segléncLas finLtas quaisquer

de aimbolos do wvocabulario.

11



c) uma expressic €& uma férmula se, e apenas se, for

determinada por (Cad e (b).

Observac3o: os termos O, O', 0'',... s3oc chamados numerais e
denotados per O, 1, 2,... respectivamente. Em geral, se n &
um numero natural, n indica o termo formado pelo simbolo O
Czero) seguido de n linhas (). Usaremos as letras latinas
mindsculas t, u, ..., afetadas ou n3oc por indices, para
indicar termos. E letras italicas A4, B, €, ..., afetadas ou
n3oc por algum tipc de indice, para indicar férmulas.

Como €& usual, dizemos que a ocorréncia de wna varidvel x
em uma formula A & livre, se tal ocorréncia niao se der em uma
parte de 4 da forma VxEB. De outro modo, a ocorréncia & dita
ligada. Assim, uma sentenca € uma férmula gue n3io contém
ocorréncias de variaveis livres.

Também dizemos que wum termo L € livre para uma varidvel
* em wna formula A, se nenhuma ocorréncia livre de x se der

em uma parte de 4 da forma VyB na qual y €& uma variavel que

ocorre em t.

Notacdo: empregamos ACxi,....x 2 para indicar que as
™
VaAriaveis x ,...,¥X , e eventual mente outras, ocorrem livres
i ™
X1 podal - :
em A. E, AC7t4,...,7 +tnd para 1indicar o resultade de

substituir sucessiva e uniformemente todas as ocorréncias
livres de xi.....xh por, respectivamente, tx""'tn' Ademais,
se ©o contexto deixar claro gquais as wvariaveis que serio
substituidas, bem como a ordem das substituicdes, usaremos

ACt .....t > em vez de A s 5 5™ s B
™

iz



E - R

1.2 - 0s Postulados de AP

ad) Axiomas:
- axiomas ldégicos (esquemas)

Ax. 1D A » CB » A

¥ ¥ ¥ %

.2

.8

. 4D

. 5D

CA » CB 5> €3D 5 CCA » B » CA » CID
CaB 4 ~AD » CCaB » A » BD
Vx4 +» ACtD, se t for livre para x em A.

VxCA » B » CA » VB,

se A nao contiver ocorréncias livres de x

- axiomas préprios

&

.2 X = x 4 X = x

.30 ~Cx ' =C_)>
(8]

.10 X = x » (x = x > X = Xx D
o 1 o

80 x O x' =(x © xJ & x
o o i o

§ %5 85858 %%
@
Ol
::

©) ACTD » (¥xCACO » ACX'DD > ¥xA(D) =

b) Regras de Inferéncia:

- MP (Modus PonensD
E segue de CA » B e A
- GEN (Generalizacao)

Vx4 segue de A4

Observamos que enguanto os postulados (Ap. 1)

axiomas, © postulado (Ap. © & um esquema deé axioma.

13
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Os conceitos de ""ser uma prova" e de “ser um teorema"
sd3oc definidos, com respeito a AP, segundo o modo corrente na
légica contemporanea de definir tais conceitos para teorias
de primeira ordem. Vale dizer, temos as seguintes definicdes.

Se A for uma férmula, entio uma prova de 4 em AP é uma
seqgtiéncia de férmulas B{""Bn' onde A é Bn. e para todo i,
1=i<n, uma das seguintes condic¢des é satisfeita:

a) B &€ um axioma; ou
b2 existem j,1 < i, tais que B é B » B, ou

i) L L

c) existe j ¢ i, tal que B & VxB
. J

Uma férmula A & um teorema de AP (APF A) se existir

uma prova de 4 em AP.

2 = REGRAS DERIVYADAS E ESQUEMA DE TEOREMAS

Apresentaremos nesta secd3o algumas proposigdes de AP gue
nos i1nformam mel hor acerca de sua capacldade dedutiwva. Para
tante, como € normal na légica, faremos uso de alguns
simbolos definidos, bem como de algumas nogdes auxiliares,
tais como a de deducdo e a de instancia tautoldgica

Recordamos, aqui , as definigdes dos simbolos nio
primitivos que empregamos, lembrando que eles funcionam como

s . 5
mera notaclo abreviativa para férmulas de AP.

4 ” x
Para uma caracter.zacaoc destas nocoes vela-se MENDELSON

1087, cap. I

Usaremos "=!" para itndicar definicdes.

14



A =: AV¥x~A

CANB = “CA » B

CA v BD =: Cad » BD

CA & B> =: CCA » B N(CB » ADD

F1xACXD  =: IxACO N YxVyCACxD N ACYyD » x = yd

t = u =: (Lt = uw

t < u =: 3zCz = O N tez = w; onde z é a primeira variivel

da linguagem que n3io ocorre nem em t, nem em u.

DIVCt,s> =: 3zC(t = s © z); onde z é& a primeira variavel da

linguagem que naoc ocorre nem em t, nem em s.

PROPOSI CAO.
Seja I' um conjunto de férmulas e sejam 4 e B

férmulas tais que existe uma deducdo de B a partir de I©
e A, a qual ndoc envolve nenhuma aplicacdo de GEN cuja

variavel quantificada ocorre livre em A. Nestas

condi¢cbes temos que:

12 T A » B (teorema da dedugcaoc — TDD
22 I'3x4 + B, se x nao ocorre livre em B

Cgeneralizacdoc existencial - GED.

Prova.
C1>, veja MENDELSON (1987, corolario 2.5, pag. 593);

e (20, segue-se de (12, levando em conta entre outros

principios a regra de GEN e Ax.s.

Para facilitar a apresentacao das demonstracgdes,
introduziremos uma nova regra, denominada regra C, que,
acompanhando MENDELSON (189873, & definida do seguinte modo:

estendemos a linguagem adicionando constantes novas. Assim,

introduziremos uma nova regra, segundo a qual, ACbD segue de

15



3xACxD, se b for uma constante nova. Definimos, a seguir, uma
nocdo auxiliar de deducdo que considera também a regra C.
Existirid uma deducdo, com uso da regra C, de 4 a partir

de I, FWhA. se existir uma seqgiléncia de férmulas B‘.....Bn
tal que Bn € A e as quatro condicdes seguintes forem
satisfeitas:
1> para cada i < n,

ad BL € um axioma de AP, ou

b> BL pertence a [, ou

c2) B segue de férmulas precedentes por MP ocu GEN, ou
L

d> existe uma férmula precedente, 3IXC(xD, tal que B é
L
CCb>, onde b é uma constante nova, que nio ocorre em

nenhuma das férmulas anteriores a BLCregra G

22 na condigcico 1Cad podemos usar, como axiomas, todos os
axiomas légicos gque envolvem as novas constantes ja
introduzidas por uma aplicacdo da condigdo 1Cd);

37 nenhuma aplicacdoc de CGEN pode ser feita tendo usado uma
variavel que € livre em alguma premissa de uma aplicacio
anterior da regra C;

43 4 n3aoc contém nenhuma das constantes novas 1ntroduzidas na
aplicacdo da regra C.

Desta forma, se FWEA. entio obtemos, como corolidrio do item

(2> da proposicdc anterior ao substituirmos as constantes

novas por variaveis distintas, que [+ A4.

PROPOSICAO. T} A, se A é uma instdncia de tautologia Ctaut.)

Prova. Veja MENDELSON (1987, pag S73.

16



PROPOSICAO. Para quaisquer termos s, t e u temos que

Ap.1D APF L = u » (Lt = > u = sD

Ap.2> APF Lt = u » L’ = u’

Ap.3> APF Ct' = OO

Ap. 4D APF L' = u’' » t = u

Ap.5D AP t © O = ¢

Ap.od AP t & u’' = (t & w’

Ap.7> APF t 00 =0
A.p.a'DAPl-tOu'=CtOu)$t

TEOREMA 1.1 APF ACtD + IxACXD, se t & livre para x em A.
TEOREMA 1.2 AP} ¥xCA » BY » (3xA » IxBD
TEOREMA 1.3 AP ¥xCA4 A BY » (Vx4 N ¥VxBD
TEOREMA 1.4 APF 4 » B, entdo AP+ 3xA4 » 3xB
TEOREMA 1.5 APE t = t

TEOREMA 1.6 AP+ t @ u = u & t

TEOREMA 1.7 AP+ s @ (t ® u) = (s @ tJ> & u
TEOREMA 1.8 AP t = u » t & s = u @& s
TEOREMA 1.9 AP+ t = u » (4007t » AGO™A)
TEOREMA 1.10 AP+t ®#z =ue®z -+ t =u
TEOREMA 1.11 APL t @ 1 = t°’

TEOREMA 1.12 APF t @ u =0 » Ct =0 A u = 0>
TEOREMA 1.13 APt t=0 » 3yv(t=y’D, onde ¥y n3c ocorre em t
TEOREMA 1.14 AP} ~Ct ¢ tD

TEOREMA 1.15 APFm # n, se m # n

TEOREMA 1.18 APk ACO> A ... N ACD-1D & ¥xCx < n » ACOD
TEOREMA 1.17 APp ~Ct < OD

TEOREMA 1.18 APt t < u » t < u’

TEOREMA 1.19 AP t = u » t < u’

TEOREMA 1.20 APk t < u' » (t = u Vltcu)
TEOREMA 1.21 AP £t ¢ u =+ t = u

TEOREMA 1.22 APF O =t V 0O <t

TEOREMA 1.23 APF t < u » Ct’=u V t'cuw
TEOREMA 1.24 AP+ t = u + Ct <u V u < td
TEOREMA 1.25 AP} V¥x(Cx = y » B(x2D « B(yD,

se X naoc & livre em BCyD.

17



TEOREMA 1.26 AP} Vx(x < ¥y’ + B) &
VXCx =y » B AV¥x(x ¢y +» B

TEOREMA 1.27 APF A(xD N ACyD A FixdCxd » x = v
TEOREMA 1.28 AP t £ t @ s

TEOREMA 1.28 APF t ¢ s » (t @ 10Ct @ 1D < s os ©
TEOREMA 1.30 APF t <« t @ 1T

TEOREMA 1.31 AP+ t ®#s =r @#s » t =r

TEOREMA 1.32 AP t ¢s AN r ¢cu >t or s ou
TEOREMA 1.33 AP+ t <s + t @&r «s &r

TEOREMA 1.34 AP t ¢s AN r cu +»t ®&r ¢s @& u
TEOREMA 1.35 AP s = 0Nt 0os =r os » t =r
TEOREMA 1.36 AP+ DIVCL,tD

TEOREMA 1.37 AP} DIVCt,s> AN pDIVCL & r,s) » DIVCr,sD
TEOREMA 1.38 AP+ t(s @#r) =t 0s @t Or

TECREMA 1.39 AP t = s 2t Or =5 Or

TEOREMA 1.40 AP DIVC(L,sD> =+ DIVCtor,sD

TEOREMA 1. 41 APt £s A s <t » t =g

TEOREMA 1.42 APF 3xACx) -+ IxCACxD A Vy(y ¢ x » ~ACydDD

Cprincipioc do minimed
TEOREMA 1.43 AP} 3xCB(xD A Vyly < x + ~B(ydD =+
F1xCBCxD) N Vyly <« x » ~BCydD

.44 APEF vew N xcw 3> tcu, se u & to/wx/w

TEOREMA 1
TEOREMA 1.45 AP y # O ANy # 1 o DIVCI,y

TEOREMA 1.46 AP 3x4 » 3xCA A Vy(y <« w N 450y 5 v < 50
TEOREMA 1.47 AP} 3yCy = O A ¥z(z <« x » DIVCy,zdD
TEOREMA 1.48 AP t @ u =s » u < s

TEOREMA 1.49 AP t S ufNuc¢cs 3t <¢s

TECREMA 1.50 APF t # u » Ix(x = O Nt = uex V téex = uwd
TEOREMA 1.851 AP t o u =0 & t =0 V u =20
TEOREMA 1.52 AP x =0V ... Vx =k & x £k
TEOREMA 1.53 AP L ¢ s » t <« (s & r>

Usgsaremos £ o Miuh no lugar de (S L6 S sempre que

contexto o permitir
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TEOREMA 1.54 APL t = s + (s <r bt <rd
TEOREMA 1.55 AP} 1< x< y, ® ..y « (Fz(x=z A 1< z< .7
V..V3zx =z eye . .oy A 1< z< ¥
TEOREMA 1.56 APF Vx(CA + BY » (3x4 » B
TEOREMA 1.57 APF 3ixAd » CA N CA » BD » VxCA » BOD
TEOREMA 1.58 APF VxCA AN B 3 CD » (3x4d N VYxB » O,
se X ndo ocorre livre em C
TEOREMA 1.58 AP} 3xA4 N VxB » 3IxCA N BD
TEOREMA 1.B0 AP} VyCA » ¥xCB 5 CDD & ¥YxXC3yCA4A N B » O,

se y nao ocorre livre em C, nem em A.

Prova.
As demonstracdes dos teoremas Ap.i1 a Ap. B e

1.1 a 1.16 podem ser encontradas em MENDELSON (1987,
cap. II e 1III>. A seguir, apresentaremos apenas as
demonstracdes do teoremas 1.17 a 1.27, uma vez gue os

demais também <s3o mostrados com o© mesmo grau de

facilidade.

1.17> APp ~Ct ¢ 0D

1> AP tey = 0 » Cy =0 At = 0D teo 1.12
2> APk y = 0 + t @y =0 1,taut.
3) APF ~Cy =0 A t ey =0 2,def. ,taut.
4) APE Vynly = O N t @y = O 3, GEN
S APF A3y(y = 0 AN t ey = 0D 4,def. ,taut.
6> APF ~Ct < OD S, def .
1.18) APF t < u » t < u’

12 £t < u hip.
2) Bwlw = 0 N weaet = uw 1,def.
2> b0 N bet =u 2,regra C
4O be 1l et =u@e’l 3,taut,tec 1.8, 1.6 e 1.7
5) b'e t = u’ 4,tec 1.11 e 1.9
6> b* = O Ap. s
7) 3y(y = ON y et =u’d 5,6,taut,teoc 1.1
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8> t ¢ u’ 7 ,def .
8> AP L ¢ u » t < u’ 1-8, TD

12 t = u hip.
2D tel =uel l,tec 1.8
D tel =u 2,teo 1.11

43 1T = O Ap. 3
5> Iww = O A Lt @ w=u’d 3,4,teo 1.1
B> t <« u’ 5, def .
70 APE Lt = u » t < u’ 1-6,TD

1.200 APF t ¢ u’ » Ct = u V t < u

13 t <’ hip.
2> 3wlw = C ANwe t = u'd 1,def.
3> b= 0 AN t b =u 2.regra C
4> b = O » 3y(b = y'> tige 1.13
5> IyCb = y¥'D 3,4,taut. ,MP
62 b = ¢’ S,regra C
D e 0 A tec =u 3.6.tec 1.9
g) c ol @t = u & 1 7.,taut. ,teo 1.11
9 t & ¢ = u B,teco 1.10
102 =D hip. aux.
11> ¢t ® O = u 9,10,tec 1.9
122 ©t = u 1i,ap.s
132 ¢ = 0 » (Lt = u V t < ud 10-12,TD, taut.
14> ¢ = O hip. aux.
153 ¢ ¢ u S,14,.teoc 1.1 ,def.
16> ¢ # O » (t = u V t «uw 14,15,TD, taut.
17> Ce =0 Ve #0) »Ct =uVitcuw 13:18,taut.
182 ¢t = u V t ¢u 1T baat.
192 AP t <« u” » Ct =u V t < u 1-18 TD
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1.281>2 APF Lt <cu + t = u

12 AP £t = u » (alt ¢ t » ~Ct ¢ udd
22 AP ~Ct <« D

3D AP t = u + ~Ct ¢ w

4> APF Lt ¢ u > t = u

1.22> APFO =t V 0O «<t
1D ¢t = 0O

2 0et =t
DIy = 0NO @&y = td

A5 D £ i’
5 AP 0O =t » 0O <t
62 AP O =t B w4t

1.23D AP L ¢ u+» Ct’=u V t’c uw

Iy % ¢ u
2) Iwlw = 0 AN w e t = uw
Fa

21

teco 1.9
teo 1.14
1,2,taut.
3,4,taut.

hip.

Ap. s

l,2,taut. ,teo 1.1
3, def .

1-4 TD

5, def .

hip.

1.def.

2,regra C

teo 1.13
3.4,taut. \MP
S,regra C
3,6,teoc 1.9
7.teo 1.11
B,taut,teoc 1.11
hip. aux.
9,10, Ap. 5
10,11 TD, taut.

hip. aux.
9,13.tec 1.1
14,def.

13-15 TD, taut.
12,186, taut.



18 APF L ¢ u -+ Ct’=u V t'¢ uw

1.24> APF t =2 u +» Ct ¢ u V u < t>

1-17 Tb

1> AP x =0 V 0 ¢ x teo 1.22
2> AP x =0 V x<¢0 V 0« x 1,taut.
30 AP (x =y VX <yd » x <y’ tec 1.18 e 1.19,taut.
40 APF y ¢ X » Cy'= x V y'¢ % teo 1.23

S APF VWylx =y V x<¢cy V y x>

<y Vo oyl
V. v« x

x = y' V
B> AP Wylx = y
7 AP t = u V

8 AP t # u » Ct cu V u ¢ td

pd
Vv x £
o

v
cu Vo ou ¢t

1.280 AP WxUx = vy » B(xD2 & B(y>,

se x nao & livre em B(yD.

12 APE WxCx = y » BCxD) » Cy = v + BCydD

22 APk y = ¥y

30 AP V¥x(x = y -+ B(x2D » BCy>
42 APF x = y »+ (BCyD =+ BOx2D

52 APE BCyd » (x = y » B(xDD

B2 APE VWxCBCyD » (x = v » B(xDDD
7> APE BCy) o ¥x(x = y =+ B(x0D
8> AP VWx(x = y » B(xX2D «» BCyD

3.4,taut. ,GEN
2.5,Ap. o, MP
6, GEN, Ax. ¢

7, def .

Ax. 4

teo 1.5
l1.2,taut.
tec 1.9
4,taut.
S5, GEN
6, Ax. s
BT baut.

1.2680 APF ¥x(x < y' =+ B) & ¥Ux(x = y + B N V¥x(xc y » B

*

12 ¥xCx <« y* » BD
22 x <y’ » B

2 X ey ¥ wme
4> x = y » x < y°'
52 VWx((x

B) Wx(x = y » B NV¥x(x <y » B

y » B> N Cx <« v » BYD

22

hip.
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tec 1.18

teo 1.19
2,.3,4,taut. ,GEN
S,teoc 1.3



7> APF ¥XCx<y' + BY =+ ¥xix=y » B> N V¥xCxcy » B> 1-6,TD
B) ¥xCx = y » B AN V¥x(x <y » B hip.
8 x =y » B B,taut. , Ax. 4
100 x ¢y » B 8,taut. ,Ax. ¢
11) (x =y V X <yd> s+ B 9,10, taut.
12) x <y’ 2 (x =y V x cyd teo 1.20
13) ¥x(x ¢ y* =+ BD 11,12,taut. ,GEN
14) APF ¥xCx=y + B N ¥xCxy +» B » ¥x(xy'+ B> 8-13,TD
15) APF WxCxcy’ =+ BY e ¥x(x=y + B) N V¥x(xcy + BD
Tyl4,taut.
1.287) APE ACxXD N ACyD> N JuxA(xD +» x = y
1> AUxD hip.
22 ACyD hip.
3D BaxACO hip.
4D TxACxO N UxVWyCACxD N ACyd » x = ¥D 3, def.
52 ACxD A ACYD + x =y 4,taut. ,Ax. 4
B> x = ¥ 1,2,5,taut. ,MP
TY APE ACxY A ACyD N Suxd(xD » x = y 1~8& TD
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3 - UM TEOREMA DE COMPLETUDE PARCIAL

Nesta secdoc mostraremos que AP & completa quando

consideramos uma classe particular de férmul as. Esse
resultado de completude parcial, além de seu interesse
intrinseco, sera utilizado por ndés posteriormente. Para

apresenta-lo precisaremos de algumas nocdes auxiliares.
Lembramos que o modelo padrdo de AP é a estrutura

<IN, =, +1,+,.,0> °

na qual N & o conjunto dos numeros naturais C(universo da

estruturad, = & a relacdo de igualdade, +1 & a operacl3o que
determina o sucesscr (a interpretacidoc do simbolc “''™), + é& a
soma usual, Ca interpretacidc do simbole “"e'), . & a
multiplicagido usual Ca interpretacdc do simboleo "“0O'2 e,

finalmente, O & o© numero zero (a 1interpretacioc do simbolo
g © e
Por um abusoc de linguagem, comum entre o©os matematicos,
usaremos [N para designar tanto a estrutura quanto o seu
universo, deixandoc ao contexto determinar qual € o caso.
Facilmente se mostra que N, de fato, € um modelo de AP,
i.e. todos os axiomas de AP s3do verdadelros nesta estrutura.

Conseqiientemente, todos os teoremas de AP si3o verdadeiros em

IN.

Observamos que estamos usando g como simbolo da linguagem
formal, bem como para designar sua interpretacdo no modelo
padrac.
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Como é costumeiro, diremos que uma férmula & verdadeira,

se ela for verdadeira no modelo padrio.

As férmulas Zo, s3io definidas por inducdo da seguinte

maneira:

ad) as férmulas atdmicas s3ioc férmulas Zo;

b se A e B forem férmulas Zo, entido ~4 e (4 » BY) si3o

férmul as Zo.

c) se A e B forem férmulas Zo e, além dissoc, A4 for wuna

;i 8 ,
na wvariduvel vy que nidoc contiver

entio VxC3ylxey N 4D 5 B

férmula funcional

ocorréncias livres da variavel x,

& uma férmula Zo.

Uma férmula 4 é Z1 se existir uma férmula Zo, B, tal que

o
. x B ¥ onde xi,. s s3o algumas,
1] ™

APLE A «» Bx‘“..

eventualmente todas, wvariaveis livres em B.

LEMA 1.861 Para tode termo t que nac contém ocerréncias de

varidveis, existe um numeroc m tal Qque

APF t = m

Prova por inducdoc em t.

12 L & zero

AP t = O
Hip. de induci3oc: se r e s sao termos menos complexos que
t e n3oc contém variaveis, entic existem numeros naturais

m e n tais gue

AP s =n e APrTr = m.

Dizemos que uma férmula A4 & funcional na vartdvel X se AP Jind

no lugar de 3}(1. L.3x A

Escrevemos X ,...,X A
1 2] n



ii> ¢t é s’
Pela hip. de induc3c, AP} s = n. Assim, pelo Ap.2

APF s'= n’. Como APF n’' = n+1, temos AP s’ = n+l.

Portanto AP t = n+l.

iiid> t & s @&r
Pela hip. de inducdo AP} s

n e APrr = m Logo,

APFr s ®r = n

@ e pelo teo 1.9 temos
AP s @r =n & m. Assim, APF s @ r = n+m. Portanto

-

AP t = n+m.

iv> ¢t é& s oer
n e AP r = m. Logo,

Pela hip. de 1indugdc AP} s

APF s Oor =n Or e pelo teo 1.9 temos

AP s © n o m. Assim, APF s O r = n.m. Portanto

.1
|

AP t = n.m.

PROPOSICAC 1.8B2 Seja 4 uma sentenca Yo. Nestas condigdes

temos que

A & verdadeira sse AP+ A4

Prova.

Demonstraremos apenas Jue se A & verdadeira, entio
AF - A, uma vez gue a 1nversa decorre da correcio de AP.
Mais exatamente provaremos Ppor induc3c, a partir da

definicio de férmula Zo, o seguinte resultado
Ci> se A & verdadeira, entiao AP 4;

Ciid se A4 & falsa, entio AP} ~A

Caso 10 A é da forma t = u, onde t e u s3c termos que
nioc contém ocorréncias de variaveis.
Devemos provar gue
se t = u & verdadeiro, entiao AP+ L = u;
se t = u & falso, entd3o APk t # u.

Ora, segue da definicdo de verdade (no modelo padraod
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que existem niumeros naturais m e n, tais que t =m e
u =n s3c férmulas verdadeiras. Assim, pelo lema

anterior,
AP t =m

AP u = n.
Logo, pelos tecremas da identidade
AP t = u sse APL m = n.
E, por outro lado, como t =m e u = n s3o verdadeiras,
t = u é verdadeira sse m = n é verdadeira.

Por conseguinte, & suficiente mostrar que

se m = n é verdadeira, ent3ioc AP} m = n;
sem=n é falsa, entic AP} m = n.
Suponhamos 1nicialmente que m=n & verdadeira. Logo, m
€ 1igual a n. Portanto, pelo teo 1.8 temos que
AP m = n, uma vez que neste caso m é o mesmo termo que
n. Por outro lado, se a férmula m=n & falsa, ent3o m &
diferente de n. Assim, peloe teo 1.15 temos que

AP m = n.
Hip. inducao:
Se B & uma sentenca Zo menos complexa que A4, entio

se B & +verdadeira, entaoc AFRL B

se B é falsa, entio AP} ~B

caso =22 A é B

i) mostraremos: se ~B & verdadeira, entioc AP ~B
Se ~B & verdadeira, pela def. de verdade, B &

falsa. Assim, pela hip. de inducic temos AP| ~B.

ii12>Mostraremos: se ~B & falsa, entio AP} ~~B

Se B & falsa, pela def. de verdade B & verdadeira.

Assim, pela hip. de i nduci3o temos AP+ B. Logo, por taut.

AP+ ~aB.
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Caso 3 A é& B s C

i2> Mostraremos: se B » C & verdadeira, entaoc AP} B » C
Se B+ C é verdadeira, pela def. de verdade B é

falsa ou C é verdadeira. Se B & falsa, pela hip. de

inducic AP} ~B. Assim, por taut. temos AP} B » C. Por

outro lado, se C & verdaderira, pela hip. de 1indugio

AP+ C. Lego, por taut. APF B » C.

11> Mostraremos: se B » C é falsa, entdoc AP} ~(B » CD.

Se B » C é falsa, pela def. de verdade B &
verdadeira e C é falsa. Assim, pela hip. de 1inducio
AP+ B e APF ~C. Logo, por taut. AP} ~CB » (D,

No caso em que A é da forma VYxC3ylx < y N B » (OO,
onde B & funcional em y, faremos uso de uma asserc¢ao
auxiliar. Observamos, 1nicialmente, gque B ndo contém
ocorréncias de outras varidveis, salvo, no maximo, de y,

uma vez que 4 & uma sentenca.

ASSERCAO. APL 3y(x <« y NB) & x < n, para algum
numerc natural n.

Prova.

Come B & funcional em Yy,

AP+ SayB,
1.e., AP 3yB N ¥xVy(BCyd N B(xXD » vy = xD.
Logo, 31yB & verdadeira e, assim, como no maximo y
ocorre livre em B, existe um numerc natural n, tal
que tante B n como VyCBC(YyD » v = no sao
verdadeiras. Logo, como B € o, por hip. de inducio
AP+ BYn

e,como também € funcional

APE Wy(BCYD » yv = nd.
Portanto, AP 3yl(x <« v N B) & x ¢ n.
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Caso 42 A é ¥x(3y(x <« y N B + O

Pela asserc¢3o anterior, precisamos mostrar apenas:
id se ¥xCx < n + C) é& verdadeira, ent3ic APF ¥xCxn + CD.

Se ¥xCx < n » C) & verdadeira, pela def. de verdade
€Cod, C€CId, ...,CCn-1> s3oc verdadeiras, e pela hip. de
inducdo APk CCod> AN CCI> A....A CCn-1>. Logo pelo teocrema
1.16 e MP temos AP} ¥x(x < n » OD.

1i) se ¥xCx < n » €D é falsa, entdo AP} ¥xCx < n + €

Se ¥xCx ¢<n + C) & falsa, pela def. de verdade,
para algum m < n, m<n é& verdadeira e C(md €& falsa.
Assim, pela hip. de induc3c AP} m < n e APt ~CCmd. Logo,
por taut. e teo 1.1 AP} 3Ix(x < n A ACCx>>. Portanto, por

def. e taut. temos AP ~¥xUx < n -+ CD.

PROPOSICAO 1.863 (Teorema de Completude Parciald
Se 4 &€ uma sentenca i, entidoc 4 & verdadeira sse AP} 4

Prova.

Por um lado, se AP A4, entiaoc A €& verdadeira. Por
outro, pela definig3oc de férmula Zi, existe uma férmula
o, £, tal que AP} A & th. S 'an' Como A & uma
sentenca, podemos supor Jgue x!. e e X s3o as dnicas

variaveis livres em B. Desse modo, se 4 for verdadeira,

Bxi.....an & verdadeira, e, portanto, existem numeros
naturais mi.. s ,mh tais que BCmi.. ...mn) & verdadeira.
Logo, pela proposicdo anterior, APt BCm:.A..,mnD. e pelo
teo 1.1 APt Bxl..‘..th, Portanto AP} A.
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CAPITULO II

REPRESENTABILIDADE
Neste capitulo, mostraremos que AP €& capaz de
caracterizar, em certo sentido, a si mesmo enquanto um
sistema formal ; mais precisamente, mostraremos como

interpretar no préprioc sistema AP o©os conceitos, de cunho
sintidtico-morfolégico, que servem para caracteriza-lo. Para
isso., consideramos inicialmente uma representacd3oc de AP na
Teoria dos Numer os (n3c formalizadad e, em seguida,

apresentamos a formalizacdo desta representacdo.

1 - CONSIDERACOES INICIAIS

Para representarmos AP na Teoria dos Nameros, devemos
fazer corresponder numeros aos simbolos de AP, bem como as
suas expressdes e provas. Ora, como as expressoes de AP si3o
segtiéncias finitas de simbolos e as provas, seqgtiéncias
finitas de expressdes, uma tal correspondéncia pode ser
obtida aoc associarmos numeros tanto aos simbolos de AP,
quanto as segtiéncias numéricas finitas. Para determinar esta
segunda corespondéncia, entre numeros e seqgiiéncias numéricas,
lancaremos mioc de uma funcao numérica caracterizada a partir
da funciao [3 definida em SHOENFIELD (1887, p: 115 ss3.

Observemos que esta funcdoc é analoga a funcldoc originalmente
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introduzida por Gddel para mostrar que, na teoria dos
numeros, as definigdes por inducio de relacdes numéricas

podem ser transformadas em definicdes explicitas.

2 = ARITMETIZACAO
2.1 = Representacio de Seqtiéncias Numéricas.

Além de algumas nog¢des usuais da Teoria dos Numeros,
como as de divisibilidade e primos relativos, que n3o
definiremos aqui, faremos uso de nogdes peculiares gue
passamos a caracterizar.

Em primeiro lugar, caracterizamos uma operacac binaria
que assocla univocamente a cada par ordenado de numeros
naturais um numero natural. Esta func3io, gque indicaremos por

=

po, € determinada pela seguinte clausula: para qualsquer
nimercs m e n

poCm,n> = Cm + n>.Cm + n> + m + 1.
Com efeito, podemos mostrar que po € uma funcdc 1nj)etora,

i.e, para quaisquer m., m, n en,

se polm ,n2> = poCm ,n 2>, entaoc m=m e n =n
14 2 2 1 2 1 2

Introduziremes, agora, uma relacac numérica ternaria,
que denominaremos o, do seguinte modo: para qualsquer numeros

naturais m, n e k, dizemos que eles estio na relaciaoc o se

Agqut ndo procuraremos nem defirr rigorosamente as nog¢des
que empregamos, nem demonstrar suas propriedades basicas, uma
vez que faremos LSS0 oportunamente no sLstema formal por nés
constderado.
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existirem numeros naturais i e j tais que

m = poCi,jd) e i & divisivel por 1+(poCk,n)+1D3j.

Escreveremos olm,n,kD para indicar que os numeros m, n e k

mantém entre si a relac3o o. Desse modo, introduzimos a
func3o parcial {3 estipulando que, para quaisquer m e n tais
que existe k e alm,n,kD:

ACm,nd) é o menor k tal que alm,n,k>.
Usaremos esta func3o para associar numeros a seqgliéncias
numéericas, visto ser possivel mostrar gue, para toda
seqgiiéncia numérica ndc vazia S_.....S, existe um m, tal

que, para i<n, fA(m.i> & s .
L

Agora, para cada seqgiiéncia numérica nic vazia s ,....s ,
i n
tomamos a seqiéncia n, S.,....S e, desse modo, associamos a
™
Sg+---sS_ 0O menor numero natural m tal que,
™

pCm,00=n e {(m,id>=s , para 1<i=n;
L
e, 2 seqgiiéncia vazia, assoclamos © numerc zero. Esse numero

seri chamado, ent3c, o numero segiiéncia de S»---S
n

2.2 - Gddelizacio de AP

Acompanhando SHOENFIELD (198672, indicaremos apenas os
nimeros gque correspondem 2as variaveis de AP: a 1-ésima
variadvel de AP associamos © numero 2i. Quanto aos demais
simbolos podemos atribuir gqualquer numero impar desde que 2
simbolos diferentes sejam atribuidoes nimeros diferentes.

Observemos que seqiiéncias de simbolos de AP, i.e.,

expressoes, determinam univocamente seqgtiéncias numéricas: a
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uma expressio de AP da forma e -8 Conde e ... s3o
simbolos de AP), associamos o© numero-seqgiiéncia da seqliéncia
numérica S;»---»S_,» na qual s, é o numero associado a e
para 1<i<n. De maneira analoga, podemos atribuir nimeros a
seqliéncias de férmulas, e em particular a provas de AP.

Como é usual, chamaremos o numero associado a um simbolo
(expressic ou prova) de numero de Gddel do simbolo (expressio
ou proval). Indicaremos por nsCu) o© numero associado ao
simbolo u e por 'e’ ? & namero associado A expressio e.
Observamos que, em particular, se e for um simbolo de AP, "e°
denota o numero-seqgiiéncia da seqgiiéncia cujo Unico elemento &
© numero de Godel de e. Damos © nome de goddelizacio a este
procedimento de associar numeros aos elementos da linguagem
de AP.

Chamamos atenclc para o fato de que a maioria dos
autores seguem os originais de Godel e empregam a fatoracao
em numeros primos para representar expressoes e seqgiiéncias de
férmulas por numeros. Aqui, no entanto, preferimos seguir
SHOENFIELD (19672 pelas razoes apresentadas anteriormente.

Felacdes entre simbolos e expressdes de AP induzem,

através da gddelizacio, relacdes numéricas. Assim, por

exemplo, a uma propriedade gqualquer de expressdes, podemos

2

| o |

Usaremos nsCud e & também para indicar os numerats que

denotam, respectivamente, o8 numeros de atdel de u = = se o

contexto nd&o der lugar a dubiedades.

3
Cf Introducéac.
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associar uma propriedade numérica, a saber, aquela satisfeita
exatamente pelos numeros de Gddel das expressdes que tém a
propriedade sintatica em quest3do. Neste sentido, podemos
dizer que nocdes sintidticas, que dizem respeito a simbolos e
expressdes, podem ser representadas por nocdes numéricas.
Aqui n3o caracterizaremos de maneira explicita as nocdes
numéricas que representam as nocdes sintAticas, uma vez que

apresentaremos diretamente a formalizac3o delas em AP.

3 - FORMALIZACAO

Para a formalizac3o da representacio de AP nele préprio,
apresentaremos as definicdes dos termos e férmulas que
expressam as nocdes numéricas gque representam os conceitos
basicos relativos a seqgiiénci as numéricas. Em seguida,
intreoduziremos aquelas que representam as propriedades e
operacdes morfoldgicas de AP. Por udltimo, demonstraremos, em
AP, algumas das propriedades baAsicas dos termos e das
férmulas introduzidas, que serdo imprescindiveis para a

obtencio dos resultados do préximo capitulo.

3.1 - Definicodes

Apresentaremos inicialmente aqueles termos e férmulas
que expressam as operacdoes e relacdes numéricas empregadas na
representagdo de seqgliencias por numeros.

Consideramos, ent3oc, nzl e Hyw aee X . X, Y.V, W, =z

as n+S primeiras variaveis da linguagem.
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Cxay)oCxey)Oxsi_

1> polx,yD

2> PRCx,yD vz (DIVCz © x,yD - DIVCz,yd) N x =0 Ay =20
30 ALFACx,y,Z> =:

3v,w_(x = poCv.wd A DIVCv,T @ CpoCz,y> @ 1D3) ‘
X

4> BETACX,y,2zd) =: ALFACX,y,zD> N Vw(ALFACx,y. WD + z < w)
5D BETA CX,X ,...,X 2 =:
n i n
BETACx,0,n> A BETACx.T.x;D A ... A BETACx,n,x D
n

Observemos que po(xX,y) & um termo de AP, ao passo que as

demais expressdes acima caracterizadas s3oc férmulas.

Estamos, agora, em condi¢des de apresentar as fdérmulas
de AP que expressam as relacdes numéricas que, por sua vez,
representam os conceitos basicos relativos a seqglléncias
numéricas. Para facilitar a compreensio do leitor
apresentamos, inicialmente, o conceitoe que se pretende
representar e, em seguida, a férmula que expressa, como sera
mostrado posteriormente, a correspondente relacdoc numérica.

Consideremos, entio, n2l e xi. PR xh. z‘. . m e a Z o,
2]

Yy, V., w,Zz as 2n+5 primeiras varidveis da linguagem.

B2 Ser a segiiéncia vazia.

N. SEOOC x) =: x = 0O
7> Ser a seqlléncia cujos elementos s3o S» sees S
NSEQ: EVLEE 4 o voni®d =%

n 1 n

BETA Cv,x ,....,x 2 N Vz(z<y+~BE’TACz.x.....x3)

n = i n n : £ n
¢ Usaremos Vx A = Ix A como expressdes abreviativas de
<y <y

Vx(x ¢ ¥y » AD e IxCx < ¥ AN AD respectivamente, bem como

A
VX,)"(UA no lugar de VX(V,y(U
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8) Ser uma seqgtiéncia.

SEQCx) =: x=0 V 3z lx0 A z=0 N BETACx,0,z> A
— Fal A
VvlgvﬁzawchETAC XV, WD Vy(xc BETACy,0.2> =»
BVISVSZVVCBETACx.v.w) - ~B£‘TACy.v.w))))

@) Ser o comprimento de uma segiiéncia.
COMPCx,y> =: SEQCxY A ((x=0 A y=0D V (0 A BETACx,0,y>))

100 Ser o i-ésimo elemento de uma segiléncia de comprimento
maior ou igual a i.

PROJCX, Y, 2D =:3w<x(COHPCx.wD A T<ysw N BETACx,y,2zD)
11) Ser a concatenacio de n segliéncias.

el

CC CX oo aX ,¥D> =: 32z4_ ...2Zn [/\CCOHPCx.zD A
n 1 n x1 EXn 1 L L

1=

m ™
COMPCy, L ZLDD A (:x}(vxzﬁzfz:.aw‘:xl

L=1
-1 -
CPROJCx ,z,w> N PROJy,z & L zL.wDD))
t L=1

Apresentaremos as definicdes das férmulas de AP que
pretendem representar as propriedades e oper acdes
morfoldgicas gue empregamos, no cap. I, para a caracterizacao
de AP.
12) Ser uma variavel.

o= r C = P
VARC x 3y <XL>< 2y

13> Ser uma expressio constituida por uma Unica variavel.

EVARCx> =: By N. SEQC2y,xD.

14> Ser uma expressio

Notacdo: Seam t ... .,L termos quatisquer
i 1

i t_:) ., ®€ 1=0
o= -
E L { L &, ..®Bt , se ™0
L=1 1 L



EXPCx) =: SEQLx> A 3z < COMPCx, 2D N Wwo o Y. (PROJCx, w,y> A
(y = nrsCO V y =ns(d Vys=nsiad Vy=nstsd V

nsC0> Vy = nsC® V y = nsCod V

L}

y=nsC=:)Vy

y = nsC’d> V y = nsC¥D V VARCy>))

15) Ser uma express3o constituida pelo simbolo para soma
ladeado por duas expressdes.

SOMCx,y,2z) =: EXPC>xO N EXPCyd> N EXPCz) A CCSC"c“.x."e‘.y."P.z)

16) Ser uma expressio constituida pelo simbolo para produto
ladeado por duas expressodes.

PRODC >, y,zd) =: EXPCxD N EXPCyd> N EXPCz> A 665C%‘.x.kf,y,ﬁ‘,z)

17> Ser uma expressioc constituida pelo simbolo para sucessor
precedido de uma expressdo.

SUCCx,y) =: EXPCxD N EXPCyd N CC (x,"""yD

Introduziremos a férmula LIM, que 1irad representar uma
nocio auxiliar que fornece um limite superior para um ndmero
seqliéncia de uma seqiiéncia. Tal nocdco sera usada para
caracterizar como So as férmulas que expressam nogdes tais

como “ser um termo' e ‘ser uma férmula’
18> LIMCx,yd> =: (SEQC>O A az<x(COHPCx.zD N SEQCYy> N COMPCy,z®1D

N Vv;iv&z&l—PROJCy.v.xefZ))) V (~SEQC>O Ny = 0)

19) Ser a aArvore de geracdoc de um termo.

A.TERMCX) =: SEQCxD AN B (COMPLx,>xad A

Yy1 Hyﬁx(PROJCx.}f$.y) N CEVARCYD V y = 0" V

<xi

V= |, w1 3z, w (PROJ(x,zZ ,zZ2 T PROJC>,w ,wd A
1 <y <y 1 4

CSOMCz,w,y> V PRODCz,w,yd> V SUCCz,y>33>))

Cf definigcbes 20 e 26
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20> Ser um termo.
TERMC>O =: By (AwlCycw A LIMCx,wdD> N A.TERMCyd> A

3z (comPcy.2z> A PROXY,z, x0))

21> Ser a negacido de uma expressio.

NEGCx,y> =: EXPCxO A EXPCyd> A CC C7C,"7%,M% yd

220 Ser um condicional formado por duas expressdes.

IMPCx,y,2D =: EXPCO A EXPCyd AN EXPCz> N CC_C°C,x,"+%y, 07,2

23) Ser a generalizac3o de uma expressidoc com respeito a uma
variavel.

GENCV,X,yD =:VARCVD N EXPCx> N EXPCy> N 3zCN.SEQCv,zd> N
C(.'sC"{". WL,z YD

240 Ser uma equacao.
EQCx,y,zd> =: TERMCxD N TERMCy> N EXPCzd A CC5CW‘.X.E“.y.U‘.zD

25> Ser a Arvore de geracido de uma férmula.

=. N
A.FLACGO =: SEQCx N I (comPCx, x> vyisﬂayﬁx(PROJCx.yi.yp
A 3t,u CTERMCLY A TERMCw A EQCt,u,ydd> V
Y
3z ,wi 3Jz,w C(PROJx,z ,2zd> N PRONx,w ,wd A
i <yl <y 1 1
CNEGCz,y> V IMPCz,w,y> V 3v CVARCVD N GENCv,z,y>333))

262 Ser uma férmula.

FLACX) =: By (Bw(ycw N LIMCx,wdD N A FLACY> N 3z CCOMPCy,zd> A
PROJCy.z.x)J)

27> Ser uma variavel gque ocorre ligada no 1-€simo lugar de
uma férmula.

- ey Fa) N N
VLGCv,x,yD =:VARCVD FLACyD 3){1. M0 X X kFLACx‘)
GENCV. X %2 NCCCx ,x ,%x ,y> N 3x x  CCOMPCx ,x D
3 4 3 1 a4 2 5 &<x ' s
AN COMPCx x> AN x @1 £ x 2 x @& xD>).
PR s 5 f

28) Ser uma variavel que ocorre livre no i-ésimo lugar de uma
férmula.

VLLCV,X,y) =: VARCVY A FLACYD N PROJCY.x, V) N “VLGCv,x,yd
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29> Ser uma varidvel que ocorre livre em uma férmula.
VLCv,yD =: VARCVD N FLACy> A waVLLCv.x.y)

30> Ser uma varidvel que ocorre em um termo.

VOTCv,x> =: VARCVY A TERMC>O A 3z  CCOMPCx,zd> A 3y PROJCX,y.VvdD

31> Ser um termo livre para uma variavel em uma férmula.

TLPCx,v,y) =: TERMC>XD N VARCVD A FLACYY A
vz z w_ (FLACz> A FLACz > A VARCwWY A VOTCw,>> A
i 2 =v 1 2
GENCw,Z ,2 D N 3xxz CCCx ,z_,%_,¥) + ~VL(v,z 3).
1 2 1 <y £ 27 2 2

32) Ser o resultado de substituir em uma expressio o que
ocorre no seu i-ésimo lugar por um termo.

SUCx,y,z,wd) =: IXPCxD N v (COMPCx, VD ANy £ v, AN TERMCzD N
A - 1 A
B XD (compc X, 0% D y = x @1
PROJCx,y. x> N N.SEQCx ,x D> N
1 1 71’7
CEOK. o3 45 33D N CCCK 2203 yW0 )
2" "5 '3 2 a
33) Ser o lugar de uma express3o no qual uma varidvel ocorre
livre pela i+1—ésima vez, contando da direita para a

esquerda, cujo valor é zero se a variavel n3oc ocorre
livre na expressao.

STCx,Vv,y,2zd =: VARC(vD AN EXPCyd> A Elx‘(aw(x;w A LIHCy,w)J A
Ixz_ (SEQCx > N COMPCx O AN COMPCy,x D> A
— 1 i 2
PROJCx ,%x,z> N WV¥xa- Ix CPROJICx ,x ,x D
1 15x35x  4<x2 13 T a
AN CVLLCV, X Y2 V X = o A
Cx =1 2 a3x (x ¢« x <X NVLLCv,x_,y22d> A
3 5 4 5 2 5
Cx_ > 1 » C3x CPROJCx ,> =1.,x 2> N x < x A
] =x2 i 3 S 4 s
Fa
~ 3 (3 €xX <X VLLCV, % . y222D ))

34> Ser a guantidade de ocorréncias livres de uma variavel
em uma expressao.

ACV, %, y) =: VARCVD A EXPCxD N STCy,v,x,00 A
Vw_ CSTCw, v, %X,00 + ¥y = w
—_
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35> Ser o resultado de substituir em uma express3o as
i—-ésimas ocorréncias livres de uma variivel por um termo.
SBUx,y,v,w,zd =: EXPCyd N VARCVD N TERMCwWD AN EXPCzd> A

Ix (3w (x w A LIHCz.w)J A
1 1 Uy 1
SEQC)C’.D A COHPCX’..XD A PROJC)C‘. 3,23 I

¥z Bmfx(PROJCx‘.xz.xaj A Cx2= T 4+ x=y

1<x2<x
A Cx> 1 » IxCPRONx ,x~-1,x> A
2 4 i 2 4
N
3z (STCx ., V,Y.2D SUCx‘.zl.w.x!'DDDDJ)

362 Ser o© resultado de substituir em uma expressioc todas as
ocorréncias livres de uma variavel por um termo.

SUBCxX,V,y.,2z> =: EXPC>xD N VARCvVD N TERMCyd> N EXPCz> A
Bwﬁx(ACv.x.w) A SBCw.x.v.y.z)).

37> Ser o numeral que designa um numero

NUMCx,yd =: Bv(@Bwlv <« w N LIMCy,wd> N SEQCVD N COMPCv,x@l)>
A PROJv,1,0D A PROJvV,x&l,y> N ¥z(1<zs<x o

Sww CPROJCvV,Zz,wd N PROJv,z&l ,w D N SUCCw ,w 3)))
1 2 1 4 1 2

38) Ser o resultado de substituir em uma expressao todas as
ocorréncias livres de uma variavel por um dado numeral .

SCx,V,y,zd =: EIw(SUBCx.v.w.z) ) NUMCy.w)]

39) Ser uma inst3ncia do esquema do axioma Ax.1.

AX1CxD =: FLACxO A Jy,z (FLACy} N FLACz> A
CCQCr.y. 20, T, Z, T2, Y, D .x))

400 Ser uma instancia do esquema do axioma Ax. 2.

AX20xD =: FLAGO A 3y.z.w<x\FLACy) N FLACZD N FLACWY A
CC Cfcﬂ‘l'{'\‘y'f_’ﬂ’l'{ﬂ'z’f'_"‘.w‘f}‘l'f'>'\’r+‘\.f‘“\'l‘“'\.y,

24

oz, r)ﬂ’r_’1‘r{'\.y.r_’1. o S e Bl S L x))

41D Ser uma instancia do esquema do axioma Ax. 9.

AXaC3 =: FLACOD N By.z“ (FLAC}’) N FLACzZD N
cC Cr{."r{qrr'\'-\ozor"wyr“'-\n)"o.-’-'or"ﬂnr“u f'(".FN'l'z.
r_’w,y.r>1.r+1’z.r,ﬂ.rj-\.x)
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42> Ser uma instancia do esquema do axioma Ax. 4.
FLACxO N 3y.v.w{xCFLACy) N EVARCvVD N TERMCwD

]

AXaCxD
A r.n - [ P | .
azsx(suaxcy,v.w.za CC L VL vy, ™72, 0 0)
AN TLPCw, v,y

43) Ser uma instancia do esquema do axioma AX.Ss.

AX5C3 =: FLACO A 3y.z.v,w(x(FLAC}’) A FLACZD N VARCVD
N. SEQCv, WD A CﬂC'c“.'V".w."(‘.y."-r".zﬂ“.
L LYV, W Z, D00 A LVLCv, YD ).

44> Ser um axioma ldégico.

AXICx) =: AX4CxD V AX2(xD V AXa(xD V AX4CxD V AXs(xD.

45) Ser uma instancia do axioma Ap.1.

AP1C3 =: FLACxO A 3y.z.w<x[EVARCyD N EVARCzZD N EVARCwWY N

CCisCW‘. v, =Nz, Ly, = w2z, E, e, '>“.'>‘.x))

468D Ser uma instancia do axioma Ap. 2.

AP2Cx> =: FLACxD N 3y.z (EVARCy) N EVARCZY A

ce Cr:-\'y.r=ﬂ.z,r_.'\‘y‘rtﬁ'rzﬁ’z. .0 .XD]
11 =

47> Ser uma instancia do axioma Ap.s.

APaCx) =: FLACxD N By(x(ﬂ’AR(y) N
CC Cr(‘!.rmﬂ'r‘-\‘y.r=-\‘r01‘r’~1.r)-\.x)J
o

48) Ser uma instancia do axioma Ap. 4.

AFPaC>> =: FLACxD N ay.z(x(sv.q,ec)o A EVARCzD A

Ccixcr\_-\.y‘rn -u‘r:-.z.rv w.r_’ﬁ.v.r:-\'z'r}-\.: .:)J

49) Ser uma instancia do axioma Ap.S5.

A or_n

APsCx) =: FLACxD A EIy(x(EIr’ARCy“) A CC_CChy, @07, =", y, 5%

80D Ser uma instancia do axioma Ap.o.
APsC>> =: FLACXY A 3y.z (EVARCY> N EVARCzD A

CC‘SCW*. Yo raﬂ‘z , ey -\.r=-\.r(‘\‘y'r@‘\'z'r}1‘ro 1’r}1.>O)
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S1) Ser uma instancia do axioma Ap. 7.
AP7Cx) =: FLACXD N 3y<XtEVARCy} A
CC7Cr(ﬂ.y’roﬂ.ro-l.r=-\’ro-|.r’-|.)o)
52) Ser uma instincia do axioma Ap.s.
APe(>O =: FLACGO N 3y.z (EvARCy> A EVARCZD A
CC“CI.Y,O.Z. .'—‘-(.}’.O.Z.E.G‘-}’.)|X))
53) Ser uma instancia do esquema do axioma Ap.e.
APoC x> =: FLACO A 3y.v.w<x(FLACyZ) A N.SEQXv,wd> A
3z z z__ (SUBiCy,v,0%z > N SUCCw.z 0 A
0O 1 2= o] 2
SUBiCy,v,z_,z > NCC ¢z AN rl S L T
2 1 15 (o]
+%z LV, W, Y, D00 ) )
54> Ser um axioma préprio.
AXPCsO =: AP1CxY V AP20x> V AP3(x> V AP4C x> V APs(x0 V APs( XD

V AP7(x) V APa(x> V APo(xD.

552 Ser um axioma.

ANCxD =: AXL(xD V AXPCxD.

56> Ser uma prova.
/ a o= A J A -
PROV( x> =: SEQCXD s (COMPC, x 2 vy <3<, (PROJCX, Y »¥2

A FLACYY A CAXCy> V 3z ,wi_  3z,w C(PROJCX,z .2) A
1 <yl <y 1
PRO_}Cx.wl.wD) AN CIMPCw,y,zD> V

3v ¢ VARCVY A GENCv,z,¥222)]))

57 Ser uma prova de uma féormula.
PV(x,y> =: PROVCx> N 3z, (coMPCx, 2 N PROJCx.z.y))
-_

58> Ser um teorema.

DEMC) =: JyPVCy,xD
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3.2 - Propriedades

Apresentaremos algumas das propriedades basicas dos
termos e férmulas gque acabamos de definir.
PROPOSICAO 2.1 Sejam Koo k . m e n ndimeros naturais
quaisquer.
1> poCm,nd> = k & verdadeira sse poCm,nd> = k.
2> PRCm.n) & verdadeira sse m e n s3o primos relativos.
3> ALFACm,n.k> & verdadeira sse aolm,n,kD.
4> BETACm,n,k> & verdadeira sse f3(m,nd é k.
5D BETAnCE.E;.-...EF) é verdadeira sse f3(m,0> é n,
ACm,12> & kx' eee, & m,nd é kn
&2 N.SEQOCmD & verdad. sse m & o numero-segliéncia de < >
D N.SEOnCm,ki.....knD & verdadeira sse m € o© numero-
seqgtiéncia de (ki.....kn>A
8) SEQ(m> & verdadeira sSse m € um namer o—seqgiiéncia.

=P

102

113

122

133

14>

122

162

COMPCm.7D) é& verdadeira sse n €é o comprimento da
seqiiéncia cujo numero-seqiiéncia €& m.
PROJCm.n,kD> & verdadeira sse k €& o n—-ésimo elemento
da segiiéncia cujo nUimero-seqiléncia € m.
CCHCE;,.,..E;.ED & verdadeira sse m & o
numero-seqiiéncia da concatenacdo das segliéncias cujos
numer os-segiiéncias sao kx""’kn
VARCm) & verdadeira sse m € o nUmero de Godel de uma
variavel.
EVARCTD & verdadeira sse m € o numero de Gddel da
expressio constituida apenas por uma variavel.
EXPCmD & verdadeira sse m € o numero de GoSdel de uma
expressao.
SOHCEl.EZ.ﬁ) & verdadeira sse m €& o numero de Godel
da expressao Cela e;). onde e e e, sdo expressodes
cujos numeros de Gbdel sdoc respectivamente k1 e ki
PRO@(E;.EZ,QD & verdadeira sse m € o numerc de Gddel

da expressao Ceio ez), onde e, © ey sidoc expressoes

gr——
]
'l



172

185

193

202

212

2e0

230

24>

257

26D

el

28D

cujos numeros de GiSdel sdoc respctivamente k1 e kf
SUCCk,mD> é verdadeira sse m é o numero de Godel da
expressao Cei'D. onde e, é a expressio com numero de
Godel k.

LIMCm,n> & verdadeira sse n é o numero-seqgitiéncia da
seqgliéncia cujo comprimento é o comprimentc da
seqlléncia cujo numero-seqiéncia é m mais um e cujos
componentes s3do o© préprio m+1 ou m naoc é
ntmero-seqgiiéncia e n = O.

A. TERMCm) & verdadeira sse m € o numero de Gddel da
Arvore de geracao de um termo.

TERMCmD & verdad. sse m € o n® de GSdel de um termo.
NEGCk ,m> & verdadeira sse m € numero de GSdel da

expressio C~ezj' onde e, é a expressio cujo numero de

Gtdel é k.
IHPCEl.EZ.aD é verdadeira sse m € © ndmero de
Godel da expressdo Cei+ ezj. onde o @ = sdo

expressdes cujos numeros de Godel s3do k1 e kf
GENCk{kz.m) & verdadeira sse m é& o numero de Godel
da expressic que & a generalizacio da expressido com
numero de Godel kz com respeito a variavel com numero
de Godel kr

ECKE;.EZ.BJ & verdadeira sse m € o numero de Godel
da expressao Cel= ezD. onde e € e, s3aoc termos com
numeros de Godel kx e kf

A FLACM) & verdadeira sse m é o numero de Godel da
Arvore de geracdo de uma férmula.

FLACMD sse m é& o nimero de Gddel de uma férmula.
VLGLCE;.E',E;D & verdadeira sse a variavel com numero
de Godel k & ligada no kz—ésimc lugar da férmula com
numero de Godel ks

VLLCki.E;.E;D & verdadeira Ssse a variavel com ndmero
de Godel k1 & livre no kz-ésimo lugar da férmula com

numero de Godel ki



29D

302

31>

32D

33D

34D

35D

36D

37>

38>

VLCE;.E;.) & verdadeira sse a variavel com nimero de
Gtdel ki €& livre na férmula com numero de Godel kg
VCﬂtkl.kz.D & verdadeira sse a variavel com nidmero
de Godel ki ocorre no termo com numeroc de Gddel k{
TLP(kl,kz.kBD é verdadeira sse o termo com numero de
Godel k1 & livre para a variavel com nimero de GSdel
kz na férmula com nimero de Godel ki

Sbmki.kz.ka.k43 & verdadeira sse k‘ € © numero de
Gtdel da expressio que €& o resultado de substituir o
que ocorre no kz—ésimo lugar da expressio com ndmero
de Godel k1 pelo termo com ndmero de GoSdel ki

ST(E;,E;.E;.mJ & verdadeira sse m €& o lugar da
expressio com numero de Godel kg. no qual a variavel
com numero de Godel kz ocorre livre pela k1+1—ésimao
vez, contando da direira para esquerda, ou m = O, se
a variavel n3o ococorre livre na expressio.

ACE;.E;.Eb & verdadeira sse m & o numero de
ocorréncias livres da varidvel com numero de Gddel k1
na expresio com ndmero de Gddel k{

SBCE;.E;,E;.E;.ED é verdadeira sse m é o numero de
Godel da expressio que resulta daquela cujo numero de
Godel & kz ac substituirmos as k‘—ﬁltimas ocorreéncias
livres da variavel com nuUmero de Goddel k3 pelo termo
com nUmero de Godel k4.

SUBC Ei.Ez.k_s,K) é verdadeira sse m & o nUmero de
Gddel da expressi3o que & o resultado de substituir na
express3o com nimero de Godel k1 todas as ocorréncias
livres da variavel com numero de Godel kz pelo termo
com numero de Godel k{

NUH(E;.E;) é verdadeiro sse k, é © numero de Gddel do

termo k{
SCE;.E;.E;,E) é verdadeiro sse m é numero de Gddel da
expressio que é o resultado de substituir na

express3o com numero de Godel k1 todas as ocorréncias
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39D

40D

410

42D

43D

44>

45>
463
47>
48>
49D
8502
8515
522
53D

545>

livres da variavel com

Cisto &, pelo numeral f;

nimero de Godel kz por

b,

AX1CmD é verdadeira sse m €& o numero

instancia do esquema do axioma Ax. 1.

AXz2(mD & verdadeira sse m & o numero

instincia do esquema do axioma Ax. z.

AXaCm> & verdadeira sse m é o numero

instancia do esquema do
AX4Cm> & verdadeira sse
instancia do esquema do
AXs(mD é verdadeira sse

instancia do esquema do

axioma Ax. 3.

m € o nUimero

axioma Ax. .

m & o numero

axioma Ax.s.

AXLCmD & verdadeira sse € o numero

axioma ldégico.

AP1CmD

é verdad. sse m &
AP2(m> & verdad. sse m é
APaCm> é verdad. sse m é
AP4Cm) & verdad. sse m &
APsC(m> é verdad. sse m &
APsCmd é verdad. sse m é
AP7Cm> & verdad. sse m é
APaCmd & verdad. sse m é
APoCmd é

60 6 o o o 0 0 O

ne
ne
ne
ne
ne
ne
ne

ne

de
de
de
de
de
de
de
de

Godel
Godel
Godel
Godel
Godel
Godel
Godel
Godel

verdadeira sse m € o numero

instacia do esquema do axioma Ap.o.

AXPCmD & verdadeira sse m € © ndmero

axioma préprio.

k

k]

de Gédel de uma
de Godel de uma
de Gddel de uma
de Godel de uma
de Godel de uma
de Godel de um
do axioma Ap.1
do axioma Ap.z
do axioma Ap. 3
do axioma Ap. 4
do axioma Ap.s
do axioma Ap. s
do axioma Ap.-?
do axioma Ap.s

de Godel de uma

de Godel de um

AXCTD é verdadeira sse m € o n® de Gddel de um axioma.

PROVCM) & verdad. sse m € o n® de GSdel de uma prova.

PVCE;.E;) & verdadeira sse k1 & o numero de Gidel da

prova da férmula com ndmero de Godel k{

Prova. A partir do resultado de MENDELSON (1987, pag 124>

de

que AP m+n = m & n

mostrar que

e

APF m.n =

m o n,

podemos



id men =k & verdadeira ssem + n = k.

B B mon =k & verdadeira sse m . n = k.

Por outro lado, observamos que cada item &€ conseqliéncia
de Cid, Ciid ou dos anteriores, considerando,
eventual mente, os seguintes fatos: se 3(m,n>=k, entdo
k ¢<«m e para todo k:‘ §ETR kn existe um m tal que

3Cm,0d=n, ﬁ(m.13=k1, ﬁCm.n)=kn-

Para quaisquer termos s, si, Sz't"t'i’ tz. u, r temos que

TEOREMA 2.2 APk poCt ,s2 = poCt_,sD » C(t=t A s=-s5>
1 1 2 2 1 2 1 2

TEOREMA 2.3 APF t ¢ u =» poCt,sd ¢« polu,s2

TEOREMA 2.4 APF t <s AN uc<«r » polt,ud <« polCs,rd

TEOREMA 2.5 AP} 3zCpolx,y> = 2D

TEOREMA 2.6 AP} PRCt,sD » PRCs,tD

TEOREMA 2.7 APk t=0 A s=0 A DIVCs,tD » PR(1 & Cuetds,leusd

TEOREMA 2.8 APF 3z (VxCx <« w N 4 » DIV(Z,>3) A VyCCWxCx < w A

A5 PRCx,yd> Ay # 0 ANy # 1> » ~DIVC(z,y2))
TEOREMA 2.9 APF Vw¥xCA » vew A xcwd > FzCVVYxCA » DIVCz,tdD A
VyCy=0 A y=1 A VvV¥xCA4 » PRCL,ydD » ~DIVCz,y>dD
TEOREMA 2.10 AP} BETACt,u,s > N BETACt,u,s)> -+ s =5

TEOREMA 2.11 APF YWW¥x(A4 » v ¢ w A x < wd >
IyVv¥xCA4 +» BETACy,v,>xDD 7
TEOREMA 2.12 AP V¥x ,...x 3yC(BETACy,0.nd A ,L/_‘} BETACy,i,x% 2D
= L

TEOREMA 2.13 APF 3uyN. SEQ Cy.x, ... - 2% D
TEOREMA 2.14 AP} SEQCXD » 3zCOMPCx,zD
TEOREMA 2.15 AP} COMPCx,w) N 1<y<w » TuzPROJ(x,y,2ZD

Este esquema nos possibilitia mostrar algumas propriedades
que dizem respetto a segiléncias numéricas finitas, se
tomarmos como A a férmula que expressa a seqlléncia desejada.
Vve)la, por exemplo, os esquemas 2.12 e 2. 16 (e suas
demonstracdes? que sdo, respectivamente, a formalizagdo das
propriedades "para toda segliéncia numeri.ca, existe um numero
que a representa’” =] "exiLsle uma Boqf.iincto. que -] a

concatenacdo de outras segiliéncias finitas".
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TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA

TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA
TEOREMA

™
2.16 AP} 5‘} SEQCx> + 31yCClx ,...% ,¥d
2.17 APF COMP(x,zd » SayLIM(x,yd

2.18 AP} A.TERMCY> A LIMCx,wd A

EZSXCCOMPC}/.ZJ AN PROJCYy,z, XD » y < w
2.19 AP} ST(x,V,y,Z D A STCX, Vay,20 + Z2 = Z,
2.20 AP} SBCX,Y,V,W,Z D A SBUx,Yy,V.W,2 D > 2z = Z,
2.21 AP}k SUBCX,y,V,Z D A SUBCX,y,V,Z,0 +» 2 = Z_
2.228 APF JayNUMIx,yd
2.23 APF FzSCx,Vv,y,zZ2d

A seguir, demonstraremos os teoremas acima citados.

: = - t = N =

teo 2.2 AP ,oov(t1 51) poCt,z 323 + C 4 t’z s, sz)

Prova.

1> poCLi.sii) = poCtz.sz) hip.

2) te s> t & s V Lte® s =t &s taut.
1 1 z 2 1 1 2 2

B tes=t &s hip. aux.
1 1 2 2

AD tesc«cteas V tescctes 3,teoc 1.24,MP
1 1 b 2 z 2 1 1

5 L@& s <t @ s hip. aux.
1 1 2 2 _

5 » = C Q 1 - » -

B> poC t‘ 51) Ctle 51) tle 51) & Li def.po,tec 1.8

Ty (Lt@esd(tes ) @etel <(Ctesdites) @ 2CtosD @ 1
1 i i 4 i 1 i i 1 i i

teo 1.28

B (Lt s)tes) ea(t® s) @1 < (t ® s Ot & s D
i i i i i i 2 2 2 2

S5,teo 1.29

D (tdsINtesd><c(tdsd)Ntes) &t &1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

102
11D
129
13>
14>
155
162
172

teo 1.30,1.53

(tesdCt @s D @ t_ ® 1 = poCt_,s D def. po,teoc 1.5
2 "2 2 2 2 22
pocti.sR < po(t.z.sz} 6-10 teo 1.54,1.9
; = . 11.,t .
poCti.sib poCt2 52) ec 1.21
t =t N s=75 1,12 taut.
1 2 1 2
Lt ®sS<t @ s » t =t N s =75 5-13 TD
1 1 z 2 1 2 1 2
t®s <tes hip. aux.
2 2 i 1 _
= D e def .
poCt.z,sz) Ct2 @ SZDCf_,zev s, Lz ® 1 B ef.de po
(t @s DCt s D @ t_ & 1 < (t @es d(t &s D & 2(t &s D & 1
2 2 2 2 F4 z ¥4 2 2 2 2

teo 1.28



18) (t@sdXtes) @eateds) &1 <Ct @ sOCL® s>
2 2 2 2 2 2 1 1 1 i
15, teo 1.29

1D (tesdXNXtesd) c(tesdXtesd @etel teo 1.53
1 1 1 1 1 1 1 1 1
20D Ctso 51)Ctte SID @ tx & 1 = po(ti.s!) def.de po
212 poCtz.szD < pOCL1'51) 18-20, teo 1,54,1.9
220 poCtz.sz) = poCti.le 21, teo 1.21
23> t =1t AN s=35s 1,288, taut.
1 2 1 2
24 tesctes » t=t AN s=3=s 15-23 TD
2 2 1 1 1 z i 2
25 tes=tes + t =1t N s=g¢g 3-24,taut,TD
1 1 2 2 1 2 1 2
EB) te® s =4+ & s hip. aux.
1 1 2 2 _ -
27D (te st s) ¢t @1 =Ct @#sO@t®s)d ot &1
1 1 1 1 1 2 z 2 2 2
1,def.

28) (¢t @ sdXXtes)et &1 =Ct @#sdXMXtes) et &1
2 F 4 2 2 i 2 2 2 2 2
26,27,teo 1.9

292 t1= tz 28,teo 1. 31

300 ¢t & s =+t & = 26,29,tec 1.9
2 1 2 2

31> Sx= Sz 30,teo 1. 31

32> te s=t@® s + t =t N s=3 26-31,taut, TD
i 1 2 2 1 2 i 2

[ t1= t’z A s£= = 2,25,32, taut.

= = t N = - ;
34> AP} poCt.i.le poCtz 52) - '(.1 s,= S, 1-33,; TP

2

teo 2.3 APF L ¢ u =+ poCt,sd <« polu,sd

Prova.

12 ¢t ¢ u hip.
22 t e s <« u @& s l,tec 1.33
3) (t & sOC(t & s ¢« Cu & sOCu & sO 2,.teoc 1.32

4) (t @ sSO)Ct @ sD @t @1 <« Cu ® sOCu ® sD & u & 1
1,3,tecl1.32,1.34

5) poCt,s> ¢« polu,sd 4,def de pco
62 APF L < u = polCt,sd ¢ polu,sd 1-86,TD
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teo 2.4 APF Lt ¢s N uc<r o

Prova.
19t ¢cs N uc«<r
22 Lt e u<¢<s &r

3t & Wt & U < (s @ ro)(s & rd

poCt,ud <« poCs,rd

hip.
1,tec 1.34
2,teoc 1.32

D Ctewlt oew ot el cCs@rdXlserd &s &1

5) poCt,u2 ¢ pols,rd 4, def.
B) APt ¢s AN uc¢cr -+ poCt,ud <« poCs,rd 1-5 TD
teo 2.8 AP} 3zlpelx,yd = 2D

Prova.

12 APF polx,yd = polx,yDd teoc 1.8
2> APE FzCpolx,yd = z2 l1,tec 1.1
teo 2.8 AP} PR(t,sD » PR(Cs,tD

Prova.

1> PRCt,sD hip.
2> WxCDIVCxt,sd » DIV(x,sD> At = 0 ANs =0 1,def. PR
3> DIVCys,tD hip.

J IxCys = xtd
B ys = xt

62 Iylxt = ysd
7> DIVOxt,sD
8> DIVI(x,s2

92 Iwlx = swd
10D x = sw

11> ys = swt
122 y = wt

13> DIVCy,t2
14> PRCs,tD
18> APF PRCL,sD> -+ PR(Cs,tD

50

1.3,tec 1.33,1.34

3,def. de DIV
4,regra C

S,tec 1.1

6,def de DIV
2,7.Ax. 4, MP
8,def de DIV
8,regra C
5,10,tec 1.9
2,11 ,teo. 1. 35
1i2,teo 1.1 ,def de DIV
3-13,TD,GEN, def.
i-14,.7D



teo 2.7 AP t 2= 0 A s = O N DIVCs,td »
PRC1 @ Cu & tds, 1 @& usd

Prova

1Dt =0 AN s = 0 N DIVCs,tD hip.
22> DIVIix & xus,s2 = DIV(x,sD teo 1.36,1.40,1.37
3 VYxCDIVC(x(1 @ usd,sd> » DIV(x,sdD 2.teoc 1.38,1.9,GEN
4> (1 & usd) = O Ap.3, teo 1.11
5> PRCI & us,sD 1,3,4 def. PR
8> PRCs,1 @ usD S,teoc 2.6
7 DIVCxCI ® Cu & tDsd,1 & usd hip.
8) DIV(x(I @& usd) & xts,l @ usD 7,tec 1.38,1.9

9> DIV(xts,l @ usD 8,teo 1

10> VYzC(DIV(zs,I @ usd » DIV(z,1 & usD

11> DIVCC(xt,1 @ usD

12> JylCxt = (1 @ usdyd

13> 3Jzls = tz2

14) xt = C1 @ usdy

1852 s = t=z

16D xs = xt=z

17) xs = (1 & usdyz

18) DIV(xs,l @ usD 17,teo 1.
19> VWxCDIVCxs,I @ usd » DIV(x,1 & usD

200 DIV(x,1 @& usD 1

.36,1.40,1.37
B,def de PR
9,10,Ax.4 MP
11 ,def de DIV
1.,def de DIV
l12,regra C
13,regra C
15, teoc 1.39
14,16,teo0 1.9
1,def. de DIV
6,def.de PR
8,19,A%x.4, MP

210 PRCI & Cu & t2s, 1 @& u 7-20, TD, GEN, def . de PR

22y APL + 2= O Ns = O A DIV(s,tD> » PRC1 & C

teo 2.8 APF 3z (Vx(x < w AN A s DIVCzZ,xDD> A
VyCWxCCx <« w N A » PRCx,yd> Ny =
MDIVCz.yJ))

Prova.

Faremos a demonstracioc deste teorema

ue® tds,1 ® usd
1-21,TD

ONy = 1D »

usandoo axioma

Ap.o, onde FCw) & a férmula IzC(V¥xCx < w N A » DIVCz,xd A
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VyCWxC(x <« w N 4 » PRCx,y2) Ny = 0O Ny =1 » DIVCz,ydDD.
Assim, na linha (5) obteremos FCOD e na linha (34D,
VWwCECW) » FCw’D)D.

1) APF ~Cx < O AN 4D teoc 1.17,taut.
2) APF WxCx < O AN A » DIVCL,>DD 1,taut.,GEN
3D APy =0 Ay =1 5 DIVCL,yD teo 1.45
4D APF VWyCW¥xCx < O N 4 » PRCx,yd) A

y =2 0Ny =1 5 DIVCL,ydD 3,taut. ,GEN

5) APF FzCVYxCx <« O N 4 » DIVCzZ,>DD A VWy(V¥x(x <« O N A »
PRCx,yYY ANy # 0Ny =1 5 DIVCz,ydDdD
2,4,taut. ,teo 1.1
B Wxalx < w* N A hip. aux.
7Y WxCx < w* AN A > DIVCLI,xDD 6, Ax. 4, taut. , GEN
8 WyCWx(x ¢ w* N 4 » PRCx,y2D Ay = O AN y=1 » “DIVCL,ydD
3,taut. ,GEN
@) Jz(WxCx ¢« w' AN 4 » DIVCz, %D A
VyCVWxC(x < w' AN A > PRCx,yd) Ny = O N y=1 » ~DIVCzZ,yd3D
7,8,taut. ,teo 1.1
10) APF ¥xalx ¢ w' AN A > FzCYxCx ¢ w* N 4 » DIVC(zZ,xDD A
VyCVxCx < w* A A4 » PRCx,ydD Ny = O N y=1 5 ~DIVCz,yddD
6-9, TD
11> 3xCx < w> N A hip. Aux.
120 v e w' A A v AWxtx < w NA s x <V

11,tec 1.46,regra C

13 x <« w” N 4 hip.
140 v £ w 12, teo 1.20
182 x = w » v £ 14,tec 1.9, taut.
1B x = w = X =V 12,13,15,teo,1. 41, taut.
172 x = w » DIVCzZVv,xO 16,teoc 1.36,1.40,1.9,taut.
18) VxCx <« w N A 5> DIVCzZ,x0) N Vy(V¥x(x < w N A4 > PROCX,yDD
Ay =20 Ny =1 5 DIVCzZ,yddD hip.
190 x ¢« w = DIVCz,xD 13,18, Ax. 4, taut.
200 x <« w o DIVCzv,>O 19 teo 1.40
212> DIVCzv,x2 13,17,20,teoc 1.20
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22) UxCx <« w N A » DIVizvV,xDD 13-21,TD, GEN

23 WxCx « w* AN 4 5 PRUx,yDD Ny = 0O Ny = 1 hip.
24> v <« w A AS/v 5 PRCV, YD 23,taut. , Ax. 4
25 PRCv,yD 12,24, taut.
262 DIvCzv,y> » DIVCz,yD 25,def.de PR, Ax. 4
27> UxCx < w N A » PRCx,ydD 23,Ax. 4,tec 1.18,GEN
28) ~DIVC(z,yD 18,23,27,taut.
29 ~DIVCzv,yd 26,28 taut.

300 VyC(V¥xCx < w' A 4 5 PRCx,yDD N y=0 A y=1 » DIVCzv,ydD
23-29,TD, GEN
310 FzCWxCx < w* AN A > DIVCZ,30D A Vy(V¥xCx < w* N 4 >
PRCx,y)D A y=0 A y=1 o DIVCz,ydd) 22,30,taut,teo 1.1
320TxCx <« w AN A > TFzCVx(x < w N A > DIVCZ,xDD A
VyCVxCxcw® A A 5 PRCx,yd) A y=0 A y=1 » ~DIVCz,ydDD
11-31 TD
33) FzCVxCx <« w* AN A4 > DIVCZ,Xx00 N Wy(W¥xCx < w* N4 >
PRCx,yd)) ANy = 0O Ny =1 o DIVCz,ydDD 10,32 taut.
340 APF VYw(IzC(VW¥xCxcw N 4 > DIVCZ,>0) N Vy(V¥x(x ¢« w N 4 »
PRCx,y)) Ay =0 ANy =1 » DIVCz,ydddD »
CAzZCYxCx <« w* AN 4 > DIVCZ,>DD N Vy(V¥x(x <« w’ N 4 >
PRCx,yd>) Ay = O A y=1 » DIVCz,yddD> 18-33,TD,GEN
35) AP Jz(VWxC(x <« w N 4 » DIVC(z,x>d A
VyCVxCxew AN A » PRCx,y2> N y=O N y=1 » ~DIVCz,ydDD
5,34, Ap. o, MP, Ax. 4

teo 2.9 APE VVWxCA » vaw N xcwd » FzCVVVYx(CA » DIVCz,t2D A
VyCy=0 N y=1 A Vv¥xCA » PRCL,ydD =+ ~DIV(z,yddD

Prova. Seja u o termo £V w Cow
0> APF FzCWxlxw A B 3 DIV(Z,>xD) A Vy(V¥x(xw N B » PRCx,ydD
Ay == 0Ny =1 5 ~DIVCZ,ydDD teo 2.8
1> ¥x(x < u A Jv3x(CA Nt = xJ - DIVCz,x 3D N
VyCVx‘Cxle. u AN 3IvaAxCAa Nt = x> -+ PRCxi.yDD A y=0 N yml
» ~DIVCZ,yd2D O,regra C, onde B & 3vaxCA N t = %2
22 VWW¥x(CA » v ¢« w N x ¢ w hip.
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3D vew N xcw 2 t cu teo 1.44

40 VvVx(CA4 » t <« uw 2,3, Ax.4,taut. ,GEN

S t cu A IVACA ANt = D » DIVC(zZ,tD 1 shoe. 4 taut.
62 A hip.
72 t < u 4,6, Ax.4,taut.
8) FvAxCA Nt = D B,taut. ,teoc 1.1,tec 1.5
@ DIVCz,tD 5,78, taut.,
10> WvVxCA » DIVCz,tdD 6-9, TD
11> y = O Ny =1 A VWwWx(A4 » PRCL,yDD hip.
12> t = x CPRCL,YD =~ PRst.y) teo 1.9
13> JvaAxCA A t=x> » PRCx ,yD 11,12 taut,Axs,teo 1.1

14D Vx‘Cx; u AN FvaAxCA N t=x1) > PRCxi,y)D 14,taut,GEN
15> ~DIVCz,yd 1,111,185, taut. ,Ax. 4
18D VyCy=0 A y=1 A VYvV¥x(A4 » PRCL,ydD » ~DIVC(z,ydD
11-15, TD,GEN
17> BzCVWVWxCA » DIVCz, D) A VWy(y = O Ay =1 A
VvWx( A » PRCL,yDD » ~DIV(Cz,ydDD 10,16,taut ,teo 1.1
19D APE WvWx(Ad » v <« w N x ¢ w) » Fz(VWWxCA » DIVC(z,tDD
A VyCy=0 A y=1 A VYvV¥xCA » PRCL,ydDD » ~DIVCz,ydd)
2-17,TD

teo 2.10 AP} BETACL.LI.SIZ) A BE‘TACt.u.Sz) + s = s

Prova.

15 BE‘TACt,u.sib A BETACt.u.szD hip.
22 ALFACt.u.sil) AN VWxCALFACL ,u, x> > Slﬁx) 1,taut,def. BETA
3> ALFACt,u.sz} N VWxCALFACL ,u,>) > Szﬁxi) 1,taut. ,def . BETA

4> 515 s, 2,Ax. 4,taut.
52 szﬁ s, 3,Ax.4,aut.
B2 .= s 4,5,teo 1. 41
7> AP} BETACt.u,sl') A BETACL.U.SZD + s =5 1-6,TD
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teo 2.11 AP} VviCA->v<w1Ax<w1) >

IyVvV¥xCA » BETACy,v,x0D

Prova. Seja t o termo (1 & Cpolx, VD @ j._)zzj

oD
13
22
3

4>
5D
B2
72
8D
=p
10>
115
120
132
14>
153
182
S 5758
185

19>

20D

212

280
230

24D

280

VvWx(CA 3 Vv < w, A x o< w"D hip.
VYv¥x(CA4 » polx,Vvd < poni.wl)) O,teoc 2.4
zz#c_) A Ywlw < polw ,wD DIVCz ,wd) teo 1.47,.regra C

VvWxCA4 » DIVCz,td A Vyl(yiﬂ oA y 1 A

VvV¥x(CA4A » PR(t,,yi)) > ~DIV(z.ytD) O,teo 2.9, regra C
y = poCz.zzj teco 2.8, regra C
A hip.

polx,vd <« ponl.w‘Z) 1,8,4Ax. 4,taut.

DIVEzZ. L2 3,5, Ax. 4, MP
¥, poni.wib hip. aux.
ye w = polx,vd) N w = O hip. aux.
W< po(wl,wi) 6.9,tec 1.48,1.49
DIVsz,w) =2,10,4A%. 4
PR(1 ® CCy @ 10 e w)zz.l_ ® (y® 1_3)22) 2,9,11,teoc 2.7
PR(t.1 @ Cy,® i‘;zz) 9,12,tec 1.9
y @ w = polx,v> Aw=0O > PRCL,T ® Cy @ 1_322) 9,13, TD
¥y = polx,v) @ w N w =0 hip. aux.

W< poni,wij B8,15,teoc 1.48 e 1.49
DIVsz,w) 2,16, Ax. ¢

PRCT @ Cpolx,vd @& T)zz.1 ® Cpolx,vd) @& 1 @ wiz D
2.15.17,,tec 2.6 a 2.7
PRCL,1 e Cy@ 1"3223 18,15,teoc 1.9
y, = po(x, VD @& w A weD » PRCL,1 @ Cy® 1_3223 15-19, TD
3w(w = O A ey, = polx, VD & w> V y & w = polx,vd) +
PRCt,1 ® Cy ® 132D 14,20, teoc 1.1
ylzpoCx.v.') » PRCL,1 @ Cy1$ 1)223 21l,tec 1.850,taut.
y < PoCw WD > (yi;t poCx,vd) + PRCt,1 @ Cy @ 1_3222})
8-22, TD
(4 » PRCL,T @ Cy @ 1‘)223) 5> ~DIVCZ,1 ® Cy ® 1‘3223
2,3,Ax.4,te0 1.51,Ap. 9
y < PoCwW w0 A Cy = poCx,vdD » ~DIV(Z,1 & Cy ® 1_3223)
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23,24, taut.

26D V}’1Cy1< poni,wlD A Cy1 # polx,vdD »
A~DIVCZ,1 ® Cy® 1_2)2233 25, GEN
272 po(yt,vj < pon‘.wt) A CpoCyl.vD # polx,vdD »
~DIVCz,1 & CpoCyt.vD & 1)22) 26, Ax. 4
282 y<ox CpoCy;,v) = po(x,VvdD teo 2.2,tec 1.21
290 Yy, x poCy‘.v) < po(wl.urlD 5,teo 2.3
302 Yy x ~DIV(z,1 & CpoCy‘,v) @ l)zz) 27,228,289, taut.
31 v_«,ri(mvc:.i‘ ® Cpoly ,Vvd @ 1‘)223 » x < le
30,tec 1.24,taut,GEN
32> y = poCza.z4) hip. aux.
33 z =z, A z =z, 4,32,teo 2.2
345 DEVCza.l & CpoCy;.v) eﬂ)z‘D > xﬁy; 31,33,A%x4,tec 1.9
35> Vyitaz.::sz = poCz,z > A pDIV(z,1 & CpoCy V2 @ i’)zzn
> x= yJ 32-34,TD,GEN,teoc 1.56
36> Vy, (ALFACY. v,y > > x = yi] 35, def de ALFA4
37D ALFACy,v, x> N Vyt(ALFACy.V.yii) > xSyJ 4,7,36,teoc 1.1
38) BETACyY.Vv,>D 37,def.de BETA
39) IyWv¥x(4 -+ BETACy,v,x2D 5-38, TD,GEN,teo 1.1
400 APF VWvVx(CA » v < w, A xan? +» JyVvV¥xCA » BETACy,v,xD>
1-39,TD
teo 2.12 AP Vx ,. ..xhayCBETACy.5.HD A {/:‘} BETACy.i_.xlD}
Prova.

13 APF Cv = O AN x=n> V Cv=1 A =3 V.V Cv=n A x=x >

=

Vi ixe . . exenel N x«xe ..& xen o1l
1 n 1 n
teo 1. 30,taut.

APL Iy¥v¥xCv = 0 A x =nd V...VCv =n A x =x)> »

BETACy,v,xX2D 1,GEN,tec 2.11, taut.
AP Ww¥x(v = 0 A x = nd V... ch=HAx=xn> >
BETACy,v,xDD 2,regra C

APFCO =0 A n=n>V ..V CO=nA H=xn> teo 1.5, taut
AP+ BETACy,0,nD 3,4,Ax. 4, taut.
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g
6> APFL L/_\1\c1_=6 A x=n> V...V Ci=n A X =x D teo 1.5,taut.

™
7> AP} f:\; BETACy,1,%xD 3,6, Ax. 4, taut.
= L
e —_— n _—
8 APF V¥x ,...x yC(BETACy,0,nd A {’_\1 BETACY,1,x 3>

5,7,tec 1.1,GEN

teo 2.13 APF ZayN. SEQnCy.xl.....xn)
Prova.
12 AP!-VX.--..XHYBETAC)’-Xr----XD teo 1.12
1 lal n 1 n
2> APt 3y (BETA S0 R AVz(z <y »
el
~BETA CZi% 30 . s D) 1,Ax. s,teo 1.42
m 1 n
3> APH Ehy(BETAhCy.xi.... x> A VzCz <y »
~BETA Cy,% ,...,X J2) 3,teoc 1.43
la] i ™
4> AP}t Bin.SEQnCy,xi.....xnb 3. def.

teo 2.14 APl SEQCXD + F1zCOMPCx,zZD
Prova.

Assumimos como hipdtese que SEQUx>. Logo., por
tautologias e teocremas 1.1 e 2.10 temos 3J1zCOMP(x,z).

Portanto, por TD

AP SEQCxD » TWzCOMP(x,zD.

tec 2.15 AP} COMPCx,w> N 1<y<w » F1zPROJ(x,y,2D
Prova.

Assumimos como hipétese que COMP(x,w> e 1<y<w. logo,
pela def de COMP temos que SEQIx). Assim por tautologias
e teoremas 1.1 e 2.10 teomos F1zPROJ(x,y,z>. Logo por TD

AP COMPCx,w) N 1<y<w » F1zPROJ(x,y,zZD.
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teo 2.16 AP {’E} SEQCXL) > 31yCCCx1....xh.y)
Prova.
Caso 12> x = O, para todo i, 1<i=n.
Pela def de COMP temos que COMPCO,0>. Assim, por

tautologias, teoremas 1.9 e Ap.s’ obteremos

™
AP /\ SEQUxD + FyCC(X ,...X ,yD.
L=1 L 1 2l

Caso a2 X, O, para algum i, 1%i=n.

La]
a) Mostraremos AP} IL/\1\ SEQUx D> » FyCCCX ... X% ,¥D
= hal

Seja 4 a férmula
_ n n _ 1—1
Cv=0 A w=Ff z> V \/(3zC1%z2z A v= zo Lz A BETACx ,z,w))

=4 L= =1
n

e seja w o termo CF zo X®. ..0Xxe 1>.
L ™
1=1
Pelo teorema 1.30 e taut. temos APF A4 » Vv < w A w < W

Assim, por GEN, teorema 2.11 e regra C, temos

(ol g AP Vv,w(A > BETACy.v.wD).

el

Instanciando em C1> v por O e w por T z obteremos
i=4
n

EED BETACy,O, T z >
1=41

a partir do teo. 1.5 e tautologia. Logo, pela definic3o
de BETA, teo 1.11 e Ap.3’

C3 y = O.

Assumimos como hipdtese

ia]
c4d /\}SEQC:»()
L= 1
e
s m
[d=p} T 2vEYy =z
L=1 t

Assim, pelo teorema 1.55, def. de SEQ, regra C e

tautologias, temos
n i—-1
N (Bztlszz Ay =z 0Lz D BETACx.L.z.wD).
L

L=1 l=1
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logo, de (1>, Ax.4, taut., teo 1.1, hip (53, TD e CEN,

n
B W(i(lisvs gz IWBETACy, v, wd ).
1=1

E, a partir de (2>, (6D, tec 1.1 e 1.42 e taut., temos

™ ™
o Vy:(y (BETACyt.ﬁ. Lz> » IVCTI<vE F z AN YWCBETACY, v, wd
1L=1 i=1

e ~BETACY ,v,wd),.

Assim, por (2>, (3>, (8, (7>, taut. e teo. 1.1 temos que
SEQCy), e portanto, pela hipétese (42, teo 2.14, £y, 30
e tautologia

n n
c8d {:}(COMPCXL.Z,LD N COMPCy, T zl)].

i=1
Novamente pela hipdtese (4> e def. de SEQ, temos

1]
coD /\[wMPCx vz N Wz- JwBETACx .z.w)).
L=1 T 15z<71 L

Se assumirmos como hipdtese
n
LrL—
C10d 1/;1\(1——2—“1 ;

temos a partir de (9 e regra C

m
€110 /N\(BETACX ,z,w> N wEx ), e
L=1 L 1
1—1 ™
c1eEd 1 Szﬁa}:zlﬂ }:zL
l=1 1=1
a parir dos ‘teocremas 1.5 e 1.85 e taut. Logo,
i-1

instanciando em (12 v por =z QI:ZL e w por ele préprio, e

tautologia, Leremos
n t=4%
C13D /\BETACy,z @ Lz ,w.
L=1 L=1
Assim, de (C8),C10> - (13>, taut, TD e teo 1.1 temos

| Bl

— -> A
c14> L/;\(VZ 3w£xiCPROJCx,L.._.wD PROJCy,z ezzl.w))J.

1=2z5Z
L=1
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Portante,

por (4D,

c8d, C14), taut., teo 1.1 e TD, temos

™
APE /" SEQCxD » IyCCCx ,...X%X ,¥2.
1=1 L i n

b2 Mostraremos

Yy, (ccc X 5

A =
- Xn. y’? CCCXI. i 5w Xn.yz:) - yi yz)

Assumimos como hip. que

Logo pela def.

coex , ..
1

N
.xn.ylb CCCx‘.-..xn,yz).
de CC temos

™

€13 Bza .. -Zng xh(CCOHPCxL.z_L) N COHPCyi.i{;izL)) A
n L-1
Nz o Bw,  CPROJCX ,Z, WD N PROICy .,z elEzl.ww})
e
n n
€D Bvag, oo Viig ({:\}CCOHPCXL,VL) N COMPC yz'ing‘n A
. e

NCYzo Bw, CPROJCX 2, W) N PROJCy,.z al}_:!vl.wn)).
Por C1>, (2> taut e unicidade de COMP, z= v, para
1<1¥n. Logo, pelo teo 1.9 e tautologia
€3 COMPCy ., E:zL).

i=1
Novamente de C1), (22, unicidade de PROJ e taut. temos
n e
4D {C}(Vz:ﬁzsztawﬁxlc PROJCy .,z erlgizl,w) —
i-1 i
PRONy .,z ® L2, wdD]).
l=1

Yamos supor gue yiat » 8 - Yt ou Y.< Y, Assumi mos
inicialmete que Y, Y, Logo, como SEQCyt') , por def. de

SEa,

8D

C3v-
i

Ax. a4 & taut.

bal
2N
L=41

temos

™
(COHPCyz, Lz> >
1=4

n
<< T zLVwCPROJCyt.V,w) “— ..,PROJCyZ.v,w)))).

1=1
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Levando em consideracio o fato de que

-1 n
<z< 1 < - <
fzfz e 1 =z e[z = .zzt.

l=1 1=1
a partir de (32, (42 e (5) chegaremos a uma contradicao.
Logo, Y= ¥ Por outro lado, se ¥, ¥ pelo mesmo
procedimento, entdo - A Portanto, por TD e GEN, temos

A ) =
AP+ Vyi.yz(CCCxi,...xh.y;) CECx . . . % sY,0 * ¥, yz).

teo 2.17 APF COMPCx,zD - 3ayLIMC(x, vy
Prova.
Seja 4 a férmula

(ﬂjv=6/\w=z$‘f} VCl_Svﬁzeﬂ_/\w=x$1_D)

e seja w o termo (» & z & 2D.

Peleo teo 1.30 e taut., APF 4 » v = w, N w w - Assim,
por GEN, teorema 2.11 e regra <., temos

1D AP+ Vv, w(d » BETACY,v.wD]).

Assumimos COMFPCx,z7 como hipdtese. Instanciando em (12 v

por O e w por z®l, temos a partir do teo 1.5 e taut.,
cad BETACyY,0,zel).
Logo, pela def. de BETA, tec 1.11 e Ap.3’

3D y = O,
Instanciandoc em (1), agora, v por ele préprioco e w por

x#l, por tautologia, obtemos
C4D T £ v € zel » BETACy,v,xa1).

E, 2 partir de (2), (4D teo 1.42, 1.1, taut, e GEN temos

=P Vot o (BET AC },fl.ﬁ.z&u—) > 3T £ v £ zel A
| VWCBETACY,v,wd) ~BETACy ,v,wdD2).
Assim, por (22, ..., (83, teo 1.1, taut, e o fato de que
z@l =0
CBD COMPCy,z@l> N SEQCYD.
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De C2), teoremas 1.48 e 1.49, def. de BETA e tautologia
C7> z®l < Yy
E, de (4>, (6>, (7> teo 1.1, taut e GEN

—PROJCY, Vv, xX®1D .

CeD YWicv<zel

A partir da hipdétese, e teo 1.48 e 1.49 temos

b Zz < X.
Portanto, a partir da hip., (82, ¢7>, 8>, (9 taut,
teoc 1.13 e TD

10D AP COMPCx,zd> » JyLIMCX,yd.

Vamos mostrar que APF LIMCX,y D ANLIMx,y)) > ¥, Y,
12 Caso) Assumimos com hipdtese

11>  SEQCx> A COMPCx,z > N SEQCy D A COMPCy sz > A
Vo ey PROICY 2 V23D
e

C12d) SEQx> N COHPCx.zz) N SEQCyZZ) N COHPCyz.ZZD A

VVISV‘C._ZZPROJC Yo Vo o

Pela unicidade de COMP, z= 2z, Logo, por (110, (12>,
teo 1.9 e taut.,

C13D COMPCy .2 2
=
14> VVtSV‘Sz‘[PROJCyt,U.X) s PROJCyz.u.x_')).

Yamos supor gue y1== yz. i1.e. y1< ¥ ou Yy, < Y,- Assumi mos
inicialmete que Yy <Y, . Logo, como SEQC yiD , por def. de
SEQ, Ax.4 e taut., temos

C18> COMPCy,,z > - 3v1$v$21(PROJCy1.u.x) > ~PRO_}Cyz.u,x)].

A partir de (13D, 14> e (15> chegaremos a uma
contradic3o. Logo, Yy = VY, Por outro lado, se Y <y, pelo
mesmo procedimento, entdo 2 ¥y Logo, por (11>, (12>,

tautologia e TD
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C16D AP (COHPCx.zil) A SEQCy > A COMPCy ,z A
- Fa A
4 Vﬁmpzeoxyi,v.;o) (comPcx,z > N SEQCy > A
N - =
COMPCy .z > VvisvﬁzzPRO_}Cyz.v.x)) ¥ =
2¢ Caso) De tautologias, dentre elas (4 N ~A » B), obtemos
C17> AP+ (SEQCx> AN COMPCx,z > N SEQCy D AN coMPCy .z > N

VV;SV_S21PROJCy1.v,xD) A (~SEQC A Y o) »

=V

32 Caso) Usando o mesmo procedimento para mostrar c17d,;
obtemos
18> AP (~SEQCxD Ny = ) AN (SEQCxO> N COMPCx,z > A
N — Fa 2
SEQ(yib COHP(y;.Li) vv1$v£21PROch1'V'XD) >
Y, o

4¢ Caso) A partir de Ap.1’ e tautologias, temos que

c19> AP+ (NSEQC)O A y1= @ Fal (,\,SEQC)() A yz.—_ Q > y-‘: yz_

Logo, de (16> - (19>, taut. e def. de LIM, temos
C20D APF LIMCX,y D ALIMCX, YD + ¥, = Y,

Portanto, de €C10), (20>, GEN e taut., temos o desejado,

AP COMPCx,zD> » Syl IMCx,yd.

teo 2.18 AP} A.TERMCYD N LIMCx,wd> N BZ(XCCOHP{y.z) N

PROJIC Y. Zy2002 =+ Y < W
Prova.

Assumimos por hipdtese gque
C1D> A.TERMCy> N LIMCx,wd N Hz{XCCOMP(y.z) N PROJICY,Z,xD2.

Logo, pela definic3oc de A.TERM e taut

63



2> SEQC YD,

e, pela definicdo de LIM, regra C e taut.

3 SEQCwWD A COHPCx.zR A COHPCw,ziaf) A
Vv (isv=z o1 +» PROJCw,v,x®1)).
1
A partir da definiciaoc de A4.TERM podemos mostrar

facilmente que

C4> A.TERMCyd> N COMPCy,zd> N PROJCy,z,xD =+

< N L
CCOHPfx.z‘) - 21" zD vvlSvﬁzCPROch'v'xi) - xis > .

Assim, de (1D, (3>, (4>, taut., teo 1.30 ,teo 1.49 e GEN

5> Vz.zz(COHPCy.z) A COMPCw,z > » z < zz) A
Vv.x ,x_ (PROJCw.v.x D A PROJCY,V.xXD + X< x).
1 2 2 1 1 Z
Por outro lado, a partir de algumas propriedades de BELTA

e po e do teoc 2.4 entre outros, podemos mostrar que
(6D SEQCy> N SEQCwd A
Vz,x ,x (PROJy,z,x> N PROJw,z,x > +x < x]) N
17 i 1 2 1 2
N
VZ.ZZOCDHF(y.z) COHPCw.zZD 3> Z < zz) > YV < W
Portanteo, de €12, (2>, (3D, (B), taut e TD, temos

A.TERCY> A LIMCx,w> A 3z_ CCOMPCy,z> A PROJCY,z,X3> + yw.

teo 2.19 APf— STCX;V'y'zij N STCX'VUYt22> -+ z’.= ZZ
Prova.

Vamos assumir por hipétese que ST(x,y,V, 21) )
STCx,y.v.zzb. Logo,
C1D VARCYD N EXPCy> A 3x, (Ew(xi< w A LIMCy,w) A
3xz< (SEOCx Y AN COMPCx ., x> N COMPCy,x D N PROJ(x ,x,2zZD
<x 1 1 2 1
AN P b Ix CPROJCx ,% ,x 2 N CVLLCv,x ,y> V x =0D
1XX35X  4=<xz 1°73" " a 4 4

A Cx =T o 3x (x x <x. N VLLCv,x ,yd2> A (x>1 o
3 5 4 5 2 5 3

C3x CPROJCx ,x “1,x2> N x<«x N
6<x2 1 3 G 4 S
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a A
Bx Cx ox ox N VLLCY, X y33D >))
€2> VARCvVY N EXPCyd A ayi[aw(yim A LIMCy,w]) A
A A A
Bz (SEQCyiiJ COMPCy >0 COMPCy, x 3 PROJCy 3,2

A Vxa-— Ix

A =5
T éxzc PROJC yt.xs,x") CVLLC v.x‘.yD v X, oD

A (x =T 2 ~3x Cx < x. N VLLCVv,x_,¥d3> A (x>1 »
) 5 4 5 2 5 3

=1 A A
£ on_sxzc PROJC Y%y 1, xdi) X < X,

~3x (x «x_<x_ N VLILCv,x_,y233)]))
5 4 5 (<] 5
Assim, por (1D, (2), taut, Ax. da inducdoc e toremas 1.9,
2.15 e 2.16 temos

C4D Vx_CT<x_s<x » (PROJCx % x> > PROJCy X . >).
3 : | i 3 4 1 3 4
De (2), regra C e tautologia

5 COMPC yt.x).
Yamos supor gque x‘# Y,» i@y X<y OU Y X. Assumi mos
inicialmente que Y,¢ X, Logo, como SEQC x‘) » por def. de

SEQ, Ax.4 e taut., temos

C6> COMPCy ,x> » 3xa; EHSX(PROJCxi.xg.x‘) > PROJCyi.xB.x‘))_
A partir de (4D, (5) e (B> chegaremos a uma contradicio.

Logo., x = yt. Por outro 1lado, se x1< y‘. pelo mesmo

procedimento, entio X =Y, Logo, por TD e GEN temos

sl =
AP+ STCx.v.y.zB STCx.v,y.zz) >z =2z,

teo 2.20 AP} SBCX,y,V,W,Z D N SBCxX,y,V.W,Z D + Z = Z,

Prova.

Assumindo SBCx,y,v.w.ziD e SBCx.y,v.w.zz') como hipdtese
temos
1> EXPCyd> N VARCvYY A TERCwY N EXPCz> A 3x, (aw1 (xicwi A
LIHCz.wii)) N SEQCx D A COMPCx , 30 A PROJCX ,%,22 A
s Fa) = 1 = N
vxszJ-cszaszx(PROJCX{X;:'XS} Cx,= 1 + x.= ¥

Cxx 5T » 3x CPROJCx ,x =1,x 0 N Iz (STCx ,v,y:,z2D> N
2 4 1' 72 4 1 2 1
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SCx ,Z ,W,X D)))))
4 1 3
€2 EXPCyd> A VARCvD A TERCwY N EXPCz> A Ely! [aw1 (y1<w1 A
LIHCz.wl}) A szcxyia A conpc)ri.x) A PROJCy!.x.z} A

- Y = 1 = A
Vnisxﬁxam& (PROJC Y r Xy X0 (x,= 1 » x = yd

(x> 1 » 3x CPROXy ,x ~1,x> N 3z (STCx_,v,y,zD A
2 4 1 2 4 1 2 1

SUCx ,Z ,w,x J333])
4 1 3
A partir dos teoremas 2.13, 2.14, 2.15, 2.16 e 1.9 e

taut, facilmente se mostra que

3 APt SUCX,y.v.Zz D A SUCX, Y,V 20 + Z = Z,

Assim, por (C12,(2) e (3D, taut, unicidade de ST, Ax. da

indugido e teo 1.9, e 2.15, temos

C4> Vx (1<x <x » (PROJ(x ,%x ,XD ¢ PROJCy ,x .xD).
2 2 1 2 3 i F 4 3

De (20, regra C e tautologia

£52 COMPC s g XD .
Yamos supor que xi# _vl. b Tl xlc ¥ ou y1< xi. Assumi mos
inicialmente que Y, < X, Logo, como SEQC xll) , por def. de

SEQ, Ax.4 e taut., temos

. e » » R ] » -
CBd> COMPCy ,x> » 3xz7 . (PrROIC X 5%, XD «» PROJCY ,x, st]
A partir de (4>, (5> e (B> chegaremos a uma contradicao.
Logo, X =Y, Por outro lado, se X< Yoo pelo mesmo
procedimento, entao A A Logo, por TD e GEN temos

AP SBCx,y,v,w.zil) N SBCx.y.v.w.zz) > z=z,

teo 2.21 AP} SUBCx.y,v.zib A SUBCx,y,v.zzj} > z=z,

Prova.
Assumiremos SUBCx,y,v,zi) e SUBCx.y.v,ZZD como

hipdtese. Logo,

C1D EXPCxD N VARCvVY N TERCyD> N EXPCzd AN Bw{x kACv.x,w) N
SBlw,x,Vv,y,z D
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C2> EXPCx> N VARCYD N TERCY> N EXPCz> N 3w, (ACv,x.w) A
—_
SBCw.x.v.y.zz)).
A partir do Ax.4, teo 1.24 e taut e do fato que
APF STCwW,v,%x,0) » w ¢« x

facilmente se mostra que

3 AP ACv.x.w‘) A ACv.x.wz) » W= W

Assim, por (1), (2>, (3>, unicidade de SB, teo 1.9 e
taut., temos

4> zZ =z .

Portanto, por TD

AP} SUBCX,Y,V,Z D A SUBCx,y,V.2 > + 2 = 2z,

teo 2.22 AP SiyNUMCx, yd

Prova.

a) Mostraremos, inicialmente, que APF IyNUMCx,yDd, usando

o axioma da induc3o, Ap.eo, lembrando que APl X’= x@&l.
Pelo teorema 2.13 APt BVN.SEQfHa'55. Logo,

5 SEQCvY N COMPCv,I> N PROJCv,1,707.

Come ~C1<z<0>, por tautologia, teo 1.1 e GEN

2y Vz- -3w ,w (PROJCv,z,w) A PROJCv,z®l ,w 2> N
1<z=%0 47 2 1 2

SUCCw_, wza) .
De C1), C2), taut e def. de A.TERM, temos que A.TERMCvD,
e pelo teorema 2.17, APF 3wLIMCO",wd. Logo, por (1),teo
2.18 e taut

€3 v <« w N LIMCO N, w).
Portanto, por €12, (2>, (3>, taut e tec 1.1

c4d> Iy NUMCO, yD.
Assumimos 3IyNUMCx,y> como hipétese. Logo, pela regra C e

taut. ,
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(B) SEQCVY AN COMPCv,x@1d N PROJCv,1,"0D A PROJCv,x®l,yd
A vz [Tﬁzsxar -
3w .w CPROIv,z, w2 N PRONv,zél ,w D N SUCCw ,w )3).
1 2 i 2 i 2

Pelo teo 2.16,def. de SUC e taut.
B EylSUCC y.y‘) ) 3v1CCZCv.y‘.v1).
Assim, pela def. de CC, regra C e taut., temos
C7>  SEQCv) A COMPCv , x@2> A PROJCv ,1.70D A
PROJC vl.xel_ YD) A PROJCvi.xﬂé, y,2-
Logo, de (5), (62, regra C, (72, taut., teo 1.1 e GEN

(8) Vz (Tszs:mé” > 3w ,w CPROJ vV ,z, w2 AN PROIJvV ,z&1 ,w D N
i 2 1 i 1 2
SUCCw ,w 3)].
i 2
De (52, taut e def. A4.TERM, temos que A.TERHCVR. e pelo
teo 2.17, EwLZHCyl.wZ). Logo, por (85>, teo 2.18 e taut

g=p) v, < W A LIMCy wd.
Assim, por (72, (8), taut. e teo 1.1
c10D Ay NUMC el , yD .

Portando, a partir da nossa hip., (10>, TD, GEN, (4D,

Ap.o e Ax. a
AP F 3yNUMCx, yD.

b) Mostraremos AP Vy .y, (NUHCx,yR A NUMCx,y >+ y = sz.
Assumi mos NUHCx.yil =) NUﬂCx,yz) como hipdteses. Logo,
1>  3v, (3w voew N LIMCy WD N SECv)D N COHPCvl.xeﬁ') A
PROJC vi,l_, O N PROJC vi.xaal_. v, A ¥Yz(1<z<x +
3w w CPROJCv .Z,w)D N PROJIC vi.zebl_. w2 N sucCC wi“"’zDDJ

e
cz> 3v, (3wfv2<w N LIMCy, W A SEQCv D> N COMPCVZ.xm‘) N
PROJC vz.l_,'5") N PROJC vz.xm—, y,> N Vz(1<z<x -+
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Gw w CPROJCY ,z,wD N PROJ(v ,z@l ,w D N SUCCw ,w 3))).
i 2 2 1 2 2 1 2
A partir de (1>, (2), Ax.s4, teoc 1.52, 2.16 e 1.9, def SUC

e taut,
(3 Vz(l<z<xel - (PRCUCV ,Z., WD) e PROJV ,z,w :>].
i i 2 i

De (20, regra C e tautologia

4> COMPC vz.xel_).

Vamos supor que v® v, l1.e., v<¢<Vv_ ou v < vVv. Assumimos
1 2 i 2 2 i

inicialmente que V<V, Logo, como SEQCvt). por def. de

SEQ, Ax.4 = taut., temos
B COHPCvz,xelD & az;gzgm;(PRDJCv‘.z.wlj e
~PROJV ,Z,w 3).
2 1

A partir de (3>, (4> e (5) chegaremos a uma contradicio.

Logo, v v Por outreo lado, se Vv ¢V pelo mesmo

z i oat
procedimento, entio V.= v Logo, por TD e GEN temos

AP Vyi.yz(NU}‘Kx.ytb N NUMCx, YD » v = y2)_

teo 2.223 AP} SCx.v.y.z‘) A SCx.v.y.zz) »z=z,

Prova.
Se assumirmos SCx.v.y,zB e SCx.v,y,zzD como hip., temos
c1d 3w (SUBCx,v,w .z > N NUMCy,w >)
1 i i i
1
2> 3w _(SUBCx,v,w_,Z D AN NUMCy,w D).
z F4 2 2

Por €12, (2) e unicidaade de NUM temos que w‘= wz. logo,
3D SUBCX.V,wi.zzD.

Pela unicidade de SUB, (1> e (3D, z =z, Logo, por TD

A =
AP | SCx,v.y.zij SCx.v.y.zz) »> z=Z,.
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CAPfTULO III

OS TEOREMAS DA INCOMPLETUDE

Apresentaremos, neste capitulo, o primeiro e o segundo
teoremas da incompletude de Godel juntamente com alguns
resultados preliminares que possibilitar3o o desenvolvimento

de suas demonstracgodes.

1 - PRIMEIRO TEOREMA DA INCOMPLETUDE

Enunciaremos e demonstraremos, de forma precisa, o
Primeiro Teorema da Incompletude de Godel. Precisamos antes
de algumas nocdes e lemas auxiliares, os quais passamos a

apresentar.

LEMA 2.1 (Lema da diagonalD)
Para qualquer férmula B(xD na qual x & 2a dnica
variavel livre, existe uma férmula fechada A4 tal que

AP 4 « BC("AD

Prova.

Consideremos CCx) a férmula VyC(SUx,"x7,x,y2 » BCyDdD

e seja m o numero de Gidel desta férmula. Mostraremos

AP A «» BCTAD,
onde A é a férmula CCmD,
1> A hip.
2> ¥yC(SCm, x>, m,yd + BCydD 1,def.acima
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3 SCCCx™,™% "\ m,CCmd™ +» BCCCm™ 2,Ax. 4,escolha de m

4D SCTCCx ™, ™%, m,CCmd ™ prop 2.1 (38>, prop. 1.63
5> BCCCmd ™ 3,4,taut.
6> APF A » BCTA™D 1-5 TD,escolha de A4
7> SCm, %, m,yd hip.
8) SCCCxD ™, %™ m,yd 2,escolha de m
9 SCCCx ™, ™" m,CCm> D teo.2.1 C38), prop. 1.63
10) y = "CCmD>° 8,9,teoc 2.23,Ax.4,taut.
11D BCTA™D hip.
12> BCy> 10,11,tec 1.8,escolha de A4
13> ¥yCSCm, ™™, m,y> » BCydD 7-12 TD, GEN
14> AP BCTA™D > A 11-13 TD
150 AP 4 > BCTAD 8,14, taut.
DEFINIC3ES

Def 3.1 Uma teoria & consistente se nela n3o pudermos provar

- . . I
uma contradicio, ou seja, uma férmula e sua negacio.

Def 3.2 Uma teoria T & w-consistente se para toda férmula
ACx> de T, temos que: se T+ ACkD, para todo numero

k., entio Tr — Ix~ACxD

LEMA 3.2 Se AP & w-consistente, enti3o AP € consistente.

Prova

Assumimos por hipdtese que AP & w-consistente.
Sejam B(x> uma fdérmula gqualquer de AP com x livre, e

ACxD> a férmula
~CBCxXD N ABCxDD

Assim, ACnd € uma instincia de tautoleogia. Logo,

Isto equivale a dizer que em uma teoria consislente ndo
provamos qualquer férmula. Em particular, AP & consistente se

APL/— G = 1.
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APF ACnD>, para todo n.
Pela w—-consisténcia de AP, temos
AP |/ — 3x~AACxD .

Portanto, AP & consistente.

TEOREMA 3.3 (Primeiro Teorema da Incompletuded

Existe uma férmula G em AP tal que:
Cad) se AP & consistente, ent3o AP +/— G;
(b) se AP é w-consistente, entdo AP | /— AG.
Logo, se AP €& «w-consistente nem G nem G sdo

demonstraveis em AP.

Demonstracao.
Seja BC(y) a férmula Vx~FV(x,yd, onde y & a Gnica

varidvel livre. Pelo lema 3.1 existe uma férmula fechada

G tal que:

Cid AP G & V¥x~PV(x,"GD

Demonstraremos Ca) por contraposicdo.
1> AP+ G hip.
Ent3o existe uma prova de G.

Seja g o numero de Gddel dessa prova.

2) AP+ PV(Q,"G™ teo 2.1 (57>, prop. 1.63
3> APF Vx~PV(x,"GD 1, Ci>, taut.
4> AP} ~FPV(g,"G™ 3, Ax.4
5> AP n3ao € consistente 2,4 def. de consistécia
Se APF G , ent3io AP n3o é consistente

Logo, se AP é consistente, entdo AFh/— G

Demonstraremos (b) por redugc3oc aoc absurdo.

1) AP & w-consistente hip.
2> APFE ~G hip. absurda
3) APF IxPVIx,G™ 2,Ci2>, taut.
4> AP & consistente 1, lema 3.2
5D APVL/— G 2,4 def. consisténcia.
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Ent3o ndoc existe uma prova de G em AP.
B> AP+ ~PVCk,"G™D,para todo k teo 2.1 (57>, prop. 1.63
7> APpF/— IxPVIx,GD 1,86 def w-consisténcia
Pelas linhas (3> e (7> chegamos a um absurdo. Logo,
nossa segunda hipétese & falsa, ou seja, APF/— G.

Assim, se AP é w-consistente entio AP/ — G

Portanto, por Cal, (b, e lema 3.2 temos que se AP
é w-consistente ent3c nem G nem sua negac3o s3o

demonstraveis em AP.

2 - SEGUNDO TEOREMA DA INCOMPLETUDE

As demonstracdes usuais do Segundo Teorema da
Incompletude, como por exemplo, BOOLOS (19793, lan¢am mao das

seguintes condig¢des de derivabilidade:

(D12 se AP+ A, entaoc AP DEMC"A™D,
cbed APy DEMCTA™ /N DEMCTA » BD +» DEMC'BD,
cD3> AP} DEMC"A™D » DEMC'DEMCTA™D ™,

onde 4 e B sdo sentencas.

Nioc explicitaremos aqui as demonstracdes de tais
condigcdes, pois, no préximo capitulo apontaremos um possivel
caminho, bem como as dificul dades encontradas na

tentativa de demonstra-las.

Com as trés condi¢cdes de derivabilidade, acima
mencionadas, seremos capazes de formalizar a primeira etapa

do primeiro teorema, i.e., se AP & consistente, entiao G nido é
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teorema de AP. Lembramos que a férmula Vx-~PV(ix,yD> &

equivalente a ~DEMCy), onde y é a uUnica variavel

precisamente, mostraremos:

TEOREMA 3.4 AP} ~DEMCTO=1"D -+ ~DEMC'G™
Prova
1> AP} G > ~DEMCG™
2> AP} DEMCDEMCGD ™ + DEMC'AGD 1,CD1D>
3> APy DEMCTG™ -+ DEMC™DEMC™G™D ™D
4> AP} DEMCG™ -+ DEMC"™AG™
5) APF G » (A5 » O=1D
6> AP} DEMC'G™D » C(DEMC'AG™ + DEMCTO=1" 5
7> AP} ~DEMCTO=1"D + ~DEMC'G™

TEOREMA 3.5 (Segundo Teorema da Incompletuded

Se AP é consistente, entio AP — CONA

onde, CON, & a férmula ~DEMCTO=17D

livre. Mais

lema 3.1

,(D&d,taut.
CD3>

2,3 taut.

taut.

(D12 ,CDe2d
4,6,taut.

P

Demonstracio.

12 AP CON hip.
AP

22 APF ~DEMCTO=1"D 1, def CONAP

3D AP ~DEMCG™ 2,teo 3. 4,taut.

4> APEL G e» ~DEMCG™ lema 3.1

5> APE G 3,4 taut.

52 AP n3o €& consistente 5, teo 3.3 Cad

Se AP CONAP , ent3o AP n3o & consistente

Logo, se AP é consistente, ent3o APF/— CDNAF
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CONSIDERACSOES FINAIS

No primeiro capitulo, apresentamos e estudamos de
maneira detalhada um sistema formal para a Teoria dos
Niimeros, a saber, © sistema AP. Mostramos entio que tal
sistema €& suficientemente forte para demonstrar todos as
sentencas verdadeiras de uma certa classe (as sentencas Z1D.

Esse resultado nos assegura que as férmulas definidas no

segundo capitulo representam adequadamente, no sistema
formal, as propriedades sintidtico-morfolédgicas que o
caracterizam. De posse dessa representacdo foi possivel
mostrar, no terceiro capitulo, que o© sistema n3o é

suficientemente forte para decidir todas as sentencas, i.e.,
© primeiro teorema de Godel. Nessa demonstracio, ac 1nvés de
apelarmos a Teoria das Funcdes Recursivas, optamos por
caracterizar explicitamente as férmulas de AP envol vidas na
representacio de sua sintaxe. Tal caminho, aparentemente mais
complexo, visava tornar possivel uma demonstracio rigorosa e
completa do segundo tecorema, a qual n3o pode ser dada a
partir apenas do Teorema da Representac3c para as funcdes

: 1 i
recursivas'. Com efeito, era nossa pretencido apresentar neste

Cf introdugdo
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trabalho tal demonstrac3o. No entanto, no capitulo anterior,
apresentamos a demonstracdo do segundo teorema acompanhando
as exposicdes usuais Ccomo, por exemplo, a de BOOLOS (19791 e
MENDELSON (198732 a partir das condig¢des de Hilbert-
Bernays-L8b. A demonstrac3oc de que AP de fato satisfaz tais

condic®es dA lugar a séries dificuldades, que discutiremos a

seguir.

1. A condicdo D1
A condici3c de derivabilidade, D1,
se AP+ A, ent3o AP} DEMCTA™
pode ser facilmente demonstrada, a partir do Teorema de
Completude Parcial, 1.63, da seguinte maneira:

Prova.
1> AP A hip.
Ent3c existe uma prova de A4.

Seja p o nuimero de Gddel dessa prova

2> APF PVC(p, A 1,tec 2.1C57),prop 1.563
3> AP IxPVIx, 4™ 2,teoc 1.1
4> AP\ DEMCTA™ 3,def.de DEM

logo, se AP+ A, entdo APt DEMCTA™ .

2. 0 emprego de nocdes auxiliares nas demonstracdes usuais de

D2 e D3, em particular de D2 e D3’
Usualmente, procura-se demonstrar D2 e D3, a partir de
uma formulac3c mais geral dessas condigdes que contemple
também férmulas abertas. Observemos que, ainda gque A4 seja

também uma férmula aberta, DEMC'A™D é uma sentenca. Assim,
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para

que seja possivel levar em conta as eventuais varilveis

livres em uma férmula, intruduz-se algumas nog¢des auxiliares

que apresentamos a seguir.

DEFINI COES:

ci>

cad

chz’2

cD3* 2

Para toda férmula A4, definimos SUB#*("47,yD como segue:
caso 1) A n3o contém ocorréncias de varidveis livres
SUB*("A",yD) =: y = "A".

caso 2) A contém ocorréncias de variaveis livres

SsuBsC A, y> =: 3Fy...3y (scr,el",'\frﬂ".v1 Y2 A
SCyt.'vz‘.vz.yZD AL LA SCyn_i,"vn‘.vn.y)).
onde Voeee sV =30 todas as variaveis livres de 4 e
AT s30, nesta ordem, as n-1 primeiras variaveis
da linguagem de AP distintas de vl....,vn.

Sejam A4 uma férmula contendo uma variidvel livre e F uma
férmula gqualguer,
ALF) =: 3y (4acyd> A SUB*C'F™,yd]),

onde y é a primeira varidvel que n3o ocorre em A, nem em

Obser vemos que D2 e D3 decorrem imediatamente de
AP- DEMLA) N DEMLA » Bl + DEMLB],

AP+ DEMLA) » DEMIDEMILA])

e dco resultado
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(3D AP+ DEMIL Al «— DEMCTAD, se A é uma sentenca.

A demonstracido de (3) € a seguinte:

1> DEML A] hip.
2> DEMCyd> N SUB*CTA”,yD 1,def (2),regra C,taut.
3Dy = A 2,def (1D
4> DEMCTA™ 2,3,tec 1.9,taut.
5> DEMLA) » DEMCA™ 1-4 TD
6 DEMC A™ hip.
7y TAY = "4 teo 1.8
8D SUB%*(T47,"A™D 7, def. C1D
9> 3y (DEMCy> A SUB*C47, y) ) 6,8.taut. ,teo 1.1
10> DEMIL A) 9,def (2>,taut.
11> AP+ DEMLA] « DEMCTA™ 5,6-10 TD,taut.

3. As dificuldades em demonstrar D2’

Uma possivel demonstrac3o da condicdo D2', como veremos
a seguir, depende da possibilidade de mostrar que a
propriedade sintidtico-morfoldgica
a7 ) DEMCxD> N DEMCy> N IMPCx,z,y> » DEMCzD

seja um teorema de AP, bem como, da demonstracioc dos

resultados auxiliares

5D AP SUB*CTA™, >0 A SUB*C A ,y) + x = ¥y
e
d>>) AP IMPCLA),[B),LA4 » B>,

onde (5) & mostrado facilmente a partir do teorema 2.23 e (6D
depende da possibilidade de mostrar que algumas propriedades
sintdtico- morfolégicas sd3oc teoremas, a saber

£ SUBCxi.v,w.x_') A SUBCyi.v,w._v) A SUBCzt,v,w.z} A

IHPCxl.yl.zib > IMPCx,y,2zD,
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csd

s

SUBC

Supondo

X, Vo y¥ezZd N AVICw, D N VOTCw,yd + ~VLCw,2D,

AVECV, %) » SUBCx, v, w,XD.

satisfeitas tais condicgcdes, D2' poderia ser

demonstrada da seguinte maneira, ou seja,

4.

4.1

10
22
3D
4>
SO
6D

7D

8>

=h)

102
11>
125
xS0
142
15D
16>
172

AP} DEMILA) N DEMLA » Bl » DEMLB]

Prova.

DEML A) hip.
3X1C DEMC x‘) N SUB%(C"A", xtj 2 1,def C2D

DEMCx > A sSUB*C AT, XD 2,regra C
DEML A+B] hip.
3)/‘C DEMC y1) A SUB%C"A>B", yi)) 4,def (2D

DEMC yi) N SUB»*("A+B", }'1) S,regra C

IMPCLAl,L[Bl,[A+BlD cBd

IMPCx,z.,y> N\ SUB*(C"4°,3x> N SUB*('B",zD A

SUB*("A-+B", y2 7.,def (2),regra C
- 3,8,taut. ,(8D,tec 1.27
Y= 6,8,taut. ,(5),teo 1.27
DEMC x> 3,9,taut,teo 1.9
DEMC y2 6,10,taut,tec 1.9
DEMCx> N DEMCyd> N IMPCx,z,y> » DEMCzD C4d
DEMC zD 8,11,12,13,taut.
3zCDEMCzD> N SUB»("B",zDD B,14,taut,tec 1.1
DEML B) 15,def (20
DEML Al N DEML A»B1 » DEMLB] i-16 TD

As dificuldades em demonstrar D3’

D3’

como um caso particular de uma nova formulacio de

Ti-completude, envolvendo variaveis livres

A demonstracio de D3’ &€ uma conseqiiéncia imediata da

Ti—completude formalizada:
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€103 se A é uma férmula X1, entdo AP} A » DEMLA],
visto que DEMLA] é uma férmula Zi.
Observamos que, para demonstrarmos a Zi-completude, é
suficiente mostrar que para qualquer férmula Zo, 4
c11> A » DEMLA] e ~A » DEM[~A)

s3o teoremas, bem como a seguinte variante de (D13,

cmM*D se AP} A, ent3o AP\ DEMLA],
além da condicio (D2’D. Pois, neste caso, se A é uma
férmula Zo e Xoveoa X s3o todas as variaveis gque ocorrem

livres em A4, entdo

AP Sxi.....th - DEH[Bxi,....an}

Prova.

15 A -» Bxi.....th teo 1.1
2> DEMLA] - DEH[Bxl.....an] i, CD1*>, CD2’D
3 Bxl.....anEH[A] > DEH[th,....an3 2,teoc 1.4
4> A » DEMLA] 11D
52 Bxi.A...an - Hx‘.....anEH{A] 4,tec 1.4
S Bxi.....xnfi > DEH[E!xl,..A .an] 3,8, taut.

Por outro lado, (112 pode ser demonstrado por indugaoc na
compl exidade das férmulas, se for possivel demonstrar que,

para quaisquer termos t e u ,

ci2d t=u » DEMIt=ul
e
13D t=u +» DEMIt#ul

s3io teoremas, pois neste caso, (12> e (133 forneceriam a base
da induc3o, engquanto gque, no passo indutive, o nico caso

mais dificil seria aquele na qual A € da forma
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VYxCAYCC N xyd » BD,

onde C é uma férmula que n3o contém ocorréncia livre da

variadvel x e, além disso, & funcional na variavel y. Vejamos

sua deonstracg

i>

Ao:

Mostraremos

AP VxCIyCC N x<yd + B) + DEMIVxCIy(C N xxyd » B)]

Prova usando o Ap.o, onde ACy) é a férmula

12
23
30
4>
5D
62
70
8>
QD
10D

115

12>

132

14>

TS

16>

Vx(x<y + B » DEMIVxUx<y =+ BD]

~C x<0D teo 1.17
~Cx0D » (x0 + B taut.
Vx(x<O » BD 1,2 taut., GEN
DEMIVxCxO + BD] c Moo B
VxC(xO » BY + DEMIVx(xO + B)) 4, taut.
BCy> » DEMIBCy2)] hip: dind:
Vx(x=y » BY) «» BCyD tec 1.25
DEMIBCy>] » DEMIVX(x=y - BD] T EDAAYCEE"D
Vx(x=y + B » DEMIVx(x=y -+ BD] 6,7,8, taut.
VxCxcy® + BY) » ¥x(x=y » B) N ¥x(xcy » BD
teo 1,26, taut.
VxCx<y® + BY » DEMIVxCx=y + B)1 N ¥xCxcy + BD
9,10 taut.
C(VxCx<y + BY » DEMIVxCx<y + B21D> » C(V¥xUx<y’+ BD
» DEMIVxCx=y + BJ] N DEMIVxCx<y -+ B>1> 11,taut.
VxCx=y » B N V¥xixcy » BD +» V¥x(xy’» BD
teo 1.26, taut.
DEMIVXCx=y » B> N ¥xCxcy » BD]1 ~»
DEMIV¥xCx<y® » BD] 13,C(D1*'>CD2"D
AP CVxCxcy +» BD » DEMIVxCx<y » BD] ~»
CVxCx<y’' =+ B) » DEMIVxCx¢y' + B>1D
i2,14.D1',D2" ,taut.
AP VYyC(Vx(x<y + B) » DEMIVxCx<y » B21D »
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172
18>
19D

202
21>

a2
230

242

28D

262

=80

290

b I
AP +
1>
22
3D
4>
52
&2
72
8>
ad

CVxCx<y® » BY> » DEMIVxCx<y' =+ B>13D 15, GEN
VxCx<y + BD + DEMIVxCxcy +B>]1 5,156,Ap.e,MP,Ax. 4
~C » DEMLAC] hipdtese de inducio
CC » YxCxcy + BDD » DEMIC » ¥x(xcy » BD]

17,18,taut. ,CD1’D>,CD2"D

C » DEMIC] hipdétese de inducio

C ANCC » ¥xCx<y » BYD » DEMIC N C » ¥xCxxy » BD)
19,280,taut.. ,CD1"'>,CD2"D

S1yC funcionalidade de C

JuyC » (C N CC » IxCxxy » BID o

VyCC + V¥xCxcy + BDD) teo 1.57

DEMIC N CC » V¥xCx<y » BXD] -~

DEMIVWY(C + V¥xCx<y » B2D] 22,23,taut. D1’ ,D2"

C NCC » ¥xCx<y » BDD + DEMIVY(C » V¥xCUx<y = B3]

21,24, taut.
IyC N Vy(C » V¥x(x<y » BXD ~»

DEMIVY(C » V¥xCx<y -+ BDD] 27,GEN,tec 1.58,taut.
VyCC » ¥xCxcy + BDD » DEMIVY(C » ¥xCxy -+ B>21
22,26, taut.
VyCC » ¥xCx¢y + BXD ¢ ¥xCIyCC N x> » BD
teo 1.60
VxCIyCC A xcyd » BD » DEMIVXCIyC(C N xyd » BD]
27,.28,taut. ,C(D1'>,CD&">

Mostraremos

WXCTYCE A xcyd > BY 5 DEMLAWXCIYCC A xcyd > BD)
~B » DEML~B] hip. ind.
x<y +» DEMI x<y] (12),taut,tec 1.17 - 1.20
x<y N AB » DEMI xcy) N DEMI ~B) 1,2, taut.
I xcy N B » IxC DEML x¢cy) N DEMLAB1D 3,teo 1.4
AxCxcy N B o ~Vx(xy » B def. ,taut.
Cxcy N AB) » ~¥x(xcy » BD Ax. s, taut.
DEMI %<y N ~B)l » DEMIVx(xcy -» BJ] 6,D1°,D2’

DEML %<yl N DEML~B] » DEMI~V¥xCx<y + B>] 7.8, taut.
IC DEML x<y1 N DEMLAB]1D + DEMIAVxCx<y -+ BD]
B,teoc 1.4
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100

11>

120

13D

145

155

16D

172

i8>

AVXCxcy » BD + DEMLAVX(x<y » BD] 4,5,9, taut.
C » DEMIC) hipétese de inducio
IyCC N AVxXCxcy » B)D e Vy(C » V¥x(xy » BDD
taut, def.
DEMLC N ~V¥xCx<y + B2] » DEML~VY(C + V¥xCx<y =BDD]
i2,taut. ,teoc 1.1,D1",D2"
C N AV¥xCx<y » B » DEMIC N VxCxcy » BD)
10,11,D1",De’
IyCC N V¥xCx<y » BdD » DEMLAVYy(C » V¥x(x<y -+ BDD]
13,14,taut,tec 1.4
AVYCC 5 VxCxcy » B2D o DEMIAVY(C » VxCx<xy - BDD]
12,18,taut.
VyCC » ¥xCxcy + BDD e ¥xC3yC(C N xyd » BD
teo 1.60
AVXCIYCC N xyd 5 BY » DEMIAVYXCIYCC N x<yd » B)]
16,17,taut. ,CD1"2,CD2"D

4.2 As dificuldades em demonstrar D1°

A demonstrac2o de D1’ decorre essencialmente de D1l e da

possibilidade de mostrar que a férmula

14>

seja tecorema.

DEMC™A™ -+ DEMLA]

A dificuldade, entretanto, estid em mostrar que a

propriedade sintitico-morfoldgica

15D DEMCyD> N TLPCw,v,y> N SUBCy,v,w,z> + DEMCzD

& teorema, fato esse que permitiria demonstrar (145.
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4.3 As dificuldades em demonstrar o esquema t=u » DEM[t=ul
Dentre as dificuldades encontradas para mostrar as
condicdes de derivabilidade, estamos diante da situacdo mais
problemiatica, tendo em vista que, até entdo, as férmulas que
admitimos serem demonstrivelis s3c no¢cdes sintaticas que valem
em quelquer calculo de predicados de primeira ordem,
enquanto, para demonstrar que as férmulas Cile2) e L1335 Lae:y
t=u » DEMLt=ul = t=u » DEMI[ t=ul
sio teoremas, uma alternativa seria mostrar previamente que

C16d AP+ CDEMIFIY* 4 «» DEMILFE ).

A seguir mostraremos (12> e (13D, pressupondo (16D:

AP} t=u -» DEM[t=ul

Prova

1> AP} x=x teo 1.5
2> AP} DEMI x=x] 1., €A ®

3 AP+ x=y » CDEMIx=z] “/x » DEMIx=z)] “/y>
teo 1.9
4> AP x=y + DEMIx=y] 2,3, taut,C16>
5> APF t=u » DEMI[t=ul 4,CGEN, Ax. 4, (16D
Chamamos atencdo que (D17 e (D27 ndo sdo regras de AP.
Assim, DEMi>==>0 é um teocrema de AP porque a férmula W=
também o é. De modo geral, wusaremos (D1} e (D29 como ‘regra
de inferéncia” somente quando temos um teorema como

antecedente.
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AP t#=#u » DEMI[ t=ul

Prova usando o axioma Ap.se, onde ACyD> & a férmula

1>
2
33
4>
52
&2
72
82
=P
10D
115
12>
13>
14>

155
162
17
i8>
19D
202
212
22D
=232

x <y +» DEMIx<yl.

AP} Cx<0D teo 1.17
AP} ~Cx<0) + CCx<0> + DEMIx<01D taut.
AP} %<0 » DEMI x<0]) 1,2, taut.
x<y +» DEMI x¢y]) hip.
Xy » X<y’ teo 1.18
DEML %<yl -+ DEMIx<y'] 5, CD1°’2>, CD2"D
x¢<y + DEMIx<y'] 4,6, taut.
x=y » DEM[x=y] ciz2o
x=y » X<y’ teo 1.19
DEMI x=y]1 +» DEMI X<y’ ] g, (Di*>, CD2'>

x<y v x=y + DEMIx<y’] 7,8,10, taut.

X<y' XY VO X=Y teo 1.20

x¢y’ + DEMIx<y’] 11,12, taukt.

AP} Vy((xcy + DEMIx<ylD -+
Cx<y® » DEMLx<y'12D 4-13 TD, GEN
AP} x<y » DEMI x<y] 3,14, Ap.o,MP, Ax. 4

AP y<«x » DEMI y«x] 15,GEN, Ax.4, (16>

AP X<y » xX&=Yy teo 1.21

AP} yax » X#2Yy teo 1.21

AP} DEMI x<y) » DEMIx*=y]) 17, CD1*>, C€DE"2

AP} DEM[y«x] +» DEMIx®y] i8, (1’2, CD2'>

AP Xy 2 XY V y<X tec 1.24

AP+ x#®y » DEMI>x=y] 15,16,19,20,20,21 taut.

AP t#u -+ DEMIt=ul 22,CEN, Ax. 4,C0162
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Resumindo, uma demonstracio completa do segundo teorema
seria possivel se pudermos demonstrar gque as seguintes
férmul as,

DEMCxD N DEMCy> AN IMP(x,z,y> + DEMCzZD,

SUBCxi.v.w.x) A Sb@ty;.v.w.y) A SUBCz ,Vv,w,2) N IHF{xi,yl.ztj
> IMPCx,y,2zD,

SUBCx,V,y,Z) N VLCw,xD N VOTCw,yd » ~VL(w,2D,

AVLCV, %) » SUBCx,V,w,XD,

DEMCyY N TLPCw,v,yd> AN SUBCy,v,w,z) » DEMCzD e

CDEMIF1D*tes DEMLF D,
s3o teoremas de AP. Observemos que tais propriedades
expressam propriedades sintAtico-morfolégicas de AP. Ao invés
de demonstrar cada uma delas, talvez seja mais interessante,
formalizar a metateoria de AP e mostrar, por um lado, que tal
metateoria formal & completa em certo sentido, e por outro,
que ela pode ser interpretada, em um sentido rigoroso, em AP.

Tarefa que deixamos para um préximo trabalho.
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