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INTRODUCQCAO

1. AT |"-_‘l‘.n,".-':n R R N B lowjbca v & Lip tira sado relatl Veirllles L e
antigaes. Matemiticos como Goca g Bawsle ¢ Brnst Schrdder
ocupam um lugar reaeliovenle na msldria Jde esbas relacdes.
Nido obstante -no sentido otual - wma rormul acao precisa do

projeta de algebrrzacho o 1dgloa aparece concretanente num

escrito de Allfred Tarwkil quu: viowa o a definlcadac de concel Los

metamatomilblicos qgoral - Wi Tt s d (12351 -, No rerferido
artigoe o aulor  expde o doira de passar ao quociente o

conjunto das tdrmulas b cadlcula proposicional  cléassico

construrndoc classes W ol valdncra defintdas da  forma
segulinte: para  todo o, }oant -wnde F o conjunte  das
A F

rérmul as bem 1o madas do caloulo proposicional -

onde I f | denota a rlasse e sapuivaléncia de § .0 Na opinl ac
1 i

de alguns autcres VL I o Plygoiel [1wsa] - =3

precisamente &ste artigo o ponbo de partida da &Grea de

pesqulsa que hoje se doncanine Logican algébricas



Como. estes autores alvied ved i tal perspectiva aplicada
as ldégicas nio-clissica s WM& mece ssarid amnent.s conduzem  acos
hesmos resul btados, P cmesiigal o o referida  estratégia
desenvol ve-se  com &l Lo et e a ldgica intuicionista dex
Heyting < algumas 1dgicas modal s Cooma S4 o B89, Mas niks
permite obler resul tados satisratorios nos; CAa=os, por

exemplo, dos sistemas 1lédgico. K e E apresentados par

(g
{
u

Anderson y Belnap [1979%] e de s léglcas modais -como

2 Has dlbiimas ditas didqcados redlizod-se o Lrmpor Lartbe
Lrabal ho de pesguisa & respoeitbo de awsria Tamilia de sistemas

légicos divergentes denc rada 10gica paraconsistentle. Vamos

Calracter 1 zail L evernnznt o Lists Los paragratro este Lipo de
divergencia ¢ 1ndicar o Legul nbe ol dun= recultados no gue

refet e a algebrizacio ol i oo jimiba de sistemas 1 dgicos
Jooal A0 SNs s boentas,

E sabido gue a relacas de conseguéncia léytca pode
deririr ose do ponto dee ovista semdnd Lleo & do ponto de vista
U & T

; Denote-se par Y| uma 1elacas de consedquenclia ldgica.
ok ja Zoum conjunto de férmuias. |- pode definir-se, do
el des vinbta semdantblicos, da o b seguinte: ZlA —-a férmul a

—_—

A & ua consequéncia do conjunto de férmulas £- sa,

it

Semente Lo, para algum conjunto especilicadeo de valoragdes



Y, dada uma valorwgaw voy 1ol e para toda férmula o€z, se
o & verdadeira sob v, entac 4 & verdadeira sob v, ‘|’ pode
definir-se, do ponto de visbka sintatico, d.? forma seguinte:
= !"A Se, © somente se, poora algum conjunto especificado de
regras inferencials, ehisbe umae derivacao de A e todas as
premisas nac eliminadas ue ocorremn na derlvagao pertencem a
. Uia 1or e de Cal acbarizar entao as légicas
paraconsistentes -ver Firiest g Koutleyl(1884]1- & com base nas
propricdades exigidas & relacdo Jde consequéncia légica.

Ua relagao de conscquenclia ldgica A * se diz
explusiva e, & somente Se, pal s qualsquer férmulas A o B,
(A, =& FB. Une ldgica ¢ paraconsistenbe se, e somenle se, a
sua redacio de consequenccl e nao G oexplosiva.

Seja ¢ um conjunto de sentoncas, @ inconsistente se,
e sunente se, LA, =S ¢ & travial se, e somente se, para
Loda férmula B, Beb. Do pornio doe vista conceltual, o aspecto
nals relevante do projeto paraconsistents Z, precisancnte,
intentar prover a 1dgic.s subjacente a Leorias inconsistentes
mas nho triviaisn. De cutra persipectiva, dita empresa poderia
considerar-—se um eslforce de elucidacdo do conceito de
“inconsislencia™, e medida gue jaerm be desligalo do concelto
de trivialidade. A Libliograila wobie as razdes para o
abandono Cou oa substiblualcdo enm alguns contextos) de uma
légica U Ja red agao de Gl e el ] & sa]a explosl va =
sburdante & variado. Sinplesmente a titulo de exemplo

pode-se consultar da Costa lwal.



3. U campo 1nterc.sante e pesiqulsa surge a partic dos
eslorgous para algebriza sistenes ldglcos paraconsistentoes.
Este problema tem sido ehaposta cm particular a respeito dos

calculos Crn 102w de Mewton G0 A da Costa C(introduzidos por

da Cousla em [1S5213. Tsta aparece explicitamente formul ado
em da Costa (19741,

Devenos o Clhris Morlesiesen wn resultado decisivo neesta
questao (vl MorConsen Tlstool ) ketle autor investiga a

possibilidade de opel al La Do e cliassica: a partir de uma
relaqac o el Vel S 1w Whalor k2 algelina quocionte
correspondente. Mas esle aulor exlge que 4 refellda relacio
cumpra alguies propri cdaden Que, s na SUa Gplind 2o, pudem-se
considerar minmimals. B obvioe gue exiusten cer tas relacdes de

equil val éncia definiveds na o L i s e Férmulas de G que

resul tam inintercssantos: o pelay S ce identidade sintiatica
¢ a de pertinencia ac conjunto de rérmulas.  Mortensen

denomina brivial um algebr a guocivnle obtida a partir destas
relacdes. O resultado de Moatensen, por tanLo, consiste em
demonstrar que —astmlndo s Stlaz =i gencias com respeito a
relacSoc de equivaléncia- toda dlgebra quociente para C1 é
trivial.

W, Carnielli ¢ L. . de Alcantara tem realizado um
intento de construir a contrapartida algébrica de Ci. Ditos
sutores —ver Carnpielli-de Llcantara (198471- inbtroduzem para
este efeito as dencmiadas dlygcbras de da Costa ¢ as utilizam

para definir um operador de consequéncia paraconsistente e



chler assim lédgicas aliabl alus pa acunsidstentes.,

Num certo sentida, o wetha oo destbo aulores counsisbe em
partirc de um Al gelba a by G hdoeisa certas idelas soluve o
compoul tanenle da negoeao ju ecscntes em G- e gerar uma classe

de ldégilcas abstratas, cono uma forma de conbribuir a

T

esclarecer as problemialico:. relacies entre os calculos Cn e

as suas evoenlLuais corrospandencias algéEbricas.,

4. Hoo btraboadbes cedcrde Carndelln el Alcanlbara
demotist eam bambadm dad o Lo dna lo veprescntacao e dlgebras
de da Costa em algebros parecon ol slentes deé conjuntos. Estes
teuircmas aprewentamn  m cor b pat entesco com o classico
tieor eima doee Stone par o Al as Lol eanas. O estudo de ditos

tevremas, oo pontce  de ovi st topoldgico, & o abjetivo

principal deste trabal o

A entrutura g el Chiese o etitT i & a Sesunl it O
Capitulae 1 estuda as propd ivdah o clementals das algebras de

da Costa. A maloria Jdoss ot dus proposicbes do paragraro 3
est it wntineiacdos me Gt ba Qe Varimeelli e de Alcantara Ca
seqguir, DAY, Os tecrcwmas 1 o 1. estido enunciados, para
as algenras Cn, por da CGosnta —ver da Costa [1863]1. O teorema

1.6 estad em CQDA, ma-. & dtdoncnstracao tem sido modificada.



U Capltul o

voluda o Leorcias  de  representacio

dencnstrados em CDA. A detintcio de algebra paraccnsistente

de conjuntos bem comu a demonstracio de Tecrema 2.2 tem sido

modiricadas. Qutras modifilcacde. foilas aqul deven-se a

observagCes respeito o ChE real lvadas pelo Pror. Roberto

Cignoli da Universidades Jde Dusnos Alres.

Fimal meat e, S R A B A T i ddesenvolve o Lratamesnto

topaldgraeas dos Letienas de g esentacdo estudados | no

capitulo anterton . FuoGp@es

sos o aiinda, 0 conces to de par de
represent acao t il S YUE I I T T vt v de AT QAL et ]l — et w0 WUlla
caracterizacic das Alugoeloan ol da Cost i,



CAPITULO 1

1. © objetivo deste capitulo é introduzir as algebras
de da Costa e estudar algumas das suas propriedades bidsicas.
Analizamos, ainda, o comportamento de filtros 2 ldeals nas
referidas &algebras e introduzimos a nocao de quicse -1 Lros,
Estas estruturas, Cuja relacio com os filtros anal izamos
brevemente, serio particulramente relevantes ros taoremas e

representacdo, estudados no Capitule 2.

€. Entenderemos a nog3o de Algebra abstrata tal como &
apresentada, por exemplo, por Rasiowa e Sikorski [1968].
Isto &, uma estrutura & = < A, CO¢)¢€§> “hader A € um conjunto

nio vazio e, para todo P, O e uma operacac em A,

@

Entenderemos a seguir que falamos de dlgebras abstratas e

elimi naremos, por conseguinte, o adjetivo calificatlivo.



Definicién 1.1 Uma algebra de da Custa & uma estrutura

Mg = < JJ, 0,-1, ‘_"v, A~y v, T >

tal que, para todo a, b, c, xeA, sLo satisfeitas a
seguintes proposicdes:

5 = & um quase-ordem Creflexivo, transitive mas nio

, . CL ¢
necessariamente anti-simétricod;

2.- a~nb<a, a~b<b

>
3. se c%a e c=b, entio c=anb :
4. a~a=a, awva=a ;

5. anlbwvec)=CaabdCanc) s

6. a=Cavbd, b=Cavbd

7. se aZc e bZc, ent3o avbic ;
8. aalCa-+bd=h

Y. se a~c<b, entio c=Ca-hkd

10.0<%a, a<l ;

(o] o L= 2
11.x =(x’>" , onde x =C(x~x')"’ ;
12. xvx’=1 , onde az=b se, e somente so. Ah o b=a
>
12.x""<x , onde %X'' & uma abreviacio de ™D

14.2%SCb=+ad+CCb+a’d+b’>

- L= -
15. x°A(X D=0 w

Definigdo 1.2 Seja & uma dlgebra de da Costa. & &

propria se, e somente se, existe um elemncnto xaeA  tal

que Xax' O m

81



Cbservacio 1.1 Basta Ihspecionarmos [Def . 1.1 para
advertir que, se realizarmos uma traducio mais o menos
direta, uma boa parte dos axiocuas Que

~ver da Costa 1963 e (19858) - anc

proposicdes que definem as

evidencia a relacdo indicada na introducs

a expectativa de seu estudo puder

a0 eslcarecimento dos problemas rel

contribuir

definem o cilcule C
1

ontram-s<e  entre as

de Isteo

da Caosta.
&0 e torna plausivel

“parclal mente-

ativos & algebrizacic de
referido cilculo,

Definicidoc 1.3 Seja & uma Adlg:bra de da Costa. Chama-se
um eremento aeA atomo se, e sumente S, 8f0 e nho exi wtbe
nenhum beA, b<a, tal que Ox<bey

Definig3oc 1.4 Seja & uma Algelra de da Co La, Chama se
A atdmica se, e somente Se, para o .o wloea acih, o
existe um dtomoc bfa =

3. O conjunto de proposictes demonstradas = segulir
exXpressa algumas propriedades elementais das Zligebraz de da
Casta. A sua dJdiscriminacic TComo o L teor s ddvi dy
advertira- € devida a razdes de ordem  «  claridade e

exposicdo.

9



Proposigioc 1.1 Seja & uma algebra de da Costa. Para

T

tado W YEA verificam—se as sSogul Rty P 1 endaacters,
vinculadas a ordem e ao comportamienta o O o 1.
Cad) y=x se, e somente Se, XAysy
(b)Y  xXA0=0, xvl1=1 3
Cel  xX0=x, xAl=x i
Cdd y=x se, e somente S&, Xvy=EX

FProva, Por Def. 1.1, 2 XAyZy. Por hipotese y<x e por
Def. 1.1, 1 y<y. Entio por Def. 1.1, 3 y<xay. Por hipotese
YEXAY @ por Def. 1.1, 2 xay=x. Ent3o por Def. 1.1, 1 YEX.
Isto prova (Cad. Por Def. 1.1, 2 xA0=0. Por Der. T3, 10
O=xA0. Por Def. 1.1, B8 1<xul. Por Def. 1.1, 10 xel<€l. TIsto
prova Cb). Por Def. 1.1, B x<xuC. Por Def. 1.1, 1 x<x e por
Def. 1.1, 10 0=x. Por Def. 1.1, 7 x0=x. Por Def. 1.1, 2

XAl=x. Por Def. 1.1, 1 x<x e por ‘ef. 1.1, 10 x<1, logo por
Def. 1.1, 3 xSed. Isto prova (Ccd. Por hipdtese y<x e por
Def. 1.1, 1 x2x. Por Def. 1.1, 7 yvwx=x. Por Der. 1.1, 6

x=ywvx. Isto prova Cd) e completa a prova da Proposiciao o

Proposig3o 1.2 Seja & uma algebra de da Costa. Para

todo x, y, zeA verificam-se as afirmactes a seguir, que
estudam as relacdes muito bisicas entre os operadores A,

= e

10



Cad xXACyazld=Cxaydaz, xC Yvz) =C vyl vz

b)) xay=yax, Xvy=ywx s
€l xXAlyvzl =Cxayd v Xaz) , XA YAZI =Xy I AC vz
Cdd) xaAx=x, xvx=x ;
Ced  x=2xACxvy), XzZxwl Xay)

.
¥

CfJ  se xSy, entido xALyazd=yaCxvz).

Frova. For Def. 1.1, 2 KAl YAZISR & dado que
KACYAZI SyAz<y, por Def. 1.1, 1 XACYAzl €y, Logo por

Def. 1.1, 3 xACyazdSxay. Por Def. 1.1, 2 & | XKALyazld 2z & por
Def. 1.1, 3 xaACyAzd=Cxaydaz. Andl ogo argumento = obtemos
CXAYI AZEXAC Y AZD . Por Bt Lol B KERNY ZC Ky Iz,
YEXVYS(xvydvz € zS(xvyldvz., Por Def. 1.1, 1 e 7 YvZE2Cxwyd vz
€, novamente, por Def. 1.1, 1 e 7 A yvzd SCoevydvz.  Andlogo
argumento e obtemos (xwvydvz<x{ywvz). Isto prova CaJ. FPor
Def. 1.1, 8 xAySy,x~y<x. Por Def. 1.1, 3 KaYyEYyax. Analogo
argumento e obtemos yaxS<xay. Por Def. 1.1, 6 HKIEYVX, YIywx,
Por Def. 1.1, 7 xvy<ywvx e argumento analogo prova ywxSx»wy.
Isto prova CbD. For By, Sy B =] lei [STE Leribniz
XA yvzd =UxAYI A xAzD. Por Def. 1.1, & KEXVY, KEXVZ & por
Def. 1.1, 3 xSUCxvydalxez). Por Def. 1.1, 2, B, 1. = IB
YAz2CxvydaAlxvzd . Por Def. 1.1, 7 X Yy Az S0 vyl Al xvz) . Por
Def. 1.1, 6 xSx(yaz). Por Def. 1.1, 2, 6 e 1 VERVC Ymz ).
Logo par Def. 1.1, 7 XKy Sl YAz . For Def. 1.1, 2
Cxvyd Alxvzd=xvy. Logo por Def. 1.1, 1 Corneyd ACxkvzd Sl ymz

Isto prova Ccd. Por Def. 1.1, 4 & lei de Leibniz pProvanos

Cdd. Por Def. 1.1, 2 HAC Xvyd Sx, For Def. 1.1, 1, 8 & 3

11



XEXACXvYD ., Por Def. 1.1, 8 xExv(xAy). Por Def. 1.1, 1, 2 e

Def. 1.1, 7 Xl yaz D ¢, Isto prova cds. FPor hipdtese o
Prop. 1.1 cd) XvYZSYy e por Def. 1.1, & (xvyDAvagﬁixvy.
For - Def. 1.1, 1 Cxvyd Al xvzd Sy, Far Def. 1.1, &
CxVyDAnyZDSsz. Por Der. 1.1, 3 CXYIACXVZI SyaACxvzd.  Por
Def. 1.1, 2, 6 e 1 YAXvzdExvy, Por Def. 1.1, o YAl vzl Exvz.
Loge por Def. 1.1, 3 YALXVZI S0y Al vz . Foar Prap. 1.8 e

e Def. 1.1 » 1 yaAlxvzd Sxul Yozl Isto ATV S

prova da Proposicio o

Observagdo 1.2 Observemos qu.z  as  alirmacdes da

Proposicdo 1.2 expressam -médulo =- a5 propriedadas
cliassicas dos reticulos distributivos. E &bvio que o item

Cf) corresponde ao carater modul ar das reforitdas estruturas.

Proposicic 1.3 Seja & uma dlgebra de da Costa.

Cumpren-se para todo x, Y, a b € A as afirmaces a seguir
Hllustrétivas a respeito do comportamento ds i1gualdade e
substituibilidade de eqgui val entes

Ca) se x=y,entio x=y :
(b)) se a=b e x=y, entio Xaa=yab

Ccd se a=b e x=y, entic Xvazywb.

P



Prova. Por Def. 1.1 e lei de Leibnaw
xz=y. Por Def. 1.1, L—:’.. XARSX, Xmaa e opor b o
Logo por Def. 1.1, = KmaZyab. Por  argumento ataloyo Lo,
Lde yabSxaa. Logo temos proubado (kD). Por Def. 1., . 6 XZxva,
a=xXwva y, por hipdtese, Y<X, bfa. Por Def. 1.1, 7 yvbExva.
Por argumento anil ©go xwvasywvb. Logo xvazyvh e isto conclui a

prova da Proposicio o

Proposigcio 1.4 Seja & uma  Algebra de ds Costa

Cumpren—-se para todo X ¥y PEA as afirmacies a sequr - Uk
estudam as relacoes entre O, 1 & a ordem:

Cal) se xvy=0 entioc x=0 e y=0 .
Ckd vaP'APODEJ., p’vCpApo)El :
Ced enx’ mx®=0,

Prova. Por Def. 1.1, 6 XEXvyY, y=xwvy. Entao, por
hipdtese, x<0O, y=<O0. Por Def.1.1, 10 0s<x, O=zy. Isto prova
Cad. Por Def. 1.1, 10 plp’~p™<i. Po  Lef, 1.1, 2 e B
PAP’ SpEplpap’)’. Por Def. Luly F CPARP’ INMCPAp’ ) " Splpap’D’.
Mas por Prop. 1.3, Cc) e Def. 1.1, 12 15pwCpap’d’, isto &,
1$pvpn. Logo pwvp'=l e por Def. 1.1., 12 Ipvp’zl. Mas
vap’ApOD.—:-vap’DA(pvpo) por Prop. 1.2, Ccd. Por
Prop. 1.3 Ced (pvp'dalpvpD=tal i. e. Pt ap =1,  Por
Def. 1.1, 2 e 6 PAR’=p’=Zp’(pap’)’. Logo por Def. 1.1 7
Cpnp’)vpoﬁp’vpo. Mas por Def. 1.1, 12 e 10 1Ep’vpo. Dado
que , por Prop. 1.2 Ced p’vCpAPODECp’vaACp'vaD, temnos

que, por Def. 1.1, 12 e Prop. 1.3 Ced 1A1£p’Avap°) i. e,



p'AvapoDzl. Isto demonstra Cbd. Por Def. 1.1, 2 temos que

Pl

L] (=]
HKmk " A € @ KAaX” Ax EX' . Dado gque 30 AXSx o X oax’ %’ bemos
- . . s o Lo Y &
que, por Def. 1.1, 9, xSx +x 6z XTUR axT, Laoga memx mx J"::){ )—o}i

; W < o ¥ o O %
€ XAX'AX =x +x'. Dado que Xax'ax =x , por Def. 1.1, 14 temos

que XX A EC KT 93D +CC T D 2 x5 Logo por Detf. 1.1, 3
XAx’AXOSCCx°+x3ACCx°+x)»CCxpax’3~Cxo)‘3). Entio, por
Def. 1.1, 8, temos que XAX’AXDSCCXO»X’)+Cx03’. FPar
razoamento andlogo obtemos que xax’Ax <CxD’. Assim, por

Def. 1.1, 18, xAx'Ax < 0. Por Def. 1.1, 10 OSKAR” Ax". Iste

demonstra (cd e culmina a prova da Proposicio o

Proposicioc 1.5 Seja & uma algebra de da Costa. Para

todo x, yesd, cumpren—-se as seguintes allrnactes —expressi vas
das conexdes entre negacio e ordem:

- © o--p e i
Cal se xs=y e x=(y 3’, entido x=0 ;
[

(bl xay= O se, e somente se, xSy’ Ay

L= - *
Celd xAyay = 0O se, e somenle se, %<

»

Cd) se xay= 0 entioc x=y’

o i o %
Ced se y=y entio xay= 0 se, e somente se, w9y

Cro xAy’AyOE 0O se, e somente se, xSy, .
Prova. Por hipétese e Def. 1.1, 3 Lemes e xSy ALy 07
Por Def. 1.1, 18 ypmﬁyob‘ﬂc. Poar  Dal H b - Gy
que nrova Cad. Por Eipéteﬁe e Def, 1.1, 10 «xyp " v i
per «Def. 1.1, 7 Cy.AYQJVCXAy}&Y,AyO, o Peop, 1,28. (&3
4 L=} (=3 o . -
Cy’ Ay IO ACCy’ Ay DeydSy’ Ay . Por Prop. 1.3, Chd =)
Prop. 1.4, (b CCY* AY DD ALSY” Ay”. Par Prop. 1.1, Ced

14



Cy’nyobvxﬂy’ﬁyo. Mas, por Def. 1.7, 8 ¢ dofinivio
operador “=", temos: Cy’ayo)vx;y‘nyo G, o |
xiiy’z\yo. Suponhamos agora xﬁy’,\yo. Por Def. 1 1, & twmos iU
XaYEy' Ay e xaysy. Logo, vor Def. 1.1, 3 XAYEYay ' Ay mas,

por Prop. 1.4, Ccd, temos que XAay=0. Def. .1, 10 Per met e

completar a prova de ¢b). Por hipdtese = Prop. 1.3, () e

Prop. 1:1,; Ced y'v(foCy.«yoD)Ey’vOEy’ . Entio, par
Prop. 1.2, ¢ Cy’vx)ﬂ(y’vaAyoD“):iy‘ . . Mas, por
Prop. 1.4, (b)) e Prop. 1.3, CB) ( Yiwxdalz=y, ASsim. por
Prop. 1.1, Ccd e Prop. 1.3, (b) ¥Ry T Logo, i
Prop, 1.1, cdy, X2y’ . Suponhamos  agora que xSy, For

hipdtese e Def. 1.1, 2, x».yayof%y'. Dado que, por Def. 1.1

Y

x».ymyo:i.y e xAyﬁyo.‘Eyo. por Def. 1.1, 3 e FProp. 1.4, Ced
xAyAyOEyAy’AyOE O. Der. 1.1, 10 permete completar a prova de
Cedi; FPor hipdtese xay= 0, logo, por Chd, =y nyo.
Def. 1.1, 2 permete completar a prova de Cd). Por hipdtese e
Def. 1.1, 4 y=yay®. Por Prop. 1.3, Cad - Cb) XAYEXAYAY .
Logo, por Ced, xAyAyo se, e somente se, %<y’. Finalmente
demonstra-se (f). Dada a hipétese e por Prop. 1.1, CEa . Ced
e por Frop. 1.4, b3 temos que
CyvxdaCyCy’ AyDDJKyvx)Al;—-yvxEy. Prap: 1.4 ; €d) permete
afirmar que x<y. Suponhamos ag;u a que x 'y, por argumento

andlogo aoc caso () temos que XAy’ Ay <O. Def. 1.1, 10

permete provar (f) e demonstra-se assim a froposicio o



Propcsicﬁo 1.8 Seja & uma algebra de da Costa.
Cumpren-se para todo xecA as  seguintes afirmacdes e
estudan o comportamento do duplo complemento de da Costa:
Cad se x~Cx'>°= 0, enti3o x=x'’ :

(b) se x’ACx')°= O, enti3o x=x’".

Prova. Por hipdtese, Prop. 1.8, (k) e Def. 1.1, 2
XECX T AX" "D P ACCX AX" "D %< AX? D 7 7. For Def. 1.1, 13
CX"ax"?D 2 V8% * i por Def. 1.1, 2 x’Ax’’%x>’. Def. 1.1. 13

permete obter a prova de Cad. Por hipétese e Def. 1,1, 10
%> ACX?* D “SOEHAC " ACK* DY . Logo O =x'Alx’'>7=xACx’ACx'3%). Por
Prop. 1.5, (e x=x’’. Def. 1.1, 13 permete  provar (bl e

assim completarmos a demonstraciao da Froposicioc o

4. Vamos .estudar neste npnumeral o compor tamenta de
Filtros e ideais nas Adlgebras de da Costa. Provamos, neste
sentido, a equilvaléncia de diversas alternativas par a

definirmos tais estruturas.

Definicdo 1.5 Seja «  una alyebra de da  Caosta.

Dizemos que um subconjunto # de A € um filtro sobre & se se
cumprirem as seguintes condicdes:

CF12 F= ©

CF2) se a, be¥, entio a~bed ;

CF3) se aed e a<b, entioc bed wm

i6



Teorema 1.1 Um subconjunto # de A & um filtro se, e
somente se, se cumprir alguma das seguintes condictes T-II1T
1 C1d F= 0 ;
I C2) se a, be#, entio a~bes 2

(3D se ae¥, entio asvbaF

»

! (4) se ae¥ e as=b, entio bLed.
1) 1e7:

1T (23 se a, a»be#, entioc bex

(3 se aeF e az=b, entio e,

C1d> F»= o

]
—
i
s
n
A

a~be¥ se, & somente S, aeaFr & baeg

™
(Y]
e

sSe aed e az=b, entio bher.

Prova. Se ae®, dado que azavb, avbed por (F3). Se acd o

a=b, asb e logo, por C(F3), be?. [oto Prevoa e Detr, 1
implica I. Por (1) .de I, &» i Mas,  coado o il
elemento aeF, por (2) de I, ava’eF. Mas, por Test o 1 1, 1o e

(4D de I, 1€¥. Se a, a-+be?, entiao, por (&) de I, aslCa-ab)ed,
Mas, por Def. 1.1, 8 anCa-b2<b e, por hipéte e e 2 de T,
CanCa+bddvbe#. Por Prop. 1.1, Cd) e hipdtese, be?. Isto
prova que I implica IT. Se ae¥ & z2<h  ent3o por
Prop. 1.1, Ced a~l=b. Por Def. 1.1, @ 1za-b Mas  por
Ref. 1.1, 10 temos que a-b=l e, por (i) e (3 de TI. ba® Se
a, be¥, entdo, por Def. 1.1, 9, bSasCanb: . por reesal Caco
anterior e hipétese, a+Casbled. E, por (&) de I1, a~be®.

Suponhamos agora que asbe#, por resultado antericor e

17



Def . 1.1, 2, a, be¥ Isto prova que TI implica 111.
a, be¥, entio, por (2> de IIT, Yemos que a~bed. Se ey’

asb, dado que anb=z=a, por (3) de I1I, a~be#® Y. por (22 de
IIT, be¥. Isto prova que 1IT implica Def. 1.3 e completa o

prova do Teorema o

Definicdo 1.6 Seja A uma 4Elge. =& de da Costa.

Dizemos que un subconjunto I de A & um ideal sobre & s, o
somente se, se cumprirem as seguintes condigdes:

CI1D 7= ©

(I2> se a, bel, entio avbel i

CI3 se ael e b=<a, entpnces bel w

Teorema 1.2 Seja # uma algebra de da Costa. Seja I um
subconjunte de A. I é um ideal sobre # se, e somente se, se

cumprir algumas das seguintes condigdes I-TIT:

T (23 se a, bel, entic aubel

(32 se ael, entio asbel

¥

C4) se ael e a=b, entio bel.




9 c1d oel
it €2 se a, baa’~a’el, eniic bel
| (3D se ael e az=b,enlic bel.

r C1d I= ©

r

ITI C2) avbel se, e somente se, ac] e bel

»

L (3) se ael e a=b, entio beal.

Prova. Se ae€l, por Def. 1.1, 2 & (13D, a~bal. Zo awl o
azb, por (I3), bel. Isto demonstra que Del. 1.3 lmplica 1.
Por (12 de I, existe um elemento acl/. Logo, por Del. 1.1, 1O
e Prop. 1.1, Cad, an0= O &, por hipétese e (4) de I, Ce&l. Se
a, bna’aaoef, entao, por (3D de 1, amena’AaO)eI. Pdr
Prop. 1.2, tb), Cad, Prop. 1.4, (cd e Prop. 1.1, (cl b=bA0.
Logo, por hipotese e (40 de I, bel. Isto prova gue I

implica II. Por Prop. 1.4, (cd temos que ara’~Aa"€0 e, por

Def. 1.1, 10, a~a*~a"<b. Por Def. '.1, 2, 7 e 4
Cana’nd dvCbaa’~a D<hb. Mas sSe cel = asc, entéo por
Prop. 1.2, CdD = 3D de IT; cel. Isto &,

Cana’AaDdALbaa'~Aa"del. Por Prop. 1.2, (¢d e (3D de II, temos
que Cana’ Aa dvibaa®aa ) =Cavbd ACa*vChaa’ aa I A
ACa%Chaa’ ~a®IDel. Por Prop. 1 1, CB), Prop. 1.2, (&) e
Prop. 1.3, (b> obtemos que Cavbla a’*~a’el. Dado que, por
hipdtese, ael, por 2) de II, awvbel Se awvbel, por
Def. 1.1, 6 e argumengo analogo, a, bel. Isto prova que I1

implica IIT. Se a, bel, por (2) de 1[I, temos que avbel. ZSe

ael e b=<a, dado que avb=a, por (3) de II1, avbhel. Por (2 de
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III, bel. Isto prova que III implica Def. 1.4 e completa a

prova do Teorema o

Definicdo 1.7 Um filtro & Cideal {2 & préprio se, e

somente se, O & (le /D =

Definigdoc 1.8 Um filtro # Cideal ID & #-completo se, e
somente se, ou a’naoeﬁ' Ca'AaOGID ou aed® (aeld, mas ndo as

duas alternativas =

Tecrema 1.3 Todo filtro Cideald préprio sobre uma

algebra de da Costa & esta contido em um filtro Cideald
g-completo.
Prova. Idéntica & prova classica correspondente  ag

algebras de Boole o

S. C objetive deste numer al € intreduzirmos =

estudarmos brevement. e certas estruturas
~chamadas quase-filtros- C]uies serdo particul armente
relevantes nos desenval vi mentos ulteriores, Anal i zamos

também a conexioc entre estas estruturas e filtrae.

<0



Definiciac 1.9

Seja & uma Algebra de da Costa. Um
subconjunto Q de A & um cuasi-filtro S, & somente se, so
cumprirem as seguintes condicSes -—onde “w' denola a
disjuncido exclusiva-:

Q1D Existe o tal que ozl & ae
CQ2) se a, beQ, entio e —Ca<b w b=ad, entic anbeq
CO3) se aeQ, a<b e axb, entio existe um dnico o=b tal [SIST=Y
cel a
JTeorema 1.4 Seja & uma algebra de da Costa Umi
subconjunto @ de A é um quase-filtro e, w o rmant e e, s
cumprir alguma das seguintes conol SSTEES:
” a1 a= o ;
I (2> se a, beQ ¢ <Cath w bfad, enLic abed :
C3) se asb ¢ azb, entio =xlste um tnico c
l_ tal que c=b e ceq.
( C1d a= o
IT C2) se a, beQ e ~asbuba), entio zabe
(3D se a, be = azb, entio a~lwi
C4) se asb e axb, entio existe um anj co
L tal que c=b e ceq.
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Prova. E &ébvio que Def. 1.7 implica I. 81 a. bBe@ o

—~Cas=bvb=ad, entic =Ca<bdA—~b<ad) o assim —Casbh w b<ad. Por
(e) de I, anbeQ. Se a, beQ e a=b, entio Cazblalb=al, isLa &
Xasb w bfad. Por (2) de I, a~beQ. Isto prova que I implica
II. Por (1) de II existe aeQ. For Def. 1.1, 10 a%1l. Se 1Z<a,
toma-se como a o préprioc a. Se axl, entio (43 de II assegura
a exiéténcia de c=l. Logo toma-se ¢ como a. Se a, beQ e
Ca=b w b=<a), ent3oc =Ca<blACb<a) ou asbab 1. Em qualqguer das
duas alternativas, por (2) e (3) de 1] respectivamente,

obtemos que aabeQ. Isto prova que Il implica Def. 1.7 &

completa a prova do Teorema o

Teorema 1.5 Seja & uma &lgebra de da Costa. Seja

F =< F &F é um filtro scbre 5. Seja T=< 6 3 é um

quase-filtro scobre ., .Temos entio gue
Cad |1]eQ Conde, para aeA, |al] denota a classe de
eqﬁivaléncia de ad;
(b)) se QeQ e =CQs|1|2, entdo an|1|=<m -
CcO Nem sempre € o caso que se a, ba@, entio arvlaE.

Prova. Por Def. 1.1, 10, para Lodo aed lemos que  a<i.
Ja que, para tode a€|l| a=l, entidc asb se, e somente e,
azb, para todo beA. Logo Q3D Cumpre-se vacuamnente., Se
a, bel1|, ent3c, por Prop. 1.1, Cad asb=a=il. Logo, dado que
a=b, =CCa<bd w Cb<al). Por [erl. 1.7, aabe. Dado que, para

todo a, bel|l], a=b cumpre-se CQ3> vacuamente . Isto prova



Cad. Por hipétese existe um elemento aeQ tal que axl, isto
&, asl e =C1<a). Suponhamos que  existen azma’=1l tais que
o, a’«Q. Logo teriamos que aed, a<a e axa de manera que, por
C(Q3), deve existir um dnico c=za tal que cell. Mas a=qell o
a=a’ Q. Dado que, por COL), anN|1|#0, deve existir um dnico 3
tal que @N|1|=<¢3>. Isto prova (b). Basta tomarmos a<b e axb,
visto que se a;bea falha C(Q3D. Isto prova fcjlu completa o

demonstracio do Teorema o

Corolario 1 Se FeF e F2|1|, entic #F=qQ para todo QeQ o

Corolario 2 Se A#=8, A & fechado sab intersecio finita

e A<|1|, entdo A< o

Definigdo 1.10 Seja & uma dlgebra de da Costa. Seja

QKT-'( Clx: x & um quase-filtro gerado por x> m

e

Definigio 1.11 Seja & uma algebra de dua Costa, Seja

Lx= K@ xeQr para xeA »
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Proposicic 1.7 Seja Lx definido como acima, entio

temos que Lx=<x>.

Prova. Trivialmente x€lx, Seja yax, Ze YEX, YEX ou

RO
Y $40 incomparaveis, & tri vial. Basta com Lomacinss um Gx ~ja
que QXE<Q: XG> - tal QU Yelde, Logo bk fei )
por hipotese xxy, pc:.:r CQ3D, para cada @ —tal UG wen!
um Unico ceQ e czy. Basta com tomarmos um o tal Qus i

‘ugar de y, tomemos um C=y mas c+#y. Se yv#l, tomomos yal,; se
¥=1l, tomemos xvx’. Como QxE‘;Q: xel?  mas yeblx, Lemos quE

)’ELK [m]

Propecsic8o 1.8 Seja & uma dlgebra de da Costa. ¥ & unm
filtro W-completo se, e somente se, ¥ & prino.

Prova. Seja # um filtro Ag-completa, xvyed e Suponhamos
que x=¥ e ye¥. Dado que ¥ & H-completo, X ax’eF e, por (Fed,
Cxwyd A}(oﬁx teF, isto &, C A A’ DAL YAXOI\X P ek, Paor
Prop. 1.1, €&l valaxte® mas entdo, por Def. 1.1, 2 e CF3.
ye¥ o que é absurdo. No cutro sentido, se # for primo, & &
préprio e, para todo aecA, avla’raTd=led, Mus, visto que &

. = : - -
primo, ae¥ ou a'aa ¥, isto &, F & completo n



Proposicdo 1.9 Seja # uma algeb 4 de da Costa. Se
FeF, entdo F#Lx, para todo xeA.

Prova. Por Prop. 1.7 se #=Lx, ent3o F=Kx>, isto &, xe¥.
Se F for préprio, x=0 e logo xvO0#x mas xS0 e logo, por
CF3), xvO0e¥#. Ent3oc F#2Lx. Se F mnSo for propio, 0, 1e¥, isto

&, F#Lx o

6. Vamos expor neste numeral um teorema relativo aco
ndmero minimo de elementos de uma Aalgebra de da Costa. A
demonstracio que vamos dar & al go diferente da constante em

CDA.

Jeorema 1.6 Toda algebra de da Costs propria tem como

minimo trés elementos.

Prova. Suponhamos que existe uma dlgebra de da Costa =
com dois elementos. Ent3oc A=<0O, 17. Loyo, a respeito da
operacao ' temos que 0’=0 ou 0’=1 e 1’=0 ou 1’=1. Ha& por
conseguinte quatro possibilidades. Se 17-0, entio, por
Prop: 1.1, €B3, 1A17=0~A0"=0, isto &, & nioc & propria,

contradizendo a hipdtese -isto esgota duas poussibilidacdes.

Se 1’°=1, entio, por Prop. 1.1, Cbi, 11" ACLlAL1’3% =1 mas,  por
Prop. 1.4, Cc), N7 P o I e e Logo 1=0 e assim

1A1"=0A0"=0, isto &, A nao & prépria, contradi zendo
hipdtese. Isto esgota as duas outras possibilidades e

completa a prova do Tecrema o



CAPITULO 2

1. A possibilidade de mapearnos toda dlgebra de Boole
em uma algebrua de conjuntos correspondentle o1 demonstrada
por Stone na década dos 30. Este resultadoe -conhecido como
Teorema de Representacio de Slone- indur pensarmos  La
possibilidade de uma representacac similar para as algebra-

de da Costa. A noclo de dlgebra paraconsistente de conjuntos

= i1ntroduzida, ariginariamente, Por Corniellid <] clex
Alcantara. Estes autores demonstram -véase Carmielli & de
Alcantara [1984]1- dois teoremas de representacac tipo . .Ctone
para &lgebras de da Costa em algebras paraconsistentets de
conjuntos. O objetivo deste capi ulo o ia 1 aiesnta

expormos os referidos resulblados com sl guma o e
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2 Vamos introduzir aeste numeral 4 noclo de algebra

pParaconsistente de cenjuntos, A wefinicao O L gl nal &

diferente da definicio estudada aqul na qual fol suprimida =
condicio 3 daquela = a condi¢io 1 sof reu sl gumas

modificaces.

Definicio 2.1 Uma 2lgebra paraconsistente de conjuntos

€ uma estrutura ws=< S, 0. I, =, N v' 2 > onde

1. Para todo a, beS a™ e ayb podem se escrever como unibes

intersecdes de subconjuntos de S-

r

i

&. = & um quase-ordem

»

)

S & fechado a respeito das operagdes bindrias A . Y

i3]

operacic unaria °

4. a\o<a, 2Mb<b

5. se c<a e c<b entio c<ab

6. aSavb, bfavb ¥

7. se a=c e b=<c entio avbéc

8. aNasbd<b

9. se a’\c<b entio c<Ca=bd

10. 0%a, a=I

11.xvx‘£1, onde azb se, e somente se, a<b e b=a

12, ¥ %

13.x°£(y¢x3¢(Cy¢x‘3ay‘3 onde xo=CxAx')‘;
14. x"A x> =0 :

18. x"<¢(x*>° m



Cbservacio 2.1 O e I s3o, cobviamente, anidlogos ao O e
ao’ conjunto universo mas, embora puderem eventualmente

coincidir, isto n3c & necessario.

Observacdo 2.2 Notemos que as condicdes da Definicio

1.1 podem se aparear com as suas correspondentes, por assim
dizer, da Definic3o 1.3. As "correspondentes' Ls condi cdes 4

e B daquela derivam-se trivialmente da condic3o 1 da

Def. 2.3. Por conseguinte, & d&bvio que as proposi ¢oes
correspondentes as Proposicdes g s L O podem Seren

denonstradas para algebras paraconsistentes de Conjuntos,

Definicio 2.2 Seja ﬂs uma algebra paraconsistente de
conjuntos. Seja S =< x: xeS e xM<x0y. & & prépria se, e
s

somente se, SO#G -

3. Vamos expor neste numeral um primeirc teorema de
representacio tipo-Stone. Para alcanzarmes oste propdsito

devemos estabelecer, previamente, as seguintes definichdes:

et £



Definicio 2.3 Seja = uma relacic de

equl val enci a.

Dizemos que uma funcdo ¢ & E=-injectiva so,

@ somonte e, se
CUMPrir que se X2y & Xxy entio AG S
Definigciao 2.4 Seja = uma relacioc de UL val cnci a.

e@jan @ e R duas dlgebras de da Costa. A e R siao
=-isomérficas se, e somente se, existe uma fungioc ¢ de «

sobre & que preservam as cperacdes e & =-injectiva w

Na denconstracic de Teor e . 1

i e §oeacdon

posteriormentz- utilizaremos os seguirntes lemss:

E

Lema 2.1 Seja & uma idlgebra de da Costa. FPara todo xeA
seja Fx=X'" &% & um filtiro préoprio scbre & ¢ xe#). Temos U
se xZ0 entdo Fx#0 e Fx & uma classe indutiva.

Prova. Seja & =< Y: Xvz=y, x, éem. Obviamente # <A e
F=0 ja que xwvxeF . Para todo yeA tal |ue <=y, temos que
xvy=y logo ye\’:i"x. Se y, y'e¥ entio YEXVZ, Yy =xez”. Mas
yay’z-vazDACsz’DExvCCxAz’DVCxAzDszAz’DD = dado que o
ltimo término pertence a A trivialmente yay’<# . Ja que
x#0, entdo, por Prop 1.4, Cal), xvyzO para todo yeA, isto &,

OxF™ . Logo F © um filtro préprio. Se toma: MOsS S como ordem,

temos que toda cadeia de filtros prépriocs de Fx tem um
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limite superior, i. e. a uniio dos elementos da cadel o que &
um filtro prépric e x pertence i referi da cadela. Suponhaos

que Oel < F: FeFx> mas entio Oe¥ para algum FaFx o

Jue =
absurdoe. Ent3o U < #: #FeFx> & um filtro préprio e, dade cpues
xl) < & FeFxx, U< & FeF eFx. Logo Fx« & Wiea classe

indutiva o

Lema 2.2 Seja « uma 3lgebra de da Costa. Para todo xeA,

seja KxD=< F: F & um filtro H-completo e x> . Temos entio
que se ax0, entioc ¢lad=0,

Prova. Por Lema 2.1 temos que Fx & 'na classe induliva.
Por o Lema de Zorn existe um elemento maxi mal #"<Fx. Logo &

& uin filtro proéoprio. Seja z&A. Seja
o B <
FEE =< y: y=(taC zAzo)Dvu. teF", usAd. Si Y. ¥y 7™ | entio

YAY" =CCLALZAZ"IDuUdD ACCL " AC zAz"3dvud. Dado que F" & filtro,
seja PratatteF . bistribui do obtemos

que

(]

YAy =L ACZAZ I I CLACZAZOI AU It * ACZ 2D Al o€ Un” D) a2

Ja que o segundo componente da disjuncic obviamente pertence
z® z°

- - ’ SN el L~ R A s

a A E ébvio que & SA e F7T 20 uma vez que zazZeF

(=]

Se xeF ™% e xTy, dado ue CtACZAZOD)quEx‘Ey temos que
49

o

(=] . (=] i , s BN

talzAz D=y e assim ClalzaAz DD oy=y, isto = EFTT
L] O
Dado que xe¥F", C(x~Czaz"3Ido =weF Loge se F°7° & pProprio,
L=
SENE : 5 LI -

F <Fx, Trivialmente, Se xed ent ao, dado e



o o fo

CxaCz 2D oxamx, e | Isto & §MespitE Loge #M=a2 4
< =] . L
FE 2Fx. Se F*™% =", Fn BOE Za T Ty e GoaTns1m
.
Za z°<F" mas entio z’ax" Ja que M & 21 ol ¢ we I P
o . .

ent3o FNF nadc € prepioc, Lsta

C}ECtCZA‘ZODVU = por Prop. 1.4, Cad fom /\'4:.-‘.-;‘_,:\.)

L= s
x i 11
rrop. 1.5, Ced, t£z’. Assim temos que z'e¥F 0
Lema 2.3 Seja & uma Algebra de da Cos La. Fara xeA,
seja @¢(x definido comc no Lema 2. 2. Temos entio L L

entao @¢OO=gCyD

Prova. Se xmy, entio, por Prop. 1.5, (f), xy'~y"#0 oy
YAX® AX ZO. Logo, por Lema 2.2, M.xAy’AyOD;d@ @u qb(_ymx’hxcil-dﬂ,
E fécil vermos que cpC)o\y’Ayo):qu)mgbCy'}rWyo) —-Ja que =se
\Teqp(xny’nyo), entio %, y’, yoe‘?"’. isto &, Feg(0, Fegly') o
Felx e, inversamente, se Fepl xON@Cy’ Irgl y entio, por
CFad, Feplxay’ AyD. Logo '¢c XINGC Y Il y o =0 ou
quy)r")eﬁ(x’)ero) =@, Mas se ¢ w3 =0CyD, entio
PPy D0y 7D = yd NepC y? 3 rghC 3™ FPCYAY Ay I =GLOD =B, 6 que &
absurdo. Um argumento anidlogo € valido para o caso de

yax’ ~x". Isto completa a prova do Lema o
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Lema 2.4 Seja & uma algebra de da Costa. Seja ¢ uma

funcdo definida como acima. Para todo a, baa,

temos  que
@ a-bd =CgCadd “Uglbd .

Prova. Se Fegla-bd, entio, dado gue & & G-complelo,
ac¥ o a'~a"eF. Se aeF,entdo a~la-bler e Loge doed’,
Fegplbd. Se a’Aa‘eF, Fel gCadd® visto que aser se, e somenbs
se, a’~a’&¥. Em qualquer caso, Fel(@Cadd Uglhd). Suponhamos
agora que 3‘6(¢Ca))cu¢(b). Se 3’&(4)(::1))0, visto que F &
Ag-completo, a~a’e¥F, e como an~a’~a <0<b temos ST = a’ aa’Sa-b.
Logo Feglbd. .Dado que aabsb, bfa-+b e assim se Feplhbd,

Fegla-bd. Em qualquer caso FegdCa-bd e isto completa a prova

del Lema o

Yamos agara enunciar e provar o

Teorema 2.1 Toda &dlgebra de da Costa é =-isomérfica a
uma algebra paraconsistente prépria de conjuntos.

Frova. Seja «=< A., O, 1, =, A, v, =, > uma algebra de
da Costa. Seja J(fs=< gCAY, @¢CO2, 12, <, N, U, >, “> onde <
& Ia quase—ordem inducida por = , 1sto & @gadi{glbd se, e
somente se, asb. Falta esclarecer o© significado de "3 e
Rl Teremos logo gue GLadmglhl=Cgdi alD i P B ]
CQ&CaDD‘ZCqb(a))CuC%aQDDC, siendo, para tode conjunto X, X° o

complemento classico de X. Primeiramente demonstraremos que
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¢ € um =-isomorfismo. Temos que @COY=0 e PCLI=C ¥ F & um
filtro w-completor. Por Lema 2.3, ¢ é =-injectiva. Como
demonstrado no Lema 2.3, PCadMPCEd =¢Canb). Se Fegl xvyd,
Xvye¥ e dado que ¥ & H-completo, por Prop.1.8, xe¥ o ye¥. Enm
qual quer caso FeplxDUPCyd . Suponhamos que Fedl xDugd v, entio
x€# o ye¥F. Em qualquer caso xwvyed, isto & Feplxeys . Isto

prova que PCRIUPC yD =pC xwyD . For delfinicio,

C¢Ca))‘=C¢(a)3Cb(¢{a°))c=C¢CaDFW(a°))Czc@(aAaoh)c e logo,

trivialmente, Cgladd=gCa’). For Lema =, 9
Pla-+bd=CgC aJ)CUqu bd. Demonstramos assim que ¢ & =-injecti va
& preserva as ;::nper acdes. Falta Provarmos  que yiﬁ €& prépria.

Dadoe que & & «-completo, aciH Se, e somente se, a’aa eF e
assim Fagplad se, e somente Se, Fagla’~a"d, logoe
$a’drglad=Cepcadd®. Ent3o Cpladdcyca’y. Seja
A0=< a: @Ca’d=(gCadd> >, Temos quer An'xre) Ja que AO-—-O, entdo,
para todo aeA, ¢ga’d=Cglaid‘ e O=¢pCadnpla’dI=gan~a’d, isto &,
ana’ =0 contradizendo a hipétese de que # & préopria. Istao

prova que & & propria e finaliza a prova do Teorema o
=

Observagdo 2.3 Notemos que basta com demonstrar mos e

as operacdes sdo preservadas Para assegurar uma sorte de
=-sobrejectividad de ¢ assegurada pelo cardter biniario das

Operacoes da algebra JJS.

G
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Demonstramos agora o tecrema que assegura a existéncia,
para os componentes de certa subeclasse de 4l el as  de  da
Costa, de algebras paraconsi stento:s e conjunt o
i soméu-r'fic:as. Una observacio similoar a anterior, a respesiLo
da funcic w e o seu carater sobrejective, & relevante para a
prova de isomorfismo que: constitul a demonstracio do Tearema

2 2.

Teorema 2.2 Seja & uma algebra de d. Costa La

a-+b=a’vb. Entao st & isomdérfiica a EYHTEY al gebira
paraconsistente de conjuntos &g.

Prova. Seja & uma Algebra de da Costa tal que para todo
a, beA temos que a-sb=a’Jb. Seja ¢xd definida como no
Teorema 2.1. Seja p(x)=¢C{xDULx -recordemos que Lx € definida
na Def. 1.10. Demonstra-se que a tuncic g & injectiva
Suponhamos X'y, se x=y entio, por Teorema 2.1, GURIAEL vy e
por Prop. 1.8, ¢OxKLxX#g(y)iXLy>. Logo se x4y e X2y, entio
pCxo=yCyd). Se x=y, por Prop. 1.7 e dado que x2y, temos que
Lx#Ly. Novamente, por Prop, 1.8, temos que
GCoO WK Lx2 #pC yD ULy, Logo se x#y e xzy, plxDaplyd. Isto
demonstra que a funcido y & injectiva. As operacdes U N
e e definem-se da segul nte
manera: wCx My =CyC xD rigl yd I U Lxay > ,
POy D =Cpl D gl x~0D DU WG il y Dl O DK Ly 7 -

CyC)  =CplO M xvOI DU U x Dl xOvOI I S WK Lx’>.  E  facil
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Vermos que as operacdes sdo preservadas. No caso de A"
temos que WD NC vy, por definicdo, &

CCPOO KL DNC P ydI ULy 2D WK Lxayr. Por distibutividade temos

que C @D MK YD DK $C xI MK Ly > DU ¢ yd K Ly DU
UKL MLy D WK Lxay? . Por definicgdes & Pre.. 1.7, obtemos que
O MAYC yd =C XD MPC YD DK Lxayrsgixay K Lxvy? = =pCxay). No caso
de . "V“ temos gque wC =\l yd &, por definicio,

CplxMpC 0D DU wCyD Myl yvOD DWK Lxvy? -a seguir, ;:hama—se esta
expressao “D". Logo, por definicdes,
D=gC %2 UgC yIIK !..xvy} =@Coevyd W Lxvwy> =, Cxvyd . atemos  entio que
OO Wyl =yCxvyd. Finalmente Cyp(xdd* &, por definicio,

C w3 Mgl 0D D UK wCxD AP VO WKLY -a scguir denotaremos

esta expressaoc por 2 B i Logo, por propriedades
conjuntisticas e definicdes, D=C ¢Cx33cu(¢)( 9 G R 1 P S
=CH X027 WKLx’2>. E assim, se aplicarmos o Teorema 2.1,

obtemos que CwlxDd*=ylCx’). Dado que a»b & a b, i1sto

completa a prova do Teorema o

Cbservagaoc 2.4 Os tecremas 2.1 e 2.2 podem ser

extendidos, de manera Lrivial, para algebras de da Costa nas
quais as operagdes ‘A7 e ‘v’ Torem infinitas. No caso do

Teorma 2.2, devemos assumir a hipdtese de que se tratar de

algebras completas. Utilizaremos Lais versdes no Capitulo 3.



4. As  funcbes ¢ & yw permetem demonstrar mos,
respectivamente, os Teoremas 2.1 e a.82. 0 seu estudcs

comparativo pode sermos Gtil a respeito dos desenvol vi mentos

do capitulo 3. Tal estudo & o cbjeto deste numeral .

Proposicio 2.1 Seja % uma algebra de da Costa. Seja

PCAD=C #F: &F & um filtro S-completor. Seja P’ C2)=PCxULC 2D
onde LL =< Lx: X€A¥. Seja ¢: A » FPPCHII e yw: A > PCP'Cad)
definidas como acima. Entio temos que Cad ¢COd=0, wWOI=0
Cbd @CLlI=PCsD, wlld=P > CxD.

Frova. Se FepCO0), entio Oc¥F o cual & absurdoe ja que F é
H-completo, isto &, préprio. Por definicdo w(0)=¢C0IKLo>
mas, por Prop. 1.7, Lo=<03, isto & w00, Se FePCu, F &
filtro e, logo, 1l€¥F. Por definicio se Feplld, FePCH2. E

ébvio que LoeP’'C#) mas Lo#Li, ji que 1#0, e Losg(1), isto &,

Loey(1l). Isto prova (b)) & completa a prova de a Proposicio o
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Proposicda 2.2 Seja & uma algebra de da Costa. Seja
P*Cﬁ3=< PCxD: xe€Ad. Se assunirmos as definicdes wfurecidQs
na Prop. 2.1 temocs que, para todo x, yeAy ==y
CadgplodrnglydePCad ,  pCsOyCyd wP Cud
CbD @O UgC yd ePCad) , 9l 50 Uyl yd P *C i |

Prova. Temos provado as Primeiras expressdes de (a) e
Cbd nb Tecrema 2.1. Se & & um filtro e xe#, entio se y=x,
ye¥ Ja que x<y. Entio, por Tecorema 1.6, ¥ nio & um
singleton. Logo, por Prop. 1.7, F#Lx para todo xeA. Dado que
Lx#0 temos que @CxD#yCyd para todo x, ycA. Entdo, por
hipdtese, WO Ml yD =g D NGl yD =l Xy &, obviamente,
PCxAyd P Cad , - isto &, yOMCydeP Cwd. Isto prova Cad. De
outro lado w(xJUw(y)=¢Cx3u<Lx}L¢(y)u<Ly}=¢CvaDl<<x},<y}}
mas, por Prop. 1.7, <<3x>, <y2>#Lz para todo zeA. Logo
waJUpr)eP*CxD. Isto prova (b)) e completa a prova da

Proposicio o

Observacaoc 2.8 A Proposiclo 2.1 permete advertirmos o

compor tamento diferente de uma & oulra funcho a respeito do
Primeiro e do dltimo elemento da algebra de da Costa. A
Proposicio 2.2 permite comprobarmos diferencas a respeito
das operacdes conjuntisticas cldssicas "r” & "U". Notemas

que, nos dols casos, trata-se do "preco’™ para obter  um

tecorema de isomorfismo.
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CAPITULO 3

1. 0O cbjetivo deste capituloe & estudarmos, do ponto de
vista topolédgico, os tecremas 2.1 & 2.2 assumindo as
operacoes ~ & ~ como 1nfinitas e sendo a dlgebra de da

Costa, eventualmente, uma algebra completa, no sentido dado

normalmente a esta propriedade na literatura  -—ver, par

exempl o, Rasiowa e Sikorski [1968]. Isto &, wuna algsbra

abstrata M =='{M, 01’ i wy B wmw e n BIF, sendo M um
-] i r

conjunto ndo vazio, ©, ..., o aperacdes finitas em M e
i =]

O, ..., O operacdes infinitas em M, chama-se complela se,
i r

e somente se, a classe de todos os subconjuntosn nao vazios
de A & o dominio comun péra todas as oper agoes U, o T w g O;- ;

O resultado deste estudo, a respe:zto do Teorema col, @ o
pr »:«:-vi_si vel., No gue se refere aoc Teorema oo, 2 primsllra
aproximacdo discutida & um ataque do problema analogo ao
proposto por Stone. O fracaso de tal tenbativa conduz a um
intento mais débil de caracterizacio das Alaebras de da
Costa. Os resultades aqul ahbt 1 ctos SUNE L1 [Blts B Y e

entendidos como um primeira poo o0 noe rat o Gl

das referidas adlgebras.
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2. E facil advertirmos que a familia de cunjuntos @i Al
~onde ¢ & a funcio utilizada na demonslracio do Teor cma &, 1

€ uma base de abertos. Isto & G QuUE LCegur o IS LAR P

Froposicio 3.1 Seja & uma Algebra de da Costa. Seja

B={@(x3: xeA>. Seja Sl={3'“: F & um filtrc @-completor Entio
(1> oeB ;
(2D se A, BeB, entic ANEBeB ;

(3 KB:BeB>=S @
1

Ent3o podemos definir as operacdes  de b 1oa

clausura C(C) como & habitual, 1sto &

Definigcio 3.1 Seja A um subconjuntoc de pontos  do

espaco [B. Chamamos um operador 1 operador de interior se, e
somente se:

ICA=KB: BEA e BelR) um

Definicic 3.2 Seja A um subconiunto de ontos do
J J P

espaco [B. Chamamos um cperador C coperador de clausura se, ©

somente se:

CA=CICASH>C o
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Igual que no caaso cléssico podemos demonstrar o

seguinte

Tecrema 3.1 Seja « uma algebra paraconsistente de
=
1

conjuntos prépria. A coincide com a familia dos conjuntos

abertos fechados do espaco topoldgico gt compacto totalmente

desconexo o

Observagao 3.1 Sabemos que, dado um  espaco
topédlogico E, se £ €& totalmente desconsxo, & Hauscdorff

¢ se & Hausdorff é T;.

Hausdorff{ o

m'\

Corclario S1

. ~1 .
Corclario S & T o

3. 0O modo natural de construirmos uma Lopolag{a A0S
efeitos de esludarmos, desde esse ponto de vista, o leorema
Z.&, consistiria na eleicido como as - Je albaa s i el O
conjunto ¥ [A]l . Sabemos gue wxiste uma bopo o
com base [ se, & somente s, SUNEE 1 'S 311 BT e Loewdo

subcolecdo finita de conjuntos de I pode se expressar como
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ae

uma unido de conjuntos de I Demonstra-se que tal topologla
nio existe, independentemente da eleicic de X. Iso & o que

afirma a seguinte

Proposigdo 3.2 Seja &« uma algebra de da Costa. Seja I
a funcido utilizada na demonstracio do Teorma 2.2 Entio,
para toda familia X, ndo existe uma topologia sobre X CUja
base de abertos seja o conjunto I' = ¢ CAD

Frova. Sejan ‘I{Xi)' WxI € T tal que %X £ x e

] : ]
X = x, logo ¥WxD) n ‘I-‘C)cj) = PO 7. Mas, dads que, [aaal &
1 1 L i
todo k, ‘J:’CXRJ = <§ka3 w < i?,x > e, por definicio, X, # 0 e
; k k
X _# F para todo ¥, nioc existem B, ... B <« I" tais U
4
xl( ™
U<B: 1€i<n> = PxI 1. e. naoc existe uma Ltopaologia, con
T 1
base I o
Observacic 3.2 Seja I' =€ X : X =¥, com } Cegps A

Por dualidade podemos provar que ndc existe uma topologia

sobre X cuja base de abertos seja I'7.

Como € dbvio, estes resultados eliminam a possibn L dade

de construirmos a topologia “natural . :
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3. Dados os resultados exposilos no numeral anterior,
um manel a de focalizarmos < Pt ol ez = intentar
cConstruirmos uma estrutura {ormal QU Ser e

O e der

chamada, intuitivamente, topologia natural .

Definicdo 3.3 Seja & uma algebra de da Costa. Seja
81 ={ Wx2> : x€A >. Seja B o fecho de 81 por intersecic
finita, Seja FCHI = F U L., ande

F=4L§F : & éum filtro F—completor e L = {;é“x T KeEAY .

Proposicao 3.3 Sejan 2, PO definidos como acima,

temos que
Cad QB ;

(k> Se A, Be®, entido A N Beg ;
Ced U< B : BeB > = 2.

Prova. FPor Prop_:. 1."¢ .ED:{O}. 'f;:{i} = assim
wCOImMpC 1D ={0xM{gC12WK12>. Dado que para tado #, 0#F & 0O=1,
ent3o ¥WOD M ¥W1d = © 1. e. PeB. Isto prova Cad. Por
de.finic;ﬁo de B, (b) & verdadeira. Se X&U { A : AeBi}, entio

existe algum AeB, A # O e XA Mas A - WD para algun
i 1

x €A por definiciao de Bi. Logo Xeb(x Do u {;ﬁ’x} i. B X = F
L L
L

e entiao XeF, isto &, XeP a4 o X = ¥ <, isto &, XePCu.
Logo XePC D . Suponhamos que XelwD, logo Xell o Xel. Se XaF

entdo X = F i, e. F # 0O , logo existe xe€A tal que x<X e
J 1
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entlo Xe®(xD. Assim Xelx) e logo, dado que W xleB ,
J J 1 1

Xeld ¢ A AEB:.}' Se Xel., X = J{;‘x_ para  algum x<A 1. &.
v
L

Xex2 e logo X&lU ¢ A AeB >, Entdo Xel € A : AcBE >, Isto
L 1

prova (c) e completa a prova da Pruposicdo o

Os operadores de interior CIJ e clausura ) =3c
definidos como na Definicao 3.1 e Definicio 3.2

respeclivamente,

Resulta facil provarnos, por Cansegul nbe, as

Proposicdes a seguir

Proposigao 2.4 Seja & uma algebra de da Gosts. Seqo T

um operador de intericr. Enlio
(IIITJ ICANBI =IANIE
CIzﬁ A=A

CIa) ITA=1IA ;

CI") LPCHD =PCH o

Froposigao 3.8 Seja & uma algebra de da Costa. Seja C
um operador de clausura. Entic
(.'Ci} CCAUB) =CALCE
CCZJ ASCA
CCD CCA=CA ;

CC") Co=0 o



4. Oferecemos neste numeral uma versio t opoal dglca de

Tecrema 2.2, generalizando o referido 1 oosulbade BT

indicado na Observacio 2.5. Devemos estabelecer previasments

as seguintes definicdes:

Definicido 3.6 Seja & wuma algebra de da Costa.

Seja PCaD={Wx): xeA>. Seja PCD={I(xD: x<A> m

Definigio 3.7 Um conjunto A = i Nl maiente

heterogéneo se, e somente se, IA=A, ANL#0 &, para todo 17,

KELx €A . LxeA>. Chamamos um conjunto A heteroygéneo -
L J

=, (=]
somente se, € minimamente hetorgéneoc e AF<0 m

Definigciao 3.8 Chamamos uma familia de cenjuntos A

puntual se, & somente se, n{C: Cel =0 m

Lema 3.1 Seja & uma algebra de da Costa completa.

Sejan B, P(#) e P(w definidos como acima. Entlio e F

) r
D=,

BeP(s&) ou BePCD.

P s = R = M P
Prova. Se BB, entao B=plx 0 ... iwlx J. Supomhamos
L m
o~ i n . .
que B estda formado por @ x, ..., x tals gque existem
L m

k k . S ~ -
x", x, e xt,#xl, com 1£i, k=n, i<j, 1<m. Entio Lemos gue, por
J J
. - ) . L . - o . A ST
Frop. 1.7 & hipdtese, Xx ;-‘-..f;xl. Asi B=8Cx<x M ... rriw_xli =3
J 1

por Teorema 244 —modi f'icado na far ma obvia- Lemos
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1 n 1 r
queB=@(x A ... Ax D). Em outro caso temos que x = ... =x
L% m L
entio, por Tecrema 2.2 -modificado Y forma oSbhvia-—,

1 n
B—*-\I{xtn .. ~X J. Isto completa a prova do Lema 3.1 o
m

Estamos agora em condigdes de demostrarmos o Teorema

prometido

Teorema 3.1 Seja ﬁs uma Aalgebra paraconsistente de
2

cop\juntos completa. A coincide com a familia dos conjunt.os
abertos minimamente hetorgéneos puntuais do CSPACO
topoldgico 5,

Prova. Se AeA entdo cbviamente IA=A. Dado gue A= 9C XL-'J
para algum xtE_A’ —onde A’ denota o conjunto subjacente da
correspondente A4dlgebra de da Costa-, A & minimamnente
heterogéneo puntual . Se A & aber Lo, entao

A=lKB: Bel e BSAY.Por Lema 3.1 temos duas alternativas.

Suponhamos que existem E., E tais cpue Be&, Bel,
L ] L 1
B<SA, BSA ¢ BeP(wW) e BeP(W. Entic se car. <B: BePCw)l>1
i ) v J

€ Obvio que A ndo € minimamente hetrogéneo Ja4 que existem

K o, X €A’ tais que K AEx & PO U0 o DA Mas, Sex
m ™ m ™ m bl
car. <B: BePCxD>=1, Ltemos, L Teor enia e 1o QUi
A=3C xk’J Uywlx D, Por definicic, =B x DB C kaD : entaoc Su
] ]

$C xk) ot 71, B = IS isto = A= D s lLaoga, Fivy.N ou
J )

¢ xk) M ¢ D gl xk) —chamamos 1 a4 expressiac a esquerda  do
J



oper ador c". Temos entioc que A:C¢CX£3—I)LBHW«J. biado  gre
i

@ka)—-l-ﬂa existe 3’E¢ka)*l &, como ¥ & W-completo & wed
J
-pois se nio FeblxD, isto &, Fel- x'~x eF. Obviamentle
J (S
x'nxc;e.??x,, isto &, A n3o € puntual. Logo se A & aberto
J J

minimamente helerogéneo puntual, entic AsA se existirem
B“ BJ nas condigdes dadas. Suponhamos que isto Gltimo nio
ocorrer, istoc €, ou todo BeP(B) ou todo BePCE). Suponhamos o
primeiro caso, por Teorema 2.1, A=§ka) , ra x&eA’, 1sto &,
A n3do é minimamente heterogéneo. No segundo caso, se
car. <B: BeP(w#1>>1 A ndo & minimamente heterogéneo e so
car <R: BePCsD}>=1 A=w(xk) e AcA. Logoe se A & aberto
minimamente heterogéneo puntual, entio AeA. Isto completa a

prova do Teorema o

5. Vamos estudar neste numeral algumas propriedades do

2 : ; )
espaco S . FProcuramos em partilicular comparar dito espaco com
o classico espago de Stone correspondente & VS 5a 0
topoldgica do teorema do referido autor para algebras

bool eanas.
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V4
Tecorema 3.2 O espaco S° & T .
(&)
Prova. Sejan X, Y pontos de s? o K=Y, Podem-se

apresentar obviamente trés casos. Supc hamos que X=L% e
4

Y=.‘€xk. Dado que X=Y, entao xJ;ﬂxk. Trivialmente EXJE% xj) e,
por Prop. 1.9, .x.’xke’ll( xJ) . Isto & XeW xj) - Y el xJ) .
Suponhamos que ){=5"1 e Y*—'(f’z. Entio, dado que X#Y, existe um
xje)( é xjﬁfY. Logo Xe$c xj‘) » TedC xj“\ . Supeonhamos , finalmente,
que X=3"’1 & Y=.€xJ. Dado que X €& um filtro, existe xje}{ e logo
XGQCXJ_) . Mas, por Prop. 1.8, Y@ij) . Dado jue, por
Lema 3.1, para todo XxeA, I¥OHO=8Cx) e JTI¥x)=¥x) temos

provado o Teorema o

Lema 3.2 Seja A um conjunto aberto do CE AW &%, Se
.I:’x_Le:A entio LIiCxL) < A

Prova. Se A € aberto, A=lKB: BeB e BSAy. Por Lema 3.1
podemos discriminar dols casos. Suponhamos  que  existem
E, BEeB e BmEA. BnSA tais qgue Bm&PCﬂU = B”GPCJD < om
1=m, 1=n. Por hipétLese rxiem e, por Fraop. 1.9, para algum
BnC15n3 xh&eBn. isto &, 4(}&3EA. Suponhamos que este nio for

o caso, entdo ou todo B em nas condicdes refuridas pertece a

PCa ou todo ‘B pertece a P(w). HNo primeirc caso, o
Frop. 1.9, cumpre-se vacuamenib e, Hea Sicunado Caso, (S
razoamento anal ogo ao primeiro permete oblermes o

resultado o
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Observagdo 3.1 Sabemos que um espacc topoldgico £ & T
_ 1
s&, € somente se, todo conjunto unitiric formado por um

ponto de E & fechado.

Tecrema 3.3 O espaco s? nio & T{

Egggg. Demonstraremos que -A niao é abierto, sendo A um
conjunto wunitaric formado por um Udnico ponto do espago
topoldgico SZ.Tbmaremos A = LF7r. Suponhamosl que >ﬂE3‘ =
Jb&ezz{B: Be® e BS—{#2>. Entio existe um B tal que BE-(F> e
.f‘xteB. Dado que, obviamente, 12Z=7, por Luma 3.2, W x_LJiE—Z.
Mas isto & absurdo, pois 3@4(x;) e logo ¥FeZ conbradizendo a
definicdo de Z, Logo 2%&22. Mas enLio ka:{XXJ >%e$} & tal

que £ Nl-F=0 e assim XZE—I—EZ Entio F=CF e, por conseguinte,
i

) 2 . .
o espago S ndo & T; o

Corolario. O espaco topolégico s% n3o & Hausdorff o

Corolario. O espaco topdélogico S nac & totalmente

desconexo o



Lema 3.3 Seja A = IA. Entic se Fea, exicte xeF
tal que QCxL)EA.

Prova. Dado que A = IA, temos que A =
=) <B: Be® e BEA>. Por Lema 3.1 podemos discriminar dojis
casos. Suponhamos gque existem Bm, B

<2 e B €A, B <€A tais que
m m . i

B ePCaD e B €P(w) com 15m, 1<n e m, neN. Por hipélese el o,
Tm T

e
t

por conseguinte, yeBm Climd e, obviamente, existe x tal gue
B =2(xJ=A ou FeB (1=n) e existe x tal que B =¥ x_, e, por
m L ™ L ™ LB

Prop. 1.9, ..’F’EQCxL)EA. Suponhamos que este nic € o caso, isto
é, que, para todo B nas condicdes mencionadas, BePCs) ou
BePC#) . Se ccorrer o primeira caso, o argumento & anal ogo ao
primero desenvolvido sob a suposicio anterior, se occorrer o
segundo, o argumento & anilogo ao segundo dese volvido sob a
suposicdo anterior. Em qualquer caso temos que existe x  tal

L

que x e e P(xI<CA o
% L

Definiciac 3.8 Un ponto p & um ponto limite de um

conjunto A se todo conjunto abetto que contém p contém como

minimo um ponto p’ de A tal que p #p’ =

Definicdo 3.9 Seja ASX onde X € um espaco topoldgico.

Seja Y = {p: p €& um ponto limite de AY. Y & o conjunto
derivado de A . Se xe€A e x&Y, dizemos que x & um punto

isclado de A m
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Definigdo 3.10 Se A é um conjuntoe tal que nic contém

nenhum ponto isolado, dizemos que A é denso-em—-si-mesmo . Se

ainda A = CA, ent3o A denomina-se perfeito m

" Observagdo 3.3 Sabemos um conjunto A é perfeito se, e

somente se, A =Y onde Y & o conjunto derivado de A.

Observacido 3.4 Notemos que uma algebra de da Costa & &
nao-atdmica se, & somente se,, para todo clemento xeA, %X nic

& um,elemento atdmico.

Tecorema 3.4 Seja # uma algebra  de  da  Costa

nac—atédmica. Todo conjunto aberbo helerogéne . o oo o = 8
perfelito. .

Frova. Entio se xeA, dado que 1A-A, por Lema 3.1,
Lemos que X =F ou x = th. Suponhamos entdo x = > Logo, por
Lema 3.3, todo aberto C tal que FeC sera tal que @CxL}EC
para algum xtt‘_—'.é‘“. Dado que A & aberto, QCxtDSA. Entdo se C=IC
e FeC, dado que ICCNA=CNA, temos que existe x  tal Qque

)

PCx I<CNA com xaF. Logo para tode C, Se cumprir
4 J J

s
condigdes precedentes e dado que, por hipdtess, < nbo &

atomica, C & tal que existe #' <€, F'eA e F # 7. Logo F nao

¢ um ponto isclado i. e. FeY sendo Y o conjunto derivado de
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A. Suponhamos agora x = fx_b. Por Lema 3.3 temos gue para
todo aberto C tal que .i:’xle(: CGUMGT -5 quer $7 x‘).{é(":. Dado que
I1A=A, para todo aberto C nas condicdes dadas, temos
que 4()239A N C -pois ICANCH=AI. Como A €& heterogéneao,
@CxLD#Q) i. e. existe FeA, FeC e, por Prop. 1.9, F = .k’,’x‘.
Logo fo nido € um ponto isolado , isto &, x&ieY, sendo Y o
conjunto derivado de A. Dado que, por definicio, Y<A <, por
o argumento anterior, ASY temos que A = Y. Logo, por

Observacdo 3.3, A & parfeito o

7. O Teorema 3.1 oferece uma contrapartida topoldgica

mais "satisfatotia"™ do Teorema 2.1 —na medida que o conjunto

subjacente da &lgebra € a base da topoclaogia definida. Mo

entanto, o Tecrema 2.1 sé permete aflirmarmos a existéncia
de um =-isomorfismo entre uma algebra prépria de da Costz e
a sua correspondente conjuntistica. 0O Teorema &8, pelo
contrario, assegura a existéncia de um iscicd i smo enbie s
estruturas em questio. Mas a =uw conbtcaparto b 4 |

expressada no Teorema 3.2, & mais débil -pois o conjunto

subjacente da algebra €& sub-base da topologia definida.



Esta situacio sugere que tal! vez S€Ja Mais conveilent o,
aos efeitos de obtermos uma aproximacio topoldgica As
algebras de da Costa, considerarmos as d.as topologias.

Chamamos par de representacio topoldgica umza estrutura
<<O; Si>, <Oz. Sz>>' onde O‘. C% sd3o familias de abertos

dos espacos topolégicos Si, S2 respectivamente. Seja €  a
4 1

Tamilia dos conjuntos abertos fechados de  um S 1A O
o 1 : el o
topoldgico S°. Seja € a familia dos conjuntos abertos
o .
T - . =
minimamente heterogéneos puntuais de um espaco S, Logo os
desenvol vi mentos precedentes podem se expressar

sinteticamente da seguinie manera: Dada uma algebra de da

Costa completa podemos-lhe associar um par de representacio

topolégica <<g, s>, <g, s%.
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