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Introducao

Nos textos de logica é freqiiente encontrarmos uma se¢io dedicada & tese
de Church onde se tecem justificacbes conceituals. Entretanto, na pritica
matematica € usual fratar com definicdes, axiomas e teoremas, e efetuar
demonstragoes, mas tanto o termo “tese” como a presenga de justificacoes
concelbuals ndo sdo freqlientes. Esta situagio motivou, inicialmente, o nosso
interesse por este tema. O interesse aumentou quande soubemos da atitude
cautelosa de Godel a respeito do assunto e da existéncia do trabalho de
KALMAR (1959), que apresenta argumentos contrarios & plausibilidade da
tese de Church.

E conhecida a relevancia da tese de Church a respeito da existéncia
de métodos de decisao. Tomando em consideracao este fato, ndo é dificil
justificar um trabalho sobre este tema. Em particular, nesta dissertacao
pretendemos ter feito as seguintes contribuigdes, esperando que as mesmas

possam ser tteis de um ponto de vista didatico:

s Adverténcia de um erro de van Heijenoort na interpretacao de Godel a

respeito do conceito de expressabilidade (p. 27-28);

n



» Adverténcia de uma interpretagio equivocada de Odifreddi sobre Godel

e Post (suposto platonismo) {p. 53-54);

o Resposta da questao do motivo pelo qual Church ndo usou a sua propria

nogao de definibilidade lambda para enunciar a sua tese (p. 58-59};

e Adverténcia da interpretagio equivocada de Thomas a respeito do sta-

tus da tese de Church (p. 63-64);

e Prova simples e direta do teorema de incompletude de Godel usando
a tese de Church, a qual esclarece a faldcia de Kalmér comparando-a

com o argumento correto “mais préximo” {p. 81-83);

Interpretacio da atitude de Church como “proposta onsada” (p. 89).

*

Nossa intenc¢ao inicial era efetnar um trabalbo mais conceitual do
gue histérico. Porém, a andlise dos textos consultados exigiu uma pesquisa
histérica para poder compreender as idéias e atitudes envolvidas, peor exem-
plo, um estudo do conceito de recursao. Desta forma, a nossa dissertagao
comega com nm histérico do conceito de recursdo até 1931 comentando as
contribui¢bes de Dedekind, Skolem, Ackermann, Godel e Herbrand A seguir
com alguns comentarios sobre um sistema de Church e concluindo ¢om um de-
bate a respeito do stafus da tese de Church. A divisdo em questées histéricas
e conceituais dos dois capitulos seguintes € de certo modo arbitraria. No
apéndice fornecemos um resumo histérico. Embora o nosso trabalho apre-
sente intmeras referéncias, gostarfamos de destacar as que foram nossa prin-

cipal fonte de consulta. Para o textos originais dos autores estudados con-
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sultamos as obras de DAVIS (1965), VAN HEIJENOORT (1967), GODEL
{1986 e 1990). Para andlises historicas foram muito dteis as obras de WEBB
(1980), KLEENE (1981a), DAVIS (1982) e GANDY (1988).



Capitulo 1

Historico das funcoes
recursivas

1.0 Introducao

A histéria das funcdes recursivas até 1836 ¢ normalmente dividida em dois
periodos, antes e depois de Dedekind. Nesta introdugdo nos deteremos no
primeiro periodo, ou seja, na “Pré-histdrie da recursio”, apresentando pre-
viamente algumas observacdes conceituais e terminolégicas. Nas segoes pos-
teriores examinaremos o segundo periodo, fornecendo as contribunicoes de

Dedekind, Skolem, Ackermann, Gdédel e Herbrand.

Os matematicos estao famillarizados com provas por indugdo. A
recursao nada mals ¢ do que a defini¢do por indugdo. A palavra Rekursion
ja ocorre em 1888 em CANTOR (1966, p. 434). Outro terme utilizado com

uma acepgac semelthante é recorrente, que ainda se usa hoje em dia (ver



e.g. SEDGEWICK, 1990). O termo mathematical induction provem de De
Morgan em 1838 (ver CAJORI, 1991, p. 331} e vollstindige Indukiion em
1888 de DEDEKIND (1969, p. 354).

Embora seja natural pensar que a utilizagdo de definigbes por indu-
¢Ao é tao antiga quanto o uso de provas por indugio, o que se verifica na
histéria da matemdtica é que as provas por induc¢io aparecem mais explici-

tamente do que as definigées por imdugao.

O seguinte raciocinio do século XIT (ver MANBER 1989, P 30)
mostra gue alguma forma de raciocinio indutivo parece ser t30 antlga qu«mto
o entendimente humano, em particular, anterior ao desenvolvinento ma-
tematico dos gregos. O raciocinio intenta provar que a expressdo “3 dias
antes do feriado” néo deve ser interpretada incluindo o feriado: Caso base:
“1 dia antes do ferlado” nao deve ser interpretada incluindo o feriado, porque
teria o mesmo significado que a expressdo “o feriado” e parece nao ter sentido
interpretar essas duas expressoes como se fossem sinénimas. Em éegundc} hu-
gar, “2 dias antes do feriado” nado deve ser interpreta&a incluindo o feriado,
porque teria o mesmo significado gue “1 dia antes do feriado”, éxf)reésén que
n#o inclui o feriado pelo que acabamos de ver, e também parece ndo ter sen-
tido interpretar as oragoes “2 dias antes do feriado” e “1 dia antes do feriado”
como se fossem sindnimas, uma vez que “1” e “2” tém signiﬁc.a'dt)s' diferentes.
O caso de “3 dias antes do feriado” € similar e, portanto, fica provado que
es5a eXpressao 115,0 deve incluir o feriado. O argumento apresentado pode
ser gen;era;lizé,do para expressbes da forma “n dias antes do feriado”, com n

qualquer, pelo fato de que nao tem sentido que “n dias antes do feriado” e



" . - . oA on ’
n4 1 dias antes do feriado” sejam sinénimas. Dado seu contetido elementar,
o exemplo é util para mostrar que os raciocinios indutivos tém uma origem

muito antiga, tornando-se dificil o estabelecimento de sua data histérica.

Os historiadores da matematica consideram que o método de pro-
vas por indugdo estd implicito na demonstragao de Euclides de existéncia
de infinitos primos (ver KLINE, 1972, p. 272 ¢ CAJORI, 1991, p. 142},
Lembremos que o matematico grego infere a existéncia de n + 1 primos a
partir da existéncia de n primos. Isto, ademais do fato de que existe um
primeiro namero primo, ¢ suficiente para concluir o teorema mencionado.
Aparentemente, o primeiro matemdtico que fez um uso explicito da inducéo
foi Franciscus Maurolycus (1494-1575), que usando este método provou que
1434+ (2rn+1) = (r+1)? (para maiores esclarecimentos ver BUSSEY,
1917).

Na prova de Gottfried Leibniz (1646-1716) de que 2 e 2 sdo 4 que
aparece nos seus Nowos Ensaios (LEIBNIZ, 1978, p. 394), obra que sé foi
publicada em 1765, faltava a férmula 2+ {141} = (24 1)+ 1. Esta igualdade
pode ser vista como um caso especial da let de associatividade {ver FREGE,

1886, p. 18}, mas também pode ser vista como um caso particular da equagao
(4)  at(b+l) = (a+b)+1,

que ¢ justamente uma das equagdes utilizadas para definir indutivamente a
fun¢do adigao. Hm 1860, o matematico alemao Hermann Grassmann (1809
1877) forneceu, aparentemente pela primeira vez, defini¢bes indutivas das

operagbes aritméticas bdsicas, incluindo a equagdo (A):



“Wean a und b beliebige Gheder der Gruadreihe sind, so versteht man
unter der Summe a+b dasjenige Glied der Grundreihe, fiir welches die

- Formel
+{hte)=a+bte

gilt.” (FREGE, 1986, p. 19)

O termo e que aparece na formula da c1ta§a0 refere-se ao pimero 1 Por sua
vez, Gottlob Frege (1848-1925) criticou em 1884 a pmposta de Grassmann

de definir a adigio por meio da equagao {A):

‘;Gégen diese. Erklarung lasst sich swelerlel cinwenden. Zunsichst w'ir&

die Summe durch sich selbst erklart. Wenn man noch nicht weiss, v;'as

a + b bedeuten soll, versteht man auch den Ausdruck a + (b+ e) nicht.
Aber dieser Finwand lasst sich vielleicht dadurch beseitigen, dass man
freilich im Widerspruch mit dem Wortlaute sagt, nicht die Summe,
csondern die Addition solle erklart werden. Danm witrde bminer noch.
eingewendet werden konnen, das a + b ein leeres Zeichen wire, wenn

s kein Glied der Grundreihe oder deren mehre von der verlangten Ari -
gibe. Dass dies nicht statthabe, setzt Grassmann einfach voraus, ohne

es zu beweisen, sodass die Strenge nur scheinbar ist.” (FREGE, 1986,

p.19)

Em primeiro lugai*, vemos que Frege objeta que {A) & é cn‘cula,r, pcus, seguﬂdo
ele, se se ignora o significado de a+b, ndo se pode conhecer o mgmﬁcado de

a + (b + 1), Esta objegdo pode ser aplicada a qualquer deﬁmgdo indutiva
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e, portanto, leva provavelmente mais em consideracdo a forma textual de
Grassmann do que a idéia que ele pretende expressar. A nossa interpretacio
da primeira objecao de Frege é compartithada por DUMMETT (1991, p. 56—
57). A segunda obje¢do de Frege parece-nos mais pertinente. Ele afirma que
o termo a-+b, de acordo com uma prética mateméatica rigorosa, sé deveria ser
introduzido quando estiver provada a existéncia e nnicidade de sua denotacio.

Porém, Grassmann nio tinha fornecido tal prova.

Além destas objecoes de Frege, ¢ interessante observar que em {A)
os termos b-+1 ¢ (a -+ b) + 1 devem ser interpretados, respectivamente, como
sucessor de b e sucessor de a -+ b, em simbolos, &' € (a + b)' , onde, usando
terminologia atual, o sucessor € uma fungéo inicial dada previamente s de-
finicoes indutivas, neste caso, & definicdo da adicho. Esta imprecisio ainda
¢ frequente nos textos contemperaneos, onde o mesmo simbolo “4” se usa

para indicar sucessor e adigio.

1.1 Dedekind

Richard Dedekind (1831-1916) foi o primeiro matemdatico a fornecer uma
justificacdo das defini¢des por inducio do tipo solicitado por Frege na sua
segunda obje¢do a Grassmann. Esta justifica¢ho encontra-se na obra Was
sind und was sollen die Zahlen? (DEDEKIND, 1969) publicada pela primeira
vez em 1888, embora o proprio Dedekind afirme que as principais idéias ja

tinham sido elaboradas com bastante antecipagio (ver DEDEKIND, 1989,



p. 335 e 336). As contribui¢des mais marcantes do mencionado.trabalho sdo,

em ordern de ocorréncia, as seguintes:

(D1)  Definigdo de cadeia {Ketle, em aleméo);
{D2) Defini¢do de cadeia de um conjunto;

(D3) Deﬁnig&o de conjunto infinito;

{D4) Deﬁnigéo de conjunto simplesmente infinito;
(D5)  Teorema de indugdo completa;

(D6) " Teorema de definigde indutiva;

(D7)  Isomorfismo entre conjuntos simplesmente infinitos. .

Segue-se um comentario a respeito de cada um destes pontos com énfase em

(D6).

(D1): Seja ¢ uma fungao de § em § e K um conjunto incluido em 5.
Entde, K é uma cadeia se p|K) (a imagem de K por cp).esté. iﬁcluj{ia em K
(Definigio 37). Dedekind refere-se as cadeias de maneira absoluta, i.e. sem
espéci‘ﬁcé.r a funcao @ envolvida, mas comenta que elas sém.pfé'd'eﬁe.ﬁ&ém de

uma funcao.

(D2): Sejap uma funcéo de S em S e A um conjunto inclnido em 5.
A pode ser ou nic ser uma cadeia. Porém, como § é uma cadeia; A4 sémpre
estara incluide numa cadeta. Desta forma, é natural pensar na menor cadeia

na qual A estd contido. Assim, define-se Ay como a intersegao de todas as



cadelas nais quais A estd contido (Defini¢do 44). Em particular resulta que
se A é uma cadela, entdo A9 = 4 (Teorema 51}, Os conjunios Ag também

dependem da fungaoe ¢ escolhida.

{D3): Um conjunio é infinite se existe uma fun¢ao bijetiva dele em
wina parte propria de si mesmo {Definicio 84). Esta nogéo corresponde ao
gue atualmente denominamos Dedekind-infinito e implica a nogdo usual de
conjunto infinite. A implicagao reciproca cumpre-se com auxilio do axioma

da escolha.

(D4): Um conjunto N é simplesmente infinito (Definigéo T1) se existe

uma fungdo @ de N e um objeto 1 € N que satisfazem as seguintes condigoes:
(a)  LINJCTN;

(b) N ={lh;

{e)  1&9p[N];

(d) @ ¢ injetiva.

Dedekind consegue caracterizar a série dos nimeros naturais com esta nogao

de conjuntos simplesmente infinitos.

Fin uma carta datada de 27 de fevereiro de 1896 (VAN HELJENO-
ORT, 1967, p. 98-103), que foi redescoberta por WANG (1957), Dedekind
expés as grandes dificultades desta questdo. Numa tentativa de expressar em

linguagem de primeira ordem as condigdes que definem a série dos nuimeros



naturais, poder-se-ia chegar as seguintes férmulas, onde “ ' ” designa a funcéo

sucessor inbtuitiva:
(N1)  (Vn}(vm}{(n#m - n' # m');

(N2} (Vn}(1 # n');

(N3} (n){(Ym)(n#£m) = n=1];
{(N4)  (Yn)(n # n').

Dedekind observou que (N1)-{N4) nao descartavam a existéncia de elementos
que denom::nou muito significativamente, de intrusos. Por exemplo usanclo
a notago ordinal, w + (w* + w) satisfaz (N1)-(N4), Dedekind conseguiu eli-
minar os intrusos com auxilio da condigao {b), quer dizer, a condicio de que
N é idéntico & intersegao de todas as cadeias que contém o primeiro elemento,
expressado em terminologia atual, a interse¢do de todos os conjuntos induti-
vos. B conhecido que esta condigio ndo pode ser expressa em linguagem de

primeira ordem.

(D5): Seja » um elemento de um conjunto simplesmente infinito
N. Para provar que um teorema vale para todos os elementos de {n}e é
suficiente provar que vale para n e que se vale para um elemento m qualquer
de {n}q, entdo vale para p(m) , onde  é uma fungio injetiva que existe por
ser N ﬁm conjunto simplesmente infinito (Teorema 80). De&ekind prova este
teorema como caso particular de uma formulaga{} geral da mdugao completa
para cadeias (Teorema 59}. A partir deste ponto usaremos a notagao “p !

em lugar de “p{(n)”.



(D6): (Teorema 126} Seja # uma fungdo de Q em {2, onde 2 é wn
conjunto gualguer, e seja w um elemento gualquer de §2. Entéo, existe uma
e 6 uma fungdo 9 de N em {2, onde N é um conjunto simplesmente infinito

qualquer, tal gue:

(1) #l)=w;
(2)  Pn) = b(n).

Detalharemos a prova deste teorema. Dedekind fornece uma demostragao
haseada no seu teorema 125, que presupde as seguintes definicées. Sejam n e
m elementos quaisquer de um conjunto simplesmente infinito N. Diz-se que
n é mator que m {em sfmbolos, m < n) se {n} C {m'}q (Definicio 89). Seja
n um elemento de um conjunto simplesmente infinito N. Entéo, denomina-se
7, ao conjunto de elementos de N fais que nio sdo maiores que n (Definigao
98}). Imtuitivamente, no caso que N seja o conjunto de nimeros naturais e’ a
fungao sucessor, 4, = 11,...,n}. Agora estamos em condigOes de apresentar

o enunciado do teorema 125:

{T125) Seja 6 uma funcédo de {§ em {2, onde { € um conjunto qual-
quer, e seja w um clemento qualquer de R en € N, onde N
é um conjunio simplesmente infinito qualquer. Entao, existe

uma e 56 uma fungio ¢, de 7, em £ tal que :



Para provar {I)6} € necessario usar também o seguinte lema, que pode ser

demonstrado facilmente:
(L) Se n < p, entao Pp(n) = P,(n),

onde 0, e 9, sdo as fungoes de (T125). Este lema significa que as funcoes
sao compativeis, quer dizer, coincidem na intersecae dos dominios, pois um

dominio esta incluido no ocutro.
- A prova de {D6) pode ser formulada da seguinte maneira. o

1. Existéncia,. Temos gue provar que dada 6: @ — Q e w £ §), existe umna

fungdo ;. N — {1 tal que satisfaz:

Para cada n € N existe um e somente um Pu(n), onde ¥, é ainica Funcio

dada por (T125) para n. Entdo, definimos:

(3) P{n} = ¢a(n).

Temos que provar que a fungio 1 assim definida cumpre com (1ye(2). A
funcio 1 cumpre com (1), pois (1) = #:1(1) = w. A.fun'géb. ¢ também
cumpre com (2}, pois ${n’) = P (n') = Gfn{n) = 8a(n) = 0¢(n). A dnica
igualdade ndo trivial € 83, (n) = 04,,(n), que se cumpre por (L).

2. Unicidade. Sejam y e 3 duas fun¢des de N em I tais que {1) e (2

18




se cumprem para ambas. Provaremos por indugio completa que ¢(n) =
Y(n) para todo n & N. Cumprese que (1) = w = %{1). Além disto,
pln'} = fp(n) = Op{n) = ¥(»'). A segunda igualdade cumpre-se pela

hipdtese indutiva.

B relagdo s esta prova € interessante destacar trés questdes. Em
primeiro lugar, {3) é um exemplo do procedimento de diagonalizacio, o gual
sera muito usado na posterior formalizacdo do conceito de efetividade. Em
segundo lugar, ac recorrer a (T125), esta prova de alguma maneira utiliza
o conceito de recursao parcial, o qual s6 reaparecera na histéria da recursao
na prova do teorema de recursio transfinita de von Neumann de 1923 (ver
VAN HEIJENOORT, 1967, p. 354} e no irabalho de KLEENE (1938) (ver
GANDY, 1988, p. 89 para mais comentarios histdricos). Em terceiro lugar,
Dedekind foi claramente consciente do fato de que para provar a existéncia
de funcdes definidas indutivamente nao é suficiente supor que o dominio da
fungao seja uma cadela; é necessirio éupor que o dominio da fung¢do seja um
conjunto simplesinente infinito. Caso contririo, podem-se encontrar contra-
exemplos (ver DEDEKIND, 1969, p. 373-374}. Desta maneira, resalta uma
diferenca entre (D5) e (D6), pois {D5} pode ser formulado para cadeias, sem
que estas sejam conjuntos simplesmente infinitos, por exemplo, da maneira
feita pelo proprio Dedekind (Teorema 59 j4 mencionado}. Esta questao pode

ser estudada ne trabalho de HENKIN (1968).

{D7}: Todos os conjuntos simplesmente infinitos sao similares entre
st {Teorema 132). Dedekind enuncion este resultade com o conceito de si-

milaridade, cuja definicdo é que dois conjuntos 5 e R sao similares se existe
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uma fangdo ¢ de S tal que ¢|S] = R (Definicao 32). Porém, ele'ndo apenas
provou a existéncia de uma fungio gque cumpria este requisito; ele provou
a existéncia de um isomorfismo. No comentdrio 134 do texto, Dedekind ¢
perfeitamente consciente do significade deste isomorhsmo, no sentido que
todo teorema a respeito dos elementos de S pode ser traduzido, utilizando a

fungao do isomorfismo, em um teorema a respeito de K.

Concluindo nossas observagoes a respeite da obra.de Dedekind € in-
teressante notar gue, embora ela tenha sido dhil para a posterior formalizagao
do conceito de efetividade, o anter nao estava preocupado com esta guestao.
Dedekind também nao pensava que fosse necessério executar seu trabalho
de fundamentacio usando exclusivamente definicoes decidiveis nosentido de
Kronecker, quer dizer, definicGes que fornecem procedimentos para decidir,
dado um argunmento qualquer, se ele cumpre ou néo a condigao da definigao.
Isto pode ser ilustrado pelas seguintes passagens, tomadas do comecgo do-en-
saio de Dedekind que estamos comentando, onde se examina a natureza da

nogéo de conjunto {sistema na terminologia de Dedekind):

“Fin solches System §(...) ist als Gegenstand unseres Denkens ehen-
falls ein Ding {...); es ist vollstindig bestimmt, wenn von jedem Ding
bestimmt ist, obes Element von Sist oder nicht.” (DEDEKIND, 1969,

p. 345)

Para esclarecer o sentido deste texto, Dedekind acrescenta a seguinte nota

de rodapé:
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“Auf welche Weise diese Bestimnmtheit zustande kommt, nnd ob wir
einen Weg kennen, um hieriiber zu entscheiden, ist fiir alles Folgende
ganzlich gleichgiiltig; die zu entwickelnden allgemeinen Gesetze hingen
davor gar nicht ab, sie gelten unter alien Umstanden. Ich erwihne dies
ausdriicklich, weil Herr Kronecker vor kurzem {.. .} der freien Begriffs-
bildung in der Mathematik gewisse Beschrinkungen hat anferlegen
wollen, die nicht als berechtigt anerkenne;...” (DEDEKIND, 1969, p.

345)

Na préxima segao apresentaremos o trabalho de um légico que estava in-
teressado em fazer precisamente o que nao preccupava a Dedekind, quer
dizer, fornecer uma fundamentacdo da aritmética usando somenie definices

decidiveis, também denominadas finitisticas.

1.2 Skolem

Em 1919 Thoralf Skolem (1887-1963) escreveu um artigo, publicado em 1923,
no qual afirma que se pode fendamentar wina parte consideravel da ma-
tematica, em particular a aritmética, sem nsar os quantificadores universal
e existencial, ou seja, sem usar variavets ligadas. Segundo Skolem, esta fun-
damentagao pode ser efetuada usando “0 modo recursive de pensar”, o qual
satisfaz os requisitos de Kronecker. Constatemos:

“ .. diese Arbeit ist aber eine konsequent finitistische; sie ist auf demn

Prinzip KRONECKERS gebant, daB eine mathematische Bestimmung
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dann und nur dank eine wirkliche Bestimmung ist, wenn sie mit Hilfe

endlich vieler Versuche zum Ziele fithrt,” (SKOLEM, 1970, p. 188}

A estratégia recursiva de Skolem incluia definicbes recursivas primitivas de
relagoes ‘e fungdes aribméticas, e demonstracdes mediante o principie de

indugao.

Consideremos um exemplo simples para apreciar a técnica que Sko-
lem utiliza repetidamente. K habitual a seguinte definicdo da relagio de

divisibilidade:
(D) D{a,b) see (32) (a = bx).

Esta apresenta wm inconveniente, pois nao proporciona, por si mesma, um
procedimento para decidir, dados dois nimeros naturais quaisquer a e b, se
a € ou nao divisivel por . O melhor que fornece é um procedimento semi-
decidivel, a saber, o de testar, caso a caso, a equagao a = bz substituindo
sucessivamente z por 1,2, ... até que a equagdo se cumpra. Se a é divisivel por
b, entao esse procedimento finaliza. Em caso contririo, nunca tem fim. Em
resume, a observagio de Skolem € que as definigdes habituais das relagdes e
fungbes aritméticas basicas nio proporcionam procedimentos decisérios, nao
satisfazendo as mencionadas exigéncias de Kronecker. Como resolver este
inconveniente? Skolem afirma que basta, em primeiro lugar, considerar re-
sultados ja demonstrados. No caso da divisibilidade, consideremos o seguinte

fata:
(R} Se @ = be, entdo = < a.
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(R) permite substituir o “definiens” de (D), que tem a varidvel z ligada e
sem limite, por uma férmula com quantificador existencial limitado, dando

lugar & seguinte definigio:
(D) Dfa,b) see (Fzhcoca {a = bz).

Esta definicdo sim apresenta um procedimento decisério. Skolem did mais
um passo. Define indutivamente a relagao terndria D{a, b, ¢), a qual expressa

que a é igual ao produte de b por um nimero entre 1 e ¢:
Afa,b, 1} see a = b;
Afa,b,c+ 1) see Ala,b,c) ou a = b(c+ 1).
A seguir, pode-se definir a divisibilidade do seguinte modo:
(D"} IDM{a,b) see A(a,b,a).
Tem-se assim um procedimento decisdrio que é visivelmente recursivo.
F interessante acrescentar que Skolem pensava sempre ser possivel

passar de {D’} a (D"):

“Da nun die SCHRODER sche Aussagensumme in dieser Definition
eine endliche ist, kann sie selbst wieder durch Rekursion definiert wer-
den, und dadurch 1aBt sich auletzt die Anwendung einer scheinbaren

Veranderlichen ganz vermeiden.” (SKOLEM, 1970, p. 161)
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Hsta idéia equivale a enunciar sem demonstragio um conhecido resultado da

teoria das fungoes recarsivas:

Se a relacao R{z1,...,2n,y) é recursiva, entdo a relagdo

(Jy)y<: R(zi,...,24,y) também é recursiva.

Skolem pensava algo analogo a respeito do quantificador universal:

“Fhen weil diese Aussagenprodukie endlich sind, konnen sie rekurrie-
rend definiert werden, wodurch die scheinbaren Veranderlichen vollig

vermieden werden.” (SKOLEM, 1970, p. 173}

Estas observa¢des de Skolem podem nos levar em dire¢ao a tese de Church. B
Sbvio que Skolem pensava que toda funcao recursiva (primitiva) era finitaria.

A respeito do reciproco, Webb sugere que

“It is quite possible that both Skolem and Hilbert believed in 1923
that all effective or finitary funciions could be defined by primitive

recursion.” {WEBB, 1380, p. 185)

Porém, nao encontramos nenhum texto de Skolem que pudesse confirmar este

ponto de vista, assim como Webb nao pode.

Finalmente, completamos a descricdo do trabalho de Skolem. Além
de definir recursivamente a divisibilidade, faz o mesmo com a soma, a relacio
de menor estrito, o produto, a diferenca truncada, a divisdo, o maximo divi-

sor comum, o minimo miltiplo comum, a propriedade de ser primo, o fatorial,
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etc. Entre estas aparece uma definigdo duplamente recursiva, ou seja, recur-
siva relativa a duas varidveis. Trata-se da definigio 17, cnde estabelece-se
o sentido da relagdo ternaria P(z,y,z), significando que z é o produto de
y mimeros primos todos menores ou iguais a z. Por meio destas definigdes,
Skolem obtém teoremas elementares da teoria dos nimeros, chegando a de-
monstrar a existéncia de infinitos mimeros primos e o teorema fundamental
da aritmética, a saber, que todo nimero maior do que I pode ser decomposto
de maneira dinica como produto de fatores primos. Skolem também demons-
tra a equivaléncia entre o principio de indugdo matematica e o prineipio de
indugao por curso de valores. Analogamente, demonstra que é equivalente
usar qualquer das definigdes indutivas correspondentes. Além disto, demons-
tra o principio do niémero minimo: se um ndmero tem uma propriedade,
entac existe o menor mimero que tem esta propriedade. Finalmente, intro-
duz o operador Min limitado, o qual, como é conhecido, é recursivo primitive.

Skolem o diferencia do operador AMin sem limite.

1.3 Ackermann

Wilhelm Ackermann (1896-1962) contribuiu na teoria da recursdc com o
descobrimento de uma fungdo efetivamente calculdvel que nde é recursiva
primitiva. Forneceu uma prova construtiva de existéncia de uma tal fungao.
Porém, no artigo onde se apresenta este resultado, intitulado “Zum Hilberts-
chen Aufbau der reellen Zahlen”, a nocdo de calculabilidade efetiva nao é
mencionada. O titulo refere-se a uma construgao das fungoes da teoria de

nimeros desenvolvida por David Hilbert (1862-1943) no trabalho intitulado
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“Uber das Unendliche”, onde, por outro lado, jd se anuncia ¢ mencionado

resultado de Ackermann (ver VAN HEIJENOORT, 1967, p. 388)."

Nao incluimos Hilbert na histéria das fungoes recursivas, porque a
menci_ena_da construgao seria a sua tinica contribnigao pontual nesta area,
mas ela € considerada obscura e, aparentemente, ndo foi muito desenvolvida
fora de sua escola (ver GANDY, 1988, p. 108). Provavelmente, Hilbert pen-
sava encontrar, dentro desta construgao, uma fungdo efetivamente calculdvel
que_rcgpives_sa positivamente o problema de decisdo do: calcule de predica-
dos. Possivelmente, Hilbert acreditava que o décimo problema dc sua lista
de 1900 também pudesse ser resolvido positivamente e, em geral, que o am-
biente matematico ainda nao estava preparado para fornecer nma definicao
de calculabilidade efetiva (ver GANDY, 1988, p. 65). Isto explicaria que
a sua escola nao tenha se preocupado em obter uma definicie do mencio-
nado conceifo, que é necessaria so se se acredita em solugoes ;I_-legéxtiv_as._ isto
tambem explicaria o fato de que nenhnm membro da escola de Hilbert tenha
encontrado a sclughio do problema de decisdo do célculo de predicados {ver

GANDY, 1988).

A seguir apresentamos um resumo do artige de Ackermann. A men-
cionada constiugé,o hilbertiana das fungGes da teoria dos nimeros se baseia
na segninte tipificagio. As funcdes do tipo 1 sdo aquelas cuj_.eé z_;lfgumt_entos
e valores sio nimeros naturais; as do tipo 2 sdo aquelas cujps_aigumentos
inchiem pelo m.e_nos_ uma fungio de tipo 1 e nenhuma fungao dc:t._ip_o maior
que 1; e assim segﬁjndo para funcoes de tipo n. As fu_m;_f)eé de _.t;i;)o_ maior

on igual a 2 atualmente sdo denominadas “funcionais”. Resta acrescentar
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que as fungoes de todos estes tipos sdo definidas pela aplicacio das regras
de substitui¢io e recursao, a partir de um conjunto apropriado de fungdes
wiciais. O seguinte é um exemplo da regra de recursio definindo uma fungao

de tipo 2:
pc(f({:),a,ﬂ) = &
Pc(.f(‘:}:a?”’ + 1) = f(f)c{f{c)aa‘?n))'

A letra ¢ subscrita liga a varidvel de f. Intuitivamente, p.(f(c},a,n} é a

iteragao n-aria de f sobre a, isto é:

pc('f(c),a,n) == f(.f( . f(a) .- ))

1 VEEES

Chamamos a atengao sobre o fato de que a recursdo estd aplicada sobre um

argumento nurnérico.

Dada esta tipificagdo, podem-se construir as fungdes com argumentos
exclusivamente numéricos, as quais ficam classificadas em diferentes grupos.
() primeiro grupo contém as fun¢des que podem ser definidas pelo uso exclu-
sivo de fungdes do tipo 1, oun seja, coincide exatamente com o conjunto das
fungoes recursivas primitivas. Em geral, o n-ésimo grupo contém as funcoes
gue somente podem ser definidas se se inclui alguma fungdo de tipo n, mas

fungdes de tipo maior sdo prescindiveis,

Para os propésitos de Hilbert era imprescindivel que nenhum grupo
fosse vazio. Em 1925 Ackermann ja havia encontrado uma fungdo que per-

tence ac segundo grupo. Este resultado foi publicado em 1928, e é facil
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generalizé-lo para wm grupo qualquer. A fun¢io de Ackermann se constrdi a

partir da defini¢do da seguinte funcdo ¢ de trés argumentos: -
ela,b,0) = a + b;
w(a,b,n + 1} = po(pla, c,n), afa,n), b);

onde p € a fungdo de tipo 2 definida acima e a{a,n) é a seguinte fungio de

tipo 1:

g sen=20;
afa,n) =4 1 sen=1;
a caso contrario.

Para compreender a funcio ¢, observemos que

QD(CZ, 510) = @t 5;

pla, b, 1) = ab;
wla,b,2) = a’

- } b vezes,
wla,b,3) = a°

Intuitivamente podemos ver que, para cada n, a funcio de duas variavels
wla,b,n) é numa fun¢io recursiva primitiva. O que ocorre sé tomamos a
funcde Ala) = @la,a,a) definida a partir de @{a,b,n) por substituicio?
Para ter uma idéia da velocidade de crescimento de A, basta levar em conta

que, embora os irés primeiros valores sejam simplesmente 8,1 e 4, o valor

de A para 3 ja é 277, E razodvel pensar que dada uma fungde recursiva
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primitiva f qualquer, se fomamos um ne suficientemente grande, para todo
n > ng ocorrera que f{n) < A(n}), ou seja, A cresce mais rapido que qualquer
fun¢ao recursiva. Esta é a intuicao que Ackermann formalizou em 1925 para
demonstrar que 4 é uma fungao que pertence ao grupo 2. Ackermann chamou
a atengao sobre o fato de que ele ndo admitia recursdes sobre mais de uma
variavel. Caso contrério, a fun¢do A pertenceria ao grupo 1, pois se poderia

definir ¢ sem usar fungdes de tipo 2, da seguinte maneira:

wla,b,0) = a+ b
w(a,0,n + 1) = afa,n);

pla,b+1,n 4+ 1) = pla,p(a,byn + 1},n).

Nesta formulagao a terceira equagao apresenta uma recursdo dupla.

+

E interessante acrescentar gue em 1935 Résza Péier usou outro
método para chegar & mesma conclusdo que Ackermann. O procedimento

foi o seguinte: fazer uma enumeracio efetiva das funcbes recursivas primiti-
z-ésima fungéo recursiva primitiva unaria. E claro que [J ndo pode pertencer

a lista das funcdes recursivas primitivas undrias. Porém, D é efetiva. Por-

tanto, D é uma fungio efetiva nao primitiva. (ver PETER, 1935, p. 49-53)
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1.4 Godel

Cédel desenvolveu a teoria das fungdes recursivas com o fim de obter seus
conhecidos resultados de incompletude de 1931. Efetuou as:"segiiihtes contri-

bui¢ées:
{G1) Definigdo das fungdes e relagoes recursivas primitivas;
(G2)  Prova de propriedades elementares das fungoes recursivas;

(G3) Prova de que algumas fungées e relagoes elementares da teoria de

nAmeros sao recarsivas primitivas;

{G4) Prove de que as fungdes e relagies atilizadas para aritmetizar os
sistemas formais sdo recursivas primitivas;

(G5)  Formulacho do conceito de entscheidungsdefinithedt,

(G6) * Prova de que toda relagio recursiva primitiva é numeralmente ex-

pressavel.
Segue-se um comentdrio a respeito de cada um destes pontos.

(G1): A definicio das fungdes e relagoes recursivas primitivas ¢ efe-
tuada sem fazer referéncia a nenhum formalisme: uma fungde f de teoria
de nimeros é recursiva primitiva se existe uma sucessio finita de fungoes de
teoria de nimeros fi, f2, ..., fn que termina com f e tal que cada uma das f;
da sucessao esta definida recursivamente a partir de duas fungoes precedentes

, ou resulta da substituicdo dos argumentos de uma das funcdes preceden-
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tes por algumas das fungSes precedentes, on ¢ uma funcho constante ou a
funcao sucessor. Previamente, Godel define a regra de recursio da maneira
conhecida e permite explicitamente que nem todas as variaveis do “lado es-
querde” aparecam do “lado direito”, tanto na regra de substituicio como na
regra de recursdo. Esta liberalidade explica porque nao necessita das fun¢des
identidade U7{z1,...,2,} = ; {com 0 < j < n) que as vezes se usam para
definir as fungbes recursivas. A definigao de Gédel coincide exatamente, salvo

questoes estilisticas, com as defini¢ées que se usam atualmente.

{G2): Gédel prova que se R e § sio relacoes recursivas, entdo

também o s&o as relagdes ~R, BV § e R&S. Em segundo Iugar, se as fun-

¢oes f{zy,...,2n) e g(&y,...,2n) s80 recursivas, entdo também o € a relacio
oy, 20) = gy, ..., 2,). Em terceiro lugar, se a fungao f{z;,...,z.} e
a relagao Riy,®1,...,z,) sdo recursivas primitivas, entdo também o sio as
relagbes

(Ey}[y = f(ml} R xﬂ)&R(yamla e axn)]

(My)ly < fl@1,. . 2a) = Bly, 2, ..o, 20l
e a fungio
F’y[y <_: f(mlﬂ R !mn)&R(y: Liya-- fgzn)]-

Estas propriedades elementares das fungoes recursivas fambém tem ficado

presentes nas exposi¢des habituais da teoria da recursao.
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- (G3): Depois de observar que é facil verificar que as fungdes » + y,
zy ¢ z¥ e as relagbes © < y e z = y sdo recursivas, Godel preva que outras
fungoes e relagbes elementares de teoria de nitmeres, como a fun¢do fatorial

e a relacdo de divisibilidade, também séo recursivas primitivas.

{G4): Prova do cardber recursivo primitivo de guarenta ___qu_l_g;_ées de
teoria de nimeros. Neste caso, trata-se de fungées e relagoes q.u_e____po_de.m ser
formulada.s._em termos de uma aritmetizagao do sistema formal, a qual foi
desenvolvida por Godel com vistas a seus resultados sobre incompletude e
consisténcia.

{G5): O adjetivo entscheidungsdefinil, que poderia ser traduzido
COTRO deﬁm’eio %m sua decidibilidade, foi traduzido por Gédel em 1965 ao inglés
por de;%’d_alsfe. Trétarse da nocao conhecida atualmente como_.;:e_l;;ga_",o nume-
ralmente e:z:pre.ss.a’vei de KLEENE (1952, p. 195} ou de relago ezpressdvel de
MENDELSON (1979, p. 134). Pode-se formular da seguinte maneira:

Uma relagdo H(z1,...,2,) de teoria de nimeros é numeral-
mente expressdvel no sisterna formal § se existe uma férmula
A{zy,...,2,) (cnjas varidveis livres sdo exclusivamente as
variaveis distintas #z;,...,2,) tal que para nimeros nabu-
rals quaisquer ki, ...,k

(3) se Blky,...,k,}, entdo bg A(ky,... k)

(b) se ~R{ky,..., k), entdo g Ak, ..., k).

(G8): A proposigdo de que toda relacio recursiva primitiva € nume-

ralmente expressiavel no sistema formal definido por Gdédel pode ser provada
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por indugao exigindo somente destreza técnica, consideravel no caso da re-
gra de recursdo. Também é o caso de um resultado que tem sobrevivido na
literatura standard (ver KLEENE, 1952, p. 297 ¢ MENDELSON, 1979, p-
151). Se Gédel tivesse disposto em 1931 de seu conceito de recursio geral de
1934, tambeém teria podido provar a proposico inversa, quer dizer, que toda

relagio numeralmente expressivel é recursiva geral.

I interessante indicar que na prova original do resultado indicado
em (G6), Godel aplicon a indugao sobre o que denominou grau (Stufe, em

alemao) de uma fun¢io recursiva, quer dizer:

“IDdie Lange der kiirzesten Reihe von i, welche zu einer rekursiven

Funktion ¢ gehért,. .. ® (GéDEL, 1986, p. 158)

Esta nocao de grau ndo é construtiva, como foi observado por Kleene (ver
GODEL, 1986, p. 131-132}. Portanto, seu uso invalidaria as pretensdes cons-
trutivas de Godel. Porém, é possivel realizar inducdes com o fim de obter o
resultado indicado, sem necessidade de based-las no conceito de grau. Para
provar, por exemplo, que todas as fungoes recursivas primitivas sdo nume-
ralmente representaveis, basta provar que todas as fungdes iniciais sao repre-
sentdveis e que as operagées de substituigdo e recursao preservam a represen-
tabilidade, quer dizer, que se as fungGes operandos as quais estas operagoes se
aplicam sdo numeralmente representaveis, entdo também o sdo as func¢oes va-
lores destas operagoes. Esta é a argumentacao mais usual nestes casos, usada
também por Gédel no seu trabalho “On Undecidable Propositions of Formal

Mathematical Systems” de 1934 sobre a mesma questao, argumentacao que
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nao usa o conceito de grau de uma fungao recursiva (ver GODEL, 1986, p.

358-359).

Também é ntil efetuar alguns comentérios sobre a nota introdutoria
do trabaltho de Godel de 1931 publicada por van Heijenoort. Considere-se a

apresentagio deste autor sobre o resultado indicado em (G6}:

“The proof that every primitive recursive number-theoretic predicate
is numeralwise representable in P. That is, the predicate holds of
some given numbers if and only i a definite formula of P is provable
whenever its free variables are replaced by the symbols that represent

these numbers in P.” {VAN HEIJENOORT, 1967, p. 583)

Esta passagem contém certa dose de imprecisdo. Em primeiro lugar, uma
simples questao terminolégica, é mais apropriado usar o termo ezpressdvel
em lugar de representdvel, pois na literatura é comum usar represenidvel
para funcdes e expressdvel para predicados. Em segundo lugar; a definicdo
dos predicados numeralmente expressidvels em um sistema formal P estd
exposta com pouco cuidado. Na realidade, de acordo com o texto de Gadel,
um predicado é numeralmente expressivel se existe uma férmula F de P
tal que 1} se o predicado vale para certos mimeros, entao pode-se provar
em P a formula que resulta da substituigdo das varidveis livres de F pelos
simbolos que representam os nimeros dados € 2) se o predicado nao vale para
certos mimeros, entho pode-se provar em P a negacée da férmula mencionada

no caso anterior. - Isto coincide com a definigio de relagoes -numeralmente
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ezpressavels fornecida em {(35). Se se entende literalmente a definicio de

van Heljenoort pode-se confundi-la com a seguinte nocéo:

Uma relagdo R(zy,...,z,} de teoria de nimeros é resolivel
no sistema formal S se existe wma férmula Alz,,...,z,)
(cujas varidveis livres sfio exclusivamente as varidveis dis-
tintas ®1,...,2,) tal que para nimeros naturais quaisquer
k... ky:

(a) Fs A(ky, ... ka) ou kg = ARy, ..., k)

(b) R(ky,... k) see bg Alky, ... k).

E facil provar que resolubilidade implica expressabilidade numeral. Pode-se
também facilmente provar a afirmacdo inversa se se supoe que § é consistente

{ver KLEENE, 1952, p. 296 para uma prova desta equivaléncia).

Para poder entender bem o préximo comentério, é bom ter em conta
que Godel introduz o conceito de predicado numeralmente expressivel sem
usar a expressao numeralmente expressdvel nem nenhuma outra. Um pouco
mals adiante em relagio a citacdo anterior de van Heijenoort, ele menci-
ona alguns comentérios de GGodel, um dos quais é apresentado da seguinte

maneira:

“He [Gddel] introduces predicates that are entscheidungsdefinit {in the
translation below these are called decidable predicates, at the aunthor’s

suggestion}.” (VAN HELJENOORT, 1967, p. 593)
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A impressdo de qualquer leitor atento é que van Heijenoort pensa que os
predicados que aqui chama. decidiveis nao tém relagdo, a principio, com 08
predicados que havia chamado numeralmente expressdveis e que comenta-
mos no pardgrafo anterior. Nada mais distante da verdade. Os predicados
entscheidungsdefinit sio exatamente os predicados que acabamos de chamar
numerdlmente ezpressdveis. Van Heijenoort devia ter &ii':u,'.é.'m todo caso,
simplesmente que Gédel introduz o nome entscheidungsdeﬁnit .para 0s pre-
dicados que ja havia apresentado previamente sem dar-Thes nenhum nome,
pois Godel nio uson a denominacio ezpressabilidade numeral, a qual apa-

rentemente provém de KLEENE (1952, p. 195).

‘Acreditamos que estes comentérios podem ser fiteis pa.ra. gque qual-
quer leitor da nota introdutéria de van Heijenoort atente para 0s Ségui‘ntes
ponios: | a
{a) ndo confunda os conceitos de expressabilidade numeral e resolubilidade;
(b} nao seja conduzido a pensar que os conceitos de exprgssébi_-]jdade numeral

e entscheidungsdefinitheit (decidibilidade) nao sdo um e o mesmo.

1.5 Herbrand

Na obra de Jacques Herbrand (1908-1931) existem trés alusdes as nogbes
de calculabilidade efetiva e fungio recursiva, todas elas do an'(.). de 1931. A
primeira alus@o ocorre em uma nota nao assinada sobre a sua ﬁrépria tese de
doutorado. Em uma descrigio do que chama de infuicionismo em sua forma

extrema, o aubor inclul a seguinte passagem:
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(H) “tontes les fonctions infroduites devront éire effectivement calculables
pour Goutes les valeurs de leurs arguments, par des operations décrites

entitrement d’avance;” (HERBRAND, 1968, p.210).

Esta passagem, onde segundo GANDY (1988, p. 73) ocorre pela primeira vez
o termo efetivamente calculdvel, aparentemente 36 fol publicada no ano de

1968 e, conforme veremos mais adiante, provavelmente ndo foi conhecida por

Godel.

A segunda alusdo foi feita em uma carta dirigida a Godel, extraviada
posteriormente, a qual continha nma sugestao para definir a nogao de fungao

recursiva. Segundo Gadel, a definigdo proposta por Herbrand foi a seguinte:

(H2} “One may attempt to define this notion as folows: If ¢ denotes an
unknoufn function, and ¥y,..., ¥ are known functions, and if the s
and ¢ are substituted in one another in the most general fashions
and certain pairs of the resulting expressions are equated, then, if the
resulting set of functional equations has one and only one solution for

@, ¢ is & recursive function.” {GODEL, 1988, p. 368},

Godel, e uma carta dirigida a van Heijenocort datada de 23 de abril de 1963,
interpretou que a existéncia e a unicidade de ¢ da qual se fala em (H2) de-
veria ser obtida construfivamente, embora Herbrand nao tenha se referido ao
assunto (ver VAN HELJENOORT, 1967, p. 619). Pode-se notar que em {(H2)
falta a mengdo das regras ou “operagdes deseritas inteiramente em avango”

conforme expressado em {H1). Godel obteve a sua definigao de recurséo geral
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justamente acrescentando a (H2) duas restri¢des, a primeira das quais intro-
duz duas regras, que em inglés denominam-se substitution e replacement. Por
causa desta anséncia, Godel julgou que ndo era apropriado. considerar Her-
brand como o introdutor da nogdo de fungio recursiva (VAN HEIJENOORT,
1982, p. 74). E interessante acrescentar que KALMAR {1955) encontrou uma

fungao recursiva no sentido de (H2), porém nio recursiva geral no sentido de

Godel.

A terceira alusdo encontra-se no sew ilthmo artigo, dedicado & prova
da consisténcia de um sistema formal de aritmética elaborado por ele mesmo,
o qual inclui, além dos axiomas de Peano, o seguinte grupo de axiomas

(hipdteses na lingnagem de Herbrand):

(H3) “On pourea aussi introduire nn nombre guelcongue de fonctions
fizyea ... 7y, avec des hypotheses telles que
a) Elles ne contiennent pas de variables apparentes;
b) Considérées intustionnistiquement, elles permetient de faire effec-
tivement le calewl de fizizy .. 2., pour foul systéme particulier de
nombres; et 'on puisse démontrer intuilionnistiguement que [’on. obti-

ent un résultat bien determing” (HERBRAND, 1968, p. 226-227).

Herbrand acrescenta a seguinte nota de rodapé para esclarecer o significado
da expressao “counsiderados intuicionisticamente” que aparece no.comego de

b}:
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(H4}) “Cetie expression signifie: traduites en langage ordinaire, considérées
comine une propriété des entiers, et nom comme un pur symbole.”

(HERBRAND, 1968, p. 227}

Da mesma maneira que ent (H2), em (H3) Herbrand ndo fala de “operacées
descritas inteiramente de antemao”. Em 1934 Godel afirmou que (H2) e
(H3) sdo trivialmente equivalentes na matematica intuicionista. Além disto,
ele diz ndo saber se (H3) ¢ ou ndo é equivalente & nogio de recursividade
geral (GE)DEL, 1986, p. 368). Nesta iltima questio Godel ndo esclarece se
esta falando da matematica cldssica ou da intuicionista. No ano de 1964 a
situagao ndo tinha se modificado (VAN HELJENOORT, 1982, p. 74). Por
outro lado, em uma carta a van Heijenoort datada de 14 de agosto de 1964,

Godel interpreta (H4) como se desconhecesse {H1):

“Herbrand, de son coté, exclut explicitement la spécification de régles
formelles de calcut par la locution ‘considérées intuitionnistiquement’,”

{VAN HEIJENOORT, 1982, p. 74)

Parece que nao se pode interpretar Herbrand como se ele quisesse excluir re-
gras formais, dado que em (H1) ele pede explicitamente “operacoes descritas
inteiramente de antemao™. Assim pensa van Heijenoort guando apresenta a

seguinte pergunta:

*... Herbrand n'avait-il pas écrit quelques mois plus t6t que les caleuls
devaient se faire 'par des opérations décrites entidrement d’avance’? Il

n’avait pas doneé une liste de ces opératious, mais peut-on dire que
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la note 5 [H4] exclut catégoriguement la possibilité d’une telle liste®”

{VAN HELJENOORT, 1982, p. 76)

Uma explicacdo da omissao de regras explicitas em (H3) por parte de Her-
brand pode ser atribuida ao fato de que (H3) pertence a um sistéma formal
de aribmética cuja consisténcia Herbrand gueria provar, ae qual, portanto,
néo deveriam poder se aplicar os resultados de Gédel sobre consisténcia de
1931, j4 conhecidos por Herbrand no momento da publicacio do texto ao

gual pertencem {H3) e (H4).

Em resnmo, as contribuigoes de Herbrand parecem se reduzir a {H2},
que contém uma idéia que foi usada por Godel para o sen posterior conceito
de recursdo geral, um dos primeiros conceitos formais para a nogae intuitiva

de efetividade.

Este processo histérico de formagao do conceibo de recurséo geral
comentado neste capitulo culminou em 1934 com o mencionado conceito de
recursdo geral. Detemos o nosso relato sobre a histéria da recursao no ano
de 1931, porque comegaremos, no proximo capitulo, a partir desta data um

histdrico da tese de Church.
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Capitulo 2

Historico da tese de Church

2.0 Church, Godel e Kleene

No comego da década de 30, o légico norte-americano Alonzo Church (1902-)
estava interessado em desenvolver wm programa de fundamentagio da ma-
temdtica baseado no conceito de fungéo e que nao incluia estratégias como
a teoria de tipos de Principia Mathematica. Trabalhou em conjunto com
seus doutorandos Stephen Kleene (1808-) ¢ John Rosser {1907-). Quando
os resultados de Godel de 1931 foram comhecidos, Church passou a se pre-
ocupar com a consisténcia de seu sistema. Algum tempo depois, Kleene
e Rosser provariam a sua inconsisténcia (ver KLEENE, 1981a, p. 52 para
alguns comentarios sobre este assunto). Porém, resultou pessivel separar
um subsistema que ndo possuia o mencionado inconveniente: o cdlculo de
conversao lambda, que consistia em poucas regras, e no qgual os nimeros na-

turais podiam ser representados. Neste contexto podem se definir as fungoes
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de N™ em N que se denominam de A-definiveis. Trata-se, intuitivamente,
das fungbes cujos valores podem ser calculados com o formalismo da notagao

lambda.

No inicio de 1934, Gédel chegou em Princeton convidado para pro-
ferir mm curso a respeito de seus resultados de 1931, U:téﬁ.féﬁza"lx do
trabalho de GODEL (1986, p. 186) tornava quase certa wma solugio nega-
tiva ao probiema de decisao do cdlculo de predicados enunc1ado e tnvestlgado
pela escola de Hilbert. Para provar que existe um método’ de’ declsae, basta
encontrar um. Mas para provar que nao existe um tal método, é precise ter
uma definigao rigorosa da no¢ao de método de decisao (a rigor, pelo menos
uma condigao necessdria de tal nogdo). Como vimos na sega.o 1.3, a comu-
nidade matemética nio tinha se preocupado em encont*raa: uina deﬁmgao de
calculabilidade efetiva. Church, consciente, gracas ao trabalho de Kleene, da
potencia do seu conceito de funcio A-definivel, teve a idéia, pela primeira vez
na histéria da matematica, de identificar o conceito intuitivo de funcéo efe-
tivamente calculavel com wmn conceito formal, a saber, o conceito de fungao
A-definivel. Comunicou oralmente sua idéia a Godel. Este considerou a su-
gestao inteiramente insatisfatoria, como o testemunha a seguinbe passagem

de Church sobre Gédel:

© “My proposal that lambda-definability be taken as a definition of [effec-
tive calculability] he regarded as thoronghly unsatisfactory.” {DAVIS,

1982, p. 9)
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Aproximadamente na mesma época, Gidel expés, no curso mencionado, a
no¢ao de fungdo recursiva geral, baseado na sugestio de Herbrand que cita-
mos no capitulo anterior. Porém, ficard claro mais adiante que Gddel nao
pretendia estar formalizando o conceito intuitive de calculabilidade efetiva,

numa atitude cautelosa em contraste com a de Church.

Kleene, ao contrario de Godel, tornou-se partidirio da idéia de
Church, depois de néo ter conseguido refuté-la pelo potente método de dia

gonalizagao:

“When Church proposed this thesis, { sat down to disprove it by
diagonalizing out of the class of the A-definable functions. But, quickly
realizing that the diagonalization cannot be done effectively, I became

overnight a supporter of the thesis.” (KLEENE, 1981a, p. 59)

Antes de prosseguir com a historia da tese de Church é conveniente escla-
recer, a respeito da relagdo entre os trabalhes de Church e Kleene sobre a

definibilidade lambda, a seguinte confusido de Webb:

“It was Kleene who undertook the detailed study of number theory
in the A-system, with particular attention to those functions of the
mntegers which were ‘formally definable’ in it. Church had, in fact,
already suspected that these *A-definable’ functions might provide a

good approximation of effectiveness.” (WEBB, 1980, p. 212)

35



Em KLEENE (1987} nega-se a afirmacao citada, se se interpretar que Church
suspeitava que as fungdes A-definiveis caracterizariam a efetividade quando

Kleene comecou a estudar o sistema lambda. Kleene acrescenta que

“In fact, Church came to this suspicion from contemplating Kleene’s

resulis.” {(KLEENE, 1987, p. 47)

Para justificar sua afirmacio, Kleene indica que, por exemplo, quande em
janeiro ou fevereiro de 1932 conseguiu, depois de muite esforge, provar que
a funcio predecessor era A-definivel, Church ja havia descartado esta possi-
bilidade; de fato, o leitor podera verificar que qualquer férmula gue A-defina
a fungdo predecessor € bastante complicada (ver KLEENE, 1981a, p. 56-57
ou CHURCH, 1985, p. 31).

Apds o curso proferido em Princeton, Gddel retornou 2 Austria.
Church e sua equipe continuaram trabalhando sobre o tema em Princeton.
Fmalmente, em 19 de abril de 1935 Church publicou um resurno ﬁnde anun-
ciava um trabalho que demonstraria a existéncia de problemas mdemdivem
Para isto necessitava de uma definicao da nogao de ralculablhdade efetiva,

pelo qual Church incluiu no referido abstract a seguinte passagem:

. it is maintained that the notion of an effectively calculable func-
tion of positive integers should be identified with that of a recursive

fanction,...” (CHURCH, 1935, p. 333)

De acordo com o anunciado, em margo de 1936 Church pubbicou um artigo

que continha uma definicdo do conceito de calculabilidade efefiva:
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“We now define the notion, already discussed, of an effectively calcu-
lable function of positive integers by identifying it with the notion of a
tecursive function of positive integers (or of a A-definable function of

positive integers).” {DAVIS, 1965, p. 100}

A razio da frase entre parénteses é que nesse momento Church e Kleene
jé tinham demonstrado a equivaléncia enfre os conceitos de definibilidade
lambda, elaborado por Church, e de recursio geral de Gédel. A demons-
tragdo de que toda fungio A-definivel é recursiva geral foi feita simultinea e
independentemente por Church ¢ Kleene antes de abril de 1935 {ver DAVIS,
1965, p. 99}, enquanto que o enunciado reciproco foi demonstrado por Kleene
em junho de 1935 e publicado em KLEENE (1936). A prova do enunciado
reciproco € mais complexa e originou o teorema da forma normal. Nesta
prova Kleene introduz outro conceito formal equivalente aos conceitos de de-
finibilidade lambda e recursdo geral: o conceito de gy-recursio. De acordo
com esta no¢ao, uma fungao é p-recursiva se € possivel construi-la a partir de
um conjunto de fung¢oes inicials por meio das regras de substitui¢io, recursao

e p-recursao, a ultima das quais se define do seguinte modo:

flee, .. v2a) = pylgles, . 20, y) = 0]

onde (a) g{z1,...,2,,y) é uma fun¢io de teoria de nimeros tal que da-
dos z1,...,2, existe pelo menos um y tal que g(e1,...,2.,9) = 0 e (b) a
expressdo pyR(1,...,2,,y) denota o menor ndmero y, se existe, tal que

R{zy,...,2,,y) . Para evitar confusdes terminoldgicas deve-se ter em conta



que este conceito de p-recursio as vezes denomina-se simplesmente recursdo,

por exemplo, em MENDELSON (1979, p. 138).

O conceito de p-recursio se define, como visto, sem necessidade de
envolver nephum sistema formal, da mesma maneira que o conceito mais
restrito de funcio recursiva primitiva. Webb ressaltou este carater da u-

FeCcursaon:

“Thus, unlike Godel’s general recursive functions, the u-recursive func-
tions are not defined by reference to any formalism for expressing equa-
tions whose calculations proceed by fixed rules governing the use of

that formalism:” {WEBB, 1980, p. 206-207)

Retornando a Church, € necessério acrescentar gue ele forneceun duas justi-
ficacbes para a definicio de calculabilidade efetiva apresentada. Mas, antes

de expé-las, emitiu a seguinte adverténcia:

“This definition is thought to be justified by the considerations which
follow, so far as positive jusiification can ever be obiained for the
selection of a formal definition to correspond to an intuitive nobtion.”

(DAVIS, 1965, p. 100)

Comentaremos as justificacées de Church na segao 4.3.
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2.1 Post

Em ocutubro de 1936 ja se conheciam trés conceitos equivalentes relacio-
nados com a calculabilidade efetiva: a A-definibilidade, a recursio geral e
a p-recursao. No mesmo més foi recebido para publicagio um artigo do
logico norte-americano Emil Post (1897-1954). Este trabalho apresentava
um quarto conceito que provar-se-ia equivalente aos anteriores, mas do qual
o autor pensava que tinha maior “fidelidade psicolégica” que o conceito de

Gzadel:

“The writer expects the present formulation o turn out. to be logically
equivalent to recursiveness in the sense of the Godel-Church develop-
ment. Its purpose, however, is not only to present a system of a certain
logical potency but also, in its restricted field, of psychological fidelity.”
(DAVIS, 1965, p. 291)

O conceito de Post baseia-se no seguinte: 1) uma fita infinita nos dois senti-
dos, dividida em guadrados que podem estar vazios on conter uma marca, dos
quais seleciona-se um como ponto inicial; 2) um conjunto de ordens baseadas
nas seguintes operagbes: a} marcar o quadrado atual; b) apagar o quadrado
atual; ¢) mover-se para o quadrado & direita, d) mover-se para o quadrado
a esquerda; ¢) determinar se o quadrado atual estd ou nio marcado. Nao
fornecemos mais detalhes sobre as idéias de Post, pois sdo muito similares

com as que apresentanmos na proxima segio,
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2.2 Turing

Também em 1936, mas independentemente dos trabalhos de Church, Kle-
ene € Post, Alan Mathison Turing {1912-1954) publicon um trabalho onde
apresentava ouira nogio equivalente a de recursdo geral. Trata-se da necao
de computabilidade, a qual requer certas maquinas tedricas que desde entao
se conhecem como maquinas de Turing. Em realidade, no referide traba-
lhe nao se fala de fan¢des efetivamente calculdveis, sendo de nimeros {reais)

computdveis, que Turing define assim:

. “A number is computable if it differs by an integer from the number

computed by a circle free machine.” (DAVIS, 1968, p. 119}

Este ndo é o lugar apropriado para extender-se sobre o significado do conceito
de méquina livre de circulos. 56 nos interessa que se registre o fato de que
Turing, em uma atitude similar a de Church, simplesmente fornece uma

definicdo.

As nogdes de recursividade e definibilidade lambda ja tinham histéria
em 1936. No primeiro caso, quase cingiienta anos; no segundo, cinco anos.
Em coniraposigao, é nogao de computabilidade de Turing é simultanea a
tese de Church. Nasceu a partir de uma andlise do conceito iﬁ_i;g_jti.vo de

calculabilidade efetiva, exatamente o gue fallou nos outros dois casos.

Antes de expor a referida andlise, Turing emite a seguinte advertén-

cia:
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“All arguments which can be given are bound to be, fundamentally,
appeals to intuibion, and for this reason rather unsatisfactory rmathe-

matically.” (DAVIS, 1965, p. 135)

E interessante indicar que na se¢do 2.0 vimos que Church efetnon uma ad-
verténcia similar, antes de apresentar as justificagtes de sua “definigao” de

calculabilidade efetiva.

Turing analisa o conceito de calculabilidade efetiva na situagio de
um computador humano que realiza calculos. {O uso do itdlico deve-se a
querermos enfatizar algo n3o usual: chamar a uma pessoa de computador.)
Os elementos que considera relevantes sio os estados mentais do computa-
dor, e 0 meio {por exemplo, papel} onde escreve simbolos. Turing considera
ser possivel supor, sem perda de generalidade, que: a) o meio é uma fita uni-
dimensional potencialmente infinita e dividida em quadrados; b) o nimero
de simbolos a ser impresso ¢ finito; ¢) o numero de quadrados observados
esta limitado; d} o nimero de estados mentais do computador é finito; ¢) as
operacoes do computador constituem uma ordem discreta, e f} as operagdes
sao a troca de um simbolo de wm dos quadrados observados junto com uma
possivel troca do estado mental, e a troca de um dos gquadrados observados
por outro (o qual estd no maximo a uma certa distancia fixa dos quadrados

previamente observados) junto com uma possivel troca do estado mental.

Turing fornece argumentos para justificar que ndo existe perda de
generalidade ao efetuar os supostos mencionados. A respeito de a), indica ser

possivel supor que o meio é um papel guadriculado bidimensional, o qual se
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pode reduzir ao nivel unidimensional. De fato, Turing também esti supondo
que o meio & discreto. A respeito de b}, afirma que se o nidmero de simbolos
fosse infinito, entao haveria simbolos que difeririam tio pouco como fosse de-
sejado, o que os faria indistinguiveis. Ele elabora um argumento topoldgice
para demonstrar a referida afirmacao. Turing nao faz nenhuma afirmacio
para justificar que ¢) ndo implica perda de generalidade, mas. parece Shvio
que um observador humano ndo poderia observar um nimero arbitrariamente
grande de quadrados. De qualquer maneira, o observador pode realizar ou-
tras observacdes, se desejar observar outros quadrados. A respeito de d}, o
comentdrio de Turing é similar ao da suposi¢io b): se o nitmero de esta-
dos mentais fosse infinito, entdo haveria estados mentais qae difeririam entre
51 tao ponco como fosse desejado, o que os faria indistinguiveis. Turing nao
afirma e), mas isto encontra-se implicito na sua argumentacao. Finalmente, a
respeito de f), parece dificil encontrar operagdes que nio possam sér descritas

em termos das indicadas.

2.3 | Debate entre Post, Church e Kleén.e

Post, em contraste com Church, se opés a usar o termo “definicao” no caso
do conceito de calculabilidade efetiva. Para que se possa entender bem a

posicio de Post, o citamos detalhadamente:

“The writer expects the present formulation to turn out to be logically
equikvalent to recursiveness in the sense of the Gédel-Church develop-

ment. Its purpose, kowever, is not only to present a system of a ceriain
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logical potency but also, in its restricted field, of psychological fidelity.
In the latter semse wider and wider formulations are contemplated.
On the other hand, our aim will be to show that all such are logically
reducible to formulation 1. We offer this conclusion at the present
moment as a working hypothesis. And to our mind such iz Church’s
identification of effective calculability with recursiveness.® Out of this
hypothesis, and becanse of its apparent contradiction to 21l mathemati-
cal development starting with Cantor’s proof of the non-enumerability
of the points of a line, independently flows a Godel-Charch develop-
ment. The sucess of the above program would, for us, change this
hypothesis not s¢ much to a definition or to an axiom but to a natural
taw.

Actually the work already done by Church and others carries the iden-
tification considerably beyond the working hypothesis stage. But to
mask this identification under a definition hides the fact that a fun-
damental discovery in the limitations of the mathematicizing power of
Homo Sapiens has beer made and blinds us to the need of its continual

verification.” (DAVIS, 1965, p. 291)

O nosso ponto de vista é que Post interpretou mal a Church. Quando Post
fala de Church como se este estivesse ocultando um fato importante, parece-
nos que Post pensava que Church tinha fornecido uma definigdo nominal,
quer dizer, uma simples abreviagio. Porém, isto ndo é compativel com o fato
de que Church tenha apresentado varias justificacSes para a sua definicio logo
em seguida a sua formulagio. Considere-se o seguinte comentério de Church

acerca de sua defini¢do de funcao efetivamente calculdvel, citada acima:
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“This definition is thoughi to be justified by the considerations which
follow, so far as positive justification can ever be obtained for the
selection of a formal definition to correspond to an intuitive notion.”

(CHURCH, 1936, p. 100)

A presenca de tais justificacdes indica que Church tinha tentado fornecer
uma explicagdo no sentide de CARNAP (1956, p. 7-8), quer dizer, uma
correspondéncia entre um termo formal e outro informal ou intuitive. Esta
distingdo entre abreviacbes e explicacbes, que provem de Frege, o qual usa
a terminologia de definighes construtivas e analiticas {ver FREGE, 1969, p.
227}, € importante de um ponto de vista filoséfico. Concluimos qune a critica
de Post a Church é injustificada, porque Church usou o termo “defini¢io” no
sentido de explicacdo e ndo no sentido de abreviagio. No entanto, no texto de
Church ocorre uma imprecisao que poderia ter motivado uma interpretacao
erronea: quando na dltima citagdo Church fala de “formal definition” na

verdade deveria bter dito “formal notion”.

Qual foi a reacao de Church a respeito da comentada objegdo de
Post? Nio esteve de acordo com ela e continuou usando o termo “definigao”
{ver CHURCH, 1937, p. 43 e 1938, p. 227). Mas Kleene cec_ieg_pa_rx_:ialmente,
alguns anos ._depo.is, a terminologia de Post. Depois de indicar que todas as
funcdes re_curéivas gerals sao “subjetiva” ou “inl‘.uit.ivamgnt.é” efetivamente

caleuldveis, Kleene acrescenta o seguinte:

“Conversely, as a heuristic principle, such functions {predicates) as

have been recognized as being effectively calculable (effectively decida-
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ble), and for which the question has been investigated, have turned out
always to be general recursive, or, in the intensional language, equiva-
lent to general recursive functions (general recursive predicates). This
hieuristic fact, as well as certain reflections on the nature of symbolic
algorithmic processes, led Church to state the following thesis. The
same thesis is implicit in Turing’s description of computing machines.
THESIS I. Bvery effectively caleulable function [effective decidable pre-
dicate} i3 general recursive.

Since a precise mathematical definition of the term effectively caleu-
lable {effective decidable) has been wanting, we can take this thesis,
together with the principle already accepted to which it is converse, as
a definition of it for the purpose of developing a mathematical theory
about the term. To the extent that we have already an infuitive notion
of effective calculability {effective decidability), the thesis has the cha-
racter of an hypothesis——a point emphasized by Post and by Church. If
we constder the thesis and its converse as definition, then the hypothe-
sis is an hypothesis about the application of the mathematical theory
developed from the definition. For the acceptance of the hypothesis,
there are, as we have suggested, quite compelling grounds.” (DAVIS,

1965, p. 274)

Este texto merece as seguintes observa¢des. Em primeiro lugar, nele ocorre
pela primeira vez a expressio “tese”. {A expressao completa “tese de Church”
ocorre pela primeira vez em KLEENE (1952).} Em segundo lugar, ¢ claro
que Kleene tem em mente a pequena polémica entre Church e Post que j&

comentamos. A andlise do dltimo pardgrafo da citagio parece propor duas
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alternativas a respeito do cardter da tese de Church. Felizmente, outro trecho

de Kleene confirma esta interpretacao:

“The thesis hay be considered a hypothesis about the intaitive notion
of effective calculability, or a mathematical definition of ‘effective cal-
culability; in the latter case, the evidence is required to give the theory
based on the definition the intended significance.” (KLE‘EN'.E', 1952,

p. 318-319)

Nossa leitura deste trecho é que a primeira opcao de Kleene corresponde 2
explicagio que mencionamos em nossa critica a Post, enquanto que a opcao
que Kleenie chama de definicio matemética corresponde ao qué chamamos de
definicdo nominal ou abreviagao. Em gualquer caso, o que Church chamou
de deﬁiﬁ’gaé nao é o que Kleene est4 chamando de definicio matematica, mas
corresponde ao que Kleene chama de hipdtese. Ademais, Kleene refere-se a
uma definicao { no sentido de abreviagao) do termo “efetivamente calculavel”
usando o termo “recursivo geral”. Esta opgao parece-nos indtil, uma vez que
nio se estd abreviando nada; simplesmente ocorre uma substituicio de um

termo por outro. Isto estd fora da préxis matematica habitual.

Daqui em diante quando nos referirmos a tese de Church, estaremos

pensando no seguinte enunciado:

{TC) Uma fun¢éo é efetivamente calculavel se e somente se € re-

cursiva geral.
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Esta formulacao coincide totalmente com a usada originariamente em 1935 e
requer alguns esclarecimentos. Em primeiro lugar, usamos o termo “funcio”
como abreviagao de “fun¢do de N™ em N”. Em segundo lugar, a nogio de
calculabilidade efetiva é de carater intuitivo e refere-se a um procedimento
que, dados n ndmeros naturais como entrada, termina depois de um nimero
finito de passos proporcionando um nimero natural como safda, Em terceiro
lugar, fica claro que (TC) tenta conectar um conceito intuitive com outro de

naturesa formal.
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Capitulo 3

Questoes historicas

3.0 Havia Godel proposto a tese de Church?

Vimos que Church enunciou a sua tese usando o conceito de funcao recursiva
geral que Godel tinha apresentado em 1934 durante o curso ministrado em
Princeton. Neste curso Gédel também forneceu o seguinte comentario a
respeito da constatacio de que as funcbes recursivas primitivas podem ser

computadas mediante um procedimento finito:

“The converse seems to be true, if besides recursion ... recursions of
other forms (e.g., with respect to two variables simultanecusly) are ad-
mitted. This cannot be proved, since the notion of finite compatation
is not defined, but it serves as a henristic principle.” (G(jDEL, 19886,

p. 348)
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No mesmo trabalho, Godel d4 uma solugao ao problema do significado da
expressdo “toda fungdo recursiva”. Esta situacac origina a pergunta que

intitula esta segao.

Na primeira versao da introducdo ao trabalho de Gédel de 1934 Davis
sugeriu gue Godel j4 tinha alcancado a tese de Church no ano mencionado

{ver DAVIS, 1982, p. 8}. Mas, a resposta de (i6del fo1 categérica:

£y

. it is not true that footnote 3 is a statement of C.hﬁr:ch’s TheSIs :
The conjecture stated there only refers to the equivalence of "finite
{compuiation} procedure® and "recursive procedure.® However, I was,
at the time of these lectures, not at all convinced that my concept of
Tecursion coﬁ!priées all possible recursions; and in fact tﬁe .eqm‘%ralence
between my definition and Kleene'’s ... is not quite trivial.” {DAVIS,

1982, p. 8)

A nota de rodapé mencionada por GGodel é a primeira citacio desta secao.
Nela estd claro que o conceito de procedimento finito de compﬁf@géo ainda
nao estava definido. Agora, considerando a citagdo de 1982, de:séo'farixﬁos gue
também nao estava definido o outro conceito, ou seja, o conceito de proce-
dimento recursivo. (6del nae estava seguro que o seu conceito de recursao
geral incluisse todas as recursoes possiveis. Na nota de rodapé Gédel tinha
falado de heiristica no seguinte sentido: se se encontrar uma formalizagdo
das recursdes mais gerais, entio ter-se-4 uma versdo formal da nogdo intuitiva
de procedimento finito de computagio (calculabilidade efetiva na linguagem

de Church). A nota de rodapé sugere uma equivaléncia. Mas, nao se trata de
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wna equivaléncia entre ﬁm conceito formal e outro intuitive, como ocorre na
tese de Church. Trata-se de uma equivaléncia entre dois coneeitos intuitivos,
ou seja, os conceitos de procedimento finito de computacio e de recursio
mais geral, o iltimo dos quais deve ser distinguido do conceito formal de
recursao geral de Godel. Esta interpretagao ja foi feita em WEBB (1980, p.
188~9). Por tudo que foi colocado, a pergunta que intitula esta secio tem

resposta negativa.

3.1 Por que Godel nao aceitou em 1934 a
tese de Church?

Além de constatarmos que em fevereiro ou margo de 1934 (G8del nao aceitava
{TC) em termos da definibiidade lambda, podemos observar que ele tinha
uma proposta prépria, de acordo com o seguinte testemunho de Church sobre

Godel:

“My proposal thai lambda-definability be taken as a definition of [ef-
fective calculability] he regarded as thoroughly unsatisfactory. I re-
piied that if he would propose any definition of effective caleunlability
which seemed even partially satisfactory I would undertake to prove
thatb it was included in lambda-definability. His only idea at that time
was that it might be possible, in terms of effective calculability as an
undefined notion, to state a set of axioms which would embody the
generally accepted properties of this notion, and te do something on

that basis.” (DAVIS, 1982, p. 9)
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A idéia de Godel, apresentada por Church de forma um pouco resumida,
era obter um conjunto de axiomas a partir de uma andlise do conceite de
calculabilidade efetiva, de maneira similar & obtengao dos axiomas para os
nfimeros naturais de Dedekind a partir da andlise do conceito intuitivo cor-
respondente. {Para confirmar esta interpretagio do texto de Church pode-se
ver WANG, 1991, p. 200.) Porém, Godel ndo aicangou o desenvolvimento do
referido projeto, pois as suas exigéncias foram satisfeitas gquando conhecen o

trabalho de Turing:

“Taring’s work gives an analysis of the concept of ‘mechanical pro-
cedure’ {alias ‘algorithm’ or ‘compuiation procedure’ or ‘finite combi-
natorial procedure’). This concept is shown to be equivalent with that

of a “Tring machine’.” (DAVIS, 1965, p. 72)

Pelo que vimos na se¢ao 2.2, é claro que Turing néo efetuou neﬁ]iuma axi-
omatizacdo. Entretante, é indubitdvel que, usando a lingnagem de Church,
Turing fez uma andlise das “propriedades geralmente aceitas da nogde de
efetividade”, a qual desembocou na nogao de computabilidade, que 0 mesmo
Turing demonstrou ser equivalente 3 nogio de definibilidade lambda {ver

TURING, 1937).

E interessante notar que o ponto de vista de Post era similar ao
de Godel. J& nos anos vinte, embora sem nada publicar, Post ocupou-se
da nogao geral de indecidibilidade. Para que os seus resultades possuissem
a significagao que ele desejava, era necessério que estabelecesse o carater

universal de sua nogio de conjunto de segiéncias arbitrariamente geradas.
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Esse estabelecimento era, na realidade, a versao de Post da tese de Church.

Podemos constatar que as exigéncias de Post eram similares 3s de Gédel:

“Establishing this universality is not a matter of mathematical proof,
but of psychological analysis of the mental processes involved in com-

binatory mathematical processes.” (DAVIS, 1965, p. 418)

“Bat for full generality a complete analysis would have to be made
of all the possible ways in which the human mind could set up finite

processes for generating sequences.” {DAVIS, 1965, p. 408)

Independentemente de que Post aceitasse a analise de Turing, parece claro

que esta € semelhante 4 analise pedida por Post.

Como explicar as exigéncias de Godel e Post? Odifreddi analisa esta
questdo. Segundo ele, as atitudes dos légicos mencionados resultariam de

uma espécie de platonismo:

“[Post] proposed the identification of the notions of a set of sirings
effectively generable on one side, and generable by canonical systems
on the other. [This is] indirectly equivalent to Church’s Thesis {for
partial functions). However, Post had a platonist philosophical view,
and saw his proposal as something that had to be proved somehow,
by a kind of ‘psychological analysis of the mental processes involved in

combinatorial mathematical processes’.” (ODIFREDDI, 1989, p. 105)
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E sabido que Godel se reconhecia como platénico (ver WANG, 1991, p. 112).
Porém, isso nao significa que todos os seus atos devam ser explicados invo-
cando a sua postura filoséfica. Além disso, nem Gddel nem Post mencionam
o tema do platonismo quando manifestam suas opinides acerca de temas
vinculados com a tese de Church. Por outro lado, Kleene e Davis, que se
ocuparam destas questGes histéricas detalhadamente, também néo mencio-

nam em nenhum momento a relevancia do platonismo para as mesmas.

Dado nio aceitarmos a explicacio de Odifreddi, devemos proporci-
onar uma outra. Acreditamos que o nosso problema pode ser resolvido con-
stderando um episédio da historia das fungoes recursivas. Na nossa resposta
anterior vimos que em 1934 Gédel pensava gue estava bem encaminhado com
o conceito de recursdo, embora duvidasse da abrangéncia de sew conceito de
recursao geral. E claro que Godel nao duvidava que todas as fungdes recur-
sivas gerais fossem efetivamente calculdveis. Esta é uma comprovagao obvia
que para o caso das fungbes primitivas ji estd presente, por exemplo, em

1888:

“Zur praktischen Berechnung bieten sich Rekursionsformeln dar.”

(CANTOR, 1966, p. 434)

£ a afirmacio reciproca que provoca dividas. Antes de Ackermanu, podia se
G p que p ' P

pensar que todas as funcoes efetivamente calculdveis eram recursivas primi-

tivas, como vimos que Webb o sugere a respeito de Skolem e Hilbert. Entre-

tanto, Ackermann encontrou um contra-exemplo. Posteriormente, quando
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Godel conseguiu generalizar a definigao de recursio, como podia estar seguro

de que nao apareceria nm segundo Ackermann?

O caso da definibilidade lambda é similar. Adiante veremos gue,
aparentemente, também Church duvidava da generalidade do seu conceito
de definibilidade lambda. O fato de que todas as funcoes efetivamente cal-
culdveis submetidas a teste resultassem ser lambda definiveis, nao é evidéncia
suficiente para pensar que toda funcio efetivamente calculdvel é lambda de-
finivel. Tanto neste caso como no caso da recursio, a opgao de efetuar uma

demonstracio esta ausente, pois o conceito de efetividade é intuitivo.

Qual ¢ a diferenga do trabalho de Turing? A sua andlise estabelecen
uma conerdo entre o conceito intuitivo de efetividade ¢ um concelto formal
{computabilidade}. E interessante indicar que, além de Gddel, tanto Church

como Kleene deram valor a contribuicao de Turing:

“For rendering the identification with effective calculability the most
plausible—indeed, I believe compelling—Turing computability has the

advantage of aiming directly ai the goal,...” (KLEENE, 1981a, p. 61)

“Perhaps the most convincing form in which this definition of an effec-
tive process can be put results from the adoption of an idea of Taring.”

{CHURCH, 1938, p. 227)

Por outre lado, Kleene também denuncion o aspecto negativo—no sentido

gue estamos comentando nesta seqao—da nogao de definibilidade lambda:
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“Who would have guessed that this formulation, generated as I have -
described to clarify the notation for functions, has immplicit in-it the
notion (not known in mathematics in 1931 in a precise version) of
all functions on the positive integers (or on the natural number.s) for

which there are algorithms?” {KLEENE, 1981a, p. 54)

“... A-definability is not intrinsically persuasive (the thesis using it was
_supported sot by the concept ifself but rather by results established

about it) ...” (KLEENE, 1981b, p. 49)

Estas citagdes juntamente com o conhecimento da génese do conceito de defi-
nibilidade lambda, sio suficientes para concluir que a nogao de definibilidade
lambda nao foi gerada a partir de uma analise do conceito intuitivo de caleu-
labilidade efetiva. Simplesmente, “resultou” que as fun¢des laﬁib'dé.t. definiveis

incluiram as efetivamente calculaveis.

Portanto, Godel néo aceitou (TC) em 1934, porque ninguém havia
fornecido uma anélise (no sentido fornecido por Turing da nogao intuitiva de
calculabilidade efetiva, analise que justificaria a identificacio deste conceito
com algum conceito formal. Iste ndo parece ter nenhum vinculo com pontos

de vista platonicos.
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3.2 Por que Church nao elegeu o seu préprio
conceito de definibilidade lambda para
enunciar a sua tese?

Esta pergunfa resulta do fafo de que as no¢oes de definibilidade lambda e
recursao geral sdo equivalentes. Vimos que Church propdés a Godel defi-
nir o conceito de calculabilidade efetiva mediante a nocao de definibilidade
lambda, durante conversagies em, fevereiro de 1934, de acordo com documen-
tos citados em DAVIS (1982). Gédel julgou que a proposia era totalmente
insatisfatéria. Aproximadamente na mesma época, provavelmente um pouco
depois, Godel também nao concordava com uma definigio mediante a nogo
de recursividade geral. Durante o ano 1934, Church e Kleene demonstra-
ram que as fungbes lambda definiveis sdo recursivas. Church anunciou a
sua “tese” no dia 19 de abril de 1935, usando o conceito de recursividade
geral de Godel, em lugar do sen préprio conceito de definibilidade lambda.

Considere-se a seguinte passagem do absiract de Church:

“And it is maintained that the notion of an effectively calculable fune-
tion of positive integers should be identified with that of a recursive
fanction, since other plausible definitions of effective calenlability turn
out to yield notions which are either equivalent to or weaker than

recursiveness.” (CHURCH, 1935, p. 333)

Quais eram essas outras defini¢ées plausiveis de calculabilidade efetiva? Pa-

rece indiscutivel que uma delas tinha que uwsar a nogao de definibilidade
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lambda. Isto significa que em abril de 1935 Church duvidava gue a referida
nec¢ao 'foés_eitéo geral como o conceito de recursividade geral?- B possivel.
Como dissermnos, até esse momento sé finha sido demonstradq que todas as
funcoes lambda definfveis sdo recursivas. 56 em junho de 1935 Kleene de-

monstrou a afirmacgao reciproca.

Embora o trabalho de Church tenha sido publicado sé no ano de
1936, Church manteve a posicio do abstract, dando preferéncia & recursivi-

dade:

“We now define the notion, already discussed, of an effectively caleu-
lable function of positive integers by identifying it with the notion of a
recursive function of positive integers {or of a A-definable function of

positive integers).” (DAVIS, 1965, p. 100)

Come explicar a atitude de Church, agora que ja estava est:abelecxda a equi-
valéncia entre os dois referidos conceitos? O seguinte comentério de Kleene

talvez a explique:

1 syself, perhaps unduly influenced by rather chilly receptions from
audiences around 1933-35 to disquisitions on A-definability, choose,
 after general recursiveness had appeared, to put my work in that for-

mat.” (KLEENE, 1981a, p. 62}

Church deve ter experimentado recepgoes similares quando apresentava a

nocio de definibilidade lambda. Em contraste, a alternativa d.a'récu;rséo,
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além de excluir simbolismos desconhecidos, ji tinha uma tradicio de quase

50 anos.

Outra explicagao da atitude de Church poderia ser dada pelo fato
de que as justificacfes que comentaremos na secio 4.2 talvez ficassem mais
complicadas usando a nogao de definibilidade lambda. O seguinte texto de
Kleene, enquanto sugere que a nogdo de recursao geral é mais intrinsecamente
persuasiva que o conceito de definibilidade lambda, documentaria esta inter-

pretacao:

“Turing’s computability is intrinsically persuasive in the sense that
the idess embodied in 1t directly support the thesis that the functions
encompassed are all for which there are algorithms; lambda definability
is not infrinsically persuasive (the thesis using it was supported not
by the concept itsell but rather by results established about it) and
general recursiveness scarcely so (ibs author Gadel being at that time

not at all persuaded}.” (KLEENE, 1981b, p. 49)

As vantagens da definibilidade lambda se reduziriam ao céleulo.

A seguir apresentamos um resumo da resposta para a pergunta que
intitula esta se¢io. Quando Church escreveu o abstract do trabalho do ano
1936, tinha dividas a respeito da generalidade do conceite de definibilidade
lambda. Quando efetuou a redagao final, embora jd conhecesse a equivaléncia
entre ambos os conceitos, manteve a preferéncia pela recursividade, porque
foi melhor recebida no ambiente matematico eu porque era mais facilimente

Justificavel.

59



3.3 Qual foi o primeiro conceito formal a ex-
pressar a nocao intuitiva de calculabili-
dade?

Entendemos esta pergunta independentemente do fato de que o conceito

formal correspondente tenha sido proposto como versao do conceito intuitivo.

Os seguintes comentarios de Kleene indicam que o conceito de defi-
nibilidade lambda foi o primeiro conceito formal ¢om a propriedade mencio-

nada:

“The notion of ? A-definability was the first of what are now accep-
ted as equivalent exact mathematical descriptions of the class of the
functions for which algorithms exist.” (KLEENE, 1981a, p. 52) (nossa

énfase)

“Who would have guessed that this formulation, generaied as I have
described to clarify the notation for functions, has implicif in it i:;he
notion (net known in mathematics wn 1921 in a precise version) of
. all functions on the positive integers {or on the natural numbers) for

which there are algorithms?" {KLEENE, 1981a, p. 54) (nossa énfase)
Por outro lado, Turing, tinha outra opiniao:

“Such a definition was first given by Godel at Princeton in 1934 .07

(DAVIS, 1965, p. 160)
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No entanto, se interpretarmos nossa questao da maneira indicada no primeiro
paragrafo desta segdo, tanto Kleene como Turing estido equivocados. O ar-
tigo de Gédel de 1931 sobre a incompletude da aritmética elementar incluia
wn conceito formal que corresponde ao coneeito intuitivo de caleulabilidade
efetiva. Trata-se da nogao de relagoes entscheidungsdefinit, mais conhecidas
na bibliografia como relagdes expressiveis em nma teoria formal, que foram
definidas na seqdo 1.4. No artigo mencionado, Gddel provou que as fungoes
recursivas primitivas s3o expressaveis {Teorema V). Na verdade, pode ser
provado de forma mals ampla que uma relagio € recursiva geral se e somente
se € expressavel, o que nio foi feito por Godel, pois ele nao precisava desta
ampliacdo para as suas provas de incompletude. Godel nao estava interessado
em formalizar o conceito de calculabilidade efetiva quando elaborou a nogao
de relacdo expressavel. Porém, € interessante comentar que ele usou uma ex-
pressac que continha a idéia de decisdo, ou seja, o verbo “entscheiden”, em
jngar de usar algum termo correspondente as idéias de expressabilidade ou
representabilidade. Igualmente, em 1965 sugeriu que fosse usada a palavra

“decidable” na traducdo de sen trabalho.

Em resumeo, podemos responder a pergunta que intitula esta secio
dizendo que o primeiro conceito formal que correspondeu 3 nocio de cal-
culabilidade efetiva fol o conceito de relagao expressavel de Godel de 1931.

Tanto Enderton {BARWISE, 1977, p. 534} como DAVIS (1982, p. 12) cha-

mam atengdo para este fato.
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Capitulo 4

Questoes conceituais

4.0 A tese de Church: uma conjectura?

Na secao 2.3 vimos que para o esclarecimento de {TC) foram utilizados os
termos “definigao” e “hipétese de trabalho”. Além disto, tem-se o caso de

Thomas, o gual considera {TC) como muito proxima de wma conjecturas:
5 . 4]

“The basic piece of ‘heuristic evidence’,| the lack of a known counte-
rexample, provides no very convincing support for CT. Consider that
evidence of this sort has never been thought convincing in mathe-
matics. One conld argue in the same fashion for the truth of, say,
the Goldbach or the Fermat comjecture, but surely no one regards
gither of those conjectures as having a known truth-valne. Indeed, if a
mathematician even entertained mere suspicions as ko the truth value

of either of these conjectures, those suspicions would be founded on
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intuition {perhaps arising from a study of suggestive resulés in number
theory} but certainly not on the cornucopia of confirming cases availa-
bie to hitn. Now, if we are to allow "heuristic evidence’ as convincing
in the matter of the decision about C'T, there ought to be some justifi-
cation for treating this question as somehow very differ.e;lt. fxqm :oi'.:hgr._
mathematical quesiions, different in a way that 'iicenses: ﬁur tz.a.léing; Sé~
rious account of “heuristic’ considerations. Such a justification does

not seem $o be forthcoming.” (THOMAS, 1973, p. 56)

Em nossa opinido Thomas comete um erro grave ao equiparar (TC) com as
conjecturas de Goldbach, Fermat ou, eventualmente, qualquer outra conjec-
tura matemética. A tese de Church difere de uma conjectura matematica
no seguinte sentido: contém um conceito intuitive, o conceito de efetividade.
Por outro lado, todas as conjecturas mateméticas sio enunciados completa-
mente farmaﬁzéveis, dos quais pode-se esperar uma demon.étr_agiéo ou uma
refutag&o no futuro. Em contraste, nio se pode esperar .uma.iegi_'tim_a prova
de {TC}, a menos que se troque o conceito intuitivo de efetividade por um
conceito formal, modificando o carater de {TC). Ademais, vimos nas segbes
2.0 e 2.2 que nem Church nem Turing pretenderam que as suas argumentacoes

a favor de (TC) fossem provas mateméticas no sentido estrito.

4.1 O uso da tese de Church

Ja consideramos as discussdes dos logicos a respeito do cardter de {TC).

Umna outra forma dé abordar o carater de {(TC) é examinar a sua utihizagdo.
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Neste enfoque, o primeiro fato observivel é que os 1égicos utilizam somente

a seguinte metade de (TC):
{TC1) Toda funcao efetivamente calculavel é recursiva geral.

Esta utilizagiao nao pode ser interpretada no sentido de abreviacio, uma vez
que as abreviagdes tém sentido 36 no caso de serem enunciados bicondicionais.
Portanto, (TC1) deve ser interpretada como hipdtese de trabalho no sentide

comentado na secdo 2.3.

O segundo fato observavel é que alguns autores utilizam {TC1) para
conclnir recursividade a partir de efetividade, enquanto outros utilizam-na
para concluir ndo-efetividade a partir de ndo-recursividade, ou seja, utilizam
o enunciado confra-reciproco. A primeira forma de trabalho pode ser exem-

plificada pelo seguinte método, que o autor denomina “prova pela tese de

Church™:

“Give an informal {though rigorous) proof that the given informal
algorithm is indeed an algorithm that serves to compute f. Then
appesl to Church’s thesis and conclude imunediately that f is URM-
computable.” {CUTLAND, 1992, p. 68)

A nogao de fungao URM-compntavel é equivalente 2 no¢éo de recursao geral.

A segunda forma de frabalho pode ser exemplificada pela seguinte passagem:
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“, .. if a function is shown to be non-recursive, then by Church’s Thesis
we conclude that it is non-algorithmic—and this is the only known way

to reach that conclusion.” {BELL, MACHOVER, 1977, p. 259)

E claro que em ambas as passagens o verbo “concluir” nao ¢ uhilizado no sen-
tido de “derivar formalmente”. A diferenca entre as duas formas de trabalho
relaciona-se com uma maior énfase no desenvolvimento da teoria intwtiva ou.
informal no primeiro caso {0 exemplo de Cutland} e uma maior énfase no
desenvolvimento da teoria formal no segundo caso (o exemplo de Bell e Ma-
chover). Esta diferenca de énfase explica o fato que estames indicando neste
paragralfo, uma vez que toda teoria sobre a computabilidade necessita traba-
Thar com elementos formais e informais, mas se trabalhamos principalmente
no campo informal, precisamos de (TC1) para transitar em diregiio a teo-
ria formal; por outro lade, se trabalhamos principalmente na teoria formal,
precisarnes do contra-reciproco de (TC1) para transitar em direééo' a teoria
informal. A diferenca que estamos comentando ndo exclui a possibilidade de
alguns autores utilizarem as duas formas, (TC1) ¢ sua contra-reciproca. Eo
caso de Monk, o qual, ademais, utiliza (TC1) em uma forma. fraca (MONK,
1976, p. 46).

Poder-se-ia pensar que a distin¢do entre (TC1) e seu contra-reciproco
¢ irrelevante, uma vez que ambos os enunciades, dito informalmente, sdo
Iogicaméhté equivaleﬁtes. Porém, é imteressante observar qué a.lgﬁns autores
tém criticado o uso de (TC1) sem extender a critica também .paré. o seu

contra-reciproco. E o caso, por exemplo, de Epstein e Carnielli:
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“To invoke Church’s thesis when ‘the proof is left to the reader’ is
meant amounts to giving a fancy name o a routine piece of mathe-

matics while ab the same time denigrading the actual mathematics.”

(EPSTEIN, CARNIELLI, 1989, p. 229)
Também é o caso de Manin, embora por ouiras razoes:

... there is a certain danger in this practice. It is possible that the
habii of increasingly using informal arguments delayed the discovery
of such a fundamental fact as the result that recursively enumerable

sets and Diophantine sets coincide.” (MANIN, 1877, p. 184)

4.2 As justificagoes de Church

Nesta secéo examinaremos duas provas que Church fornece para justificar sna
tese {ver DAVIS, 1965, p. 100-102). Em primeiro lugar, prova-se que se uma
fungao ¢ tal que existe um algoritmo para calcular seus valores, entdo é re-
cursiva geral. Em segunde lugar, prova-se que se uma funcéo ¢ calculavel em
um sistema de légica simbélica, eutdo € recursiva geral. Depois de apresentar

estas provas, veremos que elas ensejam duas interpretagoes.

Examinemos, em primeiro lugar, a prova que usa a nogao de al-
goritmo. Para simplificar, consideremos uma fungao F' de um dnico argu-
mento. Suponhamos que F é tal que existe um algoritmo para calcular

seus valores. Para Church, isto significa gue existe um procedimento tal
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que, dado um argumento », pode-se obter uma sucessio finita de expressdes
B, By .., E, tal que a} E,, pode ser calculado efetivamente a partir de
neb) dados ne E,,, para ¢ < 7+ 1, pode-se saber efetivamente se j = r,, em
cujo caso se pode encontrar efetivamente F(n); caso contrario pode-se cal-

cular efetivamente E

i A seguir, Church efetua uma numeragéo de Godel

das expressdes e sucessoes finitas de expressées. Depois, define as fungdes
7 ¢ H da seguinte maneira, onde na definicio de G a notacdo e, indica o

nimero de Gédel da expresao E, :

.

€nyy; € @ é o namero de uma subsequéncia
imcal B, ,EB,,,....E, da sequéncia
finita gerada pelo algoritmo para F
com argumento n e k #£ 7u;

10 se x é o niimero da sequéncia finita ge-

Gin,z} = « rada pelo algoritmo para F com argu-
_ -mento n; L

1 se ¥ nao é mimero de nenhuma sub-

sequéncia inicial H, ,E,,,..., B, da

sequéncia finita gerada pelo algoritmo

\ - para I com argumento n.

. : G(n} ;1:) se G(n, -T?) # 10;
H (R,Z) =Y
F{n) se G{n,z) = 10,

Finalmente, Church expressa que se a calculabilidade efetiva de G e H implica
que elas sdo recursivas (usando (TC}), entdo pode-se derivar a recursividade

de F.

Em segundo lugar, examinemos a prova que usa a nocao de funcio

calculavel em um sistema de 1égica simbélica. Suponhamos que estamos tra-
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bathando com um sistema que contem o simbolo de identidade, o simbolo
{ } para aplicar uma func¢do de um inteire positive a seu argumento e as
expressoes 1,23, ... para representar os inteiros positivos. s teoremas do
sistema s&o, do modo costumeire, os axiomas do sistema e as expressoes que
resultam da aplicacao das regras de inferéncia a estes axiomas. Church nio
especifica os axiomas e as regras de inferéncia do sistema ao qual esta-se re-
ferindo, porém supde que as regras de inferéncia sdo operagdes efetivamente
calculavels, que os conjuntos de axiomas e de regras de inferéncia sao efetiva-
mente numeravels e que a relagdo entre os inteiros positivos e as expressdes
que os representam ¢ efetivamente decidivel. A seguir, Church interpreta que
isto significa, dada uma numeragao de Godel das expressGes do sistema, que
as regras de inferéncia sao operacles recursivas, que os conjuntos de axiomas
e de regras de inferéncia sao recursivamente numeravels e que a relacio entre
os inteiros positivos e as expressdes que os representam € recursiva. (Isto, de
acordo com nossa opinido, equivale a usar {TC}.) A seguir, Church define as
fungbes que chama de calculdveis: Seja F uma funcio de um inteiro positivo,
F ¢ calculavel em um sistema se e somenie se existe uma expressdo f no
sistema tal que f{u) = v é teorema se e somente se F(m) = n,onde u e v
sao as expressées que denotam a m e n . Usando o fato de que o conjunto de
teoremas do sistema é recursivamente numeravel, pode-se provar que toda

funcae calculavel, no sentido que acabamos de definir, é recursiva.

Havendo exposto estas duas provas, Church expressa-se da seguinte

maneira;

69



“Thus it is shown that no more general definition of effective calcu-
lability' than that proposed above can be obtained by either of iwo
methods which naturally suggest themselves ...” {CIHTURCH, 1936; p.

102)

A interpretagio mais imediata deste texto é que Church pensa que as dnas
nogées introduzidas, quer dizer, a de funcio tal que existe um algoritmo para
calcular seus valores ¢ funcio calculivel em um sistema de légica simbélica,
sao dols novos conceitos formais equivalentes aos ja conhecidos de recursao
geral e definibilidade lambda. Porém, esta interpretacio parece estar equi-
vocada, uma vez que em ambas as provas uiilizam-se a 110{;5.'6" informal de
efetividade e {TC) para concluir recursividade das fangdes envolvidas. Além

disto, Church, antes de introduzir as provas apresentadas, adverte:

“This definition is thought to be justified by the considerations which
follow, so far as positive jﬂétiﬁcation can ever be obtained for the
selection of a formal definition to correspond o an intuitive notion.”

{CHURCH, 1936, p. 100)

Nesta c'itagé.o “definition” refere-se a (TC). Portanto, as noges introduzidas

nas provas gue estamos examinando nesta segao nao sdo totalmente formais.

Porém, estas nogoes guardam certa semelhanga com nogdes formals
equivalentes a de recursao geral. Em primeiro lugar, a nogdo de fungioe tal
que existe um algoritmo para calcular seus valores € parecida com a de fungao

computavel por uma maquina de Turing ou por um algoritmo de Markov.
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Em particular, uma sucessdo finita de expressdes corresponde & nogao de

computacdo de uma maquina de Turing ou de um algoritmo de Markov.

Em segundo lugar, o conceito de fun¢io calculivel coincide exata-
mente com a nocdo de funcio precisdvel (reckonable) de KLEENE {1952,
p. 295). Trata-se do equivalente funcional do conceito de relagio resolivel,

definido em 1.4:

Uma funcéo f{zy,...,z.) de teoria de nameros é precisdvel

no sisterna formal S se existe uma férmula A{zy, ..., 204)

(cujas varidveis livres sao exclusivamente as varidveis distin-

£aS #1,...,Zn+1) tal que para ndmeros naturais quaisquer

}'371, reg kn—]—lz

Flkiyoooskn) = by sse bs Alky, .o kg )
A diferenga entre a segunda justificagdo de Church e uma prova qualquer de
que as fungdes precisaveis sio recursivas reside unicamente em que Church
nao diz exatamente quais sdo 0s axiomas e as regras de inferéncia de seu sis-

tema, o gue permitiria provar recursividade sem necessidade de supor {TC}.

Uma segunda interpretagdo das justificagoes de Church é a que cor-
responde a KLEENE (1952, p. 323). Parece-nos a interpretacio correta.
De acordo com ela, Church simplesmente teria apresentado dois métodos de
definir fungées de maneira efetiva a partir de outras fungoes. Neste caso, a
argumentacdo de Church se interpreta como estabelecendo que estes métodos
530 recursivos, no sentido de produzir fung¢oes recursivas a partir de fungoes

recursivas. Tratar-se-ia do tipo de evidéncia mais simples de (TC).
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O fato de que o status das justificagbes de Church néao é totalmente
claro, tem: dado lugar a objegdes de circularidade em relagio aos argumentos
apresentados. E o caso de THOMAS (1973, p. 81), que interpreta que as
duas provas que estamos comentando sdo intentos de prov'a.f {TC} usando
{TC). Por outro lado, como pode-se interpretar a partir de textos citados no
capitulo 2, nem Godel nem Post ficaram satisfeitos com as justificacoes de

Chaurch.

A prova que usa a nogio de algoritmo foi recuperada por outros
légicos, entre eles SHOENFIELD (1967, p. 120) e MONK '(19?6, p. 46}, que
a utilizam como uma espécie de demonstracao intuitiva de (TC) Evita-se a
objecao de circularidade argumentando que as fun¢des G e H ‘sdo relativa-
mente sitnples e, portanto, a aplicaciio de (TC) a elas nao tem o mesmo peso

do que a aplicacdo de (TC) a todas as fungdes efetivamente calculéveis.

4.3 O cardter absoluto da computabilidade

Em 1936 Godel publicou um resumo de uma conferéncia realizada Ild. Uni-
versidade de Viena em 19 de junho do ano anterior. Q resumo foi intitu-
lado “Uber die Lange der Beweisen® {Sobre a longitude das provas). Godel
referiu-se & importancia do cardter absoluto da nocio de computabilidade
no seguinte comentario, o qual foi agregado ao final do resume guando se

estavam corrigindo as provas de impressao:
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“Fs laBt sich ubrigens zeigen, dafl eine Funktion, die in einem der
Systeme 5; oder auch in einem System transfiniter Stufe berechenbar
ist, schon in 5 berechenbar ist, so da# also der Begriff ‘berechenbar’
in gewissem Sinne ‘mbsolut’ ist, wahrend fast alle sonst bekannten me-
tamathematischen Begriffe (z. B. beweisbar, definierbar etc.) sehr we-
sentlich vom zu Grunde gelegten System abhangen.” (GODEL, 1986,
p. 398)

O autor refere-se a uma sucessio de sistemas formais. Excetuando detalhes
dificeis de decidir devido a algumas imprecisdes de Godel, o sistema 5| coin-
cide com uma aritmética de Peano {Gddel o chama de aritmética cldssica),
e dado S;, 5;;1 define-se come a extensao de S5; por meio de varidveis e
quantificadores de tipo j + 1, onde as varidveis de tipo 1 sdo as variaveis
habituais dos niimeros naturais, as variaveis de tipo 2 s@o varidveis de clas-
ses de ndmeros maturals, etc. Por cutro lado, de acordo com a definigao de
Godel, uma fungdo f(z) é computdvel em um sistema formal 5 se para cada
numeral m existe um numeral n tal que f{m) = n ¢ demonstravel em S.
Trata-se de uma variante de sna no¢ao de representability de 1934, O estilo
de Godel é um ponco descuidado, uma vez que na definicdo de computabili-
dade gue acabamos de expor nao se distingue entre as funcbes e as expressoes

funcionais formais que representam as funcgoes no sistema formal.

Pode-se usar a sucessfio S para contrastar resultados sobre demons-
trabilidade ¢ computabilidade. Por um lado, cumpre-se que existem pro-
posicoes de S; ndo demonstraveis em 5;, mas que tém prova em S;y;. Além

disso, o resuitado principal do trabalho expressa que existem férmulas gue
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podem ser provadas tanto em 5; como em §;.4, mas cujas provas mais curtas
em 5;; sao muito mais curtas que as respectivas menores provas em 5;. Por
outro lado, contrastando com estes resultados, cumpre-se que a computabi-
lidade em gualquer dos sistemas §; é independente do j, quer dizer, uma
fungio é computavel em S, se e somente se é computavel em S, onde j e
k sdo nimeros maturais quaisquer ou ainda mimeros transfinitos. E neste
sentido que Gédel fala do cardter absoluto da computabilidade. E interes-
sante acrescentar que na apresentagio do resultado citadoe sobre a longitude
das _pmva_.s_GESd_el expressa-se como se a computabilidade dependesse de cada

sistema S

“Zu jeder in. S; berechenbaren Funktion ¢ gibt es nuendlich viele For-

meln f..." {(GODEL, 1986, p. 396)

Isto refor¢a & opinido de gue Godel s6 foi consciente do carater absoluto da
computabilidade, no momento que as provas de impressao de seu trabalho

estavam sendo feitas.

Em 1946 Godel voltou a se referir & questao do cariter absoluto da

computabilidade:

“Tarski has stressed in his lecture (and I think justly} the great im-
portance of the concept of general recursiveness {or Turing’s compuia-
bility). 1t seems to me that this importance is largely due to the fact

that with this concept one has for the first time succeeded in giving
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an absolute definition of an interesting epistemological notion, i.e., one

not depending on the formalism chosen,” {GODEL, 1596, p. 150)

Em 1965 acrescentoun o seguinte comentario:

“To be more precize: a function of integers is computable in any for-
mal system containing arithmetic, if and only if it is compuiable in
arithmetic, where a fanction f is called computable in 5 if there is in

8 a computable termn representing £.7 (G(")DEL, 1930, p. 150}

Poder-se-1a interpretar que nestas citagoes, ao falar do carater absoluto do
conceito de computabilidade, Godel tinha em mente a equivaléncia entre
as nogdes de representabilidade, definibilidade lambda, recursdo geral, u-

recursao e computabilidade por uma maquina de Turing. Esta é, por exem-

plo, a interpretacio de ZIMBARG SOBRINHO (1987, p. 12).

Uma segunda interpretacdo € que Godel estaria pensando no con-
ceito de u-recursao de Kleene. Por qué? Os conceitos de representabilidade,
definibilidade lambda e recursio geral definem-se sempre relativamente a um
sistema formal fixado. A p-recursao, por outro lado, como vimos na secio 2.0,
é um conceito que em sua propria definicdo prescinde de qualquer referencia
a uin sistema formal. Neste sentido, é semelhante ao conceito de recursao pri-
mitiva. (Godel estava bem consciente de que para definir as fungdes recursivas

primitivas néo é preciso fazer referéncia a nenhum sistema formal:

“Wir schalten nun eine Zwischenbetrachtung ein, die mit dem formalen

System P vorderhand nichis zu tun hat, und geben zunichst folgende
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Definttion: Eine zahlentheoretische Punktion ...” (GéDEL, 1886, p.

156] {nossa énfase)

Porém, € possivel gque Gédel estivesse pensando de ontra maneira nas citagbes

onde fala sobre o conceito absoluto de computabilidade.

A terceira interpretagao é que Godel estaria simplesmente reforcando
suas idéias citadas de 1936, quer dizer, ressaltando a auséncia, no caso da
computabilidade, da relatividade a um sistema formal, evitando-se a estra-
tificagdo que se produz nos casos da definibilidade ¢ da demonstrabilidade.
E estaa interpretagdo que Parsons fornece ao texto de Godel {ver GODEL,

1990, p. 145)

Devide ao estilo extremamente cautelose e sucinto dos textos de
Godel, ¢ dificil decidir por uma interpretacao. A primeira é improvivel e a
segunda teria merecido um texto mais especifico. Portanto, talvez a terceira

seja a interpretacdo correta.

4.4 Prova de incompletude usando a tese de
Church

KLEENE (1987} fornece uwma prova do teorema de incompletude de Gédel
usando a tese de Church. A sua prova, de cardter ndo construtivo, é apre-

sentada a seguir.
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Seja § uma teoria formal de ndmeros como a descrita em MENDEL-

SON (1979). Ela cumpre as seguintes condicdes:

{REP) Todas as fungdes recursivas primitivas sdo numeralmente re-

presentdvels em 5.

{QWCON)S é w-consistente, i. e. se para todo niimero natural n se
campre que g A(R) , entdo Fs {Jx)~A(z) (onde A é o

numeral que representa a n em S).

Vamos provar que se § é w-consistente, entao é incompleta. Suponhames que

S € w-consistente. Pelo absurdo, suponhamos que § é completa, quer dizer:

{COM) Para toda formula fechada A se cumpre que 5 4 ou que
1— s ‘“‘u‘i f

Nestas suposi¢oes, vamos construir uma fungdo efetiva nao recursiva, em

contradigao com {TC).

Lembremos a enumeracgao efetiva com repeticdes das fungoes recur-

slvas parcials unarias:

f (5':) _ U(ﬁyTl(z:m:y)) se (Hy)Tl(z:ﬂ::y);
Y] nao definida se ={Jy)T1{z, 2, ¥).
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Nesta enumeracdo T) ¢ a relagao ternaria recursiva primitiva definida em
KLEENE (1952, p. 281) e U a funciio recursiva primitiva definida em KLE-

ENE (1952, p. 278). Consideremos a seguinte modificagio desta enumeragao:

(z) = UlpyTi{z,2,y)) se (3y)Tu(z, 2, y);
* 0 se ~(3)Tu(z,2,y).

Em primeiro lugar, é claro que, para cada z, g. esta bem definida, i.e. para
cada r existe um e 56 um valor g,(z). Em segundo lugar, é claro que frata-
se de uma sucessdo efetiva de fungoes, pois para cada z podem0$ encontrar
efetivamente a fungio g,. Em terceiro lugar, provaremos _qt;é a ;._sucessé{) g-
inclui todas as funcoées récursivas gerals unarias. Seja A uma funéﬁo i‘écﬁrsiva
geral undria. Pelo teorema da forma normal de KLEENE (1952, p. 288) existe

um numerc natural e tal que:

(1) (2)(@)Ti(e,z,y);

(2)  (2){h(z) = UlpyTile, =, y))).

Se provamos que b = g., entdo ficara provado que toda fungao recursiva
geral unaria ocorre na sucessdo. Para isso, basta provar que h(m) = go{x)
para todo z ¢ N. Fixemos z. Por (2} se cumpre que h{x) = U{uyTi(e,z,y)).
Por (1) e a definicio de g, temos que g.(x) = U{uyTi(e,z,y}. Portanto,
hiz} = g{x). Em quarto lugar, provaremos que segundo nossas suposicoes
(REP), (QCON} e (COM), todas as fungdes g, sao efetivamente calculdveis.

Fixemos z ¢ obtenhamos Z. Cousideremos o seguinte algoritmo para a fungéo

Gzt
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2. Calcslar NUM = wdmero da f6rmula ~(Jy)7(z,2,y)
3. n=0
4. Se T\(z,2,n}, entdo g.(z) = U(n). Parar

5. Se n é nimero de uma prova, entao se o nimero da dltima

formula desta prova é NUM, entdo g.(z) = 0. Parar
f.n=n+1

7. Retornar ao passo 4

Provaremos que este algoritmo calcula os valores da fungao g,. Fixemos um
némero natural arbitrario . Suponhamos que (3y)Ti(z,2,y), em primeiro
lugar. Pela defini¢io da relagdo T}, isto significa que existe um wunico y tal
gque Ti{z,2,y). Chamemo-lo m. Entdo, a condi¢io do passo 4 se cumpre
para n = m. Portanto, neste caso o algoritmo fornece g.{z) = U{m). Mas

m = pyTi(z,2,y). Portanto, g.(z} = U{py(Ti(z, z,y)).

Resta provar que para todo n < m ndo se cumpre a condigio do
passo 5. Na verdade, podemos provar que esta condigio ndo se cumpre com
nenhum =, p.ois pode-se provar, segundo nosso suposto, i.e. {Jy}Ti{z,x,v),
que a férmula —(3y)71(Z,Z,y) ndo é provivel em 5. Comeo T; é numeral-
mente representavel, a partir de (REP) e do fato que Ti(z,z,m) segue-se

que Fg T1(%,#,m). Entao, segue-se que g (Jy)7\(2,%,y). Entdo, como §
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é consistente, dado que se cumpre (2CON), temos que Fg ~{Jy)T1 ({2, &, y).
Entao o nimero da férmula —{3y})7}(Z, #,y) nunca ocorrera come ntmero da
dltima férmula de uma prova, e, portanto, nunca se cumprira a condigao do

passo 9.

Até agora fol provado gque se (Jy)Ti(z, 2, y), entdo o algoritmo apre-
sentado fornece g {z). Resta provar que também o fornece no case contrario.
Suponhamos, entdo, que —(Jy)7i(z,z,y}. Temos que provar que o algo-
ritmo péra cumprindo as condigdes do passo 5 para algum valor den. B
evideate que nunca vai se cumprir a condigio de 4. Se iarovamos que Fg
~{y)T1(z, &,y), entdo, existird um m tal que é o menor nimero que é nu-
mero de uma prova desta férmula, e se cumprira a condigao do passo 5 para

m. Neste caso o algoritmo fornecera 0, que coincide com o valor de g.{=)}.

Portanto, neste caso, basta provar que Fs —(dy)71(z, &, y).

Da suposicdo que ~{Jy}7Ti{z,2,vy) segue-se (y}~Ti{z,z,y). Entao,
para todo n € N, —Ti{z,2,n}). Por (REP), para todon € N, I-5 ~T\(Z,&,5).
Por (QCON) segue-se Fg (Jy)~~T\{%,2,y). Entdo, ¥s (Jy)Ti{z,%,y). En-
tdo, pela suposicdo {COM), temos que Fg ~{Jy)T1{Z, 7, y), como. queriazmos
provar, Portanto, foi provado que o algoritmo calcula os valores da fungio

g, €, portanto, g, é efetivamente calculdvel para todo z.

Finalizando nossa argumentacio, definimos D{z) = g.{z} + L. E
claro que D € uma fungdo undria efetiva que nao pode estar na sucessio.
Segue-se que I) nao é recursiva pelo que vimos em terceiro lugar. Entdo, D
é uma fungho efetiva nao recursiva, em contradigdo com {TC}. Portante, S

é imcompleta.
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O texto de KLEENE (1987} contém essenclalmente a mesma prova,
mas existe um pequeno erro que indicamos agora. Kleene define a sucesséo
de fungoes @,{z}, que corresponde as fungdes g. da nossa versio, da seguinte

maneira {ver KLEENE, 1987, p. 490):

i Uly) se Ti(z,2,y)
p.{z) = { 0 y se Fp {y) E'TI(Zl T, y)-

Mas as expressdes U{y) e T1(z, z,y) nao tém sentido, pois as dnicas varidveis
livres podem ser z ou z. Kleene deveria ter escrito algo parecido com o

seguinte:

- _ U(#yTl{zvmﬂ y)) s€ (Ey)T;(z?:c,y);
P(2) = { 0 se Fp (y) "TuE & y).

A seguir, apresentamos uma prova de incompletude que é, aparen-
temente, mais direta e simples que a de Kleene, embora mantendo o carater
ndo construtive. Em lugar de supor (COM), provaremos incompletude dire-
tamente nsando o fato muito conhecido de que na teoria § ji mencionada o
conjunto de teoremas é recursivamente enumeravel (RNUM). Seja a seguinte

funcao:

Flz) = { pyTi{z, z,y) se (3y)Ti(z,z,y);
0 se —{y)Ti{z, z,y)-

onde T; é a relagdo primitiva recursiva ja comentada. Desde que Kleene o
provon em 1936, sabe-se que f nio é recursiva geral (ver DAVIS, 1965, p.
251). Portanto, usando (TC) segue-se que f néo € efetivamente calculdvel.

Consideremos agora o seguinte algoritmo:
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8. Ler 2

1. Calcular z

2.n=190

3. Se Ti{z,®,n), entdo escrever n. Parar

4. Se o n-ésimo teorema ¢ ~{Jy)T1(F, #,y), entdo escrever 0.

Parar
h.n=n+1

6. Retornar ao passo 3

Como f nao & efetivamente calculdvel, nio existe algoritmo que calcula seus
valores para argumentos arbitrrios. O algoritmo apresentado calcula os va-
lores de f para todo =z tal que (3y)7y (2, 2,y). No caso que ~(Jy)Ti(z,2,y) a
condigie do passo 3 ndo se cumpre nunca. Como o algoritmo tem que falhar
para algum z, para algum z o algoritmo nado pode cumprir a condicie do
passo 4 para nenhum n, i.e. para nenhum n se cumpre que o n-ésimo teo-
rema {na enumeragao recursiva disponivel em 5) é a férmula ~(Jy )73 (2, 2,y).
Como {por RNUM) na enumera¢io aparecem todos os teoremas de S, te-
mos que Fs —(3y}Ti(Z,Z,y). Entdo, existe um nimero natural z tal que
~{Iy)Ti(z, 2, y) e tal que Fg ~(Iy}T1(Z, 5, y). Segue-se que ()T (Z,2,¥) é
uma férmula indecidivel, pois ¥5 (Jy)Ti(Z, 7, y) por (REP) e (QCON}, e ja
temos que ¥ g —(dy)T1 (%, #,y). Portanto, temos provado a incompletude de

S.
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Sem divida nossa prova também ndo constrél uma férmula inde-
cidivel, mas parece-nos mais direta que a de Kleene por néo supor {COM)
pelo absurdo; por ountro lado parece-nos mais simples pelo fato de usar
(RNUM} em lugar da enumerabilidade recursiva das fungbes parciais. Além
disso, tem a vantagem de ser muito semelhante com uma argumentagao enga-
nosa apresentada por KALMAR (1959) “contra a plausibilidade” de (TC).
Esta semelhanca serad 1til na analise do trabalho de Kalmar, o qual sera

apresentado na proxima secao.

Consideramos pertinente comentar que as provas de incompletude
que apresentamos s parecem ter interesse tedrico no estudo da relagao entre
a tese de Church e o teorema de incompletude de Godel, pois nao parecem
ser mais simples que a prova original de Gédel de 1931, e, ademais, tem a

desvantagem de ndo serem construtivas, e de usar mais nma hipétese, l1.e,

(TC).

4.5 A respeito de um argumento de Kalmar

Num coléguio sobre construtivismo em matematica realizado em Amster-
dam no ano de 1957, o logico hingaro Laszlé Kalmar apresentou um tra-
balho intitulado “An Argmment against the Plausibility of Church’s Thesis”
publicado em 1959. Depois de apresentar alguns esclarecimentos, Kalmar
expressa que nao considera (TC) como uma proposi¢do gue pode ser pro-
vada ou da qual pode-se encontrar um contra-exemplo. Kalmar considera

que sua argumentacdo € de carater pré-matematico. Além disso, ele diz que
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nao apresentara uma instancia de funcio efetivamente calculdvel que nao é
recursiva geral. De fato ele apresenta exemplos de fungdes que nae sao re-
cursivas gerais, a partir das gquais chega-se a consequéncias “implausiveis” se

for suposto que ndo sio efetivamente calculdveis. Vejamos estes exemplos:

bz) = { nyle(z,y) = 0] se (Jy)lplz,y) =0f;
6 se ~(Jy}elz,y) = 0.

onde ¢ suposto que ¢ é uma fungio recursiva geral tal que W néo é recur-
siva geral. Kleene em 1936 forneceu exemplos de fungdes ¢ que cumprem
esta condigé}o, por exemplo, usando a relagao Ti(z,z,y) conforme fizemos
na segao éﬁteﬁor. Nestas suposigbes, Kalmar pretende derivar. as seguin-
tes consequéﬁcias iﬁnplausfveis. Suponhamos um mimero_.natu_ral p. tal que
(By)[tp(p,_g)). = 0]. Entdo é 6bvio que existe um algéritmo pam._ éaicu_iar o
valor ¥(p):

8. n o=
1. Se p(p,n) = 0, entdo escrever n. Parar
2. n=n+1

3. Retornar ao passo 1

| Suponhamos a seguir wm nimero natural p tal que a férmula -ﬂ(:—]y)[;p(p', y) =

0} “pode-se provar por meios arbitrariamente corretos”. Kalmér pretende que

também neste caso existe um algoritmo para calcular ¥(p):
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“... prove that no natural number y with @{p,y)} = 0 exists, which
requires in any case but a finite number of steps, and gives immediately

the value 9(p} = 0.” (KALMAR, 1959, p. 74)

Esta citacdo estd mal redigida e nos parece muito obscura. Se existe nma
prova por “meios arbitrariamente corretos” de que —(3yllw(p,y) = 0], para
p fixo, entéo se cumpre que —(Jyj[p{p,y) == 0], e, portanto, o algoritmo,
neste caso, simplesmente deve fornecer o valor 0, para coincidic com ¥{p).
MENDELSON (1963, p. 203) apresenta o algoritmo da mesma maneira, mas
PETER (1967, p. 224) recai na confusdo de Kalmar.

A partir da existéncia deste algoritmo, Kalmér pretende extrair a se-
guinte conclusio, usando a suposi¢ao de que, por {TC), ¢ nio é efetivamente
calculdvel: existe um ndimero natural p tal que —~{3y)p{p,y) = 8] e este fato
nao pode ser provado por “meios arbitrariamente corretos”. Kalmar consi-
dera que esta consequéncia de {TC) é muito implansivel. Nio percebemos
a maneira de extrair tal conclusdo sem usar a hipdtese da enumerabilidade
efetiva dos teoremas obtidos por “meios arbitrariamente corretos”, de modo

similar & uma prova de incompletude apresentada na secio anterior.

Kalmar prossegue na sua argumentagdo raciocinando como se ti-
vesse encontrado uma sentenca absolutamente indecidivel. Porém, ele sim-
plesmente provou a ezisténcie de um mimero natural p tal que a sentenca
{Jy)lw(p.y) = 0] é indecidivel. MENDELSON (1963, p. 203-204) e EPS-
TEIN, CARNIELLI {1989, p. 234} também fazem esta critica.



Kalmar obtém outras conclusdes que na3o nes parece importante

apresentar, dado gque dependem das criticas gque acabamos de mencionar.

A argumentagio de Kalmar ja foi criticada em 1957, previamente ao
coléquio, por Kleene, de acordo com os comentdrios deste autor publicados

56 30 anos depois:

“I will recall that I was present ab the Amsterdam Colloguinm of 1;‘5)5?
when my gbod friend Laszlé Kalmdr presented his argument a.gaihst
the plausibility of Church’s thesis [...[; I immediately .concluded,.. as
fast as | heard i, that he had not given an effective procedure for
deciding as to the truth or falsity of {z)~Ti(n, n, ). He wounld not be
able to tell me in advance in a finite communication (no matter how
long we both should live} what set of atomic rules would completely
govern the éo_n_crete steps 1 his search for proofs by ‘arbitrary correct
means’ of (£)-Ti(n,n 2} I refrained from smbarassing him at the
. Colloquinm by asking him for them on the spot.” (KLEENE, 1987, p.

494-495)

Como se percebe neste texto, Kleene também néo entendeu qual era o algo-
ritmo de Kalmér para calcular ¢(p) no caso que p fosse wm nimero natural
tal que a férmula —{3y)fe(p,y) = 0] & provavel por “meios arbitrariamente

corretos”.

A argumentacio de Kalmar foi posteriormente criticada por HOE-
RING {1962) e MENDELSON (1963), os quais fizeram observagoes simila-

res as nossas. Porém, em 1967, Péter, uma colega hingara de Kalmar, que
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também era especialista na teoria de recursao, a quern nos referimos na secio
1.3, mantinha o argumento de Kalmar (ver PETER, 1967, p. 224). Poste-
riormente, em 1976, Péter ainda insistia nesta posi¢io chegando inclusive a

afirmar que a nogéo de efetividade nao era formalizavel:

“I myself agree with Kalmar's conviction that effeciive compuatability
is one of those notions the definition of which can never be considered
complete in the course of the development of mathematics.” (PﬁiTER,

1981, p. 142)

Além do mais, ela também esperava que quando aparecessem contra-exemplos
de {TC), os computadores pudessem ser modificados para computa-los. Em

broken english:

“Lat us hope, provided a counter-example to Church’s thesis is made
known, then, one hopes, the technological means will develop to modify
computers Lo enable them to compute such functions.” {'PE'I‘ER, 1981,

p. 142)

Péter faleceu em 1977, Em .1.9?8, for publicado um livre do fisico e epis-
temologo Imre Lakatos {1922--1974}, onde ele interpreta a argumentagio de
Kalmar como um exemplo de refutacio em matemdtica (ver LAKATOS,
1987, p. 42). Esta interpretacéo de Lakatos parece ser inapropriada em dois
sentidos: em primeiro lugar, a argumentacao de Kalmar € insuficiente para

refutar a plausibilidade de (TC); em segundo lugar, é discutivel considerar

87



que {TC) forme parte da matemdtica da mesma maneira gque gualquer teo-
rema; € usual, conforme o mesmo Kalmdr, considerar {T'C) como: de cardter
pré-matematico. Na bibliografia posterior a 1987 ndo encontramos nenhuma
defesa do ponto de vista de Kalmar. Podemos, portanto, identificar o que
chamariamos de faldcia hingera, dado que somente membros da comunidade

cientifica hingara a defendem.

E interessante acrescentar que o argumento de Kalmér foi previsto
por Gédel ja em 1929. A sua dissertagio doutoral deste ano inﬁitulada “Uber
die Vollstandigkeit des Logikkalkiils” ¢ o trabalho de 1931 so.br.e.-. i.ncompletude
contém breves esclarecimentos sobre esta questao (ver GODEL, 1986, p. 62-

64 ¢ 186, WEBB, 1980, p. 189-190 « WEBB, 1983, p. 327-328).

Por tude o que foi colocado podemos concluir que o argumento de
Kalmar nao cumpre requisitos de clareza minima e contem pelo menos o erro

de supor a enumerabilidade efetiva de maneira oculta.
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Apéndice

Hilbert e os membros de sua escola acreditavam que o Entscheidungspro-
blem e o décimo problema teriam solugdes positivas. Além disso, muitos ma-
tematicos também acreditavam que o desenvolvimento matemadtico alcangado
na década dos anos vinte ainda nio era suficiente para uma formalizacio do
conceito de calculabilidade efetiva, Quando em 1931 Gédel alcangou seus
resultados de incompletude, também inesperados para Hilbert e sua escola,
obteve um corolario que significava que seria muito pouco provavel que o
Entscheidungsproblem fivesse solucdo positiva. FEntio ficou claro para os
fogicos que o unico caminho seria formalizar o conceito de calculabilidade
efetiva. A rigor, bastava uma condi¢de necessaria de calculabilidade efetiva,

mas isto era t&o dificil como obter uma condigdo necessaria e suficiente.

Nenhum membro da escola de Hilbert nem Gédel alcangaram consci-
enfemente uma tal condigao necessaria. Quando Church observou, gragas aos
trabalhos de Kleene, que a definibilidade lambda constituia um formalismo
muito poderoso, arriscon uma “proposta audaciosa”, i.e. (TC), e apresentou
funcoes nao efetivamente calculavels e uma prova negativa do Enischeidungs-

problermn. As suas justificagdes ndo convenceram nem a Gddel nem a Post.
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Este dltimo apresentou suas criticas por escrito, dizendo que Church simples-
mente tinha alcangado uma hipétese de trabalho. Porém, no outro lade do
Atlantico, e de forma independente, Turing propds uma analise do conceito
de calculabilidade efetiva, chegando a uma formalizacio que provou ser equi-
valente as nogbes de definibilidade lambda e recursao geral. Também deu
uma prova negativa do Entscheidungsproblem. A p&fl‘:if de entzlo, Eeﬁsidérau
se que o conceito de maquina de Turing é o conceito formal “mais proximo”

do conceito intuitivo de calculabilidade efetiva.
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