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RESUMO

Analisamos as definigBes de conjunto finito de Dedekind (1893), de Zermelo (1908)
¢ de Alarcon Athens (1987). A partir destas definigdes, formulamos ¢ demonstramos
diversos principios de indugiio matemdtica para conjuntos finitos, Obtivemos uma nova
defimgdo de conjunto finito: um conjunto C é finito se e somente se o comunto vazio
pertence a toda familia ndo-vazia F de subconjuntos de C fal que para todo conjunto ndo-
vazio D e F existe um sinico conjunto E € F onde E = D - {d} para algum J & D,
Demonstramos que, na axiomatica de Zermelo-Fraenkel sem o axioma da escolha, esta
definigdo é formalmente equivalente a0 axioma de Dedekind, segundo o qual todo conjunto

mfinito, no sentido antmético usual, tem subconjunto enumeravel.



ABSTRACT

We analize Dedekind’s (1893), Zermelo’s (1908) and Alarcén Athens’ (1987)
defimitions of finite sets. From these definitions we formulate and prove some mathematical
induction principles for finite sets, We obtain a new definition of finite sets: a set C is finite if
and only if the empty set belongs to every non-empty family F of subsets of C, such that for
every non-empty set D < F there exists exactly one set E € F such that E = D - {d} for
some d € D). We prove that, in Zermelo-Fraenkel axiomatics without the choice axiom, this
definition is formally equivalent to Dedekind’s axiom, which says that every infinite set, in

the ordinary sense, has an enumerable subset,
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INTRODUCAO

...eu te digo: devemos filosofar somente com os meios legitimos, os proprios meios
da filosofia. O nosso jogo ndo ¢ filosofia e nfio ¢ religifio, ¢ uma disciplina especial;
1o seu cardter assemelha-se 4 arte, € uma arte su? generis.

Hermann Hesse em Das Glasperilenspiel

A noglio intuitiva de finitude é utilizada, na filosofia e na matematica, de maneira
fundamental em diversas ocasibes. Ela é empregada, por exemplo, para estabelecer a nocio
de demonstragdo formal e para argumentar a favor da existéncia de Deus. Esta utilizagdo ¢,
de um ponto-de-vista puramente formal, problematica porque, sabe-se, existem distintas
definigdes formais de fimtude (definicbes de conjunto finito) cuja equivaléncia formal
depende dos recursos disponiveis na teoria. Propusemo-nos, neste trabalho, a explorar
algumas destas definigdes de comjunto finito, visando contribuir para o esclarecimento da
relacdo entre defini¢Ses formais de conjunto finito e a nog¢lo intuitiva de finitude,

Entre as diversas definigdes de conjunto finito disponiveis na literatura, selecionamos
algumas que se encontram em publicagGes de dificil acesso. Evitamos definigBes para as
quais ¢ necessaria a utilizagio de métodos de independéncia de resultados.

Este trabalho compreende os seguintes topicos:

« {Juestbes historico-conceifuais (primeiro capitulo): revisamos algumas definigdes de
conjunto finito disponiveis na literatura (defini¢bes de Dedekind, de Russell e de Tarski),
baseando-nos em TARSKI (1924), o principal trabalho na area. Também examinamos as
contribuigfes de Bolzano ¢ de Cantor.

« Definicdes de comjunto finito, segundo Zermelo, Dedekind e Alarcon Athens (capitulos
dois a quatro). demonstramos diversos resultados vinculados a estas definicbes e suas
variantes, muitos deles de autoria propria. Em particular, formulamos e utilizamos
diversos principios de indugio matematica para conjuntos finitos {grosso modo, estes

principios podem ser divididos em dois grupos: principios internos, pelos quais a indugfio



¢ aplicada aos elementos de um conjunto finito, ¢ principios externos, pelos quais a
indugdo é aplicada aos proprios conjuntos finitos),

+ Demonstragio da consisténcia da teoria de conjuntos finitos relativamente a teoria pura
de nimeros, utilizando a teoria de fungGes primitivas recursivas (quinto capitulo).

« Critica de von Neumann (quinto capitulo): analisamos trechos de VON NEUMANN
{1925) nos quais, baseando-se em consideragbes semdnticas a respeito de defini¢des de
conjunto finito, o autor critica o intuicionismo de Brouwer e o formalismo de Hilbert.

Efetuamos, de acordo com o nosso conhecimento do assunto, as seguintes
contribuigdes originais:

» Definicio de conjunto finito, segundo Gonzilez: a partir de uma sugestdo do dr. Carlos
Gustavo Gonzilez, obtivemos uma nova definicio de comjunto finito (defini¢@io 4.8), que
demonstramos ser formalmente equivalente a definicio de conjunto nio-reflexive de
Dedekind (definicio 1.2.1).

« Nova demonstracio da consisténcia da teoria de conjuntos finitos relativamente a teona
pura de numeros: acrescentamos 4 teoria geral de conjuntos (axiomatica de Zermelo-
Fraenkel exchido o axioma do infinito) um axioma postulando a existéncia to somente
de conmjuntos finitos, no sentido de Tarski (definigio 1.52) e demonstramos a
consisténcia desta teoria relativamente 3 teoria pura de nimeros, baseando-nos em uma
demonstracio de ACKERMANN (1937). Nossa demonstragio utiliza somente fungOes
primitivas recursivas!

Além disto, os seguintes teoremas, ao (ue nos consta, ocorrem pela primeira vez na

teratura: 142,315, 45¢e46.



1 QUESTOES HISTORICO-CONCEITUAIS

Examinaremos, neste capitulo, algumas questdes conceituais de carater geral ¢
forneceremos um breve histérico do desenvolvimento da teoria de conjuntos finitos no
periodo compreendido entre 1851 ¢ 1925, contendo 0s elementos necessarios aos demais
capitulos. )

A primeira e principal questio apresenta-se na seguinte forma: qual ¢ o dominio do
conhecimento no gual podemos legitimamente abordar o infinito e, por conseguinie, o
finito? A este respeito, BOLZANQ (1851) observa que:

Es handelt sich also nur noch darum, ob wir durch eine blosse Erklarung dessen, was gine
unendtiche Vielheit heisse, imstande sein werden, zu bestimmen, was em Unendliches
iiberhaupt sei. So wire es, falls es sich zeigen sollte, es gebe streng genommen nichts anderes,
als eben nur Vielheiten, auf weiche der Begnff des Unendlichen in seiner eigentiichen
Bedeutung angewandt werde, d. h. wenn es sich zeigen solite, dass die Unendlichket
gigentlich pur eme Reschaffenheit von Vielheiten ist, oder dass wir alles: was wir fir
unendlich srkliren, nur darum so nennen, weil und inwiefern wir daran eine Beschaffenheit
gewahren, die sich als eine imendliche Vielheit ansehen Hsst. Das ist num, daucht mir,
wirklich' .

Hahn, em nota da edigio de 1921 de (BOLZANO, 1851) expressa-se do seguinte

modo:

Man komnte hieraus entnehmen, dass Bolzano alles das als ein Unendliches iberhaupt
anschen will, was sich als unendliche Menge betrachten Lisst” .

Esta delimitagdo do emprego da nogdo de infinito nos parece adequada, embora seja

comum encontrar na literatura, filosofica e matematica, opinides contrarias a esta restrigo.

Upartanto trata-se ainda somente s, através de uma mera explicagio do que significa uma muititude infinita,
seriamos capazes de definir o que €, em geral, um infinito. Assim seria, caso pudesse mostrar-se que, a Figor,
nada mais hi do que justamente somente multitudes, nas quais 0 conceito de infinite em seu significade
préprio pudesse ser empregado, quer dizer, caso pudesse mostrar-s¢ que © infinito &, na verdade, somente
wma propriedade de muititudes, ou gue tudo o que gualificarmos de infinito, somente o designamos assim
porque ¢ 4 medida que nisto percebemos uma propriedade que se deixa considerar como multitude infinita.
Pois bem, isto é, parece-me, um fato.

2 Daqui poderfamos deduzir que Bolzano quer considerar como infinito tudo aquilo que, em geral, deixa-se
considerar como conjunto infinito.



Adotaremos o principio segundo o qual todo conjunto ou ¢ fimto ou ¢ infinito,
segundo as diversas defini¢Ses de conjunto finito examinadas neste trabalho. Esta questfio
nio € trivial. Em face da inequivaléncia formal, na auséneia do axioma da escolha e de
formas fracas do axioma da escolha, de diversas definigdes de conjunto finito, poderiamos
dividir os conjuntos em finitos, infinitos ¢ ‘medianos’ (para utilizar uma expressic de
Whitehead e Russell. Consulte (MOORE, 1982)). Conjuntos ‘medianos’ seriam aqueles
conjuntos infinitos, no sentido aritmético usual {consulte definicdo 1.0.1), porém finitos,
segundo outras defimgdes.

Em discussdes filosoficas ocorre, com certa freqiiéneia, a distingfo entre definigdo
nositiva e definicio negativa. Grosso modo, uma definigio positiva determina as notas que
um objeto deve ter para que tenha certa propriedade, enquanto que uma definicio negativa
determina as notas que um objeto ndo deve ter para que tenha certa propriedade. A
definicio de conjunto finito, no sentido aritmético usual (consulie definicdo 1.0.1), ¢
positiva, enquanto que a definicio de conjunto Di-finito (consulte definicdo 1.2.1), €
negativa. Relacionada a esta questdio, encontra-se a questdo da prioridade de defini¢Ses de
conjunto finito sobre as de conjunto infinito ou as de conjunto infinito sobre as de conjunto
finito, e a prioridade de definicdes positivas sobre negativas ou de negativas sobre positivas.
Descartes, por exemplo, utiliza a alegada prioridade de (seres) infinitos sobre (seres) finitos
para argumentar em favor da existéncia de Deus (consulte (FRIEDMAN, 1972)). Ambas as
questdes ndo tém relevancia para os nossos propositos neste trabalho e, portanto, nio serdo
desenvolvidas.

Ao longo do trabatho ¢ utilizada a seguinte definigdo aritmética de conjunto finito,

usualmente empregada como a definicio de conjunto finito:

Definicdo 1.0.1 (Conjunto Finito, no Sentido Aritmético Usual) Um conjunto C ¢ fiito, no
sentido aritmético usual, se e somente se existe uma correspondéncia biunivoca entre C e um

segmento inicial da série dos mimeros naturais, em sua ordem habitual.

Ao nos referirmos 2 um conjunto finito, no sentido aritmético usual, denomina-lo-

emos sirnplesmente conjunto finito.



1.1 Definicdo de Bolzano

BOLZANO (1851) fornece a seguinte “defini¢io’ de conjunto’ infinito;

., werde ich eine Vielheit, die grosser als jede endliche ist, d. h. eme Vielhert, die so
beschaffen ist, dass jede endliche Menge nur einen Teil von ihr darstellt, eme unendliche
Vielhett nennen® .

A respeito desta definicio, Hahn, em nota da edigiio de 1921 de (BOLZANGQ, 1851},

expressa-se do seguinte modo:

. ist die Bestimmung der unendlichen Vielheit ungenan, Sogar fiir unendliche Mengen
(Vietheiten) gibt es endliche Mengen, welche nicht in thnen enthalten sind. Es soll heissen,
dass jede endliche 7eilmenge rur einen echten Teil der unendhichen Menge darstellt, also
nicht jede endliche Menge tberhaupt. Wenn man alle endlichen Mengen in Betracht zichen
will, so muss man auch den Begriff der einemdeutigen Abbildung, d. h. Aquivalenz
heranziehen’ .

¥ Bolzano utiliza diversos termos para referir-se a conjuntos. O mais primitivo destes termos & Inbegriff, que
poderiamos traduzir por colegdo e que designa um objefo complexo composto por elemenios ¢ partes
{Rolzano utiliza indistinfamente o termo 7eil para reforir-se tanto a clementos quanto a partes, embora
diferencie, corretamente, um de cutre). O termo Menge, que poderiamos traduzir por comjunto ¢ una
colecdio considerada unicamente do ponto-de-vista da multiplicidade de seus elementos, guer dizer,
abstraindo-a das relagBes existentes entre estes elementos. Conjuntos obedecem ac principio de
extensionalidade, quer dizer, s3o determinados unicamente por seus clementos, ¢ obedecem ao principio de
compreensdo, isto &, toda propriedade define um conjunto. O termo Fielheifen, que poderiamos traduzir por
multitude ¢ wum conjunto de individuos de certa espécie. Bolzano wiiliza, na maioria das vezes, conjunto ¢
mudtitude com a mesma acepsdo (consulte (SEBESTIK, 199%0)).

i ., nomearei multitude infinita 2 mma multitude maior do que toda moltitude finita, quer dizer, 3 uma
multitude fornecida de tal moedo que todo conjunto finito constitui somente uma parte dela.

., & determinacio de multitude infinita ¢ imprecisa. Mesmo para conjuntos (multitudes) infinitos ha
conjuntos finitos que ufio estio contidos neles, Deve-se dizer que todo subconjunto finito constitui somente
wma parte prdpria do conjunto infinito, portanto. em geral, nem todo conjunto finito. B¢ (uusermos tomar em
consideraclo todos os conjuntos finitos, entfio devemos também recorrer ag congeito de correspondéncia
biunivoca, quer dizer, de equivaléncia.



1.2 Definicoes de Dedekind

DEDEKIND (1888) fornece a seguinte defini¢io de conjunto infinito: seja C um
conjunto. C é infinito se e somente se existe uma correspondéneia biunivoca entre C e um

sabconjunito proprio de C. Portanto, tem-se a seguinte déﬁrﬁqéo de conjunto finito:

Definicdo 1.2.1 (Conjunto Finito, no Sentido de Dedekind) Seja C um conjunto. € & Dy~
finito se e somente se para todo subconjunto proprio D de C ndo existe correspondéncia

biunivocaentre Ce D,

No prefacio a segunda edigiio de (DEDEKIND, 1888), Dedekind sugere a seguinte

defini¢io de conjunto finito:

Definigio 1.2.2 (Conjunto Finito, no Sentido de Dedekind) Seja C um conjunto. € & Dy
finito se e somente se existe uma fungio ¢: C > DtalqueDcCese @ EC CeolE]C
Eentio E=C,

Examinaremos esta definigio em maiores detalhes no terceiro capitulo,

1.3 Definicdo de Cantor

Cantor, em inameras ocasides, destacou caracteristicas que diferenciam os conjuntos
finitos dos conjuntos infinitos, sem contudo fixar nenhuma delas como defini¢do de conjunto

finito. Em (CANTOR, 1878) ele expressa-se do seguinte modo:

Ein Bestandteil einer endlichen Mannigfaltigkeit hat immer eine kiemere Machtzgkext als die
Mannigfaltigkeit selbst; dieses Verhiltnis hért ganzlich auf bei den nnendlichen, .

“Uhma parte de uma muliitude finita tem sempre wma potéacia menor que a da mudtitude mesmo; esta
relagHo cessa inteiramente com oS infinitos, ...



Em (CANTOR, 1885) ele expressa-se do seguinte modo:

Bei endlichen Mengen fallen die beiden Momente “Michtigkeit” und “Anzahl”
gewissermassen zusammen, weil eine endliche Menge in jeder Anordnung threr Elemente als
“wohlgeordnete Menge” eine und dieselbe Ordnungszahl hat, dagegen tritt bei unendlichen
Mengen der Unterschied von “Méchtigkeit” und “Ordnungszahl” aufs starkste zutage, ...

Somente em (CANTOR, 1887) ele, ao considerar a definigio de conjunto D -finito

um teorema, utiliza, para demonstra-lo, a seguinte defini¢o:

Unter emner endlichen Menge verstehen wir eine solche M, welche aus einem urspriinglichen
Element durch sukzessive Hinzufigung neuer Elemente derartig hervorgeht, dass auch
riickwdiris aus M durch sukzessive Entformung der Elemente in umgekehrter Ordnung das
ursprimngliche Element gewonnen werden kann®

O teorema ¢ demonstrado com o auxilio do seguinte procedimento de indugdo

completa (vollstandiges Induktionsverfahren):

Teorema 1.3.1 Se o conjunto C ndo € equivalente a nenhum de seus subconjuntos proprios,
emo o comunto C w {c}, para ¢ ¢ C, ndo ¢ equivalente a nenhum de seus subcomuntos
proprios.

Lemonstracdo:

Seja D um subconjunto proprio de C w {c}, parac ¢ C. Sec € D entdo D = E v {c¢} para
algum E < C. Supor, por absurdo, que D ¢ equivalente a C w {c}. Seja ¢ uma
correspondéncia biunivoca entre D e C w {¢}. Se ¢(¢) =c entdio ¢y = ¢ ~ {<¢,c>} é uma
correspondéncia biunivoca entre E e C, absurdo. Se ¢(c) = ¢ entio v = (p - {<c, 9{c)>,

<p (cher}) v {<07(0),9(c)>} é wma correspondéncia biuntvoca entre E e C, absurdo.

" Entre conjuntos finitos os dois fatores “niimero cardinal” ¢ “ntmero ordinal” caem, de certo modo, juntos,
porgue um confuto finito tem o mesmo nismero ordinal, qualquer que seja o arranjo de seus elementos como
“conjunto bem-ordenado”; ao contririo entre conjuntos infimitos a diferenca entre “miimero cardmal” e
“nfmero ordingl” ¢ muito evidente, ...

* Entendemos por um conjunto finifo todo M, resultante de wm elemento primitivo através de sucessivos
acréscimos de novos elementos do conjunto, tal que, também pare frds, o elemento primitivo pode ser obtido
de M afravés de sucessivas retiradas dos elementos em ordem inversa,



Portanto, se ¢ € D entdo D nflo ¢ equivalente a Cu {c¢}. Se ¢ ¢ D entdo D < C. Supor, por
absurdo, que D é equivalente a C «s {¢}. Seja ¢ uma correspondéncia biunivoca entre D ¢ C
W {c). v =9 - {<¢(c),c>} é uma correspondéncia biunivoca entre D - ¢ (c) c C e C,

absurdo. Portanto, se ¢ ¢ D entdo D nfio é equivalente a C w {c}.U

Na seqliéncia, Cantor afirma que o teorema (a definigio de Dedekind) é evidente
para conjuntos constituidos por dois elementos e, em virtude do teorema 1.3.1, € verdadeiro
para todos os conjuntos finitos, quer dizer, é uma caracteristica infeiramente essencial dos
conjuntos finitos que nfio possam ser equivalentes a nenhum de seus subconfuntos proprios,
a0 contriric de conjuntos infinitos que sempre sdo equivalentes a pelo menos um
subconjunto proprio. Portanto, Cantor utiliza o principio de indugdo matematica, embora
nio demonstre que conjuntos finitos, segundo sua defini¢do, obedegam a este principio.

FREGE (1892), ao resenhar o artigo de Cantor, verifica que, na definigio de
conjunto finito, o autor nfo delimita precisamente quais os obstaculos, que devem contar
como obstaculos, na obtencio do elemento primitivo a partir do conjunto, utilizando a
ordem inversa. Ele acusa Cantor porque este, aparentemente, inclui elementos psicologicos
na sua definigio. Por exemplo, nfio esta explicitado se a expressio swcessivos esta vinculada
ou ndo & temporalidade, Frege lamenta a falta de cuidados de Cantor ¢ acrescenta que na
sua Begriffsschrift obteve uma definigio da noglo de sucessdo totalmente desvinculada da
temporalidade. Frege observa que a sua propria definigio de nimero natural ¢ muito

proxima da de conjunto finito, no sentido de Cantor,

1.4 Definiciio de Russell

WHITEHEAD ¢ RUSSELL (1913) demonstram um teorema cujo enunciado,
observam, pode ser utilizado como definigio de conjunto finito. TARSKI (1924) transcreve
a definiciio do seguinte modo (WHITEHEAD e RUSSELL (1913) desenvolvem uma teoria
de tipos &, portanto, ¢ necessdria uma adaptacdo do enunciado a linguagem da teoria de

conjuntos):



Pefinicio 1.4.1 (Familia Indutiva de um Conjunto) Seja C um conjunto e D uma familia de
conjuntos, D ¢ uma familia indutiva de C se e somente se D e Desede Dec e Centdo d

e € D

Definicio 1.4.2 (Conjunto Finito, no Sentido de Russell, Segundo Tarski) Um conjunto C ¢

R-finito se e somente se C pertence a toda familia indutiva de C.

LEVY (1979) desenvolve uma teoria de conjuntos finitos utilizando uma defini¢do
um pouco diferente de conjunto finito, porém remetendo-a ao trabatho de WHITEHEAD ¢
RUSSELL (1913):

Definicio 1.4.3 (Conjunto Finito, no Sentido de Russell, Segundo Levy) Um conjunto C é

R.-finito se e somente se C pertence a toda familia indutiva de subconjuntos de C.

Demonstramos a equivaléncia formal destas duas definigdes, prescindindo do axioma

da escolha e de formas fracas do axioma da escolha.

Teorema 1.4.1 Seja C um conjunto. C pertence a toda familia indutiva de C se e somente se
C pertence a toda familia indutiva de subconjuntos de C.
Demonstracdo.

Seja D uma familia indutiva de subconjuntos de C. Neste caso ) € uma familia indutiva de C
g, por hipotese, C ¢ D.

Seja D uma familia indutiva de C. Considere a seguinte familia de conjuntos: E = {d € D; &
cClL@ecEporque DeDePcC qualquerquesejaC SejaF e Eece CFekE
portanto F e De F ¢ C. Seguese, deF e Dedece C,queFu {c} € D. Distoede Fu
{c} - C segue-se que F u {c} & E. Portanto E é uma familia indutiva de subconjuntos de C

e, por hipétese, C € E, quer dizer, C e D. O
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Embora formalmente equivalente a primeira definicio, a segunda definigio €
preferivel do ponto-de-vista pratico porque, segundo ¢la, precisamos examinar t3o somente
conjuntos de subconjuntos de um dado conjunto para determinar se ele ¢ R;-finito ou ndo,
Na primeira definic3o ndo dispomos de tal facilidade.

PARSONS {1987) fornece uma terceira definigio de conjunto finito, que alega ser de
WHITEHEAD e RUSSELL (1913}

Defini¢io 1.4.4 (Conjunto Finito, no Sentido de Russell, Segundo Parsons) Um conjunto C
¢ Ry-finito se e somente se toda familia indutiva de subconjuntos de C ¢ idéntica ao conjunto

das partes de C.

Demonstramos a equivaléncia formal desta definicio ¢ da segunda definigio,
prescindindo do axioma da escolha e de formas fracas do axioma da escotha, porém
utilizando um principio de indugdo matematica para conjuntos finitos, segundo o qual se
uma dada propriedade é satisfeita pelo comjunto vazio e sendo satisfetta por um conjunto
finito C também ¢ satisfeita por C w {¢} onde ¢ ¢ C, entdo a propriedade ¢ satisfeita por
todos os conjuntos finitos. TARSKI (1924) demonstra que conjuntos finitos, segundo a
definicio 1.4.2, obedecem a este principio. Segue-se, face a0 resultado do teorema 1.4.1,

que este principio pode ser legitimamente utilizado no seguinte teorema:

Teorema 1.4.2 Seja C um conjunto, Toda familia indutiva de subconjuntos de € ¢ wléntica
ao conjunto das partes de C se ¢ somente se C pertence a toda familia indutiva de
subeonjuntos de C.

Demonstragdo.

Seja D uma familia indutiva de subconjuntos de C. Por hipotese, D = ©{C) e, em particular,
CebD

Demonstramos a condigio de suficiéncia aplicando o principio de indugdo matematica para

conjuntos finmtos, em C.
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{Base indutiva) Seja C = . Neste caso a unica familia indutiva de subconjuntos de C ¢

{@}. Porém p (&) = {D}.

{Passo indutivo} Seja C = E L {e} para ¢ ¢ E ¢ D uma familia indutiva de subconjuntos de

C. Considere a seguinte familia de conjuntos: F = {g - {e}; g € D}. Tem-se que

e Fg p(E) SejafeF. Neste caso f= g - {e} paraalgum g € D. Porém D < p(E v
{e}), portanto g € @(Ew {e})efe @(E).

s JeFporqued eD

o SejafcFeccE feFportanto f=g - {e} paraalgum g € D. ¢ € E portanto ¢ € C.

Tem-se,deg € Dedec e C, que g {c} € De, por definigliode F, (g {c}) - {e} €
E, quer dizer, f w {¢} ={g - {e})w {c} = (g {c}) - {e} e Fporquec#e.

Portanto F é uma familia indutiva de subconjurtos de E.

Demonstraremos que E pertence a toda familia indutiva de subconjuntos de E. Segue-se, da

hipotese indutiva, que toda familia indutiva de subconjuntos de E ¢ idéntica a p{(E) e, do

fato de F ser uma familia indutiva de subconjuntos de E, tem-se que F = p(E).

Seja H uma familia indutiva de subconjuntos de E. Considere a seguinte familia de

conjuntos: I = {jw {e};j € H}. Tem-se que:

s Hulc @(C).Sejake Hul keHoukel SekeHenloke p(E)e, portanto, £
e @{C). Se k e I entlio k=1 {e} para algum / & H, quer dizer, k = [ {e} para
algum / € @(E) e, portanto, k € (C).

¢ e Hu Iporque, por hipotese, & € H.

» SeameHuleceCmeHulportantom e Houm € I. Sem e Hec=eentio
muw {c} e le, portanto, mu {c} e HUL Sem ¢ Heczeentiom U {c} € He,
portanto, mw {c} e HuL Seme lentdom=n v {e} paraalgumnrn e H. Sec~e
entiom w {¢} =m & 1 e, portanto, m ' {c} € Hu 1 Sec#eention {c} eHe(n
w el w {el = (o {e})u ey =mu {c} & Le, portanto, m {cty e HUL

Portanto H W I & uma familia indutiva de subconjuntos de C e, por hiptese, C € Huw 1,

quer dizer, E w {e} € L e, por definigdo de I, E € H.
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Sejad e p(Ew {e}). Seegdentiod e p(E)=Fe, pordefinigiodeF,deD. Seecd
entio d - {e} € @({E)=F e, por definigio de F, d € D, Portanto g(E v {e})cD. [l

WHITEHEAD e RUSSELL (1913) efetuam uma distingfo entre dois métodos de
classificar conjuntos: um método classifica conjuntos em conjuntos indutivos € conjuntos
ndo-indutivos, € o outro método classifica conjuntos em conjuntos ndo-reflexivos e
conjuntos reflexivos. Grosso modo, um conjunto ¢ indutivo quando pode ser obtido do
conjunto vazio através de sucessivos acréscimos unitarios de elementos. A denominagdo
conjunto indutivo advém do fato de que podemos demonstrar propriedades destes
conjuntos utilizando o principio de indugfio matematica para conjuntos finitos. A propria
definicio de Russell de conjunto finito, bem como todas as definigbes formalmente
equivalentes a ela, desde que nestas demonstracdes de equivaléncia formal ndo seja
necessario o axioma da escotha ou alguma forma fraca do axioma da escolha, sdo exemplos
de métodos para classificar conjuntos em conjuntos indutivos e conjuntos nfo-indutivos.
Grosso modo, um conjunto ¢ reflexivo quando existe uma correspondéncia biunivoca entre
ele e um subconjunto proprio (esta é a defini¢do de conjunto D-infinito. Consulte definigao
1.2.1). A denominagiio conjunto reflexivo advém do fato de que tais conjuntos ‘refletem’ em
uma parte propria de si mesmos. A definigo de corjunto Di-finito, bem como todas as
definictes a ela formalmente equivalentes, desde que em tais demonstragSes de equivaléncia
formal ndo seja necessario o axioma da escolha ou alguma forma fraca do axioma da
escolha, siio exemplos de métodos para classificar conjuntos em conjuntos ndo-reflexivos e
conjuntos reflexivos. WHITEHEAD e RUSSELL (1913) demonstram sem malores
dificuldades que todo conjunto reflexivo é nio-indutivo, porém afirmam que s6 ¢ possivel
demonstrar a reciproca, isto é, que todo conjunto ndo-indutivo ¢ reflexivo utilizando o
axioma multiplicativo {axioma da escolha), A rigor, afirmam que uma forma fraca do
axioma da escolha € suficiente: o axioma da escolha enumerével, segundo o qual toda familia

enumerével de conjuntos tem uma fungdo de escotha.
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1.5 Definicéio de Tarski

TARSKI {1924) é o tratamento mais completo e sistematico da teoria de conjuntos
finitos. Nele, Tarski faz uma revisio das defini¢Bes de conjunto finito formuladas até aquela
data {definicBes de Dedekind, de Russell, de Sierpinski, de Kuratowski, de Stdckel e de

Zermelo) e formula uma definigiio propria de conjunto finito, do seguinte modo:

Definicio 1.5.1 (Elemento Irredutfvel de uma Familia de Conjuntes) Seja F uma familia de
conjuntos e C um conjunto pertencente a F. C € um elemento irredutivel de F se ¢ somente
sese D CeD e Fentio D = C, quer dizer, nenhum subconjunto proprio de C pertence a
F

Definiciio 1.5.2 (Conjunto Finito, no Sentido de Tarski) Um conjunto C é Ti-finito se e

somente se toda familia ndo-vazia de subconjuntos de C admite um elemento irredutivel.

Tarski observa que esta definicio é formalmente equivalente, prescindindo deo

axioma da escolha e de formas fracas do axioma da escolha, & seguinte definigio:

Definicio 1.5.3 (Variante da Defini¢do 1.5.2) Um conjunto C ¢ To-finito se ¢ somente se

toda familia de conjuntos, a qual C pertence, admite um elemento irredutivel.
Demonstraremos a equivaléncia formal destas definigdes:

il ilia nio-vazia de subconjuntos de C admite um elemento irredutivel

Familia de conjuntos, & qual C pertence, admite um elemento

NLIOTICACRCULANTR

e I TMECTRTACAD

m——
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Seja F uma familia de conjuntos tal que C & F. Considere a familia de conjuntos G = {D ¢
F, D ¢ C}. G = & porque, por hipdtese, C & F. Disto e do fato de G < ©(C) segue-se que
existe H e G tal que H ¢ elemento irredutivel de G, quer dizer, seIc Hel € Gentio [ =
H. SejaJ e Ftal que J ¢ H. Neste caso J  C porque H € G, isto é, H C. Tem-se, deJ
FelcC quel e G Seguese, de J ¢ G eJ ¢ H, que J = H, porque H ¢ elemento
irredutivel de G. Portanto H é elemento irredutivel de F.

Seja F uma familia ndo-vazia de subconjuntos de C. Se C & F entdo, por hipotese, F admite
um elemento irredutivel. Portanto, supor que C ¢ F. F v {C} ¢ uma familia de conjuntos a
qual C pertence e, portanto, admite um elemento irredutivel G, quer dizer, se HC GeH e
Fu {C} entfio H = G. G # C porque F é uma familia nfo-vazia de subconjuntos de C tal
queCeF portanto Ge F Sejal e FralqueIc G T € Fu {C}. Distoe de I < G segue-
se que I = G, porque G é elemento irredutivel de F v {C}. Portanto G ¢ clemento

trredutivel de F. L]

Tarski observa que, embora formalmente equivalentes, a primeira definicio ¢
preferivel do ponto-de-vista pratico porque, segundo ela, precisamos examinar t80 somente
os conjuntos de subconjuntos de um dado conjunto para determinar se ele ¢ Ti-finito ou
ndio, enquanto que na segunda definigio ndo dispomos de tal facilidade.

VON NEUMANN (1925) sugere a seguinte defini¢io de conjunto finito:

Definicio 1.5.4 (Conjunto Finito, no Sentido de Von Neumann) Um conjunto C é N-finito,
se e somente se todo conjunto, ao gual pertence um subconjunto de C, admite um elemento

irredutivel que € subconjunto de c?

2 YON NEUMANN {1925) desenvolve uma axiomatica da teoria de conjuntos constituida por trés tipos de
objetos: objetos do tipo 1 (argumentos), objetos do fipo Il {argumentos-fangdes) ¢ objeios do tipo III
(funches). Classes e conjuntos s4o tipos particulares destes tipos basicos. Nesta aviomatica, a sua definiglo
de classe finita te o seguinte enunciado: Uma classe a ¢ dita ser finita se ndo existe classe b com 2as
seguintes propriedades: b tem clementos que estdo C a; se x ¢ um clemente de b e estd o @, entdo b também
tem clementos que estdo g & 20 MESMO tempo < x.



15

Esta defini¢io é formalmente equivalents, prescindindo do axioma da escolha e de
formas fracas do axioma da escolha, & definigio de Tarski, conforme o seguinte teorema

atesta;

Teorema 1.5.2 Seja C um conjunto. € & N-finito se ¢ somente se C é T-finito,
Demonstragdo.

Seja C um conjunto Ti-infinito. Por definigio, existe uma familia ndo-vazia D de
subconjuntos de C que nfio admite elemento irredutivel. Tem-se, de D = & e D < @(C),
que existe E € D tal que E ¢ C. Seja F € D. Por hipotese, existe G € D tal que G « F.
Portanto, C ¢ N-infinito.

Seja C um conjunto N-infinito. Por definigdo, existe um conjunto D tal que:

s existeEeDtalque ECC,

+ paratodo F e Dtal que F ¢ C tem-se que existe G e Dtalque GC F.

Cousidere o seguinte conjunto: H= {1 e D, 1< C}. H = &, devido a primeira clausula. H ¢
familia de subconjuntos de C, por definigio. H ndo admite elemento irredutivel porque se J
& Hentio J € D e Jc C e, pela segunda clausuia, existe K € D tal que K < J, quer dizer, K

& He K« I Portanto C é T-infinito. [

A definigdo 1.5.2 tambén ¢, do ponto-de-vista pratico, preferivel a esta definigio.

Tarski também fornece a seguinte defini¢fo, dual da defini¢io 1.5.1:

Definicio 1.5.5 (Elemento Saturado de uma Familia de Conjuntos) Seja F uma familia de
conjuntos e C um conjunto pertencente a F. C é um elemento saturado de F se ¢ somente se
se C cDeD e Fentio D = C, quer dizer, nenhum superconjunto proprio de C pertence a

F,

Tarski demonstra o seguinte teorema; seja C um conjunto. C ¢ T)-finito se ¢ somente

se toda familia nio-vazia de subconjuntos de C admite um elemento saturado. Portanto, a
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nogic de elemento saturado de uma familia de conjuntos determina uma variante da

definicio de conjunto T-finito;

Definigio 1.5.6 (Variante da Definicio 1.5.2) Um conjunto ¢ Ts-finito se ¢ somente se toda
familia ndo-vazia de subconjuntos de C admite um elemento saturado,

Esta dualidade, entre as definicdes 1.5.2 ¢ 1.5.6, também ocorre com a defirugiio de
Alarcon Athens, como verificaremos no quarto capitulo.

Tem-se, também, o dual da defini¢io 1.5.3 ¢ o dual do teorema 1.5.1:

Definicio 1.5.7 (Variante da Definigio 1.5.3) Um conjunto ¢ T,-finito se e somente se toda

familia de conjuntos, & qual C pertence, admite um elemento saturado.

Teorema 1.5.3 Toda familia nfo-vazia de subconjuntos de C admite um elemento saturado
se e somente se toda familia de conjuntos, a qual C pertence, admite um elemento saturado.
Demonstracdo,

Ansloga & demonstragio do teorema 1.5.1. [

A partir da segunda se¢do do artigo, Tarski passa a demonstrar que, entre oufros, os
axiomas de Zermelo-Fraenkel, excluido o axioma do infinito, produzem tdo somente
conjuntos Ty-finitos; quer dizer:

e  é um conjunto Ty-finito. Portanto, o axioma da existéncia, assoctado ao axioma da
extensionalidade, produz tio somente um conjunto Ty-finito.

¢ Todo subconjunto de um conjunto T-finito € T,;-finito. Portanto, o esquema de axiomas
da separagio preserva a T,-finitude de conjuntos.

e O conjuntc das partes de um conjunte Ti-finito € T.-finito. Portanto, o axioma do
conjunto das partes preserva a T-finitude de conjuntos.

¢ A uniio de uma farnilia T;-finita de conjuntos T-finitos é T-finita. Portanto, o axioma da

unifio preserva a Ti-finitude de conjuntos.
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¢ Todo conjunto unitario ¢ T,-finito. Disto e de A w B ser T;-finito quando A e B s3o Ty~
finitos tem-se que o axioma do par preserva a T;-finitude de conjuntos.

¢ ) axioma da escolha aplicado a conjuntos T)-finitos é demonstravel a partir dos demais
axiomas de Zermelo-Fraenkel, excluido o axioma do infinito.

» Toda imagem de um conjunto T;-finito é T,-finita. Portanto, o esquema de axiomas da
substituiciio preserva a T-finitude de conjuntos. .

Repetiremos este tipo de demonstragio para a definigio de Zermelo. Este
procedimento pode ser descrito como um critério de adequacdo de uma definiclio de
conjunto finito. Também é uma maneira bastante simples de demonstrar a consisténcia do
axioma postulando a existéncia somente de conjuntos finitos, em relagio aos demais

axiomas da axiomatica de Zermelo-Fraenkel.
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2 DEFINICAO DE ZERMELO

A definiciio de conjunto finito, no sentido de Zermelo, ocorre em {(ZERMELOQ,
1908) e (ZERMELOQ, 1909).

ZERMELO (1909) ¢ uma discussio acerca do estatuto epistemoldgico do principio
de indugio matemética, ou principio de indugiio completa, como Zermelo prefere denomina-
lo. Apés verificar que alguns autores consideram o principio de indugfio matemdatica uma
proposigdo indemonstravel (Poincaré) enquanto que outros o consideram uma proposicio
demonstravel (Whitehead e Russell), Zermelo efetua a seguinte redugdo do problema: o
principio de indugiio matemitica diz respeito a numeros finitos (em particular, ele diz
respeito ao raciocinio que nos conduz de um nimero finito ao seu sucessor imediato) e
estes, por sua vez, dizem respeito a conjuntos finitos. Portanto, utilizando uma definiciio
adequada de conjunto finito, talvez seja possivel demonstrar o principio de indugio
matematica. De fato, utilizando sua propria definigo de conjunto finito, Zermelo demonstra
o principio de indugdo mateméatica expresso em diversas formas. Isto, porém, ndo conclui a
discussfio, observa. A natureza, ou analitica (entendida como assentada em principios
puramente logicos) ou sintética (entendida como fundamentada em intuigdo de um tipo
gspecial), do principio de indugio matematica depende da natureza dos axiomas necessarios
& sua demonstragdo e, em Gltima instincia, da natureza dos axiomas da teoria de conjuntos.
Zermelo evita tomar partido nesta discussdeo por considera-la de cardter estritamente
filosofico e, portanto, nfo relacionada 4 sua atividade enquanto matematica,

ZERMELQ (1909} também contem uma discussdo acerca do axioma da escolha, ou
axioma da escolha arbitraria, como Zermelo prefere denomind-lo. Zermelo observa que,
embora acredite que o axioma ¢é indemonstrdavel, também acredita que ele & indispensdavel na
demonstracio de certos teoremas matematicos. Ele cita, como exemplo, o teorema segundo
o qual fodo conjunto pode ser bem-ordenado, utilizado na demonstragio do teorema
segundo o qual fodo conjunto D-finito ¢ finito, no seu proprio sentido.

ZEBRMELC (1908) ¢ uma apresentagdo concisa daquilo que se encontra em
(ZERMELQ, 1909}). A terminologia ¢ um pouco diferente. Enquanto que em (ZERMELO,
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1909) o autor utiliza a nogo de cadeia simples (chaine simple) constituida por um primeiro
{premier) e por um ultimo (dernier) elemento, em (ZERMELO, 1908) ele utiliza a nogio de
deslocamento (Verschiebung) e demonstra que todo deslocamento tem um Gnico elemento
wicial (Anfangselement) e um Gnico elemento terminal (Endelement). Preferimos adotar o
tratamento de (ZERMELQ, 1908).

A definigio de conjunto finito, no sentido de Zermelo, ¢ obtida do seguinte modo:

Definicio 2.1 (Deslocamento de um Conjunto) Seja C um conjunto ¢ ¢: D — E uma fungio
injetora tal que D < €' ¢ E — C*. ¢ é um deslocamento de C se e somente s¢ para toda

partigio F= {G, H} de Cexistea e Dtal quecua € Geopla) e H,ouola) e Gea e H’.

Definicdio 2.2 {Conjunto Finito, no Sentido de Zermelo) Um conjunto C ¢ Z-finito se e

somente se ou C = & ou existe um deslocamento de C* .

BDefinicio 2.3 (Elemento Inicial de um Conjunto Z-Finito Segundo um Deslocamento) Seja
C # 2 um conpunto Z-finito, ¢: D — E um deslocamento de C e p ¢ C. p é um elemento

imcial de C segundo @ se e somente sep ¢ E,

Definiclio 2.4 (Elemento Termipal de um Conjunto Z-Finito Segundo um Deslocamento)
Seja C # J um copjunto Z-finito, ¢: D — E um deslocamento de C e # € C. » é um

elemento terminal de C segundo ¢ se e somente se # ¢ D.

' Na versdo original desta definicfio, o conjunto D deve ser distinto do conjunio vazio (consulte nota-de-
rodapé 4),

*PARSONS (1987, ao expor a definigio de Zermelo, ndo estabelece 3 restrigio segundo 2 qual a imagem do
deslocamento deve ser subconjunto prdprio do conjunte. Verificaremos, mais adiante, que pelo menos uma
demonstracdo nfo ¢ possivel sem esta restrigdo.

* Segundo ZERMELQ (19093, I = C ¢ E < C silo partes separadas uma da outra, cor respeito a uma fungio
¢ definida em C, s¢ ¢ somente se nenhum clemento d de D & imagem @(e) de wn elemento e de E ¢
reciprocamente, nenhum efemento ¢ de E € imagem @) de um elemento o de D, Portanto, 3 restrigfio pode
ser enunciada do seguinte modo: pasa toda particiio F = {G, H} de C, G ¢ H ndio sfo partes separadas uma da
autra, com respeito a . '
*Na versfio original desta definigio, um conjunto & finito se ¢ somenie s¢ existe um deslocamento do
confunto. Segundo as versdes originais das definicies 2.1 ¢ 2.2, o conjunto vazio ¢ 05 conjuntos unitirios nio
sfo finitos. Em 1910, Kurt Grelling emendou estas defini¢les (consulte (PARSONS, 1987)).



20

Conforme mencionamos anteriormente, demonstra-se a existéncia e unicidade dos

elementos inicial ¢ terminal de um deslocamento.

Teorema 2.1 Seja C = & um conjunto Z-finito. Para todo deslocamento ¢ de C existe um e

somente um elemento inicial de C segundo ©. -

Demonstracdo:.

Seja C + 2 um conjunto Z-finito e ©: D —> E um deslocamento de C.

(Existéneia) Por hipotese, E < C. Seja p e C - E. Por defini¢fo, p ¢ elemento inicial de C

segundo @ .

{Unicidade) Seja a um elemento inicial de C segundo ¢. Considere a seguinte familia de

comuntos. F={ G CipeGavx{(x e GaxeD) — ox) € G)}. F = & porque {p}

« E € F. Portanto, seja H=[1F. H ¢ ¥ porque:

+ paratodo G e F, p = Ge, portanto, p € H;

e seiab e He b & D. Neste caso, paratodo G ¢ F, b € G e, por defini¢do, ¢(b) € G
Portanto, o{d) € H

Considere os seguintes lemas auxiliares;

LemalSeacHeazpentioa e E.

Demonstracdo:

Seja a € H e a = p. Supor, por absurdo, que a ¢ E. Neste caso, H - {a} =1 & F porque:

« pcHmasp#a portantop € [

s sejabecleb e D Nestecaso, b € He, como H & F, o) € H. Porém, ¢(&) = a
porgue, por hipotese, a ¢ E; portanto ¢(d) € L.

H = F, portanto H I, em contradi¢io com [ < H.

Lema2SeacHeac E entio o (a) e I

* A demonstracio de existéncia de um elemento inicial de um conjunto segundo um destocamento ndo &
possivel sem a restrigfo segundo a qual a imagem de um deslocarnento ¢ subconjunto préprio do conjunte.
PARSONS (1987) ndo fornece a demonstracfo deste teorema. Nio deve, portanto, ter percebido a
necessidade desta restrigfo.
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Demonstragdo,

Supor, por absurdo, que ¢(a) = b ¢ H. Neste caso, existe G € Ftalque » ¢ G. a € H

portanto a € . Considere o seguinte conjunto: I = G - {a}. I € F porque:

¢ peGporque G € F. Porém p ¢ E, por definicio. Portantopzaep e l;

¢ sejac € Iec e D Neste caso ¢ € G ¢, portanto, o{¢) € G. Por hipotese, # ¢ G e,
portanto, ¢ = b, ¢ ¢ funglo injetora, portanto @(c) # Ep(b) eg{c)e L

I eFea el portanto @ ¢ H, contradicio. Portanto b € H.

Fema3iH=C,

Demonstragdo,

Supor, por absurdo, que C - H # . Considere a partigio {H, C - H} de C. Por hipitese, ¢
¢ um deslocamento de C, portanto existea € Dtalqueoua c He ¢(a) & C - H, ou ofa) e
HeaeC-H SeacHentdogp(a)e Hporque He F. Seae C-Hentdoa ¢ He, pelo
lema 2, p{a) ¢ H. Estes dois fatos tomados em conjunto contradizem a hipétese de que {H,
C - H} ¢ uma particiio de C. Portanto {H, C - H} nfio é uma partigio de Ce H=C,
Segue-se, dos lemas 1 e 3, que a = p, isto é, existe um e somente um elemento inicial de C

segundo @, L

Coroldrio 2.2 8¢ J o Cétalque p e Te paratodo ad € Jea € D tem-se que 9(a) € J,
entio J = C.
Demonstracdo.

Segue-se imediatamente do teorema anterior. L

Teorema 2.3 Seja C » & um conjunto Z-finto. Para todo deslocamento ¢ de C existe um ¢
somente um elemento terminal de C segundo ¢,

Demonstracdo.

Seja C = & um conjunto Z-finito e ¢: D - E um deslocamento de C.

{Existéncia} Por hipotese, D < C. Seja v € C - D. Por defini¢Ho, u ¢ elemento terminal de C

segundo ¢,
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{Unicidade) Seja @ um elemento terminal de C segundo ¢. Considere a seguinte familia de

comjuntos: F= {GcCiue GAvx{(xeD > (o) ¢ Gvxe ). F =D porque {u}

w D ¢ F. Portanto, seja H={F. H ¢ F porque:

+ paratodo G € F, u € G e, portanto, ¥ € H;

+ seja ©(b) € H. Neste caso, para todo G € F, o(b) € G e, por definicio, b € G, quer
dizer, b € H. )

Considere os seguintes lemas auxiliares;

lemalSeacHea=u entioaeD.

Demonstragdo,

Sejaa € H e a # 1. Supor, por absurdo, que a ¢ D). Neste caso, H - {a} =1  F porque:

*+ ye Hmasu #a, portanton € I;

s seja @{h) € 1 Neste caso, ¢(&) « He, como H ¢ F, & ¢ H Porém, b = a porque, por
hipotese, a ¢ D, portanto b € L

H ={F, portanto H C 1, em coniradi¢do com I < H, portanto a € D.

fema2Seac Heae D, entio pla) € H.

Demonstragio:

Supor, por absurdo, que @(a) ¢ H. Neste caso, existe G € F tal que ¢(a) ¢ G. a e H

portanto a € G. Considere o seguinte conjunto: I =G - {a}. | € F porque:

¢ 1 Gporque G e F. Porémw ¢ D, por definiciio. Portanton #ageu € [,

s seja () ¢ L Neste caso, ¢(b) ¢ Ge, portanto, b € G. b = a porque ¢(b) € G mas, por
hipotese, p{a) ¢ G. Portanto b € L

I € Feael portanto g ¢ H, contradi¢do. Portanto g{a) € H

lema3H=C.

Demonsiracdo,

Supor, por absurdo, que C - H # &, Considere a particdo {H, C - H} de C. Por hipotese, ¢

¢é um deslocamento de C, portanto existe @ e Dtalqueoua e He ¢(ay € C- H, ou ¢ofa)

Hea e C-H Seu c Hentdo, pelo lema 2, ¢(a) « H. Se o(a) € H entdo @ € H porque H
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€ F. Estes dois fatos tomados em conjunto contradizem a hipdtese de que {H, C - H} éuma
particio de C. Portanto {H, C - H} nfo é uma particio de Ce H=C.
Segue-se, dos lemas 1 e 3, que a = u, quer dizer, existe um e somente um elemento terminal

de C segundo ©. [

Corolario 2.4 Se Y c C étal que v « J e para todo o{a) ¢ Jtem-se quea € J, entdo J = C,

Demonstracdo:

Segue-se imediatamente do teorema anterior, [

Os dots teoremas seguintes serfio utilizados para demonstrar o principio de indugdo

matematica.

Teorema 2.5 Todo conjunto Z-finito pode ser duplamente bem-ordenado.

Demonstracdo,
Seja C um conjunto Z-finito. Por definigdo, ou C = & ou existe um deslocamento de C. Se
C = ¢J, C pode ser duplamente bem-ordenado. Portanto, seja ¢ D — E um deslocamento

de C, p elemento inicial ¢ » elemento terminal de C segundo ¢. Seja F o subconjunto de €

defimdo do seguinte modo ~

a & F se e somente se existe um subconjunto G de C que satisfaz as seguintes condigdes:

¢ pe(

» ge(@;

* sebecGebcE entiop'(h)cG;

s existe uma dupla boa-ordem de G (na qual p é o menor elemento e @ ¢ o maior
elemento).

Tem-se que p € F porque:

. peiph

» o Unico elemento de {p}, p, ¢ elemento inicial de C segundo o, quer dizer, p ¢ E;

s existe uma dupla boa-ordem de {p} (na qual p é o menor e maior elemento).
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Demonstraremos que sea €« Fea € D, entdio o(@) € F. Sejaa e F tal que @ € D, Por

hipotese, existe um subconjunto G de C tal que:

* pegG,

® g

s sebeGebeFE, entio o) e G,

s existe uma dupla boa-ordem < de G (na qual p é o menor elemento e g é o maior
elemento).

Seja H=G w {p(a)} e ~« uma relagio definida do seguinte modo: b < @(a) para todo o{a) =

b e Gec~<dparatodo ¢la) # ¢ <d = ¢(a). He~ gozam das seguintes propriedades:

» peH porquepe GeGgH,

s o{a) = H, por definigiio;

» sejabecHeb e E. Neste caso, b « Gou b = ¢(a). Se b € G, entfio, por hipdtese, ¢ ()
e G e, portanto, ¢ (&) € H. Se b = o(a), entdo ¢ (h) = a porque ¢ ¢ funcio injetora.
Porém, por hipdtese, a & G e, portanto, a € H. Portanto, se b € He b € E, entdo ¢™'(b)
€ H;

# < ¢ uma dupla boa-ordem de H. Se e} ¢ Ipara @ =1 C H, entdo @ = {1 < G e, por

hipotese, I tem menor e maior elemento segundo <. Porém, a identidade & um
isomorfismo entre <L'<"> e <],’<*>, quer dizer, I tem menor e maior elemento segundo
~<. Se o(a) = I para I ¢ H, consideremos dois casos: I = {o(a)} e [ # {p{e)}. Sel=
{o{a)}, entdo o{a) ¢ menor e maior elemento de I segundo <. Se | # {p(a)}, entdo o
menor elemento de I segundo < é o menor elemento de I - {¢(a)} segundo <e opl@) é o
mator elemento de I segundo —<. Deste modo, p € o menor elemento e ¢(a) é o mator
elemento de H segundo <.

Segue-se, do corolario 2.2, que F = C, quer dizer, ¥ € F e, portanto, por definigio, existe

um subconjunto J de C tal que:

= pel,

» uel

e seacjeacFE, entdooa) e J;
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+ existe uma dupla boa-ordem de J (na qual p é o menor elemento e u é 0 maior elemento).

Segue-se, do corolario 2.4, que J = C e que, portanto, existe uma dupla boa-ordem de C (na

qual p & o menor elemento e u € o maior elemento). I

Teorema 2.6 Todo conjunto que pode ser duplamente bem-ordenado é Z-finito.

Demonstragdo,

Seja C um conjunto que pode ser duplamente bem-ordenado. Se C = &, entfio, por

definigfio, C ¢ um conjunto Z-finito, Portanto, suponha que C # &. Seja < ¢ C* uma dupla

boa-ordem de C, p menor elemento de C e » maior elemento de C segundo <. Considere a

seguinte relagiio: <a,b> ¢ Rse e somente sea<bendoexistectal quea<cec < b

Demonstraremos que R € um deslocamento de C;

»

dom (R) « C. Por hipdtese, » é maior elemento de C segundo <, quer dizer, nfo existe a
tal que u < g, Portanto, # ¢ dom (R). Porém, dom (R) < C e, portanto dom (R} < C;

img (R) < C. Por hipdtese, p € 0 menor elemento de C segundo <, quer dizer, ndo existe
a tal que a < p. Portanto p ¢ img {R). Porém, img(R) C C e, portanto, img (R) < C;

R ¢ uma funciio. Seja @ & dom (R). Suponha que <a,b> € R ¢ <a,c> e R. Por definigio,
a<benfoeustedtal quea<ded<bd(l)ea<cenfoeastcetalquea<eee <c¢
(2). Segue-se, de (1) e @ < ¢, que nfo se da que ¢ < b (3). Segue-se, de (Z)ea < b, que
n#o se da que b < ¢ (4). Segue-se de (3), (4) e do fato de < ser uma ordem total, que b =
¢ e R ¢ uma fungio;

R ¢ injetora. Seja R (a) = R () = ¢. Por definiclo, a<cenfoexiste dtal quea<ded
<c{lyeb<cendoexisteetal que b <e¢ee <c(2) Segue-se, de (1) e b <¢, que ndo se
da que a < & (3). Segue-se, de (2) e a < ¢, que ndo se da que b < a (4). Segue-se, de (3),
(4) e do fato de < ser uma ordem total, que a = b ¢ R € injetora,

Seja D = {E,F} uma particio de C. Qu v ¢ E ou v ¢ F. Suponha que v ¢ E (0
argumento ¢ analogo para u ¢ F). Seja o maior elemento de E segundo <. Considere o

conjunto G = {b; a < b}. G = & porque, por hipotese, a # u. Seja ¢ 0 menor elemento de
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G. Tem-se que R (@) = ¢. ¢ ¢ E, portanto R {a) = ¢ ¢ F. Segue-se que R é um

deslocamento de C e C ¢ um conjunto Z-finito. [

ZERMELO (1909) demonstra o principio de induglic matemética expresso nas
seguintes formas:

* Seja C # @ um comjunto finito®, P uma propriedade de elementos de C, @ um
deslocamento de C e p elemento inicial de C segundo ¢. Se P é satisfeita por p, e P sendo
satisfeita por ¢ € dom(o), também § satisfeita por o(c), entdo P & satisfeita por todos os
elementos de C. Poderiamos denomina-fo principio de indugio interna.

» Seja P uma propriedade de conjuntos. Se P & satisfeita por todos os conjuntos unitarios e
sendo satisfeita por um conjunto finito C, com pelo menos dois elementos, também é
satisteita por C - {c} onde ¢ e C, entfio P ¢ satisfeita por todos os conjuntos finitos,
Poderiamos denomina-lo principio de inducdio externa.

Para 08 nossos propésitos, utilizaremos o principio de indugfo matematica enunciado

na seguinte forma:

Teorema 2.7 Seja P uma propriedade de conjuntos ¢ C um conjunto Z-finito. Se P é
satisfeita por &, e P sendo satisfeita por D, também ¢ satisfeita por D U {¢} parac € C,
entdo P ¢ satisfeita por C.

Demonstraciio:

Seja P uma propriedade de conjuntos, C # & um conjunto Z-finito ¢ ¢ D — E um
deslocamento de C. Considere o seguinte conjunto F = {c & C; existe G Ctalque ¢ € G,
sege Geg e Eentio ¢'(g) € G, e P(G)).

Seja p elemento micial de C segundo ¢, p € F porque G = {p} € tal que: p € G, nflo existe g
e G tal que g € E, e P(G) porque, por hipdtese, (D), G= T w {p} parap € C ¢, por
hipotese, P(D w {p}).

“Esta forma do principio de indugdo matematica aplica-se ao caso mais geral em que C ¢é uma cadeia
stmples. C ¢ uma cadeia simples se e somente se existe uma fungdo bijetora @: D > (C - {pH tal queou D =
CoubD=C-{u}, paraw € C, p e Ce ¢ ndo divide C em partes separadas (consulte nota-de-rodapé 3).
Yertfica-se que se existe #  C tal que D = C - {u} entdo C € {finito, caso contrario C é enumerdvel.
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SegeFeg < Dentio o(g) & F. Por hipitese, existe G Ctalquege G, seh e Geh e
Eentio o'(h) € G, e P(G). Sea H=G U {0{g)}. Temsequep(g) c H,seic Heic E
entio o) e H(seic Hentfoi e Goui= o(g). sei e G ei e E entdo, por hipdtese, ¢
‘i) G e, portanto, o' eH Sei= o(g) entdio ¢ (i) = g porque ¢ é fungio injetora. Por
hipbtese, g € G, portanto, g  H), e P(H) porque, por hipotese, P(G), H = G U {o(g)}
para @(g) € C e, por hiptese, P(G  {o{g)}). )

Segue-se, do corolario 2.2, que F = C ¢, portanto, # € F onde  é elemento terminal de C
segundo ¢. Portanto, existe J - C tal quew € J, se j € J e j € E entio ¢'(j) € J. Segue-se,
do corolario 2.4, que J = C. Porém P(J), quer dizer, P(C).

Demonstrar que os axiomas de Zermelo-Fraenkel preservam a finitude de conjuntos
¢, conforme dissemos no primeiro capitulo, um critério de adequagiio para uma proposta de
definicio de conjunto finito. No restante deste capitulo nos ocuparemos desta tarefa.

Demonstraremos, no teorema seguinte, que o esquema de axiomas da separagiio

preserva a finitude de conjuntos, no sentido de Zermelo.

Teorema 2.8 Todo subconjunto de um conjunto Z-finito ¢ Z-finito.

Demonstragdo.

Aplicago de indugfio matematica para conjuntos finitos.

{Base indutiva) O unico subconjunto do conjunto vazio € o proprio conjunto vazio que, por
definicdo, & Z-finito.

{Passo indutivo) Seja C =D w {d} parad ¢ D e E subconjunto de C. Sed 2 E, entio E €
subconjunto de D e, por hipotese indutiva, € Z-finito. Portanto, supor que d € E. E - {d} é
subconjunto de D e, por hipétese indutiva, é Z-finito, quer dizer, ou E - {d} = & ou existe
um destocamento de E - {d}. Se E- {d} = T parad € E, entioc E = {d} ¢ E ¢ Z-finito { ¢:
& — 3 é o unico deslocamento de E). Para E - {d} = J, seja ¢: F — G um deslocamento

de E - {d}. Considere a seguinte relagio: <a,b> ¢ Rse e somente se oua € F e & = g(a),
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oua=ded=pondep é o elemento inicial de E - {d} segundo ¢. Demonstraremos que R é

um deslocamento de E e que, portanto, E é Z-finito. Tem-se que:

s R ¢ funcdo. Se a ¢ F entdo a = d porque, por hipdtese, F  E - {d}. Portanto os dois
casos da definigio de R sio distintos. o, por hipotese, € uma fung8o.

¢ R ¢ injetora. Por hipdtese, p ¢ elemento inicial de E - {d} segundo o, quer dizer, p ¢ G.
Por hipotese, @ ¢ injetora. ’

¢ dom{R) < E. Seja @ € dom(R). Neste caso, oug e Foua=d SeacFentdoac E
porque, por hipdtese, F < E - {d}. Se a = d entio a € E porque, por hipdtese, d € E.
Seja u o elemento terminal de E - {d} segundo ¢. Por definigdo, u € E - {d} e, portanto,
# € E. Por defini¢io, v ¢ F, eu = dporqued ¢ E - {d}.

o img(R) C E. Seja o € img(R). Neste caso, oua = @(byparab € Foua=p. Sea= o(b)
para & € F entfio a € E porque, por hipotese, G < E - {d}. Se a = p entdo a € E porque,
por hipotese, p € E - {d}. Por hipdtese, d ¢ E. d ¢ (G porque, por hipétese, G < E - {d}.
d % p porque, por definigio, p € E - {d}.

s seja {H, I} uma partigio de E. Oud € Hou d e L Supor que d € H (o0 argumento ¢é
andlogoparad s I). Se H= {di entiod e domR)étal quedc He pldy=p ¢ L
Portanto, seja H = {d}. Por hipétese indutiva, existe @ € F < dom(R) tal que oua € H -
{diegpl@yeLongla) e H-{d}eaec ], querdizer,ouac HeR(@ e LouR(@) € H

cael U

Demonstramos, com os trés teoremas seguintes, que o axioma da uniio preserva a

finitude de conjuntos, no sentido de Zermelo.

Teorema 2.9 Se C ¢ um conjunto Z-finito, entdio C v {a} é um conjunto Z-fimito.
Demonstragdo.

Se a € C entdo, por hipdtese, C w {a} = C é um conjunto Z-finito. Portanto, sejaa ¢ C. Se
C = entlo ¢ & — J ¢ um deslocamento de C  {a} = {a} (a rigor, ¢ ¢ 0 Unico

deslocamento de C  {a}) e, por definigdo, C W {a} € um conjunto Z-finito. Portanto, seja
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C# & Por hipbtese, C é um conjunto Z-finito. Seja ¢: D —» E um deslocamento de C.

Considere a seguinte relagio: <b,c> ¢ Rseesomente seoub e Dec= oib),oub=uec

= a, onde u ¢ 0 elemento terminal de C segundo . Tem-se que;

dom (R) © C v {a}. Seja & dom (R). Por definigio, oud e Doud=u. Sed e D
entdo d € C U {a} porque, por hipétese, ¢ é um deslocamento de C e, neste caso, D
C. Sed=uentdo d e C U {a} porque, por hiptese, u & elemento terminal de C segundo
@ e, neste caso, # € C - D. a ¢ dom (R) porque, por hipbtese, @ ¢ C, portantoa ¢ Dea
£

g (R) < Cw {a}. Seja d € img (R). Por definigio, oud € Eoud =a. Sed ¢ E entdo
d € C v {a} porque, por hipdtese, ¢ é um deslocamento de C e, neste caso, Ec C. Sed
= g entfio, tziviaimente,_d e Cw {a}. p & img (R), onde p € o elemento inicial de C
segundo @, porque, por definicdo, p ¢ Emasp = C.

R € uma fungio. Por definigio, # ¢ D. Disto e do fato de ¢ ser uma fungdo segue-se que
R ¢ uma fungfio.

R ¢ mjetora. Por hipotese, o ¢ E. Disto e do fato de ¢ ser injetora segue-se que R ¢
mjetora.

Seja {F,G} uma partigio de C v {a}. Tem-se queouad c Foua ¢ G Suporquea & F
{0 argumento ¢ analogo para @ € G). Se F= {a} entfo# « dom (R) é tal que R (w) = a
e Fewa G SeF = {a} entdo {F - {a}, G} é uma partigiio de C e, por hipstese, existe d
e Dtalqueoud e F - {a} e o{d) € G, ou ¢{d) € F - {a} ed € G, quer dizer, existe d
dom(R)talqueoud e FeR{@ e G ouR{dcFede G

Portanto, R € um deslocamento de C w {a} e, por definicfio, C  {a} é um conjunto Z-

finito. U

Teorema 2.10 Se C e D sfio conjuntos Z-finitos, entdo C w D é um conjunto Z-finito.

Demonstracdo:

Aplicagiio de induglio matematica para conjuntos finitos, em D -

{Base indutiva) Seja D = &. Neste caso, C v D = C ¢, por hipétese, um conjunto Z-finito,
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{Passo indutivo) Seja D =E w {a}. Neste caso, CuD =C u Ewi{a)=(CUEB v {a}.
Por hipétese indutiva, C w E é um conjunto Z-finito e, pelo teorema 2.9, (C U E) U {a} ¢

um corgunto Z-finito.

Teorema 2,11 Se C é um conjunto Z-finito ¢ seus elementos sio conjuntos Z-finitos, entio

-

LJC é um conjunto Z-finito.
Demonstracdo:

Aplicago de indugdo matematica para conjuntos finitos, em C -

(Base indutiva) Seja C = . Neste caso, UC = @ §, por defini¢io, um conjunto Z-finito.
(Passo indutivo) Seja C = D w {a}. Neste caso, UC = UD v {a}) = (UD) w Ufa)) =
{LJD} v a. Por hipétese indutiva, UD é um conjunto Z-finito e, pelo teorema 2.10, (UD) v a

¢ um conjunto Z-finito. [

Demonstraremos, no teorema seguinte, que o axioma das partes preserva a finitude

de conjuntos, no sentido de Zermelo.

Teorema 2,12 O conjunto das partes de um conjunto Z-finito é um conjunto Z-finito.
Demonsiragdo:

Aplicagdo de indugio matematica para conjuntos finitos -

(Base mdutiva) Seja C = . Neste caso, £(C) = {J} é um conjunto Z-finito, porque ¢; &
— & é um deslocamento de (C) (a rigor, ¢ ¢ o unico deslocamento de £ (C)).

{Passo indutivo) Seja C = D w {d}. (D) é um conjunto Z-finito, por hipétese indutiva.
#(D) = O, qualquer que seja o conjunto D, portanto, seja ¢: E — F um deslocamento de
@(D). p o elemento inicial de (D) segundo ¢ e # o elemento terminal de (D) segundo
@. Supor que d ¢ D (caso contrarioc (D W {d}) = (D) é, por hipdtese indutiva, um
conjunto Z-finito), Considere a seguinte relagdo: <x,)> € Rse e somente seoux e Eey =
glx),oux=zw {dley=9¢(z) v {d} parsalgumz € E, oux=uey=p w {d}. Tem-se

que:
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» dom(R) = (DL {d}). Sejaa e dom(R). Por definigio, oua € E,oua = b {d} para
algum b € E,oua=wu. Se g € E entéio a ¢ @(D w {d}) porque, por hipitese, ¢ é um
deslocamento de @(D) e, neste caso, E < (D). Sea = b {d} para algum 4 < E entiio
a e (D v {d}) porque, por hipdtese, ¢ € um deslocamento de (D) e, neste caso, E
(D). Sea=uentio a e (D w {d}) porque, por definigio, v & (D). u v {d} ¢
dom(R)} porque, por definigio, # ¢ E e, por hipétesé, de D uwidy ¢ pD v {d)
porque, por hipotese, # € (D).

¢ img(R) < (D w {d}). Seja a ¢ img(R). Por definigio, ou a = ¢(b) para algum b < E,
oua= @by {d} paraalgum b ¢ E, cua=pu {d}. Se a = o(b) para algum b < E,
entdc a € (D w {d}) porque, por hipotese, F < (D). Se a = ¢(&) w {d} para algum
becE enthoa e (D {d}) porque, por hipdtese, F < (D). Sea=p u {d} entio a
e (D v {d}) porque, por hipétese, p € p{(D). p ¢ img(R) porque, por defini¢io, p ¢
F e, por hipotese, d ¢ D.p & (D w {d}) porque, por hipdtese, p € p(D).

» R ¢ uma fincdo. Sejami <a,b> e R e <g,c> € R Considere os seguintes casos, que
englobam todos os casos possiveis:

* g ¢ E. Neste caso, paratado e € E, a= e w {d} porque E « (D) e, portanto, a €
#2(DY, mas d ¢ D e, portanto, e w {d} ¢ (D). a = u porgue, por definigio, # ¢ E.
Portanto 5 = @la) = ¢,

* g=¢\ {d} para algum ¢ € E. Neste caso, g € E porque d ¢ D ¢, portanto, ¢ v {d}
¢ @(D), mas E ¢ p(D) e, portanto, e W {d} & E. g # u porque, por definigio, #
(D). Portanto b = @fe) w {d} = c.

* g = u. Neste caso, a ¢ E porque, por definigiio, u ¢ E. Paratodoe € E,a# e v {d}
porque d ¢ D e, portanto, ¢ w {d} ¢ (D), mas, por definiclo, # € (D). Portanto
b=puidi=c

# R ¢ injetora. Seja R(a) = R(b). Considere os seguintes casos, que englobam todos os
£asos possivels;

* R{a} = R(b) = o(g). Neste caso, o{a) # ¢(e) v {d} paratodo e € E porque d & D ¢,
portanto, o{e) ' {d} ¢ (D), mas F « (D) e, portanto, gle) v {d} 2 F. ola)y =p
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W {d} porque d ¢ D e, portanto, p  {d} & @(D), mas F < p(D) e, portanto, p
{d} ¢ F. Portanto, por definicio de R, a = 5.

* Ria)=R{(s) = o(c)  {d} para algum ¢ € E. Neste caso, ¢o(c) u {d} # o(e) para todo
¢ € E porque d ¢ D e, portanto, ¢(c) w {d} ¢ D), mas F < @(D) e, portanto,
olcyw {d} ¢ F. o(c) v {d} # p v {d} porque d ¢ p {por definigio, p € p(D), isto
é,pcD masdeD),de ok (o) e pD),istoé, plcycD, masd ¢ Dyep =
¢{c) porque, por definiciio, p ¢ F. Portanto, por defimgode R, a=cw {d} = b

* R{a)=R(b)=pu {d}. Neste caso, p v {d} = ¢{e) paratodoe € Eporque d ¢ Dee,
portanto, pw {d} ¢ (D), mas F < (D) e, portanto, pw {d} ¢ F. pw {d} # ole)
v {d} para todo ¢ € E (a demonstragio é andloga ao do caso anterior), Portanto, por
definicBo de R, a=wu = 5.

para toda particio {F, G} de p(D v {d}) existe a € dom{R)tal queoua e Fe R{a)

G, ou R{a@) € Fea = G Sea {FG} uma partigiio de p(D o {d}). Considere os

seguintes conjuntos: H={ hec F,dehl, I={iceF,dei},I={je G dejieK={k

€ G, d € £}. Os seguintes casos englobam todos os casos possiveis:

* He @ el=d [H J} ¢éuma particio de (D), » € um deslocamento de (D) e,
portanto, por definigfio, existee ¢ Etalqueoue e Heo(e) s Jouple) e Hee e 1.
Por defini¢do de R, existe ¢ € dom(R)tal queoue e Fe R(e) = ofe) € G, ou R(e} &
Feee Q.

* JzZeK=#D Seam L= {ji-{d},iel}eM={k-{d}, k € K}. {L,K} ¢ uma
particio de (D), ¢ é um deslocamento de @ (D) e, portanto, existe m < E tal que ou
meLeom M, ouo(m € L em e M Por definiglio de R, existe m v {d} €
dom(R)tal queoumu {d} e FeR(mu {d})=o(m) v {d} € G,ouR(m v {d})
Femulid) e G

+ H=JeK = u ¢ dom(R) é tal que Rw) =pw {d} € Fporque ¢ w {d} ¢ G

qualquer que sejae, e u € G porqued € u.
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* I=Gel=C wedomR)étalquew s Fporquedgue R =p u {d} € G
porque e w {d} ¢ F qualquer que seja e. [

Demonstraremos, no teorema seguinte, que o axioma da escolha é demonstravel a

partir dos demais axiomas de Zermelo-Fraenkel, desde que aplicado a conjuntos Z-finitos.

Teorema 2.13 Toda familia nfo-vazia e Z-finita de conjuntos ndo-vazios tem uma fungio de
escotha.

Demonstragdo,

Aplicagiio de indugio matematica para conjuntos finitos.

Seila C=D v {d}, para d ¢ D, uma familia nfo-vazia ¢ Z-finita de conjuntos ndo-vazios. d
& C portanto, por hipotese, d = . Sejae € d. 8e D = entéo ¢ = {<d,e>} é uma fungio
de escolha para C. Se D = & entfio, por hipotese indutiva, D tem uma fungfo de escolha.

Seja y uma fungdo de escolha para D. ¢ =y {<d,¢>} ¢ uma fungio de escotha para C. O

Demonstraremos, no teorema seguinte, que o esquema de axiomas da substituicio

preserva a finitude de conjuntos, no sentido de Zermelo.

Teorema 2.14 A imagem de um conjunto Z-finito, por uma formula funcional, é um
conjunto 2-finito. (Para simplificar a notagdo, demonstraremos que a imagem de uma fungio
cujo domimo ¢ Z-finito € Z-finita).

Demonstragdo:

Seja ¢ uma fungdo cujo dominio € Z-finito. Se dom{p) = & entdo img(p) = T e, por
definicio, ¢ Z-finita. Portanto, supor que dom(e) = &. Considere a seguinte relagio: @ ~ b
se ¢ somente se g & dom(y), b & dom(o) ¢ ¢(@) = o(F). ~ € uma relagio de equivaléncia em
dom{p). dom{o)/~ é um conjunto Z-finito, porque dom(¢)/~ ¢ subconjunto do comjunto das
partes de dom(9); o conjunto das partes de um conjunto Z-finito € Z-finito (teorema 2.12), e
um subconjunte de um conjunto Z-finito é Z-finito (teorema 2.8). Segue-se, do fato de

dom(@)/~ ser Z-finito ¢ de ser uma familia ndo-vazia de conjuntos disjuntos ndo-vazios (~ €
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uma relagio de equivaléncia), que podemos obter um conjunto de escolha E para dom(e)/~

{0 teorema imediatamente anterior garante tal possibilidade).

Demonstraremos que img{o1s) = img{0). Seja ¢ € img(o), quer dizer, existe d € dom(g) tal

gue ¢{d) = c. E € um conjunto de escolha para dom(p)/~, portanto existe ¢ € E tal que e ~

d, quer dizer, ¢{e) = ¢(d) e, portanto, ¢ € img(@s).

Demonstraremos que @1 é uma funcio injetora. Supor que (@) =o(b)paragd s Eeb e E.

Tem-se que ou a = b ou ndio se dd que g~ b, porque a € Ee b € E ¢ E é um conjunto de

escolha para dom(o)/~. a ~ b porque, por hipétese, o(a) = ¢(b), portanto a = b,

Segue-se, do teorema 2.6, que E = & € um conjunto Z-finito porque E ¢ subconjunto do

comjunto Z-fimito dom{¢g). Seja w um deslocamento de E.

Demonstraremos que g1 o W o (¢1z)" é um deslocamento para img(o) = img(o1e):

e dom(gts o v o (pre)') < imglots). Seja a & dom(ote v = (¢1)"). @ € dom(pre),
portanto existe & € E tal que (o) (@) = b, quer dizer, or:(b) = a e a € img(gre). Por
hipotese, € deslocamento de E. Seja » elemento termmal de E segundo . oreu) €
img(pr:) mas ere() & dom{rs o w o {p1z)") porque, por definigio, & dom(y).

» img(ote oy o (o)) < img{o). Seja a € imgete o W o {p1s)h), quer dizer, existe b €
dom{@1z o W o (1e)") tal que @15 o W o (@) (8) = a, quer dizer, existe ¢ & dom(@1g o
) tal que Q1 o y(c) = g, quer dizer, existe 4 € E tal que ¢1e(d) = a e, portanto, a €
img(pe). Por hipdtese, w é deslocamento de E. Seja p elemento 1nicial de E segundo .
ore(p) € img{ome) mas ore(p) & img(ere o v o (p1p)”) porque, caso contrario, existiria a
& dom(ote o W o (@15)") tal que @1 o W o (p1e) (a) = @m(p) mas @1 ¢é injetora,
portanto y o (@) (@) = p, em contradigio com a hipotese de que p € elemento inicial de
E segundo .

o 150y o (@) 6 funglo. otz ¢ injetora, portanto (¢1x)" é funglio.

o ooy o (@)’ ¢ injetora. Seja o1 o W o (1) (@) = 9t 0 W o (@) (B) parac = w o
(1) (@) € E e d =y o (o1:)'(B) € E. o1z é funglio injetora, portanto ¢ = d. y ¢ funglio



35

injetora, portanto (@1e) (@) = (@1e) '(8), quer dizer, existe um imico ¢ < E tal que @re(e)

=g e Pre(e) = b. o1 é funglo, portanto a = b,

* pard toda particBo {AB} de img(p1s) existe ¢ € img{on) tal quecuc e Ae oy o
{ote)(c) € B, ou ¢tz o w o (e)) € A e ¢ € B. Seja {AB} uma partigio de
img{ptg). Considere os seguintes conjuntos: C = {((pTE)’i(a); acAleD= {(({)TE)"(E:); b
€ B}. {C,D} € uma particiio de E porque: )

* C = & (o argumento ¢ andlogo para D). Por hipotese, A # . Sejaa ¢ A A
img((+x) portanto existe um tnico b € E tal que o1x(d) = a, quer dizer, (¢re)'(a) = b
ebeC

* Cn D=1 Suporque C ~D = Sejaa e C D. Neste caso, (o) (b) =a =
(@) ¢y para b € A e c € B, quer dizer, pe(@) = & € o1e{a@) = ¢. Por hip6tese, A
B = J, quer dizer, b # c g, portanto, @1z ndo € fungio, absurdo.

* CuD=E SeaeCuDbDentioouae Couac D Sejaac C{oargumento &
analogo para @ € D). Neste caso, g = (@TE)”I(b) para algum b € A, quer dizer, o1(a)
=heq e E. Sec € E entdo existe & img(o1:) tal que ¢1(c) = d. Segue-se que ou d
e Aoud = B. Se¢jad = A (o argumento ¢ andlogo para d € B). Neste caso, (¢1) (@)
e C,querdizer,c e Cece CuD.

Por hipotese, existe @ € img((p1z) ) talqueouag e Cey(@) e D,ouy(@) € Ceae D. Se

a € C entdo a = (p1s) " (8) para algum b € A e se y(a) € D entdo y(a) = (o) () para

algum ¢ € B. Portanto o1:(w(@)) = ¢ & ¢re(w((o1e) (h))) =c paraalgum b € A e algum ¢ €

B, quer dizer, existe b « img(om) tal que & € A e o5 o W o (1) (8) « B. Se y{a) e C

entdo wla) = ((pTE)’I(b) paraalgum b € Aesea e Dentioa= (p1)'(c) para algum ¢ € B,

Portanto o1e(y{a)) = b e ou(w{ore)'(c))) = b para algum b € A e algum ¢ € B, quer

dizer, existe ¢ « img(ote) tal que @1z o w o (pw)'(c) e Aec e B.[J
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3 SEGUNDA DEFINICAQ DE DEDEKIND

Dedekind fornece, no prefacio 4 segunda edi¢o do livro Was sind und was sollen
die Zahlen (DEDEKIND, 1889), uma definiciio de conjunto finito que ele afirma ter sido
obtida aos nove dias de margo de 1889:

-

Defini¢iio 3.1 (Fungio de Dedekind Relativa a2 um Conjunto’) Seja C um conjunto € ¢ uma
fungo. ¢ € uma fungdo de Dedekind relativa a C se e somente se;

« dom{p)=C;

o img(e) ¢ C;

» sedzD' cCeo[DlcDentioD=C

Definigio 3.2 (Conjunto Finito, no Sentido de Dedekind) Um conjunto C € Dy-finito se e

somente se existe uma fungfo de Dedekind relativa a C.

(CAVAILLES, 1932) demonstra um principio de indugio matematica para conjuntos
finitos com pelo menos dois elementos, utilizando a definigio de Dedekind. Na

demonstraciio ele utiliza os seguintes resultados, que se encontram em (DEDEKIND, 1969).

Lema 3.1 Seja C um conjunto Dp-finito e ¢ uma fungio de Dedekind refativa a C. Tem-se
que p[Ci=C.

Demonstracdo:

! Dedekind nde fornece nenhuma denominagio particalar a este tipo de fungdo. Nomeamo-la deste modo
para facilitar a referénceia. Dedekind fornece, em (DEDEKIND, 1889), a seguinte definigdo: Sejam C um
conjunto, D um subconjunic de € e ¢ uma fungfo undria definida em C. D € uma cadeia (Kefte) com
respeito a ¢ se € somente se @D} ¢ D. Dedekind utiliza a nogdo de cadeia para definir a noglo de conjunto
simplesmente infinito , ou, em terminclogia contempordnea, conjunto enumeravel. A nogdo de funglo de
Dedekind relativa a um conjunto pode ser redefinida, utilizando a nogdo de cadeta, do seguinte modo: Sgja C
wm conjunte ¢ ¢ uma funcio undra definida em C. ¢ ¢ uma fungfo de Dedekind relativa a C se e somente se
nesthum subconfunto proprio e ndo-vazio D de € ¢ uma cadeia com respeito a ¢.

*Dredekind utiliza o termo 7ed (parte) significando subconjunto distinfe do conjunte vazie, conforie pode
ser comprovado na seguinte passagem de (DEDEKIND, 1969). Jedes aus cinem einzigen Element s
bestehende System [s] ist endlich, weil es keinen echten Teil besitz .. fnosso grifo] (Todo sistema [conjunto]

unitario ¢ fintto, porque nio possui parte propra ...).
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Se C = entdo ¢[C] = O e, por conseguinte, ¢[C] = C.

Portanto, seja C # (J. Segue-se, da definigio de fungfio de Dedekind relativa a um conjunto,
gue o[C] < C e, portanto, o]¢{C]] < ¢[C]. C # &, portanto ¢[C] = &. Segue-se, de & =
¢{C] < C, de ¢[o]C]] < ©[C] e do fato de o ser fungio de Dedekind relativa a C, que ¢[C]
={, L

Nas proposiges seguintes (3.2-3.13), C é um conjunto D,-finito que contem pelo

menos dois elementos, ¢ ¢ ¢ uma fungdo de Dedekind relativa a C.

Lema 3.2 Sec¢ e C, entdo o{c) =c.

Demonstracio:

Supor, por absurdo, que ¢{c) = ¢. Neste caso, of{c}] = {ofc)} = {c}. D= {c} c Ce
@[{c}l ¢ {c} donde segue-se, do fato de ¢ ser fungio de Dedekind relativa a C, que C =

{c}, 0 que € um absurdo porque C tem pelo menos dois elementos.

Nas proposigOes seguintes (3.3-3.13), utilizaremos as seguintes defini¢oes:

Definicio 3.3 (Quase-Cadeia’ ) Seja C um conjunto D»-finito, ¢ uma fun¢do de Dedekind
relativa a C, D um subconjunto de C e ¢ € C. I é uma quase-cadeia segundo C, p e c se e
somente se:

s ccl)

e sec=dcDentioopld e D

Definicfio 3.4 (Trajeto’) Seja C um conjunto Dy-finito, ¢ uma fungio de Dedekind relativa

a C, D um subconjunto de C, @ € C e & € C. D ¢ o trajeto segundo C e ¢, com inicio a e

SOEDEKIND, 1969) ndo utiliza nenhwma denominagio particular para esta nogio. Nomeamo-la deste
mode para facilitar a referéneia € em analogia 4 noglio de cadeia, porque s¢ retiramos 0 clemento ¢, D - {c} é
uma cadeis.
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final & se e somente se D = [ {E; E ¢ uma quase-cadeia segundo C, 9 e b e a & E}
Utilizaremos, conforme (DEDEKIND, 1969), a notagio ab para o trajeto segundo C e 9,

£oIn infcio « e final 4.

Fixemos o conjunto C Do-finito e ¢ fungfio de Dedekind relativa a C. Tem-se que;

Lema 3.3a < ab.

Demonstragdo’

Por definicdo, ab = [ {D, D é uma quase-cadeia segundo b e @ € D}, portanto a & ab. [

Lema 3.4 ab é uma quase-cadeia segundo &.

Demonstragdo:

Por definicdo, ab = {D; D é uma quase-cadeia segundo b ¢ o € D}. Para toda quase-
cadeia D segundo &, b & D e, portanto, b & ab.

Seja b # ¢ & gb, portanto ¢ pertence a toda quase-cadeia E segundo b tal que @ € E. Segue-
se, de ¢ # b, que ¢(¢) pertence a toda quase-cadeia E segundo b tal que @ ¢ E. Portanto

ofc) € ab. [

Lema 3.5 aa = {a}.

Demonstragdo:

{a} € uma quase-cadeia segundo g porque a € {a} e se a = b € {a} entfo o(b) & {a}.
Portanto, por definigdo de trajeto, ag ¢ {a}. Porém, pelo lema 3.3, a € aa, quer dizer, {a}

< aa e, por conseguinte, aa = {a}. |

Lema 3.6 o(pym = C.

Demonstracdo:

*(OEDEKIND, 1969) utiliza o termo alemio Strecke para o termo que traduzimos por frajeto, o termo
alemio dnfimg para o termo que traduzimos por izicio e o termo alemo Ende para o termo que traduzimos

o final,
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Seja ¢ & @(mym. Segue-se, do lema 3.4, que o(m)m ¢ uma quase-cadeia segundo m e,
portanto, se ¢ # m entdo ¢{c) € e(mym. Segue-se, do lema 3.3, que o(m) = o(mm e,
portanto, se ¢ = m entdo ¢{c) € @(rmym. Portanto ¢(c) € o(mm, olo(mim] < o(m)m e, do

fato de ¢ ser uma funcdo de Dedekind relativa a C, o{mm = C. 0

Lema 3.7 Se a = b entfio ab = o{a)b v {a}.

BDemonstragdo:

Segue-se, do lema 3.3, que a € ab, quer dizer, {a} < ab. Tem-se, do lema 3.4, que ab é
uma quase-cadeia segundo b, Portanto, de o € ab, ab quase-cadeia segundo b e a = b,
segue-se que o(a) € ab. Tem-se, de ab quase-cadeia segundo b e ¢(a) € ab, que ola)h <
ab. Segue-se, de {a} < ab e ola)b C ab, que o(a)p w {a} ¢ ab.

a & @la)d w {a}. Verificaremos que o(a)h v {¢} € uma quase-cadeia segundo 4 e que,
portanto, ab < o{a)p w {a} Sgjac c olayh v {a} tal quec = b c =a ou ¢ & op(a)bh.
Segue-se, do lema 3.3, que of{a) € o(a)b e, portanto, se ¢ = g entdo ©(c) € ola)p w {a}.
Segue-se, do lema 3.4, que o{a)b ¢ uma quase-cadeia segundo b e, de ¢ = plajb e ¢ = b,

tem-se que o{¢) € p(ap v {a}. O

Lema 3.8 Sea = bentioa ¢ ola)h.

Demonstracdo.

Supor, por absurdo, que a € o{a)b. Considere o seguinte conjunto; D = {d < o{d)b; d = b}.
D= porquea € D Sejad € D. Segue-se, de b = {8} (lema35)ed= b, qued ¢ bb.
Por hipotese, d € o(d)b e, porianto, o(d) = &. Segue-se, do lema 3.7, que o{d)b = o{p{d))b
v {@(d)}. Portanto, de d € ¢p{d)b, 0ld) = d (lema 3.2) ¢ ¢(d)b = ¢{¢p(d))d v {p(d)}, tem-
se que d € o{p(d))b. Segue-se, de d = b, que o(d) € o{p{d)b. Portanto ¢(d) € D e o[D] ¢
D, Segue-se, do fato de ¢ ser uma fungdo de Dedekind relativa a C, que D = C, absurdo,

porgue & ¢ D. Portanto a ¢ o(a)b. [

Lema 3.9 Se a # & entdo p(a)p M ¢(b)a =T,



Demonstracdo.

Supor, por absurdo, que o{a)t M o(b)a = &. Seja ¢ & o(@)b ~ @(b)a. Segne-se, do lema
3.8, que c #aec ¥ b Segue-se, do lema 3.4, que o(a)b ¢ uma quase-cadeia segundo b e
w{b)a é uma quase-cadeia segundo a, portanto ¢(¢) € @{a)b M ¢(b)a. Considere o seguinte
conjunto;: D = {d € ola)p ~ ¢(b)a, old) € @b ~o(b)a}. D+ Dporquece D. D Cé
tal que ¢[D} < D. Portanto, do fato de ¢ ser fungio de Dedekind relativa a C, segue-se que
D = C; absurdo, porque @ ¢ D (g & o{a)b ~g(b)a) e b & D (b ¢ o{a)b m o(b)a). Portanto
@b ~ g(b)a=. U

Lema 3.10 ¢ € fungfo injetora.

Demonstracdo:.

Sejama € Ce b e C tais que @ # b. Supor, por absurdo, que o(a) = o(H). Segue-se, do
lema 3.3, que ¢(a) & ()b e (8} e o(b)a. Portanto ()b N o{b)a # (I, mas, pelo lema
3.9, p(ayh ~ o(ba = &, absurdo. Portanto o{a) * ¢(b) e ¢ ¢ uma fungio mjetora. =

Apenas enunciaremos o seguinte lema (a demonstragiio, bastante extensa, encontra-
se em (DEDEKIND, 1969}

Lema 3.11 Se a, b e c sdo distintos entre si entdo ou ¢(d) = ¢(b)a w ola)c ou @(ble =

p{b)a M ola.

Lemsa 3.12 Se a = ¢(b) entdo ap(d) = ab w {p(b)}.

Demonstragdo.

Considere os seguintes casos:

« a= b, Por defini¢io, bop(b) = [}{D; D ¢ uma quase-cadeia segundo ebye b e D}. {5,
o(h)} é uma quase-cadeia segundo @(b) tal que b & {b, o(b)}, portanto bo(b) < {5,
o(b)}. Segue-se, do lema 3.3, que b € bo(b) e, do lema 3.4, que bop(d) ¢ uma quase-
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cadeia segundo @(b), quer dizer, ¢(b) € bo(b), portanto {b, @(4)} < bo(b) e bo(b) = (b,
o(b)}. Segue-se, do lema 3.5, que bb = {b} e, portanto, bo(b) = bb w {0(d)};

* g # b Segue-se, do lema 3.2, que ¢(b) # b. Portanto dispomos de trés clementos
distintos entre si: @, & e @(b). Substituindo simultaneamente, no lema 3.11, a por 4, b por
a e ¢ por ¢(b) segue-se que ou (@)p(d) = p(@)b w ¢(B)o(b) ou pl@)e(d) = e(@)s N
o(BYo(B). Segue-se, do lema 3.5, que @(b)p(d) = {p(B)} e, portanto, ou o{a)p(b) =
oladyb w {o(d)} ou p@pd) = e@b ~ {e(b)}. Esta segunda opglo € impossivel
porque, caso contrario, ¢(@)e(8) = {@(b)} ¢ pelos lemas 3.3 ¢ 3.10 tem-se que pl{a) =
o(b) e a = b. Portanto o(a)p(B) = ¢(a)b s {p(b)}. Segue-se, do lema 3.7, que ap(h) =
o@oe®) L {a} = (p(@)b U (p(B)})  {a} = (@b L {a})  {9(b)} ¢, novamente pelo
lema 3.7, ap(d) = ab v {o(d)}. 1

Teorema 3.13 Seja D uma familia de conjuntos tal que:
« existee e Ctal que {e} e D,

» seFeDegeCentdoFu {g} €D

Tem-seque C & D.

Intuitivamente, UD é o conjunto dos elementos com uma dada propriedade.

Demonstracdo.

Por hipotese, existe e & C tal que {e} € D. Segue-se, do lema 3.5, que ee = {¢} € D.

Considere o seguinte conjunto H = {i; ¢/ € D}. Tem-se que:

s H= O porque ee ¢ D e, por definicio de H, e € H;

+ Hc C Sejaj e H Segue-se, do lema 3.4, que ¢/ ¢ uma quase-cadeia segundo j e, por
definigio de quase-cadeia, / & ¢j. Porém ¢j < C e, portanto, j € C;

+ o[H] < H. Seja k € o[H], quer dizer, existe / € H tal que e{l) = k. | € H portanto e/ &
D. Se e = o()) tem-se que eo(/) € D e () =k & H. Se e # ¢(/) tem-se, dolema3 12 e
da segunda condigfo da familia de conjuntos D, que ep(ly € D, quer dizer, () =k e H
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Segue-se, do fato de C ser Do-finito, que H = C. Pelo lema 3.1, ¢[C] = C e, portanto, para
algum m € C, ¢o(m) = e. Porém H = C, quer dizer, m € He em € D ¢ = o(m) portanto

ofmim € De dolema 36, omm=CecD. [

Em uma carta enderecada ao matematico alemfio Heinrich Weber, parcialmente
transcrita em (DEDEKIND, 1969), Dedekind demonstra a equivaléncia formal de sua
definigio com a defini¢fio aritmética usual, prescindindo do axioma da escolha e de formas

fracas do axioma da escolha:

Teorema 3.14 Seja C um conjunto. C é D-finito se e somente se C € finito.
Demonstracio;
Seja C um conjunto Do-finito e ¢ uma fungio de Dedekind relativaa C. Se C = entiio C ¢

finito. Portanto, seja C = & e ¢ € C. Considere os seguintes conjuntos:

+ Do={olc)};
s Dyi1 = ¢[Du], paran € N. Portanto, D, = {¢° " '(¢)} paran e I,
* I):dJnewl)m

Tem-se que @ = D C C e o[D] ¢ D. Segue-se, do fato de ¢ ser uma fungio de Dedekind
relativa a C, que D = C e, portanto, ¢ € D, quer dizer, existe # € N tal que ¢ € D, ¢ para
todo m < n tem-se que ¢ € Dy,

Demonstraremos que C =Up<a DneD,=Dyparad<p<g<n

m+a+1

Tem-se que ¢ (€)= ¢™(c) e, portanto, Dy =Dy i param > 1 eln < Dy =C.

D, = {9" ) = {0™" ()} = Dy para todo m < n, pela definigio do ndmero natural ».
Supor, por absurdo, que D, = {0° " ()} = {¢* " (c)} = Dy para 0 < p < ¢ < »n. Neste caso
" e TN = 0" @ @) 9V T =" T @) =cen-grprI<nt ] em
contradiciio com a definicio do numero natural . Portanto D, # Dypara 0 <p <g<nme

FIE

todos os ¢ (¢} silo distintos entre si, para m < 1.
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Neste caso C ¢ finito, porque h4 uma correspondéncia biunivoca entre seus elementos e um
segmento inicial dos numeros naturais, em sua ordem habitual. Especificamente, uma
correspondéncia biunivoca com os niimeros naturais menores ou iguais a n.

Diesta demonstraglo concluimos, imediatamente, que @ é uma permutagio ciclica dos »# + 1
elementos de C.

Por outro lado, seja C um conjunto finito. Se C = & entiio C & Dy-finito, porque ¢, & — &
¢ uma fungo de Dedekind relativa a C (a rigor, ¢ ¢ a Unica fungiio de Dedekind relativa a
C). Portanto, seja C = & um conjunto constituido dos elementos ¢, para 1 <7 < n.
Considere a fungio oo C » Ctalque o) =cre@c) =caiparal si<p Sea P =D
C tal que o[D] < D. D = (J, portanto seja d € D. Neste caso D contem todos os elementos

¢"(d) para n € Nee, portanto, D = C, ou seja, C é Dy-finito. U

Obtivemos a seguinte demonstragio da equivaléncia formal das definigBes de
conjunto Dy-finito e de conjunto Z-finito, prescindindo do axioma da escotha ¢ de formas

fracas do axioma da escolha.

Teorema 3.15 Seja C um conjunto, C é Z-finito se e somente se C é Dy-finito.

Demonsiracdo,

Seja € um conjunio Z-finito. Se C = & entéio C & Dy-finito, porque ¢: & — & ¢ uma fungdo

de Dedekind relativaa C.

Portanto, supor que C = 0. Seja ¢ um deslocamento de C, p elemento micial de C segundo

¢ e u elemento terminal de C segundo ¢. Considere a seguinte relagiio: v = ¢ w {<u, p>}.

Tem-se que:

» 1 & funco porque, por definigdo, # ¢ dom{@).

« dom(y) = C porque, pelos lemas | e 3 do teorema 23,sec & Cec = uentio ¢ &
dom{).

« img(y) < C porque, por definigio, img(p) = Cep e C.
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se @z D ¢ Cey[D] < D entdo D = C. Supor, por absurdo, que p ¢ D. Segue-se, de
y[DlcDedep ¢ D, quep ¢ w[D]. Segue-se, de p ¢ D], que # ¢ D, quer dizer, u &
C-D. Seja o(d) € C - D, quer dizer, o{d) £ D. Segue-se, de w[Dic Dede o(d) ¢ D,
que ¢{d) ¢ w[D], quer dizer, d 2 D e, portanto, 4 € C - D. Segue-se, do corolirio 2.4,
queC-D=CeD =1 absurdo. Portantop € D Sejau=d € D. Tem-se, de w[DI < D,
que y(d) € D, quer dizer, ¢{d) € D e, pelo corolério 22,D=C.

Seja C um conjunto D,-finito ¢ ¢ uma fung@o de Dedekind relativa a C. Se C = entdo C é

Z-fintto. Portanto, supor que C = . Seja ¢ € C. Considere a seguinte fungdo: w = ¢ - {<c,

@{cy>}. Tem-se que:

*

L]

=5

&*

]

dom{y) = C. Por hipdtese, dom(p) = C. dom(y) < dom(p) portanto dom{y} = C.c e C
mas ¢ Z dom(y) logo dom(y) — C.

img(y) — C. Por hipotese, img(e) ¢ C. img(y) < img{p) portanto img{w) < €. ofc) €
€ mas ¢{c) ¢ img(y) porque @ ¢ injetora (lema 3.10}, logo mg(y) < C.

v é fungfio, Por hipdtese, ¢ ¢ funglo, portanto v € fungio.

y € injetora. Por hipdtese, ¢ ¢ injetora (fema 3.10), portanto y ¢ injetora,

Seja {IDE} uma partigio de C. Por hipdtese niio se da que ofD] ¢ D. Seja a € ¢[D] mas
a & D Segue-se, de @ € 9[D], que existe & € D tal que o(b) =a. o{b) = a & D portanto
pileEe beCétalquebeDeopd) c B, querdizer, e CétalqueoubeDe
o(b) € E, ou ¢(d) € D e b ¢ E. Por hipdtese ndo se da que ¢[E] < E. Sejad € ¢[E] mas
d ¢ E. Segue-se, de d ¢ ¢[E], que existe ¢ € E tal que ple) =d. pfe) = d ¢ E portanto
weyeDe eeCétalquee c Ee o) € D, querdizer, e c CétalqueouecEe
ple)e D,ouplel e EeecD beDeecEpontantob=e, eb=coue=c, donde

segue-se que existe fe Ctalqueoufe Dey(H e E,ouy(fl e Defe E U
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4 DEFINICAO DE ALARCON ATHENS

ALARCON ATHENS (1987) fornece uma defini¢do de conjunto finito que apreende
a seguinte noclo intuitiva: um conjunto é finito se e somente se extraindo seus elementos de
um em um obtemos o conjunto vazio ou, em termos ainda mais simples, um conjunto ¢ finito
se e somente se extraindo seus elementos de um em um exaurimos © conjunte no wnico
sentido conjuntista possivel, isto ¢, retirando todos os seus elementos. Esta nogdo intuitiva é

formalizada através das seguintes definigdes:

Definicdo 4.1 (Familia de Conjuntos Unitariamente Decrescente) Uma familia de conjuntos
F ¢ unitariamente decrescente se ¢ somente se para todo conjunto ndo-vazio (G pertencente a

F existe um conjunto H pertencente a Ftal que H=G - {g} para algum g € G.

Definicio 4.2 (Conjunto Finito, no Sentido de Alarcon Athens) Um conjunto C é A,-finito
sé e somente se o comunto vazio pertence a toda familia nfo-vazia de subconjuntos de C

unitariamente decrescente.

Demonstraremos, a titulo de ilustracio, que N ndo ¢ A-finto. Considere os
seguintes conjuntos:
e paratodon e N, Co={mec N, mzn},
o F={C, nmeN}
Tem-se que:
2 FzxdporqueCo=NgeF,
¢ Fc {N)porque se C  F entdio C = C, para algum » € N e, neste caso, C < N, quer
dizer, C & p(N),
« T é unitariamente decrescente. Seja @ # C ¢ F. C & F portanto C = C, para algum»n € N,
Cos1=Cy-4{n} € Fparan e
e (J ¢ F porque, caso contrario, C, = & para algum » € N, o que ¢ absurdo porque n €,

qualquer que sejan € N.



F ¢ uma familia nfo-vazia de subconjuntos de N unitariamente decrescente tal que &
¢ F e, portanto, N nfio € A;~finito.

Alarcon Athens fornece variantes de sua defini¢io basica , logicamente equivalentes
4 definiglio basica, cujas demonstracGes de equivaléncia logica prescindem do axioma da
escolha e de formas fracas do axioma da escolha. A primeira destas variantes € obtida a

partir das seguintes defini¢bes: -

Definicdo 4.3 (Familia de Conjuntos C-Unitariamente Crescente) Seja C um conjunto ¢ F
uma familia de conjuntos. F ¢ C-unitariamente crescente se e somente se para todo conjunto
G pertencente a F e distinto de C existe um conjunto H pertencente a F tal que H = G U {g}

parzalgumg e C - G.

Befinicfio 4.4 (Variante da Definicio 4.2) Um conjunto C é As-fintto se e somente se o
comjunto C pertence a toda familia ndo-vazia de subcomjuntos de C C-unitariamente

crescente.

Demonstraremos, a titulo de ilustragfio, que N ndo é Ao-finito. Considere os
seguintes comuntos:
» paratodon e N, Co= {m e N, m <u},
s F={(C, neN}
Tem-se que:
e F=porque Co=0 € F,
e F ¢ (N) porque se C e F entio C = (, para algum » € N ¢, neste caso, C & N, quer
dizer, C & g@2{N),
¢ F é N-unitariamente crescente, SejalN= C ¢ F. C € F portanto C = C, para algumrn ¢ N.
Co1=Cy v {1} paran ¢ C,, quer dizer, paran e N- G,
s N ¢ F porque, caso contrario, C, =N para algum # € N, o que € absurdo porque # ¢ C,

qualquer que sejan € N,
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¥ & uma familia nfio-vazia de subconjuntos de N N-umtariamente crescente tal que N
¢ F ¢, portanto, N ndo é Ay-finito.
A equivaléncia l6gica desta variante com a definiclio bésica ¢ obtida a partir do

seguinte resultado:

Lema 4.1 Seja C um conjunto. O conjunto vazio pertence a toda familia nfio-vazia de

subconjuntos de C unitariamente decrescente se ¢ somente se C pertence a toda familia ndo-

vazia de subconjuntos de C C-unitariamente crescente.

LDemonstracio:

Seja D uma familia ndo-vazia de subconjuntos de C C-unitartamente crescente. Considere a

familia de conjuntos E = {F ¢ C, C - F & D}, isto é, a familia dos complementos com

respeito a C dos elementos de D. Tem-se que:

¢ E ¢ uma familia de subconjuntos de C, por definigio.

» E =@ Por hipdtese, D = . Seja G ¢ D. Nestecaso C-G e Eporque C- G CeC-
(C-G)=GparaG C.

¢ E é unitariamente decrescente. Seja & = H ¢ E. Por definigio de EE Ho CeC-He D
Segue-se, de H » &, que C - H # C. D é uma familia de subconjuntos de C C-
unitariamente crescente, portanto existe I € Dtal que [=(C-H) w {h} parah € C - (C
- H), quer dizer, I = C - (H - {h}) para # € H. Por definigio de E, H - {#} e Eparahr ¢
H.

Segue-se que E é uma familia nfio-vazia de subconjuntos de C unitariamente decrescente e,

por hipotese, D € E, isto 6, C-Z=Ce D

Seja D uma familia ndo-vazia de subconjuntos de C unitariamente decrescente. Considere a

familia de conjuntos E = {F < C;, C - F € D}, isto ¢, a familia dos complementos com

respeito a C dos elementos de D. Tem-se que:

¢ E éuma familia de subconjuntos de C, por definigio.

¢ E3 . Por hipdtese, D # . SejaG € D, NestecasoC -G e Eporque C-G¢ CeC-
{C-Q)=GparaGc C.
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¢ E é C-unitariamente crescente. Seja C # H € E. Por definigio de E HC Ce C-He D
Segue-se, de H = C, que C - H# . D é uma familia de subconjuntos de C unitariamente
decrescente, portanto existe I € D tal que I=(C - H) - {i} para/ € C - H, quer dizer, I =
C-(Hw {i}) parai ¢ C-H Pordefinigiode E, Hu {i} ¢ Eparaic C-H.

Segue-se que E ¢ uma familia ndo-vazia de subconjuntos de C C-unitariamente crescente e,

por hipotese, C ¢ E, ist0 8, C-C=T e D. [

Alarcén Athens demonstra a equivaléncia logica de sua definico com a definigdo
aritmética usual, prescindindo do axioma da escolha e de formas fracas do axioma da
escotha. Demonstraremos este resultado, utilizando as defini¢des de conjunto finito de
Tarski e de Russell, cuja equivaléncia i6gica com a definiglio aritmética usual, prescindindo
do axioma da escolha e de formas fracas do axioma da escolha, pode ser encontrada na

fiteratura (consulte, por exemplo, (TARSKI, 1924)).

Teorema 4.2 Seja C um conjunto. Se C é T;-finito entdo C ¢ A;-finito.

Demonstracdo:

Seja F uma familia nfio-vazia de subconjuntos de C unitariamente decrescente. Por hipotese,
Fo p(C) e F = &, Segue-se, disto e do fato de C ser Tfinito, que existe G € F tal que se
H e F e H < Gentiio H= G. Supor, por absurdo, que G = &. Segue-se, do fato de ¥ ser
unitariamente decrescente, que existe H ¢ F tal que H = G - {g} para g € G, absurdo.

Portanto G = T e C é A-finito. O

Teorema 4.3 Seja C um conjunto. Se C & A;-finito entdio C € Ry-finito.

Demonstracdo.

Por hipotese, C é um conjunto A,-finito, quer dizer, o conjunto vazio pertence a toda familia
ndo-vazia de subconjuntos de C unitariamente decrescente e, pelo lema 4.1, o conjunto €
pertence a toda familia ndo-vazia de subconjuntos de C C-unitariamente crescente.

Seja F uma familia indutiva de C. Considere o comjunto G = {H € F; H ¢ C}. Por defini¢do,

G < @(C). G= @ porque, por defini¢do de familia indutiva, @ e F, ¢ @ ¢ C, qualquer que
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sejaoconjunto C. SeC#le Gentdoexiste T e Gtalque =1 {7} parai c C-I(seja C
#1e G 1#Cportanto existe i € C-L I € G portanto I € F, mas F ¢ familia indutiva de C,
portanto I {/} « F paratodoj € C, em particular para j=i e C -1 NestecasoI U {i} &
Gporque L v {i} € Feluw {i} ¢ C). Portanto, G é uma familia nfo-vazia de subconjuntos

de € C-unitariamente crescente ¢, por hipdtese, C € G. Logo C € F ¢ C ¢ Ry-finito. [
Uma outra variante ¢ obtida a partir da seguinte defini¢do:

Definicio 4.5 (Familia de Conjuntos Fechada por ExtracSes Unitarias) Uma familia de
comjuntos F é fechada por extragBes unitarias se e somente se para todo conjunto G

pertencente a F e para todo elemento g pertencente a G tem-se que G - {g} pertence a F.

Defini¢iio 4.6 (Varante da Definigdo 4.2) Um conjunto C ¢ As-finito se e somente se o
conjunio vazip pertence a toda familia ndo-vazia de subconjuntos de C fechada por

extragfes umtarias.

Demonstraremos, a titulo de ilustragio, que N nfio é finito, segundo esta variante.
Considere a seguinte familia de conjuntos: F={C € pMN) In(ne Carvm{ime C—-m2
a1}, Tem-se que.
¢ Fx@porquelNe F(OcNeparatodom e N, m=0),

s Fo p)porquese C e Fentdo C & p(N),

s F ¢ fechada por extragdes unitarias. Seja C € Fec € C. C ¢ F portanto existe # « C tal
que paratodom &€ C, m2n Sejap o menor elemento de C - {c}. Sep=nentdoc=ne
C-{c}éalquene C-{cleparatodome C-{c},mzn Portanto C - {c} € F. Sep
znentioc=neC-{c}étalquep e C- {c} eparatodom « C- {c}, m 2 p. Portanto

C-{ct ek,

*

& ¢ F porque para todo C € Fexisterr € C.
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F ¢ uma familia nfo-vazia de subconjuntos de IN fechada por extragdes unitarias tal
que & ¢ F e, portanto, N nio é Aj-finito,
Por sugestfo do doutor Carlos Gustavo Gonzalez, investigamos as propriedades de

uma nova defini¢io de conjunto finito:

Pefinicio 4.7 (Familia de Conjuntos Minimamente Unitariamente Decrescente) Uma familia
de comjuntos F ¢ minimamente unitariamente decrescente se e somente se para todo
conjunto ndo-vazio G pertencente a F existe um #rico conjunto H pertencente a F tal que H

=3« {g} paraalgumg e G.

Pefinicio 4.8 (Conjunto Finito, no Sentido de Gonzélez) Um conjunto C ¢ Gy-finito se e
somente se o conjunto vazio pertence a toda familia nfo-vazia de subconjuntos de C

minimamente unitanamente decrescente,

Demonstraremos, a titulo de ilustragio, que N ndo ¢ G;-fimto. Considere a famnihia de
conjuntos F, que utilizamos para demonstrar que N nfo € Aj-finito.Tem-se que F ¢
minimaments unitariamente decrescente: supor, por absurdo, que m = n -+ 1 é tal que C, =
C,-{ciparac e Com=n+1portantooum<n+loun+1<m Sem<n+1entdoC,.:
1< Cp(sejaa € Cy-1. Neste caso, az n+ 1. Porémn + 1 >me, portanto, a 2 m, isto €, @
g Cy). ¢ & Cy portanto ¢ ¢ C, ., 0 que é um absurdo porque ¢ € C, e ¢ % 1. Do mesmo
modo, sen+ 1 <mentdo Cp o Cu+i (sejaa & C,. Nestecaso,a>m. Porémm>n+1e,
portanto, @ = n + 1, quer dizer, g € C,+1). n € Co+y portanto # & Cq, 0 que € um absurdo
porquen e Coen#c,

Demonstramos a equivaléncia 16gica desta definicdo com a definicio de conjunto
D;-finito, prescindindo do axioma da escotha e de formas fracas do axioma da escolha. A

demonstragio utiliza o seguinte resultado:
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Teorema 4.4 Seja C um conjunto. C é Dy-infinito se e somente se C contem um subconjunto

enumeravel.

Demonstragda,

Seja C um conjunto Di-infinito. Segue-se, da definicdo, que existe um subconjunto proprio

D de C e uma fungio ¢: C — D tal que ¢ ¢ bijetora. Seja a € C - D. Considere a seguinte

relagio; <bc> c Rseesomenteseoub=0ec=ag,oud=n+lec=¢" (@ paranecN

Tem-se que:

¢ R ¢ uma fungio. Se & = 0 entdio & = » + 1, qualquer que seja # € N Portanto, os dois
casos da definicio de R sdo distintos. Por hipdtese, ¢ é fungfo, portanto, para b =n + 1,
¢ é nico.

» R éinjetora. Seja R(F)=R{c). Seb=0e¢c=0,entdo b=c. Seb=n+lec=m+1,
entio ¢" " (@) = ¢” " {a@). Supor n > m (o argumento é analogo para m > n). Neste caso,

-

" 9" (@) = 0™ (a). Por hipbtese, ¢ é fungdo injetora, logo ¢" "(@)=aea e D,
absurdo. Se b=0ec=n+ 1, entio a =" (@), quer dizer, @ ¢ D, absurdo.

» dom(R) =N.

s imgR)< C Sed e img(R), entio ou d=c oud~=¢" ‘(@) paran € N. Por hipotese, a €
C-D, isto é, a & C. Por hipétese, o[C] =D < C, portanto se d= ¢ " '{a), entdo d & C.
Seja C um comjunto que contern um subconjunto enumerdvel e D um subconjunto
enumeravel de C. Fixe uma enumeracio de D, ¢: N —» D, e considere a seguinte relagio
<gb> =z Rseesomenteseouac C-Deb=gouagecDeb~ o{o(a) + 1). Tem-se que:
# R é uma funcio. Se a ¢ C - D entdo @ ¢ D, quaisquer que sejam os conjuntos C ¢ D.
Portanto, os dois casos da definicio de R so distintos. Por hipotese, ¢ € funglo injetora,

portanto ¢ ¢ fungfio e, para @ € D, b é tinico.

s Réinjetora. SejaR{a)=R(P). Seac C-Debec C-D,entdioa=R{a)=R(b)=b Sea
eDebeD,entio o9 '(@) + ) =R{a)=R(b) = o(o(B) + 1}. Por hipotese, o ¢ funcio
bijetora, portanto ¢ (@) + 1 =@ (B + 1, ¢ @) =o' (B)ea=b Seac C-Deb e D,
entdo a = R(a) = R(H) = ¢(¢ '(H) + 1), quer dizer, a4 & D, absurdo.

 dom(R)="C.
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o img(RY=C. Seac C-D, entioR(a)=a e C. Sea e D, entdo R(a) « C, porque ¢"(a)
e N, o(n) € D, qualquer que sejan e N, e D < C. 9{0) « C porque, por hipotese, 9o(0)
D e D < C. Supor, por absurdo, que (0} & img(R). Neste caso, ¢(0) = (o™ (@) + 1)

para algum a € D, contradizendo o fato de ¢ ser fungio injetora. O

Teorema 4.5 Seja C um conjunto. Se C ¢ D;-infinito, entdo C é G;-infinito,

Demonstragdo:

Seja C um conjunto Di-infinito. Segue-se, do teorema 4.4, que existe um subcomjunto
enumerivel D de C. Fixe uma enumerac¢iio de D, ¢ N — D, e considere os segumtes
conjuntos:

« paratodon e N E, = {o(x);, x 2 n};

« F={E,neiN}

Demonstra-se que & # F < @(C) é minimamente unitariamente decrescente. Segue-se, de
& ¢ F, que C ¢ G;-infinito,

{Existéncia) Seja E. « F. Quer-se encontrar um conjunto G € F tal que G = E, - {¢} para e
¢ E,. Segue-se, da defini¢io da familia de conjuntos F, que E, . ; = E, - {@(m)} para ¢(n)
E.. Portanto E, . é um dos conjuntos que satisfaz 4 condigfo.

{Unicidade) Seja E, € F. Suporque E, .1 #E, e Fétalque E,=E,- {¢j parae c E, m =
i+ | portamto oum <n+ loun+1<m Sem<n-+1entdoE,., C Ex(sefaga) € En.r.
Segue-se, por definico, que a 2 1+ 1, Porém, por hipétese, n + 1 > m e, portanto, a2 m e,
por definigio, (@) € Eu). ¢ ¢ E, porque En = E, - {e}, portanto ¢ ¢ E, ., Poréme € Eq e
E, .1 =E, - {o(m)}, portanto e = @{n), E,.; = Ex e n + 1 =m, absurdo. Logo, ndo se da que
m<n+1.Sen+ 1 <mentio B, < Ea-1 (seja ¢(@) € En. Segue-se, por definigo, que a 2
m. Porém, por hipétese, m > n + 1 e, portanto, a2 n + 1 g, por definicio, ola) € Eq +1).
o(n) ¢ By porque B, = E, - {p(n)}, portanto ¢(n} ¢ Ex. Porém ¢(#1) € Ex ¢ En = E, -
{e}, portanto @(n} = ¢, B = Eq.; em = n+ 1, absurdo. Logo nfio se da que n+ 1 <m.
Portanto m =n + 1, E,., 6 0 inico conjunto pertencente a F tal que E, .1 = Ea - {e} parae

e E, e F é minimamente unitariamente decrescente. T
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Teorema 4.6 Seja C um conjunto. Se C é G;-infinito, entdo C ¢ D;-infinito.

Demonstragdo.

S8eja C um conjunto Gy-infinito. Por definicio, existe uma familia ndo-vazia F de
subconjuntos de C minimamente unitariamente decrescente tal que & ¢ F. Obteremos, a
partir de F, um subconjunto enumeravel de C. Disto e do teorema 4.4 segue-se que C ¢ Dy~
nfinito.

Por hipotese F » &. Seja G ¢ F. Considere a seguinte relagdo bindria emNx G: <n, o> €
R se ¢ somente s

LaeG-{b,<mb>e Rrm<n},

2. (G- b, <mb>c Ram<n})-{a} €F.

Demonstraremos que R é uma fungfo injetora de N em G. A demonstragio utiliza indugfio
matematica em #1.

{Base indutiva) Por hipdtese, G ¢ F e @ ¢ F, portanto G = J. Segue-se, do fato de F ser
minimamente unitariamente decrescente, que existe um e somente um g € G tal que G - {g}
e F. Por definicio da relagio binaria R, <0,g> ¢ Rese <0,a> c Rentdoa=g.

{Passo indutivo) Por hipotese indutiva, sejagtalqueg € G- {a,<p@> e Rap<m}e(G-
{a, <pa> € R Ap<m})- {g} € F. Por hipotese, & ¢ F, portanto (G - {a; <pa> e RAp
<m}) - {g} = @ Segue-se, do fato de F ser minimamente unitariamente decrescente, que
existe um e somente um # € (G - {a;, <p.a> € R ap<m}) - {g} tal que ((G - {a; <p.a> €
R Ap<m})-{g})-ih} € F Porém, G- {a, pa> e Rap<m+ 1} =G-({a,pa> €
R ap<m)u (b <mb>eR)={(G-{a,<pa>cRap<m})-{b,amb>ecR}=(G-
ta <pa> € R A p<m})- {g}. Portanto, por definigio de R, / € o tnico elemento de G tal
que <m+ Lh> e R

(R ¢ injetora) Seja Rim) =R{m) =i e G, isto é, i e G- {R(a),a<m}eie G- {R(p), b <
Y. Supor que m # n. Neste caso ou m <#n ou a <m. Seja m < n (0 argumento ¢ analogo
para 72 < m). Tem-se, dem <neie G- {R(b); b < n}, que R(m) = i, absurdo. Portanto m =

et
HoL
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Segue-se, dos dois teoremas acima demonstrados, que a luz da axiomaética de
Zermelo-Fraenkel sem o axioma da escolba, as definicdes de comjunto Gi-finito e de Dy-
fimto s8o logicamente equivalentes. JECH (1973) demonstra que o axioma de Dedekind,
segundo o qual todo conjunto infinito tem um subconjunto enumerdvel, nfo implica o
axioma da escoltha enumeravel, segundo o qual toda familia enumerivel de conjuntos
enumerdvels tem uma fungiio de escolha, porém implica o axioma segunde o qual toda
familia enumeravel de conjuntos finitos tem uma funglio de escolha’ . Portanto ¢ suficiente,
porém nfo necessario, utilizar o axioma da escolha enumerdvel para demomstrar que as

defini¢des de conjunto Gy-finito ¢ finito sio formalmente equivalentes.

Por analogia entre as definigdes 4.2 ¢ 4.4, obtivemos uma variante da defini¢io de

Alarcon Athens ¢ uma variante da definigio de Gonzalez:

Definiciie 4.9 (Familia de Conjuntos Fechada por C-Acréscimos Unitanios) Seja C um
conjunto ¢ F uma familia de conjuntos. F ¢ fechada por C-acréscimos unitérios se ¢ somente

se para todo conjunto C # G € F e todo elemento h ¢ C - Gtem-se que G {#} e F.

Definicio 4.10 (Variante da Definicio 4.2) Um conjunto C é As-finito se e somente se o
conjunto C pertence a toda familia ndo-vazia de subcorjuntos de C fechada por C-

ACTESCIMOS Uritarios.

Demonstraremos, a titulo de ilustra¢do, que N ndo ¢ finito, segundo esta variante.
Considere a seguinte familia de conjuntos: F={C e pN;,In(ne CAaVm{me C o m<
1)}}. Tem-se que:

» FzZporque {0} e F,
¢« Fo pporqueseC e Fentdio C e 2(N);

! Agradeco o dr. Carlos Gustavo Gonzdlez pelas observagles a respeito das relagdes formais entre 0 axioma
de Dedekind e formas fracas do axioma da escotha.
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» F ¢ fechada por N-acréscimos unitarios. SejaN = C ¢ Fec € N- C. C e F portanto
existe # & C tal que para todo m € C, m < »n. Seja p o maior elemento de C v {c}, quer
dizer,oup=noup=c Cu {c}étalquepe Cu {c} eparatodome Cu {c},m=<p
Portanto C s {c} € F;

* N ¢ F porque para todo C € F existe # € C tal que para todo m € C, m < n, quer dizer,
para todo C « F existe p € Ntal que p ¢ C (basta considerar o caso em que p =7+ 1),

F ¢ uma familia ndo-vazia de subconjuntos de N fechada por N-acréscimos unitirios
tal que N ¢ F e, portanto, N ndo ¢ finito, segundo esta variante.
A equivaléncia logica desta variante com a definigéo basica, prescindindo do axioma

da escolha e de formas fracas do axioma da escolha, ¢ obtida a partir do seguinte resultado:

Lema 4.7 Seja C um conjunto. O conjunto vazio pertence a toda familia ndo-vazia de
subconjuntos de C fechada por extragdes unitérias se e somente se o conjunto C pertence a
toda familia ndo-vazia de subconjuntos de C fechada por C-acréscimos unitarios.
Demonstragio.

Andloga ao do lema 4.1, isto é, utilizando a familia dos complementos em relagdo a C. U]

Definicio 4.11 (Familia de Conjuntos Minimamente C-Unitariamente Crescente) Seja C um
comjunto ¢ F uma familia de subconjuntos de C. F ¢ minimamente C-unitariamente crescente
se e somente se para todo conjunto C = G & F existe um #nico conjunto H € F tal que H =

Gu {h} paraalgumr e C-G

Definigio 4.12 (Variante da Definigio 4.8) Um conjunto C é G-finito se e somente se 0
conjunto C pertence a toda familia ndo-vazia de subconjuntos de C minimamente C-

yritanamente crescente.

Demonstraremos, a titulo de ilustracdo, que N ndio ¢ finito, segundo esta variante.

Considere a familia de conjuntos F, que utilizamos para demonstrar que N nfio ¢ finito,
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segundo a definiciio 4.4. Tem-se que F ¢ minimamente N-unitariamente crescente: supor, por
absurdo, quem=n+1étal que Cp = Cyw {c} parac e N-C, m# n + 1 portanto ou m <
ptloun+l<m Sem<n+1entioCyc Ci+y(sejaa e C, Neste caso, a < m. Porém
m<p+le portanto,a<n+leae Cupri) ¢ g Couq porque ¢ # a1, caso contrario Cp = G,
+1, 8¢ & Cyporque ¢ € N~ C,; 0 que é um absurdo porque ¢ € . Sen+ 1 <mentfo Gy
C Cn(sejaa € Cyr. Neste caso, a<n+ 1. Porémn + 1<m e, portanto, a<mea € Cp).
n ¢ C,, porque 1 £ ¢, caso contrario Cy . = Cu, & 71 & Cy; © que € um absurdo porque n &
Cost

A equivaléncia logica desta variante com a definicdo de Gonzélez, prescindindo do
axioma da escolha e de formas fracas do axioma da escolha, ¢ obtida a partir do seguinte

resultado:

Lema 4.8 Seja C um conjunto. O conjunto vazio pertence a toda familia nio-vazia de
subconjuntos de C minimamente unitariamente decrescente se e somente se o conjunto C
pertence a toda familia ndo-vazia de subconjuntos de C minimamente C-unitariamente
crescente.

Demonsiragdo:

Ansloga zo do lema 4.1, quer dizer, utilizando a familia dos complementos em relagio a C.
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5. QUESTOES DE METAMATEMATICA

Ao longo deste trabatho, examinamos a questio ‘conjuntos finitos’ de um ponto-de-
vista sintatico. Neste capitulo examing-la-emos com o auxilio da semdéntica. Na primeira
secio demonstraremos a consisténcia da teoria de conjuntos finitos relativa a consisténeia da
teoria pura de ndmeros e na segunda segio analisaremos uma critica de von Neumann ao
intuicionismo € ao formalismo, estritamente vinculada ao tema ‘categoricidade da teoria de

conjuntos’.

5.1 A Consisténcia Relativa da Teoria de Conjuntos Finitos

ACKERMANN (1937) demonstra a consisténcia da teoria geral de conjuntos
{axiomatica de Zermelo-Fraenkel excluido ¢ axioma do infinito) relativa & consisténcia da
teoria pura de nGmeros, cuja consisténcia, segundo o autor, pode ser comsiderada
assegurada nas desejadas proporcbes (in dem gewiinschten Umfange als gesichert
betrachtet werden kann, no original), e remete a demonstragio da consisténcia da teona
pura de nimeros a GENTZEN (1936).

A teoria geral de conjuntos consiste em um dominio especifico de objetos, conjuntos,
e em uma relagio binaria € entre objetos deste dominio, a relagdo de pertinéncia de um
conjunto a outro conjunto. Ackermann interpreta estes elementos na teoria pura de niumeros
do seguinte modo;

» o dominic de objetos ¢ interpretado como o conjunto dos mimeros inteiros ndo-
negativos;

s 3 imerpretacio da relagfio binaria e entre objetos do dominio da-se baseada no seguinte

il

fato: todo namero inteiro positivo pode ser posto na forma normal > 2% onde b, = b,
i=}

para 1 <7 <j<n Tem-se que €', a interpretagio de €, ¢ tal que &'(m,n) se e somente se

n = izb’ e m = b; para algum 1 < i < p. Por exemplo, & ¢ interpretado como ¢ nimero

P ]
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inteiro 0 porque @ & img(e) ¢ 0 ¢ img(&'); {@} ¢ interpretado como o nimero inteiro 1
porque se x = {J} entfo <, x> pertence a relagio € e se y = 1 entdio <0,y> pertence &
relacio el

Ackermann observa que uma simples tradugio dos axiomas da teoria geral de
conjuntos em enunciados aritméticos, conforme a interpretagio acima fornecida, ndo €
adequada porque, na teoria geral de conjuntos, também quantificamos sobre predicados
{lembremos, por exemplo, do enunciado do esquema de axiomas da separagdo} e, portanto,
precisariamos da consisténcia absoluta da analise para levar a termo a demonstragio.
Ackermann constata que a consisténcia da analise ndo havia 4 época sido fornecida por
métodos “Hilbertianos® {der Analysis, ..., dessen Widerspruchsfreiheit bisher nicht mit den
Hilbertschen Methoden hat gezeigi werden konnen, no orginal). Para contornar esta
dificuldade, Ackermann utiliza as seguintes fungdes aritméticas primitivas recursivas' :
e (0)=lealn+1)=0
» B0)=0eB(n+ 1)=alBm);
¢ A(m,0)=a(m), MOy =0aln) e Mm + 1,n+ 1) = Mm.n),
s Ump) = o{A(mm)),
¢ HO)y=0ey(n+1)=yln)+ By,
* WO =0, D) =0eculn+t2)=ply(n+2)+ 1,
» WO =0, t()=0et(n+2)=21((n+2)+ B +2)
» ©(m,0) =0 e ¢(mn)=1(m0). Mm,u(n) + 1(m,u(m).oim,(n)).

Demonstramos que tais fungdes sdo primitivas recursivas utilizando a seguinte nogdo
de funglo primitiva recursiva (consulte (EPSTEIN & CARNIELLIL, 1989)):
» considere as seguintes fungdes basicas:

* funglio zero - paratodon e N, Z(mm) = 0,
* fungio sucessor - para todo # & N, S8(») € o nlimero que sucede imediatamente a 7 na
sequéncia dos niimeros naturais, em sua ordem habitual,

+ funcBes de projeciio - para todo m & N, para todo 1 S n<m, PualXy, ...\ Xm) = Xa.

U ackermann trata-as como recursivas, embora fenhamos verificado que clas sfo, de fato, primitivas
TECUTSiVAS.
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* considere as seguintes operages basicas:

*  composi¢io - se g € uma fungio m-aria e Ay, ..., A, slo fungdes m-drias, entdo obtem-
se por composi¢io a funclio n-aria fxy, ..., xo) = ginixy, .., X}, .., AulXs, ..., X)),

* recursdo primitiva - se g ¢ uma fungfo n-4ria e 4 é uma fungdo (n + 2)-aria, entfo
obtem-se por recursio primitiva a funciio (» + 1)-aria A0.xy, ..., X5} = g(X1, ..., to) e An
+ Loxy, LX) =AAnx, LX), 1 X, L, X

s as fungles primitivas recursivas s3o a menor classe contendo as fungdes basicas e fechada
pelas operacfes basicas.
& para 08 NOSSOS Propositos, precisamos do seguintes resultados:

* recursdo por curso-de-valores: para qualquer argumento da fungfio, podemos utilizar
valores da fun¢do referentes a quaisquer argumentos anteriores, desde que o processo
de selegio destes argumentos seja primitivo recursivo,

* definigdo por casos. podemos especificar valores a uma quantidade arbitraria de
argumentos da fungdo, desde que o processo de selecdo destes argumentos seja
primitivo recursivo.

Seguem as demonstragdes da recursividade primitiva das fungdes, precedidas de

explicagio do contendo das mesmas:

Intuitivamente, ¢ ¢ a fungio undria caracteristica da constante numérica 0. o« € uma fungdo
primitiva recursiva porque:
o Aulx, ¥) = Z(P22(x))), por composi¢ho;

« a(0)=1ea(n+1)=Ala(n),n), por recursio primitiva.

Intuitivamente, B ¢ a fungio unaria de resto modulo 2. § € uma funglo primitiva recursiva
porque:

¢ Ax(xy) = a{Pr:(xy)), por composi¢io,

» B(O)=0e B+ 1) = Ax(B(n),n), por recursdo primitiva.
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Intuitivamente, A € a fungio binaria que fornece o valor 1 se os argumentos sio idénticos e 0
£ Cas0 contrario. A € uma fungdio primitiva recursiva porque:

o A{0) =0 e Ag(ir + 1) = Py (As(m),m), por recursdio primitiva,

s Agxy.2) = Ag(Ps(x,2)), por composicdo;

s Ad0x) =P {x) e As(n + 1,x) = AdAs(n,x),n,x), por recursio primitiva;

o Agxy) = As(Pax(x,y),P21(xp)), por composigdo,  °

»  Aq{xy.z) = S(P;(xy,2)), por composigio;

s HO0x) = Pyi(x) e Hm + 1,x) = As(+(n,x),n.x), por recursfo primitiva;

o As(xy) =+ (As(x)),As(x.)), por composicio,

e A{xy) = a(As{x.y)), por composigio.

Intuitivamente, 1 € a fungdo bindria que fornece o valor 1 se os argumentos nfo so idénticos
e 0 em caso contrario. 1 é uma fungio primitiva recursiva porque wm,n) = a(d(m,n}), por

compOosicao.

Intuitivamente, y é a fungdo unaria que fornece o maior numero natural menor ou igual a
divisdio do argumento por 2. y é uma fun¢3o primitiva recursiva porque:

s Ay(x,y) = B(P22(xy)), por composi¢io,

o Agglx y) = HPy{x),Ax,))), por composicio

s v0)=0ey(n+ 1)= A{y(n),n), por recursio primitiva,

Intuitivamente, |1 € a funciio unaria cujo valor, para um dado argumento, € o expoente da
maior poténeia de 2 do argumento se o argumento ¢ distinto de 0 e 0 em caso contrario.
Para demonstrar que p ¢ funglio primitiva recursiva, utilizamos definicio por casos e
recursio por curso-de-valores. E suficiente demonstrar que paratodon e N,y(n +2) <n +
2. Considere o seguinte:

Lema auxiliar Paratodon e N, (m) < 1.
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Demonstragdo: Aplicacio de induglio matematica em n, Se n =0 entdo f(n)=0< 1. Sen=
m+ 1 emtdo B(n) = afB(m)). Por hipdtese indutiva, B(m) < 1. Se B(m) = 0 entdo B(n) = a(0)
=11 SeB(m)=lentdo ) =a(l)=0<1

Demonstraremos que para todo n € N, y(n + 2) < n + 2, aplicando indugfio matematica em
m Sen=0entio y{n +2)=y(1) + 1) = {10) + BO) + B0 =a(0) =1 <2. Sen=m
+ 1 entlo yn + 2) = y(m + 2} + B(m + 2). Segue-se," por hipotese indutiva e pelo lema

auxiliar, que y(n + 2} <n+ 2.

Intuitivamente, T é a fungdo undria cujo valor, para um dado argumento, € a diferenga enire
o argumento € a maior poténcia de 2 do argumento se o argumento € distinto de 0 ¢ 0 em
caso contratio. Para demonstrar que t é uma fungfo primitiva recursiva, utilizamos defini¢io
por ¢asos € recursdo por curso-de-valores. E suficiente demonstrar que para todo # € N, y(»

+ 2} <1+ 2, o que fol fetto no item anterior.

Intuitivamente, @ ¢ a fungio binaria cujo valor ¢ ou 0 ou 1 comforme a posigo
correspondente ao primeiro argumento, na representagdo diadica do segundo argumento €

ou O ou 1, respectivamente (contam-se as posi¢des da direita para a esquerda, a partir da
posicdo 0). Para demonstrar que ¢ ¢ funglio primitiva recursiva, utilizamos recursdo por
curso-de-valores. E suficiente demonstrar que para todo n > 0, ©(n) < n. Considere os
seguintes lemas auxiliares:

Lema [ Paratodon e N, f(2m) = 0.

Demonstragdo. Aplicagio de indugio matematica em . Paran =0, B(0) =0. Paran=m +
1, B2m + 2) = a{B@m + 1)) = aa(P(2m))). Por hipétese indutiva, B(2m) = O e, portanto,
B(2n) = a(a(0)) =a(l) =0,

fema 2 Paratodon e N, B2n+1)=1

Demonstragdo, B(2n + 1) = a(B(2n)). Pelo lema 1, $(2n) = 0 e, portanto, p(2n + 1) = o{0)
= 1

fema 3. Paratodo n e N, y2m) =n.
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Demonstragdo: Aplicagio de indugio matematica em #. Paran =0, ¥(0) = 0. Parann =m +
Ly(2m + 2) =y@m + 1) + B2m + 1) = (y(2m) + B(2m)) + B(2m + 1). Por hipétese
indutiva, y(2m) = m. Pelo lema 1, B(2m) = 0. Pelo lema 2, $(2m + 1) = 1. Segue-se,
portanto, que y(2m + 2) =m + 1.

Lema 4. Paratodon e N y(2u+ ) =n.

Demonstragdo. Aplicacdo de inducio matematica em . Se = 0, entdo ¥(1) =v(0) + B0} =
O Sen=m+ 1, entdoy(2m+ 3)=v(2m + 2} + B2m + 2). Pelo lema 3, yCm + 2) =m + 1.
Pelo lema 1, B(2Zm + 2) = 0. Segue-se, portanto, que y(2m + 3)=m + 1.

Demonstraremos que para todo » > 0, 1(n) < n, aplicando indugio matematica em ». Sen =
TentBot{l})=0<1 Sen=m+ 2 enthotim+ 2y =21{y(m + 2)) + B(m + 2). Se m é
impar, entdo, pelo lema 4, y(m + 2) = (m + 1)/2, pelo lema 2, B{m + 2) = 1 ¢, portanto, t{m
+2)=2.1{(m + 1¥/2) + 1 donde segue-se, por hipdtese indutiva, que 1(m +2) <m + 2. Sem
& par, entdo, pelo lema 3, y(m + 2) = (m/2) + 1, pelo lema 1, B(m + 2) = O e, portanto, t{m +
2y =2.t({(m/2) + 1) donde segue-se, por hipotese indutiva, que tm +2) <m + 2.

Ackermann demonstra a consisténcia relativa da teoria geral de conjuntos utilizando
a seguinte definicio; &'(x,y) =ar 0(x)) = 1.

Seja a teoria geral de comuntos acrescida de wm axioma postulando que todo
conjunto € Ti-finito, quer dizer, todo conjunto ndo-vazio admite elemento irredutivel. A
nterpretagfo numérica de Ackermann ¢ adequada para a demonstragio da consisténcia
relativa desta teoria de comjuntos finitos. Considere a seguinte fung@io primitiva recursiva,
obtida por minimizagfo limitada: A {m,n)} = @(Poo{m,m,Pyi(mn));, Adma) = a{A(m,n)),
Irredutivel(m) = min n < p(m) [Axmn) = 0] param > 0,

Tem-se que;

& in}=0 se ¢ somente se 1 # 0
« o(m,n) = 0 se e somente se o comjunto correspondente ao numero natural m ¢ elemento
do conjunto correspondente ao nimero natural 7,

s segue-se, do teorema 9 de (ACKERMANN, 1937}, que 7+ 0 — o{p{n),m = 1,
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¢ segue-se, do teorema 24 de (ACKERMANN, 1937), que se D ¢ C entdo o nimero
natural correspondente a D é menor ou igual a0 ntimero natural correspondente a C,
Portanto Irredutivel(n), para n > 0, fornece o nimero natural correspondente a um
elemento irredutivel do conjunto cujo mimero natural corresponde a n. Segue-se que esta
teoria de comjuntos finitos é consistente relativamente a consisténcia da teoria pura de

nimeros, segundo a interpretagdo fornecida por Ackermann.

3.2 A Critica de von Neumann

VON NEUMANN (1925) apresenta uma nova axiomatizagiio para a teoria de
conjunitos. A nocdo basica de sua axiomatica ndio é propriamente a de conjunto ou a de
classe, mas as de fungiio e de argumento (conjuntos e classes constituindo tipos particulares
de fungbes e de argumentos). O critério de simplicidade ¢ utilizado para justificar esta
escolha. von Neumann observa, por exemplo, que no esquema de axiomas da substituigio
ocorre a nogdo de formula funcional e que, portanto, utilizd-la como nogio primitiva
simplifica a teoria a ser desenvolvida. von Neumann efetua duas observagdes que dizem
respeito ao tema deste trabalho
¢ seu axioma do infinito simplesmente postula a existéncia de um conjunto que ndo € finito;

portanto, ele ndo postula a existéncia de um conjunto especifico, como € o caso da
axiomatica de Zermelo-Fraenkel em que se postula a existéncia do menor conjunto
indutivo, quer dizer, do conjunto intersegdo de todos os conjuntos indutivos.

» von Neumann denomina ‘axioma do infinito’ ndo somente o axioma do infinito
propriamente dito, mas também o axioma da unido e o axioma do conjunto das partes
porque, segundo ele, estes axiomas sdo necessrios somente para a teoria de
cardinalidades infinitas. Segundo ele, a teoria de ordinais finitos e mesmo parte da teoria
do continuo matematico pode ser construida sem 0s mesmos.

Porém, o grande interesse de seu trabalho para a nossa discussdo reside na sua
analise do teorema de Lowenheim-Skolem e da questdio ‘categoricidade da teoria de

conuntos’.
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A questio ‘categoricidade da teoria de conjuntos’ consiste na busca por um modelo
minimo para a teoria de conjuntos, ou seja, um modelo que contenha aqueles conjuntos
absolutamente requeridos pelos axiomas e nenhum outro. von Neumann exemplifica a
questdo citando o caso dos conjuntos ndo bem-fundados (dquela época o axioma da
restrigio - Beschrdnktheitsaxiom, no original - ou da fundagio nfo havia ainda sido
precisamente formulado). Conjuntos nfo bem-fundados.ndo sio absolutamente requeridos
pelos axiomas, porém fazem parte de modelos da teoria,

No curso desta investigacdo em busca de um modelo minimo, von Neumann
emprega aquilo que contemporaneamente denominamos modelos internos, quer dizer,
modelos que sd0, por sua vez, subsistemas de outros modelos. Ele observa que nio ¢
possivel encontrar um modelo minimo porque todos os meios para produzi-lo falham, em
particular a operagio de intersegdo de todos os modelos internos a um dado modelo nio
pode ser formulada na linguagem disponivel. Esta dificuldade esta relacionada ao fato de
que, na axiomatica de von Neumann, ndo ¢ permitido que classes pertencam a outras
classes,

Depois de ter argumentado, com base em modelos internos, a favor da ndo
categoricidade da teoria de comjuntos, von Neumann discute o teorema de Lowenheim-
Skolem para baixo, segundo o qual se um sistema ¢ satisfazivel, isto ¢, se tem modelo, entdo
ele & satisfazivel por um modelo denumeravel. Este teorema relativiza a cardinalidade de
conjuntos, quer dizer, pode muito bem acontecer que um conjunto seja, em um determinado
modelo, nio-denumeravel enquanto que em um modelo “superior’, quer dizer, em um
supersistema ele seja denumeravel. Este fendmeno deve-se, explica von Neumann, ao fato de
gue a cardinalidade de um conjunto diz respeito 20§ instrumentos disponiveis no modelo.
Um modelo ‘superior’ conterd mais recursos e, portanto, o conjunto podera ser investigado
com instrumentos mais precisos. Este fendmeno pode se dar também com a nogdo de

finitude, conjectura von Neumann. Segundo ele:

Es seien zwei Systeme I, T, gegeben, a,, a; seien Mengen m ihnen; und die Elemente von a,
in T, seien genau dieselben wie die Elements von &; in Zs. Wir wissen, dass es dann sehr

wohl gescheben kann, dass @) in X, unabzihlbar 1st, aber a; in %, micht (namlich wenn Z;
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“hoher” als I, ist). Es ist aber vielleicht sogar auch mit der Endlichkeit so. Die Definition der
Endlichkeit ist jedenfalls infolge des Auftretens des Begriffes “alle” und “es gibt” in bezug
auf das ganze System (T bzw, %) derartig, dass man nichts Bestimmtes sagen kann).?

Disto resulta que:
Man hat also die Relativitit der Miachtigketten nicht nur nach oben (vom Abzihlbaren) hin in

Betracht zu ziehen, sondern auch nach unten hin (im Endlichen).®

Ao final do aritgo, von Neumann utiliza a sua analise da questdo ‘categonicidade da teonia
de conjuntos’ & do teorema de Lowenheim-Skolem para criticar tanto o ntuicionismo de Brouwer

como o formalismo de Hilbert, conforme a seguinte passagem:

Ja letzten Endes wiire es denkbar, dass ein jedes System I; noch derart “verfeinert” werden
kann, dass sich endlich Mengen als unendlich herausstellen (Bei der Unabzahlbarkeit ist ja
das sicherlich der Fall). Dann bliebe auch vom Begriffe der Endlichkeit (ebenso wie von dem
der Unabzihibarkeit) nichts als die formale Emkleidung tibrig. Es ist schwer zu sagen, gegen
was das mehr sprechen wiirde; gegen den vom Intuitionismus verfochtenen anschaulichen
Charakter der Endlichkeit oder gegen ihre durch die Mengenlehre gegebene Formalisierung.

Es ist eigentlich ein Finwand gegen beide: tritt doch hier eine neue Schwierigkeit auf, die von
den durch Russell und Brouwer angedeuteten wesentlich verschieden ist. Das abzéhlbar
Unendliche als solches ist unanfechtbar: es ist ja nichts weiter als der allgemeine Begnff der
positiven ganzen Zahl, auf dem die Mathematik beruht und von dem selbst Kronecker und
Brouwer zugeben, dass er von “Gott geschaffen” sei. Aber seine Grenzen schemen sehr
verschwommen und ohne anschaulich-inhaltliche Bedeutung zu sein, Nach oben hin, 1m
“Lnabzihlbaren”, ist dies nach Lowenheims und Skolems Untersuchungen ganz sicher; nach

unten hin, im “endlichen”, ist es zumindest sehr plausibel: fehit doch die Kategorizitit sowie

*Sejam dados dois sistemas £y, X, selam a;, @ conjuntos neles ¢ sejam os elementos de a; em I,
exatamente os mesmos que os elementos de a, em T,. Sabemos que, pode entfo muito bem suceder, que o, é
afio~-denumeravel em I, mas o njo 0 é em ¥, (a saber quando I, & “superior” a ;). Porém. talvez o mesmo
se d& com a finitude, Devido & ocorréncia dos conceitos “todo”™ ¢ “existe” com referéncia ao sisiema infeiro
{5 ou ), a definicio de finitude ¢, em todo o caso, tal que nada de definido pode ser dito.

* Portanto, tem-se de ter em conta a relatividade de cardinalidades néo somente para gima (de denumerdveis
em diante) mas também para baixo (no finito).
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jeder Anhaltspunkt fiir die Bestimmiheit der Definition des “Endlichen”. Ausserdem sind hier
auch die Hilbertschen Ansdtze machtlos: denn dieser Einwand betrifft nicht die
Widerspruchsfreiheit, sondem die - Eindeutigkeit (Kategorizitit) der Mengeniehre®

A critica de von Neumann aplica-se, ¢ esta é uma das motivagdes do nosso trabalho, ndo
somente ao intuicionismo mas a todas as demais escolas de filosofia da matematica que, a exemplo

do intuiciomismo, empregam ndo-criticamente a nogdo de fimito, como algo dado ou bem-estabelecido.

*Afingl de contas, seria concebivel que fode sistema %, ainda pode ser de fal maneira refinado, que
conguntos finitos mostram-se infinitos (para o nfo-denumerdvel este é certamenie o caso). Restaria entdo
também para o conceiio de finitude (do mesmo modo que para o de ndo-denumerabilidade) nada mats do que
a configuracdo formal. E dificil de dizer contra o que isto teria mais a falar; contra o alegado cariter
intuitivo que a finitude ten no intuicionismo o contra sua formalizacio dada através da teoria de conjuntos.
No fundo, ¢ uma objegdo contra ambas: uma nova dificuldade apresenta-se aqui, essencialmente diferente
daquela indicada por Russell e Brouwer. O infinito enumeravel €, como tal, indisputvel: ele nada mais é do
que o conceifo geral dos niineros inteiros positivos, do qual a matematica depende € que mesmo Kronecker
& Browwer admitem como “criado por Deus”. Porém os seus limites parecem ser muito difusos e sem
stgnificado inmitivo-substantive. Para cima, no “ndo-denumeravel”, isto ¢ muito certe tendo em vista as
investigacdes de Lowenheim ¢ Skolewr, para baixo, no finito, isto ¢ ao menos muile plausivel: falta a
categoricidade assim como todo ponto de apoio para a deferminaglio da defimicdo de “finito”. Além disto,
agi os principios hilbertianos sdo  impotentes porque esta objecfo diz respeito 4 inequivocidade
{¢ategoricidade) da teoria de conjuntos e nfo & sua consisténeia.
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CONCLUSAQO

Investigamos, ao longo deste trabalho, a nogfo de finitude de um ponto-de-vista
puramente formal, no plano sintdtico e no plano seméntico. Verificou-se que a equivaléncia
das distintas nogdes formais de finitude {definigBes de conjunto finito) depende dos recursos
disponiveis na teoria subjacente, conquanto ndo haja um consenso a respeito da utilizago ou
nio destes recursos. Ha inimeras situagdes semelhantes a esta na histéria das ciéncias. Por
exemplo, verificou-se que certas construgdes geométricas (triseccdo do &ngulo, retificagio
da circunferéncia e duplicagfio do cubo, entre outras) nfo podem ser executadas somente
com régua e compasso’ .

Este tipo de problema parece conduzir necessariamente ao metodo de analise
conceitual, tal como Turing o aplicou ao problema da formalizacio da noglio de
computabilidade efetiva. Quando ainda nio se tinha uma definigdo formal aceitavel de
computabilidade efetiva, Turing realizou uma anilise das propriedades geralmente aceitas
desta nogao, disto resultando o conceito de fungiio computavel por maquina de Turing (veja
ERTOLA BIRABEN {1994)). A maioria daqueles que se mantinham céticos quanto a
possibilidade de fixar formalmente a nogdo de computabilidade efetiva renderam-se a analise
de Turing. Um procedimento semelhante pode ser e, de fato, esta sendo adotado na
investigagio da nogdo intuitiva de finitude. As diversas definigbes de conjunto fimito nada
mais sfo do que analises de propriedades geralmente aceitas da nogdo de finitude. Porém, o
axioma da escolha e formas fracas do axioma da escolha intervém fortemente nestas
analises. Portanto, uma solugiio definitiva, nos moldes da solugio de Turing, depende da
aceitagio ou ndo do axioma da escolha e de formas fracas do axioma da escolha. Neste

aspecto, acreditamos ter contribuido para a aceitagio de uma forma fraca do axioma da

'E um resultado conhecido na literatura que toda construgdo geomeéirica que pode ser executada com régua ¢
compasso, também pode ser executada somente com COMPASSO {(veja HUNGERBUHLER (1994}). Hipias
(cerca de 420 a.C.) construiu a curva ‘quadratrix’ com a qual & possivel trisectar qualguer dngulo e retificar
qualquer cirounferéneia. A curva ‘Quadratrix’ ndo pode ser construida somente com régua ¢ Compasso.
Hipdorates (cerca de 460 a.C) reduziu o problema da duplicacfo do cubo a construcao de segmentos de reta
de comprimento b ¢ ¢, que se encontram na proporgio (afh) = (blc) = (¢/2a), em relagio a ym segmento de
reta de comprimento z, o comprimento das arestas do cubo a ser duplicado. A demongtragdo da
impossibilidade de execucio destas construges geométricas somente fol possivel apds o desenvolvimento de
métodos algébricos adequados, mais de dois milénios apos a formulagio dos mesmos (veja BUNT (1988)).
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escotha, 0 axioma segundo o qual toda familia enumeravel de conjuntos finitos tem uma
fungiio de escolha, 2 medida que a definicio de conjunto finito, no sentido de Gonzélez,
parece-nos bastante natural e intuitivamente equivalente a definigio aritmética usual, embora
formalmente este resultado somente possa ser demonstrado com o auxilio do referido

axioma,
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