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RESUMO

Esta tese propoe uma nova abordagem da computabilidade de Turing
classica, denominada abordagem modelo-tedrica. De acordo com essa abor-
dagem, estruturas e teorias sao associadas as méaquinas de Turing a fim de
investigar as caracteristicas de suas computacoes. Uma abordagem modelo-
tedrica da computabilidade de Turing através da légica de primeira ordem
¢é desenvolvida, e resultados de correspondéncia, correcao, representagao e
completude entre maquinas, estruturas e teorias de Turing sao demonstrados.
Nessa direcao, os resultados obtidos a respeito de propriedades tais como es-
tabilidade, absoluticidade, universalidade e logicidade enfatizam as potencia-
lidades da computabilidade modelo-tedrica de primeira ordem. Demonstra-se
que a logica subjacente as teorias de Turing é uma légica minimal intuicio-
nista, sendo capaz, inclusive, de internalizar um operador de negacao classico.
As técnicas formuladas nesta tese permitem, sobretudo, investigar a compu-
tabilidade de Turing em modelos nao-padrao da aritmética. Nesse contexto,
uma nova perspectiva acerca do fenomeno de Tennenbaum e uma avaliacao
critica da abordagem de Dershowitz e Gurevich da tese de Church-Turing
sao apresentadas. Como conseqiiéncia, postula-se um principio de interna-
lidade aritmética na computabilidade, segundo o qual o proprio conceito de
computacao ¢é relativo ao modelo aritmético em que as maquinas de Turing
operam. Assim, a tese unifica as caracterizacoes modelo-aritméticas do pro-
blema P versus NP existentes na literatura, revelando, por fim, uma barreira
modelo-aritmética para a possibilidade de solucao desse problema central
em complexidade computacional no que diz respeito a certos métodos. Em
sua totalidade, a tese sustenta que caracteristicas cruciais do conceito de
computacao podem ser vislumbradas a partir da dualidade entre finitude e

infinitude presente na distin¢ao entre niimeros naturais padrao e nao-padrao.
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ABSTRACT

This PhD thesis proposes a new approach to classical Turing computabi-
lity, called a model-theoretic approach. In that approach, structures and the-
ories are associated to Turing machines in order to study the characteristics
of their computations. A model-theoretic approach to Turing computability
through first-order logic is developed, and first results about correspondence,
soundness, representation and completeness among Turing machines, struc-
tures and theories are proved. In this line, the results about properties as
stability, absoluteness, universality and logicality emphasize the importance
of the model-theoretic standpoint. It is shown that the underlying logic of
Turing theories is a minimal intuicionistic logic, being able to internalize a
classical negation operator. The techniques obtained in the present disserta-
tion permit us to examine the Turing computability over nonstandard models
of arithmetic as well. In this context, a new perspective about Tennenbaum’s
phenomenon and a critical evaluation of Dershowitz and Gurevich’s account
on Church-Turing’s thesis are given. As a consequence, an arithmetic inter-
nality principle is postulated, according to which the concept of computation
itself is relative to the arithmetic model that Turing machines operate. In this
way, the dissertation unifies the existing model-arithmetic characterizations
of the P versus NP problem, leading, as a by-product, to a model-arithmetic
barrier to the solvability of that central problem in computational comple-
xity with respect to certain techniques. As a whole, the dissertation sustains
that crucial characteristics of the concept of computation may be unders-
tood from the duality between finiteness and infiniteness inherent within the

distinction between standard and nonstandard natural numbers.
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1. INTRODUCAO

Nothing can come of nothing.

William Shakespeare

A presente tese versa sobre os fundamentos da computacao. O estudo
desses fundamentos constitui o objeto da disciplina chamada teoria da com-
putabilidade. Conforme J. R. Shoenfield [Shoenfield(1993), p.1], uma com-
putacao é um processo que associa elementos de um conjunto de entradas
a elementos de um conjunto de saidas através de um algoritmo. Intuitiva-
mente, um algoritmo é uma seqiiéncia fixa e finita de regras mecanicas. O
objetivo principal da teoria da computabilidade é determinar matematica-
mente quais objetos podem ser especificados através de computagoes bem
como investigar suas propriedades e extensoes.

De acordo com R. I. Soare [Soare(1999)], os estudos em teoria da com-
putabilidade subdividem-se basicamente em trés grandes areas. A primeira
é a computabilidade cldssica, a qual estuda as fungoes computaveis e nao-
computaveis sobre os nimeros naturais. A segunda é a computabilidade or-
dinal, onde se investiga a computabilidade sobre ordinais transfinitos. A
terceira é a computabilidade de ordem superior, que se ocupa com as com-

putacoes na hierarquia dos tipos!.

I Referéncias atuais sobre os principais problemas em teoria da computabilidade po-
dem ser encontradas no Handbook of Computability Theory [Griffor(1999)]. Um apa-
nhado geral sobre a computabilidade cldssica pode ser encontrado em [Enderton(1977)].
Quanto & computabilidade ordinal, uma boa indicacao é [Soare(1977)]. No que respeita
a computabilidade de ordem superior, as principais técnicas podem ser encontradas em
[Kechris and Moschovakis(1977)].
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Esta tese restringir-se-4 a computabilidade classica, sem pressupor os
nimeros naturais como previamente dados. Mais especificamente, ela apre-
sentara uma abordagem do conceito de mdquina de Turing que permitira
investigar a influéncia da distin¢ao entre objetos finitdrios e infinitdrios no

universo das funcoes computéveis?.

1.1 Tematica

As investigagoes fundacionais sobre o conceito de computacao remontam ex-
plicitamente a palestra de D. Hilbert no Congresso Internacional dos Ma-
tematicos, proferida em agosto de 1900 em Paris. Nessa palestra, Hilbert
apresentou uma lista de problemas matematicos para o século XX, publicada
posteriormente em [Hilbert(1901)] na forma de 23 problemas. O segundo pro-
blema da lista hilbertiana sugeria a possibilidade de demonstracao finitaria da
consisténcia da aritmética. O décimo problema perguntava sobre a existéncia
de um algoritmo para decidir se toda equacao diofantina tem solucao. Obvi-
amente, para solucionar esses problemas, era necessario, antes, saber o que
é uma demonstracao finitdria e o que é um algoritmo. Em alguns trabalhos
[Hilbert(1900), Hilbert(1967)], Hilbert procurou esclarecer esses conceitos, e
ambos envolviam de alguma forma o conceito de computagao, mas nao era
totalmente claro o que Hilbert tinha em mente.

Em 1931, K. Godel publicou o artigo [Gédel(1931)] no qual propos defi-
nir parte do conceito de computabilidade em termos das funcoes recursivas
primitivas. Ao fazer isso, Godel conseguiu demonstrar seus dois famosos
teoremas da incompletude, provendo uma resposta negativa ao segundo pro-
blema de Hilbert. Em 1934, Godel [Godel(1986a)] apresentou uma aborda-

2 Nesta tese a distincdo entre objetos finitdrios e objetos infinitdrios é simplesmente
a distingdo entre conjuntos finitos e conjuntos infinitos. De forma alguma, ao fazermos
essa identificacdo, tencionamos dizer que a disting¢do original é imprecisa ou irrelevante.
Isso apenas indica que assumiremos a teoria dos conjuntos ZFC, e, desse modo, todas as

distingoes efetuadas nesta tese remontam-se a ZFC tal como apresentada, por exemplo,
em [Jech(2002)].
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gem das fungoes computaveis em geral, baseada em trabalhos de J. Herbrand
nao-publicados bem como no seu artigo [Herbrand(1931)]. Esse trabalho de
Godel foi aprimorado por S. K. Kleene [Kleene(1936)] e, desse modo, surgiu
a teoria das funcoes recursivas, uma das abordagens classicas das operacoes
computaveis.

Em 1933, A. Church apresentou sua abordagem das operagoes com-
putdveis no artigo [Church(1933)], chamada de lambda cdlculo, o qual
também fora desenvolvida por Kleene [Kleene(1935)]. A abordagem de
Church consistia na definicao de um sistema formal com regras de formacao
de termos e substituicao de termos que representam funcoes de forma abs-
trata. Com a formulagao do lambda cdlculo, Church [Church(1936)] conse-
guiu demonstrar que a verificacao da validade de uma féormula de primeira
ordem nao pode ser efetuada de forma algoritmica, problema este chamado
Entscheidungsproblem. Esse resultado foi um passo importante na direcao
da solucao negativa ao décimo problema de Hilbert, apresentada por Y. Ma-
tijasevic [Matijasevic(1970)].

Também em 1936, A. M. Turing [Turing(1936)] chegou a mesma conclusao
que Church com respeito ao Entscheidungsproblem, mas com uma aborda-
gem independente e diferente. Turing proveu uma andlise das operagoes
computaveis enquanto operacoes efetudveis por um ser humano ideal que
mecanicamente segue regras. A definicao formal desse dispositivo de com-
putacao passou a ser chamada de mdquinas de Turing. De acordo com Kleene
[Kleene(1994)], para a maioria dos contemporaneos de Turing, o conceito de
maquina de Turing apresentava os principios fundamentais da computabili-
dade. Essa perspectiva foi corroborada pelo préprio Turing [Turing(1937)]
em sua demonstracao de que as maquinas de Turing, apesar de sua simpli-
cidade, sao capazes de computar todas as fungoes recursivas e as funcgoes
definiveis no lambda célculo.

Historicamente, a computabilidade de Turing, enquanto estudo das

fungoes computaveis por maquinas de Turing, consolidou-se como a abor-
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dagem mais elementar da computabilidade. Para Soare [Soare(1996)] e Kle-
ene [Kleene(1994)], hd mais do que uma razao histérica para a escolha da
computabilidade de Turing como a abordagem fundamental da computacao,
existem duas razoes tedricas para isso: (1) as maquinas de Turing definem
toda a classe das fungoes computéveis que conhecemos, e (2) a andlise de
Turing constitui-se no modelo de computacao mais elementar que dispomos.
Por isso, esta tese tematizarda um conjunto de problemas associados a com-
putabilidade de Turing classica, e quando nos referirmos a computabilidade
estamos identificando-a com computabilidade de Turing - a menos que expli-

citemos outro modelo de computagao.

1.2 Problematica

Atualmente, um dos desdobramentos importantes da computabilidade via
maquinas de Turing é a complexidade computacional. Na teoria da
complexidade computacional estuda-se a complexidade das computacoes
de funcoes totars computaveis por maquinas de Turing no que res-
peita ao tempo de execucao e ao espaco utilizado em suas computacoes
[Arora and Barak(2009)]. Por diversas razoes, o principal problema em
aberto é saber se a classe das linguagens computaveis em tempo polinomial
por maquinas de Turing deterministas (P) e nao-deterministas (NP) é igual
ou diferente; tal problema é chamado problema P versus NP3.

De um ponto de vista estrito, a complexidade computacional constitui-se
em uma teoria desenvolvida independentemente da teoria da computabili-
dade. No entanto, tedricos como P. G. Odifreddi [Odifreddi(1992b)] e S. B.
Cooper [Cooper(2004)] consideram que as solugdes de problemas de comple-
xidade computacional que dependam de consideracoes sobre a computabili-
dade devem ser considerados como parte da teoria da computabilidade em

sentido lato. Um caso paradigmatico descoberto recentemente é a vinculacao

3 Cf. [Goldreich(2008)] para detalhes sobre os problemas de complexidade computacio-
nal.



1. Introducao 21

entre a complexidade das computacoes das maquinas de Turing e os modelos
nao-padrao da aritmética.

Os modelos nao-padrao da aritmética foram descobertos por S. Skolem
[Skolem(1922), Skolem.(1929), Skolem.(1934)] em formalizagdes da teoria dos
nimeros. A existéncia de tais modelos é um fenomeno légico abrangente
associado as propriedades das linguagens de primeira ordem. Devido as ca-
racteristicas infinitarias dos numeros nao-padrao, sabemos que os modelos
nao-padrao enumeraveis da aritmética tem um segmento inicial isomorfo aos
nimeros naturais padrao seguido por segmentos cuja ordem é isomorfa a
ordem nos numeros inteiros, os quais estao, por sua vez, densamente orde-
nados. Costumamos denotar esse tipo de ordem por w + (w* + w) - i, onde w
é a ordem dos numeros naturais padrao, w* é a ordem inversa de w, e n é a
ordem dos ntmeros racionais®.

Em 1982, J. Paris e C. Dimitracopoulos
[Paris and Dimitracopoulos(1982)] descobriram que a hierarquia das
férmulas aritméticas limitadas AON estd vinculada a definibilidade uniforme
da teoria completa de um modelo nao-padrao. Consequentemente, eles
demonstraram que P # NP se, e somente se, existirem dois modelos
nao-padrao enumeraveis da aritmética M; e M, que, apesar de serem
polinomialmente indistinguiveis por maquinas de Turing, nao sao elemen-
tarmente equivalentes. Na esteira de Paris e Dimitracopoulos, em 1990,
A. Maté [Maté(1990)] especificou quais as caracteristicas dos modelos
nao-padrao da aritmética que implicariam na diferenca entre a classe NP e
sua complementar coNP. Trata-se de algo bastante conhecido em teoria da
complexidade computacional que se NP # coNP entao P # NP. Em outras
palavras, a solugao de um problema modelo-tedrico da aritmética implicaria
na solucao do principal problema em complexidade computacional. Em
1995, C. Sureson [Sureson(1995)] mostrou que a solu¢do NP # coNP é de

fato equivalente as especificacoes propostas por Maté.

1 Cf. [Kaye(1991)] para mais informagoes sobre os modelos ndo-padrio da aritmética.
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Nesses trabalhos citados, todos consideram, em algum ponto de suas de-
monstracoes, computacoes de maquinas de Turing sobre niimeros nao-padrao.
No entanto, ninguém apresentou uma analise da computabilidade sobre tais
numeros. A estratégia adotada sempre foi usar formulas aritméticas que
definem computagoes de maquinas de Turing sobre niimeros naturais nao-
padrao, ao invés de considerar as computagoes de maquinas de Turing. Essa
estratégia foi suficiente para os propodsitos mencionados, mas algumas dividas
ficam em aberto.

Do ponto de vista da aritmética, os ntimeros nao-padrao podem ser re-
presentados como seqiiéncias bindrias finitas, mas, de um ponto de vista
metatedrico conjuntista, nds sabemos que essas seqiiéncias nao sao sufici-
entes para representar tais nimeros, em virtude de existir uma quantidade
nao-enumeravel de modelos nao-padrao enumeraveis da aritmética®. Ade-
mais, do ponto de vista da aritmética, um nimero natural nao-padrao é um
objeto finitario, mas de um ponto de vista metatedrico conjuntista, podemos

demonstrar que eles sao objetos infinitarios. Assim, cabe a pergunta:

P1: Quais seriam as caracteristicas da computabilidade de Turing sobre os

nimeros naturais nao-padrao?

Como dissemos acima, a descoberta da relacao entre a complexidade das
computacoes de maquinas de Turing e os modelos nao-padrao da aritmética
¢é surpreendente, porque em teoria da complexidade computacional estamos
interessados apenas em funcoes totais, ou seja, as computacoes consideradas
sao todas finitas. Isso significa que os problemas de complexidade computa-
cional sao problemas sobre objetos finitarios. No entanto, os trabalhos men-
cionados mostram que ao permitirmos a computabilidade sobre os niimeros
naturais nao-padrao, que sao elementos infinitarios de um modelo de uma
aritmética, podemos estabelecer vinculos entre a computabilidade e a com-

plexidade computacional. Portanto, a pergunta fundamental é esta:

5 Cf. [Kaye(1991), Cap. 1], para detalhes.
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P2: Como é possivel que problemas de complexidade computacional (que
tratam de objetos finitarios) estejam relacionados com problemas de

modelos aritméticos (que tratam de objetos infinitérios)?

Nesta tese, apresentaremos uma abordagem da computabilidade que pos-

sibilitara analisar esses problemas.

1.3 Proposta

Tendo em vista que nao ha um tratamento adequado dos problemas apre-
sentados na problematizacao, varias direcoes de pesquisa sao possiveis. No
universo dessas possibilidades, a proposta desta tese é definir uma abordagem
geral da computabilidade, denominada computabilidade modelo-teorica, que
permitira, em particular, investigar a influéncia da distin¢gao entre nimeros
naturais padrao e nao-padrao no conceito de computacao. A computabilidade

modelo-tedrica estd definida em termos dos seguintes passos metodologicos:

Primeiro passo: Dada uma classe qualquer de maquinas de Turing Mag, as-
sociamos uma classe de L-estruturas Mod, chamadas estruturas de Tu-
ring, e uma classe de L-teorias Teo, chamadas teorias de Turing, a
Mag, onde L é uma linguagem légica, por exemplo, uma linguagem de

primeira ordem, capaz de expressar propriedades de Magq.

Segundo passo: Investigamos a relacao entre maquinas, estruturas e teorias

de Turing, i.e., estudamos a relacao entre Maq, Mod e Teo.

A idéia de uma computabilidade modelo-tedrica estd inspirada na aborda-
gem modelo-téorica das classes de complexidade desenvolvida na area deno-
minada complezidade descritiva. A teoria descritiva da complexidade analisa
os problemas de complexidade computacional definiveis em sistemas logicos.

Dada uma classe de complexidade, a questao em complexidade descritiva é
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saber se existe um sistema légico que define essa classe®. Em contrapartida,
na abordagem modelo-tedrica que propomos, o estudo das maquinas de Tu-
ring através da formulacao de sistemas légicos é efetuado para os fins de
analise da computabilidade propriamente dita. Em termos diagramaticos,
podemos conceber o tipo de abordagem que estamos propondo do seguinte

modo:

Maquinas de Turing

Estruturas de Turing Teorias de Turing

Assim, dada uma maquina de Turing M com determinadas caracteristicas,
a questao em computabilidade modelo-tedrica é, primeiramente, saber se
existe uma maneira de associarmos estruturas e teorias a M e, caso exista,
também saber qual a relacao entre os trés conceitos: maquinas de Turing,
estruturas de Turing e teorias de Turing. Isso nao exclui a possibilidade de
efetuar caracterizacoes de problemas acerca da complexidade computacional;
tal estudo pode ser feito a posteriors.

Na revisao de literatura, apresentaremos um apanhado geral dos trabalhos
que podem ser considerados como antecessores da computabilidade modelo-
tedrica. Cabe destacar, todavia, que tanto quanto seja do conhecimento do
autor desta tese, a idéia de um estudo modelo-tedrico da computabilidade
tal como formulado aqui é original. A computabilidade modelo-tedrica foi
concebida pelo autor desta tese a partir de sua intuicao inicial de que seria
importante investigar a computabilidade em modelos da aritmética, fossem

eles padrao ou nao. Posteriormente, o autor concebeu que seria apropriado

6 Cf. [Immerman(1999)] e [Ebbinghaus and Flum(1999), p.119-164] para mais detalhes
e referéncias sobre a complexidade descritiva.
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considerar esse problema em um contexto geral. Dai surgiu a idéia de uma

computabilidade modelo-tedrica.

1.3.1 Objetivos

Em principio, qualquer modelo de computacao baseado em maéquinas de
Turing pode ser abordado em termos modelo-teéricos e, por isso, o es-
copo da computabilidade modelo-teérica é amplo’. Na presente tese nos
restringiremos a uma abordagem modelo-tedrica das méquinas de Turing
que possibilite um tratamento dos problemas mencionados na probleméatica
acerca da relacao entre complexidade computacional e modelos nao-padrao

da aritmética.

Objetivo geral da tese: Desenvolver uma abordagem modelo-tedrica das
maquinas de Turing que possibilite analisar a computabilidade sobre

os numeros naturais padrao ou nao.

As metas especificas elencadas abaixo contemplam conjuntamente esse

objetivo geral.

Primeiro objetivo especifico: Explicitar quais sao as caracteristicas da com-
putabilidade de Turing que podem ser analisadas com logica de primeira

ordem.

Segundo objetivo especifico: Examinar as computagoes de maquinas de Tu-

ring sobre niimeros naturais padrao e nao-padrao.

Terceiro objetivo especifico: Identificar a razao pela qual problemas de com-
plexidade computacional podem ser tratados através da construcao de

modelos aritméticos.

7 Como estd indicado na conclusdo desta tese, a idéia de uma computabilidade modelo-
téorica possibilita o tratamento de uma série de problemas em computabilidade.
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O primeiro objetivo especifico estda vinculado ao projeto geral de uma
computabilidade modelo-tedrica. O segundo trata especificamente da com-
putabilidade modelo-tedrica sobre niimeros nao-padrao. O terceiro aponta
para as motivagoes inicias desta tese, associadas a compreensao da relagao
entre complexidade computacional e modelos aritméticos. E importante en-
fatizar o carater fundacional do objetivo geral.

O programa de Hilbert tinha como meta principal mostrar que po-
derfamos justificar o uso de entidades infinitarias na matematica, usando
apenas métodos finitarios [Zach(2003)]. Como dissemos, a computabilidade
surgiu em decorréncia do programa de Hilbert. Por isso, nos primeiros tra-
balhos fundacionais em computabilidade, a relagao entre finitute e infinitude
era uma questao recorrente. Ora, de um ponto de vista de qualquer teoria de
primeira ordem finitaria que tenha axiomas para os nimeros naturais, tais
niumeros sao objetos finitarios, sejam eles nimeros padrao ou nao. De um
ponto de vista metatedrico conjuntista, a dualidade entre finitude e infinitude
estd presente na distingao entre nimeros padrao e nao-padrao, em virtude
de podermos demonstrar que cada nuimero natural nao-padrao é maior do
que qualquer numero natural padrao. Portanto, ao propormos um estudo da
computabilidade em modelos da aritmética de primeira ordem, em tultima
analise estamos propondo uma investigagao acerca da dualidade entre fini-
tude e infinitude no contexto da computabilidade. Em certo sentido, esta tese

propoe um retorno as preocupacoes originais da teoria da computabilidade.

1.3.2 Justificativa

A proposta de desenvolver uma abordagem modelo-tedrica da computabi-
lidade esta baseada na intuicao de que o estudo das maquinas de Turing
através da logica deve ser situado em um contexto amplo. Em particular,
a investigacao da computabilidade sobre niimeros naturais nao-padrao tem
uma relevancia patente, uma vez que trata de problemas em aberto que sao

considerados centrais na atualidade. Além disso, historicamente, a teoria da
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computabilidade tem desempenhado um papel importante no estudo dos mo-
delos aritméticos, mas pouco foi feito com relacao ao papel que tais modelos
podem ter para a teoria da computabilidade.

Para perceber a centralidade da computabilidade a compreensao dos mo-
delos aritméticos, basta considerar que a defini¢do de D. Scott [Scott(1962)]
dos conjuntos de Scott baseia-se na combinacao de técnicas da teoria da
computabilidade e teoria dos grafos. Na esteira do trabalho de Scott, H. Fri-
edman [Friedman(1973)] definiu as fungoes indicadoras, as quais identificam
segmentos iniciais computaveis dos modelos aritméticos. Usando as fungoes
indicadoras, J. Paris e L. Harrigton [Paris and Harrington(1977)] consegui-
ram demonstrar o resultado central em teoria dos modelos aritméticos, cha-
mado de teorema de Paris-Harrington®.

Entre os principais trabalhos que tentam estabelecer um vinculo entre
computabilidade e modelos aritméticos, devemos mencionar o artigo de G.
Kreisel [Kreisel(1965a)], no qual ele demonstra que a definibilidade invariante
sobre o modelo padrao da aritmética e a recursividade coincidem. O trabalho
de Kreisel mostra que a computabilidade pode ser estudada de um ponto de
vista modelo-tedrico®.

Para os fins de andlise da computabilidade, apenas M. M. Richter e M.
E. Szabo [Richter and Szabo(1983)] estudaram explicitamente algumas pro-
priedades de programas sobre os nimeros naturais nao-padrao. Mais tarde,
em [Richter and Szabo(1988)] Richter e Szabo investigaram a computagao
analogica a partir de computagoes sobre nimeros nao-padrao. No entanto,
seus trabalhos nao explicitam as caracteristicas da computabilidade sobre
os numeros naturais nao-padrao, o tnico resultado relevante nesse sentido é
uma demonstracao de que, ao efetuarmos certas generalizagoes sobre a pa-
rada de computagoes sobre niimeros nao-padrao, isso implica que toda funcao

recursiva parcial é total.

8 Cf. Kaye [Kaye(1991)] para mais detalhes sobre o uso da computabilidade na teoria
dos modelos aritméticos.
9 Cf. [Moschovakis(1969)] para mais referéncias sobre esse tema.
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Recentemente, P. H. Potgieter e E. E. Rosinger
[Potgieter and Rosinger(2008), Potgieter and Rosinger(2010)]  investiga-
ram a possibilidade de definicao de maquinas de Turing com entradas
nao-padrao, usando ultraprodutos. Entretanto, o foco de Potgieter e
Rosinger foi a construgao de modelos de hipercomputagao. Isso limitou
bastante a abordagem das méquinas de ultrafiltros definida pelos autores,
a qual nao apresenta resultados que permitam compreender a relacao entre
modelos aritméticos e complexidade computacional.

H&a também uma linha de pesquisa na qual se estuda os graus de Turing
dos modelos da aritmética. O grau de Turing de um modelo enumeravel
M da aritmética de Peano de primeira ordem é o grau de insolubilidade
do diagrama atomico de M. Os principais resultados nessa area podem ser
encontrados no artigo [McAllister(2004)] de A. M. McAllister. Os estudos dos
graus de Turing dos modelos nao-padrao da aritmética, todavia, também nao
explicam a relagao entre complexidade computacional e modelos nao-padrao
da aritmética.

Como mencionamos acima, os trabalhos de Paris, Dimitracopoulos,
Maté e Sureson mostram a importancia da computabilidade em modelos
aritméticos nao-padrao para a compreensao da complexidade computacio-
nal. Ainda nao existe um tratamento adequado sobre esse tema, a presente

tese constitui-se em uma tentativa de preencher essa lacuna.

1.3.3 Metodologia

Como desenvolver uma abordagem modelo-téorica da computabilidade de
Turing que seja capaz de contribuir para a compreensao da relagao entre
modelos aritméticos e complexidade computacional?

A estratégia sera definir uma linguagem de primeira ordem capaz de ex-
pressar fatos sobre as computacoes de maquinas de Turing. Assim, associa-
remos estruturas e teorias de primeira ordem as computagoes das maquinas

de Turing de modo que a representacao diagramatica entre maquinas, estru-
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turas e teorias de Turing que caracteriza a computabilidade modelo-tedrica
constitua-se em uma triplice correspondéncia com relagao as computagoes.
Consequentemente, poderemos verificar as caracteristicas da computabili-
dade de Turing, usando légica de primeira ordem.

Ao desenvolvermos a computabilidade modelo-téorica em légica de pri-
meira ordem, a existéncia de modelos nao-padrao das teorias de Turing sera
uma conseqiiéncia imediata. Escolheremos, portanto, uma apresentacao das
estruturas de Turing que seja semelhante a estrutura dos nimeros naturais,
a fim de podermos transferir as analises ja existentes na teoria dos modelos
aritméticos para o contexto dos modelos nao-padrao de teorias de Turing.
Uma vez que analisaremos a computabilidade sem pressupormos os niimeros
naturais padrao como dados, assumiremos desde o principio que o conceito
de finitude usado nas maquinas de Turing é relativo ao modelo aritmético
considerado.

Como disporemos de recursos modelo-tedricos para investigar as com-
putacoes em modelos aritméticos, poderemos explicitar as caracterizagoes
modelo-aritméticas de problemas em complexidade computacional, anali-
sando as caracteristicas da computabilidade sobre niimeros nao-padrao. Ba-
sicamente, a estratégia sera adaptar as técnicas de Paris, Dimitracopoulos,
Maté e Sureson, que usam férmulas aritméticas, para o contexto dos modelos

nao-padrao de teorias de Turing que definiremos nesta tese.

1.4 Revisao de literatura

Como dito na justificativa, no que tange a computabilidade sobre nimeros
naturais nao-padrao, pouco foi desenvolvido. Entretanto, existem trabalhos
que podemos considerar como antecessores da idéia de uma computabilidade
modelo-tedrica; no que se segue apresentamos uma descricao daqueles que
nos parecem ser amostras representavivas.

J& no artigo original de Turing [Turing(1936)] encontramos uma definigao
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de uma linguagem de primeira ordem com a capacidade de representar as con-
figuracoes de maquinas de Turing. Foi justamente a definicao de tal lingua-
gem que Turing usou para demonstrar a indecidibilidade da légica de primeira
ordem. Mais tarde, o seu aluno R. Gandy [Gandy(1980), Gandy(1988)] ge-
neralizou a linguagem de Turing para maquinas em geral; e nao apenas para
maquinas baseadas nas computacgoes humanas, tal como Turing o fez. Nesta
tese, apresentamos uma linguagem similar a apresentada por G. Boolos et alli
[Boolos et al.(2002)Boolos, Burgess, and Jeffrey, p.126-136], a qual resulta,
por sua vez, de um aprimoramento das linguagens definidas por Turing e
Gandy.

Boolos et alli [Boolos et al.(2002)Boolos, Burgess, and Jeffrey, p.126-136]
também esbogam uma estrutura, baseada nos niimeros inteiros, a qual repre-
senta em certo sentido a estrutura das maquinas de Turing. No entanto,
as definicoes das interpretacoes dos simbolos relacionais sao apresentadas
de modo intuitivo. J. Agudelo e W. Carnielli [Agudelo and Carnielli(2010)]
efetuaram alguns refinamentos no trabalho de Boolos et alli. Uma vez que
o proposito de Agudelo e Carnielli era a andlise da relagao entre maquinas
de Turing paraconsistentes e maquinas de Turing quanticas, eles também
nao definiram as condicoes de verdade das sentencas da linguagem de Boo-
los et alli. A abordagem de Agudelo e Carnielli consistiu em interpretar a
linguagem de Boolos et alli através da representabilidade numa axiomatica
associada a maquinas de Turing.

Um tipo de abordagem da computabilidade no qual as maquinas de Tu-
ring foram explicitamente tratadas em termos de estruturas de primeira or-
dem foi proposto por Y. Gurevich [Gurevich(2000)]. Em realidade, o trabalho
de Gurevich é uma generalizacao da nocao de maquina de Turing através do
conceito de maquina de estados-abstratos; as maquinas de Turing sao um
caso particular de maquinas de estados-abstratos. A idéia de Gurevich foi
considerar as configuragoes de uma maquina, o que ele chama de estados abs-

tratos, enquanto estruturas de primeira ordem e uma computacao enquanto
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um sistema dinamico de mudangas de estados abstratos. N. Dershowitz e Y.
Gurevich mostraram em [Dershowitz and Gurevich(2008)] que esse tipo de
abordagem permite apresentar uma axiomatizacao para o conceito de com-
putabilidade. Mais do que isso, Dershowitz e Gurevich propuseram uma
demonstracao das teses de Church e Turing a partir de uma axiomatica para
maquinas de estados-abstratos.

A proposta de Gurevich é relevante para muitas aplicagoes em ciéncia da
computacao, mas ela nao é adequada para analisarmos o papel da distingao
entre finitude e infinitude da computabilidade. Ademais, essa abordagem,
tal como estd, nao permite a definicao das condicoes de verdade de sentencas
de uma linguagem capaz de representar as configuragoes das maquinas de
Turing. Para isso, precisamos de interpretacoes dos simbolos relacionais usa-
dos para expressar fatos sobre as maquinas de Turing que, por um lado,
sejam fixas, mas, por outro, dependam da dinamica das computacoes de
uma maquina de Turing.

Existem muitas formulacoes abstratas das maquinas de Turing. Pode-
mos mencionar os trabalhos de A. Nerode!®, a abordagem de A. Gajardo e
J. Mazoyer [Gajardo and Mazoyer(2007)] via sistemas dinamicos, ou ainda
outras abordagens nas quais maquinas de Turing sao definidas enquanto
estruturas para fins diversos. Por exemplo, nos trabalhos de F. Cohen
[Cohen(1987), Cohen(1989)] sobre formalizagoes dos virus computacionais,
aparecem definicoes de maquinas de Turing em termos de estruturas, mas
nao de primeira ordem. Em complexidade descritiva [Immerman(1999)] ou
em teoria dos modelos finitos [Ebbinghaus and Flum(1999)] também encon-
tramos descricoes das operacoes das maquinas de Turing usando légica. Exis-
tem tantas possibilidades de formalizacao das maquinas de Turing através
da légica e possibilidades de extensoes que E. Steinhart em [Steinhart(2002)]
até tentou apresentar um tratamento sobre quais sao as abstracoes possiveis

das méquinas de Turing.

10 Cf. [Remmel and Crossley.(1993)]
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Ficara claro ao longo desta tese que estamos propondo algo bastante
diverso desses trabalhos prévios. A computabilidade modelo-tedrica nao ob-
jetiva apresentar abstragoes ou formalizagoes das maquinas de Turing. O
objetivo ¢ avaliar a relagao entre maquinas de Turing, estruturas de Turing
e teorias de Turing, a fim de compreender as caracteristicas da computabili-

dade e, por extensao, da complexidade computacional.

1.5 Resultados

No capitulo 2 a tese apresenta uma abordagem modelo-teérica da compu-
tabilidade em légica de primeira ordem. Inicialmente, uma interpretacao
fenomenoldgica da analise de Turing é proposta. As defini¢oes 2.3.2 de estru-
tura de Turing e 2.4.1 de teoria de Turing sao pontos cruciais do capitulo 2,
pois dessas definicoes derivam-se os seus principais resultados: os teoremas
2.3.1e2.5.2.

No capitulo 3 algumas caracteristicas da computabilidade sao analisadas
a partir de um ponto de vista modelo-tedrico. Nesse capitulo uma série de
resultados ¢ apresentada. Destacamos os seguintes resultados: 3.2.1, 3.3.2,
3.4.1, 3.4.2, 3.5.1 e 3.5.2. Esses resultados conjuntamente mostram a poten-
cialidade de uma abordagem modelo-tedrica para o estudo das caracteristicas
da computabilidade.

No capitulo 4 a computabilidade em modelos aritméticos nao-padrao é in-
vestigada. Nessa ocasiao, varios resultados acerca da computabilidade sobre
nimeros nao-padrao sao formulados e demonstrados, dentre os quais desta-
camos estes: 4.2.1, 4.2.1, 4.3.1, 4.3.2, 4.4.1, 4.4.2, 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3. Tais
resultados possibilitam uma explicacao para o problema P1 formulado nesta
tese. A existéncia de um principio de internalidade aritmética na computa-
bilidade ¢ descoberto em decorréncia disso, segundo o qual o proprio conceito
de computacao é relativo ao modelo aritmético em que as maquinas de Turing

operam
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No capitulo 5 sao formuladas caracterizagoes modelo-aritméticas global
e local do problema P versus NP. Os principais resultados desse capitulo
sao estes: 5.2.1, 5.3.1, 5.4.1, 5.4.2 e 5.5.2. Esses resultados indicam uma
barreira aritmética para a possibilidade de solugao do problema P versus
NP. Ademais, eles também possibilitam uma explicacao para o problema P2
formulado nesta tese.

As definigoes e resultados indicados aqui sao formulagoes originais do
autor desta tese. Quando algum resultado foi obtido de trabalhos prévios, as

referéncias estao indicadas ao longo da tese.



2. COMPUTABILIDADE MODELO-TEORICA CLASSICA
DE PRIMEIRA ORDEM

Am Anfang ist das Zeichen.
David Hilbert

Este capitulo formula as bases de uma abordagem modelo-tedrica da com-
putabilidade classica via légica de primeira ordem. Na secao 2.1, apresen-
tamos a andlise de Turing da computabilidade, interpretando-a enquanto
uma analise fenomenoldgica da computacao. Na secao 2.2, formalizamos
as maquinas de Turing classicas, i.e., maquinas de Turing que computam
fungoes sobre nimeros naturais. Na se¢ao 2.3, associamos estruturas de pri-
meira ordem as maquinas de Turing cléssicas. Na secao 2.4, definimos teorias
de primeira ordem para cada méaquina de Turing. Na segao 2.5, analisamos

a completude das teorias de Turing relativamente as estruturas de Turing.

2.1 A analise de Turing da computabilidade

Em 1936, A. M. Turing [Turing(1936)] definiu o modelo de computagao hoje
conhecido como mdquina de Turing. Para obter essa definicao, ele analisou
o que acontece quando uma pessoa calcula mecanicamente sobre uma folha
de papel. Turing [Turing(1936), p.249-252] constatou que alguns aspectos
desse fenomeno nao sao essenciais para sua mecanicidade; por exemplo, o
tamanho da folha e sua bidimensionalidade, o tamanho da letra, o tipo de
material usado para escrever, etc. A partir dessa andlise, Turing determinou

os componentes minimais que definem uma pessoa enquanto uma pessoa que
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efetua uma computacao:
1. Uma fita unidimensional linear dividida em celas;

2. Um cabecote conectado a fita com a capacidade de efetuar as seguintes
operagoes: (1) ler e escrever uma quantidade finita de simbolos nas
celas e (2) mover-se a direita ou a esquerda uma quantidade finita de

celas.

No que diz respeito ao processo enquanto um processo mecanico, Turing

concluiu que os componentes interagem da seguinte forma:

T1 O cabegote tem uma quantidade finita de estados internos;

T2 Para executar suas operagoes, o cabecote segue uma quantidade finita

de instrucoes ordenadas por seus estados internos;

T3 As instrugoes no cabegote determinam completamente as agoes efetu-

adas sobre as celas da fita em cada instante;

T4 Apenas um parcela finita da fita pode ser visualizada pelo cabecote em

cada instante.

Para Soare [Soare(1987), p.12] podemos dizer que o modelo intencionado
de uma maquina de Turing é uma estrutura na qual seu conjunto de
instrugoes estd dentro do cabecote da méaquina e a fita estd associada ao

cabegote da seguinte forma:

Cabegote

Fita  [o[si ] [ [ ]

Onde o nimero g dentro do cabecote indica o estado da maquina de

acordo com seu conjunto de instrucoes, e a seqiiéncia sys;5, sao os simbolos
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inscritos sobre a fita, sendo que a maquina no momento estd lendo o primeiro.
Os trés pontos a direita na fita indicam que ela ¢é ilimitada a direital.

Como mencionamos na introducao desta tese, Turing desenvolveu essa
analise do processo de computacao tendo em vista um dos problemas levan-
tados por D. Hilbert acerca da nocao de procedimento efetivo ou algoritmo.
Esse problema era chamado problema da decisao para a légica de primeira
ordem ou FEntscheidungsproblem e consistia em saber se existiria um algo-
ritmo para determinar quando uma féormula da légica de primeira ordem é
uma verdade logica. Por isso, a primeira aplicacao vislumbrada por Turing
de seu modelo de computacao consistiu justamente numa resposta negativa
a tal problema.

No mesmo ano, 1936, A. Church [Church(1936)] também demonstrou que
nao existe um algoritmo para determinar quando uma féormula de primeira
ordem é uma verdade l6gica. No entanto, para K. Godel [Godel(1986d)], a
demonstracao de Church nao era conclusiva porque ela estava baseada no
pressuposto de que todos os procedimentos efetivos podem ser formalizados
de acordo com o conceito de fungoes recursivas. Essa afirmagao foi chamada
por Kleene [Kleene(1943)] de tese de Church. Para Godel [Godel(1986d)],
somente o modelo de computacao de Turing apresentou a anédlise conclusiva
do conceito de algoritmo. Isso porque as restrigoes finitdarias associadas ao
conceito de algoritmo estao explicitamente definidas na andlise de Turing,
basta observar que todas as ac¢oes de uma méquina de Turing tem algum
limitante. Ademais, as maquinas de Turing sao um modelo de computacao
simples e intuitivo, o que garante, segundo Godel, a proficuidade da andlise
de Turing.

Contrariamente a Godel, E. Post [Post(1994)] sustentou que a andlise de
Turing nao é conclusiva, ela é apenas uma “andlise psicolégica do procedi-

mento mental envolvida no processo combinatério mateméatico” que possi-

! Na verdade, Soare representa a fita como sendo infinita em ambas as direcoes, mas
sabemos que basta uma unica diregdo [Lewis and Papadimitriou(1998), p.207-208].



2. Computabilidade modelo-tedrica classica de primeira ordem 38

bilita uma definicao mais precisa do conceito de algoritmo. No entanto, a
andlise de Turing depende de confirmagao empirica, sendo a verdade da tese
de Church uma questao de fato a ser testada constantemente.

Para R. Gandy [Gandy(1988)] e W. Sieg [Sieg(2002)], Post nao levou em
conta que a andlise de Turing tem dois passos que a distinguem, sobrema-
neira, da analise de Church. Primeiro, Turing definiu o conceito de computor,
a saber: um computor é um ser humano sem limitacoes de tempo e espago
que satisfaz as condigoes T'1 — T4. Segundo, Turing de fato demonstrou o

seguinte teorema:

Teorema de Turing: Se uma operacao ¢ efetivamente calculdvel por um com-

putor, entao ela é computavel por uma méaquina de Turing.

A tese de Turing consiste na afirmacao de que se uma funcao é efetiva-
mente calculavel, entao ela pode ser computada por uma maquina de Turing.
O enunciado da tese de Turing é mais forte do que o enunciado do teorema
de Turing, porque este se limita as operagoes calculaveis por um compu-
tor, ao passo que aquele afirma algo sobre operagoes computaveis em geral.
Como indicado também por R. I. Soare [Soare(1999)], a tese de Turing é
intensionalmente diferente da tese de Church pois trata de algoritmos em
geral enquanto a tese de Church refere-se aos algoritmos que podem ser re-
presentados através de fungoes numeéricas. A tese de Church é equivalente a
tese de Turing maodulo codificagao, ou seja, elas sao apenas extensionalmente
equivalentes.

O intrigante é que na demonstracao do teorema de Turing, ele ex-
plicitamente diz que seu argumento faria “um apelo direto a intuigao”
[Turing(1936), p.249]. Muitos trabalhos foram escritos discutindo se Turing
teria ou nao apresentado uma demonstracao, mas € incrivel que ninguém
tenha percebido que a anélise de Turing é uma andlise fenomenoldgica. Do
ponto de vista do autor desta tese, essa é a razao pela qual a andlise de

Turing é conclusiva com relagao ao conceito de computor.
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O método fenomenolégico foi formulado por E. Husserl em varios tra-
balhos, sobretudo, em [Husserl(1901(2008)), Husserl(1913(2008))]. Segundo
W. Stegmiiller [Stegmiiller(1976), 49-95], uma andlise fenomenoldgica con-
siste basicamente de trés passos: epoché, reducao eidética e reducao trans-
cendental. Na epoché suspendemos nossos juizos prévios acerca de um dado
fenomeno. Na reducdo eidética eliminamos os componentes nao essenciais
a compreensao do sentido de um fenomeno. Na reducao transcendental os
dados da consciéncia particular sao universalizados para uma consciéncia
transcendental pura, ou seja, esses dados sao transformados em um conceito
abstrato valido para qualquer ser humano.

Claramente, Turing efetuou uma anélise fenomenolégica do processo de
computacao. A epoché na andlise de Turing consistiu em suspender o juizo ao
olhar para uma pessoa que efetua acoes seguindo regras. A reducdo eidética
é visivel. A fita surge como uma abstracao da péagina sobre a qual uma
pessoa efetua a computacao, e Turing apresentou argumentos para mostrar
que varios aspectos sao inessenciais, exceto o fato de termos uma fita unidi-
mensional dividida em celas. O cabecgote é uma abstracao da pessoa lendo e
escrevendo simbolos sobre uma pagina. A limitacao na amplitude da visao
de uma pessoa expressa-se na forma da localidade da leitura do cabecote.
As instrugoes representam o procedimento que a pessoa segue ao efetuar
suas agoes, e os estados representam a memoria da pessoa que efetua a com-
putacao, ambos necessarios, pois sem memoria nao podemos seguir regras,
uma vez que nao temos outra maneira de saber em que estagio da computacao
nos encontramos. A reducao transcendental é justamente o argumento de que
qualquer pessoa chegard inevitavelmente ao conceito de maquina de Turing
quando analisar quais sao os componentes necessarios e suficientes para que
um fenomeno possa ser considerado um procedimento computavel.

Compreender a andlise de Turing enquanto uma espécie de analise feno-
menoldgica explica sua aceitacao. Ela é intuitiva porque uma anéalise fenome-

nolégica baseia-se em nossas intuigoes associadas a uma dada experiéncia, no
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caso em questao nossa experiéncia de efetuar procedimentos mecanicos. Ela
é simples porque uma andlise fenomenoldgica reduz nossa compreensao do
fenomeno estudado ao essencial e tem, portanto, um cunho transcendental.
Esse aspecto transcendental é o que garante a equivaléncia entre computores
e maquinas de Turing.

Neste capitulo mostraremos como o conceito de mdquina de Turing pode
ser tratado em linguagens de primeira ordem. Em especial, veremos que a
distingcao entre finitude e infinitude estd presente na anélise fenomenoldgica
de Turing, sendo, em certo sentido, a insolubilidade do problema da decisao
uma conseqiiéncia das limitagoes finitarias das maquinas de Turing. Esse
sera o primeiro resultado que exibe as potencialidades de uma abordagem

modelo-tedrica da computabilidade classica.

2.2 Maquinas de Turing

Existem varias maneiras de formalizar o conceito de maquina de Turing,
porque isso depende de diversos fatores, sobretudo, o universo de objetos
considerados e a representacao desses objetos como entradas e saidas nas
maquinas de Turing. Em conformidade com as praticas usuais em teoria de

computabilidade?, nesta tese adotaremos as seguintes convencoes:

Convencao sobre o universo: Restringiremos, sem perda de generalidade,
a computabilidade as funcgoes definidas sobre os nimeros naturais

(padrao ou nao), as quais chamaremos de fun¢oes numéricas.

Convencao sobre a representacao: Usaremos, sem perda de generalidade, a
representa¢ao bindria dos nimeros naturais (padrao ou nao) nas

maquinas de Turing.

Note a énfase de que essas convencoes nao implicam em perda de genera-

lidade. A restricao as operacoes numéricas é indcua porque toda seqiiéncia fi-

2 [Odifreddi(1992b), Cooper(2004)]
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nita de simbolos pode ser representada de forma efetiva como uma seqiiéncia
finita de numeros naturais e, portanto, toda operagao sobre simbolos ar-
bitrarios pode ser considerada como uma operacao numérica. Ja a repre-
sentacao binaria dos niimeros naturais também pode ser feita de forma efetiva
e, por conseguinte, nao implica em alteracoes na classe das fungoes numéricas

estudadas?®.

Observacao 2.2.1. Nas convencoes sobre o universo e a representa¢ao jd
ocorre uma instancia metateorica do conceito de finitude. No capitulo 4,
veremos que a noc¢do de finitude usada em computabilidade deve sempre ser

relativa ao modelo aritmético fixado.

Devido a observacao a 2.2.1, precisamos de algumas defini¢oes adicionais.
Considere o conjunto de simbolos aritméticos usuais {0, 1, +, X, <} como a
assinatura aritmética. A estrutura intencionada da assinatura aritmética é
o sistema dos miumeros naturais N, cujo dominio sao os nimeros naturais
N ={0,1,2,3,...}, os elementos designados sao o nimero 0 e o nimero 1, as
operacoes sao a adicao + e a multiplicacao X, e a relagao é a ordem estrita
<. A aritmética de primeira ordem completa, ou simplesmente aritmética,
¢ o conjunto de todas as sentencas da linguagem gerada pela assinatura
aritmética que sao verdadeiras no sistema dos niimeros naturais; denotamos
essa teoria por Th(N). O modelo aritmético padrao de Th(N) é N, qualquer
outro modelo de Th(N) que nao seja isomoérfico a N é chamado de modelo
aritmético nao-padrao. No capitulo 4, apresentaremos uma discussao um
pouco mais detalhada sobre essas definicoes, por hora basta apenas fixa-las.

Feito isso, definiremos maquinas de Turing como fung¢oes, na mesma linha de

H. B. Enderton [Enderton(1977), p.531].
Definicao 2.2.1. Seja M um modelo aritmético. Uma Maquina de Turing

¢ uma funcao M tal que, para algum n € dom(M) com n > 0,

dom(M) € {0,1,...,n} x{0,1,2},
3 [Boolos et al.(2002)Boolos, Burgess, and Jeffrey, p.12-14]
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cod(M) C{0,1,...,n} x{0,1,2} X {«,>},
Onde:

1. Os elementos do primeiro fator de dom(M) e cod(M) sao os estados de

M, sendo O o estado inicial e n o estado final;

2. Os elementos do sequndo fator de dom(M) e cod(M) sao os simbolos

de M, sendo O o simbolo zero, 1 o simbolo um, e 2 o simbolo branco,

3. Os elementos do terceiro fator de cod(M) sao os movimentos de M,

sendo <« 0 movimento a esquerda e > o movimento a direita.

As quintuplas em M sdo chamadas instrugoes da mdquina de Turing.

Intuitivamente, uma instrucao da forma (g, s, p,r,<) significa que a
maquina ao estar no estado ¢, lendo o simbolo s, muda para o estado p,
escreve o simbolo r no lugar de s e movimenta-se uma cela a esquerda. Se a
maquina estiver no comeco da fita, ela fica na mesma cela.

Uma méaquina de Turing é um objeto que efetua computacoes. Essas
computacoes sao, por sua vez, transicoes entre configuragoes da méquina.
A partir da definicao formal de maquina de Turing 2.2.1, também podemos
definir formalmente suas computacoes, mas agora na linha de R. 1. Soare
[Soare(1987), p.12].

Definigao 2.2.2. Seja M um modelo aritmético, M uma maquina de Turing
com estados em {0, 1,...,n} e {0,1,2}* o conjunto de todas as seqiiéncia fini-
tas, no sentido de M, formadas por simbolos de M. Assim, uma computacao
de M com entrada §= si,..., s, €1{0,1,2}* € uma seqiiéncia parcial ou total
Cf:,l s dom(M) — {0,1,2}* x{0,1,...,n} X {0,1,2}* definida em dom(M) da

sequinte forma:

1. CL(O) =(,0,(2,2,81,...,52,2,2)). Essa seqiiencia ¢ chamada de con-

figuracao inicial de M*.

4 Os simbolos brancos “22” antes e depois da entrada si,...,s, Sa0 necessirios para
delimitar o comeco e o final da entrada, pois o simbolo branco ‘2’ pode ocorrer em s, ..., $;.
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2. Se Cj:,l(i) = ((ay,...,ar),q,(by,...,b)) e M(q,by) estd definida, entao
Cf",l(i + 1) também estd definida, ¢ chamada configuracao instantanea

de M no passo i+ 1, e tem a sequinte forma:

(a) Cf:,l(i+ D = (ai,...,a8),p,(by,...,b)) se M(q,by) = (p,s,») ¢

(b2"~'9bl) # ®7'
(b) C}D(l-i_l) = ((al""’ak’ S)’paz) se M(C[,bl) = (p’ Sa[>) € (bZ" "’bl) =
Q,

(C) C;D(l + 1) = ((alv .. "ak—l),p’ (ak, s, bZ,' .. ,bl)) se M(Qabl) = (p, s, <)
e(ay,...,a;) #Q;

(d) Cf:,,(i+1) = (@, p,(s,bs,...,b)) se M(q,by) = (p,s,<) e(ay,...,a;) =
Q.

3. Se Cj;(i) = ((ai,...,a),q,(b1,...,b)) e M(q,by) nao estd definida,
entao Ci;(j) nao estda definida para todo j > i. Nesse caso, C,‘:,I(i) €
chamada de configuracao final de M e C;‘; € dita uma computacao de

i + 1 passos.

Dada uma configuracdo Cf;(i) = ((ay,..-,a),q,(b1,...,b)), o simbolo by €
chamado de simbolo corrente e a sequéncia de simbolos (2,2,c¢y,...,¢1,2,2)

com cj €{ay,...,axby,...,b} é chamada de conteido da fita.

Para D. Barker-Plummer [Barker-Plummer(2004)], o modelo intencio-
nado de uma maquina de Turing nao tem um papel explicito na definigao
das maquinas de Turing, porque podemos definir uma computagao apenas
em termos de simbolos e estados, sem fazermos referéncia aos conceitos de
fita ou cabecote. Na visao de Barker-Plummer, o modelo intencionado tem
uma importancia apenas histérica. Na definigao 2.2.2 fica claro que essa
afirmacao ¢é inapropriada, pois as seqiiéncias de simbolos em uma confi-
guracao estao definidas a partir da estrutura intencionada da fita e a mu-

danca de simbolo corrente representa os deslocamentos do cabecote. O que
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possibilitou a afirmagao de Barker-Plummer foi o fato de que aparentemente
podemos definir as configuracoes desconsiderando as caracteristicas da fita,
mas as clausulas 2b e 2d da definicao 2.2.2 mostram que isso nao é verdade.

Em uma abordagem modelo-tedrica da computabilidade, seremos capazes
de representar o modelo intencionado de uma maquina de Turing mediante
estruturas de primeira ordem. Antes disso, precisamos definir quando uma

maquina de Turing computa uma fungao numérica.

Convencao sobre a parada de uma maquina de Turing : Uma maquina de
Turing M pdra para a entrada § € {0,1,2})" se, e somente se,
a computagao Cf; de M com entrada § tem uma configuracio fi-
nal; caso contrario, M ndo pdra. Se M péara para §, escrevemos
M[5] |, mas se a maquina M nao péra, escrevemos M[5] T. Ade-
mais, escrevemos M[§] = 7 com 7 = ry,...,rp € {0,1,2} para
indicar que M péra para § em uma configuracao final Cj;(i) =
(ai,...;a0),n,(2,2,1r1,...,1,2,2,bp3,...,bij)), onde n é o estado final
de M, e, nesse caso, dizemos que 7 é a saida de C]S:l. Em algumas
ocasioes, quando nao houver risco de confusao, escreveremos simples-
mente M[a] = b para indicar que a maquina de Turing M tendo como
entrada a representacao binaria de a gera como saida a representagao

binaria de b.

Definigao 2.2.3. Seja M um modelo aritmético e m a representa¢dao bindria
do numero natural m € dom(M). Uma mdquina de Turing M computa
a fungao numérica (parcial) f : dom(M)" — dom(M) quando, para todo

Xlyeoes Xyl
e f(x,,...,x,) =y se, e somente se, M[22x,2x,2---2x 22] =y,
o f(x,,...,x ) nao estd definida se, e somente se, M[5] 7.

Uma fungao € Turing computavel quando existe uma madquina que a computa.
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Com essa tltima defini¢ao, concluimos a formalizagao das maquinas de
Turing suficiente para os propdsitos desta tese. Como trataremos de funcoes
numéricas definidas sobre modelos aritméticos padrao ou nao, convenciona-
mos distingui-las entre padrdo e nao-padrdao, conforme seja necessario deter-
minar, respectivamente, que uma funcao toma como entrada apenas niimeros

naturais padrao ou pode também abranger os nimeros naturais nao-padrao.

2.3 Estruturas de Turing

Na secao anterior apresentamos uma formalizacao do conceito de maquina
de Turing, agora definiremos uma linguagem capaz de expressar fatos sobre
maquinas de Turing. Na seqiiéncia mostraremos como associar estruturas de

Turing a méaquinas de Turing.

Definicao 2.3.1. Seja M um modelo aritmético e M uma mdquina de Turing
definida em M. A assinatura de Turing € a assinatura S = {n : n € dom(M)}U
{(+1,-1,<,H,T}, cujos simbolos sao, respectivamente, as constantes n para
cada nuimero natural n € dom(M), os simbolos funcionais undrios para as
fungdes sucessor e predecessor (truncada), o simbolo relacional bindrio para
a relacao de ordem, os simbolos relacionais terndrios para o cabecote e a
fita. A linguagem de Turing £ ¢ a linguagem de primeira ordem gerada por
S. Em particular, a linguagem de Turing restrita é a linguagem de primeira

ordem gerada pela assinatura {n : n € dom(M)} U {+1, -1, <}.

Pressuporemos todas as nogoes sintaticas tal como definidas em
[Hinman(2005)]. Em particular, denotaremos a rela¢io de demonstrabili-
dade classica por +. Por simplicidade, escreveremos n e —n como abreviagoes
do termo 0 seguido, respectivamente, por n aplicacoes de +1 e —1; em par-
ticular, chamaremos de numerais os termos da forma n, ou seja, 0 seguindo
por n aplicagoes de +1. Dado um modelo aritmético M, assumiremos que,
para todo numero natural padrao n em dom(M), n é justamente o numeral

n.
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Em uma abordagem modelo-tedrica da computabilidade, atribuimos sig-
nificado aos simbolos da linguagem de Turing através da associacao de uma
S-estrutura a cada maquina de Turing, tendo como parametro uma entrada.
Tomar como parametro uma determinada entrada é importante para anali-

sarmos as computagoes das maquinas de Turing.

Definigao 2.3.2. Seja M um modelo aritmético e M uma mdquina de Turing
definida em M. Uma estrutura de Turing associada a mdquina de Turing
M com entrada § = s1,...,s, € uma S-estrutura de primeira ordem fﬂi,l =

(dom(F), A0 Yucdomomy +170, =155, <P, HAu, TH) onde:
1. a’om(ﬂ‘L) = dom(M);
2. Qﬂ}; ¢ o numero n em dom(M), para cada n € S;
3. +1%% é a fungao sucessor sobre dom(M);
4. 1™ éa fungao predecessor (truncada) sobre dom(M);
5 <M éa relacao de ordem estrita sobre dom(M);
6. H™ e T™ sio as menores relacoes em dom(M)? tais que:

e (0,0,00 € H™, (2,0,00 € T™,(2,1,0) € T%,(s,2,0) €
T, .. (spyn+1,0) € T, (2,n +2,0) € T, (2,n +3,0) € T
e, para todo y >n+3, (2,y,0) € T ;

e Se(q,e,t) € Hﬂil, (s,e,t) € T e (g,s,p,r,») € M, entao (p,e +
I,t+1) € Hﬂz, (re,t+1) e T e (¥,c,t+1) € T para todo ¢
tal que c £ e e (r,c,t) € TﬂL;

o Se (q,e,t) € Hﬂfw, (s,e,t) € T e (g,s,p,r,<) € M, entao (p,e —
IL,t+1) € Hﬂfvf, (re,t+1) e T e (¥,c,t + 1) € T para todo ¢

tal que c £ e e (', c,t) € T,
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Dada uma tripla (g, e,t) € H% e uma tripla (s,e,t) € T chamamos q de
estado, s de simbolo, e de cela e t de instante. O conjunto de todas as celas

¢ chamado espaco e o conjunto de todos os instantes é chamado tempo®.

Doravante, pressuporemos nas definicoes de maquinas de Turing um mo-
delo aritmético M previamente fixado, mencionando-o apenas quando for
relevante. Ademais, quando for necessério distinguir estados, simbolos, celas
e instantes e nao houver risco de confusao, convencionaremos usar as letras
q e p para denotar constantes que nomeiam estados, s e r para denotar cons-
tantes que nomeiam simbolos, e e ¢ para denotar constantes que nomeiam
celas, t e u para denotar constantes que nomeiam instantes. Em especial, a
letra n em férmulas da forma H(n,e,t) sempre designara o estado final da

maquina de Turing em questao.

Observacao 2.3.1. Poderiamos facilmente apresentar uma definicao mais
geral do que 2.3.2, na qual estruturas de Turing estariam associadas a
mdquinas de Turing M sem depender da entrada. Uma vez que podemos
listar e ordenar as entradas, por exemplo, em ordem lexicogrdfica, bastaria
definir as relagoes cabecote e fita como relagoes quaterndrias H(q,e,t,i) e
T(s,e,t,i) onde o parametro i especificaria a entrada considerada na lista.
Esse expediente € necessdrio, pois, caso contrdrio, poderia haver conflito na
aplicacao das instrucoes. Na medida em que estamos interessados apenas

nas caracteristicas das computagoes, nao precisamos de tanta generalidade.

Quando nao houver risco de confusao, os superescritos nos componentes
de uma estrutura de Turing serao omitidos. Assim, denotaremos uma estru-
tura de Turing ﬂi,l por (dom(A;)), {nhem, +1, -1, <, H, T). Também pressupo-

remos as definicoes de todas as nogoes semanticas tal como apresentadas em

5 Note que poderiamos apresentar uma estrutura de Turing enquanto uma estrutura
de primeira ordem quadrisortida, a fim de efetuar essa distingao entre estados, simbolos,
espago e tempo. No entanto, sabemos que a expressividade da légica polisortida é igual a
expressividade da légica de primeira ordem, entao isso seria uma complicagao desnecessaria
[Hodges(2005), p.202-206].
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[Hinman(2005)]. Em particular, denotaremos a relacao de satisfatibilidade
classica por E.

O resultado abaixo apresenta a primeira justificativa técnica para o de-
senvolvimento da computabilidade modelo-teérica. Ele expressa a relagao
entre maquinas de Turing e estruturas de Turing que precisamos para os fins

de analise das computagoes em modelos aritméticos.

Definicao 2.3.3. Seja M uma mdquina de Turing. Uma L-formula

o(xy,...,x,) corresponde a configura¢ao C]S:l(t) da computagao Cfl quando
ﬂ‘,‘; EQ(ri,....1,q,1,...,1h,e,e+1,...,e+k+m—1,1) se, e somente se,

Ci/[(l‘) = ((rl,...,rk),q,(l’i,.--,l”;,,))-

Dizemos que uma configura¢ao C[S:,I(t) ¢ correspondivel na linguagem de Tu-

ring L quando existe uma formula de L que corresponde a Cf:,l(t).

Teorema 2.3.1 (Correspondéncia). Seja M um modelo aritmético, M uma
mdquina de Turing definida em M, e Cyy uma computacao de M. Entao

toda configuragcao em Cj; € correspondivel na linguagem de Turing L.

Demonstracdo. A demonstracao é por indugao sobre os passos de C 5:4, inter-
namente em M. No passo 0, Cfl(O) =(,1,(2,2,51,...,5:,2,2)). Nesse caso,
a férmula H(1,0,0) AT(2,0,00 AT12,1,0) AT(s51,2,00A---AT(s,,n+1,0) A
T2,n+2,0ATQ2,n+3,00AVy(n+3 <y — T(2,y,0)) de L interna em M
corresponde a configuracao C ;(O).

Suponha que para todos os passos menores do que ¢t a maquina M estd

definida e no passo t a formula ¢(ry, ..., 7%, q, 7|, .. ., 1y, e,e+1, ... et+tk+m—1,1)
interna em M corresponde a configuragao Cj:,[(t) =((r1s o105 g, (1], .o s 1))

A definicao 2.2.2 estabelece que temos quatro casos a considerar, conforme
M(q, 1)) esteja definida - caso M(q, r}) nao esteja definida, entao a hipétese de
indugao ja garante o resultado. Ou M(q,r}) = (p,s,<) ou M(q,r) = (p’, s',»)

no passo t (possivelmente p = p’ e s = 5').
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Considere o primeiro caso. Assim, existem duas possibilidades ou
(riy...,rp) = @ ou (r,...,rr) # ©. Analisaremos o primeiro sub-
caso - o outro subcaso é analogo. Por hipdtese de inducao, &Zlil F
Oty sl @ Tys e s Fppese + 1,...,e + k+m—1,1) e, por definicao de es-
trutura de Turing, fﬂ‘;[ FEH(qge+k, ) ANT(ri,e,t) AT(ra,e+ 1, ) A--- AT (1, e+
k=1L,OANT(@r,e+k,)ANT(r),e+k+1,)A---AT(r),e+k+m—1,1) AVy(-y =
eNyxe+lAN---A-yxe+k+m—1—-T(2,y,t). Consequentemente, ﬂj; E
O(riy o 1 q 1y s e, e+ 1, o etk+m—1,1) & H(g,e+k,)) ANT(ry,e,1) A
T(ry,e+1,ON---AT(ri,e+k=1, AT (r},e+k, AT (1}, e+k+1,0)A---AT (1, e+
k+m—-1,0)AVy(my = eA-yxe+]1A---A-y=e+k+m—1—> T(2,y,1)). Como
M(q, 1)) = (p, 5,9), segue-se que (p,e+k—1,1+1) € H" e (s,e+k,t+1) € T .
Assim, ?I‘;, FEH(p,e+k—1,t+ D)AT(r1,e,t+ )AT(ry, e+ 1, t+ )N AT (ry, e+k—
L1+ DAT (s, e+k, t+ 1)) AT (v}, e+k+1,t+ )N - -AT (1}, e+k+m—1, 1+ 1) AVy(-y =
eNe+1AN---ANyrme+k+m—-1—-T(2,y,1)), o que acontece se, e apenas
se, Cj:l(t +1) =((r,....1-1), s (i, 8,75, ..., 17,)) €, € somente se, a sentencga
O, e T QT pese+ 1, e+ k+m—1,0)[q/p, 7, /s, t/t + 1], na qual
substituimos simultaneamente g, 7}, por p,s,t+ 1, é verdadeira em ?lil.

No segundo caso, M(q,r}) = (p’,s’,»), também existem dois subcasos:
ou (ry,...,1) = @ou (ry,...,1r) # @. Argumentando de forma similar ao
paragrafo anterior, nao é dificil constatarmos que a configuracao C]S:I(t +1)

também serd correspondivel em ambos subcasos. |

Observacao 2.3.2. A demonstracao do teorema da correspodéncia usa
indugao interna em um modelo aritmético M previamente fixado por duas
razoes: (1) as computagoes de maquinas de Turing estio definidas interna-
mente em M; (2) o principio de indugao vale apenas internamente em M,
pois externamente M ndao é bem-ordenado - wvale lembrar que a ordem de

modelos aritméticos enumerdveis nao-padrao € w + (W* + w) - 1.

Observacao 2.3.3. O teorema da correspondéncia mostra que uma formula
¢ da forma H(x,y +k, ) ATy, D AT,y + L) A AT,y +k—1,2) A
T (Vir1, Y+, DAT Wiy, Y+ 1, DA AT (Viy, YHk+m—=1, DAVW(=w = yA—W =
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y+1lA---A-w=xy+k+m—-1->TQ2,w,z2)) sempre é equivalente a qualquer
formula que corresponde a configura¢ao C;I(t) = ((r1y. 1), q, (r]s . 1)
quando substituimos z por t, x por q e assim por diante em ¢. Por isso,
podemos univocamente denominar tal formula ¢ de a formula correspondente

a configuracao C}fl(t).

Cabe observar que a demonstracao do teorema da correspondéncia apre-
sentada acima se trata de um argumento similar aquele usado por S. A. Cook

[Cook(1971)] na demonstragao do conhecido Teorema de Cook.

2.4 Teorias de Turing

Na secao anterior, associamos estruturas de primeira ordem as maquinas
de Turing, agora associaremos teorias de primeira ordem. Antes de tudo,
precisamos de um esquema de axioma que identifique os numerais com as
constantes que denotam nitimeros naturais padrao, pois estamos usando im-

plicitamente esssa convengao:

(A0) Dado um modelo aritmético M, para cada nimero natural padrao n €

M, n =~ n.

Também precisamos de um axioma que expresse as propriedades basicas
da ordem dos estados, simbolos, celas e instantes, os quais foram identificados
com os elementos de um modelo aritmético previamente fixado. O primeiro

axioma nessa direcao é o seguinte:

(A1) Vx=(x < ) AVXVWZ(Xx < yAY <z > x <D AVYWz(x <yVxxyVy<
DAVXO0<xVOxx) AVXxIVY(x <zA(x<y—>27<yVz=Yy))°

Embora cada maquina de Turing tenha uma quantidade de estados e

simbolos finita, a quantidade de estados pode variar de uma maquina para

6 Note que tal z é tinico, devido & tricotomia.
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outra, ou seja, ela é potencialmente infinita; o mesmo também vale para
a quantidade de celas e instantes usados nas computacoes. Disso decorre
a possibilidade de identificd-los com os nimeros naturais. O axioma Al
expressa que os estados, simbolos, celas e instantes em maquinas de Turing
estao linearmente ordenados, conforme uma ordem estrita e discreta com
minimo e sem maximo, tal como os niimeros naturais.

Além do axioma Al, precisamos de um axioma que represente o compor-
tamento das fungdes sucessor e predecessor (truncada) sobre a ordem estrita
nos numeros naturais. Como dito acima, os estados, simbolos, celas e ins-
tantes estao representados pelos niimeros naturais nas estruturas de Turing

e, mais uma vez, isso explica a naturalidade do préximo axioma:

(A2) Vx=x+1 =~ OAVAYy(x+1 2 y+1 5 x =~ y)A0-1 2 0AVx((x+1)-1 =
XN)AVXVY(x <y+ 1o x<yVvVizy)

Ainda no que se refere aos axiomas relativos aos estados, simbolos, celas
e instantes enquanto representados por nuimeros naturais nas estruturas de
Turing, assumiremos todas as instancias do principio de inducao para as

formulas ¢ da linguagem de Turing £:

(A3) (#(0,%) AVy(@(y, X) = ¢(y + 1, X)) = Vzd(z, X)

Como veremos logo abaixo, o esquema de axioma A3 nos permitira obter
um resultado de completude entre teorias de Turing e estruturas de Turing.
Além desse resultado, no capitulo 4 veremos que existe uma evidéncia técnica,
associada a nao-expressabilidade dos nimeros em linguagens de Turing, que
mostra que o principio de indugao deve ser inserido em teorias de Turing.

Agora passamos aos axiomas que especificam caracteristicas peculiares
as maquinas de Turing. O primeiro desses axiomas expressa propriedades
relacionadas ao fato de que maquinas de Turing sao funcoes de estados e
simbolos para estados, simbolos e movimentos, bem como as demais con-

vencgoes subjacentes nas definigoes 2.2.1 e 2.2.2:
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(A4) YWxYWz((T(0,y,2) VT (1,3, 2) VT2, 3, 2) AT, 3,2 AT(x,y,2) = v =
XNAVYYWZ(T (x,y,2) = x <2V x = 2) AVXVYVZVVWW((H(x,y,2) A(=v =
xV-w=y) — HW,w,2) AVWVYWVYW(H(n,y,2) AT(v, x,2) Az <
w) = (Hn,y,w) AT(v,x,w))) ANVxVyVz(H(x,y,2) = x<nV x = n)

A primeira propriedade que A4 expressa é que cada cela de uma maquina
de Turing tem um, e apenas um, simbolo em cada instante e eles podem
ser apenas o simbolo zero, um ou vazio. A segunda é que uma maquina de
Turing pode estar em unico estado, em uma tunica cela, em cada instante e
depois que ela entra no estado final nada mais acontence. Os proximos dois

axiomas representam as instrucoes das maquinas de Turing:

(A5) YWz(H(q,y,2) NT(s,y,2) = H(p,y+ L, z+ DAT(r,y,z+ 1) AVWx(=v ~
y— (T(x,y,z2) & T(x,v,z+ 1)) se (¢, s, p,r,») € M.

(A6) YWz(H(q,y,2) AT(s,y,2) = H(p,y— 1,2+ ) AT(r,y, 2+ 1) AVWx(-v =
y— (T(x,y,2) © T(x,v,z+1)))) se (g,s,p,r,<) € M.

Note que A5 e A6 sao em realidade esquemas de axiomas, i.e., eles sao
férmulas que representam varias instancias de axiomas, uma para cada tipo
de instrucao da maquina M. Além disso, cabe observar que A5 e A6 sao
apresentados somente na medida em que fixamos uma maquina de Turing
M. A sentenca YwWx(-v =~ y = (T(x,y,z) & T(x,v,z+ 1))) em A5 e A6
expressa que as instrugoes agem sempre localmente, ou seja, uma instrucao
altera apenas uma tnica cela em cada passo da computagao.

Como estamos interessados nas computacoes das maquinas de Turing,
ainda precisamos de um axioma que especifique qual é a entrada da com-
putacao considerada. Digamos que seja a computacao C]S;] da maquina M
com § = s1,...,58, definida no modelo aritmético M. Nesse caso, o axioma

abaixo representa a configuragao inicial da computagao em questao:

(A7) H(,0,00)AT(2,0,0) AT(2,1,0)AT(s1, L,O)A---AT(s,,n+1,0)AT(2,n+
2,0O0NTR2,n+3,0) AVy(n+3<y—T(2,y,0)), para n € M.
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Observacgao 2.4.1. Note que o axioma A7 €, internamente em M, equi-

Sn

valente a formula correspondente a configuragdo inicial de Cy; ™, conforme
estabelecido na observacao 2.3.3. Mais do que isso, o axioma A7 esta definido
apenas internamente em M, pois, quando n € M — N, AT é externamente
uma formula infinita, o que significa que de fato A7 € uma formula interna

em M.

Isso completa a descricao do modo como associamos teorias de primeira

ordem as maquinas de Turing.

Definigao 2.4.1. Seja M um modelo aritmético e M uma mdquina de Turing
definida em M. Uma teoria de Turing associada a M com entrada sy, ..., s,

"""" " especificada pelos axiomas

¢ a L-teoria de primeira ordem cldssica T,
Al, A2, A4 e A7 mais as instancias dos esquemas de axiomas A0, A3, A5 e

A6 descritos acima.

Assim, dada uma méquina de Turing M e uma entrada §, podemos as-
sociar uma estrutura .?(il e uma teoria de Turing 7, AS; a M internamente ao
modelo aritmético M no qual M esta definida. A fim de viabilizarmos uma
computabilidade modelo-téorica em primeira ordem, cabe demonstrarmos a

corretude de 77, com relacao a Aj,.

Teorema 2.4.1 (Corretude). Seja M uma mdquina de Turing. Entdo, para

todas as sentencas ¢ de L, 7’15 F @ implica ﬂi,l F .

Demonstracao. Claramente, os axiomas A0, Al, A2 e A3 sao verdadeiros na
estrutura ﬂ‘;l porque ela é uma extensao da estrutura dos niimeros naturais
com zero, sucessor, predecessor (truncada) e ordem estrita.

Quanto ao axioma A4, considere primeiramente a sentenca
VXV yWVWw((H(x,y,2) A (=v = x V =-w = y)) — -H(v,w,z)). Suponha
que .?lf; E H(g,e,t) N\(np~qV —c=e)e ﬂf:,l E H(p,c,t). Se AS, £ —p ~ q,

entao no passo t da computacao Cf:l, M esta nos estados diferentes p e

" No capitulo 4 apresentaremos uma andlise detalhada desse fenémeno.
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g na cela e, lendo um simbolo, digamos s. Dai, M em t — 1 deve ser
da forma M(w,s) = (gq,r,*) e M(w,s) = (p,r',*) com % € {<,>}. Nesse
caso, mesmo que r = r';, M nao seria funcao, porquanto p # ¢q. Isso
contraria a definicao de M. Se ?{;‘:,[ FEp = qgAN-c = e entao M estd
nas celas e e ¢ no estado g = p, lendo simbolos possivelmente diferentes,
digamos s e r. Dai, M em t — 1 deve ser da forma M(w,s’) = (gq,s,%) e
M(w,r") = (q,r,*) com = € {«,>}, sendo que possivelmente s =+ e s #r, 0
que contradiz novamente que M é funcao. Portanto, derivamos um absurdo
a0 supormos que .?If:/, F H(g,e,t) N(-np = gV —c = e) e .?lf; F H(p,c,t).
Com uma inducao nos passos da computacao Ciw podemos mostrar que
YwWaxVywWz(T(0,y,2) VT(,y,2) VT2,y,2) A(T(v,y,2) A T(x,y,2) = v = X))
¢ verdadeira, pois ao supormos que fosse falsa derivamos uma con-
tradicao com o fato de que M ¢é uma funcao, tal como no argumento
anterior.  Ja as férmulas VaxVyVz(T(x,y,2) — x < 2V x = 2) e
VaVyVz(H(x,y,z) — x < nV x = n) sao verdadeiras pela defini¢ao
de maquinas de Turing enquanto funcoes finitas. Quanto a férmula
YWaVyVVw(H(n,y,2) A Tv,x,2) ANz < w) — (Hn,y,w) A T(v,x,w))),
suponha que ﬂL FEHn,e,t) ANT(s,c,t) Nt <ue ﬂj; 2 Hn,e,u) AN T(s,c,u)
para algum instante u. Se \?(f{,] F —=H(n,e,u), entao deve existir algum estado
p # n tal que .?lil F H(p,e,u). Ora, isso significa que M(n, s) esta definida
para algum simbolo s no instante t, o que contraria a convencao sobre a
parada de uma maquina de Turing. Se ﬂ‘/‘; F =T(s,c,u), entao deve existir
algum simbolo r # s tal que &Z(]S:,I F T(r,c,u). No entanto, isso somente seria
possivel se no instante r a maquina M aplicasse alguma instrugao, mas
por hipotese ﬂ‘jl F H(n,e,t). Portanto, todas as sentencas que compoem o
axioma A4 sao verdadeiras.

Quanto aos axiomas A5 e A6, basta considerar um deles, pois a veracidade
do outro pode ser constatada de forma andloga. Suponhamos, entao, que
ﬂf:,l F H(g,e,t) A T(s,e,t), sendo que (g,s,p,r,>) € M. Dai, segue-se que

(pe+ 1,t+ 1) € HM% e (r,e,t + 1) € T% pela definicio de AS,, ou seja,
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ﬂj:l EH(p,e+1,t+1)AT(r,e,t+1). Seja ¢ uma cela diferente de e. Suponha
que ﬂ‘;l ET(s',c,t) mas .7(‘; g T(s',c,t+1). Entao, M lé o simbolo s’ na cela
¢ no instante ¢, mas no passo seguinte M nao 1é mais o simbolo s’ nessa cela
c. Nesse caso, M deve ter uma instrucao (w, s’,v,#’,*) com * € {<,»}, sendo
s’ #1r'. Considere 8" =s,w=¢q,v=pes*x=»> Assim, (p,c+1,t+1)€ H% e
(p,e+1,t+1) € H% com ¢ + 1 # e+ 1. A partir disso, ao considerarmos a
sentenca YxVyVzVvwWw((H(x,y,2)A(mv = xV-w = y)) = =H(v,w, 7)) do axioma
A4, derivamos uma contradicao. Conversamente, se ﬂj; ET(s,c,t+1) mas
ﬂf:,l ¢ T(s',c,t), derivamos uma contradicao de modo similar. Isso mostra
que o axioma A5 é verdadeiro.

Para finalizar, a veracidade do axioma A7 em ﬂj:,l foi constatada no teo-

rema da correspondeéncia. |

2.5 Completude

Turing [Turing(1936)] demonstrou que toda teoria capaz de representar as
computacoes das maquinas de Turing também tem a capacidade de repre-
sentar o problema da parada, o qual sabemos ser indecidivel. O préximo

resultado mostra que as teorias definidas em 2.4.1 tém essa capacidade.

Teorema 2.5.1 (Representagao). Para todo t, se ¢ é a formula de L cor-

respondente a configuragao Cj:,l(t) da mdquina de Turing M, entdao 7';; F .

Demonstra¢do. A demonstracao é por indugdo nos passos da com-
putacao Cj; da méquina de Turing M. Para t = 0, C5(0) =
(@,1,(12,2,81,...,5,,2,2)) e, pelo axioma A7, sabemos que o resultado é ver-
dadeiro.

Assuma que no passo t o resultado também ¢é verdadeiro, e considere
Cj:l(t) =((r1,...,1),q,(r},...,17,)). Ou M péra no passo t+1 ou M nao péra.
Primeiramente, consideraremos quando M nao para. Desse modo, no passo
t, ou M aplica uma instrugao da forma (g, r1, p, s,») ou (g, 7}, p’, 8, <) (possi-

velmente s = s’ e p = p’ = ¢q). Se (¢,7},p,s,») € M, temos que considerar os
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subcasos em que 17,...,7, =@ e1y,...,1, #@. Se (q,7r},p’,s',<) € M, temos
que analisar os subcasos em que (rq,...,r) = @ (r1,...,r) # @. Avaliare-
mos dois casos complicados, pois nos outros podemos argumentar de forma
similar.

Suponha que (g, r,p.s,») € Mer,,...,r, = @ Entao, Cfl(t +1) =
(ri,...,1),q,17) e Cf:,,(t +1)=(r,..., 1, 5),p,2). Por hipétese de inducao,
TAS; FH(q e+ k, ) ANT(ri,e, ) ANT(ra,e+ LLO)A---AT(ry,e+k=1,0) AT(r}, e+
k) AVy(my~eA-y=e+1A---A-yxe+k— T(2,y,1t). Pelo axioma A5,
TS5+ H(qe+k ) NT(,,e+k,t) > Hpe+k+1,t+1)AT(s,e+k,t+1)e,
consequentemente, TAS; FH(p,e+k+ 1,t+1)AT(s,e+k,t+1). Aplicando a
condicao de localidade do axioma A5 na hipdtese de indugao, derivamos que
T/& FT(r,e,t+ )AT(r,e+ 1, t+1)A---AT(ry,e+k—1,t+1), e precisamos
verificar se TAS; demonstra T(2,e + k+ 1, + 1). Ora, a hipdtese de inducao
também afirma que 7";; FVy(myxeA-yxe+1A---A-yxe+k > T(2,y,1)).
Obviamente e + k # e + k + 1 e, com uma indugao simples, podemos mostrar
que TAS:, Fne+k ~e+k+1. Disso segue-se que 7']{; FTQ2,e+k+1,t+1)e, por
conseguinte, TAS:I FVy(myxeA-yxe+lA---Aayxe+k+1 >T(2,y,t+1)).

Agora suponha que (g,7},p’,s",<) € M e (r1,...,1) = @. Nesse caso,
Cf:,l(t +1)=(,p,(s,1),...,1,)). Por hipétese de inducao, ‘7'/5, F H(g,e,t) A
T(r,e,t) NT(ri+ 1Le,) A--- AT (et m—1, ) A¥y(my~eA-y~e+1A
o ANy=xe+m—1 — TQ2,y,t+1)) com e = 0. Devido ao axioma A6,
T5 v Hqe,) ANT(F|,e,t) > H(p',e + 1,1+ 1) AT(s, e, + 1) A VWWx(=v ~
e = (T(x,e,t) & T(x,v,t+ 1))). Portanto, usando um argumento similar ao
anterior, derivamos que 7’;} FH(P,0,t+ DAT(s",0,t+ D)AT(r), L+ DA+ A
T, ,m—=1,t+ 1) AVy(my=OA---A-yxm—-1—-T(2,y,t+1)), ou seja, 7’,5,
demonstra a formula que corresponde a configuracao de C f:,[ no passo f + 1.

A demonstracao para quando M nao para é analoga ao caso em que M

para, basta considerar o estado final. |

Corolario 2.5.1. Seja M uma mdquina de Turing e § uma entrada para M.

Entao, existe uma formula ¢ de L tal que M(5) | se, e somente se, ‘7';; Fo.
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Demonstracdo. Considere a sentenca dydzH(0,y,z) de L.  Se TAS:[ F
Ay3azH (0, y, ), ?(‘L £ dy3AzH(0, v, z) devido a corretude, e isso significa que M
para. Conversamente, suponhamos que M péara. Entao ﬂf:,, F dydzH(O,y, 2);
digamos que y = e e z = t. Pelo teorema correspondéncia 2.3.1, existe
uma férmula ¢ correspondente a configuracao final de M e, aplicando o te-
orema da representacao 2.5.1, concluimos que ‘7'/51 F ¥, sendo ¢ da forma
HQO,e+k,)ANT(r,e,t) ANT(ry,e+ 1, 0N AT (ri,e+k—1, ) AVy(my x e Ay =
e+1AN---A-yx~e+k-1—->T(,y,1), onde ry,...,r; é o conteido da fita.
Consequentemente, pela logica de primeira ordem, 7 ,f; F AyAzH(O, y, 7). O

O teorema da representacao também implica que, para todas as sen-
tengas ¢ de L correspondentes as configuragoes de Cj:,[, se ﬂj:,[ E ¢ entao
T Ai F ¢. Dado que em computabilidade estamos interessados em investi-
gar as computacoes de maquinas de Turing, representar as configuracoes das
computacoes em ‘7’151 ja seria suficiente para desenvolvermos uma aborda-
gem modelo-tedrica em primeira ordem da computabilidade. Ao usarmos o
método de ida-e-volta de Fraissé [Fraissé(1955)], mostraremos um resultado

de completude ainda mais forte.

Definigao 2.5.1. Duas L-estruturas A, e B, associadas a uma mdquina de
Turing M sao finitamente isomérficas quando existir uma seqiiéncia infinita
(I)new composta por isomorfismos parciais nao-vazios na classe de todos o0s

isomorfismos parciais entre Ay, e B, em simbolos Part(Ay,, B;,), com as

M’
sequintes propriedades:

Propriedade da ida: Para todo & € I,41 e a € ff’li,l, eriste {, €1, eb € Bf; tal
que £ €, e (a,b) €.

Propriedade da volta: Para todo & € I,,1 e b € Bf{,,, eviste {, € I, e a € ﬂi}
tal que £ C ¢, e (a,b) € .

Lema 2.5.1. Os modelos de uma teoria de Turing TAS:I sao finitamente

isomaorficos.
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Demonstracao. Sejam ﬂf; e BL dois L-modelos de ‘7';;. Devido aos axiomas
Al e A2, para verificarmos que ?(‘L e Bil sao finitamente isomorficos, podemos
aplicar uma variacao da técnica usada na demonstracao de que quaisquer dois
modelos da teoria da fungao sucessor e ordem linear discreta com minimo mas
sem maximo sao finitamente isomérficos®.

Defina a funcao 6,-distancia 6, : .?lil X ﬂf; — N U {oo} tal que

m se b+m=dem<2"
0,(b,d)y=3 —m se d+m=bem<?2"

co caso contrario

Seja ay o primeiro elemento de Aj, e by o primeiro elmento de B;,. Con-
sidere a sequéncia (I,),e, onde cada I, é o conjunto de todos os isomorfismos

parciais em & € Part(As,, Bf:,l) tais que:
1. O dominio de &, denotado por dom(¢), é finito;

2. ag € dom(¢);

3. & preserva n-distancias, i.e., para todo b e d em dom(¢), 6,(b,d) =
6,(&£(D), £(d)).

Cada conjunto I, nao é vazio. Para verificar isso, considere & = {(ao, by)}.
Como ag é o menor elemento de ﬂ‘L e by ¢ o menor elemento de B‘L, temos
que 07 = 03w = ap = by. Claramente, & é um isomorfismo parcial entre
ﬂj:l e B;‘;. Mais do que isso, 6,(ag,ag) = 0,(&(ap),E(ay)) = 0,(by,by) = 0 e,
conseqiientemente, & € I,,. Para obtermos o resultado almejado, mostraremos
que (I,).e, satisfaz a propriedade da ida, porquanto a propriedade da volta
possa ser demonstrada de maneira similar.

Suponhamos que & € I,,,1, e considere a € ﬂ}z. Pela condigao 1, dom(¢) ¢é
finito; digamos que dom(¢) = {ay, . ..,a,} com ay <™ a; <? --- < a,. Devido

aos axiomas Al e A2, ou a = ag ou q; <Mg < aj, para 0 < j<r-1ou

8 Cf. [Ebbinghaus et al.(2005)Ebbinghaus, Flum, and Thomas, p.184]
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a, <™ a. Mais do que isso, ou existe a’ € Dom(p) tal que |6,(a’,a)| < 2" ou

nao existe tal @’. Se existe esse a’, devido aos axiomas Al e A2, existe um

unico b € By, que estd relacionado com &(ayp), &(ay), - . ., €(a,) na ordem <% da
mesma forma que a estd relacionado com ag,ay,...,a, na ordem <. Uma

vez que p € Iy, 6,1(d,a) = 6,1(p(@), p(a)) € |6,41(d’ )] < 2" Assim,
L, = p U{(a,b)} também preserva as d,-distancias e [6,(£(a’), b)| < 2", ou seja,
., € I,. Se nao existe esse a’, entao escolhemos um b € Bf; que tal que
0,(&(a’),b) = oo para todo a’ € dom(€) - esse b existe porque os modelos
de ‘7',5, sao infinitos. Nesse caso, também constatamos que ¢, = & U {(a, b)}
preserva as 0,-distancias e, novamente, ¢, € I,.

Para finalizar, mostraremos que ¢, é de fato um isomorfismo parcial entre
\?(‘;, e B‘L. Em virtude de £, ser uma bijecao que preserva d,-distancias, £, é tal
que &Zlf:,l Fa; <aj se, e somente se, Bi/[ E b; < bj para b; = {,(a;) e bj = {,(a;).
Agora suponha que &*’IL F H(g,e,t) e ﬂjsfd E T(s,c,u) (possivelmente e = ¢
et = u). Pela definicdo de estrutura de Turing 2.3.2, isso significa que
existem configuragoes C;I(t) e Ci](u) tais que M esta no estado g na cela
e no instante t e s é o simbolo na cela ¢ no instante u. As configuracoes
C j;(t) eC jf,l(u) sao obtidas a partir da configuragao inicial de M com entrada
§ através das instrucoes de M. Assim, pelo teorema representacao 7, /f; F
H(g,e,t) e ‘7'1‘5; + T(s,c,u). Como Bil ¢ um modelo de 7"15[, pelo teorema da
corretude derivamos que Bj:l F H(g,e,t) e Bj:l £ T(s,c,u). Reciprocamente,
se B‘L E H(g,e,t) e B‘,‘:,, £ T(s,c,u), com um argumento similar concluimos
que .?lf:,, E H(g,e,t) e &Zlf:,l £ T(s,c,u). No entanto, se &Zlf:,l F -H(g,e,t) e
ﬂj:,l E =T (s, c,u), entao é necessario uma analise adicional para mostrar que
Bf{l F-H(g,e,t) e B‘L E =T (s, c,u) porque nesse caso o fato de (g, e, 1) ¢ H
e (s,c,u) ¢ T? nao é uma consequéncia da aplicacao das instrucoes de M e,
assim, o teorema da representacao nada garante sobre a demonstrabilidade
de —~H(g,e,t) e =T (s,c,u) em ‘7'1‘;. Suponha, entao, que ﬂf;l E —H(g,e,t) e
ﬂf:,l F =T (s,c,u). Demonstraremos por indugao nos passos da computacao

Cj:,l que Bﬁ,l E-H(g,e,t) e BL F =T(s,c,u). Para simplicar a demonstracao,
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digamos que t = u, pois 0 caso em que f # u exige consideracoes analogas.
Suponha, como hipétese de inducao, que, para todo k < t, B‘L F-H(g,e k) e
Bil F =T(s,c, k). Digamos que, no instante ¢, M esta no estado p e na cela e.
Ou M* | ou M® T em t. Se M® | no instante t e p = 0, entdo, pela hipétese de
inducdo, podemos afirmar que Cu(g7) = ¢Bu, Ly(s™n) = sBi, Zu(eT) = €Bu,
{a(cﬂz) =B e ga(kﬂi) = kB para todo k < t. Dado que ¢, é uma funcao
bijetora que preserva d,-distancias, deve ser o caso que g’a(lj{i}) = 1B e, assim,
Bj; F-H(g,et)e B‘L £ =T (s,c,u), pois caso contrario ijl nao seria modelo de
'7';;. Se M* | em t e de fato p = n, entdo as férmulas VvWxVyVzVw((H(n,y,2) A
T, x,2 Az <w) = (HQO,y, wW)AT (v, x,w))) e VxVyVz(H(x,y,7) = x < nVx = n)
do axioma A4 afirmam que, para w > f, Cj:,l(w) = Cf;(t), o que implica que
\?(‘;, e B‘;, serdo finitamente isomérficas em todos os instantes. Se M* | em
t e p # n, entao as formulas YxVyVzVVWw((H(x,y,2) A (=v = x V =w = y)) —
-H,w,2)) e YxVyVz(H(x,y,z) > x <nV x = n) do axioma A4 garantem que
7’1;3 F —H(qg,e,t) e, por outro lado, temos a garantia de que 7'1& F =T (s,c,t)
devido a condicao de localidade dos axiomas A5 e A6 bem como a férmula
YwWaxVyWz(T(0,y,2) VT(,y,2) VT2, v,2) AT, y,2) AT(x,y,2) > v=Xx)) A
VaVyVz(T(x,y,z) = x < 2V x = 2) do axioma A4. Dessa forma, também
concluimos que Bf:,, F —H(g,e,t) e Bf:,, £ =T(s,c,u) porque ij,, ¢ modelo de
TAS;. Se M® 7 no instante t mas M* | em algum instante w > t, entdo o
argumento é andlogo ao caso em que M* | em t e p # n. Se M® 1 no instante
t e, para todo instante w > ¢, M® |, entdo pode ser que q = n, ou seja,
fﬂi,l E =H(n, e, t); o que é verdadeiro para todo t porquanto M* nunca pare.
Nesse caso, o axioma A3 assegura que ‘7’;; E VyVz=H(n,y,z) e, em particular,
7'1& + =H(n,e,t). Como B‘;[ é modelo de Tziia concluimos que B‘;[ E-H(q,e,t)

e, similarmente ao argumento acima, 8, £ =T (s, ¢, u). m|

Teorema 2.5.2 (Completude). Seja M uma mdquina de Turing. Entdo,

para todas as sentencas ¢ de L, &Z(il E @ implica ‘TAS; F .

Demonstracao. O teorema de Fraissé [Fraissé(1955)] afirma que, dadas duas
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estruturas de primeira ordem com a mesma assinatura’, se elas sao fini-
tamente isomorficas, entao elas também sao elementarmente equivalentes.
Desse modo, quaisquer dois modelos de 7']5[ sao elementarmente equivalentes
devido ao lema . Ora, uma teoria de primeira ordem é completa se, e somente
se, todos os seus modelos sao elementarmente equivalentes. Portanto, 7’1‘51 é
uma teoria completa, o que significa que se TAS; ¥ ¢ entao T 4 + - e, pelo
teorema da corretude, ﬂj:l F - para qualquer modelo ﬂi,, de TAS;. Logo, por

contraposicao, se ﬂi,[ F @, entao ‘7’;; F . O

Segundo a perspectiva modelo-tedrica da computabilidade que estamos
propondo nesta tese, associamos estruturas e teorias a cada maquina de Tu-
ring em uma determinada classe de méaquinas de Turing. Neste capitulo nos
concentramos na classe das maquinas de Turing cléssicas, apresentando uma
abordagem modelo-tedrica em logica de primeira ordem. Como consequéncia

dos resultados obtidos neste capitulo, temos o seguinte diagrama:

Maquinas de Turing

Correspondéncia epresentagao

Estruturas de Turin Teorias de Turin
& Corretude-completude &

Cabe destacar que a infinitude das estruturas de Turing, por um lado, e
o principio de inducao das teorias de Turing, por outro, foram cruciais para
a formulagao desse diagrama. Nessa diregdo, K. T. Kelly [Kelly(2004)] tem

argumentado em favor de uma andlise que vincula o problema epistémico

da inducao a indecidibilidade do problema da parada. Os resultados deste

9 De fato o teorema de Fraissé aplica-se a estruturas relacionais. No entanto, é claro
que podemos considerar as fungdes sucessor e predecessor (truncada) enquanto relagoes
bindrias. Isso nao implicaria em grandes mudancas na axiomatica das teorias de Turing.
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capitulo, em especial o teorema da completude, mostram que realmente po-
demos pensar essa vinculacao apontada por Kelly enquanto uma relacao en-
tre finitude e infinitude: uma vez que em teorias de Turing adicionamos o
principio de indugao, elas sao completas com relagao as estruturas de Turing;
em contrapartida, nas maquinas de Turing nao dispomos desse principio, e
disso decorre a indecidibilidade do problema da parada.

Nos préximos capitulos mostraremos que uma abordagem modelo-tedrica
da computabilidade permite compreender aspectos ainda mais inusitados da
analise original de Turing da computacao, sobretudo, no que respeita a dis-

tincao entre objetos finitarios e infinitarios.



3. ANALISE MODELO-TEORICA DAS
CARACTERISTICAS DA COMPUTABILIDADE CLASSICA

Die Grenzen meiner Sprache bedeuten die Grenzen meiner Welt.

Ludwig Wittgenstein

Este capitulo analisa as caracteristicas da computabilidade classica de um
ponto de vista modelo-tedrico, procurando mostrar que a légica de primeira
ordem ¢é suficiente para os propositos da computabilidade. Na secao 3.1 apre-
sentamos os principais aspectos da computabilidade a serem tratados. Na
secao 3.2 argumentamos que a estabilidade das maquinas de Turing esta es-
tritamente vinculada a sua simplicidade. Na secao 3.3 investigamos a absolu-
ticidade do conceito de computacao através de uma analise das maquinas de
Turing nao-deterministas. Na secao 3.4 indicamos alguns aspectos finitarios
e infinitarios envolvidos na construcao de maquinas de Turing universais.
Na se¢ao 3.5 mostramos que ao conceito de computacao subjaz uma logica

minimal.

3.1 Aspectos da computabilidade

No capitulo 2 argumentamos que a anélise de Turing do fenomeno da com-
putacao deve ser vista como uma andlise fenomenolédgica. Essa perspectiva
explica o carater intuitivo do conceito de maquina de Turing, o qual se baseia
em nossas intuigoes basicas acerca do que fazemos quando efetuamos com-
putagoes. Qualquer pessoa, ao analisar tal fenomeno, chegara as mesmas

conclusoes que Turing, e disso decorre seu carater intuitivo.
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Apoés efetuar uma reducao eidética do fenomeno da computacao, Turing
[Turing(1936), p.251] chegou a formulagao das operagoes simples que uma
maquina de Turing pode efetuar, a saber: imprimir e apagar simbolos e
mover-se a direita ou a esquerda. Ao dizer que essas operagoes sao sim-
ples, Turing queria indicar que elas nao podem ser decompostas em outras
operagoes sem perda do sentido do fenémeno da computagao. Neste capitulo
mostraremos que a simplicidade das operagoes que uma maquina de Turing
pode perfazer esta estritamente vinculada a estabilidade do conceito de com-
putacao; um dos aspectos centrais da computabilidade.

Segundo P. G. Odifreddi [Odifreddi(1992a), p.102], as operagoes com-
putaveis sao estdveis porque as diferentes maneiras de formaliza-la tornam-
se extensionalmente equivalentes. Noutras palavras, sempre que tentamos
formalizar o conceito intuitivo de operacdo computavel acabamos por defi-
nir uma variante do conceito de maquina de Turing tal que a classe das
fungoes computaveis fica inalterada. Por outro lado, se estabelecermos res-
tricoes substanciais sobre as caracteristicas da fita ou sobre as agoes capazes
de serem efetuadas pelo cabegote de uma maquina de Turing, esse modelo
de computacao deixa de computar todas as fungoes computaveis. Os diver-
sos automatos que estao em niveis inferiores na hierarquia de Chomsky das
linguagens formais mostram justamente isso’.

Ora, a andlise de Turing mostra que nao apenas os atomos de um com-
putor sao sua fita e cabecote, mas também que a infinitude do espaco, re-
presentado pelo conceito de fita, e a infinitude do tempo para efetuar agoes,
representada pelo conceito de cabegote, nao podem ser reduzidas sem perdas
na classe das fungoes computaveis. A partir dessa intuicao, demonstrare-
mos um resultado que relaciona a estabilidade das maquinas de Turing e a
simplicidade de suas operacoes.

Outro aspecto central da computabilidade fora indicado por K. Godel
[Godel(1986¢)].  Como dissemos no capitulo 2, Godel [Godel(1986d)]

L Cf. [Sipser(2006)]
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mostrou-se cético com relagao a veracidade da tese de Church. Ainda as-

sim, ele acreditava que o conceito de computabilidade é absoluto:

Pode ser demonstrado, ademais, que se uma funcao é computavel
em algum dos sistemas S ;, ou mesmo em sistemas de ordem trans-
finita, ela j& era computavel em S;2. Assim a nocao de “com-
putavel” é em certo sentido “absoluta”, enquanto que a maioria
das outras no¢oes metamatematicas conhecidas (por exemplo, de-
monstravel, definivel, e assim por diante) essencialmente depen-

dem do sistema adotado. [Godel(1986¢), p.399]

Na esteira de Godel, P. G. Odifreddi [Odifreddi(1992a), p.102] afirma que
a nocao de operacao computavel é absoluta, uma vez que ela nao depende
da capacidade expressiva da linguagem usada para defini-la. Porém, como
argumentado por W. Sieg [Sieg(2006)], ndo existe uma demonstragao da ab-
solutidade da computabilidade que nao seja equivalente de algum modo a tese
de Church-Turing. Neste capitulo também mostraremos que, de um ponto
de vista modelo-tedrico, tanto a estabilidade quanto a absoluticidade podem
ser compreendidas como conseqiiéncias de dois principios: (1) a légica de
primeira ordem é suficiente para descrever as computagoes de uma maquina
de Turing e (2) as possiveis restrigbes ou ampliagdes finitarias das agoes de
uma maquina de Turing podem ser formalizadas em linguagem de primeira
ordem.

Uma perspectiva semelhante a essa que sustentaremos ja fora proposta
por S. Kripke como tentativa de demonstrar a tese de Church-Turing a partir
da “tese de Hilbert” [Kripke(2000)]. A tese de Hilbert consiste na afirmacao
de que qualquer argumento matemético pode ser formalizado em alguma lin-
guagem de primeira ordem. Essa tese implica, em particular, que argumentos
sobre os efeitos de aplicar instrugoes de um algoritmo podem ser formalizados

em alguma linguagem de primeira ordem.

2 0 sistema S é a aritmética classica de primeira ordem enquanto que, para i > 1, §; é
o sistema aritmético de ordem i.
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A fim de explicitar nossa posi¢ao, mostraremos que duas variagoes co-
muns nos livros de teoria da computagao podem ser descritas em linguagem
de primeira ordem: maquinas de Turing com multiplas fitas e maquinas de
Turing nao-deterministas. Ao fazermos isso, nao estamos, todavia, argumen-
tando em favor de uma demonstragao da tese de Church-Turing a partir da
tese de Hilbert. Nosso objetivo é somente mostrar que alguns exemplos con-
cretos podem ser tratados via linguagem de primeira ordem. De um ponto
de vista modelo-tedrico, a tese de Hilbert é ainda mais questionavel do que a
tese de Church-Turing, uma vez que a possibilidade de formalizarmos todos
os algoritmos em linguagens de primeira ordem é um problema em aberto
cuja solucao talvez seja mais dificil do que a propria tese de Church-Turing.

Nesse sentido, também apresentaremos neste capitulo uma andlise da
unwversalidade e logicidade na computabilidade de Turing. Os resultados
que serao apresentados sobre a universalidade e logicidade da computabili-
dade aparentemente somente sao possiveis de serem vislumbrados a partir de
uma perspectiva modelo-tedrica. Ademais, a totalidade dos resultados deste
capitulo indica que a légica de primeira ordem ¢ suficiente para o desenvol-

vimento de tal abordagem da computabilidade.

3.2 Estabilidade

A fim de tornar a exposicao concreta, nos concentraremos na estabilidade do
conceito de memoria. Em teoria da computagao, memoria designa o estado
informacional do sistema de computacao [Lewis and Papadimitriou(1998),
p.210]. A memdria é composta por arquivos, os quais sao conjuntos de
simbolos. Tomando como parametro o acesso que o computador tem aos seus
arquivos, costuma-se dizer que existem basicamente dois tipos de memoria:
seqiiencial e aleatoria. Na memoria segiiencial o acesso aos arquivos € feito
através de sequéncias de passos, j4 na memoria aleatoria o acesso a qualquer

arquivo pode ser feito através de um tnico passo. Em maquinas de Turing
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a memoria estd representada pelo contetido da fita e seu acesso é sequencial
porque para o cabecote se dirigir, por exemplo, a cela 10, estando na cela 5,
ele precisa efetuar uma seqiiéncia de passos.

Em [Minsky(1967)], M. L. Minsky apresentou um modelo de computacao
com memoria aleatoria, chamado mdquina de registros. No mesmo traba-
lho, Minsky também demonstrou que as maquinas de Turing sao capazes de
simular todas as agoes das maquinas de registro e vice-versa, ou seja, a esta-
bilidade do conceito de computabilidade foi verificada. Nao é dificil verificar
a equivaléncia entre maquinas de Turing e maquinas de registros, embora
elas sejam modelos de computacao bastante diferentes. As demonstracoes
usuais nao explicitam em que pontos a memdaria aleatéria difere da memoria
seqiiencial e porque elas nao interferem na estabilidade da computabilidade,

porém com uma abordagem modelo-téorica seremos capazes de avaliar isso.

Definicao 3.2.1. Seja M um modelo aritmético. Uma méquina de registros
¢ uma fungao parcial finita nao-vazia R tal que, para alguns nimeros naturais

n em em dom(M),

dom(R) € {1,2,...,n} x{0,1,...,m},

cod(R) C {®,6} x{0,1,...,n},

Onde:

1. Os elementos do primeiro fator de dom(R) e ultimo de cod(R) sao o0s

contadores de R, sendo 1 o contador inicial e 0 o contador final;
2. Os elementos do sequndo fator de dom(R) sao os registros de R;

3. Os elementos do primeiro fator de cod(R) sdo as operacoes de R, sendo
®:N — N tal que ®(n) = n+1 chamada de incrementacao e © : N —» N

tal que ©(n) = n — 1 chamada de decrementacao (truncada,).
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Os elementos de R sao chamados instrugoes.

Intuitivamente, uma instrucao da forma (i, n, ®, j) significa que, estando
no contador i, a maquina incrementa o registro n e depois vai para o contador
j. Ja uma instrucao da forma (i,n,o, j) significa que, estando no contador
i, a maquina decrementa o registro n e depois vai para o contador j. Se o

contetudo do registro n é vazio, entao (i,n, S, j) apenas muda o contador de i

para j.

Definicao 3.2.2. Seja M um modelo aritmético e R uma mdquina de re-
gistros com contadores em {0,1,...,n} e registros em {0,1,...,m}. Uma
configuracdo € um elemento em {0,1,...,n} X MY com k > m, sendo
(1,0,r1,...,n) a configuracao inicial e (0,s,r],...,r;) a configuracao fi-
nal, onde 0,r,...,ry € chamado de conteudo inicial dos registros 0,1,...,k

e s,ry,....r, € o conteido final. Uma computagao Ci"™ com entrada

>'m

Xi,..., X € um seqiéncia total ou parcial Cp ™ : M — {0,1,...,n} X Mh

definida do sequinte modo:

1. Cx™(0) € a configuragao inicial (1,0,xy,...,x)
2. Se C™(t) = (i,r0,11,..., 1), entdo Cp "™ (¢ + 1) estd definida assim:
o C(a+1) = (j,rg, 1y, ..., 1) quando R(i,a) = (&, j) com 1) = rp+1
el=p masr) =r, para todo | # p (I,pef0,1,....k}).
o C(t+1) = (j, 1), 11, . ., 1) quando R(i,a) = (8, j) comr) = r,—1

el=pmasr, =r, para todol# p (I,p€{0,1,...,k}).

Tal como nas maquinas de Turing, nas maquinas de registros uma com-
putacao é uma mudanca de configuracoes, efetuada conforme as instrugoes. A
diferenga crucial é que qualquer registro pode ser acessado e alterado através
de um passo. Isso caracteriza o acesso aleatério a memoria, que nesse caso é o

conteudo dos registros. Adotaremos as mesmas convencoes do capitulo 2 com
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relagao as maquinas de registros, mas ao invés de usarmos uma representacao

bindria dos niimeros usaremos o préprio niimero nos registros®.

Definicao 3.2.3. Uma funcdo parcial ou total f : N¥ — N ¢é computdvel por

uma magquina de registros se, e somente se, existe uma maquina de reqistros

R tal que:
o f(xy,...,xx) =y se, e somente se, R[x1,...,x] =Y.
o f(x1,...,x;) nao esta definida se, e somente se, R[xy,...,x] T.

Agora podemos associar estruturas de primeira ordem as maquinas de
registros. Para tanto, defimos que a linguagem de resgistros é a linguagem
de primeira ordem £ com assinatura 8" = {0,+1,-1,<,C,R}, onde C é o
simbolo relacional binario de contador e R é o simbolo relacional ternario de

reqistro.

Definicao 3.2.4. Uma estrutura de registro associada a mdquina de registros
R com entrada X = x1,...,x; € uma S -estrutura de primeira ordem ﬂf; =
(N, Oﬂ§,+1ﬂ§,—1ﬂ;,<ﬂ§,Cﬂ;,Rﬂ§) wgual a uma estrutura de Turing, exceto
pelo fato de que C™% ¢ uma relacao bindria definida em N* por indugdo no
sequndo fator e R%% € uma relacdo terndria definida em N* por inducdo no

terceiro fator do sequinte modo:

e (1,0) € C™ e (1,x1,0) € Rﬂi,...,(k,xk,O) e R% e, para todo y tal que
y=0ouy>k, (y,0,0) € R

e Se (i,f) € C™, (r,n,t) € R™ e R(i,r) = &, J), entio (j,t + 1) € C™,
(rn+1,t+1) € R™ e (s,mt+1) € Rﬂ;, para todo s tal que s # r e
(s,m,t) € Rﬂi;

e Se (i,f) € C™, (r,n,t) € R™ e R(i,r) = (8, )), entio (j,t + 1) € C™&,
(rn—1,t+1) € R™ ¢ (s,mt+1)¢€ Rﬂf%, para todo s tal que s # r e
(s,m, 1) € R

3 Obviamente, em estudo detalhado das méquinas de registro seria prudente adotar
algum sistema de representagao numérica.
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Nao convém definirmos explicitamente teorias de registros, porque basta
formularmos axiomas analogos aos axiomas de uma teoria de Turing, consi-
derando as diferencas nas linguagens desses modelos de computacao. Note
que, todavia, existem duas diferencas cruciais entre maquinas de registros e
méquinas de Turing: (1) registros permitem armazenar um nimero natural
qualquer ao passo que celas ndo e (2) os movimentos em uma maquina de re-
gistros estao associados a mudanca de contador e nao ao deslocamento de um
cabecote. Esses sao os tragos distintivos entre memoria seqiiencial e memoria
aleatoria. O fato de que as diferencas entre esses conceitos de memoria nao
interfiram na classe das fungoes computaveis mostra que o modo como o
espaco é utilizado em uma computacao nao interfere no conceito de compu-
tabilidade.

A possibilidade de ambos os modelos de computacao serem descritos como
extensoes da estrutura da funcao sucessor com ordem estrita indica que,
conquanto diferentes, tais estruturas tem uma parte comum. A estabilidade
na mudanca de um modelo de computagao com memoria seqiiencial para
um modelo com memoéria aleatéria pode ser vista como uma conseqiiéncia
de dois fatores: (1) a légica de primeira ordem é suficiente para descrever as
estruturas associadas a esses modelos de computagao e (2) ambos os modelos
tem restrigoes finitarias. Mais do que isso, note que os conceitos de contador
e registro parecem ser analogos aos conceitos de cabecote e fita. Os proximos
resultados mostram que essa semelhanca nao é casual, ela repousa sobre

tragos irredutiveis das préprias maquinas de Turing.

Lema 3.2.1. Nao existem estruturas de Turing geradas por assinaturas com
stmbolos relacionais undrios para cada um dos géneros de uma mdquina de

Turing (estado, simbolo, espago e tempo).

Demonstracdo. Suponha, a fim de obter uma contradicao, que exista uma
estrutura de Turing \?{‘;, com uma assinatura & = {n}em U {+1,-1,<
,H,T,E,I} onde H, T, E, I sao simbolos relacionais undrios para es-

tado, simbolo, espaco e tempo. Considere a maquina de Turing M =
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{(0,2,0,2,»),(0,1,1,1,»),(0,1,1,0,»)}. Assuma que ﬂi,, ¢ a S’-estrutura as-
sociada a M. A partir disso, devemos ter algo do tipo &ZI‘X,I E VxVy(H(0) A
TR)ANEx)ANIy) —» (HOATQ2)ANEx+1)AIy+1)A¢), ﬂf; E
VYaVy(HO) AT AEX) ALY) - (HI)ATA)AEx+ 1) ALy + 1) A @)
e ﬂ}z EVXYY(HO)AT(D)AE(X)ANI(y) > (HO)ATO)AE(x+ 1D AIy+1)A¢),
onde ¢ expressa a condicao de localidade na linguagem gerada sobre §’. Con-
sidere a computagao C}, de .. Assim, a partir da configuragao inicial de M,
devemos derivar algo como ﬂj; E HO)AE(O)AI(0). Dai, aplicando a primeira
instrucao duas vezes e depois a segunda instrucao uma vez, derivamos que
AS, £ H(1) A E(3) A I(3). Como ja tinhamos que A, £ H(0) A E0) A 1(0),
agora também temos _7{13:4 E H(1) A E(0) A I(0). Logo, 0 = 1 pela unicidade

dos estados de M com relacao ao espaco-tempo; o que é um absurdo. |

Lema 3.2.2. Nao existem estruturas de Turing geradas por assinaturas com
simbolos relacionais com exatamente um parametro para cada género de uma

maquina de Turing.

Demonstracao. Suponha, a fim de obter uma contradicao, que exista uma
estrutura de Turing ﬂj:,[ com uma assinatura 8" = {n}em U {+1,-1,<, A},
onde A é um simbolo relacional quaternario com parametros para estado,
simbolo, espaco e tempo. Novamente, considere a maquina de Turing
M ={0,2,0,2,»),(0,1,1,1,»),(0,1,1,0,»)}. Assuma que ﬂil é a §”-estrutura
associada a M. Assim, devemos ter algo do tipo ﬂj; E VxVy(AQO, 2, x,y) —
A0, 2, x+ 1,y + 1) A ¢), ﬂf:,, FEVxVy(AQO, 1,x,y) = A(l,L,x+ 1,y+ 1) A @) e
ﬂj:,[ EVaVy(AQO, 1,x,y) = A(1,0,x+ 1,y + 1) A ¢) onde ¢ expressa a condigao
de localidade na linguagem gerada sobre 8”. Dessa vez, a computagao
C,; de . Nesse caso, a partir da configuragao inicial de M, derivamos
ﬂi,l FA0,1,2,0) A A0, 1,3,0) - lembre que a entrada de C}VII é a sequéncia
de simbolos 221122. Dai, aplicando a primeira instrugao duas vez e depois
a terceira instrucao uma vez, temos ﬂ‘;l F A(1,0,3,3), mas, pela localidade
das acgoes de M, também deve ser o caso ﬂf:,l FA(l,1,3,3). Logo, 0 =1, pela

unicidade dos simbolos de M com relagao ao espago-tempo. O
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Teorema 3.2.1. Seja M uma mdquina de Turing e L' uma linguagem ge-
rada por uma assinatura S8’ possivelmente diferente da assinatura de Turing
S. FEntao, vale o teorema da correspondéncia para L' se, e somente se,
S tem simbolos relacionais que permitem construir formulas equivalentes

as formulas de S que correspondem as configuragoes de M.

Demonstracao. Seja ﬂj; uma estrutura de Turing com assinatura S&””’. Pelo
lema 3.2.1, 8" nao pode ter simbolos unérios para cada um dos géneros de
M. Assim, 8" deve ter pelo menos simbolos relacionais de aridade maior
ou igual a 2. Obviamente, 8’ deve ter simbolos relacionais com parametros
para os estados e simbolos, pois caso contrario nao representaria as com-
putacoes de M; digamos que 8"’ tenha o simbolo relacional B(q, s, 71,...,T,),
sendo Tq,...,T, outros possiveis parametros de B. Alguns dos parametros
Ti,...,T, devem ser parametros para celas, senao seria impossivel determi-
nar qual é a posicao de M em alguma computacao, digamos que seja 7.
Digamos que M = {(0,2,0,2,»),(0,1,1,1,»),(0,1,1,0,»)}, e consideremos a
computagao C,0' de 4. Assim, a partir da configuracao inicial de M, de-
rivamos ﬂ‘,‘:,, E BO,1,2,75,...,7,) A B(x,0,3,75,...,7,) A B(x,1,4,75,...,7T,)
- a entrada tem dois simbolos vazios antes e depois dos simbolos de en-
trada. Note que devemos ter x # 0 porque se x = 0 entao M esta-
ria no mesmo estado inicial, lendo dois simbolos diferentes, o que nao é
possivel em uma maquina de Turing. Todavia, se x # 1, entao M estaria
em dois estados no instante inicial, o que também nao é possivel. Dessa
forma, alguns dos termos 7,,...,7, devem ser parametros para o tempo,
ou seja, devemos ter algo do tipo B(g,s,e,t,73,...,7,). No entanto, isso

contraria o lema 3.2.2, e adicionar mais parametros para instantes seria re-

duntante e nao alteraria a situacao. Se tivermos B(q, s, ey, €51, Ts,...,T,)
onde e, situa g e e, situa s, entao terfamos ﬂ‘,’; £ B0O,1,0,2,0,74,...,T) A

B(0,0,0,3,0,74,...,7,) A B(0,1,0,4,0,74,...,7,) e nao haveria contradigoes.
Ora, B(q, s, e, €5,1,T4,...,T,) ¢ equivalente a H(g, e, t) A T(s,es,t). Clara-

mente, podemos generalizar o argumento para qualquer maquina de Turing.
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Logo, se B(q, s, €4, €4,1,7s5,...,T,) estd em S, o teorema da correspondéncia

sera valido. |

O teorema 3.2.1 mostra que a dicotomia entre cabecote e fita em uma
maquina de Turing nao pode ser reduzida. Na fita estao os simbolos, e no
cabecote estao os estados. Noutras palavras, podemos interpretar o teorema
3.2.1 como expressando que os componentes fita e cabegote sao objetos sim-
ples, no sentido de que nao podem ser decompostos em outros objetos, que
compoem uma maquina de Turing. A distingdo das celas na fita e estados
no cabecote sao distingoes componentes dos conceitos de fita e cabecote, mas
apenas em sentido explanatoério e nao ontologico. A fita é composta por celas
apenas no sentido de que explicamos o que é uma fita dizendo isso, mas de
fato as celas existem na fita, o mesmo ocorrendo com os estados relativamente
ao cabegote. Os conceitos de contador e registro sao, portanto, apenas va-
riagoes dos conceitos originais de cabecote e fita, desenvolvidos para permitir
0 acesso aleatério a memoria.

Dizer que o conceito de maquina de Turing é estdvel significa, portanto,
pelo menos duas coisas: (1) ontologicamente, significa que os seus compo-
nentes, fita e cabegote, nao podem ser decompostos; (2) matematicamente,
significa que qualquer restrigao sobre esses componentes implica que o modelo

de computacao nao computara todas as fungoes computaveis.

3.3 Absoluticidade

Comecamos a analise da absoluticidade através de uma variagao da nocao de
maquina de Turing bastante conhecida: maquinas de Turing com multiplas
fitas*. Esse tipo de maquina é composta por um ntmero fixo e finito de
fitas, cada uma tem um cabecgote. Os cabecotes das fitas sao controlados por
um processador central. Assim, em um tUnico passo a maquina é capaz de

ler os simbolos examinados por todos os seus cabecotes e, dependendo dos

4 Cf. [Sipser(2006)] e [Lewis and Papadimitriou(1998)].
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simbolos nas fitas e o estado corrente de seu processador central, escrever
um simbolo nos locais examinados e mover os seus cabecotes a direita ou a

esquerda. Uma definicao formal desse modelo pode ser a seguinte.

Definicao 3.3.1. Seja M um modelo aritmético. Uma maquina de Turing
com k-fitas é uma funcdo parcial M* tal que dom(M*) C {1,...,n} x{0,1,2}*
e codM*) C {0,...,n} x {0,1,2}* x {<,»}* para n,k € M. Uma com-
putacao de M* com entrada § = si,...,s, € uma funcio parcial ou total
lek M = ({0, 1,2} x {0, ..., n} x ({0, 1,2}")F definida recursivamente tal
como na defini¢ao para mdquinas de Turing exceto pelas sequintes modi-

ficacoes’:
-Z' Cj;k(o) = ((®’ 15 (2’ 2’ Sl’ AR ] sm’ 29 2))1’ (®7 17 0)27 MR (®7 1’ O)k)J

2. 5¢CE (D) = (@11 @ D1 by (C1s 1€, 4 (drs o dDDO),

entdo a configuracdo instantanea de M* no passo i+ 1 € definida com-
ponente a componente tal como na definicao de uma computacao de

uma mdquina de Turing,

3. A configuracio final de M* ¢é definida conforme a definicio
para mdquinas de Turing exceto pelo fato de que se Cj;k(i) =
(a1, ...,a),0,(b1, ... by, ... (€15 .., €),0,(d1s . . . dy)),  entao  a

saida de M* nesse caso estd em (ay,...,a;,by,..., 0.

Para verificar que essa variacao pode ser descrita em primeira ordem,
basta considerar uma assinatura S* = {0,+1,-1,<,H,,....,H. T1,..., T},
onde Hi,..., H; sao os simbolos relacionais ternarios de cabecote e Ty,..., T
sao os simbolos relacionais ternérios de fita, os demais simbolos sao exata-

mente como na linguagem de Turing.

Definicao 3.3.2. Seja M um modelo aritmético. Uma estrutura de Turing

com k-fitas ¢ uma S*-estrutura de primeira ordem Al como na defini¢ao

=4 ~ ~ .
5 Note que usaremos uma enumeracio dos fatores nas configuracdes de M. Obviamente
essa enumeragcao € possivel de ser feita, uma vez que estamos tratando de seqiiéncia finitas.
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de mdquina de Turing exceto pelo fato de que as interpretacoes de Hy, ..., H;
e Ti,..., T sao relacoes terndrias em M? definidas recursivamente sobre o

terceiro fator da sequinte forma:

0(000) € Hﬂ;k ., (1,0,0) € HﬂMk (200) e T, o (2,1,0) €
T, i (s1,20)€T Mk o ($pn+1,0)0€T, i (2 n+2,0)eT, P ,(2,n+
3,00€T, A e, pam todoy>n+3, (2 v, )ET i , bem como, para todo
z, (2,200 €T, M",...,(Z,z,O)eTk Mk;

A A
® (g, e,t) € H ™, (sie,t) € T, ™ ¢ M¥(g, s1,....80) = (1,9, ..., 7% %, D)
j{f
para ¢ € {<,»} se, e somente se, (p,e’,t+1) € H, Y come =e—1 ou

ﬂs
¢ =e+1 conformeo=<ouo=ve(ret+1)eT, mk

Nao é necesséario definirmos os axiomas explicitos de uma teoria de Tu-
ring com k-fitas porque basta considerar k versoes dos axiomas A3 — A7 de
acordo com os simbolos Hy,...,H, e Ty,...,Ty. As demonstracoes da cor-
respondéncia e completude seguem o mesmo roteiro do capitulo 2, mas ne-
cessitam de alteragoes relacionadas as peculiaridades de uma méquina de
multiplas fitas, algo laborioso de ser feito e nao muito informativo. Ademais,
trata-se de fato bastante conhecido que a adicao de multiplas fitas em uma
maquina de Turing nao interfere na estabilidade da computabilidade.

Uma variagao das maquinas de Turing mais interessante é o conceito de
maquina de Turing nao-determinista. Esse tipo de maquina caracteriza-se
pela capacidade de, em cada passo de sua computacao, aplicar diferentes
instrugoes simultaneamente. Uma definicao formal desse modelo pode ser a

seguinte.

Definicao 3.3.3. Seja M um modelo aritmético. Uma Maquina de Turing
nao-determinista € uma funcao parcial N tal que dom(N) C {1,...,n}x{0, 1,2}
e cod(N) € 9({0,...,n} x{0,1,2} X {«,»}) para n € M. Uma computacao

de N com entrada § = si,...,8, € uma funcdo parcial ou total Cy, : N —
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0({0, 1,2}* x {0,...,n} x {0,1,2}*) definida recursivamente tal como na de-

finicao de maquina de Turing exceto pelas sequintes modificagoes:

o CH(0)=1{(@,0,2,2,51,. .., 5m2,2));

e Dada uma configuracao instantanea C,Sf,(i) =
{(aj,,...,aj),q,(Dj,....,b;))i}j<u, entao C]s:,(i + 1) é o menor conjunto

em 9{0,1,2}* x{0,...,n} x{0, 1,2}*) satisfazendo estas condigoes:

o Se  (g,s,») ¢ N(g;,bj)  para  todo  j, entao
((ajw o 7ajk’ S)’ q, (bj27 e ’bj[))J S C;:l(l + 1);

e Se (¢,5,») € N(qj,bj,) para algum j e (bj,...,b;) # ©, entao
(@jys ey s 8), G (Bjys. .. b)) € CS (i + 1);

e Se (¢,5,») € N(qj,bj,) para algum j e (bj,...,b;) = @, entao
((ajl’ v ’ajk’ S)a C[, 2)] S Ci](l + 1),

e Se (¢,5,9) € N(g;,bj) para algum j e (aj,...,a;) # ©, entao
@y s @i )5 Qs (s by s bj)); € CL(i+ 1),

e Se (¢,5,<) € N(q;,b;) para algum j e (a;,...,a;) = @, entao
(@,4,(s,bjy,....bj)); € C5(i + 1).

Uma configuracao C,{,(i) € uma configuracao final se todas as tuplas em
C]S:,I(i) sao configuragoes finais no sentido da definicao de mdquina de Tu-
ring determinista. Em particular, escrevemos N[§] = 7 para indicar que
todas as configuracoes finais de C}?v sao iguais. Assim, uma funcdo numerica
k-dria f ¢ computavel por N quando f(x,,...,x,) =y se, e somente se,
NI2,2,2,,0,5,0,...,0,x,2,2] = y. B

Nessa definicao estamos adotando as convencgoes de
[Lewis and Papadimitriou(1998), p.222-223] sobre a parada de uma

maquina de Turing nao-determinista. Em especial, note a convencao de que
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uma fungao é computavel por uma méquina de Turing nao-determinista N
apenas se todas as possiveis escolhas de N convergem para uma determi-
nada configuracao. Essa exigéncia é necessaria porque se alguma escolha
divergisse, nao teriamos como decidir qual seria o valor da computagao. Em
nossa proposta, as configuragoes de computagoes de maquinas de Turing
nao-deterministas sao conjuntos de configuracoes de maquinas deterministas.
Usualmente, costuma-se representar as computagoes nao-deterministas como
arvores nas quais os nés sao as tuplas das configuragoes e os ramos sao as
diferentes possibilidades de escolha da maquina®. Abaixo mostramos que
o teorema da correspondéncia continua valendo no caso de maquinas de

Turing nao-deterministas.

Teorema 3.3.1 (Correspondéncia nao-determinista). Seja N uma mdquina
de Turing ndo-determinista e Cy™ uma computacao de N. FEntao toda

configuragcao em C,S?, ¢ correspondivel na linguagem de Turing L.

Demonstracao. A demonstracao é andloga ao caso deterministico ape-
nas com a diferenca que temos configuracoes da forma C f:,,(t) =
{(ar,...;a),q1, (1,5 SID o ((B1s -0 G, (Spys oo, 8p,))F s€, e so-
mente se, ¢ A---Ap, AVv(-vreAwxe+1A---AN-vxe+c— T(0,v,1)
onde cada ¢; é da forma H(g;,e + n+ 1,t) A T(ay,e,t) ANT(az,e + 1,) A--- A
T(ap,e+n—-1,0)ANT(s;,e+nt) NT(by,e+n+1,0)AN---ANT(b;,e+n+m,t)e
e,e+1,...,e+c sao todas as constantes para celas que ocorrem nas férmulas

O1,..., 0, O

Definigao 3.3.4. Uma teoria T associada a uma mdquina de Turing ndo-
determinista N com entrada § = s4,...,s, € a teoria exatamente como uma te-

orta de Turing exceto pela substituicao do axioma A4 pelo axioma A4" abaixo:

AL NNNYWIW(T (0, x, VT (1, x, y)VT (2, x, ) AVxVYWz(2 < x = =T (x,y,2))A
VYY1, oo VIV ZYWYV(H (X, YL, DA - AHXG Y D AW R YA AW =

6 Cf. [Sipser(2006), p.138].
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yo) — HW,w,2)) AVzZ(HO,e,t) A T(s,c,t) Nt < z) — (H(O,e,2) A
T(s,c,2))

A sentenca VxVyi,...,y,VZVWYV(H(x,y1,2) A -+ AN H(X,y,,2) A (=w =
yi Ao A=w = y,) = —H(v,w,z)) garante que uma maquina de Turing
nao-determinista pode estar em diferentes celas em um dado instante e em
diferentes estados na mesma cela, mas existe um limite de estados e celas
em que ela pode estar em cada instante. Outra diferenca importante é a
sentenca Yz((H(0,e,t) AT (s,c,t) At <z) — (H(0,e,2) A T(s,c,z2))) do axioma
A4’. Note que ela expressa o comportamento de uma maquina de Turing nao-
determinista apds entrar no estado final em um ramo particular. A sentenca
universal YWxVyVzVw((H(O,y, ) AT (v, x,2) Az < w) = (H(O0, y, w)AT (v, x,w)))
da axiomatica para maquinas de Turing deterministas pode nao ser verda-
deira no caso nao-deterministico porque os ramos podem entrar no estado
final em instantes diferentes. Com relacao aos simbolos, retiramos a condicao
YWwWYxYY(T (v, x,y) A T(w,x,y) = v = w) no axioma A3 das maquinas de-
terministas que estabelecia a unicidade dos simbolos nas celas, essa sen-
tenca nao é verdadeira pois as configuracoes de uma maquina de Turing
nao-determinista em cada passo podem ter varias tuplas. Assim, quando
tivermos dois simbolos diferentes na mesma cela nao ha contradicao alguma,
acontece apenas que esses simbolos estao em ramos diferentes da computacao

nao-determinista.

Teorema 3.3.2 (Representacao nao-determinista). Para todo t, se ¢ € a
formula de L correspondente a configuragao Cj:,(t) da maquina de Turing

nao-determinista N, entao 7’5 Fo.

Demonstracdo. A demonstracao ¢é andloga ao caso deterministico
porque dado que as configuragoes sao da forma C j:,(t) =
{(aj,...,a;),q;,(bj,,...,b;))j}j<u; precisamos verificar que 7']‘3 demons-
tra cada uma das ¢gjem gop A~ Ay e Vv(-vreA-wvxe+ 1A AV =

e+c — T(,v,1)). Em especial, os casos complicados sao aqueles em que
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(bj,,...,b;) = © em alguma das tuplas ((a;,...,a;),q;,(j,...,b;)); e
N(q;,b;,) = (g,s,»). Considere, entao, um desses casos. Por hipdtese de
inducao, 7']5 F H(gi,e + n,t) A T(ay,e,t) A T(az,e + 1,6) A --- AN T(a,,e +
n—1,H0ANTR2,e+nt) AVx(-x =~ eAN---A-x =~ e+n — T(2,x,1)).
Pelo axioma A4, 7'1‘5 F H(gi,e + n,t)y ANT(0,e + n,t) - H(qg,e +n+ 1,t+
1) AT(s,e + n,t + 1) AVWY(my = e —» (T(v,y,t) & Tw,y,t+ 1)) e,
consequentemente, TAS; F H(g,e + n+ 1,t + 1) A T(s,e + n,t + 1). Como
7’15 FYWy(-my = e+n — (T(v,y,t) & T(v,y,t+ 1)), também temos que
TirT(a,e,t+1)AT(az,e+ 1,1+ 1) A+~ AT(ane+n— 1,1+ 1) e precisamos
verificar que Tlf; demonstra T(0,e+n+ 1,7+ 1). Ora, isso é uma consequéncia
imediata do fato que ‘7'1{; FVy(my = eAN--- A=y = e+n — T(0,y,0)).
Ademais, sabemos que se m # n + 1 entao T,;i F-m ~ n+1 e como
7'15 F Vy(=my = eA--- A=y =~ e+n — T(,y,t), concluimos que
7’1\5; F Vy(=y ~ e A A=y = e+n+1 — T(0,y1). Com um ar-
gumento similar aplicado a cada ¢; em ¢; A -+ A ¢y, teremos que
7']5 F Vy(-y ~ eA-y = e+ 1AN--- A=y =~ e+c — T(0,y,1)), onde
e,e+1,...,e+csao todas as constantes para celas que ocorrem nas formulas

¢0,...,¢u_1. O

Devido ao teorema de representacao 3.3.2, as mesmas propriedades
modelo-tedricas verificadas para maquinas de Turing deterministas pode ser

demonstradas para maquinas de Turing nao-deterministas.

3.4  Universalidade

Segundo R. Gandy [Gandy(1988)], um dos maiores feitos de Turing em seu
artigo [Turing(1936)] foi a definicdo de uma méaquina de Turing universal com
a capacidade de simular qualquer maquina de Turing. Na esteira do trabalho
de Turing, Kleene [Kleene(1938)] também demonstrou a existéncia de fungoes
recursivas parciais universais que computam tudo o que as funcoes recursivas

computam. Conquanto as fungoes recursivas parciais universais de Kleene
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sejam equivalentes as maquinas universais de Turing, a forma como esses
conceitos foram obtidos é bastante diferente. Para entender essa diferenca,

precisamos de uma definicao.

Definicao 3.4.1. Uma encodificacao ¢ uma funcao " 7 de Maq para um
conjunto A # Maq que associa a cada mdaquina de Turing M = {6;}i<, em Magq
um codigo "M definido conforme alguma atribuicao dos estados, simbolos e
movimentos em cada instrucao 6; para elementos em A. Uma decodificacao é
a relagao inversa de uma encodificagao, e uma codificacao € um par composto
por uma encodificacao e decodificacao. Quando A € um modelo aritmético M

dizemos que a codificagao € numeérica.

Turing definiu uma maquina de computagao universal sem usar codi-
ficacao numérica. Ele apresentou uma codificacao das maquinas de Turing
usando letras do alfabeto e, desse modo, definiu explicitamente um conjunto
de instrugoes para uma maquina decodificar qualquer outra maquina e efe-
tuar as operacoes correspondentes. Kleene usou o seu predicado recursivo
primitivo T,(e, X,y), que descreve as arvores de computacao das funcoes re-
cursivas via codificacao numérica. Assim, ele definiu uma funcao recursiva
primitiva U que quando aplicada a uyT,(e, X,y) gera o valor no tltimo passo
da menor computacao y da funcido n-aria com cédigo e sobre a entrada X.
Apesar dessas diferencas, historicamente os trabalhos de Turing e Kleene
foram condensados em uma tnica abordagem da universalidade.

Nos anos 1950, M. Davis [Davis(1956), Davis(1957)] definiu o conceito de
maquina de Turing universal em termos do predicado de Kleene T e, con-
seqiientemente, estabeleceu que a codificacao numérica é parte da definicao
de maquina de Turing universal. Seguindo a concepcao inicial de Davis, hoje
o uso da codificacao numérica no estudo da universalidade é considerado
central. Por exemplo, no recente artigo de J-C. Delvenne [Delvenne(2009)]
maquinas de Turing universais sao definidas médulo codificagao. Retornando
ao trabalho original de Turing, poderiamos nos perguntar: o que ha de espe-

cial na codificacao numérica? Qual é exatamente o papel da codificacao em
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geral para dispositivos de computagao universais?

Essas perguntas nao sao desprovidas de motivacao. Atualmente, uma
das principais areas de pesquisa em ciéncia da computacao € a computacao
quantica [Nielson and Chuang(2000)]. Em termos gerais, essa drea de pes-
quisa trata do problema de saber quais seriam as caracteristicas da com-
putacao baseada nos principios da mecanica quantica. Um dos trabalhos
pioneiros nessa dire¢ao foi publicado em 1985 por Deutsch [Deutsch(1985)].
Nesse artigo Deutsch introduziu uma definicao de mdquina de Turing
quantica enquanto um modelo preciso de computacao baseada na mecanica
quantica e, ademais, também propos um modelo de maquina de Tu-
ring quantica universal. Embora muitos trabalhos tenham desenvolvido a
idéia de maquinas de Turing quanticas, ainda hoje nao hd consenso so-
bre a existéncia de maquinas de Turing quanticas que sejam universais
[Shi(2002), Fouché et al.(2008)Fouché, Heidema, Jones, and Potgieter]. Ba-
sicamente, o problema da universalidade em computacao quantica esta asso-
ciado a possibilidade de combinar simulagao (algo que envolve codificagao) e
superposicao de configuracoes em computacoes quanticas’.

Com uma abordagem modelo-tedrica da computabilidade podemos escla-
recer alguns aspectos do papel da codificacao para o fenomeno da universa-

lidade na computabilidade.

Lema 3.4.1. As mdquinas de Turing podem ser listadas efetivamente, sem

usar codificacdo numeérica.

Demonstracao. Uma vez que toda maquina de Turing tem um conjunto finito
nao-vazio de instrugoes, podemos definir uma seqiiéncia (S;);en onde cada S;
é o conjunto das maquinas de Turing em Mag com i+ 1 instrugoes. Por
definicao, o conjunto de estados de qualquer méaquina de Turing tem a forma
{0,1,...,n}, entao podemos demonstrar com uma inducao simples que cada

maquina de Turing em §; tem no maximo i + 2 estados, porque no maximo

T Cf. [Fouché et al.(2008)Fouché, Heidema, Jones, and Potgieter| para detalhes.
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podemos alterar um estado por instrucao. Dado que as instrugoes tém cinco
componentes (estado,simbolo,simbolo,movimento,estado) e o niimero de es-
tados em cada maquina é no maximo i + 2, também podemos afirmar que

cada §; tem no maximo

(i +2)*-18)!
G+ D! (@+2)2>-18) - @@+ 1)!

maquinas de Turing, porquanto esse seja o numero correspondente a com-
binagao simples de todas as instrugoes possiveis em um dado conjunto §;:
[{0,1,2,...,n}| <i+2e 18 =3x2x%x3, onde 3 =1{0,1,2}] e 2 = |{«,>}]. Logo,
cada S; pode ser efetivamente listado e, por extensao, podemos definir uma

lista (M;);an que contém todas as maquinas de Turing em Magq. O

Teorema 3.4.1. Existe uma teoria ‘7?; tal que, para toda teoria de Turing
7'1&, 7';; F ¢ com ¢ uma formula correspondente a uma configuracao se, e
somente se, 7'5 F ¥ para exatamente uma Y da linguagem de 7'5. Essa teoria

T, pode ser efetivamente construida.

Demonstracao. Considere (M;);aq uma lista efetiva com todas as maquinas
de Turing, descrita de acordo com o lema 3.4.1. A partir de (M,;);an também
podemos formar a lista (7;§)l~eN onde 7'15 é a teoria de Turing associada a
maquina de Turing M;. Tome os simbolos relacionais H e T da linguagem
de Turing £ e forme as listas (H;);ax € (T})ian onde cada H; e T; sao simbolos
relacionais H e T da teoria de Turing ‘7'13 . Agora defina a linguagem de Turing
uniwersal Ly que é a linguagem de primeira ordem gerada pela assinatura
de Turing universal Sy = {0,+1,—1,<} U {H;};aw U {T;}ian. Por fim, defina a
teoria de Turing universal 7'5 como sendo o conjunto de sentencas de L que
sao axiomas de ‘7'l§ para cada Tf em (7'1.3),-€N, ou seja, Tg = U{Tf}ieN, onde
cada ‘7’13 é exatamente igual a teoria associa a maquina M; exceto pelo fato
de que seus simbolos relacionais H e T foram indexados por i. Seja 7'1‘3 uma
teoria de Turing e ¢ uma férmula de £ que corresponde a uma configuracao.

Assim, pela construcao de (7")ien, 7, estd em (7")ien, digamos que seja a
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teoria ‘7’,5 . Considere a férmula ¢ da linguagem Ly que é exatamente igual a
férmula ¢ exceto pelo fato de que os simbolos H e T que ocorrem em ¢ estao
indexados por k. Claramente, 7',5 F ¢ se, e somente se, Tg F . Como a lista
(M;);ay que usamos para definir 7’5 ¢ uma lista efetiva e temos um algoritmo

para definir 77, concluimos que 77, pode ser efetivamente construida. |

N
N

s Ccha-

Teorema 3.4.2. A teoria universal de Turing 7’5 tem um modelo A
mado estrutura de Turing universal, tal que, para toda M; € Maq, M;[§] = 7
se, e somente se, &Z(f] Egl — ' onde ¢ ey sio formulas correspondentes as

configuragoes inicial e final de Ci'li.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que 7, 5 tem um modelo. Seja I’
um subconjunto finito de ‘7'5 . Entao I' é um conjunto finito de sentencas com
a forma dos axiomas A1—A7 mas com os simbolos relacionais H e T indexados
por nimeros naturais. Em virtude desses indices, sabemos que se cada teoria
de Turing é consistente, entao I' é consistente - os indices evitam conflitos
nas instrugoes das méaquinas de Turing particulares. Ora, ou I' tem todos
os axiomas associados as instrugoes de uma ou mais maquinas de Turing
particulares ou tem apenas os axiomas de uma tunica maquina de Turing. Em
qualquer caso I' tem um modelo, notadamente, a estrutura onde os simbolos
relacionais H; e T; que ocorrem nas formulas de I' sao interpretados tal como
os simbolos H e T das respectivas estruturas ﬂf que sao modelos das teorias

.

77, e, quanto aos simbolos relacionais Hy; e T; da assinatura Sy que nao
ocorrem em férmulas de I', basta interpreta-los como sendo a interpretacao
minima, qual seja: aquela que satisfaz as condigoes relativas ao axioma A7.
Portanto, pelo teorema da compacidade, 7, ;; tem um modelo.

Considere ﬂfj = N,0,+1, -1, <, (H))ian, (T))iery) como sendo o modelo in-
tencionado de 7'5. Se M;[5] = 7, entao ﬂzs;,- E ¢ — y para férmulas ¢ e ¢
correspondentes as configuragoes inicial e final de Cj:,,i, devido ao teorema
da correspondéncia. Ademais, pelo teorema da completude, T/ii,- Fo — Y.
Como as formulas ¢ e ¢ de T, ]f;’_ tem versoes indexadas ¢' e ¥’ em Tg e ﬂfl

¢ um modelo de 7, concluimos que A;, £ ¢ — . Conversamente, se
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ﬂf] E @' — ', entdo, por uma adaptacao direta do teorema da completude
para ‘7'5, derivamos que 7“5 F¢' — ¢, Ora, Tg F ¢ — ' se, e somente se,
7';; F ¢ — ¥, onde ¢ e ¥ sao a férmulas que geram ¢ e ' via indexacao.
Dali, pelo teorema da corretude de TAS:L_, ﬂi/[,- F ¢ — ¥, 0 que acontece se, e

somente se, M;[5] = 7. O

A partir do teorema 3.4.2, poderiamos ser tentados a derivar que existe
uma maquina de Turing U a qual foi associada a estrutura de Turing
universal ﬂf]. No entanto, esse seria um passo ainda sem justificacao,
porque uma maquina de Turing deve ser uma funcao finita nao-vazia e
ﬂ‘fj = (N,0,+1, -1, <, (H))ian, (T)icny) € uma estrutura com infinitas relagoes
H; e T;. Assim, a maquina de Turing que gerou ﬂf] aparentemente deveria
ser uma funcao infinita. Nao obstante, como pode existir uma estrutura de
Turing sem existir uma méaquina de Turing que a gerou?

Quando  Lewis e  Papadimitrou definem em seu livro
[Lewis and Papadimitriou(1998), p.247-250] uma madaquina de Turing
universal através do método usual de codificacao numérica das maquinas de
Turing, eles enfatizam que a existéncia de tal maquina é uma conseqiiéncia
do fato de que “maquinas de Turing também sao software”. Ora, uma
estrutura de Turing esta associada ao hardware de uma maquina de Turing,
i.e., ao fato de que “maquinas de Turing também sao hardware”. Portanto,
o que podemos dizer a partir da existéncia da estrutura de Turing universal
ﬂf] ¢é que a universalidade é compativel com o conceito de hardware de uma
maquina de Turing, o qual é necessariamente infinitario posto que deve ter
a capacidade de simular todas as maquinas.

A finitude do software associado ao hardware que possivelmente gerou ﬂi,
é garantida pela codificacao, ou seja, ela é uma maneira de garantir a finitude
de uma maquina de Turing universal. Se maquinas de Turing pudessem ser
funcoes infinitas, entao o teorema 3.4.2 em si ja mostraria a existéncia de uma
maquina de Turing universal. Entretanto, a finitude das méquinas de Turing

é uma componente crucial e, por isso, a codificacao faz parte da definicao das
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maquinas de Turing. Em resumo, somente com algum tipo de codificagao

podemos obter a conjuncao entre universalidade e finitude.

3.5 Logicidade

Recentemente, R. Sylvan e J. Copeland [Sylvan and Copeland(2000)] susten-
taram que a computabilidade é relativa a légica, ou seja, o conceito de compu-
tabilidade depende das caracteristicas do sistema logico que adotamos. Em
particular, Sylvan e Copeland sugeriram o desenvolvimento de uma “teoria da
computabilidade paraconsistente” [Sylvan and Copeland(2000), p.196], por-
que seria possivel definir maquinas de Turing que efetuam computacoes com
contradigoes presentes nos dados de sua fita. J. Agudelo e W. Carnielli
[Agudelo and Carnielli(2010)] levaram a cabo essa idéia, propondo um mo-
delo rigoroso de maquinas de Turing paraconsistente e exibindo, inclusive, al-
gumas conexoes com a computacao quantica. No entanto, cabe a pergunta:
o conceito de computabilidade é realmente dependente de algum sistema
logico?

Com uma abordagem modelo-teérica da computabilidade, podemos apre-
sentar uma resposta a essa pergunta.

No capitulo 2 definimos teorias de Turing com alguns axiomas que expres-
sam propriedades basicas dos numeros naturais. A partir desses axiomas,
podemos definir a expressao de absurdidade L como uma abreviacao para
0 ~ 1. Portanto, em teorias de Turing podemos tratar a negagao como um

simbolo definido:
Internalizacao da negacgao: = =z45 ¢ — 0= 1

Esse é um recurso utilizado em aritmética intuicionista, inicial-
mente proposto por Heyting [Heyting(1930)]. No entanto, M. Dummett
[Dummett(1991), p.295] fora o primeiro a perceber que sao necessarios alguns
ajustes técnicos para adotarmos a estratégia de Heyting, porque no seguinte

axioma da aritmética ja ocorre o simbolo de negagao:
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AOVx0O~=x+1->0=1)

Como estamos definindo L em termos de 0 = 1 nao podemos pressupor
esse axioma, caso contrario, a definicao seria circular. Em realidade, esse
axioma é independente dos demais axiomas da aritmética de Peano e, como
observado por R. T. Cook, J. Cogburn [Cook and Cogburn(2000)], os ajustes
sugeridos por Dumment nao funcionam. Em principio, isso implica que a
negacao nao é internalizavel na aritmética nem em teorias de Turing, a menos
que efeturemos modificacoes nao-trivais. Nao obstante, considere o seguinte

axioma:
A0 VxO~x+1—->0=xx)

O seguinte resultado mostra que para os propédsitos da aritmética e com-

putabilidade de Turing o axioma A0’ é suficiente para internalizar a negagao.

Lema 3.5.1. Qualquer teoria que contenha o azxioma AQ e o principio de
inducao (¢(0,X) AVy(p(y,X) = ¢y + 1, %) = Vzd(z, X) deriva o axioma AO.

Demonstracdo. Seja 7 uma teoria que tem entre seus axiomas a sentenca
A0’ e o principio de indug¢ao. A demonstragao é por inducao. Claramente,
7" demonsta que =0 = 1, porque 0 ~ 1 — 0 = 1 é uma verdade logica. Pela
hipétese de indugao, o resultado é valido para k + 1, ou seja, 7 demonstra
que 0 x+1 — 0= 1, a qual é uma abreviacao para =0 = x + 1. Ora, pelo
axioma A0, O~ (k+1)+1 > 0~ k+ 1 e, por modus tolens, 7 demonstra
0=~ k+1)+1. |

Definicao 3.5.1. Uma teoria T € livre para negacao se 7 nao tem um

stmbolo de negagao mas ele pode ser internalizado em T como um simbolo
definido.

Teorema 3.5.1. Existem teorias de Turing livres para negagao para as quais

vale o teorema da completude.
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Demonstracao. Seja ‘7’;[ uma teoria de Turing. Para comecar, retire o
esquema de axioma A3 de T,f,. Agora, mostraremos como eliminar a
negacao dos axiomas de TAS;. A negagao ocorre no axioma Al apenas na
férmulas Yx(—=x < x). Nesse caso, basta substituir Yx—x < x pela féormula
dx(x < x) — Vy(y = 0). De fato, se 7’15 F dx(x < x), entao, por modus
ponens, TAS; F VYy(y = 0) e, por eliminacao do universal, TAS:, F1=0. Assim,
TAS; Fdx(x < x) - 0 = 1, ie., TAS; F —dx(x < x), que é o que precisa-
mos. No axioma A2 ocorre a sentenca Yx(0 ~ x+ 1 — 0 = 1), mas, pelo
lema 3.5.1 podemos substitui-la pela sentenca Yx(0 ~ x+ 1 — 0 = x). No
axioma A4 basta substituirmos a sentenca YxVyVzVvwWw((H(x,y,z) A (v =
xV-w=xy) = Hw,w,2) AVWXVWIVYW(HQO,y,2) ATV, x,2) N2 <w) —
(HQO,y,w) A T(v, x,w))) pela sentenca YVWwYxVy(H(v, x,y) N Hw,x,y) > v~
w) A VWwWYVy(H(x,v,y) A H(x,w,2) = v = w) A YWaxVyVzVw((H(0,y,2) A
Tw,x,2) ANz<w)— (HQO,y,w) A T(v, x,w))), porque o novo axioma expressa
as mesmas propriedades dos simbolos e também expressa a unicidade dos
estados com relagao ao espago-tempo, salvaguardando as mesmas proprieda-
des com relagao ao término de uma computacao. Nos axiomas AS e A6 basta
substituirmos a sentenca YvwWx(—v = y — (T(x,y,2) & T(x,v,z + 1))) pela
sentenca YwWx(v = y VvV (T(x,y,z2) < T(x,v,z+ 1))). Claramente, o teorema da
representacao serd valido para Tg definida dessa forma, ou seja, para todo
t, se ¢ é a formula de L correspondente a configuracao C j;(r) da maquina de
Turing determinista M, entao 7",‘5, F ¢. Conseqilientemente, 7",5, é completa

com relagao as férmulas que correspondem a configuragoes. O

Esse teorema 3.5.1 nao exclui a possibilidade de analisarmos modificagoes
da negacao para fins de anélise da computabilidade, ele mostra que a negagao
em computabilidade é internalizavel. De fato, esse resultado destaca que a
computabilidade tem uma légica subjacente minima com relagao a negagao,

notadamente, a légica minimal de I. Johasson [Johasson(1936)]:
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Em especial, se restringirmos a légica subjacente de uma teoria de Turing
a légica minimal intuicionista de Johasson, nao é necessario impor condi¢oes

de localidade em teorias de Turing.

Teorema 3.5.2. Seja 7'15[ uma teoria de Turing em logica minimal intuici-

onista e com o0s esquemas de axiomas abaixo no lugar de AS e A6:

(A5) YWz(H(q,y,2) A T(s,y,2) — H(p,y + Lz + 1) A T(r,y,z + 1)) se
(g,s,p,r,») € M.

(A6’) VyVz(H(q,y,z) A T(s,y,2) — H(p,y — Lz + 1) A T(r,y,z + 1)) se
(q,s,p,r,9) € M.

Assim, para todo t, se ¢ € a formula de L correspondente a configurac¢ao

Cf:,,(t) da maquina de Turing M, entdo 7';; F .

Demonstracdo. A demonstragao é analoga ao caso de uma teoria de Turing
com os esquemas A5 e A6. Basta observar que nos casos mais complicados,
teremos pelo axioma A2, ‘7'/51 FVYWz(T(,y,2) vV T(,y,2) VTQ2,y,2) e, pela
l6gica intuicionista, ‘7';; +FT(,y,z) ou 7‘15[ FT(,y,z) ou ‘T]f; FT(2,y,7) para
todo y e z.

Digamos que estamos no caso em que (q,7},p,s,») € M, ry,...,r, =@e
CS(t)=((r1,---» 1), q, (¥}, ..., r,). Entdo, C3,(t+1) = ((r1,..., 1, 5), p,2). Por
hipétese de inducao, 7’1;3 FH(g,e+n, )AT(ri,e, VAT (ra,e+ 1,00 A---AT(r,, e+
n-=1,0)AT({,e+nt) AVy(my=eA---A-y=e+n— T(0,y,1)). Pelo axioma
AY’, TAS; FH(g,e+n,t) ANT(rj,e+n,t) > H(p,e+n+1,t+1)AT(s,e+n,t+1)
e, consequentemente, ‘T]f; F Hp,e+n+1,t+1)AT(s,e+n,t+1). Ora, se
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7’1& FTQR,e+n+1,t+ 1), pela corretude de 7';; teriamos ﬂj; FETQ2,e+n+
1,t+ 1), o que é falso e, portanto, ‘7“1‘; ¥TQ2,e+n+1,t+1) e, similarmente,
75 ¥ T(l,e+n+1,t+1). Logo, 75 + T(0,e + n+ 1,t + 1). Com um
argumento similar também mostramos que 7’15[ FT(r,e,t+1D)AT(rp,e+1,t+
DA ANT(ry,e+n—1,t+1) AT(r,e + n,t). Falta apenas mostrar que
TAS; FVy(-y=eA---A-yxe+n+1—->T(0,yt+1)).

Suponha que TAS; F-ac=xeA---AN-c=e+n+1 para uma cela arbitréaria c.
Pela l6gica intuicionista, ou 75 + T(0,¢,t+1)) ou T3 + T(1,c,t+ 1)) ou T3, +
T2,c,t+1)). Se TAS:, FT(2,c,t+ 1)), entao, pela corretude, ﬂj:, ETQ2,c,t+1))
e, pela hipdtese de inducao, isso implicaria que no instante ¢, a maquina M
aplicou duas instrucoes, o que nao ¢ possivel. Portanto, ‘7’;[ ¥ TQ2,c,t+1)).
Similarmente, 775 ¥ T(1,¢,t + 1)). Logo, 75 + T(0,c,t + 1)). O

Esse resultado nao vale no caso de teorias de Turing nao-deterministas,
porque pode acontecer de ﬂi,, ET,e,t), ﬂf:,, ET(,e,t) e .?(]S:,, ETQ2,e,t), ou
seja, a conexao entre intuicionismo e computabilidade neste ponto nao é cor-
roborada. Isso nao significa que uma possivel conexao esteja fora de questao;
0 que o teorema 3.5.2 mostra é que a relacao entre localidade e intuicionismo
tem caracteristicas diferentes quando se considera computacoes determinis-
tas e nao-deterministas. Outro ponto interessante seria determinar qual é a
propriedade dual da localidade, seu significado e o sistema légico relacionado.
Sabemos que existe certa dualidade entre intuicionismo e paraconsisténcia®,
entao provavelmente tal sistema sera alguma légica paraconsistente, mas nao
é 6bvio qual sera a propriedade em questao e se ela tem algum significado

relevante para a computabilidade.

8 Cf. [A.B.M. Brunner(2005)]



4. COMPUTABILIDADE MODELO-TEORICA CLASSICA
NAO-PADRAO

Sob a pele das palavras hd cifras e codigos.

Carlos Drummond de Andrade

Este capitulo investiga a computabilidade de Turing em modelos nao-
padrao da aritmética, mostrando, desse modo, que existe um principio de
internalidade aritmética na computabilidade. Na secao 4.1 apresentamos
uma caracterizacao geral dos modelos nao-padrao, com énfase nos modelos
aritméticos. Na secao 4.2 exibimos as principais caracteristicas dos mode-
los nao-padrao de teorias de Turing. Na secao 4.3 estudamos os limites do
fenomeno de Tennenbaum, utilizando as técnicas desenvolvidas nesta tese.
Na secao 4.4 demonstramos alguns resultados acerca das fungoes numéricas
nao-padrao, os quais mostram que existe um principio de internalidade
aritmética na teoria da computabilidade. Na secao 4.5. analisamos as te-

ses de Church e Turing a luz dos resultados obtidos neste capitulo.

4.1 Modelos nao-padrao em geral

Segundo H. Gaifman [Gaifman(2004)], um modelo nao-padrao é uma in-
terpretagao de uma teoria que tem caracteristicas notadamente diferentes
daquelas intencionadas. Os modelos nao-padrao foram descobertos por S.
Skolem [Skolem(1922), Skolem.(1929), Skolem.(1934)] em formalizacoes da
teoria dos conjuntos e teoria dos nimeros. A existéncia de tais modelos é

um fenomeno légico abrangente associado as caracteristicas das linguagens
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de primeira ordem.

Exemplos notaveis e amplamente investigados de modelos nao-padrao
sao aqueles que encontramos na classe dos modelos da aritmética de pri-
meira ordem completa Th(N). Ao que tudo indica, a primeira pessoa a
tentar axiomatizar Th(N) foi H. Grassmann [Grassmann(1861)]. Sua prin-
cipal contribuicao foi a caracterizagao axiomética da adicao e multiplicagao
que usamos hodiernamente: x+0~xe x+(y+ 1) = (x +y) + 1 bem como
xX0~0exx(y+1) =~ (xxy)+x. Mais tarde, G. Peano [Peano(2002)]
e, independentemente, R. Dedekind [Dedekind(1888)], descobriram as pro-
priedades bésicas dos nimeros naturais, a saber: x+1 = y+1 — x = y,
x+120e (@0)AVx(e(x) = @(x + 1)) = Vyp(y). A axiomatica composta
por esses axiomas de Grassmann, Peano e Dedekind passou a ser chamada de
aritmética de Peano devido a sua formulagao explicita no trabalho de Peano.

Nao obstante a esse progresso na axiomatizacao da aritmética, em
1931, K. Goédel [G6del(1931)] mostrou que nao é possivel apresentar uma
axiomatica do sistema dos nimeros naturais que seja efetiva, correta e com-
pleta. A estratégia de Godel para demonstrar esse resultado de incompletude
envolveu a formulacao de uma sentenca verdadeira e nao-demonstravel em
qualquer axiomatica efetiva e consistente do sistema dos ntimeros naturais;
essa sentenca passou a ser chamada de senten¢a de Godel.

Como a sentenca de Godel nao é nem demonstravel nem refutavel em
qualquer axiomatica efetiva do sistema dos numeros naturais, mas é intui-
tivamente verdadeira em tal estrutura, devem existir pelo menos duas ex-
tensoes consistentes e nao logicamente equivalentes da aritmética de Peano:
em uma adicionamos a sentenca de Godel, a qual é verdadeira no sistema
dos nimeros naturais, na outra adicionamos sua negacao, a qual é falsa no
sistema dos nimeros naturais, mas deve ser verdadeira em algum modelo da
aritmética de Peano. Esse modelo no qual a negacao da sentenga de Godel é
verdadeira deve ser um modelo nao-padrao.

Godel [Godel(1986b)] foi o primeiro a usar essa estratégia para demonstrar
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a existéncia de modelos nao-padrao da aritmética de Peano. Ela é um tanto
indireta, mas é interessante porque depende apenas das caracteristicas da
préopria aritmética. Em especial, esse tipo de demonstracao mostra que a
existéncia de modelos nao-padrao é um fenomeno advindo, por um lado, da
capacidade expressiva da aritmética e, por outro, da limitacao expressiva da
linguagem de primeira ordem. Esse tipo de argumento é um desafio para a
perspectiva estruturalista da matematica.

O estruturalismo matematico esta baseado no trabalho de P. Benacerraf
[Benacerraf(1965)], no qual ele argumenta que, pelo fato de existirem diferen-
tes definicoes de ntiimero natural tecnicamente nao equivalentes, isso implica
que tratar os nimeros como objetos é algo inadequado. Assim, Benacerraf
propos que a matematica é uma colecao de teorias sobre estruturas, e nao
sobre objetos. Em outras palavras, o tema de uma teoria matematica é de-
terminado pelas caracteristicas de seus modelos como um todo, e nao pelos
objetos que o compoem. Em especial, a aritmética deveria tratar, a menos
de isomorfismo, de uma tnica estrutura. O problema é explicar como identi-
ficamos o modelo intencionado da aritmética, face aos modelos nao-padrao.
Para S. Shapiro [Shapiro(1991), Shapiro(1997)], os modelos nao-padrao sao
uma anomalia que deve ser banida da classe dos modelos aritméticos. Ele
argumenta que os modelos nao-padrao da aritmética sao resquicios da tese de
Hilbert, pois ao adotarmos uma aritmética de segunda ordem tais modelos
deixam de existir.

Sabemos que a aritmética de segunda ordem é w-categdrica e, por isso,
o argumento de Shapiro funciona. Entretanto, V. Halbach e L. Horsten
[Halbach and Horsten(2005)], tém argumentado que recorrer a logica de se-
gunda ordem é apenas transferir o problema, porque a semantica de lingua-
gens de segunda ordem depende da teoria dos conjuntos, a qual também tem
modelos nao-padrao. Mais do que isso, em linguagens de segunda ordem
podemos expressar a hipétese do continuo, ou seja, sua semantica é terrivel-
mente indecidivel [Ebbinghaus et al.(2005)Ebbinghaus, Flum, and Thomas,
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p.132-136].

Tendo essas dificuldades em  vista, Halbach e  Horsten
[Halbach and Horsten(2005)] formularam uma abordagem baseada no
teorema de S. Tennembaum [Tennenbaum(1959)]. De acordo com o
teorema de Tennembaum, a menos de isomorfismo, o modelo padrao da
aritmética de Peano ¢ o unico modelo no qual adicao e multiplicagao sao
computaveis, i.e., em modelos nao-padrao nem uma dessas operacoes ¢
computavel. Assim, Halbach e Horsten defendem que o modelo intencionado
da aritmética é aquele no qual adicao e multiplicacao sao computaveis.
Ora, a computabilidade cléssica estd definida sobre os nimeros naturais
e, para evitar circularidade, Halbach e Horsten propoem distinguir duas
nocoes de computabilidade. A nocao prdtica de computabilidade denota
nossas praticas usuais quando efetuamos processos efetivos. Nesse contexto,
algoritmos sao instrugoes para manipular simbolos, sejam eles nimeros
naturais ou nao. A nocao teorica de computabilidade é a colecao de nossas
definicoes matematicas usuais do conceito de computabilidade; por exemplo,
funcoes recursivas, computabilidade de Turing, A-célculo, e assim por diante.

Dessa forma, Halbach e Horsten recorrem as méquinas de Turing porque
elas formalizam a nocao pratica de computabilidade. Em especial, Halbach e
Horsten usam o fato de que maquinas de Turing computam sobre simbolos, o
que, segundo eles, implicaria que elas nao computam sobre ntimeros naturais
nao-padrao. Simbolos sao diferentes, por sua vez, devido a sua configuracao
grafica, eles se distinguem entre si diretamente. Assim, podemos evitar a
circularidade: o modelo intencionado da aritmética é qualquer sistema nota-
cional numérico, por exemplo, o sistema arabico decimal, onde as operacoes
computaveis satisfazem os axiomas de Peano.

Em [de Aradjo and Carnielli(2010)], argumentamos que a estratégia de
Halbach e Horsten nao funciona, porque o fato de maquinas de Turing com-
putarem sobre simbolos nao impede que elas computem sobre simbolos que

representam numeros naturais nao-padrao. De fato, no segundo capitulo
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desta tese desenvolvemos uma abordagem descritiva da computabilidade em
primeira ordem. Neste capitulo construiremos modelos nao-padrao de te-
orias de Turing, o que mostra que o problema da identificagao do modelo
intencionado da aritmética continua em aberto'. No que se segue vérias

peculiaridades e aspectos intrigantes desse fenomeno serao analisados.

4.2 Modelos nao-padrao de teorias de Turing

No capitulo 2 associamos estruturas e teorias de primeira ordem as maquinas
de Turing. Agora podemos aplicar o método de Henkin para construir mo-

delos nao-padrao dessas teorias.

Definicao 4.2.1. Seja M uma mdquina de Turing e TAS; a teoria de Turing
associada a M. O modelo padrao de 7’;} ¢ a estrutura ﬂi,[ =(N,0,+1,-1,<
,H,T), cujos elementos sao chamados elementos padrao. Qualquer outro mo-
delo de 7'15[ que nao seja isomorfico ao modelo padrao é chamado de modelo

nao-padrao, e seus elementos sao chamados elementos nao-padrao.
Proposicao 4.2.1. Existem modelos nao-padrao de teorias de Turing.

Demonstracao. Seja S = {n},enU{+1,—-1,<, H, T} a assinatura de Turing, ‘7‘,5,
uma teoria de Turing qualquer e ﬂi,, o modelo padrao de 7 AS:I Considere a
assinatura S“ obtida de S pela adicao de um novo simbolo de constante a.

Defina a S%teoria

Tl{;]szAiU{n<a : para cada n € N}2.

L'O autor desta tese conversou com Halbach sobre esse assunto, e Halbach concordou
que a existéncia de elementos nao-padrao em maquinas de Turing é um desafio para sua
tentativa de identificar o modelo intencionado da aritmética. Ele acredita, todavia, que
isso mostra que nao hé como identificar esse modelo sem pressupor algo como dado. Em
sua abordagem, o pressuposto é que maquinas de Turing computam sobre simbolos que
denotam objetos finitarios.

2 Vale lembrar que o simbolo 7 na sentenca “n < a” é uma abreviacdo para 0 seguido
por n aplicagoes de +1.
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Claramente, cada subconjunto finito de 7’1‘[4“]3 estd contido em um conjunto
da forma T,f, U{n < a:n < b}, para algum b € N apropriado. Disso segue-
se que cada um desses subconjuntos tem um S“modelo da forma ﬂa‘f‘? =

[al§

(N, {n}pe, b, +1,-1,<,H,T) onde a™ = b. Pela compacidade da légica de

E‘“f e, portanto, o seu S-reduto

primeira ordem, 7’5’13 tem um S%modelo B
B, ¢ um modelo de 7,.

Resta mostrar que nao existe um isomorfismo entre Bj; e 5"(;‘:4. Suponha,
pelo contrério, que f : ﬂj; - B‘L seja um isomorfismo. Assim, f (Qﬂid) = QBL
para todo n € N, pois f(Qﬂ;h) = 9834 e f(n+ 1) = n®u + 1. Pela definicao
de 8B,
Devido ao axioma Al, B;‘; EVaVy(y < x = —x & y) e, consequentemente, esse

existe um elemento a € dom(Bi/[) tal que n < a para todo n € N.

elemento a nao esta na imagem de f sobre N, o que é uma contradicao. Logo,

por reducao ao absurdo, nao existe um isomorfismo entre 8, e A;,. O

A demonstracao da proposicao 4.2.1 é uma simples aplicacao do argu-
mento usual com base no método de Henkin®. Cabe destacar, todavia, que
ela apenas foi possivel porque conseguimos definir estruturas de Turing como
extensoes da estrutura dos niimeros naturais com o elemento distinguido zero,
as fungoes sucessor e predecessor e a ordem estrita. A partir dessa proposta,
também podemos verificar que, similarmente a aritmética, teorias de Turing

nao reconhecem os elementos nao-padrao em seus modelos.

Definicao 4.2.2. Seja 7’1‘3 uma teoria de Turing e Bf{l um modelo de ‘7'1;
Um subconjunto nao-vazio I de dom(Bf;,,) ¢ um corte de Bf; quando, para todo
yel, x <y implica x €l el é fechado sob a fun¢ao sucessor. O conjunto I
€ um corte proprio se I # dom(BL).

Teorema 4.2.1. Seja TAS; uma teoria de Turing e Bf:/[ um modelo nao-padrao

N
S

. . . g
Y entao I nao é definivel em B;,.

de TAS;. Se I € um corte proprio de B

Demonstracao. Suponha, a fim de obtermos uma contradicao, que I é um

corte proprio definivel em um modelo nao-padrao 8B;, de uma teoria de Turing

3 Of. [Hodges(2005)] para detalhes sobre esse método.
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7’1;3. Digamos que ¢(x,y) é a féormula que define I em Bj;. Entao, para
alguma seqiiéncia @ de elementos em dom(B‘L), ¢(x,d) é uma férmula tal que
1 ={b € dom(B3)) : BS, & ¢p(b,d)}.

Sabemos que na aritmética de Peano, cuja assinatura é o conjunto
{0, 1, +, X, <}, nao podemos definir um corte préprio de um modelo nao-padrao
[Odifreddi(1992a), p.45]. Consequentemente, também nao podemos definir 1
com uma férmula da linguagem de Turing usando apenas os simbolos para
as fungoes sucessor, predecessor e a relagao de ordem, porque tais operagoes
e relacoes também estao disponiveis na aritmética de Peano. Assim, devido
a hipotese de que ¢(x,d) define I, derivamos que os simbolos relacionais H
ou T devem ocorrer como simbolos principais em subférmulas de ¢(x, @).

Uma vez que I é um conjunto nao-vazio fechado sob a funcao sucessor,
temos que Bf:/[ E @¢(0,d) AVx(p(x,d) — ¢(x + 1,d)). Pelo axioma A2, a funcao
sucessor ¢ injetora e, como ¢ tem subférmulas com simbolo principal H ou T,
os elementos x tais que B‘L E ¢(x,d) devem ser celas ou instantes (possivel-
mente ambos). Dessa forma, para cada x € dom(Bil) existe y € dom(Bil) tal
que Bj:,[ E ¢(y,d), onde x e y sdo celas ou instantes. Isso significa que st:/[ deve
estar associada a uma computacao C 5:4 de M que no sentido de Bj:,[ nao para.
Dado que I é um corte préprio de Bf‘;, deve existir um c € dom(Bf:,,) tal que
¢ ¢ I. Entretanto, isso implica que Bj:,l E =¢(c,d) para algum c € dom(Bj:l),
ie., C‘L nao ¢ total em dom(Bls;) e, conseqiientemente, Bil deve estar associ-
ada a uma computacao C f:,, de M que no sentido de B‘;, para. Assim, obtemos

um absurdo. m|

Diferentemente do que ocorre no estudo dos modelos nao-padrao da
aritmética, na demonstracao do teorema 4.2.1 nao usamos o axioma de
inducao. O seguinte resultado mostra que essa demonstragao livre do
principio de inducao é importante porque ela revela aspectos peculiares das

teorias de Turing.

Definicao 4.2.3. Seja Bj:l uma estrutura de Turing qualquer. Dizemos

que uma relagao R n-dria sobre dom(B;,) ¢ interna sobre B, quando
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existe uma formula de primeira ordem ¢(Xg, ..., Xn—1,Y05 > Ym-1) da lin-

guagem de Turing, com as varidveis livres indicadas, que define R, ou

seja, a extensio ¢Pv de ¢ em 813:4 é o conjunto {d € dom(Bi,l)” : Bi/[ E
= e A . = > ~ . L

¢la, bl para uma dada seqiiéncia b € dom(8,,)"}. Caso nao exista tal formula,

R € uma relagao externa sobre 8B;,.

Corolario 4.2.1. Se BL € um modelo nao-padrao de uma teoria de Turing
7"5’

i, €ntao o congunto {n € dom(BL) :n € N} € externo sobre B‘L.

Demonstracao. Se {n € dom(Bi,[) : n € N} fosse interno sobre Bj;, entao ele
seria definivel. No entanto, {n € dom(Bj:,) :n € N} é um corte préprio de B‘L.

Logo, pelo teorema 4.2.2, esse conjunto é externo sobre Bi/[. |

Observacao 4.2.1. O coroldrio 4.2.1 mostra que, do ponto de vista de uma
maquina de Turing, os numeros naturais nao sao distinguidos internamente
entre padrao e nao-padrao. Consequentemente nossa formalizacdo usual do
conceito de finitude - um conjunto € finito quando existe uma bijecao entre
ele e um numero natural - passa a ser relativa ao modelo sob consideracao.
Dessa forma, uma computacao com elemento nao-padrao €, internamente,
um conjunto finito porque podemos efetuar uma bijecio com algum niumero
nao-padrao, mas, externamente, ela é um conjunto infinito posto que tem
pelo menos todos os numeros naturais padrao. FEssa distin¢ao € central por-
que indica as peculiaridades da computabilidade sobre nimeros naturais nao-

padrao.

Em geral, o estudo da computabilidade classica pressupoe os numeros
naturais padrao como dados, mas no A-calculo podemos definir os ordinais
de Church-Kleene que sao, em realidade, definicoes dos nimeros naturais
padrao como A-termos®*. O teorema 4.2.1 e seu corolério 4.2.1 mostram que os
nimeros naturais padrao sao objetos externos a computabilidade e, portanto,

os numeros naturais também sao objetos pressupostos no A-calculo.

4 Cf. [Barendregt(1984)]
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Devido as caracteristicas dos elementos nao-padrao, indicadas pela pro-
posicao 4.2.1, podemos ademais verificar que, similarmente aos modelos nao-
padrao enumeraveis da aritmética, a ordem de qualquer modelo nao-padrao
enumeravel de uma teoria de Turing tem um segmento inicial isomérfico aos
nimeros naturais padrao seguido por segmentos cuja ordem é isomorfica a
ordem nos numeros inteiros, os quais estao, por sua vez, densamente orde-
nados. Costumamos denotar esse tipo de ordem por w + (w* + w) - 1, onde w
¢ a ordem dos numeros naturais padrao, w* é a ordem inversa de w, e n é a

ordem dos nuimeros racionais.

Proposicao 4.2.2. Se Bj:,l ¢ um modelo nao-padrao enumerdvel de uma
teoria de Turing T, entao B),| <= w+ (W' + w) -1, onde By,| < indica a

retricao de Bf:,, a linguagem {<}.

Demonstracao. Esse resultado é uma conseqiiéncia da proposicao 4.2.1 jun-

tamente com o seguinte lema.

Lema 4.2.1. Se 7';; ¢ uma teoria de Turing, entao 7';; FVx(x<n+1VvVx=
n+leoe x=0V---Vx=nVx=n+1)), onden é o termo 0 sequido por n

aplicagoes de +1.

Demonstracao. A demonstracao é por inducao externa em n. Suponha que
n = 0. Entao ‘7“,‘& Fx=~0—-> (x <0Vx=0) pela logica proposicional.
Ademais, TAS;U{x <0Vvx=0}rx<0Vx~=0e, pelo axioma Al, 7';; F-x <0,
o que implica que Tﬁiu{x <0Vx=0}+x=0e, por logica, TAS; F(x <
OVx=0) > x~0. Agora suponha que o resultado seja verdadeiro para
um n arbitrario. Assim, por hipotese de indugao TAS; Fx<nVxzxne (x=
OV---Vx=n). Devido ao axioma A2, 7’;} Fx<n+l e (x<nVx=n)e, pela
logica proposicional, 7'151 F(x<n+lvxzn+l)e (x<nVxznVxzn+l).
Por fim, usando a hipdtese de inducao, concluimos que 7, AS; Fx<n+1Vx=

n+le(x=0V---VxenVxzn+l). |

Os detalhes da demonstracao sao analogos ao argumento para os modelos

aritméticos e podem ser encontrados em [Kaye(1991), p.75]. o
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O axioma Al estabelece que os elementos em qualquer modelo de uma
teoria de Turing estao discretamente ordenados. Posto que a proposigao 4.2.2
mostra que a ordem dos modelos nao-padrao enumeraveis de uma teoria de
Turing é densa, deduzimos que esse tipo de ordem ¢é reconhecida apenas

externamente, porque internamente a teoria define uma ordem discreta.

4.3 O fenomeno de Tennenbaum de um ponto de vista

modelo-teorico

A possibilidade de demonstragdo do teorema de Matiyasevich-Robinson-
Davis-Putnam (MRDP), segundo o qual todo conjunto computacionalmente
enumeravel é diofantino, em certas aritméticas fracas, por exemplo aritmética
de Buss [Buss(1986)], implica na solugao de alguns problemas centrais em
complexidade computacional [Kaye(1991), pp.273-275]. Ora, se uma teoria
aritmética demonstra o teorema de MRDP, entao todo modelo dessa teoria
nao é computavel [Kaye(1993)]. Portanto, determinar qual é a expressivi-
dade minima que uma teoria aritmética deve ter para demonstrar o teorema
de Tennenbaum tem estrita conexao com problemas de complexidade com-
putacional.

Por isso, existe uma linha de pesquisa em aritmética que procura des-
cobrir em quais teorias aritméticas o teorema de Tennenbaum ¢é valido. J.
C. Shepherdson [Shepherdson(1964)] mostrou que os limites do fendmeno
de Tennenbaum estao relacionados com a expressividade do principio de
inducao. Shepherdson construiu modelos nao-padrao computaveis de teorias
aritméticas com o principio de inducao restrito as férmulas abertas. Mais
recentemente A. Berarducci e M. Otero [Berarducci and Otero(1996)] esten-
deram o trabalho de Shepherdson para teoria aritméticas com o principio
de indugao restrito as férmulas abertas mais o axioma da normalidade
(V9,20 s Zpt (Y R OA (X" 4+ (2 X XXy + oo+ 7 XX Y +y") =
0) - Jz(y X z = x))). Entretanto, K. McAloon [McAloon(1982)] mostrou
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que o teorema de Tennenbaum é verdadeiro na aritmética com principio
de inducao restrito as férmulas com quantificadores limitados, e G. Wilmer
[Wilmer(1985)] demonstrou o mesmo resultado para a indugao restrita as
férmulas existénciais®.

Um ponto comum nesses estudos sobre os limites do teorema de Tennen-
baum é o uso de fungoes recursivas; nenhum dos trabalhos usa maquinas de
Turing. Parece que a inexisténcia de uma abordagem que possibilitasse ana-
lisar a computabilidade de Turing sobre nimeros naturais nao-padrao foi o
principal fator para isso; algo semelhante ao que mencionamos na introdugao
acerca dos trabalhos de caracterizacao modelo-aritmética dos problemas de
complexidade computacional. A fim de mostrarmos as potencialidades da
computabilidade modelo-tedrica, apresentaremos uma demonstragao do te-
orema de Tennenbaum usando maquinas de Turing. Antes disso, transfe-
riremos alguns resultados vinculados ao fenomeno de Tennenbaum para o

contexto dos modelos nao-padrao de teorias de Turing.

Proposicao 4.3.1 (Transbordamento computacional). Seja ‘7';; uma teoria
de Turing, B‘L um modelo nao-padrao de 7'5, I um corte proprio de B‘L, a
uma sequéncia de elementos em dom(Bil) e ¢(x,d) uma formula da linguagem

de Turing. Dessa forma:

1. Se BL E ¢(b,d) para todo b € I, entdo existe ¢ > 1 em dom(Bj:,l) tal que
B EVx < ch(x, d).

2. Se, para todo x € I, existe y € I tal que Bi,l Ey > xAd¢(y,ad), entao,
para cada ¢ > I em dom(Bj:,[), existe b em dom(ijl) coml <b<ce
B k@b, ).

Demonstragdo. Para verificar (1), suponha que 85, £ ¢(b, @) para todo b € I.
Se nao existisse ¢ > I em dom(Bf;,) tal que Bf{,] EVx < ch(x,d), entao I seria

definivel pela férmula Yy(y < x — ¢(y,d)), o que contraria o teorema 4.2.1.

5 Cf. [Kaye(2006)] para mais detalhes.
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Para obter (2), basta aplicar (1) a formula dy(x <y < ¢ A ¢(y,@)), onde ¢ em

a’om(B‘;I) ¢ um elemento arbitrario satisfazendo ¢ > I. O

Proposicao 4.3.2 (Vazamento computacional). Seja 7’151 uma teoria de Tu-

ring, ij,, um modelo nao-padrao de 7',5, I um corte proprio de Bf{,,, a uma
seqiiéncia de elementos em dom(Bi,I), e ¢(x,d) uma formula da linguagem de

Turing. Dessa forma:

1. Se, para todo para ¢ > I em dom(Bil), Bf:,l E ¢(c,d), entao, para algum

bel, BS, £Vx > b(b,ad);

2. Se, para todo ¢ > I em dom(Bil), existe x > I tal que BL E@(x,d)Ax < c,
entao, para todo b € I, existe y € I tal que B}Z Ey>=bA¢>,ad.

Demonstragao. A afirmagao (1) pode ser constata por contraposigao. Su-
ponha que existam ilimitados x € [ satisfazendo B‘L E —¢(x,d). Entao
M E =¢(x,d) para algum x > I, devido a proposicao 4.3.1. Similarmente,
um simples argumento por contraposicao também assegura a veracidade do
enunciado (2). Suponha que b € I e 8BS, £ ~¢(x,d) para todos x > b em 1.
Entao Bj:,, Ey <bV =¢(y,d) para todo y > I e, por overspill, existe ¢ € I tal
que 85:4 EVy <c(y <bV=¢(y,a), oque implica que o antecedente de (2) é
falso. O

Esses resultados de transbordamento e vazamento computacionais mos-
tram que as caracteristicas basicas dos modelos nao-padrao da aritmética
podem ser analisadas no contexto dos modelos nao-padrao de teorias de Tu-
ring. Eles sao mais uma evidéncia de que teorias de Turing devem ter o
principio de indugao, porque, conforme [Kaye(1991), p.72|, transbordamento
para cortes arbitrarios é equivalente ao principio de inducao.

Agora passaremos a analise do fenomeno de Tennenbaum.

Definicao 4.3.1. Uma estrutura M na linguagem aritmética é computavel

se, e somente se, existem numeros naturais 0,1 € N, func¢oes computdveis
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®,® : N> — N e uma relacio computdvel @ C N? tais que M =
(Na 99 l? ®’ ®a @)

Claramente, o modelo padrao da aritmética N é computavel. Além
disso, apenas estruturas aritméticas enumeraveis podem ser computaveis.
Para demonstrar o teorema de Tennenbaum, assim como A. McAloon
[McAloon(1982)], usaremos conjuntos computacionalmente enumeraveis,
com a diferenga de que os abordaremos via maquinas de Turing.

Nesse sentido, vale lembrar algumas definicoes. Dois conjuntos de
numeros naturais A e B sao computacionalmente separdveis quando existe
um conjunto de nimeros naturais computavel C tal que AC C e BC N -C.
Caso contrério, A e B sao computacionalmente insepardveis. A aritmética de
Robinson ¢ a aritmética de Peano com o axioma Yx(x ~ 0V dy(x = y+ 1)) no
lugar do principio de inducgao. As férmulas Ay da linguagem aritmética sao
as formulas com quantificadores limitados, Z;-férmulas sao formulas da lin-
guagem aritmética da forma Ax¢ com ¢ € Ay e II;-féormulas sao formulas da
linguagem aritmética da forma VYxy com ¢ € Ay. O seguinte lema é folclore

na literatura sobre modelos nao-padrao da aritmética.

Lema 4.3.1. Para todo A C N, existe um modelo nao-padrao enumerdvel M
da aritmética de Robinson Q e um nimero nao-padrao a € dom(M) tal que a
codfica A, i.e., A={n e N : Ik Ax(p, X x = a)}, onde p, é o n-ésimo numero

PTIMO.

Demonstracao. Seja A € N. Considere a teoria @ = QU {n < ¢ : n €
N}U{dx(pr Xxx = c¢): ke A}U{-Ty(pr Xy = ¢) : k ¢ A}. Cada subconjunto
finito de Q° é um subconjunto de @ = QU{n < c:n < JU{TAx(pyrXx=c): ke
ANk < BU{=Ay(pi Xy =~ ¢) : k ¢ ANk < [} paraum [ € N apropriado. Seja g um
nimero primo em N com g > p;, e seja r = g X [[{px : k € Aek < [}. Podemos
verificar que uma estrutura M* para a linguagem de Q° cujo reduto é modelo
de Q e tal que ™ = r é um modelo de Q. Assim, cada subconjunto finito de

Q° tem um modelo e, por compacidade, Q° também tem um modelo, digamos
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M. Mais especificamente, digamos que M seja tal que ¢ = a. Dessa forma,
a codifica o conjunto A, pois A = {n € N : Mk dx(p, X x = a)}. Por fim,
por Lowenheim-Skolem descendente, podemos considerar uma substrutura

elementar enumeravel de M na linguagem de Q°. m|

Teorema 4.3.1 (Teorema local de Tennenbaum). Existe um modelo nao-

padrao enumerdvel da aritmética de Robinson que nao € computdvel.

Demonstracdo. Segundo o teorema de Rosser da inseparabilidade
[Rosser(1936)], existem conjuntos de nimeros naturais padrao disjun-
tos que sao computacionalmente enumeraveis e inseparaveis; digamos
que sejam A € N e B € N. Como esses conjuntos sao computacional-
mente enumeraveis, devem existir fun¢oes parciais computaveis fy e fz
tais que Dom(fy) = A e Dom(fz) = B. Digamos que M4 e M® sao as
maquinas de Turing que computam, respectivamente, fy e fz. Considere
a maquina M4 = M* U M5B, que pode ser nao-determinista mas estd
bem definida porquanto A N B = @. De fato, em virtude de AN B = @,
A s E((@a(n) = Ya(0) A (¢p(n) — ¥p(y))), onde ¢4 e ¢p sao as formulas
de T AS;AB correspondentes, respectivamente, as configuragoes iniciais de
computacoes de M4 e M® para a entrada n, ao passo que Y4(y) e Yp(y) sao as
formulas de 7T /SAB correspondentes, respectivamente, as configuragoes finais
das computacoes de M4 e M® com configuracoes iniciais ¢, e ¢g, sendo y
qualquer instante de M* e M® no qual ambas as maquinas ja pararam.

Considere 8} ,, um modelo nao-padrao enumeravel de 77,,. Uma vez

n
MAB)

computacional, para cada a > N, existe b com a > b > N tal que
Bl E 2((@a(n) = Yad) A (¢p(n) — ¢p(b))). Defina C = {n € N :
MA[n] | em tempo x < a € dom(8},,)}. Claramente, C 2 A, pois se n € A
entao A} 5
Bﬁﬁg Fdx < alga(n) = vs(x)). Além disso, C N B = @, porque se n € B entao
AL s E ¢3(n) = Yp(y) para algum y € dom(A} ;) e, como no caso anterior,

A E Iy < aldp(n) = Yp()), 0 que implica B, k Ix < a=(pa(n) = Ya(x))

que dom(A} ;) = N é um corte proprio de 8B por transbordamento

E ¢a(n) — Ya(x) para algum x € dom(ﬂ;ﬂg) e, por conseguinte,
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devido a escolha de a. Dessa forma, concluimos que C é um conjunto tal que
ACCeBCN-C.
Pelo lema 4.3.1, existe um modelo nao-padrao enumeravel M da

aritmética de Robinson Q tal que ¢ € dom(M) e

Pn
C=(neN: MeJzz+ --+z=0)},

onde p, é o n-ésimo numero primo em M. Considere M como sendo o mo-

delo nao-padrao da aritmética relativamente ao qual M42 estd definida. Desse

n
MAB

B .» adicionando as mesmas constantes usadas na construcao de M. Supo-

modo, podemos considerar que dom(8B" ,,) = dom(M), pois basta construir
nha que M é computavel; mostraremos que essa hipdtese implica que C é
um conjunto computavel, o que é um absurdo em virtude de A e B serem
computacionalmente inseparaveis.

Como @ em M é computavel, existe uma maquina de Turing M® que com-
puta @. Ora, o conjunto dos niimeros primos é computavel e, em particular,
existe uma maquina de Turing M? que o lista. Em virtude de a € dom(M),
podemos decidir C através da maquina de Turing M com o seguinte pro-

grama:
1. Dado n € N, M€ chama M* e imprime o k,-ésimo elemento de A.

2. Dado o ntimero k,, M€ chama M? e imprime o p -ésimo niimero primo
em dom(M).

Pkn
. — ~
3. Se existe b < a em dom(M) com b®---®b = c, entdao M€ retorna n.

Phn
4. Se nao existe b < a em dom(M) com b®---@&b = c, entdao M chama

M? e imprime o k,-ésimo elemento de B.

Como C = {n € N: M*[n] | em tempo x < a € dom(8},,,)}, a clausula (3)

garante que MC computacionalmente enumera C. Uma vez que B C N - C,
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a cldsula (4) assegura que M computacionalmente enumera N — C. Pelo
teorema da complementacao [Odifreddi(1992a), p.140], isso implica que M€
decide o conjunto C, o que contraria a definicao de C. Uma vez que essa
contradi¢cao tem como hipétese a existéncia de M®, concluimos que de fato &
nao pode ser computavel. Com um argumento similar, podemos demonstrar

que ® também nao é computavel. O

Lembrando que Q+ IA, é a aritmética de Robinson @ mais o principio de
inducao para férmulas Ay, a seguir demonstramos o resultado de A. McAloon

[McAloon(1982)], mas agora usando maquinas de Turing.

Teorema 4.3.2 (Teorema global de Tennenbaum). Todo modelo nao-padrao

da aritmética Q + IAy nao € computdvel.

Demonstracao. Seja M um modelo nao-padrao da aritmética Q + IA. De-
fina as maquinas de Turing M4 e M? associadas aos conjuntos de ntimeros
naturais padrao disjuntos que sao computacionalmente enumeraveis e inse-
paraveis A e B como no teorema 4.3.1. Uma vez que maquinas de Turing sao
definiveis por X;-férmulas da aritmética, devem existir Agp-formulas ¢(x,y)
e ¥(x,z) tais que n € A se, e somente se, N £ dyp(n,y) e m € B se, e so-
mente se, N £ dz¢(m,z). Em virtude de AN B = @ bem como a aritmética
Q + IAg ser Ap-completa, M E YxVy—(d(x,y) A ¥(x,z)) para todo k € N. Por
Ag-transbordamento de Q + IAg no corte proprio N, existe a > N em dom(M)
tal que M E VxVyVz < a=(d(x,y) A Y(x, 2)).

Dado que A C N e BC N e N é um segmento inicial de todo modelo nao-
padrao de Q@+ 1Ay, podemos considerar A e B como subconjuntos de dom(M).
Agora digamos que M4 e M® computam sobre dom(M). Entao o elemento
a € dom(M) do pardgrafo anterior ¢é tal que A} ,, F ¥y < a=((¢a(n) = Ya()A
(¢p(n) — Yp(¥)), onde A .y, da, Ya, ¢p € Yp sa0 como no teorema 4.3.1.
Ademais, considere o conjunto C da demonstracao do teorema 4.3.1. Dessa

forma, o resto do argumento é igual ao apresentado no teorema 4.3.1. O
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Essa diferenca entre versoes local e global do teorema de Tennenbaum nao
existe na literatura especializada nesse tema. Ela foi possivel de ser estabele-
cida porque adotamos uma estratégia de demonstracao baseada em maquinas
de Turing. Note que o teorema de Tennenbaum local vale para a aritmética
de Robinson. Ademais, o limite Ay no teorema global de Tennenbaum esta
em conformidade com o resultado de Shepherdson citado acima, segundo o
qual existem modelos nao-padrao computaveis de teorias aritméticas com
o principio de inducgao restrito as férmulas abertas. Talvez esse tipo de
distingao possa contribuir para a compreensao dos limites do teorema de

Tennenbaum.

4.4 Funcoes numéricas em modelos aritméticos nao-padrao

Apesar do teorema de Tennenbaum mostrar que as fun¢oes numéricas basicas
(adi¢do e multiplicagao) nao sdo computaveis em certos modelos aritméticos
nao-padrao, existem outras funcoes e relagoes que sao computaveis em mode-
los nao-padrao da aritmética; por exemplo, a relacao de ordem e as fungoes

6. Supondo que a tese de

sucessor e predecessor truncada sao computaveis
Church-Turing seja verdadeira, deve haver maquinas de Turing que compu-
tam tais fungoes. Como é possivel uma maquina de Turing computar uma
fungao numérica definida sobre niimeros naturais de um modelo nao-padrao
da aritmética? Os préximos resultados apresentam uma resposta a essa per-

gunta.

Lema 4.4.1. Seja M uma mdquina de Turing que computa uma func¢ao
numérica n-aria f com n > 0 sobre numeros naturais de um modelo nao-
padrao da aritmética M. Desse modo, se f(ay,...,a,) =b, onde algum a; ou
b € um nimero nao-padrao de M, entdo existe uma configuracdo de Cy;

com celas nao-padrao.

6 Cf. [D’Aquino(1997)]
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Demonstracdo. Seja M um modelo nao-padrao da aritmética, a; e b ele-
mentos nao-padrao em dom(M). Suponha que f é uma funcao unaria -
a demonstracao é andloga no caso geral. Entao, a representacao bindria
de a; tem comprimento min{x € dom(M) : log,(a; + 1) < x}, ou seja,
la;| = min{x € dom(M) : log,(a; + 1) < x}. Como |a,| > n para todo nimero
n € N, segue-se que a configuracdo inicial da computagao Cj, deve conter
pelos menos a cela nao-padrao lai|, i.e., C3,(0) = (@,1,(2,2, s1,..., Sy, 2,2))
onde cada s; € {0,1} e s1,...,5,, ¢ a representacao bindria de a;. Pela

mesma razao, o resultado também é valido no caso em que b é um nimero

nao-padrao. Considere ry,...,r, a representacao binaria de b. Como
f(ai,...,a,) = b, deve existir uma computagao C}; de M tal que sua confi-
guracao final é C}, (i) = ((s7, ..., 5:,0,(2,2,7r1, .00 1, 2,2,7) 5.7, ) ODde
m = |b| é nao-padrao. O

Lema 4.4.2. Seja M uma mdquina de Turing que computa uma fun¢ao
numérica n-aria f com n > 1 sobre numeros naturais de um modelo nao-
padrao da aritmética M. Desse modo, se f(ay,...,a,) =b, onde algum a; ou
b € um nimero ndo-padrao de M, entdo existe uma configuragao de Cy "™

com instantes nao-padrao.

Demonstracao. Seja M um modelo nao-padrao da aritmética, a;, a, e b
elementos nao-padrao em dom(M). Suponha que f é uma funcao binaria - a
demonstracao é andloga no caso geral. Como na proposigao anterior, |a;| =
min{x € dom(M) : log,(a; +1) < x} e |az| = min{x € dom(M) : log,(a, +1) < x}.
Como f é uma funcao bindria, em algum momento M terda que percorrer
todos os simbolos as representacoes bindrias a; e a, de a; e a, a fim de gerar
como saida a representacao bindria de b. Isso significa que M precisara de
pelo menos |a;| + |ay| instantes para ler a; e a, e, posteriormente, escrever
b. Sabemos que l|ai|,|a;] > n para todo n € N. Ora, se n é um instante
padrao, entao n+ 1 também serd um instante padrao. Portanto, havera uma
configuracao de C};* com instantes nao-padrao. O caso para b nao-padrao

é similar ao lema 4.4.1, pois se M imprime b, ocupara uma cela nao-padrao
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e, conseqilentemente, um instante nao-padrao. |

A partir desses lemas podemos derivar uma conclusao geral acerca da
ocorréncia de celas e instantes nao-padrao em computacoes de maquinas de

Turing.

Teorema 4.4.1. Seja M um modelo nao-padrao da aritmética. Considere M
uma maquina de Turing que precisa percorrer toda a entrada § para imprimir
- = - 2> o~ ~ L . ~ ~
a saida ¥ e § ou ¥ sao representacoes bindrias de numeros nao-padrao em

dom(M). Entao apenas internamente em M a teoria 7’151 estd bem definida.

Demonstracao. Pelos teoremas da correspondéncia 2.3.1 e completude 2.5.2,
se uma configuracao C f{,,(i) de M tem um elemento nao-padrao a, entao existe
uma férmula correspondente ¢ a C]S:l(i) na qual o nome de a ocorre em ¢ e
existe uma demonstragao ¥y, ...,¥, tal que ¥, = ¢. Se a é uma cela nao-
padrao, a > n para todo n € N e, pelo teorema da correspondéncia, ¢ deve
ser, externamente a M, infinita; o que é impossivel, porque a linguagem
de Turing ¢é finitaria. Se a é um instante nao-padrao, novamente a > n
para todo n € N. Pelo teorema da representacao, existe uma demonstracao
Yo, ..., W, = ¢, onde Y, corresponde a configuracao inicial de C j:,(i). Como a
¢ um instante nao-padrao e ocorre em ¢, essa demonstragao ¥y, ...,¥, = ¢
deve ser, externamente a M, infinita; o que também nao pode ser o caso,
porque demonstracoes em teorias de Turing sao finitarias. Ora, os lemas
4.4.1 e 4.4.2 mostram que, ao computar sobre nimeros nao-padrao, M tera
uma configuracao de Cf; com celas e instantes nao-padrao. Portanto, se M
computa uma fung¢ao numérica sobre um modelo aritmético nao-padrao M,

T, deve ser considerada como um objeto definido internamente em M. O

Nesse sentido cabe investigar outro pressuposto da teoria da computabi-
lidade, a saber: o fato 6bvio de que todo ntimero natural é computavel. Essa
obviedade pressupoe os numeros naturais padrao como objetos intencionados

da computabilidade. Diante dos resultados obtidos até aqui, cabe analisar
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se em realidade essa suposicao nao esconde uma distingao importante entre
nimeros naturais padrao e nao-padrao.

O primeiro a tratar dos aspectos computacionais dos nimeros foi o préprio
Turing [Turing(1936)]. Turing estava interessado em saber quais numeros
reais eram computaveis, ou seja, ele queria saber quais seqiiéncias de digitos
poderiam ser reproduzida por maquinas de Turing. Assim, Turing definiu
que um numero real é computdvel quando existe uma méaquina de Turing
M tal que, para cada nimero natural n > 1 como entrada, M produz o n-

ésimo digito da expansao decimal do niimero real como sua saida. A seguinte

definicao formaliza essa intuicao no contexto dos niimeros naturais.

Definicao 4.4.1. Um nidmero natural (padrio ou nao) n é Turing-

computavel quando eziste uma mdquina de Turing M tal que M[2] = n.

Teorema 4.4.2. Se M é uma mdquina de Turing que computa um niumero
natural nao-padrao a de um modelo aritmético nao-padrao M, entao M ¢,

externamente, um conjunto infinito.

Demonstracao. Primeiramente, observe que se M computa um numero na-
tural n, entao M tem pelo menos min{x € dom(M) : log,(n + 1) < x} es-
tados. De fato, suponha que M computa um numero natural n. Sabe-
mos que a representacado binaria 7 de n tem comprimento |n| = min{x €

dom(M) : log,(n + 1) < x}. Assim, como M computa n, a configuragao fi-

nal de C3, 6 C3, (1) = ((s1,.-.,50,0,(2, 2,715, 1y 2,2,7 5y .., 7 ) onde
m = |n| e cada r; € {0,1}. Por definicao, a configuracao inicial de Ci,,

é CIZM(O) = (,1,(2,2,2,2,2)), ou seja, M deve imprimir toda sequéncia de
simbolos ry, ..., r, em sua fita. Uma vez que M imprime ry,...,r,, a0 passar
de r; para ry;, a maquina M deve fazer uma mudanca de estado, pois, caso
contrario, M nao poderia determinar quantos simbolos ela ja imprimiu. Isso
mostra que se M computa um ntmero natural n, entao M tem pelo menos
min{x € dom(M) : log,(n + 1) < x} estados.

Agora suponha que M é uma méaquina de Turing que computa um niimero

natural nao-padrao a de um modelo aritmético nao-padrao M. Entao M[2] =
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a e, pelo que acabamos de demonstrar, M tem pelo menos |a| = min{x €
dom(M) : log,(a + 1) < x} estados. Externamente, sabemos que |a| é maior
do que qualquer ntimero natural n € N, o que significa que, externamente, M
tem uma quantidade infinita de estados. Logo, M deve ter uma quantidade

infinita de instrucoes, i.e., M é externamente infinita. O

Corolario 4.4.1. Toda mdquina de Turing que computa um niumero natural

nao-padrao tem um codigo numérico nao-padrao.

Demonstracdo. Seja a um nuimero natural nao-padrao de um modelo
aritmético nao-padrao M. Pelo teorema 4.4.2, uma maquina de Turing M
que computa a deve ter pelo menos min{x € dom(M) : log,(n+1) < x} estados
e sera, externamente, infinita. Disso, segue-se que, em qualquer codificacao
numérica das maquinas de Turing, um nimero nao-padrao b > min{x €
dom(M) : log,(n + 1) < x} terd que ocorrer na composicao do codigo "M de

M,ie,"M">b. Logo, "M é um cbédigo niimérico nao-padrao. O

Observacao 4.4.1. Tanto na analise nao-padrao de A. Robinson
[Robinson(1966)] quanto na teoria interna dos conjuntos de E. Nelson
[Nelson(1977)], conjuntos externamente infinitos podem ser considerados in-
ternamente finitos. Ora, externamente mdquinas de Turing devem ser ob-
jetos finitos. Assim, o teorema 4.4.2 afirma que qualquer numero natural
nao-padrao a de um modelo aritmético nao-padrao M somente é computdvel
internamente em M, ou seja, mdaquinas de Turing computam internamente

em um modelo aritmético’.

Os resultados desta secao conjuntamente sao esclarecedores. Primeiro,
eles apresentam uma resposta ao problema de saber como é possivel que
maquinas de Turing computem sobre nimeros naturais nao-padrao. Se-
gundo, tais resultados mostram que considerar computacoes dessa natu-

reza apenas faz sentido se as concebermos internamente em algum modelo

7 Seria interessante avaliar qual é a relacdo entre niimeros naturais ndo-padrio e
o numero aleatério de G. Chaitin [Chaitin(2006)], porque externamente tais nudmeros
também sao aleatérios ainda que internamente nao.
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aritmético nao-padrao. Dessa forma, os teoremas 4.4.1 e 4.4.2 afirmam con-

juntamente a existéncia do seguinte principio:

Principio de internalidade aritmética : Maquinas, estruturas e teorias de Tu-

ring sao objetos internos de algum modelo da aritmética.

Na proxima secao veremos, em especial, que a consideracao de modelos
nao-padrao da aritmética é inevitavel, mesmo quando restringimos a compu-

tabilidade classica as fungdes numeéricas padrao.

4.5 A tese de Church-Turing no contexto da computabilidade

nao-padrao

Para Kreisel [Kreisel(1965b)], um dos principais problemas em aberto da
légica contemporanea é apresentar um conjunto de axiomas naturais e in-
dubitaveis sobre o conceito de computabilidade que permita-nos demons-
trar as teses de Church e Turing. Recentemente, Dershowitz e Gurevich
[Dershowitz and Gurevich(2008)] defenderam uma abordagem da compu-
tabilidade em termos de mdquinas de estados abstratos - uma espécie de
generalizagao do conceito de méaquina de Turing proposta por Gurevich
[Gurevich(2000)] - e postularam quatro axiomas sobre algoritmos a fim de
resolver esse problema. Os trés primeiros sao chamados postulados seqienci-

ais:

P1 Um algoritmo é um sistema de transicao de estados configuracionais e

suas transicoes sao fungoes parciais.

P2 Os estados configuracionais sao estruturas de primeira ordem que com-
partilham uma assinatura finita e sao idénticas a menos de isomorfismo.
As transigoes preservam o dominio dos estados configuracionais e, ade-

mais, transicoes e isomorfismos comutam.
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P3 As transicoes sao determinadas por um conjunto fixo e finito de termos
fechados sobre uma assinatura, de modo que os estados configuracionais
concordam sobre os valores desses termos e também sobre todos os

passos da sequéncia computacional®.

Esses postulados expressam conjuntamente que algoritmos sdao sistemas
de transi¢ao deterministicos e limitados nos quais os estados configuracionais

sao estruturas de primeira ordem. O quarto postulado tem duas formas:

P4A Estados configuracionais iniciais sao aritméticos ou brancos. Sob iso-
morfismo, os estados configuracionais iniciais compartilham as mesmas
operagoes estaticas e existe exatamente um estado configuracional ini-

cial para cada entrada.

P4B Existe uma encodificacao p cuja restricao para os nimeros naturais é
computavel e através da qual todas as operagoes estaticas sobre estados

configuracionais iniciais sao p-computaveis.

Os postulados P4A e P4B garantem a efetividade aritmética dos algorit-
mos. P4A formaliza o conceito de algoritmo numérico, ou seja, algoritmos
que aplicam operacoes aritméticas sobre os nimeros naturais. Esse postu-
lado foi suficiente para Dershowitz e Gurevich demonstrar a tese de Church,
usando maquinas de estados abstratos. Embora a tese de Church seja ex-
tensionalmente equivalente a tese de Turing, para demonstrar a segunda ¢é
preciso considerar algoritmos que operam sobre dominios mais amplos do que
os numeros naturais, porque maquinas de Turing computam sobre simbolos
arbitrarios. Por isso, P4B foi proposto por Dershowitz e Gurevich, ele afirma
que os estados configuracionais devem ser computacionalmente codificaveis.
Noutras palavras, ao apresentarem o postulado P4A Dershowitz e Gurevich
procuraram transferir para as maquinas de estados abstratos todas as res-

trigoes finitarias que estabelecemos ao definir as maquinas de Turing. No

8 Of. [Dershowitz and Gurevich(2008), p.310-324] para uma explicacdo detalhada do
significado desses postulados
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entanto, o proximo resultado indica que essas restricoes nao impedem o sur-
gimento de elementos nao-padrao em computacoes das maquinas de Turing,

nem mesmo no ambito da computabilidade classica padrao.

Teorema 4.5.1. Seja M uma mdquina de Turing que computa uma func¢ao
sobre nimeros naturais padrao. Dessa forma, M[5] T se, e somente se, existe

uma configura¢ao Cj;(b) onde b é um instante nao-padrao.

Demonstra¢ao. Suponha que M[5] T. Seja ﬂil o modelo padrao de ‘7’;;. Em
virtude de M[5§] T, temos que ?l‘j; EVxdy(x <y A Ivdz(-=v = 0 A H(v,2z,))).
Pela completude, TAS:[ FVxdy(x < yAIvdz(=v = 0AH(v,z,¥))). Agora defina a
extensao TA[;H de T, 151 conforme a proposicao 4.2.1. Considere BE&K um modelo
de 7’1{;’]5. Desse modo, BE&N EVxdy(x <y A vdz(-v = 0 A H(v,z,))), ou seja,
para todo a € dom(BL‘;w), existe um b > a tal que BE{;W Fa<bAIvdz(-v =
OAH(v,z, b)) e, em particular, essa sentenca também é verdadeira quando a é
um elemento nao-padrao. Pelo teorema 4.2.1, segue-se que tal b € dom(BE‘j]f)
deve ser um elemento nao-padrao. Se BE“,}]E F vAz(-v = 0 A H(v, z, b)), entao

M esta em algum estado v # 0, em alguma cela z, no instante b; o que significa

que existe uma configuracao Cy,(b) = ((ai,...,a),v,(ci,...,cy)) onde b é um
instante nao-padrao e ay,...,a,cy,...,c, sao simbolos. Logo, existe uma

configuracao C f:l(b) onde b é um instante nao-padrao.

Conversamente, suponha que exista uma configuracao Cj:l(b) onde b é
um instante nao-padrao. M computa uma funcao sobre nimeros naturais
padrao e, por conseguinte, § é a representacao bindria de um niimero natural
padrao. Sabemos que se, ao ler o simbolo r;, a maquina M estd no instante ¢
padrao, entao, ao ler o simbolo r;;; no passo seguinte, M estard no instante
padrao r + 1. No entanto, por hipétese M tem uma configuracao C,‘;,(b)
onde b é um instante nao-padrao. Assim, pela definicao de estrutura de
Turing, deve existir uma estrutura Bil com um instante nao-padrao b em
a’om(B‘;,) associada a mdaquina de Turing M com entrada §, o que implica
por sua vez que existem infinitos n € dom(Bil) com n < b para os quais

Bf; £ AvdzH(v, z, n), pois pelo menos todos os instantes padrao satisfazem tal
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formula. Ora, BL E =H(0,0,0), uma vez que a configuracao inicial de M nao
tem o estado final. Suponha que B‘L E H(w, x,t) onde t é um instante padrao.
Como Bf:,l £ AvAzH(v, z, n) é verdadeira para uma quantidade infinita instantes
padrao n, devemos ter que w # 0, pois, caso contrario, M teria parado em
t, ou seja, nao existiram infinitos n tais que B}Z £ vAzH (v, z,n). Dali, BL E
-H(0,x,t). Ora, o instante t + 1 também ¢é padrao e, pela mesma razao,
Bil £ =H(0,x,t+ 1). Logo, por indugao, concluimos que Bj;[ EVy=H(O, x,y),
o que significa que M[s] T. O

Corolario 4.5.1. Seja M uma mdquina de Turing que computa uma funcdao
numérica sobre nimeros naturais padrao. Dessa forma, M[5)] | se, e somente

se, ndo existe uma configuragao de Cy,(b) com b um instante nao-padrao.

Demonstracao. Esse resultado é uma conseqiiéncia légica do teorema 4.5.1.

O

Observacao 4.5.1. O corolario 4.5.1 afirma que o problema da parada é
equivalente ao problema de saber se um instante nao-padrao ocorrerd ou nao
em uma computacdo. Uma vez que o problema da parada € indecidivel, tal
problema também ¢é indecidivel. Logo, as restricoes finitdrias que delimitam
o conceito de maquina de Turing nao impedem, a priori, o surgimento de

instantes nao-padrao nas computacoes de uma mdquina de Turing.

O proximo resultado mostra sob que circunstancias celas nao-padrao
também podem aparecer em computagoes de uma maquina de Turing que

computa uma funcao numérica sobre niimeros naturais padrao.

Teorema 4.5.2. Seja M uma mdquina de Turing que computa uma func¢ao
numérica sobre nimeros naturais padrao. Dessa forma, C,, ocupa uma par-
cela infinita da fita se, e somente se, existe uma configuragao de Ci,(i) =

((at,y...,an),q,(by...,by)), onde k ou m sao celas nao-padrao.

Demonstracao. Suponha que Cf:,l ocupa uma parcela infinita da fita. Entao,

ﬂj:,l EVxdy(x <y A WAzT(v,y,2)) e, com um argumento similar ao usado no



4. Computabilidade modelo-tedrica cldssica nao-padrao 116

teorema 4.2.1, concluiremos que C}, tem uma cela nao-padrao. A conversa

também pode ser obtida como no teorema 4.5.1. |

Corolario 4.5.2. Seja M uma mdquina de Turing que computa uma fun¢ao
numérica sobre mimeros naturais padrio. Dessa forma, C3, ocupa uma
parcela finita da fita se, e somente se, nao existe uma configuracao de

Cj;(i) = ((ay,...,a),q,(by...,by)), onde k ou m sao celas nao-padrao.

Demonstracao. Esse resultado é uma consequéncia direta do teorema 4.5.2.

O

Observacgao 4.5.2. O teorema 4.5.2 nao pode ser expresso em termos de
computacoes que ndao param, porque o fato de uma computacdo mao parar
nao implica que ela use uma porcao infinita da fita; mas se ocupar uma

por¢ao infinita da fita, entao certamente a computacao nao pdra.

Ora, o axioma P4B foi proposto por Dershowitz e Gurevich para garantir
que estados configuracionais de maquinas de estados abstratos e, em par-
ticular, configuracoes de maquinas de Turing sempre fossem codificaveis de
forma computavel. Para isso, eles pensaram que bastaria impor restrigoes
sobre as configuragoes iniciais e operagoes de uma maquina de Turing. Ora,
os teoremas 4.5.1 e 4.5.2 mostram que nao podemos decidir quando ocor-
rerao instantes ou celas nao-padrao em configuragoes de maquinas de Turing.
Dessa forma, o seguinte resultado mostra que o axioma P4B pode nao ser

verdadeiro.

Teorema 4.5.3. Seja M um modelo nao-padrao da aritmética de Peano.
Fize uma codificagio numérica © 7 das configuracoes de mdquinas de Tu-
ring tal que © 7 estd definida em termos da adicdo ou multiplicagao. Assim,
se as maquinas de Turing em Maq computam em M, entao existem com-
putacoes de mdquinas de Turing em Maq que nao sao computacionalmente

codificaveis.
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Demonstracao. Pelos teoremas 4.5.1 e 4.5.2, se uma maquina de Turing M €
Mag nao para ou ocupa uma parcela infinita da fita durante uma de suas
computacoes, entao existe uma computagao de M com um instante ou cela
~ ~ . . ~ § . ’ .
nao-padrao. Digamos que seja a computagao C,. Disso decorre que o cédigo
- S (7)1 5 kg ¢ s
numérico "Cy, (i) de alguma configuracao de Cj, tera que ser um nimero

-
N

V> ou seja, a terd que ser

a= '_Cf;(i)—' maior do que todos os nimeros em C
um numero natural nao-padrao. Pelo teorema de Tennenbaum, a adicao e
multiplicacao nao sao operacoes computaveis sobre os niimeros naturais nao-
padroes da aritmética de Peano. Logo, "C f;(i)_' é obtido computacionalmente.

O

Corolario 4.5.3. Seja M uma mdquina de Turing em Maq e p uma en-
codificacao da configuragoes iniciais de M cuja restricao para os niumeros
naturais é computavel e tal que todas operagcoes de M sao p-computdveis.
Entao existem modelos aritméticos nos quais algumas configuragoes de M

podem nao ser computacionalmente codificaveis.

A tese de Turing é extensionalmente equivalente a tese de Church mddulo
codificacao. Assim, aparentemente, o corolario 4.5.3 nao invalida a demons-
tracao de Dershowitz e Gurevich da tese de Church, porque ela pressupoe
os numeros naturais padrao como dados. No entanto, uma vez que, segundo
a observacgao 4.5.1, o problema de saber se um nimero nao-padrao ocorrera
em uma computacao é indecidivel, porque deveriamos excluir os elementos
nao-padrao do escopo da computabilidade?

O teorema 4.5.1 mostra que o fato de maquinas de Turing computarem so-
bre seqiiéncias de simbolos arbitrarias permite o surgimento de elementos nao
intencionados, conquanto a classe das func¢oes computaveis nao seja alterada.
Ora, o axioma P4B é falso apenas se aceitarmos que méaquinas de Turing ope-
ram em modelos nao-computaveis. Assim, aparentemente, nao precisamos
excluir os modelos aritméticos nao-padrao como um todo, bastaria assumir
que maquinas de Turing operam em um modelo computavel. Todavia, qual

seria a razao para pressupormos que maquinas de Turing operam apenas em
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modelos aritméticos computaveis? Isso nao é uma justificativa ad hoc ou até
mesmo circular?

Por fim, também existe a possibilidade de definirmos codificagoes que nao
usem a adicao e a multiplicacao, a fim de salvaguardarmos a veracidade do
axioma P4B. Contudo, que tipo de codificagdo numérica poderia evitar a
adi¢ao e a multiplicagao?

Dado o trabalho de Dershowitz e Gurevich, podemos dizer que apresentar
uma resposta a essas perguntas ¢ equivalente a resolver o problema original
levantado por Church e Turing sobre a relagao entre nosso conceito intui-
tivo de algoritmo e defini¢coes formais da computabilidade. Em especial, isso
mostra que a distingao entre finitude e infinitude, presente na distingao en-
tre nimeros naturais padrao e nao-padrao, esta estritamente vinculada as
caracteristicas do conceito de computagao. Mais do que isso, a consideracao
de modelos nao-padrao da aritmética parece ser inevitavel, mesmo quando
restringimos a computabilidade classica as fungdes numéricas padrao. Ao
que tudo indica, nos resta, entao, investigar o que tais modelos tém a nos

mostrar sobre a computabilidade.



5. CARACTERIZACOES MODELO-TEORICAS DO
PROBLEMA P VERSUS NP

The answer, my friend, is blowing in the wind.
Bob Dylan

Este capitulo caracteriza em termos modelo-tedricos o problema P ver-
sus NP, mostrando, assim, uma barreira aritmética para a possibilidade de
solucao desse problema. Na secao 5.1 definimos os principais conceitos rele-
vantes para o propésito deste capitulo. Na secao 5.2, a partir de um trabalho
prévio de J. Paris e C. Dimitracopoulos, apresentamos uma caracterizagao
global do problema P versus NP. Nas secoes 5.3 e 5.4 formulamos uma carac-
terizagao local do mesmo problema, seguindo, nesse caso, os trabalhos prévios
de A. Maté e C. Sureson. Na secao 5.5 mostramos que uma possivel solucao
do problema P versus NP deve usar técnicas essencialmente diferentes das

formuladas por J. Paris e L. Harrington.

5.1 O universo da complexidade computacional

A teoria da compleridade é um conjunto de resultados sobre o que torna
alguns problemas computacionalmente dificeis e outros faceis [Sipser(2006)].
A teoria da complexidade computacional investiga a complexidade dos pro-
blemas em termos do tempo e do espaco necessarios para computar suas
solucoes. Como as méquinas de Turing sao o modelo de computagao mais
simples, os problemas sao analisados enquanto problemas solucionaveis por

algoritmos implementados diretamente através de maqginas de Turing. Por
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isso podemos considerar a complexidade computacional como uma disciplina
da computabilidade [Odifreddi(1992b), Cooper(2004)].

Dada uma méaquina de Turing M, a complexidade computacional de um
problema solucionavel por M é uma fun¢ao do comprimento das palavras que
sao entradas de M, desconsiderando-se qualquer outro parametro. O método
de andlise do pior caso considera a maior complexidade computacional de
todas as entradas de um dado comprimento. Por outro lado, o método de
analise por média dos casos considera a média da complexidade computacio-
nal de todas as entradas de um dado comprimento. Os principais problemas

em aberto na teoria da complexidade estao associados a analise do pior caso.

Definicao 5.1.1. Seja M uma mdquina de Turing determinista total. A
complexidade temporal de M € a funcao t : N — N tal que t(n) € a quan-
tidade mdxima de passos que M usa em qualquer computacao com entrada
de comprimento n. A complexidade espacial de M € a fung¢do s : N —» N
tal que s(n) € a quantidade mdxima de celas que M usa, além da propria
entrada, em qualquer computacio com entrada de comprimento n. Quando
t(n) € a complexidade temporal de M, dizemos que M processa em tempo t#(n).
Similarmente, quando s(n) € a complexidade espacial de M, dizemos que M

processa em espaco s(n).

Geralmente a medida exata da complexidade de um algoritmo é uma
expressao complexa, por isso costumamos apenas estiméa-la. A andlise as-
sintotica procura entender a complexidade de um algoritmo quando esse
processa entradas grandes. Fazemos isso ao considerar somente os termos
de maior ordem em uma expressao algébrica que mede a complexidade das
computacoes de um algoritmo, desconsiderando tanto os coeficientes quanto
qualquer termo de ordem menor. A andlise assintética € legitima porque
o valor do termo de maior ordem domina os outros termos para entradas

suficientemente grandes, e, por conseguinte, podemos desconsidera-los.

Definicao 5.1.2. Sejam f e g duas funcoes dos numeros naturais N nos

numeros reais positivos R*. Definimos que f(n) = O(g(n)) se existem nimeros
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naturais ¢ e ny tais que, para todo numero natural n > ny, f(n) < cg(n). Nesse
caso, g(n) é denominada um limitante superior assintotico para f(n), ou mais

brevemente, g(n) um limitante superior para f(n).

Geralmente a complexidade computacional limita-se a maquinas de Tu-
ring com uma tnica fita e com acesso sequencial. Essa escolha nao é arbitraria
porque as diferentes variagoes nas maquinas de Turing relativas a quantidade
de fitas e ao tipo de memoria sao todas polinomialmente equivalentes. Isso
significa que uma maquina de Turing pode simular qualquer outra com mais
fitas ou com outro tipo de meméria com no maximo um acréscimo polinomial
do tempo e espago de processamento. Desse modo, a complexidade compu-
tacional concentra-se em aspectos da complexidade que nao sao afetados por

diferencas polinomiais.

Definicao 5.1.3. Set : N —» N ¢é uma funcio de compleridade temporal,
entao a classe de complexidade temporal de t(n) € o conjunto TIME(t(n))
das linguagens L C {0, 1}* decididas por maquinas de Turing que processam
em tempo O(t(n)). Similarmente, se s : N — N é uma func¢ao de complexi-
dade espacial, entao a classe de complexidade espacial de s(n) € o conjunto
SPACE(s(n)) das linguagens L C {0, 1} que sao decididas por mdquinas de

Turing que processam em espaco O(s(n)).

As investigagoes em complexidade computacional constituem-se basica-
mente em classificagoes das linguagens em TIME(t(n)) e S PACE(s(n)). Os
problemas fundamentais dizem respeito a relacao entre classes decidiveis em
TIME(t(n)) e SPACE(s(n)) por maquinas de Turing deterministas e nao-

deterministas, onde #(n) e s(n) sao polinomios.

Definicao 5.1.4. DTIME(t(n)) é a menor subclasse de TIME(t(n)) que
contém todas as linguagens decidiveis por mdquinas de Turing deterministas
e NTIME(t(n)) € a menor subclasse de TIME(t(n)) que contém todas as lin-

guagens decidiveis por maquinas de Turing nao-deterministas. Similarmente,
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DS PACE(t(n)) ¢ a menor subclasse de S PACE(t(n)) que contém todas as lin-
guagens decidiveis por mdquinas de Turing deterministas e NS PACE(t(n)) é
a menor subclasse de S PACE(t(n)) que contém todas as linguagens decidiveis
por mdquinas de Turing ndao-deterministas. As classes de complexidade fun-

damentais sao as sequintes:
o P=J;.o DTIME(n")
¢ NP = J,oo NTIME(n")
e PSPACE = | J;o9 DS PACE(n%)

e NPSPACE = |J,.o NS PAS E(n*)

Noutras palavras, a classe P € a classe das linguagens que sao decidiveis
em tempo polinomial por maquinas de Turing deterministas, ao passo que
NP é a classe andloga, mas com referéncia a méaquinas de Turing nao-
deterministas. Analogamente para PSPACE ¢ NPSPACE, mas dessa vez
considerando a complexidade espacial. Essas classes sao importantes porque
NP ¢ NPS PACE sao simuléveis por maquinas de Turing deterministas, mas
em principio parece ser necessario um uso exponencial de tempo e espaco,
respectivamente. Os problemas computaveis deterministicamente com com-
plexidade polinomial parecem ser trataveis, ao passo que os computaveis de-
terministicamente com complexidade exponencial sao certamente intrataveis
- nesse ultimo caso, para entradas nao muito grandes, os algoritmos preci-
sam de tempo e espaco maior do que a quantidade de particulas no universo.
Disso decorre o carater fundamental dessas classes de complexidade.

Surpreendentemente, W. J. Savitch [Savitch(1970)] demonstrou que
PSPACE = NPSPACE, usando o fato de que o espaco pode ser reutili-
zado. No entanto, a pergunta sobre a relagao entre P e NP continua em
aberto, sendo largamente considerado o principal problema da teoria da com-
plexidade. No que se segue apresentaremos caracterizacoes desse problema,

denotado por P 2 NP, em termos de modelos nao-padrao da aritmética.
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Ao fazermos isso, usaremos as técnicas desenvolvidas nesta tese acerca da

computabilidade de Turing sobre niimeros naturais nao-padrao.

5.2 Uma caracterizacao global do problema P Z NP

Analogamente a hierarquia aritmética de S. Kleene [Kleene(1943)], L. Stock-
meyer [Stockmeyer(1976)] definiu uma hierarquia da complexidade temporal

de problemas decidiveis.

Definicao 5.2.1. Para todo n € N, uma linguagem L C {0, 1}* pertence a
classe Xl (n-ésimo nivel da hierarquia polinomial) se existe uma mdquina de

Turing M que processa em tempo polinomial e um polinomio p tal que:

w € L se, e somente se,
Fw; € {0, 1)PMVw, € {0, 1PV - Ow, € {0, )PPV Mw, wi, wa, ... w,] = 1,

onde Qw; denota Yw; ou Aw; conforme i seja par ou impar (1 < i < n),
respectivamente, e {0, 1}PM ¢ o subconjunto de {0, 1} composto por pala-
vras com tamanho no mdzimo p(lw|). Ademais, definimos que I} = coZl =
{{0, 1y =L : L € XI'}. Assim, a hierarquia polinomial € a classe de linguagens
PH = e .

Observe que Xf = I} = P, NP = X} e coNP = II". Também podemos

Iy I, Xy cil > elly cX CII

verificar que ) c x° il ] e

n+1?
porque ao adicionarmos um novo quantificador e uma nova palavra, podemos
despreza-la - isso nao altera a aceitacao de uma palavra no nivel inferior da
hierarquia. Portanto, a hierarquia polinomial é cumulativa e, consequiente-
mente, PH = |, I15.

Problemas em niveis superiores da hierarquia PH parecem ter complexi-
dade bastante maior do que aqueles em niveis inferiores. Ademais, se P = NP,
entao PH colapsa, i.e., existe um k € N tal que PH = X!, a saber, k = 0. Por

isso, alguns tedricos da complexidade acreditam que essa é uma evidéncia de
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que P # NP [Sipser(2006), Arora and Barak(2009)]. Uma vez que o colapso
de PH e o problema P 2 NP estdo estritamente vinculados, existem varios
estudos comparativos da hierarquia PH com outras hierarquias!. Uma dessas

hierarquias que tem suscitado interesse é a hierarquia aritmética limitada.

Definigao 5.2.2. A hierarquia aritmética limitada Ay € definida do sequinte

modo:

1. 25 =II§ = {X C N : x € X se, e somente se, N £ ¢(x)}, onde ¢ € uma

formula livre de quantificadores.

2. X0 ={XCN:xe€Xse esomente se, N EAdx; <171Vxp < 1p---0x, <
Toh(X, X1, X2, ..., X)), onde Qx; denota Yx; ou Ax; conforme i seja par

ou impar (1 <i < n), respectivamente.

3. I ={X CN:x € Xse esomente se, N EVx; < 11dxy <712---0x, <
T,d(x, X1, X2, . .., Xp)}, onde Qx; denota ¥Yx; ou Ax; conforme i seja impar

ou par (1 <i<n), respectivamente.
4. AI=TEOTI ¢ AY = Upay AL

J. Paris e C. Dimitracopoulos [Paris and Dimitracopoulos(1982)] foram
os primeiros a observar que a hierarquia AON estd vinculada a definibilidade
uniforme da teoria completa de um modelo aritmético nao-padrao. Mais pre-
cisamente, considere dois niimeros nao-padrao a e b de um modelo M nao-
padrao enumeravel da aritmética. Considerando a e b enquanto estruturas,
dizemos que a teoria completa Th(a) do nimero nao-padrao a é uniforme-
mente definivel em b caso exista uma formula aritmética Sat(x,y) tal que
bk Sat(a,"¢") se, e somente se, a £ ¢ para toda sentenca ¢ da linguagem
aritmética, onde Sat é o predicado de satisfatibilidade na aritmética®. H.

Lessan [Lessan(1978)] mostrou que, para todo nimero nao-padrao a, Th(a) é

L Cf. [Arora and Barak(2009)] para referéncias.
2 Of. [Kaye(1991), p.104-129] para mais detalhes sobre S at.
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uniformemente definivel em qualquer b > Z“N, onde 2¢" denota 2¢" para todo
k € N. Doravante, usaremos a notacao x nesse sentido. Dessa forma, Paris
e Dimitracopoulos constataram que o colapso da hierarquia Aj ¢ equivalente
a possibilidade de reduzir 2¢" para a.

Dado que as computagoes de uma maquina de Turing nao-determinista N
sobre uma entrada x em tempo |x|* podem, para um x suficientemente grande,
serem codificadas por um ntiimero menor do que x**, a hierarquia PH consiste
precisamente dos subconjuntos X de N que podem ser escritos na forma
X={xeN:NEedx <xM...3% < xR, ..., %, x)}, onde cada p; é
um polinomio e ¢ é uma férmula aberta. Portanto, o colapso da hierarquia
PH no nivel 0 é equivalente a possibilidade de definir uniformemente Th(a) em
qualquer b > d". Essa foi a principal conclusao de Paris e Dimitracopoulos
em [Paris and Dimitracopoulos(1982)].

A fim de mostrar as potencialidade dos recursos modelo-aritméticos para
o tratamento do colapso da hierarquia PH, Paris e Dimitracopoulos exploram
a relacao entre Th(a), Th(a?), Th(a"), Th(2%), etc. O problema consiste em
saber se Th(a) determina Th(a®) ou Th(a") ou talvez Th(2%), etc. Note que
todos os modelos de Th(a) sao elementarmente equivalentes, posto que Th(a)
¢ uma teoria completa. Portanto, a pergunta sobre se Th(a) determina Th(a®)

¢ equivalente a perguntar se a = b implica a®> = b*>. Claramente, Th(a) deter-
nvezes

mina Th(a®), Th(a®), Th(a*), e assim por diante - porque @* = aX - -- X a. Paris
e Dimitracopoulos mostraram, todavia, que Th(a) nao determina Th(2%). A

partir desse resultado eles formularam uma definicao semelhante a seguinte.

Definicao 5.2.3. Seja M um modelo nao-padrao enumerdvel da aritmética.
A relagao de equivaléncia polinomial determinista definida sobre M ¢é a
relacao bindria =p tal que a =p b se, e somente se, para toda mdquina de
Turing determinista M e todo m € N, M[a] =1 em tempo |a|" se, e somente
se, M[b] = 1 em tempo |b|". Similarmente, também definimos a relagao de
equivaléncia polinomial nao-determinista =yp, a qual envolve mdquinas de

Turing nao-deterministas.
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Observacao 5.2.1. O fato de a e b serem polinomialmente equivalentes nao
implica que a ou b estd na classe P. A relagao de equivaléncia polinomial
entre a e b apenas indica que eles sao indistinguiveis por mdquinas de Turing

deterministas que processam em tempo polinomaial.

De acordo com essa definicao, os resultados de Paris e Dimitracopoulos
mostram que P = NP se, e somente se, a =p b implica a = b, para todos
nimeros naturais a e b em um modelo nao-padrao enumeravel da aritmética
M. A seguir apresentamos uma nova demonstragao da caracterizacao de

Paris e Dimitracopoulos do problema P < NP.

Teorema 5.2.1. Seja M um modelo nao-padrao enumeravel da aritmética.

Os sequinte enunciados sao equivalentes:

1. P# NP.

2. Existem numeros naturais nao-padrao a,b € M tais que a =p b e a £ b.

Demonstracao. Seja M um modelo nao-padrao enumeravel da aritmética.
Suponha que P = NP. Entao HP colapsa com a classe P e, conseqlientemente,
A%I C P posto que AON C HP. Assim, se a =p b para quaisquer a,b € dom(M),
entao a e b estao no mesmo Ag-subconjunto de M e, por conseguinte, a =,
b. Como a e b sao =p,-equivalentes, eles codificam os mesmos conjuntos
numeéricos e, assim, a = b.

Reciprocamente, suponha que, para todo a e b em dom(M), a =p b implica
a =b, mas P # NP. Como P # NP, entao existe uma maquina de Turing
nao-determinista N que processa em tempo polinomial e discorda de qualquer
maquina de Turing determinista que processam em tempo polinomial. Pri-
meiramente, mostraremos, em especial, que existem a e b em dom(M) tais que
a =p b e N discorda de todas as maquinas de Turing deterministas no que res-
peita as representagoes binarias a e b de a e b. Suponha, pelo contrério, que,
para todos a, b € dom(M) tais que a =p b, N concorda com algumas maquinas

de Turing deterministas My,..., M, que aceitam a e b em tempo polinomial,
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ou seja, no modelo M ¢é verdade que se Mi[a] = M\[b],...,M,la]l = M,[b]
entao N[a] = N[b]. Ora, isso também deve valer no modelo aritmético padrao
N. Assim, para decidir se N aceita o conjunto C C N basta computar com
M, ...,M, e verificar se essas maquinas aceitam C. Mas nesse caso temos
uma contradicao, posto que, por hipotese, N é uma maquina que nao aceita
conjuntos na classe P. Demonstrado isso, digamos que N aceita a mas rejeita
bea=pb.

Em virtude de N[a] = 1 em tempo |a|” para algum m € N, pelo teorema
da completude para maquinas nao-deterministas, a teoria ‘7']3 em M é tal que
7']% F ¢.(0) = Yu(lal™), onde ¢,(z) é a férmula correspondente a configuracao
inicial de C% e y,(z) ¢ a férmula correspondente a configuragao final de C4,
sendo z um parametro para instantes. Por hipdtese a =p b implica a = b,
e, como estamos assumindo que a =p b, derivamos a = b. Sabemos que
todo modelo nao-padrao enumeravel da aritmética é computacionalmente
saturado®. Os modelos a e b sao enumerdveis bem como elementarmente
equivalentes. Assim, pela teoria dos modelos?, a = b. Conseqiientemente, a
teoria 7'13 em M é tal que ‘7'1% F ¢p(0) = Yyp(lal™), onde ¢p(2) e ¥yp(z) sao como
anteriormente mas agora considerando C2. Pelo teorema da corretude, isso
significa que N[b] = 1; o que é uma contradicao, porque haviamos suposto
que N[b] =0.

Logo, a partir da hipotese de que, para todos a,b € dom(M), a =p b

implica a = b, derivamos que P = NP. O

O teorema 5.2.1 apresenta uma caracterizacao global do problema P Z NP
porque ele nao expressa as caracteristicas locais dos modelos aritméticos
que nao sao elementarmente equivalentes. A demonstragao que formula-
mos combina aspectos da prépria demonstracao de Paris e Dimitracopoulos
com as técnicas desenvolvidas nesta tese. O argumento de que (1) implica

(2) é exatamente como o original; apenas acrescentamos alguns pormeno-

3 Cf. [Kaye(1991)]
4 Cf. [Hodges(2005)]
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res. A inovac@o encontra-se na estratégia para mostrar que (2) implica (1).
Aqui evitamos o uso da codificagao das méaquinas de Turing na linguagem
da aritmética, explorando, por um lado, teorias de Turing e, por outro, a

saturacao computacional de modelos nao-padrao enumeraveis da aritmética.

5.3 Uma caracterizacao local do problema P Z NP (Primeira

parte)

A partir do teorema 5.2.1 de Paris e Dimitracopoulos, A. Maté [Maté(1990)]
formulou uma heuristica, baseada no problema 3-SAT, para usar modelos
aritméticos nao-padrao no estudo do problema P 2 NP.

O problema 3-SAT consiste em saber se uma férmula proposicional em
forma normal conjuntiva CNF com clausulas de trés literais é satisfativel.
Pela decidibilidade da légica proposicional, sabemos que esse problema ¢ de-
cidivel. Mais do que isso, o procedimento usual de teste via tabelas-verdade é
um algoritmo exponencial que decide o problema da satisfabilidade para qual-
quer tipo de férmula proposicional; em especial, as féormulas em CNF. Con-
siderando alguma medida polinomial de férmulas proposicionais (por exem-
plo, a quantidade de digitos necessaria para codifica-las como seqiiéncias
bindrias), o teorema de Cook-Levin [Cook(1971), Levin(1973)] afirma que
P = NP se, e somente se, existe uma maquina de Turing determinista que
decide 3-SAT em tempo polinomial. Por isso, dizemos que o problema 3-
SAT é NP-completo: 3-SAT esta em NP e qualquer outro problema em NP
pode ser reduzido a ele através de uma maquina de Turing determinista em
tempo polinomial.

Agora considere ¢ uma férmula proposicional em 3-SAT. Sabemos que ¢
¢é satisfativel se, e somente se, o conjunto das clausulas que ocorrem em ¢ é
consistente. Seja M; um modelo nao-padrao enumerével da aritmética e C
um subconjunto de dom(M,;) composto por ntimeros que codificam os con-

juntivos que ocorrem em ¢. Digamos que o nimero nao-padrao n € dom(M;)



5. Caracterizacoes modelo-tedricas do problema P versus NP 129

é a cardinalidade de C internamente em M,. Suponha que C é um conjunto
inconsistente em M, i.e., nao existe uma valoracao em M, das varidveis
proposicionais que ocorrem nas férmulas codificadas em C que tornem todas
as formulas de C verdadeiras. Como M; nao codifica todos os conjuntos
de nimeros naturais (existe uma quantidade nao-enumerdavel de tais conjun-
tos), pode ser que em alguma extensao M, de M, exista uma valoragdo v
de C que a torne verdadeira, ou seja, em M, o conjunto C seria consistente.
Se alguém conseguir fazer isso de modo que M; e M, sejam modelos da
aritmética iguais para todos niimeros menores ou iguais a n, entao P # NP.

Para verificar a conclusao do paragrafo acima, note que se existisse uma
maquina de Turing determinista M que decidisse em tempo polinomial n*,
para algum k € N, se ¢ é ou nao satisfativel, entao M seria capaz de distinguir
os modelos M; e M, até o nimero n*. No entanto, a valoracao v tanto em
M; quanto em M, é uma funcao v : n — {0, 1}, o que implica que o cédigo
de v é um numero maior do que 2", ou seja, M; e M, sao idénticos até
n* para qualquer ntimero k € N. Logo, nio existe uma maneira de decidir
a satisfatibilidade de ¢ em tempo polinomial através de uma méaquina de
Turing determinista.

No que se segue apresentaremos uma formalizagao dessa heuristica pro-
posta por Maté [M&té(1990)], usando as técnicas desenvolvidas nesta tese
acerca da computabilidade de Turing sobre niimeros naturais nao-padrao.

Para comecar, a estrutura M, mencionada acima nao pode ser uma ex-
tensao propria da estrutura M, devido ao teorema de Matijasevic-Robinson-
Davis-Putnam (MRDP)?. Segundo esse teorema, qualquer X;-férmula ¢ é
equivalente no modelo padrao da aritmética N a uma equacao diofantina,

le.:

Para toda X;-formula ¢ da linguagem aritmética, existem polinomios P e Q

5 Maté estava ciente disso [Maté(1990), p.179].
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com coeficientes em N tais que

N e Vx(y(x) & AyP(y, x) = Q(y, x)).

Ora, a consisténcia de uma férmula proposicional ¢ em 3-SAT pode ser
expressa através de uma Ap-formula (/) da aritmética, onde [ é o cddigo
numérico de ¢. Noutras palavras, a consisténcia do conjunto C mencionado
acima pode ser expressa por uma Ap-formula aritmética (/) tanto na estru-
tura M, quanto em M,. Aplicando o teorema MRDP a férmula (1), temos
que M; £ ¥(l) se, e somente se, M, E y(l). Portanto, o valor de verdade de
Y(l) nao pode mudar ao passarmos de M, para uma extensao M,. Por isso,

Maté introduziu o seguinte conceito.

Definicao 5.3.1 ([Maté(1990)]). Sejam M, e My dois modelos nao-padrao
enumerdveis da aritmética. Considere n € dom(M,). Assim, M, € uma
extensao de M, até n, o que denotamos por M; <, My, quando {i € M, :
i <M} C M, e, para quaisquer i, j <M on, i+M j=i4MjeixM j=ixM .
Quando M £, My para algum n, chamamos M, de uma extensao parcial de
M. Ademais, dizemos que M; e My sdo isomoérficos até n quando My <, My

e My <, My; nesse caso escrevemos My =, Ms.

Esse conceito de extensao parcial de um modelo aritmético nao-padrao
esta implicitamente presente no teorema 5.2.1 de Paris e Dimitracopoulos.
De fato, se duas estruturas aritméticas M; e M, sao idénticas de um ponto
de vista de méaquinas de Turing deterministas que computam em tempo po-
linomial, mas ainda assim M; e M, nao sao elementarmente equivalentes, s6

pode ser que uma delas é extensao parcial da outra.

Lema 5.3.1 ([M4té(1990)]). Sejam M; e M, modelos nao-padrao enu-
merdveis da aritmética e n € dom(M;) N dom(M,) um nimero nao-padrao
tal que My =, My e My 2,5 M,. Considere o elemento b € dom(M,) tal

que b < ("M para algum k € N, e suponha que b codifica internamente
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uma Sequéncia b de tamanho r € dom(M,). Entao b também codifica inter-
namente uma Sequéncia b de comprimento r em My e Vi € My(i <M r —
(BOM = b(i)*)). Assim, se {i € My : i <M r} © My, entio b condifica a

mesma sequéncia tanto em M; quanto em M,.

Demonstracao. Esse resultado é uma consequéncia das propriedades da co-
dificagdo numérica através da funcao de Godel B e da fungdao pareamento
()

A primeira é tal que 8 : N* — N sendo B(c,d,i) = rm(c,((i + 1)d) + 1),
onde rm(m,n) é resto de m divido por n. Essa funcao 8 é computavel e, para
qualquer sequiéncia finita de niimeros naturais (ay,...,a,), existem nimeros
naturais c e d tais que B(c,d,i) = a; para 0 < i < n - trata-se de fato bastante
conhecido que a existéncia desses nimeros ¢ e d depende do teorema do resto
chinés. Assim, dizemos que a tripla de nimeros naturais (c,d,n) codifica a
sequéncia (ag, ..., a,).

J4 a segunda é tal que () : N> — N sendo {x, y) = %(x+y)(x+y+1)+y. Dada
uma tripla (¢, d, n) que codifica a seqiiéncia (ao,...,a,), podemos apresentar
um nimero b que codifica essa seqiiéncia estabelecendo que b = ({c, d), n).

A propriedade importante nesse processo de codificacao via B e ( ) é
que, para qualquer seqiiéncia (ay,...,a,) de nimeros naturais, o codigo b
dessa seqiiéncia é tal que b < 2“'4, onde s é um nuimero natural arbitrario
tal que s > n e s! > ap,...,a,. Dessa forma, concluimos que b codifica a
mesma sequéncia tanto em M; quanto em M, porque com as funcoes 8 e ( )

podemos codificar cada componente de uma seqiiéncia com valores menores
k
do que (2")M. O

Lema 5.3.2 ([Maté(1990)]). Sejam M; e M, modelos ndao-padrao enu-
meraveis da aritmética e n € dom(M;) N dom(M,) um nimero nao-padrao
tal que My =, My e My <,,s M,. Se b = (b; - i <r) é uma sequéncia tal
que (5) € dom(M,) sendo r < n*, algum k € N, e b; < 2”k, para todo i < r,
entao (l;) € dom(My). Em particular, para cada k € N, todo subconjunto de

n* codificado em M, também € codificado em M,.
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Demonstracdo. Pelas propriedades da codificagao usando as fungoes 8 e ( ),
sabemos que o codigo da sequéncia b é menor do que 27" Como r < n*, o

resultado segue-se do lema 5.3.1. O

As demonstragoes desses lemas 5.3.1 e 5.3.2 nao tém nada de muito es-
pecial. Em realidade, trata-se de resultados bastante conhecidos acerca das
fungoes B e ( ), aplicados ao conceito de extensao parcial. No entanto, os

lemas 5.3.1 e 5.3.2 permitiram a Maté o seguinte resultado importante.

Proposigcao 5.3.1 ([Maté(1990)]). Sejam M; e M, modelos naio-padrao
enumerdveis da aritmética e n € dom(M;) N dom(My) um nimero nao-
padrao tal que My =, My e My 2,,n My. Entao M = M para todo
k)M]

x,y € dom(M;) tal que x,y < (n para algum k € N.

Demonstracao. Considere a seqiiéncia ((x)™ : i < n*). Essa seqiiéncia é co-
dificavel em M; e, pelo lema 5.3.2, também é codificavel em M, porquanto
(M < @M < (2”2Xk)M1 desde que x,y < (W), Assim, podemos usar
inducdo internamente em M, para mostrar que ((xX)™ :i < »n*) = (¥ :
i < nf). De fato, suponha que essas sequéncias sao diferentes. Pelo principio
de inducao em M,, existe o menor j € M, tal que (x) # (x))*. Externa-

mente, todavia, temos que (x/"HM = (x7"1)* ¢, por conseguinte,
()M = (DM XM = (DY x 0™ = (),

o que contradiz a hipdtese de que as seqiiéncia sao diferentes. Logo, em
virtude de y < nf, ()M = ()M, o

Essa proposicao mostra que, para elementos menores do que n'', a expo-

nenciagao comporta-se da mesma maneira em ambas as estruturas M; e M,.
Na abordagem de Maté, esse resultado é crucial, porque ele usa a codificacao
das méaquinas de Turing para tratar da aceitacao de seqiiéncia com com-

primento nao-padrao. Na abordagem que propomos, ela sera necessaria na
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proxima segao apenas porque precisamos garantir que as exponenciagoes for-

N resultem no mesmo niimero tanto em

madas por niimeros menores do que n
M; quanto em M,. Em especial, note que a demonstragao dessa proposicao
5.3.1 ¢é interessante porque ela mostra a distingao entre o uso interno e ex-
terno do principio de inducao. Distincao de usos que argumentamos também
ser necessaria quando tratamos de computagoes em modelos nao-padrao da
aritmética através de maquinas de Turing.

A heuristica de Maté afirma que a construcao de modelos nao-padrao
da aritmética M; e M, tais que M; =, My e M; <,x M,, para algum
nimero nao-padrao n € dom(M,;) N dom(M,) e para todo k € N, implica
P # NP. Explicamos que tal consequéncia advinha do fato de que M; =, M,
implica M; =~ M,, para qualquer niimero k € N, e, portanto, nao haveria
maneira de alguma méaquina de Turing distinguir em tempo polinomial n*,
para algum k € N, os valores de verdade de ¢ em M; e M,. Uma vez que Maté
nao dispunha das técnicas desenvolvidas nesta tese acerca da computacao em
modelos aritméticos nao-padrao, ele teve que percorrer um itinerario indireto.
Em contrapartida, agora podemos apresentar a abordagem de Maté de forma
direta. O préximo lema, constatado por C. Sureson [Sureson(1995)], serd o

passo crucial para isso.

Lema 5.3.3 ([Sureson(1995)]). Se My e M, sao dois modelos nao-padrao
enumerdveis da aritmética e n € dom(M;) N dom(M,) é um nimero nao-

padrao tal que My =, My e My <opn My, entao My =, M.

Demonstracdo. Suponha que M; ~, M, e My <5n M,. A demonstracao é
por inducao em k € N.

Como M, =, M,, segue-se que (MM = (m)M e, portanto, M, =y My
para k = 1. Suponha que M; ~,om M,. Assim, (M = ()M e, ademais,
(M = (M Mg = (M M = (WM. Agora mostraremos que
(xe My : My E x <n1} C M,.

Se M, £ x < n**!| entdo, pelo principio de inducao da aritmética de

Peano, sabemos que existem a <, 1 e b <y, ¥ tais que x = (a xn*)+M p.
, q My Mo q
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M= ()M e M, e todos sdao menores do

M,

Por hipétese de inducao, a, b, (n
YW Uma vez que M, é uma extensdo parcial de M, até (2"

.

que (2"
concluimos que a x* n* = a xM n* e sdao menores do que (2" Assim,

(a x™ by +M b = (a xM k) +Mi b, o que significa que x € M. Logo, M, e

k+1)M1 k+1)Mz. 0

M, sao aritmeticamente isomorficos até (n =(n

Teorema 5.3.1. Se M; e M, sao dois modelos nao-padrao enumerdveis
da aritmética e n € dom(M;) N dom(M,) € um niumero nao-padrao tal que
M =, My e My <, My, entao n" =p 2".

Demonstracdo. Assuma a hipdtese. Primeiramente, vamos mostrar que, para
qualquer palavra § em {0, 1}* tal que |5] < "' e qualquer méquina de Turing
determinista M, M[§] = 1 em t < n* passos com t € dom(M,) se, e somente
se, M[5] =1 em t < n* passos com t € dom(M,). Em particular, isso implica
que (B™HYM =, (21 porque a representacdo bindria de 2" tem comprimento
menor ou igual a n* para k € N.

Seja § uma palavra em {0, 1}* tal que |§] < ()™ para k € N. Suponha
que M é uma méquina de Turing tal que M[5] = 1 em ¢ < n* passos com
t € dom(M,). Pelo teorema da completude 2.5.2, ‘7’;; F #(0) = Y(t) em M,
onde ¢(x) é a férmula correspondente a configuracio inicial de C¥ e y(x) é
a férmula correspondente a configuracio final de C*, sendo x uma variavel
para o parametro de tempo. Pelo lema 5.3.3, M; ~x M, para todo k € N
e, por conseguinte, (t < rYM = (+ < )M ou seja, M = M. Mais do que
isso, (|5] < WM = (18] < nY)M2, 0 que significa que a entrada §é exatamente a
mesma palavra tanto em M; quanto em M,. Dessa forma, 7‘5[ F d(0) — Y(t)
em M,. Como |2"| < n, 7’15[ F #(0) — (12" em M,, ou seja, M[§] = 1 em
t < n* passos com t € dom(M,) para k € N. Reciprocamente, se M[5] = 1 em
t < |2"F < nk passos com t € dom(M,) para k € N, entdo com um argumento
similar podemos mostrar que M[§] = 1 em ¢ < n* passos com t € dom(M,).

Para concluir, observe que a proposicao 5.3.1 afirma que ()M = (¥
para todo k € N e 1M = (2", Dessa forma, podemos omitir os superes-

critos em (WM =p (21, ou seja, demonstramos que n'' =p 2. O
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Isso finaliza nossa primeira parte da caracterizacao local do problema P u
NP. Cabe destacar que Maté apresentou uma caracterizacgao do problema
NP 2 coNP, onde coNP ¢é a classe complementar de NP. Obviamente, se
NP # coNP, entao P # NP - a reciproca nao é verdadeira. A partir do

teorema 5.3.1 podemos facilmente derivar o resultado de Maté.

5.4 Uma caracterizacao local do problema P Z NP (Segunda

parte)

A fim de concluirmos nossa caracterizacao local do problema P < NP, pre-
cisaremos de uma andlise pormenorizada da construcao de modelos nao-
padrao da aritmética partindo da hipdétese de que P # NP. Isso, por sua
vez, exige uma caracterizagao sintdtica das classes P e NP. Felizmente, S.
Buss [Buss(1986)] definiu uma linguagem aritmética na qual podemos definir

uma hierarquia que coincide com a hierarquia PH.

Definigao 5.4.1. A linguagem aritmética de Buss L, € a linguagem L, =
L U {|x], L%J,Z""XM}, onde |x| € um simbolo funcional undrio que representa
a funcdo que determina o comprimento da representa¢do bindria de x, ou
seja, |x| = [log,(x + 1)1%, o0s demais simbolos também sdio funcionais e sua
aridade e significado intencionado estao indicados pelas proprias expressoes.
A hierarquia de Buss A2 = ;020 = U0 I1? € definida do sequinte modo:

o 3 =11} ¢ 0 conjunto das Ly-férmulas cujas férmulas sao quantificadas

por quantificadores da forma Yx < |t(y)| e Ax < |t(Y);

b b ~ : ¢ - .
o X elll | sao os menores conjuntos de Ly-férmulas tais que:

=T Cy et =T CIL

n n+1’

— Se ¢(xy) € XL, entdo Ax < 1(y)d(x) € TL e Vx < [r(y)p(x)) € X2,

6 [x] representa a funcdo teto que é o menor inteiro maior ou igual a x.
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— Se ¢(xy) € T1%, entio YVx < 7(»)p(xy) € I e Ax < [r(y)|d(x¥) € X2,

—¥=Tbcxl  eX =TI CTI®,, sdio fechadas sob A e V;

— ¢(xy) € 2 se, e somente se, ~¢(xy) € II2 bem como ¢p(xy) € IIX se,

e somente se, ~(xy) € X2.

Buss demonstrou que A% = PH. Dessa forma, a classe NP é a classe
dos conjuntos de nimeros naturais definfveis por X-férmulas, coNP por I14-
férmulas, e P é a classe dos conjuntos que sao definiveis tanto por férmulas
em X’ quanto por férmulas em I15. No que se segue apresentaremos uma
generalizacgao do resultado demonstrado por C. Sureson [Sureson(1995), p.61-
65]. A estratégia de demonstragao é igual aquela desenvolvida por Sureson,
exceto pelo fato de que mencionaremos férmulas da linguagem de Buss mas

néo usaremos as fungées |xl, [§] e 2" na construgao dos modelos.

Lema 5.4.1 ([Sureson(1995)]). Seja M um modelo enumerdvel nao-padrao

da aritmética. Nesse caso, os sequintes enunciados sao verdadeiros:

1. Se ¢ é uma férmula aritmética de Buss tal que ¢ € T6—T1°, entdo existem
submodelos My e My de M e existe m € M — N tal que Zﬁ((m)Mz) C
TP ((mM) bem como M, £ ¢(m) e My E =¢(m).

2. Se y € uma formula aritmética de Buss tal que € TI2 — Xt entdo
existem submodelos My e My de M e existe m € M — N tal que
HZ((m)Mz) C Hﬁ((m)Ml) bem como M, £ y(m) e My E —(m).

Demonstracao. Seja M um modelo enumeravel nao-padrao da aritmética,
¢ € X —-Tb ey € II’ — . Para comegar, mostraremos que, dado um
ke N, NEdx,yWn < k(n = "¢" - ((Sat(n,x) — Sat(n,y)) A =d(x) A ¢(y)))
para & € X2 e, ulteriormente, mostraremos que N k£ dx,y¥n < k(n = "7 —
((Sat(n, x) = Sat(n, ) A=y(x)AY(y)) para & € I12 onde S at indica o predicado
de satisfatibilidade da aritmética de Buss. No primeiro caso, suponha, pelo
contrario, que N k VYx,ydn < k(n = "7 A ((Sat(n, x) — Sat(n,y)) — (¢(x) V
—-¢(y)))). Defina I = {TéTe N: &€ X0 ATET < k). Assim,
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(%) N EVXY(Arpe(€(x) = E0)) = (6(x) V =¢(1))

Considere o € 2. Para i < k, defina

XXX se nao existe & € ¢ tal que "¢ =i,
7 (x) = &(x) se existe £ € XL tal que "€ =i e o(i) = 1,
—-&(x) se existe £ € X8 tal que "7 =i e o(i) = 0.

Se existir x € N para o qual N' k£ A, #7(x), seja x, o menor desses x.
Agora defina J = {0 € 20 : N E A 97(xs) AN E ¢(x,)}. Considere a
[-formula £(x) = V ges Aoiiy=o 97 (x). Mostraremos que N Yx({(x) & ¢(x)),
o que é um absurdo porque ¢ € X2 — 1%,

Suponha que N E ¢(x). Considere o, € 2% tal que

) {1 se &M =ie N E &),
o (i) =
0 se™M=ieNE-EX).

Assim x,, estd bem definido e N' B Arpe/(€(xy,) — €(X)); 0 que implica
que N E ¢(x5,) V =p(x) devido a (*). Como N E ¢(x), temos que o, € J
e N E Ao iy=0#7 (%), ou seja, N {(x). Conversamente, suponha que N k
Voer Now=o 97 (x). Entao existe oo € J e N E A ;20 #7(x). Suponha que
T&lele NE—&(x,). Assim, o(i) = 0, porque o(i) = 1 implicaria N E &(x,) -
pela definicao de x,. Isso significa que N E A, =0 ¢7 (x) = —&(x) e, uma vez
que N E Ay =0 97 (x), temos N E =£(x). Portanto, N £ Arge £(x) = E(xp,);
o que implica que N E ¢(x) V =¢(x,) devido a (*). Em virtude de o € J,
derivamos que N E ¢(x).

Assim demonstramos que, dado um k € N, N F Ax,y¥n < k(n = "7 —
((Sat(n,x) — Sat(n,y)) A ~¢(x) A ¢(y)) para & € £°. Para mostrar que, dado
um k€ N, N Edx,yWn <k(n ="¢" - ((Sat(n, x) — Sat(n,y)) A = (x) A y(y))
para £ € I1%, defina y7(x) como em ¢?(x) mas trocando X’ por IT2. Nesse
caso, {(x) = V ey Aop=o ¥ (x) serd uma > férmula. Afora isso, o argumento
¢ analogo ao caso anterior.

Com uma reducao ao absurdo similar a desenvolvida até aqui, também
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podemos mostrar que, dado um k € N, N £ dx > yWn < k(n = &7 —
((Sat(n,x) — Sat(n,y)) A ¢(x) A ¢(y)) para & € Zz e NEdx >yWn < k(n =
&Y — ((Sat(n,x) — Sat(n,y)) A (x) A w(y)) para & € Hz. Para tanto,
basta considerar as férmulas {(x) = V e/(Api=o 97(X) A x 2 x,) € {(x) =
Veoes(Aoi=0 W7 (X) A x 2 x,) no primeiro e segundo caso, respectivamente,
e observar que em ambos x > X, . Assim, podemos derivar contradigoes.
Uma que esses enunciados sao verdadeiros em N também o sao em M e,
por conseguinte, M £ Ykdx > y¥n < k(n = "¢ — ((Sat(n, x) = Sat(n,y)) A
—¢(x) A ¢(y)) para & € Zf’l e M e dx > yWn < k(n = "7 - ((Sat(n,x) —
Sat(n,y)) A ~y(x) A Y(y)) para & € II2. Em especial, essas sentencas também
devem ser verdadeiras para algum k € M — N. Ora, essas duas sentengas
afirmam que existem dois ntimeros nao-padrao m, > m; de M para os quais
20(my) € Zh(my), To(my) C TE(my) € M E —¢(ma) Ad(my) e M E =p(ma) Ar(my).
Para concluir, considere M; e M, dois submodelos de M que diferem, entre
outras coisas, pelo fato de que m, € My — M; e m; € M; — M,. Considere
m™ = m; e MM = m,. Logo, M; £ ¢(m) e My £ —¢(m) bem como
M e y(m) e My E —p(m). O

Teorema 5.4.1. Se M ¢é um modelo enumerdvel nao-padrao da aritmética
e ¢ € uma férmula da aritmética de Buss tal que ou ¢ € X2 —TI2 ou ¢ €
L% entdo existem dois submodelos My e My de M tais que n € MiNMa,
My =g Mo, My =0 Mo € existe m < QMM para o qual M, £ ¢(m) e
M; E —|(/)(m)

Demonstracao. Seja M um modelo enumeravel nao-padrao da aritmética, e
¢ uma férmula da aritmética de Buss tal que ou ¢ € X2 =TI ou ¢ € 15 — =P
Pelo lema 5.4.1, em qualquer caso, sabemos que exitem submodelos M, e
M, de M tais que M; E ¢(m) e M, £ =¢(m). Precisamos apenas refinar M,
M, e m de modo que eles tenham as propriedades desejadas. Para tanto,
considere (¢, : u € N) uma lista com todos os elementos de M, e mostraremos
que os submodelos M; e M, de M podem ser definidos em termos de um

homomorfismo &, o qual serd gerado a partir de duas subsequéncias (a; : i € N)
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e (b; : i € N) de (¢, : u € N) usando uma espécie de argumento de ida-e-volta.
Para tanto, suponha que (a; : j < 20) e (b; : j < 2l) j4 estao definidas e sao tais
que ag = by = (2" bem como Zg(ao, .. ay) C Zg(bo, ...,by) se ¢ € Zz - Hf;
e If(ay, ..., axy) CI(by,...,by) se ¢ € I} =22 Adicionaremos os préximos
elementos das sequéncias (a; : j < 2[) e (b; : j < 2I) de forma que os tipos
da primeira continue sendo um subconjunto dos tipos da segunda, conforme
peX -T2 ou ¢ e IIL — 0.

No passo 2/ + 1 defina by, como sendo o primeiro elemento b em
(c, : u € N) tal que b < n*, para algum k € N, e b ¢ {by,...,by}. Con-
sidere os conjuntos ®(x) = {¢(ag,...,ay, x) — ¢(bo,...,by,bys1) : ¢ € b}
e Y(x) = {Ylap,...,az,x) — Y(bg,...,by,by) : ¥ € Hz}. Obteremos o
elemento ay;; ao mostrar que ®(x) e Y(x) sao realizaveis em M conforme
¢ € L6 —TI% ou ¢ € IX — X%, respectivamente. Como ®(x) e W(x) sdo com-
putaveis, apenas precisamos mostrar que eles também sao finitamente satis-
fativeis em M; consideraremos o primeiro caso, pois, para o segundo, basta
considerar um argumento dual. Seja ¢y, ..., ¢, um conjunto finito qualquer de
Tb_férmulas tais que M E =@o(bo, . . ., oy bai1)s ..., ME =¢s(bo, . .., bays boyi1).
Dai M e Jy < n* A\ =¢(bo,...,by,y). Uma vez que Z(a,...,an) <
Eg(bo, ey byy), Hg(bo, ...,by) C Hg(ao, ...,ay) e, consequentemente, M E
dx < nt Nj<s 7Pj(ao, . . ., az, x) porque A ;= j(ao,...,ay,x) € Hg. Consi-
derando d um tal x, M e A ;. (é(ao,...,axu,d) = ¢i(bo, ..., by, byy1)). Dessa
forma, o conjunto ®(x) ¢é finitamente satisfativel em M e, em virtude de
M ser um modelo computacionalmente saturado, ®(x) é um tipo computa-
cionalmente realizdvel. Seja ay,; um numero que realiza ®(x). Portanto,
E(ag, . . ., ae)M S E2(bo, ... o).

No passo 2/ + 2 defina ay,, como sendo o primeiro elemento a em
(¢, : u € N) tal que a < 2”k7 para algum k € N, e a ¢ {ao,...,ay,1}. Considere
o conjunto de formulas ®(y) = {¢(ao, . .., ayw2) = ¢(by, ..., br11,y) 1 ¢ € 211’} e
O®»y) = {Y(ao,...,axy2) = Wby, ...,bry1,y) W € Zf}. Obteremos o elemento

by» de forma analoga ao paragrafo anterior. Considere, entao, um con-
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junto finito de Zg—férmulas bo, ..., ¢, tais que M E ¢o(ao,...,ays2),..., M E
os(ap, ..., ay0). Dai, M E dx < ot N« ®j(ao, . .., ay1,x) e, dado que no
paragrafo anterior mostramos que (Zg(ao, s a))M C (Z(b)(bo, e by,
entao M E dy < 2 Nj<t®ibo, ..., bys1,y).  Assim, similarmente ao
paragrafo anterior, obtemos o elemento by, para o qual (Zg(ao, e au)M C
(Z2(bo, . . ., ba))™.

Feito isso, defina a funcao h : {a; : i € N} — {a; : i € N} tal que h(a;) = b;
para todo i € N. Claramente, h é uma funcgao injetora. O passo 2[+2 garante
que h é uma funcao de (2m M para 2" WM. O passo 2[ + 1 assegura, por sua
vez, que h é sobrejetora em (n')Y". Como M é um modelo da aritmética,
para cada [ € N, o conjunto das férmulas sem variaveis livres verdadeiras
sobre ag,...,a; e by,...,b; é exatamente igual, ou seja, h é realmente um
homomorfismo.

Agora estamos prontos para definir os submodelos M; e M, de M. Para

tanto, estipulamos que M; = M e definimos M, do seguinte modo:

e O dominio de M; é o conjunto h[(2”N)M2] UfxeM,: (2"N)M2 < x};

x+My sexy< (Z”N)Mz ou (Z”N)M2 <X,y

My _
° X+ =
Y { h~'(x) +M y se x < (2”N)/Vl2 e (2”N)M2 <y

o xM ¢ definida de forma analoga a +M;

o <M ¢ restricao de < ao dominio de M;.
Agora considere a funcao h : M, — M, tal que

=] M) sex< @M
| 1d(x) se @7YMe < x

Claramente, h é um isomorfismo; o que significa que M; e M, sao

modelos da aritmética. Por isso, temos as seguintes consequéncias. Pri-

meiro, /i;(an) = 7M. Segundo, como n* < pis para todo k € N,
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kvezes kvezes
BEY) = RN MR = RN MM (M) =

kvezes
(M MMM = (M A partir disso também derivamos que, ter-
ceiro, E((Z”k)MZ) = (2”k)M‘; o que significa que podemos omitir os subscritos
de todos esses nimeros. Por fim, M; =, M; e M; <,x M,, uma vez que
{(x e My : x <M n) :Z[{x e My : x <M n}] € M; e +™M bem como xM szo
restricoes de +M2 e xM para nimeros menores do que 2.

Para finalizar, o lema 5.4.1 assere que existe um nimero m €¢ M - N
e uma X2-férmula ou I2-férmula ¢, conforme ¢ € 2 —TI° ou ¢ € 112 — P
tal que M; E ¢(m) e Mo £ —¢(m). Considere m algum nimero tal que
m < 2". Em virtude das defini¢oes da adigao e multiplicagao, ao consideramos
m < 2" e algum nimero n > 2" teremos que m +M n £ m +* n bem como
m xMi n #mxM n. Logo, para uma ¢ na qual ocorre adicio e multiplicacao,
poderemos ter M; k£ ¢p(m) e M, E —=¢p(m). |

Teorema 5.4.2. Os sequintes enunciados sao equivalentes:
1. P+ NP;

2. Exzistem modelos nao-padrao da aritmética M; e My com n € (M N
My) = N tal que My =, My e M, <o yMy M, para todo k € N e existe
uma X1 -formula aritmética ¢(x) e um numero m < 2" tal que M; £ ¢(m)

e Mz F —|¢(m)

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos por contraposi¢ao que (2) im-
plica (1). Pelo teorema 5.3.1, n* =p 2" para todo k € N. Uma vez que
méaquinas de Turing sdo definiveis por X,-férmulas, isso significa que n* e 2"
estao no mesmo X;-conjunto. Suponha que P = NP. Entao a hierarquia
polinomial HP colapsa com a classe P e, por conseguinte, AIST C P porquanto

A%I C HP. Nesse caso também temos que n*

=yp 2" para todo kK € N, ou
seja, n* e 2" também estdo no mesmo II;-conjunto. Pela proposicao 5.3.1,

sabemos que (2" = (2™, Portanto, nao existem modelos nao-padrao da
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aritmética M; e M, com n € (M NMy)-N, My =, M, e alguma X-férmula
aritmética ¢(x) tal que M, E ¢p(m) e My E =¢(m) sendo m < 2MHM = 2HMe,

Agora demonstraremos que (1) implica (2). Suponha que P # NP. Entao
existe uma férmula ¢ da linguagem aritmética de Buss tal que ou y € £ —I1%
ouy € H’l’ - le’ . Em ambos os casos, pelo teorema 5.4.1, existem dois submo-
delos M; e M, de um modelo arbitrario enumeravel nao-padrao da aritmética
de Buss M" tais que n € My N My, My =, My, M, <gip Mo e existe
m < (2™ para o qual M; E y(m) e M, E —y(m). Sabemos que toda funcao
numérica computavel tem uma X; definicao na linguagem aritmética, i.e.,
existe uma X;-formula ¢ da linguagem aritmética de Peano tal que, para to-
dos my,...,m,neN, f(my,...,m) =nse, e somente se, N £ ¢(my,...,my,n).
Ora, as fungoes |x|, 2 e | £] da aritmética de Buss sao todas computéveis
e, consequentemente, a férmula ¥(x) acima define um conjunto computavel
A. Assim, deve existir uma X,-formula ¢(x) da linguagem aritmética de Pe-
ano que define A. Como na demonstracao do teorema 5.4.1, usamos apenas
funcoes definiveis na linguagem da aritmética de Peano, podemos definir os
submodelos M; e M, em um modelo arbitrario enumeravel nao-padrao da
aritmética de Peano M. Logo, existem submodelos M; e M, de M tais que
ne My My, My = Mo, My < g My e existe m < (2MM para o qual
M E ¢(m) e My & —~p(m). m]

Corolario 5.4.1. Seja M um modelo nao-padrao enumerdvel da aritmética.

Os sequintes enunciados sao equivalentes:

1. P+ NP.

2. Eziste um nimero ndao-padrio n € M e existe m < 2" tal que n* =p m

mas n* #s, m para todo k € N.

A construcao dos modelos M; e M, usando apenas fungoes definiveis na
linguagem da aritmética de Peano foi crucial na demonstragao do teorema
5.4.2. Apesar da demonstracao aqui apresentada ser substancialmente di-

ferente daquela apresentada por Maté-Sureson, essa caracterizacao local do
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problema P 2 NP ¢ exatamente igual a caracterizacao do NP 2 coNP apre-
sentada por Maté-Sureson, exceto pelo fato de que no caso de NP 2 coNP
o enunciado (2) envolve Ag-férmulas. Isso esta de acordo com o fato de que

NP # coNP implica P # NP, mas a reciproca nao é verdadeira.

5.5 Uma barreira aritmética em complexidade computacional

A caracterizagao global do problema P 2 NP mostra que a possibilidade de
separar as classes P e NP ¢é equivalente a possibilidade de modificar a adi¢ao
ou multiplicagdo de um modelo nao-padrao enumeravel da aritmética M; de
modo a gerar um outro modelo M, que nao seja elementarmente equivalente
a M, apesar de ambos serem polinomialmente indistinguiveis por maquinas
de Turing. A caracterizagao local especifica que essa modificacao deve ser
feita entre n'' e 2", sendo n o nimero nao-padrao que indica o ponto até
o qual os modelos M; e M, sao idénticos. Maté apresentou dois métodos
que indicam a possibilidade de fazermos isso. O primeiro foi a técnica de
interpolagao de T.J. Grilliot [Grilliot(1985)], que lhe permitiu construir mo-
delos nao-padrao na linguagem da adicao e divisao nos quais essas operacoes
podem apresentar comportamentos distintos quando aplicadas a numeros
nao-padrao suficientemente grandes. O outro método foi a construgao de ul-
trapoténcias limitadas de S. Kochen e S. Kripke [Kochen and Kripke(1982)],
a qual lhes permitiu definir modelos nao-padrao da aritmética para mostrar
que o enunciado de Paris-Harrington ¢ independente da aritmética de Peano.

O método de interpolacao de T. J. Grilliot aplica-se, todavia, a linguagem
da adicao e divisao, nao sendo claro como podemos estendé-lo para a lingua-
gem da aritmética. Mais do que isso, a abordagem de Grilliot depende de
uma caracterizacao sintatica dos modelos a serem construidos. Isso significa
que para demonstrar que P # NP, segundo o método de Grilliot, precisa-
mos saber como separar as classes P e NP. Ja a abordagem de Kochen e

Kripke parece ser mais promissora, porque ela consiste numa modificacao
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da técnica algébrica de ultraprodutos que gera, sem uso de componentes
sintaticos, um modelo da aritmética de Peano nao elementarmente equiva-
lente ao modelo padrao. Noutras palavras, o método de Kochen e Kripke
permite a aplicacao de técnicas algébricas ao problema P NP e, portanto,
parece que poderiamos usa-lo para separar as classes P e NP. No que se
segue mostraremos que isso nao ¢ verdade, porquanto sejam necessarias mo-
dificacoes no método de Kochen e Kripke que dependem de uma andlise
profunda do préprio problema P < NP.

A técnica algébrica de ultraprodutos quando aplicada ao modelo padrao
N gera a ultrapoténcia N!'/U que permite construir modelos nao-padrao
da aritmética de Peano. No entanto, N'/U é elementarmente equivalente
a N e, consequentemente, essa ultrapoténcia nao pode ser usada para de-
monstrar resultados de independéncia. Assim, S. Kochen e S. Kripke em
[Kochen and Kripke(1982)] modificaram um pouco a técnica de ultrapro-
dutos a fim de gerar um modelo aritmético nao elementarmente equiva-
lente ao modelo padrao. A estratégia de Kochen e Kripke foi encontrar
um subconjunto N7 de N’ composto por funcoes computdveis f : I — N
tal que a ultrapoténcia N7 /U é um modelo da aritmética de Peano ca-
paz de ser modificado, tornando-se um modelo nao elementarmente equi-
valente a N. Kochen e Kripke denominaram essa ultrapoténcia N /U de
ultrapoténcia restrita. A partir da construcao dessa ultrapoténcia restrita, o
enunciado que Kochen e Kripke mostraram ser independente da aritmética
da Peano é uma conseqiiéncia do enunciado que J. Paris e L. Harrington
[Paris and Harrington(1977)] demonstraram ser independente da aritmética
de Peano”.

Para construir a ultrapoténcia restrita N7 /U, Kochen e Kripke estabele-
ceram uma condicao minima de fecho. Antes de enuncia-la, convencionamos

que, dadas f € N' e g € N, escreveremos f < g para indicar que f(i) < g(i)

" A inovacdo de Kochen e Kripke, relativamente ao trabalho original de Paris e Har-
rington, foi ter obtido uma demonstracao direta, sem passar pelo segundo teorema da
incompletude de Godel.
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para todo i € I. A condicao minima das técnicas desenvolvidas por Kochen
e Kripke é que o conjunto N' seja fechado sob <, ou seja, se f < g € NT
entdo f € N''. Uma das propriedades importantes de ultraprodutos que a
ultrapoténcia restrita N /U satisfaz é o teorema de Lo$ para A¢-férmulas.
Abaixo apresentamos essa demonstragao com alguns ligeiros detalhes adici-
onais. Convencionamos denotar as funcoes em N' por @, uma vez que elas
sao de fato seqiiéncias de elementos de N indexados por I - essa convencao

torna a demonstragao mais clara.

Proposicao 5.5.1 (Teorema de Lo$ restrito [Kochen and Kripke(1982)]).
Seja N''JU uma ultrapoténcia restrita fechada sob <. Dessa forma, para
toda Ag-formula ¢(xo,...,x,_1) € n-tupla (dy/U,...,d,.1/U) de elementos de
N U,

NTJU € ¢ldy/U,...,ad,-1/U] se, e somente se,
{iel:NEolayQ,...,d,1()]}€eU.

Demonstracao. A demonstracao é similar ao argumento do teorema Los,

exceto para as férmula quantificadas. Em especial, o caso delicado ¢é

quando ¢ ¢é da forma Ax,.; < TY(xp,..., X2, X,—1). Nesse caso, suponha
que S ={i €1 : N E Iy < bi(@yi),. .. dw20), x,1)} € U. Dai, para
cada i € §, existe um nimero ag; < l;(i) tal que N & yldy(i),...,d,—»(0),a;].

Considere as sequéncias ¢ : N — N tais que

o . a;, sei€eS
c(i) =
0 sei¢sS

Uma vez que ¢ < b € NI temos @ € N e, entio, {i €
I : N £ ylday@),...,d,»),ci)]} € U. Pela hipétese de inducao
NCJU e ylay/U,...,d,2/U,2/U] e, portanto, N /U ¥ 3x,; <
Ew[ﬁo/U,...,ﬁn_z/U, X,-1]. Conversamente, suponha que N /U £ Jx,; <
I;/Uo,b[c_io/U,...,El’,,_g/U,xn_l]. Entao existe uma sequéncia ¢ < b e N

tal que N /U €k ylay/U,...,d,,/U,2/U]. Pela hipétese de inducdo, {i €
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I : N E yldyi),...,d,»(0),¢@)]} € U. Uma vez que {i € I : N &
Wldo(@)s - . - Bua(D, DN C i € 1 2 N £ Ax,y < DOW(@D), - .., dn (i), Xuo))
e U é um ultrafiltro, {i € I : N E x,_y < BOW(@o(i), - . ., @usr(i), o)} € U. O

Uma conseqiiéncia simples do teorema de Lo$ restrito, mas bastante re-

veladora para os nossos propositos, é a seguinte.

Corolério 5.5.1. Seja N' /U uma ultrapoténcia restrita fechada sob <.
Entdo, N =a, NT'JU.

Demonstragdao. Defina a funcdo e : N — N /U, chamada imersdio diago-

nal, tal que e(a) = d/U onde d(i) = a para todo i € I. Mostraremos que

e 6 uma imersao Ag-elementar de N para N7 /U. Seja ¢(xo,...,X,_1) uma
Ao-férmula e ay,...,a,.; numeros naturais em N. Pela definicao de ultra-
poténcia, N k @lay, ...,a,_1] se, e somente se, {i € [ : N E ¢lag,...,a,.1]} € U.
Considerando @ € NT como acima, isso acontece se, e apenas se, {i € I : N k
oldo(i),...,d,_1(0)]} € U e, devido ao teorema de Lo$ restrito, isso significa
que N' /U €k ¢ldy/U,...,a,.1/U]. Portanto, N k ¢[a,...,a,_1] se, e somente
se, N'JU E ¢le(ay), . .., e(a,1)], ie., N =5, NTJU. |

Os modelos definidos por Kochen e Kripke, nos quais se constata a fal-
sidade do enunciado de Paris-Harrigton, sao ultrapoténcias restritas N7 /U
fechadas sob <. Ora, o corolario 5.5.1 assere que esses modelos sao elemen-
tarmente Ag-equivalentes ao modelo padrao N. Noutras palavras, eles nao
podem ser usados para definir modelos nao-padrao em que alguma Ag-féormula
seja falsa. No entanto, a equivaléncia de Maté-Sureson envolve justamente
a possibilidade de construir tais modelos. Conseqiientemente, ultrapoténcias
restritas N7 /U fechadas sob < nao podem ser usadas para demonstrar que
NP # coNP.

Note que nesta tese apresentamos uma caracterizagao local do problema
P2 NP, a qual envolve X;-férmulas. O seguinte resultado mostra que a
possibilidade de usarmos ultrapoténcias restritas para resolver o problema

P £ NP também nio é apropriada.
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Corolario 5.5.2. Seja N /U uma ultrapoténcia restrita fechada sob <.
Dessa forma, para toda Zy-férmula ¢(xo, ..., X,_1) e n-tupla (dy/ U, . ..,d,_1/U)
de elementos de N' /U, se N'JU € ¢[dy/U,...,ad,_1/U], entio{i €I : N E
pldo(i), ..., d,-1(D)]} € U.

Demonstracdo. A demonstracao é andloga ao argumento do teorema de Lo$

restrito, basta retirar o limitante superior na férmula limitada. O

Observacao 5.5.1. Como N ndo contem todas as fungoes de I em N,

sabemos que a reciproca do coroldrio 5.5.2 nao € verdadeira.

Noutras palavras, o corolédrio 5.5.2 mostra que existe uma barreira modelo-
aritmética para a separacao das classes de complexidade P e NP: qual-
quer técnica de separagao dos modelos aritméticos nao-padrao que satisfaz a
condi¢ao de fecho sob < nao pode ser usada para resolver o problema P 2 NP.
Por exemplo, esse é o caso com respeito as técnicas na linha de J. Paris e L.
Harrington [Paris and Harrington(1977)].

A fim de esclarecermos o que entendemos por barreira aritmética, convém
mencionar as trés barreiras técnicas ja conhecidas para a solu¢ao do problema
PZNP,

A primeira é a relativizacao. Qualquer técnica de separacao de classes de
complexidade que possa ser aplicada uniformente num universo com oraculos
sem considerar as caracteristicas desses oraculos é uma técnica relativa. Por
exemplo, o método de diagonalizacao é relativo. T. Baker, J. Gill e R. Solovay
demonstraram em [Baker et al.(1975)Baker, Gill, and Solovay] que existem
oraculos tanto para P = NP quanto para P # NP. Noutras palavras, técnicas
relativas nao resolverao o problema P < NP.

A segunda é a naturalizacao. Qualquer técnica de separacao de clas-
ses de complexidade que esteja baseada na construgao de funcgoes boo-
leanas com as propriedades combinatérias naturais de Razborov e Ru-
dich [Razborov and Rudich(1997)] é uma técnica natural. Por exemplo,

as técnicas combinatdrias sobre limitantes inferiores no tamanho de cir-
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cuitos®. Em termos gerais, podemos dizer que A. A. Razborov, S. Ru-
dich [Razborov and Rudich(1997)] demonstram que se for possivel separar
as classes P e NP usando técnicas naturais, entao existem algoritmos rapidos
para distinguir fungoes aleatorias de fungoes pseudo-aleatorias e, conseqiien-
temente, também podemos encontrar algoritmos rapidos para problemas que
tencionamos demonstrar serem dificeis. Isso ¢ um indicio de que técnicas
naturais também nao resolverao o problema P Z NP.

A terceira é a algebrizacdo. Segundo S. Aaronson e A. Wigderson
[Aaronson and Wigderson(2009)], um ordculo algébrico é um oraculo que
pode avaliar nao apenas uma funcao booleana f mas também uma extensao
de grau inferior f* de f sobre um corpo finito ou sobre o anel dos inteiros.
Qualquer técnica de separacao de classes de complexidade que use oraculos
algébricos é algébrico-relativa. Por exemplo, a técnica de aritmetizacao,
usada por A. Shamir em [Shamir(1992)] para demonstrar que /P = PS PACE,
reinterpreta cada féormula boolena ¢ em um polinomio de grau inferior ¢* so-
bre um corpo ou anel, ou seja, a aritmetizacao de Shamir é uma técnica
algébrica. Aaronson e Wigderson em [Aaronson and Wigderson(2009)] mos-
traram que qualquer técnica algébrico-relativa nao pode ser usada para se-
parar as classes P e NP.

Uma explicacao detalhada de cada uma dessas barreiras demandaria um
trabalho a parte. Contudo, esse esbogo é suficiente para verificarmos que o
tipo de barreira aritmética que estamos apontando tem natureza diferente da
relativizacao, naturalizacao e algebrizacao. Mostramos que qualquer técnica
modelo-tedrica relacionada aos resultados de independéncia aritmética na
linha de Paris e Harrington nao pode ser usada para a separacao das classes
de complexidade P e NP, sem ajustes que talvez impossibilitem o préprio

uso dessas técnicas.

8 Cf. [Sipser(1992)] para detalhes.



6. CONCLUSAO

Nulla si sa, tutto s tTmmagina.

Federico Fellini

6.1 Analise dos resultados

No capitulo 2 formulamos as bases de uma abordagem modelo-tedrica da
computabilidade classica, usando logica de primeira ordem. Os resultados
de correspondéncia, correcao, representacao e completude entre maquinas,
estruturas e teorias de Turing indicam a adequacao das formulacoes desen-
volvidas. Destaca-se o fato de que tenhamos obtido a completude entre
estruturas e teorias de Turing, ao introduzirmos o principio de indugao em
teorias de Turing.

Se teorias de Turing tivessem uma capacidade expressiva equivalente a
aritmética de Robinson, por exemplo, elas seriam incompletas - pelo primeiro
teorema da incompletude de Godel. Uma vez que teorias de Turing sao com-
pletas com relacao as estruturas de Turing, podemos dizer que elas sao fracas
face aos aspectos numéricos que compoem as estruturas de Turing. Segundo
H. Comon, Y. Jurski [Comon and Jurski(1998)], o fecho transitivo de com-
putacoes de maquinas com registro é definivel na aritmética de Presburger.
Noutras palavras, a aritmética da adicao é suficiente para expressarmos as
computacoes de maquinas de Turing. Isso estd em conformidade com nossa
afirmacao de que teorias de Turing tém expressividade fraca.

Um ponto intrigante é que a expressividade restrita de teorias de Tu-

ring permite-lhes internalizar um predicado de satisfatibilidade tarskiano
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[Tarski(1983)]'. Como determinamos se uma mdquina de Turing M computa
uma dada funcao f7 Por defini¢ao, devemos verificar que M concorda com f
em todas as entradas e saidas. Mas como verificamos que M concorda com f
em todas as entradas e safdas? E claro que fazemos uma espécie de inducao
na quantidade de entradas. A constatacao de que M concorda ou nao com
f em uma entrada é, por sua vez, imediata. Nesse sentido, podemos afirmar
que o principio de indugao em teorias de Turing é uma consequéncia da capa-
cidade de determinarmos que M computa f e a capacidade de internalizacao
da satisfatibilidade em teorias de Turing é uma conseqiiéncia da capacidade
de constatarmos imediatamente que M concorda com f relativamente a uma
entrada particular.

No capitulo 3 analisamos as caracteristicas da computabilidade classica de
um ponto de vista modelo-tedrico. Os resultados sobre estabilidade, absolu-
ticidade, universalidade e logicidade permitem-nos sustentar que a légica de
primeira ordem é suficiente para os propositos da computabilidade classica.
Em especial, as demonstragoes de que teorias de Turing tém uma légica mi-
nimal intuicionista e também sao capazes de internalizar um operador de
negacao classico merecem destaque.

D. Hilbert [Hilbert(1900), Hilbert(1967)] formulou seu programa funda-
cional da matemadtica, chamado programa de Hilbert?, porque acreditava
que existe uma parte pré-tedrica da matematica assentada apenas na in-
tuicao pura de signos concretos. Por isso, Hilbert pensou que, conquanto as
operagoes com conceitos abstratos possam ser questionadas como incertas, a
parte pré-tedrica da matematica seria inquestionavel, porque ela consiste ape-
nas de numerais finitarios, seqiiéncias de tragos que nao representam nada,
mas sobre os quais podemos efetuar operacoes tais como concatenagao, com-
paracao, sucessao, e assim por diante. Esse dominio é tao elementar que

nao possui contradi¢oes, simplesmente porque nao existe estrutura logica

1'S. Kripke [Kripke(1996)] comenta algo nesse sentido com respeito a teorias das funcoes
recursivas.

2 Cf. [Zach(2003)]
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nas proposicoes desse ambito. A partir desse ambito pré-matematico, Hil-
bert propos, entao, construir a metamatematica, a qual trataria de simbolos
e sequiéncias finitas desses simbolos - sentencas e demonstragoes seriam con-
sideradas como seqiiéncias de simbolos. Hilbert era tao confiante na capa-
cidade da metamatematica formulada dessa forma que chegou a pensar que
sistemas tais como o Principia Mathematica de B. Russell e A. N. Whitehead
[Russell and Whitehead (1910, 1912, 1913)] poderiam ser formalizados a par-
tir da parte pré-tedrica da matematica. Se tal afirmacao fosse o caso, o
problema da consisténcia geral da matematica passaria a residir na demons-
tracao de que sistemas metamatematicos tais como o Principia Mathematica
nao seriam inconsistentes.

Posto que Maquinas de Turing sejam dispositivos de manipulacao de
seqiiéncias de tracos, faz sentido afirmar que elas operam justamente no
ambito pré-matematico tematizado por Hilbert. A possibilidade de desen-
volvermos a computabilidade classica através da légica de primeira ordem
confirma, portanto, a perspectiva de Hilbert. A constatacao de que teorias
de Turing tém uma légica minimal intuicionista concorda com a énfase cons-
trutivista que Hilbert defendeu ser inerente ao ambito pré-matematico. Por
fim, a capacidade de teorias de Turing internalizarem um operador de negacao
classico mostra que, apesar de nao existir estrutura légica nas proposicoes
no ambito das computagoes de maquinas de Turing, podemos internalizar os
aspectos metaldgicos através da prépria estrutura aritmética envolvida nas
computacoes. Dessa forma, parece filosoficamemte defensavel que, se qui-
sermos argumentar pela invalidade da tese de Hilbert, outro tipo de anélise
deve ser buscada.

No capitulo 4 investigamos a computabilidade de Turing em modelos
nao-padrao da aritmética. A demonstracao do teorema de Tennenbaum bem
como a avaliacao da demonstracao da tese de Turing proposta por Dershowitz
e Gurevich indicam que a computabilidade de Turing sobre ntimeros nao-

padrao deve ser levada em conta quando consideramos os limites da com-
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putagao. Mais do que isso, a descoberta do principio de internalidade
aritmética na computabilidade mostra que o préprio conceito de computacao
é relativo ao modelo aritmético no qual as maquinas de Turing operam.

O principio de internalidade aritmética nao afirma que as caracteristicas
do conceito de computacao mudam conforme o modelo aritmético conside-
rado. Ele apenas assere que as maquinas de Turing computam sempre sobre
um horizonte aritmético, o qual é pressuposto. O ambito pré-matemético
de Hilbert, composto apenas por simbolos, nao é desprovido de significagao,
pois maquinas de Turing computam sobre simbolos que sempre sao inter-
pretados em algum modelo aritmético. L. Bellotti [Bellotti(2007)] tem argu-
mentado que a possibilidade de instabilidade na nogao de finitude, derivada
da existéncia de modelos nao-padrao da aritmética, interfere na sintaxe de
sistemas formais. Noutras palavras, o ambito pré-matematico de Hilbert nao
é independente da perspectiva metamatematica que temos dele. O principio
de internalidade aritmética da computabilidade enfatiza que a computacao
depende das caracteristicas légicas da teoria aritmética. Somente com teorias
aritméticas de segunda ordem podemos garantir que o universo da computa-
bilidade envolve apenas ntimeros naturais padrao.

Em virtude de ntimeros reais poderem ser representados como conjuntos
infinitos de ntimeros naturais - por exemplo, através de cortes de Dedekind de
racionais - e a aritmética de segunda ordem permitir quantificacao sobre tais
conjuntos, podemos formalizar os nimeros reais na aritmética de segunda
ordem [Simpson(2009)]. Ora, os nimeros reais estao entre os objetos ideais
cujo uso na matematica Hilbert pensou ser justificavel através do ambito pré-
matematico. Conforme S. Shapiro [Shapiro(1991)], nao ¢é necessério apelar
para a aritmética de segunda ordem plena, basta a aritmética de segunda or-
dem fraca (com quantificagdo apenas sobre conjuntos finitos). Nao obstante,
a semantica da légica de segunda ordem fraca pressupoe a noc¢ao de conjuntos
das partes de um conjunto dado, ou seja, precisamos da teoria dos conjuntos.

De qualquer forma, portanto, o que precisamos para garantir que os niimeros
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naturais padrao sao os elementos basicos da computabilidade esta para além
do que Hilbert aceitaria como constituinte do ambito pré-matematico.

No capitulo 5 apresentamos caracterizacoes modelo-aritméticas do pro-
blema P versus NP. As técnicas desenvolvidas nesta tese permitiram demons-
tragoes simples e unificadas das caracterizagoes global e local desse problema.
Os resultados sobre os limites de técnicas modelo-tedricas apresentados no
capitulo 5 indicam certa barreira aritmética para a possibilidade de solucao
do problema P < NP.

Se adicionarmos a barreira aritmética descoberta nesta tese os aspec-
tos aritméticos paradoxais apontados por S. Kurtz, M. J. O’Donnell e S.
Royer [Kurtz et al.(1987)Kurtz, O’Donnell, and Royer], S. Ben-David e S.
Halevi [Ben-David and Halevi(1991)] acerca da complexidade computacio-
nal, podemos dizer que o problema P < NP pode estar para além de nos-
sas capacidades dedutivas. Seguindo S. Kurtz, M. J. O'Donnell e S. Royer
[Kurtz et al.(1987)Kurtz, O’Donnell, and Royer], S. Ben-David e S. Halevi
[Ben-David and Halevi(1991)] mostraram que P Z NP & independente da
aritmética de Peano se, e somente se, as classes P e NP sao praticamente
indistinguiveis. Mais precisamente, P # NP ¢ independente da aritmética
de Peano se, e somente se, o problema 3-SAT estd em DTIME(n' 71(”)), onde
f nao é dominada pela hierarquia de Wainer - fungoes na hierarquia de
Wainer tem taxa de crescimento maior do que a fungao de Ackermann. As-
sim, cabe a pergunta: como poderiamos construir modelos nao-padrao da
aritmética para demonstrar que P # NP, usando recursos formalizaveis na
prépria aritmética?

As caracterizacoes global e local do problema P Z NP que de-
senvolvemos a partir do trabalho de J. Paris e C. Dimitracopoulos
[Paris and Dimitracopoulos(1982)] e A. Maté ¢ C. Sureson [Maté(1990),
Sureson(1995)] exibem outro cardter paradoxal de uma possivel solucao desse
problema. O coroléario 5.4.1 da caracterizacao local mostra que P # NP se, e

somente se, formos capazes de separar dois modelos nao-padrao enumeraveis
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da aritmética através de uma X;-formula conquanto eles sejam polinomi-
almente indistinguiveis. Ora, PA é X;-completa, i.e., todas as X,-férmulas
verdadeiras no modelo padrao sao demonstraveis na aritmética de Peano.
Dessa forma, nao podemos separar dois modelos através de X;-férmulas. No
entanto, também nao podemos usar esse fato para demonstrar que o pro-
blema P = NP é insolucionavel, porque sua negacao afirma que quaisquer
modelos nao-padrao enumeraveis e polinomialmente indistinguiveis devem
ser elementarmente equivalentes; o que pela caracterizacao global 5.2.1 seria
equivalente a resolver o problema P < NP.

Em um artigo recente N.C.A. da Costa e F.A. Doria
[da Costa and Doria(2003), da Costa and Doria(2006)] tratam da as-
sim chamada “formalizacao exdtica” do problema P z NP, defen-
dendo que tal formulacao seria independente de ZFC. Em contrapar-
tida, L. Gordeev em [Gordeev(2010)] argumenta que as conclusdes de
[da Costa and Doria(2003), da Costa and Doria(2006)] na verdade néo
sao caracteristicas do problema P 2 NP, nem sao conclusivas sobre sua
consisténcia com ZFC. A andlise que fazemos nesta tese a respeito das
caracterizagoes aritméticas do problema P Z NP talvez possa contribuir
para o esclarecimento das posi¢coes em questao nesse debate. Todavia, cabe
destacar que a barreira aritmética proposta nesta tese nao é evidencia da
independéncia do problema P Z NP.

Nesse contexto, ¢é importante mencionar que S. Aaronson
[Aaronson(2003)], ao analizar a possibilidade de solucionarmos o pro-
blema P = NP, concluiu que talvez essa questao seja independente da
aritmética e nao possamos nem mesmo demonstrar isso, porquanto tal
feito seja equivalente a solucionar o problema P 2 NP3. Dado que no
capitulo 4 mostramos que existe um principio de internalidade aritmética

na computabilidade, os resultados que formulamos no capitulo 5 apresentam

3 Cf. [da Costa and Doria(2007)] para mais referéncias sobre a metamatemdtica do
problema P 2 NP.
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uma barreira aritmética inerente a complexidade computacional e parecem
indicar algo na direcao que Aaronson apontou.

Essa interpretagao dos resultados obtidos no capitulo 5 implica que o
ambito pré-matematico de Hilbert pode ter caracteristicas ainda mais sur-
preendentes do que aquelas do ambito aritmético, apontadas pelos teoremas
da incompletude de Godel. A distingao entre objetos finitarios e infinitarios

esta, portanto, longe de ser compreendida.

6.2 'Trabalhos futuros

A idéia de abordar a computabilidade através dos métodos da teoria dos mo-
delos tem intimeros desdobramentos. No que se segue apresentamos quatro
linhas de pesquisa que no momento nos parecem relevantes.

Uma linha de pesquisa seria investigar as consequéncias da compu-
tabilidade nao-padrao para resultados fundacionais. D. Isles [Isles(1981),
Isles(1992), Isles(2009)] tem sustentado que a validade de resultados impor-
tantes, tais como os teoremas da incompletude de Godel e o problema da
parada, pressupoem os nimeros naturais padrao como modelo intencionado
da aritmética. Isso parece ser corroborado pelos resultados de M. M. Rich-
ter e M. E. Szabo [Richter and Szabo(1983)] bem como P. H. Potgieter e E.
E. Rosinger [Potgicter and Rosinger(2008)] acerca do problema da parada.
As teses de Church e Turing, como jé indicamos, parecem nao depender
do modelo aritmético considerado, mas suas possiveis demonstragoes talvez
dependam. A tese de Church e o principio de Markov sao realizdveis em
topos efetivo [van Oosten(2008), cap. 3|, isso porque, para toda categoria
(pequena) C, a categoria dos funtores conjuntisticamente valorados Set® tem
objeto nimero natural.

Usualmente, em categorias com objeto terminal 1 definimos que um objeto
numero natural é um objeto N com morfismos 1 5 NS N tal que, para

qualquer objeto A e morfismos 1 545 A, existe um unico morfismo f :
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N — A para o qual o diagrama abaixo comuta:

N

N N
| |
/| !
| |
1 I f Lf
| |
Y \
A s A

Em Set®, considerando 1 = {0} e N = w, para o diagrama do objeto
nimero natural comutar, o morfismo f deve ser tal que f(0) = x(0) e fos(n) =
go f(n), ou seja, f ¢é definido por recursao em x e g. Por isso, os morfismos da
forma f : N — A sao chamados sequéncias. A definicao de objeto nimero na-
tural parece, portanto, nao excluir a possibilidade de considerarmos niimeros
naturais nao-padrao. Ora, unificacoes dos resultados limitativos baseados
nos diagramas de Cantor [Noson(2003), Germano and Mazzanti(2003)], en-
tre eles o problema da parada, envolvem justamente o objeto nimero natural.
Portanto, é preciso uma investigagao mais detalhada para verificar se resulta-
dos fundacionais realmente dependem do modelo intencionado da aritmética.

Outra linha de pesquisa associada a computabilidade nao-padrao seria
examinar os modelos de hipercomputacao de um ponto de vista modelo-
téorico. Em geral, os modelos de hipercomputacao agregam capacidades
infinitdrias as méquinas de Turing [Loff and Costa(2009), Copeland(2004)].
Em especial, as maquinas de Turing com tempo infinito definidas por J.
Hamkins and A. Lewis [Hamkins and Lewis(2000)] suscitam uma anélise
modelo-tedrica. A razao para isso é que R. D. Schindler [Schindler(2003)]
demonstrou que P # NP para essas maquinas e, ulteriormente, V. Deolalikar
et alli [Deolalikar et al.(2005)Deolalikar, Hamkins, and Schindler| também
mostraram que P # NP N coNP para maquinas de Turing com tempo in-
finito. Como sugerido em [de Aratjo(2010a)], seria interessante investigar
as caracteristicas infinitarias dessas maquinas de Turing, relacionéd-las com

as maquinas de Turing nao-padrao e, assim, verificar quais conseqiiéncias
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poderiamos derivar para os problemas de complexidade computacional nas
maquinas de Turing com tempo padrao e nao-padrao.

Algumas diferencas entre maquinas de Turing com tempo infinito e
maquinas de Turing com instantes nao-padrao sao patentes. Nas pri-
meiras os instantes sao ordinais transfinitos, mas nas segundas os ins-
tantes sao internamente ordinais finitos, ao passo que externamente nao
sao ordinais - externamente os numeros naturais nao-padrao nao sao
bem-ordenados.  Por isso, as técnicas usadas em [Schindler(2003)] e
[Deolalikar et al.(2005)Deolalikar, Hamkins, and Schindler] para a separagao
de classes de complexidade infinitarias nao se aplicam diretamente no caso de
maquinas de Turing com instantes nao-padrao. Talvez algumas modifica¢oes
permitam fazer isso. De qualquer forma, a propria investigacao sobre essas
distingoes pode ser relevante para a compreensao das classes de complexidade
no ambito finitario.

Uma linha de pesquisa vinculada a idéia geral de uma abordagem modelo-
tedrica da computabilidade seria expandi-la para as mdquinas de Turing com
ordculos. Essas maquinas foram concebidas por A. Turing [Turing(1939)]
com o intuito de estudar sistemas que demonstram formulas indecidiveis na
aritmética. A partir do trabalho de E. Post [Post(1944)], as investigacoes
sobre os graus de Turing, gerados por maquinas de Turing com oréculos,
passaram a ser predominantes na teoria da computabilidade. Na década de
1970, intensificou-se o tratamento da teoria de primeira ordem dos graus de
Turing [Odifreddi(1992a), p.530-550], a fim de especificar as caracteristicas
globais do universo de Turing D, formado por classes de equivaléncia entre
problemas insoliveis com mesmo grau de Turing.

B. Cooper [Cooper(1997a)] e, mais recentemente B. Cooper e P. Odi-
freddi [Cooper and Odifreddi(2003)], tém sustentado que as dificuldades na
unificacao de nossas teorias fisicas do universo podem estar relacionadas ao
fato do universo de Turing D nao ser uma estrutura rigida; conforme proposto
por Cooper em [Cooper(1997b)]. Segundo R. A. Shore [Shore(2006), p.384],
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apesar dos esforcos de Cooper para explicar sua proposta de demonstragao
da nao rigidez de D, ninguém conseguiu entender a construcao apresentada
em [Cooper(1997b)]. Desse modo, a conjectura sobre a rigidez de D perma-
nece como um problema em aberto. Talvez uma analise modelo-tedrica das
maquinas de Turing com oraculos possa contribuir para o esclarecimento das
técnicas propostas em [Cooper(1997b)].

A dificuldade aqui estd no fato de que oraculos sao objetos externos as
maquinas de Turing. Assim, nao é ébvio como poderiamos definir esse mo-
delo de computagdo. Ademais, também nao esta claro em [Cooper(1997b)]
qual é a relagao entre a teoria de primeira ordem de D e a estrutura das
maquinas de Turing com oraculos. Talvez uma abordagem modelo-téorica
similar a que desenvolvemos nesta tese para maquinas de registros possa ser
extendida para conter oraculos, tal como J. R. Shoenfield abordou a com-
putabilidade relativa em [Shéenfield(1993), p.39-40]. Se Cooper e Odifreddi
[Cooper and Odifreddi(2003)] estiverem corretos acerca das conseqiiéncias
epistémicas da nao rigidez de D, entao, apesar das dificuldades, convém ten-
tar desenvolver esse estudo.

Para finalizar, outra linha de pesquisa associada ao uso de métodos
da teoria dos modelos em computabilidade seria desenvolver uma abor-
dagem modelo-téorica das mdquinas de Turing quanticas. Em 1985, D.
Deutsch [Deutsch(1985)] introduziu essas méquinas como modelo preciso
de computacao baseada na mecanica quantica. Mais tarde, Deutsch
[Deutsch(1989)] também definiu os circuitos quanticos. Uma vez que A.
Yao [Yao(1993)] demonstrou que esses dois modelos de computagao quantica
sao equivalentes, hoje existe uma preferéncia pelos circuitos quanticos
[Nielson and Chuang(2000)], devido & sua simplicidade.

Em contrapartida, M. Ying [Ying(2005)] sugeriu desenvolver uma anélise
das maquinas de Turing quanticas atraves da légica quantica de G.
D.Birkhoff e J. von Neumann [Birkhoff and von Neumann(1936)], a fim de

tornar o estudo das maquinas de Turing quanticas mais palatavel. Em



6. Conclusao 159

[Agudelo and Carnielli(2010)], J. Agudelo e W. Carnielli também analisa-
ram a relacao entre maquinas de Turing paraconsistentes e maquinas de Tu-
ring quanticas, tendo por objetivo o esclarecimento de conceitos quanticos.
Como sugerido em [de Araijo(2010b)], uma abordagem modelo-tedrica das
maquinas de Turing quanticas através das logicas quanticas exogenas de
[Mateus and Sernadas(2006)] ou através da semantica de Kripke associ-
ada & légica quantica de Birkof e von Neumann* poderia contribuir para
a compreensao da estrutura légica das méaquinas de Turing quanticas,
sobretudo no que diz respeito aos problemas indicados por [Shi(2002),
Fouché et al.(2008)Fouché, Heidema, Jones, and Potgieter] acerca da univer-
salidade quantica.

Existe uma série de desafios a uma possivel abordagem modelo-téorica das
maquinas de Turing quanticas. Para comecar, geralmente essas maquinas
sao definidas em termos de espacgos de Hilbert sobre o corpo dos comple-
xos [Nielson and Chuang(2000)]. Isso significa que estruturas de Turing
quanticas deverao ter um dominio composto, de alguma forma, por niimeros
complexos, ou seja, os aspectos numéricos serao mais complicados do que
em maquinas de Turing cléssicas. Mais do que isso, as configuracoes em
maquinas de Turing quanticas sao consideradas como superposicoes de con-
figuracoes de maquinas de Turing cléssicas. Portanto, teorias de Turing
quanticas terao que conter axiomas para simular essas superposigoes, as quais
tem caracteristicas bastante intrincadas [Carpentieri(2003)].

Essas sao apenas algumas diretrizes de pesquisas baseadas nas idéias pro-
postas nesta tese. As dificuldades para desenvolvé-las sao visiveis, porém,
dada a relevancia dos problemas em questao, parece ser importante tentar

levar a cabo tais propostas.

4 Cf. [Chiara and Giuntini(2002)].
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