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Resumo

O presente trabalho trata de seméntica categorial, isto é, da interpretacéo
de linguagens de primeira ordem em categorias.

Propomos aqui uma generalizagao da seméntica categorial usual {no sen-
tido de [9]) através da modificagio adequada da interpretagdo de sfmbolos
de constantes. Na nossa nova abordagem, qualquer objeto de categoria pode
interpretar a sorte de uma constante, mesmo que ele nio tenha elementos
globais. Exemplificamos os resultados conseguidos através do estudo de fei-
xes e pré-feixes e realizamos uma comparagdo com as abordagens tradicional
e estendida (em {3]).

Generalizamos a nogdo de partes de conjuntos para partes de ob jetos de
categorias, demonstrando que o funtor gerado por essa aplicacio é um feixe
sobre {2, o conjunto dos subobjetos do objeto final na categoria conside-
rada. Mostramos também que o funtor induzido pela operagao que atribui
aos objetos de uma categoria o conjunto dos elementos generalizados é um
pré-feixe sobre €2. No final, reproduzimos as demonstragdes de completude
das seménticas tradicional [9] e estendida [3] e tracamos um esbogo para a
semantica generalizada.



Abstract

The present work treats of categorial semantics, that is, the interpretation
of first order languages in categories.

We propose here a generalization of the usual categorial semantics (in
the sense of [9]) through the suitable modification of the interpretation of
symbols of constants. In our approach, any categorial object may interpret
the sort of a constant, even of it does not have global elements. We exem-
plified the results obtained through the study of sheaves and presheaves and
established a comparison with the traditional and extended approaches (in

3])-

We generalized the notion of powerset to powerobject of categories, prov-
ing that the functor generated by this application is a sheaf over €1, the set of
the subobjects of the terminal object in the category considered. We showed
besides that the functor induced by the operation attributing to the objects
of a category the set of the generalized elements is a presheaf over {1. In the
end, we reproduced the demonsirations of completeness for the traditional [9]
and extended [3] semantics and outlined a sketch for generalized semantics.
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Introducao

F. W. Lawvere foi quem primeiramente concebeu a idéia de se fazer l6gica
algébrica por meio de categorias. Em 1963, ele introduziu uma formulaggo
categorial de teorias algébricas na qual a regra de substituicio é representada
pela composicio de morfismos. O segundo passo foi dade em 1965, quan-
do Lawvere considerou os quantificadores como adjuntos da imagem inversa.
Seja um morfismo f : A — B numa categoria finitamente completa: através
do pullback podemos obter um funtor f* : Sub(B) — Sub(A) que atribui a
cada subobjeto de B a sua imagem inversa em A por f; as operagdes catego-
riais 3 e Vy, correspondentes aos quantificadores légicos, sio definidas como
adjuntos & esquerda e & direita, respectivamente, do funtor f*. Categorias
passam entdo a desempenhar o papel de teorias 16gico-algébricas.

Desde ento, diversos trabalhos vém sendo realizados sobre o assunto, co-
mo os de Mitchell, Benabou, Coste, Reyes, Joyal, Kock e Makkai. Em 1977 é
publicado o livro de Makkai e Reyes [9], no qual o estudo da seméntica cate-
gorial de primeira ordem ¢ finalmente sistematizado. Esses autores lidam com
uma l6gica de primeira ordem infinitéria polissortida, que denotam por Lo,
a qual permite conjuncGes e disjuncdes infinitarias, desde que seja utilizado
um nidmero finito de varidveis livres. Ao mesmo tempo, teorias sio substi-
tuidas, no processo interpretativo, por categorias légicas (ou seja, dotadas de
uma estrutura logico-algébrica) e modelos de teorias sfo representados por
funtores lgicos (isto €, funtores que tém como dominio as categorias 16gicas).

Uma assinatura, na semaéntica usual [9][7], consiste em conjuntos de
sortes, simbolos de funcdes e simbolos de predicados. Estruturas categoriais
atribuem um objeto da categoria a cada sorte, um morfismo a cada simbolo
de fun¢do e um subobjeto a cada simbolo de predicado. Como constantes
podem ser vistas conceitualmente como fungoes de aridade zero e o produto



do diagrama vazio é o objeto final 1, a interpretacio de uma constante ¢ de
sorte A ¢ dada por um elemento I — MA, sendo M uma estrutura catego-
rial.

M. Coniglio, em [3], introduz a nogéo de suporte (chamado de extent em
13]) de objetos de uma categoria na interpretacio de constantes. Nesse tra-
balho, simbolos de constantes ¢ passam a ocupar seu espaco na assinatura
da linguagem e sao interpretados como elementos da forma EMA — MA,
sendo £ MA o suporte da interpretagio da sorte A. Na categoria Sh(£2) dos
feixes sobre {2, uma algebra de Heyting completa (cHa, daqui em diante), o
suporte de um feixe P identifica-se com a extensfio EP desse objeto, ou seja,
o supremo em £2 dos elementos nos quais P tem se¢des. Como nem todo feixe
tem extensao maxima, hd um ganho considerdvel na quantidade de modelos.

Entretanto, a categoria Sh(Q?) fornece exemplos de feixes que ndo pos-
suem sequer segdes globais {1]. Além disso, numa categoria arbitrdria, as
nogoes de suporte e elemento global ndo sio idénticas. Consideremos inicial-
mente um elemento de um objeto A no sentido mais geral, ou seja, como um
morfismo de um subobjeto qualquer de 1 em A. Se formarmos a colecio de
todos os elementos de A e tomarmos o supremo desse conjunto com relacao
a 1, o resultado pode perfeitamente ser um subobjeto préprio de £A. Em
outras palavras, um elemento global de A néo tem necessariamente o mesmo
suporte que A.

A abordagem que propomos para a semaéntica categorial pretende dar
conta de todos os objetos de uma categoria finitamente completa e bem-
potenciada (well-powered), mesmo os que ndo possuam elementos globais.
Isso serd feito através da modificacio adequada da interpretacdo das cons-
tantes, termos em geral e férmulas atémicas. Tal como fez [3], acrescentamos
as constantes aos contextos adequados aos termos e férmulas, mas eliminamos
a restricdo que impde as mesmas o cardter de finitude: o fato de ser {2 uma
cHa nos garante que a interpretacdo do contexto € sempre realizével.

No primeiro capitulo deste trabalho, apresentamos a linguagem L, es-
tudada em [9]. Nossa meta é o estudo da seméntica dessa linguagem e, em
particular, dos seus fragmentos, que serdo também discutidos. No final, defi-
nimos a nogao de seqiiente, fundamental no estudo dos modelos categoriais.



No segundo capitulo, expomos algumas nocées gerais de teoria das ca-
tegorias que serdo aplicadas posteriormente ao estudo da seméantica, como
supremo, imagem, imagem inversa, estabilidade e outras. Além disso, classi-
ficamos algumas categorias especiais que se relacionam com fragmentos par-
ticulares da linguagem L. e introduzimos o conceito de suporte de objetos.

No terceiro capitulo, estudamos as categorias dos feixes e pré-feixes sobre
uma cHa. Por se tratarem de exemplos fundamentais de categorias légicas,
cumprem um papel decisivo no desenvolvimento da seméntica categorial.
Dividimos o capitulo em duas se¢Ges: na primeira, consideramos feixes e pré-
feixes sobre um espaco topoldgico; na segunda, generalizamos a estrutura
algébrica subjacente aos abertos ¢ definimos feixes e pré-feixes sobre uma
dlgebra de Heyting completa.

O quarto capitulo foi reservado para o estudo de dois funtores com carac-
terfsticas especiais. O primeiro deles, P, é uma generalizaciio de partes de
conjuntos para partes de objetos de uma categoria. Basicamente, P atribui a
cada objeto de uma dada categoria Heyting bem-potenciada C o seu conjunto
de subobjetos; mas, além disso, os distribui continuamente pela estrutura de
reticulados de 2 = Sub(1l). Demonstraremos que, de fato, P(C) é uma sub-
categoria de Sh(€2) desde que C seja geométrica. O outro funtor estudado,
(), coleciona todos os elementos generalizados de um dado objeto A de uma
categoria bem-potenciada C e, novamente, os distribui continuamente em .
Mostraremos, enfim, que A é um pré-feixe sobre €. Esse funtor desempe-
nhard um papel decisivo na seméntica generalizada proposta neste trabalho.

No quinto capitulo, expomos as trés abordagens de seméintica categorial
aqui discutidas: a usual, devida a Lawvere e sistematizada em [9]; a estendi-
da, introduzida em [3]; e a generalizada, estudada neste trabalho. No final,
examinamos outras versdes de seméantica generalizada e analisamos suas limi-
tagoes.

No sexto capitulo, apresentamos uma extensdo da categoria de pré-feixes
de estruturas utilizando assinaturas polissortidas e semantica generalizada.
Fungbes caracteristicas séo introduzidas para permitir uma interpretacéo al-
ternativa de férmulas em contexto. Este capitulo pode servir como exemplo
de aplicagdo da seméntica categorial generalizada.



Enfim, no sétimo e dltimo capitulo, seguindo [9] e [3], reproduzimos
as demonstracdes de completude das seméanticas tradicional e estendida.
Tragamos também um esbogo geral para a completude da seméntica gene-
ralizada.



Capitulo 1

Linguagens de Primeira Ordem

Neste primeiro capitulo, apresentamos uma linguagem de primeira ordem
polissortida que pretende ser a mais geral possivel para os propdsitos deste
trabalho. Nosso objetivo consiste em estudar a seméntica categorial dessa
lingnagem, ou seja, a interpretacio de férmulas da mesma em categorias.
E para que uma determinada categoria desempenhe esse papel, é necessdrio
que possua uma estrutura interna adequada; em particular, para interpre-
tar nossa linguagem total L., exige-se que ela seja no minimo geométrica
{7}, conforme teremos a oportunidade de constatar. No intuito de admitir
outras estruturas categoriais menos expressivas na nossa semantica, discu-
tiremos também alguns fragmentos da linguagem L..,. A exposicio das
consideragoes seménticas serd feita no quinto capitulo deste trabalho.

Na primeira se¢do, ocupar-nos-emos da descri¢io da linguagem L., pro-
priamente. Definiremos uma assinatura polissortida e um alfabeto, e, a partir
destes, os termos e férmulas. Os sfmbolos légicos com os quais sdo cons-
truidas as férmulas dessa linguagem sdo a igualdade, conectivos (negacio,
implicagdo, conjuncdo infinitdria e disjuncio infinitéria) e quantificadores
(existencial e universal). Permitimos férmulas infinitdrias mas proibimos,
entretanto, férmulas com uma quantidade infinita de varigveis livres. Com
isso0, estamos evitando trabalhar com categorias completas — e nio apenas
finitamente completas — no estudo da semantica.

Na segunda se¢io, comentaremos os principais fragmentos (subclasses de
férmulas) da linguagem total Ly, e definiremos a nocéo de seqiiente, que
serd de suma importdncia para o conceito de satisfatibilidade de estruturas
categoriais.



1.1 A Linguagem L.,

Na exposi¢do dos conceitos desta e da préxima segdo, utilizamos, com pe-
quenas modificacdes, a terminologia adotada em [9] e [7].

Definigdo 1.1.1. Um assinatura ¥ é uma colecio de simbolos consistindo
nas seguintes classes disjuntas:

(i) um conjunto ndo-vazio E-Sor de sortes;

(i) um conjunto X-Fun de simbolos de funcdes, cada qual associado a
um tipo, que consiste numa seqiiéncia finita nfo-vazia de sortes, a dltima das
quais chamada de sorte de f; escrevemos

f:Alx...xAn-—}A

e dizemos que f tem aridade n (fun¢bes 0-drias sio chamadas de constantes
de sorte A);

(iii) e um conjunto I-Rel de simbolos de predicados, cada qual associado
a um ?ipo, que consiste numa seqiiéncia finita de sortes; escrevemos

R=-—>A1><...><An

e dizemos que R tem aridade n (predicados 0-rios sdo chamados de proposi-
¢Oes atdmicas).

Definicao 1.1.2. Uma sub-assinatura ¥’ de uma assinatura ¥ é uma assi-
natura que satisfaz:

(i) ¥'-SorC E-Sor;

(ii) &-FunC Z-Fun;

(iii) Z'-RelC Z-Rel.
Notacdo: ' C Z.

O alfabeto (basico) é construido a partir de £ com o acréscimo de:
(iv) um conjunto infinito enumerdvel I-Var, de varidveis para cada sorte
A;



(v) simbolos Iégicos: = (igualdade), \/ (disjungio infinitéria), N\ (con-
jungdo infinitdria), 3 (quantificador ezistencial) e V(-)(- — -) (quantificador
universal composto).

O simbolo de igualdade pode, com igual proveito, constar na propria
assinatura como relacdo biniria. Veremos posteriormente que os simbolos —
(negagdo), — (implicacdo) e ¥ (quantificador undversal}, usuais na légica in-
tuicionista, figuram como casos particulares do quantificador universal com-
posto. De agora em diante, omitiremos a indicagio ¥ quando ndo houver
possibilidade de confusio, escrevendo, por exemplo, Sor a0 invés de $-Sor.

De posse desses simbolos, definimos termos e férmulas da maneira usual.

Defini¢do 1.1.3. O conjunto Z-Ter dos termos sobre ¥ é definido recur-
sivamente como a menor classe satisfazendo as seguintes condicdes (FV(r),
definido simultaneamente, denota o conjunto das varidveis livres gue ocorrem
no termo 7}

(i) toda varidvel = € Vary, A € Sor, é um termo de sorte A (escrevemos
z: A) e FV(z) = {z};

(ii)se f: A1 x...x 4, — A é uma funcio n-dria e 7 : Ay, ., A, sdo
termos, entéo f(7y,...,7,) é um termo de sorte A {escrevemos f (T1y ey Tn) 1 A)
e FV(f{m,...m)) = UL, FV(%).

Definicdo 1.1.4. A cole¢fo I-For das férmulas sobre T é definida recur-
sivamente como a menor classe satisfazendo as seguintes condigdes (FV(p),
definido simultaneamente, denota o conjunto das varidveis livres que ocorrem
na férmula ¢):

(i) se 71 e 7 sdo termos de mesma sorte, (1, = 7») é uma férmula {atémica)
e FV(Tl = TQ) = FV(T}_) U FV(T’z);

(ii) se R <+ Ay x...x A, é um simbolo de predicado n-rio e 71 AL, e, Tt
Ay, a0 termos, R(ry,...,7,) é uma férmula (atémica) e FV(R(m, ..., Tn)) 1=
U, FV(m);

(iii) se ® é um conjunto de férmulas tal que V = (J{FV(p) : ¢ € o}
¢ finito, entdo \/ @ e A @ também sfio formulas e FV(\/ ®) e FV(A @) sao
iguais a V;

(iv) se  é uma formula, 3z é uma férmula e FV(3zyp) := FVi{y) —{z};



(v) e se @ e 9 sdo férmulas e & = (z1,...,2,) é uma seqiiéncia finita de
varidveis, entdo VZ(yp — ¢) é uma férmula e FV(VZ(p — ¢)) = (FV(p) U
FV(¢)) . {3:1: "-xn}-

As conjuncdes e disjuncdes bindrias serdo simuladas por A{y, ¥} e \V{p, ¥},
respectivamente. Usaremos também a notagdo: T := Afe L := V(.

Poderiamos considerar como casos particulares de (v) as formulas -
(quando F =@ e v = L), (¢ > ¢) (quando T = @) e Y2y (quando £ = z ¢
¢ = T). No entanto, por uma questdo de concisio e em vista do que faremos
no nivel semantico das categorias (veja Defini¢do 2.1.14), preferimos manter
a integridade do quantificador universal composto. Dessa forma, ¢ — % ndo
constitui, de fato, uma subférmula de VZ(¢ — ¢), para tomarmos um exem-
plo.

A linguagem Lo, é a unifio do alfabeto com os conjuntos dos termos e
férmulas. A classe de todas as férmulas de L, é denotada por For(Le.).

Um conterto ¢ uma seqiiéncia finita & = (zy, ..., Z,), possivelmente nula,
de varidveis distintas. O tipo de um contexto T é a seqiiéncia de sortes das
respectivas varidveis de Z. Similarmente, definimos o tipo de uma seqiiéncia
finita 7 = (73, ..., ) de termos como a seqiiéncia das sortes dos respectivos
termos de 7.

Dizemos que um contexto & é adequado a um termo 7 (ou a uma férmula
() se todas as varidveis livres de 7 (de ¢, respectivamente) encontram-se em
Z. Nesse caso, afirmamos que o termo 7 (ou a férmula @, respectivamente)
estd no contexto ¥ ou que .7 (Z.¢p, respectivamente) é um termo (férmula,
respectivamente) em contexto.

Se Z.7 é um termo em contexto e & = (ky, ..., k,) é uma seqiiéncia finita
de termos do mesmo tipo de &, definimos a substituicdo simultdnea T{K/F)
de Z por £ em 7 como o termo resultante da substituicio, de forma concomi-
tante, de cada z; por k; (i =1,...,7m).

Se uma varidvel numa dada férmula néo é livre, dizemos que é ligada.
Se duas férmulas s6 diferem pelo nome das varidveis ligadas, afirmamos que
sao a-equivalentes. Podemos sempre evitar que a mesma varidvel apareca de
maneira ao mesmo tempo livre e ligada em partes diferentes de uma férmula
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composta, pois para cada férmula ¢ existe uma a-equivalente ¢’ em que isso
nio ocorre.

Em vista dessas consideragbes, podemos definir, de maneira similar ao
que fizemos para os termos, [7/Z] como a substituicio simultinea de # por
7 na férmula em contexto F.¢.

1.2 Fragmentos de L,

Para que possamos nos referir a fragmentos da nossa linguagem Lo, pre-
cisamos definir outra nocdo, a de subférmula.

Definigio 1.2.1. A classe SF(p) das subférmulas de uma férmula © é defini-
da da seguinte maneira:

(i) se  é uma férmula atomica, SF(y) := {v};

(i) se @ € AT, SF(p) = (Uy,eq SF(¥)) U {0}

(iti) se ¢ 6 \/ T, SF(p) = (U e SF(2)) U {0};

(iv) se ¢ & V(1) — 6), SF(¢) = SF() USF(®) U {0}

(v) se p & 3z¢p, SF(p) == SF(¢) U {}.

Quando nos referimos a fragmentos de L, estamos interessados princi-
palmente em subclasses de For(L,).

Definigdo 1.2.2. Um conjunto F' C For(L,,) é um fragmento de Lo, se
satisfaz os seguintes quesitos:

(i} se ¢ € F, entdo SF(p) C F;

(if) se (z) € F e 7 é um termo de L, da mesma sorte de z, ento
plr/zl € F.

Como exemplo, podemos citar o fragmento de L., identificado com o
conjunto de férmulas finitarias da l16gica de primeira ordem, que pode ser
representado por L. Nesse fragmento, A® € L,, e V® € L, equi-
valem & afirmacéo de que @ € finito. Outro exemplo ¢ a linguagem L2,
mais um fragmento de Lo, que permite disjuncées infinitérias mas proibe

conjungdes infinitdrias e quantificacbes universais. Finalmente, uma versio
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finitdria desse fragmento define-se pela expressio £J_ = L . N £g.,.

Trés fragmentos de L., merecem um destaque especial por causa de sua
correspondéncia seméntica com categorias estruturalmente singulares. Sdo
eles:

(i) o conjunto das Horn-férmulas, que sé permite, além das férmulas
atdmicas, conjuncoes finitdrias;

(i1) o conjunto das férmulas regulares, que acrescenta ao fragmento ante-
rior as quantificacdes existenciais;

(iii) o conjuntos das férmulas coerentes, que acrescenta ao fragmento an-
terior as disjungoes finitdrias.

Esses fragmentos correspondem semanticamente as categorias finitamente
completas, regulares e coerentes, respectivamente. Estas serdo devidamente
definidas no préximo capitulo.

Definicao 1.2.3. Um segiiente {(de Gentzen) S de um fragmento F de L,
¢ uma expressdo da forma & = ¥, em que @ e ¥ sdo conjuntos finitos, pos-
sivelmente vazios, de férmulas de F. Uma teoria em F é um conjunto- de
seqiientes de F.

Denotamos por Seq(F") a classe de todos os seqiientes construidos a partir
do fragmento F.

12



Capitulo 2

Algumas Nogoes Categoriais

Algumas nogdes basicas de Teoria de Categorias terio papel importante na
definicdo de interpretacdo categorial. Exibiremos uma selecio delas nesta
se¢do. Em beneficio da leitura, preparamos o Apéndice 1, em que sele-
cionamos alguns conceitos bdsicos da drea. Para uma introdugio geral a
esse assunto, sugerimos [5].

Na segunda seglo, introduzimos o conceito de suporte de objetos, estu-
dado, no enfoque que adotamos aqui, por Coniglio [3].

2.1 Nocoes Gerais

Salvo mengdo contraria, todas as categorias aqui consideradas sfo finitamente
completas (ou cartesianas, de acordo com [3]). Isso equivale a dizer que todo
diagrama finito tem um limite, que serd portanto tinico a menos de isomorfis-
mo. Exemplos elementares de limites s30 o objeto final (1), o produto finito
de n objetos {n > 1), o equalizador de dois morfismos paralelos e o pullback
de dois morfismos de mesmo contradominio.

Denotaremos por (fi, ..., fn)m,...r, — O simplesmente (fi, ..., f») — 0 tnico
morfismo f : A =[], 4; que faz o diagrama

T i
g A == A,

i

A

13



comutar para todo i < n, ou seja, tal que m o f = f; (i = 1,...,n), sendo =;
a projecao candnica sobre A;.

Se X ¢ um objeto de uma categoria C, dizemos que 4, B € Sub(X)
(Sub(X) ¢ a classe dos subobjetos de X) sdo “guais” se existirem morfismos
f:A— Beg:B — A tais que ambos os diagramas

aa

comutem. Nesse caso, f e g devem ser, evidentemente, monomorfismos.

Na realidade, essa identificacio entre os subobjetos determina uma classe
de equivaléncia [A — X] mas, por abuso de linguagem, trataremos pelo mes-
mo nome tanto a classe de equivaléncia quanto um representante dessa classe.

Dizemos também que o subobjeto A<3X é menor que B& X , A<x B
(ou simplesmente A < B), se existir um morfismo f : A — B que faz o
diagrama

A(___”B_;_X

v

B

comutar. Novamente, f deve ser um (necessariamente inico) monomorfismo.
A relagio < resultante é uma ordem e, como conseqiiéncia da existéncia
de limites, sempre haverd o infimo A Ax B entre dois subobjetos de X, a

saber, o pullback abaixo.
' TB T
B X

Para um conjunto arbitrdrio de subobjetos de X, a definicdo deve ser
mais geral.
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Definicdo 2.1.1. Seja © um conjunto de subobjetos de X. Definimos o
infimo de © em X como sendo:

X
/\6 = maz{B € Sub(X) : B < A para todo 4 € 6}.

Quando nado houver risco de confusdo, escreveremos simplesmente A ©.

E importante observar que, se © nio for finito, A\ © ndo precisa neces-
sariamente existir.
idx

O infimo da classe vazia de subobjetos de X é A = X & X.

O supremo VX © - ou simplesmente \/ © — do conjunto © de subobjetos
de X € definido de maneira dual, ou seja,

V@ = min{B € Sub(X) : A < B para todo A4 € ©}.

Novamente, 0 \/ © ndo precisa necessariamente existir para um dado ©.
A existéncia de quaisquer supremos e infimos é conseguida mediante a im-
posicao de que Sub(X) forme uma dlgebra de Heyting completa (cHa).

O supremo da classe vazia é \/ ) = 0, o objeto inicial da categoria, se este
existir. Dizemos que uma categoria C tem supremos finitos se toda familia
finita (incluindo a familia vazia) de subobjetos de um dado objeto de C tem
supremo. A existéncia de infimos finitos é garantida pelo fato de estarmos
trabathando com categorias finitamente completas.

Definicao 2.1.2. Considere um diagrama da forma a seguir.

Y
|
A—sX

Definimos a imagem inversa de A <+ X por f como o subobjeto f*(4) — ¥
obtido pelo pullback abaixo indicado.

A=Y

L

A X

15



Todo morfismo f : X — ¥ numa categoria finitamente completa C tem
associado a ele um funtor f* : Sub(Y) — Sub({X) que leva subobjetos de ¥
a subobjetos de X.

Definicdo 2.1.3. Seja © um conjunto de subobjetos de X para o qual o
supremo \/ © existe; esse supremo ¢ estdvel se, para todo morfismo f: Y —
X, o supremo

\/{f*(4) € Sub(Y): 4 € ©}
existe e ¢ igual a f*(\V* ©).

Definicao 2.1.4. Suponhamos que o infimo A,
entdao que ele é distributivo se, para todo B — X,

Bv(\4)= \(BV4)

el iel

A; « X exista. Dizemos

e é distributivo estdvel se A\;.; f*(4;) é distributivo para cada f:Y — X.

Definicao 2.1.5. Um morfismo g : A — X é sobrejetor se nao fatora
através de nenhum subobjeto préprio de X, ou seja, para toda fatoragio
A—B<—Xdeg, Béisomorfoa X (B~ X).

Um morfismo sobrejetor é também chamado de epimorfismo forte. A
proposicao seguinte justifica essa nomenclatura.

Proposicio 2.1.6. Todo morfismo sobrejetor é um epimorfismo.

Demonstra¢do. Seja f : A —» X sobrejetor e considere g,h : X — Y dois
morfismos paralelos tais que go f = ho f. See: E «+ X é o equalizador de
g,h, entdo goe = hoe e existe um Unico A : A — E que comuta o diagrama
seguinte.
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Como f é sobrejetor, temos que e é isomorfismo e, portanto, epimorfismo.
Logo, de go e = ho e inferimos g = .
C

Proposicao 2.1.7. Todo monomorfismo sobrejetor é um isomorfismo e vice-
versa.

Demonstragdo. (=) Se f : A <+ X é um monomorfismo sobrejetor, a
fatoracao A 4 4 Lf-> X de f nos leva a concluir que f é um isomorfismo.

(¢=) Considere um isomorfismo f : A — X e uma fatoracio A 5 B Ly X
de f. A composicio go f~1: X — B é tal que

holgof™)=(hog)of™=fof =idy,
do que
[ho(go f)]oh=1idxoh=h=hoidg
e, portanto,
hof(gof'yoh]|=hoidg;

logo, (¢ o f7') o h = idp, pois h é monomorfismo. Isso significa que h é um
isomorfismo cujo inverso é go f~1.

.

Definicao 2.1.8. Um morfismo sobrejetor f : A — X é estdvel se para todo
morfismo g : Y — X, o morfismo h do pullback

Axy Yty
|
A——sX

é sobrejetor.
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Definicio 2.1.9. Considere o diagrama a seguir.

A X

|

Y

Definimos a imagem de A <+ X com relagéo a f como o subobjeto 3;(A) —
Y tal que existe uma sobrejecio ¢ que faz o diagrama

A= X

91 lf

dr(A)——Y

comutar.

Proposigao 2.1.10. Um subobjeto 3¢(A) Ky éq imagem de A <> X por
F:X =Y seesomente se 3;(A) € o menor subobjeto de Y através do qual

ASx Ly fatora.

DemonstracGo. Primeiro demonstraremos que a imagem satisfaz a condicio
de menor subobjeto e, em seguida, a reciproca.

(=) Seja A LBy uma fatoragio de 4 & X Ly, Queremos
mostrar que 3¢(A) <y B, ou seja, que existe um morfismo A : 3;(4) — B
tal que A’ o A = h. O morfismo A, se existir, é mono e tnico, como jé
mencionado anteriormente. Por outro lado, A’ o A = h implica que

Ho(Nog)=(WoXog=hog=fom=hog

e, portanto, Ao g = g', pois &' é um monomorfismo. Isso significa que o
diagrama seguinte é comutativo.




Construiremos agora o morfismo A. Observemos que o diagrama abaixo
comuta.

A—>3(4)

4]

B——Y

Tomemos entdo o pullback BAZ;(A) de B Sy &3 #{A). Por defini¢io,
existe um Gnico k£ que faz o diagrama seguinte comutar.

BAa cfz.ﬁ.af(A
f h
B

Q%Y

Como g ¢ uma sobrejecdo, p; é um isomorfismo. Testemos a composta
A=propil: 3 (A) = B:

FolX = h’o(pgopi“l) = (h’opg)c::g:oi"1
= (hop)opr' =ho(pop*) =h.
Isso completa a primeira parte da demonstracio.

(=) Suponhamos agora que 3;{A) é um subobjeto de Y para o qual
existe um diagrama comutativo da forma a seguir.

AC__._”L,.;_X

o |1

F(A)—Y

, - '] hl
Suponhamos também que, para toda fatoracio A L B <5 Vde A 5 X EA Y,
existe um morfismo A tal que 2’ o XA = h. S6 precisamos demonstrar que g é

uma sobrejecio. Considere A = C < 3 #(A) uma fatoracio de g. Claramente
o diagrama seguinte comuta.
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Aw‘*}f

ki'm }l/f

hon

Logo, existe um tinico A que comuta o diagrama

3 (A) Ly

| A

C

e satisfaz a relagao:
hO(TLO)\)——'—: (hon)o)\mhﬂhoidgfm).

Disso inferimos que n o A = ids,(4), pois A € um monomorfismo. Por outro
lado:

no{Aon)=(nod}on=1ida,on=n=noidg,
donde A o n = id¢, pois n é monomorfismo. Com isso, mostramos que n é

um isomorfismo e que, portanto, g é uma sobrejecdo.
O

Corolario 2.1.11. A imagem de A« X 5 ¥ ¢ dnica a menos de isomor-
fismo.

Definigio 2.1.12. A imagem J4(A) — Y de A «» X 5 ¥ ¢ estdvel se a
sobrejecdo g : A — 3¢{A) é estével.

Dizemos que uma categoria C tem imagens se todo diagrama da forma
A= X — Y tem uma imagem 3;{A) < Y. Isso equivale a dizer que o funtor
f* :Sub(Y) — Sub(X) tem um adjunto & esquerda 3; : Sub(X) — Sub(Y)
para cada f : X — Y [5]{7].

Definicdo 2.1.13. (i) Uma categoria C é regular se tem imagens e estas sio
estdveis.

(ii) Uma categoria C é Idgica (ou coerente) se é regular e tem supremos
finitos estéveis.
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Conforme sugere a terminologia acima, os conceitos expostos até aqui ja
nos fornecem ferramentas suficientes para interpretarmos alguns fragmentos
da linguagem L., vista no capitulo anterior, como o das férmulas regu-
lares e das formulas coerentes (para a interpretacdo do fragmento das Horn-
férmulas, categorias cartesianas j4 sdo suficientes). Mas, para darmos conta
de toda a simbologia da linguagem, precisamos ainda do conceito categorial
de imagem dual.

Podemos definir a imagem dual do subobjeto A < X com relagio a
f X — Y, que denotaremos por V;(A}, como o maior subobjeto B < ¥
tal que a imagem inversa f*(B) < X fatora através de 4 < X. De maneira
equivalente, podemos considerar o adjunto & direita V; : Sub(X) — Sub(Y)
do funtor f* : Sub(Y) — Sub(X) [5][7]. Mas, por motivos de concisio,
daremos preferéncia & seguinte defini¢cio mais geral.

Definigdo 2.1.14. Consideremos o diagrama abaixo.

Ay

AQL“““)" X
ls
bl

Definimos a imagem dual generalizada ¥;(A; ~ As) como o maior subobjeto
B~ Y tal que (f*(B) A A;) — X fatora através de 4, — X.

Observemos as vantagens gue obtemos da definigio mais geral: se fizer-
mos f = idx, teremos a implicacio de Heyting; para 4, = X, teremos a
imagem dual V;(A,); e, para f = idx e A, = 0 (sendo O o objeto inicial),
Vi(A4; — A;) serd o pseudocomplemento —A;.

Na categoria Set dos conjuntos, a imagem dual ¥;(A) CY de A C X
com relagio a f: X — Y ¢ determinada pela expressio

y E€EVs(A) sse Ve X{f(z)=y=>z¢€ A).
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Definigao 2.1.15. A imagem dual generalizada V¢(4; — A4;) < Y com
relacdo a f : X — Y € estdvel se, para todo morfismo g : Y’ — Y, tomando-
se o pullback no diagrama abaixo,

Vixy X 2> X
f’l lf
Vg Ve

g

V(B (A1) — h*(Ag)) existe e é igual a g*(Vi(4; — A4p)).

O conceito de estabilidade expressa o bom comportamento das nocdes
categoriais, que sdo preservadas quando da aplicacdo da imagem inversa.

Definicgo 2.1.16. Se 4; e 4, sdo subobjetos de X e f : X — Y, dizemos
que V¢(A; — Az) é distributiva se, dado C «— Y, V¢(4; — (43 V f5(C))
existe e € igual a Vj(A, — Ay) V C. Ademais, Vy(A; — Ap) é distributiva
estdvel se, além disso, dado D 5 Y, o pullback do diagrama

X xyD-2sx

é tal que Vi (h*(A1) — R*(As)) é distributiva.

Dizemos que uma categoria C é bem-potenciada (em inglés, well-powered)
se, para todo objeto A de C, Sub(A4) é um conjunto.

Definigdo 2.1.17. (i) Uma categoria C é Heyting se é regular e tem supremos
finitos, imagens e imagens duais.

(i) Uma categoria C é geométrica se é bem-potenciada, regular e tem
Supremos estaveis.
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(iii) Uma categoria C é -Idgica se ¢ légica (coerente) e tem supremos
estdvels de familias de subobjetos de cardinalidade menor do que «, sendo
x um cardinal regular. Finalmente, C é co-ldgica se é k-16gica para todo
cardinal regular .

Demonstra-se que toda categoria Heyting é coerente ¢ que, se 4 é um
objeto de uma tal categoria, Sub(A) forma uma 4lgebra de Heyting. Uma
categoria Heyting, portanto, interpreta a linguagem da l6gica intuicionista
de primeira ordem finitdria. Demonstra-se também que toda categoria ge-
ométrica é Heyting.

Uma categoria geométrica pode interpretar a linguagem L, mas um
funtor geométrico (ou seja, um funtor regular que preserva supremos) nio
preserva, em geral, infimos arbitrarios. Todas essa consideragdes encontram-
se em [7].

2.2 Suporte de Objetos

Nesta se¢dio, expomos o conceito de suporte de objetos, que desempenha pa-
pel central na definiio de elementos parciais {3]. Intuitivamente, o suporte
mede o “tamanho” ou o “nivel de existéncia” de um objeto em relacio ao
objeto final 1. Assim, a nocéo de suporte transporta para o terreno catego-
rial as idéias de Scott a respeito da existéncia em légica [12].

Definicdo 2.2.1. Seja C uma categoria e A um objeto de C. Se f4: A — 1
¢ o iinico morfismo de A em 1, definimos o suporte (eztent, segundo [3]) de
A como sendo €A = 3y, (A) « 1, ou seja, a imagem no diagrama abaixo.
A—Ee 4
gAl lfA
S (A1
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Poderiamos também caracterizar o suporte de A como o menor subob-
jeto R — 1 através do qual f4 fatora, conforme expressa a Proposicdo 2.1.10.

Na categoria Set dos conjuntos, Il = {} e, para todo z € A, fa(z) = *,
se A#£ 0, e fa=0,se A= 0. Temos, portanto, duas possibilidades para o
suporte de um conjunto A:

SA:{B seA#@'
] c.c.

Estudaremos o suporte de feixes e pré-feixes sobre uma c¢Ha no préximo
capitulo.

Proposicio 2.2.2. Seja C uma categoria regular. Temos entdo:
(a) se Home(A, B) # 0, ou seja, se existe algum morfismo de A em B,
entdo EA < EB;
(0) Fx,(A X B)=(AxEB)— A
() E(AxB)=fAXEB=EANEB;
(dy AxEA=A4
(e} A< 1 implica EA = A,
(f) Home(1, A) # 0 implica £EA = 1;
(g) B> A implica B— Ax EB.

Demonstra¢do. Apenas os itens (a), (e) e (f) serdo aqui demonstrados.
(a) Seja A um morfismo de A em B. Como s6 hd um morfismo f4: A — 1,
inferimos que fg o A = f4. Mas fg = hp o gp; portanto,

hgo(gpoA)=(hpogp)oA= fpod= fa= faoids.
Isso significa que o diagrama

J4CHEE1>14

93°Al ifA

5l3cif—>:ﬁ
B
comuta, o que, pela Proposi¢do 2.1.10, nos garante que £A < £€B.

(e) Se A < 1, entdo A < £A, pois, nesse caso, f4 é um monomorfismo
tal que o diagrama
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comuta. Por outro lado, como

AC.E.%A

“ |

A1
fa

comuta, ainda pela Proposi¢ao 2.1.10, £4 < A. Portanto, £A = A.
(f) Pelo item (a), Home (1, A) # 0 implica £1 < £A. Pelo item (e), de

1 < 1 deduz-se que 1L = £1. Portanto, 1 < £A, ou seja, £EA = 1L.
C
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Capitulo 3

Feixes e Pré-Feixes sobre uma
cHa

Neste capitulo, as categorias de feixes e pré-feixes sobre uma cHa sio estu-
dadas em detalhe, como exemplos fundamentais de categorias légicas, a partir
dos quais podemos analisar as diferencas e semelhancas entre as semanticas
categoriais usual [9], estendida [3] e generalizada.

A categoria Sh{X) dos feixes sobre um espaco topolégico X é o exemplo
basico de um topos (de Grothendieck) e pode ser vista como uma categoria de
“conjuntos generalizados” na qual a légica intuicionista de ordem superior
¢ suscetivel de interpretacdo. Um exemplo fundamental da utilizacdo da
categoria Sh(X') como modelo da légica intuicionista é devido a C. Mulvey
[11], que fornece uma demonstracio alternativa de um teorema de Swan ca-
racterizando a categoria dos médulos projetivos finitamente gerados sobre o
anel C'(X) das fungdes reais continuas sobre X.

Os objetos de Sh(X) identificam-se, intuitivamente, com “conjuntos que
variam continuamente”, indexados pelos abertos do espago X. A definicio de
extensdo de um pré-feixe — e, em particular, de um feixe -, que nos permite
chegar & noc¢éo de suporte nessa categoria especifica, constitui um exemplo
significativo de construgio de elementos de secdes globais.

Dado que pré-feixes e feixes sobre espagos topoldgicos utilizam unica-
mente a estrutura de reticulado dos abertos, é imediata a generalizacdo dessas
categorias para as categorias de pré-feixes e feixes sobre dlgebras de Heyting
completas.
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Na primeira segéo, apresentamos as categorias de feixes e pré-feixes so-
bre espagos topoldgicos, introduzimos os conceitos de extensdo e suporte dos
objetos e analisamos brevemente a estrutura geral dessas categorias. Na se-
gunda secdo, exibimos as categorias dos feixes e pré-feixes sobre uma dlgebra
de Heyting completa e estudamos algumas de suas propriedades. A biblio-
grafia consultada para este capitulo foi [10]. No Apéndice 2, agrupamos
os principais conceitos de Topologia e Aigebra de Reticulados, que poderao
auxiliar o leitor.

3.1 Feixes e Pré-Feixes sobre Espacos
Topolégicos

Comecemos observando que um conjunto parcialmente ordenado {L, <) pode
ser visto como uma categoria C cujos objetos sfo os proprios elementos de L
e cujos morfismos sdo:

Homc(a,b) = { {(Cé: b)} ie 35 b

Em particular, uma topologia 2(X') sobre um conjunto X pode ser par-
cialmente ordenada pela relagdo C e, consegiientemente, vista como uma
categoria.

Definicio 3.1.1. Seja (X, (X)) um espago topolégico. Um pré-feize (de
conjuntos) sobre X é um funtor contravariante P : Q(X) — Set tal que
P(@} +# 0. Portanto, para qualquer par de abertos u, v € Q(X) que satisfaca
v C u, existe uma fun¢do, que chamamos de restricdo e denotamos por P,
dada por P, = P(v,u), de acordo com a figura abaixo.

v
(”su)l l"“)’ T Py
U

28



Os elementos s € P(u) sdo chamados de se¢ées de P sobre w e o dominio
de P ¢ o conjunto |P| dado pela unido disjunta Heeax P).

Definicéo 3.1.2. Seja P : Q(X) — Set um pré-feixe sobre X. Definimos a
funcdo de igualdade em P como:

[s=tlp:= U{'w € QUunw): Puls) = Pu(t)},

para todo s,% € [P|, sendo que s € P(u), t € P(v) e Q(uNwv) é o subespago
de X gerado por unw.

Definimos também a ezfensdo da secio s como Eps = [s = s]p. Omiti-
mos o subscrito P quando ndo hé possibilidade de confusdo. A partir das
defini¢des anteriores fica claro que, para todo u € Q(X) e s € | P},

s€ P(u) see Es=u.

Lema 3.1.3. Considere s,t,z € |Pl. Entéo:
(a) [s =t C Esn Et;
(b) [s =1t = [t = s]; (simetria)
(¢) [s=t]N[t = 2] C[s=2z]. (transitividade)

Demonstracdo. Imediata pela Definicio 3.1.2.
O

Convém observar que a lei de reflexividade sai do préprio conceito de
extensdo: Es = [s = s|.

Definigao 3.1.4. O pré-feixe P é eztensional ou separado se satisfaz a pro-
priedade seguinte.
[ext] Para todo s,t € |P|, Es = Et = [s = t] implica s = ¢.

E importante notar que, se I é um pré-feixe extensional, P(0) ¢ um con-
junto unitdrio. Com efeito, se 5,t € P(P), entdo Fs = Et = [s =t] = Q e,
por [ext], s = t.
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Dentro do enfoque que estamos adotando, somente os pré-feixes exten-
sionais interessar-nos-do0. Por isso, de agora em diante, ao nos referirmos a
um pré-feixe, j4 estamos supondo que seja extensional.

Para um dado pré-feixe P, definimos a fungao restrigdo, *|. : |P{xQ(X) —
|P|, que atribui ao par (s,u) o valor s|y = Pgsunps(s).

Lema 3.1.5. Sejam P um pré-feize sobre X, u e v abertos de QU(X) e s,t €
|Pi. Entdo:

(a) slgs = s;

(8) (slu)lo = slurws

(¢) sl =tl] = [s=t]Nunv;

(d) 8ljs=t) = tlis=1);

(e) hd um dnico x € |P| tal que Ex = e s|p = *;
{f) E(tl.) = Et0u;

(g)tlu=s5 sse Es=FEtNu=I[s=1].

Demonstragéo. A demonstracio de (f) é imediata, pois t|, € P(Et M u).
Usando (f) demonstraremos (c):

[Slu = t|'u] = U{’w & Q(ES NunEtN U) . PEsﬁuvw(siu) - PEtGU,w(tl’U)}
= U{w € UEsNEtNunv) : Prsruw © Pes Esnu(s)

= Ppirow © Prspiro(t)}
= U{w €EQUEsNEtNuN©) : Pryyls) = Pr{t)}
= | Hw € QUEsNEt) : Ppow(s) = Peu(} Nun
= [s=tiNnunwv .

Os demais itens também se demonstram facilmente.
O

Em {10} é demonstrado que um pré-feixe P sobre X pode ser caracterizado
como um conjunto ndo vazio |P| junto com fungdes

[=]:|PIx|Pl=QX) e 1:|P]xQX)—|P|
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satisfazendo [ext] e as condi¢des (b)-(c) do Lema 3.1.3 e (a)-(e) do Lema
3.1.5, em que Es = [s = g].

Introduziremos agora a importante nogio de feixe sobre espagos topoldgi-
cos. Para isso, precisamos definir o conceito de conjunto compativel de seches.

Definic¢do 3.1.6. Um subconjuntoe S C |P| é compativel se, para todo s,t €
S, 3|Et - tIEs~
Equivalentemente, S é compativel se, paratodo s,t € S, [s = t] = EsNEt.

Defini¢do 3.1.7. Um pré-feixe P é um feize (de conjuntos) se satisfaz a
seguinte propriedade:

[comp] se S C |P| ¢ compativel, existe uma secio t € |P|, chamada de
colagem, tal que Et = .5 E's e, para todo 5 € S, t|g, = s.

Observe que ¢ ¢ uma colagem de S se e somente se Bt = {J ¢ Es e, para
todo s € S, [s = t] = Es (ver [10]). Além disso, uma colagem ¢ de S é tnica.
De fato, se ¢’ satisfaz as mesmas condices, [s = ] = Es = [s = ¢} para todo
s € S e, portanto,

s =1

t=s]NEs=[t=sN[s=t]C[t=1t]
para todo s € S. Daqui,
EtzUEsz U[Smt] <lt=t]
SES s€8
e entdo Bt = [t =t = Et'; por [ext], t = ¢'.
Se P e @ sdo pré-feixes sobre X, um morfismo 7 : P — Q é uma trans-

formagdo natural cujas componentes s3o as fungdes 7, : P(u) — Q(u) para
as quais, se u, v € Q(X) sdo tais que u C v, o diagrama

P(v) == Q(v)
e
Pu) —=Q(u)
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comuta. Obtemos, dessa forma, as categorias pSh(X) e Sh(X), respectiva-
mente, dos pré-feixes e dos feixes sobre um espago topolégico X.

Uma transformagéo natural n : P — @ induz uma fungio f, : |P| — |Q]
dada por f,(s) = ng.(s).

Lema 3.1.8. Sejam P e () pré-feizes sobre X en: P — Q uma transfor-
magdo natural. Entdo, para todo s € |P| e u € QUX):

(a) Eqfy(s) = Eps;

(6) fa(sla) = fu(8)|us

(c) [s =t]p C [fo(s) = fr(t)]o-

Demonstragdo. (a) Efy(s) = Engs(s) = Es, ja que ng,(s) € Q(Es).
(b) Considere o diagrama comutativo abaixo.
P(Es) —2 = Q(Es)
PEs,uﬂEsl lQEs,uﬂEs

P(Esnu) 20 Q(EsNu)

Dado que s € P(ESs), Ngsnu(Prsungs(5)) = Qrsunes(nes(s)), o que equivale
a dizer que gy, (8lu) = NEs(S)|u, Ou seja, fn(3|u) = f(8) -

(c)

[fa(s) = Fs0llo = (J{w € UEL() NER®) : fol)w = o)}
= U{w € UEsNEL) : fylsh) = folth)} -

Portanto, se w € Q(Es N Et) satisfaz s|y, = tly, entdo fr(slw) = fo(th),
do que w C [f,(s) = f,(t)]o. Daqui inferimos o resultado desejado.
O

Além disso, demonstra-se facilmente a partir das propriedades anteriores
que, se S C |P| é uma familia compativel de secbesem Pen: P — Q é um
morfismo, f,(S) = {f,(s) : s € S} é uma familia compativel em Q. E se P
e () sdo feixes, com ¢ € |P| satisfazendo [t = s] = E's para todo s € S, f,(t)
tem a mesma propriedade em relagdo a f,,(S) : [f(f)} = fr(s)] = Ef,(s) = Es
para todo s € S. Em particular, f, preserva colagens.

Se P ¢ um pré-feixe sobre X e s, € |P], a relagio < definida por
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§<t see EsCEt e tigs=s

¢ uma ordem parcial. A operagdo bindria definida por sAt 1= 8=y (= tl[s=t))
para todo s, € |P| induz uma estrutura de semi-reticulado inferior em |P|.
Com efeito, s < t sse 5=y = 5 53¢ s At = s. Mas a existéncia de supremos
restringe-se, no caso de feixes, a familias compativeis de secGes. Para esses
€asos, a colagem corresponde ao supremo.

Algumas construgdes tipicas nas categorias de feixes e pré-feixes sobre um
espago topoldgico sdo os produtos, equalizadores e objetos inicial e final.

Produtos: seja (F,);e; uma familia de pré-feixes sobre X. Define-se,
para u,v € (X) com v C u:

(1P =[] Pilw;

el iel

(T Pwn((si)ier) = (Pus(5))ier-
i€l

Logo, ((si)ien) ke = ((8i)lu)ier € [(si)ier = (bi)ier] = Nigglse = ti].

Equalizadores: sejam 7 e A morfismos de P em (. Define-se, para
u, v € UX) com v C u:

Eq(n, A(u) = {s € P(u) : nu(s) = Au(s)};

Eq(n, A)uw(s) = Py(s).

Objeto inicial: define-se, para u € QX):

omyz{{y} seu=0

c. C.
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Objeto final: define-se, para u € Q(X):

1 (u) = {*,}.

Costuma-se utilizar, por comodidade, %, = u, para cada u € Q(X).

Tal como fizemos para se¢Bes, podemos definir a eztensdo de um pré-feixe
P como segue:

EP:=| J{u e Q(X): P(u) # 0}.
O suporte de P da Definicdo 2.2.1 é calculado, para cada u € (X)), por:

EP() = {*u} seuC EP
) c.C. )
Observe que, para todo pré-feixe P, E(EP) = EP e (EP)*, o ideal gera-
do por EP em 2(X), identifica-se com £P. Vemos assim que, nas categorias
pSh(X) e Sh(X), as nogdes de suporte e extensio colapsam.

Concluimos esta secio com uma breve anélise de aspectos estruturais re-
ferentes &s categorias estudadas neste capitulo.

Definicao 3.1.9. A restricdo de um pré-feixe P a um aberto u € Q(X)
¢ obtida através da aplicagéo |. : Obj(Sh(X)) x 2(X) — Obj(Sh(X))
definida, para cada v € Q(X), por:

P(v) sevCu

O lema seguinte assemelha-se em muitos pontos ao seu equivalente para
segoes.
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Lema 3.1.10. Sejam P e Q pré-feizes e u,v € Q(X):
(a) Ply=P sse EP Cu (em particular, Plgp = P);
(6) (Plu)ly = Plunw;
(¢) E(P},) = EPnNu;
(d) ]LIEP =5P;
(¢) Px Q= (P xQ)|ppneg = Plrg x Qlp;
(fl] QxEP~=Qlgp  (em particular, PxEP~P)

Demonstracdo. Imediata pelas definicdes. O item (f) pode ser visualizado
calculando-se ambos os membros da relacio isomérfica:

(@ x EP)(u) = { Q(f%x {u} seuCEP

c.C. !

! c.c.

Qlep(u) = { Qu) seuCEP

a

Conforme sugere nosso enfoque, a categoria pSh(X) pode ser vista como
um “pré-feixe” cuja classe de objetos possui uma estrutura semelhante a um
dominio de se¢bes, sendo estas representadas pelos pré-feixes da categoria. Is-
$0, transposto para o terreno categorial, motiva a defini¢do de uma categoria
de pré-feixes associada a cada categoria finitamente completa C satisfazendo
certas propriedades adicionais. E o que faremos no préximo capitulo.

3.2 Feixes e Pré-Feixes sobre uma Algebra de
Heyting Completa

Nesta secdo, generalizamos as nocgdes de feixe e pré-feixe sobre um espaco
topologico através do estudo dos H-conjuntos. Uma lgebra de Heyting sers
indicada pelo simbolo H e uma 4lgebra de Heyting completa (cHa) por €.
As categorias resultantes da generalizacio sio Heyting, de acordo com a
nomenclatura estabelecida no capitulo anterior, e isso nos fornece um exem-
plo fundamental para a andlise das semanticas categoriais que iremos estudar
no Capitulo 5. Definigbes de conceitos bésicos em 4lgebra de reticulados po-
dem ser encontradas no Apéndice 2.
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Definicao 3.2.1. Seja H uma &dlgebra de Heyting. Um H -conjunto A con-
siste num conjunto |A| % @ (o dominio de A) junto com uma operacdo

bindria [ = -] : |A]? — H (a fungdo de igualdade) satisfazendo, para to-
doz,y,z € [A]:

(i) [zr=y]=[y=2z]; (simetria)

(il) e=ylAly

z) [z =12z]. (transitividade)

Para um dado z € A, a extensdo de z, dada por Ez := [z = z], expressa
sua reflexividade. Claramente, [z = y] < Ez A Ey. O conjunto das segdes
de um H-conjunto A sobre p, p € H, é a colegiio A(p) = {z € |A| : Ex = p}.
Os elementos de A(1), 1 = maz H, sdo chamados de secdes globais de A.

Um H-conjunto é exfensional se satisfaz a seguinte propriedade:
[ext] para todo z,y € |A|, Ez = Ey = [z = y] implica z = y.

Salvo mencdo em contririo, todos os H-conjuntos a partir de agora serio
extensionais.

Definig¢ao 3.2.2. Sejam A um H-conjunto, S C |[Alep € H:

(1) S é compativel sobre p se, para todo z,y € S, pAlz = y] = pAETAEYy;

(ii) S é compativel se é compativel sobre 1;

(iii) A é finitamente completo se, para todo p € H e todo S C |A| finito,
quando S é compativel sobre p, existe um z € |A|, chamado de colagem de
S sobre p, tal que:

(a) Ez=pAV{Ez:z € 8},
(b) para todoz € S, pAEx = pA [z = zJ;

(iv) se H é completa, A é um feize (de conjuntos) sobre H se, para to-
do S C |Al, quando S é compativel sobre p, existe uma colagem de S sobre p.

Por [ext], toda colagem z nos itens (iii) e (iv) acima deve ser nica.

Definicao 3.2.3. Um H-conjunto A é um pré-feize (de conjuntos) sobre H
se existe uma funcgdo °|. : |A| x H — | A|, chamada de restricdo, satisfazendo,
para todo z,y € |A] e para todo p,q € H:
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(i) zlpe = z;
(it) (#lp)lg = Tlpags
(iii) [z, = ylo] =pAgAz =1y

Observemos que todo H-conjunto A finitamente completo é um pré-feixe.
Com efeito, dados = € |A| e p € H, 0 conjunto {z} é compativel sobre p;
portanto, existe a colagem de {x} sobre p, que denotaremos por z,. E fécil
demonstrar que (z,p) — z|, satisfaz as condicées da Definicio 3.2.3. Em
particular, todo feixe é um pré-feixe.

Demonstra-se também, tal como fizemos na primeira secio, que, se 4 é
um pré-feixe sobre H, z,y € {A| e p,q € H:

(1) Zle=y) = Ylfo=y:

(ii) existe um tnico * € {A| tal que Bx = 0 e, para todo = € |4], zs = *,
sendo 0 = min H.

Se A e B sio H-conjuntos, um morfismo de H-conjuntos f : A — B
consiste numa funcéo f : |[A| — |B] tal que, para todo z,y € |A]:

(i) Epf(z) = Eax;

(i) [z =yla < [f(2) = f(¥)]s-

Das nossas consideragbes anteriores, obtemos outras duas categorias:
pSh(H), dos pré-feixes sobre uma élgebra de Heyting, e Sh(Q), dos fei-
xes sobre uma cHa.

A extensdo de um pré-feixe A sobre H ¢ calculada de forma idéntica ao
que fizemos na se¢do anterior:

EA:V{pEH:A(p)#@}.

O céleulo do suporte segue de imediato:

eaw ={ (g} TTEEA

Servem aqui também as observagdes colocadas na secio anterior com
relagdo & identificagdo entre extensio e suporte de feixes e pré-feixes.
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Capitulo 4

Feixes e Pré-Feixes sobre
Sub(1)

Neste capitulo apresentaremos dois funtores cuja caracteristica principal é a
de levar objetos de uma categoria C, esta dotada de algumas propriedades, a
pré-feixes sobre a cHa € = Sub(1L}, sendo 1 o objeto final de €. O primeiro
desses funtores é uma generalizagio do conceito de partes de um conjunto e
o segundo desempenhard uma importante fungdo na interpretacio generali-
zada que propomos no quinto capitulo.

4.1 O Funtor P

Na Segdo 1 do Capitulo 3, anunciamos a existéncia de uma categoria de pré-
feixes associada a cada categoria finitamente completa C satisfazendo certas
propriedades adicionais. Aquela categoria possul uma estrutura semelhante
a um dominio de segGes. Analisaremos neste capitulo as suas principais pro-
priedades e mostraremos que se trata, no caso em que C é geométrica, de
uma categoria de feixes.

Defini¢ao 4.1.1. Seja C uma categoria Heyting bem-potenciada (well-pow-
ered). Definimos, para cada A € Obj(C) e @ < 1:

Pu(@) = { SUEARQ e Qsed

39



Da Definicdo 4.1.1 segue imediatamente que P4(£A) = Sub(A) e, se
Q <A< T, Pa(Q) = Sub(Q), sendo este ltimo conjunto uma slgebra de
Heyting.

A seguir, induziremos na familia {P4(Q)}g<: uma estrutura de pré-feixe,
que denominamos P4. O dominio de P, é dado por:

1Pal:= J] Pal@ ={(B,Q): BeSub(AxQ) e Q<EA}
Q<A

e a restricao de uma secio (B, Q) € |P4] a R < 1 por:

(BaQ)!R = (B x R:Q/\R) .

Se (B,Q),(C,R) € P4, a funcfio de igualdade é definida por:
[(B,Q)=(C,R)la:==\/{S<QAR:BxS=CxS5}

e a extensdo de (B, Q) € [Pyl é

E(B,Q)=[(B,Q)=(B,Q)]=Q .

Proposicao 4.1.2. P4 € um pré-feize sobre {2 = Sub(1).

Demonstragdo. Sejam (B,Q), (C,R) € [P4le 5,7 < 1:
(i)
(B,Q)lezae = (B,Qle=(BxQ,QAQ) = (B,Q);
(ii)

(B,Q)ls)lr = (BxS,QAS)r
(BxS)xT,(QAS)AT)
Bx{(SAT),QN(SATY)
B, Q)|sat;

i

(
(
(
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(iii)
[(B,@Q)ls = (C,R)ir] = {USQASARAT :
(BxS)yxU=({CxT)xU}
= V{(SAT)AU : USQAR, BxU=CxU}
= SATA\{USQAR:BxU=CxU}
= SATA[(B,Q) = (C,R)].
Sejam agora (B, @), (C, Q) € |P4| e suponha que [(B,Q) = (C,Q)] = @:
B = Bx@
= Bx\/{ULQ:BxU=CxU}
= V{BxU:U<QeBxU=CxU}

= \{CxU:U<QeBxU=CxU}
Cx@
= C.

Il

Isso significa que P4 é extensional. Além disso, Pa(0) = Sub(A4 x 0) =

{0} #0.
O

Observemos que, por definiciio, EP4 = V{Q < 1: P4(Q) # 0} = £A.

Proposicao 4.1.3. Se os conjuntos Sub(1) e Sub(A) sdo cHa’s, entdo Pa
€ um feize sobre §1.

Demeonstracdo. Seja {(B;, Qi) }ier, (Bi, @;) € |P4|, uma familia compativel

de seqBes. Entéo, dados 1, 7 € I, temos que (B;, Qi)lg, = (B}, Q;)lo,. Daqui,

(Bz X QJ:Q?. A QJ) = (BJ X in QJ A Qz) e, portanto, B; X QJ = BJ X Qz
Considere entdo B = \/i¢; Bi e Q = /i, Qu:

A 1 1
eB=£\/B)=\eB.<\/Qi=0Q;

el el el

logo, B € Sub(A4 x Q). Além disso,
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BE(B,Q) =\ Q:=\/E(B;, Q)

el i€l

(B,Qle; = (BxQ;,Q1Q)=((\/ B) x Q;,Q;)

ie]
= (VB:xQ:).0:) = (\V/(B; x).Q) = (B; x \/ 0, @)
iel el iel

= (B; x Q,Q;) = (B;,Q;).

Concluimos com isso que (B, Q) é a colagem de {(B;, Q;)}ier em Pa.
B

Para cada objeto A € Obj(C), o pré-feixe P, pode ser visto como uma
categoria cujos objetos sdo Obj(P,4) := |P4]| e cujos morfismos sio todos os
morfismos das categorias Sub(A4 x Q)g<:, ou seja, dado um par de secdes
(B,Q) e (C,R), Homp,((B,Q), (C, R)) = Hom(B, C) sempre que Q < R.
Se f: A— B é um morfismo em C, o funtor (f x id.)* atribui a todo objeto
(C, Q) da categoria Py o seu pullback (f x idg)* de acordo com o diagrama
seguinte.

A Pa (f x idg)*(CY—sAxQ
lf (fxid..)‘)[ l lfxz‘dq
B Ps =B xQ

Sabemos que, se C tem imagens, o funtor (f X idg)* : Sub(A x Q) —
Sub{B x Q) tem um adjunto & esquerda Jixidg : Sub{Ax Q) — Sub(BxQ)
e, se C é Heyting, o mesmo funtor tem um adjunto & direita Vixidg- Os
funtores Jfxsa_, Vixia. : Pa — Pp sdo assim definidos diretamente como ge-
neralizacoes dos conceitos anteriores.

Proposicao 4.1.4. Considere uma categoria Heyting bem-potenciada C. Se-
ja P : C — pSh(Q) uma atribuicdo definida por:
(i) para cada A € Obj(C), P(A) := Py;
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(ii) para cada morfismo f: A— B em C, P(f)=Ps:Ps— Pg tal que
P(C, Q) = Fxiay (C), para todo (C, Q) € [Py].

Entdo, P € um funtor.

Demonstragdo. (i) P preserva identidade.

Por definicdo, Py, = i, xig_ = Eid( 4x_y+ Dasta demonstrar que Bz-d( Ay =
idp, = idsybax_), OU S€ja, que Jid axa) (C) = C para todo C € Sub(4 x ).
O diagrama

Co—AXQ

l? l""i(AxQ)

ﬂidmm) (C)Cm--——> A x Q

nos diz que g € uma sobreje¢ao (por defini¢io de imagem) e um monomorfismo
(por se tratar de um morfismo entre subobjetos de 4 x (). Portanto, é um
isomorfismo, conforme dita a Proposicdo 2.1.7.

(i1} P preserva composicio.

Devemos demonstrar que, se dom(g) = cod(f), f,g € Hom(C), Poos =
Pg o 'Pf. Mas isso é imediato, j4 que El(gof}xidm = B(gxid_)c(fxz‘d,_) e ngid__ o
Axido.

O

A categoria resultante, cujos objetos sdo os pré-feixes Py e cujos mor-
fismos sdo os morfismos de pré-feixes P;, pode ser denotada por P e é
uma subcategoria de pSh(2), sendo 2 = Sub(1). Se € é uma categoria
geométrica, o que implica que Sub(A) é uma cHa para todo A € Obj(C),
entdo Pc é uma subcategoria de Sh(f2).

E claro que P; pode ser visto como uma funcio de dominio {P4| e con-
tradominio |Pp|, tal como demonstramos no Capitulo 2. De fato, essa con-
cepgao transporta a componente P do funtor P do macrouniverso categorial
Sh(£2) para o microuniverso Pp.

4.2 O Funtor (-)

Consideremos uma categoria finitamente completa C ¢ A € Obj(C). Um
elemento ¢ tradicionalmente definido em Teoria das Categorias como um
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morfismo r : B = A [5]. Em [3], essa nogdo é modificada para permitir a
incluséo de objetos com suportes néo necessariamente méximos. Com isso,
um elemento passaria a ser um morfismo da forma r : £4 — A. Ainda as-
sim, julgamos essa abordagem demasiadamente restritiva, pois nem todos os
objetos possuem tais morfismos e, conforme veremos a seguir e no préximo
capitulo, uma ampliac@o desse conceito trard novas luzes sobre a questdo da
interpretacdo de constantes em categorias. Utilizaremos ent3o, para os nos-
s0s propdsitos, a definicdo a seguir.

Definigao 4.2.1. Sejam C uma categoria com objeto final I e A € Obj(C).
Um elemento de A é qualquer morfismo da forma r : R — A, sendo R — 1L.

Se R, S € ) = Sub(1) séo tais que R < S, usaremos a notacio <ps para
indicar o Gnico monomorfismo entre eles. No caso em que § = 1, escrevere-
mos simplesmente <p.

Todo morfismo da forma f : B — R, em que R < 1, é tinico pois,
se houvesse um g : B — R, dada a unicidade de A — 1, terfamos que
<rof =<g og, 0 que, pelo fato de <p ser mono, resultaria em f = g. Além
disso, todo elemento R —+ A é um monomorfismo porque, dados ,j:B=R
tais que 7 0 i = r 0 j, pela unicidade anterior temos que ¢ = j.

Observe que, por comodidade, estamos utilizando as letras 7, s, ... para
representar elementos de um determinado objeto e as respectivas maitsculas
R, S, ... para representar os domfnios dos mesmos.

Desejamos agora coletar organizadamente todos os elementos de um dado
objeto de uma categoria bem-potenciada.

Definicao 4.2.2. Seja C uma categoria finitamente completa e bem-potencia-
da com objeto final I e para a qual © = Sub(1) é uma cHa. Definimos,
para cada objeto A de C ¢ R € Q, o conjunto:

A(R) := Hom(R, A).

A aplicagio A :  — Set é o conhecido funtor Hom( - , A} (confira em
[5]) restrito a & = Sub(1).
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Notemos que, se S < R e existe um elemento r : R <+ A, a composicio
ro Sgr nos garante a existéncia de pelo menos um elemento s : § — A.
Além disso, A(0) = Hom(0, A) = 0.

A seguir, induziremos na familia {A(R)}r<: uma estrutura de pré-feixe
sobre €2, que denotaremos por 4. O domfnio de A ¢ dado por:

4= JAR

R<1

Observe que a unifo indicada acima jé é disjunta pela prépria construcio de
A. Esse dominio representa nada menos do que o conjunto dos elementos de
A. A restricio de um elemento r € [A] a um objeto S €  define-se por:

T:S = ro SRJ\S,R .

Se r,s € |[Al], a fungio de igualdade entre secdes é, portanto, dada por:

[TESIA = V{TSR/\S:T[TﬁSfT}

e a extensdo de uma secio € entdo dada por Er := [r = r] = R, que nada
mais € do que o dominio de r.

Na categoria Set dos conjuntos, por exemplo, o objeto final 1 = {} e,
portanto:

Al = A0) UA({+}) = APu A ~ {6l u {{z} -z € A} .
Proposicao 4.2.3. Para cada A € Obj(C), A é um pré-feize sobre §2.

Demonstragdo. J4 verificamos que A(0) # 0. Sejam r,s € [A] e T,U € Q:
(i) rler =rlr =10 <papr=roidp =T;

(i)

(rir)le = (ro <earr)lv = (ro <rarr)® <(RATIAURAT

= 10 (ZRAT,R © S(RATIAULRAT) = 70 SRATAUR= TiTaw;
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(iii)

[rlr =slo] = V{W S (RAT)A(SAU) : (rlp)jw = (slo)lw}
= VIW S (RAS)A(TAU) : rleaw = slyaw}
= \{{TAU)AW : W< RAS, rlw = slw}
= TAUA\{W S RAS : rlw = slw}
= TAUA[r=s].

Sejam agora 7, s € |4] tais que [r = s] = R = S. Entdo:

R=\[{W<R:rlw=slw}=\/{W <R:ro<wp=s0<yg}=F ,

sendo E o dominio do equalizador de r e 5. Esse equahzador existe porque
C ¢ finitamente completa. Portanto, r = rjp = sl = s|g = s, isto ¢, A &
extensional.

O

Consideremos agora uma aplicagio (-) : ¢ — pSh(?) que atribui a cada
A € Obj(C) o pré-feixe A e acada f: A — B de € o morfismo entre pré-
feixes f : A — B definido por f(r) := f or, para cada r € |A|. Observe que
for é um elemento de B com o mesmo dominio de r.

Proposicio 4.2.4. A atribuicio (1) : C — pSh() é um funtor.

Demonstragdo. (i) (-) preserva identidade:
tda(r) =idaor =1 = idg{r).
(ii) ;(j preserva composicao:
goflr)=9(f(r))=a(fer)=go(for)=(gof)or=ygof(r). -

O funtor ,(...,), é uma espécie de pré-feixificacio dos objetos de uma cate-
goria C. Se R € Q, ER = R coincide, evidentemente, com ER. No caso
em que C = pSh((2), sendo Q uma &lgebra de Heyting completa, sempre
teremos EA = £A, qualquer que seja o pré-feixe A. Isso se deve ao fato de
que todas as se¢bes de um pré-feixe realmente se comportam como elementos
no sentido conjuntista. Com efeito, os pré-feixes A e A sao indiferencidveis
categorialmente, como veremos no lema e corolério seguintes.
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Lema 4.2.5. Se A e R sdo pré-feizes sobre @ e R < 1, sendo 1 o objeto final
de pSh(QY), eziste uma bijecdo natural entre A(ER) e A(R) = Hom(R, A).

Demonstragdo. Para toda secao s € A(ER) h4d uma morfismo r, : B — A
definido, para cada z < ER, por r,(z) = s,.

Reciprocamente, para todo morfismo 7 : R — A, hd uma secdo definida
por s, = r(ER).

Claramente, a aplicagio s — 7, é a inversa de r — s,.

Coroldrio 4.2.6. Se A ¢ um pré-feize sobre uma cHa Q:
(a) EA=EA;
(b) A~ A.

Demonstragdo. (a)
EA=\/{R<1:Hom(R,A) #0} = \/{R< 1: A(ER) # 0} = £4;

(b) pelo lema anterior e pelo fato de R — ER ser uma bijecio entre
Sub(L) e 2.
o

Numa categoria qualquer, a nocao de “elemento” n&o é primitiva, ou se-
ja, ndo faz parte da axiomdtica categorial. E exatamente esse aspecto que
diferencia um objeto de categoria A de um objeto matemético derivado da
teoria de conjuntos, como um pré-feixe. Nem toda estrutura interna de A
pode ser “decomposta” em elementos, o que significa, em termos formais,
que EA ndo precisa coincidir com £A e, mesmo que coincidam, pode haver
um subob;eto proprio de A que tenha o mesmo conjunto de elementos, ou
seja, A = B nao implica necessariamente A = B.

Aproveitando a nomenclatura empregada na Teoria dos Feixes, podemos
estabelecer a seguinte convencao.

Definigao 4.2.7. Seja C uma categoria finitamente completa e bem-potenci-
ada tal que Sub(1} forma uma cHa. Dado um objeto A de C, dizemos que:

e Atem elementos globais quando Hom(EA, A) # §;
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e A tem elementos globais totais quando tem elementos globais e EA ~
E A,

e A tem elementos globais totais mdrimos quando tem elementos globais
totais e suporte maximo (€A ~ 1).

Na categoria pSh(H) dos pré-feixes sobre uma algebra de Heyting, por
exemplo, toda se¢do global é também total; mais ainda, E(4) ~ £A4 para
todo pré-feixe A.

Conforme veremos no capitulo seguinte, essa nomenclatura auxiliar-nos-a
na comparagao entre as diferentes abordagens da semaéntica categorial, em
especial a que apresentaremos, generalizando as demais.
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Capitulo 5

Semantica Categorial

Pretendemos expor neste capitulo os principais conceitos de semantica ca-
tegorial. Uma generalizacio da nocio de estrutura ordindria, esta devida a
Tarski, nos permite interpretar categorialmente expressdes de uma linguagem
de primeira ordem e, em particular, da nossa linguagem L, descrita no
primeiro capitulo.

Na primeira seciio, denominada simplesmente “Interpretagio Categorial”,
fornecemos a abordagem tradicional, estabelecida por F. Lawvere e depois
sistematizada no livro de Makkai e Reyes [9]. Neste trabalho, constantes sao
vistas conceitualmente como funcgbes de aridade zero. Como em categorias
o produto do diagrama vazio é igual ao objeto final 1, a interpretacio de
uma constante resulta em um morfismo de dominio 1. Portanto, somente
os objetos de elementos globais totais méximos podem interpretar sortes de
constantes.

Na segunda se¢ao, apresentamos uma solugéo parcial para essa limitagao
tedrica. Coniglio, em [3], propde uma extensdo da semantica usual a partir
do conceito de suporte (eztent em [3]). Nesse estudo, simbolos de constantes
sao considerados explicitamente, inclusive no uso do contexto, e passam a
ser interpretados como morfismos de dominio igual ao suporte do objeto
associado a sorte do mesmo. Ainda neste caso, esses objetos precisam ter
elementos globais totais.

Na terceira secfo, propomos uma _alternativa original para a solucdo do
problema. Através do uso do funtor (-) e de uma modificacdo adequada da
interpretacdo dos termos e férmulas atdémicas, passamos a aceitar qualquer
objeto na interpretacio das sortes das constantes, mesmo que nio possua
elementos globais.
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Outras versdes de semdntica generalizada podem ser consideradas. Dis-
cutimos na quarta secdo as limitaces de cada uma delas e as vantagens
resultantes da nossa versdo. Isso nos ajuda a compreeder o grau de com-
plexidade proveniente da consideragio de elementos parciais.

5.1 Interpretacao Categorial

A exposi¢do que ora apresentamos tem como referéncia, além de [9], o tra-
balho de Johnstone [7].

Definicdo 5.1.1. Sejam C uma categoria finitamente completa e T uma
assinatura polissortida de primeira ordem. Uma S-estrutura M em C é uma
funcdo com dominio ¥ que atribui;

(i) a cada sorte A em T-Sor um objeto MA de C ;

(ii) a cada simbolo de fungio f : 4; x...x A, — A em T-Fun um
morfismo fM: M(A;) x ... x M(4,) = M(A) de C;

(iii) a cada sfmbolo de predicado B < A; x ... x A, em $-Rel um sub-
objeto RM «— MA; x ... x MA, de C.

Dado que o produto do diagrama vazio é o objeto final 1, se f for O-
aria, a interpretagao dessa constante serd um morfismo fY : 1 <« M(A).
Conforme veremos nas préximas sectes, essa é a principal motivacio para a
utilizagdo do conceito de suporte de objetos em [3] e para a modificacio do
conceito de elemento na nossa teoria.

Em todas as nossas definigbes, estamos pressupondo, evidentemente, que
um certo produto particular seja especificado para cada seqiiéncia de ob-
jetos (incluindo uma computagdo especifica de 1). Isso evita que sejamos
ambiguos ac nos referirmos a um dado subobjeto ou a um dado morfismo,
conforme definimos acima.

As L-estruturas em C sdo os objetos de uma categoria L-Str(C) cujos
morfismos sdo os homomorfismos entre as T-estruturas h : M — A Especi-

ficamos estes como uma coleggo em C de morfismos {MA 2 NA: A€
2-Sor} satisfazendo as seguintes condicdes:
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(i) para cada simbolo de fungdio f : A; X...x A, — A em Fun, o diagrama

M
T, MA; L ma

hAlx...thnl ha
n i
i=1 'N'Az _;-NA

comuta.
(ii) para cada simbolo de predicado R <+ A; x ... x A, em T-Rel, existe
um diagrama comutativo da forma seguinte.

RMC“*—;- H?..—..I MA!
lhAl x...xh,qn

RNC““‘-‘;— H?:l NA"

A identidade idrs de uma T-estrutura M é a colegio {MA g MA
A € ¥-Sor} e a composi¢io ko k dos homomorfismos & e k é o conjunto
{haocka: A€ Z-Sor}.

Um contexto Z, sendo z; : A; (i = 1,...,n), é interpretado em M como
MZ = MA; x ... x MA,.

A interpretacdo dos termos é uma extensio natural da interpretacio dos
simbolos de funcao.

Definigio 5.1.2. Considere M uma estrutura numa categoria C; se .7 é
um termo em contexto de sorte 4 e z; : A; (1 = 1,..,n), definimos |72,
a interpretacdo de T.7 na estrutura M, como sendo um morfismo |72 :
M — MA tal que:
(i) se 7 é uma varidvel z;, i < n, f7|4" é a projecio candnica MZF — MA;;
(i) se 7 & f(71,.., Tm), sendo 75 : C; (§ = 1, ..., m), |7]4* é a composigio
indicada no diagrama abaixo.



Em particular, se f : A é uma funciio 0-dria (isto é, uma constante) e
Pt MZ — 1, entdo | f|3* = fMol.

A propriedade (i) da definicio de homomorfismo entre estruturas pode
ser estendida naturalmente, através do lema seguinte, de sfmbolos de funcoes
para termos em contexto.

Lema 5.1.3. Sejam h: M — N um homomorfismo de estruturas numa ca-
tegoria C e I.7 um termo em contexto de sorte A. Entdo o diagrama seguinte
é comutativo.
n L bs
i=1 MA —— MA
hAl X...XhAnl hA
iy

Demonstragdo. Por indugio na complexidade de 7.
|

Definicdo 5.1.4. Seja M uma estrutura numa categoria C; se Z.¢ é uma
férmula em contexto, definimos {p|2!, a interpretagio de F.¢ na estrutura
M, como sendo um subobjeto [l < MZ tal que:

() se ¢ é 71 = 7, sendo 74 : A (i = 1,2), || é o equalizador abaixo;

it

(= )| — Mz ——am MA

(ii) se @ é uma férmula atémica R(r, ..., 7y, ), sendo 75:B; (j=1,..,m),
lel2t é o pullback a seguir:

1B(71; ooy T ) 13" RM

(Ir ﬂg:‘--saTmEé\A} ™ i
M.’E - I..[jxl MBJ

(iii) se ¢ é AW, [p]3* é dada por A{|¥]2' < MZ : ¢ € U}, se este
existir;
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(iv) se v € VU, o] é dada por V{|¥|3! — MZ : b € T}, se este
existir;

(v) se ¢ é Iy e 7w : M(Z,y) - MZT é a projecao candnica dos primeiros
n fatores, [¢]|2" é a imagem no diagrama

Hﬂﬁmhéﬂﬂfw
3o (|91 5y) > Mz

(se y ocorre em Z, podemos tomar uma férmula a-equivalente a Jy);
(vi) se p é YG(yy — @) e 7 : M(Z, g}‘) — MZ é a projecdo candnica, ]!
¢ a imagem dual generalizada V. (|25 — [6[4%)

(novamente, podemos tomar férmulas a-equivalentes para evitar colapso de
varidveis £ e §).

Como casos particulares do item (vi) na definicio acima interpretamos as
seguintes férmulas:

Vool = Va(1 — [oly) ;
[ = 2" = Vigye (013" — 1915 5

[=elz" = Viay: (lelz* - 0) .

Novamente, podemos estender de maneira natural a propriedade (ii) da
defini¢do de homomorfismo entre estruturas, desta vez de simbolos de relagoes
para férmulas em contexto. E o que expressa o lema seguinte.

Lema 5.1.5. Sejam h : M — N um homomorfismo entre estruturas numa
categoria C e £.¢ uma formula em contexto interpretdvel em C. Entio eriste
um diagrama comutetivo da forma a seguir.

lelz'—— Mz
l hA}_x---XhAn

lely — N7



Demonstragdo. De novo uma simples indu¢do na complexidade de ¢.
O

Sejam M uma estrutura na categoria C, F um fragmento de Lo, € Z.¢0
uma formula em contexto pertencente a F. Afirmamos que Z.¢ é estdvel com
relaciio a M se fp|}! existe e toda imagem, supremo e imagem dual usados
na computacao de ! sdo estdveis. O fragmento F é estdvel com relacio
a M se toda Z.p em F € estavel. De forma similar definimos as nogdes
de férmulas e fragmentos estavelmente distributivos. Essas nocdes de bom
comportamento na interpretagdo das férmulas de um fragmento apontam a
adequagao de uma certa categoria para a tarefa interpretativa.

Podemos, enfim, estabelecer a relagio de satisfatibilidade para seqiientes.

Definicao 5.1.6. Seja ® = ¥ um seqiiente (ver Definiciio 1.2.3); dizemos
que uma estrutura M o satisfaz, M = (® = U), se A{|p|d — Mz :
¢ € &} < V{[¥]{' — MZ : ¢ € T}, sendo 7 um contexto para todas as
férmulas do seqgiiente.

E evidente que 86 nos é permitido falar que M = ® = ¥ se existirem
M(A @) e M(V ¥) num certo contexto candnico .

Terminamos esta secfio com a observa¢iio de que, na categoria Set dos
conjuntos, todas as defini¢des apresentadas coincidem com as da Teoria de
Modelos conjuntista tradicional (confira [2]). As T-estruturas, por exemplo,
sa0, em Set, as estruturas de primeira ordem usuais. A seméntica categorial
nada mais é do que uma Teoria de Modelos generalizada.

5.2 Interpretacao Categorial Estendida

Expomos nesta se¢do a seméntica estendida introduzida por Coniglio [3]. Es-
truturas de primeira ordem sio agora definidas através da modificagio apro-
priada da interpretagéo dos simbolos de constantes. Para isso, é inserido na
teoria o conceito de suporte de objetos. Ademais, os simbolos de constantes
passam a figurar explicitamente na assinatura da linguagem e a constar no
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contexto em que se interpretam termos e férmulas.

Coniglio {3] define elementos (parciais) de um dado objeto A € Obj(C)
como morfismos da forma £4 — A, sendo £4 o suporte de A. Entretanto,
em vista da nossa nova nomenclatura estabelecida na Secio 4.2, esses mor-
fismos serdo mais apropriadamente chamados de elementos globais totais.

Definicao 5.2.1. Uma assinatura estendida T {mantivemos a notacio por
comodidade} ¢ uma assinatura (no sentido da Definicfio 1.1.1) com as seguintes
modificagbes:

(i) os simbolos de fung¢do tém aridade n > 0;

(ii}) ¥ conta agora com um novo conjunto, a saber, o dos simbolos de
constante Z-Con, sendo que a cada ¢ € £-Con é associada uma sorte B (es-
crevemos ¢ : B).

Observagao 5.2.2. A nocio de sub-assinatura estendida é idéntica a de sub-

assinatura, contanto que acrescentemos & Definicdo 1.1.2 a seguinte cldusula:
(iv) ¥'-ConC Z-Con.

Ampliada a assinatura, uma Z-estrutura estendida M tem a tarefa adi-

cional de interpretar cada c: B em ¥-Con. E isso é feito através do suporte
de MB.

Definicdo 5.2.3. Sejam C uma categoria finitamente completa e ¥ uma
assinatura estendida. Uma Z-estrutura estendida em C é uma T-estrutura
M em C (de acordo com a Defini¢do 5.1.1) satisfazendo, adicionalmente, a
seguinte condicao:

(iv}) M atribui a cada constante ¢ : B em Z-Con um elemento global total

M EMB— MB.

Um contexto C para termos (ou férmulas) é agora definido como um par
(£;{¢j}jer), sendo que T contém todas as varidveis livres do termo (ou da
férmula) e {c;};es contém todos os simbolos de constantes do mesmo (ou da
mesma).
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Coniglio, em [3], adverte que somente seqiiéncias finitas de constantes
séo aceitdveis no contexto. Preferimos ndo adotar essa restricio pelo fato
de estarmos trabalhando, no nivel seméntico, com categorias que permitem
infimos arbitrdrios de elementos, ou seja, Q = Sub(1) forma uma cHa. Isso
ficard mais claro ao definirmos a interpretacio de um contexto numa estru-
tura.

Definicao 5.2.4. Seja C = (Z;{¢;}jes) um contexto, sendo z; : 4; (i =
1,...,n) ec;: B (j € J). A interpretacio de C na estrutura M é definida
por:

MC = ﬁMA; X /\SMBJ s
i=1

jed

sendo o infimo da expressdo acima calculado em I.

Observe que M(Z;0) = MZ, a interpretacio usual do contexto.

A interpretagio de termos e férmulas em contexto é uma extensio direta
da usual, bastando atentar para o caso dos simbolos de constantes nos termos.

Defini¢ao 5.2.5. Considere M uma estrutura estendida e C.7 um termo em
contexto de sorte A. Definimos |7}, a interpretacio desse termo em M,
como sendo um morfismo {73 : MC — MA tal que:

(i) se 7 é uma varidvel z; (i < n), |7|¥' é a projecio canénica MC —
MA;

(ii) se 7 é uma constante ¢; (j € J) e 7 : MC — EMA é a projecio
candnica, |74 é a composigio indicada no diagrama abaixo:

M

EMA—> MA

| A
iri

MC

(iil) se 7 é f(7y,...,75), sendo 7%, : Gy (k = 1,...,p), |7|& é a composicio
indicada no diagrama abaixo.
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fM
b1 MCi — MA
(in ﬁé",---,iifpﬂé"}T

MC

Il

Para a interpretacao das férmulas, basta substituir MZ por M(Z; {¢;};e)
na Definicao 5.1.4.

Procurando obter um limitante superior mais fino para o suporte da inter-
pretagio de cada férmula em contexto, Coniglio |3] classifica essas férmulas
de acordo com sua sintaxe, calculando um melhor limitante superior para o
suporte de cada |p|&!. E o que ele chama de maior extensio (suporte) da
férmula.

Defini¢do 5.2.6. Sejam C.p uma férmula no contexto C = (Z; {¢;},es) €
M uma estrutura estendida. Definimos recursivamente GEx{C.¢0] < 1, o
maior suporte de C.p com respeito a M, como segue:

(i) se @ é atomica, GEpm[C.p] := EMC;

(ii) se @ é VG(¢y — 8), GEp[C 0] := EMC;

(iii) se @ é Iy, GEM[C.p] = GEM|(Z, y; {cj }ies) ¥

(iv) se @ & N\jop i, GEM[C 0] := Aoy GEMIC );

(V) se é viEI ’g[),_ GSM[CQDE = ViEI GgM[C’tf)z]

Definigao 5.2.7. O maior valor da férmula em contexto C.¢ com respeito
& estrutura M, GV, [C.¢], é definido a partir do conceito de maior suporte
(Defini¢io 5.2.6) como

GV [C.¢) = MC x GEM[C.] = MC.

Em Set, GV [C.¢] = {*} sse EMC = {x}. Assim, se M(0; {c;}jes) =~
{#}, MC ~ MZ x {*} ~ MZ; logo, GVp[C.p] = MC x {} ~ MC ~ MZ.



Em (3] é demonstrado que JolX < GVum[C.¢] = MC, o que justifica a
nomenclatura empregada.

A relagdo de satisfatibilidade é agora apresentada levando-se em conta o
conceito de maior valor.

Definicao 5.2.8. Dizemos que uma estrutura M safisfaz um seqiiente & =
(2 = ¥), M =8, sendo C um contexto para todas as férmulas do seqiiente,
se uma das seguintes condigdes se verifica:

() M= (= T) se | VI = GVy[C.V T},

(i) M= (2= T)se [NQIF < IV ed #0.

Convém observar que, na nova apresentagio de [3], os seqilentes = ¢ e
T = ¢ tém significados diferentes. O seqiiente = 3z{z = x), por exemplo,
é vilido em toda estrutura M, obedecendo o item (i) da Definicdo 5.2.8; de
fato, a interpretagdo da férmula em contexto (8; 0).3z(z = x), de acordo com
as Definicdes 5.2.5 e 5.1.4, é dada por

fr=affd, bzittey
Mg Mz == Mz

:I::"“"“'"'““““—“—"(em 1

e, pelas Definicdes 5.2.6 e 5.2.7, GVy[(¢;0).3z(z = z)] = M(@;0)x
GEM(9;0).32(z = z)] = L X GEM[(z;0).(z = z)] = EMz — 1; logo,
[3z(z = m)[lf‘ég@) = GVpl(0;0).3z(z = z)]. O seqilente T = IJz(z = z),
por sua vez, somente é valido em estruturas M para as quais EMz = 1, em
concordancia com o item (ii) da Defini¢do 5.2.8. Temos portanto duas nogdes
de verdade: uma férmula ¢ é debilmente vdlida se o seqilente = ¢ & valido
e é fortemente vdlida se o seqiiente T = ¢ é vélido. Intuitivamente, no e-
xemplo acima, a férmula considerada é debilmente verdadeira em M porque
atinge nessa estrutura o seu valor maximo sem assumir restri¢cdes adicionais.
Para que fosse fortemente valida, deveriamos assumir a condicio adicional
de que EMz = 1. Isso mostra que a extensio da semintica aumentou o
poder expressivo da interpretacdo. Por outro lado, prova-se também em [3]
que as duas nogdes de teoremicidade (a forte e a débil) sdo necessérias para
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poder expressar, por meio da seméntica estendida, propriedades das catego-
rias através de seqilentes (os chamados “Main Facts” de [9]).

Conforme foi feito em [3], pode-se definir uma categoria L-Str(C) de es-
truturas estendidas em C de tal forma que T-8tr(C), a categoria de estruturas
usuais, seja uma subcategoria plena da categoria estendida. De novo, a tinica
diferenca desta para a usual recai na condi¢io requerida para as constantes.
Para uma completa compreensdo dos leitores, repetimos os demais itens.

Defini¢ido 5.2.9. A categoria 2-Str(C} tem como objetos as L-estruturas
estendidas sobre C. Um morfismo A : M — N entre duas estruturas M e N/
em T-Str(C) é uma familia h = {MA 2% NA: A€ Z-Sor} de morfismos
em C satisfazendo as seguintes condicdes:

(i) para toda ¢ : B em X-Con, EMB ~ ENB e o diagrama abaixo
comuta;

EMB-S> MB

L

ENB—NB

(ii) para toda f : A; X ... x A, — A em E-Fun, o diagrama abaixo ¢
comutativo;

n Mma; L

=1 == MA

H?:l hAil fg
f./\-’

H?:l NA3 B NA

(iii) para todo R < A; x ... x A, em I-Rel, existe um diagrama comu-
tativo da forma seguinte.

RM——[[io, MA;
lfﬁ;l hAi



Observemos que a necessidade de se considerar, no item (i) acima, EMB
=~ EN'B para cada ¢ : B em X-Con advém do fato de que a componente hg
deve necessariamente preservar as constantes de MB. Na categoria Sh(Q)
dos feixes sobre uma cHa, as constantes sio, segundo a abordagem estendi-
da, as secdes globais. Assim, hp deve enviar secdes globais de MB a seches
globais de N'B, ou seja, hg(c"(EMB)) = N (EMB).

5.3 Interpretacao Categorial Generalizada

Nesta seclo, apresentamos nossa proposta de generalizacio da semantica
categorial. Na seméntica categorial tradicional [9][7], somente os objetos que
possuem elementos globais totais maximos, de acordo com a nomenclatura
estabelecida na Defini¢do 4.2.7, podem interpretar simbolos de constantes.
Na extens@o oferecida por Coniglio {3] a essa seméntica, objetos nio precisam
mais ter suporte maximo para cumprir esse papel, mas ainda s3o obrigados
a possuir elementos globais totais.

A primeira proposta que oferecemos para generalizar a seméntica cate-
gorial leva em conta os objetos que possuem elementos globais, nio neces-
sariamente totais. Neste caso, uma estrutura M atribui a cada simbols de
constante ¢ : B um elemento global EMB «+ MB. Todas as demais cons-
trugoes sdo modificagbes diretas da seméntica estendida. A interpretacio do
contexto, por exemplo, ¢ dada por:

MO:mﬁMAix/\Em.

f==1 jeJ

No entanto, se analisarmos a Teoria de Feixes, encontraremos muitos e-
xemplos matematicamente interessantes de objetos que nio possuem sequer
secGes globais [1]. Isso nos motiva uma nova formulacio da seméntica cate-
gorial de forma a permitir que todo objeto seja um candidato a interpretar
constantes. Em [1], h uma abordagem similar para a interpretacio de cons-
tantes no caso particular de seméntica de feixes e teoremas interessantes da
Teoria de Modelos sdo generalizados.
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O procedimento que estamos propondo consiste em modificar convenien-
temente a interpretacao dos simbolos de constantes, dos termos e das férmulas

atomicas. Isso serd feito com o auxilio do funtor (-) descrito no capitulo an-
terior.

Definicao 5.3.1. Sejam T uma assinatura estendida e C uma categoria fini-
tamente completa na qual {2 = Sub(1) é uma cHa. Uma Z-estrutura genera-
lizada em C é uma E-estrutura M em C (confira Definigio 5.1.1) satisfazendo,
adicionalmente, a cldusula seguinte:

(iv) M atribui a cada constante ¢ : B em ©-Con um elemento cM €
|IMBI.

Para a interpretacéo dos termos, precisamos da definicdo que segue.

Definigao 5.3.2. Seja 7 um termo de uma linguagem polissortida de primeira
ordem £. O suporte de 7 na estrutura M, &7, é definido recursivamente
por:

(i) se T é uma varidvel z : A, Eyp7 1= EMA;

(ii) se 7 é uma constante ¢ : B, Ep1 := Exs(c™) = dom(c™);

(iii) e se 7 é da forma f(n1,..., 1), Em7 1= Abey EMTh-

Similarmente definimos o suporte de férmulas atdmicas, ou seja, se ¢ é
uma férmula atémica de £ da forma, digamos, R{7y,...75), Emp 1= Ab, EmTi;
e se v é da forma (11 = 1), Emp = Epumi A EpqTo.

O suporte de uma férmula qualquer é dado por:

Emp = /\{S MmT : T € uma constante ou varidvel

livre ocorrendo em ¢}.

Um contexto C = {Z; {¢;};es) € agora interpretado em M como MC =
[Ty MA; x AL, EMB;, sendo z; : A; (i = 1,..,n) ec; : B; (j € J).
Convém observar que o conjunto de constantes J pode perfeitamente ser in-
finito, ja que  forma um cHa.
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Segue a definicdo de interpretacio de termos e férmulas atémicas em con-
texto.

Definicéo 5.3.3. Considere M uma estrutura generalizada e C.7 um termo
em contexto de sorte A. Definimos |7}, a interpretacio desse termo em
M, como sendo um morfismo |r|¥ : MC x Eym — MA tal que:

(i) se T € uma varidvel z; (i < n), |7]A* é a projecio candnica MC —
MA;;

(i) se 7 € uma constante ¢; (j € J) e 7 : MC x Epcj ~ Epe; 6 a
projecdo candnica, 7| é a composigio indicada no diagrama abaixo;

eM
SMCjC—""iM MBJ

|

MC x Epe;

(iii) se 7 & f(71,..., 7}, sendo 7 : Cr (k = 1,...,p), 7|} é a composicio
indicada no diagrama abaixo,

At
Himl MC ! MA

(sl emslrplitons) M
g P4

MC X Epa f11y 00y Tp)

em que 7 1 MC X Ep f(11,...,7) = MC X Ep7ie (k= 1,...,p) sdo as pro-
jecoes candnicas.

Definigso 5.3.4. Interpretamos uma férmula em contexto C.¢ na estrutura
generalizada M como um subobjeto [¢| < MC da seguinte maneira:

(i) se p é da forma R(71, ..., 7), sendo R = [[7_, Ci, || & é a composicao
A o i no diagrama abaixo,
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Pts MC X EMR(Ty, ooy Tp) 2> MO

J/ i("fl !|g°’ff‘1,...,“’rpﬁ‘g(o1rp)
RM Hz:l Mck

em que P compde o pullback do retingulo e 7 : MC x EyR(7, ..., Tp) —
MC x Epqmi (k= 1,...,p) sdo as projecdes candnicas;

(ii) e se @ é da forma (1; = 73), |p& é a composicio A o v no diagrama
abaixo,

MC x SMTI
Echng(ﬁm 12 MC
e

\

MC x gMTg

em que E compde o equalizador de 1[4 o7y e |13 o mo.

As férmulas compostas sdo interpretadas de maneira idéntica ao que foi
feito na Defini¢do 5.1.4.

Para estabelecer a relagfio de satisfatibilidade, precisamos adaptar a Defi-
nicao 5.2.6 para a seméntica que ora apresentamos. Por causa da liberdade,
na nossa semantica generalizada, de reduzir deliberadamente o suporte da
interpretacdo das constantes, podemos refinar ainda mais o limitante superi-
or do suporte da interpretacdo das férmulas. Isso é o que expressa a definigdo
a seguir.

Definicao 5.3.5. Sejam C.¢ uma férmula no contexto C = (Z; {c;}es) €
M uma estrutura generalizada. O maior suporte de C.¢ com respeito a M,
GEM[C.¢p), é definido exatamente como na Definicio 5.2.6, excecio feita 3
cldusula (i), que é reescrita como segue:

(i) se ¢ é atomica, GEM[C.p] 1= EMC A Epp.
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A definicdio do maior valor GV [C.¢| de uma férmula em contexto C.p
para a seméntica generalizada ¢ igual & Definicao 5.2.7.

Proposigao 5.3.6. Se C.¢ € uma férmula em contezto e M uma estrutura
generalizada, |p|& < GViy[C.0] = MC.

Demonstragdo. Por indugio na complexidade da férmula. S6 precisamos
verificar o caso (i) da Defini¢do 5.3.5; mas, pelo item (i) da Definicio 5.3.4,
isso é imediato.

i

Também a definigio da relagdo de satisfatibilidade é uma reproducio da
Definigdo 5.2.8.

Quanto & definicdo de homomorfismos de I-estruturas generalizadas em
C, as tnicas modificagbes com relacdo & Definicdo 5.2.9 dizem respeito a
clausula das constantes: ao invés de exigir que EMB =~ EN B, para cada
B € X-Sor e M,N € Obj(X-Str(C)), tal que existe um homomorfismo
h: M — N, passamos a impor, para cada simbolo de constante ¢ : B, que
Emce < Exc e que o diagrama abaixo comute.

SMCC"”C""M“?' MB

<,

v n'B

A categoria de Z-estruturas generalizadas sobre C serd indicada por
[Z-Strj(C).

A semaéntica categorial generalizada apresentada nesta secido permite que
- qualquer objeto de uma categoria C interprete a sorte de uma contante. Dado
que 2 = Sub(1) forma uma cHa, C dever4 ter, necessariamente, um objeto
inicial 0 = A Q. Como, por definigio, sempre existe um morfismo 0 — A,
para todo A € Obj(C), o conjunto de elementos |A| nio pode ser vazio.

Na categoria pSh(f?) dos pré-feixes sobre uma cHa, por exemplo, sabe-
mos que, para todo pré-feixe A, A(0) = {%p}, 0 que garante a existéncia de
pelo menos um elemento associado a cada pré-feixe. Na categoria Set dos
conjuntos, por outro lado, o objeto inicial @ ndo nos fornece, em principio,
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nenhum elemento, pelo menos na acepgiio conjuntista, isto é, nao existe x
tal que z € 0. Mas, do ponto de vista categorial, o morfismo ¢ < 0 pode
e deve ser visto como um elemento, como atesta o cdlculo de A(§) para um
dado conjunto A. E claro que & interpretacio de uma constante como um
elemento de dominio vazio simplificaria em demasia a nossa seméntica, ja
que a interpretacio do préprio contexto seria vazia. Mas ndo hd nenhuma
contradi¢do em seguir esse procedimento. Em resumo, a nocio categorial de
elemento aqui proposta ndo coincide exatamente com a conjuntista.

5.4 OQutras Versoes de Semantica Generaliza-
da e suas Limitacoes

Além da seméntica generalizada exposta na segdo anterior, podemos propor
outras versbes de seméntica categorial que oferecem interpretagdes genera-
lizadas aos simbolos de constantes, ou seja, que associam s mesmas elemen-
tos ndo necessariamente globais.

A versdo mais simples é conseguida mediante a simples restricio do
contexto ao suporte das constantes. Assim, a interpretacio do contexto

C = (Z;{c¢j}jes) fica:
MC =[] MAi x A Epacy .
i=k jeJ

A guisa de exemplo, interpretemos a férmula (e1 =¢1) V (e2 = ¢3), sendo
1 € ¢y simbolos de constantes de sorte, digamos, 4, numa estrutura M
na categoria Sh(R) dos feixes sobre a topologia usual dos ndimeros reais R.
Atribuimos & sorte A o objeto P definido por:

P(u):={f: f é uma funcdo continua f : u — R} ,
sendou C R. As constantes ¢; e ¢, sdo interpretadas pelas funces continuas:

ciu—s R

v R
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mais as respectivas restriges, de tal maneira que uNv =0 mas u # @ # v.
Calculemos, entdo, a interpretagio do contexto candnico da férmula:

M;cr,0) = Uyry = 1jg=0 .

A intepretacdo da férmula deve, evidentemente, ser um subobjeto da
interpretacao do contexto, nos restando dizer que:

l(er =) V (2 = e2) {fley ey = O -

E um problema conceitual aceitar ou nio semelhante resultado, mas o
fato é que ele ¢ dificilmente assimildvel pela intuicdo.

Uma outra versao de semantica generalizada, estudada em [1} para o
caso especifico de feixes e pré-feixes, reza que a interpretagio do contexto
nao precisa ser restrita ao suporte das constantes, ou seja,

MC = ﬁMAz- x /\ EMB;
fex] jeJ

como na nossa apresentacdo (veja segfio anterior), mas a interpretacdo de
termos e fémulas deve ser restringida “localmente” a todas as constantes e
varidveis que efetivamente ocorrem neles, em concordéancia com [4]. Formal-
mente, se C.7 é um termo em contexto de sorte A,

Il

MC x E T i A A
e, se C. é uma férmula em contexto,
{5 s MC x Emp .

Voltemos ao exemplo anterior, considerando a mesma férmula e dando as
constantes ¢; ¢ ¢z a mesma interpretacio em Sh(X). Calculemos a interpre-
tacdo do contexto para esta versdo:

M(@;c,c) =1g=1 .

O suporte da férmula (¢; = ¢1) V (c2 = o) € dado por:
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SM((C; =)V (co = Cg)) =Epmey AEpeo =0

e a interpretacdo da férmula, por fim:
l{er = e1) V (e2 = ea) (o) o)L x 0 =0 ,
ou seja, |{c: = 1) V (c2 = &) {{fe, oy = 0.
Caimos novamente na mesma questdo conceitual.

Outros resultados desconcertantes provenientes desta semantica sio:

V(@ = e)lthienen =0

el
[(3z) V(-’E = Ci)l!é&{ﬂi}ieﬂ =0,
el
sendo {cM}ier = |P|.

Na nossa abordagem, discutida na seciio anterior, somente as férmulas
atOmicas sdo restringidas localmente, apds o que sio compostas para que se
tornem todas subobjetos da interpretacio do contexto. Formalmente:

lo| = MC x Eppp—s MC .

As {6rmulas mais complexas, por seu turno, néo mais sdo restringidas,
para que ndo incorramos nos resultados anteriores. Se calcularmos, portanto,
as interpretacoes das fémulas consideradas, encontraremos para a extensdes
das interpretacgoes:

El(a =c1} V(2= &)|{fieyc0) =vUv # 0

BV (@ = e)lliiegien = | dom(c

el e
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E|@2) V(= = )i esen =R -
iel

Por outro lado, mesmo na nossa semantica, a interpretacdo da férmula
(c1 = ¢1) A (2 = ¢2), com ¢; e ¢ interpretados de forma indéntica, nos dé
resultado 0! Com efeito,

Elle, =)} A (e = 02)"?&1,@) =unNuv="_0.

Essa aparente contradicdo deve-se ao fato de os dominios de interpretacio
das constantes serem disjuntos. Uma maneira simples de compreender o
problema é considerar a interpretagio das férmulas atémicas como proces-
sos separados “espacialmente”. Cada uma delas é computada em “sftios”
seménticos diferentes e, ao se unirem para compor férmulas mais complexas,
confrontam os seus respectivos “sitios” de acordo com a exigéncia dos conec-
tivos. Quando compomos fc; = ¢;| com |c2 = ¢pf, previamente restritas
aos suportes de suas constantes, para formar jc; = ¢1|| V |z = ¢, unimos
os “sftios” disjuntos u e v para formar o novo “sitio” v Uwv. Entretando, a
disjunc@o que caracteriza a férmula |¢; = ¢)| A Jez = o] exige uma “4rea”
em comum entre os “sitios” de interpretacéio de |¢; = ¢1] e de o2 = e2f; a
inexisténcia de tal “drea de contato” redunda numa interpretacio vazia.

A opgdo por uma versdo de seméntica generalizada nido é meramente
uma questdo de gosto pessoal. Se escolhéssemos, por exemplo, uma solucio
que eliminasse as interpretagGes duvidosas, perderiamos muitos resultados
interessantes em Teoria de Modelos, tais como os que foram obtidos em [1].
Se fizéssemos, por exemplo, a restricio de que Enmc; =~ Earcy sempre que
¢, € ¢y ocorrerem no contexto C, evitariamos os problemas anteriores de
interpretacdo — pois os “sitios” nfo podem mais ser disjuntos - mas afastar-
nos-famos em demasia das questes matematicas levantadas pela Teoria de
Modelos.
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Capitulo 6

Semantica de Feixes e
Pré-Feixes de Estruturas de
Primeira Ordem

Como uma aplicagdo dos conceitos introduzidos no capitulo anterior, apre-
sentamos aqul uma extensdo da categoria de pré-feixes de estruturas, esta
introduzida em {10], utilizando assinaturas polissortidas e seméntica genera-
lizada. Para simplificar a exposi¢do, concentrar-nos-emos em feixes e pré-
feixes sobre espacos topolégicos; entretanto, todas as definicdes e resultados
continuam vélidos se substituirmos a topologia por uma cHa arbitraria.

Um pré-feixe de conjuntos sobre um espaco topolégico (veja a Definicio
3.1.1) pode ser visto como um pré-feixe de estruturas sobre uma assinatu-
ra monossortida com a igualdade como tnico simbolo. Se conferimos a esses
conjuntos de se¢bes uma estrutura algébrico-relacional, obtemos os pré-feixes
e os feixes de estruturas. Na primera se¢do deste capitulo, definimos um pré-
feixe de estruturas sobre um espaco topoldgico utilizando uma assinatura
polissortida. Categorias de feixes e de pré-feixes de estruturas sio entdo for-
madas. Na segunda se¢io, fungdes caracteristicas sio generalizadas, segundo
[10], para fornecer uma semaéntica de feixes alternativa. Isso é feito com o
uso da interpretacao generalizada de constantes.
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6.1 Feixes e Pré-Feixes de Estruturas de
Primeira Ordem

Um pré-feixe extensional sobre X é, por definigdo, um funtor contravariante
P de Q(X) em Set satisfazendo P(f) # 0 e [ext]. Observe que a categoria
Set pode ser pensada como a categoria das I 4-estruturas sobre Set, em
que X4 € a assinatura que contém uma tnica sorte, digamos A, e um tnico
simbolo de predicado, a igualdade sobre A. Basta estabeler uma corres-
pondéncia biunivoca entre a classe de ¥ 4-estruturas — isto é, das estruturas
conjuntistas de primeira ordem - e a classe dos objetos de Set, ou seja, a
cada estrutura M dessa classe corresponde um conjunto M = MA. Disso
resulta uma equivaléncia categorial ¥ 4-Str(Set) ~ Set. Por essa razio, um

pré-feixe de conjuntos pode ser concebido como um funtor contravariante
P :Q(X) — Z4-Str(Set) tal que P(0)A # 0.

Olhando por esse angulo, é possivel generalizar a definicio de pré-feixes
sobre X substituindo a assinatura ¥4 por outra mais complexa. Passamos
entdo a considerar funtores contravariantes P : Q(X) — £-Str(Set), para
assinaturas ¥ arbitrdrias, satisfazendo uma generalizacio apropriada da con-
di¢do [ext]. O caso estudado em [10] aplica-se quando T tem uma tinica
sorte. Obtém-se dessa maneira os feixes e pré-feixes de estruturas, que na-
da mais sdo do que “conjuntos, com estrutura algébrico-relacional, variando
continuamente”. '

Nesta secgo, introduzimos o estudo original de feixes e pré-feixes associ-
ados a estruturas de primeira ordem, em que a assinatura ¥ tem mais de
uma sorte. As estruturas em Set sdo generalizadas, isto é, admitimos in-
terpretacées de dominio vazio para constantes, em beneficio dos conceitos
estabelecidos no capitulo anterior.

Homomorfismos entre I-estruturas generalizadas em Set sio definidos
de acordo com a terceira secao do Capitulo 5, vale dizer, se M e A sio
Y-estruturas conjuntistas, entdo um morfismo & : M — A é uma familia
h={MA 4 NA: Ac Y-Sor} de fungdes satisfazendo:

(i) para toda ¢ : B em Z-Con, £m(c) < En(c) e hpocM = No <;

(i) para toda f : Ay x...x 4, = Aem Z-Fun e @ = (ay,...,a,) €
[Ties MAs, ha(F@) = Y (hay(@1)s s ha (an));
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(iii) para todo R < 4; X ... X A, em Z-Rel e & € []L, MA;, @ € RM
implica (ha,(a1), ..., ha,(a,)) € RV,

Lembremos da Definicdo 5.3.2 que, em Set, £,4(c) pode ser o conjunto
unitédrio {*} ou o conjunto vazio @, para toda estrutura conjuntista M. No
item (i) acima, portanto, ficam implicitas as restricdes:

(a) se NB =0, Ep(c) = Enlc) = 0;

(b) se MB =0, Epq(c) = 0

(c) se Ex(c) =0, Epmv(c) = .

A categoria resultante, cujos objetos sfo as estruturas conjuntistas gene-
ralizadas e cujos morfismos sdo os homomorfismos de estruturas descritos
acima, é denotada por [Z-Str](Set).

Seja ¥’ uma sub-assinatura de ¥, de acordo com a Observacio 5.2.2. O
funtor esquecimento

esq(X,Y) : [-Str](Set) — [Z'-Str)(Set)

atribui a cada estrutura em [Z-Str]{Set) o seu redutoem . Se P: Q(X) —
[2-Str](Set) é um funtor contravariante tal que P(()A # @ para todo A € Z-
Sor, entao, para cada A € I-Sor, o funtor composto

Py :=esq(X,Z4) o P: Q(X) — [4-Str](Set)

é também contravariante e, dado que [E 4-Str]{Set) ~ Set, P4 é um pré-feixe
(n&c necessariamente extensional) para cada sorte A, definido por:

Ps(u) := P{u)A para todo u € Q(X);

(Pa)uv := (Pyy)a : P(u)A - P(v)A para todo v C .

Temos entdo a definicao seguinte.

Definicéo 6.1.1. Um pré-feize de estruturas generalizadas sobre um espaco
topolégico X € um funtor contravariante P : Q(X) — [Z-Str|(Set) tal que
P(B)A # 0 para todo A € £-Sor e, para cada R« 4; X ... x A, em T-Rel,
a seguinte condicao € satisfeita:
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[g-ext] sejam u € Q(X) e £ € [T, P(u)Ay; se {u;};cr é uma cobertura
aberta de u tal que, para todo j € J, fly; = (t1fy;, ..., tnlu,) € RF™), entéio
fe RP®),

Observemos que as restrigdes ¢;|,, mencionadas na condigéio [g-ext] sdo
calculadas em cada pré-feixe de conjuntos Py, associado & sorte A;. Assim,
por exemplo, #i|u, € Py, (u;) = P(u;)4;. Também é importante notar que
[g-ext] vale, em particular, para a relagdo de igualdade (- = -) sobre cada
sorte A. Com isso, demonstramos que, para cada 4 € X-Sor, o pré-feixe Py
é extensional.

De fato, se s,t € | P, so tais que Ep,s = Ep,t = [s = t|p, = u, a familia
O = {w € Q(u) : 5|y =t|,} é uma cobertura aberta de u tal que, para todo
w € O, (81)|w € (- = )F™). Por [g-ext], inferimos que (s,1) € (- = -)P®),
ou seja, s =t.

Recordemos que estamos trabalhando com estruturas conjuntistas, nas
quais a interpretagdo do simbolo de igualdade =, é a diagonal, isto &,
(=)" = {(z,z) : z € MA} (confira [2}).

Dizemos que um pré-feixe de estruturas generalizadas P é um feize de
estruturas generalizadas se cada pré-feixe P, é um feixe.

Os pré-feixes sobre X de estruturas conjuntistas generalizadas formam
uma categoria, pSh{[X-Str](Set))(X), cujos morfismos sio transformacdes
naturais 7 : P — Q. Estas s@o familias n = {P(u)">Q(u) : u € Q(X)}
tais que, para tode u € Q(X), 7, : P(u) — Q(u) é um homomorfismo de
L-estruturas generalizadas sobre Set satisfazendo a seguinte condi¢do: para
todo u, v € Q(X) tais que v C u, o diagrama

P(u) = Q(u)
nl e
P() == Q(v)

comuta. Observe que P, é uma familia de fungdes {P(u)A (Bunls P(v)A :
A € ¥-Sor}.
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Podemos construir analogamente a categoria Sh([Z-Str|(Set))(X) dos
feixes sobre X de estruturas conjuntistas generalizadas, que é uma sub-
categoria plena de pSh([Z-Str](Set))(X).

6.2 Semantica de Funcgoes Caracteristicas

Dado que feixes e pré-feixes sdo espécies de “conjuntos generalizados”, ve-
remos a seguir que eles tém associadas certas fungbes caracteristicas gene-
ralizadas. Nestas, a nogdo de pertinéncia toma valores em (X}, ou seja, é
difusa num certo sentido.

As funcdes caracteristicas servem para fornecer uma semaéntica de feixes
alternativa, pois as férmulas passam agora a ser interpretadas como fungoes
caracteristicas no lugar de objetos {feixes). As varidveis livres das férmulas
identificam-se, entdo, com os argumentos dessas fungdes.

Por comodidade, usaremos a seguinte notacdo: para §,f € [[r, |Pa,l;
[F=1:=V,[si=t] e EF:=[§= 3.

Definicao 6.2.1. Seja R em Z-Rel. Definimos a funcdo caracteristica de
R com respeito ao pré-feixe de estruturas P, [R(-)]p : []; [Pa,| — Q(X),
como sendo:

[R(3)p = U{’w € Q(E5) : 7, € RF®)}
para todo § € []7.; |Pa,l-

A defini¢do anterior nada mais é do que uma generalizacdo da funcdo de
igualdade para todos os simbolos de predicado.

Em [10] é demonstrado que existe um isomorfismo entre a cHa das funcdes
caracteristicas [R(-)] : [[7.; [Pa,] — Q(X) e a cHa dos subobjetos de [ ]}, Pa..

Er-3]

Reinterpretamos agora a assinatura 2 com o novo ferramental introduzi-
do.
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Definicao 6.2.2. Sejam P um pré-feixe de estruturas sobre X e ¥ uma
assinatura estendida; atribuimos:

(i) a cada sorte A em Z-Sor o pré-feixe P,;

(ii) a cada c : B em Z-Con uma se¢do ¢ € |Pg|, desde que ¢P®c") £ § ¢
tal que, para todo u € Ec®, ¢, 1= ™) = (P .

(ili) a cada f : A;x...x Ay — A em Z-Fun o homomorfismo de pré-feixes
FF I, Pa, = P4 dado por fP .= fP@),

(iv) e a cada R — A; x ... x A, em T-Rel a funcio caracteristica
RF = [R()]p : [Ty [Pl = 9(X).

Observe que, de acordo com o Lema 4.2.5, as constantes sio agora in-
terpretadas como segles arbitrarias, isto é, permitimos secoes de qualquer
natureza, sejam elas globais ou néo, o que aumenta significativamente nossa
classe de modelos. Lembremos que |Pg| =~ |Pg|, sendo esta tltima a colecio
de todos os elementos do pré-feixe Pg. Uma vez escolhida uma secdo ¢ de
tal maneira que ¢™(F¢") £ @ e ¢P|, = "™ # @ para todo u C EcP , garanti-
mos a regra da restrigio.

Recordemos da Defini¢éio 5.3.2 o conceito de suporte de um termo = com
relagio a uma estrutura. Neste caso, em particular, temos:

(i) se 7 € uma varidvel z: A, Ep7 1= EPy;

(ii) se 7 € uma constante ¢ : B, Ep7 1= Ep, (cF);

(iif) e se 7 é da forma f(n, ...,7,), EpT 1= NP_, EpTh.

Para a interpretacdo de férmulas, por fim, devemos lembrar que, em
QX )
(1) /\z‘EI U; 1= (ngg u;)°;

(i) u = v:i=((X —u)Uv)°,
em que Y denota o interior do conjunto ¥ C X em Q(X), isto é:
vo=|Juex):ucy}
Se C.r é um termo no contexto C = (&;{c;};es) e de sorte A, sendo

i A; (i =1,..,n) ec; : B; (j € J), a interpretacio de 7 no pré-feixe de
estruturas P com respeito a (Z; {c;};cs) é 0 morfismo de pré-feixes
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n

I71E : ([T Pa) x (N\ Ps,) x Epr — Py

i=1 jet

ou, equivalentemente, se u = (A, ; EPy ) N (EEpT),

irlé: ([T Palu = Pa

=1
tal que, se § € |(TTiL, Pakuls [715(3) = I7IE*9(3).
Lembremos que, num pré-feixe Py, EP,; ~ EPy.

Definimos agora ||, a interpretagiio em P de uma férmula ¢ no contex-
to C. O suporte de uma férmula atémica ¢ = R(7y, ..., 7,) com respeito a P,
Epy, € calculado por /\iti EpTi, de acordo com a terceira segdo do Capitulo
5.

Usaremos a seguinte notagio:

(1) vi= A,e; EPp;;

(i)u; :==vNEPs, (i=1,..,n);

(111) U == n?,__l Ui ) ESPQD.

Definicdo 6.2.3. A interpretacdo de uma férmula em contexto C.¢ é uma
funcdo caracteristica

el - H |(Pag) | = QX)

dada, para todo § € []5, [(Pa,)|ul, por:
(i) se ¢ ¢ a formula atdémica R(71, ..., Te),

[e1E(3) = [RUTIEG: -os [l &) 5
(ii) se ¢ € A O, Jo]&(5) = (A{IOIE - 6 € ON(3);

(iii) se ¢ ¢ VO, J6lE(8) == (V{IOIE : 6 € ©})(3);
(iv) se ¢ & 309, [215(5) = Usgypn) I0@IE sy, Eos 9
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(v) se ¢ € V(= 6), Jo|&(5) =

BN N (BT (0, T5) = 101510, 30,
EEHE.&HPGJ

em que v' =vN{ ., EFPg,.

Em (iv) e (v), Ae C; (i = 1,...,m) s80 as sortes das varidveis de quan-
tificacao. Note que, ao aplicarmos a nogio de a-equivaléncia, as varidveis de
quantificacdo excluem-se das varidveis do contexto.

No capitulo anterior, generalizamos o conceito de homomorfismo de es-
truturas e apresentamos a categoria [2-Str](C) das estruturas generalizadas
sobre uma categoria C. Considere agora [E-Str](pSh(X))[g—ez;, que é uma
subcategoria plena de [E-Str](pSh(X)), cujos objetos M satisfazem, para
todo R« A; X ... x A, em £-Rel:

[g-ext] sejam u € Q(X) e £ € [[h, MA;(u); se {u;},es é uma cobertura
aberta de u tal que, para todo j € J, ﬂuj € BRM(u;), entdo t € RM(u).

A categoria pSh([Z-Str](Set))(X) dos pré-feixes de estruturas conjun-
tistas generalizadas é equivalente & categoria [2-Str](pSh(X))_ezy acima
referida, de acordo com a proposicio a seguir.

Proposigéo 6.2.4. pSh([Z-Str](Set))(X) ~ [Z-Str](pSh(X)){y—czq-

Demonstragio. Para simplificar, chamemos pSh([Z-Str](Set))(X) de C e
[E-8tr](pSh(X)){g-ezs de D.

Devemos mostrar que hé dois funtores F: C — D e G : D — C tais que
FolG~idpeGolF ~ide.

(i) Definicio de F.

Se P: Q(X) — [E-Str](Set) é um pré-feixe de estruturas em C, Mp =
F(P) é a estrutura em D definida por (veja Definiciio 6.2.2):

(i.i) se A € Z-Sor, MpA 1= Py;

(1.ii) se ¢ : B é um simbolo de constante, cM* := ¢ € | Pg|;

(iiii) se f: Ay x ... x A, —= A é um simbolo de funcdo, fMr .= fF,

(iiv) se R — A; x ... x A, é um simbolo de predicado, entdo BMP «s
[T, Pa; tal que RM~#(u) := RP™ para todo u € (X).
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Se P e @ so pré-feixes de estruturas e 77: P — @ é um morfismo em C,
definimos by, = F(n) : F(P) — F(Q) - ou seja, by : Mp — Mg ~ de tal
maneira que, para cada 4 € E-Sor e u € Q(X), ((R )A) ={ny)a: Pu)A —

Q(u)A. E facil verificar que h, satisfaz as condigbes de homomorfismo de
estruturas generalizadas.

(ii) Definigdo de G.

Se M é uma estrutura em D, definimos, para toda sorte 4, Py := MA e,
para todo u € (X)), a estrutura conjuntista generalizada P(u) da seguinte
maneira:

(ii.i) se A € E-Sor, P(u)A 1= Py(u) = MA(u);

(ii.ii) se ¢ é um simbolo de constante, cP) := M (u);

(iiii) se f: 4; x ... x A, = A é um simbolo de fungdo, fF® .= fM,

(ii.iv) se R = A; x...x A, é um simbolo de predicado, RP® := RM(y) C
H?:l P, A (u)

Verifica-se facilmente que, se v C u em Q(X), a familia de funcbes P, :=
{P(u)A (Buola P(v)A: A € E-Sor} induz em {P(v)}yenx) uma estrutura de
pré-feixe, ou seja, P : Q(X) — [E-Str](Set), cujas atribuicdes sdo u — P(u)
e (v € u) = Py, é um funtor contravariante que satisfaz [g-ext], j& que M
cumpre essa condigdo. Utilizamos entfo a notagdo Py = G(M).

Se M e N sio estruturas generalizadas em D e b : M — N é um ho-
momorfismo de estruturas, definimos 7, = G(h) : G(M) - G(N) - ou seja,
T+ Pm — Py — como uma familia 75 := {(m)s : Pr(t) = Py(u)}ucax)
de tal maneira que, para cada A € Z-Sor e u € QX), ((M)w)a = (ha)u
Pi(u)A = Py(u)A. Para u C v, o diagrama

MA( )(h.d)u NA( )
(MA) e (N Ay
MAw) 222 A A()

comuta em Set porque hy : MA — NA é um morfismo em pSh(X) e
portanto, o diagrama

Paa() 2% Pyy(u)
(PM )‘HP (PJ\-" }'u.'u

Paa(v) % Py (o)
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comuta em [¥-Str](Set). Logo, 7, é um morfismo em C.
Claramente, o funtor G é o inverso de F.

Coroldrio 6.2.5. Sh([X-Str](Set))(X) ~ [Z-Str](Sh(X)).

Demonstragdo. Mostraremos que [Z-Str](Sh(X)) = [Z-Str](Sh(X))jy-ext,
isto é, que toda estrutura de [Z-Str](Sh(X)) satisfaz [g-ext]. Para isso,
sejam u € Q(X), {u;};es uma cobertura aberta de u e £ € [0, MA4;. Se
tly, € RM(u;) para todo j € J, o conjunto {flu;}jes € |RM| é compativel,
pois, dados 5,k € J, (Tly,)|ue = fluyrue = (tluu)]u;- Sendo RM um subfeixe
de i, MA;, existe a colagem de {t-]uj}j,E 7, & saber, a secdo § € RM(u)
para a qual &, = ﬂuj (j € J). Entretanto, { também satisfaz as condices
de colagem, j4 que Ff = u ¢ ﬂuj = ﬂui ( € J). Portanto, por unicidade,
f= &€& RM(u). O resto é conseqiiéncia imediata da proposicio anterior.

O

Como resultado da Proposicdo 6.2.4, se P é um pré-feixe de estruturas
e Mp a estrutura em pSh(X) associada, P e Mp satisfazem as mesmas
férmulas. O mesmo fendmeno acontece, evidentemente, com os feixes de es-
truturas, em virtude do Coroldrio 6.2.5. Raciocinando dessa maneira, pode-
mos dizer que os pré-feixes e feixes de estruturas constituem outra maneira
de pensar as estruturas de pré-feixes e feixes, respectivamente. A Proposicio
6.2.4 é, de fato, um metateorema de representacio para estruturas generali-
zadas em pSh(X). O mesmo vale para o Coroldrio 6.2.5 em relagio Sh(X).
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Capitulo 7

Teoremas de Completude

Por meio da seméntica categorial, conseguimos construir objetos e morfismos
numa dada categoria C com determinadas caracteristicas descritas pela lin-
guagem que estamos interpretando. Partindo de uma assinatura polissortida
2., que cumpre o papel de dar nomes aos objetos e morfismos de C, podemos,
através de termos e férmulas, nomear objetos e morfismos mais complicados
e reconstruir semanticamente a linguagem formal.

Mas o uso da linguagem formal ndo se restringe a esse servico subsidiario;
podemos, além disso, trabalhar independentemente com ela, sem recorrer &
contraparte semantica, na demonstracdo de seqiientes a partir de um sistema
formal de deducdo. Este consiste numa linguagem L associada a um conjunto
de ariomas (que sio seqilentes construidos a partir da linguagem) e regras
de dedugdo (que serdo vistas posteriormente). Neste capitulo, expomos o
sistema formal desenvolvido em [9] no intuito de demonstrar a correcéo e a
completude de acordo com a seméntica tradicional. Em seguida, descrevemos
as modificagbes realizadas em [3] que permitiram a demonstracio da com-
pletude da seméntica estendida. O conteido das quatro primeiras segdes é
apenas expositivo, reproduzindo os resultados de [9] e [3]. Por fim, na tltima
secao, esbocamos a completude da seméntica generalizada desenvolvida neste
trabalho.

O primeiro passo € a introducio do conceito de {l-estruturas. Para isso,
seguimos [9].
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7.1 (-Estruturas

A nocdo de Q-estrutura, que estudaremos a seguir, desempenha papel fun-
damental na demonstracdo da completude que apresentamos neste capitulo.
Uma (2-estrutura nada mais é do que uma estrutura com valores numa dlgebra
de Heyting completa 2. Como caso particular, obtemos uma B-estrutura,
que € uma {l-estrutura com valores booleanos (neste caso, @ = B, uma
lgebra de Boole completa).

Inicialmente, estabelecemos os aziomas de igualdade, que indicamos por
[Ax=].

[Ax=1] = T =4I
Ax=2] T=4y = y=4
[Ax=3] z=49,¢ = ¢[y/z] (¢ atdmica).

O simbolo = 4 representa a igualdade entre termos de sorte A; omitiremos
o subscrito sempre que ndo houver possibilidade de confusio. Observemos
que a lei da transitividade é obtida através dos axiomas [Ax=2] e [Ax=3],
bastando considerar ¢ como z =4 z em [Ax=3|.

Seja (! uma cHa; definimos a seguir uma Q-estrutura usual seguindo os
passos de [9].

Definigdo 7.1.1. Uma Q-estrutura M para uma assinatura polissortida ¥,
esta contando com simbolos de igualdade para cada sorte, consiste em:

(i) dominios parciais | M| 4, que sdo conjuntos nio-vazios e disjuntos, para
cada sorte A em X;

(ii) uma fungio fM : [T, [M]4, — |M|4 para cada simbolo de funcio
f:1lie; A = A em T (em particular, um elemento ¢™ do conjunto IMl4
para cada simbolo de constante ¢ : A);

(iii) uma fungdo RM : T\ |M|4, — Q para cada simbolo de predicado
R— A x...xA,em I;

(iv) uma funcdo de pertinéncia |(-)]4 : | M4 — Q para cada sorte A em
Z, sendo que, para cada simbolo de constante c: 4, [¢c™|4 = 1q.

Exigimos também que M satisfaga os axiomas de igualdade [Ax=] por
meio da condicdo de satisfatibilidade, definida logo mais.
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A interpretacdio de simbolos de igualdade =%' em Q-estruturas é bas-
tante semelhante & funcdo de igualdade definida para (2-conjuntos (confira
no Capftulo 6 ou logo mais). De fato, a interpretacio de um simbolo de
predicado em geral, numa Q-estrutura, funciona como uma funcio carac-
teristica. A funcdo de pertinéncia pode ser imaginada, intuitivamente, como
uma operagao que atribui o grau de pertinénecia — ou nivel de existéncia —
a um elemento de um dado dominio parcial, sempre com relacio ao con-
junto {2. No caso de I ser o conjunto bindrio {0,1}, cafmos na nocio
cldssica de pertinéncia. Escreveremos simplesmente |&| para /\f”_1 la;], em
que @ = (@1, ..., @,). Denotaremos a seqiéncia (a,...,a") por @. Se 7: 4
é um termo, escreveremos também |M|, no lugar de {M[ A-

A interpretacdo de um termo 7 na (-estrutura M é definida da maneira
usual, como para modelos ordindrios (veja [2]). Se ¥ = (z1,...,2,) é 0 con-
texto candnico para 7 e @ € [[., |M|,,, indicaremos por 7 [a] o elemento
rMla1 /21, ..., en/z,) do conjunto |M],.

Definicdo 7.1.2. A interpretacio de um termo em contexto 7Z.7 na (-
estrutura M, 7™ : TT2 | IM|., — |M|,, é a funciio definida recursivamente
por:

(i) se 7 é uma varidvel z; do contexto, ™[] := a;;

(ii) se T é da forma f(m,...,7), T™[@ fM( {EL’], s T D).

A seguir, descrevemos a interpretagio de férmulas da linguagem Lo, nu-
ma $-estrutura M. Por abuso de notacdo, estamos utilizando os mesmos
simbolos para as operagdes ldgicas (-, —, A, 3 etc. no lado esquerdo das
igualdades na Definiciio 7.1.3) e para as operagdes algébricas em © (no lado
direito das igualdades).

Deﬁni(;éio 7.1.3. Seja I.¢ uma férmula em contexto e a; € (M|, (i =

1,...,n). Definimos recursivamente a interpretagdo — ou o valor — de ¢ em
M com respeito a @, |¢[a@|M = |¢lai /Ty, ... an/z,] ™, da seguinte maneira:
(i) se » é uma féormula atémica R(mi,...7m), [el@]™ = |aA

RM(r[a), .., T lal]);
(it) se ¢ & ~, Joolali™ := |a] A ~[yla]]™;
(iif) se ¢ & % — 6, [ola]|* = |a] A (Jula]l** — le[afl™);
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(iv) se @ é AT, fola]|™ = |a] A A{Jw(ElM : o € T}
(v) se p € VU, |olal]| Iiall AVAIlEM v € T},
(vi) se ¢ € vy, |plal|[™ = |a] A A{Je] = lw[b/y, @l : b e M|}
(vii) se @ é Iy, |y ]HM = |a] A VAol A Tlb/y, alM b e (M)
A interpretagio das férmulas V(1) — 8) é obtida a partir da combinac&o
dos simbolos primitivos V (item vi) e — (item iii).

n ” u

Um detalhe importante da definicio é o fato de que o valor de cada
férmula € forgado a ndo superar os valores das interpretages das varigveis,
isto &, | < |d|. Isso significa, intuitivamente, que o nivel de existéncia
das férmulas é sempre menor que o nivel de existéncia de suas varigveis
interpretadas, em consonancia com a abordagem de [4].

Nos itens (v) e (vil) da defini¢io acima, poderiamos ter omitido o fator
|@] sem mudanca nos valores. No caso de ¢ ser uma sentenca no contexto
candnico 0, o valor da seqiiéncia & ¢ dado por |@] = A0 = 1q.

Usaremos a notagio |a = b para [(z =4 y)la/z.b/y]|™ = [a]A
I16JA =4" (a,b), sendo z,y : A.

A definicdo seguinte estabelece a condigao de satisfatibilidade para seqiien-
tes (de Gentzen).

Definicdo 7.1.4. Uma Q-estrutura satisfaz o segilente & = (& = ¥,
M E S, se [(A®)[@]|™ < J(V ¥)[a}|* para toda seqiiéncia &@ € [", | M|s.,
sendo ¥ = (1, ...,Z,) O contexto candnico do seqiiente S.

De maneira equivalente, podemos dizer que M | S sse V(AP —
VI)M = 1q.

De acordo com a Definigdo 7.1.1, uma Q-estrutura deve satisfazer os a-
xiomas de igualdade [Ax=]. Aplicando, entdo, a condicio de satisfatibilidade
a esses axiomas, obtemos:

(a) e = a| = |a} para todo a € [M|4 (4 € Z-Sor);

(b) la = b = |b = af para todo a,b € |M|4;

(c) la=0b] Afb=c| < ]a=c| para todo a,b,c € | M|4;

(d) |a =8| < fa| A |b] para todo a,b € |[M4;
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(e) la = b] < |fM(a) = fM(b)] para todo a,b € M|y, B € =-Sor e
f:A— B em ¥-Fun;

(6) lal < 1F(@)} para todo & € [Ty |Mls, e £ : [To 4 — 4 em
Y-Fun;

(8) le = cfM =M = M = M| para toda constante ¢ em I-Fun.

Recordemos do Capitulo 3 que um {2-conjunto — que é um caso particular
de H-conjunto — é um conjunto X # @ junto com uma fun¢do [ = ]x :
X x X — {2 satisfazendo, para todo z,7,z € X:

) [z=yl=[y=2]

(i) z=ylAly=2] <[z =2

Para os propdsitos deste capitulo, mudaremos de enfoque na definigio de
morfismos de Q-conjuntos. A Definicao 7.1.5 diverge, desse modo, da apre-
sentada no Capitulo 3. Isso acarreta na formacdo de outra categoria, que
comentaremos a seguir.

Definicao 7.1.5. Um morfismo de Q-conjuntos f : (X,[- = -|x) —= (¥,
[ = -ly) € uma fungdo f : X x Y — ( satisfazendo, para todo z,2' € X e
¥,y €Y:

() flz,y) Aly=v] < fl=z,y);
(i) f(z,9) Az = 2] < fa',y);
Em) Fzy) A fl, ) Sy =v;

)
iv) [z =] = Viey f(z,9).

De maneira intuitiva, desejamos com a definicdo acima estabecer uma
espécie de fungdo de igualdade entre os elementos de ¥ e as imagens de X.
Em outras palavras, f(z,y) pode ser vista como uma operagao [y = F(z}]y.

Deduzimos do item (iv) da Defini¢do 7.1.5 que f(z,y) < [z = z] Ay = y]
para quaisquer t € X ey €Y.

A composicio go f : (X,[ =) = (Z,[ = ]) entre f : {X,[ = ]} =
Y. =eg: X[ =1 = {Z][ =) édada por (go f)z,2) =
\/yey(f(x, y) A g(y, 2)) e a identidade id(x =) por idx(z, ) = [z = z']x.
A categoria resultante, cujos objetos sio os {-conjuntos e cujos morfismos
acabamos de definir, é denotada por SET,.
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Algumas construc¢des ordindrias em SET, sdo:

produto (X, [- =]} de uma familia {(X;, [ = ;) }ic; de objetos:
X = [];e; Xi (em Set);
zi)ier = (Yi)ier] = /\zEI[ ; = Yili para todo (Z:)ier, (¥:)ier € X;

projecdo 7; : (X, [ =) = (Xj, [ = [;): m((2:)ier, ) == [z; = z]; para
todo (z:)ier € X ez € X5

objeto final: hé duas construgdes tteis:

L, == {{*},[- = ]), sendo [* = «] = 1g e fx(z,*) = [z = z]x para todo
objeto (X,[ = ez € X;

1y := ([ =]), sendo [p = glo = pAge gx(z,p) = [z = 2]x Ap para
todop,ge, X ez e X.

Tais objetos sao isoformos através de ¢(x,p} = p = ¢(p, *) (p € Q);
monomorfismos e epimorfismos:

f X — Y é um monomorfismo sse f(z,y) A f(z',y) < [z = 2'] para
todoz,z’ € X eyeV;

f:X —Y éum epimorfismosse [y = y] = \/ . f(z,y) paratodoy € Y.

Proposicao 7.1.6. (HIGGS) As categorias SETq e Sh(QQ) dos feizes sobre
Q sio equivalentes.

Nosso proximo objetivo consiste em mostrar que toda Q-estrutura M
determina uma estrutura M* em SETy de tal maneira que M = § sse
M* = S para todo seqitente §. Definamos entéo, para cada A € I-Sor e
a,b € |Mia:

M*A = (Mg, [ =]a), em que [a = bl := |a = b .
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Como M satisfaz os axiomas de igualdade [Ax=,] para cada 4 € -Sor,
[ = -]4 obedecers as condicdes da definicio de Q-conjunto e, portanto, M*A4
é um (2-conjunto.

A interpretagdo de um simbolo de fungdo f : [], 4; — A em M* é dada
por:

(@, a) =@ Ale = FM(@)

para todo @ € J]7_, [M|4 e a € |[M|4. Em particular, interpretamos uma
constante ¢ : A como um morfismo M : I, — M*A4 tal que M (p,a) =
pAjc™ =a| paratodope Qe a e | M|,

Para um simbolo de predicado P — []"_, A; temos que:

PM (X[ = Ix) = ﬁM*Ai;

=1

[@ = b]x = |&@ = 5] A PM (&) para todo &,5 € X;

PM'(3,B) := [@ = b|x para todo &,5 € X.

Concluimos portanto que M* é uma Z-estrutura em SET,.

Consideremos agora uma operagdo M’ definida em For(Ly,.,) por
M (Z.p) = (X, = -]} (¢ uma férmula em contexto), em que X :=
e, Mla el@=8,:=]ad=5]A l[@ ™ para todo &, 5 € X. Novamente,
por ser M uma -estrutura e, por conseguinte, satisfazer os axiomas de
igualdade [Ax=], concluimos que, para cada 7., M'(Z.¢0) é um Q-conjunto
e, além disso, um subobjeto, em SETy, de M*(Z) == (X, [ = ]x).

Lema 7.1.7. Se M € uma Q-estrutura, M'(Z.¢) ~ |¢|2*" para toda formula
em conterto T.¢.
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Demonstragio. Por indugéo na complexidade de .
O

Convém notar que [p|£"" é a interpretagio da férmula em contexto F.¢
na X-estrutura M*, de acordo com a Definicdo 5.1.4.

Corolério 7.1.8. Para todo segiente S, M = 8 sse M* |= 8.

7.2 Sistema Formal

Expomos nesta secdo um sistema formal de dedugéo do tipo Gentzen, ou
seja, que deriva seqiientes de Gentzen. Seguimos para esse fim a formulacio
de [9], que parte da perspectiva de que o sistema permita, no sentido de ser
correto, modelos com universos parciais vazios.

Definigao 7.2.1. Uma teoria T de um fragmento F de Lo, deduz (ou deri-
va) um seqiiente S € Seq(F) num sistema formal G (baseado em F), T +¢ S,
se uma das trés condicOes seguintes é satisfeita:

(i) SeT;

(i) & é um axioma de G;

(iil) S é obtido, por meio de uma das regras de deducio de G, do conjunto
de seqiientes {S;}icr € Seq(F) (em outras palavras, S é a conclusdo e {S;}ie;
é o conjunto das premissas de um regra de deducdo de G), sendo que, para
cadat¢ €1, T deduz S, em G.

Afirmamos também que o seqilente S é conseqiiéncia sintdtica ou um teo-
rema de T

Para uma dada teoria T e um seqiiente &, escrevemos T k= & para
indicar que todo modelo de T é um modelo de & ou, em termos formais,
T k= 8 se, para toda T-estrutura M, se M = S para todo seqiiente S € T,
M= 8.

Defini¢do 7.2.2. Um sistema formal G baseado num fragmento F de L,
€ correto se, para toda teoria T' de F' e todo seqiiente S € Seq(F), T ¢ S
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implica T = 8. E G é completo se, para todo T C Seq(F) e S € Seq(F),
TE S implicaT g S.

O sistema formal construido a partir de fragmentos arbitrarios de L.
sera denotado por G'. Quando quisermos nos referir a uma teoria particu-
lar T de um fragmento F escreveremos simplesmente G}. A possibilidade
de admitir modelos com dominios parciais vazios {no sentido conjuntista de
interpretacdo ordindria) estd refletida nas préprias regras de inferéncia ado-
tadas em [9]. Com excegéo de duas fundamentais ([2 =] e [= V), todas as
regras tém como principio o fato de que o contexto da conclusdo deve sub-
sumir o contexto das premissas, este dltimo definido de maneira 6ébvia. Essa
condicao evita qualquer hipdtese existencial no nivel seméntico com respeito
aos dominios parciais (confira [12]). Por isso algumas das regras do sistema
ordinério de (zentzen foram restringidas.

Fixemos uma teoria T de um fragmento de £.... Denotaremos por 7= a
teoria resultante da unido de T com todos os axiomas de igualdade. Come-
cemos por estabelecer os axiomas de G2

[Ax1]
Q,p=T,p

para toda férmula atdomica . Utilizamos, por comodidade, a abreviacao @, ¢
no lugar de @ U {¢}.

O axioma [Ax1] nada mais é do que uma adaptagio, para o calculo de
seqiientes, do conhecido axioma légico ¢ — . Ao considerar um determina-
do seqiiente, devemos imaginar, por intuicdo, que, a0 lado esquerdo de =, as
férmulas estejam todas conectadas por uma cadeia de conjuncdes, enquanto
que, ao lado direito, por uma cadeia de disjuncoes.

[Ax2ip=
®,0[F/T] = ¥, I'[Ff/7
para todo seqgiiente © = I', no contexto Z, pertencente a 7= e para toda
seqiiéncia de termos 7 do mesmo tipo de £. Indicamos por ©[7/Z] o conjunto
de férmulas {6]7/7] : 6 € ©}.
Queremos garantir com [Ax2]r= que, toda vez que um seqiiente pertenca
a T ou a [Ax=], os seqiientes resultantes da substitui¢do simultinea de ter-
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mos da linguagem sejam também deduzidos de G}..

As regras de inferéncia sfo as seguintes:

A =]
& NO, 6 =T

2ANO=T

sempre que # € ©.
Valendo-nos de nossa intuicdo algébrica, se § € ©, entdo o {nfimo N©ja
estd sendo limitado por 6, que pode, por isso, ser eliminado do seqiiente.

= Al
{(® = T,\0O,0):0¢ 0}

=¥, AO

Esta regra faz referéncia & lei da absor¢io em légica, vale dizer, se § € ©,
entdo AO VO = 6. [= A] pode ser traduzida em: se, para todo 8 € O,
o<, entioa< A\O.

V=]

{((®,V0,0=T):6c 0}

. \Vo=v
Esta é uma regra dual & anterior.
[= V]
&= ¥ /0,4
=T \VO

sempre que § € ©.
Esta regra é dual a [A =].

v =]

O, VZ(p = ), Y[F/T] =¥ &, VEH(p — ¢¥) = U, o[F/7]
O, VE(p — ) =

sempre que o contexto da concluséo subsumir o contexto das premissas, isto
¢, sempre que todas as varidveis livres nas premissas ocorrerem também livres
na conclusdo.
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Para justificar esta regra, recorremos a algumas no¢des de algebra (de
Heyting). Suponhamos que a AVz(p — ¥) Ap(t) < B e a A V(e — ¥) <
BV (). Logo:

a AVz(p — )

VAN |
)
>
<
8
S
1
-

A
°
>
g
~S
d
<

oA
<
92 =
> R
>
§ <
s B
G
1
hg]
e
>~ >
—_ D~
<
==

e

[= V]
®, plF/T] = U,Vi(p — ¥), ¥[7/7]
3= U,Y3 (g — 0)

sempre que as variaveis da seqiiéncia ¢/ néo ocorrerem livres na conclusio.

De maneira intuitiva, suponhamos que a A ¢ < (p — ¥} V. Como
¥ < ¢ — 1, a expressdo acima fica a A ¢ < ¢ — 1, que é equivalente a
(@ Aw) A < 9. Disso, a A g < 9 e, portanto, o < ¢ — 9. Quanto &
quantifica¢io, devemos pensar na lei légica Yz — ¢ly/z].

3=
@, 3xp, oly/z] = ¥
®,dzp = ¥
sempre que a varidvel ¥ nao ocorrer livre na conclusio.
Voltemos & intuigdo algébrica e suponhamos que e AV, o(x) A p(y)
Ent&o, aAp(y) < § para todo y e, portanto, V, (aAp(y)) = arV, o(y)

< 8.
<B.
=3
® = ¥, Izy, pr/z]
® = ¥, Jzp

sempre que 0 contexto da conclusdo subsumir o contexto da premissa.
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Para compreendermos esta regra, basta pensarmos na lei da légica
wlr/x] — dze.

[CU‘E]T:
D=V &= 0
¢ =T

sempre que cada variavel livre de g ocorrer também livre na concluséo e  for
o resultado de uma substituicio ¢'[7/Z], sendo ¢’ uma férmula, no contexto
%, pertencente a ' U ¥’ para algum seqiiente @' = ¥’ de 7=.

A regra do corte [Cut|r= é uma variacio, para segiientes, da lei da tran-
sitividade logica: se @ — ¢ e ¢ — 3, entdo o — S.

Denotaremos por G'(7T) o menor conjunto de seqiientes fechado sob a
operacdo de conseqiiéncia sintdtica Fgi em Gr. Em outras palavras, G(T) é
o menor conjunto de seqiientes do fragmento F tal que:

i) T € GY(T);

(ii) todos os axiomas de [Ax1] e [Ax2j7= pertencem a G1(T);

(iii) em qualquer instincia de uma das regras de inferéncia, se as premis-
sas pertencem a G*(7'), a conclusio também pertence.

7.3 Completude da Seméantica Usual

Iniciamos nesta se¢do a demonstragio da completude do sistema formal Gr
baseado em fragmentos da linguagem L., introduzida originalmente em [9].
Antes, porém, exibiremos algumas nogdes auxiliares.

Definigéo 7.3.1. Sejam (P, <) um conjunto ordenado, U C P e p,¢,r € P:
(i) U é aberto se, semprequegc Uep<q pel:
(ii) a regularizagdo de um conjunto U ¢ definida por U* := {p € P :
para todo ¢ < p, existe 7 € U tal que r < g}
(iii) U é regular se U = U*.

Observemos que U C U* e, se U ¢ aberto, U* também o é. Além disso,
se U e V slo abertos em P, U C V implica U* C V>,
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Lema 7.3.2. Se P* := {U C P : U ¢ aberto ¢ regular}, (P*,C) é uma cBa
de tal maneira que:

(a) Op+ == {;

(b) I].ps = P;

(c} vieI U= (Uz‘ef Us)";

(d) se U eV sio abertos, U* AV* := (UNV)* =U*nV*.

Proposigdo 7.3.3. (CORREGAOQ) Sejam F um fragmento de Lopy, T
uma teoria em F e S um segiente de F. Se S € GH(T) (ou seja, se T Fayr S),
entdo, para toda categoria C com supremos estdveis e para toda estrutura M
em C, se F' € estavelmente distributivo com relagdo a M, M &= T implica

MES.

Demonstracdo. Seja M uma estrutura nas condi¢des do enunciado. Veri-
fiquemos inicialmente que:

(a) M satisfaz os axiomas de [Ax1] e [Ax2]r=;

(b} se M satisfaz todas as premissas de uma das regras, também satisfaz
a concluséo. :

Dito isso, e supondo que T’ deduza & em G}, demonstramos por inducao
no comprimento da prova que M = T implica M = 8. De fato: '

(i)seSe€TeMET, M S por definicio;

(ii} se & é um axioma, por (a), M k= S sempre;

(iii) sejam S a conclusio e {S;}icr € G*(T) o conjunto das premissas de
uma das regras de deducgdo; suponha, por hipétese de indugdo, que M =T
implique M = 8; (i €I);se M =T, entdo M = &; (i € I), o que, por (b),
implica M k& 8.

O

Demonstraremos a seguir a completude do sistema G#.

Proposigdo 7.3.4. (COMPLETUDE) Sejam F um fragmento de Lo,
T C Seq(F) eS € Seq(F'). Suponha que, para toda categoria C com supremos
estdveis e para toda estrutura N em C, se F € estavelmente distributivo com
relagio a N, N =T implica N = S. Entdo, S € um teorema de T, ou seja,
Thg S.

Demonstracdo. Definiremos uma B-estrutura — ou seja, uma estrutura boole-
ana — M cujo dominio ¢ constituido pelos préprios termos do fragmento F.
Assim, para cada sorte A da assinatura:
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|[Mla = {r : 7 é um termo de sorte A} .

A cada simbolo de fungdo f : [], A; — A em I-Fun associamos uma

funcdo fM: T, |IMla, = |M|4 definida por:

FM Ty e ) 1= flr, )

para Tt A; (i=1,...,n).

Em particular, para cada simbolo de constante ¢c: A, M :=c ¢ |AM| 4.

Consideremos agora o conjunto P := {S : S é um seqilente de F e T ¥
S} =8eq(F) — GHT). Se & = &, = ¥, e S; = &, = U, pertencem a P,
estabelecemos que &; < &; (8 estende Sy) se 3 C &; e ¥y, € ¥,. Obtemos
dessa forma uma ordem parcial (P, <).

Seja agora B := P* de acordo com o Lema 7.3.2. Verificamos que B
é uma cBa de subconjuntos abertos e regulares de P. Se $ = & = v,
denotamos Ls = ® e Rs = ¥. E, para cada férmula ¢ € F, definimos:

Uy:={S€P:peLs}

Vor={SeP:pecRs}.

Claramente, U, e V,, sdo abertos.
A cada simbolo de predicado R — [, 4; associamos a fungio RM :
T, IM|a, — B definida por:

RM (Th ey Tn) = U.*R(Tl s )

para 7t A; (i=1,...,n).
Se T € uma seqiiéncia de termos, definimos:

Uz := {S € P : toda varidvel de 7 ocorre livre em S},

que ¢, evidentemente, aberto.
A funcdo de pertinéncia | - |4 : |M]4 — B, para cada sorte A, é definida
por:
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ITla:=07

para cada termo 7 : A. Observemos que, se ¥ = (z1,...,2,) é 0 contexto
candnico de 7, |7]4 = |Z] = A, |z

Lembremos da Definicdo 7.1.3 a atribuiciio de valores (booleanos) as
férmulas. Neste caso, o dominio da estrutura M é constituido de termos.
Portanto, indicaremos por [¢[7]|M = |¢[F/Z]|* o valor da férmula em con-
texto Z.¢ com respeito a 7 € [].; M|z, Se s = z; (i = 1, ...,n), denotare-
mos |¢[Z]|™ simplesmente por |¢|.

Se 7.(T) é a férmula em contexto resultante da substituicio simulténea
de ¥ por 7 em Z.¢, demonstra-se, por indugdo na complexidade de ¢, que
fol 1M = IFI A Jo(F)].

Desejamos mostrar que M satisfaz os axiomas de igualdade [Ax=]. Feito
isso, estaremos aptos a afirmar que M é, de fato, uma B-estrutura. Para
tanto, levaremos a cabo a tarefa conjunta de demonstrar que M é um modelo
de T=. Antes, porém, precisamos de alguns resultados prévios:

(a) Uy AV} = 0 para toda férmula .

E suficiente mostrar que Uy NV, =0, pois Uy AV} = (U, NV, )*. Mas,
se existisse um S € U, NV, ele seria uma instdncia do axioma [Ax1], con-
tradizendo o fato de que T ndo deduz nenhum segiiente S € P.

(b1) U3 < [l
(b2) V2 A ¢l = 0 para toda férmula ¢.

Demonstra-se por inducdo na complexidade de . Detalhes podem ser
vistos em [9)].

(c) U; vV} = |£] para toda férmula em contexto Z.¢ satisfazendo as con-
di¢Ges da regra do corte [Cut)r=, isto é, sendo uma instancia de substituicio
de uma férmula de um axioma de T=.

Estd claro que U, v V) < [Z]. Sejam S € Uz e &' = & = ¥ < &; sendo

Us aberto, T ocorre livre em &', e entdo podemos aplicar a regra do corte

[Cuty=:
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B, o0 I=T,yp
b= '

Pela definicdo de P e pelo fato de &' € P, uma das duas premissas deve
também pertencer a P (caso contrério, 8’ seria conseqiiéncia sintdtica de 7=).
Dados, entdo, S em Uz e & < 8, existe 8", a saber, (&, = ¥) € U, ou
(@=T,p) €V, tal que 8" € U, UV, o quesignificaque S € (U, UV,)* =
Uy v V. Portanto, U CUZV VS e |&] = Uz S UV V.

(d) fel = U; = |7] A=V para toda férmula ¢ nas mesmas condices de

(©)-

De (by), Uy < |ol; de (b2) e (c), || < Uy, pois ¢} < |Z]; isso demonstra
que [} = Uj. O resto é imediato a partir de (c).

Mostraremos agora que M é um modelo de T=. Sejam § = & = ¥ um

seqliente de T=, & = (z1, ..., 7,) 0 contexto candnico de S e 7 € [[, |M|a,-

Calculemos o valor de 8 = | A ®[7 M A =V ¥[F]IM. Desmembrando as
férmulas, obtemos:

B=17IA N le@®Ia A\ -lw@] -

wE® PpET

Se ' € o contexto candnico de cada ¥(7), os itens (c) e (d) acima nos
informam que [Ty A ={9(7)| = Vi e, como [7] < |2y, [T} A —Ju(P)] =
|7l A Vi) Assim, deste resultado e novamente de (d):

B=ITA N\ Uiy A N\ Vita -
ped HEY

O fator |7 acima pode ser omitido, pois todo 7; da seqiiéncia ocorre em

alguma ¢(7) ou (7). Reescrevendo 3:

B={[) Vet N [ Vastm))" -

wed Yew

Entretanto, se algum S’ € P pertencesse a intersecgdo [ e Upir) M
Nyew Va(r), ele seria um axioma de [Ax2]r=, contradizendo a definicdo de
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P. Logo, a interseccdo acima é vazia e 8 = (* = 0. Podemos escrever entdo,
para todo & € T e 7 nas condigdes descritas, que:

I\ eI < 1V e

isto é, M = &. Concluimos que M ¢ um modelo de T= e, como tal, satisfaz
também os axiomas de igualdade [Ax=], sendo por isso uma B-estrutura.

O proximo passo é a demonstragéo de que M = S sse T Fgi S, para todo
seqiiente S € Seq(F). Seguindo os passos da Proposicio 7.3. 3 averiguamos
que M satisfaz todos os itens exigidos, e entdo T tgi S implica M = .
Resta mostrar que M = S implica T For S. Suponhamos por contra-
posi¢do, que T'¥g S (eqmvalentemente S€eP),paraumdado S =& = ¥
cujo contexto candnico é Z, e definamos o aberto Us := {§' € P: &' < S}.
Por (b1), Us < |¢] para cada ¢ € ®; entdo, U3 < | A @|. Usando agora (bs)
e seguindo o mesmo raciocinio, Ui A |V \I‘]I = 0. Portanto:

AT ESAVAR

isto 6, ME S.

Levantemos novamente a hipétese da nossa proposi¢io: seja T C Seq(F)
uma teoria e S € Seq(F) um seqiiente; suponha que, para toda categoria C
com supremos estaveis e para toda estrutura N, se I é estavelmente distribu-
tivo, N |= T implica A = §. Seja M* a estrutura em SETy associada &
nossa B-estrutura sintdtica M. Como SETp é um topos, F é estavelmente
distributivo com relagdo a M?*. Conforme observamos nas linhas anteri-
ores, M k= T, o que, pelo Corolirio 7.1.8, equivale a M* k= 7. Portanto,
por hipdtese, M* = S; isso implica, novamente pelo Coroldrio 7.1.8, que
M= S. Logo, T Fg1 S e a demonstragio estd concluida.

O

7.4 Completude da Semantica Estendida
Para demonstrar a completude da seméntica estendida, Coniglio [3] modi-

ficou o cédlculo de segiientes e realizou algumas alteracBes na definicio de
{J-estruturas. Apresentaremos nesta se¢io apenas as modificacdes, j& que o
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roteiro para a demonstracdo é idéntico ao da seméntica tradicional.

Comecemos pela definicdo de Q-estrutura. No item (iv) da Definicio
7.1.1, exigiamos que as constantes recebessem valor 1 em Q. Passamos, a
partir de agora, a admitir constantes com valores parciais {ou seja, menores
do que 1) e atribuimos a cada ¢ : A interpretada em M o valor:

[ = \/{lala s a € M1} .

A Definicdo 7.1.2, da interpretacdo dos termos, deve ser acrescida do
seguinte item:

(iil) se 7 € uma constante ¢ do contexto, 7M[d] := M.

Devemos modificar a Defini¢do 7.1.3 para que as constantes tomem seus
devidos lugares no contexto das férmulas. Utilizaremos a notacio He e =

Nses lIei*-

Definicao 7.4.1. Sgjam C.¢ uma férmula em contexto, sendo
C = (£i{cj}jes) € @ € M|y, (i = 1,...,n). Definimos recursivamente a
interpretagdo — ou o valor — de C.p em M com respeito a &, Jo[d]|i =
lelar/z1, ..., an/z,] |5, da seguinte maneira:

(i) se ¢ é uma férmula atémica R(71, ..., T), |old]jd! == lal A l{c*  ealA
RM(rMa], ..., r(a]);

(ii) se o & =, Jo[allc! == a] A l{c}}ies] A =l (@)1

(i) se 6 % — 6, [l = |2l A [{e}yes] A (I — O11);

(iv) se 0 € A, [o@I% = &) A M er] A ATBIEI < o € T}

(v) se 0 6 VT, o Hllé"- &l A e%em\/{nw @& v € wY;

(vi) se 6 Vb, [l = iAu{N};enA/\{ubi = 0/, @1 e
bEIM|y}1

(vii) se & 3y, [l = 1aIAHE Les INV (BIAREb 3, 8y
be M}

A interpretacao das férmulas V(1) — 6) € obtida a partir da combinacio
dos simbolos primitivos ¥V (item vi) e — (item iii).

Relembrando a definigéio de satisfatibilidade para Q-estruturas (Definigio
7.1.4), uma maneira equivalente de caracterizd-la seria (C = (Z; {¢;};es) é 0
contexto do segiiente S):

96



MES sse [VH(A\ &= \/1)|F* =12"].

Na categoria SET, dos Q-conjuntos, faz-se necessario explicitar a no¢io
de subobjeto do objeto final 1, = . Conforme vimos, se p,g € Q,
[p=gla :=pAq. Um Q-conjunto (X, |- = -]) é subobjeto de I, sse X ~ p*“
(p* € o ideal gerado por p em 2} para algum p € Q e, para todo z,y € X,
z=yl=[z=z]Aly=y]

Recordemos do Capitulo 3 as defini¢bes de extensio e suporte de um
Q-conjunto (X, [ = ]):

EX = \/[:z::a:] ;
zeX
EX = EX";

p=¢qlex :=pAgparatodop,ge X .

Se M* é a estrutura em SETy associada & Q-estrutura M, a interpre-
ta¢do de uma constante ¢ : A é um morfismo M’ : EM*A — M*A dado,
para p < EM*A e a € [M|y, por M (p,0) == pA Ja = cM|.

Retomemos as definigGes referentes ao Lema 7.1.7. Os mesmos coments-
rios e resultados continuam vélidos, mas com ligeiras modificacdes nas defi-
nigoes. Se C.p € uma férmula em contexto e C = (&F; {¢;};es), em que z; : A;
(i=1,..,n) ec;: Bj (j €J), definimos M*C := (X, = -]), sendo X :=
{@e I Ml : [@= @ < AR EM B}, e M(Cg) = (X,[ = 1),
sendo [@ = g],ﬁ = & = b A lelad]|X. Com essas limitacdes & interpretacio
do contexto, estamos refinando a seméantica de Q-conjuntos. O enunciado do
Lema 7.1.7 permanece o mesmo, bastando que acrescentemos as constantes
aos contextos e as interpretacdes.

Antes de exibirmos as alteragdes realizadas no calculo de seqiientes, pre-
cisamos da definicio seguinte.

97



Definicdo 7.4.2. Seja F um termo, uma férmula, um seqfiente ou um con-
junto de seqiientes. Definimos

Sor{f) == {A: A é asorte de alguma varivel livre ou constante
ocorrendo em £ }.

As modificagGes nas regras de G} sfo as seguintes:
(i) a restrico “o contexto da conclusio deve subsumir o contexto da pre-
missa” ndo se aplica & regra [= J] se ® = (.

Isso deve-se ao fato de |73l : MC x MC' — MA, pois EMC A
EMC" < EMA, sendo C o contexto da conclusdo, ¢’ o contexto canbnico
de 7 e A a sorte de z. Com efeito, se [¢]¢ler V [3ze| e V |o(T) &0 =
GVm{C; C" 9]V GVpM[C; C".3z] V GV (C; C' o], entiio (Ju[& v |3zl A
EMC N EMC" = (GVM[CH] vV GVM[C;z.0]) A EMC A EMC'. Logo,
[l v Bzl = GVM[C¥l v GVM[C; z.¢).

(ii) Na regra [V =], a condi¢iio “o contexto da conclusdo deve subsumir
o contexto das premissas” é substituida por: “o conjunto de sortes das pre-
missas deve estar contido no conjunto de sortes da conclusio”.

Estamos com isso requerendo que a sorte de cada varigvel livre ou cons-
tante que ocorre nas premissas seja também a sorte de uma varidvel livre ou
constante ocorrendo na conclusio.

(iii) Na regra [Cut]r=, a condigdo “cada varidvel livre de ¢ deve ocorrer

também livre na conclusdo” é substituida por: “o conjunto das sortes de ¢
deve estar contido no conjunto das sortes da conclusio”.

Vale para este item o mesmo comentdrio de (ii).
. , _ =1
O sistema formal resultante é denotado em [3] por G.
Para a demonstragdo da corre¢ao, temos que reexaminar apenas o caso
(b1) descrito na Proposigdo 7.3.3. As novidades aqui s8o as regras modifi-
cadas [= 3], [V =] e [Cut]r-. Além dessas, deve-se verificar todas as regras

em que os seqiientes ¢ = ¥ envolvidos podem ter a forma = ¥ (& = ), isto
¢, que caem na nogao de validade débil, discutida na Definicdo 5.2.8. Estas
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regras sao |=> Al = Vi, [® V], [= 3] e [Cut]r=. Detalhes podem ser vistos
em [3].

A demonstragdo da completude é semelhante & descrita na Proposicio
7.3.4. As alteracdes menos evidentes sfo as seguintes:

(a) os abertos em (P, <} associados aos termos T sdo definidos por:
Ur :== {8 € P: Sor(r) € Sor(8)} ;

(b) a funcio de pertinéncia para a B-estrutura sintética M é uma funcdo
|- ]a:|M|s— P dada, para cada sorte A, por:

lrfa = { l(’JU{UR 1k € [M|s})* se T éum simbolo de constante ‘
': C.C. 3

(c) os resultados expressados pelos itens (c) e (d) da Proposicio 7.3.4
devem incorporar os simbolos de constantes:

UgVVe =iz nldl ;

lel =Ug =1z A g AV

7.5 Esboco para a Completude da Semantica
Generalizada

Nesta se¢io, tracamos um pequeno esboco de como poderia ser feita a dernons-
tracdo da completude da semaéntica generalizada. Encontrar o célculo de
seqlientes adequado para essa seméntica é um problema a ser resolvido, mas,
seja ele qual for — caso exista algum —, pode se adaptar aos procedimentos
tragados nas linhas seguintes. Partimos, para o nosso fim, da demonstracéo
de [3], esquematizada na segdo anterior, por causa de sua maior aproximacio
da nossa abordagem.
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Seguindo o roteiro da se¢dio anterior, modificamos inicialmente o valor
atribuido as constantes ¢ : A interpretadas em M (Definicdo 7.1.1). Agora,
ao invés de imputarmos ao valor de ¢™, [¢M] 4, o supremo dos valores dos
membros de [M]4, temos a liberdade de escolher um |cMj4 < EIM|, =

Vi{lala:a € M4}

A Definicdo 7.4.1, que altera a Defini¢do 7.1.3, precisa ser reescrita e
adaptada.

Deﬁnigﬁo 7.5.1. Sejam C.¢ uma férmula em contexto, sendo C = (&
{c;j}ies), e a; € [Ml;, (i = 1,..,n). Definimos recursivamente a interpre-
tagdo — ou o valor ~ de C.p em M com respeito a @, |@[@lA = |ela1/71, ...,
an/Ta) &, da seguinte maneira:

(i) se ¢ € uma férmula atémica R(71, ..., Tm), |@[EIS" = |@[AJ{c]*}jes] A
RM ([ .., ()

(if) se p € ~o, |plalle’ == |a] A -|¢ld]]s

() 5¢ ¢ 6 3 - 8, Jol@ll = Ia] A (I — 1B12]1):

(iv) se 0 6 AT, Iolallt = 18] A LDl - v € ©);

(v) se ¢ € V', |ola]le! = |a] A V{Iv[alls" : v € ¥}

(Vi) se ¢ € Vyy, Jelallc' == la] A Aflel — ¥la/y, Als e - @ €
My}

(vii) se ¢ & Fyy, Jelalle = lal A V{lal A Wla/y, Al sc,e @ €
My}

A interpretacio das formulas V(¢ — 6) € obtida a partir da combinacio
dos simbolos primitivos V (item vi) e — (item iii).

A dnica alteragio efetuada com relacdo & Definicdo 7.4.1 é a eliminacio,
nas férmulas compostas, da restricdo dos valores das constantes, pois ¢ isso
que diferencia a nossa seméantica generalizada das demais.

Se M ¢ a estrutura em SETy, associada 4 (-estrutura M, a interpretacéo
de uma constante ¢ : A é um morfismo M {(JM])<, [ = ]) = M*A
dado, para p < [¢M]4 e a € [M|4, por M (p,a) :=p A |a =M.

Na demonstracdo da completude, a funco de pertinéncia para a B-
estrutura sintdtica M, quando aplicada a uma constante c : A, origina um
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elemento |c|4 € P* que satisfaz fefs < (U{Ux : & € IM[a})*.

O caminho tracado parece ser o mais seguro para a demonstracio da
completude da semantica generalizada e est4 em concordancia com os pro-
cedimentos anteriores. Em caso de sucesso, o resto do trabalho é puramente
mecanico, ¢ que ndo o faz isento.
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Consideracoes Finais

O propésito da Teoria de Modelos é prover de significado matematico os
simbolos formais da légica. Esses sfmbolos constituem expressdes sintaticas
rigorosamente construidas dentro de uma linguagem e fazem uso de um al-
fabeto que encerra, além dos sinais 16gicos e auxiliares, simbolos primitivos
que compdem a assinatura dessa linguagem. A tarefa de interpretar uma
linguagem formal comega, portanto, com a assinatura. Esta é constituida
de sortes, simbolos de fungdes, simbolos de constantes e simbolos de predi-
cados. O significado dado a esses simbolos depende da escolha do universo
matematico e da maneira como os interpretamos. Ao eleger a Teoria de Ca-
tegorias como discurso matematico, estamos permitindo que os objetos em-
pregados para a interpretacio da assinatura da linguagem tenham extensdes
varidveis.

O significado de um determinado simbolo 16gico vai depender fortemente
da limitagéo imposta & extensio do objeto categorial que o interpreta. Na
seméntica conjuntista usual, um simbolo de constante ¢ interpretado como
um elemento do dominio da estrutura considerada. Entretanto, transportar
essa NOgao para ¢ universo categorial requer uma definicdo de elemento em
termos de objetos e morfismos. Uma primeira tentativa de definicio, para
a qual um elemento de um objeto A é um morfismo da forma I — A, en-
contra uma justificativa elegante: a interpretacio de um simbolo de funcao
com dominio vazio é também um morfismo dessa forma. O que mais in-
comoda nessa defini¢io € o fato de que nem todos os objetos de categoria
podem ter elementos; muito pelo contririo: somente os que possuem suporte
maximo. Coniglio [3] redefiniu um elemento de A como um morfismo da
forma £4 — A e introduziu a nocio de elementos parciais. Mas nfio h&
qualquer motivo relevante para a exclusio de elementos com dominio menor
(no sentido algébrico-categorial) do que £A. Além disso, pelas razdes ex-
postas no Capitulo 4, £A4 ndo precisa coincidir, necessariamente, com EA4,
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a extensdo do pré-feixe dos elementos de 4. E um campo aberto de estudo
que merece uma investigacdo mais detalhada no futuro.

Este trabalho representa um esforgo no sentido de oferecer uma con-
tribui¢o filoséfica ao significado das constantes mateméticas. Na nossa
concepgdo, um elemento de A é um membro qualquer do conjunto 4, ou
seja, qualquer morfismo da forma R < A, sendo B < FA. Em [1], es-
sa generalizagdo € realizada para o caso especifico de pré-feixes e com fértil
aplicaggo a Teoria de Modelos. No entanto, as abordagens sio divergentes
no que diz respeito a interpretacio das férmulas da linguagem. Em {1],
o valor das férmulas é restrito ao valor de todas as constantes e varigveis
livres que compdem os respectivos contextos. No nosso caso, essa restricio
se aplica apenas as formulas atémicas. As conseqiiéncias dessa discrepéncia
podem ser apreciadas na Secfo 5.4. As pesquisas em torno da nova semantica
aqui proposta encontram-se no estado inicial. Trabalhos futuros incluem es-
tuda-la mais detalhadamente, descobrir possiveis limitacdes, procurar outras
vantagens e discutir exemplos em categorias particulares, sempre visando a
aplicé-la & literatura de Teoria de Modelos. Da mesma forma, a comple-
tude foi simplesmente esbogada, faltando uma demonstracdo pormenorizada
e integral.

Um dos maiores interesses deste autor é uma tentativa de ampliagio desta
seméntica generalizada para abarcar as 16gicas de ordem superior. O escopo
do empreendimento que resultou neste trabalho tem sido, a todo momento,
a perquisicdo da Matemdtica e esta compreende, em 1iltima instncia, as
légicas de ordem superior.
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Apéndice 1
Definicoes Basicas em Teoria de
Categorias

Reunimos neste apéndice algumas definicdes elementares de teoria de cate-
gorias com o intuito de auxiliar o leitor que compulsa este trabalho. Aos
que desejam se aventurar pela drea, um bom manual de referéncia ¢ [5] e um
texto mais avangado sobre os tépicos do tema é [6].

Definicao Al.1. Uma categoria C consiste em:

(i) uma colegdo de objetos Obj(C);

(i) uma colegio de morfismos Hom(C);

(ili) duas operagdes dom : Hom(C) — Obj(C) (dominio) e cod :
Hom(C) — Obj(C) (contradominio). Para um dado f € Hom(C), se
A = dom(f) e B = cod(f), escrevemos f: A— Bou A - B e dizemos
que f ¢ um morfismo de A em B;

(iv) uma operagdo, chamada de composicdo, que atribui a cada par de
morfismos f : A— Beg: B — C um morfismo go f : A — C tal que, para
todo morfismo h: C — D, ho(go f) = (hog)o f;

A-L.p

AN

C——=D
(v) uma operagio id : Obj(C) — Hom(C) tal que, paratoda f : A — Be

paratodag: B — C,idgof = f e goidp = g (idp é chamada de identidade
de B}.
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idg

)
a-1sp 2.0

Exemplos de categorias:

(i) a categoria Set dos conjuntos tem como objetos todos os conjuntos e
como morfismos todas as funcGes entre os conjuntos:

(ii) a categoria Top dos espagos topoldgicos tem como objetos todos os
espagos topoldgicos e como morfismos todos as funcdes continuas entre os
espagos topoldgicos;

(ifi) a categoria Vec dos espagos vetoriais tem como objetos todos os
espagos vetoriais e como morfismos todas as transformacdes lineares;

(iv) a categoria Grp dos grupos tem como objetos todos os grupos e como
morfismos todos os homomorfismos entre grupos;

(v) as categorias pSh(Q2) dos feixes sobre uma cHa, vista no Capitulo 3,
e X-5tr(C) das T-estruturas sobre uma categoria C, vista no Capitulo 5, sdo
exemplos mais sofisticados.

As categorias sdo universos matemdticos onde habitam objetos de uma
determinada classe. Os morfismos estabelem relagdes entres esses objetos
que preservam sua estrutura.

Se A,B € Obj(C), denotaremos Hom¢(A,B) = {f € Hom(()
dom(f) = A e cod(f) = B}.

Definicdo A1.2. D é uma subcategoria da categoria C, D C C, se Obj(D) C
Obj(C) ¢, se A, B € Obj(D), Homyp(A, B) € Home (4, B).

Definigdo A1.3. D é uma subcategoria plena de C se D C C e, para todo
A, B € Obj(D), Homp(4, B) = Hom¢(4, B).

Definicao Al.4. Um morfismo f : A — B em C é um monomorfismo ou
um subobjeto de B se, para todo par de morfismos paralelos g,k : C = A,
fog=fohimplica g = h. Notagdo: f: A« B.
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A nocao de monomorfismo expressa a idéia de func@io injetora na ln-
guagem das categorias.

Sejam f: A— Beg: B — C morfismos:
{a) se f e g sdo monomorfismos, g o f também o é;
(b) se g o f é um monomorfismo, f também o é.

Definigdo A1.5. Um morfismo f: A — B em C é um epimorfismo se, para
todo par de morfismos paralelos g,h: B=2 C, go f = ho f implica g = A.
Notagdo: f: A - B.

O conceito de epimorfismo é dual a0 de monomorfismo e generaliza a idéia
de funcgado sobrejetora.

Defini¢gdo A1.6. Um morfismo f 1A~ BemC éum isomorfismo se existe
um morfismo f~!': B — Atal que 1o f=ids e fo f~! = idg. Notago:
f:A=B.

Numa categoria qualquer C, se f é um isomorfismo, entfo é mono e epi.
Mas, ser mono e epi ndo implica necessariamente ser iso.

Dados objetos A e B; se existe um isomorfismo f : A ~ B, dizemos
que A ¢é isomorfo a B e indicamos isso por A ~ B. Algumas propriedades
(4,B,C € Obj(C) e f,9 € Hom(C)):

(a) id4 é sempre iso;

(b) A~ A;

© (D=1

(d) A~ B implica B ~ A4;

(e)se f: A— Beg: B — C sio isomorfismos, f o g também 0 é e
(gof)yt=FfTlog™h

(f) A~ Be B~ (C implica A =~ C.

Definicdo A1.7. Um objeto A ¢ inicial numa categoria C se, para todo
objeto B dessa categoria, existe um tdnico morfismo f tal que f: A = B.
Notacao: 0.



O simbolo ! é comumente utilizado para indicar que existe um tGnico mor-
fismo satisfazendo determinada condicéo.

Em Set, o objeto inicial € o conjunto vazio §} porque o conjunto vazio de
pares ordenados € a tdnica fungéo com dominio vazio. Numa categoria qual-
quer, um objeto inicial 0 é dnico a menos de isomorfismo, ou seja, se existe
outro objeto 0’ de C que satisfaz a condiciio da definicio anterior, 0 =~ 0.
Uma propriedade da forma “inico a menos de isomorfismo” é freqilentemente
chamada de categorial (ou categdrica).

Defini¢do A1.8. Um objeto A ¢ final numa categoria C se, para todo objeto
B dessa categoria, existe um nico morfismo f tal que f : B — A. Notacio:
1.

O conceito de objeto final é dual a0 de objeto inicial. Um objeto final
L é tnico a menos de isomorfismo. Em Set, o objeto final é um conjunto
unitario {*} qualquer.

Definicao Al1.9. Um produto numa categoria  de uma familia finita de
objetos {Ay, ..., A}, se existir, é um objeto [T, A; associado a um n-upla de
morfismos 7; : [T, Ai = A4; (j = 1,...,n), cada qual chamado de projecdo
j-ésima, de tal maneira que, para todo objeto B junto a uma n-upla de
morfismos da forma f; : B — A; (i = 1,...,n), haverd um tnico morfismo

(fis s fu) : B = [T2; As para o qual m; 0 (fi,., fo) = f; (i = 1,...,n).

(fl s"ﬂk TfJ

B

Em Set, o produto nada mais é do que o produto cartesiano.

Definicao A1.10. O produto numa categoria C de uma familia finita de
morfismos {fi : Ay ~ By, .., fn 1 A, — B,}, se existir, é um morfismo

[Tiei fi @ Tliei A — TTo, B: dado por (fy o m4,,..., fa © ma,), conforme
notagao estabelecida na Definicgo Al.9.
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O produto (de objetos ou de morfismos) é uma propriedade categorial.
Mas, para sermos precisos, estamos escolhendo uma realizacio especifica que
chamaremos de produto canénico. Por exemplo, os produtos A x Be B x A
entre 0s objetos A e B sio isomorfos, mas devemos selecionar apenas um
deles para representar o produto (canénico) entre A e B.

Definicao Al1.11. Um equalizador em C de um par de morfismos paralelos
f:9: A= B éum morfismoe: F — Atalque foe=goe e para todo
morfismo h : C — A que satisfaz f o h = go h, existe um dnico k: C — E
paraoqualeck = h.

Novamente, o equalizador é uma propriedade categorial. Ademais, todo
equalizador é um monomorfismo.

Entendemos por diagrama em C um par (O, M), sendo @ uma colegio de
objetos e M uma colegdo de morfismos entre os objetos de . Intuitivamente,
um diagrama é uma subcategoria de C imaginada de maneira grifica. Um
cone em um diagrama é um objeto A junto com um morfismo fz: A — B
para cada objeto B do diagrama, de tal maneira que, para todo morfismo
em M da forma g: By — By, go fg, = fg,.

B, ~1-B,
fk Tfsz
A

Defini¢do Al1.12. Um limite do diagrama (O, M) é um cone {fp : A —
B}peo com a seguinte propriedade: para todo cone da forma {fp : A —
B}peo, existe um tdnico morfismo f : A' — A tal que fgo f = f} para todo
objeto B do diagrama.

Al......f.....;.A

N

B
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Dizemos que um limite, quando existe, possui a propriedade universal em
um diagrama. Todo limite é, também, uma propriedade categorial. Exem-
plos de limite sdo o objeto final (limite do diagrama vazio), o produto (limite
e de um diagrama sem morfismos) e o equalizador (limite de um par de mor-
fismos paralelos).

Definigio A1.13. Um pullback ¢ um limite do diagrama A & € & B, isto
é, um par de morfismos A £ph B que satisfaz as seguintes condigdes:

(i) gof'=fog

(ii) para todo par de morfismos A LESB que cumpre gok = f ok,
existe um tnico morfismo ! : E — D tal que k = f'ol e h = g'ol.

Em Set, o pullbackde f : A— Ceg: B — C éoconjunto D = {(z,y) €
Ax B: f{z) = g(y)} junto com as projegdes f'(r,y) =y e ¢'(z,y) = z.

O puliback de A — C + B é muitas vezes denotado por 4 x B e chama-
do de produto de A e B sobre C.

Definicdo A1.14. Uma categoria C é completa se todo diagrama em C tem
um limite em C.

Um diagrama finito é aquele que tem um mimero finito de objetos e um
ndmero finito de morfismos entre esses objetos.

Definiggdo A1.15. Um categoria C ¢ finitamente completa ou cartesiana se
todo diagrama finito em C tem um limite em C.

E possivel demonstrar que, se C tem objeto final e pullback para cada par
de morfismo de comum contradominio, entdo C é finitamente completa.
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Definigdo A1.16. Uma categoria C tem ezponenciacio se:

(i) tem produto entre quaisquer dois objetos;

(ii) para todo par de objetos A e B, h4 um objeto B4 e um morfismo
ev : BA x A — B, chamado de avaliagdo, tais que, para todo objeto C
e morfismo g : C' x A — B, existe um tnico § : ¢ — B4 para o qual
evo (§ xidy) =g.

BAX A—=B
§><id,4r f
Cx A

Em Set, B4 = {f : f é uma fungiode Aem Bl eev: BAXx A — B ¢
dada por ev(f,z) = f(x).

Definicao A1.17. Uma categoria cartesiana fechada é uma categoria carte-
siana com exponenciacio.

Propriedades de uma categoria cartesiana fechada:

(a) 0 = 0 x A para todo objeto A;

(b) se existe um morfismo A — 0, A ~ 0;

(c) se 0 ~ 1, a categoria é degeneruda, isto é, todos os seus objetos sio
isomorfos;

(d) 0 — A é sempre um monomorfismo;

(e) Al ~ A;

(f) A% ~ 1;

(g) 14 ~ 1.

Definicao Al.18. Seja C uma categoria com objeto final . Um classifi-
cador de subobjetos para C é um objeto 2 junto com morfismo T : 1 — Q
que satisfaz o seguinte:

[©2-Ax] para todo monomorfismo f : A < D, existe um tnico morfismo

x;:D—Qtalque T « AL D éum pullback de 1 —1s Q0 & D,
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Em Set, o classificador de subjetos usual associa a cada A C D a funcio
caracteristica x4 : D — {0,1}.

Um classificador de subobjetos, quando existe numa categoria, é tnico a
menos de isomorfismo.

Definigdo A1.19. Um topos elementar — ou simplesmente topos — é uma
categoria cartesiana fechada com classificador de subobjetos.

Um topos elementar é uma categoria de conjuntos generalizados. Exem-
plos de topos sdo Set (conjuntos) e pSh(Q2) (pré-feixes sobre uma lgebra de
Heyting completa 2).

Definicdo A1.20. Se C e D sdo categorias, um funtor covariante — ou
simplesmente funtor — de C em D é uma funcio F : ¢ = D que atribui:

(i) a cada objeto A de C um objeto F(A) em D;

(ii) a cada morfismo f : A — B em € um morfismo F(f) : F(A) — F(B)
em D de tal maneira que:

(ii.i) F(ida) = idp(4) para todo objeto A de C;

(iLil) F(go f) = F(g) o F(f) para toda composicio f o g definida em C.

Um funtor é uma transformagéo de uma categoria em outra que preserva
dominios, contradominios, identidades e composigdes. O funtor identidade
ide : C — C, por exemplo, transforma a categoria € nela mesma.

Definigao A1.21. Um funtor contravariante F : C — D é uma funcio que
satisfaz o item (i) da Definicdo A1.20 e ainda:

(i") atribui a cada morfismo f : A — B em C um morfismo F(f) :
F(B) — F(A) de tal maneira que:
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(iL.i"} F(ida) = tdpea) para todo objeto A de C, como antes;
(iLil") F(go f) = F(f) o F(g) para toda composicdo go f definida em C.

Defini¢do A1.22. Se F,G : C =3 D sdo dois funtores paralelos, uma trans-
formagéo natural n : F — G é uma familia de morfismos {5, : F(4) —

G(A)}acosjicy em D, chamados de componentes de 7, tal que, para cada
morfismo f: A— Bem C, g 0 F(f) = G(f) o na.

F(A) 25~ G(A)
F(f}l G(f)

Definicio A1.23. O funtor F' : C — D é um adjunto ¢ esquerda para o
funtor G : D — C (ou, equivalentemente, G' é um adjunto & direita para F )
se ha transformacdes naturais 9 : id¢ — GoF ecec : FoG — idp cujas
componentes satisfazem:

(i) para todo morfismo da forma g : A — G(B) em € (B um objeto
qualquer de D), existe um dnico morfismo f : F(4) — B em D tal que

G(f)ons = g;

A2 G(F(A))
e
G(B)

(i) para todo morfismo da forma f : F(A) — B em D (A um objeto
qualquer de C), existe um Wnico morfismo g : A — G(B) em D tal que
epoF(g)=f.

F(G(B)) =2~ B
F(Q)T f
F(A)

Notagdo: F4Gou G+ F.
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Apéndice 2

Definicoes Basicas em
Topologia e Algebra de
Reticulados

Listamos neste apéndice algumas defini¢Ses basicas de topologia e 4lgebra de
reticulados que podem servir de consulta durante a leitura do texto. Leitores
que queiram se aprofundar podem consultar [§] e [10].

A2.1 Espacos Topoldgicos

Definigdo A2.1.1. Um espago topoldgico é um par (X, (X)), em que X é
um conjunto e {3(X), denominado conjunto dos abertos ou topologia de X, é
um subconjunto de P(X) que satisfaz, para todo u,v C X e § C P(X):

(i) 0,X € Q(X);

(ii) se u,v € Q(X), entdo uNwv € Q(X);

(iii) se S C Q(X), entdo |JS € Q(X).

Definicao A2.1.2. ij conjunto ¢ fechado numa topologia se é complemen-
tar de um aberto.

A familia dos fechados I'(X') de um espago topolégico X satisfaz condicdes
duais as da Definicio A2.1.1:

(7) 6, X € D(X);

(ii’) se u,v € I'(X), entdo v Uv € I'(X);
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(iii’) se § C I'(X), entdo (S € T'(X).

Definicao A2.1.3. O interior de Y € P(X) é a unido de todos os abertos
contidos em Y, isto é, Y° := | {u e X} : v C Y}.

Y° € o maior aberto contido em Y, ou seja, Y° C VY e, se u é um aberto
contido em Y, u C Y°. Outras propriedades do interior séo (Y, Z € P(X)):

(a) Y ={re X :existeue QX) tal quez € u C Y};

(b)Y e X)sseY° =Y,

(¢ YNZy=Y°Nnz.

Definicdo A2.1.4. O fecho de ¥ € P(X) é a unido de todos os aber-

tos de interseccdo ndo-vazia com Y, isto é, ¥ := {z € X : paratodou €
Q(X),sez € u,entdo uNY # 0}.

O conceito de fecho é dual ao de interior, isto , Y é o menor fechado que
contém Y.

Definicao A2.1.5. Y é uma vizinhancade z € X sez € Y°.

Y é um aberto sse, para todo y € Y/, existe uma vizinhanga aberta u, de
ytal queu, CY.

Definicdo A2.1.6. Uma cobertura aberta de u € Q(X) é qualquer conjunto
{ustier € Q(X) para o qual u = {J;.; u;.

Definicao A2.1.7. Seja Y € P(X). O subespago topoldgico gerado por YV
em X € o par (Y,Q(Y)), em que Y) :={un¥ :u e QX)}.

Todo subespago topoldgico é também um espago topoldgico.
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A2.2 Algebra de Reticulados

Definigdo A2.2.1. Uma relagio bindria B € X2 é uma ordem {parcial) em
X se, para todo z,y,z € X:

(i) zRz (reflexiva);

(ii) se zRy e yRz, entdo z = y (anti-simétrica);

(i) se zRy e yRz, entdo xRz (transitiva).

Dizemos que o conjunto X é parcialmente ordenado por R.

O conjunto P(X) € parcialmente ordenado por C e uma topologia Q(X)
é parcialmente ordenada também por C.

Definicio A2.2.2. Uma ordem R em X é total ou linear se, para quaisquer
z,y € X, zRy ou yRx.

Daqui em diante, representaremos uma ordem R em X por <x {ou sim-
plesmente <).

Definicdo A2.2.3. Um elemento z de X é um limitante superior (inferior)
de Y C X se,paratodoy €Y,y <z (z <y, respectivamente).

Definicao A2.2.4. z; é supremo de Y, indicado por VY, se é limitante
superior de Y e, para todo limitante superior z de Y, 24 < z.

Definicdo A2.2.5. zy é nfimo de Y, indicado por AY, se é limitante
inferior de Y e, para todo limitante inferior z de ¥, z < z.

Demonstra-se que o supremo de um conjunto, se existir, é tinico. O mes-
mo vale para o infimo.

O supremo de um conjunto S € P(X) é a unido {J S, enquanto que o
infimo € a intersecgdo []S. Numa topologia 2(X), o supremo de um con-
junto S C Q(X) ¢V S =S eoinfimoé AS = ([15)°. E numa familia de
fechados I'(X), o supremo de S C I'(X) é [JS e o infimo é N S.
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Definicao A2.2.6. yp € o mdzimo (minimo) de Y, denotado por maz Y
(min Y'), se é limitante superior (inferior} de Y e gy € Y.

Todo méximo (minimo) é, evidentemente, supremo (infimo).
Dados z,y € X. Usaremos a seguinte notacao:

(i) z vy = V{z,y} (se este existir);

(i) z Ay == A{z, y} (se este existir).

Por definicio, as operagbes V e A sdo comutativas e associativas.

Defini¢do A2.2.7. Um conjunto parcialmente ordenado (L, <} é um reti-
culado se, para todo z,y € L, x V y e 2 A y existem e pertencem a L.

De maneira mais geral, (L, <) é um semi-reticulado superior (inferior)
se £ Vy (z A y) existir e pertencer a L.

Definicao A2.2.8. Um reticulado L é completo se, para todo S C L, o
supremo \/ S existe.

Como AS = \/{z € L : z ¢ limitante inferior de S}, o infimo também
existird, para todo S, num reticulado completo.

Definicao A2.2.9. Um reticulado L é distributivo se, para todo z,y,2 € L:

HJaAyvz)=(zAy)V(zAz)
fi)zvVynz)={zVyAlzVz).

Defini¢do A2.2.10. Um reticulado L tem zero {um) se existe o min L
(maz L). Nesse caso, ele serd denotado por 0 (1, respectivamente).

Num reticulado L com zero, se z € L, zA0=0ezV 0 =z E num
reticulado comum, zAl=zezV1=1.

Se L for completo, sempre haverd o 0=\/Leol= A L.
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Os conjuntos ordenados (P(X), C) e (X)), C) so reticulados completos
e distributivos com 0 e 1.

Definigao A2.2.11. Seja L um reticulado com 0 e z € L. O pseudocomple-
mento de z ¢ definido por —z :=maz{y € L : z Ay = 0}, se este existir. Um
reticulado ¢ pseudocomplementado se todo x € L tem pseudocomplemento.

Se L tiver 1, =1 = 0 e =0 = 1. QOutras propriedades do pseudocomple-
mento sdo (z,y € L):

(8) z < -

{b) =z =1 implica z = 0;

(¢) z < y implica =~y < —z;

(d) ~(zVy)=—-z A=y

(e) =z V-y < =(zAy);
(f

R
Em (P(X),C), "A=X — A e, em (X)), C), —u = (X - u)°.

Definicao A2.2.12. Sejam L um reticuladocom O elez € L. Um elemento
y € L é complemento de z em LsezAy=0ezVy = 1. L é complementado
se todo z € L tem um complemento.

Demonstra-se que o complemento de um elemento z ¢ tinico. Além disso,
todo complemento é um pseudocomplemento.

G reticulade (P(X), C) é complementado pois, para todo A € P(X),
(X — A) e P(X).

Definicdo A2.2.13. Uma dlgebra de Boole é um reticulado distributivo e
complementado.

Algumas propriedades de uma dlgebra de Boole B (z,y € B):
(a) z = ~v—z;

(b) z < y sse ~y < -z

(¢) ~(zVy) =~z Ay

(d) ~(z Ay) =z V -y
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O reticulado (P(X), C) é uma algebra de Boole completa (cBa).

Defini¢do A2.2.14. Sejam L um reticulado e z,y € L. A implicacdo z — v,
se existir, € o elemento z — y 1= maz{z € L : zAz < y}. L tem implicacdo
quando, para todo z,y € L, existe  — v.

Definicdo A2.2.15. Uma dlgebra de Heyting é um reticulado distributivo
com 0 e implicacéo.

Uma 4lgebra de Heyting H é sempre pseudocomplementada, pois —~z =
x — 0 para todo z € H. Portanto, H tem 1, que ¢ o pseudocomplemento de
0. Outras propriedades de H sdo (z,y,z € H):

(a) z<yssex —y=1,

(b)zA(z—y) <y

(c)y<zimplicaz wy<z—zez—z<y—

(d)~zvy<z—y;

(&)1 —z=uz;

fHlz—y<~y—x.

O reticulado (Q(X), €} é uma dlgebra de Heyting completa (cHa) pois,
para todo u,v € Q(X), u = v = V{w e QX)) :unw C v} = (X —u)Uv)°.

Observemos também que toda dlgebra de Boole é uma dlgebra de Heyt-
ing, ja que em B podemos definir z — y 1= -z V y.

Definicao A2.2.16. Seja L um reticulado distributivo com 0 e 1. Um
conjunto ndo-vazio I C L € um ideal se, para todo z,y € L:

(i) z,y € [ implicazVye I

(liysezeley<z,yel

Se z € L, chamamos o conjunto z% = {y € L : y < z} de ideal gerado
por = em L.
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