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Resumo

Neste trabalho, abordamos o Teorema de Frege sob uma perspectiva técnica. Primeira-
mente, propomos uma caracterizacdo geral de linguagens de segunda ordem que sejam ade-
quadas para formalizar quaisquer feorias fregeanas — teorias que resultam da introducdo de
um ou mais principios de abstragdo a um sistema dedutivo de l6gica de segunda ordem; for-
necemos uma semantica e um sistema dedutivo para essas linguagens e elaboramos alguns re-
sultados metatedricos acerca desse sistema. Em segundo lugar, apresentamos uma exposi¢ao
detalhada da prova do Teorema de Frege, enunciado como uma relacdo entre a Aritmética de
Frege e a Aritmética de Dedekind-Peano. Por fim, provamos a equiconsisténcia entre essas

teorias e a Aritmética de Peano de Segunda Ordem.

Palavras-chave: Principio de Abstracdo, Principio de Hume, Aritmética de Frege, Teorema

de Frege
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Abstract

In this work, we discuss Frege’s Theorem under a technical perspective. First, we propose
a general caracterization of second-order languages suitable to formalize all Fregean theories
— theories that result from the introduction of one or more abstraction principles to a deductive
system of second-order logic; we also furnish a semantics and a deductive system for these
languages and establish a few metatheorical results about the system. Second, we present a
detailed proof of Frege’s Theorem, formulated as a relation between Frege’s Arithmetic and
Dedekind-Peano Arithemtic. Finally, we prove the equiconsistency between these theories

and Peano Second-Order Arithmetic.

Keywords: Abstraction Principle, Hume’s Principle, Frege’s Arithmetic, Frege’s Theorem
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Introducao

Durante grande parte de sua carreira, Gottlob Frege sustentou a chamada fese logicista em
filosofia da matemaética, enunciada em seu Die Grundlagen der Arithmetik (1884) como a tese
de que as verdades da aritmética elementar e da andlise real sdo analiticas, no sentido de que
elas poderiam ser provadas unicamente a partir de leis 16gicas gerais e defini¢cOes apropriadas.
Com o intuito de demonstrar o logicismo nessa formulacdo particular, Frege empreendeu uma
tentativa de derivar os axiomas dessas teorias matematicas no sistema formal apresentado em
seu Grundgesetze der Arithmetik (vol. 1, 1893; vol. II, 1903), elaborado a partir do sistema
prévio do Begriffsschrift (1879) e que, salvo muitas especificidades, consistia em um sistema
de logica de segunda ordem (LSO) suplementado por um axioma destinado a regulamentar
o comportamento do que Frege denominou percursos de valores de fungoes. Esse axioma, a
Lei Bdsica V, e o sistema como um todo mostraram-se, contudo, inconsistentes por ocasiao
da descoberta do paradoxo de Russell, comunicado a Frege por Bertrand Russell em junho
de 1902, quando o segundo volume do Grundgesetze ainda estava no prelo. Ao reconhecer
imediatamente a inconsisténcia de seu sistema, Frege adicionou um apéndice ao novo volume
no qual ele creditava a sua descoberta a Russell e expunha a derivagido formal do paradoxo.
Ap6s ensaiar algumas solugdes mal-sucedidas para reparar a Lei Bésica V, ele abandonou de
uma vez por todas a tese logicista, por volta de 1906.

Embora o sistema do Grundgesetze (Gg) seja inconsistente, os desenvolvimentos formais
elaborados por Frege no livro contém um resultado de ordem técnica que adquiriu grande
relevancia filoséfica a partir da segunda métade do século passado, o qual passou a ser poste-

riormente denominado Teorema de Frege. Em uma formulacdo contemporanea, esse teorema



estabelece que os axiomas de Dedekind-Peano para a aritmética elementar podem ser deri-
vados em um sistema dedutivo de LSO suplementado por um tnico axioma (ndo 16gico) que
governa as condi¢des de identidade entre numeros cardinais de conceitos, hoje amplamente

conhecido como Principio de Hume (PH):
Para todos os conceitos F e G,
o niimero de F's é igual ao niimero de Gs se e somente se F' é equinumérico a G

Formalmente,

VFYG(#F =#G < F ~ G)

em que # € um simbolo de fun¢do, denominado operador de cardinalidade, que se aplica a
variaveis de segunda ordem undrias, resultando termos individuais; e a formula F' ~ G expressa
a relacdo, definivel em termos do vocabulario 16gico da LSO, entre F e G quando existe uma
correlagdo um a um entre os F's e os Gs — por ora, a relacdo de equinumericidade pode ser
entendida como relacdo entre F' e G quando existe uma fung¢do injetiva que correlaciona os
objetos que sdo F aos objetos que sdo G.

O Teorema de Frege ja havia sido informalmente formulado nas se¢des 70-83 do Capitulo
4 do Grundlagen (Gl), no qual Frege apresenta um programa a ser tecnicamente desenvolvido
posteriormente (no sistema do Grundgesetze) € cuja execucao estava destinada a estabelecer
a tese logicista para o caso particular da aritmética dos nimeros naturais. Nessas secoes,
Frege apresenta um esboco detalhado de como os axiomas de Dedekind-Peano poderiam ser
provados a partir do Principio de Hume, sem fazer uso da Lei Bésica V1. Embora estivesse

presente no Grundlagen e no Grundgesetze, no entanto, o teorema somente foi explicitamente

'Em GI, §68 Frege define o nimero cardinal de um conceito F explicitamente como a extensio do conceito
de segunda ordem ‘conceito equinumérico a F’ e, ao que tudo indica, faz um apelo ticito a uma versao da Lei
Bésica V para provar PH a partir dessa defini¢do (em G, §73). Com o Principio de Hume em mios, ele utiliza-o
para provar os axiomas de Dedekind-Peano, sem mais recorrer a extensdes de conceitos. Esse ponto foi apontado

pela primeira vez por Charles Parsons em [29] e, posteriormente, elaborado por Boolos em [4].

2



reconhecido pela tradicao filosofica no final do século passado: em 1983, Crispin Wright [40]
apresentou um desenvolvimento semiformal das provas desses axiomas em uma teoria de
segunda ordem em que PH figura como o unico axioma nao légico — denominada posterior-
mente Aritmética de Frege (AF)? — e tentou reproduzir sem sucesso a deriva¢io do paradoxo
de Russell nessa teoria, conjecturando que ela seria, de fato, uma teoria consistente. A con-
jectura de Wright foi entdo confirmada pouco tempo depois: em 1984, John Burgess [10]
formulou uma prova modelo-tedrica da Aritmética de Frege; e, em 1986, George Boolos [3]
formulou uma prova de consisténcia em relacdo a uma versao de segunda ordem da Aritmética

de Peano.

A redescoberta do Teorema de Frege e as provas de consisténcia da teoria hom6nima moti-
varam o surgimento de uma proposta de reabilitacao do logicismo fregeano, na qual Bob Hale
e Crispin Wright reivindicam que, para além de um resultado meramente técnico, ele desem-
penha um papel central na explicagdo da natureza a priori de nosso conhecimento aritmético:
segundo eles, o teorema demonstra que os axiomas Dedekind-Peano e os teoremas que deles
se seguem sao analiticos, na medida em que eles podem ser provados na légica de segunda
ordem com base em um principio, PH, que define implicitamente o conceito de nimero cardi-
nal. No ensaio ‘On the Philosophical Significance of Frege’s Theorem’, por exemplo, Wright

afirma:

(...) O Teorema de Frege ird (. . .) garantir a verdade do seguinte: que as leis fundamentais
da aritmética podem ser derivadas em um sistema de 16gica de segunda ordem aumentado
por um principio [PH] cujo papel € explicar, sendo exatamente definir, a nocdo geral de
identidade entre nimeros cardinais (... ); € que essa explicagdo procede em termos de uma

nogao [a relagdo de equinumericidade entre conceitos] que pode ser definida em termos

20 nome ‘Aritmética de Frege’ foi cunhado por Boolos em [4]; e 0 nome ‘Teorema de Frege’, cunhado em
[5], p- 209. Boolos também cunhou o nome ‘Principio de Hume’ em [4], p. 186, devido ao fato de Frege
creditar o principio ao fil6sofo escocé€s David Hume ao enuncia-lo em G, §63, citando a seguinte passagem de
A Treatise of Human Nature (Livro I, Parte III, Secdo I, §5): “When two numbers are so combin’d, as that the

one has always a unite answering to every unite of the other, we pronounce them equal.”.



dos conceitos da légica de segunda ordem. Se esse principio explanatério, juntamente
com ‘defini¢des implicitas’ em geral, pode ser considerado como analitico, entdo isso

deve ser suficiente ao menos para demonstrar a analiticidade da aritmética. ([41], p. 279)

Grande parte dos esforcos de Hale e Wright para defender o logicismo aritmético neo-
fregeano foi direcionada no sentido de fornecer uma elaborag¢do da nocao de definicdo impli-
cita mencionada na passagem acima que, por um lado, acomode o Principio de Hume e
que, por outro, a descreva como um procedimento definicional que ndao envolva pressupos-
tos epistemoldgicos significativos, de modo que defini¢des implicitas pudessem ser adequa-
damente caracterizadas como verdades analiticas: sob o pressuposto de que a analiticidade
¢ transmissivel através da relagdo de consequéncia logica e sob a tese, sustentada pelos neo-
fregeanos, de que a relacao de consequéncia logica de segunda ordem €, de fato, uma relagao
de consequéncia logica, o Teorema de Frege e a caracterizagdo de PH como uma definicao
implicita implicam na analiticidade dos axiomas de Dedekind-Peano e, a fortiori, na analiti-

cidade de todos os teoremas aritméticos que deles se seguem. Esquematicamente:

(P1) Teorema de Frege
(P2) PH é uma defini¢do implicita do conceito de nimero cardinal e, portanto, uma verdade analitica.

(P3.1) A analiticidade é transmissivel através da relacdo de consequéncia logica.

(P3.2) A relacdo de consequéncia logica de segunda ordem é uma relagdo de consequéncia

logica.
(P3) A analiticidade é transmissivel através da relacao de consequéncia légica de segunda ordem.

(C) Os axiomas de Dedekind-Peano sdao verdades analiticas.

(C?) Todos os teoremas aritméticos sdo verdades analiticas.

Embora o logicismo neo-fregeano tenha sido originalmente formulado para o caso par-

ticular da aritmética elementar ou teoria dos nimeros naturais, Hale e Wright propuseram
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uma extensdao programdtica de suas teses para outras teorias matemdticas: o programa lo-
gicista neo-fregeano em filosofia da matematica prevé a fundamentacdo de demais teorias
matematicas em principios que compartilham a mesma forma que PH e que, assim como PH,

estdo destinados a definir implicitamente os conceitos fundamentais dessas teorias:

Frege acreditou, ao menos durante a maior parte de sua carreira, que as leis fundamentais
da aritmética elementar — a teoria dos nimeros naturais (cardinais finitos) — e da analise
real sdo analiticas, no sentido explicado no Grundlagen §3 — ou seja, que elas poderiam
ser provadas com base em leis 16gicas gerais, juntamente com definicdes adequadas. Uma
vez que sua defesa dessa tese dependia de se considerar que essas teorias concerniam um
dominio de objetos que independentemente existentes (...) — os ndmeros cardinais fini-
tos e os nimeros reais — sua posi¢cao consistia em uma versao Platonista de logicismo. O
[neo-fregeanismo] sustenta que ele estava substancialmente certo nessas duas componen-
tes de sua filosofia, mas mantém uma visdo mais otimista do que Frege de explicacdes
contextuais de conceitos matemadticos fundamentais — tais como os conceitos de nimero
cardinal e niimero real — mediante [principios] hoje amplamente denominados principios

de abstragdo. ([23], p. 166-167)

Os principios de abstracdo mencionados acima sao féormulas da forma

VavVB(@a = @B < a Equiv B)

em que & e 3 sdo varidaveis do mesmo tipo, @ é um simbolo de funcéo que se aplica a termos
da mesma categoria sintdtica que essas varidveis para formar termos individuais; e Equiv é
um simbolo de predicado binario destinado a denotar uma relagdo de equivaléncia entre os
itens no campo de variagdo de o e . O programa neo-fregeano de Hale e Wright propde,
portanto, que alguns desses principios consistem em defini¢cdes implicitas ou explicagdes con-
textuais de conceitos fundamentais de teorias matemaéticas; e que algumas teorias formais — a
serem denominadas teorias fregeanas nesta dissertacdo — resultantes da introdu¢ao de um ou

mais principios de abstragdo a um sistema dedutivo de LSO sdo adequadas para fornecer uma



fundamentagdo logicista de teorias matematicas relevantes, no sentido de que elas sdo sufi-
cientes para permitir derivar os axiomas dessas teorias com base em defini¢cdes logicamente
corretas, estabelecendo a analiticidade desses axiomas e dos teoremas que deles se seguem
(o argumento, em cada caso, sendo essencialmente 0 mesmo que o argumento a favor da
analiticidade da aritmética elementar esquematizado acima)?.

Com o intuito de executar esse programa, Hale, Wright e outros adeptos do logicismo
neo-fregeano passaram a apresentar e discutir propostas concretas de fundamentacdes neo-
fregeanas de outras duas teorias matematicas, a saber, a teoria de conjuntos e a andlise real:
em [41], por exemplo, Wright considera a possilidade de fornecer um fundamentacdo neo-
fregeana baseada em um principio de abstracdo proposto por Boolos em [3] como uma al-
ternativa para reparar a Lei Bésica V, denominado New V#; e em [21], Hale propde uma
fundamentagdo da andlise em uma teoria fregeana que estende AF mediante a introdugao de
trés principios de abstracdo adicionais, destinados a definir implicitamente os conceitos de

niimero inteiro, niimero racional e niimero real, respectivamente.

Desde a sua proposi¢ao inicial em [40], o programa logicista neo-fregeano de Hale e

30Obviamente, nem todos os principios de abstracio podem ser considerados como defini¢des implicitas pelos
neo-fregeanos, uma vez que alguns deles sdo incompativeis entre si ou resultam teorias inconsistentes quando

introduzidos em um sistema dedutivo de LSO — a exemplo da seguinte versao simplificada da Lei Basica V:

VFVYG(eF = €G < Vx(Fx < Gx))

(em que €F denota a extensdo do conceito F) a partir da qual o paradoxo de Russell é facilmente derivado na
l6gica de segunda ordem. O expediente de fornecer uma distingdo bem motivada dos principios de abstracdo
adequados para definir implicitamente conceitos matematicos relevantes dos principios que ndo servem para
esse proprosito € uma componente importante da agenda filoséfica neo-fregeana e esta relacionado a chamada
objecdo da md companhia, uma das obje¢des mais contundentes apresentadas contra o programa (para uma

apresentacdo das diversas versdes dessa objecdo, ver [41]).
“Essa proposta foi, contudo, recusada posteriormente devido ao fato de a teoria fregeana baseada em New

V ser insuficiente para provar todos os axiomas da teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel e, principalmente,
devido ao fato de esse principio ndo satisfazer um dos critérios impostos por Wright para delimitar os principios

de abstracdo aceitdveis do ponto de vista neo-fregeano (ver nota 3).



Wright passou a fazer parte do debate contemporaneo em filosofia da matematica, envolvendo
uma série de discussdes acerca do status epistemoldgico do Principio de Hume e do status
epistemologico dos principios de abstracdo e de defini¢des implicitas, em geral — e também
acerca da questdo de saber se a 16gica de segunda ordem deve ou ndo ser apropriadamente
considerada como ldgica. Esses debates despertaram o interesse pelo Teorema de Frege em
alguns autores orientados para os problemas dessa disciplina: muitos trabalhos formais — mas
na maior parte dos casos com alguma motivagao filoséfica — foram publicados sobre o tema
no decorrer das décadas de 1980, 1990 e no inicio dos anos 2000, os quais trouxeram novos
e importantes elementos para a avaliacdo das teses propostas pelos neo-fregeanos. Embora
amplamente investigado, entretanto, nenhuma exposi¢do inteiramente detalhada do teorema
pode ser até hoje encontrada na literatura; muito provavelmente, porque as ateng¢des daqueles
autores estiveram, em grande medida, voltadas para questdes histdricas e conceituais ou para
resultados técnicos mais avancados. Assim, nosso principal objetivo nesta dissertacao é apre-
sentar uma exposi¢ao autocontida e inteiramente sistematica do Teorema de Frege como um
resultado técnico em légica matematica. Nesse sentido, nos colocamos na posi¢do do leitor
mencionado por Wright no inicio da se¢ao final de [40] (secdo xix), na qual ele apresenta, pela
primeira vez apos Frege, a derivacao dos axiomas de Dedekind-Peano a partir do Principio de

Hume:

O propésito dessa secdo final € esbocar como uma l6gica de segunda ordem apropriada,
suplementada por [PH] como um postulado, pode resultar provas dos cinco axiomas de
[Dedekind-Peano]. Nao tentarei estabelecer aqui a sintaxe ou a teoria da prova do tipo
relevante de légica; nem, a fortiori, oferecei derivacdes rigorosas e plenamente desen-
volvidas dos axiomas de [Dedekind-Peano]. Meu propdsito é meramente colocar carne
suficiente nos ossos delineados por Frege nas se¢des 70—83 do Grundlagen de maneira a
possibilitar ao leitor seguir mais facilmente e apreciar o brilhantismo da prépria visio de

Frege; e a possibilitar que ele resconstrua provas adequadas em detalhe, se desejar.

No Capitulo 1, argumentaremos que a légica de segunda ordem, tal como usualmente
apresentada em livros-texto de 16gica matematica, € inapropriada para formalizar a linguagem

Aritmética de Frege e, em geral, para formalizar as linguagens de quaisquer teorias fregeanas.
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A partir desse diagndstico, ensaiaremos entdo uma caracterizagdo geral de linguagens que
sejam adequadas para esse proposito, fornecendo, em seguida, uma semantica e um sistema
dedutivo para essas linguagens. Também definiremos uma série de conceitos metatedricos e
provaremos alguns metateoremas que permitirao relacionar a Aritmética de Frege com outras
teorias de segunda ordem, os quais serdo utilizados para formular precisamente o Teorema de
Frege.

No Capitulo 2, apresentaremos uma prova detalhada do Teorema de Frege como relagdo
entre a Aritmética de Frege e uma teoria de segunda ordem que formaliza os axiomas de
Dedekind-Peano, a Aritmética de Dedekind-Peano. Com intuito de evidenciar que, mesmo
quando desenvolvido em um sistema formal com profundas diferencas técnicas e conceituais
em relacdo aos sistemas fregeanos, o teorema ainda assim pode ser justificadamente creditado
a Frege, indicaremos, no decorrer do capitulo, as se¢cdes do Grundlagen onde as defini¢des e
teoremas em questao foram enunciados.

No Capitulo 3, trataremos do tema da consisténcia da Aritmética de Frege: apresentaremos
a prova, devida a Boolos, da consisténcia de AF em relagdo a (a consisténcia da) Aritmética de
Peano de Segunda Ordem e utilizaremos esse resultado e o Teorema de Frege para estabelecer
a equiconsisténcia entre AF, a Aritmética de Dedekind-Peano e a Aritrmética de Peano de

Segunda Ordem.



Capitulo 1

Logica de Segunda Ordem

Na Introducdo, enunciamos o Teorema de Frege como o resultado segundo o qual os
axiomas de Dedekind-Peano para a aritmética podem ser derivados na teoria formal resultante
da introducdo do Principio de Hume a um sistema dedutivo de l6gica de segunda ordem, a
qual, seguindo Boolos, denominamos Aritmética de Frege (AF). Essa formulagao do teorema
e suas variantes similares sdo comumente encontradas na literatura sobre o tema. Na entrada
da Stanford Encyclopedia of Philosophy sobre o Teorema de Frege, por exemplo, Edward

Zalta afirma:

O Teorema de Frege estabelece que os cinco axiomas de Dedekind-Peano para a
teoria dos nimeros podem ser derivados a partir do Principio de Hume na l6gica

de segunda ordem [43].!

Mas o que se entende, nessas formulacdes, por ‘logica de segunda ordem’? Ao que tudo in-
dica, os autores sdo unamimes em considerar que se trata da logica de segunda ordem padrao,
tal como caracterizada em livros-texto de 16gica matemdtica. Nessas caracterizagdes, grosso
modo, linguagens de segunda ordem sdo usualmente descritas como sendo obtidas a par-
tir de linguagens de primeira ordem pela introducao de varidveis para relacdes e, eventual-
mente, de varidveis para funcdes — denominadas varidveis de segunda ordem — e permitindo-

se a quantificacdo sobre elas, o que significa que linguagens de segunda ordem sdo tratadas

1Outras caracterizacgdes similares sdo encontradas em [6], [7], [9], [23], [41] e em [42].
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como extensdes de linguagens de primeira ordem apenas na medida em que incluem simbolos
logicos adicionais em seu vocabuldrio primitivo.

Apontamos que em virtude desse aspecto, entretanto, a 16gica de segunda ordem padrao é
inadequada para formalizar a Aritmética de Frege e, em particular, para formalizar o Principio

de Hume:

VFYG(#F =#G < F ~ G)

Como descrevemos na Introducido, #, o operador de cardinalidade, ¢ um simbolo de funcao
que se aplica a varidveis de segunda ordem undrias, resultando termos, i.€., resultando ex-
pressdes da mesma categoria sintatica de varidveis e constantes individuais, de modo que,
assim como Gx e x =Yy, G#F, #F =y e #F = #G sao tratadas como férmulas atdmicas da
linguagem da Aritmética de Frege. Mas seria possivel descrever precisamente tal comporta-
mento sintatico de # com os recursos envolvidos na caracterizacdo de linguagens de segunda
ordem padrdao? A resposta € ndo. Para constata-lo, considere-se a defini¢dao usual do conjunto

dos termos de uma linguagem de segunda ordem £ sem varidveis para funcdes?:
Definicao.
(i) Toda variavel individual é um termo de L.

(i1) Toda constante individual de £ € um termo de L.

(iii) Para n > 0, se f € um simbolo de funcdo n-ario e tq,...,t, sdo de termos de L, entdo

ft1...t, € um termo de L.
(iv) Nada mais é termo de £ (clausula de fechamento).
Essa definicao nao acomoda expressdes que, assim como #F, resultam da aplicacdo de um

simbolo de funcdo a varidveis de segunda ordem, pois, de acordo com a cldusula (iii), para

que esse fosse o caso, seria necessdrio que, além das varidveis individuais, as varidveis de

ZNesta dissertacio, ndo trabalharemos com linguagens que possuam varidveis (de segunda ordem) para

funcdes, embora o formalismo desenvolvido a seguir possa ser facilmente estendido para inclui-las.
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segunda ordem também estivessem incluidas no conjunto dos termos de £. Obviamente, a
defini¢do acima pode ser sempre extendida para cada caso particular, adicionando-se uma
nova cldusula especificamente formulada para contemplar expressdes daquele tipo; no caso

da Aritmética de Frege, adicionando-se a cldusula (iii’):

(iii”) Se F € uma varidvel de segunda ordem unéria, entdo #F € um termo da linguagem de

AF.

Essa é a maneira como o conjunto dos termos de AF ¢ comumente definido, mas, embora
tecnicamente correta, existem ao menos trés razdes pelas quais deveriamos evita-la e que
motivam a busca por uma formulagdo de uma definicao alternativa de linguagem de segunda
ordem que permita uma caracterizacdo direta da linguagem da Aritmética de Frege:

Em primeiro lugar, notamos que, no decorrer do desenvolvimento da prova do Teorema
de Frege em AF, introduzem-se simbolos definidos cujo comportamento também ndo pode
ser descrito com os mesmos recursos envolvidos na caracteriza¢do de linguagens de segunda
ordem padrdo. O exemplo mais imediato € o simbolo ~ para a relacdo de equinumericidade
na formula¢@o do Principio de Hume acima, o qual se aplica a varidveis de segunda ordem
undrias F e G, resultando férmulas atomicas da forma F ~ G. Nesse caso, a defini¢do das
féormulas atdmicas de uma linguagem de segunda ordem padrao como expressdes resultantes
da concatenagdo de uma variavel de segunda ordem ou de um simbolo de predicado n-ério a n
termos nao acomoda F' ~ G, pois, novamente, F' ¢ G nao sdo consideradas como termos dessa
linguagem. Assim, para incluir ' ~ G entre as férmulas de AF com o simbolo definido ~,
seria preciso estabelecer uma clausula adicional também na defini¢do conjunto das férmulas
da teoria. Exemplos como esse serdo recorrentes quando apresentarmos em detalhe a prova
do Teorema de Frege no préximo capitulo, o que evidencia que seria invidvel, de um ponto de
vista prético, adicionar, para cada simbolo definido de comportamento sintatico “irregular”,
uma nova clausula nas defini¢des de termo ou de formula.

A segunda razdo diz respeito a proposta neo-fregeana de fundamentar diferentes teorias
matematicas, além da propria aritmética elementar, em teorias fregeanas, i.€., teorias formais

que, como vimos, resultam da introducao de um (ou mais) principio de abstracao
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(P@)
VavVB(@o = @f < o Equiv B)

a um sistema dedutivo de 16gica de segunda ordem. Em P@, @ representa esquematicamente
qualquer operador que se aplique a varidveis o e f3, resultando termos, de modo que se o
e B sdo varidveis de segunda ordem (de mesma aridade), expressdes como F@o, @o =
xe @o = @f sdo formulas bem formadas da linguagem da teoria em questdo. Portanto,
as dificuldades apontadas acima nao incidem especificamente sobre a Aritmética de Frege,
mas também sobre as demais teorias formais desenvolvidas (ou a serem desenvolvidas) pelos
neo-fregeanos em seu programa fundacionista em filosofia da matemadtica. Dessa forma, é
certamente mais conveniente formular uma defini¢do uniforme das linguagens dessas teorias
do que defini-las, em cada caso particular, introduzindo-se clausulas adicionais.

A terceira e ultima razdo consiste no fato de que a definicdao particularizada acima da
linguagem da Aritmética de Frege dificulta consideralmente a formulagdo técnica de teore-
mas metatedricos que a relacionam com outras teorias. Ao enunciarem-se teoremas desse
tipo sobre, digamos, teorias K e K’, é desejavel que suas linguagens sejam fixadas dentro
do mesmo arcabougo e que ambas sejam definidas tendo-se por base um sistema dedutivo
comum (1.€., que elas compartilhem os mesmo axiomas e regras 16gicos). Esses desiderata
facilitam, por exemplo, a formulacdo de defini¢cdes precisas dos conceitos de sublinguagem,
extensdo, extensdo definicional, interpretacdo etc., utilizados para relacionar teorias distintas,
e a confecgao das provas de resultados envolvendo esses conceitos.

Em vista desse diagnostico, pretendemos, neste capitulo, formular uma definicao geral
de linguagem de segunda ordem que possibilite uma caracterizacdo direta da linguagem da
Aritmética de Frege e de outras teorias fregeanas. Nossa proposta consiste em apresentar
uma defini¢cdo recorrendo a tipos, o que permitird descrever uniformemente o comportamento
sintatico de #, ~ e de outros simbolos definidos utilizados na prova do Teorema de Frege. A
partir dessa definicdo, forneceremos entdo uma semantica e um sistema dedutivo apropriados
para essas linguagens: o sistema dedutivo apresentado servira para definirmos o conceito geral

de teoria de segunda ordem, com o qual caracterizaremos AF, e para estabelecermos as regras
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de inferéncia derivadas que serdo empregadas na prova do teorema; a semantica, por sua vez,
desempenhard um papel importante no Capitulo 3, quando abordarmos o tema da consisténcia
dessa teoria.

Por fim, alertamos o leitor que ndo intentamos, como nossas defini¢des, reproduzir a lin-
guagem e o sistema formais apresentados por Frege no Bregriffsshrift ou no Grundgesetze
der Arithmetik, utilizando, para isso, a notagcao légica moderna. Muito pelo contrario, nossas
caracterizacOes da linguagem de AF e do sistema dedutivo subjacente apresentam diferencas
fundamentais em relacdo as linguagens e sistemas formulados em ambos os livros. Uma
delas, por exemplo, diz respeito ao fato de tratarmos sentengas e termos como expressoes de
categorias sintaticas distintas, ao passo que no Grundgesetze, Frege considerava as expressoes
de ambos os tipos como nomes proprios de individuos ou objetos — sendo que sentengas se
distinguem dos demais termos por denotarem apenas os valores de verdade o verdadeiro e
o falso®. Em nossa proposta de formalizacdo, portanto, ndo estaremos concernidos com o0s
inimeros problemas interpretativos envolvidos na compreensdo das linguagens e sistemas

formais elaborados por Frege.

1.1 Sintaxe

Como notamos acima, a dificuldade em caracterizar, com base em uma definicao indu-
tiva, expressoes formadas pelo operador # como termos de uma linguagem de segunda ordem
padrao L deriva do fato de as varidveis de segunda ordem nao estarem inicialmente incluidas
no conjunto dos termos de £ (e, pela mesma razao, nao é possivel caracterizar expressdes da
forma F ~ G como formulas atdmicas). Esse diagndstico sugere que uma possivel alternativa
para evitarmos aquela dificuldade consistiria em generalizar a defini¢do de fermo para con-
templar essas varidveis. No entanto, ndo poderiamos simplesmente inclui-las no conjunto dos

termos de L, substituindo a cldusula (i) da defini¢do acima por:

(i’) Todas as varidveis de primeira e de segunda ordem sdo termos de L.

3Por essa razdo, a légica fregeana no Grundgesetze é algumas vezes denominada uma légica de termos.
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pois, nesse caso, além de #F,#G, . . ., incluiriamos também expressdes da forma #x, #y, ... ##x,
##y, ..., #F ##G, ..., #R #S,... entre os termos de L.

Alternativamente, nossa estratégia consiste em generalizar a defini¢do do conceito de
termo, estratificando-o, porém, em conjuntos de termos que possuam um determinado tipo,
de modo a identificar os termos da linguagem aos quais o operador de cardinalidade pode ou
ndo ser aplicado: atribuiremos tipos distintos as variaveis de primeira e de segunda ordem
— e também as varidveis de segunda ordem de diferentes aridades —, descrevendo # como
um simbolo de funcdo que se aplica unicamente a termos que possuam 0 mesmo tipo que as
varidveis de segunda ordem undrias e que resulta termos do mesmo tipo das varidveis indi-
viduais. Esse expediente permitird entdo incluir #F,#G,... entre os termos da linguagem e
excluir #x,#y,... . #R #S,... como expressoes mal formadas; e servird para descrever de ma-
neira similar o comportamento sintitico de simbolos de predicado como ~, Her, In, definidos
em AF no Capitulo 2.

Diferentemente das defini¢des usuais de linguagens tipadas (como em [11]), que atribuem
tipos a todas as expressoes bem formadas, incluindo-se as férmulas, em nossa caracteriza¢do
das linguagens de segunda ordem a serem consideradas nesta dissertacdo, restringiremos a
atribuicdo de tipos unicamente aos termos, definindo o conjunto das férmulas de maneira
similar a definicao correspondente na l6gica de primeira ordem. Para atribuir tipos aos termos
de uma linguagem L indutivamente, comegaremos por associar um unico tipo especifico a
cada simbolo ndo 16gico de L e a todas as varidveis. Os tipos associados as varidveis serao
mantidos fixos para todas as linguagens (por se tratarem de simbolos 16gicos); e os tipos
associados aos simbolos ndo légicos, bem como os préprios simbolos nao 16gicos, dependerao

das especificidades de cada linguagem particular®.

40 recurso a tipos para formalizar teorias fregeanas na 16gica de segunda ordem nos foi pela primeira vez
sugerido pela seguinte passagem de Boolos em [3] (p. 172), na qual ele comenta sobre a definicdo fregeana de

niimero cardinal no Grundlagen (Gl, §68):

The sophisticated definition of numbers as extensions of certain concepts of concepts and exten-
sive use of binary relations found in the Grundlagen are evidence that Frege was there committed

to the existence of objects of all finite types: “objects”, the items of the lowest type 0, and, for any
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Para os nossos propositos, serd suficiente considerar um tipo como 0 ou uma sequéncia fi-
hita nfio vazia de tipos — (0),{0,0),{0,0,0), ... {(0)), (0, (0)).{(0),0).,{(0), (0}), (0,0, {0))......
({((0))),(0,((0))),({((0)),0),... — limitando os tipos que efetivamente utilizaremos a uma de-

terminada ordem:

Definicao 1.1. O conjunto dos tipos, denotado por 7, é definido indutivamente por
1)0eT.

(ii) Paran >0, se 11,...,T,€ T, entdo (1y,...,T;) € T .

Definicao 1.2. Definimos a fung¢do ordem Ord : T — N recursivamente por
(i) Ord(0) = 1.

(i) Paran >0, Ord((11,...,%,)) = max{O0rd(71),...,0rd(t,)} +1.
Exemplo.

1. 0rd((0)) = max{Ord(0)} +1=max{1}+1=2.

2. 0rd({(0),0)) = max{Ord({0)),0rd(0)} + 1 = max{2,1} +1=3.

3. 0rd({(0),(0))) = max{0rd((0)),0rd({0))} + 1 = max{2,2} +1=3.

ParacadaneN, seja T, ={71€T :Ord(7) <n} o conjunto de tipos de no mdximo ordem n:
To =2, T1 ={0}, T2 ={0,(0),(0,0),(0,0,0),...},... . No nosso caso, ndo necessitaremos de
tipos de ordem maior do que trés e, por isso, convencionaremos escrever 7 no lugar de 73, de

agora em diante; 73 sendo parcialmente descrito por

T2u{{{0)),(0,(0)),((0),0),{(0),(0)),{0,0,(0}),. .., {(0,0)),{0,(0,0)},...,{(0,0),(0,0)), ... }

Ao definir uma teoria de segunda ordem como a Aritmética de Frege, € desejavel estabe-

lecer sua linguagem da maneira mais econdmica possivel. Para isso, fixaremos de antemao os

types [71,...,T,], relations of type [(7,...,T,}] among items of types [y, ..., T,] [...].

No entanto, em seus trabalhos sobre o tema, Boolos nunca empregou efetivamente uma linguagem tipada para

formalizar a Aritmética de Frege.
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simbolos 16gicos e de pontuacdo que utilizaremos (Defini¢do 1.5), sendo necessario indicar,
em cada caso, os simbolos nao l6gicos da teoria e associar a cada um deles um tipo especifico
que determinard o seu comportamento sintitico. Todo esse expediente pode ser realizado

especificando-se unicamente a assinatura da teoria em questao:

Defini¢ao 1.3. Uma assinatura (de segunda ordem) ¥ é um par ordenado (R, F) tal que
(i) R = (R¢)re7 € uma familia de conjuntos disjuntos.

(ii) F = (Fr)ze7 € uma familia de conjuntos disjuntos tal que Fo =@ e F(z) = @, para todo
(MY

(iiD) (Uzer Re) N (Ucer Fe) = 2°.

Os elementos de R serdo denominados constantes individuais. Para cada n > 0, os ele-
mentos de Ry, . -,y serdo denominados contantes relacionais de tipo (1i,...,T,) ou constan-
tes relacionais n-drias, e os elementos de F;, 7 ¢y, denominados constantes funcionais de
tipo (T, ..., Ty, T) OU constantes funcionais n-drias.

Na defini¢@o de assinatura, a atribuicdo de um tipo (7y,...,T,) a uma constante relacional
R (R€R s, ,)) servird para especificar quantos e quais termos podem ser concatenados a R
para formar uma férmula atdmica: R resulta uma férmula apenas se concatenado a n termos,
cada um dos quais € de tipo 7y,. .., T,, exatamente nessa ordem (Defini¢ao 1.8). Similarmente,
a atribuicdo de (7y,...,T,,T) a uma constante funcional f (f € Fla,...,t0,7))» servird especificar
quantos e quais termos formam um novo termo quando concatenados a f e qual o tipo do
termo assim obtido: f resulta um termo de tipo 7, quando concatenado a n termos de tipo
T1,..., Ty, €xatamente nessa ordem (Defini¢do 1.7). Como, ao atribuir um tipo a uma constante
funcional, é preciso determinar ndo apenas a quais termos ela € aplicavel, mas também o tipo
do termo resultante, impede-se, através das condi¢oes JFo =2 e -7:(1) = @ em (ii), a atribui¢ao

de tipos de comprimento menor do que 2 a qualquer constante funcional.

Exemplo.

SComo uma cldusula adicional ndo explicitada, assumimos que nenhum simbolo 1égico ou simbolo de

pontuacdo (Definicdo 1.5) pertence a Uz R ou a Urer Fr.
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1. A assinatura da Aritmética de Frege é o par X = (RF, FF) tal que
(1) Para todo 7, 721; =4.

.o F _
W Fi0)0) = )

(iii) Para todo 7 # ({0),0), F¥ = 2.

2. A assinatura da Aritmética de Frege com o simbolo ~ é o par Zg~ = (RF , FF") tal que

. F® o
D R{j0), g0 = 1)

(ii) Para todo 7 # ((0),(0)), RY =@.
(iii) Ffjg) 0 = 1#)-

(iv) Para todo 7 # ((0),0), F¥ =@.

Y ndo possui, portanto, constantes individuais ou relacionais, mas apenas a constante funci-
onal undria # de tipo ((0),0): # se aplica a termos de tipo (0), resultando termos de tipo 0.
Além de #, X~ possui a constante relacional bindria ~ de tipo ((0),(0)), a qual resulta uma

formula atémica, quando concatenada a termos de tipo (0).

A partir dos exemplos acima e da descri¢do informal do operador # na Introducio, é
facil presumir que o tipo 0 serd atribuido as varidveis individuais e que (0) serd atribuido as
variaveis de segunda ordem undrias. De maneira geral, se v € uma varidvel de segunda ordem

de n-dria, atribuir-se-4 o tipo (7y,...,T,) av,emque 7, =0, para 1 <i<n:

Definiciio 1.4. Seja V = (Vr) 7, uma familia de conjuntos tal que, para cada T €75, Vr = {v} :

i€ N} € o conjunto das varidveis de tipo T; e seja V = Uze; Ve 0 conjunto de todas as varidveis.

Note-se que, como os elementos de 7, sdo 0 e todas as sequéncias finitas ndo vazias
de Os, o tipo de qualquer varidvel possui no maximo ordem 2 e diremos, em acordo com a
nomeclatura usual da LSO, que V € o conjunto das varidveis de primeira ordem (ou varidveis

individuais) e que Vi, . oy (1.€., Vo, . oy) € 0 conjunto das varidveis de segunda ordem n-drias

(ou varidveis relacionais n-drias). Além disso, convencionaremos escrever vg, vy, ... no lugar
TlyeosT) Tl T ..
de v),W,...5 e VI, VI, .. no lugar de v(<) : ”>,v<1 : ">,... , utilizando v7,v{,v5,... como
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metavaridveis de tipo T (metavaridveis que varrem V;) € v,V,V,... COmMO metavaridveis em
geral (metavaridveis que varrem V).

Fixaremos os simbolos légicos das linguagens das teorias com as quais trabalharemos
como as varidveis de primeira e segunda ordem, os conectivos - (simbolo de negacdo) e
— (simbolo de implicacdo material), o simbolo de quantificdo universal ¥, e o simbolo de
identidade =. Os simbolos auxiliares ou simbolos de pontuacdo serdo apenas ( (parénteses

esquerdo) e ) (parénteses direito).

Definicao 1.5. Seja X uma assinatura de segunda ordem. A linguagem gerada por ¥ (ou

simplesmente a linguagem de X), denotada por L(X), é a upla ordenada

<Z>V,_‘7_)7V7:7(7)>

Além de atender ao ideal de economia, a definicdo de assinatura fornece um arcabougo
geral no qual as linguagens de teorias de segunda ordem distintas podem ser relacionadas entre
si. Em particular, podemos estabelecer precisamente quando a linguagem de uma dada teoria
estd incluida na linguagem de uma segunda: se £ = (R,F) e X' = (R’, F') s@o assinaturas tais
que R; SR} e F; c Fy, para todo T €T, escreveremos X C X/ e diremos que X é uma sub-
assinatura de X' ou que L(X) é uma sublinguagem de L(X'). Nos exemplos acima, temos,

portanto, que X C Xg~.

Defini¢do 1.6. Seja X = (R,F) uma assinatura. O conjunto de X-pardmetros, denotado por

[X], é definido por

Z]={V}uUR.ulUF:

TeT TeT
Assim, [Zp] = {V,#} e [Zg=] = {V,~,#}.

Com a atribuicdo inicial de tipos aos simbolos ndo 16gicos de uma linguagem, através
da especificacdo de uma assinatura, e também as varidveis de primeira e de segunda ordem,

definimos indutivamente o conjunto de termos de tipo T da linguagem, para cada 7€ 7:
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Defini¢ao 1.7. Seja ¥ = (R,F) uma assinatura de segunda ordem. Definimos o conjunto de

Y-termos de tipo T (denotado por T(X);) por indugdo, simultineamente para todo 7€ 7
(i) Para todo 7€ 75, V;: € T(X).
(ii) Paratodo 7€ T, R; € T(X)-.

(iii) Para 1 <i<n,set; e T(X)r e f € Fiy, g, 1), €Ntd0 ft1...1; € T(X)s.

O conjunto de todos os X-termos (denotado por T(X)) é definido por T(X) = Uze7 T(X) .

Na Definicdo 1.7, a clausula (i) identifica as varidveis individuais e as varidveis relacionais
n-drias como termos de tipo 0 e (0,...,0), respectivamente; e de maneira similar, a cldusula
(ii) identifica as constantes individuais e as constantes relacionais de tipo (7y,...,T,) como
termos de tipo 0 e (7y,...,T,), respectivamente. A cldusula (iii), a cldusula indutiva, utiliza
a atribui¢do de tipos as constantes funcionais de uma dada linguagem para determinar como
termos complexos podem ser formados por essas constantes: se a constante funcional f é
atribuido o tipo (7,...,7,,7), sabemos, em primero lugar, que um termo é formado por f
apenas se ela for concatenada a n outros termos; em segundo lugar, que esses termos t€ém
de ser de tipo 7y,...,T,, exatamente nessa ordem; e, por fim, que o termo resultante dessa
concatenagdo é de tipo 7, i.é, que ele pertence a T(X);. Note-se que, diferentemente das
constantes relacionais, as constantes funcionais nao sao consideradas como termos, mas a
atribuic@o de tipos a esses simbolos na assinatura é fundamental para descrever o seu com-
portamento sintatico. Note-se, ademais, que se X € ¥/, entdo T(X); € T(X'), paratodo T€ T,
e que, portanto, T(X) c T(X'), se Xc X',

Para recuperar o sentido original de termo da 16gica de primeira ordem, iremos nos referir
aos elementos de T(X)g por termos de primeira ordem ou termos individuais; e, em geral,
aos elementos de T(X); por termos de Ord(t)-ésima ordem. Assim, os termos individuais
de Xy sdo as varidveis de primeira ordem e expressoes formadas pela aplicacao do operador
de cardinalidade a termos de tipo (0) (termos em T(Xr) (o)) — €8> #Vl,#Vll,#Vzl, ...—€os
termos de segunda ordem sdo apenas as varidveis relacionais. g ndo possui termos de terceira

ordem e » € o Unico termo de terceira ordem de Xg=~.
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Como anunciamos acima, diferentemente da definicio do conjunto dos termos de uma
linguagem de segunda ordem, a defini¢do do conjunto das férmulas serd essencialmente a
mesma que a definicao correspondente na logica de primeira ordem; a unica diferencga consiste

apenas na maneira como as formulas atdmicas sdo caracterizadas:

Defini¢ao 1.8. Seja ¥ = (R,F) uma assinatura de segunda ordem. Definimos o conjunto de

Y-férmulas (denotado por F(X)) indutivamente por

(i) Para 1<i<n,setie T(X)g et €T(X)(q . g, €ntdo t1] .. .1, € F(X).
(ii) Se 11,1, € T(X)o, entdo t;] =t € F(X).

(iii) Se A € F(X), entdo (-A) e F(X).

(iv) Se A,B€F(X), entdo (A —» B) e F(X).

(v)Se AeF(X)eveV,entio VVA e F(X).

A cldusula (i) acima utiliza a atribui¢do de tipos aos termos da linguagem, mediante a
Definicdo 1.7, para caracterizar as férmulas atdbmicas nas quais o simbolo de identidade ndo
ocorra: se t € T(X)(7 . r). ou seja, se t € um termo de tipo (7y,...,T,), sabemos que ele
resultard uma férmula atdmica apenas se concatenado a n termos e se cada um deles for de
tipo 71,..., T,, exatamente nessa ordem: ao atribuir o tipo ((0),(0)) a ~ na defini¢do de Xg~,
estabelecemos que formulas sao formadas por essa constante somente se ela for concatenada
a exatamente dois termos em T(ZF~)<0). A clausula (i1) estabelece que o simbolo de identi-
dade se aplica unicamente a termos individuais para formar férmulas atdmicas e as cldusulas
restantes sdo exatamente as mesmas que na definicao correspondente na légica de primeira
ordem com os simbolos -, —,V tomados como primitivos — com a diferenca de que, em (iv),
v representa qualquer varidvel de primeira ou de segunda ordem. Note-se que, assim como no
caso dos termos, se X ¢ X, entdo F(X) c F(X').

De agora em diante, escreveremos f; == t; no lugar de (- t; =1,); e eventualmente es-
creveremos f(fy,...,t,) no lugar de tt;...t, e t;t, no lugar de tt;t,. Como exemplos de

ZF-férmulas temos: V()vl, V()Vl\/z, Vl#V() (Ou Vi (#V())), V5V1#V() (ou V5(V1,#V())), #V5 = V10,
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(Vovivivy = (=Vov1)), (=Vvi(= #Vy =vy1)) (ou (=Vvi(#Vy == v1))); e, como exemplos de
Yp~-férmulas, temos ~ VyV; (ou Vo~ V) e VVs Vs~ Vs.

Adotaremos, a seguir, as convengdes usuais relativas a omissdo de parénteses em uma
féormula e dos indices sobrescritos das varidveis de segunda ordem (sempre que a aridade da
varidvel for clara pelo contexto), escrevendo, por exemplo, -=Vyv; no lugar de (=(=V,v1))
e Voviva = (Vsvi = =Vs1p) no lugar de (V02v1v2 - (V51v1 - (ﬁVslvz))). Os conectivos V,
A, <> € 0 simbolo de quantificacdo existencial 3 serdo introduzidos mediante as seguin-
tes abreviagcdes, assumindo que as convengdes apropriadas sobre a omissdo dos parénteses

também se aplicam a esses casos:

AvB:=-A—-B
AAB:=-(A— -B)
A< B:=A-BAB—A
JvA = -Vv-A

A expressao Vv € denominada qguantificador universal e diremos que Vv liga a varidvel
v. Na féormula VvA, A € o escopo do quantificador Yv. Uma ocorréncia de uma varidvel em
uma férmula é dita ligada se ela ocorre em um quantificador universal ou no escopo de um
quantificador universal ligando aquela varidvel; caso contrario, ela € dita /ivre. Uma varidvel
¢ dita livre/ligada em uma férmula se a0 menos uma ocorréncia da varidvel nessa férmula for
livre/ligada. Assim, Vj € livre e ligada em VVyVvVyv; - Vpvi. Se uma férmula ndo contém
ocorréncias livres de qualquer varidvel, ela é denominada formula fechada ou sentenga.

Se v? € uma varidvel, f um termo de tipo T e A uma férmula, diremos que uma ocorréncia
de v® em A € substituivel por t se ela € ligada ou se ela nao estd no escopo de um quantificador
que liga uma varidvel em ¢, e diremos que v* € substituivel por t em A se v* nio ocorre em
A ou se todas as ocorréncias de v* em A sdo substituiveis por . A primeira ocorréncia de
vy em Vsvivy = VVp-Vyvy €, por exemplo, substituivel por #V{), embora a segunda nio o seja

(portanto, v ndo é substituivel por #V em Vsvivy — ¥Vo-Vy12)°.

®Nessa definicdo, consideramos que uma ocorréncia ligada de v* em A é substituivel por ¢ para garantir que

v? seja sempre substituivel por si propria, mesmo que ela seja ligada em A. Assim, diremos que v; é substituivel
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1.2 Semantica

Uma vez estabelecida a sintaxe da LSO de uma maneira apropriada para caracterizar
a linguagem da Aritmética de Frege e de outras teorias fregeanas, as definicdes dos con-
ceitos semanticos de estrutura, denotacdo, satisfacdo, verdade, validade, modelo e con-
sequéncia logica nao oferecem dificuldade substancial, sendo, em certa medida, mimetizadas
das defini¢cdes correspondentes para a logica de segunda ordem padrdo. No entanto, dife-
rentemente da légica (classica) de primeira ordem, a l6gica de segunda ordem padrdo possui
semanticas alternativas a depender do significado atribuido aos quantificadores de segunda
ordem (quantificadores que ligam varidveis de segunda ordem)’. Essas diferentes semanticas
também poderiam ser replicadas para as linguagens caracterizadas acima, mas em virtude do
fato de consideracOes semanticas desempenharem apenas um papel auxiliar no Capitulo 3,
nao abordaremos aqui essas distin¢des, apresentando, como a semantica daquelas linguagens,
uma adaptacao da chamada semdntica padrdo, na qual as varidveis de segunda ordem varrem
todas as relacdes construidas sobre o dominio de uma dada estrutura.

Na defini¢do de uma estrutura para as linguagens de segunda ordem tipadas caracterizadas
acima, serd preciso considerar um dominio para cada T em 7, no qual os itens de tipo T
da linguagem em questdo serdo interpretados: a partir de um dominio inicial fixado pela
estrutura, definiremos o dominio de tipo T (da estrutura) fazendo uso da seguinte defini¢do

preliminar:

Definicao 1.9. Seja X um conjunto. Para cada 7 € T, definimos o conjunto X; recursivamente
por:
(1) Xo=X.

(D) Xz, 5y = P(Xe, % x Xg, )

Exemplo. Se X =X, = {a,b}, entdo

por vy €m VV1V5V1 g V10V1.
"Para uma apresentagdo das diferentes semanticas alternativas para légica de segunda ordem padrio, ver [34],

Capitulo 3.
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1. X(O) = P({aab}) = {@,{a},{b},{a,b}}

2. X<070> :,P({a7b} X {aub}) =
{2.{{a,a)},.... {{a,a,) (a,b)},....{(a,a),(a,b),(b,a)},....{{a,a),(a,b),(b,a),(b,b) }}
3. X((o)) :PP({a,b}) =

{2.{2},{{a}}, {{b}},.. . {2, {a}}, .. {2, {a} {a,b}},... . {@,{a}, {b}, {a,b}}}

Uma estrutura para uma linguagem particular sera entao caracterizada como uma fungdo
que especifica um conjunto ndo vazio como o dominio (inicial) da estrutura e que associa a
cada simbolo nao légico da linguagem um item (conjuntistico) construido sobre esse dominio,
de acordo com a defini¢ao acima:

Defini¢ao 1.10. Uma X-estrutura 2 é uma fungio no cojunto [X] de X-pardmetros tal que
(i) (V) é um conjunto ndo vazio || (denominado o dominio (inicial) de 2).
(ii) Para todo 7 € T, para toda R € R, A(R) € |];.

(iil) Para todo 7 = (7y,...,7,,T) €T, paratoda f € Fr, A(f) é uma funcdo

A+ [y - [A]g, > [RA]e

de [Alg, x---x [Alz, em [Af;.

(De acordo com a notagdo mais usual, convencionaremos escrever R% no lugar de 2((R) e f%

no lugar de 2((f)).

Assim, além de especificar um dominio inicial |2/, 2 associa a cada constante em R um
elemento do dominio de tipo 7 de 2, ou seja, um elemento de |[2|;: se ¢ é uma constante
individual, ela é associada pela estrutura a um elemento de || = |2[; e se R € uma constante
relacional de tipo (7y,...,T,), ela € associada a um elemento de |A|(z, 7y =P([™A|g x - x

||,). A toda constante relacional n-dria R de tipo (0,...,0), por exemplo, 2 associa uma
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relac@o n-dria em |2|; e a toda constante relacional R de tipo ((0),(0)), uma relagdo binéria
em P(|2A]) —i.é., R% e P(P(|A]) xP(|2])).

Similarmente, a toda constante funcional n-dria f de tipo (0,...,0,0), 2 associa uma
funcdo f2: |A" - ||, e a toda constante funcional f de tipo ({0,0),(0,0)), uma fungio de
P(|A]x |2(]) em P(|2A| x|A|). Note-se que, assim como na légica (classica) de primeira ordem,
para toda constante funcional f de tipo (7y,...,T,,7), f* é uma fungdo total em [A|(;, - y:
ela atribui um valor (em |2(|;) a absolutamente todos os elementos de [2A|¢, x ---x |™A|z,. Em
particular, em uma Yg-estrutura §, #5 é uma funcdo total de P(|F|) em |F], i.€., uma fungdo

que atribui a cada subconjunto do dominio da estrutura §, um elemento do proprio dominio.

Exemplo. Como um exemplo de uma Xg~-estrutura § temos
(i) O dominio || de § € o conjunto {a,b};
(i) »*={({a},{a}), ({a},{6}). ({b}.{a}), ({b},{b}),({a,b} . {a,b}) }; e

(iii) #5 = {(,a), ({a},a),({b},D),({a,b},b)}. ou seja,
#5(2) =#5({a}) =a e #3({b}) =#5({a,b}) = b.

Da mesma forma que uma estrutura 2[ associa um elemento de |2|; a cada constante em
R+, uma atribuicdo de valores a varidveis em 2| associa um elemento de |2l|; a cada varidvel

em Vr, em que T € 7y:

Definicao 1.11. Uma atribuicdo (de valores a varidveis) ¢ em 2l € uma funcdo em V tal que,

para todo 7 € T, (V7)€ |U];.

Portanto, a toda varidvel individual, uma atribui¢do ¢ em 2l associa um elemento de |2,
e a toda varidvel relacional n-dria, uma relagdo n-dria em [2l], i.€., um elemento de [™[;o . o).
Na Xg~-estrutura § acima, por exemplo, a fun¢do ¢ em V que associa o individuo a a todas
as varidveis individuais; o conjunto {a} a Vil, se i é um nimero par, e o conjunto {a,b}, se i é
um ndmero impar; e, para n > 2, a relagéio {(a,...,a)} atodas as varidveis relacionais n-arias

€ uma atribuicdo em §.
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Dadas uma assinatura X, uma X-estrutura 2l e uma atribuicdo ¢ em 2, definimos a o-
denotacdo de um termo t € T(X) em 2 e a relac@o entre 2, ¢ e uma férmula A € F(¥) quando

o satisfaz A em 2 da mesma forma que na légica de primeira ordem:

Defini¢iio 1.12. A o-denotagdo de t em 2l (denotado por t*[c]) é definida recursivamente
por:

(i) Set €V, entdo t*[ o] = 6 (1).

(i) Se t € R, entdo 4[] = 2.

(iii) Para 1 <i<n,set; € T(X)q, 1 € ft1...ta€ f € Fy . 1, 1)» €NLAO

*[o]= (1} [o]......n [o]).
Definicao 1.13. A atribuigio o satisfaz A em 2 (denotado por =9 A [0]) como se segue:
(i) Se A é1ty...t,, entdo kg A [0] sse (t}[0],....12[c]) e¥[o].
(i) Se t1,1, € T(X)g e A é 1) =1y, entdo o A [0] sse 1 [o] =13 [0].
(iii) Se A € -B, entdo o A [0] sse #y B [O].
(iv) Se A é B— C, entdo =9 A [O] sse g B [0] ou =y C [O].

(V) Se A é YV*B, entdo Eg A [0] sse £y B [6(a/v®)], para todo a € |2|;.

Em (v), 6(a/v®) denota a atribui¢cdo que concorda com ¢ em todas varidveis, exceto possi-

velmente em v7:

o(v) sev#v®
o(a/ve)(v) =

a se v=v"

Com o conceito de satis