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Resumo

O presente trabalho é uma investigacao filosofica, com desdobramento ma-
tematico, acerca da concepcao do continuum e dos niimeros reais.

Resguardando a idéia de magnitudes variando continuamente como o atri-
buto essencial de maior relevancia historica para o desenvolvimento concei-
tual do continuum, propomos sua formalizacao por intermédio da no¢ao ma-
tematica de homogeneidade. Discorremos sobre o emprego da linguagem das
categorias como abrigo tedrico da investigacao, aderindo a sua causa, e exa-
minamos a relacao entre a linguagem interna de um topos e o construtivismo
matematico.

Com auxilio da teoria local de conjuntos, introduzimos, entre outras de-
finicoes elementares, a nocao de persisténcia uniforme e estabelecemos uma
sucessao de resultados que assistiram a demonstracao da homogeneidade das
estruturas ordenadas dos racionais, dos reais de Dedekind e dos reais de Cau-
chy. Ilustramos matematicamente a elaboracao abstrata da teoria através do
topos dos feixes sobre um espaco topolégico.

Abstract

The present thesis is a philosophical investigation, with mathematical deve-
lopment, concerning the conception of the continuum and the real numbers.

Upholding the idea of continuously varying magnitudes as the essential
attribute of greatest historical relevance to the conceptual development of
the continuum, we propound its formalization by means of the mathemati-
cal notion of homogeneity. We discuss the use of the language of catego-
ries as theoretic environment of the investigation, defending its cause, and
we examine the relation between the internal language of a topos and the
mathematical constructivism.

With support of the local set theory, we introduce, among other elemen-
tary definitions, the notion of uniform persistence and we establish a series of
results which attended the proof of the homogeneity of the ordered structu-
res of the rational numbers, Dedekind reals and Cauchy reals. We illustrate
mathematically the abstract elaboration of the theory by means of the topos
of sheaves over a topological space.
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Lo que vieron mis ojos fue simultaneo:

lo que transcribiré, sucesivo, porque el lenguaje lo es.
Algo, sin embargo, recogeré.

J. L. Borges [8]

1X






Sumario

Introdu

cao geral

Notas sobre a linguagem das categorias . . . . . . .. .. ... ...

1 Bosquejo histérico do desenvolvimento conceitual dos niimeros

reais
1.1

Evolucao da idéia de magnitudes variando continuamente . . .
1.2 Evolucao da idéia de infinitésimo . . . . . . . . . . . .. ...

2 Rotunda filosdfica
2.1 Unidade em multiplicidade . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Linguagem interna e construtivismo . . . . . . . . . ... . ..

2.3

Homogeneidade . .

3 Teoria local de conjuntos

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Linguagem local . .
Teoria local . . . .
Conjuntos locais . .

Interpretacao de linguagens locais em topoi . . . . . . . . . ..
Teorema da equivaléncia . . . . . . . .. ... .. ... .. ..

Algumas defini¢oes

4 Estruturas ordenadas num topos

4.1
4.2
4.3
4.4

Nocoes elementares

Persisténcia uniforme . . . . . . . .. ...

Cortes de Dedekind
Objetos estendidos

9
10
17

27
27
29
31

35
36
37
39
41
44
45

49



5 Objeto dos niimeros naturais num topos
5.1 Objeto dos niimeros naturais . . . . . . . . . .. .. ... ...
5.2 Principio do minimo . . . . .. ..o
5.3 Enumerabilidade e finitude . . . . . . ... ...
5.4 Seqiiéncias finitas . . . . .. . ...
5.5 Estruturas ordenadas revisitadas . . . . . ... .. ... ..
5.6 Teorema do vaivém de Cantor . . . . . .. ... ... .....

6 Sistemas numéricos num topos
6.1 Dispersoes de Cauchy . . . . . . .. .. ... ... ...
6.2 Numeros inteiros e racionais . . . . . . . . ... ... ... ..
6.3 Nuamerosreais . . . . . . . . . . . ...
6.4 Completamento . . . . . . .. ... ...

7 Homogeneidade num topos
7.1 Estruturas homogéneas . . . . . . . .. .. ... ... ...
7.2 Estruturas efetivamente homogéneas . . . . . . .. .. .. ..

8 Reais no topos dos feixes sobre um espago topoldgico
8.1 Feixes de conjuntos sobre um espaco
topolégico . . . . ..o
8.2 Feixes constantes . . . . . . ... ..o
8.3 Numeros naturais em Fei(X) . .. ... ... ... ... ...
8.4 Numeros reaisem Fei(X) . . ... ... ... ... .. .. ..
8.5 Homogeneidade em Fei(X). . . . .. ... .. ... ... ...

Epilogo
Referéncias Bibliograficas

Indice Remissivo

63
63
66
70
71
74
75

79
79
82
84
86

89
89
93

97

98
100
101
102
104

105

107

113



Introducao geral

Veramente quant’io del regno santo
ne la mia mente potei far tesoro,
sara ora materia del mio canto.

Dante: Paradiso I, 10 [20]

Segundo o formalismo matematico, a medida que defini¢oes e premis-
sas sao independentes da intuigao, somos desobrigados de qualquer apre-
ciagao gnosioldgica dos objetos e relagoes envolvidos. O intuicionismo, por
seu turno, advoga que as expressoes empregadas na linguagem matemaética
exprimem simbolicamente pensamentos ou construgoes mentais (cf. [32] ou
[51]). Independentemente da natureza dos conceitos contemplados pela ma-
tematica, muitos sao sugeridos, ainda que nao controlados, pela intuicao.
Alguns sao, inclusive, inspirados pela percepcao direta do mundo exterior,
como € o caso do continuum matematico, objeto de estudo deste trabalho.

A histéria das pesquisas matemédticas em torno do continuum coincide,
em grande parte, com a propria historia do célculo diferencial e integral
(cf. [9]). O primeiro capitulo deste trabalho oferece um resumo histérico do
desenvolvimento conceitual da concepcao de continuum matematico, a qual
se traduz, em larga medida, na nocao de nimeros reais. Nosso propdsito é
justificar a asser¢ao de que as idéias de magnitudes variando continuamente,
por um lado, e de infinitésimo, por outro, sao as mais proeminentes, desde
um ponto de vista historico, dentre aquelas que predicam a concepcao de
continuum matematico. Sustentamos o juizo de que a primeira dessas idéias,
a de magnitudes que variam continuamente, sobressai-se entre todas as que
participam essencialmente do conceito de continuum, ao passo que a segunda,
a de infinitésimo, é a mais relevante entre aquelas cuja participagao desse
conceito é acidental.

Com base em argumentos que remontam a Kant, contestamos, no Capitulo
2, a caracterizagao do continuum matematico como uma colecao de pontos.



Propomos, como alternativa, uma abordagem respaldada na linguagem da
teoria das categorias, a qual, além de eximir o objeto dos ntimeros reais dos
elementos (ou pontos), confere maior universalidade a essa constru¢ao. Com
efeito, os resultados alcancados a partir desse posicionamento formal sao mais
gerais, e portanto mais confidaveis em termos de consisténcia interna, do que
aqueles logrados pelas mais respeitadas escolas de matematica construtiva
(cf. [55]). Com o propédsito de driblar as dificuldades praticas que acom-
panham as construgoes categoriais dos sistemas numéricos, sobretudo o dos
nimeros reais, lancamos mao da linguagem interna de um topos para o de-
senvolvimento formal da teoria. Sabendo que todo topos pode ser simulado
por uma teoria local de conjuntos — assunto que serd exposto no Capitulo 3
—, ¢ possivel desenrolar o aparato técnico em um calculo de seqiientes defi-
nido numa teoria de conjuntos tipificada e regida pela logica intuicionista de
ordem superior (cf. [4]).

Ainda no Capitulo 2 provocamos uma contenda acerca da vinculacao da
linguagem interna de um topos ao construtivismo matematico, concluindo
pela disparidade de motivagoes e objetivos entre o matematico que se serve
de um ferramental tedrico e outro que assume uma postura filoséfica.

Na tentativa de caracterizar matematicamente a idéia de magnitudes va-
riando continuamente, que sustentamos ser o principal atributo essencial do
continuum, tomamos emprestado da teoria de modelos o conceito de homoge-
neidade (cf. [6] ou [38]). Dentro de um visao intuitiva, o continuum subsume
magnitudes que variam continuamente se todas as suas partes tém natu-
reza idéntica. Matematicamente, uma estrutura (parcialmente) ordenada sé
merece a qualificacao ‘de ntimeros reais’ se ela é de fato homogeénea.

Devido ao estado embrionario em que se encontram as investigagoes no
campo de estudo da teoria intuicionista de modelos (excegao honrosa feita
a [56], que orientou boa parte das nossas elucidagdes tedricas), o manejo de
técnicas relativamente novas reclamou algum esforco no sentido de prepa-
rar o terreno para a demonstracao dos resultados centrais. No Capitulo 4
apresentamos algumas defini¢oes ordinarias envolvendo estruturas ordenadas
num topos, com destaque para a nog¢ao original de persisténcia uniforme, que
foi introduzida com o objetivo de estabelecer uma comparacao, mais fraca
que a relagao de isomorfismo porém suficientemente forte, entre as estruturas
ordenadas dos ntimeros reais. Partindo entao de uma defini¢ao mais geral de
cortes de Dedekind, demonstramos alguns resultados técnicos comportando
isomorfismo e persisténcia uniforme.

Objeto dos niimeros naturais num topos é o tema do Capitulo 5. Uma
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sucinta exposicao dos axiomas basicos e das nogoes elementares servem de
preambulo a demonstracao do principio do minimo para propriedades de-
cidiveis. Em seguida, resultados abarcando enumerabilidade, finitude e se-
quiéncias finitas conduzem a investigagao ao ponto culminante do capitulo, o
teorema do vaivém de Cantor.

A introducao do objeto dos ntimeros naturais num topos viabiliza a de-
finicao de sistemas numéricos tais como os inteiros, os racionais e, conforme
o método aplicado, diferentes (isto é, nao-isomorfas) estruturas de reais.
No Capitulo 6, apos a definicao geral de dispersoes de Cauchy por meio
de sequiéncias infinitas e a demonstragao de resultados técnicos envolvendo
isomorfismo e persisténcia uniforme, as estruturas (parcialmente) ordenadas
dos reais de Dedekind, dos reais de Cauchy e dos reais estendidos aparecem
como casos particulares, moldados a partir dos racionais, das construcoes
gerais anteriormente configuradas. Questoes atinentes a completamento en-
corajam o exame de outras modalidades de estruturas de reais, assunto da
ultima secao desse capitulo.

Preparado o terreno tedrico, os resultados principais deste trabalho fo-
ram deslindados ao longo do Capitulo 7: a demonstracao da homogeneidade
das estruturas ordenadas dos racionais, dos reais de Dedekind e dos reais de
Cauchy. Na tultima se¢ao exibimos a defini¢ao original de estruturas efetiva-
mente homogeéneas e mostramos que a estrutura dos racionais é, num certo
sentido, a menor dessas estruturas.

As categorias de feixes de conjuntos sobre espacos topoldgicos sao exem-
plares fundamentais de topoi e constituem rica fonte de modelos para a teoria
categorial abstrata. O oitavo e derradeiro capitulo tem dupla incumbeéncia:
ratificar o éxito da importacao de problemas geométricos para o ambiente
l6gico e oferecer um exemplo matematico concreto do desenvolvimento abs-
trato empreendido nos capitulos anteriores.

Notas sobre a linguagem das categorias

Os simbolos metalingiiisticos := e :< indicam definicao da expressao a es-
querda por aquela a direita, sendo o iltimo reservado a expressoes de natureza
logica. Em algum momento foi utilizada a abreviatura ‘sse’ significando ‘se,
e somente se,’.

No quadro da teoria (classica ou construtiva) de conjuntos, convencio-
namos representar, na maioria das vezes, elementos com a mesma letra do



conjunto ao qual pertencem, usando porém mintscula, possivelmente inde-
xada. Dessa forma: a,a’,ay € A; V',b0". by € B; x,x1,79 € X etc. Também
nos servimos desse protocolo em teoria local de conjuntos.

A notagao categorial empregada ao longo do texto obedece, em linhas
gerais, ao padrao estabelecido pelos classicos do género. A literatura sobre
categorias e topoi vem se caracterizando por ostentar trabalhos notaveis,
entre os quais destacamos [3], [4], [27], [30], [34] e [36]. Em vernaculo, men-
cionamos [40].

Categorias arbitrarias sao denotadas por C, D etc. Em particular, um
topos arbitrario é escrito como E. Algumas categorias particulares sao Cnj
(conjuntos e fungoes), Fcj (conjuntos finitos e fungoes), Top (espagos to-
polégicos e fungoes continuas) e Fei(X) (feixes de conjuntos sobre um espago
topolégico X e morfismos)! ; outras sdo escritas de maneira similar. Objetos
de uma categoria C sao denotados por A, B, C', X, Y, Z etc., enquanto que

f: X —=>YouX Ty representa o morfismo f cujo dominio é X e cujo
contradominio é Y. A classe de todos os morfismos dessa natureza (de X
em Y') é denotada por Homg(X,Y') (ou simplesmente Hom(X,Y'), quando
o contexto o permitir). Flechas especiais sdo empregadas para representar
monomorfismos (<), epimorfismos (—) e isomorfismos (~). Em algebra de
subobjetos, o simbolo < ¢é também usado para subobjetos. Nesse contexto,
os simbolos A, A (para infimos) e Vv, \/ (para supremos) assumem seu papel
tradicional em reticulados.

Para uma categoria pequena C, a categoria dos pré-feixes (isto é, funtores
contravariantes de C em Cnj) sobre C é escrita como Cnj©” (ou simples-
mente 6), em que C° ¢é a categoria dual de C. Um objeto de Cnj®”" é
representdvel se é naturalmente isomorfo a um funtor do tipo Homg(:, A).
O funtor y : C — Cnj®”, definido por y(A) := Homg(-, A), é chamado de
imersao de Yoneda. O lema de Yoneda expressa que ha uma correspondéncia
biunivoca entre Homg(y(A), P) e P(A), em que P é um objeto qualquer de
Cnj®”".

No intuito de evitar ambigiiidade, estamos pressupondo que uma certa
realizacao particular de limite ou co-limite seja especificada para cada dia-
grama apresentado. Por conseguinte, estamos admitindo, em cada categoria
convenientemente equipada, uma computacao especifica do objeto inicial 0,
do objeto final 1, do produto A x B de A e B, do produto [[,_, A; de

<n

INa literatura matematica em lingua inglesa essas categorias soem ser denotadas por
Set, Fin, Top e Sh(X), respectivamente.



Ao, ..., An_1, do co-produto A + B de A e B, do puxador (em inglés pull-
back), do empurrador (em inglés pushout), do equalizador etc. Da mesma
forma, fixamos um determinado classificador €2 de subjetos, uma determi-
nada exponencial B4 etc.

A j-ésima projegao [],., Ai — A; do produto [],_, A; é denotada por
7j; para n = 1, escrevemos simplesmente 7’ e 7" para a primeira e a segunda
projecoes, respectivamente. Similarmente, ¢/ e ¢ denotam, respectivamente,
a primeira e a segunda inclusoes do co-produto de dois objetos. Na falta de
um vocabulo mais apropriado, traduzimos o inglés evaluation por ‘avaliacao’
e representamos esse morfismo por av.

Na esfera dos oficios mundanos, categorista é o profissional que se ocupa
da teoria das categorias e topdsofo da teoria de topos.






Capitulo 1

Bosquejo histérico do
desenvolvimento conceitual dos
numeros reais

Oferecemos neste capitulo um resumo histérico do desenvolvimento concei-
tual dos niimeros reais. Destacamos dois aspectos do continuum que julgamos
de importancia capital: a idéia de magnitudes que variam continuamente e
o uso dos infinitésimos.

Entendemos por continuum a concepcao fisica ou filoséfica tradicional-
mente associada a linha do espaco, do tempo ou de formas similares. O con-
tinuum matemdtico é a representacao matemética do continuum!, enquanto
que os numeros reais sao simplesmente conceitos matematicos independentes,
ainda que inspirados pela concepg¢ao do continuum.

De todos os atributos conferidos ao continuum, uns participam essenci-
almente desse conceito, outros acidentalmente. Dos primeiros, apontamos
como basilar a idéia de magnitudes variando continuamente, objeto da pri-
meira secao deste capitulo. Dos atributos que predicam acidentalmente o
continuum, ocupa posicao central aquele que envolve a nocao de infinitésimo,
assunto da segunda secao. Com o esbogo histérico delineado a seguir, para
cuja elaboragao foram consultadas as fontes [9] e [24], pretendemos corrobo-
rar estas afirmacoes.

1O termo ‘continuum’ também aparece esporadicamente na literatura matemética sig-
nificando ‘espago topoldgico compacto e conexo’ (cf. [28]).



1.1 Evolucao da idéia de magnitudes variando
continuamente

Os trabalhos de astronomia dos babilonios revelam o estudo de variagoes
continuas envolvendo o brilho dos astros e o tempo de repeticao de fendmenos.
Esses trabalhos reduziam-se, todavia, a construcao de tabelas de valores.
Para os babilonios, apenas os casos praticos e os nimeros concretos atraiam
interesse.

Os gregos, mormente a partir da escola pitagorica, convergiram sua in-
vestigacao matematica para a nogao de congruéncia em detrimento da nocao
de nimero. A matemadtica grega, por nao possuir um conceito de nimero
enquanto medida de entes geométricos, lancava seu olhar para a razao de
magnitudes (comprimentos, dreas e volumes). A descoberta, pelos préprios
pitagéricos, de que a diagonal de um quadrado nao pode ser comparada com
seus lados em termos da mesma unidade — o problema da incomensurabili-
dade (cf. [46]) — provocou uma crise no projeto de Pitdgoras (c.585-¢.500
a.C.) de identificar o reino dos nimeros, assim como eram compreendidos,
com o das magnitudes continuas da geometria. O fator que mais contribuiu
para a ruina do pensamento matematico pitagorico foi, contudo, o surgimento
da escola filoséfica eleata que, embora nao essencialmente matematica, ofe-
receu, através de seu membro Zendo (c.450 a.C.), os famosos argumentos (cf.
[48]) contra os quais o presente estado da matematica grega nao tinha defesa
(cf. [9]).

O préprio Platao (427-347 a.C.) manifestou oposi¢ao a concepgao pi-
tagérica (cf. [9]), propendendo, em consonancia com suas posigoes, para
a consideracao da substancia imaterial que constitui o apeiron? do filésofo
jonio Anaximandro (c.610-¢.547 a.C.). Nesse sentido, em linguagem contem-
poranea, o continuum seria interpretado como o fluir do apeiron. Do ponto
de vista matemaético, a idéia de continuum nao ganhou verdadeiro desen-
volvimento na Grécia por falta de um conceito geral de nimero; do angulo
filosofico, o obstaculo foi promovido pela oposi¢ao — direcionada, como um
todo, contra a metafisica especulativa de Platao — de Aristoteles (384-322
a.C.) e da escola peripatética, cujos ensinamentos priorizavam uma visao
indutiva da ciéncia, ainda que Aristoteles repudiasse a indivisibilidade de

24Em Platao designa o elemento indeterminado. Este elemento é de-terminado e de-
limitado pelo ‘limite’ (péras, principio limitante). A ‘mistura’ desses dois principios cons-
titui o ser de todas as coisas.” [48]
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segmentos.

Aristételes, ao explicar o continuum como “o que é divisivel em divisiveis
que sao infinitamente divisiveis” (cf. [9]), nega que o mesmo seja produzido
por nimeros na medida em que nao pode haver contato entre eles (cf. [1]).
E devida ainda a Aristételes a distincao entre infinito atual, cuja existéncia
recusara, e potencial, o qual asseverava existir somente nos casos de divisao
de magnitudes continuas “infinitamente” pequenas e de nimeros “infinita-
mente” grandes (cf. [9]).

Euclides (séc.IIT a.C.), por sua vez, preteriu em seus Elementos as nogoes
de continuidade, variabilidade e mesmo a de infinito, uma vez que as mesmas
nao encontravam alicerce seguro na matematica grega, caracterizada pela
preocupagao com a forma e nao com a variagao.

O aspecto aritmético da matematica encontrou finalmente seu desenvol-
vimento na civilizacao hindu, para a qual o problema da incomensurabilidade
era irrelevante, uma vez que as raizes irracionais nao eram rejeitadas por eles.
Devemos também aos hindus a introducao dos niimeros negativos.

Sobre uma espécie de sincretismo entre a matematica grega e a hindu
estabeleceu-se a matematica arabe, cuja maior contribuicao foi a preservacao
e a transmissao do legado grego.

Somente a partir dos séculos XII e XIII a Europa crista passou a ter
acesso a traducgoes latinas dos manuscritos arabes, hindus e gregos, as quais,
entretanto, nao tiveram uma recepcao entusiasmada pelos doutos em razao
do interesse entao em voga por teologia e metafisica. O periodo entre 1202
— em que veio a lume o Liber abaci de Leonardo de Pisa — e 1494 — em que
apareceu a Summa de arithmetica de Luca Pacioli — registra, para a ma-
tematica, poucos avangos significativos em termos de idéias. A difusao da
obra de Aristételes, todavia, manteve acesa uma proficua discussao sobre o
continuum e o infinitésimo. Petrus Hispanus (c.1205-1277), que viria a ser
o papa Joao XXI, designou o infinito atual como categoremético e o infi-
nito potencial como sincategorematico, enquanto que Thomas Bradwardine
(1290-1349), abragando o partido aristotélico, levantou importantes questoes
sobre a natureza das magnitudes continuas. Guilherme de Occam (c.1270-
.1349), por outro lado, embora negando a indivisibilidade do continuum,
opos-se a Aristoteles sustentando que a linha reta compunha-se de pontos.

Grande foi a contribuicao do século XIV para o campo da filosofia natural,
em especial no que diz respeito ao estudo do movimento. Surgiu durante esse
periodo grande nimero de trabalhos, todos de cunho filosofico, sobre o tema
da velocidade instantanea. A introducao da idéia de impeto, atribuida a Joao
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Buridano (¢.1300-1358), provocou uma inversao de abordagem a respeito do
conceito de movimento: a doutrina aristotélica, segundo a qual um corpo se
mantém em movimento em funcao da aplicacao de uma forca externa, deu
lugar a nocao de que o corpo, uma vez em movimento, conserva esse estado
devido a uma tendéncia interna.

O estudo quantitativo — conquanto em termos filoséficos — da nogao de
taxa de variagao (latitudo formarum) ocupou a mente de intimeros filésofos
escolasticos. Essa nogao englobava diversos fenomenos de variagao, tais como
velocidade, aceleracao, densidade, intensidade luminosa e temperatura; e a
classificacao das variagoes atingia tal nivel de detalhamento a ponto de dife-
renciar latitudo uniformiter difformiter difformis (variagao nao-uniforme com
taxa uniformemente nao-uniforme) de latitudo difformiter difformiter diffor-
mis (variacdo nao-uniforme com taxa nao-uniformemente nao-uniforme). O
modelo dos tratados sobre o assunto foi o Liber calculationum (posterior a
1328), de Ricardo de Swineshead, o Calculador, no qual encontramos, nao
obstante o estilo filoséfico-escolastico, uma significativa consideracao sobre
uma série infinita, além do uso de termos, tais como fluxus e fluens, que
antecipam a nomenclatura empregada por Newton trezentos anos depois.

Entre os sabios que promoveram a transi¢ao entre o discurso dialético
dos escolasticos e a intuicao geométrica que levaria a concisao do simbolismo
algébrico, destaca-se a figura de Nicolau de Oresme (c.1323-1382), autor do
Tractatus de figuratione potentiarum et mensurarum. Oresme langou mao
de figuras geométricas e sistemas de coordenadas (referindo-se aos eixos per-
pendiculares como latitudo e longitudo) para ilustrar o estudo da variacao,
representou a taxa instantanea de variacao por uma linha reta e associou
distancia percorrida a area sob uma curva representando velocidade-tempo,
antecipando-se assim a Galileu.

A adogao generalizada, no século XVI, do sistema numérico e da algebra
hindo-arabicos favoreceu a introducao dos niimeros irracionais, ao passo que
as quantidades negativas alcangaram reconhecimento como niimeros somente
no século seguinte. Dentro desse panorama, o poder da notagao ganhou novo
impulso, principalmente na representa¢ao numérica por Francois Viete (cf.
[14)).

As consideracoes do Calculador, Oresme e outros filésofos medievais foram
aprofundadas pelo fisico Galileu Galilei (1564-1642), que estendeu os argu-
mentos sobre variagao de velocidade e os revestiu de roupagem cientifica. Em
seu trabalho Due nuove scienze (1638), além de trazer a tona uma proficua
discussao sobre a natureza do continuum, enuncia sua famosa assercao de
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que os naturais podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com uma
parte propria sua, como os quadrados perfeitos. Seu discipulo Evangelista
Torricelli (1608-1647), a exemplo de Roberval e Descartes, aplicou o estudo
de representacoes cinematicas a geometria, especialmente a determinacao de
tangentes a parabolas e outras curvas.

O desenvolvimento da geometria analitica por Fermat e Descartes a par-
tir dos métodos de Viete permitiu a representacao de grandezas geométricas
(segmentos) por quantidades numéricas, provocando uma revolugao na abor-
dagem de problemas que anteriormente eram vistos apenas sob o prisma
geométrico. As técnicas de Fermat e Descartes ainda eram dominadas pelas
chamadas constantes indeterminadas e o uso de variaveis continuas teve de
esperar até a época de Euler.

A aritmetizacao de problemas geométricos, que teve em Wallis o princi-
pal representante na Inglaterra, foi combatida nesse pais pelo filésofo Thomas
Hobbes (1588-1679) e pelo matemaético e tedlogo Isaac Barrow (1630-1677).
Hobbes, tendo abracado a concepgao pitagérica de niimero como uma colecao
de unidades e desaprovado a compreensao dos objetos matematicos como
entes ideais, recusou veementemente toda forma de aritmetizacao da geome-
tria, assim como o uso de quantidades irracionais no ambito da matematica.
Barrow, por sua vez, também rejeitando os numeros irracionais, propug-
nou um retorno ao modelo euclidiano, nao obstante admitisse a inclusao da
aritmética, esta entendida em sua concepc¢ao classica, na geometria. Por
outro lado, introduziu uma proficua discussao sobre a natureza do tempo en-
quanto magnitude continua, podendo ser medida matematicamente por meio
do movimento.

Aluno de Barrow em Cambridge, Isaac Newton (1642-1727) soube apre-
ciar, entretanto, os métodos analiticos de Descartes e Fermat e a aritme-
tizacdo de Wallis, com cuja obra Arithmetica infinitorum (1655) tomara con-
tato nos primérdios de sua educacao matematica. Newton reconheceu, a
exemplo de Wallis, as quantidades irracionais como nimeros de fato, e foi
ainda além no que admitiu em seu sistema também as quantidades negativas.

O fundamento do livro Methodus fluxionum et serierum finitarum, pu-
blicado em 1736 mas escrito em torno de 1671, é a nocao de velocidade
instantanea ou, de maneira mais geral, a de taxa instantanea de variacao,
conceito que remete a Galileu. Newton interpretou as quantidades variaveis
como resultantes do movimento continuo de pontos, retas e planos, valendo-se
nesse sentido das idéias sobre a natureza do tempo de seu professor Barrow.
O termo fluente, emprestado do Calculador, foi usado para designar a quan-
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tidade gerada pelo fluzao, que expressa a taxa de variacao. Newton utilizou
um ponto, &, para representar o fluxao da quantidade x, ao passo que o
fluxao do fluxao é escrito como I; reciprocamente, o fluente do qual x é o

fluxdo recebeu um traco, z, e o fluente do fluente dois tracos, z (cf. [14]).

Através de Leonhard Euler (1707-1783) a teoria formal das fung¢oes ganha
seu espaco na matematica. Libertando o célculo diferencial de Leibniz de
restricoes geométricas e diagramaticas, Euler realiza um estudo sistematico
de todas as funcoes elementares, classificando-as e organizando-as junto com
suas derivadas e integrais. Foi o primeiro passo de uma marcha, conhecida
como aritmetizacao da andlise, que encontraria seus maiores expoentes nas
figuras de Cauchy e Weierstraf.

A primeira definicao satisfatoria de funcdo continua foi apresentada no
século XIX pelo filésofo e matematico austriaco Bernhard Bolzano (1781-
1848). Segundo ele, a fungao f é continua num intervalo se, para todo z nesse
intervalo, a diferenca f(x + Azx) — f(x) torna-se menor que uma quantidade
qualquer para Az, positivo ou negativo, suficientemente pequeno. Compre-
endendo que a noc¢ao de limite, introduzida por D’Alembert, poderia servir
de fundamento para o calculo, define a derivada f’ de uma funcao f como
sendo o valor da razao W quando Ax, positivo ou negativo, se
aproxima de zero. Partindo dessas defini¢coes, Bolzano exibe, em 1834, um
exemplo de funcao continua mas nao diferencidvel. Realizou também um
estudo pioneiro sobre convergéncia de seqiiéncias infinitas, asseverando que,
se a diferenca entre termos sucessivos da seqiiéncia torna-se menor que uma
quantidade qualquer para indices arbitrariamente grandes, entao existe um
unico valor do qual a seqiiéncia se aproxima tanto quanto se queira. Tais
consideracoes tiveram papel significativo na definicao cléssica dos nimeros
reais e sua identificagao com o continuum.

No livro Paradoxien des Unendlichen, editado postumamente em 1950,
Bolzano mostra-se auténtico precursor da teoria de Cantor. Admitindo que
o continuum pode ser concebido como um agregado de pontos, retoma a an-
tinomia apontada por Galileu, de que uma parte de uma quantidade infinita
pode ser colocada em correspondéncia biunivoca com o todo, e afirma que
os niumeros entre 0 e 5, por exemplo, podem ser emparelhados com aqueles
entre 0 e 12.

Lamentavelmente os escritos de Bolzano permaneceram praticamente des-
conhecidos por mais de meio século, o que impediu uma influéncia direta.
Coube a Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), que esquadrinhou independen-
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temente idéias semelhantes sobre os fundamentos da analise, o papel de esta-
belecer e difundir, através de seus numerosos escritos, as bases do calculo dife-
rencial e integral. Na defini¢ao de limite delineada em seu Cours d’analyse de
I'Ecole Polytechnique (1821), invoca as nogoes de nimero, variavel e fungao,
afastando-se de intuigoes geométricas; significativamente, assevera que um
nimero irracional é o limite de racionais que dele se aproximam. Partindo
entao do conceito de limite, confere precisao formal as idéias de derivada,
diferencial e continuidade.

Desde os tempos de Newton e Leibniz perdurava uma tendéncia de se
definir a integral como a inversa da derivada, centrando-se nesta ultima o
alicerce formal do calculo. Revertendo essa pratica, Cauchy recuperou o
carater original e independente da integral definida como o limite de uma
soma, tal como a apreendia a matematica grega: definiu a integral definida
S da fungao continua y = f(x) no intervalo de xy a  como limite de

Sn = (1 = 20) f(20) + (22 — 21) f(21) + -+ + (2 — 1) f(w01)  (11)

quando a diferenca x;,1 — x; decresce indefinidamente e demonstrou que a
derivada da funcao

F(z) = /x f(z)dz (1.2)

é a propria f(z).

Cauchy foi o principal responsavel pelo desenvolvimento do estudo das
séries numeéricas, estabelecendo definitivamente a nocao de convergéncia e
apresentando uma condi¢ao necessaria e suficiente para esse fim, o que le-
varia a denominacao de seqiiéncia de Cauchy. A demonstragao desse fato,
entretanto, pressupunha a postulacao de um sistema numérico condicional-
mente completo, isto é, dotado de um axioma que garantisse a existéncia
de um supremo para todo subconjunto limitado superiormente; essa lacuna
seria preenchida somente com a construgao efetiva do sistema cléssico dos
reais em 1872.

Uma definicdo puramente aritmética e logicamente rigorosa de limite foi
dada por Karl Weierstrafl (1815-1897), que para isso realizou importantes
investigacoes na teoria dos nimeros. Sua compreensao dos nimeros reais
como agregados de unidades de vdrias espécies revela uma semelhanca curi-
osa com as seqiiéncias de Cauchy de niimeros racionais; Weierstrafl, todavia,
identificava os reais com os proprios agregados, evitando assim a circulari-
dade do argumento de Cauchy. A célebre definicao de limite enunciada por
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Weierstraf é a tradicionalmente ensinada nos cursos de célculo: um ntmero
L é limite de uma funcdo f(x) para r = xy se, dado um ntimero € arbitra-
riamente pequeno, é possivel encontrar um numero ¢ tal que, para todo z
diferindo em menos de ¢ de g, o valor de f(x) diferird em menos de € de L.

Quatro décadas depois de Bolzano, Weierstraf3 exibe seu famoso exemplo
de fun¢ao continua mas nao diferenciavel em qualquer ponto:

f(z) = Z b" cos(a"mzx), (1.3)

em que a ¢ Tmpar, 0 < b < 1 eab > 1+ 37” Esse exemplo alertou a
comunidade matematica quanto ao embuste da intuicao e a necessidade de
uma fundamentacao mais rigorosa da andlise.

A revisao logica da andlise trouxe a tona graves questoes concernentes a
propria natureza dos nimeros reais. As incursoes de Weierstrafl nesse terreno,
no que foi sucedido por seu aluno Charles Méray (1835-1911), originaram re-
sultados proveitosos porém expressos de maneira pouco conveniente. O passo
decisivo foi dado em 1872 por Georg Cantor (1845-1918) e Eduard Heine
(1821-1881), que definiram os nimeros reais como as préprias seqiiéncias de
Cauchy de racionais. No mesmo ano, Richard Dedekind (1831-1916) publica
seu Stetigkeit und die Irrationalzahlen, em que apresenta os numeros reais
como cortes, posteriormente chamados de cortes de Dedekind, que dividem
os racionais em classes A e B tais que todo elemento de A é menor que
todo elemento de B. No bojo desse arcabouco conceitual, no qual as quanti-
dades geométricas dao lugar a grandezas numéricas, o papel outrora bésico
da magnitude cede espaco a nocao de ordem. Com o advento da algebra
moderna e da nogao de corpo, essas entidades que definem os nimeros reais
mostraram-se enfeixadas pela teoria dos corpos ordenados completos; de fato,
dois modelos quaisquer dessa teoria redundam ser isomorfos.

Foi em 1874 que Cantor iniciou sua pesquisa na teoria dos conjuntos
(Mengenlehre). Imbuido de espirito religioso e de profundo respeito a filoso-
fia escoldstica, tomou o partido do infinito categoreméatico (cf. [9]); escolheu
o simbolo w para representar o agregado dos inteiros positivos, que podem
ser colocados em correspondéncia biunivoca com os racionais, e demonstrou
o resultado surpreendente de que nao existe uma tal correspondéncia entre
os inteiros positivos e os reais. Posteriormente, em razao da crise dos fun-
damentos desencadeada pelos paradoxos revelados por matematicos como B.
Russell, o trabalho de E. Zermelo e A. Fraenkel, entre outros, levou ao de-
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senvolvimento da chamada teoria axiomatica de conjuntos, sustentaculo de
quase toda a matematica contemporanea (cf. [54]).

Para finalizar esta secao, convém mencionar que o intuicionismo de L. E.
J. Brouwer (cf. [51]) angariou vérios adeptos para a causa do construtivismo
em matematica. Entre as tentativas de acomodar a analise cléssica a esses
novos preceitos filoséficos, vale destacar os esforgos de Errett Bishop (1928-
1983) na edificacao de uma rigorosa andlise construtiva (cf. [7]).

1.2 Evolucao da idéia de infinitésimo

Existe uma controvérsia sobre o fato de que os egipcios fizeram uso de consi-
deracoes envolvendo infinitésimos na descoberta da regra para a determinacao
do volume de uma piramide de base quadrada (cf. [9]). Assim como os
babilonios, os egipcios lidaram apenas com casos concretos, sem atingir o
nivel de abstracao que evidencia o uso de variaveis.

Na esteira dos primeiros filésofos jonios, que buscavam um elemento fun-
damental (uma causa material, segundo Aristételes [1]), a escola de Abdera
formulou a doutrina do atomismo fisico. Demdcrito (¢.460-370 a.C.), o maior
representante da escola e também um grande matematico, levou essa dou-
trina para o campo da geometria. Consta que foi o primeiro a determinar a
formula para o volume da piramide para qualquer base poligonal — sempre
levando em conta que os gregos nao pensavam em termos de magnitudes
propriamente, mas de razao entre magnitudes — e presume-se que tenha en-
contrado o volume do cone por inferéncia a partir do aumento progressivo
do nimero de lados do poligono de base. Menciona-se ainda o fato de ter ele
indagado se as infinitas secoes circulares paralelas de um cone seriam iguais;
uma resposta positiva transformaria o cone num cilindro e uma negativa —
dentro de sua concepcao atomista — num sélido com degraus. Outros pro-
blemas matematicos de natureza infinitesimal sao imputados a Democrito, o
que o credencia, historicamente, como o primeiro a perseguir essa nogao.

O advento da escola eleata, cujos danos causados aos pitagdricos descreve-
mos na se¢ao 1.1, provocou semelhante prejuizo ao atomismo de Demécrito.

Atribui-se a Eudoxo (408-¢.355 a.C.) o desenvolvimento do chamado mé-
todo de exaustio (termo cunhado no século XVII), através do qual se de-
monstravam férmulas para areas e volumes envolvendo curvas e superficies
diversas, tais como circulos, conicas, espirais, esferas e solidos de revolugao.
Entretanto, tal método nao consistia em encontrar aproximacoes progressi-
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vas da area ou do volume dessas figuras por meio de poligonos regulares;
o procedimento envolvia um raciocinio por redugao ao absurdo: quando se
supunha um valor diferente daquele conjecturado para a area ou volume em
consideracao, bastava apresentar um poligono com numero suficientemente
grande de lados para gerar uma contradicao.

O método de exaustao encontrou seu maior cultor na figura de Arquime-
des (¢.287-212 a.C.), responsavel pela demonstracao de intimeras férmulas,
entre as quais a do circulo — em notacao moderna A = %T’C, sendo r o
raio e C' a circunferéncia. Para a descoberta dessas expressoes, Arquime-
des, aproveitando-se de seu génio préatico, empregava livremente métodos
empiricos e auxiliares, os quais eram considerados por ele, contudo, como
expedientes auxiliares sem valor de demonstragao; estas eram providas por
meio do método de exaustao de Eudoxo. Entre esses métodos heuristicos,
muitos faziam uso de argumentos envolvendo infinitésimos, conforme des-
creve em seu Método, redescoberto em 1906. Nesse sentido, Arquimedes
pode ser considerado o precursor do calculo infinitesimal.

A técnica empregada por Eudoxo e Arquimedes, de demonstracao de ex-
pressoes de magnitudes para curvas e superficies a partir da consideracao de
poligonos regulares, foi reinterpretada, pelos matematicos do século XVII,
como um procedimento que levou diretamente a invencao do célculo infi-
nitesimal: uma curva pode ser imaginada como parte de um poligono de
infinitos lados, cada qual de comprimento infinitamente pequeno; uma su-
perficie como parte de um poliedro de infinitas faces, cada qual de area infi-
nitamente pequena; e um sélido como um agrupamento de infinitas laminas,
cada qual de espessura infinitamente pequena. Convém enfatizar, contudo,
que semelhantes consideragoes nao eram admitidas pelos gregos para efeito
de uma demonstracao rigorosa. Arquimedes, conquanto antecipasse os pro-
cedimentos do calculo em suas investigacoes preliminares, compreendia que
tais métodos nao haviam sido, até entao, assentados em alicerce rigoroso, o
que so viria a ser conquistado no século XIX.

O declinio do escolasticismo permitiu um revigoramento da filosofia de
Platao e de Pitagoras, provocando conseqiientemente uma mudanca de cara-
ter no pensamento matematico. A visao da matemética como independente
da experiéncia estimulou livres especulagoes sobre a natureza do infinito e do
infinitésimo. O principal representante dessa vertente de pensamento foi Ni-
colau de Cusa (1401-1464), para quem a matemadtica era a forma necessaria
para a compreensao do universo. Suas reflexdes sobre o infinitésimo, en-
quanto ente atual e nao apenas potencial, conduziram a assercao de que o
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circulo era o poligono com o maior ntimero de lados. Kepler, sobre quem a in-
fluéncia de Nicolau foi decisiva, recorreu, em seu trabalho Nova stereometria
(1615), a essa compreensao do circulo para determinagao de sua érea.

No século XVI, a investigagao de centros de gravidade levou Simon Stevin
(1548-1620) e Luca Valerio (c.1552-1618), entre outros, a uma generalizagao
do método de inscricao de areas desenvolvido por Arquimedes. Diferente
foi a inspiracdo de Johannes Kepler (1571-1630), cujo sentimento religioso,
ao lado de um elemento especulativo de origem platonica, insuflou contetdo
divino a sua cosmologia e, por conseguinte, sua compreensao matematica, o
que resultou na modificacao dos procedimentos de Arquimedes. Aplicando
consideracoes envolvendo infinitésimos, calculou areas e volumes de diversos
solidos e superficies, ora atacando problemas antigos de maneira original, ora
estendendo seu trabalho a figuras que nao foram freqiientadas pelos gregos.
Concebendo a esfera como constituida de infinitos cones infinitesimais, de-
terminou seu volume como sendo — em notacao moderna — V = %TA, em
que r é o raio e A a area da superficie; aplicou o mesmo raciocinio baseado
em infinitésimos para calcular o volume do cone, do cilindro e do toro; e
ampliou a gama de problemas tratados a partir da consideragao de sélidos
gerados pela rotagao de um circulo em torno de uma corda, encontrando seus
volumes.

Em sua Doliometria (ou Stereometria doliorum, 1615), Kepler contribui
decisivamente para o advento do calculo diferencial. Mas influéncia maior
exerceu o livro Geometria indivisibilibus (1635), de Bonaventura Cavalieri
(1598-1647), aluno de Galileu. No volume supracitado Due nuove scienze,
Galileu fizera importantes incursoes na discussao sobre o infinito e o infi-
nitésimo, alertando para a ilegitimidade da comparacao entre quantidades
finitas e infinitas e defendendo a causa dos infinitésimos enquanto consti-
tuintes das magnitudes continuas. Cavalieri, entretanto, adotou uma pos-
tura agnostica com relacao ao infinito, valendo-se dos indivisiveis — termo
que usa para elementos infinitesimais — unicamente como uma noc¢ao auxi-
liar e para efeito de demonstragao, porquanto os mesmos nao apareciam
na conclusao dos resultados. Com efeito, a atitude de Cavalieri, evitando
as especulacoes de Galileu e rejeitando as incursoes metafisicas de Kepler,
personifica o espirito independente da matematica moderna. Na obra Ezer-
citationes geometricae sex (1647), sempre servido dos indivisiveis, Cavalieri
resolve o desafio proposto por Kepler de encontrar o volume do sélido obtido
pela rotagao de um segmento de parabola em torno de sua corda. A gene-
ralizacao do método empregado na solucao desse problema — vale dizer, a

19



razao entre as somas de poténcias dos lados de um palarelogramo e as somas
de poténcias dos lados de um dos triangulos constituintes — levou a consi-
deracoes que transcendem o ambito geométrico originalmente perscrutado
por Cavalieri. O processo, se apreciado com um olhar algébrico, pressupoe
casos particulares do binomio de Newton e redunda, em tultima instancia,
na regra modernamente denotada por foa x"dx = ‘j:—:; ainda fiel ao espirito
geométrico, Torricelli, em seu tratado De infinitis hyperbolis (1646), genera-
lizou as consideragoes de Cavalieri para todos os racionais (exceto, evidente-
mente, —1).

A arte da demonstracao beneficiou-se muito da argicia de Torricelli, em
particular no que tange ao uso dos infinitésimos. Oferecendo diversas de-
monstragoes para um mesmo problema —em De dimensione parabolae, apre-
senta nada menos do que vinte e uma para a quadratura da parabola —,
revela a clareza e a simplicidade na abordagem por infinitésimos, embora
tivesse consciéncia da auseéncia de rigor acarretada por tal procedimento.

No decurso do século XVII, a divulgacao generalizada dos métodos infi-
nitesimais resultou na pesquisa simultanea, e muitas vezes independente, de
numerosos matematicos sobre o tema. A prioridade cronolégica de uma ou
outra técnica ou descoberta é objeto de ininterrupto debate, de tal forma
que a exposicao mais proficua dos fatos, dentro de uma perspectiva que sali-
enta a relevancia histérica dos infinitésimos, é, do nosso ponto de vista, um
levantamento sucinto dos autores mais importantes ou influentes.

O conceito de limite comecou a tomar vulto no livro Opus geometricum,
de Gregorio de Saint-Vincent (1584-1667), no qual enuncia, pela primeira
vez, que uma série infinita pode ser considerada como tendo estritamente
uma soma, e explica por esse estratagema o paradoxo de Aquiles e da tarta-
ruga. Seu discipulo Andreas Tacquet (1612-1660), a despeito de manter uma
postura conservadora diante dos infinitésimos, aperfeicoou seus pensamentos
sobre a idéia de limite.

Ao lado de Fermat e Pascal, a figura de Giles Persone de Roberval
(1602-1675) representa um marco na histéria da matemdtica na medida
em que combina, de maneira engenhosa, as consideragoes essencialmente
geométricas de Cavalieri, Torricelli e outros com um forte interesse pela teoria
dos nimeros, o que representa um retorno ao projeto pitagérico. Em virtude
da publicacdo tardia (1693), a circulagao de seu Traité des indivisibles foi
restrita, embora tenha influenciado Pascal.

O método de Roberval consistia em associar um nimero crescente de
pontos a um segmento de reta; considerando esse segmento como constituido
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de um nimero infinito de pequenos segmentos (infinitésimos), ele encontrou,
por aproximacao de um limite pelo aumento do ntiimero de pontos, a area
determinada por varias curvas — inclusive y = z™ —, além de volumes e cen-
tros de gravidade. A aplicacao de seu método aritmético de infinitésimos
levou a resultados que sao equivalentes a regras para integrais definidas de
fungoes algébricas e trigonométricas. Roberval também ampliou o quadro
de elementos infinitesimais utilizados, empregando, em seus calculos e de-
monstragoes, triangulos, paralelogramos, paralelepipedos, cilindros e cascas
cilindricas concentricas.

Nova técnica aritmética de infinitésimos foi desenvolvida por Blaise Pas-
cal (1623-1662), desta vez por intermédio do triangulo aritmético que leva
o seu nome. No trabalho Potestatum numericarum summa (1654), aplica
sua técnica a determinagao da integral definida de 2", langando mao de um
artificio, também aplicado por Roberval, que viria a exercer decisiva e reco-
nhecida influéncia sobre Leibniz: o desprezo de infinitésimos (ou diferencas)
de ordem superior. O elemento mistico-religioso pervade o pensamento de
Pascal, e se faz sentir em De [’esprit géométrique, na qual tece elucidativas
exposicoes sobre a natureza do infinito e dos infinitésimos, relacionando as
duas nocgoes.

O desenvolvimento da geometria analitica possibilitou a Pierre de Fer-
mat (c.1601-1665) associar grandezas geométricas infinitesimais a ndmeros
ou constantes infinitesimais. As vantagens dessa abordagem sao ilustradas
pelo seu brilhante método de determinacgao de valores maximos e minimos.
Embora ainda vigorasse o uso das constantes indeterminadas, o argumento
de Fermat, quase idéntico aquele usado no céalculo diferencial, consistia em
acrescentar um infinitésimo numeérico a incognita e, efetuados os cancelamen-
tos e simplifica¢oes, anular as diferengas (infinitesimais). Procurando justi-
ficar logicamente seu procedimento, Fermat lanca mao de uma estratégia
que quatro séculos depois seria adotada em analise nao-standard: propoe
uma pseudo-igualdade (adaequalitas) relacionando as expressoes numéricas
antes da anulacao das diferencas. Técnicas semelhantes — adicao de um in-
finitésimo numérico e posterior anulagao de diferencas — foram aplicadas a
determinacao de tangentes a curvas, tal como no trabalho de Leibniz, e de
centros de gravidade.

Sempre com muita originalidade, Fermat apresentou sua propria demons-
tragao da regra para a integral definida denotada em simbologia moderna por

foa xPdx = %, sendo p # —1 um racional qualquer, tendo provavelmente
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antecipado os resultados Cavalieri, Torricelli, Roberval e Pascal (cf. [9]).
O método de Fermat consistia em dividir a area sob a curva em pequenos
retangulos e, fazendo crescer indefinidamente seu niimero, aproximar o valor
numérico da soma das areas que se tornam infinitamente pequenas. Am-
pliou esse procedimento de quadratura para o caso de hipérboles e também
o aplicou a problemas de retificacao de curvas. Conquanto nao entrevisse a
dualidade que cristalizar-se-ia no teorema fundamental do calculo e desper-
cebesse a universalidade dos seus métodos, Fermat antecipou grande parte
das realizagoes do calculo diferencial e integral.

Até a época de Fermat, este gozou, na Franca, de exclusividade no em-
prego de métodos analiticos, uma vez que René Descartes (1596-1650) evi-
tou, e mesmo combateu, o uso de quantidades infinitamente pequenas, prefe-
rindo instrumentos algébricos e cinematicos, ao passo que Roberval e Pascal
limitaram-se a procedimentos aritméticos. O inglés John Wallis (1616-1703),
contudo, cultivou alhures as vantagens da geometria analitica. Com efeito,
ele foi além de seus contemporaneos no que propos uma aritmética livre de
representacoes geométricas. No trato dos infinitésimos, adotou a notacao
é para exprimir uma quantidade infinitamente pequena, tendo sido o res-
ponsavel pela introducao do conceito escolastico de infinito categorematico
na aritmética através do simbolo co (cf. [9]); aplicou sua aritmética infinite-
simal, com enorme liberdade e ousadia, a problemas envolvendo quadratura e
cubatura, muitos dos quais registrou no volume De sectionibus conicis. Ati-
tude mais moderada assumiu seu conterraneo James Gregory (1638-1675),
que sugeriu a descoberta de novos irracionais através do limite de séries
numéricas infinitas.

A recusa de Barrow em acolher a geometria analitica o impediu, prova-
velmente, de antecipar a descoberta do calculo (cf. [9]), tarefa legada ao
seu aluno Newton. Tendo demonstrado diversos teoremas sobre quadratura
e tangencia, Barrow percebeu, com clareza sem precedéncia, a dualidade
envolvendo essas duas classes de problemas. Retomando os indivisiveis de
Cavalieri, indica, em seu trabalho Lectiones geometricae (1670), um novo ca-
minho para a determinacao de areas e tangentes, muito embora se restrinja
sempre a uma forma sintética de apresentacao.

Na Holanda, muitas dessas regras envolvendo infinitésimos foram aper-
feigoadas por René Sluze (1622-1685), Johann Hudde (1633-1704) e Chris-
tiaan Huygens (1629-1695). O terreno estava portanto preparado para o
surgimento do célculo.

O estudo dos trabalho de Wallis e Gregory permitiu a Newton o contato
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com as séries infinitas que, em concurso com o seu teorema binomial, forne-
ceu as bases para o método dos fluxoes. Contudo, numa monografia anterior
a esse método, De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, pu-
blicada em 1711 mas circulando ja a partir de 1669, Newton apresenta um
algoritmo, langando mao dos infinitésimos a maneira de Barrow e Fermat,
porém estendendo seu uso através do teorema binomial, para a quadratura
de curvas em geral. O procedimento envolvia a determinacao da taxa ins-
tantania de variacao para o problema inverso, isto é, a técnica que hoje
chamariamos de antiderivada. Newton voltaria a empregar os infinitésimos
em sua obra mais madura Methodus flurionum, mas seguindo o modelo da
forma dindmica de Galileu. Finalmente, em De quadratura curvarum (es-
crito em 1676 e publicado em 1704), substitui a anulagdo de diferencas pelo
conceito de razao ultima de mudanc¢a, que poderiamos interpretar como o
limite da razao de mudanca. No célebre Principia mathematica philosophia
naturalis (1687), primeira versao publicada de seus métodos, Newton expoe
suas demonstracoes por meio de geometria sintética.

Um dos primeiros resultados sobre quadratura de Gottfried Wilhelm von
Leibniz (1646-1716) foi a determinacao do valor, em forma de série infinita,
para a area do circulo de raio unitario:

P S S (1.4)

3 5 7

Por sugestao de Huygens, Leibniz empreendeu um laborioso estudo de anélise
infinitesimal, assunto entao em voga. Travando conhecimento com pratica-
mente toda a literatura sobre a matéria, deteve-se particularmente no traba-
lho de Pascal, a quem reconheceu a inspiracao para divisar a correspondéncia
entre os problemas de tangéncia e quadratura. Embasado em estudos de
analise combinatoria, percebeu analogamente a intima relacao existente en-
tre o triangulo aritmético de Pascal e o triangulo harmonico, observando a
necessidade de estender essa relagao para somas e diferencas infinitesimais.

Por volta de 1676 introduz Leibniz sua conhecida notacgao, que tornar-
se-ia definitiva, para a representacao da soma — o termo integral foi pos-
teriormente sugerido pelos irméaos Bernoulli —, [, e da diferenca (ou dife-
rencial) na variavel x, dx (cf. [14]); estabelece o diferencial do produto,
d(zy) = zdy + ydz, e do quociente, d(g) = ydxy;fdy, além de poténcias e
raizes; e aplica os resultados a problemas de tangéncia, méaximos e minimos
e pontos de inflexao. O resultado desse estudo foi publicado em 1684, num
laconico artigo de seis paginas, na revista Acta eruditorum. Problemas de
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quadratura sao tratados em outro artigo (1686) da mesma revista, enquanto
que em publicagoes ulteriores determina o diferencial de logaritmos, expo-
nenciais e outras curvas.

Assim como Newton procurou evitar o uso dos infinitésimos nas sucessi-
vas elaboragoes de seu método, recorrendo a nocao de razao ultima, Leibniz
também mostrou-se incomodado com as bases logicas do seu calculo, bus-
cando justificar filosoficamente seu procedimento por meio de uma posicao
que hoje apontariamos como formalista. Asseverando que as magnitudes in-
finitesimais, em si, eram ficgbes tteis para abreviar as operagoes (cf. [9]),
explicou que apenas as razoes entre os diferenciais eram significativas e evo-
cou a lei da continuidade para justificar a transicao entre as quantidades
finitas e aquelas que seriam canceladas num ultimo momento. Leibniz res-
saltou o carater algoritmico do calculo infinitesimal em detrimento de seu
aspecto empirico ou metafisico, no que foi amparado pelo filésofo Christian
von Wolff (1679-1754).

A inseguranca de Newton e Leibniz com relagao as bases légicas do novo
calculo profetizou um movimento de critica a fragilidade estrutural da nova
analise, inaugurado pelo ataque promovido pelo fisico holandés Bernard Ni-
euwentijdt (1654-1718) a falta de clareza na obra de Newton e ao uso de
infinitésimos de ordem superior no trabalho de Leibniz. Ja no século XVIII,
o filésofo George Berkeley (1685-1753) dirige, no tratado The Analyst (1734),
uma critica feroz ao método dos fluxoes de Newton, alertando para a con-
tradicao decorrente do uso de incrementos que, para se atingir o resultado,
deixam de ser incrementos para se igualarem a zero.

Nao obstante as restricoes impostas, o cédlculo infinitesimal conquistou
crescente receptividade na comunidade matemaéatica da Europa continental,
em parte devido a eficiente divulgagao de Leibniz, que se correspondia assi-
duamente com numerosos matematicos. Entre eles, destacam-se as figuras
de Johann Bernoulli (1667-1748), que defendeu audaciosamente a existéncia
atual do infinito e dos infinitésimos, Jakob Bernoulli (1654-1705), que ado-
tou postura mais cautelosa diante do que, segundo ele, poderia ocasionar
paralogismos, e o0 Marqués de L’Hospital (1661-1704), autor de um livro que
propiciou uma maior popularizagao do assunto.

Abracando uma posicao formalista, Euler entendia as quantidades infini-
tamente pequenas simplesmente como aquelas que viriam a ser o préprio zero
(cf. [9]). No entanto, apelou largamente aos infinitésimos como recurso for-
mal definitivo diante de sua postura pouco rigorosa, obtendo resultados fun-
damentais como a determinacao de séries infinitas para funcoes logaritmicas
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— estabelecendo assim o valor de e, que introduz como base dos logaritmos
naturais —, exponenciais e trigonométricas. A livre manipulacao dos infi-
nitésimos, no estilo Wallis, foi praticada por Guido Grandi (1672-1742), Ber-
nard de Fontenelle (1657-1757) e, j& no século XIX, pelo matematico polonés
Josef Hoéné-Wronski (1778-1853).

A despeito dos resultados alcancados, o progressivo descontentamento
com o uso polémico do infinitésimo em andlise continuava provocando reacoes
na comunidade matematica. Surgiram assim algumas tentativas de fun-
damentacao por técnicas mais rigorosas que substituissem o problemaético
conceito de infinitésimo. A idéia de limite, freqiilentada no século XVII
por Gregorio de Saint-Vincent e Tacquet, foi retomada por Jean-le-Rond
D’Alembert (1717-1783), que se esforgou para apresentar uma definigdo sa-
tisfatéria, no que foi seguido por Simon L’Huilier (1750-1840); o objetivo,
entretanto, so seria alcancado um século depois por Weierstrafl. Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), autor do trabalho Théorie des fonctions analytiques
(1797), apoiando-se na nova concepgao de fungao oferecida por Euler, in-
troduziu a notagao f’, f”,... para as derivadas (terminologia que aparece
inicialmente em seu trabalho) da funcao f e defendeu o procedimento de ba-
sear o calculo diferencial na determinacao das funcoes derivadas nas séries de
Taylor. Lazare Carnot (1753-1823) procurou, no famoso volume Réflexions
sur la métaphysique du calcul infinitésimal (também de 1797), os principios
da andlise infinitesimal na chamada compensacao dos erros3.

No conhecido Traité de mécanique (primeiro volume publicado em 1811
e o segundo em 1833), Siméon Poisson (1781-1840) usou exclusivamente o
método dos infinitésimos, acreditando na existéncia real de tais entidades.
Por outro lado, Antoine Augustin Cournot (1801-1877), autor do Traité
élémentaire de la théorie des fonctions et du calcul infinitésimal (1841), insis-
tia na nao subordinacao da clareza de idéias simples, como as de velocidade
e infinitésimo, a intrincadas defini¢oes 16gicas, manifestando uma tendéncia
oposta aquela iniciada na primeira metade do século XIX, a qual culminara
na chamada aritmetizacao da analise.

O avango da logica matematica no século XX possibilitou a Abraham
Robinson (1918-1974) ressuscitar os infinitésimos como ferramentas formais
legitimas para o desenvolvimento do calculo. O autor do livro Non-standard
analysis (1966) propos uma extensao do corpo cldssico dos reais — os hiper-

3A afirmacdo de que a anélise de L. Carnot é fundada em preceitos pragméticos de
engenheiro e nao na busca de consisténcia légica tem sido, no entanto, reavaliada.
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reais (cf. [26]) — através de um modelo, garantido fundamentalmente pelo
teorema da compacidade, de uma teoria adequada ao corpo dos reais acres-
cida de formulas para os infinitésimos:

1 1
O<ege<le< —e<

JrE< g (1.5)

O surgimento da teoria das categorias e a posterior criagao dos topoi inspi-
rou a F. William Lawvere a idealizagao de uma analise intuicionista baseada
na nogao de “suavidade” (em inglés smoothness), em que os infinitésimos,
identificados com os elementos nilpotentes (€2 = 0), satisfazem o principio da
microafinidade, ou seja, as curvas sao retilineas em intervalos infinitesimais
(cf. [5]). Em 1979, E. Dubuc ofereceu o primeiro modelo toposéfico para
a analise infinitesimal suave servindo-se de um topos de Grothendieck sobre
uma categoria de variedades diferencidveis (cf. [43]). Por fim, a andlise suave
propiciou o desenvolvimento, por A. Kock, da chamada geometria diferencial
sintética.
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Capitulo 2

Rotunda filosofica

Pretendemos com este capitulo desenrolar o pano de fundo filoséfico que
norteia este trabalho. Comecamos por debater a necessidade da adogao de
topoi para abrigar o desenvolvimento tedrico do edificio conceitual engen-
drado. A seguir, lancamos uma discussao sobre a relacao entre a linguagem
interna de um topos e o construtivismo mateméatico. A ultima secao é des-
tinada a justificar a escolha da nocao de homogeneidade como instrumento
teorico apropriado para a formalizagao da idéia de magnitudes que variam
continuamente.

2.1 Unidade em multiplicidade

O movimento de aritmetizacao da andlise consumado por Weierstrafl teve
por fim a formalizacao de uma intuicao originalmente geométrica, de natu-
reza dinamica, por concepgoes aritméticas. Essa tendéncia foi intensificada
com o advento da teoria dos conjuntos de Cantor e as pesquisas de Dedekind
em teoria dos numeros: funcao, continuidade e as diversas nogoes do calculo
foram compreendidas em termos dos conceitos essencialmente estaticos da
nova formalizacao. Dentro dessa perspectiva, o proprio continuum foi redu-
zido a um conjunto infinito de pontos, sendo a idéia de magnitude substituida
pela de ordem.

Historicamente essa compreensao do continuum — como um conjunto infi-
nito de pontos — sempre encontrou adversarios. Kant entendia por continui-
dade a grandeza para a qual “nenhuma de suas partes ¢ a minima possivel”.
O tempo e o espago seriam grandezas continuas (quanta continua) porquanto
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“nenhuma de suas partes pode ser dada sem ser encerrada entre limites”.
Dessa forma, sendo os pontos concebidos como limites ou “lugares de li-
mitacao do tempo e do espaco”, eles “pressupoem sempre as intuicoes que
devem limitar ou determinar” e “nao poderiam mesmo ser dados anterior-
mente ao espago e ao tempo” [31].

Para Poincaré, a construgao classica dos reais “nao é a concepgao or-
dindria em que se supoe que entre os elementos do continuum existe uma co-
nexao intima tornando-o uma totalidade, em que o ponto nao tem existéncia
prévia a da linha, mas a linha existe previamente ao ponto”. Fiando-se a
formula segundo a qual “o continuum é unidade em multiplicidade”, Poin-
caré aponta que a construcao classica destréi a unidade, restando apenas a
multiplicidade, ao passo que “o analista tem menor razao ainda ao definir o
seu continuum como o faz na medida em que é sempre nesses termos que ele
raciocina quando particularmente se orgulha do seu rigor” [47].

Hermann Weyl admite a disparidade entre o continuum aritmético e o
continuum concebido intuitivamente, asseverando que “um ponto individual,
em si, é nao-independente, isto é, é simplesmesmente nada quando tomado
em si mesmo”. Weyl, assim como Kant, apdia-se na intuicao do espaco e
do tempo para erigir suas reflexdes sobre o continuum: “pontos estritos no
tempo ou no espago nao sao os elementos derradeiros, subjacentes, atomicos
da duragao ou extensao que nos sao dados pela experiéncia” [57].

Portanto, enquanto objeto da intuigao, o continuum ¢ dado previamente
aos pontos que demarcam ou limitam suas partes. Procuramos assim uma
formalizacao matematica fiel a nocao intuitiva do continuum como uma
“unidade em multiplicidade”; e, para que a multiplicidade dos pontos nao
desmantele a unidade apreendida como um todo, o objeto que representa
matematicamente o continuum deve preceder logicamente os “lugares de li-
mitacao” que constituem os elementos.

Uma linguagem matematica mais apropriada a formulacao desse pro-
blema é a da teoria das categorias. Numa categoria com suficiente poder
expressivo (qualquer topos com objeto dos nimeros naturais), o continuum
pode ser construido categorialmente, ou seja, através de ferramentas categori-
ais envolvendo limites, co-limites, exponenciais e classificador de subobjetos.
Embora estruturalmente complexa, a construgao prescinde dos elementos (ou
pontos), proporcionando ao objeto resultante o cardter de unidade preten-
dido.

Além disso, a adogao da linguagem categorial confere maior generalidade
as construgoes dos objetos dos nimeros reais (cf. Capitulo 6). Nesse sen-
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tido, métodos de construgao que resultam em estruturas isomorfas dentro
da teoria classica dos conjuntos podem produzir, num topos qualquer, resul-
tados diferentes. Em especial, os procedimentos tradicionais por cortes de
Dedekind e seqiiéncias de Cauchy, com que nos ocuparemos particularmente
neste trabalho, originam objetos que nao sao, em muitos topoi, isomorfos (cf.
Capitulo 8).

E notéria a dificuldade pratica de se lidar com as construgoes categoriais
dos sistemas numeéricos; no caso dos reais, em que se exigem ferramentas mais
sofisticadas, essas construcoes tornam-se quase impraticaveis. Para contornar
esse obstaculo, tais objetos sao definidos com auxilio da linguagem interna
do topos; o objeto propriamente categorial seria entao aquele que serve de
modelo para a teoria formulada naquela linguagem. Sabe-se que, em geral, a
l6gica subjacente a um topos — isto é, a légica definida na linguagem interna
e que se mostra correta e completa quando interpretada nesse topos — é
intuicionista. Mais precisamente, todo topos pode ser simulado por uma
teoria de conjuntos local, vale dizer, uma teoria de conjuntos tipificada e
governada pela 16gica intuicionista de ordem superior (cf. Capitulo 3).

Temos ciéncia de que a linguagem das categorias nao oferece uma resposta
definitiva ao problema de formalizacao matematica do continuum: a comple-
xidade da construcao dos objetos e a dificuldade de sua visualizacao num pa-
norama genuinamente categorial (em oposi¢ao a sua contraparte lgica) sao
empecilhos a sua identificacao com o continuum apreendido intuitivamente.
Muitos dos seus aspectos, contudo, mostram-se filosoficamente melhor reali-
zados e o grau de generalizacao atingido, que abarca a construcao conjuntista,
revela com mais detalhe as dificuldades sutis decorrentes da formalizagao.

2.2 Linguagem interna e construtivismo

O termo ‘construtivismo’ costuma ser tomado, em matemaética, em diferen-
tes acepcgoes. E comum encontrar em textos expositivos a expressao ‘de-
monstracao construtiva’ com o significado de ‘demonstracao sem o uso do
axioma da escolha’ (cf. [28]). Filosoficamente, porém, construtivismo tem
dois sentidos mais rigorosos que, de certa maneira, se confundem: por um
lado, a posicao filoséfica segundo a qual a existéncia de um objeto ma-
tematico s6 pode ser afirmada apods a construcao explicita do mesmo; por
outro, as escolas matematicas representativas desse pensamento. Assim,
um partidario da matematica construtiva nao aceita certos principios légicos
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perfeitamente legitimos na matematica tradicional, como o terceiro excluido
(¢ V —¢) e a redugao ao absurdo (——¢ — ¢). Na verdade, esses principios
nao-construtivos foram usados muito economicamente nas demonstragoes
matematicas anteriores a 1880. Prova disso é a célebre reacao que a de-
monstracao nao-construtiva de Hilbert do teorema da base finita para ideais
polinomiais provocou no matemaéatico Paul Gordan, que teria afirmado: “Isso
nao é matematica, é teologia.”

Dissemos na se¢ao anterior que todo topos pode ser simulado por uma
teoria local de conjuntos, isto é, uma teoria de conjuntos tipificada regida pela
légica intuicionista de ordem superior (cf. Capitulo 3). Légica intuicionista,
neste caso, é um sistema formal, ou seja, um calculo de seqiientes (ou sistema
axiomatico [17]) definido sobre uma linguagem formal, ndo envolvendo uma
escolha consciente e filosoficamente engajada de axiomas e regras: estes sao
pré-determinados pelas propriedades do topos em consideracao.

Convém ressaltar que o construtivismo é uma postura filoséfica, uma ati-
tude de rejeicao de certos axiomas. Assim sendo, deve-se fazer uma distingao
entre matemdatica construtiva, no sentido filosofico estabelecido, e ldgica for-
mal intuicionista. Nenhum categorista de formagao classica sentir-se-ia cons-
trangido a empregar um principio nao-construtivo no uso de suas atribuicoes.
Entretanto, no plano categorial, determinados problemas técnicos (da teoria
de topos) apresentam obstdculos muitas vezes intransponiveis, alguns dos
quais seriam abrandados se esses problemas fossem transferidos para o ambi-
ente légico-formal da teoria local dos conjuntos. O categorista (de formagao
classica ou nao) abandona assim sua linguagem de objetos e morfismos e
passa a trabalhar, provisoriamente, com um calculo de seqiientes definido
sobre uma linguagem formal. Os frutos dessa investida podem entao ser
reinterpretados convenientemente no ambiente categorial original.

Uma ilustracao tedrica desta posicao epistemoldgica pragmdtica da logica
matematica provém da teoria de feixes (cf. Capitulo 8). A solucao de pro-
blemas geométricos com ferramentas légicas nao é inédita [44]. O trato de
questoes no ambiente légico estrito da teoria local dos conjuntos, contudo,
amplia consideravelmente o grau de aplicabilidade dos resultados atingidos,
isto é, o nimero de categorias contempladas pelos mesmos. Em especial, a de-
monstracao da homogeneidade dos feixes de reais e da relagao de persisténcia
uniforme entre essas estruturas sao casos particulares das proposicoes gerais
estabelecidas numa teoria local naturalizada (cf. Capitulo 5).

Parece claro, portanto, que o matematico construtivista, por um lado,
e o toposofo que aplica a teoria local de conjuntos, por outro, partem de

30



motivacoes diferentes: este se apropriando de uma ferramenta logica para a
consecucao de um objetivo técnico e aquele abracando uma causa filosofica.
Nada impede, entretanto, que, observadas as limitacoes formais, profissio-
nais de ambos os lados compartilhem resultados comuns, assim como um
agndstico nao precisa repelir o conselho de um vigario. As limitacoes formais
de maior relevancia sao os principios particulares adotados pelas diferentes
escolas de matemdtica construtiva. O principal deles é o chamado axioma
da escolha enumerdvel, que pode ser enunciado desta forma: se X é um
conjunto e P(n,z) uma propriedade tal que, para todo n € N (o conjunto
dos naturais), existe um x € X para o qual P(n,x), entdo sempre haverd
uma seqiiéncia (x,),en que satisfaz P(n,x,) para todo n € N. As mais
influentes escolas de matematica construtiva assumem esse principio, acar-
retando profundas conseqiiéncias, uma das quais é a eqiiipoténcia entre os
reais de Dedekind e os reais de Cauchy [55]. Como veremos no Capitulo 8,
no topos Fei(X) dos feixes sobre um espago topoldgico X hé uma diferenga
marcante entre esses objetos: o feixe dos reais de Dedekind compreende as
fungoes continuas de X em R (o espago euclidiano), enquanto que o feixe
dos reais de Cauchy as funcoes localmente constantes de X em R. Em vista
dessas consideracoes, a imposicao do axioma da escolha enumeravel a um
topos (ou melhor, & sua teoria local correspondente) ocasionaria sérias res-
tricoes ao seu grau de aplicabilidade, deixando de fora exemplos da maior
importancia, como Fei(X) (a ndo ser que se prescrevam severas limitagoes
ao espago topologico X).

2.3 Homogeneidade

Ressaltamos no primeiro capitulo que, dentro da nossa concepcao, a idéia
de magnitudes que variam continuamente participa de maneira essencial do
conceito de continuum. Mais do que isso, essa idéia é a mais importante
dentre aquelas cuja participagao desse conceito é essencial. Gostariamos
de caracterizar matematicamente esse atributo com auxilio das ferramentas
categoriais de que dispomos.

De acordo com Leibniz, um determinado agregado de pontos forma um
continuum se entre dois desses pontos existe sempre um terceiro. Contem-
poraneamente essa propriedade corresponde a nocao de densidade, que sa-
bemos ser um atributo dos racionais (classicamente definidos ou nao). Essa
concepgao do continuum foi, na realidade, herdada de Galileu, que afirmava
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que a continuidade — esta entendida como uma qualidade essencial do con-
tinuum e nao o conceito matematico homoénimo — era conseqiiéncia de uma
subdivisdo infinita [9].

Mesmo no contexto restrito da teoria de conjuntos, a densidade é um
conceito manifestamente insuficiente. Consideremos, a guisa de exemplo, a
uniao Q™ U [0,00), em que Q™ é a intersecgao (—oo0,0] N Q. Trata-se de
um conjunto denso mas que pouco se ajusta a uma concepc¢ao rigorosa do
continuum matematico (Figura 1).

Figura 1

Desperta interesse o fato de nao existir nenhum automorfismo — ou seja,
uma bijecao que preserva a ordem estrita — desse conjunto que contenha,
digamos, a atribui¢ao 0 +— 1. Intervalos fechados constituem também exem-
plos anormais de conjuntos densos que se afastam da compreensao intuitiva
do continuum. Uma maneira de contornar esse tltimo obstaculo é ampliar a
definicao: um conjunto denso e sem pontos extremos é dito ser persistente.

A A

Figura 2

A idéia de magnitudes variando continuamente subentende que todas as
partes do continuum sejam da mesma natureza, isto é, que o continuum seja
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homogéneo. Matematicamente, dizemos que uma estrutura (parcialmente)
ordenada 2l = (A, <) é homogénea se todo isomorfismo parcial finito de 2 em
2 pode ser estendido a um automorfismo de 2 (Figura 2). Escolhemos, assim,
a nogao matematica de homogeneidade como uma alternativa de formalizagao
da idéia de magnitudes variando continuamente, que é o tema central deste
trabalho. Ainda que nao seja o unico, acreditamos que a homogeneidade seja
um critério indispensavel na identificacao de um objeto dos niimeros reais,
uma vez que a idéia filoséfica subjacente a essa nogao é, como vimos, um
atributo essencial do continuum.

Importa dizer que, se (A, <, a,b) é uma estrutura (parcialmente) ordenada
e homogeénea tal que a < b, entao ela é persistente. Com efeito, o isomorfismo
parcial a — b pode ser estendido a um automorfismo f e assim a < b < f(b).
Agora, se z,y € A e x < y, entdo o automorfismo g que estende {a +—
x, f(b) — y} produz um elemento z = g(b) que satisfaz x < z < y (portanto
a estrutura é densa); e, se z € A, o automorfismo h que estende b — x produz
os elementos y = h(a) e z = h(f(b)) que satisfazem y < x < z (portanto a
estrutura ndo tem pontos extremos).
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Capitulo 3

Teoria local de conjuntos

Teoria local de conjuntos é uma teoria de conjuntos tipificada cuja logica
subjacente é a logica intuicionista de ordem superior. Nesse sentido, ela é
uma generalizacao da teoria classica dos conjuntos, sendo a no¢ao primitiva
de conjunto substituida pela de tipo. A categoria construida a partir de uma
teoria local — cujos objetos sao os conjuntos locais e cujos morfismos sao as
fungoes locais — revela-se um topos, chamado de topos lingiiistico. E possivel
demonstrar entao que todo topos é equivalente a um topos lingiiistico.

A interpretagao de linguagens formais em categorias surgiu em 1963 com
F. W. Lawvere. Foi W. Mitchell, contudo, que, em 1972, forneceu a pri-
meira descrigao de uma linguagem formal adequada a um topos; J. Bénabou
e A. Joyal produziram independentemente resultados equivalentes. A deno-
minagao local set theory (teoria local de conjuntos) apareceu originalmente
no trabalho de J. Zangwill em 1977 e o teorema da equivaléncia, o qual ex-
pressa que todo topos é equivalente a um topos lingiiistico, foi demonstrado
primariamente por H. Volger, em 1975.

Pretendemos neste capitulo preparar uma exposicao sumaria da teoria
local dos conjuntos. Um desenvolvimento mais detalhado do tépico pode ser
examinado em [4], a referéncia bésica sobre o assunto; [33] apresenta uma
abordagem similar, estruturada em A-célculo. Em [17], os autores adotam um
sistema axiomaético (ao invés de célculo de seqiientes) e demonstram corregao
e completude. Comecamos por exibir a linguagem local, substrato da teo-
ria, apos o que introduzimos os axiomas e regras de inferéncia que compoem
a teoria local e definimos os conjuntos locais. A seguir, inserimos a inter-
pretacao da linguagem local num topos e enunciamos o resultado principal
deste capitulo, o teorema da equivaléncia. No final, apresentamos algumas
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definicoes elementares que ganharao aplicagoes futuras.

3.1 Linguagem local

Estabelecemos inicialmente uma colecao SOR de sortes, ou tipos basicos, com
elementos distinguidos 1 e Q. Definimos entao, recursivamente, uma colecao
TIP de tipos como a menor classe satisfazendo as condigdes (i) a (iii) abaixo:

(i) SOR é uma subcolegao de TIP, isto é, toda sorte é um tipo;

(ii) se A e B sdo tipos, entdo (A x B) é um tipo;

(iii) se A é um tipo, entao (PA) é um tipo.

Para cada tipo A, estabelecemos uma colecao VAR de waridveis de tipo
A, que serao denotadas por za, ya, 2a etc. Definimos recursivamente, para
cada tipo A, uma colecao TERA de termos de tipo A; a colecao TER de todos
os termos é a menor classe satisfazendo as condigoes (i) a (vii) abaixo:

(i) para cada tipo A, VARA é uma subcole¢ao de TERa;

(ii) () é um termo de tipo 1;

(iii) se o e 7 s@o termos de tipos A e B, respectivamente, entdao (o, 7) é
um termo de tipo (A x B);

(iv) se 7 é um termo de tipo (A x B), entao (7)" e (7)” sdo termos de tipos
A e B, respectivamente;

(v) se 7 é um termo de tipo Q e = é uma varidvel de tipo A, entao {x : 7}
é um termo de tipo (PA);

(vi) se 0 e 7 sdo termos de mesmo tipo, entdo (¢ = 7) é um termo de
tipo ;

(vii) se o e T sdo termos de tipos A e (PA), respectivamente, entao (o € 1)
¢ um termo de tipo 2.

As colecoes TIP e TER constituem a linguagem local L.

Um termo de tipo (PA) é dito ser um termo de tipo partes. Varidveis de
tipo Q sao denotadas por w, ' etc. e termos de tipo € sao chamados de
formulas e denotados por «, 3 etc.

Uma variavel x é dita estar ligada quando ocorre num termo da forma
{z : a} para alguma férmula «; do contrério, é dita estar livre. Um termo no
qual todas as variaveis estao ligadas é chamado de fechado; e uma férmula
fechada é chamada de sentenca. Se dois termos s6 diferem pelo nome das
variaveis ligadas, afirmamos que sao A-equivalentes. Podemos sempre evitar
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que a mesma variavel apareca de maneira ao mesmo tempo livre e ligada
em partes diferentes de um termo, pois para cada termo 7 existe um -
equivalente 7 em que isso nao acontece.

Um contexto ¥ é uma lista xg,...,z,_1 de variaveis distintas. Dizemos
que um contexto T é adequado a um termo 7 se todas as variaveis livres
de 7 encontram-se em Z. Nesse caso, afirmamos que Z.7 é um termo em
contexto. Quando ¥ lista todas as variaveis livres de 7, dizemos que ¥ é o
contexto canonico de 7. Se .7 é um termo em contexto e ¢ é uma lista
00, -.,0,—1 de termos tais que o; é do mesmo tipo de z; (i = 0,...,n —
1), definimos a substituicao simultinea 7(0/Z) de ¥ por ¢ em T como o
termo resultante da substituicao, de forma concomitante, de cada x; por o;
(1 =0,...,n—1). Observemos que a defini¢ao de substituigdo simultanea,
que pode ser formalizada por recursao, é inequivoca devido a nocao de A-
equivaléncia, uma vez que as variaveis ligadas podem ser rebatizadas sempre
que necessario.

Podemos estender as defini¢oes de variavel livre, contexto e substituicao
simultanea para colecoes I' de formulas.

3.2 Teoria local

Na linguagem local L, os simbolos l6gicos podem ser definidos por:

a— [ & a=0,;
T = 0=
aAB e {af) = (T,T);
a—f & (aAp) < aq
Vea & {z:a}={x:T} (3.1)
1 & Yww;
o e a— 1
aVi e YWwlla—-wAf—w) — w;
Jr.a & YwVr(a - w) — w).

Nas expressoes que definem a disjuncao V e o existencial d, assumimos que
w nao ocorre em « ou (3.

Um seqiiente em L£ é uma expressao da forma I' = «, em que a é uma
férmula e I' é uma colecdo finita (possivelmente vazia) de férmulas. Utiliza-
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mos as seguintes convencoes:

NA=a & TUA= o
B,l'=a ou I'f=a & TU{F}=q (3.2)
/607"‘7ﬁn—1:>05 = {507"'76n—1}:>a; ‘
=a & =
Consideramos os axiomas bdsicos listados a seguir.
tautologia a = q
unidade =11 = ()
congruéncia r=y,a(r/z) = ay/z)
projegoes = ((z,y)) =2 (3.3)
= ((z,4)" =y
emparelhamento = = = ((z)’, (2)")
compreensao =ze{r:a} —a
Consideramos também as regras de inferéncia arroladas abaixo.
enfraquecimento l=a
4 6, = «
I'=> I'=
corte ar ::% b
I'= «a
ituica 4
substituicao T(r/2) = a(r/7) (3.4)
r
extensionalidade —rEOTTET
I'=so0=171
o a,l'=06 [I1=a«a
equivalencia [

Na regra do corte, assumimos que todo contexto adequado a « é adequado
a I'U {f}; na extensionalidade, x nao esta livre em I'U {o = 7}.

Se S é uma colecao de seqiientes, a colecdo S de seqiientes derivdveis de
S é definida recursivamente como a menor classe satisfazendo:

(i) todo seqiiente de S é derivavel de S;

(ii) todo axioma basico é derivavel de S;

(iii) todo seqiiente que é resultado da aplica¢ao de uma regra de inferéncia
a um ou dois (dependendo da regra) seqiientes derivaveis de S é também de-
rivavel de S.
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Quando o seqiiente I' = « é derivavel de S, escrevemos T' |~g «; se S é
(), escrevemos simplesmente I' |~ « e afirmamos que I' = « é um seqiiente
vdlido. Uma teoria (local de conjuntos) é uma cole¢ao S de seqiientes fechada
sob derivabilidade, ou seja, tal que S é S; de maneira equivalente, I' jvg o se,
e somente se, [' = « estd em S. A teoria () é chamada de teoria (local) pura
(de conguntos). Um cole¢io de ariomas para uma teoria S é uma colegao
T de seqiientes para a qual 7' é S. Por fim, dizemos que uma teoria S é
inconsistente se |~g L; do contrario ela é consistente.

Os simbolos légicos definidos numa teoria local satisfazem todas as regras
da légica intuicionista de ordem superior. As demonstracoes que envolvem
esse fato podem ser conferidas em [4].

Uma teoria local também cumpre eliminabilidade de descrigoes para for-
mulas ou termos de tipo partes. Introduzimos a notacao

dlz.a & Jzja AVyla(y/z) — =y, (3.5)

em que y ¢ diferente de x e nao ocorre em «; agora, se x uma variavel de
tipo Q ou de tipo partes, é possivel exibir um termo 7 tal que

Adz.a v a(r/x). (3.6)

A demonstracao desse fato encontra-se também em [4].

3.3 Conjuntos locais

Um S-conjunto (ou congunto local) numa teoria local S é um termo fechado
de tipo partes. S-conjuntos serao denotados por X, Y, Z etc. Estabelecemos
as notacoes:

Ve € X.a = Vr[z e X — al;

Jr e X.o = dz[r € X Aaf; (3.7)

{reX:a} = {z:2e€XANa}.

Podemos definir numa teoria local as operacoes e predicados usuais da
teoria classica de conjuntos:

XCY & VeeXzeY (XeY domesmo tipo);
XNY = {z:zeXAzeY} (XeY domesmo tipo);
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XUY = {z:zeXVzeY} (X eY domesmo tipo);

Ua = {xa: T}

(Z)/_\ = {SL’A . J_},

-X = {z:-(x e X)};

PX = {u:uC X};

NU = {x:VYueUxecu} (U detipo PPA);

Ju = {z:3JuelUxecu} (U detipo PPA);

{r} = {x:2z =7} (znao livre em 7); (3.8)
{o,7} = {z:x=0Va=7} (znaolivre em o ou 7);
{r:a} = {z:3wo,...,znalz=7ANa]} (20,...,29p-1.7);
XxY = {{r,y):x e XNyeY};

X+Y = {{z},0): 2 e XJU{0,{y}) -y eV}

y¥ = {u:uC X xYAVre XIyeY(ry €ul;
[Le;Xi = {ueUi:Viel{z: (i,z) €u} C X;};

Lo, Xi = {(t,x)y:ielnze X}

A proposicao seguinte estabelece os resultados elementares que acompa-
nham a teoria classica dos conjuntos. Sua demonstragao segue diretamente
das definigoes.

Proposicao 3.3.1. Em qualquer teoria local valem as propriedades listadas
abaixo.

extensionalidade |~ X =Y «Ve(z € X - x €Y)

ordem ~MXCX
N(XCYAYCX)—X=Y
N(XCYAYCZ) —XCZ

interseccao ~MZCXNY - (ZCXANZCY)
~MXCNOU-YueUX Cu

unido ~MXUYCZ— (XCZAY C2) (3.9)
~MUUCX oVueUuCX ’

UNIVETSO I~ xp € Un

vazio I~ —(za € 0a)

partes X eEPY - XCY

unitdrio ~Mref{yler=y

compreensao ~Ma—Te{T:a}

substituicao Vedly.a(z,y)  VuduVe € udy € v.a(z,y)
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3.4 Interpretacao de linguagens locais em to-
poi

Uma linguagem local £ pode ser interpretada num topos E qualquer e, uma
vez estabelecida a nocao de validade, obtém-se correcao e completude.

Uma interpretacao I da linguagem local £ num topos E ¢ uma aplicacao
que atribui a cada tipo A um objeto I(A) (denotado por A) de E de tal
maneira que':

(1) = 1;
Q) =
I(AxB) = AxB; (3.10)
I(PA) = QA
Estendemos agora a interpretacao I para a colecao TER dos termos de
L. Se ¥ é um contexto wg, ..., T, 1 de tipos Aq,...,A,_1, respectivamente,

definimos recursivamente uma aplicagao

[]% : TERg — Homg (H A, B) (3.11)
i<n
por:
(i) [z;]% = 7; (neste caso, B = A;);

Hi<n AZ
(ii) [()]% ¢ o (tinico) morfismo do diagrama abaixo (neste caso, B = 1);

[1,., A [0]z 1

(iii) [(o, 7)]% é o morfismo que faz o diagrama abaixo comutar, em que o
e 7 sao de tipos C e D, respectivamente, e B = C' x D,

C

[[<0-77_>}]f

Hi<n Al B
m v
D

ITal aplicacdo é inequivoca em virtude das consideracoes tecidas nas Notas sobre a
linguagem das categorias, na Introducao geral.

Uy A

J
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[(7)"]L sdo as composigoes indicadas no diagrama abaixo,

/ ﬁ’
7]z B

[(m)"1z
D

(v) [{y : a}]% é a transposta da composi¢ao abaixo, em que ~ é o iso-
morfismo canonico indicado abaixo e ¥ nao é um contexto para z, que ¢é de
tipo C (neste caso, B = Q¢ ~ PC);

Hz<n

Z<TL

(vi) [o = 7]% é a composigao indicada no diagrama abaixo, em que x/(4)
é o morfismo caracteristico da diagonal ¢ : C'— C' x C' (neste caso, B = Q);

IL.., A; [{o:m)]z OxC

(vii) o € 7]% ¢é a composicao indicada abaixo (neste caso, B = Q).

Hi<nA C x PC

[oer]z
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Por conseguinte, se .« é uma férmula em contexto, entao

[a]s: J] 4 — @ (3.12)

<n

é um morfismo caracteristico, ao qual esta associado um tnico subobjeto de
1., Ai- Recordemos que, num topos E, a colecao de todos os subobjetos
de um dado objeto constitui uma algebra de Heyting (cf. [36]).

Antes de introduzirmos a nocao de validade de uma férmula da linguagem
L no topos E, consideremos a seguinte convencao. Se I' é uma colecao de
formulas {ap, ..., @, 1}, entdo escrevemos [[']% ao invés de

NG (3.13)
<n
em que A denota o infimo na algebra de Heyting de subobjetos de []._. A;
(cf. Notas sobre a linguagem das categorias na Introdugao geral).

Se  é o contexto candnico de I' U {a}, dizemos que o seqiiente I' = «a é
vdlido por I, e escrevemos I' ey a se [I']% < [a]%, em que < é a relagdo de
ordem na élgebra de Heyting de [],_,, A;. Se o seqiiente ¢ valido por qualquer
I, escrevemos simplesmente I' ik «; se Iy |y ao, ..., o1 R a,—1 implica
[' s @, escrevemos como segue abaixo.

<n

Iy F\YI ag, ..., I'ny Ffl Qp—1
I FJ] «

(3.14)

E, se a expressao (3.14) vale para toda interpretacao I, escrevemos como
segue.
Fo kR ag,. ., Tt R a,
'k

Uma interpretacao I é um modelo duma teoria S se todo seqliente (equi-
valentemente, todo axioma) de S é vélido por I. Escrevemos I' kg a se vale
I' k; a para cada modelo I de S.

Exibimos, na proposicao a seguir, as trés versoes de correcao e completude
que sdo demonstradas em [4], resultado também conhecido como adequagao
da teoria local de conjuntos.

(3.15)
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Proposicao 3.4.1. Temos as trés versoes abaizo de correcao e completude.

(a) Thva sse TR«

(b) I'y= Qp, Fizél = Op—1 sse Iy |¢¥ Oy, F%Fgl Fﬁ Q1

(c) Thsa sse I'kRsa

Como conseqiiéncia da completude e correcao, demonstra-se que uma
teoria local pura é sempre consistente, isto é, nao vale |~ L. Para isso,
interpreta-se a linguagem local £ no topos Fcj dos conjuntos finitos e mostra-
se que, se todo seqiiente é valido nesse topos, chega-se a uma contradicao.

3.5 Teorema da equivaléncia

Toda teoria local S determina uma categoria C(S) cujos objetos sdo os S-
conjuntos; a igualdade em C(S) é estabelecida por:

X=Y:& hgX=Y (3.16)

Morfismos em C(S) sao as S-fungoes, que sao definidas como sendo as triplas
(f,X,Y) de S-conjuntos tais que?

o feY ™. (3.17)

Como X = X'\ Y =Y’ g YX =YX, S-funcoes sdo bem definidas. Nesse
caso, afirmamos simplesmente que f é uma S-funcao e escrevemos f : X —
Y. Verificamos entao a propriedade

fey* (ey)e fley)efhsy =y (3.18)
e introduzimos por conta disso a notacao
flx)=y:e(zy) e f (3.19)

25 importante destacar neste momento que estamos adotando a convengao segundo
a qual, quando algum S-conjunto é particularizado metalingiiisticamente, ele passa a se
comportar como uma constante na expressao formal correspondente. Nesta situacao, por
exemplo, os S-conjuntos f, X e Y aparecem na expressao formal seguinte como constantes
individualizadas e nao como variaveis livres.
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Em muitos casos, representamos f por
x— f(x). (3.20)

O dominio X de f é denotado por dom(f) e o contradominio Y por
cod(f). Demonstra-se facilmente (cf. [4]) que a composigao de S-fungoes,
denotada por o, existe e é associativa, e que a S-funcao identidade de um
dado S-conjunto X, denotada por idx, existe e funciona como elemento neu-
tro da composi¢ao. Logo, C(S) é de fato uma categoria. Mais do que isso,
é possivel mostrar que C(S) tem limites finitos, co-limites finitos, exponen-
cial e classificador de subobjetos; é portanto um topos, chamado de topos
linguistico.

Por outro lado, todo topos E determina uma linguagem local L(E), cha-
mada de linguagem interna ou de Mitchell-Bénabou de E, cujas sortes sao
todos os objetos de E, de tal maneira que 1 e €2 sao as sortes distinguidas.
A teoria local de E, denotada por T(E), ¢é a teoria em L£(E) cujos axiomas
sao todos os seqlientes vélidos pela interpretagao canonica de L(E) em E.

Enunciamos a seguir o chamado teorema da equivaléncia, o qual estabe-
lece que todo topos é equivalente a um topos lingiiistico. A demonstracao
encontra-se em [4].

Proposicao 3.5.1. Para qualquer topos E:
E ~ C(T(E)). (3.21)

3.6 Algumas definicoes

Nesta secao apresentamos as definigoes de algumas nogoes que serao de uso
corrente nos demais capitulos deste trabalho.

Uma S-funcao f: X — Y é dita ser:

(i) injetora se g Inj(f), em que

Inj(f) & Va',2"[f(2') = f(2") — 2’ = 2"]; (3.22)
(i) sobrejetora se g Shi(f), em que
Shi(f) 1 VyTa.f(z) = y; (3.23)
(iii) bijetora se pos Bij(f), em que
Bij(f) - Yy f(z) = y. (3.24)
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S-fungoes injetoras, sobrejetoras e bijetoras correspondem, no topos C(5),
a monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos, respectivamente. Recorde-
mos que, num topos, todo morfismo simultaneamente mono e epi é iso. A
S-fungao imagem direta de f, f : PX — PY (reservamos para ela o mesmo
simbolo f), é definida por:

u€ PX —{y:3Jrecuf(zx)=y}; (3.25)
e a S-funcao imagem inversa de f, f~': PY — PX, por:
veEPY —{x: f(x) €v}. (3.26)

A imagem de f, denotada por img(f), é o S-conjunto f(X). Essas definigoes
correspondem, naturalmente, as defini¢oes categoriais usuais.
Um S-conjunto X ¢é dito ser habitado se |~g Hab(X), em que

Hab(X) :< Jz.x € X. (3.27)

Intuitivamente, X ¢é habitado se ele contém algum elemento. E certo que
s Hab(X) — X # (), mas a reciproca nao é necessariamente verdadeira.

Seja Z um contexto zg,...,2,_1 de tipos Ag,...,A,_1, respectivamente.
Dizemos que uma féormula em contexto Z.a é decidivel no S-conjunto [,_,, Xi,
X; CUp, (1=0,...,n—1), se

s Vg € Xo, .oy Ty € Xpoq oV —al. (3.28)
De maneira equivalente, .o é decidivel em [],_, X; se o S-conjunto
{(xo,...,xn_1> S HXi : a} (3.29)
<n

¢ um elemento complementado na algebra de Heyting dos subconjuntos
(locais) de [T,.,, Ua,-
Em particular, z.a é decidivel em X C Up se

s Vo € X|a Vv —al. (3.30)

A partir disso, dizemos que Z.« é decidivel se é decidivel em [[,_, Ua,.

<n
Lema 3.6.1. Se Z.a e Z.03 sao decidiveis em [[._ X;, entdo Z.a A3, Z.aV (3

e Z.ao — (3 também o sao.

<n
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Demonstracao. Se = e y sao elementos complementados numa algebra de
Heyting (cf. [41]), com complementos, digamos, ~z e ~y, respectivamente,
entao ~xV ~y, ~x/\ ~y e T\ ~y sao os respectivos complementos de = A vy,
xVyex — y (no caso de elementos complementados, dispomos da identidade
r — y =~z Vy). Com efeito:

(x ANY) A (~xV ~y) = (x AyA ~z) V (e AyA ~y) =0V 0 =0; (3.31)

(x ANy)V (~xV ~y) = (zV ~xV ~y) A (yV ~aeV o ~y) = 1A 1 =1; '
~z A ~y) V(YA ~zA ~y) =0V 0 = 0;

zVyV~z)A(xVyV ~y)=1A1=1;

(@ Vy) A (~eA ~y

(V) V (~ah ~y (3:32)

) =
) =
(= y) A (2N ~y)
(= y) V(@A ~y) = (~xVy) V(A ~y) (3.33)

~zVyVe)A(~xVyV ~y)=1A1=1.

IV 1l

(A
(
E($_>y)Aa7)A~/y—xAyA~y_0
(

]

47



48



Capitulo 4

Estruturas ordenadas num
topos

Estruturas categoriais podem ser definidas de maneira geral, tal como as es-
truturas conjuntistas ordinarias. A flexibilidade matemética que governa o
estudo dessas estruturas depende do poder expressivo da categoria, que por
sua vez esta associado a linguagem formal que aquelas estruturas interpre-
tam, isto é, ao referencial lingiiistico da categoria. Usualmente escolhe-se
uma linguagem suficientemente rica, freqlientemente infinitaria, que sera in-
terpretada por categorias adequadamente equipadas; fragmentos (subclasses
de férmulas) dessa linguagem sao entao selecionados e confrontados com ca-
tegorias estruturalmente mais modestas. O relacionamento entre linguagens
formais e estruturas categoriais € o objeto de estudo da semantica categorial.
(cf. [29] e [37]).

Dentro de nossas pretensoes de tratar dos objetos dos niimeros reais, um
grau bastante satisfatério de generalizacao que podemos obter, na lingua-
gem das categorias, é representado pelos topoi (devidamente guarnecidos do
objeto dos nimeros naturais, estudado no Capitulo 5), que possuem um po-
der expressivo relativamente alto. Topoi podem interpretar a linguagem de
uma légica intuicionista de qualquer ordem, além de possuirem um aparato
matematico de cardter conjuntista, fato evidenciado pela teoria local dos
conjuntos, tratada no Capitulo 3.

Serdo contempladas neste capitulo apenas as estruturas (parcialmente)
ordenadas, instrumentos de que faremos uso no desenvolvimento da teoria.
Apo6s a exposicao de algumas nogoes elementares que servirao essencialmente
para estabelecer a notacao, introduzimos o conceito central e inédito de per-
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sisténcia uniforme. Seguimos com a definicao de cortes de Dedekind para
estruturas linearmente ordenadas e uns resultados preliminares, alguns deles
relacionando persisténcia uniforme. Fechamos o capitulo com a nocao de ex-
tensao de S-conjuntos, que servira para definir o objeto dos reais estendidos
no Capitulo 6.

4.1 Nocoes elementares

Exibiremos nesta se¢ao algumas defini¢coes de nogoes e conceitos de que fare-
mos uso no decorrer do capitulo. Quase todas sao de emprego ordinario, como
ordem, linearidade e densidade, ganhando apenas uma roupagem categorial.

Uma C(S)-estrutura (parcialmente) ordenada, ou simplesmente “uma or-
dem”, é um par

A= (A, <), (4.1)

em que A é um S-conjunto e < uma relagao sobre A (isto é, um S-subconjunto
de A x A) que satisfaz as condicoes de irreflexividade e transitividade!:

s —(a < a); (4.2)

a<dadad" <d" fvgd <ad” (4.3)

Para permitir maior legibilidade, afrouxamos a notagao eliminando os
indices que indicam a proveniéncia da ordem, escrevendo, por exemplo, < ao
invés de <4, mesmo que duas ou mais estruturas participem do enunciado.
Em casos ambiguos, contudo, manteremos o rigor necessario.

A relagao de apartagao #, usual em matemética construtiva [55], é defi-
nida por:

d#d" & ad <d'vad <d. (4.4)

Dizemos entao que a’ e a” estao apartados. Essa relacao ganha propriedades
especiais quando aplicada a contextos mais especificos, em especial aos niime-
ros reais, assim como sua negacao, a relacao de indiferenciabilidade:

a =ad" e —d#d". (4.5)

!Pelos motivos ponderados nas Notas sobre a linguagem das categorias, na Introducao
geral, estaremos omitindo deliberadamente expressoes como a € A, b € B, 2/ € X
etc. Rigorosamente, as expressdes seguintes seriam escritas como a € A g —(a < a)
e a/’a//7a/// c A7a,/ < a//,a// < a/// I’VS a/ < CLIN-
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Neste caso, dizemos que a’ e a” sdo indiferencidveis ou, se o contexto o
permitir, que sao simplesmente “iguais”. Decorre imediatamente que:

s a'#a” — a' #ad"; (4.6)
rsa =ad" —d =d". (4.7)

Um homomorfismo f de A = (A, <) em B = (B, <) é um morfismo
f A — B que preserva a ordem, isto é,

a <ad g fld) < f(a"). (4.8)

As C(9)-estruturas ordenadas formam uma categoria Ord[C(S)] cujos
morfismos sao os homomorfismos de preservagao de ordem.

Uma ordem 2 = (A, <) ¢ linear se obedece a condigao:
rsd <d"Vvd =d"Vvad <ad. (4.9)

A C(5)-estrutura A é densa em B se existe um monomorfismo i : A — B

em Ord[C(S5)] tal que:
V<t fvg Jal <i(a) <b”. (4.10)

Em geral, consideramos um monomorfismo canonico %, via de regra claro pelo
contexto. Em Cnj, por exemplo, o monomorfismo canénico é, na maioria das
vezes, a inclusao A C B. De agora em diante, sempre que dissermos que 2 é
densa em ‘B, estaremos exprimindo o fato de que o monomorfismo canonico
satisfaz a expressao (4.10). A é densa se é densa nela mesma por meio de
ida.
A C(9)-estrutura 2 é persistente em B se é densa em B e cumpre:

s Vb3a' a"i(a’) < b <i(a"). (4.11)

Vale aqui a mesma observacao que fizemos para a definicao de densidade;
mais do que isso, o monomorfismo ¢ da expressao (4.11) deve ser o mesmo
monomorfismo canonico. 2 é persistente se é persistente nela mesma, ou
seja, se é densa e nao tem pontos extremos.

51



4.2 Persisténcia uniforme

Sejam A e B C(S)-estruturas ordenadas. 2 é uniformemente persistente em
B, fato que sera denotado por A 3+ B, se é persistente em B e, além disso,
todo automorfismo de 2 pode ser estendido (por meio do monomorfismo
canonico i) a um automorfismo de B, isto é, para todo automorfismo h :
2 — 2, h4 um automorfismo A : B — B tal que o diagrama abaixo comuta
em Ord[C(S5)].

Ql(—i>€B

b

Ql(—i>iB

Observemos que a persisténcia uniforme é reflexiva e transitiva, por con-
seguinte uma pré-ordem. Na categoria Cnj, a qual se serve do teorema
de Schroder-Bernstein? [54], se 2 & B e B ¢ 2, entdo o conjunto A é
equipotente ao conjunto B. Num topos qualquer, entretanto, monomorfis-
mos A — B e B — A nao garantem o isomorfismo em questao. Poderfamos
entao perguntar se as condicoes adicionais oferecidas aos monomorfismos —
quais sejam, a persisténcia uniforme de 2l em ‘B e vice-versa — resultariam no
isomorfismo ambicionado. Até o momento, permanece em aberto a questao
da existéncia de um contra-exemplo, num determinado topos, para o isomor-
fismo A~ Bnocasode A+ B e B A

Como veremos no Capitulo 6, a persisténcia uniforme desempenha papel
importante no estabelecimento de uma ordenacao de algumas estruturas tra-
dicionalmente reconhecidas como objetos dos nimeros reais, entre as quais
as que abrigam os chamados reais de Dedekind e de Cauchy. Demonstramos
nesse capitulo que a estrutura dos reais de Cauchy, R, é uniformemente per-
sistente na estrutura dos reais de Dedekind, fR,, além de considerar outras
estruturas ordenadas dos reais (como os reais estendidos R,). Por outro lado,
no Capitulo 6, demonstraremos que as estruturas (parcialmente) ordenadas
dos reais de Cauchy e de Dedekind (definida na segao 6.3), sdo homogéneas.
Em virtude das consideracoes tecidas no Capitulo 1 — no qual defendemos,
com base em consideracoes histéricas, que um critério fundamental para a
identificacao de um objeto dos niimeros reais é a homogeneidade —, a homo-
geneidade nos serve como teste de reconhecimento de um tal objeto.

2Na verdade o teorema de Schroder-Bernstein pode ser demonstrado, por meio do
teorema do ponto fixo de Tarski, em qualquer topos booleano (cf. [30]).
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Quando duas estruturas ordenadas 2 e B sao tais que A & B e B 3 A,
escrevemos simplesmente A ~ ‘B, que é uma relacao de equivaléncia em
Ord[C(S)]. Dizemos entdo que A e B sdo estruturas andlogas. Em de-
terminados contextos, a relacao de isomorfismo é excessivamente forte para
identificar duas estruturas. Em teoria das categorias, por exemplo, a relagao
de equivaléncia entre duas categorias (ou melhor, a existéncia de funtores
que indicam equivaléncia) serve, em geral, para expressar o fato de que es-
sas categorias sao indiferenciaveis dentro da teoria [34]. O mesmo acontece,
em situagoes especiais, com as hierarquias de equivaléncia em n-categorias
e com a relagao de equivaléncia elementar em teoria de modelos [15]. Den-
tro do nosso contexto toposoéfico de estudo dos objetos dos ntimeros reais,
a relacao ~ de analogia sera de suficiente valia para a identificacao de duas
estruturas ordenadas. Tomaremos entao a liberdade de considerar um quo-
ciente externo Ord|[C(S)|/~ cujas classes de equivaléncia (externas) sao as
estruturas analogas por ~. Com isso, passaremos a nos referir a persisténcia
uniforme como uma ordem (externamente estabelecida).

Sendo um topos modelo para a légica intuicionista de primeira ordem,
seria interessante levantar um problema de ordem lingiiistica: a relacao de
analogia é mais forte do que a relacao de equivaléncia elementar? No caso de
uma resposta negativa, em qual fragmento da linguagem poder-se-ia manejar
essa noc¢ao com seguranca? Avancando um pouco mais: caso considerassemos
a légica intuicionista de segunda ordem, para a qual um topos também serve
de modelo, um tal fragmento forneceria elementos suficientes para uma in-
vestigacao da natureza dos nimeros reais? Elegendo a persisténcia uniforme
como bandeira da nossa reflexao, estamos nos envolvendo com questoes dessa
natureza.

4.3 Cortes de Dedekind

Na teoria classica dos conjuntos, cortes de Dedekind costumam ser apre-
sentados como construcoes efetuadas exclusivamente sobre o conjunto dos
nimeros racionais. O teorema do vaivém de Cantor, que serd exposto no
Capitulo 5, contribui decisivamente para essa abordagem: o conjunto or-
denado dos racionais é, a menos de isomorfismo, o Unico conjunto linear,
persistente e enumeravel (ou, de maneira equivalente, a teoria das ordens
lineares e persistentes é Ro-categérica [6]). Veremos mais adiante que essa
afirmacao tem alcance toposéfico. Por seu turno, os matematicos construti-
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vistas transportaram a defini¢ao para os seus respectivos universos (cf. [55]),
mas a preocupacao original de alcangar o completamento dos niimeros racio-
nais s6 poderia ser mantida com o uso de principios demasiadamente fortes.
Adiaremos o restante da discussao para o Capitulo 6, quando teremos fer-
ramentas suficientes para aprofundar o debate. Por ora, antecipamos que a
definicao mais geral de cortes de Dedekind, além de natural e adequada a
um topos puro, segue critérios técnicos exigidos para o desenvolvimento da
teoria.

Um corte de Dedekind sobre uma C(S)-estrutura linearmente ordenada
2 é um par (X,Y) € PA x PA que satisfaz

s Dedy ((X,Y)), (4.12)
em que

Dedg((X,Y)) = Hab(X)AHab(Y)A X NY =0
AYd (a € X « Ja” € X.d' < d”)
AYd (a €Y «+ Ja" € Y.d" < d')
AYd', a"(d <a'" —d e XVvad eyY).

(4.13)

Intuitivamente, um corte de Dedekind biparte o dominio da estrutura em
S-conjuntos habitados, disjuntos (primeira linha da definigdo), abertos e li-
mitados (segunda e terceira linhas) e (maximal-)consecutivos (quarta linha).

Representaremos, sempre que conveniente, o S-conjunto de todos os cor-
tes de Dedekind de 2 por 0A. Assim:

0A:={u € PAx PA:Ded(u)}. (4.14)
Definindo a ordem estrita sobre 04 por®
u<v:&u,ve€VANTaa e ' (v) N (u), (4.15)

determinamos uma C(S)-estrutura (A4, <), que serd denotada por 0.
O lema seguinte assegura que a construgao por cortes de Dedekind pre-
serva isomorfismos entre C(.S)-estruturas.

Lema 4.3.1. Se A = (A, <) ¢B = (B, <) sao C(95)-estruturas linearmente
ordenadas e isomorfas, entdao 02 ~ 0%B.

3Optamos por representar as projecoes pelas formas mais explicitas 7/(u) (em vez de
u'), 7' (v) (em vez de v”) ete.
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Demonstracao. Seja h : 21 — B um tal isomorfismo. Notemos inicialmente
que

vs Vu € 9A.Dedg ((h o 7'(u), h o 7" (u))) (4.16)
(basta conferir a defini¢do (4.13)). Definimos entéo h : 9A — 9B por

u— (hon'(u),hon"(u)). (4.17)
Pelo fato de h ser bijetora, verificamos que
s VV € PB3WU € PARU) =V (4.18)
e, por conseguinte,
s Vo € 0B3lu € 0A[h o' (u) = 7' (v) Ahor"(u) = 7" (v)], (4.19)

0 que nos revela ser h uma bijecao.
h preserva (nos dois sentidos) a relagdo < porque

u,v €E0A g u<v « Ja.a € 7'(v)Na"(u)
— Jda.h(a) € hon'(v)Nhon"(u)
— 3dbbe hon'(v)Nhon"(u)

(4.20)

Na expressao acima, a primeira e a iltima linhas seguem da definicao (4.15).
[

O lema seguinte garante que, se a C(S)-estrutura 2 for persistente, sem-
pre haverd um monomorfismo g : A — 0.

Lema 4.3.2. Seja 2 = (A, <) uma C(S)-estrutura habitada, linearmente
ordenada e persistente. Entao

s Va.Ded({{a' : a’ < a},{d" :a < d'})) (4.21)
e, além disso, o morfismo ig : A — A, definido por
ar— ({d :d <a},{d:a<d}), (4.22)

¢ um monomorfismo.
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Demonstragao. A primeira parte sai diretamente da defini¢ao (4.13): ambos
os S-conjuntos do par sao habitados (pois 2l ndo tem pontos extremos),
disjuntos, abertos (pois 2 é densa) e consecutivos (pois 2 ¢ linear). A segunda
parte resulta da expressao abaixo:

ig(ag) =ig(ar) pvs ({d' :d < ap},{d a9 <d'})
={d:d <}, {d a1 <d'})

[ <ag—d <a]Afag <d < ay <d (4.23)
Qp = a1
(a dltima linha segue da linearidade de 2A). ]

Chamamos g de monomorfismo canonico. Essa notacao sera mantida
2A G
daqui em diante, com possivel omissao do indice que indica a estrutura.

Lema 4.3.3. Sejam A = (A, <) ¢ B = (B, <) C(9)-estruturas linearmente
ordenadas e persistentes. Entao, para cada isomorfismo h : 2l — B, existe
um isomorfismo h : 0% — 0B que estende h, isto €, para o qual hoigy = iggoh.

Demonstracao. Repetindo os passos da demonstracao do Lema 4.3.1, obte-
mos, a partir de qualquer isomorfismo A : 2 — 9B, um isomorfismo h : 09U —
0B definido por:

u— (hon'(u),hon"(u)). (4.24)

Resta entao mostrar que h estende h:

ros hoiy(a) =

h({d' :d <a}),h({d :a <ad'}))

{h(d) :d' < a},{h(d"):a < d'})

{h(d’) : h(a’) < h(a)},{h(d) : h(a) < h(a")})  (4.25)
.{b :}lz(<)h(a)}, {b: h(a) < b})

o~ o~~~

O

A proxima proposicao estabelece o primeiro resultado de persisténcia uni-
forme.

Proposigao 4.3.4. Se a C(95)-estrutura linearmente ordenada A = (A, <)
¢ persistente, entao ela € uniformemente persistente em 02l.
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Demonstracao. Temos que mostrar, inicialmente, que 2 é persistente em 02L.
Que aquela é densa nesta, revela-o a expressdo seguinte (recordando que i é
o monomorfismo canoénico do Lema 4.3.2):

u,v €A pvsu <v — Ja.a € 7(v) N (u)
— Jda,d',d"ld <a<d Nd,ad" €n'(v) 7" (u)]
— Ja.u <i(a) < v,
(4.26)
em que a primeira linha segue da definigdo (4.15), a segunda do fato de “o
corte ser aberto” e a terceira novamente da defini¢ao (4.15) (Figura 3).

Figura 3

A persisténcia de 2 em 02 é imediatamente averiguada em:

u€ VA g Fd,d"ld € '(u) Nd” € 7" (u)]
/ " !/ . 1 (427)
s dd,a”i(d) <u<i(a”),

em que usamos a propriedade de “cortes serem habitados” (primeira linha) e
a defini¢do (4.15) (segunda linha). Finalmente, sendo 2 persistente, temos,
como um caso particular do Lema 4.3.3 (usando 2 em lugar de B), que todo
automorfismo de 2 pode ser estendido a um automorfismo de 92(. Concluimos
portanto que A G 0%. n

A proposicao abaixo prescreve uma condicao suficiente para que uma
determinada substrutura alcance sua expansao em producao de cortes.

Proposicao 4.3.5. Se 2 ¢ B sao duas C(S)-estruturas linearmente orde-
nadas e B é densa em 2, entao A ~ 0°B

Demonstragao. Considere ¢ : B — 20 um monomorfismo em Ord[C(5)] tal
que
a <a" g 3ba <i(b) <d. (4.28)

Desejamos construir, a partir de ¢, um isomorfismo h : 02 — 9298. Notemos
primeiramente que

u€VA g ({b:i(b) € 7' (u)},{b:i(b) € 7" (u)}) € 0B (4.29)
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pelo fato de B ser densa em 2. A S-funcao h : 0A — 0B, definida por

ur— ({b:i(b) € 7'(u)},{b:i(b) € 7"(u)}), (4.30)

torna-se assim uma candidata natural. Verifiquemos se h é, de fato, uma
bijecao. Primeiro, que é injetora:

u,v € 0A pvg h(u) = h(v) — {b:i(b) € n'(u)} = {b:i(b) € 7'(v)}
— Vb[i(b) € 7' (u) < i(b) € ©'(v)];
(4.31)
todavia:

Vo[i(b) € 7'(u) < i(b) € ' (V)] s a € 7'(u)
— dd'la < d Nd' € 7'(u)]
— A [a < i(V) < d Ni(V) € 7' (u)]
— A [a < (V') Ni(V) € ' (v)]

—a € 7'(v);

(4.32)
de maneira idéntica:
Voli(b) € 7' (u) < i(b) € 7' (v)] fvs a € 7'(v) — a € 7' (u); (4.33)
logo:
u,v € 0A vg h(u) = h(v) — Vala € 7'(u) < a € 7'(v)]
' (u) = 7'(0); (4:34)
do mesmo modo:
u,v € 0A vg h(u) = h(v) — 7" (u) = 7" (v); (4.35)
finalmente:
u,v € 0A vg h(u) = h(v) — u =v. (4.36)
Agora, para mostrar que h é sobrejetora, observemos o seguinte fato:
s moh({({a:3ben(v).a<ib)} {a:3ben"(v).i(b) <a}))
={b:i(b) €{a:3TFben'(v).a<i(b)}}
={b: 3 € 7'(v).i(b) <i(V)} (4.37)
={b:3W en’(v).b< b}
= '(v);
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analogamente:

s ™ oh(({a: 3 e (v).a <i(b)},{a:3Tben"(v).i(b) <a})) =

dessa forma:

s h({{a:3b e n'(v).a <i(b)},{a: T e n"(v).i(b) < a})) =

Portanto, podemos concluir que:

v €0B g Ju € 0A.A(u) =

Resta mostrar que A é um isomorfismo. Por um lado:

u, v €A s u <w

— Jda.a € ' (v) N 7" (u)
— da,d'la < d Na,d € 7'(v) N 7" (u)]
— 3b.i(b) € 7' (v) N 7" (u)
— db.be {V :i(b) e 7' (v)}
N{Y" - i(t') € ()}
— 3db.b e’ oh(v)N7" o h(u)
— h(u) < h(v);

por outro:
u,v € 0A g h(u) < h(v) — Jbb € 7’ oh(v)N h(u)
— db.be{V i) € 7r( )}
N{Y" = i(V) € m(u)}
— Jb.i(b) € 7' (v) N 7"(u)
— Ja.a € ' (v) N 7" (u)
—u <.

(4.41)

(4.42)

]

Uma conseqiiéncia interessante da Proposi¢ao 4.3.4 e da Proposi¢ao 4.3.5
¢ a conclusao de que, se 2 é uma C(S)-estrutura linearmente ordenada e
persistente e 02l ¢é linear, entao 02 ~ 00%. Isso significa que a construcao
por cortes de Dedekind é idempotente, num certo sentido, quando aplicada
a C(S)-estruturas persistentes.

O préximo lema, que resume em grande parte os resultados anteriores,
terd papel significativo na Capitulo 6, em que discutiremos os cortes de De-
dekind sobre o objeto dos niimeros racionais.
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Lema 4.3.6. Considere as sequintes afirmagcoes:

o A e B sio C(5)-estruturas linearmente ordenadas e persistentes;
o [ — B éum isomorfismo parcial;
o dom(f) € denso em A e cod(f) é denso em B.

Entao existe um isomorfismo h : 024 — 0B que estende f, isto é, para o qual
h o | dom(s) = i © f.

Demonstracao. Sejam A" = (dom(f), <q) e B’ = (cod(f), <s) as respecti-
vas C(5)-estruturas (isomorfas) geradas por dom(f) e cod(f); inferimos fa-
cilmente das hipéteses que A’ e B’ sdo persistentes. Pelo Lema 4.3.3, existe
um isomorfismo f : 92 — 9B’ que estende f. Agora, pela Proposicao 4.3.5,
existem isomorfismos A’ : 92l — oA e h” : 0B — 0B’. Portanto, podemos
definir i : 9% — 9B por h = h"~*o fok’, de acordo com o diagrama abaixo.

U 2B

lh/ i lh//
oA — 0B

h é um isomorfismo por se tratar de uma composicao de isomorfismos; e é
uma extensao de f pelo fato de o diagrama acima ser comutativo. Logo, é
também uma extensao de f. O

A definicao mais geral de cortes de Dedekind que estamos adotando neste
trabalho nao é simplesmente uma generalizagao arbitraria da construcao tra-
dicional efetuada sobre o objeto dos niimeros racionais. Ha critérios técnicos
que demandam tal procedimento. Como teremos a oportunidade de consta-
tar no Capitulo 7, a demonstragao da homogeneidade da estrutura ordenada
dos numeros reais de Dedekind requer o manejo de cortes de Dedekind de
subobjetos persistentes do objeto dos niimeros racionais. E o Lema 4.3.6, em
especial, prenuncia as nossas futuras aplicagoes.

4.4 Objetos estendidos

Se A = (A, <) é uma C(5)-estrutura linearmente ordenada, definimos a
S-funcao § : PA — PA por:
X —{a:3dd <anVad' € X.d" <d}; (4.43)
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similarmente, a S-funcao € : PA — PA é definida por:
X —{a:3d[a<d AVd" € X.d' <d"]}. (4.44)
Um elemento estendido de 2 é um par (X,Y) € PA x PA que satisfaz
s Esta((X,Y)), (4.45)
em que
Esty((X,Y)) ;< Hab(X) AHab(Y) Ad(X) =Y Ae(Y) = X. (4.46)

O S-conjunto de todos os elementos estendidos de 2 serd representado
por eA. Assim:
¢eA:={u€ PAx PA:Est(u)}. (4.47)

Se a ordem estrita sobre e¢eA for definida por
u < v:& Ja.a €' (v) N (u), (4.48)

exatamente como fizemos para 0 A, determinamos uma C(S)-estrutura (eA, <)
que sera denotada por e2l.

Verifica-se, pela linearidade de 2, que todo corte de Dedekind satisfaz
a condicao de elemento estendido (cf. [4]); logo, 09A C eA e, portanto,
existe um monomorfismo [ : A — ¢2A. Queremos mostrar agora que 02
¢ uniformemente persistente em e2|.

Proposicao 4.4.1. Se a estrutura linearmente ordenada A é persistente,
entao 0A 3= eA.

Demonstracdo. Por definicao de < em eA, 2 é persistente em ¢ e, assim,
02l é persistente em e2(.

Seja h : 024 — 02 um automorfismo de 9%. Definimos um automorfismo
h de e por:

(X, V)= ({a:l(a) e hol(X)},{a:1l(a) € hol(Y)}), (4.49)

em que [ : A — ¢2 ¢ o monomorfismo definido no pardgrafo acima. E facil
ver que u € eA g h(u) = h(u). O
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Capitulo 5

Objeto dos numeros naturais
num topos

Introduzimos neste capitulo os axiomas que representam o objeto dos niimeros
naturais numa teoria local de conjuntos. Nao temos o propdsito de apresen-
tar uma exposi¢ao exaustiva da teoria local naturalizada, como é chamada a
teoria local provida dos ntiimeros naturais. Nosso objetivo é preparar o ter-
reno para a definicao das nogoes fundamentais e demonstracao dos resultados
centrais deste trabalho, que envolvem essencialmente os objetos dos niimeros
reais. O leitor interessado encontrard novamente em [4] a referéncia bésica
sobre o assunto.

Apoés a apresentacao dos axiomas béasicos de uma teoria local naturalizada
e de algumas nocoes fundamentais que compoem o seu alicerce, demonstra-
mos o principio do minimo para propriedades decidiveis e introduzimos as
defini¢oes de enumerabilidade e finitude. Seqiiéncias finitas recebem um tra-
tamento mais pessoal, constituindo um caso particular da definicao mais geral
de seqiiéncia. Finalmente, depois de uma preparacao tedrica no ambito das
estruturas ordenadas, concluimos o capitulo com a demonstracao do teorema
do vaivém de Cantor, que envolve praticamente todo o instrumental sobre os
naturais aqui desenvolvido.

5.1 Objeto dos niimeros naturais

Numeros naturais foram introduzidos em categorias por F. W. Lawvere em
1971. Num topos E, um objeto dos numeros naturais ¢ um objeto N, munido
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de morfismos 1—--N—5N, tal que, para todo diagrama da forma 1—— X Jx ,

: L ! :
existe um tnico morfismo N— X que faz o diagrama

1 —>N—=N

NI

X?X

comutar. Demonstra-se que ha, a menos de isomorfismo, um tnico objeto N
satisfazendo a defini¢do acima [30].

A definicao categorial de N é simples e direta, mas o desenvolvimento da
teoria — que envolve recursao, objetos enumeraveis, objetos finitos, seqiiéncias
e outras nogoes — se torna por demais complexo se conduzido em linguagem
categorial. Retornemos entao ao nosso ambiente de trabalho que é a teoria
local dos conjuntos.

Uma teoria local N é dita ser naturalizada se sua linguagem possui um
tipo N, um termo fechado 0 de tipo N e uma N-funcao s de tipo N x N
satisfazendo os axiomas de Peano:

o —ls(n) = 0] (5.1)

s(m) = s(n) oy m =n; (5.2)
0€u,Vn[n € u— s(n) €ul] oy Ynn € w. (5.3)

O axioma (5.3) é chamado de azioma de indu¢do. O N-conjunto Uy (cf.
defini¢ao (3.8)), denotado por N, é entdo chamado de objeto dos nimeros
naturais, que coincide, naturalmente, com o objeto N de C(N) (cf. [4]). Ele-
mentos de N serao denotados, como nos axiomas acima, por m, n, n’ etc. A
N-funcao s : N — N é chamada de sucessor, enquanto que os elementos 0,
1:=5(0), 2 := s(1) e 3 := s(2) sdo chamados de zero, um, dois e trés, res-
pectivamente (os demais elementos de N nao sao explicitados neste trabalho;
basta contar até 3).

No axioma de inducao (5.3), se a varidvel u (de tipo PN) for substituida
por {n : a(n)}, para qualquer férmula « de contexto n, teremos o seguinte
esquema de inducao:

a(0),Vn[a(n) — a(s(n))] s Yn.a(n). (5.4)
Em particular, se vy a(0) e a(n) oy a(s(n)), entdo on Vn.a(n).
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O seqiiente apresentado a seguir é o chamado principio da recursao (pri-
mitiva), cuja demonstragdo pormenorizada pode ser verificada em [4]:

reX,ge XN oy Afe XNF0)=xAVn.fos(n)=g(f(n),n)]. (5.5)

Como primeira aplicagao do principio da recursao, definimos uma N-
funcdo [-] : N — PN que, intuitivamente, coleta todos os naturais menores
que um dado n. Pelo principio da recursao:

o 3 € (PN)M[0] = O A [s(n)] = [n] U {n}]. (5.6)
Podemos agora definir a relacao de ordem estrita em N por:
m<n:&m e n|. (5.7)

Usando a nova notacao, temos agora vy [n] = {m :m < n}.
O lema seguinte é uma coletanea de fatos basicos sobre a ordem estrita e
o N-conjunto N. A demonstracao ¢ direta e pode ser verificada em [4].

Lema 5.1.1. A ordem estrita < em N satisfaz as sequintes propriedades:

e clemento minimal:

o =(n < 0); (5.8)
e discrigao:
vy m <s(n) e m=nVm<n; (5.9)
o irreflexividade:
~~y o(n < n); (5.10)
o transitividade:
m' <n,n<m” oy m' <m” (5.11)
e linearidade:
ym<nVm=nVn<m, (5.12)
o decidibilidade:
~ym=nV-o(m=n). (5.13)
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A decidibilidade da igualdade em N d& ocasiao para que empreguemos a
relagao < em sua acepgao tradicional:

m<n:=m=nVm<n. (5.14)

A adi¢ao (ou soma) + : N x N — N é definida como sendo a transposta
da N-funcao f : N — NN definida por recursao:

o f(0) =idw A (f o s)(n) = (s o f)(n), (5.15)

em que sV : NV — NV ¢ a N-funcdo g — s o g. Pela definicdo, a adicao
satisfaz a propriedade ordinaria:

My 0+n=nAs(m)+n=s(m+n). (5.16)

Notemos que |~y s(n) =n + 1.
O produto - : N x N — N é obtido de maneira semelhante, satisfazendo a
propriedade:
r~y 0.n=0As(m).n=m.n+n. (5.17)

Verificam-se por inducao as condicoes de associatividade e comutatividade
da adigao e da multiplicacao.
Finalmente, a exponencial (-)) : N x N — N é obtida por:

oy m® =1 Am* ™ =m"m. (5.18)

5.2 Principio do minimo

Toda fungao recursiva primitiva é representavel (cf. [33]) num topos: as N-
fungdes zero (n — 0), projecao e sucessor integram o repertério convencional
de uma teoria local naturalizada; substituicao é simplesmente a composicao
com o produto; e a recursao primitiva equivale a expressao (5.5).

Funcoes recursivas primitivas, através de suas representacoes, serao de
grande valia no desenvolvimento da teoria. Exemplos fundamentais sao as
bijecoes usuais entre N x N e N:

(m,n) — 2™(1 4 2n) — 1; (5.19)
(m,n) — ((m+n) 2—}—3m—|—n)' (5.20)
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Tracamos como objetivo desta secao a demonstragao do principio do
minimo, que pode ser descrito intuitivamente como: se algum nimero natural
tem uma determinada propriedade decidivel, entao sempre havera um menor
numero natural com essa propriedade. E importante destacar que estamos
lidando com propriedades — isto é, férmulas na linguagem local — decidiveis,
cuja definigao foi apresentada na expressao (3.28). Em [55] encontramos uma
demonstracao construtiva de que a imposicao do caso mais geral leva a lei
do terceiro excluido.

Antes da demonstracao propriamente, vamos introduzir uma notacao que
sera de muita serventia neste capitulo e nos demais. A conjuncao finita de
uma férmula a é a N-funcao A, <() @ N = Ug definida recursivamente pela

expressao’:

ka/\a:T/\‘v’n[/\ a:/\a/\a(n)]. (5.21)

<0 i<n+1 <n

Recordemos que Uq é o N-conjunto {w : T} (cf. defini¢ao (3.8)).
Da mesma forma, a disjunc¢ao finita de « é definida por:

I’VN\/CV:J_/\\V/?”L[\/ az\/aVa(n)]. (5.22)

<0 <n+1 i<n

Uma simples indugao é suficiente para garantir o resultado intuitivo:

n<mlpoy /\a—>/\a; (5.23)

i<m <n
ngm}wN\/a—>\/a; (5.24)
<n i<m

e a aplicagao direta da definicao, com ajuda de propriedades elementares do
calculo proposicional intuicionista (cf. [19]), produz:

~N [ \/ aAﬁ\/a] — a(n). (5.25)

i<n+1 <n

O lema seguinte, de capital importancia para a Proposicao 5.2.2, atesta
a decidibilidade das férmulas A;_, a e \/,_,, & como conseqiiéncia da decidi-
bilidade de «.

'Sendo uma férmula um termo de tipo €, a conjuncao finita seria mais rigorosamente
definida por uma N-fungao da forma A, (") : Ua x N — Uq.
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Lema 5.2.1. Se a férmula o é decidivel em N, entao, para cada n, )\
e Vo, também o sao.

<n o
Demonstracao. Usando inducao, o caso n = 0 é imediato. Para o préximo
passo, é suficiente aplicar o Lema 3.6.1. Il

Ja temos condic¢oes de demonstrar o principio do minimo, tarefa da pro-
Xima proposicao.

Proposicao 5.2.2. Se a formula o € decidivel em N, entao

In.a(n) oy Infa(n) AVm(a(m) — n < m)]. (5.26)
Demonstracao. Precisamos de uma N-fungao auxiliar f : N — N definida
por:

~y o f(0)=0

AVA[(Vicpsr @ = f(n+1) = f(n) +1) (5.27)

A (_‘ Vicnpa— f(n+1) = f(n))}
O Lema 5.2.1 garante que f esta bem definida. Uma propriedade imediata
de f é:

~y dn.a(n) — 3In.f(n) > 0. (5.28)
Com efeito,
oy dna(n) — 3n V@
— dn.f(n+1)= f(n)+1 (5.29)
— dn.f(n) > 0.
Outro fato elementar de que faremos uso é:
ey VL f(n) < f(n+1). (5.30)

O roteiro da nossa demonstracao é o seguinte: mostraremos inicialmente
que, se vy In.a(n), e portanto vy In.f(n) > 0, entdo f é sobrejetora.
Em particular, satisfeita a condi¢ao descrita, o ntimero natural 1 sempre
pertencerd a imagem de f. Depois disso, partiremos para o resultado final,
que exibe o minimo requerido:

f(n+1)=1pn a(n) ANVmja(m) — n < m)|. (5.31)
Demonstraremos agora por indugao que

~n Vn[f(n) > 0 — Sbj(f)]. (5.32)
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O passo n = 0 sai diretamente da definicao. Consideremos entao a hipotese
de inducdo (HI) oy f(n) > 0 — Sbj(f); para ~n f(n+ 1) > 0, temos duas
possibilidades: se ~y f(n) > 0, aplica-se a HI; caso contrario:

~y f(n)=0— f(n+1)=f(n)+1=1. (5.33)

Nesse caso, temos da definicao de f que |~y V,_,  , @ e, portanto,

i<n+
N Ym [m >0— \/ a] . (5.34)
i<n+m

Com isso, ainda pela definicao de f, concluimos por nova inducao que

f(n)=0 pnVm.f(n+m)=m
I~~~ Sbj(f)

e assim vale a expressao (5.32), da qual tiramos como conseqiiéncia o resul-
tado:

(5.35)

on 3n.f(n) > 0 — Shj(f). (5.36)

Para finalizar, vamos demonstrar por inducao a expressao (5.31). Paran = 0,
temos:

f0)=0,f(1) =1 N f(1) = f0) + 1; (5.37)
assim, f(1) =1 pvn V,.4 @ e portanto f(1) =1 pn «(0); logo,
f(1) =1 pn a(0) AVmla(m) — 0 < m)|. (5.38)

Guardemos a HI e suponhamos que |~y f(n 4+ 2) = 1. Admitamos, por
absurdo, que |~y f(n+ 1) = 1; dessa forma:

fn+2)=flnt1)=1 PP:N (\X/(n)
Pvg f(i;nJ—:QQ) = fln+1)+1 (5.39)
~yo L

o que nos conduz a f(n+2) =1y f(n+1) # 1; por (5.30), temos que

f(n+2)=1pny f(n+1) =0= f(n); logo, f(n+2) =1y =V, .
Além disso,

fn+2)=fn+)+1py \/ o (5.40)

i<n+2
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o0 que, pela expressao (5.25), nos assegura que f(n+2) =1 oy a(n + 1).
Para encerrar, admitamos agora, novamente por absurdo, que oy m < n.
Entao, pela expressao (5.24):

m+1<n+1,=Vinaby Vi, (5.41)

Completando a argumentagao:

fn+2)=1,a(m) oy m<n+1— -a(m)
'NN m<n+1— 1

oy —(m <+ 1) (5:42)
~y o n+1<mg
portanto:
fn+2)=1phyamn+1) AVmla(m) = n+1<mjl. (5.43)
E a proposicao finalmente estd demonstrada. O

Se a férmula «(n) é decidivel e |~n In.a(n), entdo, como conseqiiéncia
da anti-simetria de <, o minimo sera tunico, isto é:

oy Anfa(n) AVm(a(m) — n < m)]. (5.44)

Esse minimo é denotado por pn.a(n).

5.3 Enumerabilidade e finitude

Para qualquer topos, possuir um objeto dos niimeros naturais N equivale a
propriedade de ter um objeto X tal que X ~ X +1, em que 1 é o objeto final
do topos [4]. Costuma-se definir entdo um objeto X como sendo infinito
se existe um isomorfismo X ~ X + 1. Portanto, todo topos naturalizado
tem um objeto infinito e vice-versa. Mais proficuas serao para nés as nogoes
de enumerabilidade e finitude, que serao definidas por uma abordagem mais
direta.
No topos Cnj, enumerabilidade significa eqiiipoténcia com o conjunto
N dos naturais. Definiremos iniciamente uma nog¢ao mais fraca do que essa.
Dizemos que o N-conjunto X é enumerdvel se satisfaz o axioma p~y Enm(X),
sendo
Enm(X) = X =0V 3g € X".Sbj(g). (5.45)
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Dizemos também que cada N-fungdo g (que representaremos na maioria das
vezes por gx) satisfazendo a condigdo acima é uma enumeragdo de X.

Se X satisfizer a condi¢do mais forte vy X ~ N, diremos que ele é
totalmente enumerdvel.

Na inicio da segao 5.2 foram apresentadas duas bijecoes de NxN em N que
atestam a enumerabilidade total de Nx N (expressoes (5.19) e (5.20)). Assim,
se os N-conjuntos X e Y s@o (totalmente) enumerdveis por gx : X — N e
gy Y — N, respectivamente, entao a composicao gnxnogxxy da enumeracao
guxy de Nx N com o produto gx«y := gx X gy : X XY — N XN é claramente
uma enumeracao (total) de X x Y.

Um N-conjunto X ¢ finito se p~y Fin(X), sendo

Fin(X) :< In. X ~ [n]. (5.46)

5.4 Seqiiéncias finitas

Definimos uma seqiiéncia (com valores) em X como uma N-func¢ao f: N —
X +{t}, em que f representa um elemento qualquer; por exemplo, § = 0. Por
comodidade, atribuiremos valores a f diretamente de X e de {f}, desprezando
o rétulo conferido pela uniao disjunta. Para isso, basta ter em mente que
N £ ¢ X sempre que f estiver rotulado.

Uma seqiiéncia finita em X é uma seqiiéncia em X que satisfaz o axioma

~n Sty (f), em que
Stnx (f) & 3n[f([n]) € X A f(N—[n]) = {#}]. (5.47)

Na definigdo acima, a expressao N — [n] é inequivoca, uma vez que a
férmula m € [n] é decidivel e, com isso, a diferenca entre os N-conjuntos
pode ser de qualquer natureza?. Observemos também que o natural n da
expressao (5.47) é tdnico. Com efeito, seja m satisfazendo igualmente as
condigbes descritas; sem perda de generalidade, consideremos |~y m < n.
Com isso,

m<n py f(m)eXAf(m)=1
by L

2Queremos dizer com isso que a diferenca N — [n] pode significar, indistintamente,

{m:m ¢ [n]}ou{m:A,_, (m#1i)}.
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Usando o mesmo raciocinio, podemos afirmar que vy f(n) =1V f(n) # t,
isto é, a férmula f(n) =t é decidivel em N.

Podemos coletar todas as seqiiéncias finitas de um dado N-conjunto X
por meio de:

Xt = {f e (X +{th": Stx(f)}. (5.49)

Os elementos de X* serao denotados por T, @y, & etc®. Isso reflete a
natureza finita dessas N-funcoes, que, apesar de terem, de fato, dominio N,
atingem apenas um numero finito de elementos do N-conjunto X, conforme
reza a expressao (5.47). Entre os elementos de X*, encontra-se a N-funcao
constante definida por n — f§. Ela sera denotada também por f, um abuso
de notagao que julgamos justificavel.

A cada elemento ¥ de X™* estd associado um numero natural, que repre-
senta intuitivamento o comprimento ou nimero de elementos relevantes de
Z. A N-funcao cmpy : X* — N é definida por

T pun.Z(n) = 4. (5.50)

A N-fungao cmp nos capacita a coletar todas as seqiiéncias finitas de um
determinado comprimento:

X" :={de X" cmpy(Z) =n}. (5.51)

E conveniente notar que ¥ — T(0) fornece uma bijegao entre X' e X,
mas nao ocorre uma igualdade. De fato, os elementos de X! sao de uma na-
tureza diferente da dos elementos de X. Fenomeno semelhante ocorre entre
X x X e X? (neste caso, T — (#(0),Z(1)) promove a bije¢do), e assim por
diante. Tal fato nao deve fugir a intuicao, uma vez que nossa real intencao
¢é definir seqiiéncias finitas em oposicao a elementos. E, mais importante do
que isso, a forma como nossas seqiiéncias foram construidas estd estritamente
desenvolvida dentro da teoria local. Entretanto, por uma questao de como-
didade, confundiremos deliberadamente as nog¢oes de seqiiéncia e produto
finito, ainda que este ultimo nao esteja definido formalmente dentro de nossa
teoria.

Definimos a imagem util de uma seqiiéncia finita ¥ como sendo:

imuy (%) := Z([ecmpy (Z)]) = {Z(n) : n < cmpy () }. (5.52)

3Embora a mesma notacdo j4 tenha sido usada para contextos, a circunstancia do uso
livrara o leitor da ambigiiidade.
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A partir de agora, quando nao houver possibilidade de confusao, omiti-
remos o indice que representa o N-conjunto, escrevendo simplesmente Sfn,
cmp e imu ao invés de Sfny, cmpy e imuy, respectivamente.

Podemos acrescentar a toda seqiiéncia de X* um novo elemento de X,
aumentando em uma unidade o seu comprimento. E o que faz a N-funcao
x: X" x X — X*, definida por:

(5.53)

E possivel também determinar uma ordem estrita entre os elementos de
X"

—

Ty < Ty = emp(Ty) < emp(Zy)AVn[n < ecmp(Zy) — Zo(n) = 71(n)]; (5.54)
dessa forma,
I’\/N [Cmp(fl) = Cmp(fo) + 1A f() < fl] — fl = Zi"o * fl(cmp(a_:'g)) (555)

e, além disso, vy V¥ € X*[Z =4V i <]

Um resultado importantissimo é o que estabelece uma bijecao entre N e
N*. A N-funcao h : N* — N que cumpre tao nobre tarefa é, além de tudo,
recursiva primitiva; sua definicao faz uso de recursao sobre o comprimento
da seqiiéncia:

rn h(f) = 0A R(7*n) =2"(1 4 2h(R)). (5.56)
A proposicao seguinte generaliza o resultado anterior.

Proposicao 5.4.1. Se o N-conjunto X € enumerdvel, entao X* também o
é. Além disso, se X € totalmente enumerdvel, entao X* o € igualmente.

Demonstracao. Seja gx : N — X como de praxe, uma enumeracao (total)
de X. E suficiente apresentar uma sobreje¢ao (ou bijegao, conforme o caso)
g : N* — X* pois N ~ N*. De uma maneira ou de outra, a N-fungao abaixo,
definida recursivamente sobre o comprimento da seqiiéncia, atinge o nosso
objetivo:

oy g() = A g(7xn) = g(7) * gx (n). (5.57)

]
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5.5 Estruturas ordenadas revisitadas

Uma C(N)-estrutura 2 é enumeravel se o seu dominio A é enumeravel. O
mesmo vale para as nocoes de finitude, enumerabilidade total etc.

Seja entao A = (A, <) uma C(N)-estrutura linearmente ordenada e enu-
meravel. Recordando que A* é o N-conjunto de todas as seqiiéncias finitas
de elementos de A, dizemos que @ € A* é crescente se |~y Crs(d), em que

Crs(d) :< Vn,m[n < m < cmp(a@) — d(n) < d(m)]. (5.58)

O N-conjunto de todas as seqiiéncias finitas crescentes de elementos de A é
denotado por A’.. Assim:

Ar ={de A" : Crs(a)}. (5.59)
A préxima proposigao atesta a enumerabilidade de A%,.

Proposigao 5.5.1. Se %A = (A, <) € uma C(N)-estrutura linear e enu-
merdvel, entao Af, € também enumerdvel.

Demonstracdo. Seja ga : N — A uma enumeracao de A. Como N ~ N*,
é suficiente apresentar uma sobrejecao g : N* — A* . A mesma pode ser
definida recursivamente sobre o comprimento da seqiiéncia:

INN g(ﬁ) =
A0 < emp(g(77))
— Hg(ﬁ))(

Aga(n) <

mp(g(17)) = 1) < ga(n) — g(i ¥ n) = g(7) * ga(n)]
g(7)(emp(g(17)) — 1) — g(i* n) = ]
(5.60)
Outra maneira de demonstrar seria observar que a expressao (5.58) pode ser
escrita na forma de uma conjuncao finita dupla de uma férmula decidivel, o
que acarreta em @ € A%, ser também decidivel. Isso, somado ao fato de que
A* é enumeravel, implica a enumerabilidade de A7,. O

Seja agora A = (A, <) uma C(N)-estrutura linearmente ordenada. Por
causa de sua estrutura de reticulado (cf. [41]), podemos definir N-fungoes
A, Y:AXxA— Apor:

"“N (a’Aa" _ a/) PN (CLI < a//>; (5.61)
P\’N (a/ Y d' = CL”) PN (a/ < a"). (5.62)
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Estabelecemos a convencao de que vy § A a = £ Y a = a. Considerando
um caso mais geral, definimos agora as N-fungbes min, max : A* — A+ {t},
respectivamente, por:

~y min(f) = A min(d * a) = min(@) A a; (5.63)

~n max(f) = f A max(@ * a) = max(a@) Y a. (5.64)

Daqui em diante, faremos livre uso das N-func¢oes min e max, aplicando-
as tanto a seqiiéncias finitas quanto a conjuntos finitos, desde que, eviden-
temente, exista uma maneira canodnica, e clara pelo contexto, de verter tais
conjuntos em seqiieéncias.

5.6 Teorema do vaivém de Cantor

Esta secao foi reservada para a demonstragao do chamado teorema do vaivém
(em inglés back and forth), classicamente devido a Cantor, que expressa o
isomorfismo de duas estruturas linearmente ordenadas, persistentes e enu-
meraveis.

A proposicao seguinte é o teorema que da nome a esta secao.

Proposicao 5.6.1. Se as C(N)-estruturas ordenadas A = (A, <) e B =
(B, <) sao habitadas, lineares, persistentes e enumerdveis, entio A ~ B.

Demonstracao. Dividimos a demonstracao em duas partes. Na primeira,
mostramos que as estruturas 2 e B sao parcialmente isomorfas, ou seja, que
ha um N-conjunto F' de seqiiéncias finitas em A X B, preservando a ordem
dos pares, com a propriedade do vaivém. Na segunda parte, construimos o
isomorfismo requerido.

Parte 1. Seja

F:= {fe(Ax B)":VYn,m[n <m < cmp(f)
— (7'0 f(n) < 7o f(m) & a0 f(n) <x"o f(m))]}

o N-conjunto de todas as seqiiéncias finitas em A x B que preservam a ordem
dos pares. Por comodidade, estamos escrevendo simplesmente 7’0 f (e 7”0 f)
ao invés da forma rigorosa (7' +idgy)o f (e (7" +idgy) o f, respectivamente).
O produto A x B de N-conjuntos enumeraveis é sempre enumeravel (cf. segao

(5.65)
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5.3); logo, (A x B)* também o é, pela Proposicao 5.4.1. Chamemos de 3 a
férmula

o f(n) <7 of(m)— n"of(n)<n"of(m). (5.66)

Notemos que podemos escrever Vn,m[n < m < cmp(f) — (] na forma de
uma conjuncao finita dupla:

Al A 8 (5.67

n<m \ m<emp(f)

ou, abreviadamente,

A (5.68)

n<m<cmp(f)

Sabendo que 3 é decidivel (porque o conectivo < — que é definido a partir
de — e A — quando aplicado a formulas decidiveis, produz uma férmula com-
posta decidivel), podemos concluir que a férmula dada pela expressao (5.67)
também o é. Portanto, o N-conjunto F' é caracterizado por um predicado
decidivel. Em seguida, vamos mostrar que £’ possui a propriedade do vaivém.
Para isso, demonstremos primeiramente a expressao abaixo:

on Vf € (A x B)*Va3b.f * (a,b) € F. (5.69)

Para cmp(f) = 0, é imediato que |~y t * (a,b) € F. Se cmp(f) > 0, usemos
as seguintes abreviacoes:

Umin := min(7’ o f); Umax = max(w’ o f); (5.70)
bmin := min(7" o f); bmax 1= max(n” o f); (5.71)
at :=min{d’ € 7'(imu(f)) :a < d'}; (5.72)
a” :=max{d € 7'(imu(f)):d < a}. (5.73)

A expressao abaixo é conseqiiéncia direta da persisténcia de B:

I’VN a < Amin — 3b.b < bmin
Amax < @ — Ib.bypax < b
Umin < @ < Gpax — 303, m < emp(f).f(n)(a™) <b < f(m)(a™).
(5.74)
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Em qualquer uma das situagdes acima, verificamos que |~y 3b.f * (a,b) € F.
Da mesma forma, podemos demonstrar que:

ey Vf,b3a.f * {a,b) € F. (5.75)

Dessa forma, podemos definir as N-funcoes f FxA—Fef:FxB—F,
que cumprem explicitamente a propriedade do vaivém (ga e gp sdo, como de
praxe, enumeragoes de A e B, respectivamente):

(f,a) — fx(a,g(pn.f *(a,g5(n)) € F)); (5.76)

(f,0) = f*(galpn.f * (ga(n),b) € F'),b). (5.77)

Parte 2. Iniciamos agora a construgao de um isomorfismo A : A — B. Note-
mos primeiramente que temos a seguinte propriedade dos niimeros naturais:

oy Ym(m=0)V3In(im=2n+1)VIn(m=2n+2)|. (5.78)

Podemos entdo construir uma (tinica) N-funcdo f : N — F que satisfaz:

A =

v f(0) = 4N f(2n+1) = f(f(2n), ga(n))

Af(2n+2) = F(F(2n +1), gs(n)). (5.79)

Rematando a demonstracao, definimos o isomorfismo h : 2 — B desejado

pela expressao:
h :=img (U f(n)) . (5.80)

O

Corolario 5.6.2. Considere as sequintes afirmagoes:

o A e B sio C(N)-estruturas habitadas, lineares, persistentes e enu-
merdveis;

e a(z,y) € uma formula decidivel em A X B;

e {a:3db.aa,b)} € persistente em B e {b: Ja.a(a,b)} € persistente em
A.

Entao ha um isomorfismo h : A — B tal que p~n Ya.a(a, h(a)).
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Demonstracao. SO precisamos acrescentar as novas informacoes a demons-
tracao da Proposicao 5.6.1. Seja entao o N-conjunto F,, definido por:

F,:={f € F:Vn<cmp(f).a(f(n))}, (5.81)

em que F é definido pela expressao (5.65). Como « é decidivel em A x B e
a formula Vn < cmp(f).a(f(n)) pode ser escrita na forma

N o (5.82)

n<cmp(f)

e portanto também decidivel, podemos assegurar que F;, é caracterizado por
um predicado decidivel. Além disso, sendo {a : 3b.a(a,b)} persistente em
B e {b: Ja.a(a,b)} persistente em A, é possivel adaptar de forma direta as
expressoes (5.69) e (5.75) para:

ey Vi, b3a.f * {a,b) € Fy; (5.83)
ey VS adb.f x {a,b) € F,. (5.84)
O restante da demonstracao é idéntico ao que foi feito na Proposicao 5.6.1,
cabendo apenas usar F, em lugar de F'. O]
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Capitulo 6

Sistemas numeéricos num topos

Uma grande vantagem de uma teoria local naturalizada é a possibilidade
de definicao de sistemas numéricos explicitos. Numeros inteiros e racionais
sao construidos, sem maiores complicagoes, por meio das técnicas tradicio-
nalmente empregadas em algebra moderna, resultando em anéis linearmente
ordenados. Os ntimeros reais, contudo, suscitam maior interesse num topos.
Em Cnj, todos os métodos utilizados para a construcao dos reais, em espe-
cial cortes de Dedekind e seqiiéncias de Cauchy sobre os racionais, produzem
resultados isomorfos (classicamente, com efeito, todos os corpos linearmente
ordenados e completos sao isomorfos). Entretanto, num topos qualquer (com
objeto dos niimeros naturais), essas construgoes originam, em geral, objetos
que nao sao necessariamente isomorfos. Exemplo ilustre dessa discrepancia
s@o os reais obtidos no topos dos feixes sobre um espago topolégico (apresen-
tados no Capitulo 8).

Para a definicao do objeto dos reais de Cauchy, necessitamos de algumas
nocoes preliminares que serao expostas na primeira se¢ao. Em seguida, os
inteiros e racionais abrem o caminho para a construcao das cinco estruturas
de reais que estaremos estudando, duas das quais sugeridas por questoes
relacionadas com completamento.

6.1 Dispersoes de Cauchy
Uma seqiiéncia infinita em X ¢é uma seqiiéncia f : N — X + {#} em X

para a qual img(f) € X. Recordemos que, ao tratar de seqiiéncias, esta-
mos desprezando o rétulo conferido pela uniao disjunta. Dizemos entao, por
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simplicidade, que uma seqiiéncia infinita em X ¢é uma N-funcao f: N — X.
Uma dispersao de Cauchy sobre uma C(N )-estrutura ordenada 2 é uma
seqliéncia infinita f : N — A x A satisfazendo vy Cchy(f), em que

Cchy(f) & Vnlr'of(n)<n'of(n+1)<7n"of(n+1)<7"0o f(n)]
AYa',a"la" < " — In(ad <7'o f(n)Va"o f(n)<a).
(6.1)

o f(n—1) ' o f(n) al’ "o f(n) (Il” 7o f(n—1)
Figura 4

Representaremos, por conveniéncia, o N-conjunto de todas as dispersoes
de Cauchy de 2 por ¢A. Assim:

cA:={f € (Ax A" :Cch(f)}. (6.2)
Definindo a ordem estrita sobre ¢A por
< f"eIna"o f(n) <o f’(n), (6.3)

determinamos uma C(N)-estrutura (cA, <), que serd denotada por ¢.

Trataremos, nesta secdo, apenas de C(N)-estruturas 2 linearmente or-
denadas, pois nosso objetivo primordial consiste em aplicar os resultados
desenvolvidos a estrutura dos reais de Cauchy, definida na secao 6.3, que é
construida a partir da estrutura linearmente ordenada dos racionais, . Na
secao 6.4, voltaremos a lidar com estruturas parcialmente ordenadas.

Muitos dos resultados estabelecidos na secao 4.3 refletem-se aqui de forma
natural, ganhando demonstragoes muito semelhantes, motivo que nos escusa
a nao reproduzi-las. Apenas indicaremos as proposi¢oes mais importantes
para o desenvolvimento do trabalho.

E sempre possivel definir um monomorfismo j : A — ¢ por

oy Va,na' o j(a)(n) = 7" 0 j(a)(n) = a, (6.4)
que sera portanto unico e denominado monomorfismo canonico.

Proposicao 6.1.1. Se a C(N)-estrutura linearmente ordenada A € persis-
tente, entao ela € uniformemente persistente em ¢2A.
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Demonstracao. Semelhante a da Proposicao 4.3.4, fazendo uso, evidente-
mente, do monomorfismo definido na expressao (6.4). O]

Proposigao 6.1.2. Se A ¢ B sdo duas C(N)-estruturas linearmente orde-
nadas e B ¢ densa em U, entao ¢ ~ *B.

Demonstracao. Semelhante a da Proposigao 4.3.5. O
Lema 6.1.3. Considere as sequintes afirmacoes:

o A B sio C(N)-estruturas linearmente ordenadas e persistentes;

o f:A =B éum isomorfismo parcial;

e dom(f) € denso em A e cod(f) € denso em *B.

Entao existe um isomorfismo h : ¢ — ¢B que estende f, isto €, para o qual
h o jaldom(s) = Jmo f.

Demonstracdo. Segue os mesmos passos do Lema 4.3.6. Il

Para qualquer C(N)-estrutura linearmente ordenada e persistente 2(, po-
demos construir um monomorfismo £ : ¢ — 2%, das dispersoes de Cauchy
de 2 nos cortes de Dedekind de 2, por:

f—{a:3na<rof(n)}{a:Ina"o f(n) <a}). (6.5)

Com efeito, os N-conjuntos que constituem cada par acima sao habitados
(pois 2 nao tem pontos extremos), disjuntos (pela definigdo (6.1)), abertos
(pois 2 é densa) e consecutivos (pois 2 é linear).

Notemos que

Ve cAk(f) = ({a:jla) < fh{a: f <jla)}) (6.6)

e, portanto, ¢ = k o 7, em que 7 é a injecao canodnica de A em 0A.

2

Ql\’\k

oA
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Conforme expressam a Proposigao 4.3.4 e a Proposicao 6.1.1, se a C(IV)-
estrutura 2 é persistente, ela é mais do que simplesmente uma imersao em
¢2 ou em 2. E, além disso, persistente nessas duas C(N)-estruturas e o faz
de maneira uniforme. Resta saber se ha também uma relacao de persisténcia
uniforme entre ¢ e 02(. A préxima proposicao encarrega-se dessa tarefa.

Proposicao 6.1.4. Se a C(N)-estrutura linearmente ordenada e habitada
2 € persistente, entao ¢ 3 2.

Demonstracao. Por definicao de < em 0A, 2 é persistente em 02 e, assim,
2 ¢ persistente em 92l. Seja h um automorfismo de ¢2. Podemos definir
um automorfismo h de 02( por:

(X,Y) = ({a:j(a) € hoj(X)} {a:j(a) € hoj(Y)}). (6.7)

De fato, os N-conjuntos acima sao habitados (pois 2 é habitada), disjuntos
(pois X e Y sao disjuntos), abertos (pois 2 é persistente) e consecutivos (pois
X e Y sao consecutivos). Mostremos que h estende h:

oy hok(f) =h({d :j(a) < f}{d: [ <j(a)}))
= ({a:j(a) € hoj({a': j(a') < f})},
{a:j(a) € hoj({a : f <j(a)})})
= ({a:j(a) € h({j(a') : j(a') < f})},
{a:j(a) € h({j(d): f<j(a)})}) (6.8)
={a:jla) e M({f" - " < D}
{a:jla) e h({f : f <D}
= ({a:j(a) <h(f)},{a:n(f) <jla)})
=koh(f).

6.2 Numeros inteiros e racionais

A maneira usual de definir o objeto dos numeros inteiros Z num topos natu-
ralizado E consiste em tomar a uniao disjunta de N com a sua imagem por
s (cf. [27]). Assim:

Z =N+ s(N). (6.9)
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Uma definicao mais autenticamente categorial o toma a partir do empur-
rador exibido no diagrama abaixo (cf. [30]).

1—>N
N—=Z
Claramente, o N-conjunto Z assim definido é totalmente enumeravel.
Elementos de Z sao denotados por z, 2’ etc. O N-conjunto Z* := /(N) =
{{({n},0) : n € N} é chamado de objeto dos ndmeros inteiros positivos,
enquanto que Z~ := "(s(N)) = {(0,{n}) : n > 0} é chamado de objeto
dos ntimeros inteiros negativos. Cada elemento ({n}, ) serd denotado sim-

plesmente por n (um justificado abuso de notagao) e cada (0, {n}) por —n.
Definimos entao a N-funcao mddulo, mody, : Z — N, por:

rn modz(n) = n Amodz(—n) = n. (6.10)
Uma relacao de ordem estrita pode ser definida em Z:

Z < e [Fel N el
V[modz(2') < modz(z") A2/, 2" € Z7] (6.11)
V[mody(2") < modz (') A2/, 2" € Z7].

Dessa forma, 2’ < 2” é sempre uma férmula decidivel.

Adigao e produto em Z sao definidos de maneira usual e, como con-
seqliéncia, temos que a estrutura (Z,+,-, <) é um anel comutativo linear-
mente ordenado.

Usualmente, o objeto dos nimeros racionais Q é obtido, em Cnj, como
o corpo de quocientes de elementos de Z (cf. [35]). Por comodidade, vamos
adotar uma definicao mais “enxuta” de Q, de tal forma que os elementos
resultantes ja se encontrem em sua forma reduzida. Definimos entao:

Q:={(z,n) € Z" x s(N) : mde(mody(z),n) = 1} U{(0,1)}, (6.12)

em que Z* := (s(N)) U /"(s(N)) e mde(m,n) é o maximo divisor comum
de m e n, uma N-funcao recursiva primitiva (cf. [18]). Elementos de Q sao
denotados por p, q, ¢’ etc.

O racionais positivos e negativos sao entao, respectivamente, calculados
por:

Q" :={¢eQ:7'(¢q) > 0}; (6.13)
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Q :={¢eQ:7'(q) <0}. (6.14)

Mostraremos agora que o N-conjunto QQ é totalmente enumeravel. Seja
ht : QT — s(N) a bijecao definida por:

q— H prm(i)%dp(n’(q),i)_ H prrn(i)2edp(7rf/(q)7i)—17 (615)

i<7’(q) i<n’(q)

em que prm(n) é o n-ésimo primo e edp(n,m) é o expoente de prm(m) na
decomposi¢ao prima de n (ambas N-fungdes recursivas primitivas; cf. [18]).

Da mesma forma definimos uma bijegao h~ : Q- — s(N). Portanto,
existe uma bijecdo h™ + 0+ h~ : Q — Z, em que 0 é (0,1) — 0. E assim
conseguimos um duplo isomorfismo:

N~Z~Q. (6.16)

E importante observar que esses isomorfismos relacionam os objetos e nao
as C(N)-estruturas ordenadas.
A ordem estrita é definida em Q por:

p<q:=7(p)m(q) <7'(q)"(p), (6.17)

em que os produtos sao computados em Z. Obtemos entao a estrutura orde-
nada:

9= (Q,<). (6.18)

Definindo convenientemente adi¢ao e produto em @Q, formamos uma C(V)-
estrutura (Q, +, -, <) que satisfaz igualmente os axiomas de anel comutativo
linearmente ordenado. Além disso, verifica-se facilmente que a estrutura or-
denada £ é persistente; portanto, pela Proposicao 5.6.1, ela é, a menos de
isomorfismo, a unica estrutura linearmente ordenada habitada, persistente e
totalmente enumeravel.

6.3 Numeros reais

O objeto dos nimeros reais de Cauchy é simplesmente o N-conjunto de todas
as dispersoes de Cauchy sobre a estrutura £ dos racionais. Assim:

R, := ¢Q; (6.19)
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e a estrutura ordenada dos reais de Cauchy é dada entao por:
R = Q. (6.20)

Similarmente, o objeto dos nimeros reais de Dedekind é o N-conjunto de
todos os cortes de Dedekind sobre a estrutura £ dos racionais. Logo:

R, :=0Q; (6.21)
e a estrutura ordenada segue entao:
R, == 0Q. (6.22)

No topos Cnj, demonstra-se que essas duas construgoes de objetos (no
caso conjuntos) dos reais produzem estruturas isomorfas R, ~ M,. No
Capitulo 8, contudo, verificamos que no topos dos feixes sobre um espaco
topoldgico nao ocorre o isomorfismo, mas simplesmente um monomorfismo!
R — MRy, o qual pode ser constatado em qualquer topos (com objeto dos
numeros naturais) por causa da monomorfismo j definido na expressao (6.5).
Mais do que isso, sendo a estrutura £ persistente, a Proposicao 6.1.4 implica
R, + R,.

Todos os resultados gerais estabelecidos na segao 4.3 (para os cortes de
Dedekind) e na segdo 6.1 (para as dispersoes de Cauchy) aplicam-se, em
particular, a R, e Ry, respectivamente.

Definimos ainda o objeto dos nimeros reais estendidos como o N-conjunto
de todos os elementos estendidos de 9Q:

R, := eQ; (6.23)

e a estrutura ordenada:
R, = eQ. (6.24)

Pela Proposicao 4.4.1, R, é uniformemente persistente em R,. Portanto

) 0 (4 )
pelas relagoes de persisténcia uniforme estabelecidas anteriormente, obtemos
a cadeia (confira as consideragoes expostas na segao 4.2):

Q%+ R+ R, - Re. (6.25)

1Se o espaco topolégico X for separavel e O-dimensional, é possivel obter um isomor-
fismo R ~ R, no topos Fei(X) (cf. [30]).
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Gostariamos de saber em que condigoes R; = R.. A resposta foi dada
por P. Johnstone, que demonstrou que

~y Ry =R, & Yw[—w V ——w]. (6.26)

Isso significa que, num topos puro com objeto dos niimeros naturais, Ry é
um subobjeto préprio de R..

6.4 Completamento

Uma C(N)-estrutura (parcialmente) ordenada 2 = (A, <) é seqiiencialmente
completa se ™A ~ ¢, ou seja, se toda dispersao de Cauchy sobre 2 é imagem
de um elemento de A pelo monomorfismo canonico j, definido na expressao
(6.4). Dizemos entao que esse elemento de A é um limite da dispersao.

Na secao 4.3, demonstramos que cortes de Dedekind, quando aplicados a
estruturas persistentes A, é “idempotente”, ou melhor, 92 ~ 902(. O mesmo
nao ocorre com dispersoes de Cauchy, uma vez que R, nao é isomorfo a ¢,
(cf. [23]). Relatando de outra maneira, a estrutura R, nao ¢ seqiiencialmente
completa.

Em [23], define-se um novo objeto dos reais, a que se chama de objeto dos
reais euclidianos. Esse objeto finaliza o trabalho de completamento seqiien-
cial de £, que havia sido deixado inacabado por R.. Antes de defini-lo,
notemos que a estrutura R, é seqiiencialmente completa, fato comprovado
pelo isomorfismo ¢R, ~ R, definido por:

fr <U7r’ or o f(N),Uﬂ'”ow"o f(N)> (6.27)

O objeto dos numeros reais euclidianos, R.., é entao definido por:
Ree := [ {X CRy:i(Q) C X N X~ cX}, (6.28)

em que X é a subestrutura ordenada (X, <) C (Ry, <). Dessa forma, R.. é
o menor subconjunto seqiiencialmente completo de R; que “contém” Q (cf.
23]). E R, serd a subestrutura de R, gerada por R...

Como fR,, é seqiiencialmente completa e Q — R, inferimos R, — R,.
E, sendo R, C R,, temos que i(R,) C R, em que i : R, — Ry é o
monomorfismo canonico.

Para a préxima definicao, precisamos de uma notacao suplementar. Se-
jam 2 uma estrutura (parcialmente) ordenada e X C A tal que |~y Hab(X);
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estabelecemos entao as nogoes de limitante superior e de supremo, respecti-
vamente:
slmgy (a, X ) & Va[z < aVz = a; (6.29)

supg(a, X) :< slmy(a, X) AVd'[slmy(a’, X) — (a < d' Va=d)]. (6.30)

Dizemos entao que uma estrutura (parcialmente) ordenada A é condicio-
nalmente completa se |~n Cecc(2), em que:

Cec(2l) = VX € PA[(Hab(X) A Ja.slmg(a, X)) — Ja.supgy(a, X)]. (6.31)

Intuitivamente, todo subconjunto X C A limitado superiormente tem su-
premo.

E conhecido o fato de que a estrutura R, nao é, em geral, condicionamente
completa [4]. Temos, entretanto, o resultado abaixo.

Proposigao 6.4.1. A estrutura R, € condicionalmente completa.

Demonstracao. Seja u C R, um N-conjunto limitado superiormente. Toma-

mos entao
X = (u) (6.32)
e definimos ¢ := (e 0 §(X),0(X)), que é o requerido supremo. O

Podemos assim repetir o procedimento seguido em [23] e definir o menor
subobjeto condicionalmente completo de R, que contém R,. Assim, defini-
mos o objeto dos numeros reais arquimedianos por:

Raq = [ J{X CRe: Ry € X A Cec(X)}. (6.33)
A estrutura Ry € a subestrutura de R, gerada por Ryy.

Proposicao 6.4.2. A estrutura Ry € condicionalmente completa.

Demonstracao.

Y C Ryq, Hab(Y), HS.Slmmw (S, Y) l’\/N VX € PRC[(Rd CXA CCC(%))
—Y C X]
- — Jr.slmy(x,Y)]
- — Jz.supy(z,Y)]
<o — Jz € Ryg.supy(z,Y)]
v 3s.supg,, (5, Y).

(6.34)
[l
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Organizamos agora todos os objetos de nimeros reais estudados numa
seqiiéncia de monomorfismos:

0 — R, — R — Ry — Ry — Re. (6.35)

Desses, aqueles considerados na expressao (6.25) representam persisténcia
uniforme.

Surge imediatamente uma questao: os novos monomorfismos aprecia-
dos (os que envolvem as estruturas R, e Ryp) também representariam per-
sisténcia uniforme? A solugao desse problema sugeriria uma cadeia (cf. segao
4.2) envolvendo todos os objetos de nimeros reais considerados neste traba-

lho.
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Capitulo 7

Homogeneidade num topos

Filosoficamente, situamos a no¢ao de homogeneidade em conexao com a idéia
de magnitudes que variam continuamente, concepcao que acompanha histo-
ricamente as discussoes acerca dos objetos dos niimeros reais. Elegemos, na
secao 2.3, a nocao de homogeneidade como uma alternativa de formalizacao
dessa concepcao tradicional. Por conseguinte, em virtude das consideracoes
histéricas levantadas no Capitulo 1, a homogeneidade serve como um dos
critérios de identificacao de um objeto de nimeros reais.

Neste capitulo apresentamos a no¢ao de homogeneidade num topos e de-
monstramos que as estruturas ordenadas dos racionais (L), dos reais de De-
dekind (R;) e dos reais de Cauchy (fR.) sdo homogéneas. Dentro de uma
abordagem menos formal, uma demonstracao construtiva da homogeneidade
de R, aparece pela primeira vez em [56]. Na ultima se¢ao, definimos estrutu-
ras efetivamente homogéneas e demonstramos que a estrutura ordenada dos
racionais pode ser imersa em qualquer estrutura satisfazendo essa definicao.

7.1 Estruturas homogéneas

A nocgao de homogeneidade foi introduzida, no contexto da teoria de modelos,
por B. Jonsson em 1960. De maneira geral, considera-se uma classe de estru-
turas conjuntistas (usualmente uma classe de modelos de uma determinada
teoria) e diz-se que um membro 2 dessa classe ¢ uma estrutura r-homogénea
(k um cardinal infinito) se, para todo isomorfismo parcial de 2 com dominio
(ou contradominio) de cardinal k" < k, existe um automorfismo de 2 que o

estende (cf. [6] ou [38]).
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Num topos qualquer, em que se torna dificil um estudo sistematico dos
cardinais, nao é possivel obter tamanho grau de generalizacao. No presente
trabalho, lidaremos apenas com isomorfismos parciais finitos, ou seja, den-
tro daquela nocao geral de homogeneidade, estaremos entendendo por ho-
mogeéneas as estruturas Nyp-homogéneas.

Seja A = (A, <) uma C(N)-estrutura (parcialmente) ordenada. Dizemos
que uma seqiiéncia finita f : N — A x A preserva a ordem dos pares se

~n Pop(f), em que

Pop(f) = N\ [7of(m)<aof(n)—a"of(m)<n"of(n) (T.1)

m<n<cmp(f)

Uma estrutura ordenada 2 é (fortemente) homogénea se, para toda se-
quéncia finita f : N — A x A que preserva a ordem dos pares, existe um
automorfismo de A que estende imu(f). Intuitivamente, todo isomorfismo
parcial finito pode ser estendido a um automorfismo.

O primeiro exemplo de estrutura homogénea é a estrutura ordenada dos
racionais. A proposicao seguinte comprova esse fato.

Proposigao 7.1.1. A C(N)-estrutura Q = (Q, <) é homogénea.

Demonstracao. Seja f : N — Q x Q uma seqiiéncia finita que preserva a
ordem dos pares. Definimos uma féormula « por:

ald,q") & /\ 7o f(n) <q < "o f(n) <q"]. (7:2)

n<cmp(f

Entao « é decidivel em Q x Q e, além disso,

Py Q=1{¢:3¢".a(d,q¢")} ={d" : 3¢ .ald’, ¢")}. (7.3)

Logo, « satisfaz todas as condi¢oes do enunciado do Corolario 5.6.2. Assim,
ha um automorfismo h de 9 tal que vy Vq.a(gq, h(q)), isto é, h estende
imu(f). O

A préxima tarefa é mostrar que as estruturas ordenadas dos reais de
Dedekind, $R,, e de Cauchy, R,, sao homogéneas. Para isso, precisamos de
um resultado preliminar.
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Lema 7.1.2. Se 7 € uma seqiiéncia finita em Ry, entao o N-conjunto Qp,
definido por

Qr=4q: N T)#ilg) ¢, (7.4)

n<cmp(7)

¢ denso em QQ e enumerdvel.

Demonstracao. Vamos mostrar primeiramente, por inducao no comprimento
de 7, que

v Vg e Q@ [(emp(q) = emp(7) + 1A A, cemp(e 4(1) 7 G(m))
= Vacemp(p 4(1) € Q7

(intuitivamente, toda seqiiéncia finita de racionais com cmp(7) 4 1 elementos
diferentes tem pelo menos um elemento em Q). Se cmp(7) = 0, entdao QF =
Q e a verificacao é imediata. Seja agora cmp(r) = n+1 (logo, cmp(q) = n+2):
nesse caso, se tomarmos (o tinico) 7y tal que 77 = 7o *7(cmp(7) — 1), a hipétese
de indugao nos assegura que

v\ [dn) # dm) Ad(n), q(m) € Q. (7.6)

n,m<cmp(q)

(7.5)

Por outro lado, a expressao (4.13) garante que

v q(n) € o' (Flemp(F) — 1)) V g(m) € 7" (F(cmp(F) — 1)). (7.7)

Portanto,

v\ () # @m) A (3(n) € Qr V G(m) € Q)] (7.8)

n,m<cmp(q)

e a expressao (7.5) estd demonstrada. Podemos entao tomar um elemento
qo € Q definido por:

qo := min{q : go(q) < cmp(©+ 1)} (7.9)

e construir uma sobrejecao ¢ : QP+ Qr por:

mov [ Awcmcempia @) # @m) — 9(@) = min(q)]

7.10
A Ao @) £-00m) = g@ =ae] -
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Sendo QP(M+1 totalmente enumerdvel, concluimos que Q é enumeravel.
A densidade de Qr em Q sai da expressao abaixo, que diz intuitivamente
que, dados dois racionais diferentes, hd um nimero arbitrario de racionais
diferentes entre eles:

e q/+q// . Jn +q//
v 37 |q0) = T2 A gy = TR )
n<cmp(7)+1
Logo, é suficiente aplicar a expressao (7.5). O
Corolario 7.1.3. Se § € uma seqiiéncia finita em R., entao
Qei=9q: N\ 5n)#iq) (7.12)

n<cmp(3)
¢ denso em Q e enumerdvel.

Demonstragao. Tomando a injegao (canonica) k : R, < Ry, podemos aplicar
o Lema 7.1.2 a seqiiéncia 77 = (k +idg) 0 5: N — R, + {#}, atentando para
o fato de que

~n Qg

{q: /\n<cmp(§) s(n)#j(a)}
{a: /\n<cmp(f) r(n)#k o j(qa)} (7.13)
{a: /\n<cmp(ﬁ r(n)#i(q)}.

]

Proposigao 7.1.4. As C(N)-estruturas Ry = (Ry, <) e R, = (R, <) sdo
homogéneas.

Demonstracao. Faremos a demonstracao apenas para ‘R,, uma vez que o
procedimento para R, ¢é idéntico. Seja entao f: N — R, x R; uma seqiiéncia
finita que preserva a ordem dos pares. Pelo Lema 7.1.2, os N-conjuntos Q¢
e Qo5 sao enumerdveis e densos em Q, e portanto também persistentes. Seja
agora a férmula « definida por:

ad,q") =\ e fn) < = "o f(n)<d". (7.14)

n<cmp(f)
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Entao a ¢ decidivel em Qo X Qrrof €, ademais,

{C]/ € Qw’of : Elq// S er”of'a<q,7 q”)} = @ﬂ'/oﬁ (715)

assim como
{¢" € Qrrop : 3¢ € Quog.a(d’,¢")} = Qrrroy. (7.16)
Com efeito, por indugao no comprimento de f demonstramos facilmente que
oy Vg € QuopIq” € Quropoald’,q") (7.17)

e vice-versa. Dessa forma, pelo Corolario 5.6.2, existe um isomorfismo A :
(Qrof, <) = (Qurop, <) (ou seja, entre as C(N)-estruturas geradas) tal que
~n Vg € Quop.a(g, h(q)), isto é, que estende imu(f). Agora, pelo Lema 4.3.6
(para o caso de R, deve-se usar o Lema 6.1.3), existe um automorfismo h
de MR, que estende h e, portanto, estende também imu(f). O

7.2 Estruturas efetivamente homogéneas

Quando da demonstracao da homogeneidade das estruturas £, R. e Ry,
os requeridos automorfismos foram todos efetivamente construidos, isto é,
dada uma seqiiéncia finita preservando a ordem dos pares, a mesma foi, em
cada caso, estendida inequivocamente a um automorfismo. Essa constatacao
motiva a definicao a seguir.

Uma estrutura ordenada 2 = (A, <) é efetivamente homogénea se existe
uma N-func¢ao

B {f € (Ax AY:St(f) APop(f)} — {h € A" : Aut(h)} (7.18)

tal que
oy Vf € dom(h).h(f) o' (imu(f)) = 7" (imu(f)). (7.19)
Na expressao (7.18), vy Aut(h) indica formalmente que h : A — 2 é um
automorfismo. Intuitivamente, a definicao diz que, para cada estrutura or-
denada, existe um procedimento efetivo, representado pela N-funcao h, que
estende todo isomorfismo parcial finito dessa estrutura a um automorfismo.
Pela Proposicao 5.6.1, Q é, a menos de isomorfismo, a tnica estrutura
linearmente ordenada habitada, persistente e totalmente enumeravel. Mos-
tramos também, pela Proposi¢do 7.1.1, que essa estrutura singular é (efe-
tivamente) homogénea. Gostarfamos entao de saber se Q é menor, dentro
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de uma algebra de subobjetos, do que qualquer outra estrutura ordenada
efetivamente homogénea. A proposicao abaixo responde a essa questao.

Proposicao 7.2.1. Para cada estrutura efetivamente homogénea e habitada
da forma A = (A, <,ap,a1), em que N ag < ai, existe um monomorfismo

f:QQ—2A

Demonstracao. Seja g : N — QQ uma enumeracao total de Q. Vamos definir
uma injecao f’ : N — A de tal maneira que a composicao f’ o g~! seja
um monomorfismo f'og7!: Q < 2A. Antes disso, estabelecemos algumas
convencoes. Por questao de brevidade, quando a N-funcao A se aplica a uma
seqliéncia de comprimento 1, digamos 0 — (a’, a”), escrevemos simplesmente
h(a' — a") para o automorfismo resultante; da mesma forma, se a seqiiéncia
tem comprimento 2, escrevemos h(a’ — a”,a — ). Definimos agora as

N-fungoes g, § : s(N) — N, respectivamente, por:
n— g~ (max{g(m) : g(m) < g(n) Am < n}); (7.20)

n— g H(min{g(m) : g(n) < g(m) Am < n}). (7.21)

Por fim, consideremos as formulas:

a~(n) = L<nA /\ glm)<g(n); (7.22)
a”(n)=1<nA N g(n) < g(m); (7.23)
an) & 1l<nA \/ g(m') < g(n) < g(m"). (7.24)

Observemos que |
ey Vn[l <n—[a<(n)Va (n)Van)]. (7.25)

A N-funcao f’ pode entao ser definida por:
Py f(0) =ao A (1) = ay

Aa=(n) — f'(n) = hag — [0 g(n))(f" o g(n))]
Ao~ (n) — f'(n) = h(ay — [ o g(n))(f" o g(n))]
Na(n) — f'(n) = h(f" o g(n) — f"o g(n),
h(f"og(n) — frog(n))(f og(n)) = f og(n)(f og(n)).

(7.26)
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Intuitivamente (acompanhe a Figura 3 para o caso a(n)):
J(0) := ap;
f'(Q) :=ay;

Mao — a)(a),  em que a = f'(g(n)),
har — a)(a),  em que a = f'(g(n)),
hd — a, h(d — a")(a") — a")(a"

em que o’ = f/(§(n)) e a’ = f(3(n)), se a(n).

fi(n) =

Figura 5

(7.27)

]

Nao é supérfluo ressaltar que o monomorfismo da Proposicao 7.2.1 nao

indica necessariamente uma persisténcia de Q em 2.

A Proposicao 7.2.1 ensina que a estrutura ordenada dos racionais é, dentro
de uma algebra de subobjetos adequada, minimal enquanto estrutura efetiva-
mente homogénea. Assim sendo, o resultado revelado pela proposicao acima
concretiza formalmente a idéia intuitiva de que a estrutura £ é um limitante
inferior, dentro daquela algebra de subobjetos, das estruturas ordenadas dos

numeros reais.
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Capitulo 8

Reais no topos dos feixes sobre
um espaco topoldgico

Este capitulo pretende ser, simultaneamente, uma ilustracao matematica do
desenvolvimento abstrato empreendido ao longo deste trabalho e testemunho
formal das idéias defendidas na secao 2.2. Feixes constituem um modelo para
a logica intuicionista de primeira ordem e a chamada teoria intuicionista de
modelos tem recebido, recentemente, a merecida atencao de pesquisadores
(cf. [42] e [12]). Embora este trabalho se oriente predominantemente para o
estudo de aspectos conceituais dos niimeros reais, sao claras as conexoes com
a teoria de modelos: homogeneidade é um conceito central e matematica-
mente relevante (cf. [38] ou [6]); e a tradugdo de problemas geométricos, de
natureza topoldgica, em logicos — através da teoria local de conjuntos — cons-
titui poderosa ferramenta para o trato de questoes matematicas formuladas
em teoria de modelos. Com efeito, as demonstragoes envolvendo persisténcia
uniforme e homogeneidade dos objetos dos reais, além da importancia fi-
loséfica pretendida, comprovam a eficiéncia do método de importacao de
problemas geométricos para o ambiente logico.

A exposigao seguinte, das nogoes fundamentais da teoria de feixes de con-
juntos sobre um espaco topoldgico, é apenas sumaria e de carater informativo.
Ainda que reconhecamos as vantagens da adocao de elementos parciais, nao
nos adentramos por esse terreno, recomendando ao leitor interessado as re-
feréncias [49], [16] e [12]. A melhor introdugao ao estudo da teoria de feixes
¢ [42] e um livro mais avangado sobre o tema ¢é [10].
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8.1 Feixes de conjuntos sobre um espaco
topoldgico

A primeira definigao geral de feixe surgiu em 1945 num artigo de J. Leray, a
qual foi aperfeicoada por H. Cartan e M. Lazard. Na década de cinqiienta, J.
P. Serre divisou sua utilidade em geometria algébrica e o arcabougo categorial
levou A. Grothendieck a generalizar a definicao, considerando feixes sobre
sitios. Neste capitulo estudamos apenas os feixes de conjuntos sobre espagos
topoldgicos.

Um espaco topologico X pode ser concebido como uma categoria pequena
cujos objetos sao os abertos U C X e cujos morfismos sao as inclusoes U C V|
isto é, o conjunto Homx (U, V) tem um (dnico) elemento se, e somente se,
U C V. Um pré-feize de conjuntos sobre X é um funtor P : X°°? — Cnyj;
portanto, se U C V', h& uma fungao P,y : P(V) — P(U), que serd chamada
de restricao de P(V) a P(U). Os elementos do conjunto P(U) sao chamados
de se¢oes de P sobre U; em particular, as segoes sobre X sao chamadas de
globais.

O pré-feixe P é um subpré-feize do pré-feixe () se, para todo aberto
UCX, P(U) € QU). Un morfismo m do pré-feixe P no pré-feixe @ é
uma transformacao natural 7 : P — @); logo, se U C V| entao Qyy o my =
w0 Pyy.

Vv P(V)—==Q(V)
TQ Pyu \LQVU
U PU) —=Q(U)

Pré-feixes sobre X e seus morfismos constituem, assim, uma categoria (e
também um topos), denotada por Pfx(X). O objeto final dessa categoria
é o pré-feixe 1 definido por 1(U) := {*} para todo aberto U C X. Por
convengao, adota-se P(()) = {x} para todo pré-feixe P de Pfx(X).
Estabelecemos agora algumas defini¢oes e convengoes. O dominio |P| de
um pré-feixe P é a unido disjunta [ [, P(U), enquanto que a extensio Eps
(ou simplesmente Es, quando o contexto o permitir) de uma secio s € |P| ¢
o indice do elemento na uniao disjunta, ou seja, o tnico aberto U C X para
o qual s € P(U); da mesma forma, a extensao EpS (ou simplesmente ES)
do subconjunto de se¢oes S C |P| ¢é a uniao |J, 4 F's. Definimos a restricao
sly de uma segao s € |P| a um aberto U C X como sendo a nova se¢ao
Prsunes(s); e a igualdade interna em P entre as segoes s e t de |P| como
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sendo o aberto:
[s=tlp = J{U S (Bsn Et) : sy =t|u}. (8.1)

Um conjunto de se¢oes S C |P| é denso no pré-feixe P se, para toda segao
t € |P|, Et = U,cgls = t]. Finalmente, um pré-feixe P é extensional quando,
para quaisquer secoes s,t € |P|, se Es = Et = [s = t], entao s = t.

Resumimos, no lema seguinte, algumas propriedadas tuteis de um pré-
feixe. Sua demonstragao integral pode ser encontrada em [42].

Lema 8.1.1. Sejam P um pré-feixe sobre X, s,t,u € |P| e os abertos U,V C
X. Entao:

° 3|Es =S5;

(slv)|lv = slunv;

E(sly) =UnNFEs;

Es=[s=s];

sly=tlv]=U0UnVn[s=t];

s=1t] C (Esn Et);

t] =t = sl;
1t =u] € [s = ul;

o se P for extensional, entdo s|fs—q = t|[s=¢-

»
| |

® (S

[
[
[
[

Consideremos um pré-feixe P sobre X; um conjunto de segoes S C |P| é
compativel se, para quaisquer s,t € S, s|g = t|gs. O pré-feixe F' é um feize
se, para todo conjunto S C |F| compativel, existe uma unica segao t € |F|
tal que Bt = |J,.q Es e, para todo s € S, t|gs = 5. Observemos que todo
feixe é extensional.

O feixe F' é um subfeize do feixe G, fato que serd denotado por F' C G,
se F' é um subpré-feixe de G. Um morfismo ¢ do feixe F' no feixe G é um
morfismo ¢ : F' — G entre os pré-feixes subjacentes. A subcategoria plena re-
sultante, dos feixes sobre X, é denotada por Fei(X). Trata-se, efetivamente,
de um topos de Grothendieck [36].
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8.2 Feixes constantes

Recordemos que, na categoria Top dos espacos topologicos e funcoes conti-
nuas, o conjunto Hom(X,Y') coleta todas as fungoes continuas f : X —
Y. Se U C V sao abertos do espago X, a imersao de Yoneda y(Y)(U C
V) : Hom(V,Y) — Hom(U,Y) determina uma aplicagdo que associa a cada
f 'V — Y arestricao f|ly : U — Y. Podemos verificar que o funtor
y(Y) : X — Cnj é, de fato, um feixe sobre X, chamado de feize das
fungoes continuas de X em Y e representado por Cx(Y') (ou simplesmente
por C(Y), quando o contexto o permitir).

Todo conjunto A pode ser visto como um espaco topoldgico munido da
topologia discreta. O feixe de fungoes continuas C'x(A), que serda denotado
por Lx(A) (ou simplesmente L(A)), é chamado de feize constante de fibra
(em inglés stalk) A sobre X. Portanto, para cada aberto U C X, o conjunto
Lx (U, A) coleta, como secoes, todas as fungoes localmente constantes! s :
U— A

De maneira equivalente, L : Cnj — Fei(X) pode ser definido como um
adjunto a esquerda do funtor I' : Fei(X) — Cnj que associa a cada feixe F
o conjunto I'(F) de suas segbes globais.

Toda fungao constante é localmente constante. Acompanhando [42], es-
crevemos a : X — A para a funcao constante definida por x — a e A para a
imagem de A em L(X, A) pela injegao a +— a.

O lema abaixo retine algumas propriedades de feixes contantes. As de-
monstragdes podem ser conferidas em [42].

Lema 8.2.1. Sejam A um conjunto, s,t € |L(A)| e F' um feize sobre X.
Entao:

e para qualquer a € A, s7'(a) = [s = a], que € aberto e fechado em Es;
e para a € A, [s =a] # 0 se, e somente se, a € s(Es);
e sea#bemA, entio[s=a]N[s="b]=0;

® Es=U,coms [s = a], isto é, A é denso em L(A);

'Uma funco f : X — A, em que X é um espaco topolégico e A um conjunto, é dita
ser localmente constante se, para todo x € X, existe uma vizinhanca aberta U de = tal
que f(U) = {f(z)}. De maneira equivalente, f é localmente constante se é uma fungao
continua de X no espaco discreto A.
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para a € s(Es), s|[s=a) = G|[s=a];

[s=t]={x € EsNnEt:s(x)=1t(x)};

e se U C X ¢ aberto e fechado, entao a restricio L(A)xy : L(X,A) —
L(U, A) € sobrejetora;

a fungdo h : Homgeix)(L(A), F) — F(X)4, definida por X\ — Ax|;, €
bijetora.

8.3 Nimeros naturais em Fei(X)

Comecemos por construir uma categoria Ind(X); seus objetos sao todas as
triplas (F, ¢, s), em que F' é um feixe sobre X com segoes globais (isto é,
F(X) # 0), ¢ : F — F é um endomorfismo e s uma segiao global de F’;
e seus morfismos f : (F,p,s) — (G,~,t) sao os morfismos [ : F — G, em
Fei(X), para os quais fop = yo f e fx(s) =t. O lema de Yoneda assegura a
existéncia de uma bijecao (-) : F'(X) — Hompei(x)(1, F') definida, para cada
s € F(X), por 5:1— F tal que 5y(x) = s|y. O diagrama abaixo ilustra a
definicao de morfismo na categoria Ind(X).

LA

HF

N
t

G—G

Y

5

1

Definimos o objeto dos nimeros naturais em Fei(X) como sendo o objeto
inicial da categoria Ind(X). A proposigao seguinte estabelece que esta cons-
trugao coincide com o feixe constante de fibra N (o conjunto dos nimeros
naturais).

Proposi¢ao 8.3.1. O objeto (L(N),5,0), em que o : L(N) — L(N) € o
morfismo sucessor, definido por ops(s)(x) = s(x) + 1 para quaisquer s €
|L(N)| e x € Es, satisfaz a condi¢ao de objeto dos nimeros naturais em

Fei(X).

Demonstragao. Se (F,p,s) é um objeto de Ind(X), entdao, pelo principio
da definigdo por recursao, hd uma unica funcao f : N — F(X) para a qual
f(n+1) = pxof(n), paratodon € N, e f(0) = s. Assim, pelo dltimo item do
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Lema 8.2.1, existe um unico morfismo A : L(N) — F tal que Ax(n) = f(n),
ou seja, tal que Ax(0) =se Aoo =po ) oque mostra que (L(N),0,0) é o
objeto inicial de Ind(X). O

A préxima proposicao expressa o principio da indugao no topos Fei(X),
o que o credencia, de acordo com as consideracoes expostas na secao 5.1, a
possuir legalmente o objeto dos niimeros naturais.

Proposicao 8.3.2. Para qualquer subfeize F de L(N), se 0 € F(X) e
o(F) CF, entao F = L(N).

Demonstragio. Por hipétese, 0 € F(X) e ox(F(X)) C F(X), o que, pelo
principio de indugao, implica N C F(X). Sendo, pelo Lema 8.2.1, N denso
em L(N), concluimos que F' = L(N). O

Podemos introduzir, como em qualquer topos com objeto dos naturais,
morfismos para adigao e produto (+,- : L(N)? — L(N), respectivamente) de
naturais em Fei(X). Para s,t € |L(N)|, definimos

s+t:EsnEt—N por (s+1t)(x):=s(x)+t(z); (8.2)

s-t:EsNnEt—N por (s-t)(x):=s(x)-t(z). (8.3)

E possivel reproduzir, em Fei(X), as demonstragao de comutatividade e
associatividade da adicao e do produto de naturais, assim como da neutrali-
dade de 0 e 1, respectivamente. Mostra-se também que a relacio de ordem
estrita <— L(N)? dada por

<(U) :={(s,t) € L(U,N)? : 5(z) < t(z) para todo x € U} (8.4)

para cada aberto U C X, ¢ linear.

Um feixe F' é dito ser finito se existe um isomorfismo natural ¢ : F' —
L([n]) para algum n € N, isto é, se F' ¢é isomorfo, em Fei(X), a algum feixe
constante L([n]), em que [n] = {0,...,n — 1} em Cnj. Assim, um subfeixe
finito de F' é um subfeixe de F’ C F' que é ao mesmo tempo finito.

8.4 Numeros reais em Fei(X)

As construgoes levadas a efeito na secao 6.2 para os objetos dos nimeros
inteiros e racionais produzem, no topos Fei(X), respectivamente, os feixes
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constantes L(Z) e L(Q). Isso resulta do fato de o funtor L : Cnj — Fei(X),
definido na sec¢@o anterior, preservar limites finitos e co-limites (cf. [36]). A
partir disso, define-se, como se fez para L(N), as operagoes usuais para os
feixes L(Z) e L(Q) e demonstra-se que as Fei(X)-estruturas (L(Z),+,-, <
.0z, 1AZ> e (L(Q),+,-, <,6<5, T@ satisfazem os axiomas de anel comutativo
linearmente ordenado.

Na secao 6.3, o objeto R, dos reais de Dedekind foi construido numa teo-
ria local arbitraria com objeto dos nimeros naturais, revelando a existéncia
desse objeto num topos qualquer provido do mesmo objeto dos nimeros
naturais. No topos Fei(X), em particular, tal construgao dos reais de De-
dekind produz um objeto R, isomorfo ao feixe C'(R) das fungdes continuas
f : X — R e restricoes?, sendo R o conjunto dos reais. A demonstracao
pode ser acompanhada em [36]. Cabem aqui as palavras de J. L. Bell: “Here
everything is varying (continuously) over X, so shifting from Set to Sh(X)
essentially amounts to placing oneself in a framework which is, so to speak,
itself ‘co-moving’ with the variation over X of any given variable real num-
ber. This cause its variation not to be ‘notice’ in Sh(X); it [a real-valued
continuous function on the topological space X] is accordingly regarded as
being a constant real number. In this way the concept ‘real-valued conti-
nuous function on X’ is transformed into the concept ‘real number’ when
interpreted in Sh(X). (...) Putting it the other way around, the concept
‘real number’, interpreted in Sh(X) corresponds to the concept ‘real-valued
continuous function on X’ interpreted in Set.”? [4]

Consideremos as fungoes continuas f,g: X — R; definimos a relagao de
ordem (parcial) estrita em Ry(X) = C(X,R) da seguinte maneira: f < g se,
para todo z € X, f(z) < g(z). A relagio <— R? é obtida pelas restrigoes
<|v para cada aberto U C X. Verifica-se que a relagdo de ordem estrita
estabelecida na se¢ao 4.3 para topoi quaisquer coincide, em Fei(X), com a

2Como convém ao exame da idéia de magnitudes variando continuamente.

3“Aqui tudo estd variando (continuamente) sobre X, de tal forma que a mudanca
de Cnj para Fei(X) resulta essencialmente em situar-se num arcabougo que estd, por
assim dizer, ‘co-movendo’ com a variagao sobre X de qualquer ntimero real variavel dado.
Isso faz com que sua variagdo nédo seja ‘percebida’ em Fei(X); ela [uma funcdo continua
definida no espago topoldgico X com valores reais] é considerada conseqiientemente como
sendo um numero real constante. Nesse sentido o conceito ‘funcao continua definida
em X com valores reais’ é transformado no conceito ‘ntimero real’ quando interpretado
em Fei(X). (...) Colocando de outra maneira, o conceito ‘nimero real’ interpretado
em Fei(X) corresponde ao conceito ‘fungao continua definida em X com valores reais’
interpretado em Cnj.”
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relagao definida acima.

Também o objeto R, dos reais de Cauchy pode ser construido em Fei(.X)
em concordancia com o procedimento exposto na secao 6.1. Neste caso, o
objeto resultante é isomorfo ao feixe L(R) das fungoes localmente constantes
f X — R e restrigoes. Claramente R. C Ry; portanto, R, herda a relacao
de ordem de Ry.

8.5 Homogeneidade em Fei(X)

A definigao de homogeneidade apresentada no Capitulo 7 ganha uma for-
mulagao particular em Fei(X). Uma relacao de ordem estrita <p num feixe
F qualquer (com segbes globais) é obtida a partir da restricdo da relagao
<p(x), definida no conjunto das secées globais F(X), a <py, para cada
aberto U C X.

Sejam F e F” feixes sobre X. A Fei(X)-estrutura (ou simplesmente estru-
tura, quando o contexto permitir) ordenada §' = (F’, <) é uma subestrutura
da estrutura § = (F, <) se, para todo aberto U C X, (F'(U),<(U)) é uma
subestrutura de (F(U), <(U)) em Cnj.

Se § = (F,<) e ® = (G, <) sdo duas estruturas ordenadas, um homo-
morfismo ¢ : § — & é um morfismo ¢ : F — G que preserva a ordem,
isto é, para cada aberto U C X e secoes s,t € F(U), se s <p(U)t, entao
vu(s) <q(U)ey(t); um isomorfismo parcial (finito) ¢ : § — & é um iso-
morfismo ¢ : §F — &' em que §F e & sdo subestruturas (finitas) de § e &,
respectivamente.

A estrutura § é homogénea se todo isomorfismo parcial finito ¢ : § — §
pode ser estendido a um automorfismo de §. De acordo com as consideragoes
expostas no Capitulo 1, é de fundamental relevancia indagar se as estruturas
ordenadas Ry = (Ry, <) e R. = (R, <) s@o homogéneas. A resposta positiva
¢é dada no Capitulo 7, em que se demonstra que, num topos qualquer com
objeto dos niimeros naturais, as estruturas 9, R, e R, sao homogéneas. No
Capitulo 6, demonstramos que £ é uniformemente persistente em R, assim
como fR. (e conseqiientemente ) é uniformemente persistente em Ry.
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Epilogo

Poca favilla gran fiamma seconda:
forse dietro a me con miglior voci
si preghera perché Cirra risponda.

Dante: Paradiso I, 34 [20]

Este trabalho representa um esforco no sentido de oferecer, por um lado,
um aporte filoséfico a compreensao do continuum matematico e, por outro,
uma contribuicao matematica ao estudo dos nimeros reais. Sobrelevando
a idéia de magnitudes variando continuamente, que defendemos, com base
em fundamentacao historica, ser o principal atributo essencial do continuum,
propomos sua formalizacao através do conceito matematico de homogenei-
dade. Propugnamos ainda, dentro de uma linha filoséfica que preserva a
unidade essencial do continuum, a adogao de topoi para acolher o desdobra-
mento tedrico da investigacao.

Valendo-nos da teoria local de conjuntos, introduzimos algumas nogoes,
entre as quais a de persisténcia uniforme, e estabelecemos uma série de re-
sultados que conduziram a demonstracao da homogeneidade das estruturas
ordenadas dos racionais, dos reais de Dedekind e dos reais de Cauchy. Por
fim, ilustramos matematicamente os frutos da investigacao mediante o topos
dos feixes sobre um espacgo topoldgico, que forneceu ademais um testemu-
nho da eficacia do método de transferéncia de problemas geométricos para o
dominio logico.

Em virtude de seu carater eminentemente técnico, os fundamentos concei-
tuais da matematica, em particular a concep¢ao de continuum, tém recebido
pouca atencao por parte de profissionais da area de filosofia. Paralelamente,
a literatura cobrindo teoria intuicionista de modelos permanece, com herdicas
excecoes, praticamente ignorada pela comunidade matematica. Nesse estado
de coisas, nao foram poucos os obstaculos e limitagoes encontrados no nosso
empreendimento. Em suma, ecoando os versos de Dante, este trabalho legou
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mais lacunas do que elucidagoes.

No decurso do texto vimos indicando direcoes para o estudo posterior de
alguns aspectos da teoria que receberam tratamento marginal ou superficial.
Na secao 4.2, por exemplo, sugerimos um leque de alternativas para o es-
tudo da nocao de persisténcia uniforme. Depois, na secao 6.4, aventamos a
possibilidade de uma cadeia elencando, através dessa relagao de persisténcia
uniforme, todas as estruturas consideradas neste trabalho, a que poderiamos
denominar “cadeia real”.

Tratamento insuficiente receberam, alids, as estruturas ordenadas dos re-
ais estendidos, dos reais euclidianos — estas ja figurando na literatura — e dos
reais arquimedianos, proposta neste trabalho. Dentro da nossa tese de sus-
ter a posicao da idéia de magnitudes variando continuamente como atributo
essencial do continuum, semelhante atencao deveria ser dispensada a essas
estruturas quanto a demonstracao de sua homogeneidade. Além do mais,
outros tépicos relacionados com o tema do trabalho foram inevitavelmente
omitidos, entre os quais cumpre destacar o método de construcao direta dos
reais a partir do anel dos inteiros (cf. [53]) e as conseqiiéncias decorrentes
da hipétese de Souslin (cf. [13]) e das propriedades topoldgicas dos niimeros
reais (cf. [52]) no cerne desta investigacao.

Faltou sobretudo situar o estudo do continuum matematico num contexto
mais geral e abrangente, levando-se em consideracao outras particularida-
des historicamente associadas a sua natureza, entre as quais a idéia de infi-
nitésimo, tao em voga atualmente gracas a analise nao-standard e a analise
infinitesimal suave. Acreditamos, contudo, que as nossas investigagoes abrem
novas perspectivas de pesquisa dentro de um campo deveras estimado mas
pouco explorado.
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estrutura ordenada, 4, 33, 49-57,
59-61, 63, 74, 75, 77, 80—
82, 84, 86, 87, 89, 90, 92,
93, 104, 106
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analoga a, 53
condicionalmente completa, 87
densa, 51
densa em, 51, 57, 81
dos racionais, 5, 80, 84, 85, 89,
90, 93, 95, 104, 105
dos reais, 4, 5, 30, 52, 79, 95
arquimedianos, 87, 88, 106
de Cauchy, 5, 52, 80, 85, 86,
89, 90, 93, 104, 105
de Dedekind, 5, 52, 60, 85—
87, 89, 90, 93, 104, 105
estendidos, 5, 52, 85, 87, 106
euclidianos, 88, 106
efetivamente homogénea, 5, 89,
93-95
enumeravel, 74, 75, 77
finita, 74
gerada por, 60, 86, 87, 93
habitada, 55, 75, 77, 82, 84, 93,
94
homogeénea, 4, 5, 33, 52, 60, 89,
90, 92, 93, 97, 104-106
linearmente, 50, 51, 54-57, 59—
61, 74, 75, 77, 80-82, 84,
93
parcialmente, 80
persistente, 51, 55-57, 59-61,
7577, 80-82, 84-86, 93
persistente em, 51, 57, 61, 77,
78, 82, 95
seqiiencialmente completa, 86
totalmente enumeravel, 74, 84,
93
uniformemente persistente, 52,
56, 82
uniformemente persistente em,
52, 61, 80, 85, 104



Euclides, 11, 13

Eudoxo, 17, 18

Euler, Leonhard, 13, 14, 24, 25

exaustao, 17, 18

exponencial, 7, 28, 45
numérico, 66

extensao, 50, 61
de secao, 98

falsum, 37
Fei(X)-estrutura, 103, 104
feixe, 5, 6, 30, 31, 79, 85, 97-105
constante, 100-102
de fungoes continuas, 100, 103
de funcoes localmente constan-
tes, 100, 104
dos numeros inteiros, 103
dos numeros naturais, 101, 102
dos numeros racionais, 103
dos numeros reais, 30, 79
de Cauchy, 31, 104
de Dedekind, 31, 103
extensional, 99
finito, 102, 103
sobre um sitio, 98
Fermat, Pierre de, 13, 20-23
fibra, 100, 101
filosofia natural, 11
finito, 5, 19, 24, 63, 64, 70-72, 74,
102
flecha, 6
fluens, 12
fluente, 13, 14
fluxao, 14
fluxus, 12
Fontenelle, Bernard de, 25
forca, 12
forma, 9, 11

dinamica, 23
formalismo matematico, 3, 24
formula, 36, 37, 39, 43, 49, 64, 67,
68, 70-72, 74, T6-78, 83,
90, 92, 94
decidivel, 46, 67, 70, 71, 74, 76,
78, 83
decidivel em, 46, 68, 72, 77, 78,
90, 93
em contexto, 43, 46
fechada, 36
Fraenkel, A., 16
fragmento, 49
funcao, 14-16, 25, 27, 100, 101
algébrica, 21
bijetora, 6, 13, 16, 32, 101
constante, 100
continua, 14-16, 31, 100, 103
derivada, 25
diferenciavel, 14
exponencial, 25
injetora, 100
local, 35
localmente constante, 31, 100,
104
logaritmica, 24
recursiva primitiva, 66
representavel, 66
restricao, 98
trigonométrica, 21, 25
fundamentos, 16
da analise, 15, 16
da matematica, 105
funtor, 6, 53, 98, 100, 103
contravariante, 6

Galileu Galilei, 12-14, 19, 23, 31



geometria, 5, 10, 12-17, 20-22, 27,
30, 97, 105

algébrica, 98
analitica, 13, 21, 22
diferencial sintética, 26
sintética, 23

gnosiologia, 3

Gordan, Paul, 30

Grandi, Guido, 25

Gregory, James, 22

gregos, 10, 11, 15, 17-19

Grothendieck, A., 98

habitado, 46

Heine, Eduard, 16

Hilbert, David, 30

hindus, 11, 12

hipétese de Souslin, 106

Hobbes, Thomas, 13

homogeneidade, 4, 5, 27, 30, 33, 52,
60, 89, 90, 92-94, 97, 104—
106

homomorfismo, 51, 104

Hudde, Johann, 22

Huygens, Christiaan, 22, 23

idempotente, 59, 86
igualdade interna, 98
imagem, 68, 82, 86, 100
util, 72
imersao, 82, 89
de Yoneda, 6, 100
impeto, 11
implicacao, 37
inclusao, 7, 51, 98
incomensurabilidade, 10, 11
indiferenciabilidade, 50, 51
indivisivel, 10, 11, 19, 22
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infimo, 6, 43
infinitésimo, 3, 9, 11, 17-26, 106
de ordem superior, 21, 24
infinito, 11, 14, 17-19, 21, 27, 70,
89
atual, 11, 18, 24
categorematico, 11, 16, 22
divisibilidade, 11, 32
potencial, 11, 18
sincategorematico, 11
integral, 14, 15, 23
definida, 15, 21
interpretacao, 41, 43-45, 49
intuicionismo, 3, 17
isomorfismo, 4-6, 16, 29, 46, 52—
57, 59, 60, 64, 70, 75, 77,
79, 81, 84-86, 93, 102-104
canonico, 42
natural, 6, 102
parcial, 33, 60, 75, 81, 89
finito, 33, 90, 93, 104

Joao XXI — Petrus Hispanus, 11
Johnstone, P., 86

jonios, 17

Jonsson, B., 89

Joyal, A., 35

Kant, Immanuel, 3, 27, 28
Kepler, Johannes, 19
Kock, A., 26

A-célculo, 35

Lagrange, Joseph Louis, 25
latitudo, 12

latitudo formarum, 12
Lawvere, F. William, 26, 35, 63
Lazard, M., 98



Leibniz, Gottfried Wilhelm von, 14,
15, 21, 23, 24, 31
lema de Yoneda, 6, 101
Leonardo de Pisa, 11
Leray, J., 98
L’Hospital, Marqueés de, 24
L’Huilier, Simon, 25
limitante
inferior, 95
superior, 87
limite, 6, 28
de dispersao de Cauchy, 86
de funcao, 14-16, 23, 25
de seqiiencia, 15, 20-22
finito, 45, 103
linguagem
de Mitchell-Bénabou, 45
formal, 30, 35, 49, 53
infinitaria, 49
interna, 4, 27, 29, 45
local, 35-37, 41, 43-45, 64, 67
linha, 9, 11, 12, 28

reta, 11, 12
logica, 5, 16, 24, 25, 29-31, 35, 39,
97, 105
classica, 5, 17, 29-31, 35, 39,
40, 53, 75, 79
intuicionista, 4, 26, 29, 30, 35,
39, 49, 53, 97
de ordem superior, 4, 29, 30,
35, 39

de primeira ordem, 53, 97
de segunda ordem, 53
matematica, 25, 30
longitudo, 12

magnitude, 10, 16-18, 24, 27

magnitudes variando continuamente,

3, 4, 9-11, 13, 19, 27, 31—
33, 89, 103, 105, 106
maximo, 21, 23
divisor comum, 83
Mengenlehre, 16
Méray, Charles, 16
metafisica, 10, 11, 19
minimo, 21, 23, 68, 70
Mitchell, W., 35
modelo, 5, 16, 26, 29, 53, 89, 97
duma teoria local, 43
monomorfismo, 6, 46, 51, 52, 55,
57, 61, 80, 81, 85, 88, 94,
95
canonico, 51, 52, 56, 57, 80, 81,
86, 92
morfismo, 6, 7, 30, 35, 41, 44, 51,
55, 64, 98, 99, 101, 102, 104
caracteristico, 42, 43
movimento, 11-13
multiplicagao, 66
multiplicidade, 28

n-categoria, 53
N-conjunto, 64, 65, 67, 70-76, 78,
80-85, 87, 91, 92
N-funcao, 64-68, 71-75, 77, 80, 93,
94
bijetora, 72, 73, 84
constante, 72
injetora, 94
modulo, 83
projecao, 66
recursiva primitiva, 83, 84
sobrejetora, 73, 74, 91
sucessor, 64, 66
zero, 66
negacao, 37



Newton, Isaac, 12-15, 22-24
Nieuwentijdt, Bernard, 24
notacao, 6, 12, 18, 19, 22, 23, 25,
39, 49, 50, 56, 65, 67, 72,
83, 86
numeros, 10-15, 21
hiper-reais, 26
inteiros, 5, 79, 82, 83, 102
negativos, 83
positivos, 16, 83
irracionais, 11-13, 15, 22
naturais, 4, 5, 13, 28, 31, 49,
63-65, 67, 68, 70-72, 77,
79, 85, 86, 101-104
negativos, 11, 12
racionais, 5, 15, 16, 20, 21, 31,
53, 54, 59, 60, 79, 80, 83—
85, 89-92, 102, 105
negativos, 83
positivos, 83
reais, 3-5, 9, 14-16, 25, 26, 28—
31, 33, 49, 50, 52, 53, 60,
63, 79, 85, 88, 89, 97, 103,
105, 106
arquimedianos, 87, 106
de Cauchy, 5, 31, 52, 79, 80,
84, 85, 89, 90, 104, 105
de Dedekind, 5, 31, 52, 85,
89, 90, 103, 105
estendidos, 5, 50, 52, 85, 106
euclidianos, 86, 106

objeto, 6, 7, 28-31, 35, 41, 43-45,
52, 64, 70, 79, 84, 86, 98,
101, 103, 104
dos nuimeros inteiros, 82, 102
negativos, 83
positivos, 83
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dos numeros naturais, 4, 5, 28,
49, 63, 64, 70, 79, 85, 86,
101-104

dos nimeros racionais, 59, 60,
83, 102

dos numeros reais, 4, 28, 33,
49, 52, 53, 63, 88, 89, 97

arquimedianos, 87

de Cauchy, 79, 84, 104
de Dedekind, 85, 103
estendidos, 50, 85
euclidianos, 86

enumeravel, 64, 74

final, 6, 70, 98

finito, 64, 74

infinito, 70

inicial, 6, 101, 102

representavel, 6

totalmente enumeravel, 74

Occam, Guilherme de, 11
ordem, 16, 27, 50, 51, 53, 75, 90,
92, 93, 104

estrita, 32, 54, 61, 65, 73, 80,
83, 84, 102-104

linear, 50, 53, 65

Oresme, Nicolau de, 12

Pacioli, Luca, 11
paradoxo, 16, 20
de Aquiles e da tartaruga, 20
de Russell, 16
paralogismo, 24
participacao
acidental, 3, 9
essencial, 3, 4, 9, 31-33, 105,
106
Pascal, Blaise, 2023
persistencia, 32, 33, 51-53, 5557,



59-61, 75-78, 80-82, 84-86,
92, 93, 95
uniforme, 4, 5, 30, 50, 52, 53,
56, 61, 80, 82, 85, 88, 97,
104-106
Petrus Hispanus — Joao XXI, 11
Pitagoras, 10, 18
plano, 13
Platao, 10, 18, 19
Poincaré, Henri, 28
Poisson, Siméon, 25
ponto, 3, 4, 11, 13, 14, 20, 21, 27,
28, 31, 32, 51
de inflexao, 23
pragmaético, 30
pré-feixe, 6, 98, 99
extensional, 99
representavel, 6
pré-ordem, 52
preserva a ordem dos pares, 75, 90,
92, 93
principio, 10
da microafinidade, 26
da recursao, 65, 66, 101
de indugao, 102
do minimo, 5, 63, 67, 68
l6gico, 29, 30
particular, 31, 54
produto, 6, 7, 66, 71, 75
finito, 72
numérico, 23, 66, 83, 84, 102
projecao, 7, 54, 66
propriedade duma teoria local
compreensao, 40
extensionalidade, 40
interseccao, 40
ordem, 40
partes, 40
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substituicao, 40

uniao, 40

unitario, 40

universo, 40

vazio, 40
pseudo-igualdade — adaequalitas, 21
puxador, 7

quadratura, 20, 22-24

quantificador, 37
existencial, 37
universal, 37

razao de magnitudes, 10
razao ultima de mudancga, 23, 24
reducao ao absurdo, 18, 30
regra de inferéncia, 38
corte, 38
enfraquecimento, 38
equivaléncia, 38
extensionalidade, 38
substituicao, 38
relagao, 4, 50, 53, 55, 65, 66, 82,
83, 85, 102-104, 106
de equivaléncia, 53
discreta, 65
irreflexiva, 50, 65
reflexiva, 52
transitiva, 50, 52, 65
restricao de secao, 98
reta, 11-13, 20, 26
reticulado, 6, 74
Roberval, Giles Persone de, 13, 20—
22
Robinson, Abraham, 25
Russell, B., 16

S-conjunto, 39, 44-46, 50, 54, 56,
61



S-funcao, 44, 45, 58, 60, 61
bijetora, 45, 55, 58
identidade, 45
imagem direta, 46
imagem inversa, 46
injetora, 45
sobrejetora, 45

Saint-Vincent, Gregério de, 20, 25

secao, 98, 99
global, 98, 100, 101

segmento, 11, 13, 21
de parabola, 19
de reta, 20

semantica
categorial, 49

sentenca, 36

seqiiéncia, 14, 31, 63, 64, 71-75, 79,

88, 92, 94
de Cauchy, 15, 16, 29, 79
finita, 5, 63, 71, 72, 74, 75, 90—
93
crescente, 74
infinita, 5, 14, 79, 80

sequente, 4, 30, 35, 37-39, 43, 65
derivavel de, 38, 39
valido, 39, 44
valido por, 43, 45

série, 15
de Taylor, 25
infinita, 12, 20, 22-24

Serre, J. P., 98

simbolo l6gico, 37, 39

sistema axiomatico, 35

sistema de coordenadas, 12

sistema, formal, 30

Sluze, René, 22

sélido, 17-19

de revolugao, 17

soma, 15, 20, 22, 23, 66
sorte, 36, 45
Stevin, Simon, 19
subcategoria, 99
subclasse, 49
subconjunto, 15, 46, 86, 87, 98
subestrutura, 86, 87, 104
finita, 104
subfeixe, 99, 102
finito, 102
subobjeto, 6, 43, 60, 86, 87
proprio, 86
subpré-feixe, 98, 99
substituicao, 66
substituicao simultanea, 37
sucessor, 64, 66, 101
superficie, 17-19
supremo, 6, 15, 87
Swineshead, Ricardo de — Calcula-
dor, 12

Tacquet, Andreas, 20, 25
tangente, 13, 21-23
tempo, 9, 10, 12, 13, 27, 28
teologia, 11, 13, 30
teorema, 22
binomial de Newton, 20, 23
da base finita para ideais poli-
nomiais, 30
da compacidade, 26
da equivaléncia, 35, 45
de Schroder-Bernstein, 52
do ponto fixo de Tarski, 52
do vaivém de Cantor, 5, 53, 63,
75
fundamental do calculo, 22
teoria das categorias, 4-7, 26, 28—
31, 46, 49, 50, 53, 64, 83,



98
teoria de conjuntos, 4, 5, 16, 17, 27,
29, 30, 32, 35, 39, 40, 53
teoria de feixes, 30, 97
teoria de modelos, 4, 53, 89, 97, 105
intuicionista, 4, 97, 105
teoria de topos, 7, 26, 30, 53
teoria dos nimeros, 15, 20, 27
teoria local de conjuntos, 4, 6, 29—
31, 35, 39, 40, 43-45, 49,
63, 64, 72, 97, 103, 105
consistente, 39, 44
inconsistente, 39
naturalizada, 30, 63, 64, 66, 79
pura, 39, 44
terceiro excluido, 30, 67
termo, 36, 37, 39, 41, 67
de tipo partes, 36, 39
em contexto, 37
fechado, 36, 39, 64
A-equivalente a, 36, 37
tipo, 4, 29, 30, 3537, 3942, 46,
64, 67
basico, 36
topologia, 97, 106
discreta, 100
topos, 4-6, 27-31, 35, 41, 43-46,
49, 52, 53, 63, 66, 70, 79,
85, 89, 90, 98, 102-105
booleano, 52
de Grothendieck, 26, 99
dos conjuntos, 6, 51, 52, 70, 79,
83, 85, 102, 104
dos conjuntos finitos, 6, 44
dos feixes sobre um espaco to-
pologico, 5, 6, 31, 79, 85,
99, 101-105

dos pré-feixes, 6
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dos pré-feixes sobre um espaco
topoldgico, 98
lingtiistico, 35, 45
naturalizado, 70, 82
puro, 54, 86
Torricelli, Evangelista, 13, 20, 22
transformacao natural, 98
transposta, 42
triangulo
aritmético, 21, 23
harmonico, 23

uerum, 37
unidade, 10, 13, 15, 28, 73, 105

Valerio, Luca, 19
variacao, 11-14, 23
variavel, 13, 15, 17, 23, 36, 37, 39,
64

ligada, 36, 37

livre, 36-38, 40, 44
variedade diferenciavel, 26
velocidade, 12, 25

instantanea, 11, 13
Viete, Francois, 12, 13
vizinhanga aberta, 100
Volger, H., 35
volume, 10, 17-19, 21

Wallis, John, 13, 22, 25
Weierstraf, Karl, 14-16, 25, 27
Weyl, Hermann, 28

Wolff, Christian von, 24
Wronski, Josef Hoéné-, 25

Zangwill, J., 35
Zenao, 10
Zermelo, E., 16



