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RESUMO

Esse ¢ um estudo sobre a viabilidade de matrizes finitas como semantica para
logica modal. Separamos nossa anélise em dois casos: matrizes deterministicas
e nao-deterministicas. No primeiro caso, generalizamos o Teorema de Incom-
pletude de Dugundji, garantindo que uma vasta familia de l6gicas modais nao
pode ser caracterizada por matrizes deterministicas finitas. No segundo caso,
ampliamos a seméntica de matrizes nao-deterministicas para loégica modal pro-
posta independentemente por Kearns e Ivlev. Essa ampliagao engloba sistemas
modais que, de acordo com nossa generalizacao, nao podem ser caracterizados

por matrizes deterministicas finitas.
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ABSTRACT

This is a study on the feasibility of finite matrices as semantics for modal logics.
We separate our analysis into two cases: deterministic and non-deterministic
matrices. In the first case, we generalize Dugundji’s Incompleteness Theorem,
ensuring that a wide family of modal logic cannot be characterized by determin-
istic finite matrices. In the second, we extend the non-deterministic matrices
semantics to modal logics proposed independently by Kearns and Ivlev. This
extension embraces modal systems that, according to our generalization, cannot

be characterized by finite deterministic matrices.
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INTRODUCAO

O titulo deste trabalho é enganoso. De fato, “(In)Completude Modal por (N)Matrizes
Finitas” pode nos levar a inferir que a Tese contém quatro resultados originais:
incompletude modal por matrizes finitas, incompletude modal por Nmatrizes fi-
nitas, completude modal por matrizes finitas e completude modal por Nmatrizes
finitas.

O Capitulo 1, entretanto, trata de (in)completude proposicional por matri-
zes finitas, o que mostra que nossa andlise nao se resume ao contexto modal,
pois dedicamos boa parte do texto ao estudo de logicas proposicionais. O pre-
fixo “(in)” também pode levar ao erro, visto que os resultados demonstrados
nesse capitulo sao exclusivamente de incompletude, enquanto a completude por
matrizes finitas é apenas anunciada sem maiores detalhes.

Temos algumas razoes para organizar o Capitulo 1 dessa maneira. Teoremas
de incompletude sao em geral menos frequentes na literatura do que resultados
de completude, por isso preferimos nos deter nas demonstracoes dos primeiros.
Acreditamos que desse modo provas de incompletude vao se tornando mais
familiares, ja que ocuparao boa parte também do Capitulo 2.

Além disso, mesmo que os resultados de incompletude proposicional nao se-
jam originais, ndo encontramos os detalhes das demonstragoes na literatura.
Resultados de completude, por sua vez, sao muitas vezes apresentados com
muito mais cuidado. Por fim, o catilogo de célculos proposicionais incompletos
por matrizes finitas do Capitulo 1 tem a funcao propedéutica de separar quais

sistemas modais nao-classicos (ou seja, construidos a partir de uma logica propo-
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sicional nao-classica) podem ser caracterizados por matrizes finitas. Como serd
argumentado no Capitulo 2, se uma légica proposiocional nao for caracterizada
por matrizes finitas, sua extensao modal também nao seré.

Ha4, contudo, muitos sistemas proposicionais nao-classicos caracterizaveis por
matrizes finitas. Nos restringiremos a expor uma familia desses sistemas, aqueles
que sao construidos a partir do fragmento implicativo da légica intuicionista.
Essa restricdo também nao é arbitraria, pois no Capitulo 2 mostraremos que
todos os resultados de incompletude modal por nés obtidos também valem para,
sistemas modais construidos a partir da implicagao intuicionista.

O objetivo de nosso trabalho ndo é, todavia, limitar-se a mostrar resultados
técnicos de completude e incompletude por matrizes finitas. Discussoes concei-
tuais e apresentagoes histéricas fizeram parte também de nossas preocupacoes.

No Capitulo 1, por exemplo, discorremos sobre como surgem as tabelas ve-
ritativas para a logica proposional cldssica. No Capitulo 2 h4 uma discussao de
como tabelas finitas, que eram uma semantica almejada nos primérdios da logica
modal, se mostraram infrutiferas. Ainda no mesmo capitulo, apresentamos cro-
nologicamente uma série de sistemas modais, dando as referéncias bibliograficas
de suas axiomaticas originais. Por fim, no Capitulo 3 apresentamos seméanticas
alternativas as tabelas finitas, generalizando as no¢oes de valoragio e de matri-
zes por meio dos conceitos de semi-valoragoes e de matrizes nao-deterministicas,
ou Nmatrizes.

Héa ainda no Capitulo 2 uma longa discussao sobre a hieraquia L5 ... L, de
Fukasiewicz. Argumentamos que, por um lado, podemos de fato considerar os
operadores [ e ¢ da maneira com que foram definidos originalmente por Y.u-
kasiewicz como genuinamente modais. Por outro lado, apresentamos uma nova
maneira de defini-los que parece ir de acordo com os critérios defendidos pelo
proprio fukasiewicz. Visto por esse angulo, essa hierarqua faria parte das 16gi-

cas modais caracterizadas por matrizes finitas. No mesmo capitulo, mostramos
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ainda parcos exemplos de logicas modais tetravalentes (ou seja, caracterizada
por matrizes de 4 valores de verdade), os tinicos que pudemos encontrar na li-
teratura sobre o assunto. Terminamos o capitulo enunciando resultados diame-
tralmente oposto ao de incompletude por matrizes: hé4 alguns sistemas modais
em que todas as extensoes proprias sao caracterizadas por matrizes finitas.

Ao longo do Capitulos 2 e do Capitulo 3, nosso tratamento a logica modal
pode gerar algum desconforto. Em nenhum momento usamos modelos relaci-
onais e sequer definimos tais modelos. N&o queremos com isso minimizar a
importancia da seméntica relacional de Kripke para a légica modal. Nossa in-
tenc¢do é primeiramente desvincular a seméantica e a sintatica modal, verificando
de que modo uma seméntica por matrizes finitas seria viavel 4 16gica modal. Em
segundo lugar, temos pretensoes de oferecer uma seméantica modal alternativa
a semantica de Kripke, baseada em Nmatrizes de 4 e 6 valores.

Apesar da ambicdo, ndo temos intencoes megalomaniacas. Sabemos do apelo
intuitivo que tém os modelos relacionais e como a semantica de Kripke oferece
uma interpretacdo refinada aos operadores modais. Nossa seméntica ndo visa
ser concorrente & de Kripke e sim complementar, no sentido de elucidar algumas
propriedades semanticas dos sistemas modais que podem nao ser muito claras
na obordagem classica.

Primeiramente, nos modelos de Kripke nao h& uma separagao nitida en-
tre aqueles sistemas modais em que [J e ¢ tém uma interpretacdo alética (ou
epistémica) daqueles cuja interpretacdo é dedntica (ou doxéastica). Em outras
palavras, a fronteira para que [J seja intepretado como “necessario” ou “obri-
gatorio” (e, consequentemente, para que ¢ seja intepretado como “possivel” ou
“permitido”) nédo é tdo demarcada, exceto por uma das propriedades da relagao
dos modelos, que é de ser no primeiro caso, serial e no segundo, reflexiva. Na
nossa semantica essa distingao é marcada pelo numero de valores de verdade:

se for alética bastam 4 valores, ja no contexto dedntico precisamos de 6 valores.
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Essa discussdo é um dos temas do Capitulo 3.

Defendemos ainda que a seméantica de Kripke é apropriada para os siste-
mas modais normais, ou seja, aqueles em que vale a regra de necessitacao. Nos
calculos modais em que essa regra é enfraquecida, tal semantica deve ser adap-
tada com recursos que a distanciam de seu apelo intuitivo original. Acreditamos
que nossa semantica poderia ser facilmente adaptada para sistemas modais nao-
normais, ainda que nao obtivemos resultados de completude nesse sentido. Pelo
seu caracter predominantemente especulativo, tal tema é um dos objetos de
anélise das Consideracoes Finais.

Cabe ainda as Consideracoes Finais verificar a viabilidade da seméantica mo-
dal de Nmatrizes em sistemas modais nao-classicas. Quando uma légica proposi-
cional caracterizada por matrizes ou Nmatrizes finitas é estendida modalmente,
em geral constroi-se uma semantica mista, combinando (N)matrizes com mode-
los relacionais. Acreditamos que é possivel obter uma seméantica mais simples
nesses casos, envolvendo apenas Nmatrizes finitas, mas multiplicando o nimero
de valores modais, que sdo 2 na abordagem alética e 3 na dedntica. Assim, por
exemplo, F.3 - que é caracterizada por 3 valores - teria uma seméntica completa
de 6 valores na interpretacao alética e 9 valores na intepretacao deontica. Temos
razoes para crer que esse topico pode contribuir ao estudo de preservacao da
completude em combinacao de logicas.

Para encerrar essa Introducgao, esperamos que ao final do texto se tenha cla-
reza da viabilidade da seméantica de matrizes e Nmatrizes finitas para a logica
modal. Esperamos ainda que nosso trabalho tenha dado alguma contribui¢ao
para esse tema. Cremos que essa contribugao é dada por meio de uma exten-
sao dos resultados originais em dois sentidos: por um lado, os resultados de
incompletude modal por matrizes finitas e, por outro lado, os resultados de

completude modal por Nmatrizes finitas.



1. (IN)COMPLETUDE PROPOSICIONAL POR MATRIZES
FINTTAS

Esse capitulo tem como objetivo apresentar os limites da semantica multi-
valorada para logica proposicional. Tal tema pressupoe evidentemente dois
esclarecimentos prévios: em que consiste a semantica multi-valorada e quais
logicas sao englobadas na classe proposicional.

Entre uma defini¢ao canonica de seméantica multi-valorada fora do espacgo e
do tempo e uma contextualizacao histérica, demos preferéncia pela segunda op-
¢ao. Escolhemos partir das tabelas-verdades bivalentes tais como apresentadas
por Wittgenstein em seu Tractatus Logico-Philosophicus rumo as multivaléncias.

Quanto aos sistemas proposicionais, buscamos um desenvolvimento parcial-
mente cronolégico. Comegamos com o célculo proposicional cldssico em dire¢ao
aos resultados de incompletude por matrizes finitas tanto para o calculo intui-
cionista quanto para uma vasta familia de légicas paraconsistentes.

Por fim, mostraremos certos sistemas proposicionais ndo-classicos que podem
ser caracterizados por matrizes finitas. Visto que um dos objetivos centrais
da Tese é estudar o fendmeno da incompletude por matrizes finitas, nao nos
deteremos na prova de completude para sistemas j& conhecidos, nos limitando

a apresentar seus axiomas, suas regras de inferéncia e suas tabelas-verdades.

1.1 A Logica Proposicional Cléssica

E dificil medir a importancia que teve a filosofia de Ludwig Wittgenstein no

século XX. De acordo com Bertrand Russell, trés filosofias dominaram o mundo



1. (In)Completude Proposicional por Matrizes Finitas

britanico durante décadas: o Tractatus de Wittgenstein, o positivismo logico e as
Investigacoes Filosdficas." Mesmo tendo o seu nome vinculado a trés correntes
filosoficas, é mister salientar para o tema dessa Tese um aspecto particular de
sua primeira obra, o Tractatus Logico-Philosophicus.?

Wittgenstein tinha em mente obter a verdade ou a falsidade de uma propo-
sicao complexa por meio de uma combinacao de seus elementos mais simples.
Em suas palavras:

2.0201 Todo enunciado sobre complexo pode-se decompor em um enunci-
ado sobre as partes constituintes desses complexos e nas proposi¢oes que

os descrevem completamente
Em termos matemaéticos, Wittgenstein procurava que suas nogoes de verdade
e falsidade fossem vero-funcionais, ou seja, uma funcdo matemaética aplicada
aos valores verdadeiro e falso. A idéia intuitiva desse procedimento pode ser
representada por meio de uma tabela, hoje chamada de tabela-verdade:

4.31 Podemos representar as possibilidades de verdade por meio de esque-
mas da seguinte espécie (“V” significa “verdadeiro”, “F” significa “falso”.
As séries dos “V” e “F” sob a série das proposigoes elementares significam,
num simbolismo facilmente compreensivel, as possibilidades de verdade

dessas proposigoes):

ﬁ

Sl e B e N ISl el Il el el

.

3 =[]
3| <[~

sl ]l

SRS S "<
iSRS Y S S

Coloquemos entre parénteses a sequéncia de V’s e F’s possiveis dadas duas

proposicoes elementares. Teremos portanto (V V'V V)(p,q), (VV V F)(p,q)

I Conferir [Rus75] p. 160.
2 Todas as citagbes da obra em questio foram retiradas de [Wit01].

(=]
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e assim por diante, totalizando dezesseis operacgoes possiveis para obter o valor
de verdade da nova proposicio complexa.? Essas operacdes - bem como sua
representacao na linguagem formal e sua interpretacao na linguagem natural -
sdo apresentadas no aforismo 5.101.

5.101 As funcgoes de verdade de um ndmero qualquer de proposicoes ele-

mentares podem ser inscritas num esquema da segunte espécie:
V V V V)(p, q) Tautologia (Se p, entédo p; e se gentdo ¢.) (p Dp.q D q)
F V V V)(p,q) em palavras: Nao ambos p e ¢. ~(p . q)

(

(

(VFVV)(p,q ” ” : Se q, entdo p. (¢ D p)

(VVFV)pq 7 7 : Se p, entdo q¢. (p D q)

(VVVF)pq 7 7 :poug (pvag

FFVV)pg » 7 :Niogq (~q)

FVFV)pq ” 7 :Naop (~p)

(FVVF)(pq ” ” : p ou ¢ mas ndo ambos. (p. ~qg:v:ig. ~p)
(VFF V)(p,q) ”~ ” : Se p, entdo g; e se g, entdo p. (p =q)
(VFVF)pe » 7 :p

(VVFF)(pqe 7> 7 :gq

(F FF V)(pv‘I) 7 7 : Nem pnem g. (~p. ~qou pl‘])
FFVF)(p,q) » 7 :pendog (p. ~q)

FVFF)(p,q) ” 7 :qendop. (qg. ~p)

(F F F F)(p,q) Contradicdo (penfop;egendoq). (p. ~p.q. ~q)

Com suas tabelas, Wittgenstein propoe uma interpretagdo para as sentencas
da linguagem formal do Calculo de Fungdes Proposicionais (mais tarde chamado
de Célculo Proposicional - Propositional Calculus - ou simplesmete PC) do
Principia Matematica de Russell e Whitehead. Em termos mais precisos, as

tabelas-verdade sao uma semdntica para o Célculo Proposicional.

3 Para esclarecer melhor a notacio, tomemos a tabela-verdade de duas variaveis em que O
é uma operacao entre esses valores:

p | q]OWpaq
VIV] X1
FIV] X,
VIFEF| X3
F|F| Xa

As variaveis X1, X2, X3, X4 podem assumir os valores V ou F, totalizando 2 x 4 = 16
combinagbes. Cada combinacdo é notada por (X1 X2X3X4)(p,q).
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O formalismo usado por Wittgenstein segue o de Russell e Whitehead: os
simbolos ~, v, . e D representam as fungoes de negacao, disjuncao, conjun¢ao
e implicacdo.* A tnica diferenca sintatica entre as duas linguagens estd no
fato de Wittgenstein usar = para a bi-implicacdo, enquanto Russell e Witehead
preferem =. No Principia os operadores ~ e v $a0 primitivos enquanto ., D e
= sa0 definidos. O simbolo . também serve para indicar colchetes. Assim, é
possivel apresentar as seguintes defini¢oes (indicadas por = e Df)

paq. = .~(~pv~q) Df

PDG. = «~pvVQ Df
p=qg.=.(pD>q).(gD>p) Df

@

Nao s6 “ . ” como também “:” servem para indicar colchetes, sendo o primeiro
prioritario em relagdo ao segundo. A linguagem do Principia também inclui o
simbolo de assercao .

HA trés tipos de proposi¢oes no Principia: as proposicoes primitivas, as-
seridas e simples. As primitivas sdo aquelas tomadas como verdadeiras sem

prové-las, também denominadas indemonstraveis. Sao sete:

(1) Qualquer coisa implicada por uma premissa verdadeira é verdade.
2)Fpvp. D .up

3) Fig. D.pvyg

4 Fipvg. D.gvp

B) Fpv(gvr). D .gv(pvr)

(6) F: wvgDr. D:ipvg. D .pvr

(7) Axioma de identificagido de varidveis.

4 As funcées de negacio e disjuncio também sio denominadas contradi¢io e soma, respec-
tivamente. Conferir [RW27] p. 6.
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Uma proposicao é asserida quando existe uma prova para ela. Uma prova
é uma sequéncia de proposicoes em que cada proposi¢ao é uma proposicao in-
demonstravel ou uma consequéncia direta das proposi¢oes anteriores. Ja uma
proposicao simples é aquela que ndo é asserida (e consequentemente tampouco
indemonstravel).

Observe que o item (7) regula de que maneira podemos substituir variaveis

numa proposicao. Por exemplo, de

Fpvp. D .p podemos substituir por

Frgvge D vgoubt:i(p.q) vipeq)e D «(p-9q)
mas nao por IPpVQge DD

Como a segunda e a terceira proposicoes sao demonstradas aplicando uma das
sete proposicoes indemonstréaveis, estamos diante de dois exemplos de proposi-
¢oOes asseridas. J& a quarta é tipicamente uma proposicao simples.

Retomemos o Tractatus. Observe que a fungdo que retorna (V V'V V) para
as varidveis p e ¢ é chamada de tautologia. Ha dois problemas cruciais com
relacdo as tabelas-verdades e as proposi¢oes do PC. O primeiro deles é saber
se todas as proposigoes asseridas sao tautologias. E o segundo é a reciproca, ou
seja, determinar se todas as tautologias sao as proposi¢oes asseridas.

O primeiro problema é chamado de Corretude e o segundo, de Completude.
Coube a Post demonstrar também em 1921 ambos os resultados.’

O Calculo Proposicional nao tem apenas a almejada caracteristica de ser
Correto e Completo com relagdo & uma seméntica extremamente intuitiva e
vero-funcional, que é o caso das tabelas-verdades. Ele é, aléem disso, mazximal

num sentido preciso: se adicionarmos qualquer proposicao primitiva & lista de

5 Demonstrado em [Pos21]. Devido & concomitancia dos trabalhos de Wittgenstein (1921),
Post (1921) e Lukasiewicz (1920 - em [Luk20]) sobre tabelas-verdades, acredita-se que a idéia
original tenha sido do proprio Russell, de acordo com [Ann04].
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Russell e Whitehead que nao seja uma proposicao asserida, teremos o colapso
de PC, no sentido de todas as proposicoes se tornarem asseridas.

Isso significa que nao é possivel estender PC com mais axiomas sem colapsa-
lo. Mas isso nao significa que a histéria da logica proposicional termina com
Post, mas apenas que seu desenvolvimento se bifurcard grosso modo em trés
possibilidades: seja aumentando o ntmeros de valores-verdade para ganhar ex-
pressabilidade em sua semantica, seja restringindo seus axiomas para invalidar
certos teoremas (ou seja, proposicoes asseridas), seja estendendo a linguagem de
PC com novos operadores. No primeiro caso, teremos os sistemas multivalora-
dos. Veremos alguns exemplos desses sistemas na Subsecao 1.3.2 e na Subsecdo
1.3.3. O sistema emblemético do segundo caso serd O Célculo Proposicional
Intuicionista de Heyting, que serd visto na Subsecao 1.2.1. Finalmente, para o
terceiro caso teremos a hierarquia de sistemas modais de Lewis S1-S5, como

veremos no Capitulo 2.

1.2 Incompletude Proposicional por Matrizes Finitas

Tendo em vista que o objetivo central desse capitulo é o estudo do fenémeno
da incompletude proposicional, dividiremos essa se¢ao em duas subseccoes. Na
Subsegao 1.2.1 veremos o Metateorema de Incompletude por Matrizes Finitas
no contexto intuicionista. Em vez de reproduzir ipsis litteris a demonstracao de
Godel, faremos uma pequena alteracao para provar um resultado original: nao
somente IPC, mas nenhum sistema entre IPC e o seu fragmento implicativo-
disjuntivo pode ser caracterizado por matrizes finitas.

A Subsec¢ao 1.2.2 diz respeito ao mesmo resultado de incompletude con-
cernente a uma vasta familia de logicas paraconsistentes. Essas légicas serao
construidas a partir do fragmento implicativo intuicinista e serdo analisadas
no Capitulo 2 quando estendidas modalmente. Nenhum resultado original sera

demonstrado nessa subsecao, embora até onde sabemos nao exista uma prova

10
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esmiucada desses metateoremas na literatura.

Independente da originalidade, ambas subsegoes tém dois papéis na Tese
que valem a pena destacar: um propedéutico e outro taxonomético. O aspecto
propedéutico visa mostrar a técnica recorrente ao se demonstrar resultados de
incompletude por matrizes finitas, tema tanto do Capitulo 1 quanto do Capitulo
2. Ja o carater taxonomatico serd relevante sobretudo no Capitulo 2, para

delimitar a abrangéncia da incompletude por matrizes finitas no contexto modal.

1.2.1 O Caso Intuicionista

Os trabalhos de Lewis ndo foram os primeiros a mostrar os limites do Célculo
Proposicional. Ja em 1908, Brouwer criticava a proposicao asserida F:p v ~p
- também conhecida como Lei do Terceiro Fxcluido - visto que tal assercao seria
o caso em matematica apenas para afirmacdes de carater finito. Consideremos,
por exemplo, dois niimeros naturais x e y e a proposicao “ha y < x de modo que
y € y+ 2 sejam primos”’. Sabemos que nao existe um método geral para decidir
se a proposicao é verdadeira ou falsa para um z arbitrdrio. Com a intengao
de suplantar esse tipo de dificuldade, Brouwer propoe que proposi¢oes asseri-
das sobre séries infinitas sejam demonstradas apenas de maneira construtiva,
inaugurando a matematica intuicionista.®

Inspirado na matemaética intuicionista de Brouwer que recusava a Lei do Ter-
ceiro Fxcluido dentre outros principios, Heyting ofereceu em 1930 uma lista de
axiomas que buscava apreender formalmente a proposta Brouweriana. O calculo
de Heyting é conhecido como Calculo Proposicional Intuicionista - Intuitionistic
Propositional Calculus - ou simplesmente IPC.”

O Calculo IPC restringe PC no sentido de que certos teoremas que sao

provados no segundo célculo nao podem ser provados no primeiro. Daqui em

6 De acordo com [Mos10]. O artigo de Brouwer em questdo é [Bro08].
7" Em [Hey30].

11
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diante, usaremos a notagao de Heyting em que os simbolos —, A, V, — e <> deno-
tam as operacoes de negacao, conjuncao, disjuncao, implicagao e bi-implicagao,
respectivamente. Usaremos ainda o simbolismo 1, « para dizer que a férmula o
é um teorema na logica L. Quando nao houver ambiguidade, simplificaremos a
notagao e usaremos simplesmente F «. Feitas as observacoes acima, anunciamos

os seguintes resultados de IPC:

(i) #rpc = p—p
(i) ¥rpcpV

Além disso, se a formula (i) for adicionada a IPC como axioma, recupera-se
todos os teoremas de PC. O mesmo, entretanto, nio ocorre se (i) for adicio-
nado.?

Diferentemente de PC, os operadores A,V e <> nao podem ser definidos em
IPC em termos de negacao e implicagao. Isso significa que todos os operadores
devem ser tratados independentemente com seus respectivos axiomas.

No que diz respeito ao conectivo —, os axiomas abaixo o governam:’

(Ax1) p— (q — p)
(Ax2) (p—q) = ((p—=(@—=71) = (p—7))

Ja o operador A é regido pelos axiomas:

(Ax3) p— (¢ = (PN q))

(Ax4) (pAgq) —p

8 Como observado em [Mos10]

9 Usaremos a apresentacio de Zeman em [Zem73]. Nio usamos a axiomatica original de
Heyting de [Hey30] por dois motivos: primeiramente para definirmos o fragmento implicativo-
disjuntivo de IPC e demonstrarmos que nenhuma matriz finita pode ser uma seméantica para
qualquer logica entre tal fragmento e o célculo intuicionista e, em segundo lugar, para cons-
truirmos uma vasta familia de légicas paraconsistentes e multivaloradas a partir do fragmento
implicativo intuicista.

12
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(Ax5) (pAq) —q
A disjuncao V, por sua vez, obedece os postulados:
(Ax6) p— (pVq)
(AxT) ¢ = (pVq)
(Ax8) (p—=r) = ((g—=7) = ((pVa) = 7))
Finalmente para a negacao —, temos:
(Ax9) (p = q) = ((p = ~¢) = —p)
(Ax10) —p — (p — q)

Além dos axiomas abaixo, IPC é regido por duas regras. Usaremos a nota¢ao
alp/B] para dizer que na féormula o toda ocorréncia da variavel proposicional p

pode ser substituida pela formula 3.
(MP) «, a — 8 implicam
(US) atalp/s]

As regras (US) e (M P) também sdo conhecidas como Substitui¢do Uniforme
e Modus Ponens, respectivamente.
Como verificado por Zeman, o conjunto de axiomas e as regras acima nos

permitem definir ndo apenas IPC, mas quatro novos sistemas:°

o ICI = {(Az1), (Az2), (MP),(US)}

10 O sistema ICI foi originalmente introduzido por [Zem73]. A partir de ICI, podemos
obter mais dois sistemas intermediarios: acrescentando o operador de conjuncao A teremos a
linguagem de ICK, enquanto acrescescentando conjunc¢do e disjun¢do V teremos a linguagem
de ICA, ou, Calculo Intuicionista Positivo. O sistema ICA aparece em [ZemT73] se referindo
ao célculo intuicionista com implica¢ao, disjun¢ao e conjungao. Enquanto o que denominamos
ICA Zeman chama de fragmento C-A de ICA. Visto que o nosso foco nessa subsecao serd o
fragmento intuicioista apenas com disjun¢do e implica¢ido, buscamos uma notagdo mais con-
veniente que a de Zeman. Para o calculo intuicionista com implica¢do, disjun¢do e conjunc¢ao
escolhemos IPCT em vez de ICA, seguindo a notac¢io no caso classico, como P, ou CPL™T
para se referir a calculo classico positivo. Vide [Hac66] e [CCMO07], respectivamente.

13
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ICK =ICI U {(Az3), (Azx4), (Ax5)}

ICA =ICIU {(A4x6), (Ax7), (Ax8)}

IPCT = ICKUICA

e IPC = IPC™" U {(Ax9), (A210)}

HA4 uma relacao de inclusao evidente entre os sistemas listados acima, para
tanto é mister definir de modo rigoroso quando uma logica é uma extensao

conservativa de outra.!!

Definigao 1.2.1: Uma logica Lo é uma extensdo conservativa (dedutivamente)

de uma légica L; quando:
1) A linguagem de Lo estende a de Ly;
2) Todo teorema de L; ¢ um teorema de Lo;

3) Todo teorema de Lo expresso na linguagem Lj ja é um teorema de Ly. O

Dado os sistemas L; e Ly usaremos a notacao L; — L ou Ly C Lo para
dizer que Ly é uma extensao conservativa de L;. Dizemos ainda que Loy esta
entre Ly e Lz quando L; C Ly C Lg.

E possivel construir o seguinte gréafico de inclusio a partir dos sistemas lis-

tados acima:

ICA

N\
o/

Fig. 1.1: Sistemas entre ICI e IPC

IPCt —— IPC

e
N\

L1 A definigio abaixo pode ser encontrada em [CCMO07].
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Uma propriedade relevante de ICI (e de todos as suas extensoes) é o chamado
Metateorema da Deducgao. Para enuncia-lo, é conveniente definir a nocao de
consequéncia sintatica

Seja I" um conjunto de férmulas de L e @ uma férmula de L. Para dizer que
«a é uma consequéncia sintatica de I' em L, usaremos a notacao I' g, «. Isso
significa que existe uma prova de « aplicando as regras de L aos axiomas de
L, as formulas em I" ou as formulas que sdo consequéncia sintatica de I'. Além
disso, dada uma férmula (3, usaremos a notacgao I', 5 Fr, a como abreviacao de

FU{,B} FL a.

Teorema 1.2.2 (Metateorema da Dedugao (MD)): Sejam « e § formulas

e I' um conjunto de féormulas de ICI.

I',a Ficr B se e somente se I' Fyer o« — 3

Demonstracio: Analoga ao caso classico.'? [ |

Pela Definicao 1.2.1, nao é dificil verificar que o Metateorema da Deducao
vale também para ICA, ICK, IPCT e IPC. Veremos, ainda, que esse metate-
orema valerd para todas as logicas proposicionais tratadas no Capitulo 1.

Uma das possiveis seménticas do Calculo Proposicional Intuicionista é as
chamadas algebras de Heyting. Uma questdo muito natural é saber se hé
tabelas-verdades com um ntmero finito de valores verdades como seméntica
alternativa para o Calculo Intuicionista.'® J& em 1932 - ou seja, um ano depois
da publicacao do texto de Heyting - Godel prova que existe uma cadeia de sis-
temas entre IPC e uma certa logica L - que é uma extensao conservativa de
IPC - em que nenhum desses sistemas pode ser completo com relacdo a uma

semantica de tabelas-verdade finitamente valorével.'*

12 Uma demonstracio para o Metateorema da Deducao em ICI pode ser encontrada em
[Zem73]. Para o caso classico, vide [Men64] p. 37.

13 Segundo Godel em [G32] essa questdo foi formulada por Hahn.

14 A logica L em questdo ¢ LC. E também em [G32] que Godel demonstra a incompletude
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Para provar esse resultado, Gdédel langa mao do seguinte procedimento:
toma-se uma férmula e demonstra-se que qualquer tabela com uma quantidade
finita de valores de verdade que caracteriza IPC valida também essa férmula.
Em seguida, demonstra-se que essa mesma férmula nao é valida numa matriz
de infinitos valores para uma logica L que é uma extensao conservativa de IPC.
Logo, a formula em questdao ndo pode ser um teorema de IPC. Assim, qual-
quer matriz de finitos valores valida uma formula que nao é teorema de IPC e
portanto nao pode fornecer uma seméantica completa para IPC.

Usaremos uma demonstracdo muito semelhante para provar que nenhum
sistema entre ICA e IPC (incluindo o proprio ICA) pode ser caracterizado

por matrizes finitas.'®

Definicao 1.2.3: Uma matriz de uma logica L é uma tripla M = (M, D, V)

em que:
(i) M#0
(if) D € M é um conjunto de valores designados
(iii) Para cada conectivo n-ario ¢ de L existe uma func¢do v € V tal que

v: M — M (]

Definigao 1.2.4: Uma matriz M valida uma férmula « se e somente se - ou sse
- « recebe sempre valores designados por meio das fungoes v em M aplicadas

aos conectivos que ocorrem em o. O

Definigao 1.2.5: Uma matriz M é um modelo para uma logica L sse M valida

todos os teoremas de L (mas nio necessariamente apenas eles). (]

de qualquer sistema entre IPC e LC por matrizes finitas. Apresentaremos a axiomatica de
LC na Subsegao 1.3.3.
15 As definigdes de matriz, modelo e formula valida foram retiradas de [CP08].
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Defini¢ao 1.2.6: Uma matriz M caracteriza uma logica L sse todos os teore-
mas de L, e somente eles, recebem valores designados por meio das func¢oes em

M. O

Definigao 1.2.7: Sejam i, j e n ntuneros naturais em que ¢ < j. O esquema de
formulas (ou simplesmente formula) de Gédel adaptada G,, € obtida do seguinte
modo:'¢

n+1

Gn =aes \/ (i = 1))
ij

Para esclarecermos melhor a notagao, no caso em que n = 2, teriamos:

G2 =def ((p1 = p2) V (P1 — p3)) V (P2 — p3)

Antes de demonstrar o nosso resultado de incompletude, é necessario provar

que p — p é teorema em ICI:'7

L (p=@—=p)—=>@—=>((p—=p) —p)—=@—=>p) (A22)
2. p=>{@—p (Azl)
3. p—=>W®—p) —p) = @D (MP) em 1. e 2.
4. p—=(@—=p —p (Ax1)
5. p—=p (MP)em 3.e4

Mostraremos agora que qualquer matriz finita que fornecesse uma seméantica

completa para ICA validaria a formula da Definicao 1.2.7.

16 Originalmente em [G32] em vez de (p; — p;) ha (p; < p;).

17 A primeira coluna é uma enumeragao das formulas da prova. A segunda é o axioma ou
teorema que foi usado e a terceira é sua justificativa. Em 1., por exemplo, a instanciacao é
obtida por meio de (US) aplicada a (Az2) e, em termos estritos, deveria ser grafada como
(Az2)[q/p — p,r/p]. Escolhemos a notagdo simplificada e justificamos simplesmente como
(Az2).

17
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Proposicao 1.2.8: Qualquer matriz finita de n valores de verdade que carac-

teriza ICA valida G,,.

Demonstra¢ao: Suponha que exista uma matriz com n valores que caracte-
riza ICA. Como na férmula acima temos n valores para n+ 1 variaveis, haveréa i
e j de modo que os valores atribuidos a (p; — p;) sejam os mesmos a (p; — p;)
para algum i. Ora, visto que Ficr p — p entdao como ICA é uma extensao
conservativa de ICI, temos Fica p — p. Além disso, por (Ax6), (Ax7) e (MP)
temos que tanto (p; — p;) V a quanto « V (p; — p;) sdo teoremas de ICA, e

portanto a matriz validaria toda a formula G,,. ]

Definigao 1.2.9: Seja M a matriz infinita em que o conjunto de valores-
verdade & {1,2,3,...,w} em que é 1 o tnico valor designado. Sejam « e
formulas proposicionais. A fun¢do de valoragdo v é calculada do seguinte modo
para cada operador:

v(a Vv b) = min(v(a), v(B))

v(a A b) = max(v(a),v(8))

(0= §) = 1 se v(a) > v(B)
o | v(B) caso contrario
(~a) = w sev(a)#w
= 1 caso contrario

O

A segunda parte da demonstracdo do Metateorema da Incompletude é veri-

ficar que a matriz infinita da Defini¢cao 1.2.9 é um modelo de IPC.

Proposigao 1.2.10: Mg é um modelo para IPC

Basta verificar que Mg valida os axiomas de IPC e que as regras de IPC

preservam o valor designado 1.

18
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(Ax1) p— (¢ = p)
e se v(p) > v(q), entdo v(q — p) = v(p). Como v(p) > v(q — p), entdo
v(Axl) = 1.

e se v(p) < v(q), entdo v(q — p) = 1. Como v(p) > 1, entdo v(Axzl) =
1.

(Ax2) (p—=q) = ((p—= (g—7)) = (p— 7))
e se v(p) > v(q), entdo
— se v(q) > wv(r), entdo v(p) > v(r) e v(p — r) = 1. Assim,
v((p—(¢—1)) = (p—r)) =1 e portanto v(Azx2) = 1.
— se v(q) < v(r) entdo v(ig —r) =v(r)ev(p = (¢ —r)) =v(p —
r). Temos entdo que v((p = (¢ = r)) = (p = 1)) = v((p —

r) = (p = r)) e como v(p = r) > v(p — r) conclui-se portanto

quev((p—=>(g—r) = (pP—r)=1lev(Azl) = 1.
e se v(p) < v(q), entdo

— sew(q) > v(r),entdov(q — ) =lev(p — (¢ — ) = 1. Assim,
v(p— (¢ —=r1)—= (p—7)) =2 —r). Comouv(p—q)=uv(g)
entio v(Azl) = v(qg — (p — 7). Visto que v(q) > v(p) e
v(q) > v(r), entao v(q) > v(p —r) e v(Azl) = 1.

— se v(g) < v(r), entdo v(q — ) = v(r) e o resto se segue analo-

gamente ao caso em que v(p) > v(q) e v(q) < v(r).
(Ax3) p— (¢ = (p N q))

e se v(p) > v(q), entdo v(p A q) = max(v(p),v(q)) = v(p). Portanto
v(Az3) = v(Axl) = 1.

e se v(p) < wv(g), entdo v(p A ¢) = max(v(p),v(q)) = v(g). Temos

portanto que v(¢ = (pAq)) =v(g — q) =1 e v(Az3) = 1.
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(Ax4) (pAq) —p
e se v(p) > v(q), entdo v(p A q) = max(v(p),v(q)) = v(p). Portanto
v(Azd) =v(p = p) = 1.
e se v(p) < v(q), entdo v(p A ¢) = max(v(p),v(q)) = v(q). Portanto

v(Azd) =v(g — p) = L.

(Ax5) (pNq) = q

e anilogo ao (Ax4).

(Ax6) p — (pV q)

e sep > g, entdo v(pVq) = min(v(p),v(q)) = v(g). Portanto v(Ax6) =
v(p—q) =1
e sep < ¢, entdo v(pVg) = min(v(p), v(q)) = v(p). Portanto v(Az6) =

v(p—p) =1
(Ax7) q — (pV q)
e andlogo ao (Ax6).
(Ax8) (p—=r) = ((g—=r) = ((pPVa) = 1))

e se v(p) = v(q), entdo v(p V ¢) = min(v(p),v(q)) = v(g). Temos
dai v((pV q) — r) = v(g — ). Isso significa que teremos entio
vl = r) = ((pvag) = 1) =wv(g—=r) = (¢ = r). Como
vig—=r1)>v(g—r),daiv((¢ = 7r) = ((pVgq) = r)) =1 e portanto
v(Ax8) =1

e se v(p) < v(q), entio v(p V ¢) = min(v(p),v(q)) = v(p). Temos
dai v((pV q) — ) = v(p — 7). Isso significa que teremos entio
v(lg = r) = ((pveg — 1) =v(lg—r) = (p— r)). Portanto
v(Az8) = v(Axl) = 1.
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(Ax9) (p = q) = (p— —~q)) = —p

e se v(p) > v(q), entdo v(p = q) =1
— se v(p) = w, entdo v(—p) = 1. Tendo em vista que temos v(((p —
q) = (p = —q))) > 1 conclui-se que v(Az9) = 1.
— se v(p) # w, entdo v(q) # w e v(—q) = w. Dai, v(p = —q) =
wevlp = q) #w. Comov(p = q) < v(p = —q), teremos
v((p = q) = (p = ~q)) = v(p = ~¢) = w. Visto que w > v(-p),
conclui-se portanto que v(Az9) = 1.
e se v(p) < v(q), entdo v(p) # w e v(—-p) = 1. Temos portanto que

v((p = q) = (p = ~q)) > v(-p) e v(Az9) = 1
(Ax10) —p — (p — q)

e se v(p) > v(q), entdo v(p — q) = 1. Como v(—p) > 1, entdo v(—p) >

v(p— q) e v(Az10) =1

e se v(p) < wv(g), entdo v(p — q) = v(q). Além disso, v(p) # w,
logo v(—p) = w. Como w > v(p — q), entdo v(—-p) > v(p — q) e

v(Az10) =1

(MP) Suponha que v(p — ¢) = 1, v(p) = 1 mas v(q) # 1. Dai v(p) > v(q), o

que implica que v(q) = 1. [ |

A proposicao abaixo garante que a féormula adaptada de Goédel ndo é valida

na matriz infinita da Defini¢do 1.2.9.
Proposigao 1.2.11: Existe uma valoragao de M que nao valida G,.

Demonstracao : Considere a seguinte valoragao da formla G, da Defini¢ao 1.2.7:

v(p;) =t e v(p;) = j. No caso em que n = 3, temos v(p1 — p2) = 2, v(p1 —
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p3) = 3 e v(p2 — p3) = 3. Desse modo v(G3) = min(2,3,3) = 2. Suponha

agora que V(G,,) = 2 para n = k. Assim, para n = k + 1 temos:

v(Gp) = min(2,v(p1 = pr+1), .-, V(Pk = Pr+1)) =min(2,k+1,... k+1) =2

E portanto v(G,,) = 2 para todo n natural. |

Finalmente, podemos provar nossa extensao do resultado de Godel.

Teorema 1.2.12: Nenhuma logica entre ICA e IPC pode ser caracterizada

por matrizes finitas.

Demonstracao: Suponha que exista um conjunto de matrizes finitas que
caracterize alguma logica L entre ICA e IPC. Pela Proposi¢ao 1.2.8, essas
matrizes validariam a férmula G,, da Definicdo 1.2.7 e portanto G,, seria um
teorema de L. Por outro lado, a matriz infinita Mg da Definicao 1.2.9 é um
modelo para IPC de acordo com a Proposigdo 1.2.10. Além disso, pela Propo-
sicao 1.2.11, Mg invalida G,,, forcando que G,, nao seja um teorema de L. Por
absurdo, concluimos que nao pode existir um conjunto de matrizes finitas que

caracterize L. | |

Ao longo da Tese, veremos que resultados de incompletude com respeito a
matrizes finitas dizem respeito a uma classe de légicas Lj ...L, de modo que
L; € ... € L,. Nem sempre nossa generalizacao abarca todos os sistemas
almejados. No caso dessa subsecao, gostariamos de tratar de todos os sistemas
da Figura 1.1 e determinar também se os sistemas ICI e ICK sao caracterizaveis
por matrizes finitas. Deixemos essa questdo em aberto para lidar com o mesmo

problema concernente as logicas paraconsistentes.
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1.2.2 O Caso Paraconsistente

O fendmeno da inconsisténcia é, em geral, abolido por teorias baseadas em
logica classica. Isso porque nessas teorias, se a partir de um conjunto I' de
premissas concluimos « e —«, entao a teoria é trivial, ou seja, todas as férmulas
sao teoremas. Loégicas paraconsistentes sao basicamente uma familia de légicas
em que se é possivel construir teorias que caso infiramos « e =, ndo podemos
inferir que todas as férmulas dessa teoria sao teoremas. Em termos formais,
dizemos que uma légica L é paraconsistente em relacdo & — quando existem

formulas « e 8 e um conjunto de formulas I em que:
I‘}—LaeFl—LﬁamaSF%LB

A expressao “logica paraconsistente” foi difundida por da Costa, ainda que exis-
tam exemplos de sistemas com o comportamento acima surgido antes dos seus
trabalhos pioneiros.'® Ja em 1963, da Costa propde sua hierarquia C,, (para
1 < n < w) proposicional, C*, de primeira ordem e C;; de primeira ordem com
igualdade. Restringiremos nosso estudo aos calculos proposicionais.

Seja op a abreviagdo da formula —(p A —p) enquanto o"p significa que o

operador o foi iterado n vezes. Finalmente:
oMp=olpA...A0"p

Para construir a hieraquia C,, (para 1 < n < w) devemos levar em consideragio

novos axiomas:!?

(Ax11) pV (p — q)

18 1,6gicas paraconsistentes foram independentemente desenvolvidas por Jagkovski e da Costa
em [Jag48] e [DC63], respectivamente. No que diz respeito aos sistemas citados, consultamos
sobretudo [DC74]. Sobre a origem dos sistemas de da Costa e Jaskovski, usamos como refe-
réncia [D’090].

19 Tssa ndo ¢ a axiomética original de da Costa em [DC74]. Visto que esses axiomas serdo
usados para construir outras hierarquias de légicas paraconsistentes, para efeitos de simplifi-
cagdo escolhemos a axiomética de [CCMO7].
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(Ax12) pV —p

(cf) =——p—p

(bC)n o™Mp = (p = (=p — q))

(cal)y, (o™pAolMg) — o™ (pAq)

(ca2) (o™pAoMg) — oM (pVq)

(cad)n (o™pAolMg) — o™ (p — q)
Definimos do seguinte modo a hierarquia de da Costa:
e C, = IPCT U {(Azxl1), (Az12),(cf)}

e C, = C, U{(bC)n, (cal)y, (ca2)y,, (cad),}

Da Costa apresenta matrizes que validam os axiomas de C,,1; mas nao os

axiomas de C,,. A rigor, ndo podemos dizer que C,, € uma extensdo conservativa

de C,,+1, visto que ambos os sistemas tém a mesma linguagem e, pela Defini¢ao

1.2.1, se uma légica Ly é uma extensao conservativa de L; e ambas tém a mesma

linguagem, entao sao a mesma légica, o que nao é o caso para . Para suplantar

esse limite, apresentamos a nocao de extensao propria:2°

Definigao 1.2.13: L; é uma extensao propria de L; quando:
(i) Ly e Ly tém a mesma linguagem

(ii) Ly e Ly tém as mesmas regras

(iii) para toda féormula « temos que se b, « entdo br, «

(iv) existe uma férmula o de modo que ¥1,, a mas b, «

O

20 Tal nogdo encontra-se ja em 1951 no artigo [Scr51]. Como veremos na Subsegdo 2.3.3,
essa defini¢do é fundamental para provar resultados de completude por matrizes finitas para

um conjunto de logicas modais.
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Consideraremos certa simplifcacdo em nossa notacao e usaremos Ly C Ly e
L; — Lo para designar tanto que Lo é uma extensao propria de L; ou uma
extensao conservativa de L;. Relembraremos a distingao quando for conveni-
nente.

E sabido que nos sistemas de da Costa vale a relacio de inclusdo:>!
C,C..C,C...Cjparal<n<uw

Mostraremos usando uma técnica um pouco diferente da Subsecao 1.2.1 que
nenhum sistema, dessa hieraquia pode ser caracterizado por matrizes finitas.??
Assim como no caso intuicionista, apresentaremos um conjunto de matrizes in-
finitas que é um modelo para os sistemas C,, (que, pela relagdo de inclusio
citada acima, basta mostrar que esse conjunto de matrizes é um modelo para
C;). Em seguida, devido a caracteristica intrinseca da negacdo nessa hierar-
quia, serd demonstrado que nenhum desses sistemas pode ser caracterizado por

tabelas finitas.

Definigao 1.2.14: Seja M um conjunto de matrizes infinitas em que o con-
junto de valores-verdade é {1,2,3,...} e em que 1 & o Gnico valor ndo-designado.
Sejam « e g formulas proposicionais. A func¢io de valoracio v é definida do se-

guinte modo para cada operador:

1 sev(a)#1lewv(B)=1

vla = p) = 2 caso contrario
(anf) = 2 sev(a)#lewv(B)#1

vl N 1 caso contrario

v(aV §) = 1 sev(a)=1lewv(f)=1

2 caso contrario

21 A demonstracio em questdo pode ser encontrada em [DC63].
22 Esse resultado foi demonstrado por Arruda em [Arr75].
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v(na) = .
v(a) — 1 caso contrario

{ 2 se v(a) =1

Proposigao 1.2.15: M é um modelo para C;

Demonstra¢ao: Basta mostrar que os axiomas de C; recebem em M sem-
pre um valor designado n > 1 para n natural e que as regras de C; preservam

o valor designado.
(Ax1) p— (¢ — p)

o se v(p) = 1, entio v(Azl) = 2.
o se v(p) # 1, entdio v(g — p) = 2 e v(Azl) = 2
(Ax2) (p—=q) > ((p—= (¢—=7)) = (p—= 1))
o se v(p) = 1, entdo v(p — r) = 2. Assim, o((p — (¢ — 7)) = (p —
r))) = 2 e portanto v(Az2) = 2.
o se v(p) # 1, entiio
— sew(q) =1, entdo v(p = ¢) = 1 e v(Ax2) = 2.
~ se v(q) # 1, entdo
% sev(r) =1, entdo v(g — 1) = 1 e v(p = (¢ = r)) = 1. Logo,
v(((p— (q— 7)) = (p— 7)) = 2 e portanto v(Az2) = 2.

x se v(r) # 1, entdo v(p — r) = 2. Temos portanto que

v(((p—=(g—r)—=(p—r))) =2ev(Ax2) = 2.
(Ax3) p— (¢ — (PN @)
e se v(p) =1, entdo v(Az3) = 2.

e se v(p) # 1, entao
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— se v(q) =1, entdo v(qg — (p A q)) = 2. Logo v(Ax3) = 2.
— se v(q) # 1, entdo v(p A q) = 2. Logo v(g = (pAgq)) =2e
v(Az3) = 2.
(Ax4) (pAq) —=p
e sev(p) =1, entdo v(pAq) =1 e v(Axd) = 2.
e se v(p) # 1, entdo v(Azd) = 2.
(Ax5) (pAq) = ¢

e anilogo ao (Ax4).

(Ax6) p— (pVq)
e se v(p) = 1, entdo v(Az6) = 2.

o seu(p) # 1, entdo v(p V q) = 2 e v(Ax6) = 2.
(Ax7) ¢ — (pV q)

e andlogo ao (Ax6).
(Ax8) (p—=r1) = ((g—=r) = ((pVa) = 1))

e se v(p) =1, entdo

—sev(q) =1,entdo v(pVq) =1edai v((pVq) = r) =2. Logo,
v((g—=r)—=((pVg) —r))=2euv(Azx8) =2.

e se v(q) # 1, entdo
— se v(r) = 1, entdo v(¢ — r) = 1. Temos, portanto, que v((q —
r)—= ((pVq) =) =2ev(Ax8) = 2.
—se v(r) # 1, entdo v((p V ¢) — r) = 2. Temos, portanto, que
v((g—=1r)—= ((pVg) =) =2ev(Az8) =2.
se v(p) # 1, entdo
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e se v(g) = 1, entdo
—sev(r)=1,entdo v(p = r) =1 e v(Az8) = 2.

— se v(r) # 1, entdo v(q¢ — r) = 1. Temos, portanto, que v((q —

r)—= ((pVvVq) =) =2ev(Az8) =2.
e se v(q) # 1, entdo

— se v(r) = 1, entdo v(q¢ — r) = 1. Temos, portanto, que v((q —
r)—= ((pVq) =) =2euv(Ax8) =2.

—se v(r) # 1, entdo v((p V ¢) — r) = 2. Temos, portanto, que
v((g—=r)—=((pVg) —r)) =2ev(Azx8) =2.

(Ax11) pV (p — q)
e sev(p) =1, entdo v(p — q) =2 e v(Azx9) = 2.
o se v(p) # 1, entio v(Azll) = 2.
(Ax12) pV —p
e se v(p) =1, entdo v(—p) = 2 e v(Ax10) = 2.
o se v(p) # 1, entio v(Az12) = 2.
(cf) ==p—p
e se v(p) =1, entdo v(—p) = 2 e v(——p) = 1. Portanto v(cf) = 2
e se v(p) # 1, entdo v(cf) = 2.
(bC)1 ~(pA=p) = (p = (=P = q))
e se v(p) =1, entdo v(p = (—p — q)) =2 e v(bCh) = 2.
e se v(p) # 1, entao

— se v(p) = 2, entdo v(—p) = 1. Dai v(-p — ¢q) = 2. Logo

v(p — (-p — q)) = 2 e portanto v(bCy) = 2.
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— se v(p) # 2, entdo v(—p) # 1. Assim, v(p A —p) = 2. Portanto
v(=(pA-p)) =1ewv(bCr) =
(cal)1 (=(pA=p) A=(gA=q)) = ~((PAg) A=(pAag))
e sev(p) =1, entdo v(pAq) =1leaiv((pAg)A—(pAgq)) = 1. Portanto
v(=((pA Q) A=(p A g))) = 2. e v(cal)y = 2.
e se v(p) # 1, entao

—sewv(q) =1, entdov(pAg) =1leaiv((pAg A-(pAq)) =1.
Portanto v(—=((p A q) A=(pAq))) =2. e v(cal); = 2.

— se v(q) # 1, entdo v(p A ¢) = 2. Assim, v(—(p A q)) = 1. Logo,
v((pAq) A=(pAq)) = 1. Temos, portanto, que v(=((p A ¢) A
—(pAgq))) =2. ev(cal); =2.

e se v(p) # 1, entdo v(p V q) = 2 e o resto é idéntico ao caso em que

v(q) # 1.
(ca2)y (=(pA—-p)A=(gA=q)) = =((pVa)A=(pVq))

e se v(p) = 1, entao

pVq))) =2ev((ca2),) =

—sev(q) =1, entdo v(pVq) = 1. Assim, v((pVqg)A-(pVyg)) =1.
Portanto, v(—((p V q) A —(
(

— sev(q) # 1, entdo v(pV q) = 2. Assim, v((pVg)A—(pVq)) = 1.
Portanto, v(=((pV q) A=(pV q))) =2 e v((ca2)1) =
(cad)i (=(pA=p)A=(gA=q) = =((p—q)A=(p— q))

e se v(p) = 1, entdo v(p — ¢q) = 2. Dai v(=(p — ¢q)) = 1. Logo,

v((p—q) A=(p—q) =1. Assim, v(=((p = @) A =(p = q))) =2e

portanto v((ca3)1) = 2.

e sev(p) #£1
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—se v(q) = 1, entdo v(p — ¢q) = 1. Logo, v((p — ¢) A =(p —
q)) = 1. Assim, v(=((p — ¢) A =(p = q))) = 2 e portanto
v((ca3)1) = 2.

— se v(q) # 1, entdo o argumento é idéntico ao caso em que v(p) =

1.

(MP) Finalmente, para (MP), se v(p) # 1 e v(p — ¢) # 1, entdo temos que

v(p — ¢q) = 2, o que nos forga concluir que v(q) # 1. [ |

Proposigao 1.2.16: Em C,, (para 1 < n < w) a redugdo de negagdo é impossi-
vel, ou seja, os esquemas abaixo ndo sdo validos em geral dados p e k naturais (A
notagdo —"« significa que o operador — foi iterado n vezes, enquanto usaremos

a -+ B como abreviagdo de a - S e S F )
(i) a - —*a

(i) =%a - =% a(p # k)

(iii) —2Pa HF —2F+1q

(iv) —2Pt1a - —2E+a(p £ k)

Demonstracao: Por um lado, a Proposicao 1.2.15 garante que Mg é um
modelo para cada C,,, visto que C,, € C,,_; C ... C C;. Por outro lado, M¢

invalida as equivaléncias (i) — (iv), como podemos verificar pela figura abaixo:

30



1. (In)Completude Proposicional por Matrizes Finitas

(6% e’ —2q —3a 2Py —2p+ly

1\2 1 2 1 2

2 1\2 1 2 1

3 2 1\2 1 2

4 3 2 1 2 1
2p + 1 : : : 1 2
2p + 2 : : : 2 1

Fig. 1.2: Operador — nos C-sistemas para matrizes finitas

Observe que a linha diagonal mostra uma valoragdo em M para um con-
junto finito de valores em que nenhuma das igualdades dos itens (i) — (iv) é o

€aso. ]

Teorema 1.2.17: Nenhum dos sistemas da hieraquia Cy, ..., C, (para n na-

tural) pode ser caracterizado por matrizes finitas.

Demonstracao:  Suponha que existe uma légica L entre C,, e C; que é
caracterizada por matrizes finitas. Assim, haveria algum tipo de reducdo da

negacdo em L tal qual indicado nos itens (i) — (iv) da Proposigdo 1.2.16, pois
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o operador — seria vero-funcional. Mas isso contraria justamente a Proposicao

1.2.16, o que mostra que L nao pode ser caracterizado por matrizes finitas. W

Recentemente foi introduzida por Canielli, Coniglio e Marcos uma genera-
lizagdo dos sistemas proposicionais de da Costa com a no¢ao de Logicas da
Inconsisténcia Formal - LFI's (Logics of Formal Inconsistency).?® Seja O(a)
um conjunto de féormulas em que « é a unica férmula que ocorre em cada ele-
mento desse conjunto. Seja ainda I' um conjunto de formulas e « e § férmulas.
Uma LFI é uma logica paraconsistente com relagao a — em que vale para algum

« e para todo :

Ola),a,matp

Apesar das LFT’s serem um caso particular de légicas paraconsistentes, elas
englobam toda a hierarquia proposicional de da Costa (e, consequentemente,
seus desdobramentos de primeira ordem).

Veremos a seguir que muitas LFI’s ndo podem ser caracterizadas por matrizes
finitas.2* O primeiro resultado que veremos a esse respeito diz que nenhuma
LFI entre mbC e Ciae pode ter uma seméntica completa com tabelas finitas.
A logica mbC ¢é axiomatizada tendo o operador o acrescido & linguagem de PC

e 0 seguinte axioma para regular o novo operador:

(bC) op = (p = (~p — ))*®

Ja para obter Ciae devemos levar em conta os seguintes axiomas:
(cal) (op A ogq) — o(p Aq)
(ca2) (op Aoq) = o(pV q)

(ca3) (op Aog) = o(p — q)

23 Inicialmente em [CM02| e aprimorado em [CCMO7].

24 Os teoremas de incompletude a seguir foram retirados de [CCMO7].

25 O axioma (bc) &, na verdade,(bC);. Usamos um nome diferente para enfatizar quando o
é operador primitivo ou definido. A mesma observagao vale para (cal)-(ca3) como veremos
logo a seguir.
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(ci) —~op — (p A —p)

(¢C)n om"op (n=>0)

(ce) p— —p
Os dois sistemas mencioandos sdo regidos pela axiomética abaixo:
e mbC =IPC™" U {(Ax11), (Ax12), (bO)}

e Ciae = mbc U {(cal) — (ca3), (ci), (ce), (cf)}

Outros sistemas paraconsistentes intermediarios podem ser definidos por

meio desses axiomas.

Definicao 1.2.18:
e bC = mbC U {(cf)}
¢ mbCe = mbC U {(ce)}
e bCe = bC U {(ce)}
e mCi = mbC U {(ci), (cc)n}
e Ci=mbCU{(ci), (cf)}
e mCie = mCi U {(ce)}
e Cie = CiU{(ce)}
e Cia = CiU {(cal), (ca2), (ca3)}
e Ciae = Cia U {(ce)} 0

Por meio da Defini¢ao 1.2.18, podemos construir o seguinte grafico de inclu-

sao a partir dos sistemas paraconsistentes listados acimas:
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mbCe

/ \

mbC bC bCe

mCie Cia ——— Ciae

Analogamente ao caso IPC, definiremos uma férmula que sera vélida para
qualquer conjunto de matrizes finitas que seriam completas com relacdo a mbC.
Em seguida, mostraremos que essa mesma férmula é invalida numa matriz infi-
nita que é modelo para Ciae. Visto que mbC C Ciae, entdo a matriz infinita
é um modelo para todos os sistemas entre mbC e Ciae. Além disso, todas as
extensoes de mbC que fossem caracterizadas por matrizes finitas validariam a
formula em questdo e, portanto, matrizes finitas nao podem ser uma seméantica

completa para qualquer logica entre mbC e Ciae.

Definigao 1.2.19: Sejam i,k e m numeros naturais. O esquema de féormula

A,, é obtido do seguinte modo:
Ay Zdey ( N o ) — ™
Em que §° = p enquanto §' =gep —(p A —p) e §¥1 = =(6% A =6F). O
Tomemos como exemplo na férmula acima m = 1 e m = 2. Teriamos:
Ar=p— =(pA-wp)

Ay = (pA=(pA-p)) = =((pA-p)A=(pA-p))
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Proposigao 1.2.20: Qualquer matriz finita de m + 1 valores de verdade que

caracteriza mbC valida A,,.

Demonstra¢ao: Suponha que exista uma matriz com m + 1 valores que
caracteriza mbC. Como na férmula A,, temos m + 1 valores para m variaveis,
havera dois naturais k e [ de modo que o valor atribuido a J serd o mesmo a
d; para 0 < k <l < m+ 1. Pela definicao de 9, temos que 01 terd também o
mesmo valor de §;11. Assim, a formula A,, terd o mesmo valor de uma férmula
do tipo:

(50/\~'~/\5k/\'~/\5l)_>6l

Por (Az4) e US sabemos que a féormula acima é um teorema de mbC e, por-

tanto, serd valida numa matriz finita que caracterize mbC. |

Definigdao 1.2.21: Seja M% um conjunto de n matrizes infinitas em que o
conjunto de valores-verdade é {0,1,2,3,...,w,} e em que é w o Gnico valor
ndo-designado. Sejam « e 8 férmulas proposicionais. A funcdo de valoracao v
é calculada do seguinte modo para cada operador:

0 sev(a)=nev(f)=n+1

max(v(a),v(8)) caso contrario

san) =

v(e v B) = min(v(a), v(5))

w sev(a) e Newv(f) =w
ola _ v(B) se v(a) =wev(B) eN
(a=5) 0 se v(a) =v(f8) =w
max(v(a),v(8)) caso contrario
w se v(a) =0
v(-a) =< 0 se v(a) =w

v(a)+1 caso contrario

(0a) 0 sev(a)e{0,w}
viox) =
w caso contrario

35



1. (In)Completude Proposicional por Matrizes Finitas

Proposigao 1.2.22: M2% ¢ um modelo para Ciae

Demonstragao:

(Ax1) p — (¢ — p)

e se v(p) € New(q) €N, entdo v(g — p) = max(v(p),v(q)) e en-
tdo v(¢ — p) € N. Logo, v(Azl) = max(v(p), max(v(p),v(q))) =
max(v(p),v(q)) e portanto v(Ax1) € N.

o sev(p) € Newv(q) =w, entdov(q — p) € Nev(Axrl) = max(v(p),v(q —
p)). Portanto v(Azl) € N.

e se v(p) = w e v(q) €N, entdo v(g — p) = w e portanto v(Azrl) = 0.

e se v(p) =w e v(q) = w, entdo v(q — p) = 0 e portanto v(Azl) = 0.

(Ax2) (p—q) = ((p—(g—=r) = (@—71))

o se v(p),v(q),v(r) € N, entdo v(p — ¢q) = max(v(p),v(q)) e ainda
v(p = ¢) € N. Do mesmo modo v(g — r) = max(v(q),v(r)) e
v(p — (¢ = r)) = max(v(p), max(v(q), v(r))) = max(v(p),v(q), v(r))
ev(p — (¢ — 7)) € N. Mas v(p — r) = max(v(p),v(r)) e v(p —
r) € N. Dai, v(Ax2) = max(max(v(p), v(q)), max(v(p), v(q),v(r))) =
max(v(p), v(q), v(r)) e portanto v(Az2) € N.

o se v(p),v(q) € N e v(r) = w, entdo v(p — ¢) = max(v(p),v(q)) e
v(ip—¢q) €N. Jav(¢ —» 1) =v(p — r) = w. Dai, se segue que v(p —
(q—=r))=wev((p—=(¢g—r)) = (p—q) =0 Assim, v(Az2) =
max(max(v(p), v(q)), 0) = max(v(p), v(q)) e portanto v(Az2) € N.

o se v(p),v(r) € N e v(g) = w, entdo v(p — q) = w. Além disso,

v(p — r) = max(v(p),v(r)) e v(p — r) € N. Como v(g — r) =
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v(r) entdao v(p — (¢ — 7)) = v(p = r) = max(v(p),v(r)). Assim
vlp=(g=r) =2 —=r)=vllp=>r)=2—=r)=vp—=r)=
max(v(p),v(r)). Portanto v(Az2) = max(v(p),v(r)) e v(Az2) € N.

e se v(p) € Newv(g) =v(r) =w, entdo v(p — ¢) = w e também
v(p = r) = w. Além disso, v(¢g — r) = 0. Dai v(p — (¢ —
r)) = max(v(p),0) = v(p) e entdo v(p — (¢ — r)) € N. Assim,
v((p— (g —r)) = (p—r)) =w e portanto v(Az2) =0

e se v(p) = w e v(g),v(r) €N, entdo v(p — q) = v(q) e ainda v(p —
r) = v(r) e portanto v(p — q),v(p — r) € N. Além disso, v(¢ — 1) =
max(v(q),v(r)) e logo v(¢ — r) € N. Entao v(p = (¢ = 1)) =v(q¢ —
r)eassimv(p — (¢ — r)) € N. Logo,v((p = (g — 1)) = (p—r)) =
max(v(p = (¢ = r)),v(r)) edai v((p = (¢ = 7)) = (p = 1)) € N.
Portanto, v(A22) = max(v(q),v((p = (¢ — 7)) — (p — 1)) e
v(Az2) € N.

e se v(p) = v(r) = wev(q) €N, entdo v(p — ¢q) = v(q) e também
v(p — ¢q) € N. Além disso, v(p = r) =0 e v(¢g = r) = w. Assim,
v(p—(g—7)=0ev((p—(¢g—7)) = (p—r)) =max(0,0) = 0.
Portanto, v(Az2) = max(v(q),0) = v(q) e v(Az2) € N.

e se v(p) =v(q) =wewv(r) €N. entdo v(p > q) =0ev(p = q) €N.
Além disso, v(¢ = r) =v(r)ewv(q = r) € N. Logo, v(p = (¢ = 1)) =
v(ip = r)=v(r). Assim, v((p = (¢ —=7r) > p—=7r)=vir—r)=
v(r). Portanto, v(Az2) = v((p — q) — r) = max(0,v(r)) = v(r) e
v(Az2) € N.

e sev(p) =v(q) =v(r) =w, entdo v(p = q) =v(g = r) =v(p = r) =
0. Além disso, v(p = (¢ = 7)) =0ev(lp—= (¢g—7r) = (p—71)) =
max(0,0) = 0. Portanto, v(Az2) = max(0,0) = 0.

(Ax3) p = (¢ — (p N q))
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e sev(p) e Newv(q) eN

— se em M2% temos v(p) = n e v(q) =n+ 1, entdo v(pAgq) =0
e v(g — (pAq) = max(v(q),0) = v(g). Assim, temos que
v(A23) = max(v(p), v(a) = max(v(p), v(p) + 1) = v(p) + 1.
Portanto, v(Az3) € N.

— caso contrario v(pAg) = max(v(p),v(q)). Assim, v(qg — (pAq)) =
max(v(q), max(v(p),v(q))) = max(v(p),v(q)). Portanto, temos
que v(4z3) = max(v(p), max(v(p), v(q))) = max(v(p),v(q) e
sabemos entdo que v(Az3) € N.

e se v(p) € Ne v(q) = w, entdo v(p A ¢) = w. Assim, temos que
v(g = (p Aq)) = 0. Portanto, v(Az3) = max(v(p),0) = v(p) e
v(Az3) € N.

e sev(p) =wew(q) €N, entdo v(pAgq) =w. Assim v(q¢ = (pAQ)) = w.
Portanto, v(Ax3) = 0.

e se v(p) = v(q) = w, entdo v(p A ¢) = max(w,w) = w. Assim, v(q —

(p A q)) = 0. Portanto v(Az3) = 0.
(Ax4) (pAq) —p

e se v(p) € Ne v(g) € N entdo

— se em M2 temos v(p) =nev(q) =n+1, entdo v(pAqg) =0e
v(Az4) = max(0,v(p)) = v(p). Portanto v(Az) € N.

— caso contrario v(p A ¢) = max(v(p),v(q)). Assim, tempos que
v(Azd) = max(v(p), max(v(p),v(q))) = max(v(p),v(g)). Por-
tanto, v(Az4) € N.

e se v(p) € Nev(q) = w entdo v(p A q) = max(v(p),w) = w. Assim,
v(Az3) = v(p) e portanto v(Az3) € N.
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e se v(p) =w e v(q) € Nentdo v(p A q¢) = max(w, v(q)) = w. Portanto
v(Az3) =0 e v(Ax3) € N.

e se v(p) = v(q) = w, entdo v(p A ¢) = max(w,w) = w. Portanto
v(Az3) =0 e v(Ax3) € N.

(Ax5) (pAq) = q

e Anélogo ao (Ax4), substituindo convenientemente p por q.

(Ax6) p = (pV q)
e se v(p) € Ne v(g) € Nentdo v(p V q) = min(v(p),v(q)). Assim,
v(Az6) = max(v(p), min(v(p), v(q))) = v(p). Logo v(Ax6) € N

e se v(p) € Ne v(qg) = w, entdo v(p V ¢) = min(v(p),w) = v(p).
Portanto v(Az6) = max(v(p),v(p)) = v(p) e v(Az6) € N

e se v(p) =wev(q) € Nentdo v(pVq) = min(w,v(q)) = v(q). Portanto
v(Az6) = v(q) e v(Az6) € N.

e se v(p) = v(q) = w, entdo v(p V ¢) = min(w,w) = w. Portanto

v(Az6) =0 e v(Ax6) € N.
(Ax7) ¢ — (pV q)
e Anélogo ao (Ax6), substituindo convenientemente p por q.
(Ax8) (p—=r1) = ((g—=r) > ((pVa) = 1))

o se v(p),v(q),v(r) € N, entdo v(p — r) = max(v(p),v(r)) e tambem
v(g = r) = max(v(g),v(r)). Além disso, v(p V ¢q) = min(v(p), v(q))
e v((pVq) = r) = max(min(v(p), v(q)),v(r)). Assim, v((q = r) —
((pVq) — 7)) =max(v(ig = r),v((pVq) = r)) elogov((qg = r) =

((pVq) — r)) € N. Portanto v(Az8) € N.
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e se v(p),v(q) E Nev(r) =w, entdo v(p = r) =weaiv((pVyeg —
r) = max(v(pVq),w) = w. Mas temos também v(q¢ — ) = w e entdo

vig—=r)— ((pVq) = r)) =0. Portanto v(Az8) =0 .

o se v(p),v(r) € N e v(q) = w entio v(p — r) = max(v(p),v(r)) e
v(g = r) = v(r). Além disso, v(p V ¢) = min(v(p),v(q)) = v(p) e
entio v((p V q) — ) = max(v(p),v(r)). Logo, v((g —= 1) — ((pV
q) — 1)) = max(v(r), max(v(p),v(r)) = max(v(p),v(r)). Portanto
v(Az8) = max(max(v(p),v(r)), max(v(p),v(r))) ou seja v(Az8) =
max(v(p),v(r)) e v(Axz8) € N.

o sev(p) € Neuv(g) =v(r) =wentdo v(p — ) = w e v(g — ) = 0.
Dai, temos que v(p V ¢) = min(v(p),w) = v(p) e entio v((p V q) —
r) = w. Logo, v((q = 1) = ((pV q) = 7)) = w e entdo v(Az8) = 0.

e se v(p) = w e v(g),v(r) € Nentio v(p — r) = v(r) e v(qg = r) =
max(v(q),v(r)). Assim, v(pV ¢) = min(v(p),v(q)) = v(q) e entdo
v((pVq) = r) = max(v(g),v(r)) = v(r). Logo, v((¢ = r) = (pV
Q) — 1) =vlqg—r) = (¢ » r) = max(v(q),v(r)). Portanto
v(Az8) = max(v(r), max(v(q), v(r)) = max(v(q),v(r)) e v(Ax8) € N.

e sev(p) =v(r) =weuv(g) €N, entio v(p = ) =0 e v(g = 7) = w.
Além disso, v(p V q) = min(v(p),v(q)) = v(q) e entdo v((pV q) —
1) =uv(g = r) = w Logo, v((g = 1) = (pVg) —r) =0ce
v(Az8) = max(0,0) = 0.

e se v(p) = v(q) = w e v(r) € Nentdo v(p — 1) = v(r) e v(g — ) =
u(r). Além disso, v(pV q) = min(w,w) = w e entio v((pV q) — r) =
v(r). Logo v((g — ) = ((pV q) = r)) = max(v(r),v(r)) = v(r).
Portanto v(Az8) = max(v(r), v(r)) = v(r) e v(Az8) € N.

e se v(p) = v(g) = v(r) = w, entdo v(p — ) = 0 e v(g — r) = 0.

Além disso, v(p V q) = min(w,w) = w e v((pV¢q) — r) = 0. Logo
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v((g = 1) = ((pVq) — r)) = max(0,0) = 0. Portanto v(Az8) =
max(0,0) = 0.

(Ax11) pV (p — q)
e se v(p),v(q) € N entdo v(p — ¢) = max(v(p),v(q)). Dai v(Ax10) =
min(v(p), max(v(p),v(q))) = v(p) e portanto v(Az10) € N.

e se v(p) € N e v(q) = w entdo v(p — ¢) = w. Dai v(Az10) =

min(v(p),w) = v(p) e portanto v(Ax10) € N.

e se v(p) = w e v(q) € Nentdo v(p = q) = v(q). Dai v(Az10) =

min(v(p),v(p — q)) = v(q). Portanto v(Az10) € N
e se v(p) =wev(q) =wentdo v(p — q) =0 e v(Az10) = min(w,0) =
0.

(Ax12) pV —p

e se v(p) = w, entdo v(—p) = 0. Portanto v(Az10) = min(w,0) = 0.
o se v(p) = 0, entéio v(—p) = w. Portanto v(Az10) = min(0,w) = 0.
o se u(p) #0 e v(p) # w entdo v(—p) = v(p) + 1. Portanto v(Az10) =
min(v(p), v(p) + 1) = v(p) e v(Az10) € N.
(bC1) op — (p = (=p = q))
o se v(p),v(q) € N, entio

— se v(p) = 0, entdo v(op) = 0 e v(=p) = w. Assim v(-p — q) =
v(q). Logo, v(p = (—p — ¢)) = max(0,v(q)) = v(q). Portanto,
v(bC1) = max(0,v(q)) = v(q) e v(bC1) € N.

—se v(p) # 0, entdo v(op) = w e v(—-p) = v(p) + 1. Assim,
v(—p — ¢q) = max(v(p) + 1,v(q)) e entdo v(p — (—p — q)) =
max(v(p), max(v(p) + 1,v(q))) = max(v(p) + 1,v(q)). Portanto
v(bC1) = max(v(p) + 1,v(q)) e v(bC1) € N.
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e se v(p) € N e v(q) =w, entdo
— se v(p) = 0, entdo v(op) = 0 e v(—p) = w. Assim, v(-p —
q) =0ev(p— (-p — ¢q)) = max(0,0) = 0. Portanto v(bC1) =
max(0,0) =0 e v(bC1) € N.
— se v(p) # 0, entdao v(op) = w e v(—p) = v(p) + 1. Assim, v(—p —
q) =wev(p— (-p—q)) =w. Logo v(bC1) = 0.

e se v(p) = w e v(q) €N, entdo v(op) =0, v(-p) =0 e v(—p — q) =
max(0,v(q)) = v(q). Assim, v(p — (-p — ¢)) = v(g). Portanto
v(bel) = max(0,v(q)) = v(q) e v(bel) € N.

e se v(p) = v(q) = w, entdo v(op) = 0 e v(—p) = 0. Assim, v(—p —
q) =wev(p— (-p—q)) =0. Portanto v(bcl) = max(0,0) = 0.

(cal) (op Aog) — o(p A q)

e se v(p),v(q) € {0,w}, entdo v(op) = v(og) = 0. Assim temos v(op A
ogq) = max(0,0) = 0 enquanto v(p A ¢) = max(v(p),v(q)) e v(pAq) €
{0,w}. Logo, v(o(p A q)) = 0. Portanto v(cal) = max(0,0) = 0 e
v(ca2) € N.

e se v(p) ¢ {0,w} ou v(q) ¢ {0,w} entdo v(op) = w ou v(og) = w.
Assim, v(op A oq)) = max(v(op), v(oq)) = w.

—sev(o(pAq)) €N, entdo v(cal) € N.

— se v(o(p A q)) = w, entdo v(cal) = 0.
(ca2) (op Nog) = o(pV q)

e se v(p),v(q) € {0,w}, entdo v(op) = v(og) = 0. Assim temos v(op A
ogq) = max(0,0) = 0 enquanto v(p V q) = min(v(p),v(q)) e v(pV q) €
{0,w}. Logo, v(o(pV q)) = 0. Portanto v(cal) = max(0,0) = 0.

e se v(p) ¢ {0,w} ou v(q) ¢ {0,w} entdo o argumento é analogo ao

caso (cal), substituindo v(o(p A q)) por v(o(p V q)).
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(ca3) (op Aog) = o(p — q)

e analaogo ao caso (ca2), substituindo v(o(p V q)) por v(o(p — q)).

(ci) —op — (p A —p)

e se v(p) € {0,w}, entdo v(op) = 0, v(—op) =w e v(—-p) € {0,w}. Mas

v(p A —p) = max(v(p),v(—p)) = w e portanto v(ci) = 0.

e se v(p) ¢ {0,w}, entdo v(op) = w, v(—op) = 0 e v(—p) = v(p) + 1.
Assim, v(p A —p) = max(v(p),v(p) + 1) = v(p) + 1. Portanto v(ci) =

max(0,v(p) +1) =v(p) + 1 e v(ci) € N.

(cf) ==p —p

e se v(p) = 0, entdo v(—p) = w e v(——p) = 0. Portanto v(cf) =
max(0,0) =0

e se v(p) = w, entdo v(—p) =0 e v(——p) = w. Portanto v(cf) = 0.

e se v(p) =n (para 0 < n < w) entdo v(-p) =n+1ev(-—-p) =n+2.

Ai v(cf) = max(n + 2,n) =n + 2 e portanto v(cf) € N.
(ce) p— —=p
e A prova é anéloga a (cf).

(MP) Finalmente, para (M P) se v(p) =# w e v(p — q) # w, entdo v(p — q) =

max(v(p)),v(q)) dai necessariamente v(q) # w. |

Proposigao 1.2.23: Existe uma valoracao de M2Am+1 que nao valida A,,

Demonstra¢do : Considere na férmula A,, da Defini¢do 1.2.19 a valoragdo em

que v(p) = 1 em M2%, ;. Provaremos por indugdo que v(A,,) = w.

e casom=1
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— temos em M5 que v(-p) = 2, v(p A —p) = 2 e v(dy) = v(=(p A
-p) = 3. Mas v(—dg) = 4 e v(dp A —dg) = 0, o que implica que
v(d1) = =(dp A =dp) = w e portanto v(A1) = v(dp) — v(d1) = w.

e casom =k

— suponha que v(Ay) = w. Temos que provar que v(Ag4+1) = w. Para
isso, provaremos que v(d;) =2(i + 1)+ 1para0<i<k—1
* caso 1 =0
- v(6) =max(1,1+1)+1=24+1=2.(0+1)+1
* caso ¢ =1[.
- suponha que v(d;) = 2(I+1)+1. Assim, v(d;4+1) = max(2(I+
D+1L2(l+1)+2)+1=2(1+2)+1.

Logo, v(6;) =2(i + 1) + 1.

Assim, temos que:
v(Ag) =v(dp...A...0g—1) = max(2.(0+1),...,2((k—1)+1)+1) = 2k+1

Desse modo, v(dx—1 A —dk—1) = 0. Assim, v(d)) = w e portanto v(Ay) =

U(5k_1 — 6k) = Ww. |

Teorema 1.2.24: Nenhuma légica entre mbC e Ciae pode ser caracterizada

por matrizes finitas.

Demonstra¢ao: Anéloga ao Teorema 1.2.12, substituindo a Proposi¢ao 1.2.8
pela Proposicao 1.2.20, a Proposicao 1.2.10 pela Proposicao 1.2.22, a Proposi¢ao

1.2.11 pela Proposicao 1.2.23 e a formula G,, pela formula A,,. |

Nem todas as LFI’s estdo entre mbC e Ciae. Considere, por exemplo, o

seguinte axioma:
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(cl) =(p A—p) — op

Tal axioma nao vale em nenhum dos sistemas apresentados acima. De fato,
se tomarmos na matriz M2 da Defini¢do 1.2.21 a valoracdo v(p) = 1, entdo
teremos v(—p) = 2 e v(p A —p) = 2. Isso significa que v(—(p A —p)) = 3. Por
outro lado, v(op) = w e portanto v(cl) = w. Temos, portanto, que (¢l) ndo é
teorema em Ciae e em nenhum de seus subsistemas.

Visto nao ser um teorema de nenhum sistema entre mbC e Ciae, por meio

de (cl) podemos definir uma nova hierarquia de LFI’s:
e ClI- =IPCT U {((bC),(cl),}
e Cl=Cl U {(Ax11),(Az12), (cf)}

e Cil=CiU{(cl)}

Cila = CilU {(cal) — (ca3)}

Cilae = Cila U {(ce)}

Para se ter ideia da relacao entre esses sistemas e as LFI’s anteriores, apre-

sentamos o seguinte grafico de inclusdo:

mbC —— Ci —— Cia —— Ciae

Cl- Cl Cil —— Cila — Cilae

O proximo resultado de incompletude?® mostra que nenhum sistema entre
Cl~ e Cilae pode ser caracterizado por tabelas finitas, fechando desse modo
ambos os graficos de inclusdao. Obteremos a incompletude por meio da mesma

estratégia usada anteriormente: define-se um esquema de féormula que é teorema

26 Também retirado de [CCMO7].
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em qualquer matriz que caracteriza Cl~, em seguida apresenta-se um conjunto
de matrizes que é um modelo para Cilae e uma valoragao que invalida o esquema

de formulas.

Definigao 1.2.25: Sejam 4,5 e m ndmeros naturais. O esquema de férmula
A/ & obtido do seguinte modo:
A;n Edef \/ 6ij
1<i<j<m

Em que d;; = =(p; A =p;) A (pi A —py) H

Proposigao 1.2.26: Qualquer matriz finita de m valores de verdade que ca-

racteriza C1~ valida A, 4.

Demonstragdao: Suponha que exista uma matriz com m valores que carac-
teriza mbC. Como na férmula A,, temos m valores para m + 1 variveis,
havera dois naturais £ e | de modo que o valor atribuido a p; e p; serd o
mesmo que & p; para 1 < ¢ < j < m. Temos entdo que o valor de J;; serd
o mesmo de (—(p; A =p;) A (pi A —p;)). Ora, por (cl) e (bC1) sabemos que
Fer- (2(pi A=pi) A (pi A=pi)) e por (Ax6) e (ax7) oV (=(pi A —pi) A (pi A —pi))
e (=(pi A —pi) A (pi A —p;)) V o também sdo teoremas de Cl~. Portanto A, 41

seria também teorema de Cl~ e valida na matriz de m valores. | |

Definigao 1.2.27: Seja M’ﬁ para n € N o conjunto de matrizes idéntico a
Definicao 1.2.21 cuja tunica diferenca reside no comportamento da funcao de

valoracao para o operador A descrita abaixo:

0 se v(B) =v(a) +1
max(v(a),v(8)) caso contrario

sans -

Proposigao 1.2.28: M/ﬁ é um modelo para Cilae.
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Demonstragao: Observe, primeiramente, que os axiomas (Az1), (Az2), (Az6)—
(Az10), (bel), (c)n, (cf), (ce), (cal) — (ca3),(ci) e para a regra (MP) ndo ha
operador de conjuncao, o que significa que a demonstracao serad idéntica a Pro-
posicdo 1.2.22. Por outro lado, para os axiomas (cal) — (ca3) é facil verificar
na demonstragao da Proposicao 1.2.22 que nao é possivel uma valoracao tal que
v(q) = v(p) + 1, e portanto a demonstragio também serd a mesma para esses
casos. Ja para os axiomas (Ax3), (Az4) e (Axb), a Gnica diferenca é que a con-
digdo “se em M2 temos v(p) = n e v(q) = n+ 17 serd substituida simplesmente
por “se v(q) = v(p) + 1” e o resto permanecera andlogo. O Unico axioma que

nos resta analisar é (cl).
(cl) ~(pA=p) = op

— se v(p) = 0, entdo v(—p) = 1. Assim, v(p A =p) = max(0,1) = 1.
Logo v(—(p A —p)) = 2. Portanto v(cl) = 2.

— se v(p) = w, entdo v(—-p) = 0. Assim, v(p A —p) = max(w,0) = w.
Logo v(=(p A =p)) = 0. Visto que v(op) = 0 temos portanto que
v(el) =0.

— sev(p) ¢ {0,w}, entdov(p) = kpara0 < k < w. Assim, v(—p) = k+1
e entdo v(p A =p) = 0. Logo, v(—(p A =p) = w. Visto que v(op) = w

temos portanto que v(cl) € N.

Proposigao 1.2.29: Existe uma valoracao de M/,AL que nao valida A/ para

n,m € N.

Demonstragao : Considere a seguinte valoragio de M’ ﬁ para algum n € N em
que v(p;) = v(p;) = 1 em Al Assim, v(-p;) = v(-p;) =2 e v(p; A —p;) =
v(pj A —p;) = 0. Logo, v(=(p; A =p;)) = w e entao v(d;;) = max(w,0) = w.

Portanto v(A!,)) = min(w,...,w) = w.
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Teorema 1.2.30: Nenhuma légica entre Cl~ e Cilae pode ser caracterizada

por matrizes finitas.

Demonstra¢ao: Analoga ao Teorema 1.2.12, substituindo a Proposi¢ao 1.2.8
pela Proposicao 1.2.26, a Proposicao 1.2.10 pela Proposicao 1.2.28, a Proposigao

1.2.11 pela Proposigao 1.2.29 e a formula G,, pela formula A/ . |

1.3 Completude Proposicional por Matrizes Finitas

Veremos nessa se¢do algumas logicas proposicionais que, diferentemente das
vistas anteriormente, podem ser caracterizadas por matrizes finitas. Como j4a
dissemos, nao apresentaremos aqui a prova do Metaeorema de Completude para
essas logicas, uma vez que tais provas podem ser encontrados na literatura e nao
sao o objetivo central da Tese. Nos limitaremos a oferecer suas tabelas-verdades,
sua axiomadtica e a referéncia de onde encontrar a prova da completude.

Na primeira subsec¢ao, discutiremos brevemente dois sistemas légicos que res-
tringem a linguagem de PC: o primeiro é PCI e tem apenas — como operador
primitivo (veremos que a disjungdo V sera definida em termos de implicagdo),
enquanto PC™ ¢ o céalculo proposicional classico sem negacao. Ambos os siste-
mas podem ser caracterizados pelas tabelas classicas de PC.

Na subsec¢ao seguinte, focaremos nossa atencao em trés logicas que podem
ser caracterizadas por matrizes de trés valores: P!, I' e Gs. H4, ainda, mui-
tas outras logicas trivaloradas na literatura. As trés logicas acima sao dignas
de nossa atencao porque suas extensoes modais estarao dentro do escopo da
generalizagdo do Teorema de Dugundji, que sera demonstrada no Capitulo 2.

Por fim, na terceira subsecao, mostraremos a hierarquia desses trés sistemas
para logicas n-valoradas (com n > 3). Veremos também no Capitulo 2 que tal
semantica multivalorada garante que suas extensoes modais estejam dentro do

escopo de nossa generalizagao.
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1.3.1 Matrizes bivalentes

Uma maneira de se obter léogicas proposicionais subclassicas é restringindo a
linguagem de PC. Comecaremos com o fragmento implicativo do Calculo Pro-

posicional Cléssico, ou simplesmente Calculo Proposicional Implicativo.?” Para

tanto, deve-se levar em conta o axioma:2®

(C3) (p—aq) —p)—p
O Calculo Implicativo PCI pode ser obtido do seguinte modo:
e PCI=ICIU{(C3)}

A seméntica de PCI nada mais é que as matrizes bivalentes classicas restritas

a implicacdo. Graficamente:

o]
01f1
1110]|1

E possivel ainda definir uma disjuncio classica em PCI:

aV B =gef (a—p)—p

Semanticamente, teremos a tabela esperada para interpretar esse conectivo:

v ]of1]
001
111

27 Ha diversas formalizagdes do Calculo Proposicional Implicativo. Em [Hen49] acrescenta-se

0 axioma

p—=r)={lp—q—r)—=r)
a ICI e o calculo resultante ¢ denominado PC>. J4 em [FL.uk48] ha uma axiomatica alternativa
para esse calculo com um tnico axioma. Seguiremos a axiomatica de [Zem73].

28 O axioma abaixo, conhecido como Lei de Pierce, foi usado para provar a completude do
calculo proposicional classico por Lukasiewicz e Tarski em [ T30]. Diferentemente do conjunto
de axiomas aqui usado, foi considerado o axioma (p — ¢) — ((¢ = r) — (p — 7)) no lugar de
(Az2).
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Nao é dificil verificar que teremos os seguintes teoremas concernentes a dis-

juncao em PCI.
Teorema 1.3.1:
(i) Fpcip— (pVaQ)
(ii) Fpcr ¢ — (P Vq)

(iii) Fpex (p = 7) = ((g—=7) = ((PVq) = 1))

Demonstragao:

(i)
1. p [Hip.]
2. p—yq [Hip.|
3. ¢ [(MP) em 1. e 2/]
4. p,p—qhtq [(MD) em 1.-3.]
5. Fp—=((p—4q) —¢q [(MD) em 4]
6. Fp—=(pVyg [Defy, em 5.]

(ii)
L Fg=(p—=q—q) (Azl)p/q,q/p— d
2. Fgq—(pVq [Defy em 2.]

(iii)
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© PN e W

e
W b= o

14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

p—>7‘

T—)q

P

q

Fp—=r)=((r—q —=@—q)

p—>7"

q—)r

(p—aq) —q

(r—=q —(@—aq
(p—=q)—=a) = ((r—=>q9) —((p—a9 —q)
(r—q—>((r—9—9q
(r—aq)—(@—q)—
(r=q9—=((p—=9—q)—=((r—=q9—q)
(r—=q—=((r—9—9) = ((r—q9 —q

Fp—=r)—={g=r)=((p—a9 —q—r1)
Fp—=r)—={(g—r)—=((pVe —r)

[Hip.]

[Hip.]

[Hip.]

[(MP) em 1. e 3/]
[((MP) em 2. e 4.]
[(MD) de 1. a 5.]
[Hip. |

[Hip. |

[Hip.]

[(MP) em 6. e 7.]
[(Ax1)]

[(MP) em 9. e 11.]

[(Ax2)]
[(MP) em 10. e 13/]
[(MP) em 12. e 14,]

>

e

)
=

MP) em 15. e 16.]

3
2 e

MD) em 17. e 19.]
Ax3)]

MP) em 20. e 21.]
[(MD) de 7. a 22.]
[Defy em 23.]

[(
[(
I(
[(MP) em 8. e 18]
I(
I(
I(

E digno de nota que esses teoremas sdo, exatamente, os axiomas (Ax6),
(Az7) e (Az8) de ICA.
Definamos uma disjuncao anéaloga a PCI:

pPYq=aer (p—q) —4q

Mas seria W de fato uma disjungdo? O Teorema abaixo esclarece tal indagagao.

Teorema 1.3.2: Em ICI, vale:

(i) Fa— (ayp)

(ii) F 8= (aWp)

(iii) ¥ (p =) = (g = 1) = (pWq) — 1))
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1. (In)Completude Proposicional por Matrizes Finitas

Demonstragao Para (i) e (ii), a demonstracao ¢ idéntica a do Teorema 1.3.1.
Para provar (iii), consideremos a fungdo v trivalorada de implicagdo da logica
G3 em que 1,2 e 3 sao valores de verdade e 1 é o tnico designado e a implicagao

se comporta do seguinte modo:2°

EIHEE
112

1 3
21113
31111

A matriz acima é um modelo para ICI por ser o fragmento implicativo da
matriz M da Definicao 1.2.8 restrita a trés valores. O que significa que teremos
v(Azl) =1 e v(Ax2) = 1. Por outro lado, se v(p) = v(r) = 2 e v(g) = 3, entdo
v(p — ¢q) =3 ev(pwWg) = 1. Além disso v(¢ — ) = 1 e ainda v((pWq) — 1) = 2.
Dai temos que v((¢ — ) = v(pWq) — r) = 2. Por outro lado v(p — r) =1, 0

que implica que férmula acima recebe portanto o valor 2, que nao é designado. l

O Teorema 1.3.2 mostra que embora W nao seja uma disjuncao classica, o
operador tem uma propriedade desejavel a uma disjuncao: dado uma férmula o
concluimos aW S e fWa. Além disso, como corolério do teorema acima, temos
que se acrescentarmos a ICI uma versao de (Az8) em que V é substituido por &,
teremos ICA , ou seja, o fragmento implicativo-disjuntivo da logica intuicionista.
Voltaremos a esse topico na Subsecdo 2.2.3, ao generalizarmos o teorema de
incompletude modal no contexto intuicionista.

Diferentemente do contexto intuicionista, no caso classico é possivel defi-
nir uma disjungdo em que vale (Az6), (Az7) e (Az8) por meio da implicacao.
Isso significa que para se obter o Célculo Proposicional Positivo PC* ¢ sufici-
ente acrescentar & linguagem de PCI apenas o operador A. Do ponto de vista

axiomatico, define-se:3°

29 A légica G3 sera apresentada em detalhes na Subsecdo 1.3.2

30 Existem muitas maneiras de se axiomatizar o Calculo Proposicional Positivo. De acordo
com [Hac66] p.48, a primeira axiomatizacido desse sistema se deve a Hilbert e Bernays. O
sistema de Hilbert e Bernay tem —,V, A e <> como operadores primitivos e é formado pelos
axiomas (Azl), (Azd) — (Az9) além dos axiomas:

p=@=9)=P—dep@—q9—=>(g—r)—=(@P—71)

Ha4 trés axiomas para <> que sdo consequéncia imediata da definicdo desse operador por meio
de — e A mais os axiomas (Ax7)-(Ax9), conferir [HBO1] p. 125. O calculo de Hackstaff é
denominado P4 e é construido por meio da mesma linguagem do sistema de Hilbert e regido
pelos axiomas (Azl),(Az3) — (Az9) mais o axioma:

(p—=q9—=r)=>((p—>9) = (P—1))
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e PCT = PCIU {(Ax3), (Az4), (Azx5)}

A semantica de PC™ ¢ formada por meio da tabela bivalente de — e a tabela

bivalente de A descrita abaixo:

A Jof1]
0100
110

Ha muitas maneiras de se obter PC do ponto de vista axioméatico. A partir

de PC* basta acrescentar (Az12) e o axioma abaixo:*!

(exp) p = (=p = q)
Semanticamente, acrescentamos a PC™T a tabela da negagéo:

HE]

0

1
0

Veremos na proxima subsecao algumas logicas com trés valores de verdade.
Essas logicas tém a caracteristica de estarem entre IPI e PC, o que sera crucial
para o resultado de incompletude do Capitulo 2.

1.3.2 Matrizes Trivaloradas

Como ressaltamos na subsecdo 1.2.2, a maioria das ldgicas paraconsistentes nao
pode ser caracterizada por matrizes finitas. H4, entretanto, algumas excegoes.
A légica P! propostas por Sette é uma logica paraconsistente em que — e — s3o

seus operadores primitivos e tem como semantica as seguintes matrizes:32

que é equivalente a (Az2).

Outra maneira de se obter o Calculo Positivo é excluindo de mbC os axiomas (Az11)
e (bC1), como em [CCMO07]. O sistema resultante ¢ denominado CPL*. Pode-se ainda
construir o mesmo calculo acrescentando os axiomas (Az7) — (Az9) ao calculo implicativo de
Henkin PC> de [Hen49] e obtermos PC=>". Conferir [BS09] p.30.

31 Ta] axioméatica é consequéncia do fato de acrescentarmos op como axioma em mbC para
obter PC como observado em [CCMO07] e da axiomatica de mbC a partir do Célculo Positivo
de [BS09] p. 98.

32 A semantica e sintatica originais de P! estdo em [Set73].
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L[] [ ]7]T]F
r|r|[r]r]T]|F
|| |[r|r|r|F
Flr||Flr|[r]|r

Os valores T e T* sdo designados. Primeiramente, ¢ facil verificar que P! é
uma légica paraconsistente. Seja v a funcao de valoracao que respeita as tabelas

acima. Assim, se v(p) = T* e v(q) = F teremos:

D, TpFp1q

Para provar que P! além de paraconsistente é uma LFI, define-se os operadores

de conjuncao e consisténcia do seguinte modo:
a A =ges (@ = a) = a) = =((8 = ) = ) = ~(a——p)

ot Zgef (A @)

Teremos, assim, as seguintes tabelas para esses operadores definidos:

Lp fop] [n] T[T [F]
rlr|[rr]r]F
| F| [T 1]|F
Flr||F|F|F|F

Nao é dificil verificar que se v(op) € {T,T*} e v(p) € {T,T*} entao forcosa-
mente v(p) =T e v(—p) = F. O que significa que a inferéncia abaixo é valida
por vacuidade:

op,p, 7p Fp1 q

Isso significa que P! também é uma LFI. A logica paraconsistente P! ndo tem
apenas a propriedade de ser caracterizada por matrizes de trés valores, esse
sistema é, além disso, uma légica maximal num sentido especifico: qualquer
axioma acrescentado a essa logica (que nao seja um teorema de P*') faz com que
P! se colapse com PC.

A axiomética original de P! leva em conta os seguintes axiomas:>

33 Orignalmente em [Set73] os nomes desses axiomas sdo Ax.3, Ax.4 e Ax.5. Usamos uma
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P1 (=p = —q) = ((-p = =q) = q)
P2 =(p = —=p) —=p
P3 (p—q) = —=(p—q)

Podemos, entdo, definir:

o P1 = ICIU{(P1),(P2),(P3)}

H4, entretanto, uma axiomadtica alternativas a esse sistema. Considere a
logica Ci da Defini¢do 1.2.18. Outra maneira de se obter P! & acrescentando a

Ci o seguinte esquema de axioma:*

(cz) oa se a ndo é uma variavel proposicional

Ou seja, a é uma férmula nao-atéomica, o que é o mesmo que dizer que « é
uma férmula em que ha ao menos uma variavel proposicional e um operador.

Outra légica trivalorada digna de mencio é I'. E digno de nota que I' é
também maximal no sentido de P!. A linguagem dessa logica também tem — e
— como operadores primitivos e sua seméantica é regida pelas matrizes abaixo,

em que o Unico valor designado é T', enquanto F* e F' sao nao designados.

p | [T ]F]
r|r|[rr|FF
rlF||[P]r]r|r
Flr||F|r|T|T

Define-se nessa légica V e x como:
aV B =g (08— B)—= b)) = (o= (a— a))

*QU =gef @V T

A definicao acima implica as tabelas abaixo para esses operadores:

p ] (v [T][F]F]

F|T F\|\T| F |F

nova nomenclatura para evitar possiveis confusées com relagdo aos axiomas da subsegdo an-
terior.
34 Como apresentado em [CCMO7].
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Vejamos alguns axiomas especificos dessa logica:
I (==p = —q) = ((==p = ¢) = p)
2 ~=(p—q)—(p—q)

O célculo I' é composto pelos axiomas:

o I' =ICIU{(11),(12)}

Outro célculo trivalorado é atribuido a Goédel. Considere as matrizes de
M da Definicao 1.2.9 restrita a apenas trés valores: 1, 2, 3 em que 1 € o Gnico

designado. Essa logica é denominada G3 e tem como semantica as tabelas:

\]

(v ]1f2[3] [af2]2]s) [=]t]2]s] [p] 2]

A axiomatica de G5 é obtida acrescentando a IPC o axioma:3°

Gz (—¢ —p)— (((p—q) = p) =D

Veremos na subsecdo seguinte de que modo os trés sistemas trivalorados P?,

I' e G5 podem gerar uma hierarquia de n-valores de verdade.

1.3.3 Matrizes n-valoradas

Duas décadas mais tarde, Sette e Carnielli construiram uma hierarquia P™ com
n natural. Para cada P" teremos o conjunto {T,T* T**,... T F} de n +
2valores de verdade em que o Unico nao-designado é F e a fungao de verdade v

é definida para cada P™ como:3°

35 Bsse resultado foi demonstrado por Lukasiewicz em [Luk52].

36 Essa nfio & exatamente a semantica proposta em [SC95] para a hierarquia P2 ...P",
mas a proposta em [Fer01] p. 36. Por exemplo, para P2 se v(p) = T** e v(q) = T*, entdo
v(p = ¢q) = T* em [SC95] mas v(p — ¢) = T em [Fer01]. Escolhemos a segunda semantica por
ao menos duas razdes. Primeiramente, nao hd uma axiomatica completa para a versao original
da hierarquia P2...P™. Em segundo lugar, a versio posterior além de ter uma axiomatica
completa cumpre trés caracteristicas esperadas por essa hieraquia: 1) para cada n natural
vale a relagdo de inclusdo P? C P71 C ... C P1; 2) cada P™ tem n + 2 valores e é uma
logica paraconsistente (cono veremos logo adiante); 3) em cada P™ os operadores —, A e V
se comportam classicamente.
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T se v(a) = F
v(a)=< F sev(a) =T

T(=1)  caso contrério.

T sev(a)=Fouv(f)#F
F  caso contréario.

o)~

Podemos verificar que cada P? é uma LFI (e, portanto, também uma logica

paraconsistente). Para isso, devemos levar em conta as defini¢oes:

AP Zgef (o = (=8 = B))

O =(ef _|(Oé AN _\Ol)

Pelas defini¢oes acima e pelas fungoes de valoragdo para — e —, teremos

para esses operadores o seguinte comportamento semantico:

T sev(a)#Fev(B)#F

F caso contréario.

v(oz/\ﬁ):{

v(oa) =
(00) F  caso contrario.

{ T sev(a)e{T,F}

Observe que para cada P™ temos que se v(p) = T*, entao v(—p) = T. Temos
portanto que:

D, pFpn q

Logo, cada P™ & paraconsistente com relagao & —. Por outro lado, se v(p) # F
e v(—p) # F, entdo v(p) = T® para 1 < i < n. Assim, v(op) = F. Temos,
portanto, por vacuidade:

°p,p, b, ':P" q

O que mostra que cada P™ é uma LFI. Para obtermos a axiomatica de P"

devemos levar em conta um novo axioma e um novo esquema de axiomas:>’

37 Os nomes originais de (ccz) e (cn)n sio (A12) e (A13). Escolhemos (ccz) por serem
semelhante aos axiomas (cz) e (cc)n. Conferir [CCMOT] e [Fer01] p. 98.
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(ccz) o(pAgq)No(pVq) No(p — q)

(cn)n o(="p)

Uma maneira de obter a axioméatica dessa hierarquia é:3®

e P? = mbC U {(ccz), (cn),}

E interessante notar que a hierarquia I" mantém as mesmas propriedades
diametralmente oposta de P™ como ji encontramos entre I?> e P2, Cada I"
tem o conjunto de valores {T, F™*,. ..F(”),F} em que T é o tnico designado.
Os operadores primitivos — e — sao interpretados seméanticamente do seguinte

modo:

T sev(a) =F
v(a) =< F sev(a) =T

FO=1  caso contrario.

T sev(a)#T ouv(f)=T
F caso contréario.

v(a = ) =

Mantendo a analogia com relagdo & P™, para cada I" define-se V e x como
aV B =gef (@ = -a) =8

*Q =gef @V T

O que implica no seguinte comportamento semantico:

T sev(a)=Touv(B)=T
F  caso contréario.

v(a v g) =

T sev(a)e{T,F}

v(xa) =
(xa) F caso contrario.

38 Essa ndo &, todavia, a axiomatica original de [Fer01] p. 98. Em vez de (bC) (que, em
sentido extrito, é (bC)1, visto que o operador o é definido e ndo primitivo) o axioma utilizado
é (A11) og — ((p = q) — ((p = —q) — —p)). Nao ¢é dificil ver que ambas as axiomaticas
sdo equivalentes. Supondo (bC) temos (A11) por consequéncia imediata de valer reductio e o
Metateorema da Dedugdo em mbC. Supondo (A11) temos (bC) por meio de (Azl), (MP) e
Metateorema da Deducao.
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Usando o mesmo argumento que apresentamos para I', sabemos que se
v(a) = F*, entdo v(—a) = F* e v(a V —a) = F. Por outro lado, se v(xa) =T,
entdo ou v(a) = T ou v(—a) = T, mostrando assim que cada I" é uma logica
paracompleta e uma LFU.

Do ponto de vista axioméatico, para construirmos a hierarquia I" leva-se em

conta os axiomas:

(13) *p = ((p = q) = ((p = ~¢) = —9))

(I4) *(pAg) ANx(pV q) Ax(p = q)

(I5)n *(="p)
A axiomatica da hierarquia é obtida da seguinte maneira:
e I* = PCH U{(I3), (I4), (I5),}

A ultima hierarquia que analisaremos é a dos sistemas de Godel. Tomemos

a extensao do Calculo Intuicionista IPC abaixo:
e LC=IPCU{(p—q)V(g—p)}

Dummet provou que LC tem como seméantica exatamente as matrizes infi-
nitas de Mg da Definicdo 1.2.9.3° Seja G,, o sistema cuja semantica se obtém
por meio das operacoes de Mg e restringindo os valores de verdade ao con-
junto {1,2,...,n} em que 1 é o unico valor designado. Obtemos a hierarquia

Gs...G, acrescentando a LC o esquema de axioma Fin(n):*°

Fin(n) p1V (p1 = p2) V...V (Pn—2 = pn—1) V “Pn—1

Pelas mesmas razoes apontadas na Subsegao 1.3.2, nao é dificil verificar que
cada G,, é paracompleta, visto que se v(p) = 2, entdo v(—p) =nev(pV-p) = 2,
que nao é designado. Seja x um operador definido da mesma maneira que em

G3. Semanticamente teremos:

o(a) = { 1 se v(a) € {1,n}

" | (@) caso contréario.

Caso v(xp) = 1, teremos v(p) = 1 ou v(p) = n, que é o mesmo que v(—p) = 1,

0 que mostra que cada G,, ¢ uma LFU.

39 No artigo [Dum59).
40 Uma prova de completude para essa hierarquia pode ser encontrada em [Pre03] p. 31-35.
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Vale lembrar que todas as logicas vistas nessa Sec¢ao sdo logicas completas
com relagdo as matrizes finitas e estdo entre IPI e PC. Um dos resultados do
préximo capitulo é mostrar que essas logicas quando sao estendidas modalmente

nao podem, em geral, ser caracterizadas por matrizes finitas.
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Outro percurso histérico faz-se necesséario para delimitar em linhas grosseiras a
ampla classe daquilo que tem sido denominado 16gica modal. O nosso ponto de
partida sao os trabalhos pioneiros de Lewis iniciados em 1914. Deixaremos de
lado a tarefa monumental de catalogar um século de uma das areas mais pro-
ficuas da logica formal para nos concentrarmos em dois catdlogos importantes
- ainda que datados - sobre o assunto: An FEssay in Classical Modal Logic de
Segerberg e A New Introduction to Modal Logic de Hughes e Creswell, respec-
tivamente de 1967 e 1996.! Muitos sistemas modais foram criados desde ent3o,
mas para nao nos perdermos na imensa e tortuosa trilha - com suas intimeras
ramificagoes - que se formou ao longo da histéria da légica modal e nos distan-
ciarmos do objetivo da Tese, tomaremos os dois catalogos como faréis para nos
guiarmos nessa empreitada. Cabe ressaltar que estamos pressupondo um cenério
muito restrito do que consideramos ser l6gica modal, limitando nossa linguagem
a dois operadores modais mondadicos, como veremos em detalhes adiante.

Gostariamos que a historia da logica proposicional e da logica modal nao
fossem consideradas dois rios distintos partindo de um mesmo afluente, mas um
brejo nutrido por dois cérregos que se cruzam em diversos pontos. Esperamos
mostrar de que maneira a semantica multi-valorada era almejada nos princi-
pios da légica modal e como o resultado de Dugundji matou o sonho de vero-
funcionalidade que nutria a imaginagao dos l6gicos modais. Veremos ainda que a
morte desse sonho impulsionou seménticas alternativas, culminando na Semén-
tica Relacional de Kripke. Além disso, citaremos brevemente alguns trabalhos
sobre logica modal intuicionista e paraconsistente, mostrando que a distingao
entre essas duas histérias cumpre um papel meramente expositivo e esta longe
de ser definitiva.

Nosso trabalho nao é, contudo, um trabalho de histéria da logica formal
(ainda que, diferentemente da grande parte dos trabalhos de logica modal for-

mal, desejemos estampar essa historia constantemente em segundo plano). O

I Doravante [Seg71] e [CH96].
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alvo da Tese é oferecer resultados originais no que diz respeito & seméntica
multi-valorada para logica modal. Quanto ao aspecto da originalidade desses
dois primeiros capitulos, podemos condensa-lo na seguinte enunciacao: aprofun-
dar e expandir os resultados de Incompletude Modal por Matrizes Finitas.

Os termos “apronfundar” e “expandir” serao usados num sentido preciso. En-
tendemos por “aprofundar” concentrar-se no “fundo” da logica modal, ou seja,
no seu substrato proposicional. Em palavras mais claras, queremos verificar os
resultado de incompletude no contexto de loégicas modais proposicionais nao-
classicas. Esses sistemas sao obtidos em geral por meio de uma operacao de
extensao modal a partir de um sistema proposicional nao-cléssico, como defi-
niremos em linhas gerais ao longo do capitulo. J4 “expandir” toma o sentido
de abarcar os sistemas modais que estao fora do resultado original de Dugundji
e que foram desenvolvido ao longo de décadas. E nesse ponto que os dois re-
feridos catalogos modais desempenham um papel fundamental: o de tragar os
limites externos da nossa generalizacao do Teorema de Incompletude Modal por

Matrizes Finita de Dugundji.

2.1 Os sistemas de Lewis e as multi-valoracoes.

Em 1914, Lewis defende num artigo pioneiro que a implicagao material tal qual
concebida no Principia Matematica de Russell e Whitehead produzia “teoremas
alarmantes: (1) uma proposigao falsa implica qualquer proposi¢do (2) uma pro-

posicdo verdadeira é implicada por qualquer proposicio.”? Em termos formais:

i) »—(—q
(ii) p = (¢ = p)

Segundo Lewis, esses teoremas “ndo sdo misteriosos, nem grandes descober-
tas tampouco enormes absurdos. Eles mostram apenas, em linhas gerais, o
sentido de ‘implica’ que tem sido incorporado em algebra”.? Esse ndo ¢, porém,
o sentido usual da palavra “implica”: dizemos que uma proposicao implica ou-
tra quando a primeira foi logicamente deduzida da segunda. A primeira vista,

Lewis pretendia substituir a implicacao material de Russell por aquilo que ele

2 “startling theorems: (1) a false proposition implies any proposition, and (2) a true propo-

sition is implied by any proposition.” [Lewl4|. Sobre a histéria dos sistemas de Lewis, vide
[Bal10].

3 “Tn themselves, they are neither mysterious sayings, nor great discoveries, nor gross ab-
surdities. They exhibit only, in sharp outline, the meaning of “implies’ which has been incor-
porated into the algebra”. Idem.Ibidem.
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denominou implicagao estrita. Em seguida, optou por uma abordagem que con-
siderava a implicagdo material como um fragmento de seu novo calculo. Apenas
em 1932 foi formulada uma axiomatica definitiva.* A férmula p 3 ¢ passa a ser
definida como —~O(p A —q), em que p e ¢ sdo variaveis proposicionais, estendendo
o calculo implicativo do Principia Matematica com o novo operador .5

S1, o primeiro dos cinco sistemas da hierarquia de Lewis, é obtido adicionan-
do-se o operador 3 & linguagem do célculo proposicional classico e os seguintes

axiomas:®

(B1) (pAq) 3 (aAp)

(B2) (pnq)34q

(B3) p3(pAp)

(B4) (pA(gAr))3((pAg)AT)
(B6) (p3q)A(a37))3(p37)
(B7) (pA(p34q)) 34

Observe que os axiomas acima dizem respeito apenas a A e -3, procurando
manter a maior parte das propriedades da implicagao material que nao envolve
negacdo. Por exemplo, sabemos por (B6) que esperamos valer uma forma de
Silogismo Hipotético” para a implicacdo estrita enquanto (B7) parece garantir
alguma forma de Modus Ponens. O mesmo acontece com a regra de Inferéncia
Estrita, como podemos conferir abaixo na lista das regras de S1.

Podemos provar que 3 mantém propriedades convenientes de uma implica-

¢ao. Provaremos, por exemplo, que p 3 p é teorema em S1:

4 BEm seu livro A Survey of Symbolic Logic [Lew18].

5 Na verdade, Lewis toma os operadores A e - como primitivos e ndo V e = como conside-
rados por Russell e Whitehead. Vide Secao 1.1.

6 Excluimos o axioma (B5) p 3 ——p, dado que Mckinsey demonstrou em [Mck34] que ele
pode ser deduzido dos demais.

7 De acordo com [Bob06], o silogismo hipotético em sua versdo original foi estudado por
Theoprastus, seguidor de Aristoteles. Sua versdo em linguagem natural é:

Se alguma coisa é F', endo é G
Se alguma coisa é G, entao é H

Logo, Se alguma coisa ¢ F', entdo é H

Em nossa linguagem proposicional, teriamos p = q,¢q > rtp —r.
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Substitui¢cao Uniforme Uma férmula valida permanece vélida se
substituirmos uniformemente suas variaveis;
proposicionais por outras formulas;

Substituicao de Equivalentes Duas férmulas estritamente equivalentes
sao intercambidveis;

Insercao da Conjuncao Infere-se a A 3 de a e f;

Inferéncia Estrita Infere-se f de av e a 3 5.
L p=3(pAp) [(B3)]
2. (pAp)3p [Substitui¢do Uniforme em (B2)]
3. (p3(@Ap)A((pAp)3D) [Inser¢io da Conjungdo em 1 e 2]
4. (p3(@Ap)A((pAp)3p)) 3(p3p) [Substituicio Uniforme em (B6)]
5. p3p [Inferéncia Estrita em 3 e 4]

Logo, Fs1 p 3 p.8

Considere, agora, os demais axiomas:

(B8) O(pAq)30p

(A8) (p34q) 8 (~0q3~-0p)
(C10) =0—p 3 ~0——=O—p
(C11) Op 3 =0=0p

Para Lewis, (B8) procura interpretar { como “consistente”, axioma que ao
adicionarmos a S1 obtemos S2. (A8) ¢ uma forma de contraposi¢io para -3.
Se interpretarmos —{— como “demonstravel”,® (C10) estabelece que se demons-
tramos p, entdo necessariamente demonstramos que demonstramos p. Por fim,
(C11) diz que se p é consistente, entdo demonstramos a consisténcia de p. S3
¢ S1 mais (A8), enquanto temos S4 acrescentando-se (C10) a S1 e temos S5
acrescentando-se (C11) a S3.

Lewis mostra que S1 C S2 C S3 C S4 C S5, por meio da seguinte estraté-

gia: apresenta tabelas-verdades que satisfazem os axiomas de S1 mas nio (B8);

8 Esse teorema de S1 ser4 importante no Teorema de Incompletude de Dugundji, tal como
serd mostrado na Subsecao 2.2.1.

9 Boolos sugere que Lewis tinha em mente a nocio de demonstracio para interpretar
—Q-. Conferir [Boo93]. Lemmon defende todavia em [Lem57] que o sistema mais fraco S0.5
seria apropriado para interpretar que uma féormula é demonstravel em PC. J4 em [CP13]
argumenta-se que para fragmentos de PC, é apropriado tomar o sistema ainda mais fraco
S0.50 para respresentar essas nogoes. Veremos a axiomatica de S0.5 e de S0.5° na Subsecio
2.2.2.
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2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

em seguida, tabelas que satisfazem os axiomas de S2 mas nao (A8), e assim por
diante. Para isso, Lewis utiliza tabelas-verdade com quatro valores de verdade.

E importante ressaltar que Lewis nio oferece nenhuma seméntica para esses
sistemas: por exemplo, suas tabelas para S1 validam todos os teoremas de S1,
mas nada garante que elas validem apenas esses teoremas. E razoavel supor que
foi com a intencao oferecer uma seméntica para sistemas modais que Lukasiewicz

propos a seguinte tabela para o operador {:'9

i

= (N O
== O

Aqui, se 1 é verdadeiro e 0 é falso, o terceiro valor % pode ser visto como
indeterminado.!! Uma férmula é possivelmente verdadeira quando é verdadeira
ou apenas indeterminada, mas uma férmula é tautologia apenas se recebe o
valor 1 em que 1 é o tinico valor designado.

Na verdade, Lukasiewicz construiu uma hierarquia de n sistemas, paran > 3.

O primeiro desses sistemas ¢ .3 e tem as tabelas:

p|w| [rfo]s]1]
01 0jfofofo
i 5| [2]o]3]5
10 1fof3]1
(v]ols[1] [=ofof5]1]
O[04 |1] |0 |1|1/|1
R EY FIRE
111 |1]o]35]1

10 Assim defende Ballarin em [Ball0]. As tabelas em questdo estdo em [Luk30].

Il «What is this third value? T have no suitable name for it. But after the preceding
explanations it should not be difficult to understand what I have in mind. I maintain that
there are propositions which are neither true nor false but indeterminate. (O que é esse
terceiro valor? Eu nao tenho um nome apropriado para ele. Mas depois das explanacoes
acima ndo seria dificil compreender o que eu tinha em mente. Eu continuo defendendo que hé
proposiges as quais nao sao verdadeira tampouco falsas mas indeterminadas) Em [Luk61].
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Como observado pelo seu aluno Tarski em 1921, pode-se definir o operador
modal {p como —p — p.1?

A logica .3 nao é, entretanto, uma extensdo do sistema minimal que tra-
tamos no capitulo anterior, a saber, ICI. Seja v a funcao de valoracao que

respeita as tabelas acimas. De fato, se v(p) = 1, v(q) = 1 e v(r) = 0 entéo

vip—q) =23 v(p—r)=0ev(qg—r)= 1 Daitemosv(p— (¢ —r)) =1
ev((p—= (¢ —=r) = (p—r)) =0 o que implica que v(Ax2) = %, que nao é
distinguido.

Por outro lado, .3 pode ser entendida como um modelo para os axiomas
modais de Lewis. Até entao vimos apenas axiomas e tabelas para ¢ e 3. Godel,
porém, foi o primeiro a introduzir o operador [J como equivalente a ={—. Sua
intencao era mostrar que IP C poderia ser interpretada em S4. Para isso, propos

a seguinte versio:'3

(K) O(p — ¢q) — (Op — Ogq)
(T) Op—p
(4) Op — 0O0p

Introducao da Necessitagao Se uma féormula « é teorema

entdo a formula Oa também é teorema.

E para obtermos S5, basta adicionarmos:

(5) Op — OOp

Para efeitos de simplificacao, denominaremos a regra Introdu¢ao da Neces-
sitagdo simplesmente de (Nec). Na versdo de Godel, p 3 ¢ é equivalente a
O(p — q). Veremos que essa notagao sera muito eficiente para provar os resul-
tados de completude e incompletude modal.

Podemos provar concomitantemente que as condigoes (i) e (ii) da implica-
¢ao estrita nao valem tanto na hierarquia de Lewis quanto na de Lukasiewicz,
reforcando a tese de que Lukasiewicz almejava que sua seméantica fosse usada
para sistemas modais. Voltemos & .3 e definamos [p com equivalente a ={—p.

Teremos entao a seguinte tabela para [:

12 De acordo com [Luk53]. A defini¢do de O em termos de ¢ esta em [Fuk30].
1? A axiomatica abaixo bem como a intepretagdo de IPC em S4 podem ser encontradas em
[G33].

66



2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

=]

= O

Basta agora comprovar que as tabelas de ¥.3 sao um modelo para os axiomas
modais de S5, ou seja, que todos os seus axiomas modais recebem o valor

designado 1, o que é verificado abaixo:

Ble[=[o~]@[-]00)]
1jof{1]jof 1] 0 |1]0
tjof1(gl1f oj1|o0
tjof{1 |11 0|11
ofs|3]of1]o|1]0
Lid{1(3 1] o 1]o0
Lid{1j1r)1) o |11
oj1{ofof 1| 1]0] o0
o1 |5 |4]1|) 1]o]oO
T O A A R A
(e[ ~[r] [Gp]~]o0e] [o]p[~]O[0]r]
10 1o o] |ojof1]o0]0]o0
13 Lif o ]3] 1|51 3
11 S A | O O O A O

Como vimos, f3 é um modelo para os axiomas modais de S5, ou seja, to-
dos esses axiomas tomam o unico valor designado 1 e a Regra de Necessitagao
preserva o valor designado. Além disso, ndo é dificil verificar que L3 invalida
as condigoes (i) e (ii) de Lewis. Interpretando a maneira de Godel p 3 ¢ como
O(p — ¢), temos:

Teorema 2.1.1:
(i) Py -3 (p39)
(i) Ly p 3 (¢ 3p)
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Demontragio: Seja v a funcao de verdade que associa a cada proposi¢ao

modal um valor de verdade do conjunto {0, %,
1

Tome v(p) = 5 ev(q) = 0. Pelas tabelas de —, - e [J, sabemos que v(p — q)

1} respeitando as tabelas de L.

-1
-2

e entdo temos que v(O(p — ¢)) = 0, enquanto v(O(-p — O(p — q))) = 3,

que ndo é um valor designado. Analogamente, se v(p) = % e v(q) = 1, entdo
v(ig — p) = % e ainda v(p — O(qg — p)) = % o que nos for¢a a concluir
v(B(p — O(g = p))) =0. u

Por outro lado, visto S5 ser uma extensao de PC, entao as tabelas de L3
nao sdo um modelo para S5, pois invalidam (Az2). Por outro lado nao sabemos
se algum outro conjunto de matrizes de trés ou mais valores de verdade é capaz
de ser uma seméantica apropriada para S5 e os demais sistemas de Lewis. Essa
pergunta foi respondida por Dugundji em 1940, como veremos na proxima se¢ao.

2.2 Incompletude Modal por Matrizes Finitas

Essa secao sera dividida em trés subsecoes. Na primeira parte veremos o re-
sultado original de Dugundji com relagdo & seméntica multivalorada para os
sistemas de Lewis. Como ja fizemos anteriormento no Capitulo 1, a prova de in-
completude serd mostrada em detalhes, reconstruindo e esmiucando o resultado
original de Dugundji.

Na segunda parte seguiremos os dois catdlogos modais mencionados anteri-
ormente ao citarmos diversos sistemas modais que surgiram depois da hierarquia
de Lewis. Nossa intencao €, além de formar uma panoramica do escopo do re-
sultado de Dugundji, esbocar uma histéria da légica modal classica, restrita aos
operadores [J e .

Por fim, & terceira parte cabe mostrar a parte original do Capitulo 2, a
saber, certa generalizacdo do Teorema de Incompletude Modal para matrizes
finitas. Para compreender o alcance e a profundidade da generalizacao, sera
necessario ter em mente os sistemas modais para além de S1-S5 e ainda os
sistemas proposicionais apresentados no Capitulo 1. Essa parte sera, portanto,
nao apenas o cerne original do Capitulo 2 mas também o fio condutor de ambos

capitulos.

2.2.1 O Resultado Original de Dugundji

Num pequeno artigo (de apenas duas paginas) Dugudji demonstra que nenhuma

matriz com um nimero finito de valores pode caracterizar qualquer logica entre
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S1-S5.14

O procedimento é semelhante ao de G6del para demonstrar a incompletude
de IPC por meio de matrizes-finitas:'® toma-se uma férmula e demonstra-se
que qualquer matriz de n valores de verdade que caracteriza S1 valida também
essa formula. Em seguida, demonstra-se que tal formula ndo é teorema numa
matriz de infinitos valores que é modelo para S5.

A primeira parte do teorema consiste em demonstrar que existe uma férmula
D,, de n 4 1 varidveis - denominada férmula de Dugundji - que é vélida em

qualquer matriz de n valores que caracteriza S1.

Proposigao 2.2.1: Qualquer matriz finita de n valores de verdade que carac-
teriza S1 valida D,,.

Demonstragdo: Defina a seguinte féormula de Dugundji, para 1 < i <n+1e
1<57<n+1:
Dy, =gey \/(pi = pj)
i#j

Em que p; < p; abrevia (p; 3 p;) A (p; 3 pi)-

Suponha que exista uma matriz M com n valores que caracteriza S1. Como
na féormula acima temos n valores para m + 1 variaveis, havera ¢ e j de modo
que os valores atribuidos a (p; 3 p;) sejam os mesmos a (p; 3 p;). Ora, como
Fs1 p 3 p, temos pela Inser¢io da Conjungdo que (p; < p;) é teorema. Logo,
por Teorema 1.3.1 (i) e (ii) sabemos que (p; < p;) Va e aV (p; < p;) sdo
teoremas, e portanto a matriz M valida a V (p; < p;) V B, ou seja, toda a
férmula de Dugundji. ]

A segunda parte do teorema mostra que existe uma matriz infinita que é
modelo para S5 e que ndo valida a férmula do Dugundji.

Para facilitar nossa demonstracdo, usaremos uma axiomatica simplificada
para PC, em que — e — sao os operadores primitivos. Para isso, levaremos en

conta um novo axiomas:'6

(Axm) (=g — —p) = (=g = p) = q)

O Calculo Proposicional Cléssico pode ser axiomatizado de modo muito mais

sucinto como:

14 O artigo referido ¢ [Dug40], mas preferimos a demonstragio mais detalhada de [CP0S].

15 Como j4 visto na Subsegdo 1.2.1. De acordo com o préprio Dugundji em [Dug40] “The
method used here originated with K. Gédel” (O Método usado aqui originou-se com Gdodel).

16 A axiomatica acima foi retirada de [Men64] p. 35. O nome (Axm) & por nossa conta uma
homenagem a Mendelson.
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e PC =ICIU{(4zm)}
Proposigao 2.2.2: Existe uma matriz infinita M, que é um modelo para S5
Demonstragdo: Defina a seguinte matriz M,

e M = p(N), ou seja, o conjunto das partes dos ntumeros naturais

e D=N

Seja U, N e — as operagoes usuais de “uniao”, “conjunc¢ao” e “complementagao”
b

enquanto se calcula V e A do seguinte modo:

N se X=N
AX =
(0 caso contrario

VX:{ N se X #0

() caso contrario

Seja V : Var — M uma fungdo que atribui um elemento de p(N) para
cada variavel proposicional de S5 do seguinte modo:'”

e V(-a)=V(a)

o Via = p)=V(Q)UV(B)
e V(0a) = a(V())

* V(0a) = v(V(a))

Vamos provar que todos os axiomas e regras de S5 sao validos na matriz
M.

(Ax1) V(p—= (g —p)) =V(p)U (V(g) UV (p)

~—

=V uV(p)uV(g =N
(Ax2) V(p—=q) = ((p—=(g—=1) = (p—=1))) =
=Vp)UV(@)UV(p)u(V(QUV(r)uV(p)uV(r) =
=V nV(QuVp)NnV(nV(E)uV(ip)uV(r) =
=V NV UV(g)nV(r) UV(p)UV(r)

17 Em termos estritos, V é o conjunto de quatro funcdes: v, v, v e v—. Usamos a notacao
abaixo com o intuito de simplificar a leitura.
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o se V(p) # N, entdo AV (p) =N
e se V(p) =N, entédo
—se V(g) =N, entdo AV(q) =N

—se V(q) #N, entao V(p)UV(q) #Ne A(V(p)UV(q) =N

(T) V(Op — p) = AV(p) UV (p)

e se V(p) =N, entdo AV(p)UV(p) =N
e se V(p) # N, entdo AV (p) =N

(4) v(0Op — OOp) = AV (p) U ALV (p)

e se V(p) =N, entdo AV(p) =Ne aAaV(p) =N

e se v(p) #N, entdo AV(p) =0e aAV(p) =N

(5) V(Op — O0p) = vV (p) UAVV(p)

e se V(p) =0, entio VV(p) =0 e VV(p) =N

e se V(p) #0, entio VV(p) =N e avV(p) =N
(MP) se V(p) =Ne V(p)UV(g) =N, entdao ) UV (q) = N e dai V(q) = N.
(Nec) se V(p) = N, entdo AV (p) = N [ |

Teorema 2.2.3 (Teorema de Dugundji): Nenhuma logica modal L entre

S1 e S5 pode ser caracterizada por matrizes finitas.

Demonstracao: Tome a seguinte valoracao V em S5: para cada varidvel
proposicional py associa-se o conjunto {k} C N. Note que para p e ¢ distintos,
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temos V(p) # N e V(g) # N. Do mesmo modo que V(p) UV (q) # N e V(q) U
V(p) # N e, portanto:

Vip=q)=AaV(p)UV(g)NAaV(guUV(p)=0n0=10

Portanto, a formula de Dugundji toma valor () na matriz M,,. Se uma matriz
de n valores caracterizasse S, entao pela Proposicao 2.2.1 a formula de Dugundji
seria teorema em L e portanto teorema em S5. Mas a Proposicao 2.2.2 garante
que M, é um modelo de S5, logo a férmula de Dugundji nao pode ser um
teorema de S5, o que prova por absurdo que S5 nao pode ser caracterizado por

matrizes finitas. [ |

Vimos, portanto, que os sistemas S1-S5 nao podem ser caracterizados por
matrizes finitas. Veremos ainda na Sec¢ao 2.3 que S5 tem a propriedade peculiar

de que todas as suas extensoes podem ser caracterizadas por matrizes finitas.

2.2.2 Sistemas modais para além da hierarquia de Lewis

A logica modal ndo termina em 1940 com o resultado de Dugundji. J& em
1943, Alban propos uma extensido de S5 acrescentando o axioma OOp a S2.18
O sistema resultante sera denominado S6, que serd o primeiro de uma série de
sistemas modais que surgirao ao longo de século XX e que nao estarao entre S1
e S5 e, portanto, fora dos dominios do Teorema de Dugundji.

Feys propoe em 1950 duas versdes enfraquecidas de S1 e S2. Considere os

axiomas definidos na linguagem original de Lewis:

(F1) (pAq)3p

(F2) (pAq) 3 (¢ Ap)

(F3) (pAg)Ar) 3 (pA(gAT))
(F4) (pAp)3p

(F5) (p3a)A(g3r)) 3(p37)

Se adicionarmos aos axiomas acima as regras de S1, temos S1°.19 O sistema

S20 & obtido acrescentarmos o axioma:

18 BEm seu artigo [Alb43].
19 relevante lembrar que (F2) & (B1) e (F5) é (B6) na axiomatica original de Lewis.
Preferimos expor os axiomas como denominados por Feys.
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(K1) O(pAq)30p

Feys ainda mostra que S1° C S1 e S2° C S2. Além disso, S1° C S2°,
de onde concluimos que ambos os sistemas de Feys estao fora do resultado de
Dugundji.?®

No mesmo ano, Halldén estende a hierarquia de Lewis com os axiomas:

(C13) OOp
Formando, assim, os sistemas:?!

o S7T=S3U{(C13)}

o S8 =S3U{(C14)}

Vale lembrar que os dois sistemas sao extensoes de S5 e nos encontramos,
mais uma vez, fora do resultado de Dugundji.

Por outro lado, em 1957, ao propor uma nova axiomética para a hierarquia
de Lewis, Lemmon apresenta um sistemas mais fraco que S1, a saber, S0.5.22
Propoe ainda o sistema T,?® demonstrando que esta fora da hierarquia S1-S5.

Sua nova axiomatica permite ainda construir os sistemas E2 e E3.?* Para

definir esses sistemas, considere os seguintes axiomas:?°

(K) O(p — q) = (Op — Uq)

20 [Fey50] apud [Sob62]. Nao tivemos acesso ao artigo original de Feys.

21 Halldén definiu S7 e S8 em seu artigo [Hal50].

22 Em [Lem57]. Lemmon também apresenta o sistema S0.9. Embora mostre que S0.5 C
S0.9, Lemmon, porém, nao conseguiu encontrar matrizes para mostrar que S0.9 # S0.5. Esse
resultado serd demonstrado apenas em 1975 por Girle em [Gir75]. Visto que S0.9 néo é citado
nos dois catalogos que nos guiam nesse trabalho - [Seg71] e [CH96] - ndo nos deteremos nesse
e em outros sistemas modais que aparecerem nos artigos citados ao longo do texto, exceto
se o sistema em questdo tiver alguma propriedade digna de nota com relagdo & completude
ou incompletude por matrizes finitas. No que diz respeito ao caso particular de S0.9, por
ora basta ter em mente que S0.5 C S0.9 C S1 para verificarmos que nossa generalizagdo do
teorema de Dugundji também incluird S0.9.

23 Embora consideremos a axiomatica de T com proposta por Lemmon no artigo acima
referido, o sistema foi originalmente formulado von Wright em [VW51] p. 8-18, denominado
Mi1.

24 Os sistemas D1-D5, E1, E4 e E5 serdo vistos na Subsecdo 2.2.3, ao generalizarmos
o resultado de Dugundji. Por ora nos limitaremos a apresentar E2 e E3, para seguirmos
extritamente o cat6logo de Hugues e Creswell. No Capitulo 3 ofereceremos uma semantica
alternativa a D2 e E2.

25 Fsses ndo sdo os nomes originais dos axiomas de Lemmon. Seguimos a nomenclatura de
[Seg71].
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(K’) O(p = ¢) — 0(0p — Og)
(D) Oa — O«

(T) Op—p

(Nec) + p implica + Op

(N’) Fpc p implica F Op

(N*) +p — ¢ implica - Op — Og

Observe que a regra (N’) permite a inclusdo do operador [J apenas para os
teoremas de PC.2® Tomemos um exemplo: embora possamos provar por meio
de (N’) o teorema C(p — p), ndo podemos entretanto inferir O0(p — p) como

teorema. Feita a devida ressalva, definiremos os seguintes sistemas modais:

e S0.5 =PCU{(K),(T), (N’)}
e E2 = PCU{(K),(T), (N*)}
e E3=PCU{(K'),(T), (N*)}
o T =PCU{(K),(T), (Nec)}

Dois anos mais tarde, Lemmon e Dummett constroem dois sistemas inter-

mediarios entre S4 e S5 por meio dos axiomas:2”

(G1) OOp — Odp
(D1) Op — ¢) vO(Eg — p)
Podemos, entao, definir os sistemas:

e S4.2 =S4U{(G1)}

o S4.3=S4U{(D1)}

26 A Regra (N*) é denominada (Eb) por Lemmon em [Lem57] e (R*) em [CH96]. Lemmon
denomina (a”) a regra enfraquecida que denominamos (N’) seguindo [CH96]. Procuramos nos
aproximar da notacdo de [CH96|, mas para fins de simplicagido usaremos N para idenficar as
regras de inclusao do operador de necessitacao.

27 Mais uma vez, usamos a notagdo de [CH96]. Nio tivemos acesso ao artigo de Lemmon e
Dummet, [DL59].
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E digno de nota que S4 C S4.1 C S4.2 C S4.3 C S5, estando portanto
dentro da abrangéncia do Teorema de Dugundji.?®
Em 1962 Sobocinski oferece as extensoes naturais do sistemas de Feys. Para

tanto, devemos levar em conta os seguintes axiomas:

(L1) (p=349) 3 (O 3 09)

(M1) OOp 3 Op
Formam-se, assim, os sistemas:
e S3°=S1°U{L1}
e S4° =S1°U {M1}

Sobociniski demonstra que S1° € S2° C S3° C S4° ¢ observa que acres-
centando a esses sistemas p 3 Qp como axioma, obtemos 0s quatro primeiros
sistemas da hierarquia de Lewis. Dois anos mais tarde,?® Sobocinski oferece
mais alguns sistemas modais que também estao fora do escopo do Teorema de
Dugundji, em que ele denomina sistemas modais ndo-Lewis (non-Lewis modal

systems). Os axiomas usados por Sobociniski sdo:
(J1) OB —Op) = p) = p
(H1) p = DO(0p = p)
(M) O0p — OUp
Por meio deles,?? define-se os sistemas:
e K1(ou S4M)3! =S4 U {(M)}

e K1.1=S4U{(J1)}

28 Os sistemas S4.1 e S4.2 foram apresentados primeiramente em [DL59]. De acordo com
[CH96] p. 143 o axioma (G1) é em homenagem a P. T. Geach, que propos (G1) como uma
maneira de reduzir o nimero de modalidades de S4 sem se colapsar com S5.

29 Os artigos de 1962 e 1964 em questdo sdo [Sob62] e [Sob64a], respectivamente.

30 (J1) e (H1) sdo os nomes originais de Sobocinski. O nome (M) é de Lemmon e Scott
em [LS77] p. 74, nome que também sera usado por Hughes e Creswell. Originalmente (M) é
(K2).

31 Fsge sistema aparece pela primeira vez em [McK45] com o nome S4.1. E obtido adicio-
nando a S4 o axioma

(F) (=0=0p A =0=0q) = O(p A q)

Mas em [LS77] p. 75 é demonstrado que o axioma (F') pode ser substuido por (M). Além
disso, como observado por [CH96] p. 143, temos que S4M ¢ S4.2, sendo portanto o nome
S4.1 inapropriado.
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K1.2 =S4U {(H1)}

K2 = S4.2 U {(M)}

e K2.1 =K2U{(J1)}

K3 = S4.3 U {(M)}

K3.1 =S4.3U{(J1)}

e K4’ (ou S4.4M)*? =S4.4U{(M)}

Sobociniski oferece outros sistemas entre S4 e S5, propondo um novo axi-

oma:>?

(R1) p — (0Op — Op)
E define trés novos sistemas:
e S4.2.1=S42U{(N1)}
e S4.3.1 =S4.3U {(N1)}
e S44 =S4U{(R1)}

O autor ainda coloca a questao da existéncia de algum sistema entre S4.4 e

S5. Schumm responde positivamente, considerando o axioma:
(M18) (OUg — q) V (00q — q)

E definindo o sistema:

e S4.9=S44U {(M18)}

O sistema S4.9 tem ainda a propriedade peculiar de ndo existir nenhum
outro entre ele e S5. Em outros palavras, acrescentando qualquer axioma em

S4.9, teriamos ou um sistema fora da hierarquia de Lewis ou o préprio S5.34

32 Esse sistema foi originalmente designado por K4 em [Sob64b| mas Lemmon usard o nome
K4 para se referir ao sistema obtido excluindo o axioma T em S4, como veremos adiante.
Para evitar confusdes, usamos a mesma notagdo de [CH96].

33 Sobociniski usa a notagio prefixa no artigo em questio [Sob64b]|. Mantivemos os nomes
originais dos axiomas e dos sitemas, preferindo a notacao infixa com implicagdo material,
como a oferecida por [CH96].

340 nome original de S4.9 dado por Schumm em [Sch69] & S4.7. Zeman demonstrou em
[ZemT71] que ndo havia nenhum sistema entre $4.7 e S5, propondo que o nome S4.9 seria mais
conveniente. O nome (M18) para o axioma acima, aparece em [Zem?73] p. 266. Mantivemos
o nome do sistema e do axioma tal qual matidos por [CH96].
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De grande importancia é o axioma formulado pela primeira vez em 1963 por

Smiley.?>
(W) O(Op — p) — Op

Normalmente interpretado como “é demonstravel”, o operador [J é em geral

estudado no sistema KW:
e KW =K4U{(W)}

Desde entao, KW se tornou a base de um importante ramo da légica modal:
a logica da provabilidade.?®

Um ano depois, Aqvist propoe mais dois sistemas:
e S3.5 =S3U{0p — O0p}
e S9=S35U{00p}

Aqvist mostra que S3 C S3.5 C S4 e S7 C S9.37 Além disso, demonstra
a propriedade peculiar de que uma férmula em S3.5 é teorema se e somente se
for teorema em S5 e em S9.

No mesmo ano Thomas apresenta uma hierarquia intermediaria entre T e

S4 por meio do seguinte esquema de axioma:>®

(4n) an N Dn+1p
A hierarqua é construida a partir de T
e S4, =TU{(4,)}

De modo que se n < m entdao S4,, C S4,, e por consequéncia teremos
T C S4,, C S4,,, C S4.

35 A sequéncia cronolégica foi levemente interrompida aqui para priorizar a fluéncia do texto.

36 O axioma em questdo foi proposto em 1955 por Léb em [L55], como resposta a uma
pergunta formuada por Henkin sobre o Teorema de Incompletude da Aritmética em [Hey52].
L6b entretanto usa o operador B, que foi subtituido por Smiley em [Smi63] por . Também
conhecido como (GL) em [B0093], mantivemos o nome do axioma que aparece tanto em [Seg71]
p. 84 quanto em [CH96| p. 139. Nio tivemos acesso ao artigo de Smiley, mas referéncias sobre
a historia da logica da provabilidade podem ser encontradas em [CH96] p. 144 e [Ver10].

37 O axioma adicionado originalmente em S3 por Aqvist em [Aqv64] é -Op — O-0p, mas
mais uma vez preferimos a formulagdo em [CH96] p. 364. O nome original de S9 é S7.5. A
denominagao S9 foi proposto por Hughes e Creswell ao demonstrar que S8 C S7.5. Conferir
[CH68] p. 273 e [Hall3].

38 De acordo com Thomas em [Tho64], essa hierarquia se deve a Sobociriski, num resultado
nao-publicado.
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No ano de 1963 uma verdadeira revolugao ocorre na légica modal. Kripke ge-
neraliza a semantica de mundos possiveis de Carnap de 1946, incluindo a no¢ao
de relacao entre mundos, provando a completude para T, S4 e S5. Sua semén-
tica relacional nao é apenas poderosa e extremamente intuitiva, mas possibilita
a definicdo de novos sistemas modais.?? Por exemplo, uma maneira alternativa

de axiomatizar S5 é adicionando-se a S4 o axioma:*°

(C12) p 3 =0=0p

Tal axioma foi denominado em [LL32] de axioma Brouwersche, em home-

nagem a Brouwer.*!

No mesmo artigo, Kripke mostra como sua seméntica
relacional possibilita a criagdo de um novo sistema por meio de uma nova ver-
sao do axioma Brouwersche, usando implicagao material em vez da implicagao

estrita.

(B) p — O0p
Define-se entao o sistema KTB ou simplesmente B como:
e B=TU{(B)}

Kripke insiste que sua semantica permite caracterizar sistemas ainda mais
fracos que T, podendo obter sistemas do tipo dedntico. Esses sistemas serao

estudados por Lemmon em 1966. Em seu artigo, propde trés novos sistemas:*?

e K=PCU{(K),(Nec)}
e D=KU{(D)}
e E20 = PCU{(K),(N*)}

Lemmon mostran a completude algébrica para esses sistemas e seus respec-

43

tivos modelos relacionais.*® No mesmo ano, Lemmon e Scott construiram um

39 Embora usemos o termo “revolugio” do mesmo modo que em [BRVO01] p.41, preferimos a
data de 1963 em vez de 1959. Como assinalado em [Ball0], o artigo de Kripke de 1959 [Kri59]
mostra somente uma nova completude para S5, resultado que ja havia sido demonstrado em
1946 por Carnap em [Car46]. Kripke apenas indica a possibilidade de uma semantica mais
genérica para logica modal sem contudo oferecé-la. Tal semantica serd apresentada apenas
em 1963 em [Kri63].

40 De acordo com [Ball0].

41 De acordo com [CH96] p. 70, o nome se deve provavelmente ao fato de termos na logica
intuicionista p — ——p como teorema se interpretarmos a negacao intuicionista como = e 3
como implica¢do intuicionista.

42 Em [Lem66]. O nome original de E2° ¢ C2. Seguimos a nomenclatura de [CH96] p. 363.

43 Os nomes originais desses sistemas sio T(C) e T (D). Usamos a denominagio de Segerberg
em [Seg71], onde T (D) passa a ser chamado simplesmente de D (de deontic) enquanto T (C)
é chamado de K, em homenagem a Kripke.
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grande ntimero de sistemas modais intermediarios entre K e S5. Propuseram,

por exemplo, o axioma:
(E) 0Op — Op

E definiram os seguintes sistemas intermediarios:

K4 =KU{(4)}

o KD4 = K4U {(D)}

KDB =D U {(B)}

e KB=KU{(B)}

KE = K U {(E)}

KBE = KB U {(E)}

Apresentando os seus respectivos modelos relacionais.** Nota-se, portanto,
como os trabalhos de Lemmon em particular e de lé6gica modal em geral toma-
ram um rumo diferente depois da seméantica relacional de Kripke. Em vez de
refletir sobre axiomas e buscar uma semantica para certa axiomadtica, o movi-
mento predominante foi o contririo: buscar axiomas que caracterizam certas
propriedades dos modelos relacionais.*®

Esse movimento encontrou seus limites no axioma:
(Mk) O(OOp — O0O0p) — (Op — O0p)

Proposto em 1969 por Makinson, Mk é um sistema que esta entre T e S4 e

é definido como:

o Mk =T U {(Mk)}

44 Qs sistemas acima foram citados por [Seg71] p. 48 como sendo de autoria de Lemmon e
Scott, citado como “rascunhos preliminares do primeiro capitulo” (preliminary draft of initials
chapters), que seria publicado como trabalho péstumo de Lemmon onze anos mais tarde sob
o titulo de The Lemmon Notes: An Introduction to Modal Logic, em co-autoria com Scott e
editador por Segerberg. Ver [LS77].

45 Fsse ¢ o caso, por exemplo, do axioma (E), cujo nome se deve a propriedade euclidiana
de seus modelos: se um mundo wy esté relacionado com um mundo ws e também relacionado
com um mundo w3, entdo wa e w3 estédo relacionados entre si. Conferir [Seg71] p. 48 e [CHI6]
p. 70.
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Mas em 1974 foram apresentados independentemente por Thomanson e Fine
dois resultados de incompletudes por modelos de Kripke, esbarrando nos limites
da seméantica relacional. O sistema de Thomanson estd também entre T e S4,
enquanto o de Fine é uma extensio de S4.46

Devemos mencionar ainda uma lista de sistemas propostos por Segerberg
que nao sao extensoes do sistema D, e sim de K4. Para tanto, leva-se em conta

os axiomas:

(Lemo) O((p AOp) — q) VO((g A Bq) — p)
(Go) O(pALg) = O(pV Oq)

(Z ) O(Ep = p) = (0Up = p)

E define-se os sistemas:*?

o K4.2 = K4 U {(Lemy)}
o K43 =K4U{(Go)}

e K4Z = K4 U (2)

o K42Z =K42U{(2)}

o K4.3Z =K4.3U{(2)}

o K42W =K4.2U {(W)}

e K4.3W = K4.3U {(W)}

H4 sistemas, por outro lado, que nao sao extensoes de K4 ou tampouco
D. E o caso daqueles propostos por Hughes e Creswell em 1975 por meio dos

axiomas:
(B*) Op — (Op — O(0p v Op))

(Segn) (OOp1 A ... 00pn) = O(Op1 A ... AOpn) (paran > 1)

46 Os resultados de incompetudos foram demonstrados em [Fin74] e [Tho74]. Ja o nome
original do sistema de Mkinsey conforme apresentado em [Mak69] é C. Usamos o nome dado
por Hughes e Creswell em homenagem a Makinson para um sistema semelhante em que (Mk)
é substituido pelo axioma:

0(@O0p — Og) — (Op — q)

Esse sistema, por sua vez, é completo com respeito & semantica relacional. Conferir [CH96|
p.158.

47 Os sistemas K4.2 e K4.3 sao definidos em [Seg71] p.50 enquanto os demais podem ser
encontrados em Idem, Ibidem p. 84-96.
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As axiomaticas resultantes sdo extensoes do sistema B:*®
e BF =BU{(B")}
e Bseg, = BU{(Segn)}

Hughes e Creswell ressaltam que Bseg, C Bseg,;i. Todas as relacoes
de inclusao mencionadas aqui serao relevantes para compreender o alcance do
Teorema de Incompletude da préoxima subsecao.

Enfatizamos os limites da seméantica de Kripke ao mencionarmos os sistemas
de Fine e Thomanson. Esse, entretanto, nao foi o tinico caso de incompletude
na histéria da loégica modal. Em 1979, van Benthem chamou atencao para o

sistema construido a partir do axioma:*?

(VB) 00p Vv O(E0g — q) — q)

A incompletude surge quando é demonstrado que qualquer semantica rela-

cional para o sistema VB valida a férmula abaixo

(MV) OOpV Op
Mas (MV) néo é teorema de VB. Temos, assim, duas axiométicas:
e MV =KU{(MV)}
e VB=KU{(VB)}

O sistema MYV é completo via semantica de Kripke mas nao h& seméntica
kripkiana completa para VB. Veremos que também nao havera seméantica ma-
tricial para ambos sistemas. Para isso, serd importante levar em conta que
VB C MV.

Outro exemplo de incompletude se deve ao axioma abaixo:

48 O sistema BT foi descrito em [Hug75] enquanto a hierarquia Bseg, foi construida em
[HCT75].

49 O artigo em questdo é [Ben78]. Van Benthem demonstra primeiramente a incompletude
do sistema, L1, obtido estendendo K por meio dos axiomas:

Up—p

O(Op — Oq) v O(Og — Op)
(OpAO(p—0Op)) —p

00p — OOp

O autor chama atenc¢do ao fato de que L; é mais simples que os sistemas incompletos de Fine
e Thomanson. Outro exemplo é Lo, que também estende K:

Up—p
O0(p — Op) - 00O0p) — p
De acordo com [CH84| p. 67, a axiomatica abaixo é equivalente a do artigo de Benthem.

81



2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

(H) O(p <> Op) — Op

O sistema KH ¢ obtido acrescentando a K o axioma (H).5% Visto que em
KH o axioma (4) nao é teorema, temos KH C KW. Por outro lado, qualquer

semantica relacional completa para KH também seria para KW, provando a

incompletude do primeiro.®!

Finalmente, nao devemos deixar de lado alguns sistemas propostos por Hughes
e Cresswell em A New Introduction to Modal Logic, catilogo que tem guiado
a breve historia da logica modal (mais especificamente, dos operadores [J e ¢)

esbocada nessa subsecao. Na obra em questao, prode-se os sistemas:
e E3° =E2°U {(K")}
e E6° = E2° U {O0p}
e E6 =E6°U{(T)}
e E7° =E3°U {00p}
e ET=E7T°U{(T)}
e Ef = E2°U {Op}
e S0.5° =PCU{(K),(N")}
e Ver = KU {Op}
e T.=KU{p— Op}
e Triv=DU{Op + p}

Seguindo a mesma obra, denominamos sistemas modais normais aqueles que
sao extensao de K, enquanto os demais serdo denominados nao-normais. Por
meio da lista de sistemas apresentados nessa subsecao, é possivel construir os

seguintes graficos de inclusio:®?

50 Primeiramente proposto por [BG85], o sistema acima foi denominado HL. Seguimos mais
uma vez a nomenclatura de [CH96].

51 Demonstrado em [BG85].

52 Os graficos podem ser encontrados em [CH96] p. 367 e 368.
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S9
E+

S0.5 S19
S0.59

Fig. 2.2: Sistemas modais nao-normais

Na subsecdo seguinte mostramos dois novos graficos de inclusdo para de-
limitar quais dos sistemas acima nao podem ser caracterizados por matrizes
finitas.

2.2.3 Generalizando o Teorema de Dugundji

Temos insistido ao longo da Tese que apresentaremos uma generalizacao do
Teorema de Incompletude de Dugundji. Essa afirmacao é, entretanto, imprecisa.
O que provaremos aqui é que nenhum sistema entre S0.5° e S5, entre E20 e

S5 ou entre K e KW pode ser caracterizado por matrizes finitas. Isso significa
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que teremos, portanto, trés generalizagoes. Para que o leitor possa visualizar a
relacdo de inclusdo entre sistemas normais e ndo-normais, apresentamos a figura

abaixo:

S20 S2 S3 S3.5

Fig. 2.3: Relacao entre sistemas modais normais e ndo-normais

Nossa generalizagdo nao se limita também ao que tem sido chamado de
Logica Modal Cléssica.?® Veremos que o resultado se aplica também as logicas
modais construidas a partir de légicas proposicionais nao-cléssicas.

Aqui cabe uma ressalva: usando a Defini¢cdo 1.2.1 para delimitar quando
uma légica Ly é uma extensao conservativa de uma légica L;, podemos inferir
- com base nos resultados do Capitulo 1 - que alguns sistemas modais de base
proposicional nio-cléssica ndo podem ser caracterizados por matrizes finitas.?*

Suponhamos agora que temos uma légica modal Ly que é uma extensao con-
servativa de uma logica proposicional Ly que, por sua vez, nao é caracterizavel
por matrizes finitas. Mostraremos por absurdo que Ly ndo é caracterizavel por

matrizes finitas.

Teorema 2.2.4: Seja Lo uma extensao conservativa de Ly. Se L ndo pode ser

caracterizada por matrizes finitas, Lo também nao pode.

Demonstracao: Suponha que Ly seja uma extensao conservatida de Ly. Su-
ponha ainda que L; nao seja caracterizado por matrizes finitas, mas existe um
conjunto de matrizes finitas M,, que caracteriza Ly. Considerando o item 1)
da Definicao 1.2.1, tomemos uma férmula « de L; que é também uma férmula
de Ly. Pelo item 8) da mesma definigdo temos que se by, «, entdo Fr, a.
Por hipétese temos M, Fr, a sse F1,, « e terfamos M,, Fr,, a e existiria um

conjunto de matrizes finitas que caracterizaria L, absurdo. |

53 O sentido que adotamos de Logica Modal Classica ndo é o de Segerberg em [Seg71] p. 6. De
acordo com o autor, uma Logica Modal é classica quando preserva (MP) e a regra denominada
Replacement (Reposicdo): a partir de p <> ¢ infere-se Op <+ Og. Aqui, diremos que uma Logica
Modal é classica quando é uma extensao conservativa de PC, ou seja, estende a linguagem
de PC com o operador O e ainda todas as regras e teoremas de PC sio preservados. E nesse
sentido, grosso modo, que poderemos falar em logica modal intuicionista ou paraconsistente,
como usador por [Sim94] e [BS09], respectivamente.

54 Egsa observacio se deve ao prof. W. A. Carnielli, em comunicacio pessoal.
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Como exemplo, vamos mostrar uma aplica¢ao direta do Teorema 2.2.4. O
primeiro sistema modal intuicionista foi proposto por Fitch em 1948.55 Fitch

leva em conta os seguintes axiomas modais:*®

(K1) O(p = q) = (Op = Oq)

(To) p— Op

(No) ~0L
A versdo intuicionista de KT é axiomatizada abaixo:
e IT = IPC U {(K), (T), (K1), (Ty), (No), (Nec)}

Observe que pela Definicdo 1.2.1, IT é uma extensdo conservativa de IPC.%7
Pelo Teorema 1.2.12, sabemos que IPC é incompleto por matrizes finitas. Logo,
pelo Teorema 1.2.1, IT também é incompleto por matrizes finitas.

Outro exemplo é a logica deontica paraconsistente C1P.58 Acrescentemos a
C;: o operador dedntico () em que (Op é interpretado como “p é obrigatorio”.

Definamos ainda uma negacao cléssica do seguinte modo:

~Pp =def 7PN\ Op

O operador deontico é regido pelos axiomas:>?

(©1) Op = q) = (Op = Oq)
(O2) Op = ~O~p
(O3) op = oOp
(NO) + p implica - Op
O sistema C1?” ¢ definido da maneira esperada:

o C1” =C1U{(O1):(O2),(Os), (NO)}

55 De acordo com [Sim94]. O artigo de Fitch em questdo & [Fit48], em que o autor propde um
sistema modal intuicionista de primeira ordem. Tendo em vista que o escopo da Tese é a logica
modal proposicional, restringimos o sistema de Fitch ao seu fragmento modal proposicional.

56 Seguimos a nomenclatura do axioma (K1) encontrado em [BS09] p. 55, do axioma (T%)
em [Che80] p. 16 e do axioma (N¢) em [Che80] p. 71.

57 O nome original do sistema modal intuicionista de primeira ordem de Fitch é M. Seguimos
a nomenclatura de [Sim94] p. 57 denominando IT o framento proposicional de M.

58 Introduzida por da Costa e Carnielli em [dCC86].

59 Os nomes originais dos axiomas foram mantidos, excetuando-se a regra de introducio de
(. Vide nota 26.
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Ora, pelo Teorema 1.2.17 sabemos que C; ndo pode ser caracterizado por ma-
trizes finitas. Pela Definicio 1.2.1, CP ¢ uma extensdo conservativa de Cj.
Finalmente, o Teorema 2.2.4 garante que CP nio pode ser caracterizado por
matrizes finitas.

Finalmente, DmbC ¢ a extensdo dedntica de mbC. Define-se DmbC de

modo andlogo a CP:60
e DmbC = mbC U {1, D2, (NO)}

Pelo Teorema 1.2.24, a logica mbC nao é caracterizavel por matrizes finitas
e sendo Dmbc sua extensao conservativa, pelo Teorema 2.2.4 concluimos que
DmbC nao tem tabelas finitas como seméantica completa.

Eis, portanto, trés exemplo de logicas modais nao-classicas. Muitos outros
podem ser encontrados na literatura.b! A primeira vista, o Teorema 2.2.4 parece
garantir que nenhum desses sistemas sdo caracteriziveis por matrizes finitas.
Se esse fosse realmente o caso, “aprofundar” o Teorema de Dugundji soaria
totalmente indcuo.

Devemos, entretanto, ter cautela. Retomemos os célculos PCI e PC™ da
Subsecao 1.3.3. Podemos obter suas extensoes K monomodais do seguinte

modo:52
e K° =PCIU{(K), (Nec)}
e K> =PCTU{(K), (Nec)}

Na Subsecao 1.3.3, vimos que PCI e PCT podem ser caracterizados por

matrizes de 2 valores de verdade. Pela Figura 2.1 e pela Figura 2.2 podemos

60 A 1ogica Dmbc foi proposta primeiramente em [Con07], com uma axiomética levemente
diferente. O axioma (3 é substuido por:

(O-E) Ola— Laemque Lo =gey (A —a) Aoa

Pela definicdo de ~ nao é dificil verificar que as duas axiomaticas sdo equivalentes.

61 Sobre logica modal paraconsistente, cabe citar: [PACC88], [CL03] e [CP09]. Uma vasta
bibliografia sobre l6gica modal intuicionista pode ser encontrada em [Sim94] p. 41-57. A exis-
téncia de logicas modais ndo-classica no sentido aqui limitado coloca problemas na classicacao
de Susan Haack em [Haa98] p. 28-29. A autora classifica as logicas formais em: classica,
ampliadas, alternativas e indutivas. Por um lado, légicas modais sdo classificadas de acordo
com a autora no grupo das légicas ampliadas, pois estendem a linguagem da légica propo-
sicional classica. Por outro lado, a logica intuicionista e légicas paraconsistentes sao logicas
alternativas, pois apesar de terem a mesma linguagem, restringem axiomas e regras da logi-
cas classica. Logicas modais nao-classicas nao podem ser classicadas nem como alternativas
e tampouco como ampliadas. Nao sdo também logicas indutivas, pois essas enfraquecem a
nocao de consequéncia légica. Por razoes evidentes, logicas modais nao-classicas tampouco
podem ser consideradas classicas, ficando portanto sem classificacao.

62 Originalmente a axiomatica de K> e K2 sio obtidas por meio de PCA, D. Vide Nota
30.
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verificar que K ndo pertence a hierarquia de Lewis, visto que K ¢ S3 e S3 ¢ K.
Nesse caso, faz todo sentido buscarmos generalizar o Teorema de Dugundji para
logicas modais nao-cléssicas.

Observe, entretanto, que o operador ¢ ndo pode ser definido tanto em K-
quanto em K-+, Isso porque a linguagem do primeiro é gerada pelos operadores
0 e —, enquanto a do segundo é gerada pelos mesmos conectivos acrescentando-
se A. Como nao temos o operador de negacao —, nao podemos definir { em
termos de [J e —.

Para que ¢ e O se comportem de modo independente, é preciso considerar

dois axiomas para reger a interacao desses operadores. So eles:%3
(K2) O(pV q) = (OpV 0q)
(K3) (Op = 0g) = O(p — q)

A extensdo bimodal de K-> é definida abaixo:

e KON0 = K>MNU{(K1),(K2),(K3)}

Como, entdo, podemos generalizar o resultado de incompletude de modo a
abarcar sistemas modais ndo-classicos tao distintos? Nossa estratégia consiste
primeiramente em escolher sistemas modais minimais. Por exemplo, a Figura
2.1 garante que K é um desses sistemas minimais. Mas nao podemos desprezar
sistemas modais ndo-normais. Nesse caso, a Figura 2.2 mostra que S0.5° ¢ E2°
sao dois casos minimais dessa classe de sistemas modais.

Do ponto de vista proposicional, escolhemos o célculo implicativo intuicio-
nista ICI como sistema minimo proposicional. Vimos no Capitulo 1 que esse
sistema serve de base para a construcao de logicas positivas, da logica intui-
cinista (e seus fragmentos), de logicas paraconsistentes, paracompletas e da
hierarquia Gsg, ..., G, de Godel. Vimos também no Capitulo 1 quais desses
sistemas podem ser caracterizados por matrizes finitas.

Ha, todavia, uma dificuldade técnica quanto & linguagem dessas logicas.
Sabemos que para sistemas modais nao-classicos, acrescenta-se em geral axiomas
distintos para tratar [J e ¢ de modo independente.

A técnica usada foi modificar ndo os casos minimos, mas os maximos. Tome-

mos uma légica proposicional sem a particula L que estende IPI denominada

63 Esses axiomas podem ser encontrados em [BS09] p. 55 e [Sim94] p. 52. No ultimo caso,
também ¢é acrescentado (N ), visto que L pode ser definido em IPC. Esse ndo é porém o caso
em PCI e PCT.
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L-. A versdo de S5 para essa logica sera denominada S5L-. No caso de existir
uma particula L na linguagem de L=, o caso méaximo sera S5L>>". Assim, para
cada L> e L>'" define-se:

e S5L° =L°> U{(K),(T),(K1),(K2),(K3).(4),(5)}
e S5L>+ =L+t U {(K)7 (T)v (K1)7 (KQ)’ (K3)7 (N0)7 (4)7 (5)}

Visto que (K1),(K2),(K3) e (Ng) sdo teoremas de S5, teremos entdo como
caso limite que S5PC = S5.

Por fim, temos sistemas proposicionais em que nao é possivel definir uma
disjuncao classica, como em ICI e ICA. Nesse caso, uma saida é definir o
operador W como feito na Subsecao 1.2.1 e considerar o axioma:

(K2’) O(pq) — (Opw Oq)

Os célculos S5ICI e S5ICA serdo obtidos de maneira analoga a S5L°,
substituindo (K2) por (K2').

Outra situacdo limite de nossa generalizacdo ¢ KW. Nao conseguimos para
os sistemas entre K e KW uma prova de incompletude sem o operador de
conjuncao. Por outro lado, ndo é necessario uma disjuncao classica com as pro-
priedades do Teorema 1.3.1, basta que se defina a disjuncao W com as condi¢oes
do Teorema 1.3.2.

Teremos, portanto, ICK e PC* como casos proposicionais minimais. Seja
L™ uma légica que estende PC™T. Seja ainda LY uma logica que estende ICK

e em que nao é possivel definir uma disjuncao classica.
o KWL = L U{(K), (K1), (K2),(K3),(W), (4)}
e KWLY =LYU {(K)ﬂ (T)a (Kl)a (K2/)v (K3), (4)a (5)}

E se em KWL™T & possivel definir uma particula L, basta acrescentar o
axioma (Ng). E digno de nota que, como no caso anterior, temos KWPC =
KW.

Modalmente, nossos casos minimais serdo K, E2° e S0.5°. Tomaremos os

sistemas:
e KICK =ICK U {(K), (K1), (K2),(K3),(Nec)}
e E2°ICI = ICIU {(K), (K1), (K2),(K3),(N*)}

e S0.5°ICI = ICIU {(K), (K1), (K2), (K3), (N")}
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Queremos chamar atencdo para o fato de que quando (N’) vale numa logica
modal Ls construida a partir de uma proposicional L, diferente de PC, devemos

comprender a regra como:
(N’) 1, p implica b, Op

E nio aplicada as tautologias de PC.54

Finalmente, feita as devidas ressalvas, provaremos que qualquer légica modal
entre S0.5° and S5 ou entre E2° and S5 cujo fragmento proposicional esteja
entre ICI e PC nao pode ser caracterizado por matrizes finitas. Para isso,

devemos definir duas novas formulas de Dugundji: D!, e D%.

Definigao 2.2.5: Para cada ntimero natural n, a formula de Dugundji adap-

tada D!, é definida do seguinte modo:

D;, Zdef L‘ﬂ(m Y pj)
i#j

em que 1 <¢,j <n+1ep; Y p;abrevia O(p; — p;) ¥ O(p; — pi). O

Definigao 2.2.6: Para cada ntimero natural n, a formula de Dugundji adap-

tada D} é definida do seguinte modo:

D;, Zaes H‘J(pz’ — ;)
i#j

em que 1 <¢,j <n+1ep; —» p; abrevia O(p; = p;) = O(p; — pi)- O

Mostraremos, primeiramente, que se um conjunto de matrizes finitas carac-
teriza algum sistema que é uma extensdo de S0.5°ICI ou E2°ICI, ent3o valida

/ * 3
D;, ou Dy, respectivamente.

Proposigao 2.2.7: Qualquer matriz M com n valores de verdade que carac-
teriza uma extensdo de S0.5°ICI valida D),.

Demontragio: Suponha que exista M com n valores de verdade que carac-

teriza uma extensdo de S0.5°ICI, e seja v uma valoracio em M. Visto que

64 Como argumentado em [CP13], no sistema S0.5° ¢ mais apropriado interpretar [J como
“demonstravel” usando a regra (N’) aplicadas as tautologias de PC. Por outro lado, essa
interpretagao da regra é mais forte que a acima, o que diminuiria a amplitude do nosso
resultado de incompletude.
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em D! temos n valores para n + 1 variaveis, existe i # j de modo que o valor
atribuido por v a p; e p; coincide. Assim, o valor atribuido por v a (p; — p;)
e (p; — p;) também coincide. Mas sabemos que Ficr p — p e por (N') temos
que O(p; — p;) é um teorema de S0.5°ICI e pelo Teorema 1.3.2 (ii) e (M P),
(p; Y p;) € também um teorema de S0.5°ICI. Assim, o valor atribuido por v
a (p; Y p;) (e também (p; Y p;)) é distinguido. Logo, pelo Teorema 1.3.2 (ii)e
(i), o valor atribuido por v a (p; Y pj) Wa e aW (p; Y p;) sdo distinguidos para
cada a, e entdo o valor atribuido por v a formula D/, é distinguido. Portanto, a

matriz M valida a formula D7,. |

Proposigao 2.2.8: Qualquer matriz M com n valores de verdade que carac-

teriza uma extensao de E2°ICI valida D.

Demontragao:

Analoga a demonstracdo da Proposicao 2.2.7, com a unica diferenca de que
Frer (p — p) — (p — p) e por (N*) temos que (p; — p;) € um teorema de
E2°ICI. O resto permance 0 mesmo. [ |

O segundo passo é mostrar que a matrix infinita M, da Proposicao 2.2.2 é
um modelo para S5PC.

Proposigao 2.2.9: A matrix infinita M, € um modelo para S5PC.

Demontragao: Para os axiomas de S5, a prova é analoga a Proposigao 2.2.2.

Os tinicos casos que devemos verificar s40 0s novos axiomas acrescentados a S5.

(K1) v(O(a = B) = (Qa — OB) = A(v(a) Uv(B)) U Vou(a) U Vo(B)

— se Vu(a) = 0, entdo V(o) =Nev(K1l) =N
— se Vu(a) # 0, entdo Vo(a) =N
x se Vo(B) =N, entdo v(K1) =N.

* se Vu(B) #N, entdo v(f) = 0 e daf v(a) Uv(B) = v(a).
logo, A(v(a) Uv(f)) = Av(a) = Vo(a) = Ne v(K1) =N.

(K2) v(0(aV B) = (0 v OB)) = V(v(a) Uv(B)) U vo(a) U Vu(p)
— se Vu(a) =N, entdo v(K2) =N
— se Vo(a) # N, entéo

x se Vo(B) =N, entdo v(K2) = N.

91



2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

x se Vu(f) # N, entdo v(a) = v(8) = 0. Logo,
V((v(e) Uv(B)) =D e v((v(a)Uv(B)) =N = v(K2).
(K3) v((0a — 0pB) = O(a — B)) = vo(a) U Av(B) U A(v(a) Uv(B))

— se v(a) =0, entdo v(a) Uv(B) =Ne Alv(a) Uv(B)) =N

— se v(a) # 0, entdo
x se v(B) #N, entdo Vu(a) U Av(B) =0 e Vo(a) U Av(B) =N
x se v(f) =N, entdo v(a) Uv(f) =Ne A(v(a) Uv(p)) = N.

(No) v(=0L) = vo(l)

— visto que v(L) # N, entdo Vu(L) =0e vv(L)=N. [ |

Podemos finalmente demonstrar nossas duas generalizacoes.

Teorema 2.2.10: Nenhuma légica modal L entre S0.5° e S5 cujo fragmento

proposicional esteja entre ICI e PC pode ser caracterizada por matrizes finitas.

Demonstrag¢ao: Idéntica ao Teorema 2.2.3, substituindo a Proposi¢ao 2.2.1

e Proposicao 2.2.2 pela Proposicao 2.2.7 e Proposicao 2.2.9. |

Teorema 2.2.11: Nenhuma légica modal L entre E2° e S5 cujo fragmento

proposicional esteja entre ICI e PC pode ser caracterizado por matrizes finitas.

Demonstragio: Considere a férmula adaptada de Dugundji D} da Definicao
2.2.6 e suponha que M é uma matriz de n valores de verdade que caracteriza
L. Observe que pela Proposi¢ao 2.2.8 M valida D}:.

Considere agora a matriz My, da Proposi¢aon 2.2.9 e a valoragdo v da

Proposicao 2.2.3. Desse modo, temos:

v(p=<q)=APUP)UA(QUP)=ANUAQ)=0Ud=0.

O resto da prova é idéntica ao Teorema 2.2.3. |

Para visualizarmos melhor nossas duas primeiras generalizacoes do Teorema
de Dugundji, divideremos nossa analise em dois grandes grupos (como fizemos
na Subsecdo 2.2.2): os sistemas normais e ndo-normais.

Tratemos, primeiramente, dos sistemas ndo-normais. Além dos sistemas
dispostos na Figura 2.2, outros sistemas foram levado em conta, tais como as
hierarquias de Lemmon D2-D5, E2-E5 e o sistema S0.9.%

65 Como j4 citado na Nota 22, esses sistemas foram apresentados em [Lem57].
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e D2 =PCU({(K),(D),(N")}

e E4=E2U (4)

e E5=E2U (4)

Para os sistemas D3, D4 e D5 é necessario, entretanto, certa cautela. Lem-
mon deseja que na hieraquia dos D-sistemas valha a mesma relacao de inclusao
dos E-sistemas. Sabemos, entretanto, que o sistema E3 é uma extensao de E2

porque em ambos os sistemas temos o axioma (7). Por meio de (K'), (T') e Si-

logismo Hipotético, obtemos em E3 o axioma (K) como teorema. Para garantir

a mesma derivacdo em D3, Lemmon formula a regra abaixo:%¢

(NP) se a é totalmente modalizada, entdo - Do — «

O autor diz que uma féormula é totalmente modalizada quando todas as
varidveis proposicionais de « estdao dentro do escopo de um operador modal.
Por exemplo, Up — ¢ nao é uma férmula totalmente modalizada, enquanto
Op — Qg tem todas as varidveis proposicionais dentro do escopo de e { e é,

por isso, totalmente modalizada. A regra acima nos permite entdo inferir:
FO(p — 0g) — (Op — Og) mas ndo +O(0p — q) — (Op — q)

Lemmon constréi, entao, os demais D-sistemas do seguinte modo:

e D3 =PCU{(K'),(D),(NP)}

e D4=D2U{(NP),(4)}

e D5 =D2U{(NP),(5)}

Por fim, para o sistema S0.9 devemos considerar mais uma regra modal:%”
(N**) F p <> ¢ implica - Op =< Og

Finalmente, define-se o sistema S0.9 abaixo:

e S0.9 = PCU{(K),(K"),(T)}

Estamos aptos a construir o seguinte grafico de inclusdo para mostrar o
escopo de nossa generaliza¢ido para sistemas modais ndo-normais. Observe que
a area tracejada diz respeito ao sistemas que j& haviam sido contemplados no

resultado original de Dugundji.

66 O nome original da regra é (D), mas para ndo confundirmos com o axioma (D), escolhemos
(NP). Conferir [Lem57].
67 Originalmente, (N**) & (b"). Buscamos uma notagdo coerente com o resto da Tese.
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'S5 E5 D5
1 I !
184 E4 D4
| se
1S3 | E3 D3 E3°
s
332 E2 D2 E2°
1 \820
S1
S10
S0.9
|
S0.5

\ S0.5°

Fig. 2.4: Sistemas modais ndo-normais incompletos por matrizes finitas

Embora nossa generalizacao englobe muitos outros sistemas que nao foram
previstos pelo resultado de Dugundji, o resultado aqui apresentado esté longe de
dar conta de todos os sistemas modais ndo-normais. Ficaram de fora de nossa
generalizacdo os seguintes sistemas da Figura 2.2: S3.5, E6, E6°, S6, E7, ET°,
S7, Et, S8 e §9.58

Para esses sistemas ndo conseguimos encontrar uma matriz M, de infinitos
valores de verdade que fosse modelo para os casos limites (como S9 e ET) e, ao
mesmo tempo, uma valoracao dessa matriz que invalidasse todas as instancias da
formula de Dugundji ou de certa adaptacgao da férmula original. Fica, portanto,

em aberto o problema de determinar quais desses sistemas sao caracterizaveis

68 Acreditamos, por outr lado, que nossa generalizacio pode abarcar sistemas ainda mais
fracos que E2°, bastando restringir a regra (N*) as tautologias de PC. Sobre esses sistemas,
vide [Mor07].
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por matrizes finitas.

A situacdo é mais favoravel para sistemas normais. Visto que o sistema K é
uma extensdo de S0.5°, temos como corolario do Teorema 2.2.10 que nenhum
sistema entre K e S5 pode ser caracterizado por matrizes finitas. Ainda que de
grande alcance, esse corolario nao engloba todos os sistemas modais normais.
Vimos na Subsecdo 2.2.2 que os sistemas modais ndo-Lewis sdo normais nao
estdo na hierarquia de Lewis. Além disso, a Figura 2.1 garante que esses sistemas
tampouco estao entre K e S5.

Outra familia ndo englobada pelo Teorema 2.2.10 e Teorema 2.2.11 sdo as
familias da vizinhanga de KW. Vimos que em KW nao temos nem o axioma
(T') e tampouco (D), apesar de termos (4). Pelo grafico Figura 2.1 sabemos
que os sistemas VB, MV, KH, KW, K4.2W e K4.3W também estao fora do
espectro K-S5. Trataremos desses sistemas primeiramente e nos ocuparemos
dos sistemas nao-Lewis na proxima subsegao.

Assim como no caso dos sistemas normais ndo-normais, ndo conseguimos em
nossa generalizacao para légicas normais modais a amplitude de inicio desejada.
Excluimos de nosso caso limite os sistemas K4.2W e K4.3W, deixando mais
uma vez em aberto saber se esses sistemas tém uma semantica matricial finita
completa. Concentraremos nossos esforcos na hierarqua K — KW.

Encontrar uma féormula adaptada de Dugundji ndo é o suficiente para obter
o resultado de imcompletude. Visto que KW nao é um subsistema de S5,
a matriz M, da Proposicao 2.2.2 nao serd um modelo para KW. Gragas as
algebras de Magari podemos encontrar uma matriz M’ de infinitos valores de
verdade que ¢ modelo de KW.%?, Mas KW ¢ uma extensdo de K, de modo
que nao é dificil ver que qualquer matriz de finitos valores que caracterize KW,
valida todas as instancias da férmula original de Dugundji. Coube, entretanto,
encontrar uma valoracdo em M/ que invalidasse a cada (D,). Esse serd o
ponto capcioso de nosso argumento.

Queremos relembrar que no axioma (W) ocorre o operador de implicagao
e de conjuncao, de modo que nosso caso minimal serd ICK em vez de ICI.
Temos que provar Fkick O(p A ¢) — (Op A Og) para prosseguirmos em nossa

demonstracao.

69 O artigo referido de Magari & [Mag75].

95



2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas
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13.
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15.
16.
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21.

O Ag) — Op
O(pAq) — Oq
O(pAq)

Up

Ug

Op — (Og — (Op A Og))

Og — (Op A Og)

Op A Og

O(pAg) — Op,0O(pAg) — Og

O(p A q) Fxiex Op AOq

Fkick (O(pAq) — Op) —

(BAq) —0Oqg) — (B(pAg) — (UpAUg)))
(pNg)—p

O((pAq) = p)

O(pAg) = p) — (B Ag) — Op)

O(pAg) — Op

(PAg) —q

O((pAq) — q)

O(pAa) = q) = (BpAg) — Dg)

O(pAg) — Og

(B Aq) —Og) — (B(pAq) — (OpAlyg))
O(pAgq) — (OpAOq)

[Hip.|
[Hip.|
[Hip.]
[(MP) em 1. e 3/]
[(MP) em 2. e 3/]

em 4. e 6.]
em 5. e 7.]

[(MP) em 12. e 13.]
[Ax5]

[(Nec) em 15.]

|(K)]

(MP) em 16. e 17.]
(MP) em 10. e 14.]
(

MP) em 18. e 19.]
|

Feitas as devidas observacgoes, definiremos a férmula de Dugundji com o

operador ¥ e provaremos uma proposicao analoga & Proposicao 2.2.1

Definigao 2.2.12: Para cada ntumero natural n, a formula de Dugundji adap-

tada D! é definida do seguinte modo:

Dy, Zaef Lﬂ(pz‘ = pj)
i#]

Em que 1 <1i,j5 <n+1ep; <p; abrevia (p; 3p;) A (p; 3 pi). O

Proposigao 2.2.13: Qualquer matriz M com n valores de verdade que carac-

teriza uma extensao de KICK valida D,,.

Demontragio: Analoga & Proposicdo 2.2.1, devendo ressalvar que temos

Ficx pi — pi viso que ICI C ICK e Fick pi — (pi A pi) por (Axd). Assim,

96



2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

por (Nec) temos que O(p; <> p;) € um teorema de KICI. Além disso, Fkick
O(p A q) — (Op A Og), logo por (MP) temos Fkick p: =< pi- O resto do

argumento permanece idéntico. |

Antes de apresentarmos uma nova matriz infinita que ¢ um modelo para
KWPC, queremos chamar atenc¢io para uma defini¢do em Teoria dos Conjun-
tos. Sabemos que todo conjunto pode ser finito ou infinito. H4&, entretanto,
outra denominacdo. Além de finito ou infinito, um conjunto pode ser cofinito.
Cofinito é um conjunto cujo complemento é finito. Por exemplo, se N é 0 nosso
dominio, entdo o conjunto dos nimeros pares ¢ infinito, mas nao é cofinito, visto
que seu complemento é o conjunto dos niimeros impares, que, por sua vez, tam-
bém é infinito. J& o conjunto dos nimeros naturais excetuando o zero é infinito
e cofinito, pois seu complemento é o conjunto finito cujo dnico elemento é o
zero. Veremos na proposi¢ao abaixo como essa no¢ao seré aplicada para definir

uma matriz infinita que é modelo para KW.

Proposicao 2.2.14: Existe uma matriz infinita M’  que é um modelo de
KWPC.

Defina a seguinte matriz M/
o M = p(N)
e D= p(N)

e O = {U,N,—, X}, em que U,N e — sdo operagdes Booleanas, enquanto

define-se X como:"°

=X — p(N) se X é cofinito
{0}  caso contrario

Considere valoragoes em M’ como fungdes v que associam cada formula de

KWPC a um elemento de p(N) do seguinte modo:

e v(-a) = v(@);

* v(a = ) =v(a)Uv(B);

e v(0a) = K(v(a)).

70 A fungdo que calcula X foi inspirado em [Mag75], como exemplo de operador modal para
algebras diagonizaveis.
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Veremos que todos os axiomas e regras modais de KWPC sao vélidos em M/ _.

Para os axiomas e regras proposicionais, a prova ¢ andloga a Proposicao 2.2.2.

(K) v(K) = B(v(a) Uv(B)) U (Bu(a) URu(B))

— se v(p) é cofinito, entdo Kv(B) = p(N) e dai v(K) = p(N).

— se v(B) ndo é cofinito, entdo Xuv(3) = {0}.
% se v(a) nio é cofinito, entdo Muv(a) = {@#}. Temos entdo que
No(a) = {0} e Muv(a) UKuv(B) = p(N). Portanto, v(K) = p(N).

x se v(a) é cofinito, entdo v(«) é finito. Dai, v(a) U v(8) nao é

cofinito, M(v(a) Uv(B)) = {B} e K(v(a) Uv(B)) = {}. Portanto
u(K) = {0} U (Bu(a) U {0}) = p(N).

(K1) v(K1) = (Rv(a) UR(S)) U (Ro(a) URu(B))

{0}

x se v(f) é cofinito, entdo v(3) é finito e v(S) nao é cofinito. Logo,
Xov(B) = {0} e Ku(B) = {#}. Assim, Rv(a) UKv(B) = {0} U {0}
e v(K1) = p(N).

* se v(B) nao é cofinito, entdo Kv(B) = {0}. Assim, Kv(a) U

v (8) = {0} e Kv(a) UR(B) = {0}

— se v(a) é cofinito, entdo Muv(a) = p(N) e Kuv(a) = 0. Além disso,
v(a) € finito. Logo, v(«) ndo é cofinito e Kv(a) =

- se v(f) ndo é cofinito, entdo Rv(B) = {0} e B) = {0}.
Assim, Kv(a) URu(B) = {0} U {#} = p(N ) portanto
v(K1) = p(N).

- se v(f) é cofinito, entio Kv(B) = p(N) e Kv(8) = (. Dai

Ro(o) UR(B) = {0}. e v(K1) = {0} U {0}
— se v(a) ndo é cofinito, entdo Mv(a) = {0} e Kv(a) = {0}

* se v(a) é cofinito, entdo Mv(a) =N e U(Kl) N.

* se v(a) ndo é cofinito, entdo Xuv

/\

a) =
- se v(f3) & cofinito, entio v() é finito e v(3) ndo é cofinito. Dai
Xuv(B) = {0} e entdo Xuv(B3) = { v(a)
e portanto v(K1) = N.

- se v(f) ndo é cofinito, entdo Kv(B) = {0} e Kv(B) = {0}.

Logo Kv(a) UKu(8) = {0} U {0} = p(N) e v(K1) = p(N).

(K2) v(K2) =N(v(e) Uv(B)) U (Kv(a) URu(B))
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— se v(a) é cofinito, entdo v(a) Uv(B) é cofinito, v(a) Uwv(B) é finito e
v(a) Uv(B) nio é cofinito. Dai X(v(a)Uwv(B8)) = {#}. Além disso,
temos que v(a) é finito, o que implica que Mv(a) = Ro(a)
{0}. Portanto v(K2) = {0} U ({0} UR(B)) = p(N).

— se v(«) ndo é cofinito, entao

{0} e Rv(a) =

* se v(B) é cofinito, entdo v(a) U v(B) é cofinito e v(a) Uv(B) é
finito. Assim, v(a) U wv(B) nio é cofinito e ®(v(a) Uv(B)) = {0}.
Mas v(f) ¢é finito, entdo Xuv(3) = {0} e Kv(B) = {#}. Portanto

o(K2) = B} U (oa) U {0}) = p(N).
* se v(f) nao é cofinito, entao
- se v(B) é cofinito, entdo v(B) é finito. Dai v(a) U v(B) é
finito e v(a) Uv(B) é cofinito. Logo B(v(a)Uv()) = p(N
e v(K2) = p(N).
- se v(f) nao é cofinito, entao Xuv(B) = {0}
Xov(B) = {#}.Por um lado, se v(a)Uv(B)
(v

e dai temos que

}
) é cofinito, entdo
K(v(a) Uv(B)) = p(N) e dai v(K2) p(N). Por outro,
se v(a) Uv(B) ndo é cofinito, entdo M(v(a)Uv(B) = {0} e
portanto v(K2) = {0} U (Mv(a) U {#}) = p(N).

(K3) v(K3) = (Mu(a) UBu(8)) UB(v(a) Uv(B))

— se v(a) é cofinito, entdo v(a) U v(B) também é cofinito. Portanto
M(v(e) Uv(B)) = p(N) e v(K3) = p(N).

— se v(«) ndo é cofinito, entao

<

* se v(f) é cofinito, entdo v(a) Uv(f) também é cofinito. Portanto
M(v(a) Uv(B)) = p(N) e v(K2) = p(N).
x se v(f) ndo é cofinito, entdo
- se v(a) Uv(B) é cofinito, entdo M(v(a) Uv(B)) = p(N) e
v(K2) = p(N)
- se v(a) Uwv(B) ndo é cofinito, entdo X(v(a) Uv(B)) = {0}
Mas v(a) e v(B) ndo sdo cofinitos, dai temos que Xv(a) =
Ko (s )j {0} e Mv(a) URu(B) = {0}. Portanto v(K2) =
{0} U {0} = ().

(4) v(4) = Bu(a) URNu(a)

— se v(a) é cofinito, entdo Mv(a) = p(N). Mas p(N) é cofinito, dai
temos que XXuv(a) = p(N) e v(4) = p(N).
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— se v(a) nio é cofinito, dai Mv(a) = {@}. Mas {#} também é cofinito,
entdo KXv(a) = p(N) e v(4) = p(N).

(W) v(W) = R(K(v(a) Uv(er) URu(a)

— se v(«) é cofinito, entdo Xv(a) = p(N) e v(W) = p(N).
— se v(a) ndo é cofinito, entio Mv(a) = {@}. Dai Kv(a) = {0} e

entdo Xv(a) Uv(a) nio é cofinito. Assim, K(Xv(a) Uv(a)) = {0} e

K(Kv(a) Uv(a)) = {0}. Portanto v(W) = {0} U {0} = p(N).

)
Finalmente, se v(a) = p(N), entdo v(«) é cofinito e Kv(a) = p(N). Dai, conclui-
se que M/ preserva (Nec) e todos os axiomas de KWPC.

Teorema 2.2.15: Nenhuma légica modal L entre K e KW cujo fragmento

proposicional esteja entre IPK e PC pode ser caracterizada por matrizes finitas.

Demonstragao: Dado n > 1, considere a formula de Dugundji D! e a matriz
M’ da Proposicao 2.2.14. Seja v uma valoracdo em M/ que associa a cada

variavel proposicional p; (para 1 <i < n+ 1) o conjunto
Xi=p({x : 2=(n+1)xk+ (i — 1) para algum k € N}).

Seja 1l <i,j < n+1demodo quei # j. Assim, X;NX; = 0 e entdo X;UX; = X;
de modo que X; nio é cofinito. Analogamente, EUXZ- = YJ e Yj também nao

é cofinito. Dai, conclui-se:

R(X; UX;) NR(X; UX;) = RKX; NRX; = {0} n {0} = {0}

e entdo v atribui a D o valor nao-distinguido {0}.

Suponha agora que existe uma matriz de n-valores M/, que caracteriza uma
logica L entre KIPK e KWPC. Assim, pela Proposigao 2.2.8, a formula D!/
seria um teorema de L e também um teorema de KW. Mas entao, pela Propo-
si¢do 2.2.14, D! receberia o valor distinguido p(N) por meio da valoragio v em
M., contradigdo. [ |

As generalizagoes do Teorema de Dugundji por meio do Teorema 2.2.10 e
do Teorema 2.2.11 abarcam uma grande parte dos sistemas normais modais da
Figura 2.1. Assim como foi feito para os sistemas ndo-normais, mostraremos
um novo grafico de inclusdo de sistemas normais modais que ndo podem ser
caracterizados por matrizes finitas, em que mais uma vez a area tracejada indica

os dominios originais do Teorema de Dugundji.
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I S5

| S4.9

! | ! KBE

. S4.4

SR

' S$4.3.1 !

o KE

| S4.3

| l l BSeg

! ! K4.3Z

K4.2Z KW

| | B /

KD4 K4Z KH

MV
D KDB — KB K4 VB
K

Fig. 2.5: Sistemas modais normais incompletos por matrizes finitas

Mais uma vez nossa generalizagdo nao é definiva. Comparando com a Figura
2.1, duas extensoes de KW nao foram consideradas, a saber, K4.2W ¢ K4.3W.
Além disso, estd aberta a questdo de saber se ha algum sistema entre KW e
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Ver que pode ser caracterizado por matrizes finitas.

Tampouco sabemos a possibilidade de usar semantica matricial finita para
sistemas entre KBE e T.. Por outro lado, ha certos resultados concernentes
aos sistemas entre S5 e Triv que vereremos na proxima secdo. Resultados da
mesma natureza sobre os sistemas nao-Lewis (a saber, K1, K1.1 K1.2, K2,

K2.1, K3 e K3.1) serdo também abordados na se¢ao seguinte.

2.3 Completude modal por matrizes finitas

Veremos nessa secao resultados diametralmente opostos ao Teorema de Du-
gundji, a saber, quais logicas modais sdo caracterizadas por matrizes finitas.

Na primeira subsecao, estudamos a hieraquia L5 ... L, de Lukasiewicz. Ve-
remos em que sentido essas logicas multivaloradas podem ser compreendidas
como modais e quais sdo as propriedades de O e ¢ nessa hierarquia. Veremos
que, na verdade, ha dois modos de definir esses operadores e que suas proprie-
dades sao distintas dependendo da maneira como sao definidos.

Tendo em vista que as logicas de fL.ukasiewicz nao sao extensoes conservativas
de PC (e tampouco estao entre ICI e PC), veremos um caso de logica modal
tetravalente que pode ser vista como uma extensao de PC, e nesse sentido, uma
logica modal classica caracterizada por matrizes. Esse é o tema da segunda
subsecao.

Por outro lado, nenhuma dessas légicas modais mutivaloradas podem ser
consideradas l6gicas modais normais: as primeiras por nao serem cléssicas, e as
segundas por nao validarem a regra (Nec). Caberd & terceira subsegdo mostrar
dois teoremas de completude por matrizes finitas para certos sistemas modais

normais.

2.3.1 Operadores modais na hierarquia i3 ... L,

Retomemos a Subsecao 2.1 e analisemos as matrizes de 3. Seria L3 de fato
uma logica modal? Quais sao as exigéncias minimas de necessdrio e possivel
para que sejam considerados operadores modais unérios (e ndo simplesmente
um operador de negagio ou de consisténcia?)

E sabido que os medievais contribuiram muito para o avanco da légica modal
e o filosofo francés do século XII Pedro Abelardo (Petrus Abelardus) foi um

grande colaborar nesse campo.” Segundo Abelardo, “o verdadeiro antecede o

71 Sobre a contribuicio de Abelardo 4 logica modal, conferir [KK68] p. 204.
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que é possivel, segue-se o verdadeiro do que é necessario; o falso porém apenas se
segue do impossivel”™2. A principio, E3 seria uma légica adequada para formular

as condi¢oes modais de Abelardo, visto que:
eFp—30p
e -0p—p
o =0p—=-p

Fukasiewicz ainda argumenta que sua logica trivalorada satisfaz as quatro
condicoes a seguir:

(i) o “quadrado modal” de oposi¢des;

(ii) “infere-se da necessidade para o que ¢’ e o seu dual “do que ¢é infere-se para
o possivel”;

(iii) “qualquer coisa quando &, é necessario”;

73

(iv) “para algum p, é possivel p e é possivel ndo p

A condigao (i) pode ser formalizada como Op 4+ —=0-p e Op "+ —O-p.
A condigdo (ii) vai de encontro com a afirmacdo de Abelardo e a condigdo
(iv) é formalizada em primeira ordem. J& o requisito (iii), mais polémico, foi
interpretado por Lukasiewicz como equivalente a formula p — (p — Op).

Os axiomas para k3 foram elegantemente apresentados por Wajsberg do

seguinte modo:

(W1) p—(q—p)

(W2) (p—q) = (g—=7) = (p—r)
(W3) (=p = —q) = (p = q)

(Wa) ((p—-p) > p) —p

Por meio desses axiomas, verifica-se que:

G, P I"¢ b3 e ks € G, P I

72 “yerum antecedit quidem ad possibile, sequitur vero ad necessarium; falsum autem ad

impossibile tantum sequitur” Abelardo, P. Dialectia, p. 204. Apud [KK68].

73 «(i) the ‘modal square’ of oppositions; (ii) ‘Ab oportere ad esse valet consequentia’, and
its dual ‘Ab esse ad posse valet consequentia’; (iii) ‘Unumquodque, quando est, oportet esse’;
(iv) ‘For some p, it is possible that p and it is possible that not-p”’. Vide [Min02] e [Luk53].
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Vimos na Subsegdo 2.1, que ICI ¢ E3, o que implica em particular que
Gn € L3, P™ ¢ L3 e I™ ¢ B3 para n natural, visto que nas trés hierarquias
temos (Az2) que, por sua vez, ndo é teorema em k3. Por outro lado, B3 ¢ Gy,.
De fato, se v(p) = 1 e v(q) = n temos em cada G, que v(—p) = v(—q) = n,
o que implica por um lado v(p — ¢) = 2 e por outro v(-p — —¢q) = 1. Logo
v(W3) = 2, que nao é designado. Também podemos mostrar que L3 ¢ P I™.
Para tanto, basta tomar v(p) = T e v(q) = F. Em ambas hierarquias teremos
v(-p) = F, v(~q) = T, o que implica v(—-p — —¢) = T mas v(p — ¢q) = F.
Portanto v(W3) = F, que nao é designado nas duas hierarquias.

Se o Teorema, 1.2.2 vale nessas trés hierarquias, é facil ver que o mesmo nao

vale em B3. TomeI' = (), v = pe 8 = Op. E evidente que p = Op mas ¥ p — Op.

Por outro lado, em L3 vale o seguinte Metateorema Modal da Deducdo:™

Teorema 2.3.1 (Metateorema Modal da Dedugao (MMD)):
(i) TakEpsseI'FOa — B

I''xaFEpB ssel'Fxa— 0
I'-xakE B ssel'F-xa—p

(ii) Para x € {{J,0} : {

Demonstragao:

(i) e seI',0ak g, entao
—sev(a)=1ewv(B) =1, entdo v(Oa)=1ev(da— ) =1
— se v(a) #1, entao v(Ha) =0 e v(0Da — B) =1
Logo, ' EDa —
e se I',a ¥ 3, entao
— v(@a) =1ev(B) # 1. Assim, v(Oa — B) # 1.
Logo, ' ¥ Da —

(i) e se I', xa F (3, entao
—sev(xa)=1ewv(B) =1, entdo v(xa — ) =1
— se v(x*a) # 1, entdo v(xa) =0 e v(xa — ) =1
Logo, ' F %xa — (8
e se I', xa £ (3, entdo

— v(xa)=1ev(f) # 1. Assim v(xa — ) #1

7 Uma prova sintatica do teorema abaixo para B3 pode ser encontrado em [Min02].
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Logo, I' ¥ xa — |

Vimos na Subsegao 2.1 que sio teoremas de k3 os axiomas (K),(T),(4) e (5).
Além disso, a regra (Nec) preserva o valor designado 1. Nao é dificil verificar

que (D) e (F) também sdo teoremas de Lj:

O]~ ]or] [Olop] =]

|

e E=N =]

Também cabe notar que (N') preserva a validade em L5, visto que se v(a —
B) = 1, entéo para que v(a) # v(Oa) e v(B) # v(0B) teriamos v(a) = v(B) = 1.
Nesse caso v(da) = v(OB) = 0 e dai v(HOa — OF) = 1.

FLukasiewicz ndo propds uma tnica légica multivalorada, mas uma hierarquia

L; ... L, cujafuncio de valoracio para cada logica respeita a definicio abaixo:™

Definigao 2.3.2: Seja M,, o conjunto de matrizes cujos valores-verdade para

cada ¥, para n natural é dado pelo conjunto:

M:{ ! :ogign—l}
n—1

Em que 1 é sempre o tnico valor designado. Sejam « e 8 formulas proposicionais.

A funcdo de valoracdo v é calculada do seguinte modo para cada operador:

v(ma) = 1—-v(a)
v(@AB) = min{v(a),v(B)}
v(aVvB) = max{v(a),v(8)} O

Pela definicdo acima, podemos conferir que:
ICI¢ L&,

9

Tomemos v(p) = 1, v(r) = 0 e v(q) = em que 0 < —

n—1 nil<1ei>%71'
Dai v(p = ¢) =min{l,1 -1+ -} = ‘s ev(p—r) =min{l,1 -1+ 0} =0.

Por outro lado v(q — ) = min{1,1 — 4= 40} = 1—

n—1

7. Conclui-se entao que

n—

75 Tal defingdo foi retirada de [CDM95] p. 8 e p. 13.
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v(p = (¢ = 7)) =min{l,1 -1+ -} = - Além disso, temos que v((p —

n—1 n—1"
(g =) = (p—r) =min{l,1 - 5 +0} =1— ;. Visto que i > 271,
temos que —= > 7. Assim, 1 — — < ze2(l--9)< 1 Temos portanto
que v(A22) = min{l,1 — 5 +1 - 5} = min{1,2(1 — *5)} = 2(1 — *5),

que nao é um valor designado.
Feita a ressalva acima, retomemos os operadores [ e { como definido em

L.5. As fungoes abaixo calculam para cada ¥, os valores de ¢ e O
v(Qa) = min{1, 2v()}

v(0a) =1 — min{1,2(1 — v(a))}

Teremos, desse modo as seguintes tabelas para ¢ e 0 em F:

»[or] [»]Op]
010 01 0
3 3o
IAEE
111 111

Parece ser legitimo perguntar se teriamos para toda a hierarquia as mes-
mas propriedades de O e ¢. Particularmente para L4, temos que (D), (T) e

(B) recebem sempre o valor designado 1, o que podemos conferir pelas tabelas

abaixo:
el fon] [Be]ole] [p]-]O] 0]
0 1] o0 O | 1o} |of1]o0]o0
o o 3] [o o |IE] B |a]e
11 Tl 2|3 1]1]1
1|11 Ll rff1| f1f1|1]1

Ja a tabela de (K) tem 16 linhas e também recebe sempre o valor designado
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olel-lof-[op]-[0))
Ljof1]of1f 0o |10
Ljof1 51| 0 |1]0
Ljof1]|2)1f o 1| %
Ljof1|1j1|fo 1|1
1321010 |1]o0
Lig|1]s1f o ]1]o0
Lig|1]2)1f o ]1| 3
Lig (1|11 f o |11
o[ 3 ot F T2 0
SEIEIFI B ENEI
121201 5 |1 3
L2111 5 [1]1
of1f(ojof1] 1 |[0]| O
0|1 |5 |3 1] 1]0] O
s|LIs st 153
O I O B R A

Por outro lado, (4), (E) e (5) ndo o sdo. Para invalidar (4) e (E), basta

tomar v(p) = 2, enquanto (5) ¢ invalidado quando v(p) = 3.

Nao é dificil verificar que o Teorema 2.3.1 ndo é o caso em k4. Se tomarmos
v(p) = 3 e v(q) = 2, temos que Op F ¢ mas v(Op — ¢q) = 2 o que nos
forga concluir que ¥ Op — ¢, invalidando o item (i). Para o item (ii) em que
% = O consideremos v(p) = % enquanto v(g) = 0, desse modo Op F ¢ mas
v(0p — ¢q) = 2. Por fim, para % = ¢ , tome v(p) = 2 e v(q) = %, teremos
F Op — g mas v(Op — q) = 2.

Para definirmos os operadores ) e [0 em £, de modo a manter as proprieda-
des modais de L3 devemos considerar uma nova definicdo.”® Para evitar maiores
confusoes, denotaremos ¢4 e [14 0s novos operadores modais de ¥.4. Definiremos

ambos os conectivos por meio de = e — do seguinte modo:

Qap Zdey =0 — (p — p) e Lup =gey =Oa—p

76 Essa ndo é a defini¢do fornecida por Lukasiewicz em [Euk53]. Para toda a hierarquia, Op
¢é definido como equivalente a —p — p enquanto Up é 0 mesmo que —)—p.
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As duas defini¢oes acima implicam nas tabelas abaixo:

’p\<>4p\ ’p\Dw\
0] 0 0 0
i1 31 0
sl 1] |5] 0
1|1 1|1

Nao é evidente saber se podemos definir matrizes para operadores modais ¢,,
e O, em cada L, por meio dos operadoroes primitivos = e — de modo natural

com o seguinte calculo:

1 sev(a)=1
o(Tha) = (@) =1
0 caso contrario
0 sev(ia)=0
0(0na) = () =0
1 caso contrério
Diferentemente de PC, as logicas L3 ... k&, ndo sao funcionalmente com-

pletas. Isso significa que dado um dos valores de verdade do conjunto M da
Definicdo 2.3.2, nada garante que podemos definir as funcdes acima.””

Por meio de algumas defini¢cdes auxiliares podemos mostrar que essas duas
fungoes sao definiveis em termos de — e —. Consideremos, primeiramente, um

novo operador @ definido abaixo:™®

PBY=der D¢

Usamos, em seguida, uma notagdo para o nimero de ocorréncias do operador
—

Definicao 2.3.3: Para todo nimero natural k e elementos z e y de M:
(i) =0y Zaer vy

(i) & —=ps1 Y =def & — ( =5 Y) O

77 Para provar que a hierarquia ndo é funcionalmente completa, basta tomar em B3 um
operador 7 de modo que v(Tp) sempre retorna o valor % Para uma argumentacao mais
detalhada, vide [Res69] p. 64.

78 As definicdes abaixo e as observacdes foram retiradas de [CDM95].
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Por fim, langaremos mao da seguinte observagao:
Nota 2.3.4: Para todo numero natural k e elementos x e y de M:
1. 2@y =min(l,z X y)

2. wz—opzr=(k+1) D= O

Definamos em cada L, os conectivos ¢, e ,,. Veremos que para cada O,

respeitar a operacao acima, basta considerar
OnD Zdef 7P —n—2P
Dado um valor v(p) em M, temos:
v(=p =n—2 p) = min(, ((n — 2) + Du(p)) = min(1, (n — 1)v(p))

E importante ressaltar que para nossos propositos n > 3. Se v(p) = 0, entdo
v(Op) = min(1, (n — 1)0) = 0. Se v(p) = 1, evidentemente v(Op) = min(1, (n —
2)1) = 1. Por fim, para o caso em que 0 < v(p) < 1, teremos v(Op) = min(1, (n—

)
n—1

1)v(p)) . Mas pela Definicdo 2.3.2 sabemos que v(p) = para0 <i<n-—L1

Assim, concluimos que

n—1

v(Op) = min(1, (n — 1)v(p)) = min (1, (n—l)z) =1
O raciocinio para 0J,, é analogo. Dados n e k como acima definidos, considere:
Onp Zdey =On—p
Definindo-se [J,, por meio de ¢,, e =, pode-se inferir a igualdade:
o(@p) = 1 — min(L, (k + 1)(1 — v(p))) = 1 — min(1, (n — 1)(1 — v(p))

Se v(p) = 1, entdo v(d,p) =1 — min(1, (n —2)0) =1 — 0 = 1. Caso contréario,

— para 0 <4 <n — 1. Daf infere-se

0 < v(p) < 1. Mas sabemos que v(p) =

que:

v(0pp) = 1 —min(1, (n — 1)v(p)) = 1 — min (1, 1- W) =1-1=0
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O que mostra que as fungoes de valoracao para O,, e ¢, podem ser definidas da
maneira que esperavamos na hierarquia kg, ..., f,.

Estamos agora aptos a mostrar que os axiomas de S5 e o Metateorema
Modal da Deducao valem em toda hierarquia de F.ukasiewicz para esses novos

conectivos modais.

Teorema 2.3.5: Seja n > 3 um numero natural. Para cada n considere as

matrizes da Defini¢ao 2.3.2. Sejam [J,, e ¢,, operadores modais definidos abaixo:

Onp =def P —7n-2Dp¢€ an =def _‘<>n_‘p

Cada logica L., valida os seguintes teoremas e metateoremas:
(i) OnaE-0O,—a e -0,~aF Opa
(i) & On(p = ¢) = (Hap = Ong)
(iii) EOpp — Onp
(iv) EQup —p
(v) Ep— Qup
(vi) F=0np — —p
(vii) FOn0np — p
(viii) Ep — 0,0.p
(ix) EOnp — 0,0np
(x) Fp— (p— Unp)
(xi) T,aEBsse T EO,a — 8

I''sxaEpB ssel'Exa—f
I'—-xak g ssel'F-xa—p

(xii) Para x € {{J,, 0n} : {

Demonstragao:

(i) e se v(Opa) = 1, entdo v(a) # 0 e v(—a) # 1. Dai v(O-a) = 0 e
portanto v(—0O-a) = 1.
e se v(-0,-a) = 1, entdo v(d,—a) = 0. Dai v(-a) # 1 e entdo

v(a) # 0. Temos portanto que v(Qna) = 1.
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(i) °

(v) o
(vi) °
(vii) o
(viii) )
(ix) .

Se v(p) # 1, entdo v(O,p) = 0. Dai temos que v(Opp — O,q) =
min(1,1 — 0 + v(d,q)) = 1. Podemos concluir entdao que v(K) =
min(1,1 —v(d,(p = ¢))+1) =1

Se v(p) = 1, entao

— se v(q) = 1, entao v(d,p) = 1. Dai se segue v(O,p — O,q) =
mm(l7 1—1+1) = 1. Pelas mesmas razoes acima temos que
v(K) =
— se v(q) # 1, entdo v(p — ¢) = min(1,1 — 1 + v(q) = v(g).
Temos entdo que v(p — ¢q) # 1 e v(0,(p — ¢)) = 0. Portanto
v(K) =min(1,1 -0+ v(,p — O,q)) = 1.

min(1,1 —v(d,p) +1) = 1.
min(1,1 -0+ v(Onp)) = 1.

Se v(p) = 1, entdo v(Onp) =1 e v(D)
Se v(p) # 1, entao v(d,p) = 0 e v(D)

Se v(p) =1, entdo v(d,p) =1 e v(T) =min(1,1 —14+1) =
Se v(p) # 1, entdao v(0,p) =0 e v(T) = min(1,1 — 0+ v(p)) = 1.

Se v(p) = 0, entdao v(Opp) =0 e v(p = Opp) = min(1,1-0+40) = 1.
Se v(p) # 0, v(Onp) =1lev(p — Opp) =min(l,1 —v(p)+1) = 1L
Se v(—=0,p) = 0, entdao v(=O,p — —p) = min(1,1 — 0+ v(-p)) =1
Se v(=Onp) # 0, entdo v(=0,p) = 1. Assim, v(Onp) = 0, v(p) =0 e
v(—p) =1. Dai v(=0pp — —p) =min(l,1 -1+1) =

Se v(p) = 1, entdo v(d,p) = 1 e v(0,0,p) = 1. Dai temos que
v(F) =min(1,1 - 1+4+1) = 1.

Se v(p) # 1, entdo v(0,p) = 0 e v(0,0,p) = 0. Temos portanto que
v(E) =min(1,1 -0+ v(p)) = 1.

Se v(p) # 0, entdo v(Opp) = 1 e v(O0,0,p) = 1. Dai temos que
v(B) =min(1,1 —v(p)+1) =

Se v(p) = 0, entdo v(B) = min(1,1 — 0+ v(0,0,p)) = 1.

o(
)

Se v(p) # 0, entdo v(Opp) = 1 e v(0,0,p) = 1. Dai temos que
v(5) =min(1,1-1+4+1) =

Se v(p) = 0, entdo v(Qnp) = 0 e v(0,,0np) = 0. Temos entdo que
v(5) =min(1,1 - 0+4+0) =
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(xi)

(xii)

se v(O,a) = 0, entdo v(aw — Oya) = min{l,1 —v(a) + 1} =1 e dai
v(a = (@ - Oya) = min{l,1 —v(a) + 1} = 1.

se v(O,a) # 0, entdo v(d,a) = 1 o que implica que v(a) = 1.
Assim v(aw — Oa) = min{1,1 — 1+ 1} = 1. Conclui-se portanto que
via = (o = Oa)) =min{l,1 —14+1} = 1.

se I',a F 3, entao

—se v(a) # 1, entdo v(dp,a) = 0. Teremos desse modo que
v(0p,a — B) =min(1,1 - 0+ v(B)) = 1.
— sewv(a) = 1, entdo v(B) = 1. Temos dai v(J,,a — ) = min(1,1—
v(Opa)+1)=1
Logo, 'EO,a —
se ', a ¥ (3, entao

—v(a) =1 ewv(f) # 1. Dai conclui-se que v(O,a) = 1 e desse
modo v(O,a — B) = min(1,1 — 1 +v(B8)) = v(B). Portanto
(0, — B) # 1.

Logo, ' O,a —

se I', xa E B, entao
— se v(*a) = 1, entdo v(B) = 1. Dai conclui-se v(xa — 8) =
min(1,1—1+1) =1
— se v(*a) # 1, entdo v(%a) = 0. Podemos conclui entdo que
v(*a — ) =min(1,1 -0+ v(B8)) = 1.

Logo, I',F %a — 6
se I', xa ¥ B, entao

— v(x¢a) =1ewv(f) #1. Dai v(%a — ) =min(1l,1 —14+v(B)) =
v(B). Portanto v(xa — §) # 1

Logo, I', xa ¥ 8
se I', =xa F 3, entao
— se v(—xa) # 1, entdo v(—-%a) = 0. Dai v(-xa — f)
min(1,1 -0+ v(8)) = 1.
— se v(—%a) = 1, entdo v(f) = 1. Temos entdo v(—%a — f) =
min(1,1 —-141) = 1.

Logo, I', —-xa E
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e se [, ~xa F 3, entdo

—v(=%a) = 1ewv(B) # 1. Dai se segue que v(—xa — ) =
min(1,1 — 14 v(8)) = v(p). Portanto v(—-xa — B) # 1.

Logo, I' B =xa — f. |

O Teorema 2.3.5 mostra de que modo se deve definir (1,, e ¢,, para que toda a
hierarquia i3, . . ., &, valide os teoremas modais de S5 e preserve o Metateorema
Modal da Deduc¢ao que, como vimos, nao valem em ¥4 caso consideremos ¢ em
vez de Q4. Além disso, os itens (iv), (v) e (vi) do Teorema 2.3.5 garantem que
os requisitos propostos por Abelardo sejam satisfeitos.

Mas seriam satisfeitos também os requisitos do proprio Lukasiewicz? Pela
definigdo de O,, e a condigao (i) é quase imediato valer o quadrado modal de
oposigoes. Além disso, “infere-se da necessidade o que &’ e “do que ¢é infere-se o
possivel” estdo garantidos também por (iv) e (v). Por fim, a asser¢io “qualquer
coisa quando é, é necessario” na interpretacao de Lukasiewicz é assegurada por
(x).

Tudo indica que Lukasiewicz optou por estender a mesma definicao dos ope-
radores modais que ha em F.3 para toda a sua hierarqua afim de manter os
requisitos minimos daquilo que ele julgava que uma légia modal deveria aten-
der. O preco a pagar é que essas logicas nao validam, por exemplo, os axiomas
(4), (5) e o Metateorema Modal da Dedugéo, que, como vimos, sdo validos em
Ls.

Esse nao é, contudo o ponto nevralgico dos operadores modais em kg3 ... L.
Para dirimir davidas quando a definicao de ¢, restrinjamos a principio nossa
anélise a 3. Vale notar que {3 e { coincidiem. Nao é dificil verificar que em
L3, temos:

OlanB)EOaAOB e danOBE O(anp)

A primeira inferéncia ndo nos causa constrangimento. A segunda, por outro
lado, for¢a-nos a concluir em particular que se é possivel p e é possivel —p, entao

é possivel p e =p, o que parece contraintuitivo na linguagem natural.™

79 Essa ¢ a objecio de Béziau ao considerar as logicas de Lukasiewicz como logicas modais.
Nas palavras de Béziau:

“O absurdo aparece claramente por meio do seguinte exemplo: Se é possivel
que choverd amanha e é possivel que nao choverd amanha, entao é possivel
que choverd e ndo chovera amanha.”(“The absurdity appears clearly through the
following example: If it is possible that it will rain tomorrow and it is possible
that it will not rain tomorrow, then it is possible that it will rain and not rain
tomorrow.”)
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Ha, todavia, uma segunda maneira de definir uma conjunc¢ao na hierarquia

por meio do operador P:
a® B =gef ~(~a®-pP)
A interpretagdo semantica desse novo operador é dada pela funcéo:
v(la® B) = max{0,v(a) +v(B) — 1}

Mas seria ® de fato uma conjuncao? Eis trés teoremas em L, que justificam

tal interpretacao para esse operador:

Teorema 2.3.6: Seja L uma légica entre Y3 e L,
(i) Fra = (8= (¢ ©B))
(i) FL (@ ®fB) = «

(iii) FL (c®©p) =

Demonstracao:

(i) e sewv(w)+v(B) > 1, entdo v(a ® B) = max{0,v(a) + v(B) — 1} =
v(a)+v(B)—1. Dai podemos concluir que v(f — (a«®f)) = min{l, 1—
v(B) +v(a) + v(B) — 1} = min{l,v(a)} = v(e). Por fim, temos que
va— (8= aop)) =min{l,1 —v(a)+v(e)} =min{l,1} = 1.

e se v(a) +v(B) < 1, entdo v(a ® B) = 0. Dai v(8 = (¢ ® fB)) =
min{l,1 —v(8) +0} =1 —v(B). Finalmente v(a — (8 — (a ® j3)) =
min{1,1 —v(a) +1 —v(8)} = min{1,2 — v(a) — v(F))}. Visto que
v(a) +v(B) < 1, entdo 2 — v(a) — v(B) > 3. Logo v(a — (8 —
(@©p))) =1

(i) e sev(a)+v(B) > 1, entdo v(a® B) = v(a) +v(B) — 1. Dai temos que
v((@a®pB) = a) =min{l,1 — (v(a) +v(B) — 1) + v(e)} = min{1,2 —
v(B)} = 1.

e se v(a) +v(B) <1, entdo v(a ® B) = 0. Dai v((a ® B) = a) =

min{l,1 -0+ v(a)} =1

(iii) Anéalogo ao caso (i), substituindo apropriadamente v(«) por v(5). |

Na verdade, observacao de Béziau diz respeito ndo apenas a kg4, mas a toda hierarquia de
Lukasiewicz. Cf. [B04].
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E relevante ressaltar que os teoremas (4),(44) e (i41) sdo correlatos aos axiomas
(Ax4), (Ax5) e (Ax6) que, como vimos ao longo do Capitulo 1, sdo o suficiente
para considerar A uma conjuncao cléssica.

Resta agora saber se ao substituirmos A por ® em todo Y, teremos os
mesmos constrangimentos ao interpretarmos ¢ como “é possivel” e A como “e”
na linguagem natural. O teorema abaixo mostra como tal constrangimento surge
apenas ao usarmos A como operador de conjungao. O problema, no entanto, é
dirimido se a conjuncao for ®, independentemente de como é definido o operador

modal de possibilidade.
Teorema 2.3.7: Seja L uma logica entre b3 e B,
(i) OaAQBFL O(aA f) mas
(i) Oa© OB FL O(a® B)
(i) OnaAOnB FL On(a A B) mas
(iv) Ona ® OnpB KL On(a® )

Demonstragao:
Para (i), visto que v(Qa A ¢f) = min{v(Qa),v(0S)}, entdo para que v(Qa A
Op) =1, temos que v(Qa) = v((}ﬁ) = 1, o que por sua vez implica que v(a) > 1

e v(f) > 5. Nesse caso, v(a A B) > 5 e entdo v(Q¢(aAP)) =1
Para ( i), tome para cada L, a valoragao v(a) =v(B) = nil em que i = §
sen éparei= "51 se n é impar. Observe que a Defini¢ao 2.3.2 garante que

estamos atribundo valoracoes do conjunto M, pois teremos sempre ¢ natural tal
que 0<t<n—1.

Consideremos primeiramente o caso em que n ¢ impar. Assim, teremos
v(a) = v(8) = & = 1. Podemos entéo inferir que v(Oa) = v(0) = min{1,2.3} =
1. Logo, v(Qa ® ¢f) = max{0,1+1—1} = 1 Por outro lado, temos v(a® ) =
max{0,% + 12 — 1} = 0 e v(¢(a ® B)) = min{1, 2.0} = 0.

No caso em que n é par, (Oa) = v((},é’) =min{1,25*<}. Visto que n > 4,
(o) =v(0f) =1e U(<>Oé®<>ﬁ)
maX{O 1+1-1} =1. Por outro lado v(a © f) = max{0, ;=5 + 5707 — 1} =
, 375}~ Mas como i > 1, entdo 575 > 0 e v(a ® ) = 57. Por fim,
v(O(a®p)) = min{l, 725 }. Visto que i > 2, temos entdo que 3 < 2ie 2 < 2i—1
e entdo 52+ < 1. Conclti-se dai que v(O(a ® B)) <

Para (iii), visto que v(Ona A Op ) = min{v(Ona),v(Onﬂ)}, entdo para que
v(QOna A Opnf) = 1, temos que v(Onpa) = v(0,0) = 1, 0 que por sua vez implica

max{0
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que v(a) # 0 e v(B) # 0. Assim, v(a A 8) = min{v(a),v(8)} # 0 e entdo
W(On(@ A B) = 1.

Para (iv), no caso em que n é impar, tomemos a mesma valoracdo de (ii).
Teremos entdo v(Qna) = v(0,B) = 1. Assim, v(Opa ® ¢, 3) = max{0,1+1 —
1} = 1. Por outro lado, v(a ® B) = max{0,3 + 2 — 1} =0 e v(On(a ® B)) = 0.

J4 no caso em que n é par, tomemos v(ar) = — e v(3) = 2=2. Considerando
i = 1 no primeiro caso e i = n — 2 no segundo, temos a garantia de que v(«)
e v(B) recebem valoragoes do conjunto M da Defini¢do 2.3.2. Temos, por uma
lado, que v(Opa) = v(0nf) = 1 e assim v(Qa © OF) = max{0,1+1—-1} = 1.

Por outro lado, v(a ® ) = max{0, X222 _ 1} =0 e v(Qn(a®B)) =0. N

n—1

O Teorema 2.3.7 mostra que o problema da distributividade dos operadores
de possibilidade com relagdo & conjuncao nas logicas de Fukasiewicz pode ser
resolvido se considerarmos no contexto modal o operador ® no lugar de A.
De maneira anéloga, a distributividade dos operadores ne necessidade no que
concerne a necessidade é limitada se tomarmos @ em vez de V.

Ha, todavia, algumas dificuldades colocadas pelos operadores modais na
hieraquia ks, ..., &,, que ndo podem ser suplantadas substituindo os operadores.
Para isso, teremos que considerar certas condi¢oes minimais esperadas de uma
l6gica modal e construir tabelas finitas que garantem que essas condigoes sejam

preservadas. Esse sera o tema da proxima subsecao.

2.3.2 Logicas Modais Tetravalentes

Os critérios de Abelardo e Lukasiewicz estdo longe de ser consensuais. Béziau
oferece novos critérios para demarcar quando uma légica multi-valorada pode

ser encarada como uma légica modal.

Definicao 2.3.8: Uma logica modal é uma légica com os operadores O e ¢ na
qual valem®:

(i) OaFa () aFOa

(iii) akFOa (@(Av) OCaKFa

E digno de nota que as condigoes acima dizem respeito a certa nogao de
consequéncia semantica no contexto de tabelas finitas. Assim, por exemplo,
(i) e (ii) devem ser interpretadas, respectivamente, como: se Oa tem valor

designado numa linhas da tabela, entao a também tem; o pode ter um valor

80 Béziau oferece em [B04] critérios sintaticos em vez de semanticos, utilizando . Visto
que nosso enfoque aqui é seméantico e, a0 mesmo tempo, as demonstracoes de Béziau enfocam
matrizes multi-valoradas, preferimos F em vez de F.
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designado numa linha da tabela, mas Oa pode nao ter. E analogamente para
0.

Nao é dificil perceber que a Definicao 2.3.8 obriga-nos a descartar qualquer
matriz com 3 valores de verdade como contrapartida seméantica de uma légica
modal em que os operadores [J e ¢ néo se colapsem com L ou T. Para valer (i) e
(ii) a0 mesmo tempo precisamos de dois valores designados: todo designado que
satisfaz CJa também satisfaz o mas existe ao menos um valor que satisfaz o € nao
satisfaz Oa. De modo equivalente, para as condicoes (iii) e (iv) valerem, temos
que considerar dois valores ndo-designados: se {« recebe valor ndo-designado ,
« recebe nao-designado, mas nao a reciproca.

Também é imediato o fato do operador [J,, invalidar em cada ¥, a clausula
(it) da defini¢do acima. Mas a defini¢do original de O também invalida a mesma
clatsula, visto que se v(a) = 1, entdo v(Oa) =1 —min{l,2(1-1)} =1-0=1.

Buscando matrizes que satisfacam as condicoes acima, Béziau propoe tabelas
de quatro valores. Sejam 17 e 1~ valores designados enquanto 0% e 0~ sdo néo-

designados. Sao propostas as seguintes tabelas para O e ¢:

0~ |0~ |0~
0t [0~ | 1T
1= |0 |1F
1+ (1t |1t

A interpretacao desses valores é: 0~ & necessariamente falso, 0T é possivel-
mente falso, 1~ é possivelmente verdadeiro, 17 é necessariamente verdadeiro.
Dentre as propostas de Béziau, concentraremos naquel em que A e ~ obedece

as matrizes:8!

A JorJor ] [1t] [a [~a]
o~ [o-[o-[o [o | [0 [ 17
ot | o= [or [0~ [o* ] [oF | 1™
1= [0~ (o[- [17| [1- [0
o [of [ |1t | [17 [0

81 Béziau usa o simbolo —. Preferimos ~ para manter a distin¢io de [CF13], como veremos
adiante.
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Um modo de interpretar as matrizes acima é considerando cada valor como
um par ordenado (z,y) em que x € {0,1} e y € {4+, —}. As tabelas de A e =

respeitam o seguinte comportamento classico:

AJofi] [al=]+] [p]~p] [2]~r]

Veremos como essa notac¢ao pode ser esclarecedora no Capitulo 3 para siste-
mas dednticos e ao combinarmos matrizes em Consideracoes Finais. Por hora,
definamos — e V analogamante ao caso classico. Tais definicOes acarretam as
tabelas:

o [or [ [r ] [v o [or [am [
o- |1t 1t |1 |1t| o~ |lo- ot |1 |1+
ot 1= 1t 1= |1t | ot |lo+ ot |1t |1+
1= ot ot |1t {1t | 1= 1= {1t |1~ |1t
Hllo-for |1 [t | [ttt |1t

Mais uma vez, se cada valor for visto como um par ordenado, as tabelas de
{1,0} e {+,—} se comportam de maneira cléssica.

Béziau denomina PM4N a légica governada pelas matrizes acima.

O Teorema abaixo mostra algumas propriedades desses conectivos modais

(usaremos « - 8 como abreviagdo de a« F S e S F «).
Teorema 2.3.9: Em PM4N valem:
(i) ~~a 1+«

(il) aAB - ~(~a Vv ~p)

(iii) O« 4 ~O~a

(iv) ~O~a 1+ O

(v) ~(aAp) - ~aV~p

(vi) D0« 4+ O«
(vil) O0a - O«
(viii) O(a — B) IF Oa — OB
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Demonstragao: Sejal={17,1T}e0={0",0"}.
(i) v(~~a) =1 sse v(~a) =0 sse v(a) =1

(ii) v(anp) = 1ssev(a) =v(B) = 1ssev(~a) = (~f) = 0sse v(~aV~F) =0
sse v~ (~aV ~f) =1
(iii) e se v(Qp) =1, entdo
— v(a) =07 implica v(~a) =17, v(O~a) =0~ e v(~O~a) =17
— se v(a) =1, entdo v(~a) = 0. Dai v(O~a) =0 e v(~O~a) =1
o se v(~O~a) =1, entdo v(O~a) = 0. Dai
— se v(~a) =0, entdao v(a) =1 e v(Qa) =17
— se v(~a) =17, entdo v(a) = 0" e v(Qa) = 1T
(iv) e se v(~O~a) = 1, entdo v(O~a) = 0~. Assim, temos v(~a) =0~ e
v(a) = 17. Portanto v(Oa) = 17.
e se v(Ua) = 1, entdao v(a) = 17. Dai v(~a) =0~ e v(O~a) = 0.
Portanto v(~O~a) = 1T.
(v) e sewv(~(aApB))=1,entdo v(aApB)=0.
— se v(a) =0, entdo v(~ a) =1ev(~aV~p) =1.
— se v(B) =0, entdo v(~ ) =1 e v(~aV ~F) =1.
e se v(~aV ~f) =1, entao
— se v(~a) =1, entdo v(a) =0, v(a A
— se v(~f) =1, entdo v(B) =0, v(a AB) =0e v(~(aAB)=1.
(vi) e se v((00a) =1, entao v(Oa) = 17.
e se v(Ua) =1, entdo v(Oa) = 11 e v(00a) = 17.
(vii) e se v(00a) =1, entdo v(Pa) # 0~ e v(a) = 17.

e se v(Qa) = 1, entdo v(Oa) = 1T e v(OQa) = 1T. |

Béziau nao oferece uma axiomatica para PMN4. Coube a Coniglio e Figallo
propo-la. Os autores denominam Mym™ as matrizes obtidas a partir de PMN4

a0 acrescentar uma nova negagéo:
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2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

| o | o]

0- | 1*
0ot | ot
1= 17
1t 10

A axiomatica oferecida para Mym™ leva em consideragdo um novo axioma
para a implicacao, além de dois axiomas que regulam a interacao entre as nega-

cOes - e ~ e mais uma regra para implicacio:®?
(M41) (~q— ~p) = (~q—p)—q)

(Ms2) —(~p = q) = ~(=p = ~—q)

(My3) ~(=p = ~=q) = =(~p = q)

(CP) p—qt—qg—-p

O célculo de Mym”™ - denotado pelos autores de Hysm"™ - pode ser descrito

do seguinte modo:
o Hym™ =ICIU{(ce), (cf), (M41),(M42),(M43),(CP)}

Visto ser uma extensao de ICI, em H4m"™ valerd o Metateorema da Deducao.
Os operadores V e A sao definidos da maneira classica, enquanto os operadores

modais [J e ¢ sdo definidos na linguagem de Hym™ como:
o Ha =gef ~a A =~a
o Ja=g4of ~aV o

E possivel ainda definir um operador de consisténcia o do seguinte modo:

o =g f Ha A ~Oa

82 A axiomatica abaixo bem como sua completude ¢ apresentada em [CF13]. Os nomes
originais de (My1), (M42) e (M43) sdo respectivamentes (A3), (A6) e (AT7).
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Esse conectivo serd interpretado pela matriz:

0= |1t
ot |0~
1= ] 0™
1+ 1t

Nao é dificil verificar que Hym™ é uma logica paraconsistente em relacio a
=, pois se v(a) = 1~ entdo v(—a) = 1~. Por outro lado, seja 1 = {11,17}. Se
v(oa)) = 1, entdo ou v(a) = 1 ou v(—a) = 1, 0 que prova que Hym™ é uma LFI
em relagao a —.

Mesmo sendo uma logica paraconsistente, Hym"™ pode ser visto como uma
extensao da logica classica, visto que satisfaz as condigoes da Definicao 1.2.1.
Além disso, restringindo a {1%} o conjunto dos valores de designados, a logica
resultante é uma extensao propria de S5. Veremos na préxima secao outros
sistemas modais que sao ao mesmo tempo extensoes proprias de K e podem ser

caracterizados por matrizes finitas.

2.3.3 Sistemas modais normais caracterizados por matrizes finitas

Vimos na Subse¢do 2.2.3 que a grande parte dos sistemas modais ndo é caracte-
rizada por matrizes finitas. Sabemos, em particular, que nenhum sistema entre
K e S5 pode ter seméntica matricial completa. Coube & Scrogs provar em 1951
um resultado dual ao Teorema de Dugundji: todo sistema modal normal que
estende S5 pode ser caracterizado por matrizes finitas.

Esta fora do objetivo dessa Tese apresentar em detalhes a prova de Scrogs,
visto que tal demonstracao faz uso de alguns resultados em &lgebra modal.
Queremos apenas relembrar o leitor da nocdo de extensao propria conforme a
Defini¢ao 1.2.13, que esta pressuposta na enunciagdo do Teorema de Scrogs.

Estamos aptos a enunciar com rigor o resultado de Scrogs:

Teorema 2.3.10: Toda extensao propria de S5 pode ser caracterizada por ma-

trizes finitas. U

Como consequéncia do teorema acima, temos o corolario abaixo:
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Corolario 2.3.11: Seja L uma extensao propria de S5 construida do seguinte
modo:
L=S5uU{D,} (paran€N)

Em que D,, é uma instanciacdo da férmula de Dugundji da Definicao 2.2.1.

Entao
e se L’ é uma extensdo propria de S5, entao LC L' e L’ C L

e L pode ser caracterizado por matrizes de k valores de verdade en que
n<?2F<n+1. O

O coroldrio acima garante que todas as extensoes proprias de S5 podem
ser caracterizadas acrescentando certa instincia da formula de Dugundji. Em
particular, seja Mym as matrizes Mym™ restritas a um dnico valor designado.

Tomemos a axioméatica abaixo:
[ H4m =S5U {Dg}

De acordo com o Corolario 2.3.11 sabemos que Mym é uma semantica cor-
reta e completa para Hym.

Mas seria S5 o tnico sistema modal com a propriedade enunciada pelo Te-
orema 2.3.107 Denominemos critico um sistema normal modal cujas todas as
extensoes propria podem ser caracterizadas por matrizes finitas. Esakia e Meski
provaram em 1977 que hé cinco sistemas criticos que sao extensoes proprias de
S4.83

Vimos na Subsecao 2.2.2 alguns sistemas modais normais denominados néo-
Lewis propostos por Sobociriski. Esses sistemas sao ao mesmo tempo extensoes
de S4 sem estarem contidos em S5. Vimos por hora os sitemas K1.1, K1.2,
K2, K2.1, K3 e K3.1. Visto nao estar nos dois catalogos que guiam essa Tese,
deixamos propositadamente de mencionar K3.2, construido levando em conta

axioma:%*

8 Em [EM77].
84 BEssa ndo é o axiomatica orignal de Sobocinski em [Sob70]. O autor considera os axiomas:

(D1) (Op-=34q)V(Og-3p)
(F1) (Bp-39) A (00q — p)
(K1) (O0p ADO0Oq) 2 0(pAq)
E define os sistemas:

e S4.3=S4U{(D1)}

e S4.3.2 =S4.3U{(F1)}

122



2. (In)Completude Modal por Matrizes Finitas

(K3) O0p — ¢) v O(00q — p)

Esakia e Meski apresentam ainda um novo axioma sem da-lo um nome, mas que

denominaremos (K2).

(K2) p — O(=p — O(p — Op)

Estamos aptos a apresentar dois novos sistemas nao-Lewis:
e K3.2=S4U{(K3),(M)}
e K2.2=S42U{(K2)}

Eis uma maneira de enunciar o resultado de Esakia e Meski:

Teorema 2.3.12: Toda extensao propria dos sistemas K1.2, K2.2, K3.1 ou

K3.2 pode ser caracterizada por matrizes finitas. O

Em outras palavras, h& cinco sistemas criticos que sao extensoes proprias de
S4: os quatro mencionados no teorema acima mais S5.

Pode-se verificar pela Figura 2.1 que S4.4M é um extensao propria de K1.2.
Como corolério do Teorema 2.3.12 sabemos que S4.4M é uma extensdo prépria
de K1.2 e que, portanto, pode ser caracterizado por matrizes finitas. Diferen-
temente de Scroggs, os autores nao dizem de que maneira é possivel obter tais
matrizes. Resta como problema aberto encontrar matrizes finitas como seméan-
tica para S4.4M que, por sua vez, tem semantica completa via modelos de
Kripke.

Se por um lado Esakia e Meski generalizaram o Teorema de Scrogs, por
outro lado, com a noc¢ado de sistemas criticos, surge naturalmente a seguinte
pergunta: quantos sistemas criticos que sdo extensoes proprias de K existem?
Visto que K ¢ o sistema normal modal minimal, a resposta a essa pergunta seria
fundamental para responder uma pergunta mais geral: Quais sistemas modais
normais podem ser caracterizados por matrizes finitas?

Ainda nao estamos aptos a respondé-las, mas nosso trabalho ja contribui em
respondé-la de maneira dual ao resultado de Esakia e Meski. No que concerne
aos sistemas modais nao-normais, as mesmas perguntas poderiam ser colocadas,

a saber: quantos sistemas criticos que sdo extensdes proprias de S0.5° existem

e K3.2=S432U{(K1)}

Procuramos apresentar o sistema tal qual apresentado por [EM77], usando o nome (K 3) para
fazer referéncia ao sistema K3.2 e evitar confusdes com o axioma (K1) de Feys.
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e quais sistemas modais nao-normais podem ser caracterizados por matrizes
finitas.

Sem ter a garantia de que é possivel encontrar uma solugao para essas per-
guntas, comprometemos em estudé-la em trabalho futuro. Por hora, esperamos
que nosso trabalho tenha se nao contribuido par respondé-las, ao menos tenha

ajudado a compreendé-las melhor e a formuléd-las com mais precisao.

124



3. COMPLETUDE POR NMATRIZES FINITAS

Os dois primeiros capitulos da Tese tém um carater essencialmente negativo:
restringimo-nos a mostrar detalhamente resultados de incompletude por ma-
trizes finitas, nos limitando a citar certas completudes por tabelas finitas sem
demonstré-las.

Ja o presente capitulo é prioritariamente positivo, no sentido de priorizar
os resultados de completude. Na Se¢éo 3.1 apresentamos seméanticas completas
para todos os sistema proposicionais do Capitulo 1, deixando em segundo plano
os resultados de incompletude.

A Secgdo 3.2, por sua vez, prova em detalhes a completude para 16 siste-
mas modais, cuja relacdo entre eles esperamos que seja esclarecida ao longo
do capitulo. Por ora, salientamos que nao encontramos tais demonstragoes na
literatura, sendo 11 dessas seméanticas de nossa autoria. Nesses resultados, por-

tanto, se concentra a contribui¢ao positiva da Tese e seu aspecto mais original.

3.1 Semanticas Nao-Deterministicas para a Logica Proposicional

Vimos no Capitulo 1 que IPC (e alguns de seus fragmentos) nio ¢é caracterizavel
por matrizes finitas. Vimos também no mesmo capitulo o resultado que garante
que nenhum dos céalculos Cq, ..., C, tem seméntica matricial completa. A
primeira semantica para essa hierarquia de sistemas foi proposta em 1977 por
da Costa e Alves com a noc¢ao de semi-valora¢dao. De fato, veremos que nido
apenas essa hieraquia e IPC, mas todos sistemas listados no Capitulo 1 terdo
uma semantica completa via semi-valoracoes. Esse é o tema da Subsecao 3.1.1.

Também vimos que a maioria das LFI’s ndo sao caracterizaveis por tabelas
finitas. Recentemente foram propostas independentemente duas alternativas as
semi-valoragoes: as Matrizes Nao-deterministicas e as Semdnticas de Tradugdes
Possiveis, que sao o tema da Subsecao 3.1.2 e Subsecao 3.1.3, respectivamente.

Gostariamos, por fim, de salientar que essa secao nao se restringe a fornecer

uma interpretacao aos calculos proposicionais do Capitulo 1. Ela visa também
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introduzir a no¢ao de semantica nao-deterministica, que serd usada ao longo da

Tese como alternativa aos calculos incompletos por tabelas finitas.

3.1.1 Semi-valoragoes

Temos usado ao longo da Tese a nocao intuitiva de valora¢do. Em particular,
valoragoes em PC sao fungoes que - dado uma atribuicao de valor do conjunto
{0,1} (ou V e F) as variaveis proposicionais - associam um tnico valor nesse
mesmo conjunto a certa férmula em que essas variaveis ocorrem. Como vimos na
Secao 1.1, essa parece ser a nocao que Wittgenstein tinha em mente ao propor
suas tabelas. Tabelas multivaloradas finitas podem ser vistas como generaliza-
¢oes de tabelas bivaloradas, em que se associa um elemento m do conjunto de
valores M que contém mais do que dois elementos.

H4, todavia, outra maneira de generalizar a nocao de valora¢do. Dado uma
atribuicao de valores as varidveis proposicionais, podemos associar um valor
nao-determinado no conjunto de valores {0,1}. Tomemos o caso da negacao.

Uma maneira simples de exemplificar essa situacao é com a cldusula:
v(—a) = 0 implica v(a) =1

Aqui, a fungdo que calcula v(—a) é uma valora¢do apenas quando v(«) = 0.
Caso contrario, nada podemos afirmar sobre o valor de v(—«), sendo assim
uma semi-valoracao. Feitas as consideracoes acima, define-se a semantica dos

C-sistemas do seguinte modo:

Definigao 3.1.1: Seja For um conjunto de formulas da linguagem de C,, para
1 < n < w. Seja ainda «, 8 € For. Cada semi-valoracdo v, : For — {0,1} de

cada C,, respeita as clausulas abaixo:
(i) vn(~a) = 0 implica v, (a) = 1
(i) vn(——a) =1 implica v, (a) = 1
(iii) v, (o B) = vn(a = f) = va(a — =) = 1 implica v, (a) = 0
(iv) vn(a — B) =1 sse vn(a) = 0 ou v, (B) = 1
(V) vn(aAB) =1ssevn(a) =uvn(B) =1
(vi) vn(aV B) =1 sse vy(a) =1 ou v,(8) = 1
(vii) v, (o™ (a — B)) = 0 implica v, (a) = 0 ou v,(B) =0
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(viii) v, (o™ (A B)) = 0 implica v,(a) =0 ou v,(8) = 0
(ix) vp (o™ (aV B)) = 0 implica v, (a) = 0 ou v, (3) =0 O
Da Costa e Alves mostram a completude de C; com relagao a vy, garantindo
que para os demais sistemas a prova ¢ anéloga.!
A seméantica de semi-valoragdes mostrou-se completa para uma série de sis-

temas que nao podem ter matrizes finitas como seméntica. No caso das LFT’s,

temos o seguinte resultado:?

Teorema 3.1.2: Seja For® um conjunto de formulas na linguagem proposici-
onal acrescida do operador primitivo o. Seja v : For® — {0,1} uma semi-

valoragdo. Considere agora as seguintes clausulas:
(i) v(aAB) =1ssev(a)=1ewv(8)=1
(ii) v(aVB) =1 sse v(a) =1 ouv(B) =1
(iii) v(a — B) =1 sse v(a) = 0 ou v(8) = 1
(iv) v(~) = 0 implica v(a) = 1
(v) v(oa) = 1 implica v(a) = 0 ou v(~a) = 0
(vi) v(—oa) = 1 implica v(a) =1 e v(-a) =1
(vii) v(o—"0a) =1 (paran > 1)
(viii) v(=—a) = 1 implica v(a) = 1
(ix) v(a) = 1 implica v(~—a) = 1
(x) v(o(aB)) = 0 implica v(oa) = 0 ou v(of) = 0 (para § € {A,V,—})
(xi) v(~(c A —) = 1 implica v(a) = 0 ou v(=a) = 0

Cada logica L é correta e completa se a fungao v respeita as clausulas acima

de acordo com a tabela abaixo:

1 O resultado de da Costa e Alves se encontra em [dCAT77].
2 Demonstrado em [CCMO7].
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H Locica ‘ CLAUSULAS H Locica ‘ CLAUSULAS H
mbC (i) — (v) || Cia (i) — (viii) e (x)
bC (i) — (v) e (viii) || Ciae (1) — ()
mbCe (i) — (v) e (iz) || Cl— (1) — (i4i), (v) e (xi)
bCe (1) — (v) e (viii) — (iz) || Cl (i) — (v) e (xi)
mCi (1) — (viz) || Cil (1) — (vidi) e (1)
Ci (i) — (viti) || Cila (1) — (viti) e (x) — (x1)
Cie (¢) — (iz) || Cilae (1) — (xi7)

O

Ha4, ainda, seméantica de semi-valoragoes correta e completa para IPI, IPK,
IPA, IPCt e IPC. E 0 que garante o teorema abaixo:?

Teorema 3.1.3: Seja Forp, um conjunto de féormulas gerados acrescidos na
linguagem proposicional de L para L € {IPL,IPK,IPA IPC" IPC.}. Seja
v : Fory, — {0, 1} uma semi-valoracdo. Considere agora as seguintes clausulas:

(i) v(a — B) = 0 implica v(8) = 0

(ii) v(o — B) = 1 implica v(a) = 0 ou v(B) = 1
(iii) v(a AB) =1sse v(a) =1ev(8) =1

(iv) v(aV B) =1 sse v(a) =1 ou v(B) = 1

(v) v(=a) = v(a) = 1 implica v(~8) = 1

(vi) v(~a) = 1 implica v(a) = 0

Cada logica L é correta e completa quando a funcao v respeita as clausulas

acima de acordo com a tabela abaixo:

H Locica ‘ CLAUSULAS H
IPT (i) — ()
IPA (1) — (i) e (iv)
IPK (1) — (ui1)
IPC* (1) — (v)
IPC (1) — (vi)

3 Lopari¢ demonstra em [Lop10] a completude de IPI, IPC* e IPC. A completude de IPA
e IPK é imediata, restringindo as clausulas de IPC apropriadamente.
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O

Gostarimos de ressaltar, por fim, que ha uma relacao intrinseca entre l6gicas

multivaloradas e semi-valoragdes. Considere a logica b3 e a seguinte fungdo ¢:
(i) v(a) =0sse t(Oa) =0e t(Qa) =0

(ii) v(e) = 1 sse t(0a) =0 e t(0a) =1

(iii) v(a) =1 sse t(Oa) =1

Como demonstrado por Suszsko em 1975, L3 pode ser entendida como uma
logica de dois valores. Evidentemente se t for uma seméantica para ¥3, entdo ¢
nao serd vero-funcional, tratando-se portanto de uma semi-valoracio.*

O resultado de Suzko pode ser generalizado para um conjunto de logicas

denominadas tarskianas, como definimos abaixo:

Definigao 3.1.4: Seja L uma logica, a uma férmula de L, I e A conjuntos de

formulas de L. Dizemos que uma logica é tarskiana quando:®
1. T,o, A Fr, «
2. se'Fp aentdo I', A Fr, o

3.selaFy e AFLaentao I, AE S O

A tese de Suszko pressupoe que uma logica além de ser tarskiana deve ser es-
truturada (ou seja, deve permitir substitui¢do uniforme). Essa tese, entretanto,

pode ser reformulada nos seguintes termos:8

Teorema 3.1.5: Toda légica tarskiana n-valorada pode ser caracterizada por

meio de uma funcao bivalorada.

O teorema acima garante que légicas multivaloradas sao um caso particular
de semi-valoracoes. Perde-se em geral a vero-funcionalidade quando um con-
junto de valores maior ou igual a trés é reduzido a dois valores. De qualquer
maneira, reduzir os valores de uma légica multivalorada a apenas “verdadeiro”
e “falso” forca-nos a refletir em que sentido essas loégicas podem ser vistas como

genuinamente multivaloradas.

4 Vide [Suz75].

5 Usamos a definigdo de logica tarskiana como encontrada em [CCCMO5], onde os auto-
res oferecem um algoritmo para transformar tabelas multivaloradas em clausulas de semi-
valoracoes.

6 A demonstragio do teorema abaixo pode ser encontrada em [CCCMO5].
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3.1.2 Matrizes nao-deterministicas

Se semi-valoragoes sdo generalizagbes de valoragoes, é possivel generalizar a

definicdo de matriz por meio de nocao de matriz nao-deterministica.

Definigao 3.1.6: Dizemos que N é uma matriz nio-deterministica (ou Nma-

triz) de uma logica L quando A é uma tripla N’ = (M, D, V) em que:
(i) M#£0
(i) D € M é um conjunto de valores designados

(iii) Para cada conectivo n-ario ¢ de L existe uma func¢do v € V tal que
v M™ — (M) — {0} O

Em linguagem natural, uma matriz nao-deterministica nada mais é que uma
matriz em que dado um valor de uma varidvel proposicional p nao sao associados
valores determinados & formula complexa a em que p ocorre, mas um conjunto
possivel de valores escolhidos ndo-deterministicamente. Seriam, porém, as semi-
valoragoes um caso particular de Nmatriz, em que M = {0,1}7

Tomemos um exemplo. A clausula (i) da Defini¢do 3.1.1 poderia, a principio,

ser apreendida pela seguinte tabela nao-deterministica:

Essa parece ser justamente a nocao de quasi-matriz de Alvez e da Costa.
Estendamos a tabela acima com o intuito de calcularmos os valores de ——p.

0

01 1
0 1

1 0
1 1

Observe que pela Nmatriz acima na linha 2 podemos ter v(——p) = 1 mas
v(p) = 0, contrariando a clausula (ii) da Defini¢do 3.1.1. Isso mostra dois resul-

tados: semi-valoracoes nao sao um caso particular de Nmatrizes e Nmatrizes de
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2 valores nao sao o suficiente para caracterizar C,. Avron, porém, mostra um

resultado muito mais geral:”

Teorema 3.1.7: O sistema C; de da Costa nao pode ser caracterizado por

Nmatrizes finitas.

Esse nao é o caso, todavia, para todas as logicas paraconsistentes que nao
sao caracterizaveis por matrizes finitas. Vimos na Subsecao 1.2.2 que, de acordo
com o Teorema 1.2.24, a légica mbC nao pode ser caracterizada por matrizes
finitas.

Por outro lado, Avron apresenta Nmatrizes de trés valores para mbC, mCi,
mCie, Cl™, Cila e Cilae, provando que essas l6gicas nao podem ser caracteri-
zadas por Nmatrizes de dois valores. Os trés valores sdo: f,I et em quete [
sdo valores designados. O teorema abaixo resume os resultados de completude

para esses sistemas.?

Teorema 3.1.8: Considere as seguintes Nmatrizes de trés valores, em que t e

I sao valores designados:

N NZ
o] e [t [ s el e [ 1] 4]
Cen]en] vy ] ] @ [en]w
rlenlen| oy | [2]en[en [
senTenlen] [ @ [tnle

7 Esse resultado foi provado por Avron em [Avr05a).
8 Os resultados de completude mencionados abaixo foram todos retirados de [Avr07].
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p p p p

t t t {fy t
il [tfual 1] o | 1]
/ / fUAL ] | f
N N2

[ o | [p] ]
{t. £} | [t ] {t}
{f} IS}
{t.4, /3] [ ] {8

SN

Cada logica L é correta e completa se a seméantica de L respeita as Nma-
trizes acima de acordo com a tabela abaixo:

H Loacica NMATRIZES H
mbC | N, NL, NL, N e A
mbCe | N}, N, NL N3 e N
bC NN N N2 e N
bCe N NS N N e N
Ci NI N NS N2 e N2
Cie N NL NS, N e A2
Cia N2, N2 N2 N2 e N2
Ciae 2 N2, N2, N2 e N2

Avron ainda obtém uma certa generalizacdo do Teorema 1.2.30:

Teorema 3.1.9: Nenhum sistema entre Cl e Cilae pode ser caracterizado por
Nmatrizes finitas.’

Algumas das LFT’s aqui apresentadas nao foram analisadas por Avron. Esse

é caso de mCi, mCie e Cl~. Na se sabe se essas logicas podem ou nao ser

9 Demonstrado por Avron em [Avr05b] para sistemas que estendem PC7T e valem (cl).
Como argumentado em [Avr05a], uma maquinaria extra seria necessaria para obter Nmatrizes
finitas para sistemas que estendem IPC™, como é o caso dos sistemas entre Cl~ e Cilae.
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caracterizadas por Nmatrizes finitas e, em caso afirmativo, apresentar suas res-
pectivas Nmatrizes completas. A mesma observacdo vale para a hierarquia de

da Costa, excluindo-se C;.

3.1.3 Seméntica de Tradug¢oes Possiveis

Na Subsecao 3.1.2, vimos que a defini¢do de Nmatrizes generaliza a de matrizes,
pois dado um conectivo n-ario, cada n-tupla de valores de verdade é associado
a um conjunto de valores que, em particular, pode ser unitério. Vimos também
na Subsecao 3.1.1 que as semi-valoracoes sao generalizagoes de valoracoes, de
modo que todalogica tarksiana caracterizada por matrizes finitas é caracterizada
por semi-valoragbes. Veremos agora as Semanticas de Traducoes Possiveis -
ou simplesmente PTS (Possible Translation Semantics) - como uma terceira
interpretacdo nao-deterministica para os calculos proposicionais nao-classicos.

Introduzidas por Carnielli, as PTS sdo uma proposta de tornar mais intui-
tiva a semantica por meio de semi-valoracoes das logicas paraconsistentes.'® A
ideia é tomar conjuntos de matrizes finitas como “cendrios” possiveis para cada
operador: uma férmula é valida quando recebe um valor designado em um ce-
nério, mas é tautologia quando recebe sempre um valor designado em todos os
cendrios.

Diferentemente das Nmatrizes, ndo hé resultados de incompletude na litera-
tura com relacao as PTS. Por outro lado, essa seméantica pode ser vista tanto
como generalizacoes das semi-valoracoes como das Nmatrizes.!! Limitaremos
aqui a apresentar PTS completas para o célculo paraconsistente C; que, como
vimos na Subsecdo 3.1.2, é incompleto por Nmatrizes.'?

Para os céalculos C; ... C, considere as seguintes matrizes de 3 valores, em

que T e T~ sao distinguidos:

10 Segundo [BS09] p. 137, PTS foram introduzidas por Carnielli em [Car90] como semdntica
ndo-deterministica, a mesma expressio é usada em [AZ07] para se referir as Nmatrizes. Uti-
lizamos aqui a expressao de modo mais amplo, abarcando tanto as PTS como as Nmatrizes e
as semi-valoracdes.

I Em [CCO05] é demonstrado que as Nmatrizes sdo um caso particular de PTS. J4 em [Mar05]
é explorada a relacdo entre as PTS e as semi-valoragoes.

12 As matrizes abaixam se encontram em [Car00]. Uma demonstracio detalhada da comple-
tude dos calculos Cj ... Cnp pode ser encontrada em [Mar99].
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T [r [ F) (e T[T [F] [n] T[T [F

Seja M o conjunto das matrizes acima. Seja ainda TR,, conjunto das fungoes
* 1 For — M que respeitam as seguintes clausulas (para facilitar a leitura no

lugar de *(a) usaremos a*):

(tr0) para as variaveis atomicas

(tr1) para formulas do tipo af em que f € {A,V, =}
() 50 € s et (oA ma)” = s ()", snio
(b) (aff)* = a*§158* se (ma)* = =ca* e (~B)* = . B*
(c) (afB)* = a*af* se (ma)* = ~pa* e (=B)* = —cf*
) (afB)”

(d) (afB)* = a*ti38* caso contrario
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(tr2) para formulas do tipo —(atf) em que § € {A,V,—}
(a) se atf é oDy A =o(»~Dy para algum 7, entdo
(ﬁ(o("_l)fy A ﬁo(”_l)'y))* = ﬁL(o(”_l)'y A ﬁo("_l)'y)*, senao
(b) (=(atp))” = —(a8p)" se (ma)* = —pa” e (=f)" = —1B"
(c) (=(adB))” € {~r(atB)", ~c(aipB)"} caso contrério
(tr3) para formulas do tipo ——«
(a) se aéyA—ypara algum v e se (—a)* = 2o (yA—y)*, entdo (—-—a)* =
—o(—a)*, sendo
(b) (m—a)* = —L(a)", se (-a)" = ~La
(¢) (mma)* € {-p(—-a)*, c(—a)*} caso contrario

Denominamos PT,, = (M, TR,,) uma estrutura semantica de tradugdo pos-

sivel para C,,. Se Eq é a relacao de conseqiiéncia sobre M, entao
I Epr, asse I'" Foq o para toda tradugdo * em TR,

Temos, assim, o seguinte resultado de completude:

T l_Cn a sse I ’:an «

Resultados de completude via PTS também podem ser obtidos para mbC,
mCi, bC, Ci, bCe e Cie.!> Visto PTS serem generalizacoes de Nmatrizes,
temos também de acordo com Teorema 3.1.8 PTS completas para mbCe, Cia e
Ciae. Resta saber se é possivel obté-las para os sistemas C1™, mCie e sobretudo
os calculos entre Cl e Cilae, pois pelo Teorema 3.1.9 sabemos que esses calculos

nao sao caracterizdveis por Nmatrizes finitas.

3.2 Completude Modal por Nmatrizes de 4 e 6 valores

Mesmo ofuscadas pelo sucesso da semantica relacional de Kripke, algumas abor-
dagens heterodoxas iluminaram - ainda que timidamente - nossa compreen-
sao sobre os operadores modais de necessario e possivel. Esse é o caso das
(N)matrizes modais de 4-valores com niveis de valoragdo propostas por Ke-

arns para os sistemas T, S4 e S5.'* O autor, entretanto, se limita a mostrar

13 Fsses resultados podem ser conferidos em [Mar04].
14 Propostas em [Kea81].
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a completude apenas para T considerando um sistema de Deducao Natural.
Mostraremos a completude desses sistemas (e do sistema B) considerando suas
respectivas axiomaticas apresentadas na Subsecao 3.2.2.

Ja na Subsecao 3.2.1, nosso esforco serd o contrario: encontrar a respectivas
axiomaticas das (N)matrizes acima referidas sem niveis de valoracgdo, obtendo
assim os sistemas Tm, 4m, 5m e Bm. Alguns desses sistemas ja haviam
sido estudados por Ivlev. No6s os denominaremos sistemas de Ivlev em sua
homenagem.

Por fim, na Subsecdo 3.2.3 apresentaremos matrizes de 6 valores substituindo
nos sistemas acima o axioma (7') por (D). Argumentaremos ainda porque 4
valores nao seriam o suficiente para esses sistemas e porque acreditamos que
nossa semantica - mesmo fadada ao ofuscamento pela seméantica relacional -
fornece uma trémula luz para esclarecer as nocoes de necessdrio e de possivel

no contexto deodntico.

3.2.1 Os sistemas de Ivlev

Antes dos trabalhos de Avron, Ivlev ja havia em 1988 proposto Nmatrizes de

dois valores para interpretar os operadores modais [J e ¢ da seguinte maneira:'®

p[Ce] [p] 0]

t t| t
t ¢ t
f| f f f

O Céculo S,,;,, é obtido acrescentando & linguagem de PC os operadores [

e . Do ponto de vista axiomaético, temos:

Retomemos a Subse¢do 2.3.1. As condigbes (i) e (i7) do que Lukasiewicz
interpretou como sendo os requisitos minimos de uma légica modal sao justa-
mente os axiomas (T') e (T ). Quanto as condigdes (iii) e (iv), as tabelas abaixo

nos dao a resposta:

’p\ﬂp\Op\ﬂOp\ﬁOP%ﬂp\

t, f t, f t
t f t

£
Ele | g £

15 Todos os resultados de Ivlev aqui referidos foram retirados de [Iv188].
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lp|Opp—>0p|p— (p—0Op) |

t, t t,
g £ £
£ f : ’

As tabelas acima mostram que a condigdo (iii) é satisfeita em S, 0 que
nao acontece com a condigao (iv). Todavia, justamente por ser mais polémica,
nao acreditamos ser um empecilho para que S,,;, seja considerada uma légica
modal.'8

E digno de nota que S,,;, satisfaz as condigoes (i) — (iv) da Definicio 2.3.8,
como podemos verificar imediatamente pelas Nmatrizes de O e ¢. Desse modo,
nao vemos motivo para que S,,;, nao seja considerada genuinamente uma légica
modal.

Ivlev constréi na verdade uma hierarquia de sistemas a partir de S,,;,,. O seu
conjunto de valores é ampliado para quatro: " (necessariamente verdadeiro),
t¢ (contingentemente verdadeiro), f¢ (contingentemente falso) e f* (impossivel);
t" e t¢ sao valores distinguidos. Seja t = {t",t°} e f = {f¢, f'}. Para efeito
de simplificacdo, dado o conjunto de valores M e o valor m € M, usaremos a

notacdo m no lugar de {m} para uma Nmatriz. Considere agora as seguintes
tabelas:

N, M,
BEN R AR
e e | e S
e | (e e e [fe] e
feree et ]t |t
F A I I I A I A A

N NE NE Mp
p O [»[Op] [»[Op] [»]00]
th |t |t |ttt | tn
¢ f ¢ f < f ¢ fz
el L s el
frf e e frr

16 De fato, p — (p — Op) ndo é teorema na maioria das légicas modais. Veremos na segio a
seguir que nenhuma extensao de D ou D2 (excetuando-se Triv) valida a férmula em questo.
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Essas tabelas serao usadas na proxima se¢ao para apresentarmos uma seman-
tica alternativa aos sistemas T, B, S4 e S5.17 Por ora, considere os axiomas

abaixo:
(M1) =0p — D(p = q)
(M2) Og — O(p — q)
(M3) 0g = O(p — q)
(M4) O=p = O(p = q)
Considere ainda a seguinte regra:

(DN) Oé[—\—\ﬁ] 0‘[6]

alf] - a[~=f]
A regra (DN) significa que podemos substituir cada ocorréncia de == na

formula a por e vice-versa. Por meio dessa regra, dos axiomas acima, e

definindo ¢ e V & maneira cldssica, construiremos os seguintes sistemas:'®

e Tm = PCU{(K), (K1), (K2),(M1) — (M4), (T),(DN)}
o 4m=TmU {(4)}

e Bm=TmU{(B)}

e 5m = 4m U {(5)}

Mostraremos a corretude e a completude desses sistemas.'® Mostraremos os
resultados de corretude e completude primeiramente para Tm. Em particular,
para a corretude serd conveniente consultar as tabelas dos operadores definidos
Qe V:

17 Essas nio sio originalmente as tabelas de Ivlev. De fato, M-, NS, M% e M_, ja se
encontram em seu artigo. Kearns propoe indepentemente em [Kea81] as mesmas (N)matrizes,
acrescentando uma Nmatriz para S4. A diferenga entre Mé e a Nmatriz de Kearns para S4
estd na altima linha. Na nossa proposta f é substituido por f, visto que nio conseguimos
obter a completude por meio da proposta de Kearns. Ja Ng é de nossa propria autoria.

18 Fssa n#o é a formalizagdo origninal de Ivlev para os sistemas Tm e 5m, denominados Sa*
e Sb™, respectivamente. Orignalmente os operadores [ e ¢ sio tratados independentemente.
Ja os sitemas Bm e 4m sao de nossa autoria.

19 Ivlev garante ter obtido esses resultados para uma série de sistemas, incluindo Tm e 5m.
Todavia sua referéncia estd em russo e, dada a barreira idioméatica e pela importancia que
esses resultados terao na proxima subsecado, decidimos reconstruir a prova.
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Ny NE
v e fe sl (e ]or
g e e e e | ]t
et e e [t f
f
f

|

fc tn t fc fc fc
fz' tn tc fc fz fz

Uma formula o é uma tautologia em Tm (notacdo: Frm a) quando inter-

pretada em Ng, M_ e M_, recebe um dos valores designados ¢ ou t°.

Teorema 3.2.1 (Corretude fraca para Tm): Seja a uma féormula de Tm.
Entao:

Frm @ implica Fprpy, o
Demonstragao:
(Ax1) p — (¢ — p)

— se v(p) € ¢, entdo v(qg — p) € t e v(Azxl) € t.
— se v(p) ¢ t, entdo v(p) € f e v(Azxl) €t.
(Ax2) (p—=q) = ((p—=(g—=1)) = (p—7))
— se v(r) € t, entdo v(p — r) € t. Dai podemos concluir que v((p —
(g—r)—=(p—r)) €tev(dAx2) €t.
— se v(r) ¢ t, entdo:
* se v(p) € t, entdo

- se v(q) € t, entdo v(p — (¢ — 1)) ¢ t, o que implica que
vip—=(g—r)—(p—r)) €tev(Ax2) €t.
-sev(q) ¢ t, entdo v(g — r) € tewv(p — (¢ — r)) € t.
Por outro lado v(p — r) ¢ t, o que implica que teremos
vip—=(g—r)—(p—r)) ¢tev(Ax2) €t.
x se v(p) ¢ t, entdo v(p — 1) €t e v(Azx2) € t.
(Axm) (=¢ = —p) = (=g = p) = q)

— se v(q) € t, entdo v((—qg = p) — q) €t e v(Ax2) € .
— se v(q) ¢ t, entdo v(—q) € ¢
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* se v(p) € t, entdo v(—p) € f. Dai v(—~g = —p) € f e v(Azm) € t
% se v(p) ¢ t, entdo v(—g — p) € f. Dai v((~g = p) = p) €t e
v(Azm) €t
(K) O(p = ¢) = (Bp = Og)
—se v(p) = f ou v(q) = t", entdo v(Op) € f ou v(Oq) € t. Temos
portanto que v(Op — Og) € t e v(K1) € ¢
—sev(p) # ' ew(q) # 1", entdo v(p — q) # t" e v(0(p = q)) € f.
Conclui-se entao que v(K) € t.
(K1) O(p = q) = (Op = 0q))
— se v(p) = f' ou v(q) = t" entdo v(Op) € f ou v(Qg) € t. Assim
v(Op — Oq) €t e v(K1) € t.
—se v(p) # f' e v(q) # t" entdo v(p — q) # " e v(0(p — q)) € f.
Logo v(K1) € t.
(K2) 0(pVq) = (OpV Og)
—sev(p)=flev(q) = flentdov(pVq) = flev(O(pVq)) € f. Logo
v(K2) et
—se v(p) # f' ou v(q) # f* entdo v(Op) € t ou v(Qq) € t. Dai
v(OpV Oq) etev(K2) et
(M1) =0p = O(p = q)
—sev(q) =", entdo v(p — q) =t". Daiv(d(p —q)) €t ev(M1) et
— se v(q) # t", entdo:

x se v(p) = f%, entdo v(p — q) = t". Dai v(O(p — q)) € t e
v(M1) et.

x se v(p) # f!, entdo v(—p) # t". Dai temos v(-p) € f e
v(==0O-p) € f. Pela Defini¢do de O, temos que v(—=Qp) € f
e portanto v(M1) € t.

(M2) Og — O(p — q)

—sev(q) #t", entdo v(Oq) € fev(M1) €t
—sev(q) =t", entdo v(p — q) =t", v(O(p — q)) €tev(M3) et
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(M3) Og — O(p — q)

— se v(q) = f', entdo v(0q) € f e v(M3) € t

— se v(q) # f', entdo v(p — q) # f', v(O(p — q)) €t e v(M3) €t
(M4) O=p — O(p — q)

— se v(p) = t", entdo v(—p) = f*, v(O—p) € f e v(M4) €t

— se v(p) # 1", entdo v(p — q) # f', v(O(p = q)) €t e v(M4) €t
(T) Op—p

~ se v(p) = " entdo v(T) = "

— se v(p) # " entdo v(Op) € fev(T) et

a[-=p] of
aff] - a[==f]

— Basta notar que em M., para todo valor m € M temos v(83) = m sse

(DN)

o) =m
(MP) «, @ — 8 implica g

— Basta notar que em M_, temos que se v(a) € t e v(aw — B) € t,
entdo v(f) € t. [ |

Mostraremos agora a completude de Tm construindo uma valoragao cano-
nica por meio de um conjunto maximal consistente de férmulas. Dizemos que
um conjunto A é maximal consistente em Tm quando A é consistente e se
acrescentarmos a A qualquer formula o de Tm entao A se torna inconsistente.
O Lema de Lindenbaum garante que, dado um conjunto Tm-consistente, po-
demos construir um conjunto maximal consistente que contém Tm. Para esse
conjunto maximal temos as seguintes propriedades: o € Asse a ¢ Aea — 8
sse ¢ AoufeA?

Definigao 3.2.2: Seja A um conjunto maximal consistente em L para L €
{Tm,Bm,4m,5m}. Uma valoracio canonica V& : Fory, — {t",t°, f¢, f'} &

definida do seguinte modo

20 Uma versdo do Lema de Lindenbaum para a légica modal pode ser encontrado em [CH96]
p- 115 e 116. O argumento pode ser facilmente generalizado para qualquer légica modal
que seja uma extensdo conservativa de PC. Esse sera o caso para todas as légicas modais do
Capitulo 3.
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(i) V() =t" sse Oa€ A (ea€A)
(ii) V&(a) =t sse -Oa€AeacA
(iii) V&(a) = f¢ sse o€ Ae-a €A

(iv) V&(a) = f! sse =0a € A (e ma € A) O

Lema 3.2.3: V4 ¢ uma Tm-valoragio.

Demonstracao:
e« CASO 1: a é -4
(i) se V4, . (B) = t" entdo OB € A. Por Defy, e por (DN) temos =0—f3 €
A. Logo, V&, (~8) =

(ii) se V& . (B8) =t entdo 0B € Ae B € A. Logo 0B € A, =€ A
e portanto V4, (—8) = f¢.
(iii) se VR, (8) = f¢ entdo O € A e =3 € A. Logo, -[0-3 € A e entio
Vitm(=8) = t°.
(iv) se VR _(B) = f' entio =08 € A. Por Def, e por (DN) temos
O0-8 € A. Portanto V4, (—=3) = t".
e CASO 2: ¢ 0B

(i) se V4, (8) = t" entdo OB € A e portanto V3 _(0B) € t.

(ii) se V&, (B) = t¢ entdo ~[8 € A e portanto VL (0B) € f.

(iii) se V&,,(8) € f entdo =3 € A e entdo -0 € A, por (T). Dai
Vim(OB) € f.

e CASO 3: aé g — v
(i) se V4., (7) = t" entdo Oy € A. Dai, O(8 — v) € A, por (M2), e
portanto V4_ (8 — ) = t"

(ii) se V4,.(8) = f! entdo 0B € A. Dai, (B8 — v) € A, por (M1),
Portanto V& _ (8 — v) = t"

(iii) se V4,,(7) = t¢ entdo v,—Oy € A e dai (8 — 7) € A, por (Az1).
Além disso, se V2 _(B8) = t" entdo 0B € A. Mas -y € A e
entdo (OB A —0vy) € A e dai (08 — Ov) € A. Dai se segue que
-0(8 — v) € A, por (K), e portanto V4 _ (8 — 7) = t.
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(iv) se V2. (B) = t" e VA&_(v) € f entdo 0B,3,—y € A. Dai temos
(BA—y) € Aeentdo ~(8 — 7) € A, logo VR_ (8 — 7) € f. Se
V() = f¢ entdo Oy € A e dai (8 — 7) € A, por (M3). Isso
significa que V& _ (3 — ) = f¢. Por outro lado, se V4_ (v) = f°
entdo =0y € A edai (OBA—-O7y) € A. Logo —(0—8VOy) € A e entdo
-O(=B V) € A, por (K2). Segue-se portanto que V3 _(=8V ) =
Vim(B =) = [

(v) Se V& _(B) =t¢ e V2 _(7) € f entdo -8, 3, ~y € A. Logo =(8 —
v) € A, como demonstrado acima. Além disso, 0—8 € A e entdo
O(B — 7) € A, por (M4). Portanto V3 _ (8 — ) = f°.

(vi) se V& _(B) = f¢ entdo OB3,-8 € A. Portanto (8 — ) € A e entdo
Va.(B — ) € t. Além disso, se VR_ (y) = f* entdo -0y € A
e dai (08 — Ov) € A. Portanto -J(8 — ~) € A, por (K1), e
VB (B =) = . m

Lema 3.2.4: Seja A um conjunto maximal consistente em Tm. Assim, existe

uma Tm-valoracao V de modo que, para toda férmula a:
V(a) et ssea € A

Demonstragao: Pela Definicao 3.2.2, V%m é uma funcao tal que V%m(a) €t

sse @ € A. Pelo Lema 3.2.3, V4 é uma Tm-valoragdo. |

Teorema 3.2.5 (Completude fraca para Tm): Seja o uma férmula de Tm.
Entao:

Frm o implica Fpp a.

Demonstra¢do: Suponha que ¥y, «. Assim, pelo Lema de Lindenbaum existe
um conjunto maximal consistente A em Tm de modo que a ¢ A. Pelo
Lemma 3.2.4, existe uma Tm-valoragdo V tal que V(a) & t. Portanto Ky ol

Com algumas adaptagoes, podemos provar esse mesmo resultado para os
sistemas Bm, 4m e 5m.

Com relacdo a Bm, uma férmula « é tautologia quando interpretada de
maneira andloga a Tm, substituindo NJ por MB. Verificaremos que essa se-

mantica é correta e completa.
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Teorema 3.2.6 (Corretude fraca para Bm): Seja o uma féormula de Bm.
Entao:

FBm @ implica Fgm «

Demonstra¢ao: Note que para (Azl), (Az2), (DN), (MP) e (AzM) a
demonstracao é idéntica a do Teorema 3.2.1, visto que esses casos nao envolvem

o operador [J. Nao ha nenhuma alteracao também na demonstracao para os
axiomas (K1), (K2),(M1) — (M4) e (T). Para os demais casos:

(K) O(p — q) — (Op — Ogq)

— se v(p) = f ou v(q) = t", entdo v(0p) = f* e o resto da demonstra-

¢ao é idéntica a do Teorema 3.2.1.
(B) p— O0p

— se v(p) € f entdo v(B) €t
— se v(p) ¢ f entdo v(Qp) =t" e v(B) €t |

A completude para Bm também serd analoga a de Tm.
Lema 3.2.7: V4 _ ¢ uma Bm-valorago.

Demonstragao: Para CASO 1 e CASO 3 a demonstracao é idéntica a do
Lemma 3.2.3. Com relacao ao CASO 2, a mesma observagao vale quando

V8., (8) =t ou V5, (B) = t°. Restam dois ftens a serem analisados.
e CASO 2: ¢ B

(i) se VB.(B) = f¢ entdo OB € A e =8 € A. Dai por (B) temos
00—8 € A e pela definigdo de ¢ e (DN) temos -8 € A e -00p €
A. Portanto V5, (08) = f!

(ii) se V& . (B) = f* entdo =08 € A. Ora, por (B) podemos inferir que
00~ — =y o que implica $C1—y — —y € A. Substituindo v por =5
concluimos por (DN) que 0008 — 58 € A. Mas de (T) temos 8 —
OB € A o que implica QI8 — OB € A, ou seja, ~O8 — —OLB € A.
Dai por (M P) temos ~003 € A e V5 _(0B) = f* |

Lema 3.2.8: Seja A um conjunto maximal consistente em Bm. Assim, existe

uma Bm-valoracdo V de modo que, para toda férmula «:
V() etssea e A
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Demonstragdo:  Anéloga a do Lemma 3.2.4, substituindo Lemma 3.2.3 por
Lemma 3.2.7. |

Teorema 3.2.9 (Completude fraca para Bm): Seja o uma férmula de Bm.
Entao:

FBm @ implica Fgy a.

Demonstra¢do: Anéloga a do Teorema 3.2.5, substituindo Lemma 3.2.4 por
Lemma 3.2.8. ]

A semantica de 4m é obtida de maneira andloga, substuindo em Tm a
Nmatriz /\/Er por Né. Eis a prova da corretude e completude de 4m:

Teorema 3.2.10 (Corretude fraca para 4m): Seja o uma férmula de 4m.

Entao:

Fam o implica Fgm o

Demonstragio: Para (Azl), (Az2), (Azm), (K),(DN),(T) e (M P) a demons-
tragao é idéntica a do Teorema 3.2.1. Para os demais axiomas compartilhados

com Tm, algumas alteracdes sdo necessarias, substituindo:
(K1) v(0p) € f por v(0p) = f*
(K2) v(0(pV q) € f por v(O(pVq)) = f*
(M1) v(0(p — ¢)) € t por v(0(p — q)) = t"
(M2) v(B(p — q) € t por v(0(p — q)) =t
(M3) v(0q) € f por v(0q) = f*
(M4) v(0=p) € f por v(¢-p) = f*
Finalmente para (4) temos

(4) Op — OOp

— se v(0p) = " entiio v(O0p) = t" e v(4) = "

— se v(Op) # t™, entdo v(0O0p) € f e v(4) € t. [ |

Lema 3.2.11: V4, é uma 4m-valoracdo.
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Demonstragao: Para CASO 1 e CASO 3 a demonstragao é idéntica a
do Lemma 3.2.3. Com relacdo ao CASO 2, vale o mesmo argumento quando

Van(B) # t™. Resta um tnico item a ser analisado.

e CASO 2: a ¢

(i) se VoL (B) = t" entdo OB € A e por (4) temos OB € A. Desse
modo V4, (Oa) = t™. |

Lema 3.2.12: Seja A um conjunto maximal consistente em 4m. Assim, existe

uma 4m-valoracao V de modo que, para toda formula a:
V() etsseae A

Demonstragdo:  Anéloga a do Lemma 3.2.4, substituindo Lemma 3.2.3 por
Lemma 3.2.11. |

Teorema 3.2.13 (Completude fraca para 4m): Seja o uma férmula de 4m.
Entao:

Fam « implica kg a.
Demonstra¢ao: Anéloga a do Teorema 3.2.5, substituindo Lemma 3.2.4 por
Lemma 3.2.12. |

Por fim, a seméntica de 5m é obtida substituindo em Tm a Nmatriz Ng

por /\/5. A prova de corretude e completude de 5m segue-se abaixo:

Teorema 3.2.14 (Corretude fraca para 5m): Seja o uma férmula de 5m.
Entao:

Fsm a implica Fym

Demonstra¢ao: Para (Axl), (Ax2),(Azm),(DN) e (MP) a demonstragio é
idéntica a do Teorema 3.2.1. Para os demais axiomas compartilhados com Tm,
basta substituir v(a) € t por v(a) = t" e v(a) € f por v(a) = f' quando « é
do tipo 0B ou ¢f. Finalmente, para (5) temos:

(5) Op — O0p

— se v(p) = f! entdo v(Op) = fi e v(5) ="
— se v(p) # f! entao v(Op) = ", v(OOP) = t" e v(5) = t" |
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Antes de provar a completude, é mister salientar que (B) é teorema em 5m,

como mostra a prova abaixo:

Op—0O0p  (5)

O-p—-p (T)
p—-O-p PCem 2.
p— Op Defo em 3.
p— O0p PCem 1. e 4.

ol W N

Tal fato simplificard a demonstragao do seguinte Lema:
Lema 3.2.15: V5, ¢ uma 5m-valoragio.

Demonstracao: Para CASO 1 e CASO 3 a demonstragao é analoga a do
Lemma 3.2.3. Com relagdo ao CASO 2, visto que (4) e (B) s@o teoremas em
5m a demonstra¢io ¢ andloga ao Lema 3.2.11 quando V4,(3) = t"; e a do
Lema 3.2.7 quando V&, (8) = f¢ e V5§ _,(8) = f*. Resta um tnico item a ser

analisado.
e CASO 2: ¢ 0B

(i) se V&,(8) = t° entdo B,0-8 € A e dai =08 € A. Assim temos
O00—-8 € A, por (5). Dai O-08 € A e =008 € A, por Defy e
(DN). Portanto V&, (0B) = f. [ |

Lema 3.2.16: Seja A um conjunto maximal consistente em 5m. Assim, existe

uma 5m-valoragao V de modo que, para toda féormula a:
V(o) etsse a € A

Demonstragdo:  Anéloga a do Lemma 3.2.4, substituindo Lemma 3.2.3 por
Lemma 3.2.15. |

Teorema 3.2.17 (Completude fraca para 5m): Seja o uma formula de Tm.
Entao:

Fsm « implica hFgg, a.

Demonstragdo: Anéloga a do Teorema 3.2.5, substituindo Lemma 3.2.4 por
Lemma 3.2.16. |

Teorema 3.2.5, Teorema 3.2.9, Teorema 3.2.13 e Teorema 3.2.17 mostram a

completude fraca de Tm, Bm 4m e 5m, respectivamente. Se I' é um conjunto
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de formulas de L e o uma férmula de L, entdo a completude forte pode ser
enunciada como:

I' B, a implica Ty, a.

Nao obtivemos a completude forte dessas logicas . Por ora, a completude fraca
serd o suficiente para provar a completude (fraca) dos sistemas normais modais
T, B, S4 e S5.

3.2.2 Os Niveis de Valoracao de Kearns

Vimos na subsecao anterior matrizes nao-deterministica para quatro sistemas
modais: Tm, Bm, 4m, 5m. E digno mencionar que diferentemente dos siste-
mas da Figura 2.1 e da Figura 2.2, as quatro légicas acima nao tém propriamente
uma regra para introduzir o operador [J.

Ainda que ndo haja nenhum resultado de incompletude modal por Nmatri-
zes finitas, Avron argumenta que regras como a regra de necessitacao sao regras
impuras, o que dificultaria obter uma seméantica completa por meio de Nmatri-
zes.2! Avron ainda sugere que uma maquinaria extra seria necessaria para obter
uma semantica completa.

Na verdade, essa maquinaria extra ja havia sido proposta por Kearns em
1981. Desejando uma semantica alternativa & de Kripke para os sistemas T, S4
e S5, Kearns introduz a no¢ao de nivel de valoragao.

Tomemos em particular a regra de necessita¢io no sistema T. Sabemos que
Fr O(Op — p), aplicando (Nec) ao axioma (7). Por outro lado, tal teorema
recebe um valor nao-designado quando interpretado em Tm. Na notacao de
Kearns, os valores t", t°, f¢ e f% sdo T t,f e F; ji os conjuntos t = {t",t°} e
f = {f¢, f'} sdo grafados como “T,t"e “f,F”. Vejamos qual é a valoragio de tal

teorema de T nas Nmatrizes de Tm:

21 Como analisado em [Avr07].
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lp | Op | Op—p | O@p—p) |

T
T T
t
T T
¢ T .
T
T
t
f £
¢ k F
T
F T
t
T
T
t
f £
£ k F
T
F T
t
£
£ ¢ -
F T
F T
t

Vemos claramente que O(Op — p) pode assumir os valores ndo designados
f ou F quando v(a) #T, invalindando a regra (Nec), pois Op — p recebe
sempre um valor designado. Os niveis de valora¢des procuram validar (Nec)
reconstruindo a tabela acima. A ideia é que, ao nos depararmos com uma coluna
em que ha apenas valores designados, substuiremos t por T e subiremos um nivel
de valoragdo. Por ora, usaremos Vali(«) com k natural para nos referirmos a
uma certa coluna da tabela acima. Se em Vali(a) apenas os valores T e t
ocorrem, entdo em Valgy1 () subtuiremos t por T, e apenas ocorrera o valor T.
Seja agora Valp(«), Vali(«) ... Valg(«) aos niveis de valoragdo 0,1,...,k com

relacdo a a. Assim, podemos reconstruir a tabela acima do seguinte modo:
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Valg | Valg Valg Valy Valy Val,

p | Op |Op—p | Bp—p|O0p—p) | OOCp—p)

T T

T T T ¢ T

T T T

t T T ¢ T

T T

T T t T

f T T

t t T t T

T T

F T T ¢ T

T T

T T t T

f T T

f t T t T

T T

F T T ¢ T

T T

f t T ¢ T

F T T

F T T ¢ T

Vemos que a nogao de valoracao parece preservar a validade em T. Todavia,
para garantirmos a completude dessa semantica é preciso formalizar a nocao de
nivel de valoracao de maneira precisa. Definiremos os niveis de valoragdo por
meio da semantica de Tm e por isso usaremos os valores de Ivlev t7, t¢, ¢ e f?

no lugar dos valores de Kearns T, t, fe F.

Definigao 3.2.18: Seja Val o conjunto das Tm-valoragoes.

(a) Seja (Valg)reny uma sequéncia de subconjuntos de Val definida do seguinte

modo: Valg = Val, e, para k > 0,

Valgy1 = {v € Valg

em que Vali(a) = {v(a) :
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k-nivel valoragoes ou valoragoes de nivel k para T.

(b) O conjunto das T-valoragées ¢ dado por Valr =[5, Valy. O

Uma formula « é tautologia em T quando recebe o valor t" para todas as

valoracoes em T. Em termos formais:

Definigao 3.2.19: Seja o uma férmula de T. Assim:

ET a sse v(a) = t" para todo v € Valr. O

Intuitivamente, uma tautologia em T deve ser uma férmula que num certo
nivel k de valoracio tera em todas as linhas o valor t". E o que garante a

proposicao abaixo:
Proposigao 3.2.20: Seja o uma féormula de T. Assim:
Et a sse existe k > 0 de modo que Vali(a) = {t"}.

Demonstragdo: Suponha que F1 «. Pela Definicdo 3.2.19 temos entdo que
Valp(a) = {t™}. Assim, pela Defini¢ao 3.2.18 (b), existe k > 0 tal que Val, (o) =
{t"}.

Por outro lado, se Val,(a) = {¢"} para algum k entdo sabemos pela Definigdo
3.2.18 (a) que existe k' tal que Valy () = {t"} para todo ¥’ > k. Assim
v(a) = t™ para todo v € Valp. Ou seja, F1 «, pela Defini¢do 3.2.19. |

Mostraremos agora a corretude e a completude de T com relagao & seméantica
de Nmatrizes de niveis de valoracao. Para facilitar a demonstracao, utilizaremos

a seguinte axiomatica:
e T=TmuU {(Nec)}

A axiomética acima é de fato equivalente com a proposta na Subsecao 2.2.2.
Para os axiomas proposicionais, tal fato é consequéncia da completude da axi-

2 Na Subsecao 2.2.3 fizemos referéncia ao fato de

omética de Mendelsohn.?
(K1) e (K2) serem teoremas em K. Resta-nos provar que os axiomas modais

(M1) — (M4) de Tm sao teoremas em T. Eis a prova abaixo:

22 A demonstracio do Teorema de Completude para a axiomatica de Mendelsohn encontra-se
em [Men64] p. 38-42.
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M1)  =0p—D0(p —q)

1. -p— (p—q) [P C-teoremal

2. O(—p —0O(p — q)) [(Nec) em 1.

3. O(p—=(@—4q) > E»p—=0p—q) [K)]

4. O-p — 0O(p — q) [(MP) em 2. e 3]
5. -Op — 0O(p — q) [Defy em 4.

(M2)  Og—0O(p—q)

L. q—(p—q) [(Ax1)]

2. O(g— (p— ) [(Nec) em 1.

3. O(g = (p—q) = (Hg = 0O(p — q)) [(K)]

4. Og¢ — O(p — q) [(MP) em 2. e 3]
(M3)  0g = O(p = q)

L q—(—9q) [(Ax1)]

2. =(p—=q) = ¢ [PCem 1.

3. O(=(p — q) = —q) [(Nec) em 2.

4. O(=(p = ) = —q) = (O~(p = ¢) — Oq)  [(K)]

5. O-(p — ¢q) —» O~¢q [(MP) em 3. e 4.
6. =0-¢ — -0O-(p — q) [PC em 5.]

7. Oqg — O(p— q) [Defy em 6.]

(M4)  O—p—O(p—q)

1. -p— (p—q) [PC-teoremal
2. =(p—>q) = —p [PC em 1.]
3. O(=(p — q) = —p) [(Nec) em 2]
4. O(=(p = q) = —==p) = (O=(p = q) = O-p)  [(K)]

5. O-(p — q) - O-—p [MP em 3. e 4.]
6. =O-=-p = —0O-(p — q) [PC em 5.]
7. O—p— O(p—q) [Defy, em 6.

Por fim, (DN) é consequéncia imediata de valer Metateorema da Substitui-

¢ao de Equivalentes, Metateorema da Deducao Restrito em K, Fpc 8 < ==
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e b 08 « O0--8.%
Estamos aptos agora a demonstrar a corretude e a completude de T com

relacao as Nmatrizes de Tm acrescidas dos niveis de valoragao.

Teorema 3.2.21 (Corretude fraca de T): Seja o uma formula de T. Assim:
Fr a implica Fr o

Demosntragdo: Suponha que F1 a. Pelo Teorema 3.2.1 e pela Defini¢ao 3.2.18
temos que Valg(a) C ¢ se @ € um axioma de T. Dai se segue que Valy(«) = {t"}.
O tnico caso que resta ser verificado é a Regra de Necessitacdo (Nec).
Suponha que o resultado valha para uma férmula « do tipo (3 que foi obtida
por meio de 8 usando (Nec). Por hipotese, E1 § e entdo existe k > 0 de modo
que Valg(B8) = {t"}, pela Proposi¢ao 3.2.20. Assim, Val,(a) C ¢, por NZE, e
entdo Valgi1(a) = {t"}. Isso mostra que Fr «, pela Proposi¢ao 3.2.20. |

Para a demonstragao da completude de T, também faremos referéncia a
certos resultados que obtivemos ao provar a completude de Tm

Definigao 3.2.22: O conjunto das T-valoracées candnicas é o conjunto

Valt

T, ={V2., : A éum conjunto maximal em T},

em que V4, é dado de acordo om a Definigio 3.2.2.

Lema 3.2.23: ValT

can

- Valo.

Demonstra¢do: Consequéncia imediata da defini¢do acima adaptando a prova

do Lemma 3.2.3, visto que (DN) e os axiomas de Tm valem em T. |

Lema 3.2.24: Se Valt C Valj, entao valt ¢ Valgyq.

can — can —

Demonstragao: Seja Va € Valgim. Mostraremos que Va € Valg;1. Seja ainda
o uma formula de modo que Vali(o) C t. Como Vall,
Va € Valy e entdo Va(«) € ¢ pela Defini¢do 3.2.18.

» C Valg, temos que

23 O Metateorema da Substiui¢do de Equivalentes diz que se Fr, a, se v ocorre em a, se
B difere de o apenas tendo a formula 6 ocorrendo no lugar de v e se b, v < 4, entao
FL B, uma prova desse metateorema para K encontra-se em [CH96] p. 32. No caso em que
« nao é teorema, bastar aplicarmos Metateorema da Deducdo Restrito. Cabe notar que o
Metateorema da Deducao Restrito difere do Metateorema da Deducgdo ao aplicarmos a regra
(Nec), pois {p} ¥ Op (vide [CHI6] p. 211).
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Suponha que {—a} seja consistente em T. Assim, —« € A e entdo Va(a) € f,
absurdo. Portanto {—a} ndo é consistente em T. Além disso, por PC temos
Fr —a — [ para todo 3, em particular, Ft —a — «. Visto que por PC temos
Fr (ma = a) — a, entdo por (M P) concluimos bt «. Assim bt Oa, por
(Nec), e entdo Oa € A. Dai se segue que Va(a) = ", pela Definicao 3.2.2.
Portanto, VA € Vali, 1, pela Defini¢ao 3.2.18. |

Corolario 3.2.25: Valt

can

- VaIT.

Demonstracdao: Consequéncia imediata do Lemma 3.2.23, Lemma 3.2.24 e da
Defini¢ao 3.2.18. |

Teorema 3.2.26 (Completude fraca de T): Seja « uma formula de T. As-
sim:

Fr a implica Fr «

Demonstragdo:  Suponha que Fr «. Assim, pelo Teorema de Lindenbaum
existe um conjunto maximal A em T de modo que o € A e entdo =« € A. Se
Fr a entdo existe k > 0 de modo que Vali(«) = {t"}, pela Proposicao 3.2.20.
Como Valk,

(ii) que ValX,

C Valt pelo Corolario 3.2.25, temos dai pela Defini¢do 3.2.18
C Valg. Assim, dado VA € Val;l;
T-valoracdo de modo que Va(a) =" (pois Va € Valg) e a € A. Mas ~a € A

n

sabemos que VA é uma

n n

e entdo A seria inconsistente, absurdo. Portanto B «. |

Vimos que as matrizes de Tm enriquecidas com a no¢ao de nivel de valoracao
é uma seméintica correta e completa para T. Veremos que o mesmo ocorre com

relacao a 4m e S4. Propomos a seguinte axioméatica para S4 a partir de 4m:
e S4=4mU {(Nec)}

Pelas consideracgoes que fizemos com relacdo & T, é imediato verificar que a
axiomatica acima é equivalente a apresentada na Subsecao 2.2.2. Os niveis de
valoracao também serao definidos de modo semelhante.

Definigao 3.2.27: Seja Val o conjunto das 4m-valoragoes.

(a) Seja (Val)reny uma sequéncia de subconjuntos de Val definina do seguinte

modo: Valg = Val, e, para k > 0,

Valgy1 = {v € Val, : para toda férmula «, Valg(«) C ¢ implica v(«) = t"}
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em que Valg(a) = {v(a) : v € Vali}. Os elementos de Valy sdo chamados

k-nivel valoragoes ou valoragoes de nivel k para S4.

(b) O conjunto das S4-valoragoes ¢ dado por Valgy = nkzo Valy,. O

Definigao 3.2.28: Seja o uma férmula de S4. Assim:

Fsa a sse v(a) = t" para todo v € Valgg. O

Proposigao 3.2.29: Seja o uma férmula de S4. Assim:
Fsa « sse existe k > 0 de modo que Val,(a) = {t"}.

Demonstra¢ao: Anéloga & Proposicao 3.2.20. |

Teorema 3.2.30 (Corretude fraca de S4): Seja o uma formula de S4. As-
sim:

Fs4 « implica Fgy o

Demonstra¢ao:  Andloga a do Teorema 3.2.21, substituindo Teorema 3.2.1,
Proposic¢ao 3.2.20 e Definicao 3.2.18 pelo Teorema 3.2.10, Proposicao 3.2.29 e
Defini¢ao 3.2.27. |

Definigao 3.2.31: O conjunto S4-valoragées candnicas é o conjunto

S4
Val

54 — (V4. : A éum conjunto maximal de S4},

em que V4, ¢ dado de acordo om a Definicio 3.2.2. g

Lema 3.2.32: Val®* C val,.

can
Demonstragao:  Andaloga a do Lema 3.2.23, substituindo Lemma 3.2.3 por

Lemma 3.2.11. ||

Lema 3.2.33: Se Val5* C Val, entdo Val®t c Valj41.

can — can —

Demonstra¢do: Analoga a do Lema 3.2.24, substituindo Defini¢do 3.2.18 pela
Definicao 3.2.27. n

Corolario 3.2.34: ValS? C Valgy.

can
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Demonstra¢ao: Consequéncia imediata do Lemma 3.2.32, Lemma 3.2.33 e da
Definicao 3.2.27. |

Teorema 3.2.35 (Completude fraca de S4): Seja o uma formula de S4.
Assim:

Fg4 « implica Fgq o

Demonstra¢do: Anélogo a do Teorema 3.2.26, substituindo Proposic¢ao 3.2.20
por Proposicao 3.2.28, Corolario 3.2.25 por Corolario 3.2.34 e Definicao 3.2.18
por Definicao 3.2.27. |

As Nmatrizes de Bm acrescidas dos niveis de valoracao também sdo uma
semantica correta e completa para B. Nossa axiomética alternativa para B é

também andloga a de T e S4:
e B=BmU {(Nec)}

A prova de corretude e completude é semelhante a dos dois casos acima.

Também serd analoga a defini¢cdo dos niveis de valoragdo em B.

Definigao 3.2.36: Seja Val o conjunto das Bm-valoragoes.

(a) Seja (Valg)ren uma sequéncia de subconjuntos de Val definida do seguinte
modo: Valg = Val, e, para k > 0,

Vali41 = {v € Val, : para toda férmula «, Val,(«) C ¢ implica v(a) = "}

em que Valy(a) = {v(a) : v € Vali}. Os elementos de Valy sdo chamados

k-nivel valoragdes ou valoragoes de nivel k para B.

(b) O conjunto das B-valoragoes ¢ dado por Valg = ﬂkzo Valy,. O

Definigao 3.2.37: Seja o uma férmula de B. Assim:

Ep a sse v(a) =t para todo v € Valg. O

Proposigao 3.2.38: Seja o uma féormula de B. Assim:
EB a sse existe k£ > 0 de modo que Valg(a) = {t"}.

Demonstra¢ao: Anéloga & Proposicao 3.2.20. |
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Teorema 3.2.39 (Corretude fraca de B): Seja o uma formula de B. Assim:
Fg a implica Fg «

Demosntra¢do: Analoga a do Teorema 3.2.21, substituindo o Teorema 3.2.1 e
Definigao 3.2.18 pelo Teorema 3.2.6 e Defini¢ao 3.2.36. |

Definigao 3.2.40: O conjunto B-wvaloragdes candnicas é o conjunto

Val?

B ={V8a. : A éum conjunto maximal de B},

em que Vg, ¢ dado de acordo om a Definigio 3.2.2. a

Lema 3.2.41: Val®

can

- Valo.

Demonstragdo:  Andloga a do Lema 3.2.23, substituindo Lemma 3.2.3 por
Lemma 3.2.7. |

Lema 3.2.42: Se Val®_C Val; entao Va2 C Valgy1.

can — can —

Demonstra¢ao: Andaloga a do Lema 3.2.24, substituindo Defini¢do 3.2.18 pela
Defini¢ao 3.2.36. u

Corolario 3.2.43: Val®

can

g VaIB.

Demonstra¢ao: Consequéncia imediata do Lemma 3.2.41, Lemma 3.2.42 e da
Definicao 3.2.36. n

Teorema 3.2.44 (Completude fraca de B): Seja o uma formula de B. As-
sim:

Fg a implica Fg «

Demonstragao: Anélogo a do Teorema 3.2.26, substituindo Proposicao 3.2.20
por Proposicao 3.2.38, Corolario 3.2.25 por Corolario 3.2.43 e Definicao 3.2.18
por Definicao 3.2.36. |

Por fim, pelas mesmas razoes apontadas na Subsec¢do 3.2.1, o sistema S5

pode ser definido como a unido de S4 e B ou, alternativamente:

e S5=5muU {(Nec)}
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Eis a prova da completude e corretude de S5 com relacao &s Nmatrizes com

niveis de valoragao:
Definigao 3.2.45: Seja Val o conjunto das S5m-valoragoes.

(a) Seja (Val)reny uma sequéncia de subconjuntos de Val definida do seguinte

modo: Valyg = Val, e, para k > 0,
Vali41 = {v € Valy, : para toda férmula «, Val,(«) C ¢ implica v(«) = "}

em que Valg(a) = {v(a) : v € Vali}. Os elementos de Valy sdo chamados

k-nivel valoragoes ou valoragoes de nivel k para S5.

(b) O conjunto das S5-valoracoes é dado por Valgs = ﬂkzo Valy. O

Definigao 3.2.46: Seja o uma férmula de S5. Assim:

Fss a sse v(a) = t" para todo v € Valgs. O

Proposigao 3.2.47: Seja o uma formula de S5. Assim:

Ess « sse existe k > 0 de modo que Valg(«) = {t"}.

Demonstra¢do: Anéloga a Proposi¢ao 3.2.20. |

Teorema 3.2.48 (Corretude fraca de S5): Seja o uma férmula de S5. As-
sim:

Fss « implica Fgs o

Demosntragao: Analoga a do Teorema 3.2.21, substituindo o Teorema 3.2.1 e
Definic¢ao 3.2.18 pelo Teorema 3.2.14 e Defini¢ao 3.2.45. |

Definigao 3.2.49: O conjunto S5-valora¢des candnicas &€ o conjunto

ValS®

55 —{V&, : A ¢éum conjunto maximal de S5},

em que V5 ¢ dado de acordo om a Definigio 3.2.2. O

Lema 3.2.50: Val5® C Val,.

can

Demonstragdgo:  Andaloga a do Lema 3.2.23, substituindo Lemma 3.2.3 por
Lemma 3.2.15. [ |
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Lema 3.2.51: Se Val>® C Val; entao Val®® Valgy1.

can — can —

Demonstra¢ao: Andaloga a do Lema 3.2.24, substituindo Defini¢do 3.2.18 pela
Defini¢ao 3.2.45. |

Corolario 3.2.52: ValS®

can

- Va|S5.

Demonstragao: Consequéncia imediata do Lemma 3.2.50, Lemma 3.2.51 e da
Definicao 3.2.45. n

Teorema 3.2.53 (Completude fraca de S5): Seja o uma formula de S5.
Assim:

Fgss a implica g5 o

Demonstra¢ao: Anéalogo a do Teorema 3.2.26, substituindo Proposicdo 3.2.20
por Proposi¢ao 3.2.47, Corolario 3.2.25 por Corolario 3.2.52 e Defini¢ao 3.2.18
por Definicao 3.2.45. |

Vimos que os sistemas Tm, Bm, 4m e 5m sao completos com respeito as
matrizes nao-deterministicas de 4 valores apresentadas no inicio dessa subsecao.
Ao acrescentarmos os niveis de valoracao, obtemos a completude para T, B S4
e S5. Também sabemos que existe o seguinte grafico de inclusdo para esses 8

sistemas:

Fig. 3.1: Sistemas modais completos por Nmatrizes de 4 valores

Na proxima Subsecdo defenderemos que se o operador O for interpretado
de maneira deontica, 4 valores nao sao o suficiente para que uma légica modal
tenha, Nmatrizes completas. Na subse¢do seguinte construiremos uma figura

analoga a Figura 3.1 para as versoes dednticas desses sistemas.
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3.2.3 Nmatrizes no contexto dedntico/doxastico

Na Subsecdo 2.3.2, vimos que quando [J é intepretado como “é necesséario” e ¢
como “é possivel”, sabemos que 4 valores sdo o suficiente para atender certos
requisitos minimos de uma légica que lide com esses operadores. Essa nao é,
todavia, a tnica interpretacao desses conectivos modais.

Logicas dednticas contrapdem a interpretacao acima, denominada alética. Se
O for interpretado como “é obrigatorio” e { como “é permitido”, devemos esperar
que Da ¥ a e a # Qa, contrariando a Defini¢ao 2.3.8. Ou ainda, sintaticamente,
nao é esperado que os esquemas de Abelardo Do — a e a — Qa sejam teoremas.

Por outro lado, um principio mais fraco seria conveniente: o F Qa ou
sintaticamente que (p — Op seja teorema. Mas quantos valores de verdade
seriam o suficiente para dar conta dessas nogoes?

Na subsecao anterior, tratamos de quatro valores de verdade para exprimir
as nocoes aléticas de necessario e posssivel, a saber: “necessariamente verda-
deiro”, “possivelmente verdadeiro”, “possivelmente falso” e “impossivel”. Para o
contexto dedntico, é preciso contemplar nao sd 0s casos em que uma proposicao
seja obrigatoéria, permitida e proibida. Devemos considerar o caso em que a
proposicao é obrigatéria mas nao é o caso, e o seu dual, que a proposicao é
proibida mas é o caso.

Para diferenciar esses cenarios, usaremos o termo “cumprido” para se referir
a situagdo em que uma proposi¢ao é obrigatoria e foi o caso ou que é proibida e
nao é o caso. Ja “infringido” reservamos para uma proposicao que é obrigatoéria
mas nao é o caso ou que é proibida mas é o caso. Por fim, opcional serd uma
proposi¢io que nao é obrigatéria nem proibida. Teremos entdo seis valores: T
(p é cumprido), C* (p é opcional), F* (p é infringido), T~ (—p ¢é infringido),
C~ (—p é opcional) e F~ (—p é cumprido).

Esses 6 valores também podem caracterizar uma légica doxéastica, e nao
apenas deontica. No contexto doxastico, podemos ter os cenarios: o agente
acredita que p, p é compativel com o que o agente acredita e p é incompativel com
o que o agente acredita. Note que temos as mesmas relagoes entre esses cenarios
que com obrigatorio/permitido/proibido. E no caso de 4 valores, terfamos uma
logica epistémica usual: ndo pode ser o caso que p é necesséria, mas falsa, como
nao pode ser o caso que p é sabida, mas falsa.

Considere a seguinte abreviagao:
T={T*",T"} C={C",C7} F={Ft F7}
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= {T",0F, F) = {T",0",F)}

Aqui, no contexto dedntico os conjuntos 7', C' e F' sdo interpretados como
“obrigatorio”, “opcional” e “proibido”, enquanto + e — sao entendidos como “é o
caso” e “nao é o caso”. Além disso, 4+ é o conjunto dos valores distinguidos.

Propomos a seméantica abaixo para os operadores —, — e [:

>lr] ¢ [F][a]Oa][a]-a]

clr|iruc|c||c| - | |c|cC
FllT| T |T||F| - | |F|T
R EIE R
+l+ -] | +] -
— |+ +] -]+

Qualquer valoracao das matrizes acima é denominada uma Dm-valoracao.
Observe que ha duas Nmatrizes para — e —. E requirido que as condicdes
impostas por ambas as matrizes sejam respeitadas. Isso é equivalente a ter as
seguintes tabelas (deterministicas) para — e Nmatriz para —:

ME NG,
ool [o 7] v | o [Fr]F
v F | [Tt [Tt [T | CF c- | FT|F
T |[FY| [T [t [t of ot | Ft|FY

ctle| [er |t | (ot ety [ {T-,c-) | ot | o
c-let| (e[t |t [ o+, oty [ {T+,ct) [ ot | o+
)| |t |- | T+ - |rt|T1
|| ||| 1+ T+ |Tt |7t

Definindo-se ¢ da maneira usual, teremos as seguintes Nmatrizes:
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M NG
(o] Bo Jlaf 0o |
T+ | {T+,ct, Fry | | T | {1t Ct Py
T | {T+,ct,Ft} | | T- | {T+, Ct FtY}
ct|{r-,c-,F}y| | ct | {1+, Ct Ft}
c-|{r-,c-,F}| | c | {1+, c* F*}
| {T-,c-,F}| | Ft | {T-,Cc,F}
F|{T-,c-,F}| |F- |{T-,Cc,F}

Observe que as Nmatrizes para ¢ e V podem ser apresentadas de uma forma

mais compacta:

E interessante notar que os valores 7~ e F'* representam as situagdes Oa A
- e =Qa A a. Esses cenarios nao existem quando (7)) e (Ty) sdo o caso. Note
ainda que se eliminarmos esses valores teremos exatamente as Tm-Nmatrizes
da subsecdo anterior (interpretando TF, CT,0~ e F~ como t", t¢, f¢ e fi,
respectivamente). Por essas razoes defendemos que as (N)matrizes de Dm se
comportam como se fossem a versao dedntica de Tm.

N&o nos limitaremos & versdo dedntica de Dm. Propomos ainda as (N)matrizes

abaixo como contrapositiva deontica para J\/%,B, J\fé e /\/l%:

NRB AR AR5
| o |Ga] [a [Oa]|a [Oa
T | + T | TT T | T+
T | Ft T | T+ T | T+

ct| = | Jer| = | |t |F-
c-lr|lc | = |c|F
Ft| — | [Ft] = | [F+]F-
F-|r | [F | -] |F |F

A mesma observacao com relagdo a Dm vale para as tabelas acima, a saber,
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eliminando os valores T~ e F'T, temos exatamante as matrizes para Ng, Né e
M$,.

Uma DBm-valoragio substitui numa Dm-valoragao VY por NPB. Defini-
mos analogamante uma D4m-valoracao e D45m-valoragao.

Mantendo sempre a mesma analogia da Subsecdo 3.2.1 e Subsecdo 3.2.2,
acrescentaremos os niveis de valoragao para obter a completude dos sistemas
KDB e KD4 definidos na Subsegao 2.2.2.

Outro sistema dedntico importante é o denominado KD45, cuja axiomética

é a que se segue:>*

e KD45 = KD4U {(5)}

Veremos a seguir que KD45 é completo acrescentando os niveis de valoragao

as (N)matrizes de D45m. Por ora, definimos sintaticamente os sistemas:
e Dm =PCU{(K),(K1),(K2),(M1)— (M4),(D),(DN)}
e D4m =DmuU{(4)}
e DBm =DmU {(B)}

e D45m =D4m U {(5)}

Mostraremos, a seguir, a corretude e completude para esses respectivos sis-

temas.

Teorema 3.2.54 (Corretude fraca para Dm): Seja o uma formula de Dm.
Entao:

Fpm « implica Fpy, o

Demonstragao: Para os axiomas (Axl), (Ax2) e (Axm) e para as regras
(DN) e (MP) a demonstragio é anéloga a do Teorema 3.2.1, substituindo ¢ por
+. Para os demais casos, temos:

(K) O(p — q) — (Op — Oq)

- se v(d(p — q)) € — entdo v(K) € +.

24 Fsse sistema aparece em [Seg71] p. 50 obtido originalmente acrescentando o axioma (F)
a KD4. Preferimos a axiomatica a partir de (5) para mantermos a analogia com S5. Néo
é dificil verificar que em qualquer légica modal classica em que vale (DN) e ¢ ¢é definido
usualmente, temos que os axiomas (5) e (E) sdo equivalentes.
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—sev(d(p — q)) € + , entdo v(p — q) € T. Dai temos v(p) € F ou
v(q) € T. Inferimos entdo que v(Op) € — ou v(Oq) € +. Portanto
v(@p — Og) € + e v(K) € +.
(K1) O(p = ¢) = (Op = 0g)
—sev(0(p — q)) € —, entdo v(K1) € +

—se v(O(p — q)) € +, entdo v(p — q) € T. Dai temos v(p) € F ou
v(q) € T. Assim. v(0p) € — ou v(0q) € +. Temos portanto que
v(Op = Oq) € + e v(K1) € +.

(K2) O(pVq) = (OpV Oq)

—se v(O(pV q)) € — entdo v(K2) € +.

—sev(O(pVq)) € +entdov(pVyq) ¢ Fedaiv(p) ¢ Fouuv(q) ¢ F.
Suponha que v(OpV Oq) € —. Isso significa que v(Op) € — e v(0q) €
—, o que implica que v(p) € F e v(q) € F, absurdo. Portanto
v(OpV Oq) € + e v(K2) € +.

(M1) ~0p = O(p — q)

— se v(—0q) € —, entdo v(M1) € +

— se v(=0p) € + entdo v(Op) € —ev(p) € F. Daiv(p — q) € T e
v(0(p — q)) € +. Portanto v(M1) € +.

(M2) Og — O(p — q)

— se v(0gq) € —, entdo v(M2) € +

— se v(Oq) € +, entdo v(q) € T. Dai temos que v(p — q) € T e
v(d(p — q)) € +. Portanto v(M2) € +

(M3) Og — O(p—q)
— se v(0q) € —, entdo v(M3) € +

— se v(0g) € +, entdo v(g) ¢ F. Dai temos que v(p — q) ¢ F e
v(Q(p — q)) € +. Portanto v(M3) € +

(M4) O=p = O(p — q)

— se v(0—p) € —, entdo v(M4) € +
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— se v(0—p) € +, entdo v(—p) ¢ F e v(p) ¢ T. Dai temos que v(p —
q) ¢ Fev(Olp—q) e+

(D) Bp — Op
— se v(Op) € — entdo v(D) € +

— se v(Op) € + entao v(p) € T e v(Pp) € +. Portanto v(D) e + W

Mostraremos agora a completude de Dm construindo analogamente a Tm
uma valoracao canonica por meio de um conjunto maximal consistente de fér-

mulas.

Definigao 3.2.55: Seja A um conjunto maximal consistente de uma logica L
para L € {Dm,DBm,D4m,D45m}. Uma valoragdo canonica é uma fungio
V& : Fory, — {T+,C+,F+,T~,C~, F~} definida do seguinte modo:

1. V(o) €+ ssea € A

2. V&(a) € — sse na € A

3. VE(a) € T sse Oa € A

4. Vﬁ(a)éCsse(}aGAeOﬂaEA

5. V&(a) € F sse O~a € A

Lema 3.2.56: V& _ ¢ uma Dm-valoragio.

Demonstragao:
e CASO 1: v é -3
(i) se V5,,(B) € T entdo OB € A. Por (DN) temos 0-—3 € A e entio
V5,.(—8) € F.

(ii) se V5,,(8) € C entdo 0B,0-8 € A. Por (DN), 0——8 € A e
portanto V5§, (=3) € C.

(iii) se V5,,(B) € F entdo O0-8 € A e dai V5 _ (—8) € T.

(iv) se V5,.(B) € + entdo B € A. Por (DN) temos == € A e dai
V]%m(_'ﬁ) €.

165



3. Completude por Nmatrizes Finitas

(v)

se VBm(B) € — entdo =3 € A, e portanto Vi, (=f) € +.

e CASO 2: o€ p

(i)
(i)

(iii)

se V5 _(B) € T entdo OB € A e VA (OB) € +.

se V5,.(B) € C entdo O—3 € A. Dai por Defy, e (DN) temos
-08 € AeVy, (O0B) € —.

se V5,,(8) € F entdo Va(B) ¢ T e 08 ¢ A. Dai =038 € A e
V%m(mﬁ) € —.

e CASO 3: aé g — v

(i)

(i)

(iii)

(vi)

(vii)

se V§,,(7) € T entdo Oy € A. Por (M2), temos desse modo que
Oy — OB — v) € A epor (MP) OB — v) € A. Portanto
V8,,(8 =) €T.

se VB,,(8) € F entdao —0f € A. Por (M1) e (MP), O(8 — ) € A.
Dai V(8 — 7) € T.

Se V5L.(B) € T e V5,,(7) € C entio OB € A e Oy,0—y € A.
Como ¢y € A entdo O(8 — ) € A, por (M3). Por outro lado,
como —Ovy € A por (D) temos -1y € A. Dai O A Oy € A e
entdo —(08 — Ovy) € A. Logo -0(8 — v) € A, por (K). Portanto
O=(8 — ) € A eentdo V5_ (8 —v) € C.

se V§,,(B) € T e V5,,(v) € F entdo OB,0—y € A e dai temos que
08 AO-y € A. Ora, 2(0—8V O——y) = =O(—=F V =—y) € A por
(K2) e entao (OB AO—y) — O(B A —y) Logo, (8 A —y) € A por
(MP) e portanto (-(3 — ) € A, ou seja, V5 (8 — ) € F.

se V5, (B) € C e V5 _(7) € C entdo 0B,0-8,07,0—y € A. Se
OB — v) € A temos V5, (8 — v) € T. Caso contréario, 0—(3 —
7v) € A. Além disso, Oy € A e entao O(8 — ) € A, por (M3). Isso
mostra que O(3 — ), 0—(8 — 7) € A e entdo V5 (8 — v) € C.

se V§ _(B) € C e V5 ,,(7) € F entio 0B3,0-8 € A e Oy € A.
Como temos (—f € A entao O(8 — v) € A, por (M4). Por outro
lado, como O € A e =0y € Aentdao OFA-Oy € Ae (08 = Oy) €
A. Dai -0(8 — ~) € A, por (K1). Temos entdo ¢—(8 — ) € A.
Isso mostra que V§_ (3 — ) € C.

se V§,,(7) € + entio v € A e (B — v) € A. Temos portanto
V5. (8 =) € +.
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(viii) se V5_(8) € — entdo =3 € A e (8 — v) € A. Temos entdo que
VBm(B = 7) € +.
(ix) se VB_(B) € + e V5 _(7) € —entdo 8 € A e =y € A. Assim,
BA—y €A edai ~(8— 7)€ A. Portanto V5, (8 —7) € —.

Lema 3.2.57: Seja A um conjunto maximal consistente em Dm. Assim, existe

uma Dm-valoracao V de modo que, para toda férmula a:
V(a) € +sseae A

Demonstracio: Pela Definigio 3.2.55, V5§ | é uma funcio tal que V§ _ (a) € +

sse @ € A. Pelo Lemma 3.2.56, V5 ¢ uma Dm-valoracdo. |

Teorema 3.2.58 (Completude fraca para Dm): Seja o uma férmula de Dm.
Entao:

Fpm a implica Fpm a.

Demonstra¢do: Suponha que Fp, «. Assim existe um conjunto maximal con-
sistente A em Dm de modo que a ¢ A. Pelo Lemma 3.2.57, existe uma Dm-

valoragao V tal que V() € 4. Portanto EFpm « [ |

Mostraremos a seguir a corretude e completude para DBm.

Teorema 3.2.59 (Corretude fraca para DBm): Seja o uma formula de DBm.
Entao:

FpBm o implica Fppm «

Demonstracao: Para os axiomas e para as regras de Dm a demonstracao é

anéloga a do Teorema 3.2.54. Para o axioma B, temos:
(B) p— O0p

e se v(p) € +, entdo v(—-p) € —. Dai v(O-p) = F e v(0p) = T.
Portanto v(00p) € + e v(B) € +. |

Lema 3.2.60: V5g = é uma DBm-valoragao.

Demonstracao: Para CASO 1 e CASO 3 a demonstragao é idéntica a do
Lemma 3.2.56. Com relagdo ao CASO 2, a mesma observagao vale quando

Va(B) € +. Restam trés itens a serem analisados.
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e CASO 2: ¢ g

— se VApm(B) = T~, entdo 0B, -3 € A. Por (B) temos que 103 € A
e dai 0-0B € A. Portanto Vag,,,(08) = F+.

— se VApm(8) = C~ entdo —3,03,0-8 € A. Por um lado temos
-0p5 € A. Por outro, J0-5 € A, por (B). Dai O-05 € A e
portanto Vag,,(08) = F+.

— se VAgm(B) = F~, entdo -3, € A. Temos entdo O—f3 € A, por
(D) e dai =08 € A. Além disso, por (B) concluimos que O0—-3 € A
e 0-08 € A. Portanto VAg,(0B) = F~. [

Lema 3.2.61: Seja A um conjunto maximal consistente em DBm. Assim,

existe uma DBm-valoracao V de modo que, para toda férmula «:
V(a) € +sseae A

Demonstra¢ao: Anéloga a do Lema 3.2.57, substituindo o Lema 3.2.56 pelo
Lema 3.2.60. u

Teorema 3.2.62 (Completude fraca para DBm): Seja o uma formula de
DBm. Entao:

FpBm o implica Fppm a.

Demonstragdo: Suponha que Fppm «. Assim existe um conjunto maximal
consistente A em DBm de modo que a € A. Pelo Lemma 3.2.61, existe uma
DBm-valoragio V tal que V(«) € +. Portanto Fpgm « [ ]

Os préximos resultados que serao apresentados dizem respeito & corretude e

4 completude de D4m.

Teorema 3.2.63 (Corretude fraca para D4m): Seja o uma férmula de D4m.
Entao:

Fpam « implica Fpgm «

Demonstrag¢ao: Para os axiomas (K2),(M3),(M4) para as regras de Dm
a demonstracao é analoga a do Teorema 3.2.54. Nos demais casos algumas

alteragoes sao necessarias, substituindo:

(K) v(Oq) € + por v((q) =T e v(Op — Ogq) € + por v(Op — Ogq) =T

168



3. Completude por Nmatrizes Finitas

(K1) v(Op) € — por v(Op) = F~.

(M1) v(@(p — q)) € + por v(O(p — q)) = T*.
(M2) v(@(p — q)) € + por v(O(p — q)) = T*.
Para o axioma (4), temos:

(4) Op — 0OOp

e se v(p) € +, entdao v(dp) =TT e v(0O0p) =T*. Logov(4) € +. W

Lema 3.2.64: V4, é uma D4m-valoracio.

Demonstracao: Para CASO 1 e CASO 3 a demonstragao é idéntica a do
Lemma 3.2.56. Com relagdo ao CASO 2, a mesma observagao vale quando
Vi (B) € C ou VRL,A(B) € F. Resta analisar quando V4, (3) € T.

e CASO 2: o ¢ 08
— se V4,.(B) € T, entdo 0B € A. Por (4) temos que OB € A e dai
VA (0B) € T. n

Lema 3.2.65: Seja A um conjunto maximal consistente em D4m. Assim,

existe uma D4m-valoracao V de modo que, para toda férmula a:
V(a) € +ssea € A

Demonstra¢ao: Anéloga a do Lema 3.2.57, substituindo o Lema 3.2.56 pelo
Lema 3.2.64. |

Teorema 3.2.66 (Completude fraca para D4m): Seja o uma formula de
D4m. Entao:

':D4m (0% implica |_D4m .

Demonstragdo: Suponha que Fpgm «. Assim existe um conjunto maximal
consistente A em D4m de modo que o ¢ A. Pelo Lemma 3.2.65, existe uma
D4m-valoracdo V tal que V(a) € +. Portanto Fpam « [ |

Provamos, por fim, a completude para D45m.

Teorema 3.2.67 (Corretude fraca para D45m): Seja o uma formula de
D45m. Entao:

|_D45m (6 implica ':D45m «
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Demonstracao: Para os axiomas e para as regras de Dm a demonstragao
é analoga a do Teorema 3.2.54, bastando substituir v(a) € + por v(a) = TT
e v(a) € — por v(a) = F~ se a & do tipo OB ou OB Para o axioma (4), a
demonstragio é andloda a do Teorema 3.2.63. Para (5):

(5) Op — O0p

e se v(Qp) € +, entdo v(O-p) € — e v(—-p) ¢ T. Logo v(p) € T, o que
implica que v(Op) =T e v(dOp) = T't. Portanto v(5) € +. |

Lema 3.2.68: V5,. = ¢ uma D45m-valoragdo.

Demonstracao: Para CASO 1 e CASO 3 a demonstragao é idéntica a do
Lemma 3.2.56. Com relagdo ao CASO 2, a demonstragao é idéntica a do

Lemma 3.2.64 quando VA(f) € T. Restam quatro itens a serem analisados.
e CASO 2: ¢ B
— se V5 45m (B) € C, entdo OB, 0—B € A. De - € A temos -3 € A
e 008 € A, por (5). Dai O-0B € A e portanto V5,4, (O8) = F~.

— se Va(B) € F, entdo =0f € A e por (D) =08 € A. De =0 € A
temos [0-3 € A e novamente por (D) temos O—8 € A. Por fim,
00-8 € A, por (5). Logo O-0 € A e VS, (O8) = F~.

Lema 3.2.69: Seja A um conjunto maximal consistente em D45m. Assim,
existe uma D45m-valoracao V de modo que, para toda féormula a:

V(o) € +sse € A

Demonstragdo: Anéloga a do Lema 3.2.57, substituindo o Lema 3.2.56 pelo
Lema 3.2.68. u

Teorema 3.2.70 (Completude fraca para D45m): Seja o uma foérmula de
D45m. Entao:

}:D45m (6% implica |_D45m .

Demonstra¢do: Suponha que Fpgsm . Assim existe um conjunto maximal
consistente A em D45m de modo que o € A. Pelo Lemma 3.2.69, existe uma
D45m-valoragido V tal que V(«) € +. Portanto Fpasm o [ ]
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Vimos acima a completude para Dm, DBm, D4m e D45m com relagao
as respectivas (N)matrizes de 6-valores apresentadas no inicio dessa subsegao.
Analogamente, defineremos os sistemas ndo normais por meio dessas logicas

dednticas minimais.

¢ D=DmU{(Nec)}
¢ KDB =DBmU {(Nec)}
¢ KD4 =D4mU {(Nec)}

e KD45 = D45mU {(Nec)}

Note que a demonstracao de que essas axiomaticas correspondem & original
é analoga a que fizemos na Subsecdo 3.2.2 ao nos referirmos de como construir
T a partir de Tm.

Do ponto de vista seméantico, nossa solucao serd semelhante a de Kearns.
Acrescentaremos os niveis de valoragdo, com a diferenga de que se v(«) recebe
sempre um valor distinguido, ou seja, Val,(a) C +, teremos Valg,1(a) =T+, A
definicao de tautologia também serd adaptada, uma férmula « serad tautologia
quando existir um nivel de valoragao k em que Valg(a) = T

Mostraremos abaixo a completude de D, KDB, KD4 e KD45 a partir das
(N)Matrizes de Dm, DBm, D4m e D45m, respectivamente.

Definigao 3.2.71: Seja Lm € {Dm, DBm, D4m, D45m}. Seja também L €
{D,KDB,KD4,KD45}. Por fim, seja Val? o conjunto das Lm-valoracdes

(a) Seja (Valf)ren para uma sequéncia dos subconjuntos de Val” definida do

seguinte modo: Valg = VaIL, e, para k > 0,
ValﬁJrl = {v e Val} : para cada formula o, Valf (o) C + implica v(a) = Tt}

em que Valf'(a) = {v(a) : v € Vall}. Os elementos de Valj sdo chamados

k-nivel valoragoes ou valoragoes de nivel k para L.

(b) O conjunto das L-valoragoes ¢ dado por Valy, = 1,5, Valy. O

Definigao 3.2.72: Seja L € {D,KDB,KD4,KD45} e o uma férmula de L.
Assim:

Fr a sse v(a) =TT para todo v € Valg. O
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Proposicao 3.2.73: Seja L € {D,KDB,KD4,KD45} e a uma férmula de
L. Assim:

L a sse existe k > 0 de modo que Valy (a) = {T}.

Demosntra¢do: Anéloga a Proposi¢ao 3.2.20 |

Teorema 3.2.74 (Corretude fraca de L): SejaL € {D,KDB,KD4, KD45}

e o uma formula de L. Assim:
Fr a implica Fr, a

Demonstragao: Para os axiomas e regras de Lm a prova é analoga aos Teorema
3.2.54, Teorema 3.2.59, Teorema 3.2.63 e Teorema 3.2.67. Para a regra (Nec),
o argumento é semelhante a do Teorema 3.2.21. O Gnico detalhe digno de nota
é que, se Valy/(8) = {T+} entdo Valy (OB) C + e dai Val;,,(08) = {T*}. W

Definigao 3.2.75: O conjunto das L-valora¢des candnicas é o conjunto

Valt

L ={V£ : A éum conjunto maximal consistente em L},

em que cada Vf é dado de acordo com a Defini¢do 3.2.55. O

Lema 3.2.76: Val®

can

C Valg.

Demonstragao: Consequéncia imediata da Defini¢ao 3.2.75 e Definicao 3.2.55,
adaptando a prova do Lema 3.2.56, Lema 3.2.60, Lema 3.2.64 e Lema 3.2.68

levando em consideracao que cada axioma de Lm vale em L. |

L

Lema 3.2.77: Se Val% = C Val} entdo Val%, C Valy ;.

can

Demonstra¢do: Anéloga a do Lema 3.2.24. A tnica modificagdo é a que se
segue: dado V& € Valy(a), se a é uma formula de modo que Valf(a) C +
entdo Va(a) € +. Como Oa € A (prova anéloga a do Lema 3.2.24) entdo
Va(a) € T, pela Defini¢ao 3.2.55. Dai, Va(a) =T e entdao Va € VaIé_H, pela
Definigao 3.2.71. [ |

Corolario 3.2.78: Vali‘an C Valy,.

Demonstragiao: Consequéncia imediata do Lema 3.2.76 e Lema 3.2.77. |
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Teorema 3.2.79 (Completude fraca de L): SejaL € {D,KDB,KD4,KD45}

e o« uma formula de L. Assim:
Fr a implica Fr, o

Proof: Suponha que ¥, . Logo, existe um conjunto A maximal consistente
em L de modo que o ¢ A, assim -« € A. Suponha que Fy, a. Assim, existe
k > 0 de modo que Val} () = {T""}, pela Proposicio 3.2.73. Visto que Val%,, C
Valé, pelo Corolario 3.2.78, segue-se que Va(a) = TT. Mas ~a € A e entao
Va(a) € —, contradi¢do. Portanto #p, «. [ ]

Antes de encerrar o capitulo, gostariamos de fazer algumas consideracoes
finais. Vimos na Subsec¢ao 3.2.1 os sistemas Tm, Bm, 4m e 5m. Na Subsecdo
3.2.2, acrescentamos os niveis de valoragoes e obtivemos uma seméantica com-
pleta para T, B, S4 e S5. A Figura 3.1 mostra a relagdo de inclusdo que existe
entre esses sistemas caracterizaveis por Nmatrizes de 4-valores.

Nessa subsegao, substituimos nos sistemas acima o axioma (T") por (D), ob-
tendo DTm, DBm, D4m e D5m. Semanticament,e acrescentamos os valores
T~ e FT, para lidar com as situacoes em que [Ip é o caso mas —p é 0 caso, e
reciprocamente, quando (—p é o caso mas p é o caso. Acrescentando os niveis
de valoragbes temos a completude para D, KDB, KD4 e KD45. A Figura
abaixo mostra a relagdo de inclusao desses sistemas, andloga a Figura 3.1.

KD45 —  KDB
‘ D

D45m «——|— DBm

e e

D4m «—— Dm

KD4

Fig. 3.2: Sistemas modais completos por Nmatrizes de 6 valores

Como afirmado na subsegdo 3.2.2, Kearns mostrou a completude para um
sistema de Dedu¢ao Natural para T, apresentando (N)matrizes de 4 valores para
S4 e S5. Mostramos a completude dessas logicas para seus respectivos sistemas
axiomaticos. Além disso, propusemos (N)matrizes completas de 4 valores para
B e de 6 valores para D, KDB, KD4 e KD45.

Queremos ainda ressaltar que em qualquer sistema que estende PC em que
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vale (T'), também vale (D). De fato, por (T') temos O-p — —p e dai p — Op
e por Silogismo Hipotético temos Op — Op. Isso significa que a relagdo de
inclusao dos sistemas modais normais vistos nesse capitulo pode ser descrita no

grafico abaixo:

KD45 —|— KDB

~ e

KD4 D

Fig. 3.3: Sistemas modais normais completos por Nmatrizes

A semantica exposta nesse capitulo possui certas limitagbes. Acreditamos
que faz sentido pensar que sistemas em que vale (D) sdo caracterizados por 6
valores que passam a ser reduzidos a 4 quando vale (T'). Por outro lado, as
(N)matrizes para os axiomas (B), (4) e (5) ndo sdo obtidas de maneira tao
intuitiva como nos modelos relacionais.??

E importante mencionar que ainda nio temos clareza sobre a relacdo entre
as Nmatrizes e os modelos de Kripke. Tampouco sabemos se é possivel obter um
resultado genérico de completude, como o obtido por Lemmon com relacao aos
modelos relacionais.?® Acreditamos, entretanto, que serd possivel obter algum
resultado genérico de completude por meio de combinacoes de logicas. Algumas
intuicoes serao fornecidas em Consideragoes Finais.

Outra questao aberta é saber se é possivel obter algum resultado de in-
completude para a seméantica de Nmatrizes finitas com niveis de valoracao e
se esses resultados coincidiriam com os resultados de incompletude por seméan-
tica relacional. Também nao obtivemos completudes para sistemas nao-normais
ou sistemas modais cujo fragmento proposicional nao é classico. Temos, entre-
tanto, uma ideia de como atacar esses problemas. Nossa estratégia também sera

esmiuagada nas Consideragoes Finais.

25 Nos modelos relacionais de Kripke, para obter a completude desses sistemas basta garantir
que a relagdo seja simétrica, transitiva ou de equivaléncia. Vide [Kri63]

26 Em [LS77], Lemmon mostra a completude para todas as extensdes de K obtidas pelas
instanciacoes do esquema OFO'a — O™ O™« para k, 1, m,n naturais.
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Essa tltima parte da Tese é de carater essencialmente especulativo. Fornecemos
intuigoes, caminhos e sugestoes de como poderiamos aplicar a semantica de
Nmatrizes para outros sistemas distintos dos apresentados no Capitulo 3.

Nessa parte da Tese, deixamos propositalmente de lado as referéncias biblo-
graficas. Primeiramente, tais referéncias ja foram citadas ao longo da Tese; além
disso preferimos oculta-las para sermos coerente com a falta de rigor técnico do
que se segue. Também pressupomos defini¢oes e teoremas apresentados na Tese,
sobretudo no ultimo capitulo, muitas vezes sem enuncia-los explicitamente.

As consideragoes que se seguem se dividem em basicamente dois caminhos:
buscar Nmatrizes para logicas modais nao-classicas e logicas modais nao nor-
mais. Também oferecemos pistas de como obteriamos tal seméntica para o
célculo proposicional intuicionista. Todas elas tém, porém, a caracteristica de

nao serem pretensiosas.

Combinando Nmatrizes com matrizes

Sistemas modais deonticos - como D, KDB, KD4 ¢ KD45 - ¢ os aléticos - T,
B, S4 e S5 - nao podem ser caracterizados por matrizes finitas. Buscando uma
nova semantica distinta dos modelos de Kripke a esses sistemas, apresentamos
o conceito de Nmatrizes.
Mostramos também a completude desses sistemas aléticos com relacao as
Nmatrizes de 4 valores e desses sistemas dednticos com relagao a 6 valores.
Tivemos que acrescentar uma maquinaria extra, com a nocao de niveis de va-
loragao para obter a completude. Por ora, ignoremos essa maquinaria e nos
concentremos nas Nmatrizes dednticas.
Recordemos que nossa semantica para D tem os valores de verdade: T, C*, F* T—,C~

e F~ que podem ser rearranjados do seguinte modo:

T ={T*, 77} C={Ct,Cc} F={Ft F~}
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@ = {T*,CF, F+} o={T",0",F}

Recordemos ainda que @ é o conjunto dos valores distinguidos. A semantica

para D é regida por meio das Nmatrizes abaixo:

lelo] (2] ]

Lembremos que para os operadores — e — & requirido que as condigoes
impostas por ambas as matrizes sejam respeitadas. Isso implica nas seguintes
tabelas de 6 valores para esses operadores (para o conjunto unitério de valores

{z} escreveremos simplesmente x):

o [T ] v | o [Fr]F
T [ F | [Tt [t [ | of c- | FT|F
T |FY| [T [t [t of ot | Rt FY

ctle| et |t |- (ot ety [ {T-,c-) | ot | o
c-let| (e[t |t [+, oty [ {T+,ct) [ o+ | o+
)| |t |- | T+ - |rt|T1
Flrt| ||| 1+ T+ |Tt |7t

Gostariamos de chamar atencao para o fato de que em D os 6 valores podem

ser vistos como duplas:

T+=(T,1) T~ =(T,0)
ct=(C,1) C~=(C,0)
F+t=(F1) F~=(F,0)

Seja (x,y) um par de valores qualquer para « € {T,C,F} e y € {0,1}.
Assim, o conjunto T, por exemplo, seria representado por (T,y) enquanto o
conjunto © seria por (z,0).

Observe que dado um par (z,y), cada y € {0,1} se comporta nas duas alti-
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mas matrizes acima exatamente do mesmo modo que nas tabelas para a logica
proposicional classica. De fato, para todo = € {T,C, F} todo o’ € {T,C,F} e
todo 2" € {T,C, F'}:

ElERIERIRERER
(x,1) || (=", 1) | (z",0) (z,1) | («',0)
(,0) || (z",1) | (2", 1) (z,0) | («',1)

Ja o operador O visto sobre os pares de verdade (x,y) tem o seguinte com-

portamento seméantico em D, para todo « € {T,C, F'} e todo y € {0,1}:

(T,y) | (x,1)
(Cyy) | (x,0)
(Fyy) | (,0)

Na subsecdo 3.2.3, vimos ainda que - afim de obter Nmatrizes completas
para os sistemas KDB, KD4 e KD5 - temos que alterar apenas a Nmatriz

com relacao ao operador modal [ do seguinte modo:

KDB KD4 KD45
| o |Ga][a [Oaf|a [Oa
[ e | [rt]rt] [T ]1*
- Ft| [ [t ] [ |1t

ctl e ct| o Ct | F~
C~ | F~ c—| e C— | F~
Ft| o Frl o Ft | F~
F~ | F~ F~| o F~ | F~

Em termos de pares de valores verdades (z,y), essas Nmatrizes podem ser re-
escritas para todo x € {T,C, F'} e todo y € {0,1}:
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KDB KD4 KD45

3
&

N
|

8

8

/\/\/ﬁ;/\/\/\
=IR=AR=E ==

e

o~~~ e~~~
QA
===
~ |~ |~ |~ |~ |~
= | ===~

e

Devemos também relembrar que se eliminarmos os pares (T,0) e (F,1) das
Nmatrizes de D, KDB, KD4 e KD45 obtemos a seméantica de T, B, S4 e S5,
respectivamente.

Vimos ao longo da Tese alguns sistemas proposicionais caracterizados por
matrizes finitas. Talvez o mais célebre dentre eles seja Ls. Essa logica tem

os trés valores 1,% e 0, em que 1 é o distinguido. Sua seméntica obedece as

matrizes:
p|p] [=]o]5]1]
01 01]1(1
AEIREI FIEE
110 1]o]3]1

Acreditamos que a abordagem por meio de pares de valores poderia fornecer
uma semantica para logicas dednticas e aléticas cujo fragmento nao é classico.

Combinando, por exemplo, os calculos dednticos e Lj, teriamos 9 valores:

(T,1) (T,3) (T,0)
(1) (C3) (C0)
(F,1)y (F,5) (F0)

Os valores distinguidos seriam (T, 1), (C, 1) e (F,1).

A ideia subjacente aos pares de valores (z,y) nesse caso é que z € {T,C, F'}
) %7
trizes proposicionais de k3. Note que (T,y) determina o conjunto de pares

respeita as (N)matrizes modais deonticas, enquanto y € {1, 3,0} respeita ma-

de valores {(T,1), (T, %}, (T,0)}, por outro lado (z,1) determina o conjunto
{(T',1),(C, 1), (F,1)}. Isso significa que para os operadores — e — teriamos as
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tabelas abaixo como semantica para certa combinagao entre os sistemas deon-

ticos e L3 (para x,2’ e 2" € {T,C, F}; para y,y’ e y” € {1, %,0}):

I B KRR
(x,0) | (2/,1) (x,0) || (",1) | (",1) | (=", 1)
(x,3) | (&, 5) | | (=3) || " 3) | (2",1) | (=", 1)
(z,1) | (@,0) | | (2,0) || (&",0) | («",3) | (&",1)
N N
L p | » || = @] (C.y) | (Fy) |

1

(T,y") (C,y") (F
(Coy) [ (Cyy") | | (Coy) || (T,y") | (T,y") U(C,y") | (C
(T,y") (T,y") (T

SHESRES
S|

)

Denominemos N-, e N_, as matrizes modais para - e —.

Com relagado ao operador modal O teriamos 6 pares nao-distinguidos. Com-
binando k3 com os calculos dednticos D, KDB, KD4 e KD45 teriamos as
seguintes Nmatrizes para z € {T,C,F} ey € {1, 3,0}:

D KD4
l» | o ||l a ]| Oa |
Ty | (@) oy | (1
(Coy) | (2, 1) U(m,0) | | (Cry) | (2 1)U (a,0)
(F,y) | (2,1 0(2,0) | [ (Fy) | (2, 1)U(x,0)

KDB KD45
IR
(T, 1) (x,1) ’ o ‘ Oor ‘
(T, 0) (F, 1)

Ty | (T1)

(€, 1) | (2, 1)U (x,0) :
€0 [ (R A {R0) | R et
(F,1) | (z,1)U(z,0) 8 [N
(F,0) | {(F, 1), (F,0)}

Para fins elucidativos, explicitaremos nossa notacao compacta que temos em
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(F,0)
(F,1)
(C,0)
(1)
(T,0)
(T,1)

—|e

(€1
(¢1)
C

(T,1)

(T.,0)
(1)
(C,0)
(F;1)
(£} 0)
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>>>
OO |
NN
S~ | ~| ~—
-
N =N —
SIS
~ | ~ | ~
Pl Y
| = |l
SEISAISE
P R
\_/11,2
SEIS)

mente ao combinarmos Y3 com os quatro sistemas dednticos listados acima.

Para os operadores proposicionais, teriamos:

(1)

(£,0)
(.1
(C,0)
(T,1)
¢,

(F,3)
(€1
(T 3)
(T,1)
(T,1)

(1)

(F,1)
G,
(T,1)
(T,3)
(T,1)
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(T,1)

(T.,0)
(T,1)
(T,1)

(C,0)
{(T,1),(C, 1)}

(T,1)

' 3)

(F,0)

(T, 1)
(C,0)
(F}1)

(T,0)
Ja o operador modal OJ respeitaria as seguintes (N)matrizes em cada um dos

quatro sistemas deodnticos:
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KD4
’ o ‘ Oa
(T,1) (T,1)
(T, 3) (T;1)
(T, 0) (T, 1)
(€,1) | {(T,3),(C. 5), (F, 3),(T,0),(C,0), (F,0)}
(C.3) | {{T,3),(C. 3), (F, 3), (T, 0), {C, 0), (F, 0)}
(C,0) | {(T, 3),(C. 5), (F} 3),(T,0),(C,0), (F,0)}
(F.1) | {(T.,3),(C. 3). (F,5). (T, 0),(C.0), (F, 0)}
(F5) [ {{T,5),(C, 5), (F 5), (T,0), (C, 0), () 0)}
(F,0) | {{T,3),(C. 3), (F, 5), (T, 0),(C,0), (F, 0)}
KD45

o [ Oa |

(T, 1) (T,1)

(T, 3) (,1)

(T, 0) (T,1)

(€.1) | {(F3), (F,0)}

(C.3) | {F 5), (F,0)}

(C,0) | {(F) 3),(F,0)}

(F1) | {{F3), (F,0)}

(Fr3) | {(F3), (F0)}

(F.0) | {{F,3) (F.0)}

Para validar o axioma T, seria preciso eliminar os valores (T,0), (T,3) e

(F,1). Em outras palavras, dado M o conjunto dos valores de 3 e D C M

o conjunto dos distinguidos, teriamos que eliminar os valores (F,d) e (T,i) em

qued € Dei € M — D (ou seja, i ndo é distinguido). Isso nos permitiria obter

Nmatrizes para as combinacoes dos sistemas aléticos T, B, S4 e S5 com k3 a

partir das tabelas acima.

Combinando Nmatrizes com Nmatrizes

Acreditamos que o mesmo método poderia ser usado para obter uma seman-

tica completa para a combinacao de duas légicas caracterizaveis por Nmatrizes.

Tomemos o caso da combinacdo de mbC com os quatro sistemas deénticos D,
KDB, KD4 e KD45. O célculo mbC pode ser caracterizado pelo conjunto de
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valores M = {1,%,0} em que D = {1,1} ¢ o conjunto dos distinguidos (usare-
mos 1, % e 0 no lugar de t,I e f para efeitos de simplificagdo). Esse calculo é

regido pelas Nmatrizes abaixo:

|

ol 13 [ o el w»|le] o |
1| {14} | {1, 3 1 0 1| {1,3,0}
lasfas] o | 6] 3] o

o [y oG] (o]0

Teriamos nesse caso os mesmos 9 pares de valores que tivemos no caso an-

terior, com a diferenca de que o conjunto dos pares distinguidos seria:
({1, 1),(C, 1), (F, 1) (T, 3),(C, 5), (F, 3)}

Nossa intuicao é garantir que cada coordenada modal x de cada par de valo-
res (x,y) respeitaria as Nmatrizes deonticas acima. Isso significa que definindo
A e V & maneira classica e aplicando tal definicdo as Nmatrizes modais N, e

N_,, terfamos as Nmatrizes modais abaixo para os operadores V e A (em que
.y ey’ €{1,3,0}):

Ny
v @] €y [EY)]
(T,y) | (T.y") (T,y") (T,y")
(Coy) || (T,y") | (T,y") U(C,y") | (C,y")
(Fyy) || (Ty") (Cy") (F,y")
Na
LA @] wcwy [ Ey)]
(T,y) || (T.y") (C.y") (Fy")
(Cyy) || (Coy") | (Coy") U(F ") | (Fy")
(Fyy) || (F.y") (F,y") (F,y")
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A coordenada proposicional y de cada par de valores (z,y) respeitaria as

Nmatrizes de mbC de modo que para z,z’ e '’ € {T,C, F'} teriamos:

v ] (x',1) \ (@, 1) \ (2',0) |
@ 1) [ @ nu@E, L) [ @ nu@E,l) [ @ 1)uE’l)
(z,3) || (", 1)U ", 3) | @, 1)U’ ) | & 1)U’ 3)
(z,0) <:v”71>U<x”,%> ("1 U(x”,% (", 0)

LA ] (z',1) | (z', 1)

(z,1) || (@, 1)U (@, L) | @, 1)U (2", 1) | (z”,0)
(z, ) || (@, 1)U, ) | (", 1)U @”, L) | (2/,0)
(z,0) (z",0) (z",0) (z",0)

- @y 1 wh [ @ ]

(.1) || @)U @"3) | @ 1)U, 5) (z",0)

(.3) | @ 1)U"3) | @ DU ) (z",0)

(x,0) || (=", 1)U (", %) (", 1) U (a”, %) (", 1) U («", %}

e [ [ op |

(z,1) («',0) (x,1) <z’,1>u<z’,%>u<x',0>
(z,3) || (@, 1)U, 3) | | (z,3) (z',0)
(z,0) <x’,1>u<x’,%> (z,0) <x’,1>u<x’,%>u<x’,0>

Com o intuito de que o operador modal [J respeite seu comportamento em
D, KDB, KD4 ¢ KD45 terfamos que mudar apenas o conjunto de valores
distinguidos, isso implicaria nas seguintes Nmatrizes para z € {T,C,F} ey €
{1,%,0}:

D KD4
e | o || a | Oa |
T,y) | (x, 1)Uz, 3) | | (T,y) | {{T,1),(T, 3})
(C,y) (x,0) (C,y) (z,0)
F, y> <I»O> <F> y> <.’E,0>
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KDB KD45
’ @ ‘ o ‘

(T,1) | (2,1)U(z,}) ’ @ ‘ Da ‘
(T,0) | {(F.1),(F, 1}) T,y | LT, 1),(T, 1)}
(c,1) (z,0) (C,y) (F,0)
(C,0) (F,0) (F.y) (F,0)
F1 | (@) ’ |
(F,0) (F,0)

Analogamente & se¢do anterior, dado M o conjunto dos valores de mbC e
D C M o conjunto dos distinguidos, teriamos que eliminar no contexto alético os
valores (F,d) e (T,i) em que d € D e i € M — D (ou seja, i ndo é distinguido).
Em outras palavras, a partir das tabelas acima, eliminando os valores (T',0),

(F,1) e (F, 3), terfamos Nmatrizes para T, B, S4 e S5 combinados com mbC.

Combinando Nmatrizes com Semantica de Traducoes Possiveis

Por fim, temos razoes para crer que a mesma intuicao poderia valer ao combinar-
mos logicas proposiocionais com modais via Seméantica de Tradugdes Possiveis
(PTS). Recapitulemos, por exemplo, as matrizes de Cy, ..., C, via PTS apenas

para —. (usaremos 1, % e 0 no lugar de T',T~ e F para efeitos de simplificacdo):

110 110
1 1 1
310 2] 3
0/ 1 0] 1

E digno mencionar que Nmatrizes dednticas também podem ser vistas como

conjunto de matrizes deterministicas. Para o operador [J em D, teriamos:
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o)L e [ [0
(T,1) | (T, 1) (T,1) | (C,1) (T, 1) | (F,1)
(T,0) | (T, 1) (T,0) | (C,1) (T,0) | (F,1)
(C,1) | (T,0) (C,1) | (C,0) (C,1) | (F,0)
(C,0) | (T,0) (C,0) | (C,0) (C,0) | (F,0)
(F,1) | (T,0) (F,1) | (C,0) (F,1) | (F,0)
(F,0) | (T,0) (F,0) | (C,0) (F,0) | (F,0)

Essa perspectiva torna intuitiva como construir PTS para logicas modais sem
semantica de Kripke. Cabe recordar que nas PTS para Cq,...,C, o conjunto
dos valores distinguidos ¢ {1, 3}. Isso nos forcaria construir o mesmo conjunto
de pares de valores e o mesmo conjunto distinguido de pares que foram propostos
para as versoes deonticas de mbC.

Visto o carater essencialmente especulativo dessas Consideragoes Finais, nos

limitaremos a sugerir as matrizes de — e [J para D combinado com Cyq, ..., Cy:
RS
(T,1) | (F,0) (T,1) | (F,0)
(T, 3) [ (F0) | | (T,3) | (F3)
(7,0) | (F 1) | | (T,0) | (F}1)
(¢.1) | {1,0) | [ (C,1) | {T,0)
(C,3) [ {T,0) | |(C,5) | (T\3)
(C,0) | (T, 1) (C,0y | (T,1)
(F,1) | (T,0) (F,1) | (T,0)
(F,3) [(T.0) | | (F3) | (T\3)
(F,0) | (T, 1) (F,0) | (T,1)
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| IENR [ O ]| EN
(T,1) | (T, 1) (T,1) | (C, 1) (T, 1) | (F,1)
(T4 (@] (@[] (T3] (R
(T,0) | (T,1) (T,0) | (C,1) (T,0) | (F,1)
(C,1) | (T,0) (C,1) | (C,0) (C,1) | (F,0)
(C.3) [ (T,0) | [ (C,3)](C,0)| |(C.3) | (F,0)
(C,0) | (T,0) (C,0) | (C,0) (C,0) | (F,0)
(F,1) | (T,0) (F,1) | (C,0) (F,1) | (F,0)
(F, ) | (1,0) | | (F.5) [(C.0) | | (F3)](F0)
(F,0) | (T,0) (F,0) | (C,0) (F,0) | (F,0)
| | O | | [ Os || | O |
(T,0) (T, 3) | (T [ (G| [(T.L) | (F3)
(T4 |5 ] |@H e [T | (FD
(T,0) | (T,3) | | (T,0) | (C.3) | | (T.0) | (F.3)
(C,1) | (T,0) (C,1) | (C,0) (C,1) | (F,0)
(C,3) | (T,0) | [(C.3) ] (C,0)] |(C.3) | (F0)
(C,0) | (T,0) (C,0) | (C,0) (C,0) | (F,0)
(F,1) | (T,0) (F,1) | (C,0) (F,1) | (F,0)
(F,3) | (T,0) | | (F.3) ] (C.0)| | (F3)]|(F0)
(F,0) | (T,0) (F,0) | (C,0) (F,0) | (F,0)

Nao temos garantia de que as combinagoes aqui sugeridas sejam viaveis
axiomaticamente e tampouco sabemos quais cldusulas via PTS as guiariam.
Propomos apenas uma visao intuitiva do processo de como combinar matrizes
modais e proposicionais, esperando algum tipo de contribuicao no estudo de

combinacao de logicas.

Nmatrizes para logicas modais nao-normais

Ainda que os modelos de Kripke sejam, a principio, uma seméntica extrema-
mente intuitiva e que da conta de uma vasta familia de 16gicas modais, esse nao é
forcosamente o caso para os sistemas modais ndo-normais. Por nao valer (Nec)

nesses sistemas, seus respectivos modelos de Kripke se tornam mais complexos,
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afastando da abordagem intuitiva dos sistemas normais.
No caso da semantica de Nmatrizes, substituindo a regra (Nec) pelas regras
de Lemmon (N*) ou (N’) terfamos uma ligeira alteracdo na defini¢do dos niveis

de valoragdo. Retomemos essas duas regras:
(N’) Fpc p implica F Op
(N*) +p — ¢ implica - Op — Og

Os sistemas S0.5 e E2, por exemplo, poderiam ser reescritos do seguinte
modo:

e S0.5=TmU {(N)}
o E2 = TmU {(N*)}

Recapitulemos a semantica de Tm. Dado o conjunto de valores {t", ¢, f¢, fi},

sejat = {t",t°} o conjunto dos distinguidos e f = {f¢, '} o dos nao-distinguidos.

BRI R FE)
tn fi A | I A fc fi n
tc fc tc t’n t fc fc tc
fc tc fc tn t t tc fc
F A A I I A I A I

= | =

Relembremos ainda que enriquecemos a seméantica acima para Tm com a
noc¢ao de nivel de valoraggo. Tomemos uma coluna Val de uma Nmatriz para
uma formula . Se num nivel k temos Valg(a) C ¢, entdo teriamos no nivel k+1
que Vali11(a) = t", preservando assim a regra (Nec) e obtendo a completude
de T.

Tendo em vista que T = Tm U {(Nec)}, parece que existe uma relacao
intrinseca entre os niveis de valoracdo e a regra (Nec). Parece razoavel ainda
supor que para versoes mais fracas de (Nec) teriamos que enfraquecer a no¢ao
de nivel de valoragao.

No caso de S0.5, a solugdo seria simples. Sabemos que (N') pode ser aplicado
apenas aos teoremas de PC. Em termos intuitivos dirfamos que se num nivel k&
temos Vali(a) C ¢ e a € uma PC tautologia, entdo Valyi1(a) =t". Em termos
formais, teriamos:

Definigao 3.2.80: Seja Val o conjunto das Tm-valoragoes.
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(a) Seja (Valp)ren uma sequéncia de subconjuntos de Val defininda do seguinte
modo: Valg = Val E, parak > 0,

Vali41 = {v € Val, : Fpc « implica v(«a) = t"}

em que Vali(a) = {v(a) : v € Valg}. Os elementos de Valy sdo chamados

k-nivel valoragoes ou valoragoes de nivel k para S0.5.

(b) O conjunto das S0.5-valoragoes é dado por Valgg.s = ﬂkzo Valy. O

A defini¢ao de tautologia em S0.5 seria analoga a T:
Definigao 3.2.81: Seja o uma férmula de S0.5. Assim:

Fso.s a sse v(a) € ¢ para todo v € Valgg 5. O

No caso de E2, mudariamos de nivel de valoracao ao nos depararmos com
uma coluna Valy para k natural em que Vali(a) Ct" e a é do tipo 8 — v, em
que «, 8 e« sdo formulas de E2. A definicao abaixo tenta formalizar essa idéia:

Defini¢ao 3.2.82: Seja Val o conjunto das Tm-valoragoes.

(a) Seja (Val)ren uma sequéncia de subconjuntos de Val defininda do seguinte
modo: Valg = Val, e, para k > 0:
Valgy1 = {v € Valy : Valg(a) C ¢ implica v(«) = " para toda formula «
do tipo 8 — v}
em que Valy(a) = {v(a) : v € Vali}. Os elementos de Valy sdo chamados

k-nivel valoragoes ou valoragoes de nivel k para E2.

(b) O conjunto das E2-valoragoes é dado por Valgs = mkzo Valy. O

A defini¢ao de tautologia para E2 também seria analoga:
Defini¢ao 3.2.83: Seja o uma férmula de E2. Assim:

Fr2 a sse v(a) = t™ para todo v € Valga. O

Embora essas alteragoes nos parecam bastante intuitivas e naturais, nao
conseguimos obter a almejada completude para esses sistemas. Talvez uma
outra técnica seja necessaria afim de obté-la, ou talvez tenhamos tomado uma
trilha que nao leva a lugar algum. De qualquer maneira, nos comprometemos e
buscar a completude via Nmatrizes para sistemas modais nao-normais por esse

ou outros caminhos.
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Nmatrizes para légicas modais em que nao vale (D)

Os quatro valores para os sistemas T, B, S4 e S5 correspondem sintaticamente

a quatro cenérios:

t" | Oa A a

t¢ | Ona N
| dan-a
i O-a A -«

Vimos que para invalidar o axioma (7T'), a saber, Op — p temos que con-
siderar ao menos mais dois cenérios, em que temos La A -« e o seu dual, a
saber, (0= A a. Substituindo (T") por (D), por exemplo, temos seis valores cuja

correspondéncia sintatica segue-se abaixo:

T | Oa A o

Ct | Oand-ana
Fr |l O-aAa

T~ | Oa A -«

C™ | daNO—a N«
F~ | O-a A -«

Vimos ainda que os seis valores sdo o suficiente para caracterizar D, KDB,
KD4 e KD45. Esses sistemas, na verdade, sdo obtidos ao substituir (7') por
(D) em T, B, S4 e S5, respectivamente.

Analogamente, para invalidar (D) teriamos que considerar mais dois cena-

rios: Da AO-a A« e o seu dual, Oa A O-a A —a. Seria necessario, a principio,

8 valores:
T | Oa A da A a
CT | dand—ana
Ft | O-aAd-ana
MT | OaAO-a A«
T | Oa A Qa A«
C™ | daNdOa N
F~ | O-aANd—~aAN -«
M~ | OaAO-a A -«

Temos fortes intuicdes para

acreditar que os oito valores acima seriam o
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suficiente para caracterizar K, KB, K4 e K45. Almejamos ainda que ao elimi-
narmos os valores M e M~ nas Nmatrizes para esses quatro sistemas, obte-
riamos as Nmatrizes de 6 valores para D, KDB, KD4 e KD45. Nao sabemos
se obteremos esse resultado, mas garantimos que tentaremos obté-lo. Também
nao temos ainda uma interpretacao intuitiva para os valores M+ e M~. Por
ora, sabemos que se nossa intuicao estiver correta e obtivermos a desejada com-
pletude, nos comprometemos em oferecer uma intepretacao intuitiva para esses

valores.

Nmatrizes para logica intuicionista

A semantica relacional de Kripke ndo se restringe as légicas modais. Em
1963, Kripke apresenta modelos relacionais completos para logica intuicionista,
inspirando-se na tradugdo de Godel entre IPC e S4. Dado « uma féormula de

IPC, Godel apresenta a seguinte traducdo ¢ as formulas em S4:

t(—a) | "D
tla—B) | Oa—0Op
tlaVvp) | DavOg

tlanB) | anp

Se a é uma formula de IPC, a tradugdo acima garante o seguinte resultado:
Frpc « implica Fgq t(a)

Seguindo essa traducao e a semantica por Nmatrizes para S4, teriamos as
seguintes Nmatrizes para IPC com relacao aos operadores — e A:

e [e[se[r7] o [
" Tk tc fc fz $n
el et | f |t te
felrelrr|r fe
FoAl e r I

~+ | &+ | =+ |

No caso de — e V, os niveis de valoragdo deveriam ser considerados. Os
valores t", t¢, f¢ e f* deveriam também ser interpretados de modo conveniente ao
intuicionismo. H4, entretanto, fortes indicios de que a traducao acima conduziria

a uma nova semantica para a légica intuicionista baseada em Nmatrizes. Mais
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uma vez, ndao nos comprometemos em provar a completude para essas Nmatrizes,

mas em estudar o tema em trabalhos futuros.
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