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Introducao

A presente dissertacao tem como objetivo principal determinar o escopo, for-
malizar matematicamente e obter os resultados fundamentais de um tipo de cons-
trucao légica denominado Semantica de Sociedades, definida e estudada inicialmente
por W.Carnielli e M. Lima Marques (ver [CLM99]). Podemos situar a Semantica de
Sociedades numa area de estudo relativamente nova dentro da Logica, a qual estuda
combinagoes entre diferentes sistemas légicos (ver [GP97]). Isto é, trata-se de cons-
truir novas légicas a partir de outras, utilizando certos procedimentos suscetiveis de
ser formalizados matematicamente.

A Semantica de Sociedades foi proposta também como uma tentativa para dar
uma nova resposta a questao, sempre presente dentro da Loégica, de expresar ade-
quadamente casos que possam permitir a presenca de enunciados contraditorios.

Para poder estudar de forma extensiva todos os tépicos relativos a Semantica de

Sociedades, esta dissertacao foi organizada da forma seguinte:

e No primeiro capitulo expressaremos algumas das caracteristicas fundamentais
das Combinacoes entre Légicas em forma geral. Posteriormente apresentare-
mos a Semantica de Sociedades segundo a apresentagao original ([CLM99]),
definindo formalmente a Semantica de Sociedades de Agentes n-valentes. Fi-
nalizaremos o capitulo discutindo o papel que pode assumir a Semantica de
Sociedades numa nova tentativa de explicitar a relagao entre semanticas vero-

funcionais e semanticas bivalentes.

e Provaremos no Capitulo 2 que a formalizacao definida é aplicdvel a Semanticas
de Sociedades mais complexas, como a Semantica de Sociedades Triassertivas.

e No Capitulo 3 tentamos dar Semanticas de Sociedades de forma geral para hie-



rarquias de céalculos proposicionais. Em particular estudaremos as hierarquias
Pm™ e I™, sugerindo para elas uma Semantica de Sociedades geral, de tal forma
que uma Semantica de Sociedades para um cdlculo P"*! (respectivamente I"*1)

possa ser expressada a partir do cdlculo P™ (respectivamente I™).

e Nossa intencao no Capitulo 4 é a de examinar criticamente o escopo da Semantica
de Sociedades. Discutiremos quanta informagao das légicas que constroem uma
Sociedade é verdadeiramente utilizada, e estenderemos a primeira formalizacao
dada para casos mais gerais tais como:

— Distintas formas de expressar validade em férmulas complexas.
— Combinacoes de logicas diferentes.
e Finalmente, no ultimo capitulo, discutiremos problemas e tépicos que nao tem

sido estudados ainda sob a perspectiva da Semantica de Sociedades, entre os

quais destacamos:

— Uma Semantica de Sociedades definida a partir de Logicas que nao ad-

mitem Semanticas matriciais.

A relagao da Semantica de Sociedades com um outro tipo de Combinagoes
entre Logicas, denominado Semantica de Tradugoes Possiveis.

— A relacao da Semantica de Sociedades com a construcao de fungoes de
verdade nao homomorficas, no marco da Tese de Suszko.

— As propriedades gerais dos cédlculos da hierarquia de logicas paraconsis-

tentes e paracompletas {I"P*}, ren.

Independentemente dos resultados relacionados em forma direta com a Semantica
de Sociedades, forneceremos axiomaticas corretas e completas gerais para os calculos
das hierarquias {I"},en € {P"}nen, ambas as duas, sub-hierarquias de {I"P*}.



No que concerne a estrutura geral da dissertacao, consideramos conveniente es-
clarecer um ponto que julgamos importante: grande parte das discussoes desta dis-
sertacao estao dirigidas a formalizacao de certos procedimentos. A motivagao por
tras disto é que, para poder tratar das situacoes que a Semantica de Sociedades pre-
tende abranger de forma generalizada, é preciso prover a definicao da mesma de uma
linguagem matematica rigorosa o suficiente. Desta maneira, serd possivel estudar
propriedades formais desta semantica tais como representacoes algébricas ou catego-
riais da mesma. Neste contexto, ver-se-a que a definicao de Semantica de Sociedades
mudard varias vezes. Assim, pretendemos avancar desde uma idéia relativamente
intuitiva da Semantica de Sociedades até uma definicao geral da mesma. Conside-
ramos portanto que, evitando definir a Semantica de Sociedades de forma geral desde
o inicio desta dissertacao, o leitor nao perdera as motivagoes que tornam a defini¢ao
da Semantica de Sociedades cada vez mais sofisticada.



Capitulo 1

Combinacoes entre Logicas e

Semantica de Sociedades

1.1 Combinacoes entre Logicas

A Combinacao entre sistemas légicos é uma disciplina que tem se desenvolvido
principalmente como resposta a problemas das ciéncias da informagao. Seu objeto de
estudo em geral é combinar, mediante certos procedimentos, determinadas estruturas
(sintdticas ou semanticas) relativas a Logica para obter outras novas. Seu desenvolvi-
mento tem sido bastante rdpido e uma manifestacao dessa situacao é o fato de que
publicagoes tradicionais dentro da Logica tém dedicado edi¢oes especiais a divulgacao
de trabalhos relativos ao tema.

As motivagoes para combinar distintas logicas sao diversas, mas destacamos:

e A necessidade de expresar variagoes de interpretacao dentro de um contexto
dado: usualmente é melhor analisar certos aspectos diferentes de um processo
mudando a linguagem e a légica relativa a ele. Nesse sentido é conveniente
tratar de diferentes légicas e explicitar mecanismos que determinem em qual

momento age cada légica.

e Outra motivagao é a de encontrar semanticas novas que sejam corretas e com-

pletas para axiomatizacoes de certos calculos. Usualmente é preciso construir
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estruturas combinadas que possam atingir esse ultimo objetivo. Sob esta pers-
pectiva, um topico de pesquisa importante é investigar de que forma uma légica
combinada pode herdar correcao e completude da propria correcao e completude
das suas légicas componentes (ver [ZSS07], onde se constroem novas semanticas
por meio de técnicas de Fibrilagao; ver também [Car99], e [Mar99], onde se
define e se estuda a Semantica de Tradugoes Possiveis, a qual, por meio de cer-
tas fungoes, chamadas funcoes de traducao, “copia” as relacoes de conseqiiéncia
das 16gicas componentes).

Existem diversos critérios para classificar distintas formas de combinar légicas e
analisar de que maneira se influenciam as légicas componentes entre elas mesmas. Por
exemplo, P. Blackburn e M. de Rijke (ver [BAR97a)] e [BAR97b)]) distinguem trés
tipos de estruturas combinadas usuais: Estrututuras de Refinamento, de Classificagao
e Fibriladas.

Nos dois primeiros tipos, considera-se que certas légicas componentes estao total-
mente subordinadas a outras. Mas no ultimo, a interagao entre as diferentes 16gicas
componentes é total, criando-se estruturas com linguagems hibridas, e nao existindo
nenhum tipo de subordinagao entre as logicas combinadas. Em geral, estes tipos de
Combinagoes entre Logicas (cf. [Gab96],[SSC98]) tém a caracteristica de combinar
simultaneamente as estruturas semanticas e de Teoria da Prova.

A Semantica de Sociedades, que sera apresentada na proxima secao, diferencia-se

das Combinacoes entre Légicas acima mencionadas em pelo menos trés aspectos:

e As légicas componentes, por um lado, ndo interagem entre si.

e Além disso, requer-se que todas as logicas componentes sejam expressaveis numa
mesma linguagem. Desta forma, a l6gica combinada resultante “escolhe” quais
aspectos de cada légica componente ira aceitar, mas nao modifica a linguagem

béasica (neste sentido, é diferente da Fibrilagao entre 1dgicas).

e Finalmente, a Semantica de Sociedades é um mecanismo que permite somente
combinar as estruturas semanticas relativas a diversas légicas. Portanto, nao é

suscetivel de analise por ela nenhum tipo de propriedade relacionada a sintaxe.



Um fato que consideramos necessario destacar é que muitos mecanismos que
combinam légicas sao formalizaveis em certas linguagens suficientemente abrangentes.

Com efeito, através de calculos modais ou calculos de predicados de ordem supe-
rior podem-se expressar muitas logicas combinadas. Como justificativa a utilizacao de
16gicas diferentes (ver outras justificagoes em [BdR97a)]) julgamos conveniente notar
que o proprio peso das linguagens logicas que poderiam expressar combinagcoes torna,
as vezes, contraproducente seu uso, sendo preferivel trabalhar com légicas diferentes
para estudar aspectos diversos de um determinado problema.

1.2 A Semantica de Sociedades

Dentro da area das Combinacoes entre Logicas, uma abordagem desenvolvida
por W. Carnielli e M. Lima-Marques, relacionada em certa forma com a Semantica
de Tradugoes Possiveis (j4 mencionada na se¢ao anterior, e que serd discutida mais
extensamente no capitulo final desta dissertacao) é a Semantica de Sociedades. O
interesse inicial desta proposta foi o estudo do processamento da informagao obtida
a partir de “medicoes cldssicas”, mas onde o resultado de dito processo pudesse ter
caracteristicas nao classicas, tais como a negacao do principio do terceiro excluido
(Sociedades Paracompletas) ou a negacao do principio da nao-contradi¢ao, ainda
quando esta negagao nao trivialize o calculo obtido (Sociedades Paraconsistentes).

A motivagao inicial de W. Carnielli e M. Lima-Marques poderia ser expressa da
maneira seguinte: existem situacoes nas quais se compila informacao com relagao a
um certo fato, digamos «, de um conjunto de véarias medigoes de a. Essas medigoes (as
quais diremos que sao emitidas por agentes) podem ser consideradas como opinides
(dos agentes), no sentido em que elas sao classicas: a opiniao de cada agente é a favor
ou contra «, mas nao as duas coisas ao mesmo tempo. Obviamente, pode acontecer
que a opiniao de um agente O1 sobre « seja favoravel, mas que a opiniao de outro
agente 02 nao o seja. Logo, quando se coletam todas as opinioes sobre um certo
fato podemos estar na presenca de informacao contraditéria. Neste caso, é preciso



decidir o que fazer para obter algum tipo de resposta satisfatéria que leve novamente
a situacao aos padroes classicos. Mas para isso é conveniente modelar a situacao,
coletando os diferentes pareceres dos agentes num conjunto (chamado Sociedade), e
definindo, mediante certos critérios de selecao, um conjunto de opinioces aceitas a
partir da Sociedade, o qual apresenta caracteristicas nao cldssicas. A caracterizacao
deste processo denomina-se Semantica de Sociedades.

Num primeiro momento, as provaveis solugoes para aceitar diferentes medicoes
de um mesmo evento sdo duas. A primeira solugao seria adotar (segundo a expressao
de W.Carnielli e M. Lima-Marques) uma politica aberta, no seguinte sentido: é su-
ficiente, para que um determinado evento « seja aceito pela Sociedade de medicoes
(ou agentes), que exista no minimo um agente que opine a favor de «; e, para que
o evento a seja rejeitado, somente é exigido que no minimo exista um agente que
o rejeite. Obviamente, uma Sociedade desse tipo tem todas as possibilidades de ser
contraditéria, pois um evento o poderia ser aceito e rejeitado ao mesmo tempo por
diferentes agentes.

E conveniente observar que esta linha de aproximacao a situacoes contraditérias a
partir de opinioes que nao sao individualmente contraditérias ja foi objeto de estudo.
Considere-se por exemplo a Logica Discursiva de Jaskowski (cf. [Ja$48]). Este
enfoque ¢é expressavel a partir de conceitos modais. Outro enfoque similar a partir de
conceitos modais é dado, aparentemente de manera independente, em [RB79] com

os conceitos de mundos inconsistentes.

A outra solucao é, de certa forma, dual: para que um evento « seja aceito,
¢é necessario que todos os agentes aceitem a ao mesmo tempo; e para que « seja
rejeitado é necessario que todos os agentes rejeitem «. Este tipo de Sociedade é
suscetivel de nao aceitar nem de rejeitar « (tendo desta forma um cardter eminente-

mente paracompleto). 2

LA Seméantica de Sociedades Abertas e Fechadas tem também interpretacio modal. Porém, a
relagao de acessibilidade inerente a ela é somente reflexiva, fato que nao acontece com os outros dois
enfoques.

2Também aparece em [RB79] o conceito de mundos incompletos, sendo o correlato modal para
este tipo de Sociedade.



As Semanticas de Sociedades apresentadas em [CLIM99] estudam, precisamente,
este tipo de Sociedades, chamadas Sociedades Abertas e Fechadas. Com o objetivo
de estudar a formalizacao e extender este proceso a diversas légicas com um nimero
finito de valores de verdade de forma geral, introduzimos primeiramente as seguintes
defini¢oes e notagao, a serem utilizadas ao longo desta dissertacao (cf.[Waj84]).

Notagao 1.2.1 (O conjunto de varidveis proposicionais) Ao longo desta disser-
tagao, utilizaremos o conjunto enumeravel de simbolos de variaveis proposicionais V

= {pitien. O

Definicao 1.2.2 (Assinatura proposicional) Uma assinatura proposicional € uma
familia ¥ = {¥, }ren, onde cada conjunto ¥, é um conjunto de operagoes abstratas.
Os elementos de cada conjunto ¥, serao demominados como conectivos n-arios. O

Defini¢ao 1.2.3 (Linguagem proposicional) A linguagem proposicional gerada
por X € a algebra livremente gerada pela assinatura > a partir do conjunto V. A
linguagem proposicional gerada por X serd denotada por IL(X). Dentro do contexto

de IL(X) as varidveis proposicionais serao chamadas de féormulas atomicas de IL(X%).
O

Quando nao houver risco de confusao, escreveremos simplesmente I no lugar de

L(Y).

Definigao 1.2.4 (Matriz 16gica) Uma matriz légica para uma linguagem proposi-
cional I é um par M, = (A, D), onde A é uma dlgebra similar a IL (isto €, uma
dlgebra gerada pelas operagoes de X2), e D C T, sendo T o dominio de A. Chamamos
a todos os homomorfismos v : IL—7 de valoragoes para IL.. O conjunto T € chamado
de conjunto de valores de verdade de M;, e fazemos referéncia a D como o conjunto
de valores distinguidos de 7. Chamamos de légica proposicional (ou célculo proposi-
cional ) com representagao matricial a todo par L = (IL, M;). Dizemos também que
M, ¢é a matriz associada a ldgica L. Se T € finito, com cardinalidade |T| = n,
dizemos que L € uma logica n-valente. O



Observacgoes 1.2.5

e Notar que numa matriz logica estamos associando uma operacao de A a cada
conectivo da linguagem IL. Segundo essa perspectiva, os elementos do conjunto
D sao “operacoes 0-arias” na algebra A. Na verdade, D simplesmente indica
quais valores de 7 sao considerados “bons”. Isto é, valores que representam
diferentes formas de considerar uma férmula a € I como verdadeira. O con-
junto D caracteriza uma relacao de conseqiiéncia definida em IL, como veremos

a seguir.

e Toda matriz M, induz uma relagdo de conseqiiéncia em I (semantica neste
caso), a qual é caracterizada da seguinte forma: I' =, « sse para toda valoragao
v tal que, para todo g € I, v(8) € D, entao vale que v(«) € D. Em particular,
as tautologias (relativas a lgica £ sao definidas como sendo as féormulas a € I
tais que, para toda valoracao v, vale que v(«) € D. O

Notagao 1.2.6

A seguinte notacao sera estabelecida e utilizada no percurso desta dissertagao: seja
M, uma matriz légica para IL. Denotamos a M, como:

My = (T ,{#1, .. #n, ...}, D), com {#1, ..., #n, ...} 0 conjunto de conectivos de IL. Isto
é, especificamos o dominio e operacoes de A, denotando estas tltimas com os respec-
tivos simbolos dos conectivos de IL.

Dado que, de forma geral, nosso estudo nesta dissertacao é exclusivamente semantico,
identificaremos o nome da matriz M, associada a légica £ com o mesmo nome, L.
Assim, por exemplo, a matriz Mp: da légica P! (a ser estudada depois), serd denotada
simplesmente por P!. O

Exemplo 1.2.7

A matriz do célculo CPC é CPC = ({T,F},{—,-},{T}), onde — e — s@o a im-
plicagao e negagao classicas. O



Agora estamos em condicoes de estudar as Semanticas de Sociedades Abertas e
Fechadas, as quais podem ser expressas formalmente da maneira seguinte:

Defini¢ao 1.2.8 Seja CPC o cdlculo proposicional cldssico. Um agente classico (ou
bivalorado) é uma valoragao cldssica Ag : L.—{T, F'} definida na linguagem 1. de
CPC. Uma sociedade de agentes classicos € um conjunto nao vazio A de agentes
cldssicos. O

Definicao 1.2.9 (Sociedades Biassertivas Abertas) Seja A uma sociedade de
agentes cldssicos. A sociedade biassertiva aberta gerada por A, denotada por S},

¢ uma fungio de valoragio §% : L—{0,1} satisfazendo as sequintes propriedades:
(OBS-1) SH(p) =1 sse existe um agente Ag € A tal que Ag(p) =T (p€ V)
(OBS-2) St (=p) =1 sse existe um agente Ag € A tal que Ag(p) =F (pe€V)
(0BS-3) Si(a Vv B) = Si(a) US4(B)
(0BS-4) Si(anB) = Sh(a)NSE(A)
(0BS-5) Si(a — ) = =Sk(a) U SL(B)

(0BS-6) St(=a) = —S%(a) (@ ¢ V). O

Na definicao anterior, LJ, M e — denotam respectivamente as operagoes de supremo,
infimo e complemento em {0, 1} com relagao a sua estrutura usual de algebra de Boole.
Se S¥(a) =1 dizemos que S} satisfaz a e que « é satisfativel por S}, e o denotamos

por ST E4 a. Se Sh(a) = 0 dizemos que S} nao satisfaz «, e o denotamos por
S+ %A Q.

Defini¢ao 1.2.10 (Sociedades Biassertivas Fechadas) Seja A uma sociedade de
agentes cldssicos. A sociedade biassertiva fechada gerada por A, denotada por S, é
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wma fungdo S7 : L—{0,1} satisfazendo as sequintes propriedades:
(CBS-1) S1(p) = 1 sse para todo agente Ag € A, Ag(p) =T (p€V)
(CBS-2) S4(—p) =1 sse para todo agente Ag € A, Ag(p) =F (peV)
(CBS-3) Sy(aV ) = Sy(er) U SL(B)
(CBS-4) Sa(a A B) = Su(a) 1S4(6)
(CBS-5) Sy(a— ) = =Su(a) U S4(6)

(CBS-6) Sa(~a) = =S4(@) (a ¢ V).

As definigoes de satisfabilidade sdo andlogas as introduzidas na Defini¢ao 1.2.9 O

Defini¢ao 1.2.11 Seja I' U {a} um conjunto de formulas do CPC. Definimos a
relagdo de conseqiiéncia aberta, denotada por =T (resp. a relagdo de conseqiiéncia
fechada, denotada por == ), como: T' =T « (resp. T |E~ «) sse para toda sociedade
A tal que ST 4(B8) =1 (resp. S~ 4(8) = 1) para todo 5 € T, vale que St 4(a)) = 1
(resp. vale que S~ 4(a) = 1). Conseqiientemente, a defini¢ao de tautologias abertas
e fechadas é como seque: uma formula o é uma tautologia aberta (resp. tautologia

fechada) se e somente se € satisfativel por toda sociedade aberta S¥ (resp. sociedade

fechada S, ). O

De acordo com a definicao precedente, para caracterizar as férmulas que sao
tautologias numa classe de sociedades (abertas ou fechadas) é preciso testar todas as
sociedades possiveis dessa classe. Um resultado importante que permite representar
todas as sociedades de uma forma mais simples é proporcionado pelo seguinte teorema,
demonstrado em [CLM99].

Teorema 1.2.12 Seja A uma sociedade de agentes cldssicos. Entao existem so-

ciedades de agentes classicos Ay e As, cada uma delas com no mdximo dois agentes,
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tais que, para toda formula o:
SteEsa sse ST 4 o
STEsa sse ST g, a.
Observacoes 1.2.13

(1) A apresentagao original de Sociedades de Agentes de Carnielli e Lima-Marques
(cf. [CLM99]) foi dada em termos de agentes Ag vistos como conjuntos de varidveis
proposicionais, onde p € Ag equivale a Ag(p) = T. Dado que uma variavel proposi-
cional p pode pertencer ou nao a um agente Ag (mas nao as duas coisas ao mesmo
tempo), simplesmente poderiamos entender cada agente Ag como uma valoragao
classica (dado o carater vero-funcional de C PC').

(2) Por outro lado, vemos que as duas definigoes tém em comum o fato de que
a aceitacao dos literais é dada por definicao, e que aceitacao para féormulas mais
complexas é definida recursivamente “seguindo os padroes classicos”. Desta forma,
percebemos que as possiveis logicas associadas a essas sociedades nao devem ser vero-
funcionais, ao menos no que concerne aos literais. Isto foi demonstrado em [CLM99].
Apresentaremos a seguir esses resultados, nos Teoremas 1.2.16 e 1.2.17. A demon-
stracao do Teorema 1.2.16 aparece (com algumas modificagoes, incluindo mudangas na
notagao) em [CLM99] mas a nossa variante é aqui apresentada porque sua técnica é
comum a quase todas as demonstracoes referidas a Semantica de Sociedades. Antes da
demonstragao dos teoremas precisamos introduzir duas logicas que formam o primeiro
degrau de duas hierarquias de logicas que estudaremos ao longo deste trabalho: a hi-
erarquia das légicas paraconsistentes P™ e a hierarquia das légicas paracompletas I™.
O

Definigao 1.2.14 A Idgica paraconsistente P! (ver [Set73]) € definida na sua ex-
pressio matricial como P* = ({T, Ty, F},{—,=},{T,T1}) a partir das sequintes tabelas:
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— | T T F
T 1Ty F T|T T F
-|F T T "\ T F
F\T T T

Definigao 1.2.15 A Idgica paracompleta I' (ver [SC95]) € definida na sua expressao
matricial como I' = ({T, F, F},{—,=}{T}) a partir das sequintes tabelas:

—|T F, F
T F, F T\|T F F
- |\F F T BT T T
F|\T T T

Notemos que, nas defini¢oes anteriores, as relagoes de conseqiiéncia dos calculos
Pl e I' sdo definidas da forma usual, denotando-se por Ep1 e =51 respectivamente.

Teorema 1.2.16 A Ldgica das sociedades abertas é P*.

Demonstracao: A demonstragao sera dividida em duas partes: em primeiro lugar

provaremos que, para cada Sociedade Biassertiva gerada por A, existe uma valoracao
v4 para P! tal que S (a) = 1 se e somente se v4(a) =T para toda férmula . Depois
provaremos que, para toda valoracio v para P!, existe um conjunto de Agentes A,
tal que a Sociedade gerada por A, (isto é, S} ) verifica que S} (o) = 1 se e somente
se v(a) = T. Assim, pela definicdo de relagdo de conseqiiéncia em ST (Defini¢ao
1.2.11) teremos que as relagoes =" e =p1 sao as mesmas (Com efeito: Suponhamos
que I' ' a, e provemos I' |=p1 . Seja v valoragao de P! tal que, para todo 3 € T,
v(f) € D. Logo, para todo f € I'; Sy, () = 1. Por nossa suposigao vale que S 4, («)
= 1. Portanto, v(a) € D. Provamos assim que I' |=p1 a. A outra implica¢ao ¢é
demonstrada em forma andloga).

13



Parte I: Seja A uma sociedade de agentes classicos. Definimos a valoracao v4 para
P! da seguinte forma:

Para cada férmula atémica p, v4(p) é definido por:

va(p) = T se e somente se S} (p) =1, e Sh(-p) = 0.

va(p) = Ty se e somente se SH(p) =1, e Si(—p) = 1.

va(p) = F se e somente se S (p) = 0.

E, para toda férmula nao atomica a, v4(a) é definido de acordo com as tabelas de
verdade de P!

Demonstraremos, por indugio na complexidade de o, que S¥(a) = 1 se e somente se
va(a) € D.

I.1) a é atomica. Entao, va(a) € D sse vg(a) =T ou va(a) = T sse (ver a defini¢do
de vy) Sh(a) = 1.

[.2) a é da forma —f3, com (3 atomica.

Logo:

[.2.1) Se va() € D entao, dado que a nao pode ser atémica, obtemos que v4(a) =
T. Daqui va(8) = F ou va(f) = T1. Entao, pela defini¢ao de vy, sempre vale que
S5(~8) = SH(a) = 1.

1.2.2) Se S} (a) = 1, deve acontecer que v4(8) = F ou v4(3) = T1. Logo, como vy é
valoragao para P!, va(a) = T.

[.3) @ é da forma —3, com [ ndo atomica.

[.3.1) va(a) € D entdao vg(a) = T (o nao é atomica). Logo, va(8) = F (S nao é
atomica) e ,assim, por Hipétese de Indugao , vale que S} () = 0. Portanto S} (o) =
1.

1.3.2) S (a) =1 entao S%(B) = 0. Logo, por (HI) vale que v4(8) = F, e assim v4(«)
=T.

[.4) a é da forma [f—.

Logo v4(a) € D se e somente se va(a) =T, se e somente se [v4(F) = F ouvy(y) € D)
se e somente se (por HipStese de Indugao) [SH(8) = 0 ou S%(7)=1], se e somente se

Sale) = =SEB)US(y) = L.
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Parte II: Seja v uma valoracao da légica P!. Consideremos os seguintes conjuntos:
X = {p:p é férmula atomica e v(p) = T'};
Y = {p: p é férmula atomica e v(p) = T} };
Z = {p: p é férmula atdomica e v(p) = F'}.
Definimos uma sociedade A, = {Agi, Aga} de agentes cléssicos da seguinte forma:
Agi(p) =T ssepe X UY,
Aga(p) = T sse p € X.
As extensoes dos valores dos Ag; para férmulas complexas sao feitas de acordo com
as tabelas de verdade classicas (i = 1, 2).
Dada A, = {Agi, Ags}, provaremos que S (a) = 1 se e somente se v(a) € D.
II.1) v é atomica.
Logo v(a) € D sse a« € X UY, sse existe um agente Ag; € A, tal que Ag;(a) = T,
se e somente se (pela definicao de satisfatilidade em Sociedades Biassertivas Abertas)
Sh(a)=1.
I1.2) a é da forma =3, com 3 atomica.
I1.2.1) Se v(«) € D, entdao v(a) = T (pois & nado é atomica), e assim v(F) = F ou
v(B) =Ty, donde 5 € Y ou g € Z. Logo Ags() = F. Assim, Agy(a) =T, e portanto
(pela definigao de satisfatilidade em Sociedades Biassertivas Abertas) S} (a) =1.
I1.2.2) Se S} (@) = 1, entdo existe um agente Ag; € A, tal que Ag;(a) = T, donde
Agi(B) = F. Logo B € YUZ, e assim temos que v((3) = F, ou v(f3) = T;. Logo, vale
que v(a) = T.
I1.3) « é da forma =3, com [ nao atémica.
I1.4) a é da forma f—.
Os dois ultimos casos demonstram-se de forma andloga aos casos 1.3) e 1.4).
Pelas consideracoes feitas no inicio da demonstracao, a prova do teorema esta con-
cluida. O

Teorema 1.2.17 A Légica das sociedades fechadas é I'.

Demonstracao: A prova deste teorema segue o mesmo procedimento da demonstracao
do teorema anterior (ver [CLM99]). O
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Uma vez compreendido o método e a idéia por tras da Semantica de Sociedades,
estamos em condicoes de tentar formalizar de uma forma mais exata a definicao da
mesma. A formalizagao inicial somente tratard de Sociedades de Agentes n-valentes,

das quais a Sociedade Biassertiva Aberta e Biassertiva Fechada sao casos particulares.

1.3 Formalizacao da Semantica de Sociedades n-

valentes

Nesta secao daremos uma definicao formal para Semantica de Sociedades n-
valentes, baseados nos exemplos de sociedades biassertivas (abertas e fechadas). Para
obter uma definicao adequada é preciso compreender o mecanismo que permite cons-
truir uma dada semantica C com base em outras semanticas C;. Observamos entao
que:

1) Como foi mencionado anteriormente, o conceito de agente presente em
[CLM 99] ¢é associado ao conceito de valoragoes: uma Sociedade de um tipo de-
terminado nao é outra coisa do que um conjunto de valoragoes.

2) Por outro lado, a Sociedade determina critérios de validade para certas classes
de férmulas (nos exemplos de sociedades biassertivas indicam-se critérios para férmulas
do tipo p e —p, e nas sociedades triassertivas, as quais serao objeto de estudo no
préximo capitulo, propdem-se critérios para férmulas do tipo p, —p e =—p). Estes
critérios, obviamente, sao expressos em funcao dos agentes que compoem uma So-
ciedade.

3) Mas, dado que entendemos um agente como uma valoragao, entao os critérios
para aceitacao de formulas dependem de certas propriedades dos valores Ag(«). Isto
pode-se entender assim: S |4 « sse Ry = {Ag(a)},,c 4 satisfaz alguma relagao
determinada com algum conjunto de valores de verdade.

Exemplos 1.3.1
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1) Poderiamos considerar a Sociedade Biassertiva Aberta a partir de leis de aceitagao
para férmulas de tipo p e de tipo —p como sendo:

St Eapsse R,N{T} # 0;

ST A -psse Ro,N{T} # 0.
2) No caso das sociedades Biassertivas Fechadas, as leis de aceitacao seriam:

ST Eapsse R, = {T};

S”lEa-psse R, ={T}. O

Chegamos aqui a dois pontos importantes que nos permitirao caracterizar a
Semantica de Sociedades para os exemplos citados: em todos esses exemplos os tipos
de férmulas, para as quais tém-se definido critérios de aceitacao por parte da So-
ciedade A de agentes, verificam as seguintes condigoes:

a) Cada critério define-se para certa classe de formulas fechada por substituigao
de féormulas atomicas. Nos nossos exemplos, as classes envolvidas sao:

V= {p:p é atomica };

V™ :={-p: p é atomica };

V™ = {-—p:p é atomica }.

b) Todas essas classes de férmulas dependem de uma tnica férmula atomica.
Além disso, como os agentes sao verofuncionais, nao é preciso considerar conjun-
tos R, para explicitar os critérios de aceitacao de «a, sendo o uma férmula ar-
bitraria: todos esses critérios podem-se expresar utilizando somente os conjuntos
R, ={Ag(p) : Ag € A}, para toda férmula atomica p.

Exemplo 1.3.2

Consideremos os casos ja estudados. Temos assim que:
a) A Sociedade Biassertiva Aberta poderia considerar-se como o par ST = (CPC, W)
onde:

a.1) A designacao do célculo CPC (isto é, do calculo proposicional classico) indica
que tipo de valoragoes (agentes) conformam as sociedades biassertivas abertas:

a.2) W = {Sy, 51} e:
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So={RC{T,F}: Rn{T} # 0},

S1:={RC{T,F}: Rn{F} # 0}.
Finalmente S* =4 p (resp. ST a4 —p ) sse R, = {Ag(p)} 4yen € So (vesp. R, € 51),
para toda sociedade A de agentes classicos.
b) Com a mesma notagao, definimos a semantica de Sociedades Biassertivas Fechadas
como o par: S~ = (CPC, W) tal que

W:={Sy, S1} e onde:

So = {T'}};

Sy ={F}}.
Finalmente S~ =4 p e S~ |4 —p sao definidos da mesma maneira que no exemplo
a). O

Estamos agora em condicoes de definir de maneira mais geral uma Semantica de

Sociedades, baseando-nos na notacao dos ultimos exemplos:

Defini¢ao 1.3.3 1) Uma Semantica de Sociedades de Agentes n-valentes é um par
S = (L, W) onde:

e L ¢ uma légica proposicional n-valente.

o W = (F;, Si)ier tal que, para todo i € I:

— F; € uma classe de formulas F; C Il fechada por substituicao de formulas
atomicas, tal que cada formula de F; depende de uma unica varidvel atomica,
0+#Fiparai €l e F;NF; =0 parai # j;

_flzv;

— S, Cp(T), com T o conjunto de valores de verdade da matriz M.

2) Chamamos sociedade de agentes L a todo conjunto nao vazio A de valoragoes da
logica L.
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8) Dizemos que S satisfaz a férmula a na sociedade A (e o denotamos por Sk 4o ou
Sala) =1)3 se:
3.1) Se o € F; para algum i € I, entdo Sa(a) =1 sse R, € S;, com p a unica
formula atomica presente em .
3.2) Se o ¢ F; para nenhum i € I, entdo a fungdo Sy : L—{0,1} € definida
sequndo os padrées cldssicos. Isto é:
SA(BVy)=1 sse Sa(B)=1 ou Sa(7)
Sa(BAv)=1sse Sa(B)=1 e Sa(y)=1;
Sa(B—7) =1 sse Sa(B)=0 ou Sa(v)=1;
S4(~B) =1 sse Sa(B)=0.

4) Finalmente, dizemos que a formula o é conseqiiéncia do conjunto I' na Semantica

1 .

)

S (e o denotaremos por T' |=° «) sse para toda sociedade A tal que S4(3) = 1 para
todas as formulas § € T', vale que Sy(a) = 1. O

Observacoes 1.3.4

Segundo a definicao precedente, a Semantica de Sociedades é caracterizada por
uma definicao extremamente rigida.

Este tipo particular de Combinacao de Logicas, de acordo a sua definicao final,
tem a vantagem de ser facilmente operavel e computavel. Porém, esta mesma ca-
racteristica traz algumas conseqiiéncias indesejaveis, sobretudo com relagao ao seu
poder expressivo, entre as que destacamos:

1) A Semantica de Sociedades somente pode ser aplicada entre valoragoes de uma
mesma logica.

2) A légica resultante, mesmo quando ela possa ser diferente da légica que a
determina, deve ter a mesma linguagem que ela.

3) As logicas presentes na Seméantica de Sociedades devem ser verofuncionais.

4) As férmulas que determinam os critérios iniciais de aceitagao devem depender

de uma unica varidvel.

3Se S nao satisfaz a férmula a na sociedade A, escreveremos S =4 a ou Sy(a) = 0.
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5) A extensao dos critérios de aceitacao para férmulas de complexidade superior
segue somente as normas classicas.

E bom considerar que, mesmo com estas restricoes, a Semantica de Sociedades
merece um estudo profundo (do qual esta dissertacao atinge somente alguns aspectos),
pois permite combinar, principalmente, calculos n-valentes em geral de uma forma
estrita.

Por outro lado, ao longo desta dissertacao sugerimos alteracoes na definicao da
Semantica de Sociedades, que permitem estendé-la a combinacoes de cédlculos mais
complexos. O

1.4 Verofuncionalidade vs. bivaléncia.

Neste ponto é bom analisar um aspecto da Semantica de Sociedades até agora
niao observado. De acordo com as definigoes das fungdes S e S a partir de uma
dada sociedade A, as mesmas verificam as seguintes caracteristicas:

1) Elas sao bivalentes no sentido em que o contradominio das mesmas ¢ o conjunto
{0,1}.

2) Porém, elas nao constituem homomorfismos entre o conjunto I e {0, 1}, pois
o valor de uma férmula de tipo —p nao depende do valor da féormula p.

Portanto, as Semanticas de Sociedades estudadas até agora sao bivalentes (de
acordo com 1)), mas ndo podem ser verofuncionais (devido a 2)). As Semaéanticas de
Sociedades, portanto, verificam o postulado de R. Suszko (conhecido na literatura
como Tese de Suszko), o qual afirma que toda légica com relagao de conseqiiéncia
estrutural de acordo com as condi¢oes usuais sugeridas por A. Tarski deve ter uma
semantica bivalente (ver [Tsu98], [dCB98|).

Por outro lado, segundo os teoremas prévios, as légicas associadas as diferentes
Semanticas de Sociedades estudadas tém semanticas usuais verofuncionais, embora

sejam n-valentes.
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Contudo, é precisamente nas demonstragoes dos Teoremas 1.2.16 ¢ 1.2.17 em que
¢ manifestado explicitamente o fato de poder-se asociar a cada fungao bivalente nao
necessariamente homomérfica S4 (denominada nesta dissertacio de bivaloragao?)
uma determinada valoracao v, e vice-versa. Neste sentido, as Semanticas de So-
ciedades vém a expressar formalmente o processo postulado na Tese de Suszko, de
forma tal que o mesmo possa ser aplicavel também a area das Combinacoes entre
Légicas. Discutiremos mais profundamente esta caracteristica da Semantica de So-
ciedades no Capitulo 4 e no Capitulo 5 (Consideragoes finais).

4Seguimos aqui a denominagao de [dCB98] e [Mar07?].
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Capitulo 2

Sociedades Triassertivas

2.1 Sociedades Triassertivas Abertas

Neste capitulo estudaremos o escopo da definicao prévia de Seméantica de So-
ciedades. Com efeito, pode ser provado que a formalizagao do conceito de Semantica
de Sociedades n-valentes a partir de conjuntos de valores de verdade é suficiente-
mente efetiva para o caso de Sociedades Biassertivas. Mas sera igualmente efetiva em
outros casos? Veremos neste capitulo que a resposta é afirmativa: demonstraremos
a seguir que, no caso das Sociedades Triassertivas (as quais também foram carac-
terizadas em [CLM99]), a formalizagdo prévia é igualmente apta para expresar os
diferentes critérios de aceitacao das mesmas. Iniciamos esta prova com as defini¢oes
de Sociedades Triassertivas Abertas e Fechadas:

Definigao 2.1.1 Um agente trivalente € uma fungio Ag : V—{0, %, 1}. Uma so-

ciedade de agentes trivalentes € um conjunto nao vazio A de agentes trivalentes. O

Definigao 2.1.2 (Sociedades Triassertivas) Dada uma sociedade A de agentes
trivalentes, definimos a Sociedade Triassertiva Aberta gerada por A como sendo uma
funcao ST : L—{0,1} satisfazendo as sequintes propriedades:
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(OTS —1) Sh*(p) =1 sse existe algum agente Ag € A tal que
Ag(p) =1 ou Ag(p) = 3

(OTS —2) S} (—p) =1 sse existe algum agente Ag € A tal que
Ag(p) =0 ou Ag(p) = 3

(OTS —3) S4T(=—p) =1 sse existem agentes distintos Ag; e Ag; em A
tais que Ag;(p) =1, e Ag;(p) # 3

(0TS —4) Syt (anp) = SH( )1SLT(B)

(OTS - 5) Sf(a Vv B) =83 (a) USET(B)

(0TS —6) SiH(a— ﬁ) —ST () U SLH(B)

(OTS —17) SiT(=a)=—-Si*(a) (a ndo literal). O

Observacao 2.1.3

A definigao original de Sociedades Triassertivas Abertas que aparece em [CLM99] é
construida a partir de pares de agentes classicos. Assim, uma Sociedade Trivalente
(Triassertiva, no original) é um conjunto nao vazio de pares A = {(Ag;", Ag; ) }ier
satisfazendo as seguintes condigoes:
Al) Ag; e Agi~ sdo agentes classicos, segundo a Defini¢ao 1.2.8.
A2) Ag; N Agf = 0 (isto é, nao podemos ter simultaneamente Ag;" (p) = T
e Ag; (p) = T para nenhuma férmula atomica p). As trés primeiras clausulas de
satisfacao sao as seguintes:
(OTS —1) S}"(p) =1 sse existe algum agente Ag; € A tal que
A97(1) =T on Ay ) =
(OTS —2) S} (—p) =1 sse existe algum agente Ag; € A tal que
Agf(p) FouAg(p)=T
(OTS —3) S} (=—p) =1 sse existem agentes distintos Ag; e Ag; em A
tals que Ag;"(p) =T, e Ag; (p) = F.

Na verdade, segundo os requisitos Al) e A2) da defini¢ao acima, os pares de agentes

classicos nao sao outra coisa que valoragoes trivalentes. Com efeito, basta definir para

cada Ag = (Ag", Ag™) a funcio w : V—{0
w(p) = Lsse Ag™(p) = T}

,2,1} como:
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w(p) = 3 sse Ag™(p) = T;

w(p) = 0sse Ag*(p) = F = Ag™ (p).
Reciprocamente, um agente trivalente w : V—{0, %, 1} induz um agente Ag =
(Ag*, Ag™) dado por

Ag™(p) =T sse w(p) = 1;

Ag=(p) =T sse w(p) = 3.
Por outro lado, é facil notar que nao interessa verdadeiramente qual é a logica subja-
cente a valoracao w, pois as defini¢oes de Sociedade Triassertivas Abertas e Fechadas
somente requerem a informagao do valor de w(p) no nivel das férmulas atomicas. Em
geral, entende-se que para construir Sociedades Abertas as valoragoes w sao de tipo

P'. Portanto, podemos substituir na Definicao 2.1.2 os valores 0, 2

;5,1 pelos valores

F. Ty, T, respectivamente. ! O

W.Carnielli e M. Lima-Marques demonstraram que as Sociedades Triassertivas
Abertas podem ser caracterizadas através da Légica P? (segundo degrau na hierarquia
de légicas paraconsistentes P"™ mencionada no Capitulo 1 e que estudaremos em
detalhe no Capitulo 3), cuja expresdo matricial é a seguinte:

P2 = <{T7 T17 T2> F}7 {_‘7 _>}7 {T7 Tla T2}>7

onde as operacoes - e — sao definidas como

—>TT1T2F

7T T T F
T 1 1, F

|\T T T F
-|F T T T

LT T T F

F\T T T T

LA priori ndo parece ser necessario dotar as funcoes w de uma légica interna, isto é, de considera-
las valoragoes de uma certa logica trivalente para todo tipo de férmulas a e nao meramente de
férmulas atomicas p. De fato, na totalidade dos exemplos, a propriedade de w ser uma valoragao
nao ¢é verdadeiramente utilizada. No entanto, partimos do suposto de que o presente método possa
ser estendido a casos nos quais a légica interna das fungoes w seja relevante para a construcao da
Seméantica de Sociedades. Discutiremos tal extensao no Capitulo 4.
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A conjuncao e a disjuncao em P? sao conectivos secundérios, definidos en termos
de = e de — 2.

O que foi expressado previamente pode explicitar-se no seguinte Teorema:

Teorema 2.1.4 A Ldgica das Sociedades Triassertivas Abertas construidas a partir

se sociedades nao unitdrias de agentes P'é P?

Demonstragao: O Teorema ¢ demonstrado seguindo a técnica habitual (ver [CLM99]).

Isto é, mostrando que toda valoragdo v em P? pode ser associada a uma fungao S}*

e vice-versa, de tal maneira que, para toda férmula «, vale o seguinte:
S1*(a) = 1 se e somente se v(a) € {T,T1}.

Assim, pelas defini¢coes de validade nas duas semanticas, concluimos que elas coinci-
dem. O

Observacao 2.1.5

No prova original, W. Carnielli e M. Lima-Marques provaram que a Sociedade
Triassertiva Aberta tem uma légica de tipo P2. Isto é efetivamente certo se conside-
ramos que as sociedades sdo conjuntos nao unitérios de agentes (como foi enunciado
no ultimo teorema), mas nao é valido se permitimos que existam sociedades triviais,
com exatamente um agente P! (fato nao observado no artigo em questao) 3,

Com efeito, consideremos uma sociedade A com somente um agente A, tal que
A,(p) = T para alguma variavel proposicional p. Pela defini¢do de Sociedade Tri-
assertiva Aberta temos que vale
S5 (p) = 1, S5 (p) = 0 e S (+p) = 0

2A definicdo de A e de V a partir de = e de — serd dada no Capitulo 3 de forma geral para todos
os célculos da hierarquia {P"},cn.
3Devo a Luis Sbardellini a observacio deste fato.
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Dai, S3*(=pV —==p) = 0 (por (OTS-6)). Isto é, nas Sociedades Triassertivas Abertas
a féormula o V —a nao é valida, fato que nao acontece com P2

Porém, se definimos sociedade .4 como um conjunto de agentes com |A| > 2, o
Teorema 2.1.4 ¢é valido.

Dado que no capitulo seguinte veremos uma forma geral de obter semanticas
de sociedades P™*! a partir de agentes P", o anteriormente mencionado nao apre-
senta maiores inconvenientes. mas, para confirmar a abrangéncia da Defini¢ao 1.3.3,
provaremos que toda Sociedade Triassertiva Aberta com mais de um agente pode ser

explicitada por tal definicao. O

Para formalizar os resultados obtidos de acordo com a Definicao 2.1.2, devemos
entender cada agente trivalente Ag como uma valoracao P!, conforme mencionado na
Observacao 2.1.3. O verdadeiro problema, porém, é explicitar os critérios de aceitagao
para féormulas de tipo p, —=p e =—p a partir de valores de verdade.

Com efeito: o critério de aceitacao explicitado em (OT'S — 1) pode ser expresso
da maneira seguinte:

S1"(p) = 1 se e somente se R, = {Ag;(p)}icr € So = {R: RN{T,T1} # 0}.

Por outro lado, o critério expressado em (OT'S — 2) para férmulas de tipo —p
pode ser escrito da seguinte forma:

SHT(1) = 1 se e somente se R, € 51 = {R: RN{T, F} # 0}.

O problema surge na tentativa de expressar o critério (OT'S — 3) a partir de
conjuntos de p(7), com 7 o conjunto de valores de verdade de P%. Pois, como esta
instrugao solicita que existam dois agentes distintos Ag; e Ag; tais que Ag;(p) = T,

mas Ag;(p) # 11, terfamos a seguinte situagao:
e Por um lado, deve valer que 7' € R, (em virtude de Ag;);

e Além disso, deve acontecer que, fora do valor T de Ag;(p), exista outro agente
tal que Ag;(p) = T ou Ag;(p) = F.

Mas esta situagao nao pode ser capturada se simplesmente analisarmos o conjunto

R, conforme veremos no exemplo a seguir:
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Exemplo 2.1.6

Seja uma sociedade A que consiste de trés agentes tais que: Agi(p) = T, Aga(p)

=T) e Ags(p) = T. Logo, para esta sociedade obtemos R, = {T,T}}. E também vale
que ST (=—p) =1, devido a Ag; e a Ags.
Seja, por outro lado, a sociedade A’, que consiste também de trés agentes, com Ag’, (p)
=T, A¢'y(p) = T1, e Ag'3(p) = T1. Neste caso temos novamente que R, = {7, T3},
mas agora vale que St (==p) = 0. Logo, (OT'S — 1) ndo pode ser expresso a partir
da andlise de R,. O

A solucao para a situacao precedente € a seguinte: simplesmente podemos mudar
os critérios de aceitacao para Sociedades Triassertivas Abertas de Agentes P! por
outros critérios novos (estes sim, expressaveis em funcao do conjunto R,) tal que a
Semantica de Sociedades obtida a partir destes critérios seja a mesma que a Semantica
antiga. E precisamente esta nova caracterizagao de Sociedades Triassertivas Abertas

que ¢é apresentada a seguir.

Definicao 2.1.7 Seja A uma sociedade de agentes trivalentes, e R, = {Ag(p) : Ag €

A} para cada férmula atémica p. Definimos a Sociedade Triassertiva Aberta S ge-
rada por A como sendo uma fungao

ST L—{0,1}
satisfazendo as sequintes cldusulas:
(OTS=T1) Si*(p)=1sse Ry € {R€ p(T): RN{T, Ty} # 0}
(OTS —=2) SiT(-p)=1sse R,e {Re o(T): RN{F,T\} # 0}

(OTS=3) SiT(~—p)=1sse R,e {Re o(T):{T,F} CR ou R={T}}

(OTS=4) Si*(anB) =95 (a)NSL (9)
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(0TS =5) Sit(avp)=SiT(a)usSi™(s)
(0TS =6) Sit(a—p)=—Si () USi™(B)

(0TS =7) ST (—a) = =St (a ndo literal). O
Observacoes 2.1.8

(1) Dada uma sociedade A, as valoragoes Si* e ﬁ ficam absolutamente determi-
nadas a partir dos seus valores nos conjuntos
V = {p:pé atomica};
V™ ={-p:pé atomica};
V™ = {--p:p é atomica}.
Isto é, se FC = VUV UV, entao
SHt = 53 sse ST () = ST () para toda a € FC.
(2) Dada A, a tnica divergéncia que pode ocorrer entre as funcoes SH e ST é,

portanto, na seguinte situacao:

e A tem ao menos trés agentes diferentes, e

e existem uma férmula atomica p e um agente Ag € A tais que Ag(p) = T, e
Ag'(p) = T para todo Ag' € A, Ag’ # Ag.

Nessa situagao teremos que S} (=—p) = 1, enquanto que S} (=—-p) =0. O

A partir da Observacao 2.1.8 provaremos a seguir que as logicas geradas pelas
sociedades ST+ e ST+ coincidem. Previamente, reproduzimos um resultado (Teorema
4.1) que aparece em [CLM99].

Teorema 2.1.9 Para toda Sociedade Trivalente A de Agentes P! existe uma So-

ciedade Trivalente A' de agentes P', com mo mdzimo trés agentes, tal que S{* =
St
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Teorema 2.1.10 Dada uma familia A = {Ag,}icr de agentes P existe uma familia
A" ={Ag}icr de agentes P* tal que SHH= SH'.

Demonstragao: Seja A = {Ag;}ic; uma familia de valoragoes P'. Pelo Teorema

2.1.9, podemos considerar A simplesmente como uma familia de no méximo trés
valoragoes, no que concerne a definigao da fungdo Si*. Se A tem menos de trés
agentes entao, pela Observacao 2.1.8(2), podemos tomar A" = A. Se, por outro lado,
A tem exatamente trés agentes Agy, Ags e Ags, podem acontecer duas situagoes:
CASO I: Nao existe nenhuma férmula atomica p na situagao da Observagao 2.1.8(2).
Nesse caso, novamente podemos tomar A" = A.

CASO II: Existem varidveis proposicionais p “criticas”, isto é, na situacao da Ob-
servagao 2.1.8 (2). Para cada p critica, considere k(p) o tnico indice de I = {1, 2,3}
tal que Agr)(p) = T1. Definimos entdo uma sociedade A" = {Ag'|, A¢'5, Ag's} da

maneira seguinte:

F  sei=k(p)

T  caso contrario

Ag'i(p) = {

Nas outras varidveis, definimos A¢’;(p) = Agi(p) (i = 1,2, 3).
E imediato observar que
Sitp) = 1= 54" (p),
SiT(=p) =1 =54 (-»),
Sit(==p) = 1 = SE (=p),
para toda varidvel p critica. Portanto, pela Observacio 2.1.8(2) obtemos que SHt =
Sttt o

Teorema 2.1.11 Dada uma famdlia A" = {Ag';}ier de agentes P! existe wuma familia
A ={Ag;}icr de agentes P! tal que S+ — fr-

Demonstragao: 1) A prova é similar & prova do teorema anterior. Considere entao

A" = {Ag}}ic; uma familia de valoragoes P'. Nos casos em que I tem menos de trés

agentes, ou quando A tem mais de dois agentes mas nao existe nenhuma variavel p

29



“critica”, isto ¢, na situagao da Observacao 2.1.8(2), podemos definir A = A’. Supon-
hamos entao que temos ao menos trés agentes, e existem variaveis criticas. Para cada
varidvel critica, escolha um indice k(p) de I tal que Agy (p) = T. (Observe que
estamos usando aqui o Axioma da Escolha, e portanto nossa demonstracao nao é
mais um argumento construtivo. Por outro lado, podemos evitar este problema se
considerarmos linguagens enumeraveis.) Definiremos uma sociedade A = {Ag, }icr da
maneira seguinte:

Ag;(p) = { T sei=kp)

T, caso contrario

Nas outras varidveis, definimos Ag;(p) = Ag’;(p) para todo i € I.
E imediato observar que
Sitp) = 1= 54 (),
Sit(-p) = 1= Sy (-p),
SiT(==p) = 0= S (=),
para toda varidvel p critica. Portanto, pela Observagao 2.1.8(2) obtemos que Si* =

st o

2.2 Sociedades Triassertivas Fechadas

Podemos agora, analogamente ao trabalho que foi realizado com as Sociedades
Triassertivas Abertas, definir e analisar as Sociedades Triassertivas Fechadas.

Definigao 2.2.1 Dada uma Sociedade trivalente A (em que os agentes podem agora
ser pensados como valoragoes I, conforme observado na Observagao 2.1.3), defini-
mos a Sociedade Triassertiva Fechada gerada por A como sendo uma funcao S, :
IL—{0,1} satisfazendo as sequintes propriedades:
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(CTS —1) S, (p) =1 sse para todo agente Ag € A
Ag(p) =T ou Ag(p) = Fy

(CTS —2) S, (—p) =1 sse para todo agente Ag € A
Ag(p) = F ou Ag(p) = Fy

(CTS —3) S; (—p) =1 sse para todo Ag € A
Ag(p) =T

(CTS —4) Sy (aAp)=54 ()NS5, ()

(CTS =5) Sy (aVp)=583 (a)uS, ()
(CTS—6) Sy (a—F)=—=5 (0)uS, (B)
(CTS—-17) S; (o) =-S5, (a) (a nao literal). O

Observacao 2.2.2

A definigao original de Sociedades Triassertivas Fechadas que aparece em [CLM99]
é formulada, da mesma maneira que as Sociedades Triassertivas Abertas, a partir
de pares de agentes classicos. Podemos repetir o processo de traducao de agentes
(Ag™, Ag™) para valoragoes I, e vice-versa. Com efeito, basta definir para cada Ag
= (Ag*, Ag™) a fungdo w : V—{F, F}, T} como:

w(p) =T sse Ag™(p) = T;

w(p) = Fy sse Ag™(p) = T;

w(p) = F sse Ag*(p) = F = Ag™ (p).
Reciprocamente, um agente w : V—{F, F},T} da légica I' induz um agente Ag =
(Ag™, Ag™) dado por

Agt(p) =T sse w(p) =T,

Ag=(p) =T sse w(p) = Fy. O

A Légica I?, que definiremos a seguir, estd no segundo degrau na hierarquia de
l6gicas paracompletas I™ mencionada no Capitulo 1 e que estudaremos em detalhe
no Capitulo 3.

Definigao 2.2.3 (A Légica paracompleta tetravalente [?) A Ldgica I? € defini-
da da maneira sequinte:
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[2 = <{T7 F1>F2>F}7{_'7_)}7{T}>7

onde as operagoes - e — sao definidas como

—>TF1FQF

T T F F F
T Fy Fy, F

r|\T T T T
-|F F F T

BT T T T

F\T T T T

A partir da definicio das Sociedades Triassertivas Fechadas, e do calculo 12,
temos os seguintes resultados que caracterizam a sua légica:

Teorema 2.2.4 Para toda Sociedade Trivalente A de Agentes I' existe uma So-

ciedade Trivalente A’ de agentes I', com no mdzimo trés agentes, tal que S}~ =
S -

Teorema 2.2.5 A Ldgica das Sociedades Triassertivas Fechadas é I*

A demonstracao destes dois ultimos teoremas segue das técnicas utilizadas nos
teoremas anteriores, e aparece em [CLM99].

Vemos aqui que, diferentemente do caso das Sociedades Triassertivas Abertas, as
Sociedades Triassertivas Fechadas podem ser expressas diretamente no nosso forma-
lismo. Com efeito: os critérios de aceitagdo (CT'S — 1) e (CTS — 2) para férmulas
da forma p e féormulas da forma —p respectivamente, sendo andlogos aos critérios
(OTS — 1) e (OTS — 2) da Definigao 2.1.2 (somente muda o quantificador), j& tém

uma expressao univoca a partir da caracterizacao do conjunto R,={Ag(p)}agea:

Sa(p) = Lsse Ry € {R € p(T) : REA{T, F1}},
Si (—p) =1sse R, e {Re€ p(T): RC{F, F\}}.
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E o critério (CT'S — 3) pode ser caracterizado por:

Sa (m7p) = Isse By € {{T}}

Para finalizar este capitulo faremos um breve comentario que sera aprofundado
no Capitulo 4: para caracterizar as Sociedades estudadas até agora, tém uma im-
portancia muito maior os critérios de aceitacao que a caracterizacao da légica dos
Agentes, exigindo-se, nos dois exemplos deste capitulo, certas condi¢oes que impecam
que as fungdes SH e S~ sejam homomorfismos (dada a independéncia, por exem-
plo, dos valores de S} (p) com relagao a S§(—p)). Uma questao interessante a se
colocar é a seguinte: em que condigoes os agentes comecam a ter influéncia efetiva na
construcao da Sociedade, e mais ainda, em que condigoes é verdadeiramente impre-
scindivel considerar cada Agente como uma valoragao, e nao simplesmente como um

designador de valores exclusivamente para férmulas atomicas?
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Capitulo 3
Aplicacoes em Loégicas n-valentes

Neste capitulo dedicamo-nos ao estudo das aplicacoes da Semantica de Sociedades
a certas logicas n-valentes. A razao de que sejam elas e nao outros tipos de logicas
nao classicas objeto de analise sob a perspectiva da Semantica de Sociedades radica
na definigdo desta ultima (para os exemplos citados) a partir de valoragoes. Em
particular, nosso estudo sera dirigido a duas hierarquias de célculos (cujos primeros
elementos ja foram estudados nos dois primeros capitulos) que tém certa dualidade

intrinseca: a hierarquia de calculos paraconsistentes P", e a de calculos paracompletos
1.

3.1 A hierarquia {P"},cy de calculos paraconsis-

tentes

A légica paraconsistente P! apresentado no primeiro capitulo desta dissertacao
foi desenvolvida por A.M. Sette (cf.[Set73]) com o objetivo de buscar novas alterna-
tivas para légicas paraconsistentes. A légica P! tem as seguintes caracteristicas:

1) E uma légica contida estritamente no calculo proposicional cldssico (CPC). Isto
é, todas as tautologias de P! sdo tautologias de CPC, mas a propriedade reciproca
nao é valida (considerar como exemplo a féormula =(a A —a)).

2) Como vimos, P! admite semantica matricial, em que o comportamento das funcoes

associadas aos conectivos da linguagem é o mesmo das matrizes para C'PC' somente
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apdés uma aplicacao de =, ou do conectivo bindrio —. !

3) P! tem uma axiomética de tipo hilbertiano, dada em [Set73]. Duas axiomdticas
alternativas sao fornecidas em [Mar99].

4) P! é mazimal com relagao a CPC. Isto é, se acrescentamos a axiomédtica de P*
qualquer teorema de CPC que nao seja teorema de P!, os teoremas demonstrados
com a nova axiomatica sao exatamente os de CPC.

A segunda légica da hierarquia, P?, foi estudada em [Mar99], extrapolando
certas propriedades de P!. E definida inicialmente por suas propriedades semanticas

ao invés das sintaticas, as quais sao:

e P2 tem semantica matricial, denotada por
P2 = <{T7 Tla T27 F}7 {_'7 —>}7 {Ta T17 T2}>

e P? é sub-céalculo estrito de P!.

e O comportamento das operacoes em P? é o mesmo que o comportamento das

operagoes classicas apds duas negagoes o uma aplicagao de —.

No que se refere a seu aspecto sintdtico, P? também admite uma axiomética de
tipo Hilbert.

A idéia de uma hierarquia geral de légicas paraconsistentes P™ aparece pela
primeira vez em [Mar99], com o objetivo de estender, ndo somente as propriedades
intrinsecas das logicas P! e P?, mas também a relacao dada entre CPC' e P!, e entre
P! e P2, Portanto, as propriedades gerais da hierarquia {P"},cn deveriam ser:

1) P’ =CPC.

2) Nas légicas da hierarquia {P"},cn 0 principio de nao contradi¢do nao deve
valer de forma geral.

3) Toda férmula valida de P™ também e férmula vélida de P", quando n é menor

que m. A reciproca nao ¢é valida.

'Uma semantica algébrica no estilo Blok-Pigozzi para P! pode ser vista em [LMS90].
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Um tema de estudo interessante é referido as propriedades de maximalidade en-
tre as diferentes légicas da hierarquia. Isto é, saber por exemplo se a légica P"*! é

maximal com relagao a P".

Observacoes 3.1.1

A combinagao dos requerimentos 1), 2) e 3) sugere imediatamente uma semantica
matricial para esta hierarquia. Simplesmente consiste en construir, para um célculo
P™ dado, tabelas que validem o principio de nao contradi¢ao a partir de férmulas
atomicas com n negagoes, ou de férmulas construidas a partir de conectivos binarios.
Portanto, o indice n determina quantas negacoes deve ter uma férmula atomica para
comegar a comportar-se como a negacao classica. Isto é, como uma negacao em que
valem tanto o principio do terceiro excluido quanto a lei da nao contradicao.

De fato, é relativamente simples construir uma hierarquia de semanticas n-
valentes de matrizes que verifiquen as condigdes 1)-3). A construcao é apresentada

na segao seguinte. O

3.2 Uma semantica matricial para {P"},cn

A representagao matricial dos calculos P™ é (considerando Ty = T):

Pn = <{T0,T1, e ,Tn,F}, {_|,—>}, {To,Tl, Ce 7Tn}>

As operagoes - e — sao definidas segundo as seguintes tabelas:

— T T; F
T 1T, F T|\T T F o
com 1 <14,57 <n.
-\ T,y T T |\T T F
F\|\T T T
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Notar que, num certo calculo P", o comportamento do conectivo — é sempre
classico, atribuindo F' a X—F (com X € D) e T em caso contrario. Por outro lado,

- ¢ a negagao classica somente a partir de n negagoes.

Como vemos, segundo a definicao das tabelas, cada valor T; é simplesmente um
valor de “verdade” mais afastado do valor Tj (que nao é outra coisa do que o valor
T, “absolutamente verdadeiro” —“ou classicamente verdadeiro”), quanto maior seja
o indice 7. Assim, a negacao do calculo P" somente diminui em um grau o “afasta-
mento” do valor T, até se converter no proprio valor T'. Poderiamos interpretar este
fenomeno da maneira seguinte: uma férmula oo com valor Ty é considerada verdadeira
com um grau de tolerancia k; dessa forma, quanto menor é o grau k, mais verdadeira a
formula resulta ser. Portanto, dada uma certa formula «, a qual é verdadeira com um
certo grau de tolerancia k > 0, entao a sua negacao acrescenta informacgao negativa
com relacao a incerteza de ser a verdadeira, no sentido que agora —«a é verdadeira
com um grau de tolerancia k — 1, isto €, temos maior certeza da veracidade de -« do

que da veracidade de « e, portanto, a é “menos verdadeira” do que —a.

Por outro lado, a implicacao ¢é incapaz de distinguir entre diferentes graus de
falsidade: simplesmente opera com eles como se fossem o valor Ty (= T') dando como

resultado somente os valores F' ou T

Um fato interessante de destacar é a definicao dos conectivos A e V a partir de
- e —: A idéia bésica é que (do mesmo modo que —), A e V possam simular as
operacoes cldssicas de conjuncao e disjuncao de tal forma que os valores de D sejam
“interpretados” como se fossem somente o valor 7. Para tal fim é conveniente intro-
duzir um novo conectivo um-ario ~ (denominado “negagao forte paraconsistente”) tal
que ~T; = F, ~T = Fe~F =T. O comportamento de ~, A e V pode ser resumido
nas seguintes tabelas:
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V[T T, F AT T, F
T T, F T|T T T T|T T F
~|F F T T,|T T T T,|T T F

F|T T F F|F F F

com 1 <14,57 <n.

O problema em relacao a ~, A e V consiste em saber se eles podem ser obtidos
a partir de = e —. Com efeito (cf.[Que98]), vemos que se definimos os seguintes
conectivos légicos:
~a = (ha—a)
a B = =(a—=~3)
aV = ~a—f

entao as operacoes em 7 associadas a esses conectivos verificam as condigoes das
tabelas precedentes.

Um outro conectivo usual definido a partir de — e = é o conectivo um-ario (°)
de “bom comportamento” (em rela¢do ao principio de nao contradigao). A fungao
associada a este conectivo tem a propriedade de atribuir o valor T" aquelas férmulas
« em que principio de nao contradigao é valido. Sua tabela é dada por

T 1, F
T F T

para 1 <17 < n.

e pode ser definida a partir de — e de = como:

a® := =(aA-a), tendo particular importancia na construcao de axiométicas para P".

E conveniente destacar que, em relagao ao aspecto sintatico dos calculos da hier-
arquia { P"} e, provaremos que pode ser fornecida uma axiomética geral para todos
os calculos de tal hierarquia. Devido ao fato de a problematica da axiomatica ser lat-
eral em relacao as Semanticas de Sociedades, tal resultado sera provado no Apéndice
final desta dissertacao.
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Observagoes 3.2.1

Segundo a definicao das funcoes = e — é conveniente destacar certos fatos a serem
utilizados na secao seguinte. Estes sao:

e Todo valor de 7, apds n aplicacoes da operacao —, somente pode ser 17" ou F.

e Para toda férmula «, se v(a) = T;, entdo -=---—a = T;_; quando j <1
————

j vezes

e Para toda férmula « vale que, se v(«) C {7, F'}, entao vale o seguinte: == --- =«
—_———

k vezes
= v(«) se e somente se k ¢ um numero par. E, se k é um nimero impar, v(«)

:Nv(ﬁﬁ---ﬂa/), O

k vezes

3.3 Semantica de Sociedades para {P"},cn

Lembrando que nos dois primeiros capitulos definimos uma Semantica de So-
ciedades para os calculos P! e P2 é o nosso objetivo definir de forma geral uma
tal Semantica de Sociedades para os diversos calculos P". Para poder defini-la com

maior nivel de formalizacao introduzimos a notagao seguinte:

Notagao 3.3.1

Denotamos por —*p a férmula =—---—p, onde p é férmula atomica; =% é p. Além

k vezes
disso, definimos a funcao Par(n, k) para todo par de nimeros naturais n e k como:

Par(n, k) = 1 se e somente se n — k é divisivel por 2 (i.e: se tanto n como k sao
pares, ou tanto n como k sao impares). Par(n, k) = 0 caso contrario.
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Denotamos também por D’ ao conjunto D — {T'}, isto é: D' = {T1,...,T,} para
cada cédlculo P". O

Agora temos condigoes suficientes para caracterizar Semanticas de Sociedades
para todos os calculos P".

Definigao 3.3.2 Para cadan > 0, definimos a Semdantica de Sociedades S*, 11 (veja
Defini¢ao 1.8.3) como:

St = (P W), em que:

W = <]:i75i>ogi§n+1;

Fi={-"p:peV}

5 - {Re€ p(T): RN (K'Y UK?)#0} se i € par
' {Rep(T): RN(KY UK? U{F})#0} sei éimpar

onde:
K', ={T;:j <iePar(ij) =1}
K? ={T,:i<r<n}
para 1 <t <n+4+1. 0

Observacao 3.3.3

Na definicao precedente, os conjuntos S; podem ser expressados da seguinte
forma, mais explicita (embora mais inconveniente para as provas dos préximos re-
sultados referentes a Semantica de Sociedades):

So = {R: RND # 0);
S1={R: RN ({F}UD) #(}; e finalmente

S. = {RG@(T) :Rm{T7T27T47"'7T‘Z'7T’i+1a---7Tn}#w} Seiépar
’ {Reo(T): RN{F,T1,T3,....,T;, Tis1,...,T,} #0} sei é impar

para2<:<n+1. 0O
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Proposigao 3.3.4 Se (S*,11)a(a) =0, entdo, (ST,11)a(—a) = 1.

Demonstracao: A prova desta proposicao serd por indugao na complexidade de a.

CASO 1: Suponha que « é atomica. Logo, se (S*,11)a(a) = 0, temos que R, ¢ So.
Isto é, R, = {F} C D' U{F}. Logo, R, € Sy, e assim (ST,11)4(—a) = 1.

CASO 2: «a é da forma f—-~y. Logo -« ¢ F; para todo i tal que 0 < i <n+1,e
portanto (ST,41)a(—a) = = (ST, 41)a(—a) = =0 = 1.

CASO 3: « é da forma —f3. Dividimos a prova em trés subcasos:

3.1) Seja v da forma =™+, com v atomica, 1 < m < n+ 1. Se (ST,41)a(=™y) =
0,entdao R, ¢ S,,. Portanto, temos as seguintes possibilidades:

() Ry N ({Tj: 5 <m;Par(m,j) =1} U{T : m < k}) = 0 (com m par), ou

(xx) R, N ({1} : 7 <m;Par(m,j) =1} U{T : m <k} U{F}) = 0 (com m impar).
Se valer (x).entdao R, C {F}U{T; : j < m,Par(j,m) = 0}, sendo m par. Logo
R, € Spy1, € assim (St,41)a(="1y) = (ST,11)a(ma) = 1.

Se valer (%), por consideragoes andlogas, temos que (S*,11)4(—a) = 1.

3.2) Seja a da forma =™+, com 7 atémica, n + 1 < m. Logo a ¢ F;, para todo i tal
que 0 < ¢ <n+ 1. Portanto, se (ST,+1)a(a) = 0, vale que (ST, 11)4(—a) = 1, pela
Definigao 1.3.3.

3.3) Seja o da forma —*3, sendo 1 < k e 3 uma implicacao. Logo, o ¢ F; para todo
i, e assim, por consideragoes andlogas as do subcaso 3.2), se (ST, 41)4() = 0, entao
(S+n+1)A<—|Oé) =1.0

Proposigao 3.3.5 Se (S*,11)a(a) =0, entdo (ST,11)a(—%a) = 0.

Demonstracao:

CASO A: Se a@ = =y, com ~ atémica, e 0 < k < n — 1. Para este caso ¢ suficiente
considerar a construcao dos conjuntos K, e K?;.

CASO B: a € F,. Logo, Pela Proposi¢ao 3.3.4, (ST,41)a(—a) = 1. E, como ——«
nao pertence a nenhum F;, pela definicao de aceitacao para férmulas complexas, vale
que (St 1)a(—a) = 0.

CASO C: Suponha a € F,,1. Logo, ma e ==« nao pertencem a nenhum conjunto
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F;. Pela Defini¢ao 3.5.1 para férmulas complexas, vale que (S, 1) 4(——a) = 0.
CASO D: «a ¢ F,; para todo i tal que 0 < i < n+ 1. Logo, a e ==« sao férmulas
complexas, e assim (ST,11)a(——a) = (STp41)a(e) =1. O

Lema 3.3.6 :Para toda Sociedade A de Agentes P" existe uma valora¢do v do
cdlculo P tal que (ST, 11)a(a) =1 sse vy(a) € D para toda férmula .

Demonstracao: Dada a sociedade A, construimos a valoragao v 4 da maneira seguinte:

para toda féormula atomica p, definimos:

o vu(p) = F sse (STp41)alp) =0

o valp) = T (=Tp) sse (STn11)alp) = 1, mas (S 11)a(-p) = 0

va(p) = T; sse (STn1)a(—"p) = 1, para 0 < j <4, mas (STpq1)a(—""'p) = 0,
com 1 <7 <n.

o vu(p) = Thy1 sse (SThi1)a(—"p) =1, para 0 < j <n+ 1.

Para toda férmula que nao seja atomica, definimos o valor de va(«) segundo as
tabelas de verdade de P"*!. Provaremos por inducao na complexidade da férmula o
que (St 1)a(a) =1 sse vg(a) € D.

CASO A: a é uma férmula atomica:Trivial, da definicao de v 4.

CASO B: « é da forma (f—-). Logo, o ¢ F; para todo i tal que 0 < i < n+ 1,
e assim (STni1)a(@) = =(STn1)a(B) U (STni1)a(y) = 1, sse (S7ni1)a(B) = 0, ou
(SThi1)a(y) = 1, se e somente se (HipStese de Indugao) va(3) = F ou vy(y) € D,
se e somente se v4(f—7) = 1 (pela definicao de vy).

CASO C: « é da forma —f3. Dividimos a prova nos seguintes sub-casos:
Subcaso C.1: Suponha que a é da forma —*v, sendo v uma férmula atomica, e
1 <k <n+ 1. Logo, provaremos o enunciado por dupla implicagao:
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I) Suponhamos que v4(«) € D. Logo, as seguintes possibilidades podem acontecer:
(%) v(a) =T, ou (x+) v(a) = Tj,com 1 < j<n+1-—k?

Se valer (x), entao temos duas possibilidades:

a): va(y) = T (e, portanto, k é par), e assim (S*,41)4(—y) = 0. Da Proposi¢ao
3.3.5 (St,i1)a(=""1y) = 0 (pois Par(k — 1,1) = 1), e agora pela Proposigao 3.3.4
vale (S%i1)4 (1) = (STas)a(a) = 1.

b): va(y) = Ty, com Par(k,m) = 1 e m < k. Logo, pela definicao de v4, temos
que (ST,1)4(=™" 1) = 0, e portanto vale que (S, 1) 4(=""
3.3.5. Logo, pela Proposicao 3.3.4, (ST,41)4,(a) = 1.

c): va(y) = Tpn, com m = k. Logo (ST,11)a(a) = 1 trivialmente, da definigao de v 4.

v) = 0, da Proposicao

Se valer (#x), entao, va(y) = Tjyk, com j+k < n+1 (ver Observacoes 3.2.1). Logo,
da definigao de v 4, temos que (S+n+1)A(v) = (S*ni)a(=y) = ... = (STap) A=)
= 1. E, portanto, (ST, 11)4(="y) = (STpi1)ala) = 1.

IT) Suponhamos que (St 1)a(a) = (SThi1)a(=Fy) = 1. Logo va(y) = T}, com
k <m <n+1 (pela definicao de v4). E como v4 é uma valoragao do calculo P+,
va(=Fy) =T, € D.

Subcaso C.2: « é da forma —*v, com n + 1 < k . Logo, a ¢ F; para todo i tal que
0 <i<n+1. Temos assim que (St 1)a(="y) = 1sse (ST,1)a(=F"1y) =0, sse
wa(=F1
Subcaso C.3: « é da forma —*(3—7). Logo a ¢ F; para todo i, e logo o resultado

7) = F, sse ua(="y) = T.

procurado é valido por consideracoes andlogas as do Subcaso C.2. Isto conclui a
demonstragao. O

Lema 3.3.7 Dada uma valoracao v do cdlculo P existe uma sociedade A, de
agentes P" tal que: (STp41)a,(a) =1 ssev(a) € D.

Demonstracao:

Seja v uma valoragao do cdlculo P"™! e consideremos os conjuntos Xy, (0 < k < n+2)

2Com efeito: se v4(a) = T}, com 1 < j, entdo va(y) = T;, com 1 <r <n-+ 1. Se valer k > r,
entdao v4(—Fy) = T # Ty, portanto necessariamente temos que k < 7 e assim v4(a) = va(=F ) =
T,_k, (sendo portanto j =r —k) com 1 <r—k<n+1—k.
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(lembrando que Ty = T):

Xe={peV:v(p) =Tk}, com0<k<n+l;
Xoto={peV:ulp) =F}

Como sempre, V denota o conjunto das féormulas atomicas de IL. Observe que, para
toda p € V, existe um tnico 0 < k < n+ 2 tal que p € X;. Construiremos agora uma
sociedade

"411 - {AQOa Aglv e 7Agna Agn+2}
com n + 2 agentes P, e onde os agentes sao definidos para cada férmula atomica p

por:

F sepe X0
Agi(p) = Tj sepeX;(0<j<n, j#i)
T, sepe X;UX,

quando 0 <i < n,e

F osepe Xy UXpo
T; sepe X;(0<j<n)

Agnia(p) = {

Para férmulas a ndo atomicas estendemos os valores de Ag;(a) homomorficamente,
segundo as tabelas de verdade de P".
Com esta definicao pode ser demonstrado, por inducao na complexidade da férmula
a, que

(SThi1)a, (@) = 1 se e somente se v(a) € D

CASO A: a é uma férmula atomica. Logo, (St,11)4, () = 0 se e somente se R,
= {F'}, se e somente se para todo Ag; € A vale que Ag;(a) = F, sse o € X, 40, se €

somente se v(a) = F.

CASO B: Seja o da forma f—+. A demonstracao é andloga a feita para o mesmo

subcaso no lema anterior.
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CASO C: Seja a da forma —(. Logo, como no lema anterior, dividimos a prova nos
seguintes subcasos:

Subcaso C.1: Seja a da forma =, com a € F;, para algum . Logo, a é da forma
—Fy, com 1 < k < n+ 1. Logo, provaremos o enunciado do lema por implicacao
dupla:

C.1.I): Suponhamos que v(a) = v(—*y) € D. Logo, como v é valoragao de P+
podem acontecer os seguintes fatos:

a) v(y) = T,,sendo k <r <n+ 1, pelas Observagoes 3.2.1

b) v(y) = Tj, sendo j < k, e Par(k,j) = 1.

&) v(y) = F.

Se valer a), consideremos agora: a.l) Se r < n, entdao Ag;(vy) = T,, para todo i.
Logo R, C K?,. E como k < r vale que R, € K2, 3. E assim R, C Sk e portanto
(STns1)a,(a) =1

a.2) Se r = n+ 1. Logo, como v(y) = T}, pela construgao de A,, vale que Agy(y) =
T, e Agny1(y) = F. Logo, R,N{T; : j < k e Par(k,j) = 1} # 0 quando k é par
(por Ap), mas também R, N{F} # 0 (por A,+2) quando k é impar. Logo, vale que
R, € Sy independentemente da paridade de k, e assim (ST,11)4, (o) = 1.

Se valer b), entdo Ag;(y) = T para todo i, pela definigao de A,. Isto é, R, = {T}}.
E como Par(k,j) = 1, e j < k temos que R, € S sempre, segundo a caracteriza¢ao
dos conjuntos S; da Definigao 3.3.2. Logo, (S*,11)a, () = 1.

Se valer ¢) notemos primeiramente que k deve ser impar, pelas caracteristicas de wv.
Por outro lado, Ag;(y) = F sempre (pela definigdo de A,), e assim R, = {F} € S;
para todo j impar, da definicao dos conjuntos S;. Em particular, R, € S, e assim
(5% w1 (@) = 1.

C.1.II): Suponhamos agora que (S*,41)a,(a) = 1. Logo R, € S, com 1 < k <
n + 1. Consideremos as seguintes possibilidades para k: a). Se k é par, entao existe
um agente Ag; tal que Ag;(v) € {T,Ts,..., Tk, Tks1,--.,Tn} (ver Observacao 3.3.3).
Suponhamos que:

al): ve€ XoUXoU...X;_1. Logo v(y) =T}, com 0 < j <k, e Par(k, j) = 1. Logo,

3E fécil ver da definicdo dos conjuntos K2; que, se s < m, entdo K2, C K2,.
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v(—=7y) = T, e assim v(—=*y) = T.

a.2) Sey € XpUXp1 U...UX, 1. Logo, v(y) =T, com k < r. Logo, sempre vale
que v(—*y) € D.

b). Suponhamos agora que k é impar. Logo, R,N{F, T\, Ts, ..., T, Tps1,...,Tn} # 0.
Assim, existe Ag; € A tal que Ag;(y) € {F,T1,T3,...,T,...,T,}. Consideremos
agora as seguintes possibilidades:

b.1 Agi(y) € {1 : j < k e Par(k, j) = 1}.

b.2 Se Ag;(vy) € {T, : k <r <n}.

b.3 Agi(y) = F.

Se valer b.1 e b.2, repetindo a prova feita para os subcasos a.1 e a.2 respectivamente,
temos que v(a) € D. Se valer 0.3, temos que (%) v(y) = F ou (xx) v(y) = T41, €
nos dois casos vale que v(a) = v(=Fv) € D, considerando para (x) que k é fmpar, e
para (xx) quen+1—k > 0.

Subcaso C.2: a ¢ da forma =3, com «a ¢ F;, para todo 1 < i < n + 1. Este subcaso

é demonstrado de forma similar & do lema anterior. O
Teorema 3.3.8 : A légica da Semdntica S, € P"™, para todo n € IN.

Demonstracao: : Imediata, como conseqiiéncia dos Lemas 3.3.6 e 3.3.7. O.

Notar que esta construcao constitui uma generalizagao dos Teoremas 1.2.12 e
2.1.9 mencionados nos Capitulo 1 e 2 respectivamente, mostrando assim que toda
sociedade de Agentes P" pode ser simulada por uma sociedade com no maximo
n + 2 agentes P".

Exemplo 3.3.9

Para compreender melhor a construcao e motivacao das definigoes implicitas nos
resultados provados é conveniente considerar o seguinte exemplo, onde construiremos
uma Semantica de Sociedades S5 a partir de agentes P*. Dita semantica terd a
mesma légica que P°:
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A): Definigao de Sts:
ST5 é definida por: ST5 = (P* W) onde:
W = {(F:, Si) }o<ics tal que: F; = {='p: p é atomica} e:

i ={R: RN K; # 0} (para cada i < 5) sendo os conjuntos K; os seguintes:
Ko=D, K, = {F,T1,T5, Ty, Ty} = DU{F}, Ky = {T, Ty, Ty, Ty}, Ky = {F, Ty, Ty, Ty},
K= {T. T, Th}, K5 = {F, T, T3},

As motivagoes por tras da definicado dos conjuntos S; sdo as seguintes: em
primeiro lugar, notar que os conjuntos K; sao formados por aqueles valores de 7y
tais que, quando substituem as formulas atomicas nos conjuntos F; e sao negados 7
vezes, o resultado produz um valor designado. Assim por exemplo, na definicao de
Sy utilizamos o conjunto Ky = {T, Ty, Ty, Ty} pois =*T = T; =*Ty, =T; =*T3 =T} e

por ultimo =Ty = T, todos valores designados de P*.

Por outro lado, notar que solicitamos que os conjuntos R € S; sejam tais que
RN K; # (). Esta condicao é permissiva o suficiente para possibilitar que, mesmo com
i # j, possa acontecer que ST5(='p) = St5(—/p) = 1, estabelecendo assim o cardter
paraconsistente de S*s.

B): Definicao de v4 em P° a partir de uma sociedade A de agentes P*:

Definimos v4 como segue (aqui p € V):

va(p) = F sse (575)a(p) =0

va(p) = T sse (575)a(p) = 1 e (STa)a(-p) =0

va(=p) = T1 sse (S5)a(p) = 1, (ST5)a(-p) = 1e (ST5)a(="p) =0

;JA(P) =Ty sse (ST5)a(p) = .= (ST5)a(="p) = 1Le (ST5)a(="p) =0
va(p) = Ts sse (ST5)a(p) = .= (ST5)a(="p) = 1.

Notar que o “novo” valor de verdade T, aparece desde que podemos aceitar todas

as féormulas —'p, com i < 4, segundo a construcao feita em A).
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C): Definigao de uma sociedade A, de agentes P* a partir de uma valoragao P°:

Dada uma valoragao v de P, a sociedade A, é A, = {Ago, Ag1, Aga, Ags, Ags, Ags}
(perceber que “apagamos” o agente Ags correspondente a T5), onde:

Ago(p) = T se p € v {Ty, T5}

Ago(p) =Ty sepev H{T;} com1<i<4

Ago(p) = F se p € v {F}.

Os outros agentes Ag; sao definidos segundo a mesma idéia (aplicada em Agg) de
tornar irrelevante o valor Ty para a aceitagao em A, das diferentes férmulas da lin-
guagem de P4 O

3.4 A hierarquia {/"},cy de célculos paracomple-

tos

A motivacao central para a construcao do calculo paracompleto I' foi definir
um sistema dual a P! no seguinte sentido: o principio da Légica Cléssica que nao
devia valer necessariamente em I' era o principio do terceiro excluido: —a V .. Por
outra parte, conservava-se a idéia (presente em P') de que toda férmula nao atémica
validaria tal principio. O célculo I' foi definido em [SC95], e foi provado também
que, da mesma forma que em P!, I' era maximal em relacao a CPC.

Todas estas propriedades que relacionam a P! e I' podem ser estendidas de forma
natural, construindo uma hierarquia {I"},cp, dual a hierarquia {P"},cpn. Para tal
fim, o mais natural é caracterizar os diferentes calculos I™ de forma matricial. Com

efeito, j4 sabemos que I' admite semantica matricial:

I'={T,F, F},{—,~},{T})

onde as funcoes — e — sao definidas como no primeiro capitulo. *

4Semanticas algébricas alternativas para I' podem-se encontrar em [Fei0?] e no préprio [SC95].
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Por outro lado, podemos imaginar uma hierarquia de logicas paracompletas verifi-
cando °:
1) ' = CPC.

2) Nos célculos da hierarquia I"™ o principio de terceiro excluido nao deve valer
de forma geral.

3) Toda férmula vélida de I™ também e férmula vélida de I™, quando n é menor
que m. A reciproca nao ¢é valida.

Aqui,de forma andloga a hierarquia P™, consideramos dignas de estudo as pro-
priedades de maximalidade dos calculos de esta possivel hierarquia de légicas para-
completas, a qual definiremos a seguir.

Para construir uma hierarquia que verifique o antes estipulado, definimos a matriz
associada a cada calculo I™ por:

I"={T F,...,EF, F},{—,-}{T}) onde — e = sao definidos por :

—[T F, F
T F F T|T F F
~|F F_, T E|T T T

F|T T T

com 1 <14,57 <n.

Notar que em I™ podemos definir os conectivos secundédrios — (negacao forte
paracompleta), A, V e (*) (bom comportamento em relagao a lei do terceiro excluido)

cujas funciones associadas tém as seguintes tabelas indicando seus valores possiveis:

SEm [SC95] foi sugerida por primeira vez a construgao da hierarquia I"™. Porém, a matriz de I?
foi definida de forma diferente & de [CLM99], base da hierarquia definida nesta dissertacao.
6Na hierarquia I™, Fy := F.
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vV|T F;, F AN T FF
T F, F T|T T T T|T F F
—|F 7T F,|T F F F|F F F
F|T F F F|F F F
T F, F
[T F T

paral <1,7 < n.

Com efeito, definimos:

—Q = —Q

aVp.=—a—pf
aAp:=-(a——[f)
af = aVa

e é imediato que as funcgoes associadas a esses conectivos tém o seu comportamento
representado pelas tabelas precedentes.

Observagoes 3.4.1

Algumas das propriedades das matrizes de [" sao:
e Todo valor de 7, apds de n aplicacoes de =, muda para T ou F.

Para toda férmula a, se v(a) = F}, entao v(—~’a) = F,_; quando j <

k

Para toda férmula «, se v(a) = T, ou v(a) = F, entdo vale o seguinte: v(—="«)

= v(a) se e somente se k é um niimero par.

Para toda férmula «, se v(="«) = T, entao v(a) # F, (fato a ser utilizado na

préxima secao).
e Se v(a) =T, com a = ="y, entao v(y) = F,, com Par(p, k) = 0. O
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Finalizaremos esta segao ressaltando que os calculos da hierarquia {I"},cn tém
uma axiomatica de tipo Hilbert (vide o Apéndice no final desta dissertac¢do) a qual é
correta e completa para cada calculo da hierarquia. Dada tal axiomatica sera possivel
estudar de forma mais profunda a relacao entre os cdlculos I™ e I"™! em relacao a
maximalidade, mas esta ainda é uma questao sem resposta, e nao sera tratada nesta
dissertacao.

3.5 Uma Semantica de Sociedades para {I"},cn

Lembrando que nos dois primeiros capitulos definimos uma Semantica de So-
ciedades para os calculos I' e I?, é o nosso objetivo definir de forma geral uma tal
Semantica de Sociedades para os diversos calculos I™. Para poder defini-la com maior

nivel de formalizagao introduzimos a notacao seguinte:

Defini¢ao 3.5.1 Para cadan > 0, definimos a Semantica de Sociedades S~ 11 (veja
Definicao 1.3.3) como:

ST = I, W), em que:
W = (Fi, Si)o<i<nt1

F; ={='p:p €V}, e os conjuntos S; estao definidos por:

g _ {Rep(T): RC M} se i € impar
' {Rep(T): RC M;U{T}} se i € par

com M; = {F;:j <1, Par(j,i) = 0}

para 0 <t <n4+1. 0

Observacao 3.5.2
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Uma forma mais explicita de definir os conjuntos 5; é a seguinte:

So = {T'}h
S1 = {{F'}}; e finalmente

g {Rep(T): RCA{T,F,Fs,....F,_1}} se 1 é par
‘ {Reo(T): RC{F, F, F,,...,F,_1}} seiéimpar

para2<:<n+1. 0O

Proposicao 3.5.3 Seja k tal que 0 < k <n —1. Logo, se (S™p11)a(—="a) =1 com

a atomica, entdo (S~ 1) a(=*2a) = 1.

Demonstracao: Trivial, considerando que —*a € F;, =**2a € Fiis e que, pela
Definigao 3.5.1, Sy C Sgio, quando 0 < k <n —1. O

Proposicao 3.5.4 : Sejam o = —Fvy, e 3 = ="y, com 7 cualquer férmula, tal que
Par(k,m) = 0. Logo, se (S~ p+1)a(c) =1, entao vale que (S~ p41)a(6) = 0.

Demonstracao: Notemos primeiramente que o caso em que v # —'p, com 1 < i < n+1

e p atomica é trivial, pois «, 3 seriam assim formulas tais que nao pertenceriam a nen-
hum F;, com 0 < i < n+1. Consideramos, portanto, que v = —‘p, com 0 < i < n+1.
Sem perda de generalidade, podemos provar o resultado para ¢ = 0. Isto é, para
atomica.

PARTE A: Suponhamos que m < k. Logo, dividimos a prova nos seguintes casos:
CASO 1: n+1 < m. Logo o ¢ F;, § ¢ F;para todo 0 < i < n+ 1. Logo, pela
definigao de (S7,41) para férmulas que nao estejam em nenhum JF;, verifica-se o

enunciado.

CASO 2: k < n—+1. Logo, a € Fp, para algum 0 < k < n+1, e g € F, para
algum 0 <m < n + 1. E, pela construgao dos conjuntos 5;, ¢ obvio que, se R, € S,
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nunca pode acontecer que R, € S,,, pois Par(k, m) = 0.

CASO 3: Quando m < n + 1 < k. Consideremos agora os seguintes subcasos:
SUBCASO 3.1: Par(k,n + 1) = 1. Logo, se (S™,11)a(a) = 1 entao deve valer

(definigao de aceitagao para férmulas complexas) que (S~ ,41)4(=""1v) = 1. E como
Par(m,n + 1) = 0, entao, pelo CASO 1, temos que (S~ +1)4(8) = 0.

SUBCASO 3.2: Par(k,n + 1) = 0. Entao, pela defini¢ao de aceita¢ao para férmulas
complexas, vale que (S™,41)4(=""1y) = 0. E agora, pela forma contrapositiva da

Proposigao 3.5.3, temos que (S~ ,41)4(8) = 0.

PARTE B: k£ < m.
Os casos quando m < n+1 e quando n+ 1 < k sao anadlogos aos casos 1 e 2 da Parte
A. Provemos entao que o enunciado vale quando £ <n+ 1 < m.

SUBCASO 1: Se Par(k,n+1) = 1. Pela Proposicao 3.5.3, temos que, se (S~ 41).4(="7)
=1 entao (S~ ,41)a(—""v) = 1, e portanto, como 3 é uma férmula complexa tal que
Par(n + 1,m) = 0, vale que (S~ ,41)4(=™7) = (S™ns1)a(B) = 0.

SUBCASO 2: Se Par(k,n + 1) = 0. Logo, (pela construcao dos conjuntos S; na
Definicao 3.5.1), se (S™n41)a(a) = 1, entao (S™,41)a(=""y) = 0. E como 8 = =™~
é uma férmula que nao pertence a nenhum F;, com 0 <i <n+ 1, e Par(n+ 1,m)
= 1, vale que (S™,11)4(="y) = 0, e isso conclui a demonstragao. O

Proposigao 3.5.5 Para toda o, se (S™p11)a(a) =1, entdo (S~ pi1)a(——a) = 1.

Demonstracao:

CASO A: Se a = —*v, com 7 atomica, e 0 < k < n 4+ 1. Este caso é conseqiiéncia
imediata da Proposicao 3.5.3.

CASQO B: a € F,. Logo, pela Proposigao 3.5.4, (S~ ,41)a(—a) = 0. E, como ——«
nao pertence a nenhum F;, pela definicao de aceitacao para férmulas complexas, vale
que (S™pi1)a(—a) = 1.

CASO C: Suponha a € F,,;. Logo, ~a e ==« nao pertencem a JF;, para todo con-
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junto F;. Pela Definigao 3.5.1 para férmulas complexas, vale que (S~ ,41)a(——a) =
1.
CASO D: « ¢ F; para todo i tal que 0 < i < n+ 1. Logo, a e ==« sao férmulas
complexas, e assim (S~ ,+1)4(——a) = 1. Este dltimo caso finaliza a demonstragao.
O

Proposigao 3.5.6 Se (S7,11)a(a) =1, entdo (S~ pi1)a(=Fa) =1 se e somente se

k € um numero par.

Demonstragao: Suponhamos que k é par. Logo, pela Proposicao 3.5.5 e Par(k,0) =

1, vale que (S~ ,41)a(—=Fa) = 1. Por outro lado, se k é impar, pela Proposicao 3.5.4
vale que (S~ p1)a(=Fa) =0. O

Com as proposicoes anteriores podemos agora demonstrar que S~ ,y; é uma

Semantica de Sociedades para o célculo /™!,

Lema 3.5.7 Para toda Sociedade A de Agentes I" existe uma valorag¢do v4 do cdlculo
" tal que para toda férmula o vale que (S™p41)a(a) =1 ssevy(a) =T.

Demonstracao: Dada a sociedade A, construimos a valoragao v4 da maneira seguinte:

para toda féormula atomica p, definimos

o va(p) =T sse (S™ny1)alp) =1
o vy(p) = F sse (S nt1)a(p) =0, mas (S~ ,41)a(—p) =1

o vy(p) = Fisse (S™np1)a(="""p) = 1, mas (S™n41)a(="p) = 0, para 0 < j <,
1<i<n

e uA(p) = Fpy1sse (S7pp1)a(=p) =0, para0 < j <n+1.
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Para toda férmula o que nao seja atomica, definimos o valor de v4(a) segundo
as regras do cdlculo I"*!. Provaremos por inducao na complexidade da férmula o

que (S7ni1)ala) = 1sse va(a) =T.
CASO A: a é uma férmula atomica. Trivial, da definicao de v 4.

CASO B: « é da forma (f—-). Logo, o ¢ F; para todo i tal que 0 < ¢ < n+ 1,
e assim (S pi1)a(@) = =(S7n1)a(B) U (S ns1)a(y) = 1, sse (S p41)a(B) = 0, ou
(S7nt+1)a(y) = 1, se e somente se (Hipotese de Indugao) va(B) # T ou va(y) =T,
se e somente se v4(f—7y) = 1 (pela definigao de v4).

CASO C: « é da forma —f3. Dividimos a prova nos seguintes sub-casos:

Subcaso C.1: « ¢ F; para nenhum i tal que 0 < i < n + 1. Pela definicao de
aceitacao para férmulas complexas, (S7,41) (@) = 1 se e somente se (S™,11)4(8) =
0, se e somente se (Hipdtese de Indugao) va(3) # T. Se e somente se v4(3) = F
(devido ao fato que 3 é uma férmula complexa ou 3 € F,11), © se e somente se v4()
= T (pela definicao de vy).

Subcaso C.2: Quando o € F;, com 1 < i < n + 1. Logo, a é da forma —%y, com ~
atomica. Provaremos por implicacao dupla que:
(S7nt1)a(a) =1 se e somente se vy(a) = T.

C.2.I: Suponhamos que (S, 1)a(@) = (S™ny1)a(="y) = 1. Pela Proposi¢ao 3.5.4,
(S7pna1)a(=""1y) = 0. Logo, o conjunto K = {t € IN : t < i, e (S p41)a(=""1y) =0,
mas (S™41)a(="y) = 1} # 0. Seja ty o primeiro elemento de K. Pela definigao de
va, va(y) = Fyy—1. Assim, vy(="7) = T. Por outro lado, aplicando a Proposi¢ao
3.5.6 com o/ = ="y, e k =i — ty obtemos que k é par, e portanto Par(ty,7) = 1.
Logo, va(—"7) = va4(—"y) = va(a) = T, pelas propriedades de v4.

"Lembrar que, em qualquer calculo It, apés ¢ negacoes, o Ginico valor nao designado que pode ter
uma férmula é o préprio valor F.
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C.2.II: Suponhamos que v4(a) = T. Logo, dado que v4 é uma valoracao de ™",
somente podemos ter um destes trés casos:

a) va(y) = T. Logo, i é um nimero par. Por outro lado, da definigao de v 4, vale que
(S7nt1)a(y) = 1. Da Proposigao 3.5.5 temos que (S~ ,41)a(c) = 1.

b) v4(y) = F. Logo i é um nimero fmpar. Novamente pela defini¢do de v4 temos
que (S~ p41)a(y) = 0, mas (S™p11)a(—y) = 1. E como Par(i, 1) = 1, aplicando a
Proposicao 3.5.6 vale que (S~ ,41)a(a) = 1.

c) va(y) = F, com Par(k+1,i) =1 e k+1 < i (ver Observacao 3.4.1). Da defini¢ao
de vy, temos que (S~ ,41)a(=*t1y) = 1. Aplicando novamente a Proposicio 3.5.6,
temos que (S p11)a(="7) = (S p41)ala) = 1. O

Lema 3.5.8 Dada uma valoracio v do cdlculo I existe uma sociedade A, de

agentes I tal que: (S~ pi1)a, (@) =1 ssev(a) =T.

Demonstracao: Seja v valoracao do calculo I"*! e consideremos os conjuntos X}, com
0 <k <n+2 (lembrando que Fy = F):

Xe={peV:v(p)=Fr},com0<k<n+1;
X2 ={peV:v(p) =T}

Observe que, para toda p € V, existe um unico 0 < k < n + 2 tal que p € X;.
Construiremos agora uma sociedade

Av == {AQOa Agb e 7Agna Agn+2}

com n + 2 agentes I, e onde os agentes sao definidos para cada formula atomica p

por:

T sepe€ X2
Agilp)=1{ F; sepe X;(0<j<n j#i)
F, sepe X;UX,

quando 0 < i < n, e
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A (p) = T sepe X, UXypo
In+2(P) = F; sepe X;(0<j<n)

Para férmulas @ nao atomicas estendemos os valores de Ag;(«) homomorficamente,
segundo as tabelas de verdade de I".

Com esta definicao pode ser demonstrado, por inducao na complexidade da férmula
a, que

(S~ ni1)a, (@) = 1 se e somente se v(a) = T.

CASO A: a é uma férmula atomica. Logo (S~ ,+1)4, () = 1 se e somente se R, =
{T'}, se e somente se para todo Ag; € A, vale que Ag;(ar) = T, se e somente se (pela

construgao dos Ag;), v(a) = T.

CASO B: « ¢é da forma —. Este caso é demonstrado de forma anédloga ao lema

anterior.

CASO C: o ¢ da forma —*3. Temos novamente dois subcasos:

Subcaso C.1: « ¢ F; para todo i com 0 < i < n + 1. Prova andloga ao subcaso
respectivo no lema anterior.

Subcaso C.2: a € F;, para algum i tal que 0 < i < n+ 1. Ou seja, a é da forma —',
com 7 atomica. Provaremos o enunciado do lema por implicacao dupla:

C.2.I: Suponhamos que (S™,41)4,(a) = 1. Logo R, € 5;. Isto é:

(¥) R, € M; quando ¢ é impar, ou

(%) R, C M; U{T'} quando ¢ é par, sendo M;:

M; = {F} : k <i, Par(k,i) =0} (C 7).

Se valer (x), temos que v(y) = F; € {Fy : k < i, Par(k,i) = 0}, (considerando
os elementos deste ultimo conjunto como valores de verdade de I"™!). Com efeito:
pela construcao dos agentes Ag;, os tnicos valores inicialmente possiveis para v(7y)
pertencem a {Fy : k < i,Par(k,i) = 0} U {F,+1}. Mas, se valer que v(y) = F,41,
entdo Agi(y) = T, contradizendo (x). Temos portanto, que v(=fy) = F, e assim
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v(="ly) =T, sendo t +1 < k e Par(t + 1,i) = 1. Considerando a Observacao 3.4.1
temos que v(a) = T.

Se valer (xx) temos que v(y) € {Fy : k < i, Par(k,i) =0} U{T}. Argumentando da
mesma forma que em (x) temos que, se v(y) = F; entao v(a) = T. E, se v(y) =T,
como i é par, pela Observagao 3.2.1, v(a) = T novamente.

C.2.1T: suponha que v(a) = v(='y) = T. Logo, por propriedades da valoracao I"!
v, temos que:

a) Se i é fmpar, entdo v(y) € {F, Fy,...,F;_1} e b) Se i é par, vale que v(y) €
{T}U{F\, Fs,....F;_1}. 8

Suponhamos que vale a). Logo, pela construgao da Sociedade A,, para todo agente
Ag; € A, vale que Ag;(y) € {F, F3, Fy,..F;,_1} = M,. Isto é, R, € S;. Pela Defini¢ao
3.5.1 temos assim que (S ,41)4, (@) = (S7ni1)a, (5y) = 1.

Suponhamos agora que vale b). Por consideragoes andlogas a a), temos que v(y) €
M;U{T}. Sewv(y) € M; procedemos da mesma forma que em a), e assim (S~ ,,11)4, (@)
= 1. Se valer que v(vy) = T, como i é par, aplicando a Proposi¢ao 3.5.6 vale que
(S7n+1)4, (o) = 1 novamente, e desta forma concluimos a prova do lema. O.

Teorema 3.5.9 Para todo n > 0, S™,11 € uma Semantica de Sociedades para o
cdlculo ™.

Demonstracao: : Considerar os Lemas 3.5.7 ¢ 3.5.8. O

Exemplo 3.5.10

Daremos a seguir um exemplo da construcao de uma Semantica de Sociedades
S~ 11 a partir de agentes I™, construindo uma Semantica S™4 a partir de sociedades
de agentes I®. As idéias bésicas da construcao de S—, sao similares as ilustradas no
Exemplo 3.3.9.

A): Construgao da Sociedade S—4 de agentes I

8Notar que, se i <k <n+ 1, entdo —'Fy, = Fy_,;. Logo, v(7) # F se v(a) = T.
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S=y = (I*, W) com:
W = {(f:iasi)}lgi§4 onde
Fi={-'p:peVie
= {R C K}, com
Ko=A{T}; K1 ={F}; Ko ={T, n}; Ky = {F, F2}; Ky = {T, I3, Fu}.

As definigoes dos conjuntos K; subjazem no mesmo principio do exemplo para
Sociedades ST,,; de agentes paraconsistentes, da secao anterior. Além disso, para
valer que R € S; exigimos que R C K; (condi¢ao que leva a possibilidade de rejeigao

simultanea, por uma mesma sociedade A, de férmulas —/p e =*p, com k # j).

B): Construcao da valoragio v4, dada uma sociedade A de agentes I3

) :
va(p) = T sse (S74)alp) =1
vA(p) = F sse (S74)a(p) =0e (S 4)a(-p) =1
va(p) = Fisse (S74)alp) = (S7a)al(=p) = 0e (S74)a(—?p) =1
UA(P) = Fj sse (5_4)A(p) (S 4)A(_‘p) (S 4)A(_‘2p) =0e (S_4)A(_‘3p> =1
va(p) = Fssse (S74)a(p) = (S7a)a(=p) = (S~ 4)a(="p) = (S74)a(="p) =0
e (S A(ﬁ4p) =1
(

A construcao de vy torna possivel a “criacao” do valor Fj, desde que permite

rejeicao simultanea de diversas férmulas —p.

C): Construcao da sociedade A, de agentes I®, dada uma valoracao v de I

A, = {Ago, Agr, Aga, Ags, Ags} (perceber novamente que eliminamos o agente
Ag, correspondiente a Fy), onde:
Ago(p) = T'sep e v {T}
Ago(p) = Fysepe v Y{F;} com1<i<3
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Ago(p) = F se p e v I{F, F,}.

Os outros agentes de A definem-se segundo o mesmo método. Notar que esta
construgao de A, é em totalmente similar a construgao de Sociedades de agentes P™.
Isto ocorre devido ao fato de ser interesse primordial das sociedades A, eliminar a
relevancia do valor F,, ;1 (Fy neste exemplo) para a aceita¢ao de cualquer férmula por
parte de A,. O

Os resultados precedentes tém mostrado aplicagoes da Semantica de Sociedades
em sua definigdo mais préxima a construgao inicial aparecida em [CLM99]. No
capitulo seguinte discutiremos a abrangéncia de tal definicao, e possiveis generali-
zacoes da mesma, para os casos em que a Definicao 1.3.3 nao possa dar conta de

certas logicas n-valentes diferentes daquelas das hierarquias {P"},en € {I"}nen-
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Capitulo 4

Generalizacoes das Semanticas de

Sociedades

4.1 A légica dos agentes

Nos capitulos anteriores foi exemplificado o mecanismo de construcao de novas
l6gicas pelo método de Semantica de Sociedades, a partir de “instrucoes” tais que as
légicas resultantes fossem mais complexas que as ldgicas dos agentes que as confor-
mam. Nesta secao mostraremos, usando novamente a hierarquia /™, que é possivel
proceder de maneira inversa. Isto é, dar ordens para que a ldgica resultante seja mais
simples que do que a ldgica formadora (a 16gica dos agentes).

Comecaremos observando que uma valoracao S, atribui um valor 0 ou 1 as
férmulas de acordo com a satisfacao ou nao de certas condigoes. Se todas as condigoes
que ocorrem na definicao de S, sao exaustivas, mas nao exclusivas, teremos um
comportamento paraconsistente nas bivaloragoes S 4, que sera herdado portanto pela
Semantica de Sociedades. Por outro lado, se as condigoes sao exclusivas mas nao
exaustivas, teremos um comportamento paracompleto nas bivaloracoes S4, que sera
transferido para a Semantica de Sociedades.

Vemos assim que, nesta concepcao de Semantica de Sociedades, a tnica in-
formacao fornecida pelos agentes é com relacao aos valores associados a certa classe
de férmulas, mas a logica gerada pela Sociedade é a logica decorrente da definicao
das valoracoes Sy, e nao a légica interna dos agentes.
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Consideremos, a seguir, os casos P e I!.

Sabemos que numa Seméantica de Sociedades Biassertivas Abertas (cuja légica é
P1) valem os seguintes critérios de aceitagao de férmulas:

St p se existir um Agente classico tal que Ag(p) =T
Stk , —p se existir um Agente classico tal que Ag(p) = F

Notamos assim que estas condi¢oes podem acontecer ao mesmo tempo. Porém,
nao pode dar-se o caso em que nenhuma das condicoes seja satisfeita. Isto é, a
“metalogica” da sociedade é paraconsistente, mas nao pode ser paracompleta. Logo,
sao precisamente estas condigoes as que fazem com que a Semantica de Sociedades
Biassertivas Abertas seja P!, fato demonstrado no Teorema 1.2.16.

Da mesma forma, no caso das Sociedades Biassertivas Fechadas temos as seguintes
condicoes que as regem:

S™= 4 p sse para todo Agente classico vale que Ag(p) =T
ST= 4 —p sse para todo Agente cldssico vale que Ag(p) = F.

Obviamente vemos que, pelas caracteristicas da Sociedade, nao pode acontecer
que tanto uma férmula de tipo p como a sua negacao —p sejam aceitas, mas pode
ocorrer que nenhuma das duas formulas seja aceita. E esta condi¢ao somente ¢é vélida
para férmulas atomicas, pelo que o carater paracompleto de tipo I' da Sociedade é

imediato.

Uma possivel consideracao a ser feita portanto é: para obter uma Semantica de
Sociedades que se comporte de uma maneira especifica, devemos prover a Sociedade
que definira a Semantica S com as mesmas propriedades metalégicas na caracterizacao
da aceitacao para diferentes classes de férmulas F;. Como veremos a seguir, é possivel,
modificando as diferentes instrugoes, obter 16gicas paraconsistentes, paracompletas ou
mesmo cldssicas, a partir de Sociedades de agentes de tipo I'.
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4.2 Exemplos de aplicacao

Consideremos o célculo I' e definamos diferentes Semanticas de Sociedades com a
seguinte idéia: devem ser definidas condicoes de aceitacao para férmulas de tipo p e de
tipo —p. Por outro lado, para definir a aceitacao das formulas p ou —p, consideraremos
trés tipos de procedimentos:

1) Analisar a existéncia ou nao de um agente da sociedade A que verifique certas
condicoes, ou exigir que as condicoes pedidas sejam verificadas por todos os agentes
da Sociedade I'.

2) Analisar se a férmula observada tem valores designados (neste caso D = {T'})
para os agentes observados, ou nao.

3) Analisar féormulas de tipo p ou de tipo —p.

Combinando estas possibilidades temos 2% = 8 instrucoes para aceitar férmulas.
Elas sao:

(11) Para todo agente Ag € A, vale que Ag(p) =T

(12) Para todo agente Ag € A, vale que Ag(—p) =T

(I13) Para todo agente Ag € A, vale que Ag(p) # T

(I4) Para todo agente Ag € A, vale que Ag(—p) # T

(I5) Existe um agente Ag € A tal que Ag(p) =T

(16) (=p) =

(I7) Existe um agente Ag € A tal que Ag(p) # T

(I8) Existe um agente Ag € A tal que Ag(—p) # T

16) Existe um agente Ag € A tal que Ag

Para os oito critérios de aceitacao, resta somente decidir se sao aplicaveis a
formulas de tipo p ou de tipo —p. Esta decisao na verdade nao faz parte exatamente
da probleméatica da Semantica de Sociedades, mas do tipo de processamento de in-
formagao que se deseja modelar. Observamos que as clausulas (11), (14), (I5) e (I8)
possuem uma natureza de certa forma similar (pois, se estivéssemos tratando de um
mesmo agente cldssico, todas estas reduzir-se-iam a (/1)). Dessa forma, consideramos

as instrugoes mencionadas acima como adequadas para decidir a aceitacao da formula
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de tipo p. Por razoes anélogas, consideramos que as instrugoes (12), (13), (16) e (I7)
sao apropriadas para decidir a aceitacdo de férmulas de tipo —p.!

Logo, combinando os quatro critérios para cada classe de férmulas podemos ter
em total 16 l6gicas. As mesmas (indexadas pelos niimeros das instrugoes que as de-
finem, e ja expressas com a formalizagao apresentada na Defini¢ao 1.3.3), aparecem
na lista seguinte:

Si2Epsse R, € Sy ={{T}}
Sio = —psse R, € Sy = {{F}}

SieEpsse R, €Sy ={{T}}
Sis E-psse R, €S ={R: RN{F} # 0}

SizsEpsse R, € So = {{T}}
SisfE-psse R, €S ={R: RC{F, F}}

SizrEDpsse R, €Sy ={{T}}
SirE-psse R, €Sy ={R:RN{F,F} #0}

SsaEpsse R, € So={R:RN{T} #0}
55’2 |: —p Sse Rp € Sl = {{F}}

Ss6 =psse R, € So ={R:RN{T} # 0}
Sse = —psse R, €S ={R:RN{F} #0}

Sss E=psse R, € So ={R: RN{T} # 0}

LObservemos que a condigao (I8) para a aceitacio de férmulas de tipo p é bastante fraca. Andloga
observagao pode ser feita para a condi¢ao (I7) para a aceitacao de férmulas de tipo —p. Ambas as
condigoes determinam uma Seméantica que, continuando com a nomenclatura de [CLM 99] chamamos
de “ultra - aberta”.
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Ss3 = —psse R, €S, ={R: RCA{F F}}

Ss7Epsse R, € So={R: RN{T} #0}
Ss7Epsse R, €S ={R:RN{F, Fi} #0}

SiafEpsse R, €Sy={R:RC{T,Fi}}
Si2 = psse R, € 51 = {{F}}

SieEpsse R, €Sy ={R:RCAT, Fi}}
Si6 E-psse R, €S ={R: RN{F} # 0}

SisEDPsse R, €Sy ={R:RCAT, Fi}}
SisE-psse R, €S, ={R: RC{F, Fi}}

SizEpsse R, € So={R:RC{T, F\}}
SyzE-psse R, €Sy ={R:RN{F,F,} #0}

SsaEpsse R, € So ={R: RN{T, F,} # 0}
Ss2 = psse R, € 51 = {{F}}

Sss Epsse R, € So ={R:RN{T,F1} #0}
Sse = psse R, €S ={R:RN{F} #0}

Ss7Epsse R, € Sy ={R:RN{T,F} #0}
Ss7E=-psse R, €Sy ={R:RN{F,F} #0}

SssEpsse R, € So={R: RN{T, F,} # 0}
Ss3 = -psse R, €S, ={R: RC{F, F}}
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Analisemos agora as caracteristicas logicas destas Semanticas de Sociedades:
primeiro, devemos observar que nao estamos definindo critérios especificos de aceitacao
para férmulas de tipo —=—p ou de complexidade maior. Por outro lado, a definicao por
recursao para féormulas complexas é simplesmente a classica. Inferimos portanto que
as logicas associadas as semanticas definidas acima sé podem ser de quatro classes:
I° (= P = CPC); I'; P'; I'P! (estas tltimas seriam Légicas Paracompletas e
Paraconsistentes ao mesmo tempo, e teriam, portanto, quatro valores de verdade;
analisaremos este tipo de légicas na Secao 4.3).

Com efeito, podemos observar que encontramos cinco légicas de tipo I', cinco
l6gicas de tipo P!, quatro légicas cldssicas e duas légicas de tipo I' P! associadas as
diferentes semanticas ja vistas. De fato, vale que:

e As Semanticas S92, S16, S1.3, 952 € Sa2 tém Logica I
e As Semanticas S5z, Si7, Ss6, Ss3 € Sg7 tém Logica P
e As Semanticas Sy 7, S53, Sa6 € Sg2 tém Logica CPC;

e Finalmente, as Semanticas S5 e Sy3 tém Légica I'P'.

A explicacao do pardgrafo precedente é quase 6bvia: a Semantica S, pela
prépria construcao, permite que existam formulas atomicas p tais que, nem p nem —p
podem ser aceitas pela Sociedade (aquelas féormulas com v(p) = F}). Por outro lado,
nunca pode acontecer que S o aceite p e —p simultaneamente pois os conjuntos Sy e
Sy sao disjuntos. Andlogas consideragoes podem ser feitas para as outras Semanticas.

Estes resultados podem ser demonstrados formalmente:
Teorema 4.2.1 A Ldgica da Semantica Ss7 é P*.

Demonstracao: Lembremos que, segundo a lista anterior, a Semantica Ss7; vem

definida por:
(Ss7)a(p)=1sse R, € Sy ={R: RN{T, F\} # 0}
(Ss7)a(-p)=1sse R, € Sy = {R: RN{F, F} # 0}.
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Demonstraremos este teorema seguindo a técnica usual.
Parte I) Seja A uma sociedade de agentes I'. Definimos a valoragao v, para P!
como segue: para toda formula atomica p, estipulamos que

va(p) = T se e somente se (Ss7)4(p) = 1, e (Ss7)a(—p) = 0.

va(p) = T1 se e somente se (Ss7)a(p) =1, e (Ss7)a(—p) = 1.

va(p) = F se e somente se (Ss7)a(p) =0, e (Ss7)a(—p) = 1.

A extensao de v4 a IL é feita de acordo com as tabelas de verdade de P'. Provaremos

por inducao na complexidade de o que
(Ss7)a(a) =1 se e somente se v4(a) € D. (%)

[.1) a é atomica. Logo, (%) vale pela definigao de v 4.
[.2) a é da forma =3 com ( atomica. Entao:

va(a) € D sse (a nao atomica) vy(a) = T, se e somente se v4(3) = T) ou va(f)
= F se e somente se (ver a definicao de v4) (Ss7)a(—5) = (Ss7)ala) = 1.
[.3) « é da forma —f com (3 nao atomica. Logo vale que vq(c) € D se e somente se
va(a) = T se e somente se (3 nao atomica) va() = F, se e somente se (HipGtese de
Inducdo) temos que (Ss7)4(8) = 0, se e somente se (Sg7)a(c) = 1.
[.4) a é da forma —-~. Logo va(c) € D se e somente se (v4(5) = F ou va(y) € D)
se e somente se (por Hipdtese de Indugao) ((Ssz)a(8) = 0 ou (Ss7)a(y) = 1), se e
somente se (Sg7) () = —(Ss.7)a(8) U (Ss7)a(y) =1.

Parte II) Seja v uma valoragao P'. Consideremos os conjuntos

X={p:v(p) =T}
Y ={p:v(p) =T}
Z=A{p:v(p)=F}.

Construimos entao uma sociedade A = {Ag;, Aga, Ags} com trés agentes I'' definidos,
para toda formula atomica p, por:
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T sepe X
Agi(p)=4q F1 sepeY
F sepe”

T sepe XUY
A92(P)={ P

F sepe”/
F, sepe X
A =
93(p) {F sepeYUZ

Provaremos por indugao na complexidade da férmula a que (Ss7) 4(a)=1 se e somente
se v(a) € D.
I1.1) Se a é atomica, temos:
I1.1.A) Se v(a) € D, entao o € X UY.Logo por Agy temos que (Sg7)a(a) = 1 (ver
definicao de (Ss7).4).
[1.2.B) Se (Ss7)a(a) = 1, entdo R, N{T, F1} # (). Logo alguma das seguintes possi-
bilidades deve valer:

Agi(p) € {T, F1}. Isto é, p e X UY. Logo v(p) € D.

Aga(p) € {T, F1}. Assim, p € X UY, e portanto v(p) € D.

Ags(p) € {T, F1}. Logo, p € X. Novamente, v(p) € D.

I1.3) a é da forma —f3, com ( nao atomica.

I1.4) « é da forma —.

Os dois tltimos casos provam-se de forma andloga a 1.3) e 1.4), por Hipétese de
Indugao e pelo fato de terem sido provados I11.1) e I1.2). Isto conclui a demonstragao
do teorema. O.
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4.3 Os célculos ["P*

Para poder demonstrar o proximo teorema definiremos uma “hierarquia combi-
nada” dos célculos j& estudados, que ¢é a hierarquia 1™ P*.

Considerado em termos intuitivos, um calculo /" P* simplesmente consiste em
adjuntar o calculo I" ao célculo P* de forma tal que a negacao dos valores inter-
medidrios de verdade e falsidade (7; e F; respectivamente) sejam valores cada vez
mais préximos aos valores T' e F'. Por outro lado, nenhum valor intermediério de ver-
dade pode ter contato com um valor intermediario de falsidade a partir de negacoes,
e vice-versa.

Com respeito a implicacao, ela nao pode distinguir graus de falsidade nem de
verdade distintos dos “classicos”.

A notacao matricial do célculo 1" P* é:

InPk - <{T7T17T27"'T]ﬂFJFl?'“Fn}7{_|7—>}’{T’T17..'7Tk}>'

As funcoes associadas aos conectivos de I" P* sao definidas pelas seguintes tabelas:

F T EF
-|T T, Fe T

SO RS
N NSNS
N NSNS
N N8N T
NN T T

Com1<i4,j<k, 1<rs<n.

Observacao 4.3.1 A hierarquia proposta I"P* é uma contribuicao original desta

dissertacao 2. Nao se conhecem dela quaisquer propriedades de maximalidade. A

2Na verdade, ja existen antecedentes de légicas paraconsistentes e paracompletas ao mesmo
tempo. A. Loparic e N. da Costa sugeriram um célculo tetravalente (denomindado %) que teria

69



definicao de uma axiomatica correta e completa para estes calculos é um tema que
merece estudos posteriores. Mesmo assim, provaremos que é possivel fornecer uma
axiomética no estilo Rosser-Turquette para os cdlculos I™ P*. Esta hierarquia somente
¢ mencionada aqui com o objetivo de melhor expressar o préximo teorema. Porém é

a nossa intengao estuda-la em forma mais detalhada (ver ultimo capitulo). O
Teorema 4.3.2 A Ldgica da Semantica Sy3 é I' P,

Demonstracao: Provaremos, como usualmente, que, dada uma sociedade A de agentes

I', existe uma valoragao v4 para I'P' tal que (Sy3)a(a) = 1 sse vg(a) € D. E
reciprocamente, que, dada uma valoracao v para I'P!, existe uma sociedade A, de
agentes I' tal que (Sy3)4, () =1 sse v(a) € D.

Parte I) Seja A uma sociedade de Agentes I'. Definimos uma valoragao

vy - IL—>{F, Fl,Tl,T}

através das seguintes atribuicoes para cada féormula atomica p:
va(p) =T sse (Sa3)a(p) =1 e (Siz)al-p) =0
va(p) = Ti sse (S13)a(p) = 1e (Suz)a(-p) =1
A(p) = Fi sse (Su3)a(p) = 0e (Si3)a(-p) =0
va(p) = F sse (Su3)a(p) = 0 e (Suz)a(-p) =1

4

Utilizando as técnicas usuais provaremos, por inducao sobre a complexidade de «,
que (Si3)a(a) =1 sse vy(a) € D.

CASO 1: « é atomica. Logo v(a) € D sse (Sy3)a(a) = 1 (pela definigao de vy).
CASO 2: « é da forma —f3, com (3 atomica. Logo v(a) € D sse (« nao é atémica)
va(a) =T sse [va(B) = F ou va(B) = T1] sse (pela definicao de vq) (Si3)a(—f) =
(S13)ala) = 1.

CASO 3: « é da forma =3, com  nao atomica. Logo va(a) € D sse vy(a) = T sse
(8 nao atomica) vy(B) = F, sse (Hipdtese de Indugao) (Sy3)4(8) = 0 sse (definigao
de satisfatibilidade para férmulas complexas) (Sy3) () = 0.

as propriedades de I' P! (cf.[LAC86], [Que98]). Mesmo assim, o fato acima mencionado nio tem
sido provado ainda.
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CASO 4: « é da forma —-y. Temos que vg(a) € D sse (o é uma implicacao) vale
que [va(B) € D ou vu(y) € D] sse (Hipdtese de Indugao) temos que [(Sy3)4(3) = 0
ou (Su3)a(y) = 1] sse (Sy3)ale) = —(S43)a(B) U (Ss3)a(y) = 1. Este dltimo caso
conclui a primeira parte da demonstragao do teorema.

Parte IT) Seja v uma valoragao I'P'. Consideremos os conjuntos

Definimos agora a sociedade A, = {Agy, Ags, Ags} de agentes I'! tais que:

T ssepe X
Agi(p) =4 F, sepeYY
F ssepe ZUW

T ssepe X
Ago(p) =4 Fy ssepeYUZ
F ssepeW

T ssepe XUZ
Ags(p) = F, ssepeY
F ssepe ZUW

Demonstraremos, por indug¢ao na complexidade da férmula a, que (Sy3)4,(a) =1
sse v(a) € D.
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CASO 1: « é atomica: Logo, v(a) € D sse v(a) = T ou v(a) = T} sse @ € X ou
a €Y, sse (pela construcao dos agentes de A,) R, C{T, F1} sse (pela defini¢ao de
satisfatibilidade em Sy3) (Sy3)4,(p) = 1.
CASO 2: «a é da forma -, com ( atomica. Dado que nenhuma férmula que nao seja
atomica pode ter valores intermediarios, entao

v(a) € D sse v(a) € {T,T1} sse v(a) =T sse

(v(B)=Fouv(f) =T)sse (feWoupeY)sse

(Agi(p) = F ou Ag;(p) = F1) para todo Agente Ag; € A, sse

R,C{F, F1}, sse (pela definigao de satisfatilidade em Sy 3)

(513)4,(20) = (Sa3)a, (@) =1
CASO 3: «a tem a forma =3, com [ ndo atomica. Logo, v(«) € D sse v(a) = T sse (f
nao atomica ) v() = F sse ( nao atomica ) v(3) = F ou v(B) = Fi, sse (Hipétese
de Indugao) (Sy3)a,(8) = 0 sse (Sy3)a,(a) = 1.
CASO 4: « tem a forma —~. Logo, v(a) € D sse (a é ndo atomica) v(a) = T sse
v(B) ¢ D ou v(y) € D sse (Hipétese de Indugao) (Sy3)a,(8) =0, ou (Sy3)a,(y) =1
sse (S13)a, (o) = 1.

Isto finaliza a demonstracao do teorema. O

Observacoes 4.3.3

1) A técnica para demonstrar as caracteristicas das outras quatorze logicas é a mesma
das duas ultimas demonstracoes. Na verdade, estas demonstragoes somente poem em
evidéncia como passar de uma valoragao bivalente (mas nao verofuncional) para uma

valoracao de tipo I' e vice-versa, conforme observado na Secao 1.4.

2) Neste ponto, é importante atender a seguinte questao: por um lado, parece ser que,
mesmo considerando sempre um mesmo tipo de sociedade (no exemplo, de agentes
I'), é possivel construir diversas lgicas, simplesmente traduzindo as propriedades
conjuntistas das condicoes de aceitacao das diferentes formulas a logicas n-valentes.
Isto sugeriria que os agentes, entao, nao teriam nenhuma fungao importante, e que a
caracterizagao da logica da Semantica de Sociedades seria verdaderamente feita pelo
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conjunto de instrugoes. Uma possivel resposta a este fato é que, mesmo com a con-
sideracao prévia, em geral é muito mais claro construir uma Semantica de Sociedades
para uma Logica complexa a partir da especificagao da Légica dos Agentes e dando

instrugoes de aceitacao mais simples.

3) Uma nova consideragao referente a definicdo de Agentes como valoragoes: A
primeira vista, parece ser que a unica informacgao que se extrai dos agentes é a do
valor Ag(p) quando p é uma férmula atomica. Assim, perde-se muita informagao
que poderia ser valiosa para combinar légicas. Com as defini¢oes atuais, bastaria
definir um agente como uma fungao que atribui diversos valores somente as variaveis
proposicionais. E interessante notar que essa defini¢ao seria suficiente para os casos ja
estudados mas, com total certeza, contraproducente para uma aplicacao mais ampla

da Semantica de Sociedades. O

As consideracoes anteriores sugerem que, para obter um aproveitamento muito
maior da Semantica de Sociedades, é preciso estender a formalizagao para casos mais
complexos. Enunciaremos na préxima secao diversas possibilidades na extensao da
definicao da Semantica de Sociedades suscetiveis de estudo futuro.

4.4 Aceitacao para férmulas complexas

Segundo a Definicao 1.3.3, na caracterizagao da aceitacao de féormulas complexas
(tais como a—(, ou =*p, com k > n) dos calculos I" e P", sempre tem-se definido a
mesma, considerando homomorfismos booleanos. Isto é: para todas as férmulas nao

pertencentes a nenhuma classe F; de formulas, define-se:

Sa(—a) = =Sa(a)
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SalaV B) = Sala) U Sa(B)
Sala N B) = Sala)1S4(B)
Sala—pB) = —Sa(a) U Sa(B).

A questao 6bvia é se, com outra forma de aceitacao para férmulas complexas,
diferente daquela dos homomorfismos booleanos, poderiam ser caracterizadas outras
légicas. A resposta é afirmativa: consideremos a logica L de Lukasiewicz, que tem a
seguinte notagao matricial:

<{07 %’ 1}7 {_>v ﬂ}v {1}>

Nesta logica, as operacoes de implicagao e negacao sao definidas por:

N [N

—_ = = | =
el el ST L ST
=N OO

[—
‘Ow\»—‘»—t l

J. Marcos, em [Mar0?], mostra que a Légica L3 pode ser caracterizada a partir
de uma Semantica de Sociedades de Agentes Classicos, mas em que a extensao dos
critérios de aceitagao é diferente daquela dos usuais homomorfismos booleanos para
férmulas que nao sejam literais, isto é, formulas que nao sejam da forma p nem —p,

com p atdomica. Esse resultado é apresentado a seguir. 3

Definicao 4.4.1 (J.Marcos, 200?) Considere a Semantica de Sociedades
S - <CPC, {S[),Sl}>

3A notacdo foi modificada, para que a mesma coincida com a notacio introduzida nesta dis-
sertagao.
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onde para toda sociedade A de agentes cldssicos, e para toda formula o que nao seja
literal, tem-se:

(L3 —1): Su(p)= 1 se e somente se R, € Sy = {{T'}}

(L3 —2): Sa(—p) =1 se e somente se R, € S1= {{F}}

(£3 = 3): Sa(=-a) = Sa(e)

(L3 —4): Sala—p) = SA(_‘O‘) U S4(8) U —[Sala) U Sa(—ar) USa(B) U Sa(=P)]
(£3 = 5): Sa(~(a=F)) = Sa(a) M 54(=0). O

Teorema 4.4.2 (J.Marcos, 2007) O cdlculo L3 pode ser caracterizado pela Semantica
de Sociedades da Defini¢ao 4.4.1.

Uma possivel formalizagao para os casos nos quais as funcoes bivalentes nao tém
extensao por homomorfismos booleanos usuais, mas esta extensao é expressavel por
meio de fungoes H : I.—{0, 1} com H dependente dos valores S4(a) quando a € F;,

poderia ser formalizada da maneira seguinte:

Definigao 4.4.3 (Semantica de Sociedades com extensao nao Booleana) Uma

Semantica de Sociedades € uma terna
S = <£7 <Ea Si)i:ﬂmmfl, <f'37 H])]Zﬂln)

onde:

L € um cdlculo proposicional.

Uicrn Fr =L Fr £ 0; FunNF; =0 sek #4,1<k,j<n, comIL o conjunto
de formulas de L.

Para todo 0 < i <m — 1, o conjunto S; define-se como na Defini¢cao 1.3.3.

Para todo m < j <n, H; € uma funcio H; : F;—{0,1}.
As definicoes de satisfabilidade modificam-se como seque:
o Su(a)=1 para o € F; se e somente se R, € S;;
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o Si(a) =1 para a € F; se e somente se H;(a) = 1.

A definicao de validade e de relagcdo de conseqiiéncia em S sdo as mesmas que na
Definicao 1.3.3. O

A defini¢ao da Seméntica de Sociedades para a Logica Lg e seu posterior teorema
surgem na verdade em [Mar0?] como corolario da apresentagdo de um metdédo
construtivo que permite obter bivaloragoes nao homomorficas a partir de valoracoes
homomérficas, dentro do contexto da Tese de Suszko. Dado que, como ja se notou
no Capitulo 1, uma sociedade nao é outra coisa que uma bivaloracao definida a
partir de um conjunto de valoragoes, julgamos conveniente reproduzir dito algoritmo
nesta dissertacao, com as modificagoes de notacao convenientes, pois a construcao de
Sociedades a partir de bivaloragoes surge de forma relativamente natural.

O algoritmo para construir bivaloragoes para uma légica £ parte da suposigao
de que ja temos valoragoes para ela. Por outro lado consideraremos uma funcao
h : T—{N, D} tal que para todo valor A € 7, h(A) = D se A é um valor distin-
guido, e h(A) = N caso contrario. Com esta base, procedemos da seguinte forma
(considerando os simbolos A, B, Xj, Xs,... ¢ Y como varidveis no conjunto 7 de
valores de verdade):

1) Achar uma fungdo f : 7—7 tal que f, definida a partir das fungdes em 7 as-
sociadas aos conectivos de I, tal que seja discriminante por iteracoes. Isto é, existe
n € IN tal que:

(a) para todo A, B € T, se A # B, entdo f(A) # f(B), em que f(A) é definida por

(h(A), h(f(A)), ..., h(f*"(A))).
(b) Existe t < n tal que f*(A) = f*(A) para todo A € T.

2) Logo, podemos identificar a cada valor A € 7 com f(A), e construir tabelas de

verdade com a nova nomenclatura *.

4Portanto, uma funcdo k-ria associada ao conectivo # de IL, aplicada a k-upla (X7, ..., X}) de
valores de 7, tal que #(Xi,...,Xx) = Y, pode ser identificada com a n-upla f(Y) de valores de
{D,N}.
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3) Para definir a quantidade e caracteristicas das condigbes S; construimos n conjun-
tos F; como: F; = {f%(p) : p é atomica} 5 | e os conjuntos S; sao definidos segundo
as propriedades de f.

4) Para construir as fungdes H; de extensao, primeiramente definimos o conjunto
= {f™(p)}, e H, ¢é definida como H,(f" *(a)) = Sy(a).

5) Definimos no mdzimo n.k conjuntos novos F;. Isto é, n+1 < j < n.k + 1, onde
k ¢é a cardinalidade do conjunto de conectivos de IL. Estes conjuntos serao denotados
por Fu ,, com # um conectivo e 0 <r <n — 1, e sao definidos por:

Fur ={f"(#(¢1,....,05))} (com ¢1,...,¢s € IL), sendo s a aridade do conectivo #.
6) As fungoes H; de extensao para os conjuntos F; definidas em 5) (agora denotadas
como Hy ) dependerdo daqueles valores de 7 tais que 7, (#(X1,...,Xs)) = D, com

7, a r-ésima projecao aplicada a n-upla f(Y), com Y = #(Xy,..., Xj).

Para ilustrar o algoritmo acima descrito, e para dar uma Semantica de So-
ciedades a uma légica trivalente bem conhecida, aplicaremos dito método a logica
B3 de Bochvar no seguinte exemplo.

Exemplo 4.4.4

Veremos a seguir como ¢é possivel fornecer uma Semantica de Sociedades para Bj
cuja notacao matricial é:

Bs = {{T7 IvF}v {_'7/\}}7 {T}}

onde as fungoes A e = sdo definidas pelas seguintes tabelas 6 (cf.[Res93]):

ANT I F
T I F T|T I F
- | F I T W1 1 1
FIF I F

5Notar que podemos identificar a funcio f entre valores de verdade com um conectivo um-4rio
(possivelmente novo) entre férmulas de 1L, definido a partir dos conectivos primitivos de IL, devido
ao fato de f ser definida a partir das fungoes em 7 associadas aos conectivos de IL.

SEm Bj o valor I significa “paradoxal” ou “sem sentido”.
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1) Com as tabelas de Bs vemos que uma fun¢ao discriminante por iteragoes pode ser

a propria —, pois associa a cada valor de 7 uma 2-upla. Com efeito:

E: (D7N)
fif: (N7N)
fr=(N,D)

Além disso, notar que f?(A) = A (= f°(A)) para qualquer A € 7. Daqui, assumimos
n=21t=0.

2) Logo, as tabelas das fungoes — e A podem ser expressas como:

A (D,N) (N,N) (N,D)

(D,N) (N,N) (N,D) D,N)|(D,N) (N,N) (N,D)
- | (N,D) (N,N) (D,N) (N,N)| (N,N) (N,N) (N,N)
(N,D) | (N,D) (N,N) (N,D)

3) Os conjuntos iniciais sao Fo = Ve F; = {-p:p € V}.

Ora, para definir Sy e S; vemos que:
a) o valor (D, D) nao representa f4 para nenhum A € 7. Isto é: sabemos que,
aplicando f a qualquer valor distinguido, nunca obteremos um valor nao distinguido.
Dado que f = —, este fato na verdade enuncia o principio de nao contradi¢ao aplicado
ao conjunto {N, D}.
b) Por outro lado, dado que f; e fr tém o mesmo valor na primeira componente,
implicitamente estamos violando o principio do terceiro excluido para {N, D}.

De a) e b) as condigdes iniciais devem ser as mesmas que as condigoes inici-
ais para a Semantica de Sociedades da Ldgica I', a qual pode ser expressa a partir
de agentes cldssicos. Com efeito, por a) temos que, se alguma valoragdo v de Bj
atribuisse a qualquer féormula p € V um valor distinguido, entao nao poderia dar a —p
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um valor nao distinguido, de forma anéloga & 16gica I''. Similarmente, por b), vemos
que pode acontecer que tanto uma férmula p como uma férmula —p (com p € V)
possam tomar valores nao distinguidos a partir de valoragoes Bs, fato que também

acontece com as valorecoes de I'.

Pelas consideragoes prévias, definimos:

So={T}}, S = {{F}} 7

4) Como —?(A) = A, definimos Fp = {—*a: a € I}, e Hy é definida como:
Hy(=* %) = Hy(—2a) = Sy(a).

5) Deverfamos considerar agora aos conjuntos F- o, F-1, Fao € Fa1, mas F_ge F-
ja foram definidos. Consideraremos portanto somente aos conjuntos

Fs (= Fro) ={(aAp):a,f €L} e

Fi(=Far) ={-(aAp):a,p e}

6) Para definir as fungdes de extensao Hz e Hy vejamos as tabelas construidas em
2). Devemos considerar em quais valores m(A A B) = D para poder definir Hj, e
proceder de forma andloga com 7, para definir H;. Vemos assim que m(fa A fp)
= D se e somente se A = B = T. Logo, Hz é definida por H3 = Sy(a) M .S4(8).
Analogamente, mo(—(fa A fg)) = D se e somente se vale que

(m1(fa) = D e m(fg) = D) ou (ma2(fa) = D e m(fg)) = D) ou (ma(fa) = D e
mo(fp) = D). Portanto, a definigao de Hy é:
Hy = (Sala) MS4(=8)) U (Sa(=8) M Sa(a)) U (Sa(-a) MM84(=8)). O

Expressando formalmente as conclusoes obtidas da aplicacao do método pro-
posto, obtemos a seguinte Semantica de Sociedades, a qual provaremos ser adequada

para a légica B3 de Bochvar:

"Por essa mesma razao, na construcio da Semantica de Sociedades para Ls utilizamos os mesmos
conjuntos iniciais que em I' (ver [Mar07?]).
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Definicao 4.4.5 A semantica de Sociedades SB3 ¢ definida por:

SB3 = (CPC,{F;,S;}i—o01,{F}, Hj}2<j<a) com:

Fo=V; S ={{T}}

Fir={-p:peV}; S ={{F}}

Fy ={-%a:a € L}; Hy(—a) = Sy(a), para todo o € Fy

Fs ={(anB) : a,p € L}; H3(aAB) = Sx()1S4(B), para toda férmula (aAB) € Fs;
Fi={-(anp):a,pel};

Hy(=(a A B)) = (Sala) MSa(=8)) U (Sa(=8) M Sala)) U (Sa(=a) M Sa(—8)), para
toda formula —(a A B) € Fy.

Proposicao 4.4.6 Dada uma sociedade S, de SB3, para toda formula o wvale o
sequinte: Se Sa(a) =1, entdo Sa(—a) =0

Demonstracao: Imediata, pela definicao de SB3. O

Teorema 4.4.7 A Semantica de Sociedades SB3 é uma semantica adequada para o
cdlculo By de Bochvar.

Demonstracao:

Parte I) Seja A uma sociedade de SB3. Construimos a seguinte valoragao de Bs,
definida como uma funcao v 4 tal que, para toda formula «:

e v (a) =T se e somente se Sy(a) =18
o v (a) = F se e somente se Sq(a) =0e Sy(—a) =1
e v (a) = I se e somente se Sy(a) = Sa(—a) = 0.

Claramente, v(«) = T se e somente se S4(a) = 1. Devemos provar portanto que v é
valoracao de Bjs. Isto é:
1) v4(—a) = ~v4(@) para qualquer valor de vq(a) e

8Da Proposigao 4.4.6 temos que, se v4(a) = T, entdo S4(—a) = 0.
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2) va(a A B) = va(a) Ava(B), para quaisquer valores vy () e v4(3) °.

1.1) Suponhamos que v4(—a) = T. Logo Sa(—a) =1 e Sy(——a) = 0. Logo, por Hs
temos que Sq(a) = 0. E como Sy(—a) = 1, vale que vy(a) = F e portanto temos
que ~wy(a) =T.

1.2) Se vg(—a) = I, entdo Sy(—a) = 0 e Sq(——a) = 0. Por Hy novamente vale que
Sa(a) = 0, e assim vale que v4(a) = I, e como I = —[ vale o postulado.

1.3) Se v4(—a) = F, considerando novamente Hs temos que —w () = va(—a).

2.1) Suponhamos agora que v4(a A ) = T. Logo, vale que Sx(a A 3) = 1. Por
Hj temos que: Sq(a) =1 e Su(f) = 1. Assim, vg(a) = T, e va(f) = T. Da
defini¢ao da fungao A vale que vy(a) Avy(B) = T.

2.2) Se va(a A B) = I, vale que Sq(a A B) =0, e que Sy(—(aAJ)) = 0. Novamente,
por Hs e H, vemos que vale:

(Sa(a) =0o0u Su(B) =0) e (Sa(—a) =0e Sa(—=F) =0). Distribuindo conveniente-
mente, temos alguma destas possibilidades:

* Sa(e) = Sa(-a) = Sa(=p) =0

#x Sa(B) = Sa(=8) = Sa(-a) =0

Se valer x temos (pela defini¢do de v4) que va(a) = I. Se valer #* temos de forma
analoga que v4(3) = I. E nos dois casos vale que vg(a) Ava(8) = 1.

2.3) Podemos ver também que quando va(a A §) = F, vale que vg(a) Ava(B) = F,
aplicando novamente Hj.

Parte II) Seja v uma valoragao do célculo Bs. Definimos a seguinte sociedade A, =
{Agi1, Aga} de agentes classicos:

o Agi(p) =T se e somente se v(p) =T

o Ago(p) = T se e somente se v(p) € {T,1}

9Notar que ndo diferenciamos os conectivos A e — das suas funcoes associadas. Notar também
que a idéia da construcao de v4 é oposta as construcoes ja feitas nesta dissertacao. Por outro lado,
é a construgdo usual nas provas de [CLM99].
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para cada féormula atomica p.

Estendemos homomorficamente as valoragoes Ag;, segundo os padroes do C'PC,
para obter os diferentes valores Ag;(a)) quando « ndo é atémica. Provaremos agora
que Sy,(a) = 1 se e somente se v(a) = T, por indugdo na complexidade de a:

Caso 1: « ¢ atomica. Trivial.

Caso 2: « é da forma —f3. Logo:

2.a): Se [ é atomica, entao Sy, () = S, (=) = 1 se e somente se (da defini¢ao de S;
presente na Definigao 4.4.3) vale que Ag;(3) = F para todo agente Ag;. Se e somente
se (da construgao de A,) vale que v(3) = F, se e somente se v(a) = T.

2.b) Se § é da forma —y, entdo Sy,() = Sa,(——y) = 1 se e somente se (por Hs),
Sa,(7) = 1. Se e somente se (por H.I) vale que v(y) = T, se e somente se v(a) = T.
2.c) Se  é da forma ~y A ¢, entao:

Se v(aw) = T entao v(y Ad) = v(y) A v(0) = F. Logo, deve valer algum dos casos
seguintes:

() () = T e 0(3) =

o) o) = B o o8y = T

(x % %) v(y) = v(d) = F. Se valer (x) temos também que v(—y) = F (pelas pro-
priedades de v). Logo, por (H.I), temos que Sy, (=) = Sa,(0) = 1, e assim (por Hy),
temos que Sy, () = 1. Raciocinando de forma similar para os casos (k%) e (* * %)
temos sempre que Sy, () = 1.

Para provar que, se Sy, (a) = 1 entdo v(a)= T, argumentamos de forma andloga, e
assim concluimos a prova deste subcaso.

Caso 3: « é da forma [ A . Logo, vale que S4,(a) = 1 se e somente se (por Hj),
Sau(B) =1 e Sa,(y) =1, se e somente se (H.I) v(B) =T e v(y) =T, se e somente
se (v é valoracao de Bs) v(f A7) = T. Isto conclui a demonstragao. O

Observemos que com a formalizacao da Definicao 4.4.3 ainda estamos traba-
lhando com agentes entendidos como valoracoes, as quais pertencem a uma mesma
légica de base. Veremos a seguir uma formalizacao que nos permitira trabalhar com
agentes de diferentes l6gicas, e discutiremos uma possivel aplicagao para esta definigao
de Semantica de Sociedades.
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4.5 Agentes com diferentes logicas

Os Teoremas 4.4.2 e 4.4.7 indicam, conforme mencionado anteriormente, que
numa formalizacao geral da Semantica de Sociedades devemos incluir a expressao das
funcoes que estendem a aceitacao para féormulas complexas. Porém, ainda estamos
trabalhando com Sociedades em que as Légicas dos Agentes é a mesma. Nesta se¢ao
daremos uma definicao que possa dar conta dos casos em que desejamos trabalhar
com sociedades mixtas. A priori uma definicao para este ultimo caso parece simples.
Porém, a nossa definicao a seguir tentara também servir de marco possivel para o
caso em que seja preciso fazer uso dos agentes como valoragoes, e nao ja como simples
conjuntos de valores de verdade (questao que foi levantada no Capitulo 2). A razao é
que estes dois casos estao conectados, de certa maneira: consideremos, por exemplo,
um critério de aceitacdo para uma certa férmula o nao atomica, expressado através
de algumas propriedades dos agentes. Devido ao fato de estes serem vero-funcionais
(por ser valoragoes), em geral é possivel definir tais critérios a partir de R,={Ag;(p)}.

Porém, suponhamos que cada agente pertence a uma logica diferente, onde to-
das as logicas consideradas tenham uma linguagem e, mais ainda, um conjunto de
valores de verdade comum. Uma forma possivel de diferenciar a qual 16gica pertence
cada agente seria considerar, na definicao de Sy, a aceitacao de uma féormula o em
termos de Ag(3), com 3 uma férmula relacionada de certa forma com « . Em certo
sentido, para poder diferenciar valoragoes de diferentes légicas, deveriamos proceder
calculando Ag(—*a), de forma similar & feita quando calculamos h(f*(A)), para poder
distinguir diferentes valores de verdade de um conjunto 7" dado, como mostramos no

método por iteracoes da secao anterior.
Exemplo 4.5.1

Consideremos uma Sociedade que consista de Agentes P! e de Agentes I', onde para

abreviar a notacao se define:

10A impresdo inicial é que § deveria ser uma subférmula de ¢, mas nesse caso nio teriamos poder
expressivo para expressar aceitacdo para férmulas atdmicas, como veremos nos exemplos seguintes.
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T =1;

F =0;
=T = %

Agora, suponhamos que desejamos que uma certa férmula « verifique o seguinte:

Sa(a) = 1 sse existe um agente Ag de P! tal que Ag(a) = 1.

Este critério pode ser expresso sem mencionar na condicao a légica dos agentes en-

volvidos:
Sa(e) =1 sse existe um agente Ag tal que Ag(p) = £ e Ag(—p) = 1.

Dessa forma, ¢ univocamente expressado o requerimento de que Ag(p) seja P!, O

As consideragoes precedentes motivam mais uma definicao de Semantica de So-
ciedades, a qual julgamos conveniente o suficiente para dar conta de Semanticas de
Sociedades para légicas n-valentes em geral ! .

Definicao 4.5.2 (Semantica de Sociedades Geral) Uma Semdntica se Sociedades
S € uma terna

S = {(Li, Bi) bier, {(F}, Dy, Sj) Yiess {(Frs Hi) brex })

onde cada conjunto componente de S tem as sequintes caracteristicas:

o {L;}icr € um conjunto de légicas proposicionais que possuem linguagem comum
e admitem Semantica Matricial. Denotaremos ao conjunto de valores de verdade
de cada logica L; por T;. No caso em que os conjuntos T; sejam os mesmos para
todas as logicas L;, T; serd chamado simplesmente de T .

e Os conjuntos E; sao conjuntos de pares ordenados: E; = {(By,Ty;)}geq onde
By € uma formula, e T, € U 7;.

o Cada conjunto F; é um conjunto de formulas (chamado conjunto inicial) fechado
por substituicao de formulas atomicas.

1Em Consideragoes finais discutiremos a possibilidade de definir Seménticas de Sociedades
para légicas que admitam Semantica ndo matricial.
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e D;, para cada j € J € um subconjunto D; C IL;crp(A) (com A qualquer conjunto
nao vazio de valoragoes de UierL;, que serd denominado Sociedade ).

o S; Cllic;p(7;). Cada S; é chamado de condi¢do inicial.
o Fi. € um conjunto de formulas (chamado conjunto por extensao).

e Hy é uma funcao booleana cujos argumentos serao formulas o de I e em que
Hy, dependerd dos valores da bivaloragao Sa(5.) (definida a sequir), sendo as
diferentes formulas 3, formulas associadas a «. As func¢oes Hy sao chamadas
de fungoes de extensao de S.

o (UjesF;j) U (UkexFi) = L (a linguagem comum a todas as logicas L;); F, N F;
=0 quandor # s, comr,s€ JUK.

A partir de A definimos os sequintes conjuntos:

o A, =AY UA% com Al ={Agm € A: Agn(B,) = Ty}, para todo par (B,,,T,,) €
B}, e A% = A= U, AL

e Definimos também, para cada férmula o de 1L, o conjunto Ri, = {Agn(a) :

Agm € A}

Neste contexto, definimos a aceitacdo de qualquer formula o de I como uma func¢ao

Sy L—2 definida da maneira sequinte:

o se o € F; para algum j € J, entdo Su(a) =1 se e somente se:
1) A; € m(D;) para todo i € T
2) Ri, € w(S;) para todo i € I

o Se a € Fy, para algum k € K, entao Sa(a) =1 sse Hy(a) = 1.

As nocoes de validade e de conseqiiéncia semantica sao as usuais, aplicadas as
bivaloragoes Sy. O
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Observacgoes 4.5.3

A introdugao dos conjuntos E;, A;, D; e Ri, é devida ao fato de que precisamos
ter suficiente poder expressivo para o caso em que o conjunto de valores de verdade

para toda légica seja o mesmo. Em particular:

e Os conjuntos F; simplesmente indicam quais condi¢oes deveriam ter os agentes
Agy, (dos quais nao conhecemos ainda a légica subjacente) para ser considerados
como valoragoes de uma logica £; determinada. Ou seja: Ag,, sera visto como

um agente de certa légica £; se e somente se Ag,,(5,,) = 1y,

e Neste contexto, os conjuntos A; sao somente os conjuntos de agentes de A que
pertencem a Légica £; 2.

e Por outro lado, os conjuntos ;(D;) indicam quais condigdes gerais deve ter cada
conjunto A;, para poder considerar a aceitagao de uma férmula a € F; 3.

e Finalmente, os conjuntos Riip sao as imagens de Ag,,(p) de todos os agentes que

pertencem a certa légica L;. O

Em geral, uma vez “particionada” a Sociedade A em “sub-sociedades” A;, a
aceitacao para uma férmula « é decidida por duas condicoes. A primeira condicao
(expressa por meio dos conjuntos D;) estuda a distribui¢ao interna da sociedade A.
A segunda estuda o comportamento de o em cada conjunto A;. Mas, como dentro
de cada A;, ja4 é conhecido o comportamento de cada agente, somente precisamos

considerar conjuntos R?, em vez de R‘,, dado que cada légica L; é vero-funcional.

12Notar que poderia acontecer que nenhum agente Ag de A verifique os requisitos expressos pelas
condicoes dadas nos conjuntos E;. Esse caso ocorre, na verdade, quando Ag pode ser considerado
como pertencente a qualquer légica £; sem inconvenientes, fato expresso na definicao dos conjuntos
A?;. Portanto, os conjuntos A; ndo precisam ser disjuntos.

13Desta forma estamos permitindo que a aceitacdo de uma férmula o por parte de uma sociedade
A determinada, ndo estaria baseada somente nos valores Ag,,(«), com Ag,, € A, sendo na prépria
configuracao interna de A.
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Portanto, o verdadeiro “uso” da idéia dos agentes como valoragoes estd implicito
na definicao dos conjuntos FE;. Todas estas consideracoes serao ilustradas de forma

concreta no exemplo seguinte.
Exemplo 4.5.4

Desejamos construir uma Semantica de Sociedades a partir de agentes P! e I*
com conjunto de valores 7 comum, como foi indicado no Exemplo 4.5.1 tal que:

Sa(p) = 1 (com p atdomica) se existe um agente Ag,, da Ldgica P! tal que Ag,,(p) =

% (neste caso entendido como T}).

Sa(—p) = 1 se e somente se todos os agentes Ag,, da sociedade A pertencem a Logica

I' e, além disso, Ag,(p) = 3.
Por outro lado as funcoes de extensao sao definidas como na Logica S B3 da Definigao
4.4.5. Logo, formalmente, a Semantica de Sociedades que explicita as condigoes acima

solicitadas é expresa formalmente da seguinte maneira:
S = <{(P17 EP1)7 (Il7 Efl)}a {(fOJ DOJ 50)7 (flu D17 Sl)}7 {(f27 H2)7 (F37 H3)7 (f47 H4)}>
Onde temos:

e Epi ={(p,3).(-p,1) :p eV} Ep =A{(p,3),(—p,0) : p € V}.

e Fo=V, Fi={np:peV}

e Dy ={(Dpry,Dpyg): Dprg#0}; Dy = {D = (Dp1y,Dpy): Dpy = A}

o Sy = {(Rpl,o,Rll,o) : RPl,o N {%} # ®}§ Sy = {(RP1,1,RH,1) : Rfl,1 = {%}}

e O conjunto {(Fz, Hs), (F3, Hs), (Fy, Hy)} tem a mesma definigao que na Defini¢ao

4.4.5

Vemos que S tem efetivamente as caracteristicas que precisamos. Pois, se Agn(p)

1

= 5 e Agm(—p) = 0 entdo necessariamente Ag,, é um agente P' (daf a defini¢do de

Ep1). A definigao de Eji é motivada por um raciocinio analogo. Por outro lado, da
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definicao de Sy temos que S4(p) = 1 se e somente se existe um agente Ag,, da Ligica

P! (fato expresso pelo conjunto mi (D)= Dp1 ) tal que Ag,,(p) = 3, (aqui aplicamos
a definicdo do conjunto m(R)= Rp1;). Analogamente, Dy e S; expressam nossas

condicoes para aceitar féormulas atomicas negadas. O

Uma pergunta a fazermos para este exemplo particular é qual é a Légica adequada
para a Semantica S. A resposta é dada no seguinte teorema:

Teorema 4.5.5 A Ldgica de S é Bs.

Demonstracao:

Parte 1: Seja v uma valoragao Bs. Definimos uma Sociedade
A, = {Ag1, Ags, Ags} a partir de v como:
Se v(p) = T entdo Agi(p) = Aga(p) = Ags(p) = 3
e Agi(-p) = Aga(-p) =1 e Ags(—p) = 0.

Se v(p) = I entdo Agi(p) = Aga(p) = % e Ags(p) =1
e Agi(—p) = Aga(-p) =0 e Ags(—p) =1

Se v(p) = F entao  Agi(p) = Aga(p) = Ags(p) = 5
e Agi(—p) = Aga(—p) = Ags(—p) = 0.

Estendemos cada agente segundo os padroes cldssicos (notar que, como as valoragoes
das Légicas I' e P! sao definidas segundo as mesmas regras para aquelas férmulas
nao literais, esta extensao carece de ambigiiidade).

Provaremos agora que S 4, () = 1 se e somente se v(«) = T para toda férmula .
Dado que H,, H3 e H, sao definidas da mesma forma que na Defini¢ao 4.4.5, temos
que provar a afirmacao somente para o caso em que « ¢ literal:

Caso 1: Suponhamos que « é atomica. Logo, se v(a) = T entao Api= {Ag;, Aga}
e Ap = {Ags}. Logo Ap # 0, e portanto Ap1 € m(Dg). Além disso, RE" =
{3} € m(So). Da Defini¢ao 4.5.2, Sa,(p) = 1.

Reciprocamente, se Sy, (p) = 1 somente pode valer (dadas as defini¢oes dos

agentes Ag;) que v(p) = T. Com efeito: se v(p) = F, entdao Ap1 = 0, e portanto
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Apr & m(Dy). E, se v(p) = I, entdo Ap1 = {Ags} " e assim RP'= {0} ¢ 71(Sp).
Caso 2: Seja a = —p, com p atomica. Logo temos:

a) Se v(a) = T, entdo v(p) = F. Da definigdo de 4, motivada por v(p) temos
que Ap1 = 0. Assim vale que Ap € my(Dy). Por outro lado, RI" = {3}. Isto é,
R = (Rpig,Rpig) € S1. Logo S, (—p) = Sa,(a) = 1 da Defini¢ao 4.5.2

b) Se Sy, (a) = 1, entdo vale que A = A, e que Rilff = {1}. Portanto deve valer

necessariamente (ver a construgao de A,) que v(p) = F, e assim v(a) = T

Parte 2: Seja agora uma sociedade A de S; construimos v4 como uma valoracao do
calculo Bs definido para cada féormula atomica p como:

va(p) = T quando Sa(p) = 1;

va(p) = F quando S4(p) = 0 mas Sa(—p) = 1;

va(p) = I quando Sy(p) = 0 e Sa(—p) = 0.

Estendemos v 4 segundo as regras do célculo Bs. Provemos que para todo literal
a vale que vy(a) = T se e somente se Sq(a) = 1 (para as férmulas « néo literais a
prova é andloga a feita no Teorema 4.4.7):
Caso 1: Se « é atomica: vale pela definicao de v 4.
Caso 2: Se « é da forma —p com p atomica. Logo, se vy(a) = T, entao va(p) = F.
Isto é: Sa(p) = 0 mas Sa(—p) = 1. Ou seja, Sa(a) = 1. Reciprocamente, se S4(«)
= 1, entao da definicao de S vale que
* Ap = A, e s« RI' = {3}. De * temos que Ap1 = 0. Logo Ap: ¢ mi(Dy). Logo,
Sa(p) = 0. E como tinhamos que S4(—p) = 1, entao da definicao de vy vale que

va(p) = F. Logo va(a) = T e isto conclui a demonstragao. O

Mostramos assim o funcionamento da Definicao 4.5.2 junto com as suas técnicas
de demonstragao. Ainda quando generalizacdes maiores serao discutidas nas con-
sideragoes finais desta dissertacao, acreditamos que boa parte do estudo inicial da

Semantica de Sociedades para Logicas n-valentes foi desenvolvida.

Notar que, além disso, Agz € Aj1.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Finalizaremos nosso estudo relativo a Semantica de Sociedades discutindo alguns
pontos que possam esclarecer conceitos planteados até agora. Além disso, tentaremos
levantar questoes que consideramos de suficiénte relevancia para ser analisadas com
profundeza no futuro, além de indicar problemas em aberto que foram produto da
pesquisa desenvolvida ao longo desta dissertacao.

5.1 Agentes com légicas de semantica nao matri-

cial

Evidentemente, um caso de Semantica de Sociedades que nao analisamos é
quando cada légica componente admite semantica nao matricial. Esta é uma questao
extremamente interessante porque estenderia a Semantica de Sociedades para ser apli-
cada a outro tipo de légicas tais como a Logica Linear, ou certos calculos relevantistas
que tém demonstrado nao possuir uma semantica decidivel (como o s@o as semanticas
matriciais finitas) (cf.[Dun86]). Uma possivel solugao para este problema (discutida
aqui coloquialmente) seria expressar os critérios de aceita¢ao em termos da linguagem
de Teoria de Modelos, definindo cada critério de aceitagao em funcao dos elementos
das estruturas semanticas que interpretam as diferentes férmulas. Isto é, cada so-
ciedade nao seria ja um conjunto de valoragoes senao um conjunto de interpretacoes
(definidas nas diferentes légicas £;). Mesmo assim, a sociedade continuaria sendo

uma bivaloracao, pois simplesmente aceita ou rejeita uma férmula a determinada.
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Por outro lado, é possivel levantar a seguinte questao: faz sentido combinar
Légicas a partir de Agentes tao “problematicos” como aqueles que nao possuem algum
critério de decidibilidade?

Mesmo assim, esta ultima questao nao diz respeito aos interesses de uma boa

descrigao do mecanismo da Semantica de Sociedades.

5.2 Relacao com a Semantica de Traducoes Possi-

veis

Uma outra semantica obtida a partir da combinagoes entre logicas é a Semantica
de Tradugoes Possiveis. Tal semantica foi definida por W.Carnielli (ver [Car90])
com o nome de semantica nao deterministica, e posteriormente estudada em [Mar99]
(ver também [Car99]). Devido a que esta semantica tem certo tipo de relagao com
a Semantica de Sociedades, julgamos conveniente discutir as caracteristicas de tal
relacao.

Brevemente, definimos uma Semaéantica de Tradugoes Possiveis TP para certo
calculo £, como um par TP = ({R;}:cr|,T) onde cada R, é uma légica em que se
tem definida a relagao de conseqiiéncia semantica ', e T é um conjunto de fungoes
*; denominadas “funcoes de traducao” *; : L—R;.

Definimos, a partir de TP a relagdo de conseqiiéncia =, por meio do seguinte
processo:

1) Definimos em £, para cada t € |T| a relacdo de conseqiiéncia “local” |=," entre
conjuntos I' U {a} C IL por:

TEcfa sse # (D)= ()

(Isto é, forcamos que *; seja uma tradugao conservativa entre £ e Ry).
2) A relagao =, ¢ definida por

I'l=; a sse T=,'a para todo #, € T

91



A Semantica de Traducoes Possiveis foi aplicada para fornecer semanticas alter-
nativas adequadas para as formulagoes axiomaticas dos calculos paraconsistentes C),
de Da Costa !. Consideramos importante notar que a “estratégia” para que uma
semantica de traducoes possiveis TP seja adequada para certa axiomética consiste
em escolher convenientemente as légicas R; e as funcoes de traducao *; 2.

Inicialmente vemos que a Semantica de Tradugoes Possiveis tem certas semelhan-
¢as com a Semantica de Sociedades, entre as quais destacamos:

1) As légicas R; nao interagem entre elas, fato j4 mencionado entre as légicas £; das
semanticas de Sociedades.

2) Os dois tipos de Combinagoes entre Logicas aqui comparados sao, na verdade,
combinagoes entre semanticas das diferentes légicas componentes, nao combinando a

estrutura lingiiistica de ditas logicas.

Porém, estas duas semanticas tém algumas diferengas técnicas e, sobretudo, con-
ceituais que discutiremos a seguir:

Primeiramente, notemos que a relagao de conseqiiéncia =, da “defini¢ao padrao”
da Seméntica de Tradugoes Possiveis considera I' =z a valido se T'l=z'a para todo
t. Neste sentido, a Semantica de Sociedades tem inicialmente mais liberdade para
quantificar os agentes que aceitam determinada féormula «. Notar que é perfeitamente
possivel modificar a definicao de Semantica de Tradugoes Possiveis para abranger este
caso.

Por outro lado, a Semantica de Sociedades nao utiliza funcoes de traducao *;, e
portanto precisa que as linguagens de cada logica £; componente sejam as mesmas que
a linguagem da logica L, cuja semantica é a Semantica de Sociedades determinada
pelo conjunto {L£;}. Este fato é devido a que, como temos mencionado antes, a
motivagao basica da Semantica de Sociedades é construir bivaloragcoes em L. Tal
conceito nao é operativo a partir das funcoes de traducao entre légicas, as quais
ressaltam principalmente a idéia de operador de conseqiiéncia semantica.

ITais calculos possuem uma semantica de “quase-matrizes”.
ZNesse sentido, a Semantica de Sociedades é diferente, pois também precisa escolher adequada-
mente de que forma cada sociedade A valida a.
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Com a discusao precedente estamos sugerindo implicitamente a principal diferenca
entre a Semantica de Sociedades e a Semantica de Tradugoes Possiveis, a qual jaz na
construgao da relagao de conseqiiéncia para a semantica combinada S: assim como na
semantica de Sociedades n-valentes construimos bivaloragoes S4 a partir de com-
binagoes de valoragoes e posteriormente definimos =g (segundo a forma usual) ja
dentro da semantica S, na semantica de Traducgoes Possiveis procedemos de forma
oposta. As valoragdes (no caso em que as légicas R; sejam polivalentes) sao definidas
segundo os critérios de cada logica R; sem nenhum tipo de combinagao e, uma vez
determinadas as relagoes de conseqiiéncia =, definimos ¢ combinando relagoes
de conseqiiéncia®. Este interessante fato sugere alguns problemas relativos & com-
paracao entre estas duas semanticas, entre os quais indicamos dois que consideramos

de certa importancia:

e Dar condigbes tais que a combinagao de valoragoes (e posterior definigao d e
relagdo de conseqiiéncia dentro de uma légica L) coincida com a defini¢ao de

varias relagoes de conseqiiéncia diferentes e posterior combinagao das mesmas.

e Comparar as relacoes destas duas semanticas com a Semantica de Kripke para
l6gicas modais (como j& mencionamos no Capitulo 1, num nivel simples é
possivel traduzir a Semantica de Sociedades a Semantica de Kripke, e conside-
ramos que com uma definicdo conveniente também seja possivel “modalizar”
a Semantica de Tradugoes Possiveis). Julgamos esta comparacao dos aspectos
modais de cada uma destas semanticas potencialmente frutifera pelo fato de que
estarfamos diferenciando, dentro da Semantica de Mundos Possiveis, as nogoes

de aceitagao de uma férmula e de conseqiiéncia valida.

3Na verdade, poderiamos considerar a Semantica de Sociedades como um caso particular da
Semantica de Tradugoes Possiveis, em que cada agente Ag de certa légica L; poder-se-ia entender
como uma fun¢ao de tradugao Ag : L—7;, fato ji sugerido em [Mar99]. Porém, esta inclusao é
artificial demais, considerando por exemplo que deveriamos particionar o conjunto de Légicas em
subconjuntos diferentes, quando trabalhamos com agentes de l6gicas distintas.
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5.3 As sociedades entendidas como bivaloracoes

Como mencionamos repetidamente no percurso desta dissertacao, podemos en-
tender cada sociedade A definida numa semantica de sociedades determinada como
uma bivaloragao. Dado que o processo para determinar o valor S4(«) tem certo tipo
de recursao implicita (no sentido em que definimos condigdes iniciais e de extensao na
Defini¢ao 4.5.2), consideramos suscetiveis de estudo futuro as caracteristicas recursi-
vas das bivaloragoes em geral e daquelas obtidas a partir de Semanticas de Sociedades
em particular. Sobre este ponto, lembremos que duas caracteristicas fundamentais
das semanticas em geral sao os principios de bivaléncia e de composicionalidade. As
légicas n-valentes em geral verificam este iltimo principio (dado que as suas valoragoes
sdo homomorfismos). E, com relagdo a bivaléncia, tém elas também uma forma de
expressar tal principio, a partir da introdugao do conjunto D de valores distinguidos.

Em contrapartida, semanticas construidas a partir de bivaloragoes (tal como
pede a Tese de Suszko) tém a desvantagem de perder, de forma geral, o principio de
composicionalidade. Mas, se as bivaloragoes fossem definidas recursivamente recuper-
ariam, até certo ponto, o principio acima mencionado.

Finalizaremos esta discusao de problemas suscetiveis de ser estudados indicando
alguns tépicos de cardter técnico referentes ao estudo da hierarquia 1™ P*, apresentada
no Capitulo 4. Ditas questoes sao:

e Achar uma axiomatica geral que seja apta para qualquer cdlculo da hierarquia.

e Estudar de forma geral o problema da maximalidade entre os seguintes pares
de calculos da hierarquia: I e I"t!; P* e Pntl e [P Pk ¢ [P Phtl

e Analisar a existéncia dum célculo limite para a hierarquia {I"P*}, ken, ©
também de limites para diferentes sub-hierarquias.

e Estudar a algebrizacao dos diferentes calculos 1™ P*.
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Apeéendice 1

Axiomdticas para I", PF e 1" P*

I.1 Uma axiomatica sugerida para a hierarquia P"

Existem na literatura trés axiomdticas dadas para o cdlculo P'. A primeira
delas foi definida por A.M. Sette em [Set73] e tem os seguintes axiomas e regras de
inferéncia:

Definicao 1.1.1 A aziomdtica P1 € definida por:
Axiomas:
A1) g (1—9)
A2) (9= (—0))—((¢—1)—(9—0))
A3) (=)= ((mp——1)—9)
A4) ~(p——m0)—¢
A5) (9—1)——=(9—)

Regras de inferéncia.

Modus Ponens (MP): ¢, f_"ﬁ . O

Em [Mar99], J. Marcos provou que o axioma A4) era demonstravel a partir dos
outros quatro axiomas, dando assim a segunda axioméatica para P!. E, no mesmo
trabalho, deu uma axiomdtica (que chamaremos P1) para o célculo P!, dada em
fungao de qualquer calculo da hierarquia paraconsistente C®, além de estudar de
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forma exaustiva o comportamento da negacao em relacao aos conectivos —, V e
A. Além disso, conjecturou a possivel definicdo de uma hierarquia P" de calculos
paraconsistentes (fato que j& comentamos no Capitulo 3), supondo também que todos
eles teriam uma axiomatizagao baseada em P1.

Apresentamos aqui a axiomatizacao definida por J.Marcos, construida a partir
de C?:

Definigao 1.1.2 (Axiomatica C,) A aziomdtica C, € definida por:
Axiomas

Al) a—(f—a)

A2) (a—=(B—7))—=((a—=pf)—=(a—7))
A3) a—(B—(anp))

Ad) (a A p)—a

A5) (a A ﬂ)—>ﬂ

A6) a—(aV )

AT) p—(aV B)

A8) (a—7)=((B—7)—=((aV B)—7))
A9) aV -«

AlQ ——a—«

Regras de Inferéncia

Modus Ponens (MP): W O

Definigao 1.1.3 (Axiomdtica do Célculo C?) Os ariomas de C? sdo os mesmos
axtomas de C,, com o agregado de:

A9D) FO— (=) —((a—5)—a)

A9 = ((a—p)—((a—=8)—=a))

A10D) (e A D)= (e A B)P A (aV B)D A (a—pB)I) !

1)

1Como veremos, a!) nio é outra coisa que a® = =(a A ~a).
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Definigao 1.1.4 (Axiomdtica do cdlculo P') Uma outra aziomdtica para o cdlculo
Pt (a qual denominaremos P1) é obtida dos axiomas para o cdlculos C? adicionando
0s Sequintes ariomas:

A1) (a AB)P A (aVv BV A (a—p)D

A12) ()W)

Nas defini¢oes anteriores, os operadores o™ e al”l sdo definidos de forma recur-
siva da seguinte forma:

a® = =(a A —a); a” = =(ma A a)
a® = aO = ol — Oég «
o a1 (an>o ot (Oz@)D
a(o) = O{[O] =
a(n+1) a(n) A\ an+1 a[n+1] a[n] A aﬂ

1.2 Uma axiomatica correta e completa para P”

Nesta secao definiremos um sistema axiomatico geral, denominado Pn, e provare-
mos que ele constitui uma axiomatizacao correta e completa dos calculos P", com
n € IN. O sistema mencionado é baseado no sistema P1 de J. Marcos.

Definicao 1.2.1 Dado n € IN, definimos o sistema axiomdtico Pn da maneira

sequinte
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Axiomas.

A1) p—(p—9)

A2) (¢ — (¥—0))—((9—1)—(¢—0))
A3) p—(W—(p A Y))

A4) (D AY)—¢

A5) ( NY)—

A6) p— (o V Y)

A7) h—(oV ¥)

A8) (9—8)—((v—0)—((o V ¥)—0))
A9) ¢V =

AZO) p—¢

A11) Y°—((9—¢)—((9—¢¥)—9))
A12) (9 AY)° A (P V) A (¢—)°
A13) (—="¢)°

Regras de inferéncia.

Modus Ponens (MP): ¢, f_’w . O

Observacgoes 1.2.2

O seguinte objetivo é provar a correcao e completude de Pn com relagao a semantica
de tabelas de verdade de P™ ja descrita para cada n. No resto da secao, o simbolo

serd utilizado para denotar a relacdo de inferéncia (sintatica) em Pn. O

Teorema 1.2.3 [Teorema da Corre¢ao] Para cada n € IN o sistema Pn € correto
com relagao a P, isto é: se ¢ € demonstravel em Pn, entdo ¢ é uma tautologia de
pP".

Demonstracao: A verificacao de que cada axioma de Pn é uma tautologia de P™ é

computacional. Por outro lado, a regra MP preserva tautologias de Pn. Isto conclui
a demonstracao. O
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Antes de provar o teorema da completude de Pn com relacao a P" precisamos

demonstrar previamente os seguintes resultados:

Proposicao 1.2.4 Para cadan € IN, na axiomdtica Pn vale o Teorema da dedugao.

Isto é: T',a = (B se e somente se I' - a—[3.

Demonstracao: O resultado vale por aplicagoes sucessivas dos axiomas Al e A2,

considerando que a unica regra de inferéncia € o Modus Ponens, os quais sao comuns
a todas as axiométicas Pn (ver [Men64], onde é realizada uma demonstracao detalha-
da para CPC' , a qual pode ser adaptada facilmente para C?, niicleo comum a todas
as axiomaticas Pn ). O

Proposicao 1.2.5 As sequintes propriedades valem no sistema azxiomdtico Pn:
(1) = Y— (Reflexividade.)
(2) p—1,p—0 F ¢p—0 (Transitividade.)
(3) p—(v—0) = p—(p—0) (Permutagdo.)

Demonstracao: Este resultado também se demonstra a partir dos axiomas Al e A2 e

a aplicacao do MP. O

Proposicao 1.2.6 Para todo n € IN wvale que:
1) F ¢*—=(¢p——m09)
2) k ¢°—(=g—(p—v))
3) V° F (¢—¢)—=(—p——9)
4) b ¢°—(=9)°
5) F = (9= (-v—-(9—v)))
6) - (¢°)°

Demonstracao:

1) Consideremos a seguinte prova em Pn:
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~9—¢

¢

o~~~ o~ o~

2)

A Bt S ST B St

e N e R e N N

3)

AL R i B R

o~~~ o~~~

4) Notar que temos que provar que —(¢ A ~¢)——(—¢p A 7—¢) é teorema. Seja a

seguinte prova:

100



1) (¢°) [Hip.]

2) (pA—9)° [A12), Ad)]

3) (¢ A—md)—0 [A5)]

4) (=p A ==¢)—>=md [A6)]

5) (m¢ A —md)—¢ [4), A10),Prop 1.2.5(2)]

6) (m¢A-=9)=(0A—=¢)  [5),3), A3), Prop. 1.2.4]

7) (P A—p)—=—(—p A=) [2, 6), item 3)]

8) (= A=) [1), 7), MP]
5)

1) (@) [Hip.]

2) (9—=v)—(o—y) [Prop. 1.2.5(1)]

3) o—=((¢—v)—v) [2), Prop. 1.2.5(3)]

4) Vv =(((0—=¢) =)= (h—(9—v)))  [item 3)]

5) (=) =)= (-p—(¢—v)) [1), 4), MP]

6) ¢—(-yp—-(g—9) [3), 5), Prop. 1.2.5(2)]
6)

1) <¢o A _'(bo>o [A12)7 A4>7 A5)]
2) (=(¢°A=¢°))° [1), item 4)]

Como a férmula o° é na verdade (=(a A —a)), o paso 2) é o resultado que

procuramos, e desta forma concluimos a prova da Proposi¢ao. O
Observacao 1.2.7

A partir dos resultados demonstrados no Lema 1.2.6 é possivel provar a completude de
P"™ com relacao a Pn, quando n > 2. Quando n = 0 a completude é imediata. Com
efeito: uma axiomdtica correta e completa para P° = CPC é dada em [Men64]:

101



Al p—(p—09);

A2 (p—(v—0))—((¢p—1Y)—(p—0)) e

A3 (2p—=) = ((mop—1)—0).

Mas Al" = Al); A2’ = A2) e A3)' é conseqiiéncia da combinagao dos axiomas A13),
A11) e A10), nessa ordem.

Por outro lado, quando n = 1 o resultado ja foi provado em [Mar99]. O

Para demonstrar a completude geral de P™ com relacao a Pn, quando n > 2,
usamos a técnica cldssica introduzida por L. Kalmar (cf. [Men64]). Mas, para
facilitar a compreensao da prova, dividimos a mesma em trés lemas. Os dois primeiros
tém um carater técnico, e o tltimo fornece a prova da Completude Geral propriamente
dita.

Lema 1.2.8 Seja ¢ uma formula de P™, e q1,...,q, suas componentes atomicas.
Para cada valoragdo v e cada formula q;, com 1 < i < m, definimos o conjunto Q;
de formulas associadas da sequinte manera:

Sev(q)) =T,  Qi:={(aN~aq),(~q)}

Se v(g;) = Ts, Qi = {(4 A —=ai), (=g A =2q:), (=°¢:)°}

Sev(q;) =Toor, Qi:={(ai A=), (mgi A=2¢), ..., (2" 2 A =" g), (2" 1g)°}
Sev(q) =Tn, Qi :={(GAq), (¢ A=2¢),....(7" "¢ A="g), (="¢)°}
(g:)
(g:)

=F,  Qi={"q¢uaq"}
T, Qi={¢a"}
Por outra parte, dada v, definimos a formula ¢’ associada a ¢ como:
Sev(p) =1T; entio ¢ =pN—¢p coml1<j<n
Sewv(¢p) = F entio ¢ =-¢
Sev(¢p) =T entio ¢ =¢
Seja Ay = Q1UQ2U...UQy. Logo, em Pn sempre vale Ay ¢'. 2

2Implicitamente, este lema estabelece uma forma de construir (n+2)™ dedugoes sintaticas
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Demonstracao: Esta proposicao demonstrar-se-a por inducao sobre a complexidade

da formula ¢. Dividimos a demonstracao nos seguintes casos:

CASO 1: ¢ é uma féormula atomica.

Logo, ¢ = ¢1. Notar que, se v(¢) = T ou v(¢) = F, entdo ¢’ € Qu. E se v(¢p) = Tj,
vale que ¢' = ¢ A ¢ € Q. Portanto, Ay F ¢'.

CASO 2: Quando ¢ é da forma —1). Temos entao:

Subcaso 2.1): Quando v(¢)) = T. Logo, v(¢) = F' e portanto, devemos provar que
Ay ¢ (= 7). Para provar esta afirmagao serd suficiente demonstrar

Ag =17 (%)

Pois, se valer (), da Proposicao 1.2.6(1), teremos A, + ¢p——=—t). E como por
(HI) e Ay C Ay ? temos Ay + 1, aplicando MP conseguiremos provar A, F ¢/
Para provar (x) temos as seguintes possibilidades:

2.1.1)

(

vale

2.1.2): ¢ é da forma a#f, sendo # uma operagao bindria. Por A12) temos que
= (a#B)°.

2.1.3): v é da forma —'6, sendo # uma férmula da forma (a#(3), com # uma operagao
bindria. Logo, notar que F (a#3)° por A12). E, pelo Lema 1.2.6(4) (¢ vezes), temos

que vale F °.

: ¢ é uma férmula atomica. Logo, obtemos ¢° € @ (pois v(¢)) = T'). Logo,

) trivialmente.

2.1.4): 9 é da forma —*@, com k < n e § atomica. Analisemos agora os diferentes
valores possiveis para v(6):
2.14.1): v(#) = F. Logo, Ay I 6°, e assim, pelo Lema 1.2.6(4), (aplicado k vezes),vale
= T. Demonstracao andloga ao subcaso 2.1.4.1)

T; (com 1 <t < n). Temos, portanto, que t < k (pois se t > k, entao
*Ty = Ty_x, o que contradiz que v(y)) = T). Além disso, notar

=
£

I
=

J

kol
)
= |
I

]

vélidas para Pn dada qualquer férmula ¢ com m varidveis proposicionais (neste caso, o nimero
n + 2 indica a quantidade de valores de verdade de cada célculo P™).

3Em geral, nesta demonstracio nio explicitaremos o fato de que, se ¥ é sub-férmula de ¢, sempre
vale que Ay C Ag.
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que (—'0)° € Qy C Ay C Ay. E como t < k, temos novamente do Lema 1.2.6(4) que
Ay (1)°. Com isso, temos provado (x) para todas as possibilidades, e assim este
subcaso é demonstrado.

Subcaso 2.2: v(¢p) = F. Logo, pela (H.I), temos que Ay - ¢ (= =) = ¢').

Subcaso 2.3: v(¢) = Ti. logo, v(¢) = T, e assim, ¢ = ¢ = —p. Como por (H.I)
Ay " (= A=), por A5) temos que Ay = =) (= ¢).

Subcaso 2.4: v(¢) = T}, com 2 < k < n. Logo, v(¢) = Tr_1. Portanto, ¢/ = ¢ A —¢.
Notar que como v(¢)) = T, entao ¢ é da forma =6, com 6 atomica, e v(0) = T,y
(sendo p+ k < n).

Vemos assim que Qp = (0 A —0), (=0 A—==0), ..., (=PTF=19 A =PTRG) (=PTRG)Y C A
Em particular, temos que (=P™0 A =T20) € A, pois 2 < k. Assim, por A5), temos
que Ay F =P20. Ou seja, Ay F ——p. E, lembrando que por (H.I) e A5) jé tinhamos
Ay F 1), aplicando agora A3) temos que Ay = —p A 7). Isto é, Ay = ¢'.

CASO 3: ¢ ¢ da forma 1—0. Agora temos os seguintes subcasos * :
Subcaso 3.1: v(¢)) = F. Logo v(¢) = T, e assim ¢ = 1)—0. Neste ponto é preciso

demonstrar que vale
Ay ()" (%)

Com efeito, se valer (xx), da Proposicao 1.2.6(2) valera A, F —¢p—(p—#0). E como
por (H.I) temos que Ay = =), por M.P teremos Ay = ¢'. Consideremos portanto os
subcasos seguintes:

3.1.1) ¥ é uma férmula atéomica. Logo (1)° € Qy, e portanto Ay F (1)°.

3.1.2.) ¢ = ¢p#0, com # uma operacao bindria.

3.1.3) ¢ = =*(a#f3), com 1 < k.

Estes dois subcasos sao provados de forma andloga aos subcasos 2.1.2 e 2.1.3

3.1.4) ¢ = —=*0 com 6 atomica e 1 < k. Analisemos agora os diferentes valores
possiveis para v(6):

3.1.4.1) v(f) = F. Logo, Ay I 6°, pois 08° € (Qy. Pela Proposicao 1.2.6(4) vale (xx).

40s trés primeiros subcasos compreendem todas as possibilidades para que v(¢) = T. O 1ltimo
é referido ao caso em que v(¢) = F.

104



3.1.4.2) v(0) = T. Andlogo ao subcaso anterior.

3.1.4.3): v(0) = T} (com 1 <t < n). Temos, portanto, que A, F (='0)°, e como por
consideragoes andlogas ao Subcaso 2.1.4.3 vale que t < k, da Proposicao 1.2.6(4), vale
Ay F1°. Provamos portanto (#x) para todas as possibilidades, e concluimos assim a
prova do Subcaso 3.1.

Subcaso 3.2: v(f) = T. Logo, ¢/ = 1p—6. Por (H.I) temos que Ay - 6, e como, por
A1) vale F §—(1p—#0), temos portanto que Ay - ¢'.

Subcaso 3.3: v(f) = T, com 1 < k < n. Por (H.I) e A10) vale que Ay = (6 A —0).
Logo, por A4), temos que Ay F 6. Logo, por Al), vale que A, F ¢'.

Subcaso 3.4: v(¢)) € D, e v(0) = F. Logo, v(¢) = F, e assim ¢/ = =(1p—0). Como
v(f) = F, sempre temos Ay = 6°. Com efeito, a demonstracio é andloga a ()
do subcaso 3.1. Além disso, por (H.I) (e, no caso em que v(v)) # T, aplicando
A4)) temos que A, F ¢ e Ay F =0. Por outro lado, do Lema 1.2.6(5) vale que
F 6°—1p—(=0——=(1p—40))), e assim temos que Ay - ~(¢p—0) (=¢'). O

Lema 1.2.9 Seja A um conjunto de formulas de P", ¢ uma formula de P" e 0 uma
formula de P™. Suponha que valem os sequintes fatos:

1) A A=qr), (—qr)° F 0
2) A (¢ A=qr), (B A ==q), (F2q)° H 6

n— 2) A, (Q1 A\ —|q1)7 ey (_‘n—Sql A _|n—2q1)’ (_|n—2q1)o l_ ‘9
n-— 1) A? (QI A _'q1>7 ey <_|n— q1 A _‘n_1Q1>, (_'n_lq1)o l_ 0
Il) A, (ql A —|q1)7 ey (_|n71q1 A _|nq1)’ (_|nq1)o )

N

n+1) Aan?Ql "9
n+2) Ag),—q 0

Entao vale que A+ 6.
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Demonstracao: Suponhamos que temos as premissas do Lema. Da informacao prece-

dente, utilizaremos 1) ...n) para provar que

A (g A=) 6 (%)

Com efeito, sabemos que, por A13), vale:

a) b (="q)°

Considerando n), a) e aplicando o Teorema da Dedugao e transitividade, temos
b) A (@ A=q), o (PP AT ), (BT e A=) O

Comparemos b) com n — 1): Aplicando Teorema da Dedugao em cada caso temos:
C.l) A, (q1 A _‘Ch), R (—|"_2q1 A —\n_lql) H —|(—|”_1q1 A —\”ql)—>9

c.2) A (@ A—q), ..., =" 2 A" B (=g A =gy ) —0

Aplicando A8) a c.1 e c.2 temos

d) A (@ A=aqr), - (B2 AT g) E (R A ) V(5T A t)) -0
Agora, por A9) (lei do terceiro excluido) temos que:

e) - (=" g A="q) V(=" A ")

Logo, pelo Teorema da Deducao e transitividade, temos que vale:

£) A e A~q), ., (3" P A" ) B O

O procedimento aplicado de a) a f) pode ser resumido assim: considerando um
conjunto cualquer de férmulas > e uma férmula qualquer a do calculo P" entao,
partindo das seguintes suposigoes:

(1) XFa—be

(2) ¥ F —~a—0

é possivel obter X - 6.

Agora comparamos f) com n — 2), e vemos que temos as condi¢oes dadas para aplicar
o procedimento mencionado, e obter assim:

8) A (@ A=qr),. ., (5" P AT Pq)

Assim, repetindo o processo antes explicitado, e aplicando em ordem decrescente os
resultados n — 2)...2), chegamos a:

h) A, g1 A =g, —qu A —=qu = 6.
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Finalmente, como por 1) temos
A (1 A —aqr), (51 A =—qp) 60, entao aplicando novamente o mesmo raciocinio ja
utilizado chegamos a demonstrar (x).

Por outro lado, de n+ 1), e n+ 2), e aplicando o mesmo procedimento que nos

casos anteriores (desta vez, para eliminar as formulas ¢; e —¢;) chegamos a provar
A= A-qu) 0 ()
Finalmente, comparando (x) e (%) provamos
A6 O

Teorema 1.2.10 (Completude para P", 2 <n) Se 0 ¢ tautologia do cdlculo P™
(com 2 < n), entdo 0 € teorema da axiomdtica Pn.

Demonstracao: Seja 6 uma tautologia de P", e sejam ¢ ...q, suas componentes

atomicas. Consideremos n + 2 valoracoes de P" tais que:

I vl =T, coml<i<n

IT vopi(q) =F

III Un+2(Q1) =T

IV vi(qgr) =vj(qr) com1<i,j<n+2; 2<k<m

Definimos agora, para cada componente atomica ¢; (com 1 < i < m) e qualquer

valorac¢ao v, (com 1 < r < n+ 2), o conjunto Q";, como o conjunto ); de férmulas

i
associadas a ¢; dada a valoracao v,, segundo a defini¢ao introduzida no Lema [.2.8.
Logo, por IV e a notacao acima indicada, temos que )", = @)°;, para qualquer
par de valoragoes {v,,vs}, com 1 < r;s < n+ 2, e para todo k tal que 2 < k < n.
Podemos denotar portanto o conjunto Q"5 U...UQ", por I'y, sem risco de confusao.
Por outro lado, como 6 é tautologia, para qualquer valoracao v de P™, temos que

v(f) = T. Considerando as condigoes do Lema 1.2.8, e as valoragoes definidas em I),
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IT) e III) temos que valem os seguintes fatos:

1) Ly (g A —qr), (mq)° F 0
2) i, (@ A=qr), (g A ==qr), (1) - 6

n—2) I', (g A-q),..., (_‘n_?’fh A\ _'n_QQ1), (_‘n_QCh)O Fo
n—1) T, (g A-q),...."2a A=""tq), (=" tq)° + 0
n) L (@ A=), (5" e A="qr), (2"q1)° F 6

n

n+1) Flaq%(_h'_e
n+2) I'yq,—~qk0

Mas estas sao, precisamente, as condigoes para obter (aplicando o Lema 1.2.9)
[y = 6. Ou seja, em Pn provamos Q" U ... U Q",, = 6, onde os conjuntos Q"
(com 2 < j < m) sado os conjuntos de férmulas associadas (segundo o Lema 1.2.9) as

variavéis ¢; pelas valoragdes v,, sendo v,.(q;) um valor arbitrdrio (1).

Consideremos agora o conjunto @Q",, que serd denotado agora por Q4,, sendo o
valor A =v,(g2). Como devido a (1) néo existem restrigoes sobre o valor de verdade A,
na verdade o procedimento efetuado acima para obter I'; = 6 pode ser realizado n+ 2
vezes em total (tantas vezes como valores de verdade A € Tpn). Assim, modificando
v-(g2) em cada caso, mas fixando o valor das valoracoes v, aplicadas a cada g;, com
3 < j < m, chegamos sempre a Q4, UQ",...UQ",, 0.

Ou seja, podemos chegar aos n + 2 fatos seguintes (denotando por I'y o conjunto
Q"3 U...UQ",,, e escrevendo os diferentes conjuntos Q“, segundo as defini¢des do
Lema 1.2.8): °

®Notar que aplicamos n + 2 vezes o Lema 1.2.9. Ou seja, utilizamos até agora (n + 2)? valoracdes
de P™.
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1) Lo, (g2 A —q2), (—q2)° F 0
2) [a, (g2 A =q2), (g2 A =—ga), (—%q2)° 6

n—2) Iy (@Ag),....,("" P A ="2q), (7" ) F 6
n-— 1) F27 (QZ A _'q2)7 ey (_‘n_Q(h A _‘n_1(J2)7 (_|n—1q2)o l_ 9
n) Do, (g2 A=g)y .oy (5" e A ="q0), (m7q2)° - 6

n+1) Isq5,q-0
n+2) I'q3,7¢ 0

Esses fatos sao suficientes para obter, aplicando novamente o Lema 1.2.9, I'y I 6.
Ou seja, Q"3 U...UQ",, - 6, onde v,(g;) é um valor arbitrdrio para 3 < j < m.
Agora, para “eliminar” os conjuntos Q)" devemos proceder da mesma forma que no

realizado acima.

Em geral, aplicando (n+2)* valoracoes, podemos eliminar os diferentes conjuntos

Q",...,Q", obtendo sempre, por sucessivas aplicacoes do Lema 1.2.9, o seguinte fato:

Qi U...UQ, F0

Mas, no caso em que finalmente £k = m, chegamos a

1) (@m A 2Gm), (—gm)° 0
2) (Qm A _‘Qm)a (_'Qm A _‘_'Qm)> (_‘2Qm>o )

n-— 2) (Qm A _‘Qm)a ceey (_‘n_3Qm A _‘n_QQm)a (_‘n_QQm)O 0
n—1) (gu/A=Gn), - ("2 A=""g), (" )0 0
Il) <Qm A _‘Qm)a ceey (_'n_1Qm A _‘an)a <_‘an>0 6

n+1) ¢, qnt0
n+2) ¢, Gt 0

Aplicando pela tltima vez o Lema 1.2.9 chegamos finalmente a - 6, concluindo

assim a demonstracao do Teorema. O
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Lema 1.2.11 A aziomdtica P1 é correta e completa para P!.

Demonstragao: A prova deste fato é devida a J. Marcos (ver[Mar99]) O. ©

Teorema 1.2.12 (Completude geral para o célculo P") Para todon tal que 0 <
n vale que a axiomdtica geral Pn é completa para os cdlculos P™.

Demonstracao: Imediata, da Observacao 1.2.7 e os Lemas 1.2.10 e 1.2.11. O

I.3 Uma axiomatica correta e completa para ["

Mostraremos agora que uma axiomatica geral para todos os célculos da hierarquia
I™ pode ser obtida a partir da axiomatica geral Pn, modificando convenientemente
alguns axiomas. E bom lembrar que, neste caso, a férmula ¢* indica o “bom com-
portamento” da férmula ¢ em relacao a lei do terceiro excluido. Isto é, ¢* é uma
abreviatura para a férmula (—¢ V ¢). Lembrar também que os conectivos V e A sao

obtidos a partir de — e — como foi indicado no Capitulo 3.

Definicao 1.3.1 Dadon € IN, definimos o sistema axiomdtico In da maneira sequinte
Azxiomas.
Al) 9—(Y—9)
A2) (¢ = (¥—=0))=((¢—=v)—=(9—0))
A3) o= (b= (o A )
Ad) (¢ Ap)—o
A5) (o ANY)—
A6) ¢9— (0 V 1))
6A prova do lema também é baseada na cldssica demonstracdo de Kalmar. Porém, os lemas
analogos aos Lemas 1.2.8 e 1.2.9 tém leves diferengas com os aqui apresentados. Por outro lado,
o Lema 1.2.9 desta dissertacao nao pode ser generalizado ao caso n = 1, pois nao seria possivel

“eliminar” a férmula (—qq)° de 1), sendo este fato o motivo da inclusdo do presente Lema de forma
separada.
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AT) y—(o V)
8) (a—=7)—=((8—7)—=((aV B3)—7))
9) ~(¢ A o)

10) Pp——0

11) ¢*=((¢—v)—=(p—1)—9))
A12) (@AY A (O VY)"A(9—0)"
Al3) (-"¢)"

Regras de inferéncia.

Modus Ponens (MP): W O

s s

Observacao 1.3.2

Notar que, em relagao a axiomatica Pn, os axiomas modificados sao somente aqueles
que contém férmulas negadas. Isto é: A9) - A13). Em particular, A9) e A10) especi-
ficam que a lei de nao contradicao é valida em todos os calculos da hierarquia. E,
de A11) a A13) especifica-se em quais casos podemos operar con a lei de terceiro ex-
cluido. Notar também que, ainda quando A12) e A13) sao expressos de forma similar
aos axiomas respectivos da hierarquia Pn, obviamente seu significado é o dual, pois
os conectivos de bom comportamento expressam leis diferentes para cada uma das
hierarquias. O

Provaremos a seguir a correcao e completude para todos os calculos da hierar-
quia I™. Notemos que em muitos aspectos esta prova tem uma estrutura similar a
completude da hierarquia P". Em geral limitar-nos-emos a reproduzir em forma total
somente aqueles resultados que sao obtidos a partir de raciocinios diferentes aos da
secao anterior. Mesmo assim, todos os resultados que sejam precisos para atingir

nosso objetivo serao enunciados.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Correcao para In) A aziomdtica dada na Defini¢ao

1.3.1 € correta em relacao as tabelas de verdade do cdlculo I™, para todo n € IN.
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Demonstracao: Da mesma forma que no Teorema [.2.3, podemos verificar que cada

axioma de In é uma tautologia de I™. E, novamente, a regra MP preserva tautologias
de In. O

Proposicao 1.3.4 Para cada n € IN, na axiomdtica In vale o Teorema da deducgado.

Isto é: T',a = (3 se e somente se I' - a—[3.

Demonstracao: De forma analoga a Proposicao 1.2.4. O

Proposicao 1.3.5 As sequintes propriedades valem no sistema axiomdtico In:
(1) b ¢—1 (Reflexividade.)
(2) p—1, p—0 F ¢p—0 (Transitividade.)
(3) p—(p—0) F p—(p—0) (Permutagao.)

Demonstracao: Este resultado também se demonstra de forma similar ao resultado

respectivo para a axiomatica Pn. O

Lema 1.3.6 Para todo n € IN valem as sequintes propriedades na axiomdtica In:
1) ¢V ==y
2) F o—(=9—1)
3) 9" —mp—¢
4) ¢" = (9—=v) = (Y —-0)
5) " (=¢)"
6) ¢* b (m¢—v)—=((mo——1)—¢)
7) ¢"F (o VY)—-o
8) —(¢") F o=
9) F (")

Demonstracao:

1) Lembrar que, pela definigdo do conectivo V, ¢ V b é somente a abreviatura da
férmula (¢p——¢)—1. Logo, consideremos a seguinte demonstragao:
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1) (¢—=¢)—¢ [Hip]
2) —¢ [Hip.]
3) =9 [A1), 2)]
4) ¥ [1),3),MP]

E o enunciado é finalmente demonstrado a partir do Lema 1.3.4.
2)
1) ¢ [Hip |

2) oV (1), A6)]
3) —¢p—1 [Item 1), 2)]

3) Considere a seguinte prova:

1) =¢Vve¢ [Hip]
2) ——¢p—¢ [Item 1), 1)]

4)

N =

S o
N N e N N
J
<
T
—

ot

5) Notar que (—¢)* é uma abreviatura para a férmula (-—=¢p——--¢)—=-¢. Logo,

temos:
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1) ¢ [Hip.]

2) —m¢—-mm¢ [Hip

3) ¢——m¢ [A10)]

4) ¢—-—=¢  [2), 3), Prop. 1.3.5(2)]
5) —¢ 1), 3), 4), A11)]

6) ¢*—(~¢)* [1),2),5), Lema 1.3.4]

1) ¢ [Hip.]
2) —¢—1p  [Hip.]
3) —¢—— [Hip]
4) (—¢)*  [1), Item 5) |
5 —m¢ 2), 3), 4), A11)]
6) o [1), Item 3)]
7)
1) ¢ [Hip.]
2) (¢—=(oV))=(=(¢VY)—=—9¢) [Item 4), 1)]
3) o= (o V) [A6)]
4) —(o V)= 2), 3)]

8) Consideremos a seguinte prova em In:

1) —(¢%) [Hip.]
2) ¢ [Hip.]
3) ¢ [2), AT)]
4) ¢*—=(=(¢*)—v) [Item 2)]
5 ¥ 1), 3), 4)]

9) Imediato por A12), A4) e A5), considerando que ¢* é uma abreviatura para
(=g V ¢). E com este tltimo resultado concluimos a demonstragao do Lema. O
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A partir dos resultados demonstrados no Lema 1.3.6 é possivel demonstrar a
completude de I™ com relagao a In. Porém, é preciso demonstrar de formas diferentes

para o caso n = 1 e o caso geral para n > 2 (o caso n = 0 é trivial) 7

Teorema 1.3.7 (Sette - Carnielli) A seguinte axiomdtica € correta e completa para
Il .

Ascl): p—(p—9)

Asc2): (9—(¥—0)—((9—1p)—(p—0))
Asc3d): (=)= ((mo—1) =)
Ascd): ~(d—1)—(d—1))

Onde a unica regra de inferéncia é MP.

Demonstragao: Vide [SC95]. O

Teorema 1.3.8 (Completude para I') I1 ¢ completa com relagio a I'.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.3.7 somente precisamos provar que as formulas Agc1)

. Agsc4) sao teoremas da axiomética 1. Mas Agcl) e Age2) coincidem com Al)
e A2) da Defini¢ao 1.3.1. Por outro lado, em I1 vale, por A13), que - (=¢)*. Logo,
aplicando o Lema 1.3.6(6) e a Prop. 1.3.5(2) temos - (m—=¢——1))—((m—¢p—1)——9).
Ou seja, Age3). E finalmente, como por A12) e Ab5) temos - (¢p—1)*, pelo Lema
1.3.6(3) vale F == (¢p—1)—(p—1)). Isto é, Asc4) também é teorema de [1. O

Lema 1.3.9 Seja ¢ uma formula de I, e qq,...,qn Suas componentes atomicas.
Para cada valoracdo v e cada formula q;, com 1 < i < m, definimos o conjunto QQ;

de formulas associadas da sequinte manera:

"Com efeito: uma axiomética correta e completa para I° = CPC é dada (cf.[Men64]) por
Al p—(p—0); A2": (9—(1—0))=((¢9—1)—=(0—0)) e A3 (mg—=—9)=((md—9)—9).
Neste caso, Al = Al); A2' = A2) e A3)’ é conseqiiéncia da combinacdo do Lema 1.3.6.6 e A13).
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Sewv(q) = F1 entao Qi = {~(¢:"), (—q:)*}
Sev(q;) = Fy entio Qi = {=(¢;"), ~((=¢:)*), (=°@:)*}

(@) = For entao Qi = {~(a:"), ~((=q:)"), - .., ~((="2@)"), (=" "'q;)"}
Sev(q;) = F,  entao Qi ={~(¢;"),~((=g:)"),....,~((=""'a@)"), (="@)"}
() = F entao Q; = {—q;, ¢;*}

Sev(q) =T entao Q; = {qi, ¢;*}
Por outro lado, dada v, definimos a férmula ¢’ associada a ¢ como:

Sev(¢) = F; entio ¢ =—""¢ com1<j<n

Sev(p) = F entio ¢ =-¢

Sev(p) =T entio ¢ =¢

Seja Ay = Q1 UQ2U...UQy. Logo, em In sempre vale Ay - ¢'.

Demonstracao: Por indugao na complexidade da férmula ¢:

CASO 1: Quando ¢ é atomica. Logo, se v(¢) = T ou v(¢) = F, entao ¢ € A,.
Por outro lado, se v(¢) = F; com 1 < j < n, temos que Ay F (=7¢)*, e também
Ay B =((=7719)"), ou seja Ay F (=7 V —=71¢). Pelo Lema 1.3.6(7), temos que
Ay E =Tt

CASO 2: ¢ é da forma —. Logo, temos os seguintes subcasos:

Subcaso 2.1: Suponhamos que v(¢)) = F. Logo v(¢) = T, e assim ¢’ = —). Logo,
por (H.I), Ay F ¢ e assim Ay - ¢/

Subcaso 2.2: Suponhamos que v(¢)) = T. Logo v(¢) = F, e portanto ¢/ = ——).
Por (H.I) temos que Ay F 9 e logo, por A10) (e Ay, C Ay) vale que Ay F ¢
Subcaso 2.3: Seja v(v) = F}, com 1 < j < n. Logo v(¢) = F;_;. Temos portanto
que ¢/ = ¢ = =TTl (=¢'). Logo, por (H.I), temos Ay ¢’ .

CASO 3: ¢ é da forma ©¥—#6. Logo, analisamos os subcasos seguintes:

Subcaso 3.1: Suponhamos v(¢)) = F. Logo v(¢) = T, e assim ¢/ = 1p—6. Como
pelo Lema 1.3.6(2) temos - —1)—(¢p—#6) e por (H.I) vale que A, = =), aplicando MP
obtemos Ay F ¢'.
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Subcaso 3.2: Quando v(¢) = F}, com 1 < j < n. Logo v(¢) = T, e portanto neste
caso ¢’ = 1p—0. Para provar A, - ¢’ primeiramente provaremos:

Ayt (1) (a)
Com efeito, como v(¢)) = Fj, temos que v somente pode ter a forma —*3, com
k > 0 e @ atomica. Logo v(3) = Fjix, com j + k < n. Portanto, temos que

Qs = {(8),~((=8)"), ..., ~(=713)"), (=7**3)°}. Mas como j > 1 temos que
=((=*B)*) € Q3. Portanto A, F —(*), validando (a). Considerando (a) e o Lema
1.3.6(8), provamos assim que Ay - ¢'.

Subcaso 3.3: Se v(f) = T. Novamente temos que ¢ = 1p—#. Como por (H.I)
Ag F 6, obtemos Ay F ¢, por Al).

Subcaso 3.4: Se v(¢)) =T e v(f) = F};, com 1 < j <n. Logo ¢' = ~(v—0).

Como v(#) = Fj, considerando a prova de (a) no Subcaso 3.2, temos novamente que
Ay —(0%). Além disso, por (H.I) vale

Ay b1 (b)

Consideremos agora a seguinte prova em In:

1) Ay -(0) [(a)]

2) Apkd [(b)]

3) F@—0)—(—0) [Prop. 1.3.5(1)]

1) Fyv—=((v—b)—0) [Prop. 1.3.5(3), 3)]

5) = (p—b8)—8 [2), 4),MP]

6) Fo6—0* [AT)]

) Ay b (p—0)—6* [5), 6), Prop. 1.3.5(2)]
8) F (p—0) [A12), A5)]

9) Agk —(0")——-(v—0) [7),8), Lema 1.3.6(4)]
10) Ayk¢f 1), 9)]

Subcaso 3.5: Se v(¢)) = T e v(f) = F. Logo, novamente, ¢’ = —(¢»—6). Con-

sideremos para este caso a seguinte prova em In:
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1) Agkvy [(H.T)]
2) F(Y—=0)—(v—0) [Prop. 1.3.5(1)]
3) F¢—((—0)—=0)  [Prop. 13.5(3), 2)]
4) Ayt (p—0)—0 1), 3), MP]
5 F(Y—0) [A12), A5)]
6) F -=(yp—0)—(¢p—0) [5), Lema 1.3.6(3)]
7)) Ay —=(p—0)—6  [4),6), Prop. 1.3.5(2)]
8) Agk—b [(H.I)]
9) Ay F=(Y—0)——0 [8), Al)]
[

10) F (=(yvp—0))* 5), Lema 1.3.6(5)]
11) Ayt ¢ [10), 7), 9), Lema 1.3.6(6)]

Com a analise deste ultimo caso, o lema é finalmente demonstrado. O
Proposigao 1.3.10 Se 0 € uma tautologia do cdlculo I™, entao vale que = 6*.

Demonstracido: Trivial, pois pelas tabelas de verdade de I™,  é da forma —*(¢#)

com k > 0 ¢é # um conectivo bindrio. Logo, aplicando A12) e (no caso em que k > 1)
o Lema 1.3.6(5) k vezes, vale o resultado. O

Lema 1.3.11 Seja AU {q:} um conjunto de formulas de I", e 0 uma tautologia de
I"™. Suponha que valem os sequintes fatos:

1) A, =(@”), (q) 6

2) A, =(@1%), ~((mq1)"), (=Pq)* =0

n-— 1) A, _‘((h*), _'((_'QI)*)v R _\((_|n72q1)*)’ (_'nil(h)* -6
n) A =(@?), ~((maq1)*), - - - _‘((_‘n_lch)*)v (="q)" -0
n+1) A-q,q¢*F0

n+2) Aq,qp*H0

Entao vale que A+ 6.

Demonstracao: Assumamos as premissas acima indicadas, e provemos A 6. Com

efeito:
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Por A13) e n) temos que vale n') A, =(q;*), =((=q1)*), ..., =((=""1q1)*), 6
Comparando agora n’) e n — 1), e aplicando o Lema 1.3.4 temos que vale:
a) A, =(q*), ~((=q)*), - (2" 2@)") F =((=" " qr)*) -0

b) A =(q1*), =((=q1)"), .., ~((="*q)") B (=" qn)* =0

Por outro lado sabemos que vale

c) F((=""tq)")”

do Lema 1.3.6(9). E do Lema 1.3.6(5) e de c) vale:
d) F (=((=""'a1)")*

A partir de d) e ¢) podemos aplicar a Proposigao 1.3.6(4) em a) e b) respectivamente,
e assim vale:

e) A, _'(Q1*)7 R _'((_'n72q1>*) - _'8_>_'_'<(_'n71(h)*>

£) A= (@), (5" 2q) B =0—==((=" 1))

Logo, de e) e f), e aplicando A3), Teorema da Deducao e transitividade temos
&) & (") ~((~20)) =) A ()]

Por outro lado, da Proposi¢ao 1.3.10 e do Lema 1.3.6(5) vale - (—=6)*, e assim, apli-
cando novamente o Lema 1.3.6(4) temos

h) A, =(qi%), - (2" 20)") B =2 q) ") A == (" ) )=t

Como na conclusao da dedugao h), o antecedente é somente uma instanciagdo do
axioma esquema A9), podemos obter portanto

i) A =(¢r"), -, _'((_'n_QQ1>*) F -0

E novamente da Proposicao 1.3.10 (aplicando agora o Lema 1.3.6(3) ) obtemos

) AA(@"), (" P)) B

O procedimento aplicado de a) a j) pode resumir-se assim: considerando um
conjunto qualquer de féormulas ¥ e uma férmula qualquer o do célculo I™ entao,
partindo das seguintes assungoes:
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(1) X F af,
(2) XFa—be
(3) ¥ F —a—¥0
(e utilizando o fato de que 6 é tautologia ) é possivel obter 3 F 6. Agora, podemos
comparar j) com o fato n-2). E, procedendo de forma andloga aos pasos a),...,j),
podemos chegar a
k) A, =(qr"), ... 7_'((_'n_3ql>*) =0
Podemos aplicar este procedimento novamente, considerando os fatos 1) ... n-3)

em ordem decrescente. Temos assim:

A =(q*) 0 (4)

Por outro lado, considerando os fatos n+1) e n+2) e o Lema 1.3.4 temos
A, g} F g1 —0 e também A, gj - ¢;—#6. Considerando que gj é hipdtese das duas con-
seqiiéncias acima indicadas, podemos aplicar o mesmo procedimento que o utilizado
de a) a k) 8. Temos assim
A" HO (B)

Comparando (A) e (B), e aplicando o mesmo procedimento ja utilizado, conjun-

tamente com o Lema 1.3.6(9) chegamos finalmente a A F 6. O

Teorema 1.3.12 (Completude para [, 2 <n) Se 6 ¢é tautologia do cdlculo 1™

(com 2 < n), entdo 0 € teorema da axiomdtica In.

Demonstracao: Podemos aplicar exatamente o mesmo argumento que para a prova

do Teorema [.2.10, a partir dos Lemas [.3.9 e 1.3.11, simplesmente modificando os

conjuntos ; associados a cada valor v(g;). O

Teorema 1.3.13 (Completude geral) In é completa e correta para 1™, com n €
IN.

8E preciso considerar ¢ como hipétese para poder aplicar o Lema 1.3.6(4) nas férmulas g1 —0 e
_‘ql—>9.
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Demonstracao: Considerar Teoremas 1.3.3, [.3.8 e [.3.12. O

Observacoes 1.3.14

e Notar que na prova do Teorema 1.3.12 é preciso considerar (n + 2)™ valoragoes
de I™ no total, para poder demonstrar o Teorema 1.3.12. Isto é, as valoragoes
utilizadas fazem variar a totalidade de valores de 77~ nas féormulas atomicas de
0 de todas as formas possiveis.

e Da mesma forma que para a hierarquia P", o procedimento aplicado no Teo-
rema [.3.11 nao pode ser generalizado para o caso n = 1, sendo por tal motivo
necessarios os Lemas [.3.7 e [.3.8.

e Notar que, assim como na axioméatica P", nao estudamos a independéncia dos
axiomas de I™. Por outro lado, a axiomatica dada na Definicao 1.3.1 tem a
vantagem de ser intuitiva o suficiente para expressar as propriedades gerais dos
calculos [™. O

I.4 Axiomatica Rosser-Turquette para I"P*

Finalizaremos a andlise axiomatica das hierarquias P", I"™ e I" P* com uma nota

referente a uma axiomatizacao alternativa possivel para as hierarquias mencionadas.

E possivel definir para certos calculos n-valentes uma axiomatica de tipo Hilbert
de forma geral, denominada Axiomética Rosser-Turquette (cf.[Got01]). Textual-

mente, o resultado é enunciado como segue:

Teorema 1.4.1 (Rosser-Turquette) Seja £ um cdlculo com representag¢io ma-
tricial m-valente com m > 2, em que seus valores X € T serao denotados por

Ty, T, ..., T,. Suponhamos que em L € possivel definir os sequintes conectivos (ndao
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necessariamente primitivos) verificando as suas fungoes associadas (com X eY como

varidveis no conjunto T de valores de verdade) as propriedades expressas a sequir 9 :

e Um conectivo —, tal que X—1Y ¢ D somente quando X € D eY ¢ D.

e Para cada X € T existe uma fungao 1-dria Jx tal que Jx(X) € D, e Jx(Y) ¢
D, quando X #Y.

Logo, uma axiomdtica correta e completa para L ¢ dada pelo sequinte conjunto de
axiomas esquemas, sendo a unica regra de inferéncia o Modus Ponens:

Al) ¢—r(Y—19)

A2) (9—1(Y—10))—=L(Y—r(¢—10))

A3) (p—r¥)—=1((Y—10)—r(d—10))

Adx) (Jx(9)—=1(Ix(9)—= 1)) —L(Ix(9)—1¥), para cada X € T

A5) (J1,,(9) =)= ((Jr, (@)= L) = (I (@) =) —12) .. ))

A6X) Jx (), quando « € uma constante da linguagem, e X € o valor que denota «

Q

mT
A7X) Jx(¢)—r¢ para todo X € D.

A8x) (Jx,(01)—=1(Ixy(d2) =L - - - (Jx, (D) = 1T x, (F(D1, B2, - - -, dm))) - - ) para todo
conectivo m-dario #, e valendo em T que #(X1,..., Xm) = X;.

Demonstragao: Pode-se encontrar uma prova deste teorema em [Got01] O

Teorema 1.4.2 Eziste uma axiomdtica Rosser-Turquette para todo cdlculo da Hierar-
quia {I,,P.}nren (E portanto para as Sub-Hierarquias I™ e P*).

Demonstracao: Seja o calculo I"P*. Precisamos achar um conectivo que tenha as

propriedades de — . Obviamente esse conectivo é a implicacdao — do célculo I"P*.
Por outro lado, para cada um dos valores F, Fy, ... F, eT, Ty, ..., T} precisamos definir

um conectivo associado. Tal conectivo é definido da seguinte forma:

9Lembrar que usamos os mesmos simbolos para denotar os conectivos definidos em IL e as suas
funcoes associadas.
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Jr(9):=—¢ A (9)

Jr(0):==(") A =((=d)*) A ... A=((=71)*) A (—ig)* Para 1 <i<n

o Jr(¢)=¢ A (¢)°

I1;(0):= ~(6°) A= ((m)°) Ao A=((719)°) A (H¢)° Para 1 < j < k.

Das tabelas de verdade de 1™ P* temos que as funcoes associadas aos conectivos acima

definidos verificam as premissas do teorema anterior, e portanto é possivel axiomatizar

Pk O
Observacao 1.4.3

Como ¢ facil ver, devido ao fato de que o conjunto de axiomas sugeridos é variavel
segundo a cardinalidade do conjunto de valores de verdade de um célculo 1™ P* dado,
a axiomatica encontrada é pouco operativa. Mesmo assim o resultado implicito que
achamos interessante dentro desta ultima demonstragao é o fato de ser possivel car-
acterizar cada valor de verdade de I"P* de forma univoca a partir de conectivos da
linguagem IL do célculo antes mencionado. Um problema interessante que propomos
é achar uma axiomatica de tipo Hilbert com um nimero de axiomas fixo para todos
os cdlculos da Hierarquia. O
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