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0

Preludio

Resumo da Opera

Em 1990, Walter Carnielli propds uma nova e original abordagem a
semantica formal de ldogicas ndo-cldssicas, a assim denominada semdntica de
tradugdes possiveis. Dada uma logica ndo-classica L, tratava-se originalmente de
buscar um conjunto de traducées (cf. da Silva et al., 1998, e Carnielli & D’Otta-
viano, 1997) desta l6gica em ldégicas polivalentes, conjunto este cuja combinagao
nos viria a fornecer uma semantica correta e completa para L. Em particular, se L
nio fosse caracterizdvel por matrizes finitas, isto €, se ndo dispusesse de uma
semantica verofuncional, poderiamos de certa forma recuperar esta verofuncio-
nalidade apenas aceitando interpretar cada uma das férmulas de L como o con-
junto de todas as suas tradugGes possiveis. Se L ja fosse ela prépria uma logica
polivalente, entdo bastaria tomar como unica tradu¢do a funcdo identidade. Nao
obstante a evidente generalidade deste método, até recentemente poucos eram
os outros exemplos conhecidos de légicas dotadas de semanticas de traducgdes
possiveis.

Na presente dissertacdo, concentramo-nos principalmente nas légicas ditas
paraconsistentes, isto é, aquelas que nos permitem lidar com sistemas inconsisten-
tes porém nao-triviais, produzidas a partir do trabalho do 16gico brasileiro Newton
da Costa (1963). As légicas paraconsistentes nos permitem explorar o significado
e o funcionamento da contradicdo nas linguagens formais. Na década de 40, o
filésofo Wittgenstein j4 manifestara uma visdo bem pouco ortodoxa do papel da
contradicdo na matemdtica — o que justifica a investigacdo das possiveis relagoes
entre Wittgenstein e a paraconsisténcia que efetuamos na primeira parte desta
dissertacdo. Em seguida, no campo mais técnico, mostramos como fornecer se-

manticas de tradugdes possiveis para cada cdlculo da hierarquia originalmente
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proposta por da Costa, C,, 1<n<®, bem como para os célculos de onze outras
hierarquias relacionadas. Além disso, a partir das semanticas de tradugdes possiveis
para os célculos destas hierarquias, mostramos como construir-lhes limites dedutivos
inferiores e superiores, a maior parte deles definidos aqui pela primeira vez.

Uma série de problemas e resultados relacionados as semanticas de tradu-
¢oes possiveis € por fim apresentada e comentada. Mostramos a relevancia deste
tipo de semantica ao estudo das combinagoes entre logicas (cf. Blackburn & de
Rijke, 1997a e 1997b) e da dualidade entre l6gicas (ctf. Queiroz, 1997). Observa-
mos que as semanticas de tradugdes possiveis ndo devem necessariamente se basear
em ldégicas polivalentes, mas podem se basear em ldgicas quaisquer, como por
exemplo as logicas modais. Diversos resultados conhecidos na literatura acerca
dos cédlculos paraconsistentes acima mencionados sdo expostos, e varios deles sdo
corrigidos.

Nao podemos deixar de observar que, em alguns trabalhos recentes (cf.
Carnielli, 1997, e Carnielli & D’Ottaviano, 1997), as semanticas de tradugdes
possiveis foram denominadas semdnticas ndo-deterministicas. Embora tenha pa-
recido atraente em um certo momento, esta designacdo foi abandonada por reve-
lar-se obscura — afinal, o que sabemos sobre uma semantica quando sabemos que
ela € ndo-deterministica? — e, mais ainda, inoportuna. De fato, nas ciéncias da
computacdo, o termo “ndo-deterministico” ja se encontra sobrecarregado de signi-
ficacdes: ndo € dificil, assim, encontrar referéncias a linguagens de programacao
nao-deterministicas, bem como a cdlculos, a expressdes, a modelos, a mecanismos
e a autdmatos ndo-deterministicos; denominam-se algumas vezes ndo-determinis-
ticos 0s processos estocdsticos; sdo ditos nao-deterministicos os problemas cujas
solucdes apresentam uma classe de complexidade nao-polinomial. Se tal em-
baraco ainda ndo fosse suficiente, podemos finalmente encontrar a mesmissima
expressao ‘‘semantica nao-deterministica” em Crawford & Etherington, 1998, s6
que com um significado praticamente oposto ao que almejamos com os exemplos
da semantica de traducdes possiveis que aqui apresentamos: estes autores denomi-
nam uma certa semantica ‘“nao-deterministica” exatamente quando suas valora-

¢des ndo sao verofuncionais.
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Ja a expressdo “semanticas de traducdes possiveis” certamente sugere
alguma similaridade com as conhecidas semanticas de mundos possiveis, suges-
tdo esta que € deliberada, pois, sob um ponto de vista intuitivo, nas semanticas de
tradugdes possiveis tudo se passa como se estivéssemos trabalhando com vérios
mundos, s6 que cada mundo é dotado de uma légica prépria, e sdo as tradugdes
que nos permitem passar de um mundo a outro. As semelhancas técnicas entre
estes dois tipos de semanticas aparentemente param por ai, mas as programaticas
talvez vao mais longe. Ora, poderiamos pensar nas semanticas de tradugdes
possiveis como uma realizagdo muito mais radical da interpretacio modal que
herdamos de Leibniz: ndao s6 o mundo poderia ser diferente do que é, isto €, ndo
sO os fatos poderiam ter ocorrido diferentemente, mas também a l6gica subjacente
aos fatos poderia variar de um mundo a outro. Sobre esta tese, contudo, ndo
convém insistir no momento.

Procedemos por descrever minudente, conquanto brevemente, o contetido

da presente dissertacao.

Detalhes tao pequenos

Capitulo 1

“Contradicao. Por que justo este fantasma? Isto € mesmo muito suspeito.”
Wittgenstein, Foundations I11-56.
Segundo da Costa et al. (1995b), “dado o seu cardter de l6gica ndo-classica,
nenhuma exposicdo geral da paraconsisténcia pode ser minimamente aceita sem
algumas observagdes filosoficas acerca da sua natureza.” Ora, encontramos nos
escritos de Wittgenstein um curioso € insistente reclamo por tolerancia com
relacdo a presenca de contradigdes em um sistema matematico. Seria Wittgenstein
um filésofo-mor da paraconsisténcia? Esta € a questio sobre a qual nos debru¢camos

neste capitulo.
A propria trajetéria filoséfica de Wittgenstein comegou pela atracdo que o
filésofo sentira pelo paradoxo de Russell, uma contradicdo que ameacava o0s

fundamentos da matematica na virada do século XX, e continuou anos mais tarde
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pela critica ao programa formalista de Hilbert, o qual pretendia demonstrar vez
por todas a consisténcia da aritmética. Tanto o paradoxo de Russell quanto a
Metamatematica de Hilbert sdo apresentados em 1.

E costume dividir a obra wittgensteiniana em duas: a primeira, do Trac-
tatus Logico-Philosophicus, e a segunda, mais ou menos a partir das Investigacoes
Filosoficas. A despeito da altivez da primeira filosofia de Wittgenstein, é sua
segunda filosofia que mais nos interessard aqui. Seu programa matematico se
encontra esbocado no ultimo pardgrafo das Investigacoes, em que o filésofo afirma
que “é possivel uma investigacdo da matemadtica inteiramente andloga a nossa
investigacdo da psicologia. E tdo pouco matemdtica quanto a outra é psicoldgica.
Nela ndo se calcula; ndo €, pois, logistica, por exemplo. Poderia merecer o nome
de investigacdo dos ‘fundamentos da matemadtica’.” As obras Remarks on the
Foundations of Mathematics e Wittgenstein’s Lectures on the Foundations of
Mathematics sdo por certo as principais fontes nas quais podemos colher os frutos
desta investigacdo, mas as personalissimas opinides de Wittgenstein acerca dos
fundamentos da matemética podem, de feito, ser hauridas e esclarecidas em prati-
camente toda a sua obra, bem como em diversos trabalhos de seus comentadores.
De todos os trabalhos relevantes deste género os quais houvemos colocar ao nosso
alcance procuramos fazer proveito.

Para ser fiéis ao filésofo, e ao seu peculiar método filoséfico, neste capitulo
nos guiamos por perguntas, menos, porém, com o intuito de respondé-las de forma
definitiva do que utilizé-las como roteiro de viagem. Pois “em filosofia é sempre
bom por uma questao ao invés de uma resposta a uma questdo. Pois uma resposta
a uma questdo pode facilmente ser injusta; livrar-se dela por meio de outra ques-
tdo ndo o €.” (Foundations 11-5)

Em 1.1 apresentamos o paradoxo de Curry, formulado mais ou menos na
mesma época (1942) em que Wittgenstein exorava aos seus jovens em Cambridge
uma mudanga de atitude com relagdo a contradi¢do e a consisténcia na mate-
matica. O paradoxo de Curry nos mostra, contudo, que hé outras vias légicas em
direcdo a trivializacdo da teoria de conjuntos, sem passar necessariamente pela
contradicdo, como ocorre no caso do paradoxo de Russell. Desconhecemos a

opinido de Hilbert sobre a constru¢ao de Curry: o velho matematico enfrentava na
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época as atribulagdes de uma Guerra Mundial, e morreria um ano depois. Witt-
genstein, por seu lado, ndo parece ter sequer tomado conhecimento da constru¢ao
de Curry: tanto quanto Hilbert, ele se preocupou tdo-somente com o problema da
inconsisténcia dos célculos formais, sem distingui-la da trivialidade. De uma
maneira ou de outra, certamente ndo seriamos capazes de distinguir na obra de
Wittgenstein qualquer proposta efetiva de um célculo paraconsistente.

O que fazer da contradicao? Em 1.2 exploramos algumas das afirmacdes —
elas proprias contraditorias — de Wittgenstein a este respeito. Na sua primeira
filosofia, as contradi¢des ndo t€m vez: elas hdo de ser simplesmente dissolvidas;
na sua segunda filosofia, pergunta-se pelo uso possivel das contradi¢cdes nos jogos
de linguagem. Wittgenstein altercou longamente com seus alunos, entre eles
Turing, e buscou dar conta — sem muito €xito, diga-se de passagem — das contra-
dicdes “ocultas”, as quais, acreditava-se, poderiam eventualmente explodir, donde
decorreria desafortunadamente a trivializacao do cédlculo subjacente.

Em 1.3 conhecemos as criticas e as recomendagdes de Wittgenstein com
relacdo a atitude dos matemdticos em face da contradicdo, e analisamos os
proprios objetivos de sua pratica filos6fica. Wittgenstein insiste que a matematica
€ uma espécie de jogo, e que os problemas surgem quando 0s matematicos se
esquecem disso — eles se levam a sério demais. Wittgenstein nao julgava realmen-
te que o problema da consisténcia fosse um problema legitimo, dai o seu entendi-
mento de que o problema da contradi¢do estaria menos na sua acdo do que na
nossa reagao.

Examinamos, em 1.4, os pontos de proximidade e de afastamento entre
Wittgenstein e aqueles 16gicos que sdo comumente tomados por fundadores da
logica paraconsistente. Arguimos a tese de que Lukasiewicz e Vasiliev merece-
riam o titulo de paternidade da légica paraconsistente, e apresentamos as idéias
basicas de seus verdadeiros pais, Jaskowski e da Costa. Fazemos ainda breves
consideragdes sobre a ontologia da paraconsisténcia.

Em 1.5 mergulhamos fundo na andlise wittgensteiniana da matematica.
Buscamos as origens e as consequéncias da critica feita por Wittgenstein a propria

idéia de que a matemaética deveria ter um fundamento, e para tanto fazemos uso de
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seu vocabulario caracteristico. Entram em jogo as no¢Oes de “gramdtica”, “forma
de vida”, “histéria natural”, “semelhancas de familia”. Conhecemos, em 1.5.1, a
rejeicdo por Wittgenstein de toda sorte de meta-disciplinas — e, em particular, a
Metamatematica de Hilbert. Este ponto de vista culmina num grande engano na
interpretacdo wittgensteiniana das provas de consisténcia relativa, € na completa
incapacidade de compreender o funcionamento do Segundo Teorema de Godel.
Em 1.5.2 propomos explicar tanto a rejeicdo da Metamatemadtica quanto a
concepg¢do bastante particular de cdlculo manifestas por Wittgenstein a partir de
seus conceitos pré-semanticos hoje tdo inusuais.

Finalmente, em 1.6, perguntamo-nos quais as consequéncias praticas do
arrazoado wittgensteiniano. Do sermdo de Wittgenstein aos mateméticos pode
resultar desde o simples incomodo até o engavetamento de certos projetos, pas-
sando, por exemplo, pelo completo mal-entendido com relagdo ao significado do
Primeiro Teorema de Godel — mal-entendido este que talvez tenha tido origem a
partir dos conceitos pré-semanticos acima mencionados.

Parte deste capitulo foi apresentada pelo autor na comunicacdo intitulada
“(Wittgenstein & Paraconsisténcia)”’, no VIII ENCONTRO NACIONAL DE FILOSO-
FIA, promovido em setembro de 1998 pela Associacdo Nacional de Pos-Gradua-

cdo em Filosofia (ANPOF), em Caxambu, MG.

Capitulo 2

Principiamos este capitulo comparando as exigéncias de Jaskowski e de da
Costa por ocasido da constru¢ao dos primeiros calculos proposicionais paraconsis-
tentes. Observamos que, contrariamente a Jaskowski, da Costa ndo apresentou de
imediato uma seméntica para os célculos de sua hierarquia C,, 1<n<®, nem
sequer exigiu que eles devessem ter uma interpretacao intuitiva.

Em 2.1 apresentamos o célculo C; e mostramos como a sua construcéo
axiomadtica pode ser vista de maneira mais ou menos ‘“dual” a constru¢do do
Célculo Intuicionista de Heyting. O quadro apresentado na Figura 1 surge de uma
modificagdo necessaria do quadro apresentado em Alves & Queiroz, 1991. Em
2.1.1 buscamos caracterizar sintaticamente o célculo C;, expondo algumas de

suas mais importantes propriedades. Em 2.2 definimos a conhecida semdntica de
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valorag¢des nao-verofuncionais para Ci, e provamos algumas das consequéncias
mais importantes desta definicdo. Provamos canonicamente, em 2.2.1, a corretude
e a completude desta semantica de valoragdes, e apresentamos o seu procedimento
de decisdo por quase-matrizes em 2.2.2. Corrigimos, nesta dltima se¢do, uma
incorrecdo apresentada no algoritmo que define este procedimento de decisdo em
Alves, 1976, e da Costa & Alves, 1977. Para bem fixar este método de decisao, a
se¢do 2.2.2.1 traz diversos exemplos de quase-matrizes para Cj.

Em 2.3 comparamos o trabalho jé feito sobre as légicas paraconsistentes
com aquele realizado sobre as ldgicas intuicionistas, procurando mais uma vez
motivar a introdu¢do de uma nova semantica formal para as primeiras, a semdn-
tica de tradugobes possiveis. Para definir uma tal semantica de tradugdes possiveis
para C; baseada em uma ldgica trivalente, precisamos primeiro definir a 16gica
trivalente em questio, e em seguida definir um conjunto de funcdes de tradugdo.
Em 2.3.1 introduzimos as matrizes da l6gica W, as quais tornaram factiveis os
artigos de Carnielli (1999), e de Carnielli e do autor (Carnielli & Marcos, 1997a), e
em 2.3.1.1 conseguimos mostrar que esta l6gica W3 é dedutivamente equivalente
a logica paraconsistente J 3, introduzida por D’Ottaviano & da Costa (1970).

Em 2.3.2 armamos um primeiro ensaio, introduzindo um conjunto bastante
“generoso” de funcdes de traducdo, fungdes que levam as férmulas de C; a
férmulas de "'W3. Na secdo 2.3.3 a semantica de tradugdes possiveis para C; é
cosida, e em 2.3.3.1 verificamos que a sua corretude so se realiza se restringimos
em algo as funcdes de traducdo recém-introduzidas. O conjunto de traducoes
possiveis de uma férmula de C; é dado por todas as imagens desta férmula por
meio das fun¢des de traducdo. Em 2.3.3.2 eliminamos uma parte destas fungdes,
notando a redundancia das tradugdes possiveis por elas produzidas, e apresenta-
mos finalmente o conjunto definitivo de fun¢des de tradu¢do com o qual iremos
trabalhar, o qual verificamos possuir propriedades adequadas, andlogas aquelas
em 2.2. Em 2.3.3.3 demonstramos a conveniéncia, um resultado mais forte do que

a corretude, qual seja, de que podemos transformar um modelo de W3 e uma

funcdo de tradugdo da estrutura de tradugdes possiveis para C; em um modelo de
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valoragdes. O resultado em 2.3.3.4, denominado representabilidade, é a reciproca
da conveniéncia, e em 2.3.3.5 mostramos que a completude da semantica de
traducdes possiveis para C; dele decorre. As provas da conveniéncia e da repre-
sentabilidade aqui apresentadas, inspiradas por Carnielli, sdo originais.

Em 2.3.3.6 mostramos através de diversos exemplos como a semantica de
tradugdes possiveis fornece imediatamente um novo procedimento de decisdo para
as féormulas de C;, e em 2.3.3.7 mostramos como mapear este procedimento ao
procedimento por quase-matrizes anteriormente apresentado, e vice-versa: poderi-
amos dizer, grosso modo, que as traducdes possiveis causam o acréscimo de
novas colunas onde as quase-matrizes acrescentam novas linhas. Através de suas
traducdes possiveis, as formulas de C; perdem de certa forma sua unicidade,
passando a ser interpretadas como um conjunto de possibilidades na linguagem
de W3; em compensacio, o procedimento de avaliacdo para as férmulas deste
conjunto passa a ser verofuncional.

Seguimos até 0 momento um método heuristico na apresentacdo da pri-
meira semantica de tradugdes possiveis da presente dissertacao. Apenas em 2.3.4
apresentamos uma primeira defini¢do para a semantica de traducdes possiveis, a
qual se baseia no conceito de traducoes entre sistemas logicos, conceito este
apresentado e discutido em 2.3.4.1, junto com outros conceitos relacionados. Em
2.3.4.2 reapresentamos a semantica de tradugdes possiveis para C; em termos

deste novo vocabulario.

Capitulo 3

Este capitulo estende o trabalho feito no capitulo anterior para o restante
da hierarquia C,, com n<®. Em 3.1 mostramos como construir axiomaticamente
cada um dos célculos desta hierarquia, construcdo ilustrada na Figura 2. Anota-
mos incorre¢des na definicdo de férmula bem-comportada apresentada em da
Costa, 1963, e na prova por independéncia de que cada cdlculo C, seria estrita-
mente mais forte do que seus sucessores, apresentada em da Costa, 1963, e repe-

tida em Alves, 1976.
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As semanticas de valoragdes para cada C,, suas consequéncias e os pro-
cedimentos por quase-matrizes correspondentes, sao os resultados apresentados e
discutidos em 3.2. Em 3.3 apresentamos as restricdes que devem ser introduzidas
sobre as fun¢des de tradug¢do em cada caso para definir as semanticas de tradugdes

possiveis baseadas em W, para cada C,.

Capitulo 4

Neste capitulo abordamos o problema de se definir um “limite” para a hie-
rarquia C,, 1<n<®. Em 4.1 notamos que o cdlculo C,, de da Costa ndo € sendo
um limite muito “fraco” para a hierarquia C,: embora todos os teoremas do
Cilculo Positivo Cléssico sejam vélidos em cada C,, tal ja ndo acontece em Cg,.
Se desejamos, como seria muito natural, que o cdlculo-limite seja tal que seu
conjunto de teoremas coincida com o conjunto de teoremas comuns a todos 0s
célculos da hierarquia, isto €, que o cdlculo-limite seja o limite dedutivo da
hierarquia, percebemos que C, ndo se presta a cumprir este papel, pois ndo passa
de um mero limite dedutivo inferior, e complicado demais, por sinal.

Apresentamos em 4.2 a axiomatizacdo do cdlculo C,,;,, sugerida por Car-
nielli, calculo construido com o objetivo de estender C, de tal forma a ser capaz
de demonstrar todos os teoremas do Calculo Positivo Classico. Mostramos em
seguida como caracterizar C,,;, através de uma seméntica de valoragdes bastante
simples. Em 4.3 comparamos os cdlculos Cy, € C,,;, € nos perguntamos se este
ultimo nos daria o desejado cdlculo-limite da hierarquia C,. Antes de responder a
esta questdo, mostramos, em 4.4, como fornecer uma semantica de tradug¢des pos-
siveis bastante simples para C,;, baseada nas matrizes de uma ldgica trivalente
que denominamos W, e verificamos em seguida como é possivel fazer uso desta
semantica de tradugdes possiveis a fim de mostrar que o célculo C,,;, €, por con-
sequéncia, também o célculo C,,, sdo incapazes de demonstrar quaisquer proposi-
coes negadas.

Em 4.5 mostramos que o cdlculo C,,;,, embora seja um interessante € novo

limite inferior para a hierarquia C,, também ndo € o cdlculo-limite desta hierar-
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quia. Verificamos assim que ha, por exemplo, Leis de De Morgan validas em cada
calculo da hierarquia C,, que sdo, ndo obstante, indemonstraveis a partir de C ;.
Fixando como exemplo uma destas férmulas de De Morgan, mostramos em 4.5.1
como derivé-la sintaticamente em cada C,,, e mostramos em 4.5.2 como tanto suas
quase-matrizes quanto suas traduc¢des possiveis confirmam sua validade em cada
C,, mas desconfirmam esta validade no caso de C,;,. O célculo C,;, apresenta
um axioma a mais do que o cdlculo Cg,, mas notamos que este axioma é de-
monstravel em cada um dos célculos C,, célculos estes que apresentam, por sua
vez, dois axiomas nao-demonstraveis em C,;,. Em 4.5.3, para fechar de vez o
assunto, provamos a indemonstrabilidade das leis de De Morgan nos calculos
produzidos pela retirada de C, de qualquer um destes dois axiomas nao-demons-
traveis em C,,;,. A sec¢do 4.5.4 resume todo o esforco feito até entdo.

Finalmente, em 4.6, mostramos como as semanticas de traducdes possiveis
para os cdlculos C, podem ser utilizadas para definir a semantica de tradugdoes
possiveis para Cp;,, o verdadeiro cédlculo-limite da hierarquia C,, e até mesmo
providenciar para este cilculo um procedimento de decisdo.

Os principais resultados deste capitulo, e varios outros, tais como aqueles
apresentados no capitulo ..., Primeiras Estorias, e alguns resultados encontrados
no apéndice ®X®, foram apresentados no XII Encontro Brasileiro de Ldgica,
promovido em maio de 1999 no Parque Nacional do Itatiaia, no Rio de Janeiro, e
podem igualmente ser encontrados em um artigo de Carnielli e do autor (Car-

nielli & Marcos, 1997b).

Capitulo 5

Apresentamos neste capitulo muitos outros calculos paraconsistentes relaci-
onados a hierarquia C, de da Costa, seja porque a estendem, seja porque consistem
em alternativas a ela, e para cada um deles mostramos como fornecer semanticas
de tradugdes possiveis adequadas. A maioria destes calculos € introduzida na pre-
sente dissertacao.

As duas primeiras novas hierarquias sdo apresentadas em 5.1, e sdo cons-

truidas a partir da observagao de que o célculo C trata de maneira diferenciada as
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as formulas —(AA—A) e =(—AAA): apenas a validade da primeira indicaria neste
célculo o bom-comportamento. Ora, podemos construir um calculo simétrico a C;
no qual a segunda férmula é que fosse privilegiada, e um terceiro cdlculo poderia
dar a ambas o mesmo tratamento. Outras trés hierarquias sdo apresentadas em 5.2,
a partir da constatacao de que a formula A———A poderia ser acrescentada a cada
célculo das hierarquias anteriores. Béziau (1990) sugeriu estender o célculo C; de
da Costa, “facilitando” a propagacdo do bom-comportamento, de modo a tornar
possivel a obtengdo de uma relagdo de congruéncia nao-trivial, indefinivel em Cj.
Apresentamos em 5.3 a hierarquia C,,, originada a partir desta modificacio, e suas
relagdes de boa-equivaléncia. Cinco outras hierarquias relacionadas podem ser
construidas a partir de C,;, como nas duas secdes anteriores.

Discutimos, em 5.4, a questdo de se propor “limites” para todas estas hie-
rarquias. Definimos, em 5.4.1, o célculo C,,;,;, um limite dedutivo inferior para a
metade das doze hierarquias acima, construido a partir de C,,;, pelo acréscimo do
axioma A———A, como em 5.2. Deixamos clara ainda a possibilidade de se
definir célculos-limites para cada uma destas hierarquias por meio da combinagao
das semanticas de tradugdes possiveis de cada um de seus cdlculos, exatamente
como fizemos em 4.6 para a hierarquia C),.

Em 5.4.2 nos interessamos por cdlculos maximais estendendo as hierar-
quias mencionadas. Um célculo deste género é o célculo trivalente P’ intro-
duzido por Sette (1973), que estende metade destas hierarquias. Este célculo é
apresentado em 5.4.2.1, e aprendemos como fornecer-lhe semanticas de sociedade —
um caso particular de semanticas de tradugdes possiveis, estudado em Carnielli &
Lima-Marques, 1999 — além de semanticas de mundos possiveis baseadas numa
estrutura reflexiva com no maximo dois mundos. Mostramos ainda uma maneira
original de caracterizar o cédlculo ' por meio de uma seméntica de traducdes
possiveis. Em 5.4.2.2 introduzimos um outro cdlculo trivalente maximal, que
batizamos P2, capaz de estender todas as doze hierarquias estudadas, e mostra-
mos como dotd-lo igualmente de uma semantica de sociedade, uma semantica de

mundos possiveis e uma semantica de traducdes possiveis.
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O calculo P? é apresentado em Marcos, 1997a, artigo no qual podem ser
encontrados os principais resultados da secdo 5.4.2 e suas subsecdes, bem como

toda a parte final do apéndice @+ @.

Capitulo ...

Este capitulo final se ocupa de diversas questdes relacionadas as semanticas
de traducdes possiveis que foram negligenciadas até este ponto. Em Combinacées
entre logicas, mostramos como as semanticas de tradugdes possiveis podem ser
vistas como uma maneira de combinar 16gicas visando a um objetivo especifico.
Ora, cada traducdo de uma légica L; em uma légica L, define um fragmento de L,
que “se comporta como” L;. Podemos, neste fragmento de L,, reproduzir, a
menos de uma tradugdo, as operacdes que executamos em L;. Os exemplos de
semanticas de traducgdes possiveis até aqui estudados nos mostraram como fatorar
uma légica dada em termos da combinacao das légicas definidas nos fragmentos
dados pelas tradugdes consideradas. Nosso objetivo aqui foi sempre o de fornecer
uma interpretacdo para uma logica nao-classica. Nos interessamos nesta se¢cao nos
outros avang¢os que poderiamos fazer na fatoragdo de l6gicas. Em Produto,
mostramos que hd uma outra maneira de combinar 16gicas, muito mais comum na
literatura, que € combinar légicas dadas para produzir como resultado uma nova
16gica, mais rica. E claro que as semanticas de traducdes possiveis também podem
ser utilizadas para este fim. Damos apenas um exemplo, devido a Carnielli (1999),
de uma légica com caracteristicas paraconsistentes definida a partir de uma
semantica de traducdes possiveis baseada na combinacdo de modelos da semantica
de mundos possiveis para o Célculo Intuicionista de Heyting.

Em Através do Espelho, discutimos brevemente a dualidade entre l6gicas.
Fazemos uso das semanticas de tradug¢des possiveis para as logicas paraconsisten-
tes estudadas para propor logicas paracompletas que lhes sdo duais em um certo
sentido. Em Primeiras Estorias apresentamos lgicas “duais” a C,i, € a Cpin, €
em Terceiras Estorias mostramos como caracterizar a dualidade entre as l6gicas
Ple J' _esta dltima introduzida em Sette & Carnielli, 1995. Fornecemos para J !

semanticas de sociedade, de mundos possiveis e de tradugdes possiveis. Seguindo
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Carnielli & Lima-Marques, 1999, apresentamos um dualizador de I Lem Pl e
apresentamos ainda uma tradugdo conservativa de I' em P, corrigindo aquela
apresentada em Feitosa, 1997.

Terminamos este capitulo com a secao Questoes abertas, reapresentando
e comentando uma série de questdes que foram deixadas em aberto ao longo da
dissertacdo, algumas delas ja levantadas na literatura (Velhas interrogacoes),
outras que surgiram ao longo do nosso trabalho (Novas interrogacoes). Em meio

a reelaboracao de tantas questdes, varios novos resultados ainda sdo mencionados.

Apéndice ®

Coletamos neste apéndice todas as ldgicas paraconsistentes tratadas na
presente dissertacdo. Apresentamos os seus Axiomas, definimos cada um dos
Calculos, e ilustramos algumas de suas inter-rela¢des na Figura 3. Como fonte de
consulta, e para bem diferenciar cada um dos célculos que ganharam semanticas
de tradugdes possiveis na presente dissertacdo, fornecemos vdrias listas de teore-
mas cléssicos: Leis de De Morgan, Implicacao-disjuncao, Implicacio-con-
juncido, Formas de contraposicao, Outros esquemas, e verificamos em quais

calculos eles sao validos.

Apéndice 0+ ®

Este apéndice se ocupa somente de 16gicas trivalentes maximais, a maior
parte delas com cardter paraconsistente.

Em Da capacidade de expressdo de 3, J3 e W3, demonstramos um
resultado original, construtivo, segundo o qual as matrizes undrias e bindrias de-
finiveis nestes trés calculos sdo exatamente aquelas, nem mais nem menos, cujo
reduto ao dominio cldssico consiste em tabelas classicas. Na se¢do seguinte, J3 €
maximal, este resultado de maximalidade € demonstrado pela primeira vez.

Em Os cilculos P! e ?2, estes dois calculos sdao estudados em detalhe.
Em Um axioma a menos demonstramos um resultado que, embora conhecido,
ndo é facilmente encontravel na literatura, qual seja, de que um dos axiomas
da apresentacdo original de P' (Sette, 1973), é dedutivel a partir dos demais.

) . L 1
NA segunda via, propomos novas axiomatizagdes para P, acrescentando novos
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axiomas a cada um dos célculos C, . Damos a seguir a demonstragdo construtiva
usual (Kélmar), ainda que original, da completude de P 1, e modificamos a
demonstracdo de sua maximalidade apresentada por Sette (1973). NA Terceira
Margem apresentamos a axiomatiza¢do do célculo P 2 e mostramos como a sua
completude pode ser demonstrada a partir de pequenas modificacdes da demons-
tracao que oferecemos para o calculo P ' na secdo anterior. A demonstracdo modi-
ficada da maximalidade de ' serve igualmente & demonstracio da maximalidade

de P>

Apéndice ox®

Este apéndice apresenta diversos resultados relativos aos calculos paracon-
sistentes citados no apéndice ®. Se é verdade que cada demonstracido de indepen-
déncia € uma pérola, oferecemos aqui um belo colar. Na primeira secdo, Da
independéncia dos axiomas de C,,, tomamos cada um dos doze axiomas de C, e
apresentamos matrizes que demonstram a sua independéncia dos demais. Estes
resultados ja haviam sido propostos em Alves, 1976, mas metade deles apresentava
problemas. Na se¢do seguinte, Da independéncia dos axiomas de C,,, mostra-
mos a independéncia dos axiomas de C,U{A———A}, e em A um passo da
l6gica classica usamos as matrizes de P para verificar que o esquema —1(AA—A)
permanece indemonstravel nestes ultimos célculos.

Em Da substituicio de axiomas provamos e desprovamos varios teore-
mas acerca da possibilidade de substituicdo de um axioma por outro no interior de
uma dada axiomatizagdo, sem alterar a teoria resultante. Em Bolas e quadrados
mostramos que as férmulas —(AA—A) e =7(—AAA) ndo sdo equivalentes em ne-
nhum cdlculo C,. Em Cq, versus C,;, aprendemos que os esquemas ((A—B)—
A)—A e Av(A—B) nio sdo demonstriaveis em Cy, (Independéncia de Peirce e
Dummett em C,) e consertamos a prova encontrada em Alves, 1976, de que
Nem C, nem C,,;, sao finitamente trivializaveis. Finalmente, em Incaracteri-
zabilidade por matrizes finitas, apresentamos duas demonstracdes, uma devida a
Arruda e outra a Carnielli — esta dltima aqui apresentada pela primeira vez — de

que determinados célculos paraconsistentes nao sdo também finito-valentes.
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Secao ©°

Nesta secdo final se encontram todas as referéncias da dissertacdo. Divi-
dimo-las em trés partes, a Bibliografia das secoes n, n<1, que serve ao capitulo 1.
e a esta introducdo (secdo 0.), a Bibliografia das secoesn, n#1, que serve
igualmente a esta introducdo, e aos outros capitulos que nao o primeiro, € 0 Indice
remissivo, que serve ao leitor curioso e parcimonioso com o seu préprio tempo.
A divis@o entre as bibliografias se justifica pelo fato de que o capitulo 1. difere
sobremaneira em natureza dos capitulos restantes, pois contém filosofia onde os
outros contém matemdtica — como consequéncia, suas fontes de consulta sdo
praticamente disjuntas das fontes dos capitulos restantes, e optamos por manté-las

em separado.
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Fazemos um ultimo comentério a respeito do uso que fizemos deste amas-
silho hipertrofiado de editor de texto e de calculadora — resumo para computador.
Segundo Picasso, “computadores sao intteis: eles s6 nos dao respostas.” O autor
concorda com o pintor em género € nimero, porém ndo em grau. Bem usado, o
precario computador de que hoje dispomos pode eventualmente converter-se em
um poderoso laboratério de experimentagdes matematicas. Nos dizeres de Feigen-
baum, um dos criadores da Teoria do Caos, podemos utilizar o computador como
“camara de bolhas” onde testar e observar o resultado de nossas conjeturas nu-
mérico-simbdlicas, com o propdsito de “criar intui¢do”. Diversos teoremas aqui
demonstrados foram sugeridos ao autor por meio desta experimentacdo no compu-
tador. Descobrimos assim, em cada caso, as restrigdes necessdrias e suficientes
sobre as tradugdes possiveis, manipulamos um sem-nimero de matrizes, imple-
mentamos diversos procedimentos recursivos. Nenhum dos apéndices teria sido
possivel sem o uso do computador. O principal programa que utilizamos foi o
MATHEMATICA, desenvolvido pela Wolfram Research.

Nem seria preciso dizer que todos os possiveis acertos e €xitos desta dis-
sertacdo devem ser partilhados pelo autor com todas as pessoas acima menciona-
das. Mas dizemos mesmo assim: sem elas nada haveria. Vale registrar ainda que
os resultados aqui apresentados sao em geral originais, a menos que se manifeste
textualmente o contrario; os resultados ja conhecidos na literatura sdo aqui, via de
regra, recalculados, e ndo apenas transcritos. Os erros que porventura persistiram,

€ claro, sdo de exclusiva responsabilidade do autor. E de seu computador.
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De Uma Filosofia Da Paraconsisténcia

Tentar derivar toda a matemadtica pura a partir de um punhado de principios
l6gicos, esta era a natureza da tarefa (dita logicista) a que se propunha Bertrand
Russell, em 1903, em seu The Principles of Mathematics (Os Fundamentos da
Matemidtica). Em um apéndice desta obra, Russell nos conta que recém tomara
conhecimento de um esfor¢o afim, empreendido alguns anos antes em um trabalho
pouco divulgado de Gottlob Frege, cujo primeiro volume viera a luz em 1893, sob
o titulo de Grundgesetze der Arithmetik (Leis Bésicas da Aritmética). Mesmo
tendo feito uma leitura apressada desta tltima obra, Russell notou uma dificuldade
que de inicio lhe pareceu secunddria, mas que logo mais seria conhecida como o
mais famoso paradoxo da teoria de conjuntos.

Muitos trabalhos em 16gica, em teoria de conjuntos e em filosofia e
fundamentos da matemadtica no século XX terdo origem neste paradoxo; sobre este
paradoxo se dird até mesmo que “a descoberta por Russell de um conjunto que é

ao mesmo tempo membro de si mesmo e ndo-membro de si mesmo € a maior

descoberta matematica desde \/5 .7 (Priest, 1979, p.240) Mas em que consiste
afinal o paradoxo de Russell?

A teoria de conjuntos encontrava-se ainda incipiente no principio do século
— seu pontapé inicial fora dado por Georg Cantor, em 1874, no artigo “Uber eine
Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen” (Sobre uma
propriedade essencial de todos os numeros reais algébricos), publicado nos
Mathematische Annalen. Somente em 1895 e 1897, nos dois artigos que compu-
nham os “Beitridge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre” (Contribui¢des
aos fundamentos da teoria de conjuntos transfinitos), Cantor faria conhecer, na
mesma publicacio acima, seus trabalhos sobre nimeros ordinais e cardinais. Mas
até as primeiras tentativas de axiomatizacdo feitas por Zermelo, em 1908 (cf. a
Introducdo a Fraenkel & Bar-Hillel, 1958), a teoria cantoriana permaneceria em

um estado primitivo, no qual se podem destacar dois principios norteadores gerais:
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e [Extensionalidade: dois conjuntos sdo iguais quando t€ém os mesmos elementos.
e Abstragdo (ou Compreensdo): toda propriedade determina um conjunto, composto por aqueles,

e somente aqueles, objetos que gozam desta propriedade.
Na linguagem padrdo da teoria de conjuntos, poderiamos formular este
segundo principio como

(PA): 3yVx (xe y <> F(x)), onde F(x) é uma férmula em que a varidvel x pode aparecer

livre, mas ndo y.

A dificuldade surge quando substituimos por F(x) a formula x¢ x. Neste
caso, temos uma sentenga que anuncia a existéncia do conjunto de todos os con-
juntos que ndo pertencem a si mesmos:

(€)) JyVx(xey e x e x).

Denominemos r o conjunto cuja existéncia é garantida por (1). Dai,
?2) Vx(xere xex).

Em particular, para x=r, temos
3 FETr<>TreET.

Como resultado obtivemos um paradoxo: um conjunto r que pertence e
ndo pertence a si mesmo. De (3) concluimos:

)] (rer)& ~(revr).

Sim, encontramos uma contradi¢cdo na nossa proto-teoria de conjuntos,
mas por que isto deveria nos preocupar? E simples. Acontece que hd um outro
principio antigo (cf. Bobenrieth, 1996, passim, em especial cap.V-2) que afirma:

e Pseudo-Escoto: de duas proposicdes contraditérias deduz-se qualquer outra proposicéo.

Poderiamos formular este principio por meio do seguinte esquema:

(PE): (& ~a) — B.

Este esquema € facilmente demonstravel em uma ampla classe de ldgicas,
classe esta que inclui a l6gica cldssica axiomatizada por Russell e Whitehead nos
Principia Mathematica, em 1910. Recordamos que nas l6gicas em geral podemos
dispor da regra de Modus Ponens, (MP), segundo a qual a partir da demonstragio
de esquemas @ e @ — 0 podemos inferir 6. De (4), (PE) e (MP) podemos concluir
a validade de um esquema [ arbitrdrio. Portanto, numa teoria cldssica que con-
tenha uma contradi¢do, qualquer férmula da linguagem subjacente a esta teoria €

fatalmente demonstravel.
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Ao conhecer este resultado, Frege viu ruir sua tentativa de fundamentar a
matemadtica. Dedekind, que trabalhava igualmente sobre os fundamentos da arit-
mética, interrompeu temporariamente seu trabalho. A fim de evitar uma formula-
cdo especifica do paradoxo, Russell (1996, Ap.B) propusera sua complexa Teoria
dos Tipos, mas acabou confessando seu temor de que ela fosse incapaz de resolver
outras versdes do “mesmo” paradoxo. A sentenca que fecha os Principles é a
seguinte:

Qual seria a solucdo completa desta dificuldade eu ndo logrei descobrir; entretanto,

como ela afeta os proprios fundamentos do raciocinio, eu diligentemente recomendo o

seu estudo a todos os que se interessam pela 16gica. (Russell, ibid., p.528)

De fato, vdrios outros paradoxos semelhantes ao de Russell foram sendo
formulados, o que levou Poincaré a instar a comunidade matemaética, em 1908, no
“IV Congresso Internacional de Matematica” em Roma, a encontrar uma solucdo
para esta crise que parecia abalar seriamente os fundamentos da matematica.
Naquele mesmo ano, Wittgenstein tomaria conhecimento dos trabalhos de Russell, e
em breve ele decidiria abandonar de uma vez por todas sua carreira como enge-
nheiro aerondutico para estudar matematica e 16gica (cf. Monk, 1995). Ao fim e ao
cabo, a matematica redundaria em alimento essencial para a sua primeira filosofia.

Anos mais tarde, de 1929 a 1944, quase metade da obra produzida por
Wittgenstein trataria da filosofia da matemadtica, e mais de uma vez ele se referiria
a este trabalho como “a sua contribui¢do principal” (cf. o verbete Matemdtica, em
Glock, 1998). Contudo, uma boa parte das observagdes e comentérios produzidos
por Wittgenstein nesta época sao por demais heterodoxos, e podem facilmente nos
conduzir a impressao de que tivemos o nosso “bom senso ultrajado” (Wright,
1980, p.295).

Nesta nova fase de sua filosofia, Wittgenstein afirma que sua tarefa “nao é
atacar a légica de Russell de dentro, mas de fora” (Foundations V-16), isto €, ele
pretende falar sobre matemética sem fazer matematica, até porque “‘em matema-
tica s6 pode haver problemas matematicos, e ndo filoséficos” (Grammar, p.369), e

sao estes ultimos que lhe interessam. Um bom modelo daquilo a que Wittgenstein
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se propde combater € dado pela motivacao filoséfica que dera origem ao programa
de investigacOes matemadticas concebido pelo matemdtico alemdo David Hilbert.

Tecnicamente, este programa poderia ser resumido pela tentativa de:

a) axiomatizagdo (de uma boa parte) da matematica;

b) prova da consisténcia por meios finitarios. (cf. Hilbert, 1926)

A prova da consisténcia da aritmética era tida, para Hilbert, como indis-
pensavel, a fim de que nos assegurdssemos de que “ninguém ird nos expulsar do
paraiso criado por Cantor” (cf. Reid, 1996, cap.XX). Dizemos de uma teoria que
ela € inconsistente quando a partir dela podemos deduzir uma contradicio, e
dizemos que ela € trivial quando a partir dela podemos deduzir qualquer férmula
na linguagem a ela subjacente. E claro que toda teoria trivial é inconsistente, e no
esquema dedutivo da légica cléssica, gracas ao Pseudo-Escoto e a Modus Ponens,
sabemos que vale a reciproca: toda teoria inconsistente € trivial. Dai o motivo pelo
qual seria importante para Hilbert demonstrar a inexisténcia de contradi¢des na
teoria de conjuntos: usando a teoria de conjuntos para fundamentar toda a mate-
matica, garantirfamos a inexisténcia de contradi¢des na aritmética, que seria por
sua vez consistente, e definitivamente nao-trivial.

Tudo isto parece bastante razoavel, e até mesmo um caminho natural para
a matematica, através do qual ela ficaria mais segura. O que entdo no programa de
Hilbert tanto incomodava Wittgenstein? Nao era, por certo, a tarefa de se evitar a
contradi¢do, pois este € um problema matemético, enquanto “a posi¢do cotidiana
da contradicao, ou sua posi¢cao no mundo cotidiano: este € o problema filoséfico.”
(Investigacoes §125) O que lhe perturbava era justamente o fato de que a auséncia
de contradi¢do, uma caracteristica interna ao cdlculo, pudesse nos dar uma
seguranga externa ao célculo, isto é, uma confianca maior no calculo. Isto decerto
ultrapassava as fronteiras do préprio cdlculo — o programa de Hilbert ndo seria
portanto um programa matematico. Mais profundamente, a critica de Wittgenstein
ia contra a idéia de que fosse possivel, ou mesmo necesséria, a fundamentacao da

matematica.
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1.1 Teria Wittgenstein formulado a idéia de uma légica

paraconsistente?

Wittgenstein teve os seus dias de profeta:

De fato, mesmo neste estidgio, eu prevejo um tempo em que haverd investigacdes mate-
méticas de cdlculos contendo contradi¢des, e as pessoas realmente se orgulhardo de ter se

emancipado até mesmo da consisténcia. (Vienna, p.139, transcrito em Remarks, p.332)

N

Com efeito, vimos assistindo recentemente a constru¢do de cdlculos
inconsistentes porém ndo-triviais, ditos paraconsistentes. Independente de sua
motivacdo ou justificacdo, os sistemas l6gicos paraconsistentes tiveram sucesso
em ilustrar a idéia de célculos que permitam a ocorréncia de proposi¢des contra-
ditérias, porém ao mesmo tempo evitem a construcdo de paradoxos como o de
Russell. Eles sdo capazes, portanto, de isolar as contradicdes, impedindo-as de
contaminar todo o resto — evitam assim a trivializagdo que advém da inconsis-
téncia. Mas a trivializagdo poderia muito bem ocorrer por outra via...

Em 1939, em suas palestras em Cambridge, Wittgenstein discutira intensa-
mente os problemas filosdficos encontrados na fundamentacdo da matematica.
Pouco tempo depois, em 1942, Haskell Curry, refinando bastante o paradoxo de
Richard, apontaria uma nova via légica em direcdo a trivializacdo. Tomemos mais
uma vez o principio da Abstracdo da teoria de conjuntos, e desta vez substituamos
F(x) por xe x — [3, onde B representa uma férmula arbitraria. Temos entdo:

5 FyVx (xey < (xex—>P)).

Denominemos ¢ o conjunto de cuja existéncia trata (5). Dati:

6) Vx(xece> (xex—P)).
Em particular, para x=c, temos:

) ceceo (cec—P).
Da bi-implicag¢do em (7) concluimos:

® cec—(cec—P).

9 (cec—PB)—cec.

Aqui entra em cena um outro principio, o qual formulariamos por meio do

seguinte esquema:
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Lei da Contracido (LC): (o — (a— B)) — (00— B).
Ora, de (LC) e de (8), por Modus Ponens (MP), segue:

(10) cec—p.
E de (9) e (10), por (MP), temos:
an cec.

Mas de (10) e (11), numa dltima aplicagcdo de (MP), temos:
(12) B

Mostramos assim que a nossa proto-teoria de conjuntos € trivial, mesmo
sem passar pela contradicao. Observe que a Lei da Contragao e a regra de Modus
Ponens sdo vdlidas em sistemas tdo fracos quanto a parte positiva do Célculo In-
tuicionista de Heyting — o paradoxo de Curry parece ser irrecorrivel." A forma
irrestrita do principio da Abstracdo e a légica cldssica sdo portanto incompativeis,
isto é, ndo € possivel manter ambas sem a trivializacdo da teoria. Mantendo a
l6gica classica subjacente, a Unica saida € portanto restringir aquele principio, que
€ o que faz, por exemplo, a teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, ZF. Nesta
teoria podemos ainda formar conjuntos que sejam a extensdo de certas proprie-
dades, mas somente a partir de outros conjuntos ja dados:

Principio Restrito da Abstracao: Vz3yVx (xe y & (F(x) &(x€ 2))).

A consequéncia incomoda € que agora ja ndo € mais possivel demonstrar a
existéncia do conjunto bindrio {x, y} formado por x e y, do conjunto unido, do
conjunto das partes de um conjunto dado, do conjunto vazio, de conjuntos
infinitos. Para assegurar seu poder expressivo, ZF deve contar com outros
axiomas além daqueles que garantem a extensionalidade e a forma restrita da
Abstragdo. Outros sistemas de teoria de conjuntos existem, tais como o de Kelley-
Morse, o de von Neumann-Bernays-Godel, e o de Quine. Todos tém cores dife-
rentes, mas o mesmo sabor: eles resolvem os problemas dos paradoxos também
impondo restri¢des sobre a formula F'(x), seu dominio ou sua forma. Assim como

a Teoria dos Tipos de Russell, estes sistemas sdo construidos de modo a evitar os

! Versoes generalizadas dos paradoxos podem se encontradas na introdugio a da Costa et al., 1998.
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paradoxos que surgem da auto-referéncia. Wittgenstein depreende dai a seguinte
licdo: “Devemos as vezes poOr restricoes a expressdao da generalidade de modo a
evitar que sejamos obrigados a extrair consequéncias indesejaveis disto.” (Zettel
§692)

Por outro lado, temos ainda a alternativa de manter a forma irrestrita do
principio da Abstracdo, modificando agora a ldgica subjacente ao nosso sistema,
substituindo-a por uma légica paraconsistente que evite também a trivializa¢do
ndo decorrente da contradi¢do (cf. p.ex. Carnielli, 1998). Ha diversas maneiras de
se fazer isso, e a forca da nossa proto-teoria de conjuntos poderia ser assim plena-
mente restabelecida. Em tais teorias paraconsistentes de conjuntos as contradi¢des
seriam ndo apenas permitidas e controladas, como poderiam ser diretamente
estudadas — conjuntos como o de Russell ou o de Curry poderiam existir sem gerar
paradoxos e poderiamos até mesmo investigar suas propriedades.

Consideremos agora o seguinte principio:

® Principio da Nao-Contradigcdo: proposi¢des contraditérias ndo podem ser simultaneamente ver-

dadeiras.

Este era para Aristételes o mais seguro de todos os principios logicos (vide

1.4). Uma formulacdo esquematica para este principio poderia ser a seguinte:
(PNO): ~ (o & ~a).

Na légica cléssica os principios da Nao-Contradi¢do, (PNC), e o Pseudo-
Escoto, (PE), sao equivalentes. No entanto, é importante ressaltar que a constru-
cdo de uma légica paraconsistente funda-se mais na rejeicao da validade de (PE)
do que na de (PNC). De fato, no apéndice @+ deste trabalho podemos encontrar
exemplos de logicas tais que:

a) vale (PE) mas nio vale (PNC): &;;
b) vale (PNC) mas nio vale (PE): J3;
¢) nio vale (PE) nem (PNC): P'e P2

Destas 16gicas, a tnica que ndo dirfamos paraconsistente é £3. Mas o que
ha de especial em l6gicas paraconsistentes e que as fazem rejeitar, pelo menos
parcialmente, (PE) e, em alguns casos, também (PNC)? No minimo, o que enten-

demos pelo simbolo de negacdo aqui deve diferir do caso cldssico. Um artificio
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comum a semantica de diversas l6gicas paraconsistentes € de tomar o operador de
negacao mais ou menos como um operador modal: sua saida ndo é funcdo da
entrada, de modo tal que podemos interpretar como verdadeiras tanto a férmula o
quanto a sua negacdo, ~o (vide p.ex. 2.2 e 2.3.1). Vemos assim que as logicas
paraconsistentes nao tém uso apenas na ilustracdo da possibilidade de existéncia
de teorias ndo-triviais mesmo que inconsistentes, € no estudo direto das proprie-
dades destas teorias; com efeito, temos aqui esbocada uma outra caracteristica
notdvel destas logicas: a possibilidade que nos ddo de explorar o significado e o
funcionamento da negacdo. Ora, se em uma tal 16gica pudermos escrever uma
férmula do tipo o & ~ @, entdo o que devemos entender da negacdo ja ndo pode ser
mais o que costumava ser, € o seu funcionamento no cdlculo nao sera definiti-
vamente o mesmo.” Mas ndo pretendemos interpretar a negagio paraconsistente
como apenas mais um operador modal, ou um conectivo undrio qualquer —
exigimos normalmente que ela, além disso, tenha algumas propriedades interes-
santes. Em suma, se por um lado devemos especificar critérios negativos para a
negacdo, de modo a obter uma negacdo paraconsistente, por outro lado devemos
especificar critérios positivos, de modo a obter uma negacdo paraconsistente (cf.
Béziau, 1999).

A respeito da negacdo, também Wittgenstein tinha certas intui¢des. O mo-
delo que ele veio esmerando desde a época do Tractatus parece consistir no que
poderiamos denominar uma visao explosiva da negacdo aliada a uma visdo cance-
lativa da contradi¢@o (cf. Goldstein, 1989, p.541-2). Assim, Wittgenstein entendia
que a proposi¢do atomica p se referia a um objeto, ~p se referia a todos os objetos
que ndo fossem p, mas p & ~p ndo se referia a objeto algum. Mas € s6 mesmo nas
Investigacoes (§547-57) que Wittgenstein se manifestou claramente contra a idéia
de que devesse haver algo em comum a toda negacgdo, isto é, de que no fundo toda

negacgao devesse ter uma esséncia, e compartilhar “um mesmo significado”.

> Um estudo sistematico da negacdo pode ser encontrado em Curry, 1952. Uma reformulagio

moderna deste trabalho € feita por Béziau, 1994.
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E pela negacio que se chega a contradicdo. Mas e a consisténcia? Talvez
aqui a linguagem tenha exercido seu feitico. Em alemao, o termo para contradi¢do
€ Widerspruch, e o termo para consisténcia é Widerspruchfreiheit, literalmente,
“que estd livre de contradicdo”. Isso pode ter inspirado Hilbert, identificando
inconsisténcia e trivialidade, a preocupar-se somente com a possivel presenca de
contradi¢des no cdlculo, sem imaginar que a trivialidade pudesse ser alcancada por
um outro caminho, como mostrou o paradoxo de Curry. Enquanto isso, desconhe-
cendo igualmente o resultado de Curry, Wittgenstein criticava a importancia exa-
gerada que os matematicos formalistas depositavam na prova da consisténcia, € a
hostilidade que apresentavam com relacdo a contradicdo. Ele caracterizava o seu
préprio objetivo como o de “alterar a atitude em face da contradicao e das provas
de consisténcia. (Ndo mostrar que esta prova mostra algo desimportante. Como
poderia ser assim?)” (Foundations 11-82)

Entre as principais convic¢des as quais Wittgenstein acreditava estarmos

inclinados, e que ele deseja alterar, estdo:

a) Um célculo com um contradi¢éo é de algum modo essencialmente defeituoso.
b) Quando uma contradi¢do vem a tona, algum tipo de acdo remediadora nos é racio-
nalmente exigida — ndo podemos apenas deixar estar.
¢) H4a uma tal coisa como a légica ou a teoria de conjuntos correta, € os paradoxos
mostram que ndo a encontramos.
d) Para qualquer ramo particular da matemaética, € desejavel que ele seja arrumado de tal
forma que as contradi¢des possam ser evitadas mecanicamente.
e) As provas de consisténcia sdo necessarias — ou pelo menos desejaveis. Um sistema
para o qual tal prova ndo foi apresentada, ou ndo é obtenivel, é algo inseguro.
f) Uma contradi¢do oculta é tdo ruim quanto uma contradi¢do revelada. Um sistema
contendo tal contradicao € totalmente estragado por ela. (Wright, 1980, p.296-7)
Segundo Wittgenstein,
veremos a contradicio sob uma luz bastante diferente ao olharmos para sua ocorréncia e
suas consequéncias como que antropologicamente — e ao olharmos para ela com a exas-
peracdo do matemadtico. Quer dizer, olharemos para ela de maneira bastante diferente se
meramente tentarmos descrever como a contradicdo influencia os jogos de linguagem, e

se olharmos para ela do ponto de vista do legislador matematico. (Foundations 11-87)
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O que o filésofo realmente almeja € mudar o nosso olhar. Agora, se
tomarmos a letra a sua predicdo de que apenas uma mudanca de olhar ja seria
suficiente para promover a emancipa¢do da consisténcia, entdo parece que Witt-
genstein ¢ um dos proponentes do paradigma da paraconsisténcia (cf. Goldstein,
1989, p.541).

Se ele nos tivesse dito ao menos como proceder! No entanto, como fica
patente, Wittgenstein “ndo teve sucesso em colocar o problema de se isolar uma
contradicdo em termos logicamente vidveis, isto €, ele ndo formulou realmente a
idéia de uma ldégica paraconsistente (e talvez ele ndo a tivesse aceito se a conhe-

cera).” (da Costa & Marconi, 1989, p.24, grifo nosso)

1.2 Seria possivel formula-la a partir de sua obra?

Uma contribuicdo fundamental da paraconsisténcia terd sido a distingao
entre inconsisténcia e trivialidade: enquanto a primeira € uma caracteristica no
maximo indesejavel do célculo, a segunda representa a sua ruina, pois o cdlculo
deixa de “fazer a diferenca” (Marconi, 1984, p.336). Seu mote é dado por da Costa,
um de seus fundadores, que afirma que “do prisma sintdtico-semantico, toda teoria
matemdtica € admissivel, desde que nao seja trivial.” (da Costa, 1959, p.18)3 Gilles-
Gaston Granger descreve a ldgica paraconsistente como um “recurso provisorio ao
irracional”, por manter um indicio do racional, que € a condi¢do de nao-trivialidade,
e outro indicio do irracional, que € a presenca possivel de contradi¢des, presenca
esta a ser justificada filosoficamente (Granger, 1998, p.175). A diferenca capital no
caso de Wittgenstein € que o fil6sofo ndo aborda a questao da trivialidade, “e pode-
se duvidar mesmo se Wittgenstein, tendo bem ponderado a constituicio de uma
nova matematica, de um novo cédlculo contraditdrio, teria considerado como possivel
e apresentando algum interesse a formulacdo de uma logica da contradicdo, a

formulag@o de suas regras.” (id., ibid., p.178-9)

A este lema, da Costa denominou Principio de Tolerancia em Matemadtica, por analogia aquele

formulado por Carnap em sintaxe (cf. Carnap, The Logical Syntax of Language, 1949).
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Afinal, o que Wittgenstein realmente propde que facamos com as contra-
dicdes? “A contradicdo deve ser vista ndo como uma catdstrofe mas como um
muro indicando que ndo podemos entrar aqui.” (Zettel §687) Para a tarefa de cons-
truir um sistema dedutivo inconsistente porém ndo-trivial, “Wittgenstein oferece a
intrigante sugestdo de que deveriamos prescrever que nenhuma conclusido se
extraia da contradi¢do. No sistema que ele tem em mente hd dois tipos de regra,
permissdes e proibi¢des.” (Goldstein, 1977, p.371) Se é verdade que tudo segue de
uma contradi¢do, entdo tomemos como regra que nao devemos tirar quaisquer
conclusdes a partir de contradi¢des (Lectures XXI, p.209). Podemos permitir con-
tradicdes em nossas teorias € mesmo assim ndo admitir que tudo o mais siga dai.

Podemos dizer que tais consideracdes de Wittgenstein “sdo e ndo sdo para-
consistentes.” (Granger, ibid., p.176) O trabalho de montar sistemas 16gicos capazes
de evitar a ocorréncia das condi¢cdes contraditérias que geram paradoxos tais como o
de Russell € na verdade um empreendimento completamente distinto daquele a que
se propdoe Wittgenstein. Assim € que, em um primeiro momento, para Wittgenstein,
“a solugdo para o paradoxo consiste em detectar a condi¢do contraditoria, e livrar-se
das analogias imprecisas.” (Goldstein, 1983, p.153) As antinomias hdo de desapa-
recer por meio de uma andlise, ndo por meio de uma prova (Vienna, p.121-2).
Assim como os problemas filosoficos, elas devem ser dissolvidas. Isto pode ser
feito, por exemplo, se demonstrarmos que as sentengas que geram os paradoxos nao
t€ém uso no jogo da assercdo, sendo portanto sentencas sem sentido, e falhando
consequentemente em ser proposi¢des. Como somente proposicdes podem ser
verdadeiras ou falsas, estas sentengas ndao sdo nem verdadeiras nem falsas, e sua
conjunc¢do ndo forma uma contradi¢do (Vienna, p.124). Mais ainda, a idéia de que a
contradicdo ndo seria uma proposicdo pode ser encontrada em toda a obra de
Wittgenstein, desde o Tractatus (compare, por exemplo, 4.064 com 4.461, ou 4.01
com 4.462, ou finalmente 3.13 e 3.31 com 6.11), até sua filosofia posterior: a
contradi¢do de Russell poderia ser concebida como algo supra-proposicional, algo
que se eleva como uma torre sobre todas as proposi¢des e olha para ambas as

dire¢cdes, como uma cabega de Jano (Foundations 111-60).
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Na segunda filosofia de Wittgenstein, o significado, ou o sentido, ndo sao
propriedades das sentengas abstraidas de um jogo de linguagem, jogo que serve de
articulacdo entre linguagem e realidade. Dai dizer que “vocé ndo compreende a
proposicdo até que tenha encontrado a aplicacdo.” (Foundations 1V-25) Wittgen-
stein insiste: a Unica razdo que poderia nos levar a evitar as contradi¢des € sua
falta de utilidade nos nossos jogos de linguagem cotidianos. Pois o jogo da contra-
dicdo s6 pode ser, no maximo, um jogo de linguagem que nos € inutil (Lectures
XX1, p.207-9). Em certos momentos Wittgenstein exagera, e afirma que nos jogos
“liteis” ndo ha contradicdo, até porque ndo a permitiriamos (Foundations 11-80).
No mais das vezes, porém, ele tenta imaginar situacdes em que as contradi¢des
fossem admissiveis, ou até mesmo desejaveis. Nos nossos jogos de linguagem
mais simples, por exemplo, poderiamos ordenar a alguém: “Feche a porta e ndo
feche a porta”. Ora, se nosso proposito fora o de produzir espanto e indecisdo, que
sucesso! (Foundations 11I-57) Até mesmo para o Paradoxo do Mentiroso — “eu
estou mentindo” — poderiamos imaginar varios usos na nossa vida (Foundations
V-30). De fato, podemos dar diversos usos diferentes para a contradicio nos
nossos jogos de linguagem. Podemos até mesmo atribuir-lhe novos significados e
transferir alguns destes usos para a matemdtica (Lectures XVII, p.174-6). O
importante € deixar claro que ndo temos razdes a priori para proibir as contradi-
¢oes, pois elas podem ser uteis em algum jogo. Wittgenstein aqui ndo nos brinda
exatamente com uma rica dieta de exemplos ilustrando quais praticas que incluem
a contradi¢cd@o estariam entre 0s jogos que as pessoas realmente jogam. Ele sugere,
porém, alguns usos possiveis, caso viéssemos a descrever a mudanca por meio da
contradi¢do, e disséssemos de um objeto em movimento que ele estd e nio estd em
um determinado lugar (Foundations V-8), ou caso desejdssemos provar que tudo
neste mundo € incerto (Foundations 11-81).

Poderiamos imaginar situagdes em que alguém se orgulhasse de ter con-
seguido produzir uma contradi¢cdo onde outros falharam. Ou que as pessoas jamais
utilizassem os paradoxos, mas estivessem felizes de viver suas vidas na vizi-

nhan¢a de uma contradi¢do (Foundations 11-81). J4 no caso em que desejdssemos
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produzir uma contradi¢do com propodsitos estéticos, por exemplo, aceitariamos
com hesitacdo uma prova de consisténcia, pois ela evidenciaria para nds a
esterilidade de nossos esforcos (Foundations 11-82).

Em suas palestras de 1939, Wittgenstein tinha como aluno o matematico
inglés Alan Turing, e € este quem o chama de volta a matematica. O que acontece,
pergunta Turing, se temos um sistema de célculo que € inconsistente, mas no qual
a contradi¢ao estd oculta? Alguma coisa ruim pode ocorrer, como por exemplo ao
aplicarmos este sistema ao cédlculo de uma ponte que, apds construida, cai (Lec-
tures XXII, p.211). Poderiamos abonar a empresa construtora apontando um
defeito intrinseco do célculo utilizado? Poderia ter ocorrido um erro da engenharia
e nao do engenheiro? O célculo trivial ainda é um célculo? Wittgenstein se irrita
profundamente com a idéia de que possa haver uma contradi¢@o oculta no célculo.
Diz: “Se a contradi¢do estd tdo bem escondida que ninguém a nota, porque nao
deveriamos denominar o que fazemos agora um auténtico cédlculo?” (Foundations
V-12) Se temos um método para encontrar tal contradi¢ao oculta, basta aplicé-lo.
Ao encontra-la, remendamos a teoria, se for o caso, de modo a evita-la (Vienna,
p-120, 124-6, 194-5 e 199-200). Mas se ndo temos um critério de busca, Wittgen-
stein sustenta que nao faz sentido dizer que ela esta “oculta” (Vienna, p.201, 174
e 195-6). Por outro lado, talvez nés simplesmente ndo estejamos conseguindo
enxergd-la — e quem sabe no fim das contas ela nem seja tdo perigosa assim!

(Foundations 11-88)

Em um sistema gramaticalmente elucidado, ndo hé contradi¢cdes ocultas, pois uma regra
deve ser e é dada para se encontrar uma contradi¢do. Uma contradicdo s pode estar
oculta aos sentidos ou entdo oculta por assim dizer na “barafunda” das regras, na parte

desordenada da gramdtica. (Grammar, p.305)

As respostas de Wittgenstein a Turing sdo realmente muito pouco sa-
tisfatérias. Turing duvidava, por exemplo, de que fosse possivel, como queria
Wittgenstein, estabelecer uma regra que nos impedisse de tirar conclusdes da
contradicdo, ou que pudéssemos evitar a trivializacdo do cdlculo simplesmente
evitando usar uma contradi¢cdo conhecida: haveria outros caminhos, sem passar

diretamente pela contradi¢cdo (Lectures XXII, p.220), e caminhos pelos quais
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talvez nem percebéssemos estar passando. Certamente nao fazia sentido, como
propunha Wittgenstein, tomar “a parte sauddvel do calculo”, de que dispiinhamos
antes da inconsisténcia aparecer (Vienna, p.196-7). Ora, de fato hd uma boa parte
do célculo de Frege, por exemplo, que independe das premissas contraditorias,
mas € fato também que a contradi¢cdo pode nele ser gerada sem grande esforco.
Ficava dificil assim defender a proposta de que ndo deveriamos tirar conclusoes
quaisquer de uma contradi¢do (Lectures XXII, p.220), ou de que deveriamos en-
contrar um modo de ndo prosseguir a partir de uma contradi¢do (Lectures XXIII,
p-223), ficava dificil defender que uma teoria inconsistente pudesse ser nao-trivial.
Como deveriamos proceder, professor? “Vocé parece estar dizendo que se usar-
mos um pouco de bom senso ninguém se saird mal”, insinuou Turing. “Nao”,
redarguiu Wittgenstein, “absolutamente NAO ¢é isso o que eu quero dizer.”
(Lectures XXII, p.219) Mais adiante ele dird que nao € o senso comum, mas € algo
bem parecido: a nossa educagdo, ou treinamento, talvez (Lectures XXIII, p.223).
Contudo, numa carta a Moore, em 1944, Wittgenstein afirma claramente que as
contradi¢des deve ser resolvidas pelo “senso comum” (cit. em Hallett, 1977, p.656).
Isto certamente condiz ao espirito do filésofo cujo slogan era: “Nao trate o seu
senso comum como um guarda-chuva. Ao entrar em uma sala para filosofar, ndo o
deixe do lado de fora, mas o traga consigo.” (Lectures V1, p.68)

Uma analogia que seduz longamente Wittgenstein é a do célculo que
contém uma contradi¢do visto como um corpo que contém o germe de uma enfer-
midade. “Acredita-se que uma contradicdo oculta, tal qual uma doenga oculta,
cause danos, embora (e talvez justamente porque) ela ndo se mostre claramente.”
(Grammar, p.303) Entdo, argumentariamos, encontrar uma contradicdo em um
sistema, assim como um germe em um cOrpo que em caso contrario estaria sau-
davel, mostraria que o sistema ou corpo como um todo estd doente. “De modo
algum”, diria Wittgenstein. “A contradicio nem mesmo falsifica coisa alguma.

Z 9

Deixe-a ficar. Nao entre 14.” (Lectures X1V, p.138) O que significaria dizer que o
corpo poderia estar doente, porém nao dispomos de nenhum exame para verifica-

lo? (Remarks, p.338) A idéia de que mesmo assim pudéssemos estar fatalmente
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enfermos seria uma espécie de hipocondria. Wittgenstein simpatiza mais com a
comparacao da contradi¢cdo com um sintoma, do que com um germe. A contradi-
cdo seria assim apenas um sintoma (local) da doenca de todo o corpo do calculo
(Foundations 11-80). Mas ela ndo precisa ser sintoma de doenga alguma...

Um interessante exemplo de Wittgenstein ajuda a esclarecer uma conduta

possivel para o caso em que encontridssemos uma contradi¢do no nosso jogo:
Suponha que haja uma contradi¢io nos estatutos de um determinado pais. Poderia haver
uma lei segundo a qual em dias de comemoracdo o vice-presidente devesse se sentar
proximo ao presidente, e uma outra lei segundo a qual ele devesse se sentar entre duas
senhoras. Esta contradicdo pode passar desapercebida por algum tempo, se ele estiver
constantemente doente nos dias de comemoracdo. Mas eis que um dia vem uma come-
moracdo e ele ndo estd doente. Entdo o que fazemos? Eu diria: “Precisamos nos livrar
desta contradi¢do.” Tudo bem, porém isto vicia o que fizemos antes. De maneira

alguma. (Lectures XXI, p.210)

Neste caso, até que tivéssemos encontrado a contradicdo, até o dia da co-
memoragdo a qual o vice-presidente finalmente compareceu, ndo precisamos nos
preocupar. Ao encontrd-la, finalmente fazemos algo a respeito, € mexemos nos
estatutos. Mas eles ja ndo eram estatutos, mesmo com a contradi¢ao embutida? E
ndo funcionavam perfeitamente? O leitor deve observar que o exemplo acima é
igualmente interessante por ndo figurar uma contradi¢cdo inevitdvel. Realmente, o
presidente poderia ser uma mulher, e neste caso nao haveria qualquer dilema!

Ao viajar em uma estrada encontro um precipicio e decido voltar. Isto ndao
¢ “viajar”’? No caso do sistema matematico no qual encontramos uma contradicao,
serd que nao estdvamos fazendo matemdtica antes? (Foundations 11-81) Bem,
decerto estavamos fazendo matematica, mas matematica inconsistente. Sobre isto
opinou Curry (1977): “A apresentagdo dos paradoxos [...], a qual foi feita na
linguagem universal, levou muitas pessoas a afirmar que a linguagem universal é
inconsistente. De fato €, se usada sem cuidado, e se presumiria que a falta de
cuidado vé causar problemas a qualquer tipo de atividade.”

O que nos teria impedido até agora de caminhar no sentido da triviali-
zacdo? Um anjo bom, talvez. “Pode-se dizer, creio: um anjo bom sempre serd

necessdrio, o que quer que voce faga.” (Foundations V-13)
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A Metamatematica de Hilbert pretendia, por meio das provas de consis-
téncia, demonstrar que ndo haveria contradi¢des ocultas no sistema. Ora, uma
contradi¢c@o oculta que ndo tivesse simplesmente passado desapercebida nem fosse
encontravel por meio de um critério preciso deveria se tratar, segundo Wittgen-
stein, de uma contradi¢do acrescentada ao sistema por um novo tipo de construgao,
ndo previsto — como no caso da constru¢do dos enunciados auto-referentes que
geram os paradoxos. O filésofo propde que ndo atentemos a constru¢des como a
de Russell; deveriamos antes rejeitd-las (Lectures XXIII, p.222-5). Da mesma
forma, Wittgenstein acreditava que nenhuma descoberta metamatematica poderia
produzir um sistema imune a possibilidade destas constru¢des — s6 mesmo um

anjo bom poderia fazé-lo.

1.3 Uma mudanca de olhar?

Wittgenstein realmente acredita que o matemadtico cria os problemas nos
quais ele se perde. “O matematico € um inventor, nado um descobridor”, afirma o
filésofo (Foundations 1-167). A respeito do método da diagonal de Cantor, por
exemplo, ele diz que tal procedimento ndo tem qualquer emprego pratico; mais
ainda, seu emprego nao esta para ser descoberto, mas inventado (Foundations 1-9).
Do matematico que encontrou uma contradi¢do no célculo, Wittgenstein diz que
adicionou algo ao calculo, que criou um novo célculo (Lectures XXIII, p.225).

“O matemadtico cria esséncia.” (Foundations 1-32) Mas na segunda filo-
sofia de Wittgenstein a esséncia € aquilo que nos € dado pelos critérios, normas e
convencdes gramaticais, ou seja, “‘a esséncia estd expressa na gramatica.” (Investi-
gacoes §371) A esséncia de um termo da linguagem ndo € uma entidade, mas nos
€ dada pelo esclarecimento gramatical deste termo, cuja significacio se define pela
multiplicidade de seus usos na linguagem. Por isso, o que realmente preocupa o
filésofo € o momento em que o matemdtico comum se permite ultrapassar as
fronteiras do discurso matemadtico formal, e passa a interpretar seus objetos de

estudo e falar a respeito de sua objetividade e realidade.
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Um tal matemético por certo pensa que a utilidade essencial dos sistemas
matematicos puros € descrever determinadas estruturas conceituais € que a no¢ao
de verdade para estes teoremas corresponde a este ensejo. Alfred Tarski, em seu

trabalho fundamental sobre o conceito semantico de verdade (1944), afirma:

Eu ndo penso que a nossa atitude frente a uma teoria inconsistente mudaria mesmo que
decidissemos por alguma razdo enfraquecer o nosso sistema l6gico de modo a privar-nos

da possibilidade de derivar toda sentenga de quaisquer duas sentencas contraditdrias.

Sob este ponto de vista, a inconsisténcia seria portanto um desastre, sim-
plesmente por ndo estarmos dispostos a pensar nas estruturas como inconsistentes.
O matemdtico comum ndo pensa que a matemdtica ¢ um jogo, € como um jogo
ndo precisa a priori corresponder a um padrao especifico, a menos que lhe incum-
bamos da tarefa de descrever a situagcdo presente (Foundations 11-82), o que na
matemadtica aplicada — a qual ja era conhecida de Wittgenstein — consistia em
evitar contradi¢des e ndo usd-las. Por que, ao descobrirmos que este jogo é
inconsistente, ele deixaria de ser jogavel? Ou diriamos entdo que nos engana-
ramos: ele de fato nunca foi jogavel? (Foundations V-28) Tal € o matematico que,
como Tarski, ndo considera aceitdveis as teorias inconsistentes, mesmo que nao-
triviais, por acreditar que estas teorias devam conter sentencas falsas. Mas Wittgen-
stein estd aqui para fazer a critica da tendéncia a se enxergar a verdade do
principio da Nao-Contradicio como algo que deva seguir obrigatoriamente do
significado da negacdo e do produto légico e assim por diante (Lectures XIX,
p-184). Wittgenstein rejeita qualquer distingdo entre o significado e o uso real dos
simbolos, e acrescenta: “O sistema de regras determinando um calculo determina
assim também o ‘significado’ de seus termos.” (Remarks, p.178)

Wittgenstein se refere com mofa ao “temor e veneragao supersticiosa dos
matematicos em face da contradicdo” (Foundations Ap.l-17). Na realidade, o
Unico interesse que ele encontra na contradi¢ao inventada (sic) por Russell estd no
tormento que ela tem proporcionado as pessoas (Foundations Ap.I-13). Contudo,
as ilacoes que elas deduzem dali, sobre, digamos, o cardter transcendente da con-
tradicdo, o grau de certeza ou de verdade dos sistemas de célculo, e outros quetais,

isto sim preocupa o filésofo. Pois o matemético comum parece crer que entre dois
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sistemas, um que € reconhecidamente consistente, e outro cuja consisténcia nao

z

foi confirmada, o primeiro tem fundamento mais sélido, ou é metafisicamente
mais verdadeiro do que o segundo. Wittgenstein observa que “uma coisa é usar
uma técnica matematica que consista em evitar contradi¢des, outra coisa € filo-
sofar contra a contradicio na matemdtica.” (Foundations 1I-55) E preciso “extrair
o espinho metafisico” aqui encravado (Foundations V-9).

Por que as pessoas tém medo das contradicdes? “Acima de tudo, o que
deve impressionar o observador incauto € que os matematicos estejam continua-
mente aterrorizados por uma coisa, que € um tipo de pesadelo para eles, que € a
contradi¢do.” (Vienna, p.131) Wittgenstein até se dispde a compreender que tema-
mos a contradi¢do fora da matematica, porém nao dentro dela. Pois se uma ponte
cair, nosso erro foi o de usar uma lei natural errada. Todavia, Turing afirma que
nao podemos ter confianga no nosso calculo até que saibamos que ndo ha nele
contradi¢des ocultas. Wittgenstein insiste que nds nunca realmente usamos as
contradi¢gdes: se alguém usasse o paradoxo de Russell para multiplicar, difi-
cilmente dirfamos que ele estd multiplicando. Turing reformula sua objecdo: ndo
sabemos se a ponte ndo caird se usarmos um cdlculo sem contradi¢des, mas se
usarmos o cdlculo com contradi¢gdes, algo certamente daré errado! (Lectures XXII,
p.217-9)

Seriam realmente necessarias as provas de consisténcia? “A prova de
consisténcia ndo pode ser uma questdo de vida ou morte para a matemdtica.”
(Vienna, p.141) Pensa-se que a prova de consisténcia seja necessaria, pois em caso
contrario corremos o risco de “cair no atoleiro a cada passo.” (Foundations 11-78)
Mas as pessoas ndo parecem sentir tamanha necessidade de provas de consistén-
cia, e depositam sua inteira confian¢a em sistemas matematicos mesmo que lhes
falte esta prova. Se uma contradi¢do fosse realmente encontrada na aritmética, 1sso
nos mostraria que uma aritmética com uma tal contradi¢do pode nos servir muito
bem (Foundations V-28), como tem de fato servido. Caso tal contradi¢do apare-
cesse decerto ndo estariamos dispostos a abandonar todos os cdlculos feitos pelos

matematicos ao longo dos séculos, nem muito menos diriamos que eles ndo eram
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calculos legitimos (Remarks, p.346). O que Wittgenstein pretende combater sdo as
convicgoes de que a presenca de uma prova de consisténcia deveria nos dar neces-
sariamente mais certeza do que a sua auséncia, de que poderiamos dispor de um
mecanismo que nos protegesse contra a contradi¢do, de que ndo deveriamos con-
fiar em um célculo que ndo tenha sido provado consistente, de que ha tal coisa
como um célculo 16gico correto, sem as contradi¢des, de que a prova de consis-
téncia tem como propdsito prdtico nos dar motivo para a predicdo: ‘“Nenhuma
desordem surgird.” (Foundations 11-82 a 86)

Em conversa com Waismann, em dezembro de 1931, Wittgenstein lhe

ouve formular o problema da consisténcia:
Como sei que uma proposi¢ido que provei por métodos transfinitos ndo pode ser refutada
por um cdlculo numérico finito? Se, por exemplo, um matemdtico encontrar uma prova
do Ultimo Teorema de Fermat que faca uso essencialmente de métodos transfinitos —
digamos o Axioma da Escolha, ou a Lei do Terceiro Excluido na forma: ou a conjetura
de Goldbach e vélida para todos os nimeros ou hd um nimero para o qual ela ndo vale —
como sei que tal teorema ndo pode ser refutado por um contra-exemplo? Isto ndo € nem
um pouco auto-evidente. E no entanto € impressionante a confianca que os mateméticos
depositam nos modos transfinitos de inferéncia, a tal ponto que, assim que uma tal prova
for conhecida, ninguém mais tentard descobrir um contra-exemplo. Surge agora a ques-
tdo: esta confianca € justificavel? Ou seja, estaremos seguros em supor que uma proposi-
¢do que tenha sido provada por métodos transfinitos ndo poderd jamais ser refutada por

um cdlculo numérico concreto? (Remarks, p.342-343)

Embora Wittgenstein pense que este € um problema mal posto, ele tece
algumas consideracdes sobre varios outros problemas que medram ao seu redor.
Para Wittgenstein, o que temos € um jogo, e uma aplicacdo do cdlculo consiste em
tomar as proposi¢des verdadeiras e falsas como correspondentes a posi¢cdes no
jogo, e as regras de sintaxe como as regras do jogo: fornecemos desta maneira a
gramdtica de uma linguagem. Para o fil6sofo parecia claro que uma contradi¢do s6
poderia ocorrer entre as regras do jogo, € ndo em suas configuragdes. A sintaxe
ndo pode ser justificada, ndo hd tal coisa como a justificagdo para um jogo (Re-
marks, p.321-2; 344-5). As regras podem nos deixar em uma situagdo tal que nao

saibamos o que fazer. Imagine duas pessoas que jogam hd muitos anos uma mes-
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ma partida de xadrez. Em certo momento, um deles faz um movimento e ambos
exclamam: “Ganhei!” Terd necessariamente um deles se enganado? Suponha que
D, um famoso jogador de futebol, dispute com G, um famoso jogador de ténis,
uma espécie de partida hibrida de té€nis-futebol. Em um certo momento, a bola
bate na rede, e G grita: “Ponto!”, ao passo que D grita: “Gol!” Encontraremos a
contradi¢do responsdvel por este desatino? E o que faremos com ela? Enfim,
devemos reconhecer que “um calculo € aplicavel a tudo aquilo que ele € aplicavel”
(Remarks, p.323); mas € claro que com um pouco de imaginagdo e boa vontade
podemos sempre conceber uma aplicacao.

O que perturbava Wittgenstein ndo era que a contradicao de Russell fosse
uma contradi¢do, mas que crescesse no corpo sauddvel da matematica como um
cancer, sem objetivo ou dor. Seu principal problema era a falta de aplicacdo e,
portanto, de significado. Se seu surgimento no nosso calculo € tdo furtivo, por que
deveria ela estragar tudo? E por que deveriamos nos livrar dela? (Foundations
V-8) Nao ha nada que nos force a dizer que “p e ndo-p” seja falso, isto € uma con-
vencdo. As contradicdes ndo tem que ser falsas, elas sdo simplesmente tomadas
como falsas nos nossos jogos cotidianos. Wittgenstein ndo questiona o direito dos
matematicos e ldgicos de impor restricdes a matemdtica de modo a evitar contra-
dicdes, o que ele quer questionar é a concep¢do vulgar de que tal restri¢ao nos é
imposta de fora.

Durante uma certa época, Wittgenstein pretendeu explicar porque as con-
tradicoes “ndo funcionam”, porém pouco mais tarde rejeitou tais tentativas, por
espurias. A idéia de que uma contradi¢do ndo apenas ndo funciona, mas ndo pode
funcionar, este era um preconceito que Wittgenstein censurava (Lectures XIX,
p.185). Ao atribuirmos um novo significado a ela, nds a eliminamos, pois a con-
tradicdo ndo estd sendo na sentenca que a expressa. Talvez sejamos noés, afinal,
que nao desejamos que ela funcione (Lectures XIX, p.187). Em outros momentos,
Wittgenstein tinha surtos “tractatianos”, e observava que, tanto quanto as tauto-

logias da légica, as contradi¢des ndo sdo proposicdes significativas; sao, ao invés,
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férmulas vazias, que nada dizem. Nao deveriamos construi-las. Nao deveriamos
substituir & por h em “§ e h” (Foundations V-21).

Por vezes recorremos a uma analogia mecanica para entender a contradi-
¢do, e a comparamos por exemplo a uma engrenagem que emperra, € ndo pode se
mover. Ora, Wittgenstein adverte, esta imobilidade é, no mais das vezes, psicold-
gica. Ndo € que ndo possamos prosseguir, mas que nao sabemos como fazé-lo. Este
era o perigo da analogia: pensdvamos estar explicando, quando na verdade esta-
vamos apenas substituindo um simbolismo por outro (Lectures XVIII, p.178-9).
Construir ou detectar uma contradicdo nao deve invalidar o que vinhamos fazendo

antes, esta contradi¢do s € realmente nociva quando nos faz paralisar o cdlculo.

1.4 O que ha de comum entre as idéias de Wittgenstein e
aquelas expressas no projeto da légica

paraconsistente?

Ao longo do livro I da Metafisica, Aristételes argumenta que o principio
da Nao-Contradi¢do é o mais seguro de todos os principios l6gicos, uma vez que
“¢€ impossivel que simultaneamente, e segundo a mesma relacdo, o0 mesmo atributo
pertenca € ndo pertenca a um mesmo sujeito” (Aristoteles, Metafisica I', 1005b
18-25). De maneira semelhante, no paradoxo de Russell, seria impossivel que um
objeto pertencesse € ndo pertencesse a outro objeto, mesmo que este objeto fosse
ele préprio. Insurgindo-se contra a tradi¢@o aristotélica, o matematico polonés Jan
Lukasiewicz publicou em 1910 no Bulletin Internationale de [’Académie des
Sciences de Cracovie o artigo “Uber den Satz des Widerspruchs bei Aristoteles”
(Sobre o principio da contradi¢do em Aristételes), um escrito no qual ele propde
uma revisdo fundamental das leis basicas da légica de Aristételes, revisao esta que
deveria conduzir a sistemas de légica ndo-aristotélicos, do mesmo modo que a
revisao das leis bdsicas da geometria de Euclides, promovida por varios matema-

ticos do século XIX, levara a sistemas de geometria ndo-euclidianos.
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Para proceder a sua critica, Lukasiewicz toma o texto de Aristoteles no

grego original, e considera trés formulacdes do principio da Nao-Contradicao:

(a) Ontoldgica: nenhum objeto pode a0 mesmo tempo ser e néo ser tal e tal.

(b) Ldgica: nenhuma proposi¢do ndo-ambigua pode ser ao mesmo tempo verdadeira e falsa.

(¢) Psicologica: ninguém pode acreditar que o mesmo objeto possa a0 mesmo tempo ser e
nio ser. (Lukasiewicz, 1971)

Postas desta forma, é claro que nenhuma das formulagdes acima € idéntica
em significado a alguma das outras. Nao obstante, para Aristételes, a formulagao
l6gica e a formulag@o ontoldgica seriam logicamente equivalentes, dada a correlagdo
um-a-um entre as proposi¢des e os fatos objetivos (id., ibid., p.489). Além disso,
Aristételes se propde a provar o principio na sua formulacdo psicoldgica a partir
da formulagdo logica, e aqui a argumentacdo de Aristoteles sofre as primeiras
criticas incisivas de Lukasiewicz. Mas as criticas realmente decisivas sdo feitas
aos argumentos por elenchus e por raciocinio ad impossibile que Aristételes,
mesmo propugnando a ndo-demonstrabilidade do principio da Nao-Contradig¢ao,
oferece para a demonstragdo, ou nosso convencimento, da validade deste princi-
pio. No prosseguimento, Lukasiewicz rejeita a idéia de que este principio pudesse
ser mais fundamental do que os outros (Aristételes, ibid., 1005b 32-34), ja que ha
vdrios outros principios que dele independem, tais como o principio do Silogismo,
além de toda a parte positiva do céalculo proposicional classico (Lukasiewicz,
1971, p.502-3). Lukasiewicz conclui que apenas uma formulag¢do do principio da
Nao-Contradi¢ao poderia ser defendida:

(d) Prdtico-Etica: ninguém, em si consciéncia, pediria (ou faria) a0 mesmo tempo p e
nao-p.

Lukasiewicz se justifica dizendo que, neste caso, o principio da Nao-
Contradicdo € “a unica arma contra o erro e a falsidade”, e “uma marca da in-
completude intelectual e ética do homem” (id., ibid., p.508, grifo do original).
Lukasiewicz diz ainda suspeitar que talvez fosse por desejar se defender a qual-
quer custo de seus oponentes e por também reconhecer este valor pratico-ético que
Aristételes teria estabelecido este principio como um axioma final, € um dogma

inatacavel (id., ibid., p.509).
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E interessante observar que, naquele mesmo ano de 1910, sem ter co-
nhecimento dos trabalhos de Lukasiewicz, o médico russo Vasiliev, trabalhando
na Universidade de Kazan, na Russia — o mesmo local onde anos antes seu
compatriota Lobatchevski propusera a sua geometria imagindria, ndo-euclidiana —
publicaria na prépria universidade o trabalho “O Castnyh suzdéniah, o tréugol’niké
protivopolznostéj, o zakoné isklucé€nnogo ¢étvértogo” (Sobre os juizos particula-
res, o tridngulo das oposi¢des e a lei do quarto excluido), em que ele vislumbrava
a criacdo de uma légica imagindria ndo-aristotélica.* Seguindo uma senda similar
aquela trilhada por Lukasiewicz, Vasiliev argumentou que a lei do Terceiro
Excluido aparecia “na mente de Aristételes com o objetivo de refutar seus adver-
sérios, e ndo por razdes légicas” (apud D’Ottaviano, 1992, p.81).

Por terem proposto a derrogacdo das leis basicas da ldgica aristotélica,
Lukasiewicz e Vasiliev podem ser vistos como pais daquelas que hoje sao conhe-
cidas como “légicas ndo-cldssicas”. Mas ja seria demais querer vé-los como
precursores da ldgica paraconsistente. Lukasiewicz, por exemplo, encetou igual-
mente em seu trabalho uma critica a 16gica filoséfica tradicional que vinha sendo
feita até entdo, dizendo que ela “simplesmente ndo se preocupara com as distin-
coOes conceituais mais finas por ndo operar com conceitos agudamente delineados
e simbolos determinados sem ambiguidade; ao contrario, ela afundou no charco
do discurso fluido e vago usado na vida cotidiana.” (Lukasiewicz, 1971, p.494)
Mas nem por isso diremos que Lukasiewicz ¢ um precursor da filosofia analitica!

Alguns anos mais tarde, o matemdtico polonés Stanislaw Jaskowski, disci-
pulo de Lukasiewicz, tomou para si o que entendeu ser um desafio deixado pelo
mestre: encontrar uma ldgica interessante e suficientemente rica que acomodasse
inconsisténcias, permitindo a sua investigacdo consistente. Em 1948, Jaskowski
publicou na Studia Societatis Scientiarum Torunensis o trabalho intitulado
“Rachunek zdan dla systeméw dedukcyjnych sprzecznych” (Célculo proposicional

para sistemas dedutivos contraditérios), cujo resumo inicial declarava:

* Para conhecer mais sobre o trabalho de Vasiliev, cf. Bobenrieth, 1996, cap.Il, e Arruda, 1977.



1.4 O que ha de comum entre as idéias de Wittgenstein e aquelas
24 expressas no projeto da légica paraconsistente?

O autor discute as razdes que o levam a buscar um célculo proposicional ajustado as
necessidades das teorias inconsistentes. Ele analisa a solucdo para este problema encon-
trada em vdrios sistemas de l6gica ja existentes e oferece uma nova solugéo. Ele constréi
um novo cdlculo proposicional, chamado discursivo (discussivo), definindo a implica-

A . “Qa & , - . . .
¢do discursiva como: “Se é possivel que p, entdo ¢g”, onde a funcio “é possivel que p” é
entendida de acordo com o significado dado por Lewis a ela no sistema S5. Uma série
de teoremas do cdlculo € apresentada, juntamente com uma lista de certas proposi¢des

que sdo nele refutadas. (Jaskowski, 1969, p.143)

Jaskowski tomou como paradigma o discurso, a situacdo de uma discussao,
e se fez a seguinte questdo: E o caso que p? O principio do Terceiro Excluido, da
légica classica, nos ensina que a resposta aqui s6 pode ser sim ou ndo, enquanto
que o principio da Nao-Contradi¢do elimina a possibilidade de que optemos por
ambas as respostas, por sim e nido. Mas, raciocinou Jaskowski, quando fazemos
um discurso € frequente que desejemos considerar ambas as possibilidades de uma
s6 vez. Do mesmo modo, durante uma discussdo, ao defender p devemos respei-
tar, para sermos honestos, um oponente que afirma ndo-p. A ldgica subjacente a
esta situa¢do nao pode portanto ser a cldssica, a menos que fagamos algumas res-
tricdes, como abandonar o principio do Pseudo-Escoto (vide 1.). Afinal, em dis-
cussdes reais entre oponentes sérios e honestos as inconsisténcias que porventura
aparecerem nem explodem nem lotam o discurso.’

No final da década de 50 e inicio da de 60, o 16gico brasileiro Newton da
Costa publicou de forma independente seus primeiros trabalhos no estudo de
teorias contraditérias.® Segundo da Costa, os principais objetivos da 16gica para-
consistente, inicialmente chamada por ele de teoria dos sistemas formais incon-

sistentes, seriam:

(a) Estabelecer técnicas logico-formais capazes de nos permitir a melhor compreenséo das

estruturas logicas subjacentes as concepgdes dos partiddrios da dialética.

5 Para conhecer mais sobre o trabalho de Jaskowski, cf. Bobenrieth, 1996, cap.VIIIL. Desenvolvi-
mentos mais recentes podem ser encontrados em D’Ottaviano & da Costa, 1970, e Kotas & da
Costa, 1978.

6 Um levantamento dos resultados relacionados publicados entre 1963 e 1974 pode ser encontrado

em da Costa, 1974.
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(b) Contribuir para o préprio entendimento das leis da l6gica cldssica.

(c) Estudar o esquema da separagdo da teoria de conjuntos, quando se enfraquecem as
restricdes a ele impostas.

(d) Contribuir para a sistematizacdo e o balango de teorias novas que encerrem contradi-
coes e de antigas que, por esse motivo, foram abandonadas ou praticamente relegadas
a segundo plano.

(e) Colaborar para a apreciagdo correta dos conceitos de negacdo e de contradigdo. (da

Costa, 1994, p.174)

Da Costa introduziu uma hierarquia de calculos proposicionais paraconsis-
tentes (vide os capitulos 2. e 3.), estendendo-a em seguida a célculos de predica-
dos de primeira ordem, calculos de predicados de primeira ordem com igualdade,
cdlculos de descricdes e teorias de conjuntos inconsistentes porém no-triviais.’

A primeira importante licio que podemos depreender do trabalho destes
16gicos € que os principios logicos sdo tdo evidentes quanto as leis da geometria —
isto €, ndo tém evidéncia alguma. Wittgenstein faria observacao semelhante, em
suas palestras sobre a matematica, e acrescentaria: “Afirmar que a logica é auto-
evidente, querendo dizer que ela produz uma impressao particular, nao nos ajuda em
nada.” (Lectures XVIIL, p.174) O fil6sofo assume que podemos negar o principio da
Nao-Contradicdo e o Terceiro Excluido (Foundations, Ap.I-18), e também imagina
situacdes em que o principio da Identidade ndo valeria (Foundations 1-132, V-31, V-
33). Frege deceto nio teria concordado com estas manobras: segundo ele, aquele que
ndo reconhece um principio 16gico, como o da Nao-Contradicao, sofre de “um tipo
ndo diagnosticado de loucura” (Frege, 1967, p.XVI). Wittgenstein conhecia este
parecer de Frege (Lectures XXI, p.202), porém reiterou: “As leis da légica, por
exemplo, Terceiro Excluido e [Nao-]Contradi¢do, sdo arbitrarias. Esta afirmacgao
repugna um pouco, ndo obstante verdadeira.” (1932-1935, p.71)

Em relagdo a filosofia da paraconsisténcia, € possivel fazer uma separagao
entre duas posturas paraconsistentes distintas, a primeira delas, que denomina-
riamos “posicdo fracamente paraconsistente”, permite inconsisténcia em algumas

teorias nao-triviais, ou seus andlogos, tais como a linguagem ou o pensamento, a

7 Para conhecer mais sobre o trabalho de da Costa, cf. Bobenrieth, 1996, cap.IX e X.
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outra, a “posicdo fortemente paraconsistente”, também denominada dialetéica,
admite contradi¢des no mundo real (Priest & Routley, 1989, p.4). Nao ¢é dificil
filiar Wittgenstein na primeira escola, mas ha quem afirme que € possivel mesmo
apontar tendéncias dialeteistas na segunda filosofia de Wittgenstein, tendéncias
que se mostravam tdo maiores quanto maiores se tornavam as suas crescentes
indisposi¢des com relacdo as correntes fundacionalistas em matematica (Gold-
stein, 1989, p.551-7).

Ambas as posicdes fraca e fortemente paraconsistentes tém sido extensa-
mente criticadas por filésofos, por variadas razées. Como da Costa apontara ja em
1958 (p.6-7):

Em virtude do classico principio da [N@o-]Contradi¢cdo, uma proposi¢do e sua negacio
nio podem ser verdadeiras ao mesmo tempo; dai ndo ser possivel uma teoria valida do

ponto de vista filoséfico (ou logico) encerrar contradigdes internas. Supor o contrario

constituiria, aparentemente, um erro filoséfico.

Filésofos como Wright (1980, p.298, 303, 310) sustentam que os sistemas incon-
sistentes sao duplamente problemaéticos: (1) com relacdo a sua aplicabilidade, e (2)
com relacdo a sua no¢do de verdade. Com relacdo a (1), Wright argumenta que
sistemas inconsistentes devem eventualmente acabar por permitir a inferéncia de
conclusdes falsas a partir de premissas verdadeiras. Veremos adiante (vide p.ex.
2.2.1 e 2.3.3.1) que nas semanticas que temos associadas as ldgicas paracon-
sistentes isto simplesmente nao ocorre — € possivel de fato oferecer-lhes seman-
ticas corretas.® Com relacdo a (2), Wright acredita que sistemas inconsistentes
seriam simplesmente incapazes de descrever quaisquer tipos de estruturas, reais ou
hipotéticas. Neste sentido, estd claro que ele ndo considera a possibilidade de que
as estruturas sejam elas proprias inconsistentes, porém nao-triviais.

Ja na virada do século, Meinong propusera uma teoria de objetos que incluia
objetos inconsistentes, isto €, objetos com propriedades contraditdrias, tais como o

quadrado redondo, o maior nimero primo, ou o conjunto construido por Russell

¥ O que resulta em uma amplia¢do moderna da acep¢io do termo “seméntica” (cf. da Costa ef al.,

1995a).
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em seu paradoxo. Russell criticou apropriadamente a teoria de Meinong por violar
o principio da Nao-Contradicao (cf. Priest & Routley, 1989, p.24-5), mas estd
claro que tal critica perderia todo o vigor se fora utilizada na construc¢ao da teoria
meinongiana uma légica paraconsistente na qual aquele principio ndo fosse, em
geral, valido. Nao por acaso, observamos que ja Lukasiewicz se inspirara na teoria
meinongiana em sua revisdo ao principio da Nao-Contradi¢do (cf. Lukasiewicz,
1971, p.506-7).

Com relacdo a ontologia das ldgicas paraconsistentes uma interessante tese
foi defendida por da Costa (1982, cf. ainda o verbete Paraconsistency, em Burk-
hardt & Smith, 1991). Resgatando a maxima de Quine (1953, cap.I): “Existir € ser
o valor de uma varidvel” — donde o comprometimento ontolégico de nossas
teorias € medido pelos dominios de suas varidveis, isto €, existe tudo aquilo que
pode ser tomado como o valor de uma varidvel —, da Costa propds a seguinte
modificag¢do: “Existir € ser o valor de uma varidvel em uma dada linguagem com
uma determinada légica”. Assim, da Costa abre espaco para o aparecimento de
diferentes ontologias baseadas em diferentes tipos de 16gica, analogamente ao que
acontecera no século passado com o aparecimento das diferentes geometrias ba-
seadas em diferentes conjuntos de axiomas. Isto nos afasta radicalmente da visdo
de Wittgenstein acerca da matemadtica: ao que tudo indica, o filésofo dificilmente
aceitaria a idéia de que os jogos que definem a matemadtica, mesmo que pudessem

ser multiplos, requeiram qualquer espécie de “comprometimento ontoldgico”.

1.5 Quais as origens da postura de Wittgenstein frente a

contradicao e a consisténcia?

Nao precisamos destacar as criticas que Wittgenstein faz ao intuicionismo,
ao formalismo e ao logicismo, as trés escolas hegemonicas da filosofia da mate-
matica do século XX, para compreendermos a desconfianca com que o filésofo vé

a propria idéia de que deveria haver um fundamento para a matemaética.
Para que a matemadtica precisa de um fundamento? Ela ndo precisa de um, creio, mais do

que as proposi¢cdes sobre objetos fisicos — ou sobre impressdes dos sentidos, precisam
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de uma andlise. O que as proposi¢des matematicas realmente precisam é de uma clarifi-
cacdo de sua gramdtica, assim como o precisam aquelas outras proposic¢des. (Founda-
tions V-13)

Assim € que Wittgenstein critica Frege por praticar o que Wittgenstein
denominou “fisica do reino intelectual”, ja que Frege insiste que podemos veri-
ficar as proposi¢cdes por inspecdo direta através de uma espécie de sentido do
intelecto (Lectures XVIII, p.172). Pois ndo € verdade que sejamos obrigados a
entender a prova matematica como um meio de descobrir verdades acerca de um
mundo matemadtico de existéncia independente — isto consistiria numa espécie de
histéria natural (Naturgeschichte) dos objetos mateméticos, donde a aritmética,
por exemplo, se constituiria na ‘“histéria natural (mineralogia) dos nidmeros”
(Foundations 1I-11) — que Wittgenstein rejeita inteiramente. Nao temos que
acreditar que as proposi¢des matematicas descrevam entidades abstratas, ou a
realidade empirica, ou o funcionamento transcendental da mente. Similarmente
aos conceitos de sensacdes e de cores, 0s conceitos matematicos ndo se referem a
objetos especificos cuja existéncia estd garantida pelo simples uso de tais
conceitos. Assim € que Wittgenstein desaconselha, por exemplo, o uso da palavra
“infinito” no cdlculo onde quer que ela confira significado ao célculo, ao invés de
extrair significado dele (Foundations Ap.1I-17).

Segundo Moreno (1993, p.52), “as provas [matemadticas] sdo imagens que
exprimem aquilo que serd considerado como a esséncia’, elas nos encantam,
funcionam como um referencial normativo, e logo em seguida afirmamos que ndo
€ possivel pensar de outro modo. Em jogos complexos como 0s jogos matema-
ticos é muito ficil nos deixarmos conduzir pelas imagens introduzidas pelas
préprias provas, imagens que acabam exercendo forca sobre o nosso pensamento,
e nos obrigando a pensar em uma dire¢do determinada, fixando nossas referéncias.
Sao as imagens que levam o matematico a fazer afirmagdes de cardter metafisico
acerca dos “fatos matemadticos”, ou da “objetividade e a realidade dos fatos da
matemadtica”’. Moreno afirma que a prépria atividade filosofica de Wittgenstein se
converte, em sua segunda filosofia, em uma luta contra a forca das imagens, a qual

Moreno denomina “terapia gramatical”’. Assim, ainda que possamos decerto
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afirmar que o dominio da matematica € de certa forma privilegiado, uma vez que
nele se trabalha com defini¢cdes rigorosas e exatas visando a aplicacdes precisas
(id., ibid., p.51), a descricao gramatical dos conceitos exatos da matemética ainda
dependeria de que aceitdssemos “inserir tais conceitos na multiplicidade dos usos,
olhar para suas diferentes aplica¢cdes, efetivas, possiveis, € mesmo inusitadas.”
(id., ibid., p.32)

Mas o que € a gramatica? Este € um termo usado por Wittgenstein para
designar tanto as regras constitutivas da linguagem quanto a investigacdo ou a
organizacdo filoséfica destas regras (cf. o verbete Gramdtica, em Glock, 1998).
Podemos contribuir a gramatica de um enunciado (matemaético) fornecendo pro-
posi¢cdes nas quais ele estd sendo usado, esclarecendo o que temos em mente,
respondendo sobre a espécie e a possibilidade de sua verificacdo. A gramética
também nos diz que certas combinag¢des de palavras ndo tém sentido, e isto im-
plica na sua retirada de circulacdo, na sua exclusdo da linguagem (Investigacoes
§499-500). Em certo momento Wittgenstein chega a afirmar que “estd com efeito
na gramatica da palavra ‘regra’ que ‘p & ~p’ ndo seja uma regra (se p € uma regra)”’
(Grammar, p.304). Dai, ndo teria sentido assim falar em regra contraditoria,
simplesmente porque, caso ela se contradiga, ela ndo seria uma regra! Isto parece
mesmo muito estranho. Lembremo-nos contudo de que também o principio da
Nao-Contradi¢do faz parte da nossa gramdtica, e Wittgenstein ndo pensa que
devamos abrir mao dele sé porque encontramos situa¢des — na fisica quantica, por
exemplo — em que ele aparentemente ndo funciona, uma vez que ir contra este
principio s6 faz produzir proposi¢des sem sentido no nosso jogo de linguagem. E
claro que este jogo de linguagem poderia ser completamente distinto do que é,
consistindo, por exemplo, em ficar continuamente passando de uma decisdo para a
decisdo contrdria — e neste caso uma contradi¢do poderia ter um papel importante
(Zettel §685-6). “Aqui temos o método de Wittgenstein em funcionamento:
procuremos pelos usos de uma expressdo; nao assumamos que uma expressao tem
um uso dnico ou que nao tem uso algum. Entdo, tomando a contradicdo, ao invés

de asseverarmos a priori que ‘p e ndo-p’ € sempre sem sentido, consideremos a
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multiplicidade de usos que lhe damos. E se ndo conseguirmos encontrar um uso,
lembremos que sempre podemos criar um.” (Arrington, 1969, p.40)

Um ponto deve ficar aqui bem claro: para Wittgenstein, a verdade de uma
proposicdo matemdtica € fruto de nossas convengdes, porém estas nao sao estipu-
ladas arbitrariamente. Ao contrario, elas se baseiam no consenso, nao no sentido
de que todos concordamos em atingir certos resultados, mas de que todos con-
cordamos em atingir tais resultados. Nao se trata de um consenso de opinido, mas
de um consenso de acdo (Investigacoes §241, Lectures XIX, p.183-4). “Conce-
bemos a regra [...] devido a concordancia na acdo — ou seja, de que se percor-
réssemos estes passos, quase todos obteriamos os mesmos resultados. E esta regra
se torna entdo um padrao de medida. A regra ndo exprime uma conexao empirica
mas a concebemos porque hd uma conexio empirica.” (Lectures XXX, p.291-2) E
esta a natureza do convencionalismo de Wittgenstein. As regras nao sao comple-
tamente arbitrdrias, pois decorrem da racionalidade da nossa mitologia, expressam
necessidades naturais. A esséncia € vista como uma convengdo que organiza
nossas impressoes sensiveis. Wittgenstein explica que o uso que damos a lingua-
gem se ajusta a nossa forma de vida (Lebensform), este curioso entrelacamento
entre cultura, visdo de mundo e linguagem. O problema € que as pessoas nem
percebem, por exemplo, que € este ajuste que as faz atribuir inexorabilidade as
provas matemadticas: elas ndo notam que “um certo paradigma paira ante o olho de
sua mente, e elas desejam alinhar o célculo com este paradigma.” (Remarks,
p.346)

Devemos ter sempre em vista o fato de que Wittgenstein trabalha com uma
perspectiva antropoldgica da matemaética, como parte da histdria natural da huma-
nidade. Para o filésofo, a matematica constitui-se de uma familia de atividades
destinadas a uma familia de projetos (cf. o verbete Matemdtica, em Glock, 1998).
Se na primeira filosofia de Wittgenstein a desconfianga com relacdo a gramética
estava na ordem do dia, pois a forma “gramdtico-normativa” das proposicoes
poderia disfarcar sua forma légica, na sua segunda filosofia a gramatica substitui a

propria sintaxe l6gica. Mas se a sintaxe 1dgica era universal, a gramatica ndo o é —
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diferentes linguas possuem diferentes gramaticas (cf. o verbete Gramaditica, id.,
ibid.). Para mostrar que a propria matematica poderia ser bastante diferente do que
a matematica que conhecemos, Wittgenstein abre as portas da filosofia para uma
multitude de alienigenas, animais selvagens, tribos primitivas e individuos de
paises exdticos e distantes, os quais, gracas as suas diferentes histérias naturais e
formas de vida, ilustram modelos alternativos de matematica, em que a contagem
ou a medi¢do funcionam de maneira diferente da nossa, a multiplicacio da
resultados diferentes dos nossos, ou simplesmente arbitririos, a contradi¢do é um
instrumento ndo apenas permitido, mas bastante ttil. Em Foundations V, Wittgen-
stein parece crer que estes jogos de linguagem imagindrios nos ajudam a compre-
ender que, se a nossa histéria natural tivesse sido outra, a nossa matemaética
poderia muito bem ter sido a mesma que a dos alienigenas. Mas em Lectures
XXIII ele ja € mais precavido, e se afasta desta sorte de exemplos, reconhecendo o
perigo que hd em aplicar um mesmo conceito em contextos linguisticos muito
diferentes ou muito mais gerais do que de costume, pois € dificil decidir o ponto
em que teremos esticado nossos conceitos para além do limite das semelhangas de
familia (Familiendihnlichkeit), como quando aplicamos o conceito de célculo em

situacOes nas quais ja € dificil reconhecer qualquer tipo de célculo.

1.56.1 Contra a Metamatematica, |

“A gramadtica nao diz como a linguagem deve ser construida a fim de reali-
zar a sua finalidade, a fim de ter tal ou tal efeito sobre os homens. Ela apenas
descreve, e de modo algum explica o uso dos signos.” (Investigacoes §496) Com
efeito, a gramadtica ndo nos diz como construir o nosso cdlculo, ou nenhum outro
calculo. Suponhamos todavia que realmente desejdssemos construir um calculo, e
desejdssemos ainda que ele fosse tal que coibisse as contradi¢des légicas. Ora,
para Wittgenstein esta prescri¢do ja deve ser ela prépria uma lei 16gica (Lectures
XXII, p.214). Ao fazermos consideragdes metatedricas acerca do uso da palavra
“fisica”, sobre a admissibilidade e a adequacdo das leis da fisica, sobre a sua

aplicacdo ou seus construtos tedricos, entdo o que fazemos € uma espécie de meta-
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fisica. Mas se fazemos consideracdes acerca da filosofia, da linguagem ou da
matematica, estas consideragdes ji sdo, por sua vez, respectivamente filosoficas,
linguisticas ou matemadticas. Wittgenstein insiste que nao ha tal coisa como uma
filosofia de segunda ordem, ou metafilosofia, quando a filosofia fala do uso da
palavra “filosofia”, assim como a ortografia também diz respeito ao uso da palavra
“ortografia”, mas nem por isso “ortografia” seria uma palavra de segunda ordem
(Investigacoes §121). Tais observagdes se inserem em um contexto mais amplo,
em que a rejeicdo de tais “metadisciplinas” é para Wittgenstein um principio
basico de sua filosofia (cf. o verbete Metalogica /-matemcditica /-filosofia, em Glock,
1998). E aqui que se reintroduz a proposta wittgensteiniana de rejeicio das cor-
rentes fundacionalistas da filosofia e da matemaética, pois o fil6sofo entende que a
metamatematica consiste apenas na mesma e velha matematica disfar¢ada, e as
tentativas de fundamentar a matematica, como a de Hilbert, com a sua Metama-
temadtica, estariam portanto equivocadas em principio, pois se limitam meramente
a produzir novos cdlculos matematicos.

“O que Hilbert estd fazendo é matemdtica e nio metamatemética. E mais
um célculo, exatamente igual a qualquer outro.” (Vienna, p.121) Mas nio, sustenta
Wittgenstein, nenhuma parte da matemadtica pode garantir absolutamente uma
outra parte da matemadtica. Para Curry (1958, p.276), esta crenca formalista “pode
ter sido inspirada nos ‘elementos de filosofia idealista alema’ que se escondem por
trds da concepc¢do do programa de Hilbert.” O metacdlculo ndo seria portanto uma
teoria do cdlculo, mas apenas mais um novo calculo. A expressdo da consisténcia
do célculo ndo se d4 através de uma proposicao do préprio célculo, uma vez que a
prova de consisténcia repousa em uma indugdo sobre todo o corpo do célculo.
Contudo, no metacdlculo a questdo da consisténcia reapareceria, e depois no meta-
metacdlculo, e assim por diante. Dai conclui Wittgenstein que a propria concepgao
de uma metamatemadtica se assenta sobre um regressdo infinita (Remarks, p.329-
30). “Os problemas matemdticos daquilo que chamamos fundamentos nao s@ao um
fundamento para a matemdtica mais do que a rocha pintada € o fundamento da

torre pintada.” (Foundations V-13) Wittgenstein compara a prova buscada por



1.5.1 Contra a Metamatematica, | 33

Hilbert da consisténcia da aritmética ao caso do matemético que afirma ter desco-
berto que entre os pontos racionais da reta ha mais pontos: Wittgenstein entende
que ele ndo descobriu, mas inventou tais pontos, e o que tem diante de si agora é
um novo cdlculo (Remarks, p.338-9).

Todavia, a ansia em demonstrar a inutilidade de toda a empresa metamate-
matica e a vacuidade de significado de suas proposi¢des levam Wittgenstein a
posi¢des muito dificeis de sustentar, como por exemplo sua visdo de que as provas
de consisténcia relativa, ou equiconsisténcia, sdo uma tolice (Remarks, p.335).
Analisemos o caso da prova de consisténcia relativa do célculo de predicados
classico de primeira ordem, PO, com relacdo ao célculo proposicional cléssico,
CP. A consisténcia de CP pode ser facilmente demonstrada assim: mostramos
primeiramente que seus axiomas sdo tautologias, e em seguida que suas regras de
inferéncia preservam tautologias; dai, por inducdo sobre o comprimento das
provas, concluimos que todos os seus teoremas, 0s quais sao demonstrados a partir
do uso combinado de seus axiomas e regras, sdo tautologias, e como, dado o
significado da negacdo neste cdlculo, duas proposi¢des contraditérias ndo podem
ser tautologias, concluimos que duas proposi¢des contraditérias ndo podem ser
teoremas. Por outro lado, PO contém todas as féormulas de CP, e ainda outras, nas
quais aparecem quantificadores. A prova de consisténcia relativa consiste na
constru¢do de uma fungdo que leva cada formula de PO a uma férmula de CP, e
que € facil obter se simplesmente “apagamos” os quantificadores das férmulas de
PO. Dai, se houvesse duas formulas contraditérias em PO elas seriam levadas a
duas férmulas contraditérias de CP, mas CP é consistente, logo PO também o €.
De maneira semelhante podemos demonstrar a equiconsisténcia entre diferentes
sistemas de geometria, como a geometria euclidiana e a riemanniana, e entre
diferentes sistemas 16gicos, como o célculo proposicional modal e CP. Mas sobre
este tema Wittgenstein nos oferece o intrigante juizo de que o que temos aqui é
tdo-somente um mapeamento, uma fungdo que leva as regras de um jogo a regras
de um outro jogo: “As relacdes internas nas quais as regras (configuragoes) de
um grupo estdo com relacdo umas as outras sdo similares aquelas nas quais as

do outro grupo estdo. Isto é tudo o que a prova mostra e ndo mais.” (Remarks,
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p.335, grifo no original) Parece haver aqui, contudo, um mal-entendido com
relacdo ao que se pretende com a Metamatematica de Hilbert, isto €, demonstrar a
consisténcia de sistemas aritméticos. Ora, esta empreitada s6 veio abaixo como
consequéncia do Segundo Teorema de Incompletude de Godel, de 1931, que mos-
trou que qualquer sistema matemadtico com poder suficiente para fazer o que
conhecemos como aritmética elementar — ser capaz de definir as fungdes recur-
sivas parciais, ou algo parecido — sofre da surpreendente limitacdo de ser incapaz
de demonstrar sua propria consisténcia. Observe que nem CP nem PO constituem
o sistema matematico que usamos para demonstrar a sua equiconsisténcia — a regra
de inducdo, por exemplo, ndo faz parte de nenhum dos dois. Por outro lado, na
prova de consisténcia da aritmética elementar o sistema matematico utilizado nao é

mais poderoso do que a prépria aritmética elementar. Af estd a grande diferencal!

1.5.2 Contra a Metamatematica, Il

H4 uma explicacdo concorrente e bastante interessante para a origem no
pensamento de Wittgenstein da idéia de que € preciso rejeitar a metamatematica.
Ela se baseia em uma frutifera distin¢cdo, proposta por van Heijenoort (1967) e
reelaborada por Hintikka & Hintikka (1986, cap.I), entre a “linguagem como meio
universal” e a “linguagem como cdlculo”: de acordo com a primeira visdo, nao
podemos observar nossa propria linguagem de fora e descrevé-la, como fazemos
com outros objetos que podem ser especificados, referidos, descritos, discutidos e
sobre os quais podemos teorizar na nossa linguagem; na segunda visdo, em con-
traste, podemos fazer tudo isto, levantando questdes metatedricas acerca da nossa
l6gica e até mesmo imaginando uma alteracdo em sua interpretagdo, por exemplo,
a respeito do dominio sobre o qual se aplicam os quantificadores. Segundo van
Heijenoort, a adesdo de Frege e Russell a primeira visdo acima explica a auséncia
de nocdes semanticas em seus trabalhos, e em especial a desatenc¢do a distin¢ao
entre a no¢do de demonstrabilidade e a no¢do de validade baseada na (proto-)
teoria de conjuntos, distingdo esta que s6 seria levada a efeito apds os trabalhos de
Lowenheim em 1915 e de Skolem em 1920. Segundo os Hintikkas, a adesdao de

Wittgenstein também a primeira visdo acima explicaria a razao pela qual em todo
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o seu trabalho filoséfico, assim como no trabalho anterior de Frege e no trabalho
posterior de Quine, a semantica seria considerada inefdvel, mesmo que ndo fosse
impossivel. Na primeira filosofia de Wittgenstein, uma consequéncia desta postura
seria a distingdo “tractatiana” entre dizer € mostrar; em sua filosofia posterior, uma
consequéncia importante seria a rejeicdo de quaisquer consideracdes metatedricas
acerca da linguagem e, por extensdo, a rejeicdo do platonismo matemdtico e das
tentativas de produzir provas de consisténcia.

A distin¢do acima explicitada pode nos ajudar igualmente a compreender a
peculiar concepg¢ao de cdlculo adotada por Wittgenstein. Durante toda a sua vida o
fil6sofo insistiu que as contradi¢des légicas, assim como as tautologias, sdo
desprovidas de sentido e, por conseguinte, de contetido informativo (Tractatus
4.461, Foundations Ap.I-20). Parece correto afirmar que, juntas, as contradi¢des e
as tautologias formam uma espécie de “ilha légica”, separadas das proposi¢cdes
comuns (cf. Goldstein, 1986, p.44). Mas se tal concepg¢do cai bem ao filésofo do
Tractatus, cuja preocupacdo € analisar minimamente as proposicoes da 16gica, da
epistemologia, da fisica, da ética e da mistica, ela j4 ndo se encaixa tdo suave-
mente nos escritos do filésofo dos Foundations, cuja preocupagdo € a gramatica
de todas estas proposicoes. E este dltimo porém quem nos afirma que poderiamos
tranquilamente substituir as tautologias pelas contradi¢des na légica, fazendo dos
Principia Mathematica de Russell uma colecido de contradi¢cdes ao invés de uma
colecdo de tautologias (Lectures XIX, p.189). Ao que ele emenda em seguida que
ndo importa como lemos as proposi¢des da matemdtica, mas apenas o que faremos
depois com o que lemos (Lectures XIX, p.190). E ele fala ainda na “invasdo
desastrosa” da matematica pela légica (Foundations IV-24), e no modo pelo qual
a l6égica matemadtica teria apenas perpetuado a tradicao aristotélica, ao se infiltrar
no pensamento dos matemaéticos e dos fil6sofos, impondo uma interpretacdo nao
mais que superficial da nossa linguagem cotidiana como uma andlise da estrutura
dos fatos (Foundations 1V-48).

Sim, € verdade que “o interesse de Wittgenstein, em sua segunda filosofia,

ndo estd nas linguagens artificiais e sua semantica formal, mas nas linguagens
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comuns (Investigacoes §81). Ele esta preocupado com as contradi¢des que surgem
no discurso ordindrio.” (Goldstein, 1986, p.54) Mas nds temos que tentar com-
preender a dificuldade que tem um ‘“‘semanticista sem semantica” (cf. Hintikka &
Hintikka, 1986, p.2-3) como ele em nos chamar a atencio para o fato de que ndo
estejamos vendo os axiomas da matemdtica como aquilo que eles realmente sdo:
proposicoes da sintaxe (Remarks, p.189), ou em afirmar que “o problema de
encontrar uma decisdo matemdtica para um teorema pode com alguma justica ser
visto como o problema de se dar um sentido matemético a uma férmula” (Foun-
dations TV-42), ou mesmo em insistir que s6 podemos dizer que a formacgao de
certas configuracdes do célculo € “proibida”, mas ndo “contraditéria” (Remarks,
p-339), pois para tanto elas deveriam constituir-se em asser¢des. Sem dispor de
uma semantica, sua unica saida é fazer-se valer de termos obliquos, falar indireta-
mente, torcer para que seu interlocutor concorde em encontrd-lo a meio caminho:
faltam-lhe palavras!

Ao fim de tudo isto, podemos sem divida compreender o objetivo da pratica
filosofica de Wittgenstein como o da luta pela derrocada final da metafisica, o
combate a toda e qualquer espécie de dogmatismo, ou, como queria Moreno (1993),
como a “terapia das imagens”’. Devemos relativizar as necessidades: diferentes
jogos e diferentes matematicas sdo de fato possiveis. Devemos reconhecer que ndo
h4 critérios unicos e definitivos. Isto quer dizer que ndo podemos ter certeza? Nao,
“o que preciso mostrar é que uma dudvida ndo é necessaria mesmo quando € pos-
sivel. Que a possibilidade do jogo de linguagem ndo depende de se duvidar de
tudo que se pode duvidar. (Isto estd ligado ao papel da contradicdo na matematica.)”
(Certainty §392) Nao podemos negar as contradi¢des o direito de fazer parte de
um jogo matematico — elas decerto nao representam qualquer ameaga cética —,
mas também € evidente que ndo somos obrigados a acolhé-la nos nossos jogos. S6
porque conhecemos outros jogos, isto ndo significa que devamos abandonar o
nosso, ou deixar de defendé-lo. Wittgenstein quer acabar com as ilusdes do cien-
tista: o paraiso de Cantor, as provas de consisténcia, seus pontos fixos, o que quer

que lhe empreste uma seguranca ilegitima. Isto implica em destruir as perspectivas
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do cientista? S6 se for do ponto de vista psicoldgico. Se do ponto de vista do
cientista a tarefa de Wittgenstein pode parecer uma tarefa epistemoldgica, aos

olhos do proprio filésofo ela € antes de tudo uma tarefa ética.

1.6 Havera implicacoes desta postura para a pratica

matematica?

Considere-se celebrado o casamento, com separacdo de bens, da filosofia
com a matematica. A matematica vai trabalhar fora, onde se envolve com certos
tipos, € acaba por levantar novos problemas filosoficos. Ela ndo pode resolvé-los,
pois € incapaz de fornecer esclarecimento conceitual. A filosofia, paciente e
prendada, envolve em sua prosa a atividade matematica, e tece uma rede donde a
matematica retirard tudo aquilo que precisa para ser mais do que uma simples
manipulagdo simbdlica. A tal rede colhe ainda muitas confusdes metafisicas, estas
porém deverdo ser resolvidas gramaticalmente. A matemadtica se envolveu com
uma contradicdo, mas esta a filosofia ndo pretende resolver, pelo menos nao
através de uma descoberta 16gica ou matematica. A filosofia ndo pode tocar no uso
efetivo da linguagem, nem fundamenté-lo — ela sé coloca as coisas, ndo elucida
nada e ndo conclui nada. Contrariamente a matematica, a filosofia nao demonstra,
mas argumenta. O maximo que ela pode fazer € descrever o uso da linguagem, e
entdo deixar tudo como estd. Ela acumula recordacdes para uma finalidade deter-
minada. Por seu lado, a matemdtica ndo tem uma idéia de progresso, e ao final
também deixa tudo como esta (Investigacoes §124-7).

Wittgenstein pde fim ao seu trabalho (anti-)filoséfico, e espera sincera-
mente que seus escritos tenham servido antes como um espelho esclarecedor das
dificuldades do leitor do que servido a constru¢do de um sistema. Pois em filoso-
fia ndo ha teses. “Se se quisesse expor teses em filosofia, nunca se chegaria a uma
discussao sobre elas, porque todos estariam de acordo.” Mas esta ndo € uma tese?

E certo que durante a fase transicional de sua filosofia, no inicio da década

de 30, Wittgenstein flertava com os intuicionistas, mas dividas ha de que ndo
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tenham ficado alguns resquicios desta aventura muitos anos mais tarde. Nao raro
podemos ver o filésofo caracterizado como finitista e construtivista, além de, cla-
ro, anti-platonista (cf. p.ex. Hintikka & Hintikka, 1986, p.26). Isso quando ndo o
dizem simplesmente esquizofrénico — vide Anderson, Bernays, Beth, Chihara etc.
Além de sua postura relaxada com relacdo a contradi¢do, Wittgenstein também
sofreu criticas ao proprio afrouxamento que propusera com relagdo ao uso da pala-
vra “matemadtica” — afrouxamento que € parte inaliendvel do “método” de andlise
gramatical, e do “processo” de reconhecimento de semelhancas de familia: estari-
amos dispostos a denominar matemadtica uma atividade que s6 tivesse aplicagdes
imagindrias, ou propdsitos ocultos, ou entdo que ndo fosse capaz de formar con-
ceitos? (Foundations V-25 e 26) Bem se vé que uma boa parte das apreciagdes
desfavoraveis da filosofia de Wittgenstein se trata de simples equivoco — de certa
forma justificado, em terreno tdo movedico. Wittgenstein mexe com os brios dos
matematicos: “Imagine que a teoria de conjuntos fora inventada por um satirista
como um tipo de parédia na matemdatica. — Mais tarde um significado razoavel
foi visto nela e ela foi incorporada a matematica. (Pois se uma pessoa pode vé-la
como o paraiso dos matematicos, por que outra nao poderia vé-la como um chiste?)
A questdo é: mesmo como chiste, ela ndo € evidentemente matematica?” (Founda-
tions IV-7) Mas afinal, como pode ser que alguns tirem da filosofia de Wittgen-
stein consequéncias tdo positivas, e sao capazes até mesmo de ousar analisar seus
esforcos na direcdo de uma filosofia ou de uma matemaética paraconsistente, en-
quanto outros o ignoram ostensivamente, € o interpretam com ma vontade?

E dificil a qualquer pessoa ministrar seus ensinamentos sem deixar trans-
parecer seus preconceitos. Em especial a um filésofo, que com uma obra em
andamento ndo tem tantas opgdes, € se nao estimula projetos de trabalho de um
lado, de outro no minimo desencoraja certas linhas de pesquisa. Sob o impacto da
andlise wittgensteiniana da matemadtica seria bastante razodvel que os matematicos
considerassem desinteressante e abandonassem, por exemplo, a teoria dos
conjuntos transfinitos, e também desacelerassem a elaborag@o e o desenvolvimento

de novos sistemas formais (cf. o verbete Matemdtica, em Glock, 1998, para re-
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feréncias). Nossa sorte € que nao o fazem. Para termos uma idéia melhor da
natureza desta andlise filoséfica embaragadora, consideremos aqui um Unico exem-
plo, o da discussiao feita por Wittgenstein do Primeiro Teorema de Incompletude
de Godel, de 1931 (veja Foundations Ap.I-5 a 19, V-18 e 19).

Uma versdo do Primeiro Teorema de Incompletude de Godel nos ensina
que em qualquer teoria axiomdtica consistente e correta da aritmética A € possivel
construir uma sentenca g que, ndo obstante verdadeira, nao é demonstravel nessa
teoria A. Esta sentenca diz, intuitivamente, “‘eu nao sou demonstravel”. Entdo, se g
for demonstravel, como a teoria € correta, g é verdadeira. Porém, se g for ver-
dadeira, também € verdadeiro o que ela diz, isto é, g ndo € demonstrivel. O
procedimento de Godel se resumiu essencialmente em tomar o sistema formal dos
Principia Mathematica, numa versao estendida, e mostrar que predicados como
“ndo ser demonstravel” sdo representdveis neste sistema, codificando em seguida
os teoremas do préprio sistema de modo que pudessem servir de argumento ao
predicado, e entdo substituindo como argumento o cédigo referente a este proprio
predicado de nao-demonstrabilidade. Podemos dizer que este teorema de Godel
introduz sérias limitagdes aos sistemas formais, pelo menos no sentido de que as
teorias “interessantes” da aritmética parecem nunca ser capazes de dizer tudo o
que poderiam, elas sdo por assim dizer incompletdveis: ha “verdades” que nao sdo
demonstréaveis, que sdo indecidiveis. Para superar estas “limitacdes da aritmética”
poderiamos fazer aqui uma aplica¢do da paraconsisténcia: se uma légica paracon-
sistente fosse utilizada para formalizar a aritmética e permitissemos que esta teoria
fosse inconsistente, entdo a sentenca g de Godel poderia muito bem ser nela
demonstrével.

Os comentdrios de Wittgenstein sobre o tema sao largamente inconclusi-
vos. E menos a validade da prova o que ele questiona do que a interpretacio da
proposicao g. Nos devemos lembrar que o filésofo estd comprometido com uma
visdo da semantica como inefdvel — a linguagem como meio universal, como
vimos em 1.5.2 —, e ele ndo pode sendo identificar as no¢des de verdade e de de-
monstrabilidade no célculo de Russell: observe que com isso ele ndo estd tomando

“verdadeiro <> demonstrdvel”, mas “verdadeiro = demonstrdavel”. Tudo que ele
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pode afirmar entdo é que a interpretacdo de g, como a de qualquer outra pro-
posicdo matemadtica, extrai o seu significado de sua propria demonstracdo, pois
“em matemadtica, processo e resultado sdo equivalentes.” (Foundations 1-82; cf.
também Tractatus 6.1261) Uma primeira recomendacdo de Wittgenstein surge no
sentido de que nos esforcemos por tornar mais claro o que queremos dizer com
“ser demonstravel”. Todavia, se realmente acreditamos ter provado a proposicao

g, uma dentre as seguintes coisas deve ter ocorrido:

(a) nds nos enganamos — neste caso, o minimo que devemos fazer € mudar a nossa
interpretacao de “nao-demonstravel”;

(b) nds provamos g, de fato, mas em um outro sistema matematico, ou em um sistema
fisico — ndo ha problema, pois ha proposi¢des verdadeiras em outros sistemas que nio
sdo verdadeiras no sistema dos Principia, assim como ha proposicdes verdadeiras dos
Principia que nio sdo verdadeiras “la fora”;

(c) nbs de fato provamos g no nosso sistema, e temos portanto uma contradi¢cdo — que mal
isto pode causar?, se pergunta Wittgenstein, e por que ndo poderiamos pensar que o

principio da Nao-Contradi¢do € falso neste caso?

A critica de Wittgenstein a este ultimo caso comega por uma comparagao
com o Paradoxo do Mentiroso, o que ndo € de todo adequado, pois no presente
caso a sentenga deste paradoxo afirmaria algo como “eu nao sou verdadeira”, ao
invés de “eu nao sou demonstravel” — mas aqui, de novo, isto ndo faz muita
diferenga para Wittgenstein. Devemos notar que o Paradoxo do Mentiroso nos
fornece justamente a razdo pela qual as verdades aritméticas ndo poderiam ser
definidas na teoria A. Em seguida, a critica de Wittgenstein continua pelo ar-
gumento de que proposi¢des como g nio servem para nada: “E como se alguém
extraisse de certos principios sobre formas naturais e estilo arquitetonico a idéia
de que do Monte Everest, onde ninguém pode viver, fizesse parte um chalé no
estilo barroco.” (Foundations Ap.I-19) Esta observacdo também ndo é decisiva,
em primeiro lugar porque Wittgenstein deveria ser o ultimo a censurar algo por
ndo ter uso: € nao poderia ter?, e em segundo lugar porque ja se conhecem hoje
outros exemplos de proposicdes matemadticas “mais naturais”, isto €, que nao tra-
duzem asser¢Oes metamatematicas, que sdo formalmente indecidiveis em A (cf.

p.ex. Paris & Harrington, 1977).
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No Pais Das Maravilhas

Ao apresentar o primeiro célculo proposicional paraconsistente, em 1948, Jas-

kowski pretendia que este cdlculo gozasse das seguintes propriedades:

Jli]

J[ii]

Jliii]

ele deveria servir de base a um sistema contraditério (inconsistente) que
nao fosse necessariamente trivial;

ele deveria ser suficientemente rico a fim de tornar possivel grande parte
dos raciocinios usuais, possibilitando inferéncias praticas;

ele deveria ter uma interpretacdo intuitiva. (Jaskowski, 1969)

Anos mais tarde, em 1963, da Costa atacaria de forma independente o

mesmo problema, propondo desta vez uma hierarquia de cdlculos proposicionais

paraconsistentes, C,, 1<n<®. Suas exigéncias sobre estes célculos, contudo,

foram:

dCli]

dClii]

dCliii]

dCliv]

nestes célculos o principio da ndo-contradi¢io, na forma —(AA—A4),
nao deve ser um esquema vélido;

de duas férmulas contraditérias ndo deve ser em geral possivel deduzir
qualquer outra férmula;

a extensdo destes célculos aos calculos de predicados correspondentes
deve ser simples;

estes cdlculos devem conter a maior parte dos esquemas e regras do
célculo proposicional cldssico que ndo interfiram com as condicGes

anteriores. (da Costa, 1974)

A vagueza na formulagio de algumas das condigdes acima ndo representa

necessariamente um inconveniente, mas abre o caminho para que diversas

solucdes diferentes possam ser propostas para o problema da paraconsisténcia.
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Observemos que a condi¢do dC[i] nio deve preocupar Jaskowski, pois sua légica
€ ndo-adjuntiva e ndo permite a dedugdo de uma contradi¢io (A A—A) a partir de
duas férmulas contraditérias A e —A . Mas se prosseguimos e identificamos J[i} e
dCliil, J[ii] e dC[iv], o que diremos das condi¢des restantes?

Por um lado, dCfiii] nos d4 a razéo pela qual da Costa n#o raro € julgado o
“verdadeiro fundador da légica paraconsistente” (vide, por exemplo, Arruda,
1980a; D’Ottaviano, 1990 e 1992), ainda mais tendo em vista que seus sistemas
de célculo proposicional paraconsistente se fizeram acompanhar imediatamente de
sistemas correspondentes de célculo paraconsistente de predicados, com e sem
igualdade, bem como sistemas de célculo paraconsistente de descrigdes e sistemas
de teoria paraconsistente de conjuntos (que mais tarde se revelaram triviais —
cf. Arruda, 1980b, e da Costa, 1986). Por outro lado, a falta de J[iii] talvez
explique a dificuldade que temos encontrado em estabelecer uma interpretacio
intuitiva para os sistemas C,, dificuldade que entendemos ainda nfo completa-
mente superada.

Foi com a intenc@o de contribuir a esta superacio que Carnielli & Marcos
(1997a) propuseram aplicar a4 hierarquia de célculos proposicionais de da Costa
uma nova ferramenta semantica, as semdnticas de tradugdes possiveis (vide
também Carnielli, 1999). Apresentaremos a seguir o cdlculo C; de da Costa e sua
seméntica de valoragdes, € entdo mostraremos como associar uma semantica de
tradugOes possiveis a este cédlculo. No capitulo 3. estenderemos esta semantica
para os outros cilculos da hierarquia. Também o novo calculo-limite desta hierar-

quia, que proporemos no capitulo 4., receberd uma semantica de tradugdes possiveis.

2.1 A construcao do calculo C;

Com Alves & Queiroz (1991) aprendemos como o célculo paraconsisten-
te C se constréi de uma certa forma “dual” & construgdo do Célculo Intuicionista

de Heyting (CIH):
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ULO POS
Alxﬁ(':[‘UICIONISI'I’I:iV
1) A->(B—A)
2 (A->B)>((A=(B-C))—=(A>C))
3) A->(B—>(AAB))

4 (AAB)—>A (5) (AAB)—B
6) A>(AVB) (7) B> (AVB)
® (A->C)>((B=>C)>((AVB)=S(C))

A, A>B
MB) =% —

(9) B°->((A—>B)>((A>—=B)——4))

(10) (A°AB°)—>((AAB)°A(AVB)°A(A—B)°)

(12.1) A»(—~A->B) (12.2) =—~A->A

11.2) Av—-A (11.1) = (AA=A)

Figura 1

Observe que acima nio apresentamos axiomas, mas esquemas de axiomas

(ou axiomas, junto com uma regra de substitui¢8o). Além disso, usamos X ° para
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abreviar a férmula - (X A—X). Faremos referéncia a esta férmula, quando de-
monstravel, como exprimindo o fato de que a proposi¢do X é bem-comportada.
Ea axiomatizacio de C; por (1) a (10), (11.2) e (12.2)!, mais a regra de
Modus Ponens (MP), que consideraremos no presente trabalho, e denotaremos os
axiomas, nesta ordem, por C; (1) a C;(12). Diremos que C; (9) nos d4 a forma
paraconsistente da reducdo ao absurdo, C,(10) nos garante a propagacdo do
bom-comportamento, C;(11) representa o principio do terceiro excluido, e

C, (12) permite a reducdo das negagées.’

2.1.1 Algumas importantes propriedades sintaticas de C;

Sabemos que a légica cldssica pode ser axiomatizada por C; (1) - C; (8),
Ci(12) e (RA): (A—>B)—((A—>—B)——A) (Kleene, 1952). Por outro lado,
como veremos mais adiante, em C; ndo sdo validos varios esquemas cldssicos,
tais como A ———A. Dai, ¢ facil ver que de C, nio se pode mesmo deduzir o
esquema — (A A—A), pois em caso contrdrio terfamos, por C1(9) e (MP), (RA).
Por construgdo, C, atende portanto a dC[i], a primeira exigéncia de da Costa.

Denominamos negacdo forte de A a férmula —~AAA°, e a abreviamos
por ~A. A linguagem de C;, as nog¢bes de férmula bem-formada (fbf) e de

consequéncia sintatica () sdo definidas da maneira usual (cf. Mendelson, 1964).

Algumas propriedades sintaticas de C;:

a. Vale o Teorema da Dedugcdo (TD). seI', A + B entdoI" — A— B. Com efeito,
(TD) vale em toda légica na qual a tnica regra de inferéncia seja (MP) e os

esquemas C;(1) e C;(2) sejam demonstraveis.

T Alves & Queiroz (1991) na verdade afirmaram que o axioma C,(12) poderia ser substituido
em C, pelo esquema A°—(A—(—A—>B)), o que tornava a Figura 1 mais simétrica. Esta afir-
magcao €, contudo, falsa. Vide o apéndice ®x ®, Da substitui¢do de axiomas.

2Paraa independéncia de cada um dos axiomas de C, frente aos demais, vide o apéndice ®X @, Da

independéncia dos axiomas de C,,.
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b. SejaI'U{F} um conjunto de fbfs, e seja V o conjunto das varidveis que inter-
vém em I"U { F }. Denominemos por V° o conjunto { p°: peV }. EntioI" - F
no célculo proposicional cldssico se e somente se I', V° - F em C; (da Costa,
1963)%. A demonstragado deste fato nos serve o esquema C;(10).

¢. A negagho forte tem todas as propriedades da negacdo cléssica. Veremos
adiante, por exemplo, que valem em C; os esquemas (Av~A), (A—>~~A),
~(A=>B)—A,(A>B)>((A>~B)>~A)e~(An~A).

d. A Lei de Peirce (LP), (A—B)—>A)—A, é um teorema. Sua demonstracdo é
imediata a partir do terceiro e do quarto esquemas em c., de (MP) e de (TD).

e. Valem todas as regras e esquemas da [dgica positiva cldssica. Ela é dada pela
adicdo de (LP) a C;(1) - C1(8), e (MP). (Alves, 1976)

f. C é consistente. Com efeito, este calculo é um subsistema do célculo cléssico,
o qual é consistente.

g C, é finitamente trivializdvel. Basta observar que (A A~A)— B é um esquema
demonstravel (ele €, de fato, substituivel em C; pelo esquema C;(9) »*. Em
particular, sendo F um teorema qualquer de C;, trivializamos este cdlculo se a
ele acrescentarmos a férmula ~ F .

h. O bom-comportamento se propaga na negacio de férmulas bem-comportadas,
isto €, o esquema A° — (—A)° é demonstrivel em C;.

i. O Teorema da Substitutividade de Equivalentes ndo vale em C;. Assim, dadas
duas proposi¢des F e G tais que — F=G, ndo temos em geral que + (- F)=
(—G). Como veremos logo adiante, ndo sdo teoremas de C;, por exemplo,
(FAG)=-(GAF) ou—=(FvG)=—(GVF). Isto ocorre porque a relagio de
equivaléncia que define a 4lgebra de Lindenbaum de C; ndo é uma congru-
éncia. Mais ainda, Mortensen (1980) provou que, dadas certas restricdes, nio &
possivel definir em C; uma relagio de congruéncia diferente da identidade. Por

outro lado, se acrescentarmos simplesmente aos axiomas de C; o esquema

? Observe o leitor que, ao enunciar este resultado, no Teorema 9, p.16, da Costa ndo contempla o
caso em que um nimero infinito de varidveis proposicionais intervenha em I'.

4 Para um resultado ainda mais fino, vide o apéndice ®x @, Da substitui¢io de axiomas.
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(A=B)—(—A=-B), entdo o que obtemos é o cdlculo proposicional cldssico
(cf. Alves, 1976).

J- Usemos X para abreviar a férmula = (—X A X). Pode-se facilmente mostrar
que A°—A° € um esquema valido de C; mas nfo a sua reciproca (vide o
apéndice wX®, Bolas e quadrados). Como consequéncia, trivializaremos ne-
cessariamente o cdlculo C; se a ele acrescentarmos uma férmula do tipo

FA—=FAF°, mas ndo se acrescentarmos uma férmula do tipo FA= FAF?®,

2.2 Uma semantica de valoragoes para C,

Podemos entender a negacéo do célculo C; como cumprindo o papel de uma
modalidade. Assim como nas légicas modais pode haver proposi¢des verdadeiras
porém ndo necessariamente verdadeiras, qualquer semantica para C; deve levar em
consideragdo que algumas proposi¢des desta lGgica podem ser verdadeiras ao
mesmo tempo em que suas negagdes também o sio. E de maneira semelhante & qual
se pode demonstrar que os cédlculos modais de Lewis ndo sdo caracterizdveis por
matrizes finitas, também para C; se pode demonstrar tal resultado (vide o apéndice
®X®, Incaracterizabilidade por matrizes finitas).

Da Costa & Alves (1977) propuseram contudo uma engenhosa semantica
bivaluada para C;. Tratava-se de uma generalizagio da seméantica comum para o
calculo classico, construida neste caso especifico a2 imagem e semelhanga do
célculo paraconsistente em questdo. O que se fez foi uma espécie de traducdo

verbatim dos axiomas de C;.

Uma valoragao paraconsistente para C;:

Denotemos por FOR(S) o conjunto de férmulas de um cdlculo S. Uma
valoragdo para C; € uma fungdo v: FOR(C;) — {0, 1} tal que valem as seguintes
condicdes:’
¢ Pelos axiomas C;(1) - C,(8),

valli] v(AAB)=1 & v(A)=1 e v(B)=1;

% No que segue, usaremos os simbolos = e < para abreviar, respectivamente, as expressoes “se ...

entdo ...” e “... se e somente se ...” (sse).
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vallii] v(AvB)=1 < v(A)=1 ou v(B)=1;
valliii] v(A—>B)=1 < v(A)=0 ou v(B)=1.
e Pelo axioma C;(9),

valliv] v(B°)=v(A—>B)=v(A—>—B)=1 = v(A)=0.
e Pelo axioma C;(10),

val[v] v(A°)=v(B°)=1 = v((A#B)°)=1, onde # representa qualquer um

dos conectivos bindrios de C, isto é, #e {A,v,—}.

® Pelos axiomas C;(11) e C,(12),

vallvi] v(A)=0 = v(—nA)=1;
val[vii] v(=—-A)=1 = v(4)=1.

Observe que a fungdo de valoragio acima definida ndo é verofuncional: em
geral, se sabemos de uma férmula F apenas que v (F)=1 ndo poderemos dizer se
v(0F)=0ousev(—F)=1.

Por refletir de maneira tdo imediata os axiomas do sistema paraconsistente
em questdo, diremos que as valoragdes propostas acima s&o valoragdes paraconsis-

tentes, € chamaremos esta semantica de valoragdes de semdntica paraconsistente.

Algumas consequéncias da definigao de valoragéo paraconsistente:

a.v(A)=0 & v(~A)=1. (=) Com efeito, assuma v(—AAA°)=v(~A)=0.
Entdo, por valli], duas éoisas podem ocorrer: (a) v(—A)=0, donde, por
valfvi], v(A)=1; (b) v(-(AA—A))=v(A°)=0, donde, novamente por
val[vi], v(AA—A)=1, e por val[i], temos novamente v(A)=1. (<) Reci-
procamente, seja v(~A)=1. Por val[i], temos v(—A)=1 e v(A°)=1. Dai,
por valliii], v(A—A)=1 e v(A—>—A)=1. De val[iv] temos finalmente que
v(A)=0.

b.v(A°)=0 & v(A)=1 e v(=A)=1. (=) Imediato. (<) Sejam v(A)=
v(—A)=1.Dev(A)=1 edea., temos que v(~A)=0, donde v(A°)=0.

c. v(A)#v(—A) e v(B)#v(—B) = v((A#B)°)=1, onde #c{A,v,—}.
De fato, de v(A)#v(—A) e v(B)#v(—B) concluimos, por b., que v(A°)=
v(B°)=1. Dai, por val[v], temos v ((A#B)°)=1.
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2.2.1 Corretude e completude com relagao a semantica proposta

Uma teoria de C, é um conjunto de fbfs fechado sob aplicacées de sua
Unica regra, (MP). Dizemos que uma teoria I" é — - inconsistente se existe uma
férmula F tal que {F,—F}cT, e dizemos que ela € trivial se T'=For(C;). As
nog¢des de validade, modelo e consequéncia semintica — ou satisfatibilidade, ou

forgamento — s@o definidas da maneira usual (cf. Mendelson, 1964).

Lema. Toda teoria ndo-trivial tem um modelo. Como no caso clissico, a demons-
tracdo faz uso do fato de que toda teoria ndo-trivial pode ser estendida a uma
teoria maximal ndo-trivial (Lema de Lindenbaum). Note-se que este resultado
ainda € vélido em C;, mesmo nos casos em que a teoria em foco é —-incon-
sistente. Em seguida, definimos uma valoragio v tal que v(A)=1se AT, e
v(A)=0 em caso contrdrio. Af, basta mostrar que v satisfaz as condi¢des val[i]

- val[vii].

Corretude. '-A = I'=A. Como de costume, demonstra-se por indugio sobre

o comprimento da dedugéo de A a partirde I'.

Completude.T'=A = I'A.
Sejal’'=A. Entfio toda valoracdo v que € modelo de I é tal que v(A)=1. Mas
v(A)=1 sse v(~A)=0, logo ndo existe valoracio tal que seja modelo de I' e
v(~A)=1,isto é, T #~A. Portanto, TU{~A} ndo tem modelo, e entio, pelo
lema anterior, T'U{~A} € trivial. Em particular, 'U{~A}~~A. Mas
sabemos que I'U{A}+~~A, pois ~ comporta-se como a negacdo cléssica,

logoI'U{AVv~A}~~A.Dai,['~~A,eentdo'~A.

2.2.2 Um procedimento de decisao

Ao apresentar-nos a seméntica paraconsistente, da Costa & Alves (1977)
apresentaram também, como um “produto secundéario”, um procedimento de
decisdo para o célculo C}, utilizando uma estrutura que eles denominaram guase-
matrizes, € cuja construgdo para uma férmula F dada segue os passos do seguinte

algoritmo:
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QM 1. Faga em uma linha a lista das varidveis proposicionais que intervém em F.

QM 2. Disponha sob a linha anterior linhas sucessivas contendo todas as
combinagdes possiveis de 0’s e 1’s que podem ser atribuidas a estas variveis.
QM 3. Faca, numa nova coluna, a lista de todas as negagdes das varidveis

proposicionais e para cada negagio e cada linha:
QM 3.1. escreva o valor 1 se naquela linha a varidvel negada toma o valor 0;
QM 3.2. bifurque a linha e escreva O numa parte e 1 na outra, se naquela linha

a varidvel negada toma o valor 1.

QM 4. Faca uma lista das subférmulas de F, em ordem crescente de compri-
mento e da negacdo das subférmulas préprias de F. Para cada subférmula A e
cada linha:

QM 4.1. se A ndo é uma férmula negada, proceda como na tabela de verdade
para o célculo proposicional cldssico;
QM 4.2. se A é da forma — B, e se B toma o valor 0, escreva 1, sendo, se B

toma o valor 1:

QM 4.2.1. se B ¢ da forma —D, verifique se D ¢ =D tomam valores
diferentes — neste caso escreva 0, em caso contrério, bifurque a linha e
escreva 0 numa parte e 1 na outra, sendo

QM 4.2.2. se B é daforma DA—D escreva0, sendio®

QM 4.2.3. B deve ser da forma D#E, onde #€ {A,v,—,=} - verifique
por um lado se D ¢ — D tomam valores diferentes e por outro lado se E e

— E também tomam valores diferentes, e neste caso escreva 0, em caso

contrério, bifurque a linha e escreva 0 numa parte e 1 na outra.

8 Em Alves, 1976, p.71, e da Costa & Alves, 1977, p.625, este passo foi apresentado como “se B é
da forma DA=D (ou =D AD) escreva 0, certamente por desconhecimento do fato de que
—=(DA-D) e n(~DAD) nido sio formulas equivalentes em C;. Note que, sem a alteragio
acima, o procedimento de quase-matrizes € portanto, incorreto. Vide o apéndice @wx @, Bolas e

quadrados.
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Temos de fato descrito um procedimento recursivo. Precisamos mostrar
que ele funciona, isto é, que ele nos d4 de fato um procedimento de decisdo para
os teoremas de C;.

Dada uma férmula F' qualquer, denotemos por QM sua quase-matriz, e
denotemos por col (F) o conjunto composto por todas as subférmulas de F e
pelas negagdes das subférmulas proprias de F. Ora, QM dispde, por construgio,
de exatamente uma coluna para cada elemento de col (F). Se uma férmula G € tal
que Gecol(F), entdo dada uma linha k de OMF, denotamos por k(G) o valor
que G toma nesta linha. Dizemos que uma dada valoragdo v corresponde a uma

dada linha k de QM se ela € tal que, para todo Ge col (F),v(G)=k(G).

Lemas. Sejam dadas uma férmula F e a sua quase-matriz correspondente QMF.
Entao:

L. Toda valoracdo paraconsistente corresponde a alguma linha de QMF.
Verifica-se por indug@o sobre o nimero de colunas de QMF.

IL. (Lopari€¢) Dada uma linha qualquer, k, de QMpF, existe uma valoragdo
paraconsistente, v, que a ela corresponde. Basta definir uma fungéo v tal
que, para toda férmula A de L((C;),v(A)=0se

Ae€col(F)ek(A)=0,0u
A& col(F) e A éuma férmula atémica, ou
A=—Bev(B)=1,0u
A=BACe[v(B)=0o0uv(C)=0],0u
A=BvCel[v(B)=0ev(C)=0],0u
A=B—>Ce[v(B)=1ouv(C)=0],
e v(A)=1 em caso contrdrio. Verifica-se entdo que v satisfaz as condi¢Ges

val[i] - val[vii] (vide 2.2) que definem uma valorac@o paraconsistente.

Teorema. (M. Fidel) Uma formula A ¢é teorema de C, se e somente se a ltima
coluna de sua quase-matriz contém apenas 1’s. Consequéncia imediata do

lema anterior.
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2.2.2.1 Alguns exemplos de quase-matrizes
a) Fp—>——p (vide2.1.1)
P —p —p p—>——p
0 1 0 1
1| 0 1 1
I I |L 0 0
1 1
b) ¥ (pA-p) (vide 2.1.1)
Fp°—(—p)°  (vide 2.1.1.h)
p —p paA-p ~(pA-p) —Smp SpA—Tp = (=pA——p) p°—(—p)
0 1 0 1 0 0 1 1
L0 0 1 1 0 1 1
| 1 1 ] ! 0 0 1 1
1 1 0 1
¢) Fp°—op°
Hpe—p° (vide 2.1.1y)
] (7=
p p pAmp pamp) —pap —(mpAp)  p°—p°  p® —p°
0 1 0 1 0 | 1 1
1| 0 0 1 0 1 1 1
0 1 1
1 1 0 1|
1 1 0
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d) #¥=(pvg)=—-(qvp) (vide2.2.1.i)

() (=)

P 49 pvq gqvp —p g -(pvg -—(gvp) 1=2

o0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 1
01 1 1 1| S 1

0
Ny —
| 1 0 0
1 1
L 0 1 1|0 1 0 0 1
| . 0 1
11 ! 0
, | 1 0 0
1 1
o O 0 0 1
’ R
1 1 0
‘ [ 1 0 0
11 1 1 ! !
| . 0 1
. 1 0
L 0 0
! —
‘ l 0 0 !
i 1 1 0
| | 1 0 0
1 1
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2.3 Uma nova semantica para C;

Fazendo uma analogia entre as 16gicas intuicionistas e as paraconsistentes,
dirfamos que as primeiras sdo cautelosas, por admitir que algumas sentengas e
suas negagles sejam ambas nio-demonstraveis, ou ainda que ambas sejam
simultaneamente falsas; as segundas sdo ousadas, por admitir, ao contrério, que
algumas sentengas sejam tdo demonstrdveis quanto suas negacdes, ou ainda que
sejam verdadeiras ambas as parcelas de uma contradi¢zo.

O tratamento formal das légicas intuicionistas surgiu a partir da forma-
lizacdo matemadtica (cf. Heyting, 1956) de questionamentos epistémicos sobre a
matematica. Fundado por Brouwer em 1907, o intuicionismo concebia a mate-
mética como uma atividade mental humana, e seus objetos de estudo seriam
construgbes mentais cujas propriedades deveriam ser estabelecidas também por
construgdes mentais. Brouwer criticava extensamente a 16gica de seu tempo, e sua
critica incluia, por exemplo, ataques ferozes ao principio do terceiro excluido,
segundo o qual a matemdtica deveria ter sempre algo a dizer sobre uma dada
proposicdo ou sobre sua negacdo: pelo menos uma das duas deveria ser
demonstravel, pelo menos uma das duas deveria ser verdadeira. Além de uma
sélida motivagio filosé6fica, e a consequente formalizagdo como um fragmento da
légica cléssica, o Calculo Intuicionista (de Heyting) passou logo a contar com
interpretagdes semanticas diversas — as interpretacdes topoldgicas de Tarski e
Stone, generalizadas modernamente na seméntica categdrica dos fopoi, as seman-
ticas de mundos possiveis de Kripke (e, similarmente, Beth) — e interpretagdes
baseadas em algoritmos — a interpretacdo “efetiva” de Kleene, e a interpretagdo
“Dialectica” de Godel (cf. van Dalen, 1986). Surgiu ainda a proposta de Gentzen
de formalizagdo do intuicionismo como um sistema de deducfo natural e também
como um célculo de sequentes, € uma teoria de modelos tradicional foi desen-
volvida pela escola polonesa. Em particular, um tratamento da légica intuicionista
através de sua teoria da prova € bastante oportuno, dada a sua énfase na

demonstrag@o de suas proposigdes, na sua construg@o — o que guarda relagdes com
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as provas ditas candnicas da teoria dos tipos de Martin-L6f. Afinal, ndo é dificil
imaginar que a nossa teoria matemética pode simplesmente ndo ser forte o
suficiente para construir nem a demonstracio de uma dada proposi¢do nem a
demonstragdo de sua negacfo. Esta proposi¢do seria simplesmente indecidivel
nesta teoria. A metateoria de uma l6gica cautelosa poderia admitir que, em certas
circunstancias, simplesmente ndo dispomos de informagdo suficiente para, entre
duas conclusdes opostas, decidir por uma delas.

Em contraste, as l6gicas paraconsistentes tiveram uma origem bem mais
recente e bastante diversa, € muito trabalho nesta drea ainda estd por fazer. Sem
mesmo repassar o que j4 foi feito at€ o momento, julgamos notdvel, contudo, que
as interpretagOes filoséficas das l6gicas paraconsistentes tenham surgido em
grande parte na esteira de seus desenvolvimentos formais, e ndo o contrario. Em
particular, uma semantica “intuitiva” para os cédlculos C, ficou em débito, uma
semantica que explicasse como ou em que sentido uma dada proposi¢do e sua
negacdo poderiam ser ambas simultaneamente verdadeiras. Além da seméntica
bivaluada recém-exposta para o cdlculo C,, reflexo de sua sintaxe, € que como
veremos a seguir pode ser facilmente estendida aos cdlculos C,, com n finito, nfo
dispomos até o momento, por exemplo, de uma seméntica de Kripke para estes
célculos, sendo para aquele que foi apresentado como célculo-limite da hierarquia,
Co (cf. Baaz, 1986). Mas a dualidade intuitiva com o intuicionismo nos sugere
que a metateoria de uma ldgica ousada poderia admitir que, em certas circuns-
tancias, dispomos de uma quantidade de informagdes tdo abundante que é possivel
justificar duas conclusdes opostas.

Seguindo Carnielli & Marcos (199?a), propomos a seguir uma seméantica
de tradugbes possiveis para C;, como uma alternativa que esperamos razoavel a
seméntica anteriormente apresentada. E claro que mais cedo ou mais tarde teremos
que responder a 6bvia questdo: “o que é uma semantica de tradugdes possiveis?”
Optamos por fazé-lo mais tarde, apés apresentada, e entendida, a seméntica de

tradugdes possiveis proposta para C;.
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2.3.1 As matrizes da légica W,

A fim de fornecer uma semantica de tradugdes possiveis para C; consi-

deremos antes o célculo trivalente ‘W3, cujas matrizes 16gicas definimos a seguir:

~HEE ~OEE [ SEE
v RARAR: BA v |v|F v RARARS

v- KEKAE |l VIV |F ‘@ V- |V |F -,

Bl FiF|F ' F I Bl FiF|F F
F

~HEE -HEd - BEE *

RE v Wviv v v]v K Vv v]v

v- KEKEka v- KKE K v- KdKd

il VIV |F F KBKAE i VIV |F —
F

> Ml -HEd > HEE &V

4 V|VIF M V|V |F v RAKAR: N

‘@ V' |V |F ‘@ VIV |F v- KK E

g viv]v i vIiv|v Bl viviv

onde { V, V~} € o conjunto de valores distinguidos.

Dado um ciélculo légico S, denotemos por L(S) sua linguagem,
adequada a um tipo de similaridade T.. Observe que L(W3) conta com trés
conjungdes, A1, Az € A3, trés disjungdes, Vi, V2 € Vs, trés implicagdes, —;, —; €
—73, e duas negagdes, —c € =, isto é, FOR( W 3) € a 4lgebra das férmulas geradas
por todos estes conectivos. Usamos aqui, sem risco de mal-entendido, os mesmos
simbolos para os conectivos na linguagem e interpretados pelas matrizes acima.

Ora, os conectivos primitivos de Cy sdo A, v, — € —1. Se tomarmos ao
acaso em W uma conjun¢do, A;, uma disjungio, v;, uma implica¢do, —, e uma
negacdo, —,, podemos entdo definir em W3 o fragmento que denominamos
W3 i, a subdlgebra de FOR('W3) gerada por { A, Vj, =%, = }. Hé (3x3x
3x2=)54 tais fragmentos em Wj. As linguagens de cada Wi, e de C, sdo
adequadas a um mesmo tipo de similaridade. Dizemos que o cdlculo W3 é aqui

fatorado em termos de seus fragmentos.
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Podemos dizer que a —, € uma negacgdo forte, ji que ela tem todas as
propriedades da negagdo cléssica. Para verificar isto, basta ver que todos os
axiomas da légica cldssica, ou ainda, os axiomas C;(1) a C;(12) em conjunto com
a formula ~(AA—A), assumem valores distinguidos se os interpretamos pelas
matrizes de {A;, v;, =, —.}, i, j, k €{1, 2, 3}. Como consequéncia, cada
W3, nada mais é do que a prépria 16gica cléssica, disfarcada sob a forma
trivalente.

Uma interpretagdo intuitiva de "W, € a seguinte: nas matrizes dos
conectivos, V e F rotulam, respectivamente, informagdes verdadeira e falsa, ao
passo que V" rotula a informagdo que verdadeira por default, isto €, por falta de
evidéncia em contrério. As matrizes sdo construidas com a idéia de que V- é um
valor intermedidrio tal que F <« V"<V, isto é, ele funciona quase como o valor V
na légica cldssica, s6 que quando é avaliado por um dos conectivos bindrios ele
pode “estragar” o resultado da operagdo, que pode ser F mas s6 pode ser mais
verdadeiro do que V~ caso ambas as proposi¢des combinadas por este conectivo j&
disponham de evidéncias conclusivas a seu favor. As negagdes avaliam a mudanca
provocada, por exemplo, por acréscimo de novas informagdes ao sistema em uma
proposi¢do com o valor intermedidrio V. Duas situa¢des podem ocorrer:
® a proposi¢do pode tornar-se verdadeira no futuro, caso em que sua negacio

deve ser F - este movimento é capturado pela negagdo local, —; ;
* ela pode continuar tal como estd, caso em que sua negagio deve ser V- — este

movimento é capturado pela negacdo continua, —.

2.3.1.1 W;é J,!

Dentre as légicas ndo-cldssicas, as l6gicas polivalentes figuram decerto
entre as classes mais estudadas, e com mais aplicagSes, e dentre as l6gicas poliva-
lentes, as l6gicas trivalentes sdo as mais conhecidas. Oferecendo fragmentos
de ‘W3 para a interpretagio de C;, do modo como veremos adiante, com a delimi-
tacdo do conjunto T das fungdes de tradugdo, trabalhamos sem diivida em um

arcabougo conceitual e com uma ferramenta de trabalho de excelente qualidade.
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H4 que se reconhecer, contudo, que ‘W3, ndo é mais uma nova 16gica

trivalente. Considere as seguintes matrizes, de J3:

v -n | v’
1 1
B 1/2 1/2

1

2 10

1
0

onde {1, Y2} € o conjunto de valores distinguidos.

Tomaremos doravante V como 1, V™ como Y2 e F como 0. Note que pode-
mos facilmente definir em W3, usando apenas seus conectivos { =, —¢, As},

todos os conectivos de J3:

AVIB € —:.((—cA)As3(—cB));

]

VA & —,—A;
—A

1}

ﬂcA .

J 5 foi proposta por D’Ottaviano e da Costa (cf. D’Ottaviano & da Costa,
1970, e D’Ottaviano, 1982) justamente para servir de base a teorias paracon-
sistentes, € a0 mesmo tempo atender ao requisito J[iii] de Jaskowski, segundo o
qual um sistema 16gico paraconsistente deveria gozar de interpretacdo intuitiva.
No célculo J3 a conjungdo, a implicagdo bésica e a equivaléncia bdsica sdo

definidas a partir dos conectivos primitivos, {v/, ¥/, =’ }, da seguinte maneira:
ANB # /(A (' B));
A—/B € (=/(y’/A))V/B;
A='B € (A—'B)A/(B=7A).
Suas matrizes s&o, portanto:
~ HZAO - HEAEd - A
v |0 Bl [~ |o 1 R
A - | % |0 1 |v |0 7 ;| % |0
1

0o lo o] IKMM: |1 [1] KMMo |o |1

—
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O cardter paraconsistente de J;, apresentado por meio dos conectivos
acima, se revela em parte pelo fato de que ndo sdo vilidos nas matrizes acima,

entre outros, os esquemas:

A—I(—A—'B) (AN —A)—'B
(A= B) =7 (A—’ (=’ B)) >~ A)
(A—’ B) =’ ((— B) =’ (7 4)) (A='B)—’ (<’ A)=' (—' B))
(A—’B)='~/ (AN’ B) (A—’B)=' (' AV'B)

E possivel definir em J3, ainda, a matriz de —*, a implicacdo de &3, a
légica trivalente de Lukasiewicz. Assim:
A—>tB « (VI(A)VIB)AT(V/B)vI (= A)).

Sua matriz seria, portanto:
S I
Bl : [~ o

2l |1 | v
N [ |

t3 € usualmente definida a partir dos conectivos —* e —t, e a matriz deste
ultimo € a mesma de —/. Alternativamente, podemos definir os conectivos iniciais
de J3 tomando como primitivos —* e —t:

AV/B # (A-'B)-'B;
V/A £ (=tA)>tA.

J3 e L3 definem portanto exatamente as mesmas matrizes undrias e bina-
rias. Observe contudo que elas ndo sdo légicas equivalentes, pois 1 é o tnico valor
distinguido em #5;.

Voltando ao caso de ‘W3, notamos que, em particular, as matrizes da
disjung¢do e da implicagdo de J3 nfo coincidem, respectivamente, com nenhuma
das matrizes das disjuncdes e implicagdes de W3! Apesar disso, podemos definir

facilmente em J3 os conectivos que tomamos como primitivos em Ws:
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ANMB %~/ (A—>t=7(='B>tB)));

An2B £ BaA;

AnsB ¥ AN B;

AviB & (m7A> ((='BotB)>tA))>tA;
Ava,B € BviA;

AviB £ (AviB)A(Av2B);

A—1B € =/ ((=/B=iB)=t-7((mTA->tA)-tA));

HR

A—)zB

&

(~7A->4(—-7A>*(~'B>*B)))—="'B;
A—3B £ (A-B)AN (A—B);

A € =T yIA;

A & JA.

Como jé vimos que a reciproca também ¢é verdadeira, e ambos os sistemas
‘W e J; tém dois valores distinguidos, eles sdo portanto dedutivamente equi-
valentes.” Como uma outra importante consequéncia das defini¢cdes acima, vemos
que teria bastado tomar apenas { —,, —¢, A3} como conectivos primitivos em W
jé que podemos definir { A1, A2, Vi, V2, V3, =1, =2, —3 } em termos desses trés
conectivos.

A constatagio de que W3 nada mais é do que um disfarce para J; é uma
boa noticia, dado que podemos dispor assim de uma axiomdtica no estilo
hilbertiano correta e completa para este sistema, uma extensdo natural para
primeira-ordem, bem como de uma teoria de modelos bem desenvolvida, além de
muitos outros resultados (cf. D’Ottaviano, 1981 e 1982, e D’Ottaviano & da Costa,
1985).°

Nio obstante a equivaléncia entre W3 e J3, na exposicio a seguir usaremos

o nome W; sempre para ressaltar que estaremos usando os conectivos de W.

7 Para mais detalhes sobre a capacidade expressiva destas 16gicas trivalentes, e sua relacio com a
16gica cléssica, vide o apéndice @+ @, Da capacidade de expressio de t;, J; e W;.
¥ Um resultado que n#o se encontra explicito na literatura da 4rea, mas que pode ser demonstrado é

a maximalidade de J;. Vide o apéndice @+, J3 € maximal.
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2.3.2 Tradugodes para as formulas de C;

Propomos interpretar as férmulas de C; utilizando as matrizes de W3 que
acabamos de exibir. Mas dado que em C; temos, por exemplo, apenas uma
implicagdo, o que fazer das zrés implicacdes de W3, e assim por diante? Neste
caso, tudo se passa como se as formulas de C, tivessem comportamentos diversos,
de acordo com o contexto. Assim podemos entender que, acorde as circunstincias,
uma dada implicagio de C; poderia na verdade ser “traduzida” de trés formas

diferentes.

Primeiras restrigoes sobre as tradugoes

Definiremos aqui um conjunto T de fungdes de tradugdo, mapeamentos
bastante especiais entre as férmulas de C, e férmulas de "W;. Buscaremos de
inicio deixar este conjunto o mais amplo possivel, dentro de certos limites, impon-
do sobre T' um minimo de restricdes. Assim, cada * € T deve ser tal que:

Tr 1. para varidveis atémicas p:
a. p*=p;
b. (mpy*e{—.p,—-cp}.
Tr 2. para férmulas do tipo (A#B),onde #€ {A,v,— }:
(A#B)*c {A*#,B* , A*#,B* A*#3;B*}.
Tr 3. para férmulas do tipo —A :
(mAY*e{n., A%, ~cA*}.

Esté claro que, nas restricdes acima, temos proposi¢des € conectivos de
L(C,) a esquerda da igualdade, e temos férmulas e conectivos de L( W3) 2 sua
direita. Dizemos que uma férmula de 'W; é uma traducdo possivel de uma
férmula de C, quando aquela é uma imagem desta por meio de uma fungio de

traducdo.
Exemplo. Pelas restricdes acima, o conjunto de tradugdes possiveis da férmu-
la ~(pA—q), com p e g varidveis proposicionais, seria {—,(pA;—1.q),

S(pA1Tceq)s c(PAITLg)s c(PAITCq), = (PA2q), T (pA2—cq),
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“c(pAr2mq), mc(pAr2=cq), T (PAs™Lq), T(PA3—Icq), Tc(PA3—Lq),
ﬂc(P/\S_'CQ)}-

2.3.3 Uma semantica de tradugodes possiveis para C,

A semdntica de traducées possiveis para Cy que aqui finalmente propomos
é o par < W3, T>, que denominaremos simplesmente TP. Uma valoracdo de TP
¢ uma valoracdio de ‘W3, isto é, uma fungfio que leva as fbfs de FOrR (W) a
elementos do conjunto de valores de verdade de W3, { V,V~,F}. Dizemos que
uma férmula a € vdlida se para toda valoragdo w de TP, w (o) assume um valor
distinguido de verdade; dizemos que uma valoragdo w € um modelo para um
conjunto A de férmulas se w (o) assume um valor distinguido para todo o€ A; e
dizemos finalmente que A forca o em W3, e denotamos por A E3; d, se para
todo modelo w de A temos que w (@) assume um valor distinguido. Além disso,
dados um conjunto de férmulas T'U{A } em FOR (C,) e uma funggo de tradugio
* em T definimos agora em () a relagdo de forcamento local, = TP, pOT

F Ep A & I'* =3 A*.
Lemos ' =3p A como “I for¢ca A sob a tradugio *”. Definimos em C; a
relacdo de forcamento global, =rp , por
F'Ewp AT E=1p A,paratoda* em T.

LemosT Et1p A como “I forca A em TP”. Caso o conjunto I" de férmulas seja
vazio, lemos = T1p A como “A € vilido sob a tradugdo *”, ou “A é possivelmente
vdlido”, e lemos E1p A como “A € vilido em TP”, ou “A é necessariamente
vdlido™.

Queremos que esta semdantica de traducgbes possiveis seja no minimo
correta e completa para o célculo Cy, isto €, que

T-~AoeT E1w A.
A seguir veremos que para tanto serd necessario impor algumas restrigdes

“naturais” sobre as fungdes de tradugao.
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2.3.3.1 Corretude

Tratemos de demonstrar que todo teorema de C, € vélido em TP, isto é,

que
HA= Fp A.

Antes de mais nada observemos que a tnica regra de C,, Modus Ponens,
preserva validade, isto €, para toda valoragdo w de TP tal que w (B) e w (B —;A)
ambos assumem valores distinguidos, w (A) também assume um valor distinguido
— basta olhar a matriz de cada uma das implica¢des de W. Posto de outra forma,

w(B)e{V,V'}ew(B—;A)e{V,V}=w(d)e{V,V}.

Basta verificar agora se todas as tradugdes possiveis dos axiomas de C,;
so férmulas vélidas em W3. E facil ver que sdo de fato validas todas as traducdes
de C1(1)- C1(8), C:(A1) e C,(12).

Este fen6meno j4 ndo se repete, por exemplo, com o axioma C;(9):

B°—>((A—>B)—((A—>—B)—>—A4))

Até o momento hd 2°x3°=5.832 tradugdes possiveis para C;(9). Para
entender de que maneira 1.458 entre elas falham, basta tomar, por exemplo, duas
proposigdes p e g tais que

w(p)=Ve w(g)=V",
e uma fungéo de tradugdo * cujo contradominio é exatamente o fragmento ‘W3 333c,
isto €, tal que
(=(gAm9)=>((p—>g) > ((p>—g)——p)) )*=
T1e(gA371cq) =3((p—>39)=3((p—=37cq) =3¢ p)).
Entdo, pelas matrizes de W3, temos que
w(p—39)=V",w(cp)=F, e w(—cq)=V",
donde
w(p—37cg9)=V", e w(gasmcq)=V",
logo

w({(p—3—cq)—=3-cp)=F,ew(mc(gasmcq))=V-,
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e dai

| w((p=39)=3((p>3mc0)>37cp))=F .

Como consequéncia:

| we@rsmca) =3 (P393 (P =3mcq)=3mcp)))=F.

Observando o ponto exato em que as tradugdes de C;(9) falham,
verificamos que elas passariam a valer se restringissemos a traducio da negacio
externa de proposicdes do tipo B° a negagdo local sempre que a tradugdo de =B
se der pela negacdo continua, isto é, se (—mB)*=—1.B* entdo (—m(BA—B))*=
—,(BA—B)*. Esta é exatamente a nova restricdo que adotaremos. Neste caso,
restam 4.374 tradugdes possiveis para C1(9), mas todas “funcionam”. Se recor-
damos que —, faz o papel da negacdo cldssica, o que estamos dizendo com esta
nova restricdo é exatamente o que deveriamos esperar: proposi¢oes do tipo B°
devem ser bem-comportadas, isto €, comportar-se classicamente!

Tratemos agora do axioma C,(10):

(A°AB°) > ((AAB)°A(AVB)>’A(A—B)°)

Disptnhamos, inicialmente, de 2'°x3'2=544.195.584 traducbes possiveis
para C;(10). Com a nova restrigio que resultou da anélise do axioma C;(9)
acima, temos agora ‘“apenas” 3'7=129.140.163 tradugdes possiveis. Mas ainda
temos problemas. Para termos uma amostra do modo pelo qual 95.659.380 entre
elas falham, tomemos, por exemplo, duas proposi¢cdes p € g e uma funcdo de
tradugo * tais que
w(p)=V e w(g)=V",

(mpY==cp,(mg)*=".4,
(m(AAmA))*=—,(AAnA)*, para todo A,
(A#B)*=A*#:B* e (m(A#B))*=—(A#B)*,

para todo A e todo B, B¥—A,onde #€ {A,Vv,— }.
Entfo, pelas matrizes de W3 temos que
w(—cp)=F, e w(n.,q9)=F,w(p#:q)=V",
(((p#EA—(p#Q))* =" ((p#3g) A3 (pHhiq)),
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donde

w(pr3—ep)=F, w(gas—cq)=F,

w(—c(p#ig))=V-,

logo

w((p®)*)=w (. (pA3—cp))=V,w((g°)*)=w(—.(gAs—cq))=V,
w((p#sg)ns—c(p#q))=V,

s

e dai
w((p°Ag®)*)=V,
w(((p#9)°)*)=w(0.((p#:39) 3~ c(p#3q)))=F,

€ mais ainda,

w(((pAg)»°A(pvg)’r(p—q)°)*)=F,
Consequéncia:
w(((p°rg°)=>((pAg)° A(pvg) A(p—>q)°))*)=F.

Observando o ponto exato em que as traducdes de C,(10) falham, ve-

rificamos que elas passariam a valer se fizéssemos mais algumas restri¢3es, e aqui
comprovamos a necessidade da inclusdo em W3 dos trés conectivos bindrios de
cada espécie. Caso a tradugio da negago de A se valha da negacio continua, mas
a tradugdo da negagdo de B se valha da negacdo local, entio devemos usar o
primeiro conectivo de cada espécie, segundo o qual apenas o primeiro componente
pode “estragar” a operagdo, isto €, se (mA)*=—A* e (—B)*=—, B*, entio
(A#B)*=A*#, B*. De modo semelhante, caso a tradu¢do da negacfio de A se
valha da negac@o local e a traduc@o da negacdo de B se valha da continua, entdo
devemos usar o segundo conectivo; caso ambas as traducdes se valham da
negacgio continua, entdo devemos usar o terceiro conectivo; caso ambas se valham
da negagdo local podemos usar qualquer dos trés conectivos. Além disso, caso as
tradugbes tanto da negacdo de A quanto da negagiio de B se valerem da negaciio
local, entdo a tradugio da negagdo da sua combinagio também deve se valer desta
negacdo, isto €, se (mA)*=—,A* e (mB)*=—,B* entio (—(A#B))*=

-, (A#B)*.
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Mais uma vez, estas serao exatamente as restricdes que adotaremos. Neste
caso, restam 33.480.783 traduges possiveis para C;(10), mas todas funcionam.
Se recordamos que —, cumpre o papel da negacfo cléssica, estas novas restrigdes
nos ensinam, grosso modo, que proposi¢cdes que possuem componentes bem-
comportadas, isto €, que j foram interpretadas classicamente, devem elas préprias
ser bem-comportadas. Como esperdvamos, o bom-comportamento deve se pro-
pagar!

Para conseguirmos a corretude da nossa semantica, mostra-se¢ necessario

portanto restringir algo o nosso conjunto T de func¢des de tradug@o.

Segundas restrigoes sobre as tradugoes:
Tr 1. para varidveis atdmicas p:
a. p*=p;
b. (=p)*e{-.p,mcp}.
Tr 2. para férmulas do tipo (A#B),onde#e {A,v,—> }:
a. (A#B)*=A*#,B*, se (mA)*=—A* e (mB)*=—,B*%;
b. (A#B)*=A*#,B*,se (mA)Y*=—,A* e (0 B)*=—.B%;
c. (A#B)*=A*#3B*,se (mA)*=—A* e(—B)*=—.B*;
d. (A#B)*e{A*#B*, A*#,B*, A*#;B*}, em caso contrério.
Tr 3. para férmulas do tipo A°:
a. (m(AADA)) R ==, (AA0A)*, se (mA)¥=— A%,
b. (m(AA-A))*e{—.(AADA)*, . (AA—A)* }, em caso contrério.
Tr 4. para férmulas do tipo " (A#B),onde #e { A, v, —}, B#—A:
a. (m(A#B))*=—,(A#B)*,se(—nA)*=—,A* e (—mB)*=—,B*%;
b. (m(A#B))Y*e{—.(A#B)*,~.(A#B)*}, em caso contrario.

Tr 5. para férmulas do tipo 7 —A: (—m—=A)*e {1, (RA)*, . (mA)*}.
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Exemplo. Retomando o exemplo anterior (vide 2.3.2), pelas novas restri¢es
expostas acima, o conjunto de tradugdes possiveis da férmula = (p A—¢q), com )4

€ g varidveis proposicionais, seria o seguinte:

* se p=q, temos que (p°)* e {1, (pA1—.p), c(PAITP), (P A= cp),
T(pA2TLp), De(PA2—up), U PA2T), S(PAsSTLP), me(pAs—Lp),
. (PAs=ep)}s
® sep#gq,entdo
© se (mp)=mep* e (mmg)*=—(mg)*, temos que (m(pAa—g))te
17 (PA1ug), mc(pAai—1g), a1 (P AT eq), (P AT q) )

« se (mp)f=mup* e (mmg)*¥=mc(mg)*, temos que (—(pAa—g))*e
{7 (pr29), me(pPre—g), (P ra—cq), me(pr—cq) };

« se (p)F=mcp* e (mmg) =mc(mg)*, temos que (—(pa-g))*e
{70(PAsug), me(PpAs—q), (P As—eq), me(pras—cq) )

« se (mp)*=up* e (mmg)=—(ng)*, temos que (m(pA—g))*e
{(7(pA17q), (P ATeq), (P A2Lq), (P A2=cq), —u(PAI—Lg),
—w(pA3—cq) ).

Todas estas restriges parecem (e de fato sdo) muito complicadas e, pior,
produzem um nimero exagerado de tradugGes possiveis, mesmo para férmulas
muito simples. Fizemos um minimo de restri¢des sobre T de modo a garantir a
corretude; se mirarmos porém com atengdo os conjuntos definidos em cada
subcaso do exemplo acima, notaremos logo muita redundéncia: boa parte das
férmulas em cada conjunto sdo equivalentes em Wj. Assim, por exemplo,
. (pAar—p) € mie(pAr—p) produzem as mesmas matrizes, e também
{pA2T1cq) € u(pAs—icq). Serd que ndo podemos impor novas restricoes,
ficando ainda assim com um conjunto de tradugBes possiveis suficiente pros
nossos objetivos futuros?

Buscamos agora um conjunto “definitivo” de restri¢des sobre as funcdes

de traducdo.
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2.3.3.2 Asrestrigdes sobre as tradugoes

Notemos, antes de mais nada, que néo hd porque supor que a traducio da
negacédo de uma férmula atbmica possa ser bem-comportada — sabemos que em C;
o bom-comportamento € propriedade de formulas mais complexas. Isto justifica a
modificagdo em Tr 1.b a seguir. O restante se explica pela eliminagio de re-
dundéncias.

Tr 1. para varidveis atdmicas p:
a. p*=p;
b. (mp)*=-cp.
Tr 2. para férmulas do tipo (A#B),onde #e {A,v,— }:
a. se (A#B) ¢ (An—A), entdo (AADA)*=(A* A3(—A)*), sendo
b. (A#B)*=A*#,B*, se (mA)*=—A* e (mB)*=—,B*;
c. (A#B)*=A*#,B*, se (mA)*=—,A* e (mB)*=—.B*;
d. (A#B)*=A*#3;B*, nos demais casos.
Tr 3. para formulas do tipo " (A#B),onde #e { A, v, —}:
a. se (A#B) é(An—A),entdo (m(AA—A) ) =—,(AA—A)*, sendo
b. (m(A#B))*=—,(A#B)*, se (mA)*=—,A* ¢ (mB)*=—, B*,;
c. (m(A#B))*e{—,(A#B)*,-.(A#B)*}, nos demais casos.
Tr 4. para férmulas do tipo = —A:
a. (m0A)Y =7 (0A)*, se(mA)* =A%
b. (m—A)*e{—,(—mA)*,a.(—A)*}, em caso contrario.
O leitor ja saberd facilmente, a esta altura, reconstruir o exemplo anterior,
desta vez atendendo a estas novissimas restri¢des — e perceberd de imediato a

economia com elas alcangada.

Algumas consequéncias das restrigdes sobre 7 e das matrizes de W;:

a. w(A*)=F & w(—,A%*)=V. Imediato.’

® Compare, neste ponto e adiante, com 2.2, Algumas consequéncias da definicfio de valoracio

paraconsistente.
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b. w((A°)*)=F & w(A*)=V- ew((mA)*)=V";
w((A°)*)=V & w(A*)=F ouw((—A)*)=F.
Com efeito, de Tr 2.a. ¢ Tr 3.a. temos que (—(AA—A) )*=—, (A* A3(mA)*),
logo w((A°)*)=F & w(—,(A*A3(—=A)*))=F. Mas, pelas matrizes de
W; temos w(—,(A*A3(—A)*))=F < WA*A3(mA)*¥)e{V,V} &
w(A*)e{V,V7} e w((mA)*)e{V,V'} & wA*)=w((mA)*)=V" (e
(mA)*=—.A*). Note ainda, a partir das matrizes dos conectivos, que nao é

possivel nem que w (A*)=w((—A)*)=V, nem que w ((A°)*)=V".

¢. [w(A*)=F ou w((—A)*)=F] e [w(B*)=F ou w((—~B)*)=F] =

w(((A#B)°)*)=V ,onde #e€ {A,v,— }. Hd quatro combinagdes possiveis:

fo.] w(A*)=F e w(B*)=F, caso em que w((A#B)*)e { V.,F}, logo
w((—(A#B))*)e {F,V}, e porb. concluimos que w (((A#B)°)* )=V

[B.] w(A*)=F e w((—B)*)=F, caso em que w((—A)*)=V e ainda: ou
(i) ou w (B*) =V, e entdo procedemos como em [e.]; (ii) ou w (B*)=V",
e entdo (mB)*=—,B. Dai, por Tr 2. concluimos que (A#B)* # (A#,B),
logo w((A#B)*)e {V, F} e entdo procedemos como em [o.];

[v] w((—A)*)=F ew(B*)=F, caso semelhante a [B.].

[6.] w((—=A)*)=F ew((—B)*)=F, caso em que, se w(A*)=V e w(B*)=
V, procedemos como em [0.], € em caso contrario procedemos como em

[B-Je[v.].

d w(A*)=F & w((~A)*)=V. Por b. e pelas matrizes de W; temos
w(A*)=F & w((A°)*)=V e w((mA)*)=V. Lembrando que ~A=—AA
A°, temos, por Tr 2. e pelas matrizes das conjuncdes, w((4°)*)=V e
w((0A)*)=V & w((~A)*)=V.

e w((~A)*)=V & w(—,A*)=V;
w({(~A)*)e{V,F}; w(—,A*)e{V,F}.Dea. ed., imediato.
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2.3.3.3 Conveniéncia

Como apenas restringimos o conjunto I’ de funcbes de traducéo, ainda
continuamos com uma seméntica de tradugdes possiveis TP correta para Cj, isto
é, uma semantica tal que associa apenas valores distinguidos aos teoremas de C;.
Na realidade, neste ponto um resultado mais forte e mais interessante € possivel.
Como j4 temos associada a C'; uma outra semantica, a seméantica paraconsistente
ja exposta, a qual também ja& sabemos ser correta, poderiamos nos perguntar se
ndo seria possivel associar as nog¢des de validade e de modelo em TP as nogdes de
validade e de modelo da seméntica paraconsistente. Veremos que a resposta €
afirmativa.

O que afirmamos é que dada uma funcéo de tradugdo * € uma valoragido w
em TP, podemos encontrar uma valorag@o paraconsistente v tal que, para toda
fof Fem For (Cy),

v(F)=1 & w(F*)e{V,Vv}."°

Temos que construir portanto uma v para cada * e w dadas. A proposta é
imediata: consideremos exatamente a fun¢fo v definida para cada férmula F em
For(C,) de modo que v(F)=1 sse w(F*)e{V,V'}, e v(F)=0 sse
w(F*)=F. Tudo que temos a fazer agora € verificar que tal v assim definida é
uma valora¢do paraconsistente, isto €, ela atende as condigbes valfi]-val[vii]

(vide 2.2). Vejamos:

val[i] Seja v(AAB)=1. Pela definicio acima, v(AAB)=1 sse w((AA
B)*)e {V,V~}.Por Tr 2., sabemos que w ((A AB)*)=w(A* A; B*) Mas, pelas
matrizes das conjungbes, w(A*A;B*¥)e{V,V™} sse w(A*)e{V,V'} ¢
w(B*)e {V,V~}. Novamente pela defini¢do acima, temos que w(A*)e {V,V~}
ew(B*)e {V,V7} ssev(A)=1 ev(B)=1, que € justamente o que queriamos

demonstrar.

19 Note a semelhanga do que est4 sendo feito aqui com o Lema II. das quase-matrizes. (vide 2.2.2)
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valfiif] v(AvB)=1 <« (pela defini¢io de v) w((AVB)*)e{V,V'} &
(por Tr 2.) w(A*v;B*)e {V,V"} & (pelas matrizes das disjuncdes) w(A*)e
{V.V'}ouw(B*)e {V,V"} & (def.dev)v(A)=1ouv(B)=1.

valfiii] v(A—>B)=1 <« (def.dev) w((A—>B)*)e{V,V"} < (por Tr2.)
w(A*—»B*)e {V,V'}] & (pelas matrizes das implicacbes) w(A*)=F ou
w(B*)e{V,V} & (def.dev)v(A)=0ouv(B)=1.

val[iv] v(B°)=v(A—>B)=v(A—>—B)=1 & (def. de v) w((B°)*)e
{V.V'} e w((A->B)*)e{V,V} e w((A—>—-B)*)e{V,V'} & (por
Tr 3.a ¢ a matriz de —,, e por Tr2.) [w(B*A3;(—B)*)=F e w(A*)=F] ou
[w(B*A3(=B)*)=F e w(B*)e{V,V'} e w((=B)*)e{V,V }] = (def.
de ve amatrizde A3) v(A)=0.

vallvl] v(A°)=v(B°)=1 & (pela definicdo de v) w((A°)*)e{V,V'} e

w((B°)*)e{V,V} < (pela consequéncia b. das novas restricdes Tr, vide
2.3.3.2) [w(A*)=F ou w((—A)*)=F] e [w(B*)=F ouw((—B)*)=F] = (pela
consequéncia c¢. das novas restrigdes Tr, vide 2.3.3.2) w (((A#B)°)*)=V, onde
#e{An,v,—>} = (def. dev) v((A#B)°)=1.

val[vi] v(A)=0 & (def. de v) w(A*)=F = (pelas matrizes das negacdes)
w((—A)*)=V = (def. dev) v(nA)=1.

val[vii] v(=—A)=1 <> (def. de v) w((——A)*)e {V,V"} = (pelas matri-
zes das negacles) w(A*)e {V,V™} < (def. dev)v(4A)=1.

Podemos dizer que com isso demonstramos a conveniéncia da semantica
de tradugdes possiveis as valoragbes paraconsistentes. Observe que foram ne-
cessdrias na prova todas as segundas restricbes que definimos ao longo da
demonstragdo da corretude desta seméntica (vide 2.3.3.1) — mas as restri¢des
adotadas em definitivo (vide 2.3.3.2) j4 foram suficientes.

Afirmamos, contudo, que a conveniéncia é um resultado mais forte do que
a corretude, pois daquele resulta este como um corolario. De fato, seja F um

teorema de C,. Como conhecemos a corretude da semantica paraconsistente, sabe-
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mos entdo que F € vdlido, isto €, que v(F)=1 para toda valoragdo paraconsisten-
te v. Mas acabamos de mostrar que, dadas uma fung@o de traducio * e uma
valoracdo w em TP tal que w(F*)e { V,V~} podemos definir uma valoragio v,
tal que vi(F)=1 & w(F*)e{V,V }. J4d sabemos que, neste caso, como F
¢ teorema, v(F)=1, para todo v e em particular para v;. Temos portanto

w(F*)e{V,V}.

2.3.3.4 Representabilidade

Ainda mais interessante, e drdua tarefa, € mostrar a “reciproca” do teorema
anterior. Propomos mais uma vez buscar um modo de associar a semantica
paraconsistente a semantica de traducdes possiveis, suas no¢des de validade e de
modelo, desta vez porém no sentido inverso. O que afirmamos agora € que dada
uma valorag¢do paraconsistente v podemos encontrar uma fungfo de tradugéo * e
uma valoracido w em TP tais que, para toda fbf F de L(C;),

w(F*)e{V,V} @ v(F)=1."
Temos que construir portanto uma * e uma w para cada v dada. Em Camielli &
Marcos (199?a) aprendemos como fazé-lo.

Dada uma valoracdo paraconsistente v definimos, segundo Tr l.a, p*=p

e definimos w, para cada vari4vel atdmica p de L( W3), por
@ w(p*)=V sse v(—p)=0;

(i) w(p*)=V sse v(p)=1ev(np)=1;

(iii) w(p*)=F sse v(p)=0.

Eclaroque w(p*)e{V,V} & v(p)=1.

Definimos agora, segundo Tr 1.b, (—p)*=—p. E imediato verificar que
w((mp)*)e{V,V'} & v(ap)=1.

Suponhamos, como hipétese de inducao (HI), que para todas as férmulas

F de comprimento menor ou igual a n valha w(F*)e {V,V'} & v(F)=1,e

' Note a semelhanca do que est4 sendo feito aqui com o Lema I. das quase-matrizes. (vide 2.2.2)
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mostremos como definir * para as férmulas de comprimento maior do que » de

modo que esta propriedade ainda seja vilida.

Tomando #€ { A,v,— }, definamos, segundo Tr 2., (A#B)* =A* #; B*
se B=—A; (A#B)*=A*#;B*, se (mA)*=—1.A* e (=B)*=—,B*; (A#B)*=
A*#,B*, se (mA)*=—,A% e (mB)*=—.B*; (A#B)*=A*#; B*, nos demais
casos. Usando (HI), € ficil ver que ainda temos w((A#B)*)e{V,V'} &
v(A#B)=1.

Consideremos agora uma férmula do tipo B°, e definamos, segundo
Tr3.a, (—(BA—B))*=—,(BA-B)*. Ora, por (HI) temos w((BA—B)*)e
{V,V'} & v(BA=B)=1. Mas as condi¢cdes sobre as valoracées de C; nos
informam tanto que v(BA—B)=1 & v(B)=1 e v(—B)=1, quanto que v(B)=1
e v(—B)=1 & v(B°)=0. Logo, temos w((BA—B)*)e {V,V"} & v(B°)=0,
e dai, pela defini¢do acima, w((B°)*)e {V,V"} < v(B°)=1.

No préximo passo, tomamos uma férmula do tipo —(A#B), mas ndo do
tipo A°, onde #€ {A,v,—}. Temos que analisar vérios subcasos, segundo os
valores atribuidos porvaAeaB:

* v(A)#v(—A) e v(B)#v(—B). Como consequéncia imediata das valoracdes
paraconsistentes para C;, temos v(A#B)#v(—~(A#B)). Notemos que, de
(HI), temos v(A)zv(—A) & [w(A*)e{V,F}] ou [w(A*)=V" e
(mA)*=—,A*] (e o mesmo vale para B). Logo, definimos neste caso
(—(A#B))*=—,(A#B)*, o que d4 conta de Tr 3.b ¢ de uma parte de Tr 3.c.

* v(A)=v(—A)ev(B)#v(—B).Por (HI),de v(A)=v(—A)=1 temos w(A*)e
{V.V7} e w((mA)*)e {V,V7}, logo w(A*)=V" e (mA)*=—_.A*. Temos
também, de v (B)#v(—B), que [w(B*)=F ou w((—B)*)=F].

Subsubcasos:
o se(mB)¥*==.B*, entdo, w(B*)e { V,F}, e como neste caso, novamente
por (HI), (A#B)*=A*#;B*, temos, pelas tabelas de W3, w((A#B)*)e
{V,F}.



2.3.3.5 Completude 73

e se (mB)*=—,B*, temos, por (HI), (A#B)*=A*#, B*. Logo, como
w(A*)=V" obtemos mais uma vez, pelas tabelas de W3, w((A#B)*)e
{V",F}.

Nos dois subsubcasos acima, definimos (—(A#B))*=— (A#B)*
caso v(A#B)=1 e v(—(A#B))=1; caso contrério, definimos (—(A#B))*=

= (A#B)*.

® Nos dois casos restantes, nos quais temos v(A)#v(—A), procedemos de
maneira andloga ao subcaso acima, € com isso concluimos nossa definigdo

deste caso, respeitando Tr 3.c.

Como consequéncia, temos w((—(A#B))*)e {V,V™} & v(—(4#B))=1.

Finalmente, tomando uma f6érmula do tipo ——A, definimos (——A)*=
. (mA)* se v(mA)#v(n—A), e (mA)*=—,.(—A)* em caso contririo,
defini¢Ges sancionadas por Tr4. e que, como ¢ ficil ver, garantem que

w((——A)*)e {V,V'} & v(——A)=1.

Note que a defini¢do de * em nenhum momento entra em conflito com as
restrigdes Tr, pois ndo as contraria, somente as restringe um pouco mais de modo
a atender a este caso especifico, de modo a acompanhar o comportamento desta v
especifica dada. Podemos dizer que o resultado acima nos mostra a represen-
tabilidade das valoragdes paraconsistentes por meio da seméntica de traducgdes

possiveis exposta.

2.3.3.5 Completude

Assim como a conveniéncia, a representabilidade é um resultado muito
forte. A partir dele resulta como corolério, por exemplo, a completude da semanti-
ca de traducgdes possiveis.

De fato, j4 sabemos da completude da seméantica paraconsistente, isto é, ja
sabemos que toda férmula vélida nesta seméntica € um teorema de C;. Seja entdo
F uma férmula vélida em TP, isto € uma férmula tal que w (F*)e { V,V"} para
toda fun¢@o de tradug@o * e para toda valoracdo w em TP. Acabamos de mostrar

que, dada uma valoragfo paraconsistente v podemos encontrar *, € w; em TP tais
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que wi(F*1)e {V,V'} & v(F)=1. Como F ¢ vilida em TP temos w(F*)e
{V,V"}, para todo * e todo w, ¢ em particular para *, € w;. Temos portanto
v(F)=1, donde concluimos finalmente, pela completude da seméntica para-
consistente, que F é teorema de C;.

E claro que uma demonstragdo direta da completude da semaintica de
tradu¢bes possiveis, sem o passo intermedidrio da seméntica paraconsistente, é
possivel, mas pode ser uma tarefa ingrata. Observe que no se trata de mostrar que
C, “axiomatiza” as matrizes de ‘W3, o que j4 poderia ser bem dificil: sdo os
axiomas de J3 que “axiomatizam” estas matrizes. Trata-se, isso sim, de mostrar
que C; “axiomatiza um certo fragmento” de J3, fragmento este definido

exatamente pelo conjunto T de todas as funcdes de tradug@o.

2.3.3.6 Um novo procedimento de decisao

Para tratar de C; e decidir quais de suas férmulas sio teoremas, temos
agora, finalmente, matrizes. Agora o procedimento mecénico, e verofuncional, de
verificag@o € o seguinte: dada uma férmula de C,, fazemos todas as suas tradu-
¢Oes possiveis, isto €, coletamos todas as diferentes imagens que podem ser produ-
zidas desta férmula segundo as fungdes de traduggio do conjunto 7'; em seguida as
testamos usando as matrizes de 'W3. Nada mais ficil. .. Bem, lembremos que este
conjunto de tradugdes possiveis pode ser gigantesco! Um bom trabalho para uma
méquina.

Podemos eventualmente diminuir o trabalho se levarmos em conta a
consequéncia e. das novas restrigdes Tr (vide 2.3.3.2), segundo a qual ambas as
negacoes ~ € —, produzem o mesmo efeito. Isso ndo surpreende, pois o esperado é
justamente que ambas tenham comportamento cldssico (vide 2.1.1 e 2.3.1). Ocorre
que a negacao forte, ~, € uma abreviagdo para uma férmula da linguagem, qual
seja, ~A=—1AA 1 (AA—A), a qual pelas restrigdes Tr pode vir a ser traduzida
em até seis formas diferentes: {—, A*A|m (A*A3—,A4%), —cA¥AI (A% A
TeA*), TLAF A TU(A*AZTLAT), A AL (AR A3 AR), AR A (A% A
-1 A*), —cA* A3 (A* A3 cA%*) ). Por conseguinte, obteriamos uma boa vanta-
gem computacional se acresc€ssemos ao estoque de restri¢des Tr j4 disponiveis a

seguinte restri¢do:
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Tr ~. para férmulas do tipo ~A: (~A)*=— A*.

Uma outra economia de recursos computacionais sem maior significado
te6rico nos é sugerida imediatamente se reparamos que os conectivos de W;
estendem os conectivos cldssicos, isto €, a restricdo do dominio dos conectivos de
W3 ao conjunto { V,F} resulta nos conectivos cléssicos.!? Ora, caso desejemos
interpretar uma férmula F cujas subférmulas sejam sempre do tipo (A AB), ou do
tipo (Av B), ou do tipo (A — B), ou do tipo ~A , entdo podemos usar diretamente
as matrizes do célculo proposicional cldssico.

Observamos ainda que, se uma dada subférmula G da férmula F que
queremos testar é da forma (A#B), onde #e { A, v, —}, mas G néo aparece
simultaneamente no interior de uma subférmula negada de F, entdo n3o hd
necessidade de avaliarmos a tradugdo da negacio de A e de B para decidirmos a
tradugdo de #, como nos ensina Tr 2., ja que (A* #,B*), (A*#,B*) ¢ (A*#;B*)
sdo todas férmulas equivalentes em Wj. Neste caso basta tomar qualquer uma

delas como a traduc@o de G (estipulemos a terceira).

Exemplos.13
a)Fp—>-—p.
Segundo as restricdes Tr e a ultima observagio acima, sdo duas as tradugoes

possiveis para esta férmula:

{ p—o3—.eps
Pl—cP|vep|cep | 0| B
B p—3-ccp.
\Y% F \Y% \Y A%
Tomando a tradugdo { e " _ N
V- {| V F \% F |V
w(p)=V~ vemos logo por- F vV F F viv

que a férmula acima nao é

vélida em TP.

12 Iss0 é verdade nio apenas para as matrizes dos conectivos de ‘W3 mas também, de modo geral,
para fodas as matrizes definiveis em “W;. Vide o apéndice 0+, Da capacidade de expressio

de tg,J3eW3.

13 £ instrutivo comparar a) a d) com 2.2.2.1.
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b) = (pA-p);
Fp°—(—p).
A primeira férmula possui somente uma tradugio possivel, qual seja:

U —.(pAs—cp).

. . ) Podemos testar a sua validade:
Ja a segunda férmula possui

duas traducdes possiveis: r || 991 8.0 | B8
Bf —u(pAs—cp)—=3—u(mcpAs—ep); \4 \% Vv \Y%
B —.(pAs—cp)—=3(—epAsz—eep). \A F \ M
F \'% V|V

¢) ~ p°—p°
H_ pD _)po
A tnica traduc@o possivel de p°® é 1, (pA3—p), como ji vimos acima. As

tradugdes possiveis de p° sdo:

—(mepAip) —c(mcprp)
_‘L(—'CP/\ZP) _'c(ﬁcP/\ZP)
ﬁL(_"cp/\.’,P) ’"'c(_‘cP/\3P)

Para obter as 6 traducdes possiveis de cada uma das férmulas acima o leitor
saberd combinar as tradugbes de suas partes. A férmula p®— p° fatha, por
exemplo, quando a traduzimos por ~¢(—cpAsp) =, (pA3—cp), € toma-
mos w(p)=V~.

E notdvel que estas 6 tradugdes possiveis s6 produzam 2 matrizes
diferentes. De fato, neste caso especifico cada uma das trés conjungdes
possiveis em p° tem igual efeito sobre o resultado final. As tradugdes de p°
poderiam ter sido, portanto, apenas duas, tais como:

—(mepr3p) “c(meprsp)

A rigor, poderiamos sempre inserir novas “regras de economia” de

modo a eliminar as matrizes repetidas, sem prejuizo ao procedimento de

decisdo.
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1

d) ¥ (pvg)=—(qvp)

Com duas negacdes e trés disjungdes, temos 6 traducdes possiveis para

—1(pvq) e 6 também para (g Vvp). Notando que 3 delas (aquelas em que a

negacdo € interpretada localmente) produzem matrizes idénticas, adotamos uma

delas (estipulemos, a terceira disjungdo) e abandonamos as outras duas.

Temos portanto (4x4=)16 traducles possiveis para a sentenga

acima:

f —w(pvig)=—.(qvip) B  —clpvag)=—.(qvsp)

B  —w(pvig)=—clgvip) I —c(pvag)=—clgvip)

8 —uw(pvig)=—c(gvaep) 0 —c(pVvag)=—c(gvep)

& u(pvig)=—c(gvsp) 1B —c(pvag)=—c(qvsp)

8 —c(pvig)=—-.(gvip) 18 -c(pvig)=—.(qvsp)

B —c(pvig)=—c(gvip) & —c(pvig)=—clgvip)

B —c(pvig)=—c(gvap) 98 —c(pvig)=—c(gvap)

8 —clpvig)=—c(gvip) B —c(pvig)=—clgvip)

E o resultado sera:

Pl g9 |B 8|48 |6|C |61 |16 18|08 |18 |08 |16
\Y VIVIVI|VIVI|VI|VIV|VI[V]|V |V |V ]|V [V |V
VIV|I|V|V|F|F|V|V|F|F|F|F |V |V |F|F |V |V
V|IF||VIV|V|V]|VI|V]|V|VIV|V|V [V ]|V |V ]|V ]|V
V{V|V|F|V|F|F|V|F|V|V|F|V|F|F |V |F |V
VIV (|V|F|F|F|F |V |V |V |[F |V |V |V |F |V |V |V
VIF|V|F|V|F|F|V|F|V|V|F|VI|F|F [V |F |V
F|lV{V|[V|V]|VI|V| V|V |V|V |V |V |V |V |V ]V ]V
F|V|V|V|F|F|V|V|F|F|F|F |V |V |F|F |V |V
FI|F|V|IVI|IV|V|VI|VIV|V]|V |V |V [V ]|VIV ]V |V
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e) RA): (p—>¢q)>((p—>—q)——p) ndo é teorema de C; (vide 2.1.1). A
tnica tradugdo possivel, dadas as nossas simplificacGes anteriores, (p—3 g)—>3
((p—=3—c¢q)—3—cp), falha quando w(p)=V e w(g)=V".

H (pv~p), (p—=>~~p), ~(p>9)—>p. p—=9)>({(P>~9)>~p), ~(pA
~p) e (pA ~p)—q sdo todos teoremas de C; (vide 2.1.1¢). Usando a nova
restri¢do, Tr ~., temos em cada caso apenas 1 possibilidade a testar nas matri-
zes de "W. Para testar estas proposicoes podemos ainda usar diretamente as

matrizes do célculo proposicional cléssico.

2.3.3.7 Novo?

Vimos que a seméntica de traducdes possiveis para C, ja traz pegada a si
um procedimento de decisdo. Nao se trata de algo a parte, como o procedimento
de quase-matrizes para a semantica paraconsistente — vide os Lemas I e II, 2.2.2.
Ja chamamos a atenc@o também a semelhanca dos lemas das quase-matrizes com
as provas da conveniéncia e¢ da representabilidade da seméntica de traducdes

possiveis. Recapitulamos. Dada uma férmula F de FOR (Cy):

Lemal. Para cada valoragdo paraconsistente v, existe uma linha k da quase-
matriz para F, OMF, que corresponde a esta valoragdo.

Lema IL. Para cada linha k de QM existe uma valoragio paraconsistente v que a
ela corresponde.

Conveniéncia. Para cada valoracdo w em TP e cada fungio de traducdo * em T
existe uma valoragfo paraconsistente v que “faz o mesmo trabalho”, ou seja,
tal que w((.)*) e v atribuem valores distinguidos e ndo-distinguidos exa-
tamente as mesmas subférmulas de F.

Representabilidade. Para cada valoracdo paraconsistente v, existem uma valora-
¢do w em TP e uma funcfo de traducdo * em T que “fazem o mesmo

trabalho”.

E importante ressaltar que todos os resultados acima sdo construtivos.
Combinando estes resultados temos portanto, para cada férmula de For (C;), uma

forma de mapear sua quase-matriz e a tabela que produzimos ao verificar suas
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traducbes possiveis segundo as matrizes de "W3. Claro, pois pela conveniéncia e
pelo Lema I, podemos passar de uma funcéo de tradugo * em T e uma valoragdo
w em TP para uma linha k& de QM. Reciprocamente, pelo Lema II e pela
representabilidade, podemos passar de uma linha k de OQMF a uma fungdo de

traduc@o * em T e uma valoragdo w em TP.

Exemplos.

¢ Consideremos novamente a férmula do exemplo a) em 2.2.2.1 e em 2.3.3.6:

Fp—>——p.
Quase-matriz: Semantica de tradugoes possiveis:
P -p =-p p—r——p
4 TP | TP | TP
o 1 0 1 /1\ L —
v E v v ViV
L0 1 1 [2] o
vl v F v | F |V
| o 7] =
1 F v F F vivie
B Y =

Podemos agora partir de cada linha da quase-matriz e encontrar a valo-

racdo e a tradugdo possivel correspondentes na semantica de tradugdes possiveis:

BEan

710 |1
2|10 |1
310 |1
41 6 | B

Reciprocamente, a partir de uma valorag@o e uma tradug@o possivel em TP

podemos encontrar a linha correspondente na quase-matriz:

, -

3
® e
2N W [(N|=
N [(ANT
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o

7

6| 0

W e * correspondentes:

lslofs[ofe]~]o]o]

1=2

—(qvp).

(=)

—@vp)

F=(pvq)

Quase-matriz:

()

qavp -p —q vy

Consideremos agora a férmula do exemplo d) em 2.2.2.1 e em 2.3.3.6:
pve

80
°

—

-—

(=]

{

1

1}
]

B
1B

0] 06 | B8
2] ©
73] ©
4| ©
15| ©® | 8
16| ©
77| ©
781 O | B
791 ©
200 @ | B
21 0 |4
23| © | &
24| ©

k correspondente:

170
13
17
18
19

|1 1B/3 8/1B8|8|868|00|1B|I6
0|721|12(12(12(12)12|1212(12|12
©173|713|14|14|13|15|15|16 16|16
e\7\7\7|\7|7|7\7|7|7]|7

©|77(18|17|18|20(1920|17| 18|20
©(27|22)|22(22)|24 |24 |24 |24 |24 |24
®|8|9|8|9]|11|710{1118 |9 |11
@i2|2|2|2|2|2|2|2|2]|2

©|3|3|4|4|3|5|5|6|6|6
O\7{7|7{71|7(1|71]|71]|1]|1

8

0}
3]
0\
o)
Q]
VIVIV[VIV]V|VI[V][V]V|e
18]

v
v
v

V-
v-
v

2

Oes possiveis:

0
VIF|v

o
VIFE|Vv

v

v

F|V|F|F |V
VI VIV[V[V|VIV]|V]V]V]ie

1B/ 8|4|6|2|B|00|1B|16
VIVIV[V|IV[V]V[V]|V]|V
VIV]IF[F[V[F|F|V
VIVIVIV[V[V[V[V][V]V
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2.3.4 O que é uma semantica de tradugdes possiveis?

Acabamos de fornecer uma semantica de tradugdes possiveis correta e
completa para C;. Baseados nesta experiéncia proporemos a seguir uma primeira
defini¢do para as seménticas deste gé€nero.

Consideremos por um lado um célculo légico S, do qual conhecemos a
sintaxe e buscamos uma seméntica — denominaremos este cdlculo S interpretdvel.
Consideremos por outro lado um conjunto T de funcbes de tradug@o, fungles *
indexadas pelos elementos de 7| e que tém como dominio comum as fbfs do
célculo S. Cada fungfo *:, t€ | T, terd como contradominio as fbfs de um célculo
16gico R, do qual conhecemos a interpretagao, isto €, no qual jé esta definida, por
exemplo, as nogdes de valoracdo, validade, modelo e consequéncia semantica —
esta dltima a ser denotada por ;. Denominaremos cada célculo R, telTl, um
interpretante. Uma semdntica de traducbes possiveis para S € o par
TP=<{R:}:cir1, T>.As no¢bes seménticas serdo como que “transferidas” dos
célculos interpretantes para TP; em particular, o que denominaremos uma valora-
¢iio em TP néo serd nada mais do que uma valoragio em algum R,.

Dados um conjunto de férmulas T'U{A} em FOR(S) e uma fungio de
traducdo *: em T, definimos para S a relagéo de forcamento local, =1p, POT

Iep A & I'*E, A%,
Lemos I" k=1 A como “TI forga A sob a tradugdo *:”. Definimos para S a rela-
¢do de forcamento global, =1p , por
Fep A T Ep A,paratoda* emT.

LemosT" &= A como “I forca A em TP”. Caso o conjunto I" de férmulas seja
vazio, lemos = A como “A é vélido sob a tradugdo *:”, ou “A € possivelmente
vdlido”, e lemos Ep A como “A é vdlido em TP”, ou “A € necessariamente
vdlido”.

Mostrar que uma semantica de tradugbes possiveis para S € fortemente
correta € completa — podemos dizer, simplesmente, caracteristica — € mostrar que

T'HA T Exw A.
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Mais adiante (vide ...: Fatoracfio) nos perguntaremos sobre como genera-
lizar as defini¢bes introduzidas acima. Outros interessantes aspectos se destacam
a0 investigarmos a nogdo de traducdo entre sistemas l6gicos, e é sobre essa no¢io

que discorreremos brevemente a seguir.

2.3.4.1 Uma tradugao é uma tradugao é uma tradugao

Um conceito geral de tradugdes entre sistemas 16gicos vem sendo estudado e
apresentado nos (ltimos anos pelo Grupo de Légica Tedrica e Aplicada da Unicamp.
Para os principais problemas e resultados, bem como um histérico desta nogio,
vide da Silva et al., 1998, Carnielli & D’Ottaviano, 1997, e Feitosa, 1997.

Uma l6gica L € definida aqui de uma maneira bastante geral, como um
conjunto, L, dotado de um operador de consequéncia (fecho), C. Assim, L é o par
<L, C>,eC: p(L)— (L) é uma funcdo tal que, para quaisquer A,Bc L, vale:

@) AcC(4);
(i) seAcB,entdio C(A)cC(B);
(iii) C(C(A))cC(4).

Dadas duas légicas Ly=<L;, Ci>e L;=<L,, C,>, uma traducdo de L,
em L, é uma funcdo *, dita continua, de L, em L, tal que, para todo subconjunto
I'vA del,,

1) AeCi(T") = A*e Cy(I'™).

No caso particular em que L, e L, representam, respectivamente, o
conjunto das férmulas dos célculos l6gicos S; e S,, e além disso C; e C,
representam, respectivamente, suas relagdes de consequéncia sintitica, —; e 5,
entdo uma tradugio * € uma fung@o tal que, para todo TUACL,,

' A = I'* A%,
Dizemos neste caso que se trata de uma tradugdo sintdtica entre estes dois
calculos. De modo semelhante, para as relagdes de consequéncia seméantica pode-
mos definir uma tradugdo semdntica.

Algumas consequéncias triviais desta defini¢do de tradugfo sdo: a compo-
sicdo de tradugbes € uma tradugfio e é uma operacdo associativa; a identidade

entre 16gicas € uma tradugdo e € uma unidade para a composicdo de traducdes. E
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imediato constatar também que a demonstragio de que um célculo 16gico possui
uma seméntica com relagdo a qual ele é fortemente correto, isto €,
I'~A = T'EA,

nada mais é do que um caso particular de traducdo, em que tomamos a fungdo que
leva cada férmula ao seu exato correspondente na estrutura, e de um lado a relag@o
de consequéncia sintdtica e do outro a de consequéncia semantica. No sentido
contrdrio, a demonstragio da completude forte de uma dada seméntica a um
célculo 16gico também € um caso de tradugio.

Uma traducdo € dita conservativa se vale igualmente a reciproca da
defini¢do (1) acima, isto €,

) AeCi(l) & A*e Cy(I™),
ou ainda, no caso particular da tradugdo conservativa sintdtica,
I'H1A & T*, A%

A demonstracdo de que uma dada seméntica € caracteristica a um dado
célculo, isto &, que ela é fortemente correta e completa com relagdo a este célculo,
faz uso, como é claro, de uma tradugio conservativa bastante especifica.

Dizemos que uma tradug@o * de L em L é gramatical (cf. Epstein, cap.X,
1990), ou esquemdtica, se existem esquemas de férmulas de L, que definem o
valor de * para cada férmula atdmica de L, e para cada conectivo # de L;, sendo *
definida indutivamente para férmulas cujo simbolo principal € #. Assim, se a
linguagem de L; conta com as varidveis po, p1, ... € COm 0s conectivos #, ke K,
cuja aridade é denotada por ar(k), hd esquemas é e &, ke K, em L, tais que

p* £ 6(pi);
(#c(AL ... Agr) ) 2 6% (AL, ..., Aur™)
Além disso, se L, e L, ttm o mesmo conjunto de varidveis, e é € a funcdo
identidade, dizemos que a tradug@o * é literal relativamente a varidveis. E se *
leva cada conectivo a ele préprio dizemos que * € homofonica.

Duas I6gicas L, e L, sdo ditas duais (cf. Queiroz, 1997) se existe uma

traducdio * bijetora, conservativa, gramatical e literal relativamente a varidveis

entre LieL,.
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2.3.4.2 Tradugdes e a nova semantica para C,

Retomemos agora a seméntica de tradugdes possiveis que fornecemos para
C,. Aqui o célculo interpretavel é C; e hd um tnico célculo interpretante: "W (vide
23.1 e 23.3.2). Da demonstragdo da conveniéncia da semantica de tradugdes
possiveis as valoragbes paraconsistentes (vide 2.3.3.3), sabemos que, para toda
férmula A de C;,

I'EA=TE1pA.
Lembremos que, por defini¢do, temos () ' Ep A © I =1 A, para toda *
em T, e (ii) para cada * em T, temos " =Tp A & I'* =3 A* onde =3 € a
relagdo de consequéncia seméntica em “W3. Logo, para cada * temos I' = A =
I'* =3 A*, isto é, cada funcdo de tradugdo * ¢ uma traducio de C; em W3, no
sentido em que acabamos de precisar em 2.3.4.1. Além disso, das restricées Tr
sabemos que cada * é gramatical e literal relativamente a varidveis.

Ao usar ‘W3, ao invés de J3, garantimos ainda uma certa homofonia a
cada *: pelas restrigdes Tr, cada negacdo de C,; é traduzida por uma das duas
negagdes de ‘W3, cada conjungio de C; por uma das trés conjungdes de W, e
assim por diante. E evidente que as traducdes acima podem todas ser “transferi-
das”, perdendo no entanto a homofonia, para J3: basta lembrar que os conectivos
de J; e W; sdo interdefiniveis (vide 2.3.1.1), havendo portanto tradugbes conser-
vativas entre estes cdlculos. Ndo hd razdo contudo para supor que uma dada
tradugdo * seja também conservativa.

A convenié€ncia ¢ a representabilidade da seméntica de traduges possiveis
para C; (vide 2.3.3.3 e 2.3.3.4) juntas nos garantem que, para toda férmula A
de C,,

I'FEAeT E1pA.
Temos aqui delineada, portanto, uma tradugdo conservativa semantica. Como sabe-
mos também da corretude e da completude fortes da seméntica paraconsistente (vide
2.2.1), dispomos ainda de uma outra tradugo conservativa: 'A & TEpA.

Arrelagdo de forgamento global, =1p, nos ensina portanto como construir uma
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traducio conservativa nao-gramatical a partir do conjunto T de tradugles (vide
2.3.3). Uma interessante questdo no momento seria a seguinte: como explicitar
esta traducio conservativa usando somente a linguagem de ‘W3, isto é, como
definir uma tnica fungio de tradugfio * tal que I'* E3A* @ T =1p A?

O leitor poderia imaginar equivocadamente o seguinte artificio: das restri-
¢oes Tr sabemos que cada férmula A de C; tem um ndmero finito de diferentes
tradugdes possiveis — de fato, ele € limitado por 2“x3%, onde u é o niimero de
negacdes presentes na formula A e b o nimero de conectivos binédrios nesta
férmula. Definamos agora uma fung@io g que colete as tradugbes possiveis de cada
férmula de C; e as conjugue numa conjungio. Assim, se {A!, A%, ..., A"} denota
o conjunto de todas as tradugdes possiveis da férmula A, entdo g(A)=(A1)/\3
(A®)As...A3(A™). Dado o significado de A; em ‘W3, o leitor poderia pensar que
temos I Eqp A & g(I') =3 g(A). Daf concluiriamos que I' A & g(I') E3
g(A), e a fungo g explicitaria portanto a desejada tradugdo conservativa * de C,
em W. Além disso, g seria ainda literal relativamente as varidveis, s6 que ja ndo
seria gramatical.

Ledo engano. Um contra-exemplo bastante elementar a esta proposta pode
ser assim formulado: seja A=—p uma férmula de C,, e considere a férmula
—(AA—A). Sabemos que as tradugbes possiveis de —A sdo —cA* e — A%, €
nestes casos as traducdes possiveis de =(AA—A) sdo, respectivamente, = (A*A3
—cA*) e 1 (A*A3—,A*). Ora, € fécil verificar, a partir das matrizes de W,, que
—cA*Ag A* B3 (A*A3 e A¥) A (A*A3— A%). No entanto, A Hrp —(AAs
—A), j4 que, embora de fato valha — A E3 = (AAs—A), por outro lado,
—cA ¥3—, (AAs—cA) —basta tomar w(A)=V".

Na verdade, podemos afirmar no maximo que A & E3 g(A), isto €,
temos apenas a conveniéncia e a representabilidade fracas. De maneira geral, uma
funcio com a caracteristica de que Ae C1(J) & g(A)e C,(D), sera deno-

minada versdo. Assim, a fungio g acima nos d4 uma versdo conservativa entre C,

CW3.
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E importante ressaltar a diferenca entre versdes e traducdes: versdes sin-
tdticas (semdnticas) preservam teoremas (tautologias) entre légicas, mas apenas
traducdes (conservativas) preservam (fortemente) derivabilidade. Versdes podem
ser bastante titeis, como por exemplo na demonstracdo de equiconsisténcia entre
sistemas 16gicos, ou geométricos, (vide 1.5) mas podem também ser absolu-
tamente triviais: dadas duas légicas L; e L, com um conjunto enumeravel de
teoremas, podemos sempre construir uma vers@o bijetiva entre elas enumerando o
conjunto de teoremas de cada uma delas e mapeando os teoremas de L; e L;
segundo a ordem da enumerac¢do. Nao afirmamos que tradu¢Ges ndo possam ser
igualmente triviais; ainda ndo se sabe, todavia, se qualquer lgica dada podera ser
traduzida em qualquer outra.'

Semanticas de tradugdes possiveis triviais para o célculo proposicional
classico (CP) podem ser obtidas se adotamos como tnica restrigdo Tr: (—A)*=
—,A*. Se além disso nos restringimos apenas ao fragmento W3 ijke » €030 hd uma
tnica fun¢do de tradugfo, que € ela prépria conservativa, gramatical e literal

relativamente a varidveis. Sua imagem em W3 é, por conseguinte, uma légica
dual a CP.

14 Este se constitui num mui interessante problema em aberto, cercado de certa controvérsia. E facil
construir, por exemplo, uma traduc@o conservativa do célculo proposicional cldssico (CP) no
Cilculo Intuicionista de Heyting (CIH): Gentzen mostrou que a fun¢iio * tal que p*=——p,
(AvB)*=—(—A*A—B*), (AvB)Y*=A*vB* (A->B)*=A*—B* ¢ (mA)*=—A* serve a este
propésito. Alguns autores, dentre os quais Epstein (1990, cap.X.5), especularam ser impossivel a
existéncia da reciproca, isto €, de uma traduco conservativa de CIH em CP. Nio obstante, Feitosa
(1997, cap.6) demonstrou néo-construtivamente a existéncia de uma tal tradugdo. Uma demons-
tracdo desta espécie abre cancha para novas questSes, tais como: serd possivel construir uma

tradugdo conservativa recursiva de CIH em CP?
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Nos Paises Vizinhos

Como solugdo ao problema da contradicdo, da Costa (1963) apresentou ndo
apenas um cdlculo paraconsistente, mas toda uma hierarquia de tais cdalculos.
Veremos aqui, seguindo Carnielli & Marcos, 1997a, como prover todos estes cal-

culos de semanticas de tradugdes possiveis.

3.1 A construgao dos calculos C,,, 1I<n<wo

CALCULQ
n FOSITIVO
NTUICIONISTA

(11) Av—-A
(12) ——A—A

9) B""V— ((A—B)—((A——B)——4))
10) (A" DAB" Y S ((AAB) "™ PA(AVB) " A (A—B)"D)

BW=prD @

BOEB(ﬂ)

CALCULON__ (pNC) —(An4
CLissico ) PNO ~(Ar=d)

Observamos que os axiomas de C,, 1<n<w, diferem dos axiomas de

Figura 2

C, apenas na forma paraconsistente da redugdo ao absurdo, Cy(9): B"™—
((A>B)—>((A—>—~B)—>—A)), e na propagacdo do bom-comportamento,

C,(10): (A" AB")=((AAB)" A(AVB)"A(A—B)™). Os outros axiomas,

87
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de C,(1)aC,(8), C,(11) e C,(12), sdo comuns a C;; além disso, a Unica regra
de inferéncia destes calculos continua sendo Modus Ponens.

Usamos aqui X" para abreviar a férmula X°°, onde o simbolo ° aparece n
vezes, n>0, e usamos X " para abreviar a férmula X°A ... AX". Por convengio,
para n=0 podemos estipular que X" e X ™ abreviem a prépria férmula X. E claro
que definicdes recursivas também podem ser apresentadas.' Para um dado C,,
denominamos agora negagcdo forte 3 férmula A AA™ | e a abreviamos por ~™A .

Todas as principais propriedades sintdticas de C; sdo também vélidas em
cada C, (vide 2.1.1a - j) desde que substituamos apropriadamente F° por F™ e
~F por ~"F . J4 sabemos que o cdlculo C; é estritamente mais fraco do que o
célculo cldssico, e o cdlculo C, é estritamente mais fraco do que todos os demais
calculos da hierarquia C, (vide o apéndice WX ®, Independéncia de Peirce e
Dummett em Cy); ao apresentarmos uma semantica para os C,’s poderemos
verificar ainda que, dados m<n, C, é estritamente mais fraco do que C m.2

Similarmente ao que acontecia com Cy, nenhum dos C,’s € caracterizdvel
por matrizes finitas (vide apéndice @X®, Incaracterizabilidade por matrizes

finitas). Também estes cdlculos pedem, portanto, por semanticas alternativas.

' Com efeito: considere X° & X e X"+ et (X")° para 1<n<m; considere XQuy xOax!le
XD et x  x*+1 Curiosamente, a seguinte defini¢do pode ser encontrada em da Costa, 1963,
p.16: XV xe ¢ XD w x® A (X™)° Segundo esta definicio de da Costa, teriamos, por
exemplo, X & X°AX°A(X°AX°°)° mas pela definicio que adotamos acima (que é, de
resto, a adotada em toda a literatura), temos X ) & ¥ oA X°°AX°°° Ora, usando qualquer das duas
semanticas apresentadas a seguir é facil verificar que estas duas defini¢cdes ndo produzem férmulas
X ™ equivalentes em cada C,, .

* Uma suposta prova geral para este fato via a independéncia do axioma C, (9) com relacio aos
axiomas de C,,, foi apresentada em da Costa, 1963, p.17-9, e Alves, 1976, p.17-9, e creditada a
Arruda. Ocorre nesta prova, contudo, algum grave equivoco, ja que o préprio axioma C,, (9), para
todo m, assume valores ndo-distinguidos em todas as matrizes T, apresentadas, bastando tomar o

valor 1 em A e qualquer valor entre 1 e n+2 em B.
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3.2 Semanticas de valoracdes para C,,, n<o

Tomando por base a semintica paraconsistente que oferecemos para C
em 2.2 poderiamos imaginar que uma semantica paraconsistente para cada C,,
1<n<w, seria obtida se simplesmente substituissemos as féormulas do tipo X ° em
val[iv] e em val[v] por férmulas do tipo X ™ De fato, isto foi o que se sugeriu em
da Costa & Alves, 1977. E muito facil perceber, contudo, que esta formulagao
resulta incorreta, como bem apontaram Lopari¢ & Alves (1980). De fato, em uma
quase-matriz para a férmula B" do cdlculo C, construida segundo as instrucdes
apresentadas no primeiro artigo supramencionado, haveria uma linha k tal que
k(B)=k(—B)=k(B"™)=1. Mas uma valoracio v, para C, tal que v,(B)=v,(—B)=
vp(B™)=1 ndo pode existir, pois neste caso, tomando por exemplo uma
proposi¢do A tal que v,(A)=1 e v,(—A)=0, o esquema C, (9) nio seria validado.
Lopari¢ & Alves (1980) mostraram que uma semantica bivaluada ndo-
verofuncional para cada C,, 1<n<wm, pode ser definida como segue. Uma
n-valoragdo para C, é uma fungio v,: FOR(C,) — {0, 1} que respeita as seguintes
condigdes:
val[i] v,(AAB)=1 & v,(A)=1 e vy (B)=1;
vallii] v,(AvB)=1 & v,(A)=1 ou v,(B)=1;
valliii] v,(A—>B)=1 < v,(A)=0 ou v,(B)=1;
valliv] v,(A)=0 = v,(—A)=1;
val[v] v,(n—=A)=1 = v,(A)=1;
val[vi] v,(A"")=v,(=A"") & v,(A")=0;
val[vii] v,(A)=v,(—A) & v,(—A°)=1;
val[viii] v,(A)#v,(—A) evy(B)#v,(mB) = v,(A#B)#v,(—(A#B)),
onde#te {A,v,—>}.
Antes de mais nada devemos observar que, para n=1, as condi¢des valli] -
val[viii] acima sdo equivalentes as condi¢des val[i] - val[vii] apresentadas em 2.2,

como ¢ facil verificar.
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Podemos verificar agora que as principais consequéncias da defini¢ao de
valoragdo para C; continuam vélidas em cada C, (vide 2.2a - c¢) desde que

™ & ~F por ~™F . Contudo, para provarmos por exemplo o

substituamos F ° por F'
resultado andlogo a 2.2b, qual seja, v,(A™)=0 < v,(A)=v,(—A)=1, necessita-

mos antes alguns lemas auxiliares:

Lema L v,(A")=1 = v,(—A")=0, para todo 1<i<n.
Com efeito, de v,(A")=1 temos, da prépria defini¢io de A™ e de vall[il,
v,,(Al)z...zv,,(A”)zl. Mas, se i<n entdo, para algum m=>1, temos i=n—m.
Aplicamos a inducao em m. Se m=1, temos vn(A(”)):l e v,l(A”_l):l, logo, de
val[vi], v,,(—|A"_1 )=0. Consideremos agora m>1, e suponhamos como hipétese
de inducdo que v,(—A" " )=0. Mas 24" " PD=—4""" == (A"™)° | logo
estamos supondo v,(—(A""")°)=0. Como v,(A"™)=1, temos, de val[vii],

vn(ﬁAn_m):O.

Lemall. v,(A)#v,(mA) = v,(A°)=1 e v,(—A°)=0.
Suponhamos v, (A)#v,(—A). Dai, de val[i] temos v,(AA—A)=0, e de val[iv]
Vi(A°)=v,(—(AA—A))=1. Por outro lado, de val[v] temos v,(—A°)=

Vn(—|—|(A/\—|A))=O.

Lema IIL. v, (A)#v,(—A) = v,(A")=1 e v,(—A")=0, para todo i>1.

Consequéncia do Lema II, por indugdo sobre i.

Teorema. v,(A")=0 < v,(A)=v,(—A)=1.
(=) Suponhamos v,(A)#v,(—A). Do Lema III temos v, (A1 )=...=v,(A")=1,
donde, por val[i], v,(A")=1. (<) Suponhamos v,(A")=1. Do Lema I segue

que v,(—A°)=0, donde, por val[vii], v,(A)#v,(—A).

A semantica dada por estas n-valoragdes € correta e completa para ca-
da C,, sendo a demonstra¢do deste fato o resultado de 6bvias modificagdes na

demonstrag¢do que apresentamos no caso de C; (vide 2.2.1).
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Podemos também para cada C, associar um procedimento de decisdo por
quase-matrizes, bastando introduzir as seguintes alteracdes ao algoritmo apresen-
tado em 2.2.2:

QM 4.2.1. se B é da forma —C, entdo
QM 4.2.1.1. se C é da forma DA—D, escreva 1, sendo
QM 4.2.1.2. verifique se C e = C tomam valores diferentes — neste caso
escreva (0, em caso contrério, bifurque a linha e escreva 0 numa parte e
1 na outra, sendo
QM 4.2.2. se B é daforma D" ' A—D""!, escreva 0, sendo’ (...)

Podemos usar este novo procedimento para verificar que o esquema

(A" ' A=A™ 1™ & vilido em C,,, mas ndo em C,, n>m. Em particular, como

7z

mostram as quase-matrizes a seguir, (pA—1p)° é vilido em C; mas ndo em (.

EmC1: EmCZ:
) ) (e TR ERRERIUSE
p pATp (pATp) 1A2 -3 p Tp pATp (pATp) 1A2 -3
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
. 0 0 1 0 1 Ol 0 0 1 0 1
[ 1 1 0 0 1 0 0 1
1 P
‘ 1 1 }70
1

3.3 Semanticas de traducgoes possiveis para C,,, n<o

Usando ainda as matrizes de W3, mas modificando convenientemente as
restricdes sobre as funcdes de tradugdo, podemos fornecer semanticas de tradu-
¢Oes possiveis para cada cdlculo paraconsistente C,,. As novas restri¢des sobre as

tradugdes, Tr,, serdo (compare com 2.3.3.2, em especial Tr 3.a e Tr 4.a):

% Mais uma vez, em Alves, 1976, p.79, e da Costa & Alves, 1977, p.628, este passo foi apresentado
de maneira incorreta (vide 2.2.2, Nota 5). Lopari¢ & Alves, 1980, p.167, foram mais cuidadosos:

neste artigo finalmente pode ser encontrada a formulagio correta.



92 3.3 Semanticas de traducdes possiveis para C,, n<®

Tr 1. para varidveis atomicas p:
a. p¥=p,
b. (mp)*==cp.
Tr 2. para formulas do tipo (A#B),onde #e{A,Vv,— }:
a. se(A#B) é (AA—A), entdo (AA—A)*=(A* A3(—A)*), sendo
b. (A#B)*=A*#,B* se (1A)*=—.A*% e (0 B)*=—,B%;
c. (A#B)*=A*#,B*,se(nA)*=—, A% e (—B)*=—.B%;
d. (A#B)*=A*#3;B*, nos demais casos.
Tr 3. para férmulas do tipo = (A#B),onde #€ { A,Vv,—> }:
a. se (A#B) é (D" PA=D"™"), para algum D, entio
(= (D" DA=D" )y =—, (D" DA=D" V)*  sendo
b. (—(A#B))*=—,(A#B)*,se (—A)¥*=—, A% e (mB)*=—,B*;
c. (A#B))*e{,(A#B)*,~.(A#B)*}, em caso contrario.
Tr 4. para férmulas do tipo 7 —A:
a. seA é(DA—D),paraalgum D, e (A )*=—.(DA—D)*, entdo
(m—A)*=—.(—A)*, sendo
b. 7 A== ,(—A)*, se (0A)* =, A%,

c. "—1Ae{—,(—A)*,.(—A)*}, em caso contrario.

Verificar a corretude desta semantica € um procedimento puramente meca-
nico. Com algumas 6bvias adaptagdes nas provas podemos extrair ainda das
matrizes de W3 e das restricdes acima consequéncias andlogas as extraidas no
caso de (C; (vide 2.3.3.2a-e). A verificagdo da conveniéncia desta semantica tam-
bém procede por adaptacdes simples da prova para C; (vide 2.3.3.3), levando em
consideracdo agora as cldusulas val[i] a val[viii] que definem uma n-valoragao.
Na prova da representabilidade (vide 2.3.3.4) basta modificar a andlise feita da
férmula B° para uma andlise da férmula B” . Como consequéncia, segue que a
semantica de tradugdes possiveis acima proposta para cada C, é correta e

completa.
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Desta semantica resulta também um novo procedimento de decis@o para as
formulas de cada C,. Tomando mais uma vez a férmula (pA—p)°, por exemplo,
encontramos em (' apenas uma traducio possivel (ja retiradas aquelas que pro-
duzem matrizes idénticas, como fizemos em 2.3.3.6):

 —w((pAs—cp)rs—(pas—icp)).
Ja em C, encontramos também esta traducéo possivel, bem como outras duas:
B —w((prs—cep)rsmc(prs—icep));
8 —c((prsmep)rsmc(prz—iep)).
E entdo podemos mais uma vez verificar que esta é uma férmula valida em C;

mas nio em C»:

(] (2] [s] [«]fs]

P || 7cp | pAep | T (@AsTep) | Te(PAsTiep) |12 (A3 | ) | B | &

\Y F F \4 \% F F V|V | vV

vl VT \a F \'a F | v- V|F |V

F \Y F v v F F V| Vv |V
a4 |5 (=5

O leitor ja sabera mapear entre si os dois procedimentos de decisdo acima

exemplificados (como fizemos em 2.3.3.7).
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Nos Paises Mais Distantes

Ja vimos na Figura 2 (vide 3.1) como € construido o célculo C,,, simplesmente
“apagando” de cada C, os axiomas que tratam das proposi¢cdes bem-comportadas.
Seus axiomas sdo portanto exatamente aqueles comuns a toda a hierarquia, isto €,
C.(1) - C,(8), C,(11) e C,(12), € nds os denominaremos aqui simplesmente

Co(1) - Cy(8), Cup(11) e Cy(12). Da Costa (1963) propds este cdlculo como um

“limite” natural a hierarquia C,, n< ®.

4.1 C,nao éolimitede C,!

Cedo se verificou, contudo, que, embora valessem em cada C, todas as
regras e teoremas da légica positiva classica (vide 2.1.1 e 3.1), tal ndo mais
acontecia em C,,. Alves (1976) sugeriu que para tanto, em um certo sentido, fal-
tava a C, exatamente a Lei de Peirce (LP), ((A—B)—>A)—A (vide o apéndice
®x®, Independéncia de Peirce ¢ Dummett em C,). Isso certamente ajuda a
explicar a singularidade de C, frente aos outros célculos da hierarquia: ja se apre-
sentou para C, uma semantica de mundos possiveis, mas nio para os demais calcu-
los; ndo € trivial estender os métodos de tableaux e de deducdo natural disponiveis
para os C, para o caso de Cl,.

Além disso, a semintica paraconsistente de C é muito complicada. Uma
semi-valoracdo em C, foi definida como uma funcdo s: FOR(C ) — {0, 1} que

respeita as seguintes cldusulas:
sval[i] s(AAB)=1 & s(A)=1 e s(B)=1;
svallii] s(AvB)=1 & s(A)=1 ous(B)=1;
svalliii] s(A)=0 = s(—A)=1;
sval[ivl] s(—=—A4)=1 = s(A)=1;

94
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sval[v] s(A—>B)=1 = s(A)=0 ous(B)=1;
sval[vi] s(B)=1 = s(A—>B)=1.

E uma w-valoragdo, vy, foi definida como uma semi-valoraciao que respeita ainda

a seguinte cldusula adicional:

sval[vii] ParatodoAj, ..., A,, e para todo B que ndo é da forma C— D,
Vo(A1=>(Ay—... >(A,—B)...))=0 = existe uma semi-valoragdo s

talque s(A;)=1 e s(B)=0, paral1<i<n.

Note que as cldusulas sobre a conjun¢do, a disjuncdo e a negacdo (cf.
val[i], vall[ii], val[iv] ¢ val[v] em 3.2) sdo comuns a toda a hierarquia C,; as
clausulas que tratavam das férmulas bem-comportadas (cf. val[vi], val[vii] e
val[viii] em 3.2) foram eliminadas; contudo, a cldusula sobre a implicacdo (cf.
val[iii] em 3.2), foi desmembrada em sval[v] e sval[vi] e, surpreendentemente,
sval[vii].

Lopari¢ (1986) mostrou que esta semantica € correta € completa com rela-
¢éo ao cdlculo Cy, e apresentou um procedimento de decisdo por quase-matrizes.

Com a perda da forca total da cldusula sobre a implicacdo, deixamos de ser
capazes, como éramos em cada C,, por exemplo, de provar em (g todos os
teoremas cldssicos puramente positivos, isto €, todos os esquemas livres de ne-
gacdo validos classicamente. A falha da Lei de Peirce € apenas a ponta do
aisbergue.

Denotemos o conjunto de todos os teoremas de um célculo S por Teo (S).
Ora, é razodvel esperar que o cdlculo-limite, Crim, da hierarquia C, seja tal que
contenha todos os teoremas comuns a todos os cdlculos da hierarquia, e somente
eles, isto €, que ele se constitua no limite dedutivo dos calculos da hierarquia.

Definimo-lo, portanto, como

Teo (Crm) & (Teo (C,).

I<n<w
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4.2 Uma boa proposta: C,,,,

Como um passo seguro em dire¢do a Cy;,, Carnielli' propds acrescentar

a C, o axioma representado pela Lei de Dummett (LD): Av (A —B), a qual
também ndo é demonstravel em C, (vide o apéndice wx®, Independéncia de
def

Peirce e Dummett em C,,). As vantagens sdo imediatas. No novo sistema, C,,;, &

CoU{(LD)}, temos:
e (LP) € demonstravel. Acompanhe (aqui (MP) indica a regra de Modus Ponens e

(TD) o Teorema da Deducio):

I. (A=>B)—>A, A+ A 6bvio

2. (A->B)>A, A->B + A por (MP)

3. (A—>B)—>A, AvV(A—>B) - A por (TD), Cy, (8) e (MP)
4. (A->B)—>A + A poisAv(A—B) é(LD)
5. m ((A—=>B)—>A)—>A por (TD)

Como consequéncia, vale em C,,;, toda a l6gica positiva cldssica.

e A semantica paraconsistente correspondente2 ¢ dada exatamente por valli] -
vall[iii], val[iv] e val[v], que sdo exatamente as cldusulas sobre as n-valoragdes
que nao tratam do bom-comportamento.

valli] v(AAB)=1 & v(A)=1 ev(B)=1;
vallii] v(AvB)=1 < v(A)=1 ouv(B)=1;
valliii] v(A—>B)=1 & v(A)=0 ouv(B)=1;
val[ivl] v(A)=0 = v(—=A)=1;
vallvl] v(——=A)=1 = v(A)=1.
Como consequéncia de val[i] - vall[iii], sdo validos em C,;, todos os teoremas

cldssicos puramente positivos.

! Comunicagdo pessoal. Observe ainda que (LD) é igualmente indemonstravel no Célculo Intuicionista
de Heyting: a partir da conhecida seméantica de mundos possiveis para a lgica intuicionista (vide ...:
Produto), basta tomar mundos w e w’ tais que wRw’ e w(A)=w(B)=w’(B)=Fe w’(A)=V.

2 Note que, assim como cada um dos C,, também C,,;, ndo é caracterizdvel por matrizes finitas

(vide apéndice ®X ®, Incaracterizabilidade por matrizes finitas).
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O que nos resta a fazer agora é mostrar que esta de fato constitui uma se-
mantica correta e completa para C,,;,. Quanto a corretude, ndo hd novidades: a
demonstragdo € a usual. A completude, no entanto, exige alguns poucos passos
intermedidrios.

Seja AU { F } um conjunto de férmulas de FOR ( C,,;,). Dizemos que A é
F-saturado se A H F ¢ para toda férmula A em FOR ( C,;,) tal que Az A temos
AU {A} + F. Note primeiramente que, em C,,;,, todo conjunto I" consistente de
férmulas tal que, para uma dada férmula F, I' #+ F, pode ser estendido a um

conjunto F-saturado A. Isto se mostra via a construcao de Lindenbaum usual.

Lema. Sejam dados uma formula F e um conjunto F-saturado A, com AU { F} C

FoRr ( Cyin). Entdo:

L1. para toda formula A temos A-A < AeA. (=) Com efeito, sejam
AgA e A+-A. Como A ¢é F-saturado, AU{A} ~ F. Dai, por (TD),
A+~ A— F, mas como por hipétese A — A, entdo, por (MP), A +~ F, o que
€ absurdo, pois A é F-saturado. (<) Imediato.

L2. AABeA & Ae€A e BeA. (=) Se AABeA, pelos axiomas Cg(4)
e Cy(5) temos que A+ A e A+ B, logo, por L1. temos AcA e BeA.
(&) Reciprocamente, se A€ A ¢ Be A, por Cy,(3) temos A - AAB, e, por
L1.,AABeA.

IL.3. AvBeA & A€eA ou BeA. (=) SejaA¢ A e B¢ A. Temos, como
A € F-saturado, AU{A}—F e AU{B}+F, logo AHA—>F e
A+ B—F,epor Cy,(8) temos A+ (AvB)—F,donde AU{AVB} - F.
Por L1., AvB¢ A. (<) Reciprocamente, ss A€ A ou Be A, por Cy(6) ou
Co(7)temos A+-AvB,e, porL1., AVvBeA.

L4. A—>BeA & A¢ A ou BeA. (=) Comefeito,se A >BeAeAcA,
entdo, por L1. e (MP), Be A. (<) Por outro lado, caso Be A, entdo, por
Ll.e Co,(1),A—>BeA.Jino caso em que A ¢ A, como pelo axioma novo,

(LD),e L1.,Av(A—B)e A, por L3. temos que A >BeA.
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L5. A¢ A = —AeA. SeA¢A,porCy,(11),L3. e L1.,mAcA.
L6. -—A€A = AeA. Se—=—AeA,porCy(12)e L1.,AcA.
Este lema nos informa que a funcdo caracteristica de um conjunto F-satura-
do nos da uma valoragdo para C,,;,,. Com efeito, se definimos uma fungao v tal que

xX) l,seXeA
v =
0, em caso contrario,

entdo L2. satisfaz val[i], L3. satisfaz val[ii], L4. satisfaz val[iii], L5. satisfaz

val[vi] e L6. satisfaz val[vii].

Completude. TEA = T'HA.
Se A é uma férmula tal que I' # A, entdo, pela constru¢dao de Lindenbaum,
podemos estender I a um conjunto A-saturado A. Como A # A, por L1. temos
A¢ A e ja sabemos que a fungdo caracteristica de A nos dd uma valoracio v
para C,;,. Ora, esta valoracdo nos dd um modelo de A tal que v(A)=0.

Portanto, A ¥ A, e em particular I" ¥ A.

4.3 O que se ganha com isso?

E hora de mencionar algumas das propriedades mais interessantes de Co,
e Cin. Ndo hd nestes cdlculos proposi¢des bem-comportadas, nem negagdes fortes.
Isso os torna muito fracos. Sobre este fendmeno afirmou da Costa (1963) que “de
um modo impreciso, poderiamos afirmar que a razdo humana parece atingir o
apice de sua poténcia quanto mais se aproxima do perigo da trivializagdao”.

Diferentemente de cada C,,, n<®, os calculos Cg e C,,;,, ndo sdo finitamente
trivializdveis (vide o apéndice @x ®, Nem Cg, nem C,,;, sdo finitamente trivializa-
veis). Além disso, Sette e Lopari¢, em duas provas independentes, mostraram (para
o resultado segundo apresentado por Loparié, cf. Alves, 1976) que nenhuma férmula
da forma —G é teorema de C,. Estas provas algo complexas podem ser facilmente
adaptadas a fim de mostrar que também em C,,;, ndo hd teoremas desta forma.
Todavia, veremos logo a seguir que a partir da seméantica de tradugdes possiveis que

proporemos para C,,;; uma prova muito mais simples é possivel.
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Mostramos acima que o célculo C,,;, € estritamente mais forte do que o
calculo C,, pois em C,;, se demonstram todos os teoremas do célculo positivo
intuicionista e, mais ainda, todos os teoremas positivos do cdlculo cldssico. Por
outro lado, se a axiomatizagdo de C, surge naturalmente a partir dos axiomas dos
C,’s, a semantica de valoracdes de C,,;, surge naturalmente a partir das seman-
ticas de valoragdes dos C,’s — basta apagar val[vi], val[vii] e val[viii] (vide 3.2).

Temos agora:

Teo(Cy)cTeo(Cin)cTeo (Crim)= ﬂTeo(Cn).

1<n<m

Valera a reciproca? Isto é, serd que temos também Teo (Crin) C Teo (Cpin)?

Responderemos a esta questao de maneira definitiva logo adiante.

4.4 Uma semantica de tradugodes possiveis para C,,,,

A semantica de traducdes possiveis para C,,;, é também bastante natural.
Estd ausente o axioma de propagacao do bom-comportamento — ja ndo hé pois
necessidade de trés conectivos bindrios de cada tipo; estd ausente o axioma que d4
a versao paraconsistente da reduc@o ao absurdo — jd ndo ha pois restri¢des sobre as
proprias formulas bem-comportadas. Carecemos na verdade de outros conectivos
bindrios, que “estraguem” sempre o resultado da operacao, bem como das mesmas
duas negacdes anteriores.

Usaremos destarte as matrizes da seguinte 16gica W (cujo conjunto de
matrizes expressdveis, notard o leitor, ndo contém nem estd contido no conjunto

de matrizes expressaveis em W3):

V V- V V- V V- F F
v ks V' F v ks V' V' v & V' F Kd r|v

Br rirl@vv s BEHoviviv BVvI|v

—c

onde {V, V" } s@o os valores distinguidos.
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A semantica de traducgdes possiveis, TP, para C,,;, se completa quando
expomos o conjunto de restricdes para as funcdes de traducdo em 7. Este conjunto

jé funciona se o deixamos tdo amplo quanto possivel. Assim:

Tr 1. para varidveis atbmicas p: px=p.
Tr 2. para formulas do tipo —A: (—A)*e {1, A%, 7 A*}.

Tr 3. para formulas do tipo (A#B),onde#e{A,v,—> }: (A#B)*=A*# B*.

Ja se pode demonstrar a corretude e a completude desta semantica, primei-
ro testando todas as tradugdes possiveis de cada axioma de C,,;, € verificando que
a regra (MP) preserva validade, e em seguida mostrando como construir uma
valoragdo em TP e uma funcdo de traducdo em T para toda valoracdo para-
consistente dada.

Usando esta semintica de tradugdes possiveis para C,,;,, podemos agora
fornecer uma prova simples e direta do fato de que em Cy, e em C,;, ndo ha

teoremas da forma —G. Confira:

Lema I. Dada uma formula ndo-negada G, podemos encontrar uma valora¢do w
em TP e uma fungdo de tradugdo * em T tais que w(G*)=V".
Basta tomar w(p)=V~ para toda varidvel atdmica p, e fazer (A )*=—1.A*
para toda subférmula — A de G. Esta tradugdo é permitida por Tr 2. e o resul-

tado esperado é uma consequéncia imediata das tabelas de W$.

Lema II. Dada uma férmula negada —G, podemos encontrar uma valoracdo w
em TP e uma funcdo de traducdo * em T tais que w((—G)*)=F.
Tome a mesma valoracdo do Lema I acima e estenda a funcdo de tradugdo

descrita naquele lema fazendo (= G)*=—,G*.

Teorema. Em C,,;, ndo hd teoremas da forma —G.

Consequéncia imediata dos Lemas I e II.
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Corolario. Em C ndo hd teoremas da forma —G.

E evidente, j4 que Teo (Cy) < Teo (Coin) -

Uma outra demonstracdo alternativa deste Teorema, também bastante sim-
ples e direta, pode ser obtida se pudermos apresentar um modelo para C,;, tal que
ndo valide nenhuma férmula negada. Um tal modelo existe: basta tomar as mes-
mas matrizes infinitdrias que usamos no Lema III da se¢io Nem Cg, nem Cip
sao finitamente trivializaveis, no apéndice ®X ®.

Podemos afirmar que a inexisténcia de formulas bem-comportadas em Cy,
e em C,,;, constitui uma das causas deste fendmeno. Com efeito, pode-se provar
para os cdlculos C,, 1<n<®, seguindo um raciocinio similar ao acima, que todo
teorema da forma —G deve necessariamente possuir uma subférmula bem-com-
portada (cf. Carnielli & Marcos, 1997a).

Aqui, mais uma vez, como fizemos em 2.3.3.2 com o fim de aumentar a
eficiéncia computacional, podemos diminuir o nimero de tradu¢des de cada for-
mula mais complexa, forcando novas restri¢des, eliminando redundancias. Assim,

ficamos com:

Tr 1. para varidveis atdmicas p:
a. pr=p;
b. (mp)*==cp.
Tr 2. para formulas do tipo A#B,onde #e {A,v,—>}: (A#B)*=A*#_ B*.
Tr 3. para férmulas do tipo ~(A#B),onde #e { A, v, —}:
(n(A#B))*e{.(A#B)*, 7. (A#B)*}.
Tr 4. para férmulas do tipo = —A:
a. (A =7.(0A)*, se(mA) =, A%

b. (—A)*e{—,(—A)*,=.(—A)*}, em caso contrario.
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As demonstracdes da corretude, da conveniéncia, da representabilidade e
da completude desta semantica com relagdo ao cdlculo C,,;, consistem em faceis

adaptacoes do caso de cada C,, (vide 2.3 € 3.3).

4.5 Uma ma noticia

Estragariamos a conjetura de que C,,;, € o limite dos C,’s se pudéssemos
encontrar, por exemplo, um teorema cldssico ndo puramente positivo que fosse
demonstravel em todo C,, n<®, mas niao em C,,;,. Tais teoremas existem, e
podemos colher um exemplar entre as Leis de De Morgan. Mais especificamente,
mostraremos a seguir que (DM): =(AAB)—(—Av—B) € uma férmula com a
propriedade acima.

Podemos tomar trés diferentes sendas para verificar que a férmula acima é
demonstravel em cada C,, n<®. A primeira é, claro, demonstrando-a; a segunda é
por meio de sua quase-matriz, a terceira por meio de suas traducdes possiveis.

Experimentaremos cada uma destas alternativas.

4.5.1 A Via Lactea, ouv O Estranho Caminho de Sintaxe

Para enfrentar a longa vereda sintdtica, ¢ bom que nos armemos antes de
alguns teoremas preliminares, e uma boa dose de paciéncia. Usaremos livremente

o Teorema da Dedu¢do e Modus Ponens sem necessariamente menciona-los.
Teol. —A” - A'A—=A", com0<i<p<m, emtodo C,,n<®, e em Cpip.
Lembremo-nos que A” abrevia —(A? ' AmAP™"). Sei=p—1, fazemos:
1. == (APTA=APTY) = AP A=A por Co(12).
Sei<p—1, fazemos:
2. AP AmAPT b ATt por Co(5),
e repetimos 1., desta vez para 1A’ ™' . Agora s6 temos que iterar este procedi-

mento (1. e 2.) por (p—i—1) vezes.
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PPC.(I'’A+B),(I,L-A+B)=(I'+=B),emtodo C,,n<m, e em C,y.

Para provar esta versdo da prova por casos, basta usar Cy(8) e Co(11).

TeoIl. (AvB), (AvC) - AV(BAC),emtodo C,,n<®, e em C,,,. Trivial.

TeoIIl. — —AVA”, com0<p<w,emtodo C,,n<®, e em C,.

A L o L

Se p=1, fazemos:

Se p>1, fazemos:

1. AA-A - —A por Co(5);

2. AA—A  CAVA° de 1. por C(6);
3. 7 (AA—A) + A° pela defini¢do de °;
4. = (AA—A) - mAVA° de 3. por Cy(7);
5. - 1AVA®° de 2. e 4. por PPC.

AP A—APT b P! por Ce(5);
—APTN E AA—A por Teo I, para i=0;
AA—A — —AVA? por Ce(5) e Cy(6);
APTTAAPTY | SAV AP de 1. a4.;

—(APTT A=Ay AP
(AP A=A B SAVAY

 —AVA?

pela defini¢ado de °;
de 5. por Cy(7);
de 4. e 6. por PPC.

TeoIV. - =AVvAY, com 0<g<w,emtodo C,,n<m.

Basta repetir Teo III para todo p entre 1 e ¢, e usar Teo II g vezes.

RED. (I' —, B"),(C'+, A—B), (' +, A>—=B) = ([ +, —A), em cada C,,

com n< ®. Consequéncia imediata do axioma C, (9).

E, finalmente:

TeoV. - =(AAB)—>(mAv—B),emtodo C,,n<®.
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1. (AAB)™, =(AAB), B - (AAB)™ 6bvio;

2. (AAB)™, =(AAB), B, A — —(AAB) 6bvio;

3. (AAB)™, =(AAB), B,A - AAB por Co(3);

4. (AAB)™, =(AAB), B - —A de 1. a 3. por RED;

5. (AAB)™, =(AAB), B - ~Av—B de 4. por C(6);

6. (AAB)™, =(AAB), =B ~ —B 6bvio;

7. (AAB)™, ~(AAB), =B - —Av—B de 6. por Co(7);

8. (AAB)™, —(AAB) - —Av—B de 5.¢e 7. por PPC;

9. (AAB)™  —(AAB)—(—Av—B) de 8. por (TD);

ek ek ek e ek el
A U A W N =2

17.

. A", B"” + (ArB)"

. A", B" = —(AAB)—>(—Av—B)
. A, B"” - A

. A, B” - -Av-B

—A, B” - —(AAB)—(—=Av—B)

. B - =(AAB)—>(=Av—B)
. B+ —Av-—B

=B ~ = (AAB)—>(—Av—B)

18. - = (AAB)—(nA v—B)

4.5.2 Um caminho, muitas vias

de C,(10) e C,(4), Cu(5);
de 9. ¢ 10.;

6bvio;

de 12. por Cy(6);

de 6. por Ce(1);

de 14. e 11. por Teo IV ¢ C(8);

por Cy(7);
de 16. por C(1);

de 17. e 15. por Teo IV e Cy(8).

As quase-matrizes para a férmula (DM), em todo C,, n<®, coincidem,

pois esta férmula ndo possui subférmulas bem-comportadas (e, portanto, QM 4.2.1.1

e QM 4.2.2, as unicas fontes de possivel diferenca — vide 3.2 — ndo se aplicam).

Ainda ndo apresentamos um procedimento de quase-matrizes para C,;,. O

leitor ja suspeitard contudo que este pode ser obtido se fizermos uma simplifi-

cagdo do algoritmo dos C,’s. Com efeito, basta trocar o passo QM 4.2 e 0s passos

subsequentes simplesmente por:

QM 4.2. se A € da forma —B, entdo se B toma o valor 0, escreva 1; em caso

contrério bifurque a linha e escreva 0 numa parte e 1 na outra.
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Isso reflete o

fato de que em Cp P 4 prg TP T4 (pAg pvTg 152

1 s 0 0 0 1 1 1 1 1 1
ndo ha féormulas bem-
0 1 1 1 2
comportadas, € 0s co- 0 1 0 1
[ 1 1 1 1 3
nectivos bindrios sem-
| 0 1 1 1 1 4
(13 2 1 0 0
pre “estragam” o re- [ 1 1 | 1 5
sultado da operacao. 0 0 1 6
0
Por conseguin- 0 1 0 0 7
. 0 1 1 8
te, em C,,;, obteriamos 1
1 1 1 9
- 1 1 1 1
a quase-matriz ao lado ) 5 X N 0
para a formula (DM): 1 1 1 11
1
Como tnica di- | 0 1 1 12
1 1 1 13
ferenca, na quase-ma- -

triz de cada C,, n<m, a linha 7 ndo existiria, pois ndo ocorreria a bifurcag¢ao entre
6 ¢ 7 — e esta formula seria, portanto, valida.

J4 as traducdes possiveis para a férmula (DM) sdo, em todo C,, n<o, as

seguintes:
plqg|l| &
f —.(pr3g)—=>3(cpVi—eq); V|IV|V]|V
V|V ||V |V~
B —c(pAsqg)—3(mcpvimeq); VIFIVIV
o que resulta, como o leitor pode conferir (para V: V_ V: V:
VIV ||V |V
as matrizes de W3, vide 2.3.1), na tabela a V| F ||V |V~
direita. F \{ ViV
F |V ||V |V
F|F|V|V
plq |t B Em C,,, as tradugOes possiveis para a
V|IVI||V | F
vIvivIv férmula (DM) sdo as seguintes:
VIF |V IV U —.(pAg) = (mcPVoTcq)
V|V |V |V~
VIV IV |V~ B —c(prg) = (mepVeTcq)s
VIF IV IV o que resulta, como o leitor pode conferir, na
F|V ||V |V
FIV IV |V tabela a esquerda.
F|F |V |V
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4.5.3 O caminho do meio

As mesmas matrizes que usamos em Da independéncia dos axiomas de
C,, no apéndice ®x®, a fim de demonstrar a independéncia do axioma que
garante a propagacdo do bom-comportamento, C, (10), com relagdo aos demais
axiomas de C,, n<m, (e também de C,", n<®), servem também para demonstrar
que a férmula (DM) € independente dos axiomas de C,,;,. Basta notar que a Lei de
Dummett assume por estas matrizes apenas valores distinguidos, € tomar como
contra-exemplo para (DM) o valor Y’ em A e em B.

Dai concluimos também que (DM) também ¢ independente dos axiomas
de C,\{C,(10) }. Mas um resultado mais geral pode aqui ser enunciado. Consi-

dere todas as Leis de De Morgan:

(DM 1) —(AAB)—>(—Av—B) (DM 9) (=Av—B)—>—(AAB)
(DM 2) —(AA—B)—>(—AVB) (DM 10) (—AvB)—>—(AA—B)
(DM 3) —(—AAB)—>(Av—B) (DM 11) (Av—B)—>—(—AAB)
(DM 4) —(—-AA—B)—>(AVB) (DM 12) (AvB)—>—(—AA—B)
(DM 5) —(AvB)—>(—AA—B) (DM 13) (—AA—B)—>—(AvB)
(DM 6) —(Av—B)—>(—AAB) (DM 14) (—AAB)—>—(Av—B)
(DM 7) —(—AvB)—>(AA—B) (DM 15) (AA—B)—>—(—AvB)
(DM 8) —(—Av—B)—>(AAB) (DM 16) (AAB)—>—(—Av—B)

Observe que a férmula (DM) que vinhamos usando se trata de (DM 1).
Nao ¢ dificil verificar que (DM 1) a (DM 4) sdo as unicas férmulas vélidas em
todo C,,, n<®, mas nenhuma delas é valida em C,,;,,. As demais férmulas ndo sdo
vélidas em nenhum C,. Mais ainda, usando novamente as mesmas matrizes que
mostram a independéncia de C,(10) com relagdo aos demais axiomas de C,

verificamos que nenhuma das Leis de De Morgan € l_-
~ HIRIES
¥|Y|m

demonstravel em C,\{C,(10)}. Além disso, man-

tendo estas mesmas matrizes, com a Unica excecao g|lo| I

| T g

C, (10) passa a tomar sempre valores distinguidos, porém C,, (9) falha se A toma o

da conjuncdo, que cambiamos para a tabela ao lado,
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valor Y? e B o valor ¥. Com estas novas matrizes podemos verificar que

nenhuma das férmulas (DM 1) a (DM 4) é demonstravel em C,\{C,(9)}. (Em

ambos os conjuntos de matrizes, (DM 1) falha se tanto A quanto B tomam o

valor Y ; (DM 2) falha com os valores Y’ em A e II em B; (DM 3) falha com os

valores IT em A e Y’ em B; (DM 4) falha se tanto A quanto B tomam o valor IT).

Para saber mais sobre os teoremas de C, e de C,,;,, consulte o apéndice ®,

Quem é quem.

4.5.4 Um pequeno passo para um homem...

Fagcamos um pequeno balanco do que obtivemos até aqui.

Cy ndo € o limite dos C,,’s, pois € incapaz de demonstrar uma parte do calculo
positivo cldssico, como a Lei de Peirce, ou a Lei de Dummett. Por construgao,
C seria no maximo uma espécie de “limite sintatico”, a interse¢do das axio-
maticas dos C,’s — tal como expostas por da Costa (1963) ou na Figura 1

(vide 2.1) do presente trabalho.

Cpin 130 € o limite dos C,’s, pois embora aquele célculo torne possivel
demonstrar todos os esquemas do cdlculo positivo cldssico e, mais ainda,
todos os esquemas livres de negacdo do cdlculo classico, ele ndo contém
esquemas com negacao tais como (DM). Dada a semantica de valoracdes para
C in» poderiamos dizer no maximo que este cdlculo é quase uma espécie de
“limite semantico” para os C,’s, ou uma espécie de cdlculo paraconsistente

minimal. J4 sabemos até o momento que:

Teo(Cy)cTeo (Cpin)Teo (Crim)= ﬂTeo(Cn).

I<n<w
Nenhuma das Leis de De Morgan é demonstravel em Cg, em C,,;,, Ou na
hierarquia de sistemas resultante da retirada de quaisquer dos dois axiomas

que tratam do bom-comportamento (isto é, {C, (9)} ou {C, (10)}).

E claro que ha muitos outros teoremas demonstraveis em todos os C,,

n<®. Um interessante exemplar destes teoremas é, como o leitor ja saberd

verificar por conta prépria, (AA—A)—>——(AA—A), que, como é facil ver,
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também ndo é demonstravel em C,,;,. Que outros teoremas serdo comuns a toda a
hierarquia C,? A seguir mostraremos como responder a esta questdo de forma
definitiva.

Se o célculo C,,;, perdeu para nds o interesse como um candidato ao limite
dedutivo da hierarquia C,, seu estudo pode ser motivado por seu proprio interesse,
ja que ele herda as propriedades interessantes de Cy, e ainda apresenta mais
algumas, além de duas semanticas adequadas, simples e elegantes. Vale a pena
investigar ainda a possibilidade de oferecermos para C,;, uma semantica de
mundos possiveis: sua negacao aparenta um forte “sabor”” modal.

Por outro lado, serd C,,;, o limite de alguma outra hierarquia de cdlculos
paraconsistentes, tal como C,\{C, (10)}, n<®?

A perguntas desta sorte s6 o tempo sabe a resposta.

4.6 O céu é o limite!

Em Carnielli & Marcos, 199?b, os resultados acerca de C,,;, que acima
demos a conhecer sdo apresentados e discutidos. Além disso, neste artigo também
se discute com mais profundidade o problema de se caracterizar Crim, 0 verdadeiro
calculo-limite da hierarquia C,. Ora, veremos logo a seguir que, uma vez que ja
apresentamos semanticas de traducdes possiveis para cada C,, ndo é dificil num
proximo passo apresentar uma semantica de tradugdes possiveis para Crim, € até
mesmo um procedimento de decisdo para este cdlculo.

Dado um cdlculo C,,, 1<m<®, ji sabemos como atribuir-lhe uma se-
mantica de traducdes possiveis PT,=< W53, T,> (foi o que fizemos nos
capitulos 2. e 3.). Denotemos por k, a relacio de consequéncia semantica
definida em PT,,. Dada uma férmula A, teriamos teoricamente um maximo de
" 3erdr tradugdes possiveis, onde n € o nimero de negacdes presentes em A, ¢ é
o ndmero de conjungdes, d o de disjungdes, i o de implicagdes. Coletemos tais
tradu¢cdes em um conjunto TP(A). Recordemos que para cada C,, este conjunto

pode ser restringido e diminuido pelas condicdes sobre as tradugdes em T, (vide

2.3.3.2 e 3.3). Portanto, se denotamos por Tp(A,m) o conjunto de todas as
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tradugdes possiveis de uma formula A na semantica de traducdes possiveis para o
calculo C,,, podemos garantir que, para cada m<, vale
@ Tp(A, m)cTP(A).

Fazendo uso das seménticas de traducdes possiveis para C, podemos agora
explicitar TP;;,, uma semantica de traducdes possiveis para Cp;,. Trata-se do par
<{C,h<n<w> { *1 }1<n<0>, onde cada *, é uma funcdo identidade das férmulas
de Cpn nas féormulas de C,,. A relagdo de consequéncia semantica em TPy, é

evidentemente definida como

def . .
I Erim A < paratoda *,,temos I =, A™,isto é, T =, A.

Podemos assim nos referir ao célculo Cy;, € as formulas nele validadas. Podemos
mesmo apresentar um procedimento de decisdo para as férmulas de Cp;,. Sim,

pois como consequéncia de (1), o conjunto definido como

Tp(A, Lim) < | J Tp(A, n)

1<n<w
€ finito. Dai, podemos efetivamente testar todas as suas férmulas usando as
matrizes de W3 (vide 2.3.1).

A despeito da semantica de traducdes possiveis acima apresentada para

C'Lim, neste ponto diversas questdes ainda sdo cabiveis:

e Como fornecer uma semantica paraconsistente para Cy;,? Serd que devemos
tomar emprestado das n-valoracdes (vide 3.2) as condi¢des val[i] - val[v],
val[vii] e val[viii], excluindo apenas val[vi]? Note que se acrescentarmos a
Cuin a formula (AA—1A)—>——1(AA—1A) como um novo esquema de axiomas,
isto equivale a acrescentar val[vii] a sua semantica paraconsistente. Que es-
quema de axiomas poderiamos acrescentar de modo a ter também val[viii]?

e Se atentarmos as restricdes Tr, (vide 3.3) notaremos que a tunica delas que
depende do célculo C, em questio é Tr 3.a. Serd que uma semantica de
tradugdes possiveis alternativa para Cp,;, pode ser obtida a partir das matrizes
de W3 se tomarmos como restricoes Try;, exatamente as mesmas restricoes
Tr, excluindo apenas Tr 3.a?

e Serd possivel definir uma negacdo forte em Cp;,,? E como afinal caracterizar

axiomaticamente este calculo-limite?
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Mais

Até agora nao fomos muito além da primeira hierarquia de calculos proposicionais
paraconsistentes proposta por da Costa em 1963, os célculos C,, 1<n<®. Apre-
sentamos, nos capitulos 2. e 3., semanticas de tradugdes possiveis para estes calcu-
los, e abordamos, no capitulo 4., o problema de se definir um limite dedutivo para
os calculos desta hierarquia.

Mas por que justo esta hierarquia de calculos paraconsistentes, € nao al-
guma outra? Neste capitulo exploraremos alternativas simples aos cdlculos C,, e
mostraremos como prové-las de semanticas de tradugdes possiveis. Em boa parte
dos exemplos a seguir estaremos explorando extensoes, versdes mais fortes — isto
é, que permitem demonstrar mais teoremas — dos cdlculos C, construidas de modo
a melhor atender a exigéncia dC[iv] de da Costa (vide 2.), segundo a qual os
célculos paraconsistentes propostos deveriam se aproximar ao maximo do célculo
proposicional cldssico.

As axiomatizacdes dos cdlculos apresentados a seguir, suas inter-relagdes,
e os principais teoremas que os caracterizam e diferenciam sdo o assunto do
apéndice ®, Quem é quem. Para a construcdo destes cdlculos, confira em especial

a Figura 3 do referido apéndice.

5.1 Levo, dextro, bi

De inicio, discutamos brevemente a exigéncia dC[i] de da Costa (vide 2.),
segundo a qual seria desejavel que nos calculos paraconsistentes apresentados nao
fosse valido o esquema —(AA—A), o qual representaria o principio da ndo-
contradicao.

Devemos notar antes de mais nada que este ndo deve ser um requisito
essencial a definicao de um cdlculo paraconsistente. A nao-validade deste esquema

em um determinado célculo 16gico significaria, intuitivamente, que este célculo

110
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poderia comportar contradi¢des, ou proposicdes da forma A A—A, que o tornariam
inconsistente. Mas, como ja discutimos no capitulo 1., a grande contribuicdo da
paraconsisténcia € menos admitir a inconsisténcia do que manter a nao-
trivialidade. Posto de outra forma, indesejdvel mesmo em um célculo paracon-
sistente seria a validade de um esquema tal como A—(—A—B), a partir do qual,
por Modus Ponens, qualquer proposi¢do resultaria como consequéncia de duas
férmulas contraditérias. Porém, segundo a exigéncia dC[ii] de da Costa (vide 2.)
um tal esquema ndo deveria ser vilido. E assim que podemos encontrar cdlculos
tais como _J3 (vide 2.3.1.1) de carater indiscutivelmente paraconsistente, mas nos
quais o esquema ~1(AA—A) € vélido, e o esquema A—(—A—B) ndo o é.

Suponhamos contudo que desejemos atender a dC[i], isto é, queremos
definir calculos em que ndo valham em geral férmulas do tipo —(XA—X), as
quais aqui abreviamos, como de costume, por X°, e as entendemos como
afirmando que “a proposicédo X é bem-comportada”. No célculo C, esta exigéncia
se materializa na forma de uma condi¢do para a validade de certos métodos de
inferéncia. O axioma C1(9), por exemplo, nos informa as circunstincias sob as
quais vale a redugdo ao absurdo: quando a assuncdo de certas premissas nos leva
a concluir uma contradi¢do como AA—A e, simultaneamente, a proposi¢ao A é
bem-comportada. Como consequéncia, o esquema A°AAA—A é capaz de triviali-
zar o célculo C}.

Denotemos agora por X @ as férmulas do tipo =(=XAX). A primeira vista,
X° e X" parecem duas formas equivalentes de se formular o principio da nao-con-
tradi¢do. Dai, o esquema A°AAA—A também deveria ser capaz de trivializar C,
certo? Errado. Em 2.1.1,j j4 chamamos a atencdo para o fato de que A° e A" ndo
sdo férmulas equivalentes em C; (cf. ainda o ex. ¢ em 2.2.2.1. € 0 ex. ¢ em 2.3.3.6),
um fato que surge apenas como uma faceta de outro muito mais geral, qual seja, a
falha em C; do Teorema da Substitutividade de Equivalentes (vide 2.1.1.i). Dai,
podemos afirmar que o cdlculo C; original considera como bem-comportadas
apenas as formulas do tipo A°, mas ndo as férmulas do tipo A”. Uma vez que em

férmulas do tipo A° a subférmula A a esquerda aparece nao-negada, estipularemos
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doravante denominar a hierarquia C, levoparaconsistente, € renomearemos Seus
célculos Cf, 1<n<m.

E imediato propor, analogamente, uma hierarquia dextroparaconsistente,
Ci, 1<n<w, construida de forma tal que, por exemplo, no cilculo C{ desta nova
hierarquia apenas as formulas do tipo A", mas ndo as férmulas do tipo A°, sejam
bem-comportadas. Podemos apresentar os célculos desta hierarquia simplesmente
substituindo os esquemas C,(9) e C,(10) por

C.O") B" > ((A—>B)—=((A—>—=B)—>=A));

C.(10A) (A"AB") = ((AAB)"A(AVB)"A(A—=B)"M).
Em cada célculo C{, inversamente ao que acontecia no célculo Cr, B — B™ ser
um teorema, mas B — B" nio o sera.

Aqui usaremos X * para abreviar a férmula X° 2, onde o simbolo ® aparece
n vezes, n>0, e usaremos X! para abreviar a férmula X°A...AX". Por
convengio, para n=0 podemos estipular que X” e X! abreviem a prépria férmu-
la X. Assim como na Nota 1, em 3.1, defini¢cdes recursivas poderiam ser aqui
apresentadas (cf. o apéndice ®, Axiomas). Em um dado cilculo C¢, denominamos
agora negacdo forte 3 férmula ~A AA™ | e a abreviamos por ~"'A .

E evidente que todos os resultados importantes acerca dos calculos C
ainda valem em C}, mutatis mutandis. Em particular, semanticas de valoracdes
para C podem ser obtidas substituindo as condi¢des val[vi] e val[vii] sobre uma
n-valoracao (vide 3.2) por

val[vi]* v, (A" =v,(=A"") < v,(A")=0;
val[vii]* v,(A)=v,(—mA) & v,(—A")=1.
O procedimento de quase-matrizes correspondente (vide 3.2) também deve

ser modificado de forma conveniente. Dois passos serdo alterados:
QM 4.2.1.1. se C é daforma—DAD, escreva 1, sendo (...)

QM 4.2.2. se B é da forma —D" ' AD"!, escreva 0, sendo (...

Por outro lado, semanticas de traducdes possiveis para Ci podem ser

obtidas a partir das mesmas matrizes de W3 (vide 2.3.1) e modificando as
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seguintes restricoes Tr apresentadas em 3.3:
Tr2.a se (A#B) é (mAAA), entdo (RAAA)*=((—A)* A3A*), sendo (...)
Tr3.a se (A#B) é (D" VAD" "), para algum D, entdo
(= (=D PAD" )yt ==, (=D PAD" V)*  senido (...)
Tr4.a seA € (—~DAD), paraalgum D, e (—A)*=—.(—DAD)*, entdo

(m—A)*=—.(—A)*, sendo (...)

Os célculos da hierarquia CZ ndo sdo mais fortes do que os célculos da
hierarquia C;f, mas podem ser vistos como alternativos a estes.

Podemos logo cogitar em uma outra hierarquia de célculos, possuindo
simultaneamente as propriedades de Cyr e de C 4. Denominemo-la biparacon-
sistente, € denotemos seus cdlculos por C!. Podemos axiomatiza-los simples-
mente pelo acréscimo do esquema C, (9["]) aos axiomas de C}. Neste caso, vale
B"=B" e o esquema C,(10[A]) é demonstrivel.

As semanticas de valoracdes para os cdlculos Cf, os procedimentos de
quase-matrizes correspondentes e suas semanticas de tradugdes possiveis seguem
trivialmente pela combinacdo das cldusulas e restricdes que caracterizam Cy e Cf.

E evidente que os cdlculos da hierarquia C b estendem os cdlculos da
hierarquia Cy. No entanto, a biparaconsisténcia apresenta uma solucio apenas
parcial ao problema de se reconhecer uma férmula bem-comportada, isto €, que
respeite o principio da nao-contradicdo. Introduzimos decerto alguma simetria:
em C?, por exemplo, podemos substituir férmulas do tipo B° por férmulas do
tipo B® em todos os esquemas validos em C{. Consideremos agora uma férmula
do tipo (BA(BA—B)). Esta formula é equivalente a (BA—B). Seria de se esperar
portanto que o calculo C{ “reconhecesse” este fato e permitisse substituir
férmulas do tipo B° também por férmulas do tipo —~(BA(BA—B)). Isto porém
nao acontece, como o leitor pode facilmente verificar': as férmulas (BA(BA—B))
e = (BA(BA—B)) ndo sdo sequer equivalentes em C{. Esta é mais uma con-
sequéncia desastrosa da falha em C;, bem como em C: e C}, 1<n<®, do Teore-

ma da Substitutividade de Equivalentes (vide 2.1.1.7).

1 L. . ~ ~
Béziau, em comunicag@o pessoal, nos chamou a atengdo para este fato.
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5.2 Com acréscimo de negacoes

Recordemos agora a exigéncia dC[iv] de da Costa (vide 2.). Ora, se nosso
objetivo € aproximar ao maximo os célculos da hierarquia C ao célculo cldssico,
ndo hd porque deixar de acrescentar a eles como um novo esquema o axioma

(AN) A—>——A,

que € a reciproca a C,(12), permitindo o acréscimo de negagées. De fato, na nova
hierarquia assim gerada, cujos célculos denominaremos por C,* e diremos ser
levoparaconsistentes com acréscimo de negagoes, todos os axiomas sdo indepen-
dentes entre si e 0 esquema —1(AA—A) continua indemonstravel (vide o apéndi-

ce ®X®, Da independéncia dos axiomas de C, ). Além disso, Carnielli de-
monstrou que nenhum cdlculo desta hierarquia € caracterizavel por matrizes
finitas (vide o apéndice WX, Incaracterizabilidade por matrizes finitas).

J4 sabiamos que em cada cdlculo Cf o bom-comportamento se propaga na
negacdo de férmulas bem-comportadas (vide 2.1.1.h), isto €, que o esquema
A (=A)™ é demonstravel em CZ (cf. ainda 0 ex. b em 2.2.2.1. ¢ 0 ex. b em
2.3.3.6). Usando (AN), nao ¢ dificil demonstrar agora a reciproca deste esquema
em cada célculo C,%, isto &, que

(—A)" —>A™
¢ um teorema de C,'% embora ndo seja teorema de Cy. Dai, se proposi¢cdes
negadas forem bem-comportadas neste célculo, entdo elas j& eram bem-compor-
tadas mesmo “antes” da negacao.

Pode-se facilmente verificar que uma semantica de valoracdes adequada a
C,7* é obtida pela substituicio da condicdo val[v] sobre uma n-valora¢io

(vide 3.2) por
vallv ™ v, (0—A)=1 © v, (A)=1.
Como consequéncia, a condicdo vallvii]: v,(A)=v,(—A) & v,(1A°)=1

torna-se dispensavel, pois deriva de vall[i] e val[v] "
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Resulta dai que o procedimento de quase-matrizes correspondente € defini-
do a partir daquele adequado a C; (vide 3.2), substituindo QM 4.2.1, QM 4.2.1.1

e QM 4.2.1.2 simplesmente por

QM 4.2.1. se B é da forma —C, entdo escreva 0 se C toma o valor 0, e

escreva 1 em caso contrario (...)

Assim, por exemplo, se por um lado a quase-matriz para C{ mostra que a

formula (—p)° —p°

)/ -p pA—p —(pA-p) —-p I pA——p —(mpA-—p) (=p)° —=p°
0 1 0 1 0 0 1 1
| 0 0 1 1 0 1 1
1
0 1 0

Ly 1 0 1

¢ invalida neste calculo, por outro lado a quase-matriz para C1'* mostra que esta

mesma formula € valida neste outro calculo:

P -p pA—p 1 (pA—p) =—p “pA—ITp “(kpA——p) (=p)°—p°
0 1 0 1 0 0 1 1

| 0 0 1 1 0 1 1
1

[ 1 1 0 1 1 0 1

J4 a semantica de tradugdes possiveis adequada a C,* pode ser obtida

simplesmente substituindo as restri¢des Tr 4.a, Tr 4.b e Tr 4.c por
Tr 4. para férmulas do tipo 7 —A: (1 A)¥==(A)*.

De fato, esta restricdo € requisito essencial para a demonstracao da corretude desta
semantica, uma vez que o novo axioma, (AN): A —>——A, falha se tomarmos w
e * tais que w(A)=V", (1A )¥*=—A* e (=1 A)*=—,(—A)*. A prova da con-
veniéncia, como em 2.3.3.3, é imediata, e a prova da representabilidade sofre ape-

nas uma pequena e ébvia modificagdo em seu grand finale (vide 2.3.3.4), que fica:



116 5.3 Mais forca

“Finalmente, tomando uma férmula do tipo ——A, definimos (——A)*=
—1c(—A)*, definicdo compulséria devido a Tr 4 e que, como € fécil ver,

garante que w((——A)*)e{V,V'} & v(—=—A)=1."

Retomando a férmula (—p)°— p°, notamos que

suas traducdes possiveis em C{ seriam duas (vide 2.3.3.2 e p

2.3.3.6):

U —(mepAsT=ep) =23 (pA3—cep); 4

<|H|[<|=
<|l<|<| ™

& —|L(—|Cp/\3—|c—|cp)%3 —|L(p/\3—|cp).

Ao testar sua validade obtemos a tabela a direita.

Notamos que { falha quando tomamos w(p)=V . Mas, segundo a nova

formulacdo de Tr 4., logo acima, a tunica traducdo possivel para a férmula

(mp)°—p° em C7 ' é B. Assim, verificamos mais uma vez que esta férmula é
um teorema de C;"'* mas ndo de C¥.

Tal como fizemos em 5.1, podemos agora facilmente definir a hierarquia

C,"? de cdlculos dextroparaconsistentes com acréscimo de negagoes, e também a

hierarquia C,,"'° de célculos biparaconsistentes com acréscimo de negacoes. Em

ambos os casos, as modificacdes em ordem nos resultados acima sdo imediatas.

Esta tltima hierarquia, C,,°, foi estudada em detalhes em Carnielli, 1999.

5.3 Mais forca

Em um artigo publicado em 1990, Béziau introduziu uma extensdao ao
célculo Cy, a qual viria a ser denominada C] e seria estudada em detalhes em
da Costa et al., 1995b. Sua axiomdtica pode ser obtida a partir daquela para o
calculo C apenas substituindo o axioma de propagac¢do do bom-comportamento,

C1(10) (vide a Figura 1, em 3.1) por outro “mais forte”:
Ci1(10v)) (A°VvB°)—=((AAB)°A(AVB)°A(A—B)°).

Desta feita, o bom-comportamento de férmulas complexas do tipo A#B, onde

#e{A,v,—}, é garantido ndo a partir do bom-comportamento de ambas as suas
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partes, mas a partir do bom-comportamento de pelo menos uma delas. E evidente

que o axioma C1(10) é consequéncia de C1(10(v)), C1(4) e C1(6), usando (TD).
De maneira andloga a constru¢do da hierarquia C (vide a Figura 2, em

3.1), podemos construir agora a hierarquia C,*, 1<n<®, bastando substituir

C,.(10) por
C.(10v)) (A”VB™)—=((AAB)”A(AVB)”A(A—B)™).

Como seria de se esperar, semanticas de valoracdes adequadas aos cdlculos desta
hierarquia podem facilmente ser obtidas pela substituicao da condi¢ao val[viii] em

3.2 por

vallviii]*  v,(A)#v,(=A) ouv,(B)#v,(—mB) = v,(A#B)#v,(—(A#B)),

onde#te{A,v,—>}.
O fato seguinte é uma consequéncia imediata de val[i] - val[vii] e val[viii]":

Lema. Em cada cdlculo C,%, se alguma das subférmulas de uma dada férmula A
é bem-comportada, entdo a formula A é ela propria bem-comportada.

Segue trivialmente por indugdo sobre a complexidade da férmula A.

Mais do que estender Cf, os cdlculos C,* se distinguem por uma pro-

priedade realmente notdvel: é possivel definir nestes dltimos uma relacdo de equi-
valéncia distinta da identidade, o que ndo € o caso nos primeiros (vide 2.1.1.7).
Assim, mesmo que ainda nido valha em nenhum C:* o Teorema da Substituti-
vidade de Equivalentes (valerd em algum célculo paraconsistente que estenda Cy?),
ja € possivel definir nestes cdlculos uma relagdo de congruéncia nao-trivial, o que
pode simplificar enormemente a sua algebrizagdo.

Dizemos que duas formulas A e B sdo logicamente equivalentes, e deno-
tamos por A =B, se para toda valoragdo v temos v(A)=v(B); dizemos que elas sdo
bem-equivalentes, e denotamos por A =B, se elas sdo ambas bem-comportadas e

também sao logicamente equivalentes.
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Teorema. A relagdo de boa-equivaléncia é uma relagdo de congruéncia em C*.
Sejam dadas uma férmula F e duas féormulas A e B tais que A ~B e tal que B
seja uma subférmula estrita de F. Provaremos por inducao sobre a complexida-
de de F que: F[A]=F|[B/A], onde F[B/A] € a proposi¢do que obtemos ao
substituir A por B em F. No passo base de inducdo, supomos F uma férmula
atomica. Tal férmula ndo tem subférmulas estrita, e a propriedade acima ¢é
portanto vacuamente satisfeita.

Suponhamos agora, como hipétese de indugdo, (HI), que para toda
féormula G de menor complexidade do que F valha G[A]=G[B/A]. Supo-
nhamos inicialmente que F é da forma —D, para alguma férmula D. Pelo
Lema anterior, sabemos que ambas D[A] e D[B/A], e também F[A] e F[B/A],
devem ser bem-comportadas. Resta mostrar apenas que F[A] e F[B/A] sao
logicamente equivalentes. Suponhamos que ndo fossem: existiria entdo uma
valoracdo v tal que v(—D[A])#v(—D[B/A]). Assim, podemos ter, por exem-
plo, v(-mD[A])=0 e v(—=D[B/A])=1 — o outro caso é similar. Neste caso, por
val[iv], v(D[A])=1, e como D[B/A] é bem-comportada, v(D[B/A])=0. Mas isto
¢ absurdo, pois por (HI) temos que D[A]=D[B/A].

Os casos em que F' € da forma D#E, para alguma férmula D e alguma

formula E, com #e{A,v,—}, sdo tratados de maneira similar.

O Teorema anterior nos garante que o Teorema da Substitutividade de
Equivalentes vale em C, ¢ para férmulas bem-equivalentes.

O procedimento de quase-matrizes correspondente aos cdlculos Cj* é
obtido a partir daquele adequado a Cy (vide 3.2 e 2.2.2), substituindo QM 4.2.3
por

QM 4.2.3. B deve ser da forma D#E, onde #€ { A,v,—,=} — a menos

que D, =D, E e (E tomem todos o valor 1, escreva 0, em caso contrario

bifurque a linha e escreva 0 numa parte e 1 na outra.

Gracas ao axioma C,(10v)), sdo demonstrdveis em cada C,* vdrias

férmulas ndo-demonstraveis em C. Assim, por exemplo, enquanto em C} sdo
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vdlidas apenas 4 das 16 formas de De Morgan (vide 4.5.3), em C,* sdo vélidas
ainda outras 4 (confira o apéndice ®, Leis de De Morgan, e seg.). Tomemos o

seguinte exemplar de De Morgan: (DM*) —(pvg)—(—pA—gq); e calculemos

P 4 pvq P -q —“(pvqgy pA—gq 152

suas quase-matrizes:

YT )
0 0 0 | 1 1 1 | 7| 4
0 0 0 | 2| 2
0 1 1 1
|1|0 1 1 3 | 3
| 1 | | 4
0 | 0 0 | 5
10 1 4
0 1 1 6
|1 1 5
| 1 | | 7
0 0 0 | 8
o | 6
|1 0 0 1 9 | 7
1 0 0 10
b ! 0 0 1 71
0 8
1‘ 1 0 0 12
|1 0 | | 13
1 1 1 4 | 10
Crl|Cr*
| R

Note que, gracas ao novo passo QM 4.2.3, a quase-matriz para (DM¥*) em
C, ¥ tem menos linhas do que a quase-matriz para esta mesma férmula em Cy.

Apresentaremos agora uma semantica de tradugdes possiveis para C;* que
€, sob varios aspectos, mais simples do que todas as semanticas de tradugdes
possiveis que vimos apresentando até o momento. Isto ndo deve surpreender o
leitor, pois a medida que nos aproximamos mais da légica cldssica € de se esperar
que o conjunto de diferentes matrizes necessdrias para interpretar as férmulas de
um dado célculo vd diminuindo, a0 mesmo tempo em que as restricdes sobre as

fun¢des de tradugdo vao se tornando mais estritas.
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Consideremos portanto as matrizes da l6gica W% a seguir (cujo conjunto
de matrizes expressdveis, notard prontamente o leitor, estd contido propriamente

no conjunto de matrizes expressaveis em W3 ):

[~ e - K H
KBv v|F| EBvVv|v]v VVF- F

\'al V (V™ | F \'all V (V| V \'all V (V| F \A

Brirr BBV VIiF EAV V]|V -||VV

onde {V, V" } sdo os valores distinguidos. Os conectivos bindrios acima refletem o
fato de que a operacdo por eles realizada s6 “estraga” o resultado quando ambos
os componentes sao “mal-comportados”.
Consideremos ainda o seguinte conjunto de restricdes para as funcdes de
tradu¢aoem T':
Tr 1. para varidveis atomicas p:
a. px=p;
b. (mp)*==cp.
Tr 2. para formulas do tipo A#B,onde #e {A,Vv,—> }: (A#B)*=A*#,B*.
Tr 3. para férmulas do tipo ~(A#B),onde#€ { A,Vv,—> }:
a. se (A#B) é (D" PA=D""), para algum D, entio
(= (D" P"A=D" )yt ==, (D" PA=D" V)%, sendo
b. (—(A#B))*=—,(A#B)*,se (—A)*=—,A*% ou (—B)*=—,B*;
c. " (A#B))*e{,(A#B)*,~.(A#B)*}, em caso contrario.
Tr 4. para férmulas do tipo 7 —A:
a. seA é (DA—D),paraalgum D, e (A )*=—.(DA—D)*, entdo
(m—A)*=—.(—A)*, sendo
b. (m—=A)*==.(2A)*, se(—A) ==, A%,

c. (A e{—=,(mA)*, —.(—A)*},em caso contrario.

Nao ¢ dificil verificar agora a conveniéncia e a representabilidade desta

semantica de tradugdes possiveis proposta para C, %, 1<n<m.
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Retomando o exemplo anterior, a férmula (DM*): = (pvg)—>(—pA—gq),
notamos que em C, suas traducdes possiveis, eliminadas as redundancias, seriam

as seguintes (vide 2.3.3.2, 2.3.3.6 ¢ 3.3):

® _'L(PVSCI)—>3(_'cP/\1_'cCI) _'c(pVIQ)QB(_'cp/\Z_'CQ)

_'L(PVSCI)—>3(_'cP/\2_'cCI) _'c(pVZQ)QB(_'cp/\l_'CQ)

Q ® ©

_'L(PVSCI)—>3(_'cP/\3_'cCI) _'c(pVZQ)QB(_'cp/\Z_'CQ)

® ©® 0O
®

_'c(pVIQ)QB(_'cp/\l_'CQ) _'c(pV3Q)%3(_'cp/\3_'CQ)

E o resultado sera o seguinte:

I AN B IONMGRMOMOMOMGOCE®)
VIV V VI VIV|[V|V]V]V
VIVIV| V|V|V|V|F|F]|F
VIF| V| V| V|[V|[V|[V][V]V
V| V|[V|[V|V|F|F|V]|V]|F
v vi[vivivivivi]v v ]v
vV [ E[v [ V]v]v[v]v]V]v
F|V|[V|V|V|[V]|[V]V]|V]V
Flv [ VIviv]V]v]v]v]v
F|F|V|V|V]|[V]|[V]|V]|V]V

Jaem C,* esta mesma férmula terd apenas duas traducdes possiveis:

(1] 1 (PVeq) e (T cpre™1cq)

(2] “1c(PVeq) =e(mcpre—icq)

E o resultado seréa este a direita:

Confirmamos assim o fato de que (DM¥*) é

um teorema de cada C,*% mas nio é teorema de

nenhum CF.

Analogamente ao que fizemos em 5.1 e em

ol | < S| <] <] <] <] =
<l<l<|l<|<|<l<|l<|<| @
<|l<|l<|<|S|<|<|<|<|®

| <| <| = S| < =S| <] =

5.2, podemos definir, além da hierarquia C; * tratada
acima, as hierarquias C,* e C;° bem como as hierarquias C; % C; % e
C;™*, para 1<n<m. As modificacdes em ordem para fornecer semanticas de

valoragdes e de tradugdes possiveis para todos estes cdlculos jd devem ser evi-

dentes ao leitor.



5.4 Limites
122 5.4.1 Inferiores

Usando as mesmas matrizes apresentadas no apéndice @X®, A um passo
da légica classica, podemos facilmente verificar que o esquema —(AA—A) ndo é
demonstrdvel em nenhum célculo de qualquer destas hierarquias. Além disso,
nenhum destes célculos € caracterizdvel por matrizes finitas (vide o apéndice

oX ®, Incaracterizabilidade por matrizes finitas).

5.4 Limites

Tendo caracterizado acima doze hierarquias distintas de cdlculos paracon-
sistentes atendendo as exigéncias dCli], dC[ii] e dCJ[iv] de da Costa, vale a pena
agora nos perguntarmos acerca de calculos “minimais” e “maximais” possuindo

ainda esta propriedade. E o que faremos brevemente a seguir.

5.4.1 Inferiores

No capitulo anterior apresentamos C,;,, que funciona como uma espécie
de limite dedutivo inferior para todas as hierarquias até aqui estudadas. Mas ja que
metade destas hierarquias — quais sejam, os cdlculos C,%, C,% C,°, C; 7%,
C; 7 %e C;'® — conta também com o axioma (AN): A———A, podemos carac-
terizar para os seus célculos um outro limite dedutivo inferior, C,;,, obtido a
partir de C,,;, pelo simples acréscimo do axioma (AN).

Neste caso, ¢ muito facil ver que uma semantica de valoracdes adequada
a Cin pode ser obtida simplesmente substituindo a condicdo val[v] sobre uma

valoragdo para C,,;, (vide 4.2) por
val[v] ™' v(—=—A)=1 < v(A)=1,

e uma semantica de tradugdes possiveis adequada a C,;;, pode ser obtida usando
ainda as matrizes de W€ (vide 4.4) mas substituindo a restricio Tr 5. sobre as

tradugdes por

Tr 5. para formulas do tipo = —A: (= A)* ==(—A)*.
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Podemos ainda, exatamente como fizemos em 4.6, atacar diretamente o
problema de caracterizar os verdadeiros cédlculos-limites das hierarquias supra-
expostas. Para cada hierarquia estudada, podemos usar as semanticas de tradugdes
possiveis de seus cdlculos para compor uma semantica de traducdes possiveis para
seu cdlculo-limite, e fornecer como consequéncia um procedimento de decisdo

para as suas férmulas.

5.4.2 Superiores

Em 1973, Sette introduziu o cdlculo paraconsistente Tl, o qual funciona
como um limite dedutivo superior para metade das hierarquias até aqui estudadas
— quais sejam, os cdlculos C¥, C¢, CE, %, C)¢, C)°. De fato, no calculo ' ndo
vale o esquema (AN): A———A, mas valem todos os esquemas das hierarquias
mencionadas — e, portanto, P! estende todos os seus célculos — e valem ainda
todos os esquemas cldssicos desde que aplicados a férmulas ndo-atdmicas. Pode-se
mostrar ainda que P !¢ maximal (vide o apéndice w+®, A segunda via), isto &, se
a sua axiomdtica acrescentarmos qualquer teorema do calculo proposicional
classico, CP, que nao seja um teorema de Tl, entdo o sistema resultante é o
proprio CP.

P! atende as exigéncias dC[i] e dClii] de da Costa (vide 2.): este cdlculo é
paraconsistente e a formula —(AA—A) ndo é nele vélida. Além disso, a exigéncia
dCl[iv] ¢é levada, de certa forma, as dltimas consequéncias: por ser maximal, o
cdlculo P ndo pode ser mais aproximado de CP.

Note que em 2.3.1.1 ja haviamos apresentado as matrizes do cdlculo
paraconsistente [ 3, sobre cujas capacidade de expressdo e maximalidade discorre-
mos nos primeiros dois tercos do apéndice W+ ®, Algumas ldogicas trivalentes.
No entanto, como bem apontamos no apéndice ®, Quem é quem, J; nio estende
os célculos das hierarquias acima apresentadas — em particular, C, (9) e C, (9["])

nao sao teoremas de _J5.
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5.4.2.1 O calculo P!
Ao apresentar o célculo P, Sette (1973) partiu da seguinte axiomatizacdo:

Pl1) A—(B—A)

P'(2) (A—>(B—C))—>((A—>B)—(A—C))

P'3) (mA——B)—>((mA—>—1B)—A)

Pld) —(A>—-—A)—>A

P'5) (A—B)—>——(A—B)
e tomou como Uunica regra de inferéncia Modus Ponens (MP): A, A—B / B.
Fazemos notar, contudo, que é possivel demonstrar o axioma P 1(4) a partir dos
demais (vide o apéndice ®+®, Um axioma a menos).

Sette mostrou que ' pode ser caracterizado pelo seguinte conjunto de

matrizes:
- K
V|V|F

Kl v v/ F
Bl v | vi|v

onde {V, V*} sdo os valores distinguidos.

< (<] d

Dadas férmulas A e B na linguagem de P', podemos definir a negacdo
forte, a conjungdo e a disjun¢do em P respectivamente como
~A € (nA—A);
AAB £ —(A—>~B);
AvB € ~A—B,
suas tabelas sendo portanto as seguintes:
|~ KK v KIS
V|V|F [V |

Rl Vv Vv F
Elrr|F

Ora, é muito fécil ver que uma axiomatizacdo alternativa para P' ¢ obtida,

!

iy <
<

*

< |m|T

VIV |V
VIV |V
V|V]|F

por exemplo, ao adicionarmos aos axiomas de C{ os esquemas (—A)° e (A#B)°,
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com #€ {A,v,—}, 0os quais nos dizem, intuitivamente, que formulas complexas
sdo bem-comportadas (vide o apéndice ®+®, A segunda via). Nesta alternativa
nao apenas a implicacdo e a negacdo mas também a conjungdo e a disjungdo sdo
tomadas como conectivos primitivos. Uma prova direta da completude de P’ com
relacdo a esta nova axiomatizacio € possivel (vide mais uma vez o apéndice W+,
A segunda via).

Carnielli & Lima-Marques (1999), propuseram uma nova semantica para
P!, dita semdntica de sociedade. Em computagio e inteligéncia artificial, pode-
mos pensar em um agente inteligente como um aplicativo capaz de executar um
procedimento complexo, geralmente em um ambiente distribuido, usando infor-
macao armazenada e mecanismos de inferéncia. O que acontecerd quando puser-
mos véarios destes agentes a colaborar entre si, isto €, quando os tomarmos em
sociedade? A idéia subjacente as semanticas de sociedade é de que embora um
dado conjunto de agentes possa utilizar uma légica comum L, a l6gica interna de
sua sociedade pode ser distinta, digamos L’. Podemos imaginar que o germe
destas idéias ja era manifesto por Jaskowski (1969) quando este propusera justi-
ficar sua busca de sistemas dedutivos contraditérios em termos da combinacdo de
diferentes opinides em um unico sistema. Mostraremos a seguir como o célculo
P! pode ser visto como a l4gica subjacente a um certo tipo de sociedade entre
agentes cldssicos.

Pensaremos aqui uma sociedade como um conjunto enumeravel mas nao
necessariamente finito de agentes {Agy, Ag», ... }, onde cada agente Ag; compde-
se de uma colecdo de variaveis proposicionais Var;, e uma légica subjacente L;.
Dizemos que um agente Ag; aceita uma formula A, e denotamos por Ag; E A, se
toda valora¢do em L; que satisfaz as varidveis em Var; satisfaz também A.

Consideraremos aqui o caso em que todos os agentes estdo submetidos as
leis do célculo proposicional cldssico, CP. Uma sociedade ¢é dita biassertiva se a
sua negacdo ndo for um conectivo verofuncional, isto €, se o valor de verdade de

—A ndo depender funcionalmente do valor de verdade de A, donde certas férmulas
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podem ocorrer como primitivas tanto quanto suas negacdes. Uma sociedade S é
dita aberta, e denotada por S”, se aceita uma férmula no caso em que qualquer de
seus agentes a aceita. Dai, dada uma proposicao atdmica p e dados dois agentes
Ag) eAg, tais que Ag E p e Ag, = —p, entdo qualquer sociedade aberta que
contenha estes dois agentes aceita ambas as proposicdes p € —p. A relacdo de
satisfatibilidade em uma sociedade biassertiva aberta (SBA), denotada por S T é

definida como:

(S1.1) ST Ep se existe um agente Ag; em S tal que Ag;, = p;
(S1.2) STE-p se existe um agente Ag; em S tal que Ag; ¥ p;
(S2.1) STE-A se ST H# A, para A ndo-atdmica;

(S2.2) S"EAAB seST=EAeSTEB;

(S2.3) STEAVB seSTEAouSTEB;

(S24) S"EA->B seSTHAouS ERB.

Um interessante resultado sobre a cardinalidade de SBAs pode ser facil-
mente demonstrado. Dada uma SBA qualquer S* é sempre possivel construir uma
SBA S; com no maximo dois agentes tal que S; = A sse S E A para toda férmu-
la A. Basta definir o agente Ag, tal que Var,={p: S™ E p}, e o agente Ag, tal que
Vary={p: ST # —p}, e verificar que S,={Ag|, Ag>} é uma SBA com a pro-
priedade desejada.

Dizemos que a férmula F é uma tautologia aberta se para toda SBA
S* vale ST = F. Agora é ficil ver por exemplo que as férmulas —(pA—p)
e p—(—p—¢q) ndo sdo tautologias abertas: basta tomar Ag, e Ag, tais que
Var,={p} e Var,=3, e tomar S"’={Ag;, Ag,}. Neste caso, de (S1.1) e de (S1.2)
temos STEp, STE—pe STE g, de (S2.2) e de (S2.4) temos ST E pA—p e
STH —p—q,ede(S2.1) e (S2.4) temos ST H —(pA—p) e ST H p—>(—p—q).

Podemos mostrar agora que as tautologias abertas coincidem com os teo-

remas de P':
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Caracterizaciio I. (Carnielli & Lima-Marques) A Idgica das SBAs é P.
(Conveniéncia) Dada uma SBA S* j4 aprendemos como construir uma SBA
S,={Ag1, Ag>} com exatamente dois agentes tal que SiEAsse STEA para
toda formula A. Definimos agora a fungdo v: FOR( ’Pl) —{V, V', F} tal que,
para toda férmula A de P
e y(A)=V seS;EAeS; HA;

e V(A)=V" seS;EAeS; EA;
e y(A)=F seS;HAeS:EA.
Das restricdes acima é evidente que, para toda formula A, v(A)e{V, V'} sse
S5 = A. Basta verificar agora, por indugio sobre a complexidade das férmulas,
que v define uma valoracdo em P’ segundo as matrizes trivalentes que apre-
sentamos.
(Representabilidade) Reciprocamente, dada uma valoracdo v em P, mostra-
mos como definir uma SBA S* tal que S* = A sse v(A)e{V, V'} para toda
férmula A em P'. Definamos inicialmente os conjuntos:

X={p:v(p)=V}, Y={p:v(p)=V'}, Z={p:v(p)=F},
e definamos a sociedade S={Agi, Ag}, onde Var;=XUY e Var,=X. Como v
¢ um morfismo, basta verificar agora, para varidveis atdmicas p, que
e v(p)=V sseSTEpeST H p;
e v(p)=V sseSTEpeST Ep;
e v(p)=F sseS" HpeS" =-p.

Nao ¢ dificil ver contudo que as semanticas de sociedade nao sao mais do
que casos muito particulares de semanticas de traducdes possiveis. Considere
neste caso a estrutura de tradugdes possiveis TP dada por <CP, T>, onde as
fungdes de tradugdo *: FOR(fPl)—>FOR(CP) em T estdo sujeitas as seguintes
restri¢des:

Tr 1. para varidveis atdmicas, p*=T ou p*=J_ ;
Tr 2. (mA)*¥*=—A%;
Tr 3. (A#B)*=A*#B*, onde #c {A,v,—>}.
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Os simbolos verum, T, e falsum, J_, podem ser tomados como primitivos
em CP, mas também podem ser definidos, respectivamente, como uma abreviagao
para formulas quaisquer do tipo A—A e ~(A—A).

Dadas duas fungoes de tradugdo, *; e *;, definimos agora a relagdo de for-

camento bilocal, denotada por =, como:

(BL1) ="p se Ee p ou Eap?,isto é,se pii=1 oup=1;
(B12) E""—p se B p ou Hep?, isto é, se pii=] oup=] ;
(B2.1) =" —=A se " A, para A ndo-atOmica;

(B2.2) E"7AAB se =" Ae =" B;

(B2.3) F"VAVB se =" Aou =" B;

(B24) =""A->B se A ou " B.
Para toda férmula F em P, definimos a relagdo de forcamento global, denotada
por Fqp, COMO:
= F & para quaisquer ;¢ *; vale =7 F.

Caso =rqp F dizemos que F é uma TP-tautologia. E facil ver, por exemplo,
que as férmulas = (pA—p) e p—(—p—¢q) ndo sdo TP-tautologias: basta tomar *;
e * tais que p=1, pi=1, ¢"=1 e ¢g"=1. Neste caso, de (B1.1) e de (B1.2)
temos £V p, E"V —p e E" g, de (B2.2) e de (B2.4) temos £ pA—p e
B —p—q, ede (B2.1) e (B2.4) temos B —(pa—p) e B p—=(—p—q).

E facil ver dai que as TP-tautologias coincidem com as tautologias abertas:

Caracterizaciio II. TP fornece uma semantica de tradugées possiveis para P.
(Conveniéncia) Sejam dadas duas fungdes de tradugdo *; e *; em T'. Definimos
uma sociedade S={Ag;, Ag,} tal que, para toda varidvel atdmica p, p € Var,
s pi=T,epeVar, = p“=1 . Basta verificar agora que S* é uma SBA.
(Representabilidade) Reciprocamente, seja dada uma SBA S'. Sabemos
como construir a partir dela uma SBA S35={Ag, Ag,} com exatamente dois
agentes tal que S; = A sse S* E A para toda férmula A. Definimos duas fungdes
*; e *; tals que para toda varidvel atdmica p, p*":T < peVar, e p*"'=—|_ =

p € Var,. Basta verificar agora que *; € *; respeitam as restricdes Tr 1 a Tr 3.
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E interessante observar que podemos oferecer também uma semdntica de
mundos possiveis para P!, Definimos um modelo MP como a tripla <M, R, P>,
onde o conjunto M de mundos € ndo-vazio, R € uma relacdo reflexiva bindria em
M, e P uma funcio que leva as varidveis atdmicas da linguagem de P’ a subcon-
juntos de M. Dado um modelo MP definimos a nocdo de verdade no mundo

possivel m em MP, denotada por m E=yp, como:

P1.1) m Fwmp P se mGP(p);
P12) mEw—p se existe m’e M tal que mRm’ e m’¢ P(p);
P2.1) mEywyA se m Hyp A, para A ndo-atomica;

P22) mEwAAB semEwAemEy B;
P2.3) mEwAVB sembEypAoum b=y B,

P24 mEwA—B semEwywpA oumbEy B.

De Aratjo et al. (1987) mostraram que esta semantica de mundos possiveis
é adequada para P'. A partir da intuicio dada pela semintica de sociedade
apresentada para P, Carnielli & Lima-Marques (1999) sugeriram que os modelos
acima considerados poderiam ser restringidos a modelos bindrios, isto €, modelos
contendo no maximo dois mundos. Neste caso, a cldusula (P1.1) pode ser
substituida por:

P1.1,) mEwp se existe m’e M tal que mRm’ e m’e P(p).

Uma férmula F € dita verdadeira em MP, nocdo denotada por =y F, se
m Eyp F para todo mundo m em M. Uma tal formula é dita simplesmente MP-
vdlida se Eyp F para todo modelo bindrio MP. E ficil ver agora, por exemplo,
que as féormulas =(pA—p) e p—(—p—¢q) ndo sao MP-vilidas: basta tomar um
modelo bindrio MP tal que M={m;, my}, R é uma relacdo reflexiva tal que
mRmy, P(p)={m} e P(q)=9. Neste caso, de (P1.1) (ou (P1.1,)) e de (P1.2)
temos m; Eyp p, M Eyp p € my Hyp g, de (P2.2) e de (P2.4) temos m; Eyp
pA—p e my Hyp —1p — g, € de (P2.1) e (P2.4) temos finalmente m; Hyp —(pA—p)

e m #Mpp%(_lp_)q).
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Nosso préximo passo é mostrar que as férmulas MP-vélidas coincidem
com os teoremas de P'. Dado um conjunto I" de férmulas de P!, definimos T
como o conjunto de todas as férmulas de I que ndo sejam a negacdo de propo-
sicdes atdmicas, isto €, [(y={Ae " A ndo é da forma —p para p atdbmica}. A fim
de demonstrar a adequacdo desta semantica de mundos possiveis baseada em
modelos bindrios para ’Pl, definimos um modelo bindrio canénico para I' como
um modelo bindrio tal que:
e M={I,Iv};
e dadosmem’ em M, mRm’ sse m’<m, donde, pela definiciode I'y, 'R1;

® para cada varidvel atdmica p, P(p)={meM: pem}.

Lema. Sejam dados uma férmula F e um conjunto F-saturado I', com T U { F } C
FoR (P'). Entdo, se MP é o modelo bindrio canénico para 1, temos, para
toda formula Ade P, T Eyp A & AcT.

Prova-se facilmente por inducdo sobre a complexidade da férmula A.

Caracterizacao III. Os modelos bindrios acima considerados fornecem uma se-
mdntica de mundos possiveis para P g
(Corretude) Basta verificar que os axiomas de P’ sdo MP-vilidos, e a regra
de Modus Ponens preserva MP-validade.
(Completude) A prova € a usual (cf. p.ex. Hughes & Cresswell, 1996, cap. 6),

usando o Lema acima para modelos bindrios candnicos.

Qual o nosso propdsito em fornecer todas estas semanticas para um sé
célculo? Em primeiro lugar quisemos ilustrar a idéia das semanticas de sociedade,
com aplicagdes diretas em computacdo e inteligéncia artificial, mostrando logo
que elas sdo casos especiais das semanticas de traducdes possiveis, as quais neste
trabalho estudamos em profundidade. Mas se P' ja dispde de uma seméintica
trivalente verofuncional, para qué afinal apresentar-lhe uma semantica de tradu-
¢des possiveis? Ora, neste caso obtivemos o resultado muito interessante de
reformular as matrizes trivalentes de ' em termos das matrizes bivalentes

cléssicas e da interpretacdo das férmulas de ' dada pela interpretacio cldssica do
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conjunto de suas tradugdes possiveis tomadas duas a duas. Em outras palavras,
acabamos assim por oferecer uma perspectiva inteiramente nova de uma légica
polivalente. Serd sempre possivel reformular as matrizes de uma légica n-valente
em termos de semanticas de tradugdes possiveis baseadas em matrizes m-valentes,
com m<n? Por outro lado, a semantica de mundos possiveis acima apresentada
lanca alguma luz sobre a relagdo entre este tipo de semantica e a semantica de tra-
ducdes possiveis. Serd que toda ldgica que disponha de uma seméantica de mundos
possiveis dispde também de uma semantica de tradugdes possiveis, e vice-versa?

Abre-se aqui um novo e amplo campo de investigacoes.

5.4.2.2 Um outro: P?

Sera possivel encontrar um célculo paraconsistente que atenda a dCli],

dClii] e dCJiv] (vide 2.) e que ao mesmo tempo estenda todas as hierarquias até

aqui apresentadas? A resposta € afirmativa. Para ver como, basta tomar novamente
as matrizes de P, em 5.4.2.1, modificando apenas a negacdo para

|

F

V*

v

Denominemos P? o célculo caracterizado por estas matrizes. Ora, € facil verificar
que as matrizes de P? validam todos os esquemas de todas as hierarquias até aqui
estudadas, porém ainda nao validam a férmula —(A /\—|A).2

No entanto, o axioma P 1(3) ndo é vélido em P2 Que axiomatica ca-
racterizard este cédlculo? Serd P* maximal? As respostas a estas questdes sdo
apresentadas no apéndice ®+®, A Terceira Margem. La aprendemos que o cdl-
culo P? pode ser axiomatizado, por exemplo, pela adi¢do aos axiomas de C7'° do
esquema (AAB)°A(AV B)°A(A— B)°. Além disso, aprendemos ainda que P? é,

por seu lado, também maximal.

? Note que foram exatamente as matrizes de P* as matrizes que usamos em A um passo da logica
classica, no apéndice X ®, para demonstrar a indemonstrabilidade de =(AA—A) em todos os

célculos paraconsistentes abordados neste trabalho.
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Falando de uma maneira imprecisa, poderiamos afirmar que a negacdo de
P? é “mais” verofuncional do que a negacio de P'. Com efeito, dada uma va-
loracdo v em P', e uma férmula A qualquer, temos:

e Vv(A)=F =>v(—A)=V;
e Vv(A)=F = v(——A)=F.
Todavia, em P? temos ainda:
e V(A)=F &v(——A)=F.
Daf falarmos em uma sociedade quase-biassertiva aberta, SQA, que é tal que sua
relacdo de satisfatibilidade é definida como a relagdo de SBA, trocando apenas a
cldusula (S2.1) por
(S2.1.1) STE——A seSTEA;
(S2.1.2) S*TE—=(A#B) seS'H A#B,com#ec{AVv,>}.
E facil verificar agora que a 16gica das SQAs é P
Para definir a semantica de traducdes possiveis para P? basta igualmente
trocar a cldusula (B2.1) da relacio de forcamento bilocal de P por
(B2.1.1) E"Y —=—A se A,
(B2.1.2) =" —=(A#B) se B A#B, com #e{A,v,—>}.
Todas as outras defini¢des permanecem inalteradas.

A semAntica de mundos possiveis para P* é também imediata. Basta neste
caso trocar a cldusula (P2.1) da no¢@o de verdade em um mundo possivel m em
MP por

(P2.1.1) m b=y A sem bEypA;
(P2.1.2) mE=Ewp (A#B) se m Hyp A#B, com #e {A,v ,—}.

Dadas todas estas semanticas para P? e as propriedades especificas deste
cdlculo, poderiamos pensar em P> como um cidaddo 16gico com o mesmo stafus
de P'. Vale ressaltar contudo o fato de que P> é um limite dedutivo superior para
todas as doze hierarquias estudadas no presente capitulo, o que nao acontece com
P'. Por esta via e este ponto de vista tdo-somente poderiamos afirmar que P? se
encontra “mais préximo” do cdlculo classico. Ambos 2P e P? sdo maximais,

porém P? é maximal “no sentido certo” para estender todos os calculos aqui
abordados (cf. Marcos, 1997a).



O Que Ha De Vir

O trabalho ndo acaba por aqui. Ao contrério, este € apenas o comeco: acreditamos
que ele poderia se estender ad infinitum — ou ad nauseam, 0 que vier primeiro.
Neste capitulo nos reservamos comentar sobre o que apresentamos nos
capitulos que antecedem e nos apéndices que seguem, mas nos preocupa princi-
palmente o que ainda ndo estd em parte alguma. Mostramos inicialmente como as
semanticas de traducdes possiveis podem ser inseridas em um contexto mais
amplo, o das combinagoes entre logicas, e em seguida propomos outros exemplos
de 16gicas que disporiam de um tal género de semanticas. Ao fim, retomamos as

diversas questdes levantadas ao longo desta dissertacao.

Combinacodes entre l6gicas

As semanticas de tradugdes possiveis podem ser inseridas no contexto de
um campo de investigagdes muito mais geral, o das combinagdes entre l6gicas. A
medida que a légica é usada mais e mais na formalizacdo de problemas oriundos
de diversas areas, tais como filosofia, linguistica, inteligéncia artificial, programa-
cdo logica e ciéncias da computagdo, torna-se necessario dispor de linguagens for-
mais e célculos cada vez mais complexos. Tanto na légica pura quanto na aplicada
€ cada vez mais comum encontrarmos ontologias hibridas, que exigem o desen-
volvimento de novas técnicas e estratégias. Mas para sermos capazes de lidar com
esta riqueza ontoldgica, e modelar sistemas de deduc@o na medida para atender a
necessidades especificas, nao ha que partir do zero: podemos muito bem cozer uma
l6gica complexa a partir de uma combinacgdo de suas logicas ingredientes, mais
simples e com estruturas conhecidas. Podemos, por exemplo, projetar cada uma
das légicas ingredientes de modo a lidar com apenas um dentre os varios aspectos
do problema em foco. Esta foi a motivagdo para que diversos grupos de pes

quisa viessem a se debrucgar, principalmente nos ultimos dez anos, sobre o tema
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“combinacdo entre l6gicas”. Uma clara e agradavel introducdo a este tema pode
ser encontrada em Blackburn & De Rijke, 1997a.

As combinagdes entre ldgicas evoluiram e cresceram rapidamente em im-
portancia, a tal ponto que pelo menos duas grandes revistas ja lhes votaram toda
uma edi¢do — Notre Dame Journal of Formal Logic, v.37, n.2, 1996 e Studia
Logica, v.59, n.1, 1997 — e pelo menos dois congressos lhes foram exclusivamente
dedicados — FRONTIERS OF COMBINING SYSTEMS (FroCoS) 96, em Munique, em
marco de 1996, e FroCos’98, em Amsterdd, em outubro de 1998.

Ao combinar légicas, podemos distinguir entre dois caminhos possiveis:
partir da 16gica complexa, pelo menos parcialmente conhecida, e “fatord-la” em
seus ingredientes mais simples, ou partir das légicas ingredientes e “multiplica-
las” para obter a mais complexa. E claro que esta divisido é bastante arbitrdria —
veremos que nem sempre é facil decidir se estamos “multiplicando” ou “fatoran-
do”. Nao obstante, apenas por razdes metodoldgicas, faremos a seguir a separagdao

entre fatoragdo e produto de légicas.

Fatoracao

Todos os exemplos de semanticas de traducdes possiveis oferecidos nesta
dissertacdo, pelo menos até aqui, podem ser vistos como uma forma de fatorar 16-
gicas. O leitor se recordard (vide 2.3.4) que uma semantica de tradug¢des possiveis
para um célculo interpretdvel S foi definida como o par TP =<{ Ri}ie i, T>,
onde T representa um conjunto de fungdes de tradugdo *:: FOR(S ) = FOrR(R,).
A rela¢ao de consequéncia semantica de cada cdlculo interpretante R,, &,, foi
suposta conhecida. Tudo que nos restava a fazer, em cada caso apresentado, era
definir uma relag¢ao de forcamento local conveniente, e uma relagao de forcamento
global tal que funcionasse como uma tradugdo conservativa.

No caso de cada um dos célculos das hierarquias Cf, C&, Cr, C;% C4,
C, % 1<n<wm, (vide o apéndice ®, Célculos) mantivemos constante R, dado
pelas matrizes de W3 (vide 2.3.1), e variamos somente 0 conjunto T das tradu-

¢des. No caso dos célculos das hierarquias C, %, Cy 9, Cy°, Cr 75 Cr 9, Cr 8,



Fatoracao 135

-

1<n<m, R, era dado pelas matrizes de W¢ (vide 5.3), e no caso de Cyin € Crin,
pelas matrizes de WE (vide 4.4). Para o cdlculo-limite de cada hierarquia

¥, 1<t<m, permitiamos que cada R, fosse o célculo C7f, cuja relagio de
consequéncia semantica por meio de uma semantica de tradugdes possiveis ja
era portanto conhecida, e tomamos cada traducdo como a funcio identidade *::
FOR(Cpin) — FOR(CY). Em todos os casos, a relagdo de for¢amento local foi de-
finida para cada func¢do de traducio, e cada tradug@o envolvida era literal relativa-
mente a varidveis e homofonica.

Nos casos de P'e P? a l6gica classica era o Unico célculo interpretante, e
as traducdes ainda eram homof6nicas, mas jd ndo eram literais relativamente a
varidveis — com efeito, as proposi¢des atdmicas foram traduzidas em verum ou em
falsum (vide subsecdes de 5.4.2). Além disso, a relagdo de forcamento local era
definida para cada duas tradugdes (e por essa razao a denominamos “bilocal”).

Em todos os casos, a relacdo de forcamento global foi definida da mesma
maneira: I" forca globalmente F sse para toda relacdo de forcamento local, I" for¢a
localmente F. Mostramos em cada caso que assim ficava definida uma relacdo de
consequéncia caracteristica, isto é, fortemente correta e completa, para o calculo
em questdao. Como os cdlculos interpretantes que usamos eram sempre polivalen-
tes finitarios, e o conjunto de traducdes possiveis para cada férmula dada era sem-
pre finito, dispinhamos imediatamente de um procedimento de decisdo: bastava
testar cada traducgdo possivel desta férmula nas matrizes correspondentes.

Concentramo-nos aqui nas lgicas paraconsistentes derivadas da abordagem
de da Costa, mas vale lembrar que, antes dele, Jaskowski ja propusera suas ldgicas
discussivas (vide 1.4 e 2.), e, depois dele, a logica relevante também se prop0s a
aceitar inconsisténcias sem permitir que a trivialidade dai decorresse (cf. Priest &
Routley, 1989). Nao entraremos nos detalhes destas duas outras propostas, mas
discutiremos apenas, brevemente, a principal critica feita pelos relevantistas a
maior parte das l6gicas paraconsistentes dacostianas. Segundo Priest e Routley, as
semanticas paraconsistentes destas ldgicas sdo “indesejaveis filosoficamente” por

ndo serem recursivas, isto €, ndo permitirem que o significado de uma sentenca seja
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2.

determinado tdo-somente a partir do significado de suas partes componentes. E
claro que esta critica ndo se aplica aos célculos P’ e P2, os quais sdo caracteri-
zéaveis por matrizes finitas; ela se aplica, contudo, ao Célculo Intuicionista de
Heyting e aos cdlculos modais normais — serd que Priest e Routley estariam igual-
mente insatisfeitos com estes ultimos? Parece haver alguma confusdo com relagao
ao que se pretende “recursivo” aqui. De fato, as semanticas de valoracdo nao-vero-
funcionais nao sao recursivas. Em nenhum dos cdlculos aqui tratados, contudo,
perde-se por isso a decidibilidade, que € alcancada por meio das quase-matrizes
adequadas. Isto fica ainda mais claro ao tomarmos as semanticas de traducodes pos-
siveis destas légicas. Cada férmula agora perde a sua individualidade, tornando-se
um bando de traducdes possiveis, mas observe que tanto o procedimento de tradu-
¢do quanto as semanticas polivalentes oferecidas sao claramente recursivos!

De passagem, vale enfatizar aqui um ponto: Béziau (1990) ja mostrara co-
mo fornecer semanticas trivalentes para as légicas paraconsistentes de da Costa,
codificando alguma informagdo sobre a negacdo de cada férmula em questdo.
Seria possivel, desta forma, simplificar seu procedimento de decisdo por quase-
matrizes (vide 2.2.2), avaliando apenas as subférmulas de uma férmula dada, e
dispensando a negacdo destas subférmulas. Observe contudo que, embora estas
semanticas trivalentes poupem eventualmente colunas as quase-matrizes, elas nao
devolvem a verofuncionalidade ao procedimento: as bifurcacdes continuam ocor-
rendo. Foi somente através das semanticas de tradugdes possiveis que pudemos
obter a verofuncionalidade — a custa, € verdade, de uma possivel perda da indivi-
dualidade das férmulas.

Ainda segundo Priest & Routley (1989), a “falta de uma semantica re-
cursiva” para o cédlculo C; seria consequéncia do fato de que nio é possivel for-
necer para este calculo uma algebrizacdo ndo-trivial (vide 2.2.1.7), o que para estes
autores ja ofereceria um inconveniente insuperdvel. Béziau (1997) respondeu a
esta critica retomando o conceito bourbakista de estrutura (cf. Bourbaki, 1950), e
argumentando primeiramente que nio temos por que pensar que toda estrutura

matematica seja uma algebra, e muito menos que toda légica seja uma algebra.
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Mas, segundo Bourbaki, todas as estruturas matematicas sdo construidas a partir
de trés estruturas-maes distintas e fundamentais: as estruturas de ordem, as estru-
turas algébricas e as estruturas topoldgicas. Onde entrariam entdo as estruturas
logicas? A proposta de Béziau é de que poderiamos pensar numa estrutura légica
como uma quarta estrutura-mae, de mesmo direito que as outras — proposta que o
levou, consecutivamente, a 16gica abstrata, e a logica universal (cf. Béziau, 1995).
Mas se consentirmos as légicas o status de estruturas fundamentais, entdo nao ha-
veria necessidade de impor que uma légica qualquer deva apresentar uma relacao
de congruéncia ndo-trivial — ndo, uma légica pode muito bem ser simples.

Que outras [dgicas podem ser fatoradas? E claro que gostarfamos que esta
mesma tecnologia fosse aplicdvel a muitas outras 16gicas nao-cldssicas. Ao invés
de explorar aqui esta vertente, nos perguntaremos apenas pelo seguinte: que outras
16gicas paraconsistentes podem ser fatoradas? Apenas para mostrar o alcance e a
generalidade do método, mencionaremos apenas mais um exemplo.

Denominamos logicas dialéticas aquelas 16gicas que se prestam a formali-
zacdo de teorias baseadas nas idéias e principios introduzidas por Hegel, Marx e
seus sucessores — supondo que estas teorias sejam formalizaveis. Para formalizar
principios tais como o da Unidade dos Opostos, que implicam na consideragdo de
uma ou outra forma de contradi¢@o, parece de fato bastante conveniente fazer uso
de uma l6gica paraconsistente. Notando este fato, e tomando por base a analise
deste principio feita por McGill & Parry (1948), da Costa & Wolf (1980) propu-
seram a logica DL como uma possivel formalizacdo de certos aspectos das l6gicas
dialéticas. Ndo nos parece que seja dificil fornecer, também para D L, uma seman-
tica de traducdes possiveis adequada.

E assim por diante. Passemos logo a uma classe mais geral de questdes. O
leitor atento terd observado que todas as légicas que tratamos neste trabalho sdo
proposicionais. Como seriam as semanticas de tradugdes possiveis para cdlculos
de primeira ordem? Como, e em que direcdo, generalizar a propria defini¢ao deste
género de semanticas? Coniglio e Carnielli se encontram atualmente trabalhando

sobre este tema. As abordagens topoldgicas e categoriais parecem de fato bem
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adequadas a esta generaliza¢do. Considerando que a teoria de feixes é uma ferra-
menta matemética desenvolvida especificamente para o estudo das relagdes entre
fendmenos locais e globais, Coniglio & Carnielli (1999) se basearam no trabalho
de Goguen (1992) em semantica categdrica na busca de uma semantica de feixes
que generalize o conceito de semanticas de traduc¢des possiveis. Os quatro princi-

pios que fundamentam a sua abordagem sdo:

® asldgicas — conjuntos de observagdes, objetos — sdo feixes;

e as tradugdes entre 16gicas — relacdes de hereditariedade — sdo morfismos entre
feixes;

e combinagdes entre 16gicas sdo diagramas de feixes;

e aldgica resultante da combinacdo € o limite (categdrico) do seu diagrama.

Isto ndo parece estar longe do que vimos fazendo: as l6gicas ingredientes
seriam assim a trama que devemos urdir de modo a obter um belo resultado final —

uma nova légica.

Produto

Mui diversas sdo as técnicas e os problemas que motivam os trabalhos sobre
combinacdes entre l6gicas que encontramos na literatura. De fato, pelo menos em
seus primeiros anos, pouco coordenados foram os esfor¢os nesta area: dificilmente
poderiamos dizer que houve uniformidade de tratamento, ou mesmo comunidade
de interesses. Notamos, por um lado, que a abordagem categorial foi também a
eleita por Sernadas et al., 1997, em seus trabalhos sobre “sincronizacdo” das
féormulas ou dos modelos das 16gicas ingredientes. Por outro lado, j4 em 1988,
Pfalzgraf partia de problemas em robdética e engenharia industrial e se propunha a
buscar semanticas baseadas na nocao topoldgica de fibrados — derivada da teoria de
feixes (para alguns de seus ultimos resultados, cf. Pfalzgraf, 1997, Pfalzgraf et al.,
1996). Os fibrados logicos sdo particularmente adequados a modelagem da comu-
nicacdo e da interacdo entre agentes em cooperacdo, ja que nos permitem uma
mudanca de cendrio: de um contexto local para um global e vice-versa. As logicas

resultantes sdo denominadas policontextuais.
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Numa perspectiva mais recente e mais geral, Gabbay (1996a) mostrou como
“fibrar” a semantica de 16gicas ingredientes e “tecer” sua teoria da prova a fim de
produzir a semantica e a teoria da prova de uma légica mais complexa (cf. ainda
Gabbay, 1996b). Como mostraram Blackburn & De Rijke (1997b), a nocdo de com-
binacdo entre l6gicas ndo estd tdo distante assim das situagdes as quais estamos
acostumados: 16gicas multimodais, 16gicas modais intuicionistas, 16gica dinamicas
proposicionais e logicas difusas, entre outras, podem ser facilmente entendidas
como exemplos muito naturais de légicas combinadas. Caso desejemos, é possivel
adicionar facilmente, por exemplo, uma dimensdo temporal — ou deoOntica, ou
epistémica — a uma légica ja conhecida (cf. p.ex. Finger & Gabbay, 1996). Com
efeito, a combinagdo de modalidades talvez seja a maneira mais facil e natural de
enriquecer uma légica dada. As principais questdes que preocupam aqueles que
trabalham nesta 4rea envolvem os chamados teoremas de transferéncia: interessa
mostrar que a légica combinada goza de algumas propriedades de suas logicas
ingredientes, tais como a axiomatizabilidade recursiva, a corretude, a completude,
a decidibilidade e a propriedade dos modelos finitos. E claro que a coisa se com-
plica bastante quando temos axiomas de interagdo das modalidades: nestes casos é
facil perder, por exemplo, a completude e a propriedade dos modelos finitos.

Como acabamos de ver, todos os outros exemplos de combinacdes entre
l6gicas que encontramos na literatura parecem se tratar de produto de logicas, e
ndo sua fatoracdo. Lembramos mais uma vez que esta distingao € algo arbitraria: o
leitor poderia argumentar que os exemplos que demos de P e de P 2 poderiam ser
vistos como produto e nao fatoragdo de logicas, produto este que sé por acaso se
verificou tratar de l6gicas j4 conhecidas. N@o discutiremos esta questdo; ao con-
trario, apresentaremos a seguir mais um exemplo de semantica de tradugdes
possiveis, e deixaremos o leitor julgar por si.

O exemplo é de Carnielli (1999), e mostra como definir uma légica para-
consistente a partir da combinacdo de dois modelos da semantica de mundos
possiveis para o Calculo Intuicionista de Heyting, (CIH) (cf. Kripke, 1963) —

o qual nao define uma légica polivalente, como nos outros casos anteriormente
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apresentados. Consideremos o conjunto de formulas dado pela dlgebra gerada por
{A, v, =, 71} sobre um conjunto enumeravel de varidveis atdmicas. Lembremos
que um modelo MP para CIH pode ser definido como a tripla <M, R, P>, onde o
conjunto M de mundos € nio-vazio, R é uma relacdo de ordem parcial em M, a
qual denotaremos por <, e P uma funcdo que leva as varidveis atdOmicas a
subconjuntos de M, tal que para cada varidvel atdmica p vale me P(p) Am<n =
ne P(p).

Se interpretarmos as férmulas associadas a um dado mundo me M como
unidades de informagao, a condi¢do que impomos sobre P garante a propriedade
de persisténcia ou conservagdo da informagdo para o futuro, no sentido de que a
informacdo ndo pode ser descartada no futuro. A mesma propriedade pode ser
demonstrada para as férmulas ndo-atdmicas por meio das defini¢des abaixo, o que
também garante o caréter de independéncia do passado — apenas a informacao fu-
tura pode mudar o status de uma férmula.

Dado um modelo MP para CIH, definimos a no¢do de verdade no mundo
possivel m em MP, denotada por m Eyp, como:

(CIH1) mEypp se me P(p), para p atbmico;

(CIH2) m Eypp A se para todo n tal que m<n vale n Hyp A ;

(CIH3) mEvpAAB sembEywAembEwB;

(CIH4) m=EypAVB sembEywpAoum b=y B

(CIHS) mEypA— B separatodontal que m<n valen Eyp A = nkEyp B.

Uma férmula F € dita verdadeira em MP, nocdo denotada por =y F, se
m Eyp F para todo mundo m em M. Dados um mundo m em M e dois modelos
para CIH, MP; e MP;, definimos agora a relacdo de forcamento local em m
baseada em MP, e MP,, a ser denotada por m = 1’2, como:

(TP1) m =" A se m Eyp, A oum Hyp, A, se A € positivo;
(TP2) mE"7-A se M Eyp, TA OU M Eyp, A.

Se interpretarmos estes dois modelos para CIH como: m Eyp, A caso haja

informag@o positiva acerca da sentenca A, e m Eyp, A caso haja informacao negati-

va acerca de A, a relacdo de forcamento local acima significa:
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e no caso de (TP1), temos que A € aceita caso haja informacdo positiva a seu
respeito — donde A fica fixado para sempre gragas a persisténcia da informagao
— ou no caso em que nao haja informacgao negativa a seu respeito — o que pode
mudar no futuro;

® no caso de (TP2), temos que —A ¢ aceita caso haja informagao positiva a seu
respeito — donde —A fica para sempre fixado — ou haja informacdo negativa
acerca de A. Nos dois casos o status de A ndo muda gracas a informacao

futura, mas o status de A pode mudar.
As seguintes propriedades sdo facilmente verificdveis:

Propriedades 0. (a) m " A = mEe"-A;
b) mE"-—A4 = nE""A,paraalgum n tal que m<n;
©mEZAAB o mEeE"AemkE"B;
(d)mlzl’zAvB & me"Aoum IZI’ZB;
emEZA—>B & n# AounkE"B,
para algum n tal que m<n.

Esta propriedade mostra que os conectivos deste novo sistema que defini-
mos tém propriedades paraconsistentes semelhantes as dos cdlculos C,. Com
efeito, pode valer, para uma dada sentenca A, m =" AA—A: basta que m Eyp, A
e m Ewp, A. Consequentemente, m =" —A nio implica em m Iil’zA; emkE"A
ndo implica em m E"°——A (por que?). Note que tomamos como traducdo a
funcdo identidade. Caso alterdssemos as cldusulas (TP1) e (TP2) poderiamos
definir ainda outras 16gicas paraconsistentes.

Nao deve haver duvidas de que no caso acima o que temos € definitiva-
mente um produto de l6gicas. De fato, nem sabemos ainda como axiomatizar o
resultado, ou mesmo se resultaria dai uma légica paraconsistente ja conhecida na
literatura. Trabalhamos neste caso com dois célculos interpretantes, € uma nova
definicdo para a relacdo de forcamento local. Num caso mais geral, poderiamos
pensar cada ingrediente — as l6gicas — como dotado de uma estrutura topoldgica
sobre a qual se definiriam fun¢des continuas — as tradug¢des — a ser organizadas por

meio de estruturas ainda mais gerais e complexas — os feixes.
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Através do Espelho

E ha a dualidade entre 16gicas. Assim como o termo “tradu¢do”, o termo
“dualidade” é costumeiramente empregado na literatura em um sentido informal:
fala-se da dualidade entre unido e intersecdo, abertos e fechados, filtros e ideais,
conjuncio e disjungdo etc. E comum encontrar referéncias a dualidade entre
relacoes, mas também, de modo mais geral, entre estruturas matemdticas.
Uma proposta para a definicdo da dualidade entre logicas € estudada em Queiroz,
1997: duas légicas sdo ditas duais se ha entre elas uma traducdo conservativa,
bijetora, gramatical e literal relativamente a variaveis (vide 2.3.4.1). Ndo obstante,
na presente se¢do, a menos que nos manifestemos em contrrio, estaremos sempre
nos valendo do sentido informal do termo “dualidade” — dai a auséncia de aspas
daqui em diante.

Em 2.3 discutimos a respeito da dualidade entre 16gicas paraconsistentes e
intuicionistas lato sensu — estas ultimas também ditas paracompletas. Carnielli &
Marcos (199?a) apresentam a semantica de tradugdes possiveis para a hierarquia
de célculos paraconsistentes Cy, 1<n<®, (vide 5.1) e propdem em seguida uma
hierarquia Dy, 1<n<w®, de cdlculos paracompletos duais, sobre os quais ndo
entraremos aqui em detalhes. Notemos apenas que a nocdo de dualidade entre
l6gicas neste caso estd baseada na dualidade das matrizes e das restri¢des sobre as
tradugdes em suas semanticas de traducdes possiveis, o que deve ficar mais claro

no exemplo mais simples a seguir.

Primeiras Estorias

O exemplo € o seguinte (cf. Carnielli & Marcos, 1997b): tomemos o cdlcu-
lo C,in, cuja semantica de tradugdes possiveis é apresentada em 4.4. Substituamos

agora as matrizes de W9 pelas matrizes da I6gica M a seguir:

S 2 E =
KB v irir| BV v|)v BV F|r| KRETF
Erlrlr @V iFFr v iviv BV F
B rFrlr @BviFlFr BV v/ v EVv.|V
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onde V € o unico valor distinguido. Observe que tudo o que fizemos as matrizes
de W9 para transforma-las nas matrizes de M foi substituir o valor distinguido
V™ pelo valor nio-distinguido F', e entdo agir de acordo. Para completar a seman-
tica de tradugdes possiveis para esta nova logica, que chamaremos D ,,;,, mantere-
mos ainda exatamente as mesmas restricdes sobre as funcdes de traducdo feitas no
caso de C,,;, (vide 4.4).

E ficil verificar que o célculo D,,;, tem algumas propriedades interessan-

tes e singulares:

Propriedade 1. D,,;, pode ser axiomatizado como C,;, (vide 4.2), substituindo
apenas o esquema Cpuin(9): AvV—A por Dpin(9): A— (—A— B), e substituindo
Cnin(10): == A — A por Dypin(10): A >——A.

Propriedade 2. D,,;, ndo é caracterizdvel por matrizes finitas.
Para verificar este fato, basta usar o Teo A do apéndice WX ®, Incaracteri-

zabilidade por matrizes finitas.

Propriedade 3 Uma bivaluacdo ndo-verofuncional para D,,;, pode ser obtida
a partir daquela para C,,;, (vide 4.2) apenas substituindo val[iv]: v(A)=0 =
v(—A)=1 por Val[ivd]: v(A)=1 = v(—A)=0, e substituindo val[v]: v(——A)=1
= v(A)=1 por val[v']: v(=—=A4)=0 = v(A)=0.

Propriedade 4. Um procedimento de quase-matrizes para ‘D, é obtido se subs-
tituimos a regra para a negacdo em C,;, (vide 4.5.2) por
QM 4.2. se A ¢é da forma —B, entdo se B toma o valor 1, escreva 0; em caso

contrdrio bifurque a linha e escreva O numa parte e 1 na outra.

Propriedade 5. Nenhuma formula negada é teorema de D ;,,.

Prova-se de modo similar ao Teorema em 4.4.

Propriedade 6. Nenhuma das formulas seguintes é teorema de D ;-
(l) Av—A (lll) —l(A/\—lA);
(ii) " —A—>A (iv) (A->B)—>((A—>—-B)—>—-A).
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O fato de que em D,,;, as férmulas (i) e (ii) ndo sejam demonstraveis faz
com que este cdlculo atenda aos conhecidos requisitos de Brouwer para “a” Logica
Intuicionista (cf. Brouwer, 1975). As principais diferencas entre D,,;, e o Célculo
Intuicionista de Heyting (CIH) residem na rejei¢ao por D,,;, também das férmulas
(iii) e (iv), as quais poderiamos denominar, respectivamente, Nao-Contradigcdo e
Redugdo ao Absurdo. Assim, enquanto CIH rejeita uma parte da 16gica positiva, e
mantém a Nao-Contradi¢ao e a Reducdo ao Absurdo, D,,;, perde estes dois esque-
mas, mantendo porém toda a légica positiva.

Uma extensdo muito natural para D,;, seria o célculo D,;,, obtido ao
revés do que fizemos em 5.4.1, pelo acréscimo da férmula (ii) acima a axiomatica

de D,.in. Neste caso, contudo, nos afastamos um pouco da interpretagdo constru-

tiva usual para o intuicionismo.

Terceiras Estorias

Um outro exemplo de 16gica dual que ora abordamos é o seguinte: J', a
16gica paracompleta dual a ", introduzida em Sette & Carnielli, 1995. A axioma-
tica de J' é de certa forma dual aquela de P" (vide 5.4.2.1):

I'1) A—(B—A)

I'2) (A>(B—C)—»(A>B)—(A—())

I'3) (=—A—=—=B)—>((——A—B)—>—A)

I'5) ——(A—>B)—(A—B)
onde novamente a Unica regra de inferéncia € Modus Ponens (MP): A, A—>B / B.
Note que o axioma P 1(4) ndo foi dualizado, j& que, como mostramos no apéndice
o+, Um axioma a menos, esta formula € demonstravel a partir das demais. Da
mesma forma, em I, a férmula dual a T1(4), —(—=—A—>A)———A, é demons-

travel a partir dos esquemas acima (cf. Sette & Carnielli, 1995).

As matrizes trivalentes adequadas a J' sdo as seguintes:
- | ~

[~ - B |
KBV rir| KAV v | v| KBV rF|r| KAF

Bl rlr AV FF BV v v B~

<|<|

3k V 3k
B rr BBV iclr BV v v BV
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onde V é o tinico valor distinguido, F* é interpretado como falso por default, ou
por falta de evidéncia em contrario, e a negacdo forte: ~, a conjungdo: A, € a
disjuncdo: v, sao definidos a partir da negacdo: —, e da implicagdo: —, respecti-
vamente como: A > —A, (A—>~B) e ~A—>B.

Uma semAntica de sociedade para J' foi oferecida por Carnielli & Lima-
Marques (1999). Se para o caso de P! trabalhamos com sociedades abertas (vide
5.4.2.1), tomamos agora sociedades fechadas, a ser denotadas por S, as quais
consistem em sociedades que aceitam uma férmula caso ambos os seus agentes a
aceitem. A relagdo de satisfatibilidade em uma sociedade biassertiva fechada
(SBF), denotada por S =, é definida como no caso das sociedades biassertivas

abertas (SBAs), diferindo apenas nas seguintes cldusulas:

S1.L1) S Ep se para todo agente Ag; em S vale Ag; = p
(S1.2) S E-—p se para todo agente Ag; em S vale Ag; ¥ p

O resultado sobre a cardinalidade das SBAs ¢é ainda vilido para SBFs.
Dizemos que a férmula F € uma tautologia fechada se para toda SBF S~ vale
S™ & F. E ficil ver que a férmula pv—p ndo é uma tautologia fechada: basta
tomar Ag; e Ag; tais que Vari={p} e Var,=, e tomar S ={Ag;, Ag>}. Analo-

gamente a 5.4.2.1, podemos provar agora:
Caracterizaciio I. A [dgica das SBFs é I'.

Consideremos agora a estrutura de traducdes possiveis TP para J' baseada
na légica cléssica, cujas restri¢des sobre as tradugdes sao as mesmas que no caso
de P!, enquanto que a relacdo de forcamento bilocal, =", é definida também
como no caso de P 1, diferindo apenas nas cldusulas:

BL1) E"p se EapeEwp’
(B1.2) E"—p se Eap' e Hap”
A relagdo de forcamento global, =rp, continua a mesma. Dada uma for-

mula F, definimos:

Enp F&o para quaisquer *; e *j vale ':*i*j F.
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E fécil ver agora que pv—p ndo é uma TP-tautologia, isto é, que Hpp Vv —p:
basta tomar *; e *; tais que pi=T epi=1. Analogamente a 5.4.2.1, podemos

provar agora:
Caracterizaciio II. TP fornece uma semantica de tradugdes possiveis para I".

Carnielli & Lima-Marques (1999) mostraram ainda como fornecer uma
semantica de mundos possiveis para J' baseada em modelos bindrios com uma
relacdo reflexiva bindria. Como o leitor deve estar imaginando, dado um modelo
MP, definimos a no¢do de verdade no mundo possivel m em MP, m =yp, como

no caso de P, diferindo apenas nas cldusulas seguintes:

P11) mEwp para toda m’e M tal que mRm’ vale m’e P(p)

PL2) mbEyw—p para toda m’e M tal que mRm’ vale m’¢ P(p)

Se uma férmula F € tal que temos m Eyp F para todo mundo m em M,
entdo dizemos simplesmente que esta férmula é verdadeira em MP, e denotamos
este fato por Eyp F. Se, mais ainda, esta férmula € valida para todo modelo bina-
rio MP, dizemos que ela € MP-vdlida. Para ver que a férmula p v —p nao ¢ MP-
vdlida, basta tomar um modelo bindrio MP tal que M={m,, m, }, R seja uma rela-
cao reflexiva com m;Rmy, e P(p)={m, }. Mais uma vez, analogamente a 5.4.2.1,

podemos provar agora:

Caracterizacao IIl. Os modelos bindrios acima considerados fornecem uma se-

A ~ L 1
mdntica de tradugdes possiveis para 1.

No caso de P! e I', Carnielli & Lima-Marques (1999) indicaram como
sua dualidade pode ser precisada. Dadas duas 16gicas polivalentes, L; e L;, com o
mesmo ndmero n de valores de verdade e tais que L; possua d valores distin-
guidos, e L, possua n—d valores distinguidos, chamaremos dualizador de L, em
L, ao par DU=<D,U>, onde D é uma funcio injetiva dos valores de verdade de
L, nos valores de verdade de L, levando valores distinguidos a nao-distinguidos e

vice-versa, e U € uma funcdo das féormulas de L; nas férmulas de L, atendendo ao
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seguinte requisito: para cada valora¢do w em L, existe uma valoracdo w’ em L, tal
que D(w(F))=w’(U(F)) para toda férmula F de L, .
Para construir um dualizador de ! em Tl, basta considerar a funcdao D
quelevaTaF,F aT eFaT,eafuncio U dada por:
U1 U(p)=p para p atdmica
(U2) U(HA)=="(U(A))
U3) UB->'C)=—"(U(C)->"U(B))

E fécil verificar agora:

Fato 1. A funcdo U atende ao requisito acima, isto é, para cada valoracdo w em
T existe uma valoragcdo w’ em Pl tal que D(w(F))=w’(U(F)) para toda
formula F de T'.

Prova-se por indu¢@o sobre a complexidade das férmulas de J L

Fato 2. w(—'A)=V & w’(U(—'A))=F;
w(B—='C)=V &w(U(B—'C))=F.

Consequéncia do Fato 1.

Fato3. U(AA'B)=U(A)v*U(B);
UAVIB)=U(A)A*U(B).
Consequéncia do Fato 2 e das defini¢cdes das conjuncdes e das disjuncdes da-

das acima.

Observe que o Fato 2 nos informa que as tautologias e as contradi¢des de
T! estdo sendo mapeadas, respectivamente, a contradi¢des e tautologias de P:
este € justamente o efeito do dualizador. Seguindo o método dado em Feitosa, 1997,
podemos também construir uma tradugéo conservativa (vide 2.3.4.1) de J Yem P!,
isto é, uma funcdo R das férmulas de J' nas férmulas de P’ tal que T’ EF

R(T) =, R(F'). Basta tomar a fung@o dada por:

(R1) R(p)=—"—"p {para p

R2)  R(="p)=-~"p atdmica
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(R3) R(—'A)=—"R(A) para A ndo-atdOmica
(R4) R(B->'C)=—"R(B)V'R(C)

Pode-se verificar imediatamente:

Fato 4. Sejam dadas w! e w? valoracdes, respectivamente, de I Ve de P, tais
que wl(p)=w?(p) para toda varidvel proposicional p. Tome w como a funcd@o
cujo dominio é FOR(I') UFOR(P?) e tal que w(F)=w’(F) se FeFor(I"), e
w(F)=w?(F) se Fe FOR(Tl). Tome finalmente v como a funcdo tal que
v(F)=1 se w(F)=V, v(F)=% se w(F)e{F",V"'}, e v(F)=0 se w(F)=F.
Entdo, para toda Fe€ FOR (I Y tem-se que

v(F)=1 o v(R(F))=#0.
Sejam p e g proposicdes atdmicas. Das matrizes de P é facil notar que,
para toda proposicao F, atdbmica ou ndo, R ( F') ndo pode tomar o valor V2.

Caso 1.1 F é p. Da negacio de P' temos (¥) v(p)=1 < v(=*—*p)#0, e de
(R1) concluimos que v(p)=1 < v(R(p))#0.

Caso 1.2 F é —'p. Da negacdo de J' temos v(—'p)=1 < v(p)=0. Mas da
negacao forte de P ! temos que (*)v(p)=0< v(~"p)#0. De (R2) conclu-
imos que v(—'p)=1 < v(R(—'p))+O0.

Caso 1.3 F é p—’q. Da implicacdo de J' temos v(p—'¢)=1 < v(p)#1 ou
v(g)=1. Do Caso 1.1 temos (*) v(p)#1 ouv(g)=1 © v(R(p))=0 ou
v(R(q))#0. Mas como R (p) ndo pode tomar o valor Y2, da negacdo e da
disjungdo de P! temos *F*)v(R(p))=0ouv(R(gq))#0 = v(="R(p)Vv?
R(q))#0, e de (R4) concluimos que v(p—'gq)=1 < v(R(p—'q))#O0.

Suponhamos agora, por hipétese de indugdo, (HI), que o Fato 4 valha
para proposi¢des ndo-atdmicas A e B. Neste caso, nota-se das matrizes de ' que
também A e B estdo proibidas de tomar o valor ¥2. Mostraremos a seguir que

o Fato 4 também vale para —='A e A —>’B.

Caso2.1 F é —='A. Temos v(—'A)=1 < v(A)=0, e como v(A) deve ser, neste
caso, diferente de %2, temos, por (HI), que v(A)=0 < v(R(A))=0. Como
V(R (A)) também nido pode ser %2, temos v(R(A))=0 < v(—"R(A))#0, e
de (R3) concluimos que v(—'A)=1 & v(R(—='A))=0.
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Caso02.2 F é¢ A—>'B. Temos v(A—>'B)=1 < v(A)#1 ouv(B)=1. Como
A ndo pode neste caso tomar o valor Y2, temos, por (HI), que v(A)#1 ou
v(B)=1 < v(R(A))=0o0uv(R(B))#0. Como R(A) também nao pode tomar
o valor Y2, temos v(R(A))=0 ou v(R(B))#0 < v(—=*R(A)V?R(B))=0,
e de (R4) concluimos mais uma vez que v(A—'B)=1 < v(R(A—'B))#0.

Caso 2.3 F é p—'B ou A—p, para p atdbmica. Basta considerar, em conjunto,

os Casos 1.3 e 2.2.
Como consequéncia do fato acima, podemos provar:

Fato 5. A funcdo R é uma traducdo conservativa.
Tome FU{F}QFOR(II) tal que I' =, F. Mas, por definigéo, I' =, F <
para toda v (definida como no Fato 4 acima) tal que v(I')=1 vale v(F)=1. Do
Fato 4, para toda v tal que v(R(I"))#0 vale v(R(F'))#0. Por defini¢do, para
toda v tal que v(R(I") )#0 vale v(R(F))#0 < R(I') =, R(F).

O leitor deve observar que a fungdo R que acima apresentamos difere da-
quela proposta por Feitosa (1997)." Além disso, apesar de bastante interessante,
esta tradugdo nao € dual no sentido de Queiroz (1997): embora ela seja conserva-

tiva e gramatical, ndo € bijetora nem literal relativamente a varidveis.

! Com muita razdo. A fungio apresentada por Feitosa (1997, item 7.4.8, p.118) coincide com a
nossa em (R3) e (R4), mas substitui (R1) e (R2) por (R0): R(p)=p. Nossos Fatos 4 e 5 corres-
pondem, respectivamente, aos Lema 7.4.20 e a Proposi¢ao 7.4.21 de Feitosa. No entanto, o efeito
da troca acima € desastroso: (i) em primeiro lugar, ao tomarmos a férmula pv’ =’ p verificamos
facilmente que, embora ¥, pv’—='p, segundo (R0), (R3) e (R4) e a definicdo de v’ temos
E, R(pv'—"p) — donde R ndo seria conservativa; (ii) em segundo lugar, o Lema 7.4.20 nio
separa, como o faz o Fato 4, os casos 1.x de 2.x, e a consequéncia € que pelo menos cinco de suas
equivaléncias falham — observe por exemplo que, se mantemos (R0), as passagens que marcamos
com (*) no Fato 4 falham quando tomamos v (p ) ='2, € como neste caso também ndo é verdade
que v (R( F))#Y2 para toda férmula F, a passagem que marcamos com (**) falha quando toma-
mos v (R (p))="Y2 — dai, embora a funcdo R proposta por Feitosa ainda seja uma traducdo, sua
prova por contraposicdo da Proposi¢ao 7.4.21 ndo funciona, ndo se prestando sequer a demonstrar

este fato.
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E evidente que poderiamos igualmente construir dualizadores e traducdes
conservativas de P! em J'. Teremos assim maneiras alternativas de caracterizar a
dualidade entre estas 16gicas. Assim como fizemos para P, poderiamos buscar a
l6gica dual a P2 a qual poderiamos denominar J 2 obtida de maneira 6bvia, pela
modificacdo conveniente da tabela da negacdo. Quais as propriedades de J>? Como
axiomatizar esta 16gica? Seré ela também maximal?

A tendéncia destes exemplos é multiplicar-se indefinidamente. Paramos

por aqui.

Questoes abertas

Muitas foram as questdes deixadas em aberto ao longo deste trabalho;
felizmente, acrescentariamos, pois onde hd perguntas, hd vida. E bem verdade que
algumas delas ndo sdo originais, € ja se encontram mais ou menos formuladas em
algum outro trabalho. Compilamos e comentamos a seguir uma lista das principais

questdes ainda sem resposta que o leitor terd aqui encontrado.
Velhas interrogacoes

Qual o grau de sucesso obtido por Wittgenstein em seu esclarecimento — ou, se-
gundo Moreno (1993), “terapia” — do papel da contradicio na matemadtica? Vimos
em 1.1 que, de certa forma, a preocupagdo com relacao a presenga de contradi¢des
no célculo deve ser secundaria: o paradoxo de Curry, desconhecido por Wittgen-
stein, e 0 surgimento posterior de 16gicas paraconsistentes (vide 1.4) mostraram
que o verdadeiro alvo de ataque deveria ter sido a trivializa¢do, e ndo a incon-
sisténcia. A questdo mais adequada seria: como impedir a trivializa¢io do cdlculo,
advinda ou ndo da inconsisténcia? Mais ainda, ja se perguntava Turing (vide 1.2),
como fazé-lo mecanicamente? Realmente, em tempos nos quais se fala de prova
automdtica de teoremas e inteligéncia artificial e se dispde de criaturas tao
complexas e tdo faltas de inteligéncia quanto os computadores hodiernos — cujos

softwares, ademais, se encontram nao raro infestados de bugs das mais diversas
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espécies — esta é uma preocupagao mais do que atual. Dentre as varias mudangas
de atitude exortadas por Wittgenstein (vide 1.1 e 1.3), aquela com relagdo a pre-
municdo mecanica da trivializagdo nos parece ter sido a mais insatisfatoriamente
defendida — como afinal programar os tais “anjos bons”? Cumpre investigar escru-

pulosamente a opinido de Wittgenstein a este respeito.

Em 1.4 vimos que Goldstein acredita ser possivel detectar tendéncias dialeteistas na
segunda filosofia de Wittgenstein. Mas serd que Wittgenstein teria realmente acei-
tado a existéncia de contradi¢cOes na realidade? Nao € o que nos parece, pois vimos
em 1.6 que podemos caracterizar Wittgenstein como anti-platonista, e vimos em 1.3
que o filésofo vé a matemdtica como um jogo, as proposicdes verdadeiras e falsas
como configuracdes do jogo, e acredita ser absurdo falar em “configura¢des contra-
ditérias”. Além disso, em 1.3 deixamos ainda bem claro que o que o segundo Witt-
genstein denomina ‘“‘esséncia” nada mais é do um aspecto da descricdo gramatical
dos objetos. Acreditamos ser muito dificil apontar em Wittgenstein, como propde da
Costa (vide 1.4) com relacdo a filosofia das l6gicas nao-cldssicas, qualquer espécie
de comprometimento ontolégico. Nos parece que Goldstein e seus asseclas devem

seguramente convocar seus advogados a defender tao polémica assercao.

E evidente que as concepcdes de Wittgenstein sobre o tépico “fundamentos da
matematica” influenciam tremendamente seu método filoséfico (vide 1.3 e 1.5).
Mas até que ponto € possivel falar sobre matematica sem fazé-la (vide 1.) — ou
conhecé-la? Serd que podemos realmente afirmar que os problemas matemaéticos
reais sdo desimportantes aos fundamentos da matematica? Em 1.5.1 mostramos
como um grande equivoco na interpretacdo das provas de equiconsisténcia e um
completo mal-entendido com relagdo ao Segundo Teorema de Gdodel por parte de
Wittgenstein podem ser entendidos como o resultado de sua desconfianga visceral
com relacdo a concepcio e ao escopo da Metamatematica. Além disso, sugerimos
em 1.6 que a falta de uma semantica bem definida (vide 1.5.2) pode ser vista
como a justificacdo para outro grande equivoco de Wittgenstein, desta vez com

relac@o ao funcionamento e ao significado do Primeiro Teorema de Godel.
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Em 1.6 levantamos a seguinte questdo: até que ponto é possivel a um
cientista ou pensador evitar que seus preconceitos invadam, moldem e talhem as
suas investigacoes, levando-o inclusive a formular teses equivocadas? Curry (vide
1.5.1) acreditava ver no formalismo de Hilbert resquicios da filosofia idealista
alema. Analogamente, nao € dificil vermos o logicismo de Russell e o intuicio-
nismo de Brouwer como frutos, respectivamente, de uma visdo superotimista —
panglossiana, quase — acerca dos produtos da ciéncia, e de uma tese metafisico-
epistemoldgica muito forte acerca do papel da matematica. Newton, Darwin e
Cantor, entre outros, parecem ter sido capazes de controlar, cada qual a sua vez,
suas inclinacdes religiosas na producdo de suas grandiosas obras — ndo obstante,
parecem nao ter jamais cessado de sentir por isso um certo peso na consciéncia.

Serd que poderiamos dizer o mesmo de Wittgenstein, isto €, serd que o
filésofo conseguiu evitar que sua filosofia fosse um espelho de seus preconceitos?
A resposta serd positiva se for verdade que na filosofia (de Wittgenstein) ndo ha
teses (vide 1.6). Muitos discordam desta premissa, e alguns afirmam que pelo
menos uma tese hd: a tese de que “em filosofia ndo ha teses” (cf. p.ex. Dummett,
1978). Podemos nos perguntar, de todo modo: que outros equivocos teriam sido
evitados por Wittgenstein caso o filésofo conhecesse, e se permitisse, um pouco
mais de matemdtica?

Mais além, se Wittgenstein contara entre seus bons alunos um bom ma-
tematico — e estamos supondo que Turing ndo foi um bom aluno, pois ndo parece
ter sido influenciado em seu trabalho matematico por idéias wittgensteinianas —

podemos nos perguntar: que tipo de pesquisa faria um tal aluno?

Em 2.3.4.2 nos perguntamos se todas as logicas seriam intertradutiveis. Em
particular, deixamos em aberto a seguinte questdo: haverd uma tradug@o conserva-
tiva de C; em W3? Dada a enorme variedade de légicas estudadas na literatura,
talvez seja necessdrio restringir um pouco a questdo da intertradutibilidade
universal das 16gicas: haverd traducdes (conservativas) entre quaisquer duas logi-
cas monotonicas baseadas numa mesma linguagem? havera igualmente tradugdes
recursivas? Como ja apontado por Feitosa (1997) e Carnielli & D’Ottaviano

(1997), este € um importante problema que envolve complexidade de algoritmos.
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Em 5.3 levantamos a questao: havera algum célculo paraconsistente que estenda o
calculo C; de da Costa e no qual valha o Teorema da Substitutividade de Equiva-
lentes, (TSE) (vide 2.1.1.i)? Em 1987, em sua tese de doutorado, Urbas mostrou
que ndo hd um tal célculo (cf. Urbas, 1989). A questdo acima se conecta sutilmen-
te aquela formulada no apéndice ®, Formas de Contraposicio, sobre a validade
de esquemas tais como (A —B)—(—1B—A). Ora, em qualquer cdlculo S no qual
valha o Teorema da Dedugéo ¢ Modus Ponens, temos — C—(D—C) e C—D,
D—E = C—E. Destes teoremas e do esquema anterior € imediato concluir
+ B—(—B—A), donde o cilculo S ndo seria paraconsistente. Mas os esquemas
de contraposicdo s@o essenciais a demonstracdo usual de (TSE), e a algebrizagio
usual do célculo S... Nédo obstante, podem-se formular versdes “mais fracas” de
(TSE), como aquela vilida para C{ (vide 5.3), e deve-se notar que h4 uma certa
classe de estruturas algébricas que pode ser associada aos cédlculos de da Costa (cf.
Carnielli & de Alcantara, 1984). Para o calculo PP 1, o qual sabemos estender maxi-
mamente o cédlculo C; (vide o Teorema VI do apéndice w+®, A segunda via),
uma algebrizacao no estilo Blok-Pigozzi — uma espécie de generalizacdo da alge-
brizacao no estilo Tarski-Lindenbaum usual — ja foi apresentada (cf. Lewin et al.,
1990). Seré que é possivel fazer o mesmo para o cdlculo P?, que introduzimos em
5.4.2.2 e que sabemos também estender maximamente o célculo C; (vide o Teo-
rema VIII do apéndice ®+®, A Terceira Margem) ?

Que outras versdes de (TSE) e que outras estruturas algébricas (vide Fa-
toracdo, neste capitulo) podem ser associadas a légicas paraconsistentes? Este
campo permanece ainda aberto a exploragdo. Por um lado, seguindo a abordagem
de da Costa, podemos pensar na légica paraconsistente como uma maneira de
explorar o significado da negacdo (vide 1.1). Foi assim que da Costa & Béziau,
(1997) propuseram uma ldégica supercldssica, paraconsistente e paracompleta,
baseada numa estrutura algébrica inusual, com uma negac¢ao que verifica todas as
leis de De Morgan e valida o esquema A =——A, mas cuja implicacdo ndo verifica
nenhum dos esquemas de definicdo cruzada implica¢do-disjun¢do e implicagdo-

conjungdo (vide o apéndice ®). Para esta 16gica pode-se demonstrar o Teorema da
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Deducdo e a existéncia de uma relacdo de congruéncia nao-trivial. Por outro lado,
Béziau (1998a) mostrou que légicas paraconsistentes com negacdes suficiente-
mente fortes ndo podem ser algebrizadas no sentido usual.

Por outro lado, os relevantistas (cf. Priest & Routley, 1989) tém criticado a
suposta debilidade de quase todas as negagdes produzidas pela escola de da Costa,
e propuseram légicas nas quais tanto (TSE) quanto a algebrizagcdo sio as usuais,
mas que dispdem apenas de versdes mais fracas do Teorema da Deducdao. Como
consequéncia, ndo vale nestas l6gicas, por exemplo, o silogismo disjuntivo: A,
—AvB + B.

Ambas as abordagens acima foram criticadas por Slater (1995). Segundo
este autor, em nenhum dos casos a negacdo mereceria este nome, pois nao é uma
relacdo que forma proposi¢des contraditorias, isto €, proposicoes A e —A que ndo
possam ser simultaneamente verdadeiras nem simultaneamente falsas. Sob este
ponto de vista, ndo haveria quaisquer negagdes “desviantes”, ja que a Unica relagdo
que forma contraditérios em uma légica normal — uma légica cuja relagdo de
dedutibilidade, +, é um operador de fecho (vide 2.3.4.1) — € a negacdo cldssica
(cf. Béziau, 1998a).

Por fim, é possivel ainda projetar l6gicas paraconsistentes baseadas em
algebras duais a dlgebra de Heyting para a 16gica intuicionista. Foi o que fizeram,
independentemente, Urbas (1996) e Queiroz (1997). Ambas as propostas se res-
sentem, todavia, da falta de uma axiomatizacdo hilbertiana correspondente. Todas
as légicas acima discutidas, assim como aquelas que sobrevirdo, tém suas caracte-
risticas particulares, vantagens e defeitos. Quais delas sobreviverao? Esta decisao

fica para o “tribunal da histéria”.

Ao demonstrarmos a maximalidade de 3, no apéndice @+ ®, discutimos a possi-
bilidade de se definir e estudar os calculos de uma hierarquia J,, n>2, “dual” a
hierarquia t,, n>2, de calculos polivalentes de Lukasiewicz. Um primeiro passo
em direcdo a generalizac@o polivalente dos resultados de D’Ottaviano & da Costa
(1970) foi dado por Kotas & da Costa (1980), com a defini¢do das ldgicas gene-

ralizadas de Lukasiewicz, e sua axiomatiza¢do no caso finito. Em julho de 1997,
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no FIRST WORLD CONGRESS ON PARACONSISTENCY, realizado em Ghent, na
Bélgica, Avron apresentou uma conferéncia intitulada “Multiple-valued logics
with exactly one non-designated element”, na qual defendeu o estudo de célculos
polivalentes com todos os valores distinguidos a excecdo de um, os quais forne-
ceriam os melhores modelos algébricos para o estudo de 16gicas paraconsistentes.
As dlgebras de Lukasiewicz associadas aos calculos polivalentes de Lukasiewicz
tém sido amplamente estudadas (para os principais resultados na area, cf. Cignoli
et al., 1995). Cumpre verificar ao menos que resultados seriam preservados por

suas estruturas “duais”.
Novas interrogacoes

Em 2.3.3.5 mostramos como a completude da semantica de traducdes possiveis
para C; pode ser obtida como um coroldrio de sua representabilidade (vide
2.3.3.4) em termos da semantica paraconsistente de valoragdes ja conhecida para
C (vide 2.2). O mesmo método, essencialmente, foi utilizado na demonstragido da
completude da semantica de tradugdes possiveis oferecida para todas as doze
hierarquias de calculos aqui estudadas (vide o apéndice ®, Calculos), bem como
para os casos de C,;, € Cpiy. Para os casos de Pl e P? utilizamos diretamente as
matrizes trivalentes ja conhecidas. Em todos os casos passamos portanto pela
representabilidade, isto €, pela constru¢do de um TP-modelo e uma TP-valoragdo
para cada modelo paraconsistente dado. Cabe aqui a questdo: como seria uma
demonstracdo “direta” de completude da semantica de tradugdes possiveis, isto €,
uma demonstracao que ndo resultasse imediatamente da representabilidade, ou
ainda em outras palavras, uma demonstracdo que ndo dependesse da existéncia
anterior de uma outra semantica fortemente adequada ao calculo em foco? A
resposta a esta questdo pode ser capital ao desenvolvimento de uma poderosa

tecnologia associada a esta nova classe de semanticas que aqui estudamos.

Serd que podemos engendrar semanticas de traducdes possiveis para quaisquer
l6gicas que disponham de um procedimento de decisdo por (quase-)matrizes? No
caso das logicas polivalentes basta notar que sua semantica € um caso particular

das semanticas de traducdes possiveis, tomando como Unica tradu¢do a funcdo
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identidade. Conjeturamos que todo procedimento de decisdo por quase-matrizes
poderd eventualmente ser mapeado a uma semantica de traducdes possiveis, tal
como fizemos em 2.3.3.7.

Facamos portanto uma pergunta mais geral: serd que toda légica que pos-
sui uma semantica de valoracdes adequada possui igualmente uma semantica de
tradugdes possiveis, e vice-versa? A este respeito vale despender um par de pa-
lavras. O método de se fornecer seméinticas de valoracdes para cdlculos ndo-
cléssicos, ilustrado em detalhes em Lopari¢ & da Costa, 1984, faz parte de um
programa mais amplo, de inspiracdo “fregeana”, qual seja, o de fornecer para
todas as l6gicas semanticas bivaluadas (ndo necessariamente verofuncionais): este
programa € conhecido como Teoria da Valora¢do. Béziau (1998b) mostrou como
reduzir toda semantica de um certo tipo a uma semantica bivaluada: todas as
l6gicas normais (vide a questdo S, acima) possuem uma semantica bivaluada
adequada, constituida exatamente pelas funcdes caracteristicas do fecho de suas
teorias; se estas ldgicas forem também compactas podemos tomar a semantica
bivaluada constituida pelas fungdes caracteristicas de suas teorias saturadas (vide
p.ex. o Lema e a Completude de C,,;,,, em 4.2). Além disso, da Costa & Béziau
(1994) mostraram que se uma tal 16gica for decidivel, entdo ela o € por meio de
um procedimento (recursivo) de quase-matrizes. Observe que, mesmo que se pos-
sa mostrar que existe uma semantica de valoragdes para toda l6gica normal, nem
sempre € facil formular finitamente suas cldusulas definidoras. Exemplo: embora
o célculo proposicional intuicionista seja normal, ninguém até agora foi capaz de
fornecer-lhe uma semantica de valoragdes com algumas poucas cldusulas, que dird
uma semantica de traducgdes possiveis.

Ora, as semanticas de traducdes possiveis parecem caminhar em sentido
contrdrio a Teoria da Valoragdo: nas hierarquias que aqui estudamos, tratamos de
mostrar que cdlculos que ja possuiam semanticas bivaluadas ndo-verofuncionais
possuem também semanticas de traducdes possiveis baseadas em logicas triva-
lentes. Mas se estabelecermos uma correspondéncia entre estes dois tipos de seman-
tica, poderemos realmente vé-las como complementares: teremos mostrado nao

somente que toda légica normal possui uma semantica bivaluada, como também
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uma semantica verofuncional baseada em uma légica polivalente (vide a discussao
deste topico em Fatoracdo, no presente capitulo). Poderiamos entdo ver este
programa como uma generalizagdo da Teoria da Valoragdao, com uma inspiragao

“leibniziana”, talvez.

Uma outra faceta da questdo acima resulta no estabelecimento de uma certa ligagao
entre as semanticas de traducdes possiveis e as semanticas de mundos possiveis. O
leitor se recordard de que em 5.4.2.1 e 5.4.2.2 mostramos que os cdlculos P’ e P?
possuem ambos os tipos de semantica mencionados — além de semanticas de
sociedade e semanticas trivalentes. Observamos ainda que Lopari¢ (1978) mostrou
como fornecer uma semantica bivaluada ndo-verofuncional e um procedimento de
decisdo por quase-matrizes para o célculo modal normal minimal K. Seus re-
sultados parecem ser facilmente adaptdveis a diversos cdlculos modais normais
estendendo K, tais como 7, S4 e S5. Encontraremos matrizes polivalentes e
traducdes apropriadas a fim de definir uma semantica de tradugdes possiveis para
estes calculos modais? Por outro lado, seremos capazes de definir semanticas de
mundos possiveis para cada cdlculo das hierarquias paraconsistentes aqui estudadas
(vide 2.3)? De maneira mais geral: serd que toda légica que possui uma semantica
de mundos possiveis adequada possui igualmente uma seméantica de tradugdes
possiveis, e vice-versa? Note que uma resposta positiva a esta questdo seria igual-
mente suficiente para garantir que o cédlculo proposicional intuicionista possuiria
uma semantica de tradugdes possiveis, dada a conhecida interpretacdo modal deste

célculo (vide Produto, neste capitulo).

Em 4.2, construimos o célculo C,,;, acrescentando a Lei de Dummett (LD): A v
(A — B) como um novo esquema de axioma a C,, € logo em seguida mostramos
como deduzir a partir de C,,;, a Lei de Peirce (LP): ((A—B)—A)—A. Do apén-
dice wx®, Independéncia de Peirce e Dummett em C, ji sabiamos que nem
(LD) nem (LP) eram demonstraveis em C. Serd que poderiamos ter construido
C.in alternativamente pela adicdo de (LP) a C,? Conjeturamos que nio, embora
ainda ndo tenhamos sido capazes de demonstrar a independéncia de (LD) em
Co U{(LP)}. Se nossa conjetura estiver correta, entdo podemos decerto dizer que

o célculo positivo cléssico seria axiomatizado por Cy(1) - C1(8) U{(LD)}, mas
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seria equivocado afirmar, como fizemos em 2.1.1.e, que ele poderia ser axioma-
tizado por C1(1) - C1(8) U{(LP)}. A corre¢do dessa conjetura justificaria ainda a
distincdo — que em caso contrdrio seria artificial — feita no capitulo 4. entre os
esquemas do célculo positivo cldssico e os esquemas puramente positivos do

calculo classico.

Algumas questdes acerca de C,,;, foram deixadas sem resposta em 4.5.4: (a) serd
que podemos fornecer uma semantica de mundos possiveis para este calculo se-
guindo o modelo da seméntica de mundos possiveis apresentada para C, por Baaz
(1986)? (b) embora ja tenhamos descoberto que este célculo ndo € o limite da
hierarquia C,, serd que ele é o calculo-limite de alguma outra hierarquia, tal como
C,\{C,(10)}, n<®? Questdes andlogas podem ser colocadas com relacdo ao

célculo C,ip.

Virias questoes sobre Cyp;,, o verdadeiro calculo-limite da hierarquia C,, foram
deixadas sem resposta em 4.6 (e em Carnielli & Marcos, 1997b): (a) como fornecer
uma semantica de valoracdes para este cdlculo? (b) como fornecer-lhe uma
semantica de tradugdes possiveis baseada nas matrizes de W3 (vide 2.3.1)? (c)
serd possivel definir em C;;, uma negagio forte? (d) como fornecer uma axiomati-
zacdo hilbertiana para este cdlculo? E evidente que questdes anlogas se aplicam
aos cdlculos-limites das outras onze hierarquias tratadas no capitulo 5. Fixada uma
das hierarquias C;, C,, C;* ou C, 7, haverd alguma diferenca entre os
célculos-limites de suas versdes levo, dextro e biparaconsistentes? Conjecturamos
que ndo, donde poderiamos concluir por uma certa artificialidade nesta tripla
distingdo. De qualquer forma, nao deixa de ser interessante notar que duas hie-
rarquias tais como Ci e C}, a segunda constituida de cdlculos estritamente mais
fortes do que os cdlculos correspondentes da primeira, sejam tais que seus célcu-
los-limites, isto €, os nicleos comuns a todos os cdlculos de cada hierarquia, sejam

rigorosamente o mesmo célculo.

Em 5.4.2.1 e 5.4.2.2 mostramos como interpretar dois cdlculos trivalentes, Ple
P?, através de uma semAntica de tradugdes possiveis baseada num cdlculo biva-

lente, o cdlculo proposicional cléssico, e restricdes adequadas sobre as tradugdes.
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Conviria tratar o cdlculo P por P3, ja que ele é trivalente. Carnielli & Lima-
Marques (1999) mostraram como fornecer uma semantica de sociedade baseada em
P} para um cdlculo que denominaremos P}, cujas matrizes sio as seguintes:
A V|V VelF
V|V \%
V|V
V|V
V|V

*

T |

V**

<lI<I<I<
<<

mi<i<|<
vy

mi<| <<

T

-

<
<<<<E

5
<~r1*n~nH

<< "1'1|J

onde {V, V', V7} sdo os valores distinguidos, os quais podem ser entendidos,
nesta ordem, como graus decrescentes de verdade. Carnielli & Lima-Marques mos-
traram que P} é a légica das sociedades triassertivas abertas, isto é, aquelas nas
quais tanto o valor de A quanto o de =—A ndo dependem funcionalmente do
valor de verdade de A.

Uma semaéntica de tradugdes possiveis para P} ¢ dada por <P ! T>, onde
as fungdes de traducdo *: FOR(Ti)—»FOR(fP%) em T estdo sujeitas as mesmas
restricdes que no caso de P} (vide 5.4.2.1). O que muda sdo as relacdes de for-
camento. Dadas trés fungdes de tradugdo, *;, *; e *; definimos agora a relagdo de

forcamento trilocal, denotada por =™ como:
B1.1) E"%p se Ep1 p ouEp p7 ou b pt;
(B1.2) E"* —p s€ Hp1 p OU Hpt p7 OU i P
(B1.3) "% ——p se T —pou # ' —p ou 7 —p;
(B2.1) E"* A se ™ A, se A ndo for atdmica
nem negagao de atdmica;

ook ok

(B2.2) E"" AAB se B A e BN B
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(B2.3) E"AVB se E" A ou E B

(B24) E""A—SB  se "™ A ou E" B,

Note que em (B1.3) fizemos uso da relagdo de forcamento bilocal definida em
5.4.2.1. Para toda férmula F em T};, definimos agora a relacdo de forcamento

global, denotada por Fqp, cOmo:
= F < para quaisquer *;, *; e %; vale =7 F.

O tnico axioma de P} ndo validado pelas matrizes de P (vide a axi-
omatizacdo que fornecemos no Teorema IV do apéndice ®+®, A segunda via) é
representado pelo esquema (—A)™. Como consequéncia, observamos por exem-
plo que o esquema —(—AA——A) é vilido em P} mas ndo em Pj. Ndo obstante
esta falha, verificamos facilmente que um outro esquema, (—|—|A)("), € por sua vez
validado pelas matrizes de Pj. Conjecturamos que o cdlculo P pode ser
axiomatizado exatamente pela substituicio do axioma (—=A)™ de P3 pelo axioma
(—|—|A)("), donde concluiriamos que o calculo P 41; seria estritamente mais fraco do
que P3}. Generalizando todo o procedimento acima poderfamos definir toda uma
hierarquia de célculos cada vez mais fracos, os célculos P ,1,, 1<n<®, onde cada
P}, é um cilculo m-valente, e provar analogamente sua completude. Que carac-
teristicas terd o cdlculo-limite desta hierarquia (vide a questdao 12)? Como definir,
de maneira semelhante, uma hierarquia de calculos a partir do cdlculo P 29 Seré
que podemos definir semanticas de mundos possiveis elegantes — como aquelas
apresentadas para P} e para P2, em 5.4.2.1 ¢ 5.4.2.2 — para os outros cdlculos
destas hierarquias? Todas as perguntas acima podem ser recolocadas com relagcao
aos cdlculos paracompletos ' ¢ J* (vide Terceiras Estérias, no presente capi-
tulo). A rigor, com relagdo ao calculo J 2 devemos antes deixar bem claro qual
seria a sua axiomdtica, e também demonstrar sua suposta maximalidade, como

fizemos para o célculo P 1o apéndice @+, A Terceira Margem.
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Em cada um dos casos acima, mostramos como fornecer uma semantica de
tradugdes possiveis para um cdlculo n-valente baseada em uma l6gica (n—1)-
valente. Cabe aqui a seguinte questdo: serd que conseguiremos aplicar a mesma
técnica a outros calculos polivalentes? Isto €, serd que € sempre possivel tratar as
matrizes de uma légica n-valente em termos de semanticas de traducdes possiveis
baseadas em matrizes m-valentes, para algum m<n? A resposta a esta questdo se
liga a resposta a primeira parte da questdo 8, logo acima. Com efeito, ja em 1975,
Suszko sugerira a possibilidade de se fornecer uma semantica bivaluada para o
calculo trivalente de Lukasiewicz. Ora, como toda logica polivalente finitaria ¢
normal (vide a questdo 5), j4 que sua relacdo de consequéncia semantica é um
operador de fecho, e é também obviamente decidivel, entdo sabemos que existe
para ela ndo apenas uma semantica bivaluada adequada como também um procedi-
mento de decisdo por quase-matrizes. Se dispusermos de uma técnica para reduzir
toda matriz n-valente finita as condi¢des equivalentes em termos de valoragdes
bivaluadas — o que j4 se constituiria numa valiosa contribuicdo a Teoria da Va-
lorac@o — e ainda for verdade que nestas condi¢des hd sempre uma semantica de
traducdes possiveis correspondente, entdo a resposta a questdo acima sobre a
redutibilidade de matrizes de uma logica n-valente em termos de semanticas de
traducdes possiveis ja estard a meio caminho. Um primeiro passo na busca de uma

tal técnica € ensaiado pelo autor em Marcos, 1997b.

Na primeira parte do apéndice ®X ® mostramos a independéncia de cada um dos
axiomas dos calculos Cf, C5, CE, C,7% G4, €%, 1<n<o (vide o apéndice o,

Calculos). Resta fazer o mesmo para os célculos C, % Cy¢, Cy°, Cy 4 Cr e,

+—bh
M , 1<n<m.

Na parte final do apéndice ®X® mostramos a incaracterizabilidade por ma-
trizes finitas de todos os cédlculos paraconsistentes tratados neste trabalho, com
- 1 2 . - . ” —_, .
excec¢do de P e P~ — os quais sdo trivalentes — e também de C,,;,: com efeito, as
demonstracdes de Arruda e de Carnielli ndo sdo apropriadas para este ultimo.
Deixamos como desafio ao leitor a tarefa de encontrar uma demonstracao de que

este célculo C,;, seria incaracterizdvel por matrizes finitas — se de fato o for — ou
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mostrar que a incaracterizabilidade por matrizes finitas do célculo C,,;, seria uma
consequéncia da incaracterizabilidade por matrizes finitas dos cdlculos que o
estendem — se de fato o for — ou simplesmente elaborar uma demonstra¢do mais
geral que sirva simultaneamente a todos os cdlculos mencionados. As mesmas
questdes sdo evidentemente cabiveis com rela¢do ao calculo D,,;, introduzido em

Primeiras Estorias, no presente capitulo.

Em Através do Espelho, neste capitulo, mostramos que tudo o que fizemos para
l6gicas paraconsistentes pode ser de certa forma reproduzido para légicas para-
completas relacionadas. E evidente que a mesma observagio se aplica igualmente
a légicas que sdo ao mesmo tempo paraconsistentes € paracompletas, como por
exemplo 'V, uma das Idgicas da vaguidade propostas por Arruda & Alves (1979a
e 1979b). Conjeturamos que em casos como este poderiamos fornecer uma se-

mantica de tradugdes possiveis baseada numa légica tetravalente.

Em Produto, neste capitulo, apresentamos um primeiro exemplo de semantica de
traducdes possiveis ndo baseada em ldgicas polivalentes, mas em modelos da
semantica de mundos possiveis para o Calculo Intuicionista de Heyting. Outras
interpretacdes modais poderiam e deveriam ser exploradas. O interessante neste
ponto € notar que também as semanticas de traducdes possiveis nos permitem
combinar l6gicas conhecidas para gerar novas logicas, almejando por exemplo
satisfazer necessidades especificas de sistemas de dedugdo aplicados. Para tornar
ainda mais forte a nossa nova ferramenta semantica, interessa investigar doravante
as principais questdes que deixamos em aberto bem aqui, no presente capitulo
(vide subsecdes de Combinacdes entre légicas): como seriam as semanticas de
traducdes possiveis para l6gicas de primeira ordem?, como generalizar o proprio
conceito de semantica de tradugdes possiveis, fazendo uso por exemplo da teoria
de feixes?, quais as relacdes da semantica de traducdes possiveis, por exemplo,
com os fibrados estudados por Gabbay, e com outras formas de combinar 16gicas?
As respostas a questdes deste género definirdo o préprio futuro das semanticas de

tradugdes possiveis.
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Quem E Quem

Tratamos, ao longo do presente trabalho, de diversos célculos paraconsistentes,
entre eles as hierarquias Cf, C¢, CE, C,7% C4 Ct, Gt Crd, G, Ch8,
C, 4 Cr™ 1<n<w, seus calculos-limites, e também os calculos Cin, Cmins
P!, P* e J5. Virios destes célculos foram aqui apresentados pela primeira vez,
todos receberam uma semantica de tradugdes possiveis.

A seguir apresentamos brevemente os axiomas dos cdlculos acima mencio-
nados e fornecemos listas de alguns dos principais teoremas que os singularizam,
para fim de presta consulta e intercomparagao. Todos os cdlculos paraconsistentes
abordados restringem de alguma forma o célculo proposicional cldssico — dai ser
oportuno apresentarmos diversos teoremas cldssicos e testarmos sua validade nos

célculos paraconsistentes supracitados.

Axiomas
Definicoes:
Xo#(XA=X) Xo# o (aXAX)
x0sx X0 x
X"+ & (X")° para 1<n<o X"+l e (X2 para 1<n<®
X©ax xe x
xWex! xMext
XD e x O X" para 1<n<o x+llaa x A x4l hara 1<n<o

Regra: Modus Ponens, (MP), 4428
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Axiomas

Esquemas:

)
)

3)

@)

5)

(6)

)

®)
9"
o'
10
102}
10%))
()
(11)
(12)
(AN)
(LD)
(Vv A)
(Vi A)
(NC')
(NC3)
(NC'3)

A—(B—A)
(A>B)=>((A—>(B—>C))—>(A—>C())
A—(B—(AAB))

(AAB)—A

(AAB)—>B

A—(AVB)

B—(AVB)
(A->C)>((B—>C)—>((AvB)—C())

B” - ((A=B)—=((A>—-1B)—>"A))
B"—>((A—>B)—=((A—>=B)—>0A))

(AP AB™) = ((AAB)"A(AVB)” A(A—B)™)
(A" AB™) = ((AAB)"A(AVB)" A(A—B)™)
(A”VB™) = ((AAB)"A(AVB)” A(A—B)™)
(A" B"™) 5 ((AAB)"A(AVB)" A(A—B)™)
Av—A

~—A—>A

A———A

Av(A—B)

(A" B™)— (A AB™)

(A" B")— (A" AB™)

(AAB)"A(AVB)” A(A—B)™

(mA)"

A (n)
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Calculos

e Cdlculo Positivo Intuicionista (CPI): (1) a (8), e (MP)
— a partir destes axiomas e da regra de Modus Ponens, pode-se deduzir todos
os teoremas livres de negacdo do Célculo Intuicionista de Heyting.
e Cdlculo Cy: (CPI), (11) e (12).
e Familia de hierarquias C,,0<n<®:
e Ct Co,(9™) e (10
. C Co, 9" e@o'2h
« Ci: Co, 0™), 0" e ((107) ou (10171)

— leia o indice £ como “levoparaconsistente”, o indice d como “dextropara-
consistente”, o indice b como “biparaconsistente”. A hierarquia original de
da Costa (1963) é Ci.

« C,7% Cle(AN)
« C,7'% Cle(AN)
« C,7% Cte(AN)
— leia o indice —— como “com acréscimo de negacdes”.
® Familia de hierarquias Cr,0<n<m:
e Cit Co,(9™) e (107
e Cit: Co, 9" e o'l
« Ci*: Co, O™), 0" e ((10')) ou (10'7)))
« Cit Chte(AN)
« Ci% Chte(AN)
« Gt Chte(AN)
o Cdlculo Cpin: Cye (LD)
Cdlculo Cpizn: Cmin € (AN)
e CdlculoP': (CtouCr?), (NC™) e (NC?)
Cdlculo P*: (C; 7% ou C %) e (NC'™)
e Cdlculo Proposicional Cldssico (CP): (P! ou P?) e, por exemplo, (NC'?)
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Mais complicada, a axiomatizacdo de J3 pode ser encontrada em D’Otta-
viano, 1982. A axiomatiza¢do de RM., célculo andlogo a J3 mas cuja linguagem
ndo contém o simbolo V (vide o apéndice ®w+®, J3; € maximal) pode ser encon-

trada em Avron, 1986.

Fixado um n < ®, a relacdo entre os calculos das hierarquias acima defini-

das pode ser visualizada na figura seguinte:

(11) e (12)
- i)
(9(")) 9[”]) 9(”)) (9["])
e (10 e (10" @ e (10%)) e (10'7))
(9["]) (9(")) i 9["]) (9('1))
(AN) (AN) (AN) (AN) (AN) (AN)
o' o) " o)

n NC'’ NC'y’ / "
(NC(l )) ((N((j:(ng) ((NCC(nz) (NC(I ))
(NC™)ou (NC'?) ‘i (NC')

Figura 3
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Leis de De Morgan

Ja mencionamos estas leis em 3.5.3. Por conveniéncia, dividamo-las aqui

em quatro grupos:

Grupo I Grupo 111
—|(A/\B)—)(—|AV—|B) (—|AV—|B)—)—|(A/\B)
—“(AA—B)—>(1AVB) (mAvB)—>—=(AA—B)
—|(—|A/\B)—)(AV—|B) (AV_lB)—)_l(_lA/\B)
—(mAA=B)—>(AVB) (AvB)—>—=(—AA—=B)

Grupo II Grupo IV
—(AvB)—>(—mAA—B) (mAA=B)—>—(AVB)
—(Av—=B)—(—AAB) (mAAB)—>—(Av—B)
—(mAvB)—>(AA—B) (AA=B)—>—(—AVB)
—(mAv—=B)—(AAB) (AAB)—>—(—Av—B)

Das férmulas acima, valem:
em Cpine Coin: nenhuma;
em Ct, CE CE G5 Ce, Cee Grupo I;
em Cit Cre, Cre, Cr—t, Crd Cre: Grupos I e II;
em P'e P2 Grupos I e IT;
em J3: Grupos I I1, I e IV.
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Implicacao-disjuncao

Implicacao-disjuncao

Consideremos os quatro grupos de férmulas a seguir:

Grupo I Grupo 111
(A>B)—>(—AvVvB) (mAvB)—>(A—B)
(A_)_lB)_)(_lAV_lB) (ﬁAV—lB)%(A%ﬁB)
(nA—>B)—>(AvVvB) (AvB)—>(1A—B)
(—|A—)—|B)—)(AV—|B) (Av—lB)%(—lA%ﬁB)
Grupo II Grupo 1V
—|(A—)B)—)—|(—|AVB) —|(—|AVB)%—|(A%B)
—“(A—>—=B)—>—-(—Av—aB) —(mAv—=B)—>—-(A—>—B)
—|(—|A—)B)—)—|(AVB) —l(AVB)%—l(ﬁA%B)
—(—mA—>—-B)—>—-(Av—B) —“(Av—=B)—>—=(—mA——B)
Destas formulas, valem:
o emChine Chin: Grupo I;
e emCECE CECTYCTeCee Grupo I;
e emCHH Cle, Cre, Cr8 CH4d Cr¢. Grupo I;
e emPle P Grupos I elV;
o em J3: Grupos I, ITe IV.
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Implicacao-conjuncao

Consideremos agora os quatro grupos a seguir:

Grupo I
(A%B)%ﬁ(A/\ﬂB)
(A—>—B)—>—(AAB)

(mA—>B)—>—(—0AA—B)
(ﬁA%—lB)%—l(ﬁA/\B)

Grupo 11

—(A—>B)—(AA—B)
—1(A—=>—-B)—(AAB)
—~(mA—>B)—=(—~AA—B)
—(mA—=>—=B)—=(—AAB)

Valem:

em Cpine Coin:

em Cy, Cyi, Cr, G5 G G

+2 +d +b + 2 + d + b.
emcn ’Cn 9Cn ’Cn_‘_‘ ’Cn_‘_‘ ’Cn_‘_‘ .

em Ple P2

em J3:

Grupo III

—(AA—B)—>(A—B)
—(AAB)—>(A—>—B)
—(mAA—=B)—>(—-A—>B)
—(mAAB)—>(mA—>—B)

Grupo IV

(AA—=B)—>—-(A—>B)
(AAB)—>—(A——B)
(mAA=B)>—(mA—>B)
(mAAB)—>—=(—A—>-B)

nenhuma;
nenhuma;
Grupos Il e III;
Grupos II ¢ III;
Grupos I, II e IV.
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Formas de contraposicao

Consideremos as férmulas seguintes:

(A>B)—>(—B—>—A)
(A—>—=B)—>(B—>—A)
(mA—>B)—>(B—>A)
(mA—>—-B)—>(B—>A)

Nenhuma destas férmulas € védlida em qualquer dos célculos paraconsis-
tentes acima considerados. Talvez valha a pena investigar o interesse e a aplicagao

de cdlculos paraconsistentes nos quais (algumas d)elas valham.

Outros esquemas

Os esquemas (9'") e (9" sdo os tnicos esquemas em Axiomas que nio
valem em _J3;. Como pelo menos uma forma destes esquemas ¢ vélida em cada
calculo das doze hierarquias paraconsistentes aqui estudadas, o cdlculo J; estende

apenas os célculos C i, € Chin.

Vale a pena ressaltar ainda que os esquemas
= (BA—B) e =7 (BAB)

valem em _J 3 mas nio valem em nenhum dos outros cédlculos considerados.
Observe que, embora as férmulas acima, B° e B", ndo sejam teoremas

de P!, (mB)°, (mB)", (A#B)°e (A#B)", com #e {A,v,—}, 0 sd0. O esquema
(mA—>—-B)>((nA—>—-—B)—>A)

€ um dos axiomas da versdo original de P! (vide 5.4.2.1) e ndo vale em nenhum
dos outros cdlculos considerados. Como o esquema (AN): A———A ndo vale em
P 1, este célculo estende os cdlculos de exatamente metade das hierarquias

estudadas, quais sejam, Ci, CZ, C5, Cit, Crde Cye.
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O axioma P1(3) da axiomatizacdo original de P' (vide 5.4.2.1) é o tdnico
ndo-vélido em P*. Da axiomatizagio para P' que aqui apresentamos (vide
Calculos, neste apéndice), (NC(;’)) € o unico esquema ndo-valido em P2, Nio
obstante, o cdlculo P? estende fodos os cdlculos das doze hierarquias aqui
estudadas. Observe que, como em P ! as férmulas (A#B)° e (A#B)", com

#e {A,v,—}, sdo teoremas de Tz, mas (—B)° e (—B)"nido o sdo.

O esquema
B°— B°©
L (R b b oL e b b 1 2
valeem C,, C,75 C,, C,°, G5, G, 5, Cr?, Gy P em Pyem P e em T3,
a0 val Ce,C,m CH CH ™ Coins Coiin. Simil
mas nao valeem C,, C,, ' C,°, C, s Ciins Cmin- Similarmente, o esquema
B"— B°

valeem C4, C,m% Ct, C 0, CrHe, Cr4 Cre, Cr %, em P!, em P e em J3,

~ ya —— L + £ +— L T
mas nao vale em Cn sLn Ly, Ly B Cmin s Umin.

O esquema
(A n—1 A—A n—1 )(n)

2 210 + + + + 1 2
é valido em CE, C5, C,;7% C,78, CHy, Cre, Cr 8 Cr7t em P, em P e
b Ot O CEL CRb CET e O

~ P ,1° £
em J3, mas ndo € vdlido em C,,, Cn, C,, 5, Cp %, Cp", Ci®, Coy

para m>n . Similarmente, o esquema
(A n-1 A—A ﬂ)[n]

P 71° | i | /1 /1 1 2
é valido em C¢, C5, C,7¢ C,78, Cre, Cre, Cr 4 Crt em P, em P e
em J3, mas ndo é vilido em C,¢, CL, C,% C b, Crd, Crb, Crmde Cor b,

param>n.
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O esquema
A—>—A

valeem C; %, C, 4, C7, C778 CH4 Ci 7% em P2 e em J 3, mas ndo vale

nos demais cdlculos. O esquema
(—A)" —>A™

vale somente em C,,%, C, %, C; 7% Cr 7%, em P* e em J3. Similarmente, o

esquema
(—IA)[n] _)A["]

vale somente em C,%, C;78, C, 74 Cr 7% em P2 eem J;.

O esquema
(AA—A)>S (A (AA—A) V(A NAA))

¢ valido em todos os célculos considerados, com a tnica excegdo de C ;.
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Algumas Légicas Trivalentes

Da capacidade de expressao de t;, J; e W,

Seguindo Rescher (1993), podemos afirmar que a “era pioneira” das
l16gicas polivalentes teve inicio em 1920, com a publicacio de um artigo de
Lukasiewicz em que este expunha sua logica trivalente, 3, motivado por idéias de
modalidade. Proposi¢des acerca de um futuro contingente, tais como “amanha
haverd uma batalha naval”, ndo podem no presente ser verdadeiras ou falsas. Para
avalid-las, Lukasiewicz estendeu a logica cléssica pela introdu¢cdo de um terceiro
valor de verdade — denominado intermedidrio, neutro ou indeterminado.

As tabelas de verdade referentes a esta légica sdo construidas pela
avaliacdo das seguintes funcdes, que tomam { 0, 2, 1 } como dominio:

e yv(AAB)=min[v(A), v(B)];

e y(AvB)=max[v(A), v(B)];

* v(A—>B)=min[1l, 1-v(A)+v(B)];
e v(mA)=1-v(A).

Logo, sdo elas:

- HEd [ BEg S EEo
1 I ' BERER B o

-
0
1

v, IR - TR v TR Y
KN oj(ofo| KN ! |»]o o [THEEN 1

onde 1 € o Unico valor distinguido, e A=B £ (A—>B)A(B—A).A conjuncio e
a disjun¢ao podem também ser definidas em termos da implicac¢do e da negacgao:
AvB¥ (A—>B)—>B;
AAB¥E —(—Av—B).
Diremos que uma matriz trivalente (entendida aqui como um operador) é

hipercldssica se a sua restricdo ao dominio classico ({ 0, 1 }) resulta numa matriz
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classica. Isto €, no caso de matrizes binarias e unarias,

¢ KN
— bu | bis

KN » | o

& &
al — Ui

- "
u3

as matrizes bindrias hipercldssicas sdo aquelas tais que by, b13, bs1, b3z € {0, 1},
e as matrizes undrias hipercldssicas sdo aquelas tais que u;, u3 € {0, 1}. Dizemos
neste caso que as matrizes a direita sdo o reduto das matrizes a esquerda.

Ora, € evidente que todas as matrizes trivalentes cujos redutos sdo tauto-
logias cléssicas representam teoremas cldssicos. Mas nem todas elas representam
teoremas de t; — no caso das matrizes undrias e bindrias, também os valores
cortados a esquerda (b2, ba1, by, ba3, by, uy) devem ser distinguidos. Dai, é
facil ver que t; constitui apenas um fragmento do célculo proposicional classico
(CP), isto é,

Teo(ts3) = Teo (CP).

Como exemplo de teoremas classicos que ndo sdo teoremas de t;

considere as formulas
® (A-B)=>((nA—=>B)—B)
@ —(A=—A)

cujas matrizes sao
o ENEAK
111

v ITIEAE
o [FHEERE
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Mas quais matrizes somos de fato capazes de ‘“designar” com férmulas
bem-formadas da nossa linguagem? No caso cldssico, sabemos que fodas as
matrizes undrias e bindrias sdo designaveis. No caso de t;, contudo, esta claro que
somente matrizes hiperclassicas podem ser designadas, ja que aplicados ao do-
minio cldssico todos os seus conectivos ddo como saida valores cldssicos (inducao
sobre a complexidade das férmulas). Serd que podemos designar todas as matrizes

undrias e bindrias hipercléssicas?

Teorema 1. Todas as matrizes undrias e bindrias trivalentes hipercldssicas podem
ser obtidas a partir da implicacdo e da negacdo de Lukasiewicz.

J4 vimos que podemos escrever A e v em termos de — e —. Mais ainda, ndo é

dificil verificar que, destes quatro conectivos, {—, —} é o subconjunto minimo de

conectivos primitivos de £;3 (no sentido de que qualquer outro deve conté-1o).

Resolveremos o problema se pudermos construir as matrizes seguintes:

° ° ? G
1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

-
SN

1

Ak | < EEIK
01 ]1 1wl
HERE HERE v, K
TR 111 HERE

—

HHHH
[y
HHHH

BB EEE-
-
e ==

._
NN
N B R

—

H

=

BEm [
1
1
1

N
NN
’_"_"_‘H

17T H
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< R . I <. R
e R e
HERE2 TR HERE
HERE o1 ]1 HERE

1/2

| HH
B
s HH

—_ =] =

T ’_‘H
B

0 K KK
1 1 1
1 1 1
1 0 1

1
1
1

Com o auxilio da conjunc¢do de t; e das matrizes acima ja podemos, “multipli-

cando”, construir todas as matrizes trivalentes hipercldssicas undrias e bindrias.

Por exemplo, se desejdssemos construir as matrizes seguintes,
> A0 [ R v
EEAK 1[0 ]0

- AR - KA
KN o[

O

o
o
—_—

bastaria fazer:
A—'B & (AZZ2B)A(A% B)A(AZZB)A(A%, B);
A='B & (A% B)A(AZ.B)A(A%) B)A
AAZZBYA(AZ,B)A(A%Z] BYA(A%, B);
VA & FA
N.B.: o leitor terd notado que —’ e y” representam, respectivamente, a implicagdo bésica e o

operador nabla de J3. (vide 2.3.3) O operador =/ é conhecido como equivaléncia forte

de J3. (vide D’Ottaviano, 1982)

UM PROCEDIMENTO CONSTRUTIVO. Exibamos as formulas que geram as matrizes

acima:
TIA & A>—A;
T/A & —(A=—A);
THA € Av—aA;
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FOA HF(mA);
GA “ (F°A)v(TA);
A% B = A (A>(F'B));
A% B & —$' (A%%B);
A%%B A ((F'B)>B);
A%’ B © A%’ (=B);
A% B & — %' (AB%B);
A%VB & BHx%A;
A% B & — %' (AB%B);
A%%B € (A>B)—>((nA—>B)—>B);

AR’ B £ <F' (ABLB);

A%%B # (2B)&H(—A);
A% B # (mA)%! B;

AR B £ <F' (ABLB);

ARX”2B & (mA)%"%2(—=B);
A% B ¥ (=A)% (=B);

A®B # (A%"B)v(A%%B).

Corolario. Em ts, J3 e W3 estas sdo as tinicas matrizes que podem ser obtidas.
Basta notar que todas as matrizes de J; e de W3 sdo hipercléssicas e que a ne-

gacio e a implicacdo de £; sdo definiveis em J3 e em Wj. (vide 2.3.3)

J3; € maximal

Na légica classica, dois sentidos de completude se confundem. Algumas
vezes dizemos que esta ldgica (vista como um conjunto de teoremas) é completa
(com relacdo a uma dada semantica) se toda férmula vélida de sua linguagem é
demonstrdvel; outras vezes dizemos que ela é completa pois dada uma férmula

qualquer de sua linguagem, ou ela € um teorema classico ou sua adi¢c@o ao sistema
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classico resulta numa contradicdo demonstravel, e, portanto, na trivializagao do
sistema.

Sabe-se que na hierarquia t,, n>2, de logicas polivalentes de tuka-
siewicz esta identificacdo entre os dois sentidos de completude ja ndo mais
acontece, pois cada uma destas l6gicas é completa apenas no primeiro sentido
acima. Em t;, por exemplo, s6 obtemos uma contradi¢do se acrescentarmos como
axioma uma férmula que nao seja um teorema cléssico: se a férmula acrescentada
for teorema cldssico, mas nao de t;, entdo todos os teoremas cldssicos, ¢ apenas
eles, passam a ser demonstrdveis no novo sistema. Se denominamos extensdo de
um célculo S a um conjunto de sentengas de L (S) que contém todos os teoremas
de S e é fechado sob as regras de S e sob substitui¢des, entdo podemos garantir
que a Unica extensdo nao-trivial de £; é a logica cldssica. Dai dizermos que t; é
maximal. Na verdade, vale um resultado mais forte: toda £, tal que (m—1) é um
nimero primo é maximal (cf. Ackermann, 1967, para referéncias).

Ja que J;e t; definem as mesmas matrizes € bastante razodvel esperar que
também J; seja maximal. De fato, isto é o que acontece. Parte deste resultado ja
fora anunciado por Avron (1986) para uma légica que o autor denominou RM;,
extensdo do calculo relevante RM de Dunn-McCall. Avron justificou sua termi-
nologia, dizendo que “infelizmente eu estava em completa ignorincia de J; e do
trabalho sobre ele realizado na época em que escrevi este artigo, entdo usei outros
nomes”"’

As matrizes correspondentes a RM;” sdo:

~ A0 - A0 - B0 -
1 R 1 EREE 1 0

1 0

1 1

2
EA |0 EAi|-|» K
KB ojojo|] NN t1[»jo| NN

onde {1, ¥2} sao os valores distinguidos.

1 L
Avron, comunicacio pessoal, out.98.
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Ora, estas sdo exatamente as matrizes, respectivamente, da conjuncao, da
disjuncdo, da implicagdo basica e da negacdo de J3;. Mas parece faltar algo, pois o
operador 7 de J; (vide 2.3.3) ndo € sequer definivel em RM; — pois ndo é possivel
definir uma funcdo cuja entrada seja apenas 2’s e cuja saida seja diferente de Y2;
ndo € possivel portanto definir —, a implicacdo de t3; e como consequéncia nao

vale para RM;” o teorema de exprimibilidade recém-demonstrado (Teorema I).

Avron ndo afirmou, contudo, que J3; e RM; fossem equivalentes, mas
que J3 “pode ser obtido se adicionarmos a linguagem de RM; uma constante
proposicional como F (ou T )% O seu propalado resultado de maximalidade foi
enunciado assim: m"A>(A>B) ndo é demonstrdvel em RM;, e RM; é uma
logica maximal com esta propriedade. Até aqui nao hd problemas. Mas Avron
asseverou ainda que de fato, o cdlculo proposicional cldssico é a tinica extensdo
de RM . Pode ocorrer aqui alguma confusio.

O conjunto de férmulas da linguagem de RM;’, FOR (RM; ), é a algebra
das féormulas geradas por {A, v, D, —1}. Agora, se acrescentarmos aos axiomas de
RM:" qualquer teorema cldssico escrito nesta linguagem, e que ndo seja porém um
teorema de RM, o resultado sera que todos os teoremas cldssicos, e apenas eles,
serdo demonstrdveis neste novo sistema (cf. Avron, 1986). Mas poderiamos
argumentar que uma matriz apenas com 1’s, como aquela gerada por A —> A
em J3, ndo pode ser gerada em RM; , isto €, temos aqui aparentemente um
exemplo de teorema cldssico, e de J3, que ndo é demonstravel em RM; . Seria
este um contra-exemplo a maximalidade de RM;" ? Nao. Se pudéssemos acres-
centar a RM; a matriz gerada em J; por A — A, entdo o sistema resultante seria
simplesmente equivalente a J3; mas lembremo-nos de que ndo podemos defi-
nir — na linguagem de RM- ! Num sentido estrito, poderiamos dizer que J3 ndo é
uma extensio (dos teoremas de) de RM; .

Se formos buscar as origens deste aparente paradoxo, notaremos que o

2 Id., mesma data.
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simbolo Y7 de J3, por exemplo, também ndo existe na linguagem da logica
cldssica, e a rigor deveriamos acrescentd-lo e axiomatizd-lo (para todo teorema
classico A, valeria, por exemplo, — YA = +~ A) se quisermos continuar enten-
dendo J3 como uma extensdo do caso classico. Em outras palavras, devemos ter
em mente que J; “estende” ndo apenas as matrizes do célculo cldssico, mas tam-
bém sua linguagem.

Lembramos que em J; a regra de Modus Ponens vale para > mas nao pa-

ra —. Caracterizaremos a seguir a maximalidade de J3, na sua linguagem propria:

Teorema II. Se acrescentarmos a J 3 qualquer ndo-teorema cldssico, trivializamos
este sistema.’

Seja f(pi1, p2s ---» Pn), COM Py, P2, ..., P, varidveis atdmicas, uma férmula bem-

formada do célculo proposicional cldssico (CP), que ndo seja porém um teorema

deste calculo. Esta formula também ndo €, como € claro, um teorema de J3. Logo,

existe uma interpretacdo v para estas variaveis no conjunto {0, 1} tal que v(f(p1,

P2, -y Pn))=0.

Agora, para cada p; tal que v(p;)=1, substituimos todas as ocorréncias de
piem f(p1, p2, ..., Pn) POr p1 — p1, € para cada p; tal que v(p;)=0, substituimos
todas as ocorréncias de p; em f(pi, p2, ..., pn) por = (p1—p1). Como p; — p;
sempre assume o valor 1 tanto em CP quanto em J;, ¢ —(p;—p;) sempre
assume o valor 0 tanto em CP quanto em J3, entdo as substituicdes que fizemos
acima resultam numa férmula f’ (p;) que sempre assume o valor O tanto em CP
quanto em J ;.

Acrescentamos a férmula f( py, p, ..., p,) ao conjunto de axiomas de J.
Por substitui¢do, temos que f”(p;) € demonstravel em J3U{f(p1, p2, ..., pn)}.
A féormula f’(py)oF, onde F é uma férmula qualquer de J;, assume apenas
valores distinguidos em J3, ja que v(f’(p1)) é sempre 0, e a completude de J3

nos garante que f’(p;)>F € portanto um teorema de J;. Por Modus Ponens

provamos F em J3U{f(p1,p2 ..., Pn)}-

3Cf., p-ex., Ackermann, 1967.
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Teorema II1. Se acrescentarmos a J 5 qualquer teorema cldssico nao-demonstrdvel

no proprio J 3, o sistema resultante é o cdlculo proposicional cldssico.

Seja g (p1, p2, ---» Pu), COM py, P2, ..., Py Varidveis atomicas, um teorema de CP
que ndo seja porém teorema de J3. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que v(g(p1, p2, ---» pn))=0quando v (p;)=Y%2 para todo p;, 1 <i <n. Claro, pois
se uma dada férmula i (pi, p2, ..., Pn, Pne1) assume o valor 0 quando v(p;)="2
para todo 1 <i<n e v(pu1 )#Y%, entdo podemos fixar o valor da varidvel p,;
substituindo-a por p; — p; se v(pu+1)=1, ou por = (p; = p1) se v(pu+1 ) =0 (como
fizemos no Teorema II), e assim obter uma férmula da forma g (p1, p2, ..., pn) -
Consideremos agora outro teorema cléssico, (g1, ¢2, ..., ¢m), também
nao-demonstravel em J;. Esta féormula d4 origem, como é claro, a uma matriz
trivalente hiperclassica. Devemos mostrar que esta formula é um teorema de J; U
{g(p1, p2, ..., pn)}. Paracada g;, 1 <j<m, formemos a sentenca g (g;), subs-
tituindo cada varidvel em g (pi, pa, ..., p») por g;. Consequentemente, para toda
valoracdo w em J3, w(g(g;))=0 sse w(gj)="2. Além disso, para cada w dada,

duas situacdes podem ocorrer:

* w(t(qi, q2 --sqm))#0;

e w(t(qi1,q2 ..., qgm))=0. Esta situacdo deve forcosamente ocorrer, para algu-
ma w, pois t(q1, 2, ..., gm) hdo é um teorema de J3; mas neste caso deve
existir um ¢g;, 1 <j<m, tal que w(g;)=Y2, pois t(qi, q», ..., gu) € um

teorema de CP. Dai concluimos que a conjungdo g(gi)Ag(g2)A...Ag(qm)
deve assumir o valor 0 sob esta valoragao.
Em ambos os casos acima, a proposi¢ao
g(q)Ag(q) A ..Ag(qn)Dt(q1, G2, -, Gm)
assume um valor distinguido. Pela completude de J3, esta proposi¢do é demons-
travel. Mas em J;U{g(p1, p2, ..., pn) } a conjuncdo no antecedente da férmula
acima € também demonstrdvel. Logo, por Modus Ponens, demonstramos (g,

G2, s qm) em J30{g(p1,p2, ... Pn) }-

N.B.: o raciocinio usado nos Teoremas II e ITI ndo se aplica igualmente a demonstragdo do even-

tual colapso e da maximalidade de RM , pois a implicacio — néo é definivel em RM .
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Graficamente, o procedimento acima consiste no seguinte:

o ENEAKN

0|1
A 0 [0 ]o

o NEEE

O ¢ O representam, respectivamente, i (p1, p2) € t(ps, ps), teoremas de
CP mas ndo de J;. Ja que h(Y%, 1)=0, substituimos p, por p; — p;, obtendo
assim g (p;), representado por ©®. Como (1, %2)=0 e t(%, 0)=0, tomamos
como @ a conjuncio g(p3)Ag(ps). E ficil ver que @ — @ assume apenas
valores distinguidos em 3, e é portanto demonstravel. Tendo adicionado © ao
conjunto de axiomas de J3, demonstramos @ por substitui¢do e adjungdo. Por

Modus Ponens, concluimos @.

Serd possivel obter resultados de maximalidade para cdlculos de uma
hierarquia J,, n>2, de modo semelhante aos ji demonstrados para a hierar-
quia t,, n>27? Bom, primeiro seria necessario definir esta hierarquia... Qual
seria, por exemplo, J4, o proximo calculo apds J3;? Sera que suas matrizes
coincidiriam com as de £4? Teria ele também dois valores distinguidos, como seu
antecessor, ou trés? Apds esta defini¢do, seria interessante verificar, claro, quais
propriedades seriam preservadas entre cada £; ¢ J;. Problemas desta sorte sdo

aqui deixados em aberto.
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Os calculos P! e P?

Acabamos de demonstrar a maximalidade de J3, isto é, a propriedade
segundo a qual o acréscimo a J3; de qualquer teorema classico ndo-demonstravel
no préprio J3 ocasiona o “colapso” deste célculo ao cédlculo proposicional
classico. Sabemos que hé vérios anos j4 fora introduzido na literatura um outro
cdlculo trivalente paraconsistente maximal, P', construido a partir da intuicdo de
que todos os esquemas cldssicos deveriam valer se aplicados a férmulas ndo-
atdmicas — somente com respeito a férmulas atdOmicas se permitiria um ‘“mau-
comportamento”. Em 5.4.2.1 apresentamos a axiomadtica e as matrizes trivalentes
do célculo P*, tal como originalmente introduzido por Sette (1973) e mostramos
em seguida como fornecer semanticas de sociedade, de traducdes possiveis e de

mundos possiveis para este calculo.

Um axioma a menos

Recordemos a axiomatizacdo para ' originalmente proposta por Sette:
P'1) A—(B—A)
Pl2) (A—>(B—C))—(A—>B)—(A—(C))
P'3) (mA—>—-B)—=((mA—>——B)—A)
Pld) —(A-——A)—>A
PY5) (A—>B)—>——(A—B)
em conjunto com a regra de Modus Ponens: (MP): A, A—»B / B.
Em variadas ocasides (cf. p.ex. Candido, 1992) se observou que o axioma
P'(4) ndo é independente dos demais — ao contrario, pode ser deles deduzido. Ape-

nas para fixar tal resultado, apresentamos a seguir uma demonstracao deste fato.

Fato I. Denotemos por \-,, a relagdo de consequencia sintdtica em P!, Temos:

(TD) Vale o Teorema da Dedugdo: T',A+, B < I'—, A— B.

Consequéncia imediata dos axiomas ?1(1), TI(Z) e (MP), por inducdo sobre o compri-

mento das dedugdes em P,
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(Id) +,A—A

(Trans) A->B,B—>CHF, A—>C

(Perm) A—(B—C)H,

(Simp)

p!

B—>(A—0)

Fn ((A>B)—>C)—>(B—- ()

(Id), (Trans), (Perm) e
(Simp) podem ser facil-
mente demonstrados a

partir de (TD).

Fato II. Os esquemas seguintes sdo demonstrdaveis em P\ (P'@)):

1) (A>—=2A)=>(~A—=(A—>B))

(2) ——A—A

(3) (—|—|A%—|—|B)—)(—|B—)—|A)

@) (B>——B)—>((A—>B)—(—nB—>—A))
5) (B>——B)—((A—>B)—>(nA—B)—B))
6) ((A—>A)>A)—>(A>A)—>A))>A

(7) ((A—>B)—>A)—>A.

Demonstracoes.

b (A>=1=A)—>(mA—>(A—B))

Gracas a (TD), provar este teorema equivale a provar A———A, —A, A I, B.E

p!

seguramente mais facil demonstrar esta nova versdo do teorema. Sempre que

julgarmos evidente, adiante, o uso de tal artificio, ndo o mencionaremos.

Dai:
A———A
—A
A
—A—(—B—>—A)
—B——-A
——A
——A—=(mB———A)

e ® AU AW

10. B

(—B—>—A)—>((wB—>—1A)—B)

premissa;

premissa;

premissa;

de P'(1);

de 2. e 4., por (MP);
de 1. e 3., por (MP);
de P 1(1);

de 6. ¢ 7., por (MP);
de P 1(3);

de 5., 8., 9. e 2xX(MP).



2

3

C))

)

Um axioma a menos

185

Fpi ——A—A
. (—lB%ﬁB)%((ﬁB—)—l—lB)%B)
. 7 B—>—B

1
2
3. (wB—>——B)—>B
4. == B—(—B—>——B)
5

. 7 B—B

I—,P1 (—|—|A%—|—|B)—>(—|B—>—|A)
. 1—A———B
. B

. (mA—=>—"B)=> (A= B)—A)

1
2
3
4. ((—A—>——B)—>((—A—>—B)—>—A)
5. (—A—>—B)—>—A

6. " B—>(—1—A——B)

7

. 1B—>—-A

i (B>—=1B)—>((A—>B)—>(—B——A))
. B—>——B
. A—>B

. A=A

. 1—A———B

1

2

3

4. =—~A—B
5

6. (A—>——B)—>(B——A)
7. " B——A

i (B>—=B)—>((A—>B)—>(mA—>B)—B))
. B—>——B

1

2. A—>B
3. "A->B
4. (B>——B)—>((A—>B)—(—B—>—A))
5

. 1B—>—-A

de P'(3);

de (Id);

de 1. e 2., por (MP);
de P'(1);

de 4. e 3., por (Trans).

premissa;

premissa;

de P'(3);

de 3., por (Perm);

de 1. e 4., por (MP);
de P'(1);

de 6. ¢ 5., por (Trans).

premissa;

premissa;

do Fato I1.(2);

de 3. e 2. por (Trans);
de 4. e 1., por (Trans);
do Fato I1.(3);

de 5. e 6., por (MP).

premissa;

premissa;

premissa;

do Fato IL.(4);

de 1., 2., 4. e 2x(MP);
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6. (B—>——=B)—>((nA—>B)—>(—=B—>——A))
7.
8. (" B—>—A)—>((—wB—>——A)—>B)
9.

o (R((A—>A)>A)>((A—>A)—>A)) A

B

do Fato 11.(4);

de 1., 3., 6. ¢ 2x(MP);
de P'(3);

de 5., 7., 8. e 2x(MP).

Aqui e logo adiante abreviaremos (A—A)—A por @, para facilitar a leitura.

ol A A R L

(a—=>——=0)=>((a—=>a)=>((—o—o)— o))

o—>—
(a—=a)—=>((—o—a)—o)
a—o

((roa—a)—o)

—0—0 b, o

A—A

—a—a bk, A

F ((A—>B)—>A)—>A.

1
2
3
4
S.
6
7
8
9

. (A>B)—>A
. (0>B)—>(A—>B)
. (0—>B)—>A

A

o—>——o

. (0—>—=0) > (—a—>(a—B))
. 00— (0—B)
. (0—>B)>0

. 10— O

10. (—o—a)—A

11. A

do Fato IL.(5);
de P(5) e da definicdo de o
de 2. e 1., por (MP);
de (Id);
de 2. e 4., por (MP);
de 5., por (TD);
de (Id);

de 7., 6. e da defini¢do de o, por (MP).

premissa;
de (Simp) e da definicdo de o;
de 2. e 1., por (Trans);
de P 1(1) e da definicdo de o;
de P(5) e da definicdo de o
do Fato IL.(1);
de 5. e 6., por (MP);
de 3. e 4., por (Trans);
de 7.¢e 9., por (Trans);
do Fato I1.(6);
de 9. e 10., por (MP).

Agora finalmente podemos “eliminar” o axioma T1(4):
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Fato III. O esquema Pl(4): =(A—>——A)—>A é demonstravel em P\ {P'(4)}.
1. 7 (A>——A) premissa;

2. (A—>=—A)>—(A—>——A) de P'(5);

3. (A=>—"mA)>1(A—=714)) > ((A—=——A) > ((A—>——1A)—A))

do Fato I1.(1);
4. 71(A>—1A)>((A—>—A)—>A) de 2. e 3., por (MP);
5. A-o——A)>A de 1. e 4., por (MP);
6. (A>—nA)>A)>A do Fato IL.(7);
7. A de 5. e 6., por (MP).

A segunda via

O leitor terd observado que, em sua formulagdo original, P’ toma como
conectivos primitivos apenas a implicacdo e a negagdo, e ndo fica clara de
imediato a sua relacdo com os demais cdlculos paraconsistentes abordados neste
trabalho. Usando as matrizes de "' podemos facilmente verificar que este cdlculo
estende cada um dos cdlculos C¥, C2, Cr, Cr5 Cre, Ci® e C,u, aqui abordados,
mas ndo os cdlculos C,”% C, 79, C,78, Cr 74 Ci e, Cr 7% ou Coiy pois a
férmula A———A ndo vale em P'. O teorema a seguir mostra como axio-
matizacdes alternativas para P’ podem ser obtidas a partir do simples acréscimo

de novos axiomas a cada um desses célculos por ele estendidos.

Teorema IV. Dados os axiomas de um certo cdlculo CE (ou Ct*), uma axioma-
tizacdo para Pl é obtida pelo acréscimo das formulas (—|B)(") e (A/\B)(") A
(AvB)™ A(A—B)™ como novos esquemas de axiomas.

Com efeito, é facil verificar que ndo apenas os axiomas de C; (ou C,°) mas

também os esquemas (—A)™ e (AAB)™” A(AvB)™” A(A—B)™ sio validados

pelas matrizes trivalentes que caracterizam P’ (vide 5.4.2.1). Reciprocamente,

usando quaisquer das semanticas que apresentamos para C; (vide 3.2 e 3.3)

observamos que os axiomas P 1(1), P 1(2) eP 1(4), sdo validos em cada Cf. Além
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disso, em cada C! sdo vélidos ainda os esquemas (—B)™ — ((~A—>—B)—
(mA—>——B)—A)), e (A>B)"”—((A—B)———(A—B)). Mas (nA——B)—
((mFA—>—==B)—>A) ¢ (A->B)—>——(A—B) sdo exatamente 0s axiomas
restantes de P, ?1(3) e ?1(5). Logo, de C1(4), C1(5) e (MP) concluimos que em
cada CEU{(=B)™, (AAB)™ A(AVvB)™ A(A—B)™ } os axiomas P1(3) e P1(5)
sdo demonstraveis. Note ainda que o mesmo argumento vale para C,°, cilculo

que estende CJ.

Para conhecer a relacdo entre os célculos Cy e C;° e os demais calculos
estendidos por P, consulte o apéndice @+, Célculos. Como consequéncia do
Teorema IV, € teorema de P! todo esquema da forma A(”), onde A € uma férmula
nao-atomica. Dai afirmarmos que “todos os esquemas clédssicos sdo demonstriveis
em P! para férmulas ndo-atdmicas”. Com efeito, basta notar que em Cfu
{(=B)™, (AAB)" A(AVB) A(A—B)™ } a reducdo ao absurdo vale para for-
mulas ndo-atdomicas. Observe que a validade de T1(4) em cada C} elimina a ne-
cessidade de demonstra-lo a partir de qualquer das novas axiomatizacdes para P

Com o fim de simplicidade, fixaremos doravante a axiomatizacdo de P’
dada por C? U{(=B)°, (AAB)°A(AvB)°A(A—B)°}. Destarte serdo conectivos
primitivos de ' ndo apenas a implicacdo e a negacdo, mas também a conjuncdo e
a disjun¢@o. Uma nova demonstra¢do da completude de P ' com relacdo a (todas)
as matrizes trivalentes apresentadas em 5.4.2.1 é possivel. Mas para tanto sio

desejdveis alguns lemas prévios.

Lema L. Os esquemas seguintes sdo demonstrdveis (vdlidos) em C1:
A°—(A—>——A);

A°—=(—-A—>(A—DB));
B°—>(A—(—B—>—(A—B)));
A°—>(—mA—>—-(AAB));
B°—>(—=B—>—(AAB));

AN o

(A°AB°)—(=A—(=B——(AVB))).
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Lema I1. Seja G uma formula de P! cujas varidveis atomicas S4o pi, P2, ---» Pn-
Dada uma valoragcdo v: FOrR(P') — {V, V', F}, definamos para cada p;,
1<i<n, as seguintes formulas associadas:

(i) sev(p)=V, entdo pi==(p;A=p:) e pi=pi;
(i) sev(p)=V", entdo pi=pi e pi=pir—pi;
(iii) se v(p))=F, entdo pi=—(pin—p;) epi=—1p;.
Denotemos por A o conjunto { p1, p3, ..., PnsP1> P2+ ---» Pn }. Definamos ainda:
(iv) sev(G)=V, entio G’=G;
v) sev(G)=V", entdo G’=GA—G;
(vi) sev(G)=F, entio G’=—G.
Afirmamos que vale o seguinte:
A+, G’.

A demonstracio se dard por inducdo na complexidade de G. Como passo base de

inducgdo, consideremos o caso em que G € atOmica, isto é, G € p;, para algum

1<i<n. Logo, A={p7, pi }, mas neste caso, para toda v dada, temos p;=G’.

Note que a partir dos axiomas C1(1) e C1(2) ji podemos deduzir o esquema

A—A,donde A, G’.

Suponhamos agora como hipétese de inducao, (HI), que o lema seja valido

para qualquer férmula F com um nimero de conectivos menor ou igual a n.

Mostraremos que ele vale também para férmulas com n +1 conectivos.

(Caso 1) Suponha que G seja —A.

(Subcaso 1.1) Seja v(A)=V. Como consequéncia, v(G)=F.
(Subsubcaso 1.1.1) A € p;, uma férmula atomica.
Neste caso, de (i) e (vi) temos pj=—(p;A—p;), pi=pi e G’=—G=
—=p;. Do Lema L.1 temos p? —(p; >——p;),edaiA -, G’.
(Subsubcaso 1.1.2) A é ndo-atdmica.
Neste caso, de (vi) temos A’=A e G’=—G=——A. Como A é ndo-

atdmica, A° é teorema de P'. Do Lema I.1 concluimos que A—>——A §é

teorema de P, e como por (HI) temos A -, A’ ,entdio A -, G’
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(Subcaso 1.2) Seja v(A)=V". Como consequéncia, v(G)=V.
(Subsubcaso 1.2.1) A é p;.
De (ii) e (iv) temos p;=p;A—p; € G’=G=—p;. Mas de C;(5) temos
(pin—ipi) > —pi, donde A+, G’

(Subsubcaso 1.2.2) A é ndo-atdmica.

De (v) e (iv) temos A’=AA—A e G’=G=—A. Por (HI) temos A

P!

A b
dai, tal como no Subsubcaso 1.2.1, concluimos A +,, G’
(Subcaso 1.3) Seja v(A)=F. Como consequéncia, v(G)=V.
(Subsubcaso 1.3.1) A é p;.

De (iii) e (iv) temos p;=—1p; e G’=G=—p;.Dai, A+, G’.

P!

(Subsubcaso 1.3.2) A é ndo-atdmica.
De (vi) e (iv) temos A’=—A e G’=G==A. Por (HI) temos A -,
daiA-, G’.

p!

A’ e

(Caso 2) Suponha que G seja A—B.
(Subcaso 2.1) Seja v(A)=F. Como consequéncia, v(G)=V.
(Subsubcaso 2.1.1) A € p;, uma férmula atomica.
Neste caso, de (iii) e de (iv) temos pj=—(p;A—p;), pi=—p; e G’=G=
pi—B. Do Lema 1.2 temos p?—(—p;—(p;—B)),edaiA -, G’.

~
(Subsubcaso 2.1.2) A é ndo-atdmica.
De (vi) e (iv) temos A’=—1A e G’=G=A —B. Como A € nio-atdmica,
A° é teorema de P'. Do Lema L.2 concluimos que "A—>(A—B) €
teorema de P 1, e como por (HI) temos A -, A ’.,entdo A Fp G’.

(Subcaso 2.2) Seja v(B)=V. Como consequéncia, v(G)=V.
(Subsubcaso 2.2.1) Bé p;.

De (i) e de (iv) temos p;=p; € G’=G=A—p,;. Mas de C;(1) temos
pi—>(A—p;),donde A, G’.

p!

(Subsubcaso 2.2.2) B ¢é ndo-atdmica.

De (iv) temos B’=B ¢ G’=G=A —B. Por (HI) temos A -, B’, dai, tal

P!

como no Subsubcaso 2.2.1, concluimos A -, G’
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(Subcaso 2.3) Seja v(A)#F e v(B)=F. Como consequéncia, v(G)=F.
(Subsubcaso 2.3.1) B¢ p;.
De (iii) e (vi) temos pj==(p;A=p;)), pi=—pi € G’=—G==(A—p;).
Além disso, caso A seja uma férmula atomica p;, entdo se v(p;)=V
temos, de (i), pj=p;, e se v(p;)=V " temos, de (ii), pf=pjA—p;. Em

ambos 0s casos temos A -

p!

A. Por outro lado, caso A seja ndo-atOmica,
entdo se v(A)=V temos, de (iv), A’=A, € se v(A)zV* temos, de (v),
A’=AA—A. Em ambos os casos, por (HI) temos A +,, A’, donde mais
uma vez inferimos que A+, A. Mas do Lema L.3 sabemos que pf—
(A= (—p;i—>—(A—p;))) é teoremade P'. Logo, A+, G’.

(Subsubcaso 2.3.2) B é ndo-atdmica.
Como no Subsubcaso 2.3.1, temos A ,, A. Além disso, de (vi) temos
B’==B e G’==G==(A—B). Por (HI), A, B’, e como B foi suposta
ndo-atdbmica, B° é teorema de P 1, e concluimos do Lema L3 que a
férmula A—(=B—>—=(A—B)) é teoremade P'. Dai, A+, G’ .
(Caso 3) Suponha que G seja AAB.
(Subcaso 3.1) Seja v(A)=F. Como consequéncia, v(G)=F.
(Subsubcaso 3.1.1) A € p;, uma férmula atomica.
Neste caso, de (iii) e de (vi) temos pj=—(p;iA—p), pi=—pi e G’=
—G==(p;AB). Do Lema 1.4 temos p{—(—p;—>—(p;AB)), e dai
A+, G’.
(Subsubcaso 3.1.2) A é ndo-atdmica.
De (vi) temos A’=—A e G’=—G=—(A AB). Como A é ndo-atdbmica, A°
é teorema de P!, e concluimos do Lema L4 que "A—>—(AAB) €
teorema de P 1, e como por (HI) temos A -, A’ ,entdo A -, G’
(Subcaso 3.2) Seja v(B)=F. Como consequéncia, v(G)=F.
Basta repetir o raciocinio usado no Subcaso 3.1 invocando desta vez o

Lema L.5.
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(Subcaso 3.3) Seja v(A)#F e v(B)#F. Como consequéncia, v(G)=V.
De (vi) temos G’=G=AAB. De (iv), (v) e de (HI) temos A+, A e A+, B.
De C;(3) sabemos que A—(B—(AAB)) é um esquema demonstrivel
em P'. Dai concluimos que A o G
(Caso 4) Suponha que G sejaAv B.
(Subcaso 4.1) Seja v(A)#F. Como consequéncia, v(G)=V.
(Subsubcaso 4.1.1) A € p;, uma férmula atomica.
Se v(A)=V temos, de (i), p;=p;, e se v(A):V* temos, de (ii), pi=p;.
Além disso, de (iv) temos G’=G=p,;v B. Mas de C;(6) sabemos que
pi—(pivB) é um esquema demonstravel em P! Concluimos daf que
A+, G’.
(Subsubcaso 4.1.2) A é ndo-atdbmica.
De (iv), (v) e de (HI) temos A +,, A, e de (iv) temos ainda G’=G=AV B.
Como no Subsubcaso 4.1.1 concluimos que A +,, G’
(Subcaso 4.2) Seja v(B)#F. Como consequéncia, v(G)=V.
Basta repetir o raciocinio usado no Subcaso 4.1 invocando desta vez C; (7).
(Subcaso 4.3) Sejav(A)=F e v(B)=F. Como consequéncia, v(G)=F.
(Subsubcaso 4.3.1) A € p; e B € p;, féormulas atomicas.
De (iii) temos pi=—1(piA—pi) € pi=—1pi, pj=—1(pjA—p)) e pj=—1p;.
De (vi) temos G’=—G==(p;vp;). Do Lema 1.6 temos (p?Ap;)—
(mpi— (mpj—=(pivp))),edailAE, G’.
(Subsubcaso 4.3.2) A é p; e B é ndo-atOmica.
De (iii) temos p;=—(p;A—p;) € pi=—p;, e de (vi) temos B’=—B e
G’=—G==(p;vB). Por (HI) temos A I, B’, e como B foi suposta ndo-
atOdmica, B° é teorema de P ! Do Lema 1.6 concluimos que A, G’.
(Subsubcaso 4.3.3) A € ndo-atdmica e B € p;.
Como no Subsubcaso 4.3.2, mutatis mutandis.
(Subsubcaso 4.3.4) A e B sdo ambas ndo-atdmicas.
De (vi) temos A’=—A, B’=—B e G’=—G=—-1(AVvB). Por (HI) temos
A+, A’ e Ak, B’,ecomo A e B sdo supostas ndo-atdmicas, A° ¢ B® sdo

teoremas de '. Do Lema L6 concluimos que A . G’
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Teorema V. (Completude) Toda tautologia de P segundo as matrizes trivalen-
tes apresentadas é demonstrdvel neste cdlculo.
Seja dada uma tautologia G cujas varidveis atbmicas sao py, p2, ..., pn . Entdo, pelo
Lema II, para cada valoragdo dada temos A +,, G. Denotemos por A; o conjunto
A\{p7, p1}, e consideremos trés valoracdes distintas, v;, v» € v3 tais que difiram
exatamente em p,, isto é:
(@) vi(p1)=V, casoem que pi=—(pi ATp1) € p1=pi;
(b) v2(p1)=V", casoem que pi=p; e p1=pi ATp1;
(©)  v3(p1)=F, caso em que pi=—(pi A=p1) e pr=—1pi.
Do caso (a) temos
A, 2(prAa—ip1) . p1—G, €]
e do caso (c¢) temos
A, (pra—ipr) o p1—G. (2)
De (1) e (2), por C1(8), C1(11) e (MP) (a prova por casos), temos
Ay, =(p1A—pr) H,. G. 3
Mas do caso (b) temos
Ay, pra—pr o p1—G. “4)
Lembrando que, de C;(4), o esquema (AAB)—A é demonstravel, entdo
Ay, pra—pr H, G. Q)
De (3) e (5), usando novamente a prova por casos, temos
Ak, G. (6)
O que logramos assim foi “eliminar” a varidvel p;. Recursivamente,
podemos definir o conjunto A; como A\ {p;, pi}, 1<i<n, e repetir o pro-
cedimento acima n—1 vezes. Desta forma, o conjunto A,,; € vazio; ao atingi-lo

teremos concluido a presente demonstracao.

Concluida enfim a prova direta e construtiva da completude da nova
axiomdtica que propusemos para P! com relacdo as matrizes trivalentes apre-

sentadas em 5.4.2.1, prosseguimos agora a demonstrar a maximalidade de P L
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Teorema VI. P' é maximal.

Seja g(p1, p2, .--» Pn), COM py, P2, ..., p, varidveis atdmicas, um teorema do
cdlculo proposicional cldssico que ndo seja porém teorema de P'. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que v (g (pi, p2, ..., pn))=F quando v ( pi)=V" para
todo p;, 1 <i<n. Com efeito, se uma dada féormula h(pi, p2, ..., Pn, Pns1)
assume o valor F quando v ( pi)=V" para todo 1 <i<n e v( pne1) V', entio
podemos fixar o valor da varidvel p,.; substituindo-a por p; = p; se v(pn+1)=V,
ou por 1 (p;—p1) se v(pne1)=F, e assim obter uma férmula da forma g (pj,

p29 ---9pn)-

Consideremos agora a féormula D,, definida por
W E (P ATP)V (P2 APV VT (P ATIP,).
Entdo, para toda valoragio w segundo as matrizes de P, é facil ver que
w(D,)=YV se e somente se w(pi);tV* paraalgump;, 1 <i<n,ew(D,)=Fem
caso contrério. Afirmamos que a proposi¢do g (pi1, p2, ..., pn) =D, é uma tauto-
logia de . De fato, para cada w dada duas situacdes podem ocorrer:
* w(Dy)=V;
e w(D,)=F, o que ocorre desde que w(pi)zV* para todo p;, 1 <i<n. Mas
neste caso w (g (p1, p2, ..., pn))=F.

Em ambos os casos temos w (g (pi, p2, -.., pn) —Dy)=V . Pela comple-
tude de P', esta proposicdo é demonstravel. Concluimos dai que em 2 'y
{g(p1, P2, ..., pn) } 0 esquema D, € demonstravel. Em particular, nesta extensao
de P, fixada uma varidvel proposicional p; , podemos demonstrar = ( py A= p; )V
“(prAp)V...v=(piA—py), donde o préprio esquema —(pyA—ip;) € de-
monstravel. A partir de C1(9), por (MP), a redugio ao absurdo passa a ser irrestri-

tamente vélida, e obtemos assim o célculo proposicional cldssico com forga total.

A Terceira Margem

, , . . - 1
Havera um célculo trivalente maximal que, diferentemente de P, estenda

também os cdlculos C,”%, C, ¢, C,7b, Cr ™% Cr Cr 77t e C,pp, isto é,
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tal que a formula (AN): A———A também nele valha? Sim. As matrizes deste
célculo, o qual batizamos P?, foram apresentadas em 5.4.2.2 — basta cambiar a
negacdo de P.

Mostraremos que uma axiomatizacao para P? pode ser obtida a partir do
acréscimo do esquema (AAB)™ A(AvB)™ A(A—B)™ a axiomitica de C,*
(oude C,, 7"). Assim, o leitor deve notar que por um lado (AN) é axioma de P2

™ ¢ axioma de

ndo obstante ndo seja demonstravel em P, e por outro lado (—B)
P!, conquanto seja indemonstravel em P 2, Denotando por 01 X a formula = X e
por —1;+1 X a formula —(—; X), podemos dizer que é teorema de P 2 todo esquema

da forma A™

, desde que A ndo seja da forma —,p, com p uma proposi¢io
atdmica.

Com o fim de simplicidade, fixaremos doravante a axiomatizagdo de P2
dada por C177° U{(—=B)°, (AAB)°A(AV B)°A(A—B)°}. Demonstraremos a se-

guir sua completude.”

Lema III. O Lema II vale também para P>.
Devemos apenas rever os casos em que a mera suposi¢do de que a proposicdo A é
nao-atdomica nos levou a concluir que A° € teorema: esta inferéncia pode ser feita
em P, mas j4 notamos que ela s6 vale em P? se A ndo for da forma —, p, com p
uma proposi¢do atdmica. Denotemos por +,, a relagdo de consequéncia sintética
de P*.
(...)
(Subsubcaso 1.1.2) Suponha que G seja —A e v(A)=V. Dai, v(G)=F.
Suponha ainda A ndo-atdmica.
Neste caso, de (vi) temos A’=A e G’=—G=——A. De (AN) sabemos que

A———A, e como por (HI) temos A~,A’,entao A ~, G’.

P P

z 2 . . 1 ~ . ~
*Em Marcos, 1997a, o célculo P~ é introduzido e confrontado com P . A apresentagio e a discussdo
dos principais resultados expostos nesta se¢do e nas duas se¢des precedentes podem ser encon-

tradas neste artigo.
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(Subcaso 1.2) Suponha que G seja =A e v(A)=V". Dai, v(G)=V" (note a
diferenca do caso de P).
(Subsubcaso 1.2.1) A € p;, uma férmula atdmica.
De (ii) e (v) temos p;=p;A—p; € G’=GA—G=—1p;A——p;. De (AN)
temos que p; —>——p;, € em conjunto com C1(3), C;(4) e C1(5) con-
cluimos A k. G’.
(Subsubcaso 1.2.2) A é ndo-atdmica.
De (v) temos A’=AA—1A e G’=GA—-G=—1AA—1—1A. Mas por (HI) te-
mos A +,, A, Dati, tal como no Subsubcaso 1.2.1, inferimos A I-,, G’.
(...)
(Subsubcaso 2.1.2) Suponha que G seja A—B e v(A)=F. Dai, v(G)=V.
Suponha ainda A ndo-atdmica.
De (vi) e (iv) temos A’=—A e G’=G=A—B. Se A ndo é da forma —, p;,
o raciocinio do Lema II permanece inalterado. Consideremos portanto o
caso em que A é desta forma —e A’, como consequéncia, € —1,,41 p; .
Como v(A)=F, podemos concluir que v(p;)#V". Se n é da for-
ma 2m, entdo v(p;)=F, e daf temos, de (iii), p;=—(p; A= p;) € pi=—1p;.
Lembramos que F° —(—,F)° é um esquema demonstravel mesmo em
C, (como uma generalizacio do ex. b em 2.2.2.1 e ex. b em 2.3.3.6), e
dai temos pf —>A°. Além disso, apds m aplicacoes de (AN) obtemos
—p;—A’. Dai concluimos que Ar.A° e Ar,.—A. Do Lema 1.2

2 2
concluimos que A F,, G’.
Por outro lado, se n é da forma 2m—1, entdo v(p;)=V, e dai
temos, de (i), pi=—(piA—p;) e pi=p;. Novamente temos p? —A°, e
ap6s m aplicagdes de (AN) obtemos p;—A’. Dai, A, A° e Ak, A, e
mais uma vez do Lema L.2 concluimos que A +,, G’.
(..)
(Subsubcaso 2.3.2) Suponha que G seja A—B, v(A)#F e v(B)=F. Dai,

v(G)=F. Suponha ainda B ndo-atdomica.
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De (i) e (ii) — caso A seja atomica — e de (iv), (v) e (HI) — em caso con-
trdrio — concluimos que A, A. De (vi) temos G’=—G=—(A—B). Se B
nao € da forma —,p;, o raciocinio do Lema II permanece inalterado.
Consideremos portanto o caso em que B € desta forma — e B’, como
consequéncia, € 7,41 p; .
Por um raciocinio similar ao usado no Subsubcaso 2.1.2, mas
desta vez fazendo uso do Lema 1.3 mostramos que A . G’.
(eer)
Os demais subsubcasos a reavaliar, quais sejam, 3.1.2, 3.2.2, 4.3.2, 4.3.3 ¢
4.3.4 sdo igualmente similares ao Subsubcaso 2.1.2, s6 que fazendo uso,

respectivamente, do Lema 1.4, L.5 e, nos ultimos trés casos, L.6.

Teorema VIL. (Completude) Toda tautologia de P* segundo as matrizes triva-
lentes apresentadas é demonstrdvel neste cdlculo.

A demonstracdo deste resultado metatedrico acerca de P 2 segue aquela da com-
pletude de P 1, Teorema V, usando novamente a prova por casos, mas desta feita

fazendo uso do Lema III, recém-demonstrado.

Teorema VIIL P? é maximal.

Basta fazer uso do mesmo raciocinio usado no Teorema VI sobre a maximalidade
de P, notando que segundo as matrizes de P ? ainda vale, para toda valoragdo w,
w(D,)=V se e somente se w(p;)#V" paraalgum p;, 1 <i<n,ew(D,)=Fem
caso contrdario. Além disso, é claro que a adicdo do esquema —(p;A—p;) ao
cdlculo P2, definido como C7? U{(=B)°, (AAB)°A(AVB)°A(A—B)°} causa

igualmente a sua transformagao no célculo proposicional cléssico.

O fato de que disponhamos de trés calculos paraconsistentes maximais, €
ainda por cima todos trivalentes, ndo deve causar espécie ao leitor, ndo mais do
que a observacdo de que ramos que se separam a partir de uma mesma arvore
possuem extremidades distintas. Agora, é evidente que nenhum destes cdlculos
pode ser uma extensdo do outro, ja que eles sdo todos maximais (para conhecer as

diferencgas entre eles, cf. o apéndice ®, Outros esquemas).
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Anotacoes Paraconsistentes

A seguir apresentamos diversos resultados de independéncia, bem como alguns
teoremas relativos aos cdlculos paraconsistentes apresentados neste trabalho. Os
resultados novos sdo aqui assinalados por *; os resultados que, além de novos,
vém corrigir os apresentados em Alves, 1976, ou Alves & Queiroz, 1991, sdo
assinalados por &. Também alguns resultados ja conhecidos sdo aqui apresen-

tados, boa parte deles de forma diferente — estes nao serdo postos em destaque.

Da independéncia dos axiomas de C,,

Para cada axioma de C,, exibimos aqui matrizes “esdrixulas” nas quais
todos os demais axiomas, mas nao este, assumem valores distinguidos. (E claro
que a matriz da implicacao deve ser cuidadosamente escolhida em cada caso a fim
de garantir que a regra de Modus Ponens seja “boa”, isto €, preserve validade.) Se
somos capazes de demonstrar assim, com um certo conjunto de matrizes de uma
légica n-valente, a independéncia de um certo axioma frente aos demais, ainda
pode ser que possamos fazé-lo com uma l6gica m-valente, m <n . Dai, para alguns
axiomas, apresentarmos mais de uma solucio ao problema de sua independéncia:
primeiro buscamos um menor niimero total de matrizes para o conjunto dos

axiomas, em seguida buscamos matrizes menores para axiomas especificos.

Cn(1)
Para verificar que o axioma C,(1): A—(B—A) é independente dos

demais, fagamos uso das seguintes matrizes:

|~ MIEIEE v MFEE
¥ RN B |v[v v

<9
Y NRREE ¥ NN
B v v s T NIRRT
| o> Rl Rl o RIRARYER
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!_--III'I-

~
= YV
- ‘Y’ ‘Y’ @ S o8l T
T RARYRYEE g
viv[rly = Wk
onde { Y, ¥, IL } sdo os valores distinguidos. Agora basta tomar os valores 1L
emAe P emB.
Cn(2)

Para a independéncia do axioma C,(2): (A—=>B)—=((A—=(B—=C))—

(A—C)), tomemos as matrizes

l_--IIII I_--IIII !_--I'II

-HHH-‘Y’]I]I -‘Y’JI‘Y’
Bl 07T Bl YT T ElY[YY

1T
Y
Y

onde Y € o tnico valor distinguido. Basta tomar o valor ¥ em A e em C,

e Y oull emB.

Cn(3),Cn(4) e Cn(5)

A independéncia de C,(3): A—>(B—>(AAB)), pode ser verificada

mediante as matrizes

l_--III'I l_--llﬂ !_--II'I

-]I]I]I-‘Y’HH -fv"v“v’
Bl 0 0o g s io] B Yy Yy

NEEE

onde Y é o tnico valor distinguido. Basta tomar o valor °Y” em A e em B.

Para a independéncia de C, (4): (AAB)—A, ITE
Y|y

podemos usar as mesmas matrizes acima, trocando

apenas a conjuncao por AR

1T

I g

1T

e tomando os valores 3§ em A e Y’ em B.
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Dk Ja para a independéncia de C,(5): (AAB)—B, ’TE
Y|V o

podemos mais uma vez usar as mesmas matrizes ¥yl

acima, trocando agora a conjunc¢ao por E IL)IT ) IT

e tomando os valores YV’ em A e ¥ em B.
DX Alternativamente, podemos mostrar a independéncia de C,(3) usando as

matrizes da disjuncdo, da implicacdo e da negacdo classicas, e A
fofi Ref

trocando apenas a matriz da conjun¢do pela matriz a direita.

Y’ é o valor distinguido. Tomamos este valor em A e em B. ofi Ref

Dk Podemos fazer essencialmente o mesmo para mostrar a independéncia de

C, (4). Neste caso a matriz da conjuncio € esta a esquerda.
S : jun :

Yy Y’ é o valor distinguido. Tomamos os valores ¥ em A
Yy e Y em B.

Cn(6), Ca(7) e Cn(8)

DX As matrizes abaixo nos mostram a independéncia de C,(8): (A =>C)—
((B>C)—>((AvB)—().
~ EMERE v MMEE
MRAEIEE v RARARARG
RS ¥ RARARARS
o o o T RARURYER
B s s s s ' NIRAEES
- MMEE =
NN %
Y[v|[s|s ol 5
T RARARARS g
Yiviviy 25 [N

onde { Y, Y } sdo os valores distinguidos. Basta tomar os valores Il em A e

emB,e Il ou S em C.
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Dk Para a independéncia de C,(6): A —(AvB), tomamos a conjungio, a
implicacdo e a negagdo acima, e trocamos a disjun¢do pela matriz abaixo a esquerda.
w Para C,(7): B—>(AvB), fazemos essencialmente o mesmo, trocando a dis-

jungdo acima pela matriz abaixo a direita.

v MMEER v MMEE
v RARRARG v R
¥ NARARAEE ¥ RARARARY
I NARdEEES I NARdEEES
| RAREEER H YV s s

Em ambos os casos, basta tomar os valores ¥ em A e 5 em B.
o Alternativamente, com matrizes trivalentes, podemos mostrar a indepen-

déncia de C, (7) e C,, (8). Para o caso de C, (7), as seguintes matrizes se prestam:

l_--III'I l_--llﬂ !_--II'I

-HUH-‘Y’HH -fv“v’n
Bl 0 0ol yolo| B YY)y

<S|HH]A

onde {Y, Y} sdo os valores distinguidos. Basta tomar os valores IT em A e 3§ em B.

k) No caso de C, (8), podemos usar as matrizes a seguir:
~ EE - MEE - eI -
MR + RARAG vy i
¥y YIY[ Yy YIY[ Yy v
T dbdEdy T RN © RARARE 0k

onde Y € o tunico valor distinguido. Basta tomar os valores ¥ em A e em B, € 0

valor Y ou I em C.

Cn(9)
Para verificar a independéncia do axioma C, (9): B(”)—>((A —-B)>

((A—>—~B)—>—A)), podemos usar as matrizes a seguir:
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~MEE - MEIE - lEEIE -
B s o By vy B[y |o| R
Bl v o Yyl BEY[Y[o o]
Bl 0 o0 o Bl Y[y o] EY YV Y

onde {Y’, Y} sdo os valores distinguidos. Basta tomar o valor YV’ em A e o

valor ¥ em B.

Cn(10)
A independéncia do axioma C,(10): (A™AB™)—=((AAB)"” A

(AVvB)"” A(A>B)™), pode ser demonstrada com o uso das seguintes matrizes:

~NMEHAE -  BEE - EEE -
B s v oy BR3|[Yylno

B o
Bl YTl Byl yly Y R jof
Bl 0 0o gy vio EJY[YY Y

onde {Y’, '} sdo os valores distinguidos. Basta tomar o valor Y’ em A e em B.

Cn(11) e Cn(12)
Usando as matrizes bindrias do cdlculo proposicional

-
classico e a negagdo a direita, e considerando Y o valor distin- 5

guido, temos imediatamente assegurada a independéncia do axio- hof

maC,(11): Av—A.

Usando a negacio a esquerda, asseguramos a independéncia

x do axioma C,, (12): = A = A.

Em ambos o0s casos acima, basta tomar o valor ¥ em A.

EM TEMPO: Deve-se observar que todos os resultados de independéncia problematicos encontrados em
Alves, 1976, isto é, de C,, (3) a C,, (8), foram creditados a Arruda. As tabelas apresentadas para estes
axiomas ndo funcionam, pois: no caso de C, (3), apenas este axioma deveria tomar valores ndo-
distinguidos, mas, ao invés, isto acontece com C, (4), C, (7), C, (10), C, (11); no caso de C, (4),
falham C, (5), C, (7)), C, (9), C, (10), C, (11); no caso de C, (5), falham C, (3), C, (7), C, (9),
C, (11); no caso de C, (6), falha C, (6) mas também C, (9) e C, (11); no caso de C, (7), falha
C,, (7) mas também C,, (9) e C,, (11); por fim, no caso de C, (8), falha C,, (8) mas também C,, (9).



Da independéncia dos axiomas de C,” 203

Da independéncia dos axiomas de C,

Acrescentando a cada C, o axioma (AN): A - ——A construimos o cél-
culo C,;" (vide 5.2), e neste novo cdlculo toda a questdo acerca da independéncia
dos axiomas tem lugar mais uma vez.

Em primeiro lugar, para cada axioma de C, devemos agora encontrar
matrizes que o falsifiquem ao mesmo tempo em que atribuem a todos os outros
axiomas, inclusive o novo, (AN), valores distinguidos. J4 pensamos nisso ao
escolher as matrizes que mostram a independéncia de cada axioma de C, frente
aos demais, e o fizemos de tal modo que (AN) também sempre recebesse um valor
distinguido.

* Gracas a este cuidado especial, todas as matrizes acima exibidas fun-
cionam, com apenas uma excecdo: aquelas que mostram a independéncia de

C.(11): Av—A . Mas neste caso sugerimos substitui-las pelas seguintes matrizes:

|~ MMEE v MMEE
By v s|s " RARERENG
Bl v[o|s - RARAEARG
| T R T RS
BHs sis s < NIRAEIES
- MEEE -
v NRESES Ed o
Y vV s il
T RARARARS g v
BEY Y Yy | <5

onde { Y, Y } sdo os valores distinguidos. Basta tomar o valor IT em A, e temos
demostrada a independéncia de C,,'(12) dos demais axiomas de C,,".
O passo que falta é demonstrar a independéncia do proprio axioma (AN).

Para tanto sugerimos as matrizes a seguir:
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~ I v Ik |- --I'II =

V|| o VIV[Y T

Y]V I RARE - ‘Y’ 11 Y

Bl 0 7 0| EdY YO BEYYY Y
onde {Y’, Y} sdo os valores distinguidos. Basta tomar o valor ¥ em A.

A um passo da légica classica
Serd que este acréscimo de (AN) a Cy, por exemplo, nido

-

nos remete a logica cldssica? Ndo. O principio da ndo-contra- I

dicdo, na forma (A A—A) continua indemonstravel em ca- F\;

da C,]. Para verificar isto, basta usar as mesmas matrizes acima,
trocando apenas a negacao por esta a direita.

Tomamos o valor § em A.

Da substituicao de axiomas

Um dado célculo pode ser axiomatizado de diversas formas equivalentes.
Nao raro, ao com ele trabalharmos, descobrimos algumas destas formas, descobri-
mos que a substituicdo de um dado axioma por um outro, na presenca dos demais,

7z

produz o mesmo resultado, isto €, resulta no mesmo conjunto de teoremas

demonstraveis.

De fato, desde o principio deste trabalho ja vimos fazendo uso de uma
axiomatizacdo para C; cuja apresentacdo (vide 2.1, Figura 1) difere em alguns
pontos da original (cf. da Costa, 1963). A axiomatizacdo original contava com um
axioma a mais, A° — (—A)°, que ja se mostrou ser derivavel a partir dos demais, e
trazia dividido em trés o axioma de propagac¢do de bom-comportamento, C1(10),
que apresentamos aqui. Como é ficil verificar, esta nova apresentagdo equivale
a original. Analisaremos a seguir alguns outros Teoremas de Substitui¢do de

Axiomas.
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(Ca\{" A5 A})U{BD > (B—>(1B—>A))} 11 A->A

Em Alves & Queiroz, 1991, trabalho no qual baseamos a Figura 1, en-
contramos algumas propostas para uma possivel substitui¢do de axiomas de Cj.
Uma delas (id., p.73 e 75), e que € na realidade aquela que os autores representam
em seu diagrama, seria a de substituir o axioma da redugio das negagoes, C1(12):
——1A —> A, pelo esquema de trivializacdo (ET"): B°—(B—(—B—A)). Logo, a
proposta é:
SUBSTITUICAO I. Em C; podemos substituir C1(12) por (ETl).

Nio é tarefa dificil verificar que em C; podemos deduzir (ETI). Tomemos
como hipéteses B°, B, —B.De C1(9) temos B°—((—A—>B)—((mA——B)—
——A)), donde, a partir da primeira hipétese, B°, e (MP) temos ((—mA—B)—
((mA——=B)—>——=A)). De C1(1) e C1(2) temos, usando as duas outras hipGteses
e (MP), = —A, e de C;(12) e (MP) temos, finalmente, A .

Devemos notar que o esquema C1(12) tem um papel decisivo na deducéo
acima. De fato, ndo € possivel derivar (ET") de C;\{C1(12)} (isto é, de Ci(1) -
C1(11) e (MP)). Para ver isto basta usar as mesmas matrizes recém-exibidas que
mostram a independéncia de C;(12), tomando o valor ¥ em A e o valor Y’ em B.
Temos, portanto:

Teorema I. (ET") ndo é dedutivel de C;\ {C1(12)}.

Mas serd possivel demonstrar a reciproca, isto é, que de (C;\
1 U odemos inferir Cy ? J4 veremos que nao. Considere-
{C1(12)} ) U{(ET")} podemos inferir C1(12)? J4 que ndo. Consid

mos as matrizes seguintes:
~ MME [ e RAEIE
MRdE MEARG V| I

(Y)
Bl v o Ky vy vivylo
Bl o ool y[y[o] Byl vy

2

ez

onde {Y, '} sdo os valores distinguidos. Tomando o valor IT em A verificamos

que C1(12) é independente de (C;\{ C1(12) })U{(ET")}. Dai:
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Teorema IL. C;(12) ndo é dedutivel de (C:\{ C1(12)})U{(ETY)}.

O Teorema Il nos mostra que a SUBSTITUICAO I é, por conseguinte,
simplesmente falsa.

* Os Teoremas I e II podem ser facilmente generalizados. Tomando (ET"™)
como B™ — (B—(—~B—A)), podemos igualmente usar as mesmas matrizes que
mostram a independéncia de C, (12), tomando o valor ¥ em A e o valor Y? em B
para verificar que (ETY) ndo é derivavel de C,\ {C,(12)}, e em seguida usar as

mesmas matrizes acima para verificar que ( C,\ {C, (12)} ) U {(ET™)} # C,(12).

(CI\{——A—>A})U{A°>(-A)°} #F—-A>A
E curioso observar que um engano muito semelhante a Substituicao I ja

pode ser encontrado em Alves, 1976 (p.28), que afirma:

SUBSTITUICAO II. (Arruda) em C,, 1<n<®, podemos substituir o postulado

C,(12): =—A—A por A™ —(=A)™.

k) Ora, para verificar que a dedu¢éo de C, (12) a partir de (C,\{C,(12)} U
(A™ (=A™ ¢ impossivel basta notar que nas matrizes que mostram a
independéncia do axioma C,(12) frente aos demais axiomas de C,, também o
esquema A® 5 (2A)™ assume apenas o valor distinguido Y. A SUBSTITUI-
CAo II também é, portanto, falsa.

O erro na demonstracio ocorre exatamente no ponto em que se faz uso do
fato de que ‘““a negacgdo forte, ~, tem todas as propriedades da negacdo cldssica”.
Ora, a falha da SUBSTITUICAO I nos mostra que isto s6 é verdade na presenca de
C, (12), a reducdo das negacdes. Vimos por exemplo que o esquema de triviali-
zacdo, (ETI* ), 0 qual se invoca na prova da SUBSTITUICAO II, ndo era demons-

travel em (Co\ {Cn (12)}) .

Enfraquecendo um teorema correto

E realmente muito estranho que se tenha sequer cogitado a SUBSTITUI-

CAO I, ja que também em Alves, 1976 (p.27) se afirma a
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SUBSTITUICAO III: em C,, 1<n<®, podemos substituir o postulado C,(9):
B™ = ((A>B)—=((A—>—B)——A)) por (ET*): (B ABA—B)—>A.

Ora, para mostrar que
Teorema IIL. (ET") ¢ (ET?) sdo intersubstituiveis,

nao sdo necessdrios mais do que os cinco primeiros axiomas do Calculo Positivo
Intuicionista. Com que entdo C1(9) poderia ser substituido por (ET?), como afirma
a SUBSTITUICAO III, e simultaneamente, como afirma a SUBSTITUICAO I, C;(12)
poderia ser substituido por (ETI), uma vez que C1(9) e C1(12) sdo axiomas
independentes! A SUBSTITUICAO I e a SUBSTITUICAO III sio claramente incom-
pativeis...

Mas se a SUBSTITUICAO I era indemonstravel, tal ja ndo acontece com a
SUBSTITUICAO III. Gostariamos contudo de propor um refinamento de seu enun-
ciado. Notemos em primeiro lugar que também na SUBSTITUICAO III o axioma de
redugdo das negagdes, C, (12), é imprescindivel, pelo menos na demonstragdo de
(ETZ) a partir da axiomadtica completa de C,. Com efeito, isto é atestado se
usarmos mais uma vez as matrizes que mostram a independéncia de C, (12),
e tomarmos o valor Y’ em A e o valor ¥ em B. Concluimos que (C,\
{C.(12)}) # (ET).

Se retirarmos de C,, ambos os axiomas C, (9) € C, (12), o que poderiamos
afirmar? Denominemos por C, (9%) a sentenca B™ — ((mA > B)— ((1A —
—B)—>A)), e denominemos por (ET3) a sentenga (B(")/\B/\—|B)—>—|A.

Entdo podemos demonstrar a

SUBSTITUICAO IV. Ao cdlculo C,\{ C,(9),C,(12)}, 1<n<m

(o) tem 0 mesmo efeito acrescentar como axioma C, (9) ou (ET3 ),

(B) tem o mesmo efeito acrescentar como axioma C, (9%) ou (ET2 ).
(Quando afirmamos que “tem o mesmo efeito”, queremos dizer, claro, que os
mesmos teoremas sdo demonstraveis a partir de ambos 0s acréscimos, isto é,

ambos estendem de igual maneira o calculo original.)
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Este resultado faz-se interessante se recordamos, por exemplo, que (ET%)

€ um teorema do Cdalculo Minimal de Johédnsson (vide 2.1, Figura 1), que, como é

sabido, s6 “trivializa” a parte negativa do célculo, enquanto que (ET?) ndo é

teorema deste calculo, mas sim do Célculo Intuicionista de Heyting, que o contém.

A demonstragdo da SUBSTITUICAO IV é essencialmente a mesma da

SUBSTITUICAO III, exceto o passo, agora desnecessdrio, em que se faz uso de

C, (12). Demonstremos, para n=1, sua primeira parcela, (o):

(=) Acrescentemos o esquema C1(9) ao cdlculo C;\ { C1(9), C1(12)} . Tomemos
agora como hipétese (B° ABA—1B). De C1(4) e Cy(5) temos B™, B e —B.
Mas, de C;(9) temos B°— ((A—>B)—>((A—>—-B)—>—A)), donde, por
(MP) temos ((A—B)—>((A—>—-B)——A)). De Ci(1) e C1(2) temos,
por (MP), —A.

(<) Acrescentemos agora o esquema (ET®) ao célculo Ci\{ C1(9), C1(12)}.
Como hipdéteses temos desta vez B°, A—>B e (A—>—B). De (ET’) temos
(B°ABA—B)——A, do calculo positivo concluimos B°—(B—(—B—
—A)), e de (MP) B— (nB——A). Disto, e da segunda hipétese, conclui-
mos A— (= B—>—A). Mas Ci(1) nos garante que =A—>(—B——A). De
C1(8) e C1(11) (terceiro excluido) temos, por (MP), =B——A. Dai, e da
terceira hipotese, temos A ——A. Mas A ——A € um teorema “positivo”.

Novamente por C1(8) e C1(11) temos, por (MP), —A .

Que espécie de deducao € esta, que faz uso do cdlculo positivo, do terceiro
excluido e acrescenta a forma paraconsistente de reducdo ao absurdo, mas ndo a
reducdo das negacdes? Acabamos de assistir a uma dedugdo que poderia ter sido
feita no interior do Céalculo Minimal Paraconsistente, CMP. (vide Figura 1)

A demonstragdo de (B), a segunda parte da SUBSTITUICAO IV, para n=1 é
em tudo similar a esta, s6 que ndo poderia ter sido feita em CMP, mas em Cj.
Em conclusao, temos aqui duas possibilidades diferentes de estender o célculo
Ci\{ C1(9), C1(12) } : pela adigdo do esquema C1(9), e pela adi¢do do esquema

C1(9%). Denominemo-las, nesta ordem, Ext; ¢ Ext,. Sabemos que o conjunto de
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teoremas de Ext, contém estritamente o conjunto de teoremas de Ext;. O préprio
C1(9%) é um exemplo de teorema em Ext, mas ndo em Ext; .
Acreditamos que isto talvez ajude a compreender melhor o verdadeiro

problema por trds da falha da SUBSTITUICAO I. Em passos:

e 0 axioma Cy(9) pode ser substituido em CMP pelo esquema (ETS) — da
SUBSTITUICAO IV(0v);

® 0 esquema (ET!) ndo é demonstravel em CMP — do TEOREMA I;

e na presenga dos cinco primeiros axiomas do Calculo Positivo Intuicionista,
(ET") e (ET?) sdo intersubstituiveis — do TEOREMA III;

e o axioma C(12) ndo é demonstrdvel em CMP U ( ET! ) — do TEOREMA II.

Denominemos por CMP* o cdlculo CMP U ( ET! ). Sabemos que (ET3) é
teorema de CMP, mas nio (ET2 ), ou (ET1 ). Supds-se, na SUBSTITUICAO I, que
CMP* e (C, fossem cdlculos equivalentes. Isso ndo é verdade, pois C1(12) ndo é

demonstravel em CMP#*. Na realidade, CMP#* € um célculo intermediario, entre

CMPe Cl.

Bolas e quadrados

Considere as formulas
BD def —|(—|B/\B)
B° def —|(B/\—|B)

Para provar que B® — B° ndo € teorema de C, consideremos as matrizes

~ A v BEE - EEE -
My s o By[vly Bylylo

B o
Bl v o By Yy EY Yo Y
Bl 0 0o gy vio EgY Yy Y

onde {Y’, ¥} sdo os valores distinguidos. Basta tomar o valor 3 em B.
E facil verificar que os axiomas de C; em sua formulagdo original, que

consideram apenas féormulas do tipo B°, mas ndo do tipo B" sempre tomam o valor
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distinguido Y. Contudo, a férmula B°—B° toma o valor ndo-distinguido IT quan-
do B toma o valor intermedidrio ¥, e é portanto independente dos axiomas de Cj.

Na sua formulagdo original, portanto, poderiamos dizer que C; € tdo-
somente paraconsistente a esquerda, ou levoparaconsistente, pois apenas for-
mulas do tipo B° sdo bem-comportadas. E imediato propor uma nova 1égica
“simétrica” a (i, que seja apenas paraconsistente a direita, ou dextroparacon-
sistente, na qual apenas férmulas do tipo B" seriam bem-comportadas.

Uma formulacdo mais simples e interessante, contudo, a qual também
tratamos neste trabalho (vide 5.1), € obtida ao acrescentarmos novos axiomas a
formulacéo original de C1, a fim de obter uma l6gica paraconsistente a direita e a
esquerda, ou biparaconsistente, evitando assim ambas as formulagdes do prin-
cipio da ndo-contradicdo, e estendendo a exigéncia dC[i] de da Costa (vide 2.).
Tendo em vista que B°— B? ji é um teorema da versdo original de C; (vide o
ex. ¢ em 2.2.2.1 e o0 ex. ¢ em 2.3.3.6) para obter a versdo biparaconsistente de C;
poderiamos acrescentar a este cdlculo, por exemplo, 0 axioma

Ci(PNC) B°"—B°

Neste trabalho optamos por outro caminho, que mantém a estrutura da
formulagdo original de da Costa: acrescentamos simplesmente o axioma C(9°):
B®"—=((A—>B)—((A——B)——A)). Nesta nova axiomatizacio, C;(PNC) é
um principio demonstréavel.

E claro que as observagdes anteriores sdo igualmente aplicdveis a cada um
dos C,. Usando as mesmas matrizes acima podemos demonstrar que, em um dado
cdlculo C,,, B"™ ndo é equivalente a B! . A solucdio que propomos nestes casos é

exatamente a mesma.

C, versus C,,,

Independéncia de Peirce e Dummett em C,,

Alves (1976) mostrou que a Lei de Peirce (LP), ((A—>B)—A)—A, ndo

¢ valida em C, usando as seguintes matrizes:
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onde Y € o unico valor distinguido. Basta tomar em A o valor ¥§ € em B o va-
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lor IT. Estes mesmos valores mostram que também a Lei de Dummett (LD),
Av (A — B), independe dos axiomas de C,,.

Ja sabemos (vide 3.2) que (LP) se demonstra a partir de C, U{(LD)}. Sera
que a reciproca também vale? Conjeturamos que ndo, embora ainda ndo tenhamos
encontrado matrizes que demonstrassem que (LD) é independente de C, U{(LP)}.
Uma alternativa ainda melhor seria a seguinte: como sabemos também que todo
teorema cldssico puramente positivo € vdlido em C,U{(LD)} (vide 3.2), po-
deriamos tentar encontrar matrizes que demonstrassem que ha algum outro teo-
rema cldssico puramente positivo qualquer que ndo seja porém demonstravel em

CoU{(LP)}.

Nem C, nem C,,, sao finitamente trivializaveis

Em Alves, 1976, podemos encontrar ainda uma elegante prova geral de
que o Cilculo Positivo Intuicionista, o Célculo Positivo Cléassico e Cy, ndo sdo
finitamente trivializdveis, isto €, de que ndo ha uma férmula F (ou conjunto de
férmulas, que podemos tomar em conjunc¢do) que acrescentada a axiomaética

destes calculos ocasione a sua trivializacao.

Lema 1. Em toda matriz correta para C,, a relacdo < entre seus valores definida
por “a<b sse a— b toma um valor distinguido™ é uma pré-ordem.

Basta verificar que esta relagao € reflexiva e transitiva.

Lema IL. Se C,, fosse finitamente trivializdavel, a relacdo de pré-ordem do Lema I
admitiria um menor elemento.
De fato, suponhamos que exista uma formula F tal que, para toda férmula G,

CoU{F}+G. Do Teorema da Deducgdo, temos que Cy, —F—G. Para alguma
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valoragdo v e algum valor a temos que v(F)=a. Sejam p uma varidvel propo-
sicional que ndo ocorre em F e v’ uma valoracdo tal que v’ (p)=b, para algum
valor b e v’ (q)=v(q) para toda varidvel g#p. Entao v’ (F)=a. Ora, temos em
particular que C, —F—p, donde v’ (F—p)=a—b. Mas a—b toma um valor

distinguido, logo a < b para todo b.

Lema III. Existe uma matriz correta para Cg que ndo apresenta a propriedade
do Lema II. Definimo-la assim:
Seus valores de verdade sdo todos os subconjuntos dos nimeros naturais (IN)
com complementar finito, € o proprio IN € seu unico valor distinguido. Os

conectivos sio definidos como’

v(A—B)=A“UB; v(AvB)=AUB; v(AAB)=ANB;
v(ﬂ):{AC U{ne N:n>max(AS) +2},caso A cIN;
N\ {0}, caso A =IN.

Basta verificar agora que todos os axiomas de C, assumem apenas o valor
distinguido IN, para toda valoracdo dada. Como exemplo, se A é o conjunto
N\{0, 1, 2,4, 6,7}, 1A é N\{3, 5, 8}, e =—A € o conjunto N\{0, 1, 2,4, 6, 7,
9} e dai fécil ver que valem tanto Av—A quanto = —A—A.

A pré-ordem < neste caso € a propria relacdo de inclusdo, <, que, como é

claro, ndo possui elemento minimo no conjunto de valores em questao.
Teorema. C, ndo é finitamente trivializdvel. Consequéncia imediata dos lemas
precedentes.

Corolario I. Nem o Cdlculo Positivo Intuicionista nem o Cdlculo Positivo Cldssico

sdo finitamente trivializdveis. Com efeito, eles sdo subsistemas de Co,.

Corolario II. C,,;, ndo é finitamente trivializdvel. Basta notar que também (LD)

assume apenas valores distinguidos nas matrizes do Lema III.

SA definicdo de v(—A) em Alves, 1976, se encontra, infelizmente, completamente ilegivel. Nao é

dificil verificar contudo que a defini¢do que aqui apresentamos funciona.
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Incaracterizabilidade por matrizes finitas

Nao serdo os cdlculos paraconsistentes de da Costa cdlculos polivalentes
(como J;e P ! )? Mais ainda, nao serdo estes calculos caracterizdveis por ma-
trizes finitas, isto é, dado um cdlculo da hierarquia C,, ndo haverd matrizes de
dimensdes finitas tais que os teoremas deste cdlculo coincidam exatamente com as
tautologias das matrizes consideradas? Arruda (1975) apresentou uma prova bas-
tante simples de que nenhum dos célculos C,, 1<n<®, é caracterizavel por

matrizes finitas.
Teo A. Em C,, 1 <n<®, a redugdo das negagdoes é impossivel, isto é, ndo valem
0s esquemas
A=—;A —|2iAE—I2jA, i#j,i>0,5>0
—|2,'_1AE—|2j_1A, iij,i>0,j>0 —IZiAE—Izj_lA, i>0,j>0
onde —; abrevia i ocorréncias da negacdo —.

Para verificar este fato, consideremos as matrizes infinitas que tomam como
valores de verdade todos os niimeros naturais, nas quais os valores distinguidos

sdo todos os naturais ndo-nulos, e definir os conectivos como

1,casov(A)>0ev(B)>0 1,casov(A)>0ouv(B)>0
vV(AAB)= - v(Av B)= .
0, em caso contrario 0, em caso contrario
0,casov(A)>0ev(B)=0 1,casov(A)=0
v(A—B)= y v(—A) = .
1, em caso contrario v(A) —1, em caso contrario

Nao ¢ dificil verificar que estas matrizes validam todos os axiomas de C, mas

nao validam nenhuma das quatro “redu¢des das negagdes” acima apresentadas.

Corolario A. Nenhum dos cdlculos C,, 1 <n<®, é caracterizdvel por matrizes
finitas. Com efeito, dadas matrizes finitas com i valores de verdade, ao avaliar-
mos os termos da sequéncia —1 A, =2 A, 34, ..., 1i-1A, 1A, 141 A, have-
mos de encontrar a0 menos um valor repetido. Dai, deve forcosamente valer

algum dos quatro esquemas do enunciado de Teo A.
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Esta mesma demonstracdo vale para diversos outros cdlculos paracon-
sistentes. Das hierarquias tratadas no presente trabalho (vide o apéndice ®, Quem
¢ quem), o raciocinio acima se presta a mostrar que C, CZ, Ct, Cy4, Cré, Cr®,
para 1<n<w, e C,;, ndo sdo caracterizaveis por matrizes finitas — os axiomas de
todos estes calculos tomam apenas valores distinguidos nas matrizes de Teo A —
mas nfio serve para mostrar o mesmo fato para as hierarquias C,%, C,¢, C, %,
Cy 7% Cre, Crf e para Cppp, pois nestes cdlculos vale uma forma de
redugdo das negacdes: A=——A.

Carnielli® propds uma outra demonstracio de incaracterizabilidade por

matrizes finitas, a seguir:

Teo B. O cdlculo Cy néo é caracterizdvel por matrizes finitas.
Consideremos desta feita as matrizes infinitas cujos valores de verdade sdo os
ordinais pertencentes ao conjunto INU{®}, cujos valores distinguidos sdao os
ordinais finitos e cujos conectivos sdo definidos por
v(Av B)=min(v(A), v(B))
0,casov(B)=v(A)+1

max(v(A), v(B)), em caso contrario

v(A/\B)z{

o, casov(A)eN e v(B)=m
v(B),casov(A)=w e v(B)e N
0,casov(A)=v(B)=

max(v(A), v(B)), em caso contrario

v(A— B)=

®,casov(A)=0
v(—A)=<0,casov(A) =
v(A) +1, em caso contrario
A verificacdo de que todos os axiomas de (C; tomam apenas valores
distinguidos nestas matrizes € imediata. Notamos ainda que para a férmula B°

vale v(B°)=m sse O0<v(B)<W®.

® Comunicagdo pessoal, correcdo 2 demonstracdo sugerida para o sistema META em Carnielli,

1990.
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Seja p1, p2, ..., Pn, ... uma enumerac¢do das férmulas atdmicas de Cj.
Definamos agora as férmulas seguintes:

D (pi,pj) £ (piA=p;) APiATID}, PAraPi# D)

D"= N/ (D(pi,pj) = Pns+1)-

1<i<j<n
Assim, por exemplo, temos
D*= (D(pi,p2)—=ps)V(D(p1,p3)—ps)V(D(pi,ps)—psIV
(D(p2,p3)—=ps)V(D(p2,ps)—>ps)Vv(D(p3,ps)—ps).

E muito ficil ver que toda férmula D" toma um valor ndo distinguido nas
matrizes acima: para cada D" dado, basta tomar v(p;)=i, para 1<i<n, e
tomar v(p,+1)=0. Desta forma, observando as matrizes para a conjungdo e
para a negagdo, notamos que cada D (p;, p;) assume um valor finito, uma vez
que p;#p;, dai concluimos da matriz para a implicagdo que v(D (p;,p;) —
Pn+1)=0, € da matriz da disjungdo temos v(D")=.

Por outro lado, a férmula D" é uma tautologia em todo conjunto m-valente
de matrizes adequado a C e tal que m<n. De fato, se m<n, entdo existem p; e
p; tais que v(p;)=v(p;). No entanto, a férmula (=(AA—A)AAA—A)—>B,
para A e B quaisquer, é um teorema de C;, devendo portanto ser validada em
qualquer conjunto de matrizes adequado a C;. O mesmo ocorre com a férmula
C—(CvD). Obviamente as duas férmulas anteriores sdo suficientes para
garantir que a férmula D" seja validada em todo conjunto m-valente de
matrizes adequado a C; e tal que m<n, muito embora, como mostramos no

paragrafo anterior, nenhuma férmula D" seja um teorema de C;.

A demonstracdo desenvolvida em Teo B ¢é valida para cada cdlculo das
hierarquias C}, C5, Cr, C,5 Cr4 Cyb, C7% G Ce, Gyt G
C, 7" para 1<n<® — basta mudar convenientemente a defini¢io de cada um
dos disjuntos D ( p;, p;). Observe que ela ndo funciona para os casos em que n=,
nem para C,,;, ou C,, pois nestes cédlculos ndo é possivel definir uma negacéo

forte — e, portanto, nenhuma férmula do tipo D (p;, p;) pode ser um teorema.
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Juntando as duas demonstragdes anteriores apenas o cilculo C,,;, fica de
fora. Permanece em aberto o problema de se verificar se também este cdlculo seria
incaracterizavel por matrizes finitas, ou ainda elaborar uma prova mais geral que
cubra simultaneamente todas as hierarquias de calculos paraconsistentes aborda-
das no presente trabalho. Serd que a incaracterizabilidade por matrizes finitas de
C.in é uma consequéncia do fato de que hd célculos que o estendem — quais
sejam, C,%, C,79, C,7°, Cr 7 Cr % e Cp 7% — e que sdo eles proprios

incaracterizaveis por matrizes finitas?
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xvii, 10, 11, 14, 20
sobre a aplicagdo do célculo 19-20, 31, 38
sobre a atitude dos matematicos 10, 151
além das fronteiras do discurso mate-
matico formal xvii, 16-7, 28
em face da contradi¢do e das provas
de consisténcia xvi, xvii, 9, 10,
11, 17-8
vide também paraconsisténcia, pro-
blemas da
sobre a esséncia 8, 16, 28, 30, 151
sobre a expressdo da generalidade 7
sobre a fundamentagdo da matemadtica
Xv, Xvi, xvii, 4, 5, 27-8, 32, 37-8, 151
sobre a negacdo 8
sobre as contradigdes xv, xvii, 11, 12, 14,
20, 21, 31, 35, 36, 37, 38, 150
como germes, ou sintomas 14-5, 18
ocultas xvii, 9, 13, 14, 15, 16, 18
sobre a seguranca ou a certeza na mate-
matica 4, 18-9, 32, 36
vide também W ... sobre a atitude dos
matematicos
sobre a sintaxe logica 19, 30, 36
sobre as provas matemadticas xviii, 9, 11,
28, 30, 33-4, 39
vide também Wittgenstein sobre o pro-
grama de Hilbert
sobre as tautologias 20, 35
sobre o método da diagonal de Cantor 16
sobre o programa de Hilbert (ou a neces-
sidade das provas de consisténcia) xvi,
xviii, 4, 9, 11, 13, 16, 18-9, 32-3, 35,
36, 151
sobre o significado 12, 17, 20, 28, 36,
37, 38, 40
vide também uso
sobre os principios logicos 17, 25, 31, 40
vide também principios
sobre os teoremas de Godel xviii, 34, 39-
40
vide também W ... sobre as provas ma-
tematicas
sobre o0 uso nos jogos de linguagem 11,
12, 16, 18, 20, 29, 37, 40
para a contradi¢do xvii, 12, 18, 29-30
Wright, Crispin 26, 221
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ABSTRACT

Possible-translations semantics were devised by Walter Carnielli as a generalization
of the notion of formal semantics. Given an uninterpreted logic L, the idea is to base
an interpretation of L on the combination of an appropriate set of translations of the
formulas of L into a class of logics with known semantics. In this dissertation we
concentrate mainly on paraconsistent logics, i.e., those logics capable of dealing
with inconsistent yet non-trivial theories. Paraconsistent logics allow us to explore
the effects of contradiction in formal calculi. The philosophy of Wittgenstein reveals
highly unorthodox opinions concerning the role of contradiction in mathematics.
The possible relations between Wittgenstein and paraconsistency are investigated in
the first part of this study. In what follows, we investigate more technical questions,
in particular, possible-translations semantics based on three-valued logics are provi-
ded for all of the calculi which constitute the first hierarchy of paraconsistent logics,
devised by Newton da Costa, and known as C,, 1<n<®. We also provide possible-
translations semantics for eleven other related hierarchies. Making use of possible-
translations semantics, we construct, for each of these hierarchies, calculi which are
lower/upper deductive limits. As most of these calculi are non-characterizable by
finite matrices, any bivalued semantics characterizing them are bound to be non-
truth-functional. However, based on many-valued logics, their possible-translations
semantics may restore truth-functionality, if we only allow each formula to be
interpreted by means of its possible translations. Several other problems and results
concerning possible-translations semantics, many-valued logics and paraconsistent

logics are presented and commented on.

Keywords: Possible-translations semantics; translations between logical systems;

paraconsistent logic; many-valued logic; combination of logics.
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